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«Yo creo que la fe es un precursor de todas nuestras ideas. Sin fe, nunca podria haber evolu-
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Capitulo 1

Introduccion

“El aburrimiento se cura con
curiosidad. La curiosidad no se cura
con nada.”

Dorothy Parker

Durante el siglo XX se han producido grandes avances en nuestra concepcion
del Universo. Desde principios de siglo, en el cudl no tenfamos conocimiento del
tamafio de nuestra propia galaxia, hasta la actualidad, en el que el modelo ACDM
describe la evolucién del universo desde el Big Bang hasta nuestros dias.

Entre medias, ha habido un proceso creativo de ideas acompafadas de obser-
vaciones cientificas como el nacimiento de la teoria cuantica, formulada por Max
Planck [1] en 1900, y la construccién de la teorfa general de la relatividad de Albert
Einstein [2] en 1916. En 1917, de-Sitter encontré soluciones a las ecuaciones de Eins-
tein, describian un universo sin materia ni radiacién, formado s6lo por una constante
cosmoldgica que se traduce en un universo en expansion acelerada. En 1922, por otro
lado, Friedmann hall6 soluciones que describen un Universo homogéneo e is6tropo
y dindmico [3].

Las observaciones de Hubble en 1929 mostraron que la zona del Universo cerca-
na a nosotros se encuentra en expansion, lo que conocemos como Ley de Hubble [4].
Sin tener en cuenta las correcciones relativistas, esta ley nos da una relacién entre la
velocidad a la que las galaxias se alejan de nosotros, v, y el redshift, z, definido como
el cociente entre la longitud de onda observada y la emitida:

Aobs
Aem

El modelo de de-Sitter ya habia predicho un redshift cosmolégico, tal y como
descubrié Hubble. En 1931, Lemaitre propuso que si el universo se estd expandien-
do, entonces debe provenir de un universo més pequefio y més denso [5], y sugirié
el origen del universo como un "dtomo primitivo". En 1948 Gamow y Alpher pre-
dijeron que si el universo se estd expandiendo [6], el universo temprano tenia que
ser caliente, lo que se conoce hoy en dia como Hot Big Bang. Junto a Herman, pre-
dijeron que tendria que quedar resquicios de esa radiacion temprana y que ademds,
permaneceria como una radiacién de cuerpo negro a 3 grados Kelvin [7]. Afios mds
tarde, y en un trabajo independiente, Dicke, Wilkinson y Peebles llegaron a la mis-
ma conclusion, debia existir una radiacién isétropa originada durante el origen del
universo [8]. Por otro lado, durante 1964 los fisicos Penzias y Wilson detectaron un
tipo de radiacién microondas y concluyeron que sélo podria tener un origen extra-
galdctico. Se habia detectado por primera vez el fondo césmico de microondas, del
inglés CMB (Cosmic Microwave Background), un fondo isétropo a una frecuencia

v=cz , 1+z= (1.1)
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de 160.2 GHz correspondiente a una temperatura de cuerpo negro de 2.73 K [9].
Anos més tarde Alan Guth se dio cuenta de que para que el CMB fuese consecuente
con la Teoria de la Relatividad General, el Universo tuvo que atravesar una etapa de
expansion acelerada, este periodo lo denominé inflacién [10].

Durante el siglo XX hemos pasado de una visiéon cosmolégica desprovista de las
herramientas necesarias para su compresion, tales como la fisica cudntica y la Teoria
de la Relatividad General, al conocimiento de que habitamos un universo en expan-
sién y al nacimiento de la Teorfa del Big Bang. A finales de siglo, contdbamos con
un modelo coherente capaz de hacer predicciones cosmolégicas respaldadas por las
observaciones, que nos proporciona un modelo exitoso de la historia del Universo
desde el Big Bang hasta el CMB como historia inferida, y desde el CMB hasta hoy en
dia como parte observada directamente.

En el afio 1998, los equipos de Adam Riess et al. [11] y Permultter et al. [12]
anunciaron la expansién acelerada del universo. En su estudio usaron supernovas
tipo Ia como indicadores de distancia. Su hallazgo revolucioné de nuevo nuestra
concepcién del Universo, afiadiendo, por motivos observacionales, la componente
de energia oscura que describe un universo en expansion acelerada.

Destaco por ultimo otro gran hito en la historia de la cosmologia, la deteccién de
las ondas gravitacionales (GW del inglés Gravitational Waves) en el 2015 por la co-
laboracién LIGO (del inglés Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory)
[13]. La colisién de dos agujeros negros hace 1300 millones de afios produjo las GWs
detectadas por LIGO. Esta sefial supuso, ademds, obtener la tltima prediccion que
faltaba por confirmar de la teoria de Einstein. Esta deteccion supone la inauguraciéon
de una nueva ventana al universo, aportando otra perspectiva a la observacién mul-
timensajera del cosmos. Quizads podremos ver a través de ella periodos tempranos
del Universo anteriores al CMB, esto es, dependiendo de la fisica que gobierna el
universo primitivo podriamos ver épocas que hasta ahora estdn veladas a la obser-
vacién por otros métodos. Esto dependerd de la fisica que condujo el Universo hasta
el Big Bang y de la fisica mds alld del Modelo Estdndar de particulas. Esta nueva
ventana se convierte en otro laboratorio que, posiblemente, nos ayude a ir més alla
de los limites conceptuales de hoy en dia, tanto en el campo de la cosmologia como
en el de fisica de particulas.

La motivacién fundamental de esta tesis se basa en el entendimiento de los pro-
cesos fisicos que han tenido lugar en el universo primitivo y que han dado lugar al
universo que vemos hoy en dia. Dado el desconocimiento que tenemos en la actuali-
dad de esta etapa temprana del universo, nuestro interés se enfoca en la posibilidad
de que durante el periodo inflacionario las GWs hayan sido amplificadas por algtin
tipo de mecanismo, de manera que sea factible en un futuro no muy lejano detectar
alguna sefial y, de ser asi, explorar la etapa del universo que ha permanecido oculta
hasta el presente.

En el Capitulo (2) daremos un descripcién del modelo cosmolégico en el que se
basa la tesis, desde la descripcion de las ecuaciones que describen la evolucién del
universo a gran escala junto con las ecuaciones necesarias para describir el contenido
energético del universo. Situaremos la época en la cudl se enfoca la tesis en la historia
térmica del universo, y por tltimo describiremos el modelo cosmolégico en el que
se basa esta investigacion.

La primera evidencia directa que tenemos del universo es la sefial del CMB ori-
ginada alrededor de 400.000 afios después del Big Bang, y la primera evidencia in-
directa a partir de la nucleosintesis primordial alrededor de 3 minutos después del
Big Bang. A dia de hoy no tenemos la certeza de que el universo hubiese atravesado,
antes de BBN, por un periodo de expansién acelerada, sin embargo, en el Capitulo
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(3) veremos la necesidad de asumir inflacién como parte de la historia del universo,
y veremos que es la solucién plausible a problemas cosmolégicos que no podria-
mos explicar sin dicho periodo. Daremos la formulacién necesaria para describir la
evolucion inflacionaria y describiremos el origen de las fluctuaciones primordiales
generadas precisamente en este periodo y que dardn lugar a los distintos observa-
bles, tanto los que ya han sido detectados como el espectro originado en el CMB,
como los que atin no, como es el caso del fondo estocéstico de las GWs. Por otro
lado, si ha existido inflacién, veremos también la necesidad del periodo posterior,
denominado recalentamiento, que surge de forma natural como la transicion entre
inflacion y la etapa en la que la energia de radiacién domina sobre todo el contenido
energético del universo. Este periodo es de gran importancia ya que sitda las condi-
ciones iniciales del periodo post-inflacionario. Dentro de inflacién, existen distintos
modelos que son capaces de explicar el universo homogéneo, isétropo y plano asu-
miendo un sélo potencial para el campo inflacionario. Nuestra investigacion asume,
ademas, distintas posibilidades de interaccion entre particulas que habitaron el uni-
verso haciendo posible inflaciéon en presencia de una componente térmica, lo que se
conoce como inflacién templada [14].

Sabemos que la amplitud del espectro primordial es casi invariante de escala du-
rante una etapa del periodo inflacionario, pero existe otro periodo perteneciente a
inflacién que atin no ha sido observado. En el Capitulo (4) veremos que si en esta
etapa inexplorada la amplitud del espectro primordial se amplifica, tendra conse-
cuencias en el fondo estocdstico de GWs. Dependiendo del mecanismo de interac-
cién entre las distintas componentes del universo inflacionario, habrd modelos que
hacen factible una futura deteccién del fondo estocastico de GWs.

En una visién mas global del problema inflacionario, sabemos que cuando la am-
plitud del espectro primordial aumenta puede producir agujeros negros primordia-
les (PBHs del inglés Primordial Black Holes) en el periodo post-inflacionario [15, 16].
En el Capitulo (4) estudiamos la produccién de PBHs en nuestros modelos. Aunque
los PBHs producidos en nuestros modelos no son capaces de justificar la materia
oscura presente en el universo, su estudio es fundamental para no sobrepasar los
distintos limites impuestos por diferentes procesos fisicos.

En el Capitulo (5) veremos primero la formulacién necesaria para modelar infla-
ciéon templada. Mostraremos un estudio previo con distintos potenciales inflaciona-
rios con la finalidad de predecir si cada modelo conseguird amplificar el espectro al
final de inflacién. Una vez realizado este estudio, hemos seleccionado aquellos mo-
delos que consiguen una buena prediccién y mostramos un calculo mas detallado
de inflacién templada con produccién de un fondo estocastico de GWs cuya sefial
estd cerca del rango observacional de futuros experimentos como Cosmic Explorer
y Einstein Telescope.

Por dltimo, en el Capitulo (6) daremos una vision general del motivo de investi-
gacion de la tesis y resumiremos los resultados fundamentales.






Capitulo 2

Cosmologia

“Las afirmaciones extraordinarias
requieren evidencias extraordinarias.”

Carl Sagan

La Relatividad General de Einstein, de aqui en adelante GR, es una teoria geo-
métrica en la que la curvatura del espacio-tiempo determina el contenido de energia
y momento de la materia y radiacién, y viceversa [2]. Se resume en la Ecuacién de
Campo de Einstein:

1
G]/“/ - R]/“/ - Eg;,“/R + Ag]/“/ - 87TGT]/“/ 7 (2.1)

en unidades naturales c = i = 1 (de aqui en adelante), donde Guv es el tensor
de Einstein y estd determinado por la curvatura del espacio-tiempo, g, define la
métrica, Ry, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci, A la constante cosmoldgica,
G es la constante de gravitacion de Newton y T, el tensor energfa-impulso.

La Eq. (2.1) forma en realidad un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales acopla-
das, cuya solucién define el tensor métrico g;,. Existen soluciones conocidas para
casos en los que podemos simplificar el conjunto de ecuaciones, como en el caso de
la métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

2.1. Universo FLRW

La métrica Friedmann, Lemaitre, Robertson, Walker, de ahora en adelante FLRW
[3, 17-19], es la descripcién méds general de un universo homogéneo e isétropo en
expansion. El elemento de linea FLRW es:

dr?

2 2 2

+ 1% (d6* + sin® 0 d¢?) | , (2.2)

donde r? = x? 4+ y? + 22, siendo x, y y z coordenadas coméviles con la expansién
del universo, 0 y ¢ son las coordenadas angulares coméviles. K hace referencia a la
curvatura del universo, K = —1 para un universo cerrado, K = 0 para un universo
plano y K = +1 si es abierto.

En un universo en expansion, el factor de escala a describe la escala de longitud
del universo. Lo més importante de este factor no es su valor en si mismo, ya que no
conocemos el tamarfio real del universo. Es por ello que se define un factor mucho
maés ilustrativo, el cociente de a/ag con ay el factor de escala actual del universo.
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Ademas, la dindmica del universo se describe mediante el parametro de Hubble:

H=-=100hkms * Mpc™!, (2.3)

ISTIRS

donde el punto representa la derivada con respecto al tiempo, por lo que describe el
ritmo de expansion del universo. Su valor actual se suele dar referido en su forma
adimensional, h. Dadas las escalas cosmoldgicas, se define el niimero de e-folds
como el intervalo en el que el factor de escala aumenta un factor e:

N = log (:) _ / Hat . (2.4)

Ademas, definimos el corrimiento al rojo z, de aqui en adelante redshift del in-

glés, como:
a0
1+z= - (2.5)

Una vez seleccionada la métrica que define nuestra descripcién del espacio-tiempo,
se puede construir el tensor de Einstein G, en la Eq. (2.1), lo que nos da el lado
izquierdo de la ecuacién (ver Apéndice (B) para més detalles). El lado derecho des-
cribe el contenido energético del mismo a través del tensor energia-impulso. En la
métrica dada en la Eq. (2.2), un observador que se mueve con el fluido lleva una
cuadri-velocidad u*, tal que u,u" = —1. Esta 4-velocidad separa la parte temporal y
espacial bajo el tensor proyeccion:

hyy = guv + uytty (2.6)

De forma general, un tensor de rango 2 puede ser dividido en su componente
puramente temporal, en su parte temporal-espacial y en puramente espacial, bajo
proyecciones del tensor en u, y hy,. Asi mismo, cualquier tensor de rango 2 lo po-
demos descomponer en una parte simétrica, que a su vez puede ser dividida en su
traza mas la parte libre de traza, més su parte antisimétrica [20]. Esto nos da una
forma general del tensor energia-impulso:

T]/l]/ = puyuy + Ph],“/ + q‘uu]/ + qyuy + 7-[],“/ 7 (2.7)

donde p es la densidad de energia, P la presion q es la transferencia de energia y 77,
es el tensor anis6tropo. La parte sin traza de la componente ortogonal a la velocidad
del fluido Uy del tensor Tyy, es el tensor Ty Las componentes del tensor energia-
impulso cumplen las siguientes relaciones:

0=q"uy = "u,, (2.8)
Gu = —h, " Tyeu®, (2.9)
o =ulu"Ty, (2.10)
P = 1h"T,, , (2.11)
T = WPy Tog — Py, (2.12)

El tensor energfa-impulso ha de ser consistente con la descripcién de un universo
homogéneo e is6tropo, por lo que a primer orden toma la forma de fluido perfecto.
Un fluido perfecto es aquel en el que las componentes no diagonales se anulan, y
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por lo tanto un observador en reposo ve un entorno isétropo:
T,y = diag(—p, P, P, P) . (2.13)

Las ecuaciones de Einstein a primer orden son:

A K
H? = Lz +5 - Ecuacién de Friedmann [3], (2.14)
3mp 3 a4
a_ —L( +3P) + A Ecuacién de Raychaudhuri [21] (2.15)
o emd 3 ¥ =

donde mp; = 2.4 x 10'8 GeV es la masa reducida de Planck.

La Ecuacién de Friedmann indica que el parametro de Hubble est4 directamente
relacionado con el contenido energético del universo y con su geometria. Asi pues,
se define la densidad critica, p., como la densidad total del universo en el caso de
que éste sea plano (K = 0):

pc = 3m} H?, (2.16)

a partir de la cual se define el parametro de densidad, que es el cociente entre la
densidad total de una componente de energia (X = b para los bariones, X = c la
materia oscura "fria", X = m para la materia,...), y la densidad critica:

Oy =X (2.17)

Pc
donde:

K A

PR Pm
Qr=— , Opy=— , Ox=-— , Op=—.
R M K A 3H§

— (2.18)
Pc Pc IZ(%H(?;

Reescribiendo la Ecuacién de Friedmann (2.14) en funcién de los parametros de
densidad se llega a la regla de la suma césmica:

1=0r+Qpm+Qx+Qxp . (2.19)

Cuando no nos referimos a una componente concreta, sino a la suma de las con-
tribuciones de radiacién, materia y energia oscura, definimos el pardmetro de den-
sidad sin subindice:

QO=0r+Qu+ Q4. (2.20)

La derivada covariante!, V., del tensor energia-impulso nos da la ecuacién de
conservacién de la energia y momento:

V. T" =0, (2.21)
cuya componente temporal es:
p+3H(p+P)=0, (2.22)

donde el término 3 H p corresponde a la dilucién de la energia a medida que el uni-
verso se expande, y 3 H P corresponde al trabajo que realiza la presiéon del fluido.
Esta presion queda definida por el contenido del universo a través de la ecuacién de

LEn esta tesis usamos la notacién V u, Dy 0 para la derivada covariante.
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estado, w:

w = (2.23)

0

Para la materia sin presion w = 0, w = 1/3 para la radiaciéon y w = —1 para el
caso en que domine la constante cosmolégica. Las Egs. (2.22) y (2.23), nos permiten
escribir la solucién para la densidad de energia en funcién del factor de escala tanto
para una ecuacién de estado variable como para w = cte:

Ji, 3H(+w(t) df

p = pie w=ctg  p« a~30+w) (2.24)

A partir de la métrica de un universo plano, homogéneo e isétropo, Eq. (2.2),
distinguimos entre la distancia comévil 17, como aquella que mide el observador que
se mueve con la expansion del universo, y la distancia propia, dy:

dua(t) = a(t) n(t). (2.25)

Los fotones viajan a través de trayectorias de luz con ds?> = 0. Los més lejanos
provienen de épocas cada vez més antiguas. La méxima distancia que puede recorrer
un fotén desde el origen del universo hasta nuestros dias se conoce como horizonte
cosmolégico, dado por la distancia propia di(f), que es dependiente del tiempo,
y corresponde a multiplicar el factor de escala por el horizonte de particulas, la
distancia comévil, igual al tiempo que tarda un fotén en viajar desde el Big Bang
hasta hoy en dia sin tener en cuenta la expansién del universo:

foar 1
Mﬂ:AaW)“ﬂQH@’ (2.26)

Dada la ecuacién de estado, la dindmica del universo estd determinada. Las Egs.
(2.15) y (2.24) tienen, para w # —1, como solucién:

2 3
H = _ —3(14w) 2.27
3+ w) ' @27)
g (2.28)
RS tl—iauiw) o g2(1+3w) (2.29)

Las regiones causalmente conectadas son aquellas que se encuentran dentro del
horizonte cosmolégico. Durante la fase en la que domina la radiacién, RDE del in-
glés Radiation Dominated Era, el factor de escala a t1/2 mientras que dy = 2t. En
la fase en que domina la materia, (MDE del inglés Matter Dominated Era), a 12/3,
mientras que dy = 3t.

Definimos el nimero de onda comévil:

_ 2ma

k SR

(2.30)
a partir de la longitud de onda A [22]. En un universo en expansién, la comparacién
de A con el horizonte cosmolégico determina si una escala k se encuentra dentro o
fuera del horizonte:
A aH
dp © Tk

En la Fig. (2.1) se muestra la evolucién de las cantidades propias dy, y A para

(2.31)
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aquellas escalas que cruzan el horizonte en el presente Ay, en el momento de igual-
dad radiacién-materia Agg, y para las que cruzan el horizonte en el momento en que
empieza a dominar la radiaciéon Agy. Inflacién es un periodo de expansion acele-
rada i > 0 en el que el factor de Hubble se mantiene aproximadamente constante
y el factor de escala tiene un crecimiento exponencial a(t) o« e!’f. Las escalas que
salen del horizonte durante el periodo inflacionario vuelven a entrar en la etapa
post-inflacionaria.

10"
Inflacion RDE MDE
10° |
T10710 ]
S
=
= 10720 ]
~
- gl
S
§10730 ]
~<
1074
))\lRH """""
EQ ~~"" -
10-%0 | Ao
i dH
—60 —40 -20 0 20 40 60
log (a/agmn)

FIGURA 2.1: Ejemplo de evolucién del horizonte cosmolégico dy y longitud de on-
da para las escalas que cruzan el horizonte en distintos momentos, en funcién del
log (a/agn), donde agy es el factor de escala al final de inflacion. [ estas escalas atn
no han entrado en el horizonte cosmolégico actual, [ ] indica las escalas de inflacién
que ya han entrado en el horizonte, [ ] indica la etapa intermedia entre inflacién y la
RDE, []1la RDE y, por ultimo, [ Jindica la MDE.

2.2. Equilibrio termodindmico

La descripcién de un gas de particulas interactuantes en un universo a una tem-
peratura dada, en equilibrio termodindmico, proporciona otra visién de la evoluciéon
de la densidad de energia, densidad de entropia y temperatura. La mayor parte de
la historia térmica transcurre dentro del equilibrio termodindmico, sin embargo, el
universo también atraves6 momentos excepcionales en los que se produjeron des-
viaciones del equilibrio térmico, con transiciones de fase que permitieron a algunas
especies adquirir abundancias significativas. La idea de que el universo estuvo en
equilibrio térmico estad sustentada por la forma que presenta el CMB de cuerpo ne-
gro, mientras que las desviaciones de equilibrio han dado lugar a la nucleosintesis
primordial y recombinacioén, entre otros.

Para entender el comportamiento de un gas de particulas con g. grados de liber-
tad en equilibrio térmico es fundamental la funcién de distribucién de momentos en
equilibrio térmico, que corresponden a las distribuciones de Fermi-Dirac (41 para
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fermiones) o Bose-Einstein (—1 para bosones) [23]:

1
o eE=m)/T 417

f(p) (2.32)

donde E es la energia de las particulas, tal que E?> = p* + m?, u es el potencial
quimico que se conserva en las reacciones si se producen dentro del equilibrio, y
T es la temperatura. Para cada particula se puede calcular la densidad de nimero 7,
la densidad de energia p y la presion P:

"= G [ £y dp, (2.33)
0= oy | EPI(P) d'p, (234)
p= 8 [ PP ) pp. (2.35)

(27)° J 3E(p)

En el caso de un gas relativista T > m y no degenerado T > u:

7-[2
_ 236
" 320), 79 (2:36)

00 Q) «T%  Fermiones
2 [ r e { :
m 4?g*

Bosones ,

57128« T*  Fermiones ,

o= [T rmEPE - (237)

—N—
01N @

1.2, 74
37T g« 1* Bosones,

0
P=:, 2.38
. (238)
donde {(3) es la funcion Zeta de Riemann evaluada en 3, conocida también como
constante de Apéry.
Por otro lado, para un gas no relativista m > T

3/2 -
n=g (g) e T , (2.39)
p=mn, (2.40)
P=Tn. (2.41)

Cuando domina la radiacién, el nimero de especies no relativistas esta suprimi-
da exponencialmente respecto a las relativistas, por lo que sélo tenemos en cuenta
estas tltimas. La densidad total de todas las especies en equilibrio se puede simpli-
ficar:

1
pr = =g T, Pr=pr/3, (2.42)
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donde g es el nimero de grados de libertad efectivo, correspondiente a la suma de
cada especie:

T\* 7 T\*
8x = Z &i (T) +§. Z 8i (T) ’ (2.43)

i=bosones i=fermiones

aqui se tiene en cuenta que cada especie relativista puede estar a una temperatura T;
distinta a la de los fotones T.

La segunda ley de la termodindmica aplicada a un universo en expansién con un
volumen comévil V = 43 es:

TdS =dU + PdV — ud(nV), (2.44)

donde U = p V es la energia total del universo. Derivando la presién dada en la Eq.
(2.35) respecto de la temperatura, e integrando, se llega a:

apr

1 d (u
=g +P) +nT (L), (245)

aT

donde se han utilizado las definiciones (2.36—2.38). Con este resultado podemos
reescribir la Eq. (2.44):

s —d <’)+PT_””V> , (2.46)
y omitiendo la constante de integracién,se obtiene:
S = M%WV ) (2.47)

Usando la Eq. (2.24) en la Eq. (2.44) se llega facilmente a:

ds = —%d(na:%) , (2.48)
por lo que la entropia total del universo se mantiene constante con la expansién
siempre y cuando y < T o siempre que el nimero de particulas se mantenga cons-
tante. Aunque la ecuaciéon de estado no sea constante la expansién es adiabatica.
Mantendremos la condicién de expansion adiabética en lo que sigue.

Otra cantidad ttil es la densidad de entropia:
S p+P 2

S

) 3
donde en la dltima igualdad hemos utilizado las Egs. (2.42), s6lo que ahora los gra-

dos de libertad son entrdpicos:

T\? 7 T\
s = ) gSz‘<T> t3 Y. gSi(T) . (2.50)

i=bosones i=fermiones

La conservaci6n de la entropia implica que la cantidad g.sT?a® se mantiene cons-
tante, (Eq. (2.49)). Una vez acabada inflacién, a medida que el universo evoluciona
con la expansion, la temperatura del mismo disminuye (T g;sl/ 3a-1). Si g.s se
mantiene constante entonces T « a~!. Sin embargo, a medida que baja la temperatu-
ra del universo habra particulas que se hagan no relativistas y dejen de contribuir a

los grados de libertad relativistas, dejaran de contribuir por lo tanto a la densidad de
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radiacion. Este es el momento en que las particulas se desacoplan del bafio térmico.
Mientras g.s disminuye, la temperatura del universo disminuird de forma maés lenta
que cuando g.s se mantiene constante. La energia de las particulas que se desaco-
plan se convierte en energia cinética de las particulas del plasma y se mantiene el
equilibrio térmico. Después del desacoplo, cuando la temperatura del universo no
es suficiente para mantener la creacion de pares de particulas, empieza el proceso de
aniquilacién de particulas.

La conservacion de la entropia permite relacionar los procesos que ocurren antes
y después del desacoplo [24, 25]. Usando las Egs. (2.49) y (2.42) se llega a:

poxg.gaPat, (2.51)

valida para la época en la que domina la radiacion. Podemos ademads relacionar el
tiempo con la temperatura del universo en la RDE. Sustituyendo en la Eq. (2.15) la
Eq. (2.42) y expresando el resultado en funcién de las escalas de Planck, se obtiene:

t 45 Tri\°
= 68 gD ( T ) : (2.52)

2.3. Historia térmica

Ademas, podemos relacionar la temperatura del universo actual con el redshift
cosmoldégico, Eq. (2.5), a través de la siguiente aproximacion:

T=To(1+z). (2.53)

El universo estuvo en equilibrio térmico o cerca desde, al menos, el momen-
to en que comenzé la produccién de ntcleos ligeros, estos son D, >He, “He y ”Li.
Este momento se conoce como Big Bang Nucleosintesis (del inglés BBN, Big-Bang
Nucleosynthesis). Estas reacciones nucleares ocurren en un rango de energias entre
1 —0.1 MeV, entre 1 s hasta ~ 3 minutos. Dado que las ondas gravitacionales con-
tribuyen a la densidad de energia, ésta estd limitada ya que no puede superar cierto
valor limite durante BBN [26-28]. La concordancia de las predicciones de las abun-
dancias de elementos ligeros con las observaciones implica que la escala de energia
de BBN supone un limite inferior en la escala para el final de inflaciéon > 4MeV
[29-31].

Durante BBN los neutrinos se desacoplan del plasma térmico. Este es un mo-
mento importante ya que su contribucién a la densidad de radiacién cambia cuan-
do, en la escala ~ 0.5 MeV, momento en el que se produce la aniquilacién de pares
electron-positron, la energia liberada en el proceso se transfiere principalmente a los
fotones. Los neutrinos contribuiran desde ese momento a la densidad de energia a
una temperatura distinta T, = (4/11)Y/3T,,.

Segtn el universo contintia enfridndose, llega un momento en que la densidad de
las particulas relativistas se iguala a la densidad de materia. Se produce la igualdad
radiacién-materia a ~ 1eV. Un poco mads tarde, a ~ 0.3¢V, los electrones se unen a
los nticleos en lo que se conoce como recombinacién. La formaciéon de 4tomos hace
que los fotones se desacoplen de la materia, viajando libremente desde ese momento.
La luz que nos llega a dia de hoy, originada en ese momento, forma la superficie
de dltima dispersion (de aqui en adelante LSS, del inglés Last Scattering Surface).
Este momento es crucial porque forma parte de la radiacion césmica de fondo que
observamos hoy en dia. Es la primera detecciéon directa al universo temprano. A
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partir de entonces domina la materia hasta la tltima etapa del universo, en la que la
contribucién dominante es la energia oscura. En la Fig. (2.2) al final del capitulo se
muestra un esquema de la historia térmica del universo, y en el Apéndice (A) se da
una tabla de valores para las distintas épocas del universo.

24. ACDM

El modelo ACDM contiene un factor de energia oscura, A, junto con la com-
ponente de materia oscura fria (no relativista), del inglés Cold Dark Matter, CDM.
Asume que la Teoria de la Relatividad de Einstein es el formalismo vélido para des-
cribir el Universo a escalas cosmolégicas. Este modelo estd en concordancia con las
observaciones del CMB, con las descripcién de universo homogéneo e is6tropo, con
la estructura a gran escala del Universo, con la expansién acelerada del universo
y con la abundancia de elementos ligeros. El modelo cuenta con sélo 6 pardmetros
libres en su versién mas sencilla, mostrados en la Tabla (2.1).

Parametro ‘ Descripcion ‘ Valor
Qph? Pardmetro de densidad bariénica 0.02233 4 0.00015
Qh? Parametro de densidad de CDM 0.1198 4+ 0.0012
1000\c Escala angular actstica 1.04089 + 0.00031
T Profundidad 6ptica debido a la reionizacién | 0.0540 4= 0.0074
In(10A;) | Amplitud de la densidad de perturbaciones 3.043 £0.014
s Indice espectral 0.9652 =+ 0.0042

TABLA 2.1: Parametros cosmolégicos [32].

La profundidad 6ptica, T, pertenece a la de la época de reionizacién, momento
en que la intensa luz de las primeras estrellas y galaxias rompen los atomos de hi-
drégeno. Los fotones que quedaron libres en la LSS, que corresponde a la radiaciéon
que vemos en el CMB, sufren una dispersién producida por los electrones y proto-
nes que se encuentran separados en la época de reionizacién. La profundidad éptica
indica que alrededor de un 5.4 % de los fotones son dispersados. La escala angular
actstica, 6)1c, es una aproximacion a la escala angular 6, = r. /Dy, que representa
la distancia que las ondas sonoras podrian recorrer antes de la recombinacién, .,
escalada con la distancia a la LSS, D). Su valor esté relacionado con la curvatura del
universo.

Los tltimos dos parametros nos informan sobre cudl es la amplitud de las fluc-
tuaciones primordiales, A, y cudl es la variacién de la amplitud con la escala, el
indice espectral 15, donde n; = 1 corresponde a un espectro invariante. Los valores
de Planck son A; = 2.1 x 10~? y ny = 0.9649 + 0.0044 al 68 %, ambos referidos a
una escala pivote de k = 0.05 Mpc~!. Otro test al cudl se han de someter los mode-
los inflacionarios es la adiabaticidad de la fluctuaciones primordiales, ya que es una
caracteristica del CMB [33, 34]. Los limites en las correcciones al espectro gaussiano
producidas por la no-gaussianidad a una valor menor que el 0.1 % de la perturbacién
[35, 36]. En el caso de un simple campo escalar causante de inflacion, la prediccién
para la desviacién es que ésta es pequefia [37, 38]. La derivada logaritmica del indi-
ce espectral es lo que se conoce como running, su valor en la escala k = 0.05 Mpc~!
corresponde a &g = 0.0011 = 0.0099.
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Las observaciones marcan un limite al indice escalar tensor, cociente entre la
amplitud de las perturbaciones tensoriales y escalares, en r < 0.06 en la escala k =
0.002 Mpc~1.

Todos los demds parametros se fijan dentro del Modelo Cosmolégico Estandar
(del inglés SMC, Standard Model of Cosmology). El modelo ACDM basa su de-
sarrollo en un universo homogéneo e isétropo descrito por la métrica Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (Eq. (2.2)).

La curvatura del espacio-tiempo obtenida del CMB es compatible con un univer-
so plano, Qg = 0.001 £ 0.002 [32]. M4s alla de si es exactamente cero, correspondien-
te a un indeseable ajuste fino, o no [39-41], supone un problema que la cosmologia
estdndar no puede explicar por si misma. Asi mismo, Planck afina los valores del
pardmetro de densidad de materia ), = 0.315 & 0.007, que corresponde a la suma
de la densidad de materia bariénica (2, representando un ~ 0.05 % del contenido
total de materia, més la densidad de CDM ()., con un ~ 0.26 % del total. Que la
curvatura sea plana supone ademads que la densidad de energia oscura no es un pa-
rametro libre, QO = 0.679. Los estudios de supernovas Tipo Ia, dan un valor para
la ecuacion de estado en el presente de wyp = —1.03 £ 0.03 [42], consistente con una
constante cosmolégica. De todas estas densidades, la tinica componente que puede
explicar el modelo estandar (del inglés SM, Standard Model) de fisica de particulas
es la componente bariénica ();,. Vemos que nuestra comprension del Universo pasa
por ir mds alld del SM actual.

El pardmetro de Hubble es fijado por Planck a Hy = (67,44 0,5)km s~ Mpc~1,
donde el subindice 0 indica el valor en el presente. En la actualidad existe una ten-
sién entre distintas medidas de este pardmetro. Algunos ejemplos de esta discrepan-
cia se muestran en la Tabla (2.2), donde podemos distinguir dos bloques en los que
se agrupan los valores de Hy. Existen observaciones de la distribucién de materia en
cimulos de galaxias en rayos-X y microondas a través del efecto Sunyaev Zel'dovich
[43]. Algunos autores revisan el valor de Hy en otras cosmologias [44-47] como la ex-
ploracién en el modelo $CDM [48]. Otros utilizan supernovas de tipo Ia [49-52] como
por ejemplo CCHP, del inglés Carnegie-Chicago Hubble Program, que basa sus re-
sultados en la calibracién de la luminosidad de la rama de las gigantes rojas aplicada
a supernovas tipo Ia (SNela). También se usan las regiones HII [53], ondas gravita-
cionales observadas en LIGO / Virgo [54] y lentes gravitacionales [55, 56]. Otras
medidas de Hj es a través de distintas combinaciones. Las fluctuaciones de densi-
dad en la materia bariénica (de aqui en adelante BAO, del inglés Baryon Acoustic
Oscillations) junto con los datos del CMB [57, 58], o combinando BAOs con Super-
novas la [42]. DES+BAO+BBN combina los datos del catdlogo Dark Energy Survey y
de las lentes gravitacionales con BAOs y BBN. BOSS(Full-Shape)+BAO+BBN combi-
na BAOs y BBN con el catdlogo Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS). CC
describe el método de cronémetros césmicos (del ingles Cosmic Chronometers, CC)
inicialmente propuesto por [59], en el cudl se mide el valor de Hyj a través del estu-
dio de las edades de galaxias relativas a diferentes redshift. HOLiCOW (HO Lenses in
COSMOGRAIL’s Wellspring)+STRIDES (STRong-lensing Insights into Dark Energy
Survey) usa cudsares con efecto de lente gravitacional; por tltimo SHOES (del inglés
Supernovae, Hy, for the Equation of State of dark energy) han observado cefeidas en
la Gran Nube de Magallanes.

Planck limita los grados de libertad efectivos relativistas extra a N,sy = 2.99 +
0.17, de acuerdo con la prediccién del modelo estandar N,fs = 3.046. Los neutrinos
contribuyen a la densidad de radiaciéon en el momento de igualdad y la densidad
de materia actual, por lo que su masa afecta al CMB. Planck acota la masa de los
neutrinos a m, < 0.12¢eV.
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Observaciones | Ho [kms™! Mpc™'] | Referencia
Rayos X 67.0+3 [43]
Planck 67.4 4+ 0.5 [32]
DES+BAO+BBN 674+1.2 [60]
$CDM 67.9+2.4 [45]
BOSS(Full-Shape)+BAO+BBN 68.6+ 1.1 [61]
CCHP 69.6 +1.9 [62]
BAO+BBN+CC 721+1.2 [63]
HOLiCOW+STRIDES 73.7+£1.5 [64]
SHOES 74.0+14 [65]
BAO+BBN+HOLiCOW 749+£20 [63]

TABLA 2.2: Tabla con distintas medidas de H

La nucleosintesis del Big-Bang, basada en el SM [66], ofrece ademés otra ventana
al universo temprano y a la fisica del SM. Esto es, BBN predice las abundancias de
elementos ligeros: D, >He, *He, ”Li que estan directamente relacionadas con la asi-
metria bariénica, el ritmo de expansién del universo y con cualquier tipo de asime-
tria leptonica. Estas observaciones son consistentes con el modelo de Hot Big-Bang
estandar, [67-71].

El modelo ACDM describe las caracteristicas del universo y su contenido desde
su inicio hasta la actualidad.
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Inflacion

“Mire vuestra merced -respondié
Sancho- que aquellos que alli se
parecen no son gigantes, sino molinos
de viento, y lo que en ellos parecen
brazos son las aspas, que, volteadas
del viento, hacen andar la piedra del
molino.”

Don Quijote de la Mancha
Miguel de Cervantes

3.1. Inflacion

El modelo ACMB es coherente con las multiples observaciones comentadas arri-
ba, pero a su vez, es necesario ampliar el modelo cosmolégico estdndar, no sélo
porque desconozcamos la naturaleza del 95 % del universo, sino porque existen dos
problemas fundamentales a la hora de interpretar el CMB, relacionados con la pla-
nitud y el horizonte que, sin dicha extension, no tendriamos respuesta. Guth, Linde,
Steinhardt y Albrecht, pioneros en este campo, propusieron la teorfa inflacionaria
como solucién a los problemas de planitud y horizonte [10, 72, 73].

El horizonte cosmolégico en un determinado tiempo cosmoldgico, Eq. (2.25), su-
fre un redshift debido a la evolucién del universo:

dpy ()
d(t)

=1+z, (3.1)

donde el superindice 0 en d;(tx) indica la distancia cosmolégica de la época X vista
en el presente.

Asi, podemos comparar el tamafio actual de una regién que estaba causalmente
conectada en el momento que se produjo el CMB, conocido como recombinacién,
dY; (trec), con el horizonte cosmolégico actual, dy(to):

to dt’

dulty) _ alto)ylto) _ Joay A= (3.2)

A (trec)  a(to) n(trec) fot'“ a‘g:)

El horizonte causal crece mds rdpidamente que el factor de escala, por lo que,
a medida que vamos hacia atrés en el tiempo, el nimero de regiones causalmente
desconectadas, Nrcp, aumenta. En MDE, el nimero de regiones causalmente des-
conectadas proyectadas en la superficie de tltima dispersion, LSS, a zcpyp ~ 1090:
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Nrep(t) = ( ;gl((ti%

que corresponden a regiones de 1° en el cielo. La teoria del Big Bang no puede expli-
car que observemos homogeneidad e isotropia en el CMB en regiones que estaban
desconectadas causalmente cuando se produjo la emisién en el LSS, es lo que se
conoce como el problema del horizonte.

El siguiente problema que el SMC no puede explicar es el problema de la pla-
nitud. Reescribiendo la Eq. (2.15), sin tener en cuenta la constante cosmolégica, en
funcién del pardmetro de densidad total (Eq. (2.20)):

2
) =1+zcpmp ~10%, (3.3)

a?p Q-1
= — . (3.4)
3ms  Q
A partir de las Egs. (3.4) y (2.24), podemos llegar a:
jllf\)f =(14+3w)(Q-1)Q. (3.5)

El problema de la planitud reside en que cualquier desviacién pequefia de () = 1
conduciria a un () creciente con la expansion del universo, ya que en RDEw = 1/3
y en MDEw = 0, y ademas () > 0.

Las medidas de Planck combinadas con BAOs, modos de polarizacién del CMB y
lentes gravitacionales dan como resultado un valor para la curvatura Qg = 0.0007 +
0.0019 a 1c¢ [32], lo cudl implica una precisiéon del ~ 2 %. Estos valores indican un
universo plano en el presente, por lo que, segtin la Eq. (3.5), también en el pasado.

Cuando decimos que el universo es homogéneo e is6tropo nos referimos al uni-
verso a gran escala, > 100Mpc. A pequenias escalas , de 1 Mpc a 100 Mpc vemos
estructuras: estrellas, galaxias, cimulos, vacios y supercimulos, donde el universo
ya no es homogéneo. Estas estructuras que vemos hoy en dia se pueden explicar a
partir del colapso gravitacional de pequefias fluctuaciones en la distribucién de ma-
teria que evolucionan hasta la actualidad. Estas perturbaciones fueron vistas en el
CMB [74]. Ademas, el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales ha de
ser casi invariante de escala 71, = 0.9652 & 0.0042 en la escala k = 0.05Mpc~! [75, 76].

El1 SMC no es capaz de explicar por si sélo los problemas de planitud, horizonte
y formacién de estructuras. Tan s6lo cuenta con unas condiciones iniciales tales co-
mo las perturbaciones que dan lugar a la formacién de estructuras, homogeneidad
e isotropia en todas las regiones del universo, una geometria perfectamente plana y
un universo en expansién como origen cosmolégico. Sin embargo, parece mas razo-
nable que sea la propia dindmica del universo la que le conduzca a esas condiciones
iniciales. Inflacién [10, 72], una vez empieza, resuelve estos problemas, la tinica con-
dicién que propone es una expansion acelerada del universo i > 0 antes de BBN.

La fisica inflacionaria no puede ser conducida por una constante cosmolégica
ya que dominaria a la radiacién y a la materia en épocas posteriores. La forma mas
comun de inflar el universo es a través de la presencia de un campo escalar ¢ que
rueda lentamente al estar sometido al potencial inflacionario V(¢). No es de extrafar
que este campo sea denominado inflatén. En esta tesis nos centramos en los mode-
los inflacionarios del tipo slow-roll. La condicién i > 0 se expresa habitualmente
mediante el pardmetro slow-roll ey [77]:

H  dlogH 3 _3¢?
M= T Ay 20T Ty 40
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donde inflacién ocurre siempre que €y < 1, y el nimero de e-folds N ha sido defi-
nido en la Eq. (2.4). La ecuacién de Raychaudhuri, Eq. (2.15), se puede reescribir de

la siguiente manera:
i

() = H*(1 —ey) . (3.7)

a
El lagrangiano de un campo escalar en un espacio-tiempo curvado viene dado
por:
1
Ly= ngayq)avq) - Vi(e), (3.8)
y la ecuacién de movimiento para el campo ¢ con un Lagrangiano dado por la Eq.

(3.8), imponiendo homogeneidad en el campo, se obtiene variando la accién respecto
de ¢. Obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon:

§+3H¢+V,=0, (39)

donde V, es la derivada del potencial respecto al campo, y 3 H ¢ acttia como un
término de friccion.
El tensor energia-impulso asociado a los campos es:

Ty = 0,90y — gl - (3.10)

Un campo homogéneo corresponde a un fluido perfecto, donde el tensor T,
asociado al fluido inflacionario (Eq. (2.7)) corresponde al tensor T}, asociado a los
campos (Eq. (3.10)):

1.

oy = 59"+ V(g), (3.11)
1

P, = E(pZ—V(qo). (3.12)

La condicién P < —p/3 se cumple cuando la energia potencial domina a la ener-
gfa cinética V(¢) > ¢?. La ecuacién de estado no es un valor constante durante in-
flacién, sin embargo, en el limite de de Sitter, P ~ —p es equivalente a ey ~ 0. Estas
son las condiciones para la expansion cuasi-exponencial del universo. Estas condi-
ciones impuestas en las Egs. (2.14) y (3.9) dan lugar a las aproximaciones slow-roll:

ERACN (3.13)
3mp,
BHp+V,y~0. (3.14)

La Eq. (3.6) implica que la condicién (3.13) se cumple para ey < 1. Ademads de
€n, definimos el segundo pardmetro slow-roll:

qHE—f—.:—;.. (3.15)

La aproximacion (3.14) se cumple para ey < 1y |7y| < 1. Los parametros ey
y 775 se conocen como Hubble-slow-roll. En términos del potencial se definen los
parametros potencial-slow-roll:

m2 V.2 vV m2 V.
ey =" (V“’) ;v =mpy (‘?) Fv=T e (19
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En los modelos inflacionarios de tipo slow-roll la energia estd dominada por el
potencial inflacionario, que se mantiene casi constante durante inflacién. El campo
rueda lentamente hacia el valor minimo del potencial. Toda la fisica inflacionaria de-
pende de la forma que tenga el potencial. Durante este periodo, el parametro de
Hubble se mantiene aproximadamente constante, y el factor de escala crece cuasi-
exponencialmente a(t) « eff. Recordando la Eq. (2.26), el crecimiento exponencial
del factor de escala implica que el volumen dentro del horizonte comévil decrezca
exponencialmente dy < 0, haciendo que todas las regiones del CMB hayan estado
conectadas causalmente en el periodo inflacionario. El crecimiento del factor de es-
cala conduce al universo hacia la homogeneidad, isotropia y planitud del universo.
Cuando ey < 1, la ecuacion de estado es w < —1/3, y de acuerdo con la Eq. (3.5)
tenemos dQ)/dN < 0.

Durante inflacién, el horizonte de Hubble fisico permanece constante mientras
que el comévil decrece inversamente al factor de escala. Dada una escala comévil,
estaremos en dos situaciones distintas segtin la escala comovil sea menor o mayor
que el horizonte de Hubble comévil. Cuando es menor, la escala permanece dentro
del horizonte de Hubble. A medida que transcurre inflacién el horizonte de Hubble
comovil disminuye con lo que llegard un momento en que ambas escalas se igualen.
En este momento decimos que la escala sale del horizonte, y partir de ese momento
la escala permanecera fuera durante todo el periodo inflacionario. Una vez termine
inflacién, ocurre la situacién inversa, el horizonte de Hubble comévil crece con el
tiempo, con lo que llegara un momento en que la escala que se encuentra fuera del
horizonte sea igual al horizonte de Hubble comévil, momento en que la escala entra
en el horizonte. Este mecanismo es el que resuelve el problema del horizonte, ya que
a través de él las regiones estuvieron causalmente conectadas durante inflacion.

3.2. Teoria de perturbaciones lineales

Durante inflacién, se producen perturbaciones primordiales tanto en las compo-
nentes que describen la geometria del universo, como en aquellas que describen la
materia, ya que estdn relacionadas a través de las ecuaciones de Einstein (Eq. (2.1)).
Las perturbaciones que se generan durante inflacién se denominan primordiales, y
generan las condiciones iniciales que describen la formacién de estructura a gran es-
cala. Las perturbaciones primordiales de curvatura, {, determinan la perturbaciones
de la densidad total del fluido en hipersuperficies de densidad constante, mientras
que las perturbaciones primordiales de curvatura comévil, R, miden las perturba-
ciones en hipersuperficies de ¢ constante. Ambas tienen la propiedad de que se man-
tienen constantes una vez que salen del horizonte siempre y cuando la presion del
fluido sea adiabatica P(1) / p(l) =P/ p. Durante inflacién, las perturbaciones primor-
diales de curvatura decrecen hasta que salen del horizonte. Una vez que lo cruzan
se mantendrdn constantes durante la evolucién del universo, hasta que mas tarde
vuelven a entrar en el horizonte, momento a partir del cual se veran afectadas por
la dindmica del universo. Esto se traduce en que hay escalas que estan entrando hoy
en dia en el horizonte, cuya amplitud de la perturbacién corresponde a la que tenia
la perturbacién primordial durante inflacién en el momento de salir del horizonte.

El descubrimiento de las anisotropfas en la temperatura de orden 10~> por COBE
[78,79], estd en concordancia con el crecimiento de estructuras a partir de fluctuacio-
nes cudnticas primordiales [80, 81]. Aunque el universo sea homogéneo e isétropo
a gran escala, hoy vemos estructuras que alejan al universo de la homogeneidad.
Inflacién produce las perturbaciones iniciales a partir de las fluctuaciones cuanticas
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d¢ que se producen debido el principio de incertidumbre. La Eq. (2.1) nos dice que
las fluctuaciones en los campos implica desviaciones en la homogeneidad e isotro-
pia de la métrica. Dado que las observaciones de estas anisotropias son pequenas,
podemos expandir la métrica con teoria de perturbaciones:

ds? = —(1+2¢) df? +2aB;dtdx’ + ((1 —2¢)7;; + coi]-) dxidx/ (3.17)
cuya descomposicion, en el espacio real, escalar-vector-tensor:

,Bi = BZ-B + Bi ’ donde 8le =0 ;o ) (3 18)
w;j = ZBUE + ZE)ZE] + 28]}31 + hz] , donde OJE;=0, hll- = alhi]- =0. '

jyij es la métrica espacial general, en un universo plano es igual a la delta de Kro-
necker J;;. El background homogéneo e is6tropo sélo dependera de la coordenada
temporal, mientras que las perturbaciones son, ademds, dependientes del espacio.
De forma general podemos expandir las perturbaciones en serie de la siguiente ma-
nera:

| —

'Xw)(t,x) = X(t) + X (t,x) + %Xm(t,x) +--- . (3.19)

Ny

X(tx) = X(t) + il

La descomposicion en perturbaciones de los campos y fluidos es:

96, = () + 9 (6%) + 707 (6x) ++ -, (3.20)
pltx) = p(t) + 0 (6x) + 2p (1) + -, (321)
B(t,x) = P(5) + P (6,20 + 2P (6,20 + - (322)

En un universo homogéneo, ¢, p y P son funciones s6lo del tiempo, sin embargo,
en un universo perturbado las fluctuaciones de estas variables dependen ademas
del espacio x.

La parte escalar de la parte simétrica y libre de traza de la métrica, es lo que
denominamos cizalladura, shear del inglés, de la métrica x:

x = a(aE" — By, (3.23)

Las coordenadas coméviles ortogonales son aquellas en las que Bfl) =0,yen
ellas la parte vectorial de la componente espacial de la 4-velocidad que describe el

fluido en la Eq. (2.6) se anula:

W =1-9¢, ug=—-1—9¢, (3.24)
u =atoiv, u; = ad;BY 4+ a9,V ). (3.25)

Definimos también la expansién de la métrica como sigue:
@=u", =30H+0", (3.26)

donde la perturbacién de la expansion escalar es:

2
—0" =3H¢M + 341 + I;ZX . (3.27)
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De manera més general, las perturbaciones de la métrica incluyen cuatro pertur-

baciones escalares cp(”), B, 1/1(”) y E () dos perturbaciones vectoriales Bi(”), y Ef”)

y una perturbacién tensorial EZ.(]?”
tensor de las perturbaciones. De todas ellas, las vectoriales decaen exponencialmente
y no tienen un papel significativo en la historia del universo. Los datos observacio-
nales del CMB limitan la amplitud de las perturbaciones tensoriales respecto de las
escalares r < 0.06 en la escala k = 0.002 Mpc~! [32]. Las escalares, por lo tanto, son
las mads significativas en la evolucién del universo inflacionario.

Por otro lado, el Principio de Covarianza establece que la fisica no depende de la
eleccion del sistema de coordenadas. Sin embargo, la separacién de la métrica en un
background y una parte perturbativa conlleva una dependencia de la eleccién del
sistema de coordenadas. Realizando transformaciones gauge [82], se llega a la cons-
truccion de cantidades invariantes, que son aquellas que no dependen de la eleccién
de nuestra foliacion del espacio-tiempo. La teoria de perturbaciones cosmoldgicas in-
variantes gauge [83, 84], permite escoger las variables que van a definir las cantidades
fisicas del universo [85]. En este trabajo usaremos el gauge longitudinal, en el que se

, que surgen de la descomposicién escalar-vector-

anulan los escalares B! = E(1) =, y ademés los vectores BZ-<1) = EZ-(l) =0.

Con el fin de obtener las ecuaciones de evolucién, obtenemos primero el tensor
energia-impulso asociado al fluido cosmolégico a partir de la Eq. (2.7), y el asociado
al campo usando la Eq. (3.10):

Fluido Campo

%=~ (o+p") == (29" + V(@) +90") —¢%0") +9V,),  (328)
Ty = = (404 (o4 Pu) = 207 (250 4 Lggh ) .29
T = (9] + (o + Py ) = =90, (3.30)

T =7 (P4 PO) ) =7 (392 Vig) + 90 — P9 —gV,)
(3.31)

donde se ha separado el potencial en los distintos ordenes en perturbaciones:

Vig)=Vig)+Vip)"+3V(e)”, (3.32)
V(g) =Vt (3.33)

Las Ec. (3.28-3.31) corresponden a la parte escalar en la descomposicién STV de
las componentes de la métrica y del fluido, donde la parte escalar del 4-vector flujo
de energfa corresponde a q; = 90,4.

Las ecuaciones de Einstein a primer orden para la energia y el momento vienen
dadas por:

Go%M (fI p(il) — HOW — ﬁ,’bﬂ) (3.34)
0 2m3, a2 ! '
3¥Y k?
0(1) R« 1S D
% () az — @+ (3.35)
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donde se define la perturbacién del momento a partir de la componente TO]- tal que
0 = ag;¥:

= —¢pV) =gV + (o + P)a <B<1> + V<1>) . (3.36)

Las ecuaciones para las variables de la métrica son:

2
, . . a
GZ]'(]) — %ijkk(]) (f1 —x — Hy+¢M —pV) = mTH(]) , (3.37)
Pl
GO (1) —6U —2a0M + (3 pv = 1 (o +3p)
l a? 2m3, ’
(3.38)
donde la parte escalar del tensor anisétropo es:
¥ =1, — 1o;IT", . (3.39)

La Eq. (3.37) se obtiene de la parte simétrica y sin traza de la componente m%lGij M) =
T(ﬂ)l]. (1)
de la componente m2,G% 1) = TV l)ii (1) y usando la Eq. (3.34) para su simplificacién.

, ¥y haciendo uso de las ecuaciones de Einstein a orden cero. La Eq. (3.38) sale

, . K : " s
DTy (g) ¢ +3H9! + ! (112 + VW) =3Hgg! +2¢¢"") + (9" —0Y),
(3.40)
k2
DI'T (fl o +3H(PY +pV) = — (o + P)(@") +3HY) + ¥,
(3.41)
(1) i (1) (1) 2 k2 (1)
D',y (f1 ¥43HY =P — (p+P)g" + 511
(3.42)

Las Eqgs. (3.34—3.42) estan escritas en la forma general, listas para escoger un
gauge sobre el que describir la fisica del sistema. El campo vectorial generador de las
transformaciones, ¢, es, a primer orden [86]:

go =T, e =L alLM, (3.43)

Bajo estas transformaciones gauge, las variables de la métrica transforman de la
siguiente manera:

V) = ) — 71 P =9 4+ HTW, (3.44)
B =B — gl 447170, BV, =B —aLll), (3.45)
EW — 1) _ () EW; =W, -0, EW,;=ED,,  (346)
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que dan lugar a las transformaciones de la expansién perturbada y de la parte escalar
de la shear de la métrica:

. . . 2 .
x=x-T , 0" =0 + <I;2 - 3H) T", (3.47)

y las variables del fluido transforman como sigue:

=l

1) =M — o), 1) = pl) _pT® (3.48)
(00 — (0 _ (1) v =y a1 (3.49)

que dan la transformada de la perturbacién del momento:
¥ =¥+ ?T" . (3.50)

El gauge longitudinal es aquel en el que E(') = B(1) = 0, para el cual el generador
temporal es:

T =4 (aE(” - B“)) : (3.51)

La extensioén que incluye a los vectores y tensores se denomina gauge de Poisson.
Las perturbaciones tensoriales son automéaticamente independientes del gauge hasta
primer orden, por lo tanto son invariantes gauge.

Las fluctuaciones han sido reescritas en cantidades invariantes gauge por [84, 83].
La cantidad invariante gauge perturbacion de curvatura en hipersuperficies de den-
sidad uniforme es:

="+ Hpm (3.52)
P
donde { también es igual a la eleccién del gauge de densidad uniforme p!") = 0 en
el cual —¢ = ¢(1). En la eleccién del gauge de hipersuperficies espacialmente planas
¥ = 0se tiene que —¢ = 1oV /(p + P).

En escalas fuera del horizonte { es igual a la, también invariante gauge, pertur-

bacién de curvatura comévil:

R = wm 4 I;q)(l) ’ (3.53)

donde R = 9! en la eleccién del gauge comévil en el que Y1) = 0.

Con estas definiciones tenemos cantidades que no dependen de la foliacién del
espacio-tiempo. Dado que estamos interesados en las magnitudes observables, ne-
cesitamos tratar las perturbaciones primordiales bajo propiedades estadisticas. Su-
poniendo una estadistica gaussiana para la distribucion de las perturbaciones, se
define el espectro de potencias adimensional a partir de la funcién de correlacién
de dos puntos de la perturbacién. En el caso de la perturbacién de curvatura:

3

k
PR (k+K) = 53 < R R > . (3.54)

Las ecuaciones de Einstein hasta primer orden en teoria de perturbaciones tienen
una solucién aproximada, donde a primer orden en los pardmetros slow-roll y en un
universo de de-Sitter, la solucion es:

H\? /H\?
e (a0) (3) )



3.2. Teoria de perturbaciones lineales 25

k/ko k/ko
107 10% 10°¢ 10%

7 \\

&\\

1020 o \ \
] \

\\\
\

1077 102

N

-

=)
%
B

-8
10 1020

10~
10%

Pr

10-10 10-10

10-11 10-11

10712 i 10° 10-12
10712 10° 1071
—60 —50 —40 -30 20 ~10 0 —60 —50 —40 -30 20 -10 0

N N

(@) (b)

FIGURA 3.1: Ejemplo del comportamiento de la amplitud de las fluctuaciones du-
rante inflacién para un potencial del tipo V = JA¢? (a): Amplitud del espectro
primordial escalar, (b): Amplitud del espectro primordial tensorial. Ambos espec-
tros se dan en funcién del nimero de e-folds. La escala de color indica el cociente
entre la escala k = a H y la escala que entra hoy en el horizonte kg = ag Ho.

donde esta expresion sélo es valida para modelos inflacionarios con un solo campo,
y donde se ha usado la normalizacion de los campos cuédnticos (uydu — Uiy, =
—1i, con ¢y = uy/a) para obtener:

2
Py = <H> . (3.56)

¢ 21
La parte escalar y la parte tensorial de las ecuaciones de Einstein estdn desaco-

pladas a primer orden en teoria de perturbaciones. La transformada de Fourier de la

. . i —
parte tensorial, para un fluido perfecto con 7 P = 0:

2
i&k+3Hhk+'i2hk:0. (3.57)
a

De la misma manera podemos definir el espectro de potencias de las ondas gra-
vitacionales para cada estado de polarizacién:

k3

53 < h Ry >, (3.58)

P,(k)6M P (k+K) =

donde A, A = +, x aparece porque los tensores contribuyen con dos estados de
polarizacién. El espectro primordial tensorial es:

2
Ph:8< H ) . (3.59)

2
27tms,

La amplitud de las fluctuaciones primordiales escalares y tensoriales estan rela-
cionadas a través del indice escalar-tensor:

Py

=g (3.60)
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En funcién de los pardmetros slow-roll, 1a relacién tensor-escalar es:
r=16¢€g. (3.61)

Las Egs. (3.55) y (3.61) s6lo son validas en modelos inflacionarios estandar (frios),
con un s6lo campo escalar. En los modelos de inflacién templada, multi-campo,...
esta relacién no se cumple.

Usando la relacién para el momento en que cada modo cruza el horizonte, k =
a H, podemos relacionar la escala k con el factor de Hubble y con las variables cos-
moldgicas a través de las ecuaciones slow-roll. En la Fig. (3.1) se muestra el espectro
primordial de curvatura y el espectro primordial tensorial en funcién del ndmero de
e-folds durante el periodo inflacionario para un potencial cuadratico V = Am3,¢?
con A = 3.4 x 1071, Una vez que el modo k cruza el horizonte las amplitudes pet-
manecen constantes.

Se define el indice espectral como la derivada del espectro de potencias con la
escala a primer orden:
ng — 1= dln PR )

dInk
donde n; mide las desviaciones de la invariancia de escala. A primer orden en los
pardmetros slow-roll:

(3.62)

ns —1 =2ny —4eq, (3.63)
= 277V - 6€V , (364)

por lo que esperamos un espectro casi plano durante inflacién.
A segundo orden, se define el running:

dns

s = (3.65)
El espectro de potencias lo parametrizamos con estas definiciones:
k ns(kp)—14Las(kp) In(k/ky)
Po=a. () , (3.66)
k p

donde k, es una escala de referencia (pivote). Las observaciones del CMB [32] dan
un valor A; = 2.1 x 102, un indice espectral n; = 0.9647 + 0.0043 y el valor del
running as = 0.0011 # 0.0099 en la escala pivote k = 0.05 Mpc~!.

Por otro lado, la distribucién de materia esta dada por el contraste de densidad
o:

5(x,t) = W , (3.67)

cuyas transformadas de Fourier son:

5(x, ) = <2€t>3/d3k5k(t) ek g (1) = <i>3/d3x5(x,t) k% (3.68)

La distribucién de materia se define a través de sus propiedades estadisticas,
usando la funcién de correlacién de dos puntos. Su expresion es:

3
&5(r) =< 0(x, 1)d(x+1,t) >= (;ﬂ) /d3k < |0k (t)]? > e'kr, (3.69)
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donde en la tltima igualdad se ha usado 4; = J_k. Los tinicos términos que han
sobrevivido a la integral son aquellos en los que k = k'. La transformada de Fou-
rier de la funcién de correlaciéon nos da el espectro primordial adimensional de las
fluctuaciones de densidad:

k3
Pi(k) Bk~ K) = L5 < 6o > =5 / Pxes(x) e K%, (3.70)

La ventaja del espectro adimensional es que es independiente del volumen L3.

El espectro de las fluctuaciones de densidad es clave para medir la agrupaciéon
de la materia en las diferentes escalas del universo. Las predicciones tedricas han de
estar en concordancia con las observaciones en el CMB, por lo que el contraste de
densidad en el momento del LSS ha de tener un valor § ~ 10~°. Durante RDE la pre-
sion radiativa limita el crecimiento del contraste de densidad, pero en MDE, ya sin
presion, se produce el colapso de la materia de forma mucho maés eficiente llegando
a alcanzar un valor de § ~ 10? a un redshift z < 1 en la formacién de estructuras e
incluso 6 ~ 10° en las galaxias.

El escenario estdndar cosmoldgico es que las perturbaciones definidas arriba pro-
vienen de las fluctuaciones cuédnticas primordiales generadas durante inflacién. Du-
rante inflacién se genera el espectro primordial de fluctuaciones. A medida que el
universo inflacionario se expande, dichas perturbaciones salen del horizonte, y per-
manecerdn fuera hasta que, una vez acabada inflacién, la escala de la fluctuaciéon
se iguale a la escala del horizonte de Hubble. Dado que todas las perturbaciones
tienen como origen la misma fluctuacién cuantica primordial, sus amplitudes estan

relacionadas: A
_ 41+ w)z k
b= Grswy (aH) PR 3.71)

Asimismo, definimos la densidad de energia de las ondas gravitacionales como
la componente temporal-temporal del tensor energia-impulso de las ondas gravitacio-

nales [87]:
2

Tl’l < hyi(x, T (x, t) >, (3.72)

que contiene las dos polarizaciones. La densidad de energia por intervalo logaritmi-
co normalizada con las densidad de energia total, asumiendo que el fondo estocas-
tico es is6tropo, gaussiano y no polarizado, es:

_ TGW
pow = Top" =

1 dlnpcw 1

2

3.3. Recalentamiento

Inflacién puede ocurrir con cualquier potencial, desde los mas sencillos tipo po-
linémicos, u otras formas, con tal de que el potencial tenga una regién suficiente-
mente plana para que la dindmica entre dentro de la aproximacién slow-roll [88].
Hacia el final de inflacién las aproximaciones dejan de ser validas, nos acercamos
a ey = 1, el campo pierde energia a través del término de friccién y comienza a
oscilar alrededor del minimo del potencial. El primer andlisis de un campo homo-
géneo oscilante en un universo en expansion se puede encontrar en [89]. Para los
casos en que el potencial se comporta como una ley de potencias con respecto al
campo, V() = Amgp; "|¢|"/n, las oscilaciones del campo se comportan como un
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fluido perfecto con una ecuacién de estado definida como:

_n—2

=—, 3.74
W= (3.74)

donde se ha usado el teorema del virial. En el caso de un potencial cadtico conn = 4,
una vez que el campo comience a oscilar, la densidad del inflatén se comportara
como radiacion.

Durante inflacién, el campo ¢ domina la densidad de energia en la evolucién in-
flacionaria, y rueda lentamente hacia el valor del minimo del potencial. La condicién
de rodar lentamente involucra a una dindmica que cumpla ey < 1. Toda esta energia
ha de ser transferida a las particulas del SM, de manera que la radiacion sea la nueva
contribuciéon dominante a la densidad de energia del universo, y se establezcan las
condiciones necesarias para que se desarrolle BBN tal y como observamos nuestro
universo. La desintegraciéon a los nuevos campos se modela con el término disipati-
vo Y, ¢ en la Eq. (3.108). En la imagen estandar, al final de inflacién H disminuye y
la disipacion se hace eficiente frente a la expansion del universo, el campo se desin-
tegra a las particulas que vemos hoy en dia en el universo o a campos intermedios
que decaerdn en los grados de libertad del SM. En este escenario las interacciones
no juegan un papel significativo durante inflacién, sélo al final, cuando H ~ Y, y
el universo acaba en un estado sobre-enfriado, conocido como inflacién fria. Otro
escenario sugerido es el de inflacién templada [90, 14, 91-95] , en la que durante in-
flacién las interacciones son relevantes frente a la expansién del universo y, cuanto
maés intensa sea, mds se aleja del estado sobre-enfriado. Ademads cambia la evolu-
cién del campo que ya no es regido exclusivamente por la expansion. Si los efectos
disipativos son relevantes durante inflacién, las predicciones de los parametros cos-
moldgicos diferirdn del resultado cldsico, y el término de friccién de la Eq. (3.9) ya
no estara regulado exclusivamente por el factor de Hubble, por lo que esperaremos
observables diferentes.

Cuando acaba inflacién, en ey = 1, el inflatén contintia desintegrandose has-
ta que domina la radiacion. Esta etapa, conocida como recalentamiento, durard un
determinado ntiimero de e-folds segiin sea el ritmo de desintegracion del campo.
Durante esta fase el inflaton interacttia con las particulas cercanas, estas particulas
alcanzan el equilibrio térmico a la temperatura de recalentamiento Try. Esta tempe-
ratura sabemos que es mayor que la temperatura de BBN Tppn ~ 4 MeV.

En esta fase nos hemos alejado de una cosmologia de de-Sitter con un factor de
escala que crece exponencialmente para adentrarnos a una fase con un factor de
escala a « v/t, Eq. (2.29).

Conociendo las distintas etapas por las que atraviesa el universo, podemos cal-
cular el namero de e-folds correspondiente a las escalas que vuelven a entrar en el
horizonte en las épocas post-inflacionarias [96], [97]. Partiendo de la definicion del
numero de e-folds dada en la Eq. (2.4):

N _ Gend _ feng ArpHp apoHEg agHy

. ar  arn apoHeg  aoHo  axHi (.79
Definiendo la ecuacién de estado efectiva @ a partir de la Eq. (2.24):
1 (N g\ ~3(Hri)

W= AN . wry AN wry # cte 0 X Pend <amd> , (3.76)
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podemos expandir las escalas:

N(k) = —log <k> — ;log <3> L (1= 30rn) log<m>

ko 3(TDRH+1> 2 3(wRH+1) Y Vend
aEQHEQ \Al/p»k 1016GeV \A}/(Tk
* lOg < ElOHO > * log ( v Vend * log \4/@ * log 1016G6V '
(3.77)

donde se ha usado p.g = 3 V,,4/2, que se obtiene se las Eqgs. (3.11) y (3.12) para
una ecuacion de estado al final de inflacién w = —1/3, o equivalentemente, ey = 1.
Aqui prp es la densidad de energia al final de recalentamiento, V,,; es el potencial
al final de inflacién, py es la densidad de energia inflacionaria a la escala k y ko es la
escala que corresponde a los modos que entran hoy en dia en el horizonte. Teniendo
en cuenta que durante recalentamiento no conocemos la ecuacion de estado, hemos
usado la Eq. (3.76) para la evolucién durante esta etapa.

En el caso de que la fase de recalentamiento sea instantanea, p,,s = prH, reescri-
bimos la Eq. (3.77):

K pl/2 y1/4
N(k) = 6149 —log <k0> +log <Vk1/2> + log (mlggev> . (3.78)
end

Si queremos las escalas normalizadas a la escala de referencia del CMB (k, =
0.05 Mpc 1), podemos sustituir — log(k/ko) por —log(k/k,) —log(k,/ko) = —5.40 —
log(k/k,).

3.4. Inflacién templada

En inflacién templada el inflatén interacciona con otras particulas. El ritmo al que
el inflaton disipa energia en otros grados de libertad viene dado por el coeficiente
Y. Segtin sea el ritmo de produccién de particulas en comparacién con la expansion,
tendremos dos regimenes distintos: uno en el que la produccién no es suficiente para
competir con la expansién Y, < H, lo que se conoce como el régimen de disipacién
débil, o que estemos en el otro supuesto en el que la produccién es comparable con la
expansion Y, > H, lo que denominamos el régimen de disipacion fuerte. A su vez,
inflacién se divide en dos regimenes segtin la repercusién que tenga la disipacién en
los observables. En el caso en que la temperatura sea mucho menor que el pardmetro
de Hubble, T < H, la disipacién tendra un efecto despreciable en los observables y
estaremos en inflacién fria. Es por ello que sera 1til definir la relacién disipativa:

_ Y(P
Q=1 (3.79)

El mecanismo para construir inflacién templada es la interaccién del campo es-
calar inflacionario ¢ en un campo bosénico x que a su vez se desintegra en otras
particulas bosénicas o fermiénicas ¢

p—=>x—0. (3.80)

Cuando T > H estamos dentro de lo que se conoce como inflacién templada. Los
modelos de inflacién templada se encuentran dentro de la aproximacién adiabética,
en la que todos los movimientos microscépicos transcurren en una escala temporal
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mayor que todos los movimientos macroscopicos asociados a la dindmica de los
valores medios de las variables en un universo en expansién. Esta aproximacién se
traduce en: ]
$cH<T,, (3.81)
¢
donde I'y es la anchura de decaimiento del bosén .
En inflacién templada tendremos que la presencia del bafio térmico cambia la
masa de x a través de correcciones térmicas. Esta creacion de particulas estd directa-
mente relacionada con un nuevo término disipativo en las ecuaciones de evolucion:

Pp+3H¢* =Y, ¢7, (3.82)
PR +4Hpr =Y, ¢?, (3.83)
G+3H+ V=Y, 0, (3.84)

donde Y, corresponde a la disipacién de energia del inflatén en otros grados de
libertad.
Durante inflacién con multiples fluidos, separamos la componente del tensor

energia-impulso del inflatéon Téf) y la parte radiativa Tﬁ):
T = (p+P)ud ul® + Pgy (3.85)

Tif) = 0,99,9 — g (3259 90P @ + V(9)) , (3.86)

donde el tensor anisétropo desaparece en la consideracioén de fluido perfecto. Ade-
mas, la componente radiativa la expresamos en funcién de la cuadri-velocidad co-
movil uy, que cumple u,u” = —1, y que ha sido definida en la Eq. (3.25).

La densidad y presion total es la suma de todas las contribuciones de cada com-
ponente del fluido que denotamos con («):

p= ;ﬂ@(a) , P= ;P(a) : (3.87)

En esta tesis tendremos en cuenta la transferencia de energia del inflatén con
otras particulas a través de un pardmetro de acoplo Y,. La ecuacion de conserva-
cién!, Eq. (2.21), se modela en este caso con una transferencia de energia entre los
campos existentes de manera que la energfa total se conserva:

DTl = oY — Yo =o, (3.88)

donde el superindice («) diferencia los distintos fluidos.

Separamos el 4-vector de transferencia de energia-impulso [98-101], en su parte
ortogonal a la 4-velocidad del fluido Q,,, que representa la transferencia de momen-
to, y su componente paralela Q, que representa la transferencia de energfa:

Qu=Quu+Qu , ) Q,=0, (3.89)

donde las transferencia de momento se separa a su vez en su componente escalar
y vectorial Q, = J, + d,J. Sin embargo, para una componente vectorial de la 4-
velocidad nula, Eq. (3.25), se obtienen componentes vectoriales nulas en el tensor

1 Aqui se usa como notacién para la derivada covariante D¥ 0 ",,,"

7,
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(a) V

energia impulso, T’ © = 0, y la componente vectorial de las ecuaciones de conser-
vacion del tensor energia-impulso es cero, por lo que ], = 0.

Ambas transferencias son referidas respecto a la velocidad del fluido u,, de ma-
nera que la transferencia del momento respecto a la velocidad del fluido es nula
utQ, = 0, y la transferencia de energia es la proyeccién del tensor transferencia
energia-impulso sobre la velocidad Q,u# = —Q. Igualando, con signo contrario, la
contribucién radiativa a la del inflatén:

Ko _of ,
Q) == = Yo uly ¢v 9" (3.90)

La definicién dada en la Eq. (3.90) separada en sus componentes temporal (Q,,)0)
y espacial (Q,);), nos da la transferencia de energfa asociada al campo:

Qg0 = Yoo + Yy ¢7 +2Y,09") — Y920, (391)
Q)i = Yp9aigp'", (3.92)

donde se ha usado la descomposicién de las perturbaciones de la 4-velocidad dada
en la Eq. (3.25). Para obtener la descomposicion en la parte paralela y ortogonal a la
velocidad del fluido, proyectamos el 4-vector transferencia de energia en el 4-vector
velocidad Q,) = u#Q(y), y en el tensor proyeccion Q) = 9ufip) = M Qo)
(cuya definicién ha sido dada en la Eq. (2.6)). El resultado es, a orden cero y a primer
orden, el siguiente:

Q) = =Yy¢?, (3.93)
Q= —Yp 92— 2Yp9 9! +2Y, 4%, (3.94)
Iy = Yoo 0" . (3.95)

Tomando la componente temporal de la ecuacion de conservacién a orden cero,
y usando la Eq. (3.11) para la ecuacién correspondiente al inflatén:

Eq. (3.82) ,
D'TYO (f1) p+3H(p+P)=0 —» { E:‘ §3'833 ’ (3.96)
(¢) Eq (84 . (3.97)

Siguiendo con la conservacion del tensor energia-momento (Eq. (3.88)), las com-
ponentes temporal y espacial se diferencian de las ecuaciones de la conservacién
de la energia sin transferencia de energia (ecuaciones (3.40-3.42)) en unos nuevos
términos relacionado con el intercambio de energia entre los distintos campos. A

primer orden, cada componente del fluido se obtiene a partir de D¥ T((;; §o’ D# T((zlz))yo



32 Capitulo 3. Inflacion

y D¥ T((Ili))w. respectivamente:

k2
¢ +3H! + 9! (az + quqo) ~3Hgg!"

—24p") = g(¢" —0) = =Yy ¢ =Y, (¢ — gp)
(3.98)
ok’ +3H(PY +py”) + (Pr +pr) () +3Hg")
K CIRNREIING)
“2 ¥R = Q9. (399

2

I + (or + Pr)¢) + Py = =) . (3-100)

. 2k
Yr +3HYR — (9)

342

Dada la definicién de la componente espacial de la 4-velocidad, Eq. (3.25), pu-
ramente escalar, la componente vectorial de la transferencia de momento se anula
y s6lo obtenemos la escalar Q, = 9d,J. Ademas, en una cosmologia homogénea e
isétropa, la componente espacial de la ecuacion de conservacion excluye la transfe-
rencia de momento a orden cero | ((23 =0.

En inflacién templada hay una producciéon constante de particulas. De acuerdo
con las ecuaciones (3.82) y (3.83) la densidad de energia de cada componente del
fluido se diluye con la expansién del universo por el factor H. El inflatén pierde
energfa a través de la disipacion Y, y a través de ese mismo factor la radiacion la
gana.

Reescribiendo la Eq. (3.98) tenemos:

k2
¢+ BH+Yy)p + (LZQ - v,(,,(p> o =F(H ¢, Y, Yy ), @101)

donde F ( H,([)(]),Y(p, ngl)...) involucra ademads las perturbaciones de las variables

de la métrica ©1), X- A orden cero en slow-rolly en el limite de disipaciéon débil, la
Eq. (3.101) puede ser descrita por un término de fuente en el lado derecho de la
ecuacién cuando se puede despreciar el acoplo entre las fluctuaciones del campo y
las fluctuaciones del bafio térmico.

Asi como en la Eq. (3.84) se ha parametrizado la disipacion del campo en los
grados de libertad relativistas, también existe la reaccioén inversa del bafio térmico,

que representamos a través del término de fuente estocastica Q‘l((T) [102-104]. Como
consecuencia de esta reaccion inversa, las fluctuaciones de campo son gobernadas a
través del teorema fluctuacion-disipacién, y su evolucion se determina a través de la
ecuacién de Langevin [105], adaptada a un universo en expansién [95, 106, 104], en
el régimen slow-roll [90, 93]:

k2
d + BH+Yy)g, + ( + V) o = VY Ta 250+ g0

+F (H o), ) . (3.102)

donde 51((‘7) es el término de fuente que surge de la descomposiciéon de los modos en
escalas sub y super horizonte, de manera que las fluctuaciones de campo de larga
longitud de onda (tipicamente con k > aH) acttian como un término de fuente para
las escalas de corta longitud de onda (con k < aH).
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Se puede aproximar la fuente estocdstica a una distribuciéon de probabilidad
gaussiana con funcién de correlacién:

<&gMe) >= 2r)%6®) (k- K)o(t — 1), (3.103)

donde < ... > es la media de las fluctuaciones.

En el limite de disipacién débil, podemos despreciar el acoplo entre las fluctua-
ciones del inflatén con las fluctuaciones de densidad, y la ecuaciéon de evolucion de
las fluctuaciones del campo tiene solucién analitica. La solucién de la amplitud del
espectro primordial es [104]:

H.\? [ H.\? T,  4710Q.
PR_<(P*> <2n> [1+2/\/*+H*W , (3.104)

donde las variables estan evaluadas en el momento del cruce del horizonte, k =
a,H,. El parametro N, representa cémo se distribuyen las fluctuaciones del inflatén
en el bafio térmico. Distingue entre los casos no-térmico correspondiente al vacio
(Wi = 0), y el caso térmico que incluye la contribucién de las excitaciones térmicas
con una distribucién de Bose-Einstein (1 + 2N, = coth[H. /(2 T.)]).

Debido al acoplo entre las fluctuaciones la amplitud del espectro se modifica. Es-
te cambio se parametriza a través de una funcién G(Q). La expresion semi-analitica
para la amplitud del espectro primordial esta dada por [90, 93, 106, 104, 107, 108]:

_ (H.\? [H.\? T.  471Q,
() (52) [+ i i) o). o1

El término G(Q) es el modo creciente (del inglés growing mode) cuando ampli-
fica el espectro o modo decreciente (del inglés decreasing mode) cuando disminuye
el espectro, corresponde al cociente entre la amplitud del espectro primordial total y
la amplitud del espectro en el limite de disipacion débil. Este efecto es significativo
para una disipacién fuerte, Q > 1, pudiendo suponer una amplificacién para el es-
pectro en varios 6rdenes de magnitud, dependiendo del modelo. La dindmica de las
perturbaciones del campo no tiene solucién analitica conocida, ya que tenemos un
sistema acoplado en las ecuaciones (3.98-3.100), asi pues se resuelve numéricamente
el sistema de ecuaciones sobre diferentes configuraciones del ruido, y posteriormen-
te promediando todas las soluciones [105], se obtiene la amplitud del espectro final.
La forma funcional de la funcién G(Q.) en la Eq. (3.102), ha sido obtenida para el
potencial caético e hibrido en los casos en que el la disipacién se comporta como:

Yq,:CTM"‘TKq)ﬁ, con a=1—-x—-p, (3.106)

en [109-113], donde Cr es una constante que depende de los pardmetros del modelo,
M una escala de energia y las constantes «, a y f dependen del modelo que regula la
disipacion y de la temperatura. El término x describe la derivada logaritmica de Y,

respecto la temperatura:
_dInY,

~ dInT °
Para el caso ¥ = 0, la funcién G(Q) tiene como solucién analitica G(Q) = 1.

(3.107)
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La Eq. (3.84) corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon en un universo en ex-
pansién a orden cero con disipacién de energia. Se diferencia de la Eq. (3.9) afiadien-
do un término de disipacion:

$+3H(1+Q)¢+V,=0. (3.108)

En este escenario, la disipacién de energia del inflatén acttia como un término
de friccién en las ecuaciones de evolucién del campo, por lo que inflacién dura més
tiempo.

En presencia de un bafio térmico, las aproximaciones slow-roll:

BH(14+Q)p~—V,, (3.109)
Pr +4Hpr = Ye¢*, (3.110)
3myH> ~V, (3.111)

y los pardmetros slow-roll estan relacionados a través del pardmetro Q a primer orden
de la siguiente manera:

ev=(1+Q)en, (3.112)

nv=(1+Q)(en+1n) . (3.113)

En la aproximacion slow-roll podemos obtener una aproximacién analitica para la
evoluciéon. Cuando Q varia suavemente con la expansion, la variacién de la densidad

de la radiacion es despreciable frente al término de friccion 4 H pr y podemos hacer
la siguiente aproximacién en la Eq. (3.111), para T > H [110]:

4HpR ~ Yo¢?, (3.114)

usando las Egs. (3.111), (3.114) y (2.42) se llega facilmente a las siguientes igualdades
generales para cualquier tipo de potencial:

T* = 2(1ZR(Q+Ql)2V€V' (3.115)
T\* 91 Q m}
(3) - Rl

H 1+Q 1
— = —, (3.117)
% V2mp) €V

-2
1 ¢t/ M\ v\ 4
dr 1\2% T & P ex 11
QR+ 9 x 2x C& \ mp mp, mp| v (3.118)

donde Cg = g.7t%/30. Con el fin de obtener la evolucién del campo a lo largo de
inflacién, de la definicién del ndmero de e-folds en la Eq. (2.4) junto con las Egs.
(3.111), (3.114) y (2.42), obtenemos N para inflaciéon templada:

N = /Hdt - _/w L <V> dg . (3.119)
s Mp \ Vo

end

Siguiendo el cdlculo de [111, 114], obtenemos la evolucion del cociente disipativo
para el caso en que la disipacién depende de la temperatura de la forma dada en la
Eq. (3.106) usando las ecuaciones (3.115-3.118) junto con la Eq. (3.119) y expresando
el resultado en funcién de los parametros slow-roll, Eq. (3.16), para un coeficiente
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disipativo x = cte:

dinQ
AN  4—x+(4+%x)Q

[(2+K)ey —xkny —2Boy] . (3.120)

Esta expresién nos permitird obtener el indice espectral en funcién del ntiimero
de e-folds. De esta manera podremos comparar los valores resultantes de los dife-
rentes modelos cosmolégicos con los resultados observados por Planck. Siguiendo
este objetivo, damos las expresiones generales necesarias en el cdlculo del indice es-
pectral:

dinH €v

A (3.121)
dlng ey—ny  Q dInQ

Dm0 dme (3.122)
dinT _ (3+Q)ev —2(1+Q)yv — B(1 - Qov (3.123)

iN (Q+1)(d—x+(4+%)Q)
Para el espectro primordial dado en la Eq. (3.105), el indice espectral es:

. _,dlnH _dlng dinQdInG(Q)
ns—1=470" "2UN T AN dno

* (1+2N*)\/3+47TQ+47T\@QT/H[ 3+ dN

T (3427Q dInQ dInH dInT
+4mf3QH<3+47TQ N ~ T N )] (3.124)

donde a primer orden en los pardmetros slow-roll se tiene AN = d Ink.

En inflacién templada, el espectro de potencias de las GWs es el mismo que si no
hubiera disipacion, por lo que la tnica diferencia en el indice escalar-tensor viene de
del espectro escalar, siendo ahora igual a:

16¢e H 1 1

"7 (1+ Q) FIT./H., Q] GQ.]’ (3.125)

donde T 470
T

F[T./H,, Q. =142N, + — ——=* |

[T/ Q] H. \/1+471Q./3

En el régimen de disipacion fuerte, si Q > 1y el growing mode G[Q] > 1, 1a Eq.
(3.125) nos dice que la contribucién tensorial queda suprimida.

(3.126)
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Capitulo 4

Ondas gravitacionales y Agujeros
negros primordiales

“¢No seria extrafio que un universo sin
propésito creara accidentalmente a
seres humanos que estan tan
obsesionados con el propésito?.”

Lee Strobel

4.1. Ondas gravitacionales a segundo orden

En esta seccién veremos las implicaciones cosmolégicas que surgen a segundo
orden en teoria de perturbaciones. Las medidas del CMB son consistentes con la
existencia de modos escalares en las escalas de observaciéon. En cuanto a los modos
tensoriales inflacionarios atin no han sido detectados. Por un lado, el limite actual
para la relacién escalar-tensor, Eq. (3.60), es de r < 0.06 en la escala 0.002 Mpc_l,
indicando que la amplitud de los modos tensoriales es pequefia respecto de la am-
plitud del espectro escalar en las escalas del CMB. Las observaciones del CMB sélo
nos dan informacién en los 10 — 15 e-folds alrededor de la escala pivote 0.002 Mpc~!.
Por otro lado, la deteccién de GW requiere de un gran esfuerzo tecnolégico, como ha
sido llevado a cabo en la observacion de GWs de fendmenos astronémicos, tales co-
mo la fusién de agujeros negros observados por las colaboraciones LIGO y Virgo [13,
115-118]. Los nuevos experimentos DECIGO [119] y BBO [120] estan disefiados para
detectar GW en un rango de frecuencias f = 0.1 — 10 Hz, permitiéndonos, en el caso
de que que se llegue a observar algin fondo estocéstico de GW, ver el universo en
escalas distintas al CMB (1078 — 1074 Hz), completando algo mas la incertidumbre
que tenemos sobre como se ha producido inflacién.

A primer orden en teoria de perturbaciones los modos escalar y tensor estan
desacoplados, sin embargo, a segundo orden las fluctuaciones primordiales escala-
res acttian como un término de fuente para las ondas gravitacionales en el universo
post-inflacionario [121, 122]. Mientras que el espectro escalar se mantienen précti-
camente invariante en las escalas del CMB, existe una incertidumbre en las longi-
tudes de onda menores a las observadas, siendo su amplitud dependiente de los
modelos inflacionarios. El término de fuente para las GW es dependiente del cua-
drado del espectro escalar, por lo que esperamos a priori que aquellos modelos en
los que los escalares sufran amplificacion en las escalas al final de inflacién, produz-
can un término de fuente que amplifique las GWs. Dicha amplificacién dependerd
del modelo inflacionario, pudiendo ser la contribucién dominante en algunos casos
[111]. Si el espectro primordial al final de inflacién ha sido amplificado por algtn
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tipo de mecanismo, tendremos ademds produccién de agujeros negros primordiales
ligeros que se han evaporado. Los modelos que producen PBHs candidatos a com-
poner la materia oscura son aquellos que amplifican el espectro en escalas menores
ak ~ 10 Mpc™1, entre los cuales s6lo son candidatos aquellos que se forman en un
rango de masas 10'%kg < Mppy < 10%kg o en Mppy = 10%°kg, ya que en las otras
franjas de masas los PBHs sé6lo contrlbuyen conun 1% de su densidad [123-125].
Para calcular la posible amplificaciéon del espectro primordial calculamos las
ecuaciones de Einstein a segundo orden, Eq. (2.1), a partir de la métrica FRLW,
Eq. (3.17), para un universo con curvatura cero [122, 126]. Ademds despreciamos
los campos métricos a segundo orden ¢*) y >} porque su contribucién es sub-
dominante. Calculamos la parte diagonal de las ecuaciones de Einstein, y obtene-
mos el término de fuente S;; a partir de la ecuacién de Einstein a segundo orden

Gij(2> = mﬁlzTij . Para ello se define el operador proyeccién 7' Im que extrae la
parte transversa y la traza [122]:

T 2 1 = . . V2

7;]' lmGlm( ) _ 712)7; (2) _— hi]'—’_sHhi]'_aTh — _4a2T lmSlm

(4.1)
La parte transversa y sin traza del tensor de Einstein y el tensor energia-momento
a segundo orden [37] vienen dados por:

4; ]4; ai 1/1(1) 8]'4)(1) B ai¢(1) a].lp(l) N 3 ai4](1) 8]1/1(1)

i (2) —
Glj - a2 a2 a2
<p Vo0t 291 9971 1/) ) 9,0l
a2 a a? a2
o
+1 (hlj +3HI — — ) , (4.2)
Ti]- (2) :%P 72 ij + pW 1M ij +(p+P) v iv(l)j, (4.3)

donde hemos despreciado los términos a segundo orden de las perturbaciones de
la métrica ¢'*) y ¢(?). Despreciando la parte anisétropa a segundo orden Hi]-(2>, ex-
presando la presion del background en funcién de la ecuaciéon de estado P = wp, y
la presién a primer orden en funcién de la velocidad adiabética del sonido P! =
c2 p'1), el término de fuente se puede expresar como sigue:

a8 = 'l 991 + 291 9991 — 29!V F9;!1) — !V 9l — gl )
) 4 . . .
i (1) (1) ainy ,p(1) i (1) (1) ) (1) (1)
+ 307y a]l/) +4p 995 73(1—1—(0)H28 (Hcp + ¢! )8](H4> +¢ )

33];2 (3H2¢< +3HpV — v2p0) ) 0, (q>“> —¢<1>) . (4.4)
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Queremos expresar el término de fuente en funcién de las transformadas de Fou-
rier. De manera individual, las transformadas de Fourier para cada componente son:

d3k . —

hij(x, t) = /Welk‘x [ (t)eij(k) + Iy (£)&55(Kk)] (4.5)
d3k .
5

Sinlk) = [ e ¥ S(x) @)

donde los tensores de polarizacién e;; y &;; se expresan en funcion de la base orto-
normal a k, dada por e y & como sigue:

ei(k) = = [ei19¢; (1) — &(19%; ()], (48)
&1 = o105 (k) + (10 k), (49)
ekl = ekl =ee =0. (4.10)

~ Pk g - =

Ty " Sp = / o e ()" (k) + &5 (1) (k) | Sim(10). (4.11)
En el espacio de momentos, la ecuacién para los tensores, Eq. (4.1), es:

.. . k2 2] 5

e+ 3 Hhy + ale’lk = —4q em<k)81m(k> =a S(k,t) . (4.12)

Con la definicién dada en la Eq. (4.11), junto con la ecuacién para la transforma-
da, Eq. (4.7), el término de fuente es:

d3x/
4/ 272 © (k) e XS, (X). (4.13)

Usando el teorema de convolucién, y de aqui en adelante abreviando la notacién
(@1 = ¢, p'V) = ), obtenemos el término de fuente en funcién de las perturbacio-
nes de la métrica:

w c2
<3Z+3) - 25) Pi(O)py_ie(t) (4.14)

2 2k2
+ (1 3w;2Hz> GG
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Queremos expresar el término de fuente en funcién del espectro primordial. Se-
paramos la evolucién de los campos métricos en una parte que describe su com-
portamiento fuera del horizonte, por otra parte que describe su evolucién una vez
entran en el horizonte, lo que se conoce como funciones de transferencia. El com-
portamiento de las fluctuaciones fuera del horizonte corresponde a las fluctuaciones
primordiales originadas durante inflacion . Las funciones de transferencia para
cada campo métrico ¢ (kt), ¢ (kt) son, respectivamente, ®(kt), ¥ (kt). Si reescribimos
la Eq. (4.15) en funcién de las funciones de transferencia obtenemos:

Pi(t) = D(kt) i, Puc(t) = ¥(kt) yuc, (4.16)

donde las fluctuaciones primordiales estdn caracterizadas por el espectro primordial
de potencias que durante RDE estdn relacionados de la siguiente manera [122]:

ns—1
Py(k) = ‘91 e (ko) <:0> . 417)

El término de fuente, Eq. (4.15), lo podemos expresar en funcién de una funcién
f(k,k, t) que contenga la informacién de las funciones de transferencia y de las fluc-
tuaciones primordiales:

Stn) = [ dkello R k) i i, @18)
donde: .
L\ — &1 (1\E.7 72 2 _k-k
e(k, k) =el(k)kikj =k [1—p*], p= rak (4.19)
y
Lo 743w 22\ _ - - 2c2k? - _
f(kk, t) =4 (w — w> P(kt)P(|k — k|t) + <1 — W) ¥ (kt)¥(|k — k|t)
2c2 k> - . 8 22\ 1 .o -
+ == (1 + W) D (kt)¥(|k — k|t) + <3(1+w) + w) ECD(kt)‘I’(\k —kt)
22 - 4 Co .
— (k) (ke — ) + W‘I’(kt)‘i’ﬂk—k]t)]. (4.20)

Calculamos el promedio del término de fuente usando el teorema de Wick [126]

(SO F)S(K ) = [ dke(lo ) fi & ) [dKe(K) FIKK B (1 ghedgbi)
—5(k + K) / Phe(l k) (I & 1) [f(k K ) + flk k— K B)| x

Py (|k — Kk|) Py (k)
k-KP B

La solucién de la Eq. (4.12) viene dada por las funciones de Green solucién de la
ecuacion diferencial homogénea:

ne(t) = a(lt) [ i [abrs (), 422)
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donde Gy es la solucién de la Eq. (4.12) sin término de fuente:

.. . k2 -
Gk+3HGk+a*2Gk:5(t_t)~ (4.23)

La solucién de la Eq. (4.12) para un factor de escala a(t) « t” siguiendo una ley
de potencias con p > 1, y sin término de fuente, es conocida. La podemos expresar
en funcién de las funciones de Bessel:

1-% k
) =a)F A (2 emon (( 8] ez

donde a = %, Jo(x) es la funcién de Bessel de primera especie, Y, (x) es la fun-
cion de Bessel de segunda especie, y Ax junto con By son constantes que dependeran
de las condiciones iniciales y del modo k. En escalas superhorizonte k < aH las
funciones hy (t) se mantienen constantes. Los modos que han salido del horizonte
durante inflacién mantienen su amplitud constante, que denominamos #*"", hasta
que vuelven a entrar en el horizonte:

k<aH —» prim— 11 (4.25)

mpr a, vk’

donde a, es el factor de escala en el momento en que cruza el horizonte.

El espectro de potencias para los tensores, Pj(k,t) ha sido definido en la Eq.
(3.58). La funcién de correlacién del espectro tensorial se obtiene a partir de la fun-
cién de correlacion del término de fuente. Continuando la Eq. (4.22), se encuentra:

t

e (e (£)) = aj(t) /tt db [ df a(f)a(B)Ge(ER)Cr(ER) (S(GR)S(K,B)) .

to
(4.26)
Nuevamente, podemos separar la amplitud del espectro tensorial en una funcién
que contiene la informacién de las funciones de transferencia y otra parte depen-
diente de la amplitud del espectro primordial:

o _ rl - - -
Py(k,t) :/O dk/_ldwa(]k—kDPw(k)F(k,k,pz;t), (4.27)

donde la funcion F(k, k, u; t) es [126]:

[1 _ yz]z k3]~<3 t -

Fkk,p;t) = — | dbdha(f)a(f)Ge(t |)Ge(t ) f (I &, ) x

(k K, i3 £) 200 k&P Jo 1 1a(kr)a(t2) Gi (£ 1) Gi(t £2) f (K K, Br)
FO R B) + fllk— & B)] . (4.28)

En términos de las variables adimensionales u = |k — k|/k y v = k/k, y defi-

niendo x = k7 se obtiene finalmente [127]:

o 1+ 2 2 2\2\ 2
Py(n,k)=4 dov Udu 4o (1+o7—u’) 1%(v, u, x) P (ko) P (ku) .
7 0 1-0| 4ou ¢ ¢
(4.29)
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El espectro de las GW amplificado por el término de fuente ha sido reescrito en
funcién de las variables t = u +v -1y s =u — v [127]:

L 2+1)(s2—-1) 17
Ph(ry,k)—Z/O dt/lds[(l_s+t)(1+s+t)] 12(t,5, x)P; (ko) P (ku) . (4.30)

El promedio de la funcién I(u, v, x) para la RDE es [128]:

_ 2 2 2
o (hsx = o0) = 28(5 4 +H2+1) <"(—5+s2+t(2+t))2x

S x2(1—s+1)8(1+s+1)6 \ 4
Ot — (V3—1)) + (—(t—s+1)(t+s+1)

2
(—5+62+tQ—%D)bg'_2;f§;+tw> ). 431)

N —

En la Fig. (4.1) se representa el integrando de la Eq. (4.30) en funcién de s y t.
Debido al logaritmo que aparece en la funcién, el integrando tiene una parte imagi-
naria en el intervalo t < /3 — 1. El méximo del integrando estd en t = V3—1,a
partir de este valor la funcién decrece hasta t = —1 + v/6 — 52, donde se hace cero
debido al numerador del término jacobiano #(2 + t)(s?> — 1). Ademas, la funcién es
simétrica en s y es maxima en s = 0, por lo tanto la parte que mds contribuye a la
integral se encuentra en t = V3-1 y s =0, que equivalea k/kp = 2/ /3, donde kp
es el modo donde el espectro primordial es maximo.
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FIGURA 4.1: Representaciéon del integrando de la Eq. (430): f[x] =

t(2+1)(s2—1)

2
W] 2 en funcion de las variables s y £.
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Como ejemplo, podemos tomar un espectro gaussiano para el espectro primor-
dial [128, 129] cuya forma es:

Ap  losip)

e w2 4.32
\21to ( )

donde kp es un modo pivote (modo donde el espectro es maximo), ¢ es la varianza
de la funcion gaussiana y A; es la amplitud del espectro primordial méxima (en
k = kp). De esta manera podemos calcular la densidad de energia de las ondas
gravitacionales y estudiar el efecto que tiene la amplitud del espectro primordial y
el indice espectral en la densidad de energia de los tensores. En la Fig. (4.2)(a) se
muestran los espectros. En la Fig. (4.2)(b) obtenemos la densidad de energia de las
GW en la actualidad suponiendo que el pico del espectro se produce en la RDE. En
la Fig. (4.2)(c) hemos representado la derivada logaritmica de la densidad de energia
de las GWs en funcién del modo k normalizado al modo méximo. Se puede observar
que la derivada en el limite infrarrojo es igual para todos los espectros, y se ajusta
a la aproximacién n$" = 3 + 2/ log(k/kp) dada en [130, 131], donde kp es el modo
pivote donde el espectro primordial es méximo.

P =

4.2. Deteccién de ondas gravitacionales

El resultado de la Eq. (4.30) muestra la dependencia de la amplitud del espectro
de las GWs con la amplitud de las fluctuaciones primordiales de curvatura. Si existe
algtin mecanismo que amplifique el espectro primordial en escalas no observadas en
el CMB, existe la posibilidad de que el espectro generado a segundo orden por las
fluctuaciones primordiales supere al espectro generado a primer orden. Esta ampli-
ficacién dependera de los modelos inflacionarios. Los nuevos detectores estan pre-
parados para observar las GWs con una sensibilidad de deteccién en funcién de la
frecuencia. En la Fig. (4.3) se muestra la clasificacion espectral de las GWs para algu-
nos detectores. Por ejemplo, Advanced LIGO tiene una sensibilidad de Qg ~ 1077
afn~ 10% Hz, BBO y DECIGO con Qgw ~ 10717 a f ~1Hz [132-138], y Cosmic Ex-
plorer (CE) [139, 116], Einstein Telescope (ET) con Qgw ~ 1072 a f ~ 10? Hz [140,
141]. En la region de interferometria laser existen los proyectos de NEMO [142, 143]
con Qg ~ 1072 a f ~ 10° Hz, Akatsu [144, 145] con Qg ~ 10 a f ~ 100 MHz
y Holometer [146] con Qgw ~ 10° a f ~ 1MHz. En [147] se puede ver la lista com-
pleta. Experimentalmente se podran explorar las Qg < 10712 hasta las frecuencias
~ 10%Hz, lo cuél permitira sondear experimentalmente las incertidumbres asocia-
das a ese periodo temprano del universo. Nuestros modelos alcanzan la méxima
amplitud del espectro primordial tensorial justo al final de inflacién, alrededor, de-
pendiendo de cada modelo concreto, de ~ 10°Hz. Sin embargo, como veremos maés
adelante, en las frecuencias ~ 10> Hz algunos modelos ya han comenzado a amplifi-
car lo suficiente como para estar cerca del rango observacional, tanto en frecuencias
como en sensibilidad de la sefial. Tendremos en cuenta los limites observacionales
en cuanto a la produccién de GWs, ya que su contribucién a la densidad de ener-
gla durante BBN estd limitada. Ademas, la producciéon de GWs estd asociada a la
formacion de PBHs, también sujetos a limites en cuanto a su produccién.

Aqui estamos interesados en las GWs inducidas en la RDE. Con la finalidad de
poder comparar nuestras predicciones con los detectores queremos la relacién de
la densidad de energia de las GWs, Eq. (3.73), con la frecuencia. La frecuencia es la
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FIGURA 4.2: (a): Espectro primordial en funcién de los modos normalizado a kp. (b):
Densidad de energia de las GW en la actualidad suponiendo que el pico del espectro
se produce en RDE. (c): Indice espectral de la densidad de energia de las GWs.
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FIGURA 4.3: Clasificacion espectral de las GWs (figura obtenida de [148]) y métodos
deteccion.

inversa de la longitud de onda comévil, Eq. (2.30):

k
f=5- (4.33)

Expresando el modo k como a H, podemos expandir las escalas a través de las
distintas épocas en las que la ecuacién de estado se mantenga constante, w = cte en
la Eq. (2.24). Para la RDE, ademéas podemos usar la Eq. (2.51), con lo que la expan-
sion de las escalas se expresa en funcién de las evolucién de los grados de libertad
relativistas:

T 106.75\ /3 % \1/2

20 -1 * s

x — /. 1»1 ’ . 4
e = 7.87 x 107 Mpc (1014G6V) ( ' ) (106.75) (4.34)

donde el subindice * indica los valores en el momento del cruce del horizonte du-
rante RDE. La Eq. (4.34) evaluada en el momento de recalentamiento indica que
para los modelos con una Try ~ 10 GeV y g. = 106.75 se obtiene un modo
kry ~ O(10%) Mpc!, y los modos que entran después de recalentamiento seran
menores. Dada la incertidumbre que tenemos sobre la ecuacién de estado en la épo-
ca de recalentamiento, extendemos las escalas a partir de la escala al final de esta
fase, no siendo vélida la Eq. (4.34) en las escalas de recalentamiento del universo.
Ademas, la termalizacion estd asegurada durante la RDE, pero no antes. La expre-
sién en términos de frecuencia se obtiene a partir de las ecuaciones (4.33) y (4.34)

T 106.75\"° /g 172
6 * *
fe =2.65x10° Hz < 1ot GeV> ( %, > ( 1 6.75) : (4.35)
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En la Tabla (4.1) se da la temperatura, grados de libertad y frecuencia asociada
a los eventos en los que el universo sufre un cambio de fase. La frecuencia de cada
evento ha sido obtenida usando la Eq. (4.35).

TABLA 4.1: Lista de eventos de cambios de fase. Ntiimero de grados de libertad re-
lativistas g. y entrépicos g.s, para las distintas temperaturas, T, y frecuencias f..

Obtenida de [25].

Evento T Qx Qs f« [Hz]
106.75 106.75

Aniquilacién de los quarks ¢ <173.3 GeV <46x10°°
96.25  96.25

Aniquilaciéon del bosén Higgs <125.6 GeV <33x107°
9525 9525

Aniquilacién de bosones Z° <91.2 GeV <24x107°
9225 9225

Aniquilacién de bosones WTW~  <80.4 GeV <21x10°°
86.25  86.25

Aniquilacién de quarks bb <4190 MeV <1.1x1077
75.75  75.75

Aniquilacién de leptones Tt~ <1777 MeV <44x1078
7225 7225

Aniquilacién de quarks c¢ <1290 MeV <32x10°8
61.75  61.75

Transicién QCD 150-214 MeV (3.6 —5.2) x 107
1725  17.25

Aniquilacién de mesones 7t 7~ <139.6 MeV <27x107?
1525 1525

Aniquilacién de mesones 71 <135.0 MeV <26x107?
1425  14.25

Aniquilacién de leptones ptu~  <105.7 MeV <20x107°
10.75  10.75

Desacoplo de los neutrinos <800 keV <14 x1071
6.863  7.409

Aniquilacién de leptones eTe™ <511 keV <83x1071
3.363  3.909

La densidad de energia de las GWs inducidas es obtenida usando la Eq. (3.72)
donde el espectro es calculado con la Eq. (4.30). Esta densidad es principalmente in-
ducida en las escalas cercanas al modo que cruza el horizonte. Expresando el para-
metro de densidad de energia de las GW como la fraccion de la densidad de energia
y la densidad total:

paw(t, k)
Qew(t, k) or(D) (4.36)

La densidad de energia de las GW decae con la expansiéon del universo como
Pcw a~*. En RDEel pardmetro de densidad se mantiene constante Qg = cte
salvo en los cambios de fase por los que atraviesa el universo, mientras que en
MDE decae como Qg ~ 1/4, siendo necesario la propagacion a lo largo de la his-
toria térmica [149, 120, 150, 26, 151]. Teniendo estos efectos en cuenta, podemos rela-
cionar el pardametro de densidad en el momento en que la GW entra en el horizonte,
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con la densidad que ha sobrevivido hasta el presente:

_ pcw(to, k) pow (tin, k) pr(tin) PR (t0)
Qaw tork) ~ocw(tin k) pr(tin)  pr(to) pr(to)

2«(Tin) S*S(TEQ) 3
)g*(TEQ) (g*s(Tin) ) Oro. *.37)

donde el subindice in hace referencia a momento en que el modo entra en el hori-
zonte.

Una vez conocida la evolucion de Qg (t, k), hemos de tener en cuenta los limi-
tes impuestos por medidas de tiempo de ptlsar, experimentos con interferémetro
laser y la nucleosintesis estandar de Big Bang. Los ptlsares de milisegundos tienen
periodos de rotacién muy estables, por lo que nos pueden dar informacién sobre
la métrica existente entre el observador y el ptlsar, y por consiguiente, informacién
de las GWs estocésticas [152]. En la Fig. (4.4) se muestran los limites superiores del
European Pulsar Timing Array (EPTA), y la zona futura de SKA [153]. Los experi-
mentos ya existentes de interferometria ldser a su vez imponen limites superiores
[154-157, 135, 134] ya que no han detectado ningtin fondo estocéstico. Por dltimo, si
en BBN existiera una componente adicional de radiacién las reacciones entre neutro-
nes y protones se desacoplarian antes del bafio térmico en comparacién con el esce-
nario actual. Dadas las abundancias de elementos ligeros actuales, se puede limitar
el contenido extra de radiacién para que no exista una sobre-produccién de elemen-
tos ligeros. Estos limites imponen la condicién para Qgw/(to, k) i3 < 1.8 x 1076 al
95 % nivel de confianza [128].
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FIGURA 4.4: Sensibilidad de algunos detectores (espectro de densidad de poten-

cia) en funcién de la frecuencia, junto con la estimacién del fondo estocéstico de

GWs en las escalas del CMB y la primera deteccién de GWs producidas por la fu-

sién de dos agujeros negros por LIGO. Figura generada gracias a la pagina web:
http:/ /gwplotter.com/
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4.3. Agujeros negros primordiales

La formacion de agujeros negros se produce cuando la densidad de materia co-
lapsa gravitacionalmente superando un valor umbral, conocido como la densidad
critica 6. [15, 16]. Cuando el colapso gravitatorio es producido por las perturba-
ciones primordiales de densidad que entran en el horizonte después de inflacion,
hablamos de agujeros negros primordiales. Hemos visto que inflacién genera per-
turbaciones de densidad que salen del horizonte hasta que inflacién acaba. Estas
perturbaciones volverdn a entrar en el Universo durante los periodos posteriores,
por lo que dependiendo de la amplitud de las perturbaciones se podrian formar
PBHs. Asumiendo una estadistica homogénea e isétropa para las perturbaciones ge-
neradas durante inflacién, tendremos en el espacio real la siguiente distribucién de
probabilidad gaussiana:

52

1 _ o=
e ¥ids, (4.38)

V27mog

donde 07 corresponde al momento de segundo orden del contraste de densidad, que
asu vez es la funcién de correlacion de dos puntos, Eq. (3.69), evaluada en {s5(r = 0).
La distribucion de materia estd dada por el contraste de densidad Jp definido en la
Eq. (3.67). En funcién del espectro primordial adimensional, la varianza es igual a:

P(5)ds =

02 =< §(x)? >= /pé(k) dlogk . (4.39)

El espectro primordial de densidad depende solamente del médulo de k, por
lo que la varianza 07 y la distribucién de probabilidad gaussiana P(J) dependen
solamente k.

En la préctica, la varianza no esta definida en todas las escalas. Filtramos el cam-
po de densidad a través de una funcién de filtro suave, de manera que la varianza
estd definida para los modos dentro del horizonte. Parametrizamos las escalas del
filtro con la longitud caracteristica R = 1/aH porque el proceso de formacion de los
PBHs es causal, esto es, no pueden formarse PBHs con una escala R mayor al tama-
fo del horizonte. En el espacio real y en el espacio de momentos, usamos el filtro
gaussiano:

W(x/R) = L e W(kR) = e FR/2 (4.40)
(271)3/2R3 ’ L3 ’ '
donde la condicién de normalizacién de la funcién ventana en el espacio real implica
L=1
La ventaja de una funcion ventana es que la transformada de Fourier de la con-
volucién en el espacio real es el producto de las transformadas de Fourier. La Eq.
(4.39) suavizada es:

o2 = / Ps(k) W(kR)?d logk . (4.41)

Ademads, podemos expresar la varianza con el espectro primordial de curvatura,
usando la Eq. (3.71):

, 4(1+w)?

%R = e / (kR)* Pr (k) W(kR)? dlogk . (4.42)
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El célculo de 05 se realiza numéricamente. Sin embargo, para el caso en que 7, se
mantiene constante y ns > —3 se encuentra la siguiente solucién analitica [158]:

2 3+4ns
o2 = ?ér;z;z r [32”5} (klR) Pr(k), (4.43)

donde se ha usado la parametrizacién del espectro dada en la Eq. (3.66).

Siguiendo el modelo de colapso gravitatorio de la teorfa de Press-Schechter [159],
la probabilidad de que una zona sobre-densa colapse estd dada por la fraccién inicial
de masas B(M). Inicialmente, denotamos con p, a la densidad critica, que correspon-
de al umbral de sobre-densidad minimo necesario para que el colapso gravitatorio
forme PBHs. Para una distribucién gaussiana y asumiendo que la tinica fuente de
produccion de PBHs son las fluctuaciones primordiales de densidad, la fraccién ini-
cial de masas corresponde a la integraciéon de la distribuciéon de probabilidad, Eq.
(4.38), desde p.:

2
__ PPBH ® 2 /°° 7
M = =2 P(d)dd = dé , 4.44
p(Mpen) oT 5. ) V2705 Js. ¢ (149
= Erfc [\/52,60 } , (4.45)
)

siendo Erfc[x]| la funcién error complementaria. En la literatura podemos encon-
trar diferentes expresiones de f(M), por ejemplo, en [129] las Eqs. (4.44) y (4.45)
incluyen, al igual que aqui, el factor 2, y aparecen con un factor y en [160]. Este
factor 2 corresponde al conocido factor de engafio, que es afiadido al formalismo de
Press-Schechter. El formalismo Press-Schechter predice que para una longitud ca-
racteristica R — 0 (en k — ooy Mpgy — 0), la varianza 05 — oo, por lo tanto
B(Mppr) — 1/2, esto es, la mitad de la densidad de energia total del univer-
so estd contenida en PBHs. Este hecho parece consistente con que sélo las regio-
nes que superan el umbral de densidad forman objetos colapsados, pero lo que no
tiene en cuenta es la probabilidad de que existan zonas con densidades menores
a . que formen parte de una estructura mayor con § > &, perteneciendo por lo
tanto, a regiones donde se produce el colapso. El factor de engafio se introduce para
asegurar que la probabilidad condicionada para PBHs con masa Mppy positiva es
P(6 > éc|Mppy > 0) = 1[161, 162]. Aqui, usaremos la definicién dada en la Eq.
(4.44) que incluye el factor 2 . La dependencia exponencial de B(c;) se traduce en
que la fraccién inicial de masas es un célculo muy fino, por lo que se pueden obtener
variaciones en 3 de varios 6rdenes de magnitud con variaciones pequefas de o, co-
mo se aprecia en la Fig. (4.5). La densidad critica ha sido revisada en [163, 164], aqui
usaremos la tltima revisién 6. = 0.4135 [165]. La densidad critica es dependiente de
la ecuacién de estado, como por ejemplo durante la transicion QCD [166].
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FIGURA 4.5: La fraccion inicial de masas en funcién de la varianza de las perturba-
ciones de densidad, Eq. (4.45) con una densidad critica §. = 0.4135, corresponde a la
curva central. Por encima y debajo de esta curva se muestran las curvas correspon-
dientes a un error de 0.001 en el valor de ¢;s. En el eje superior se muestra el valor del
espectro primordial de curvatura para la aproximacién del indice espectral constan-
te para ns; = 1.3. Por dltimo, la zona sombreada gris corresponde a la zona excluida
por la formacién de reliquias primordiales.

Para el caso de modelo sencillo como es un espectro gaussiano mostrado en la
Fig. (4.2), hemos calculado la evolucion de la varianza del espectro primordial de
curvatura (Fig. (4.6)(a)) y de la fraccién inicial de masas (Fig. (4.6)(b)). En todos
los espectros la fraccién inicial de masas decae exponencialmente para los modos
k/kp < 01y k/kp 2 10, por lo que la produccién de PBHs es aproximadamente
instantdnea, es decir, ocurre alrededor de la frecuencia donde el espectro es maximo.

Podemos relacionar la fraccién inicial de masas con la escala k. del universo, con
la temperatura y con la masa. Inicialmente suponemos que la masa de un agujero ne-
gro M es igual a la masa del horizonte, My, multiplicada por el factor v que depende
del colapso gravitatorio, con 0 < ¢ < 1. Aqui usamos valor de ¢ ~ w®/2 ~ 0.2 para
la RDE[163]. Si las fluctuaciones primordiales de densidad amplifican el espectro
al final de inflacion, la acreciéon de materia es mas efectiva al principio del periodo
post-inflacionario.

La masa del horizonte corresponde a la integracion de la densidad de energia
contenida dentro del horizonte comévil, usando la Eq. (2.26) y la Eq. (2.15):

_ _LA e m)
Mppy = yMpy = “Yg”@ = 47(7? . (4.46)

La masa de los agujeros negros que se forman durante RDE puede ser reescrita
en funcién de la escala y de los grados de libertad. Haciendo uso de la conserva-
cién de la entropia, Eq. (2.51), relacionamos la masa del PBH Mpgy, que se forma
a una temperatura del universo Ty y escala k¢, propagando las ecuaciones hasta la
igualdad radiacién-materia, denotado por el subindice EQ:
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FIGURA 4.6: (a): Varianza del espectro primordial de curvatura. (b): Fraccién inicial

de masas. Ambos en funcién de los modos normalizado a kp. Los espectros corres-
ponden a los de la Fig. (4.2).

1/2 2/3
keo\* [ &+ (T s, (T,
NhMJZWAﬁHMD<;Q> (g(f)> (g*(mﬁ> , (4.47)

g+ (TeQ) 8s. (Ty)
1/6 21 —1\ 2
26.14><103g% 106.75 (10]]\(/{’“) , (4.48)
2 \ 8 (Ty) :

donde hemos expresado la Eq. (4.48) en las escalas tipicas para el final de inflacién,
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por lo que esperamos que si nuestros modelos amplifican el espectro justo al final de
inflacién y obtenemos agujeros negros con una fraccién de masas relevantes, se pro-
duzcan PBHs en un rango de masas alrededor de O(10*) g. Después de la formacién
de los PBHs, y sin tener en cuenta la evaporacion ni la acreciéon de masa, podemos
propagar la fracciéon de masas a través de las distintas épocas. En este caso, los PBHs
se comportan como materia, por lo que diluyen como o« a~3 [167]:

1 Qppuyo (g* )1/4 (MPBH>1/2 15
M = — — [ =— —_— , M 210 , 4.49
B(Mpgp) Ve Q‘;’{é 220 Mo (MppH g) (4.49)

donde M) es la masa del horizonte actual, y Qppr o = ppeH,0/ Pc-
Ademas, el tiempo de evaporacion de los PBHs es [168]:

G? MJBJBH
hict

MpgH ) 3

teo(MppH) ~ ~5.17 x 107185 ( T07g

(4.50)

Para la edad actual del universo dada por Planck ty; = 13.801 4= 0.024 Gyr, los
PBHs con masas inferiores a 10'° g han tenido tiempo para evaporarse debido a la
radiacion de Hawking. Asi mismo, los PBHs con Mppy < 1010 g han tenido tiempo
suficiente para haberse evaporado antes de BBN.

Los PBHs con un orden de masas O(10%) g no contribuyen a la densidad de ma-
teria oscura que observamos en la actualidad (lo cual ocurre para M > 5 x 10 g)

[169]:

1/2
B(Mppy) = 1.57 x 107V (ﬁﬁ?g) Qpproh? . (4.51)

Sin embargo, los efectos de PBHs si pueden ser relevantes en el universo tem-
prano. Los limites a la fraccién inicial de masas han sido estudiados en [170, 171].
Existen diferentes limites para las abundancias en cada rango de masas [172]. Aqui
estamos interesadas en los efectos que pueden darse en la produccién de PBHs con
O(10° — 10°) g, tales como en la bariogénesis, BBN y reliquias. La emision de los
PBHs varia el cociente entre el nimero de bariones y fotones, n/p, por lo que no
pueden exceder un cierto valor. Estos limites, que afectan también a las abundancias
de *He, se imponen sin embargo en un rango de masas de 10°g < M < 10%g [173].
Los fotones que emiten los PBHs con M < 10°g termalizardn con el bafio térmico
y ademds contribuirdn a la entropia del universo. La evaporacién de los agujeros
negros es motivo de estudio actual cuando sus masas son del orden de la masa de
Planck. El principio de incertidumbre generalizado (del inglés generalized uncer-
tainty principle GUP) [174] tiene como consecuencia que el horizonte no esté bien
definido en longitudes menores que la longitud de Planck, Lp;, de manera que los
PBHs cuando alcanzan masas del orden de la masa de Planck (Mp; = 2.19 x 107> gr)
dejan de emitir por radiaciéon de Hawking, dejando reliquias de R.(M) ~ i/ M, en
lugar de tener PBHs con R,(M) = 2GM como tenemos para PBHs con M > Mp
[175]. Estas reliquias podrian contribuir a la densidad de materia oscura actual del
universo [176].

Los limites en la producciéon de PBHs se muestran en la Fig. (4.7) (figura obteni-
da de [177]). De izquierda a derecha, los limites corresponden a que la produccién
de reliquias no puede superar la densidad total, la produccién de entropia no puede
producir una cantidad de radiacién que afecte al desarrollo de BBN, ni en la pro-
duccién de helio ni deuterio. Asi mismo, si los PBHs se encuentran embebidos en
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nuestra galaxia formando cimulos, contribuiria a la produccién de rayos-+, los cua-
les estan limitados por las observaciones EGRET del fondo estocastico de fotones vy
de nuestra galaxia [178]. El limite de la densidad es debido a la acotacién que tiene
la fraccién de masas usando la Eq. (4.51). Mostramos ademds la masa minima de
produccién de PBHs, correspondiente a una masa ~ 1g para una temperatura de re-
calentamiento Try = 10 GeV. Siguiendo el ejemplo llevado a cabo en el desarrollo,
mostramos también la escala minima/maéxima para la masa/ntmero de onda para
el caso en que la Try = 10 GeV. La escala oy corresponde a una densidad critica
dc = 0.4135.

Los modelos inflacionarios que amplifican el espectro justo al final de inflacién,
se veran limitados fundamentalmente por las reliquias. La estimacion del limite en
la formacién de reliquias con masa yMp;, donde el rango de u = 1 — 103, para la
fraccién inicial de masas [177]:

M 3/2
<107 %y 1 <> , 452
B v (4.52)

para las masas entre los siguientes valores:

T 2
(PI> Mp; < M < 10" 142/ Mp, . (4.53)
TRH

La Eq. (4.52) limita la produccién de PBHs con masas M = 10*g que dejan reli-
quias con # = 103 a una fraccién inicial de masas B < 10~'. Este limite se impone
para que la contribucién de la energia de los PBHs no supere la densidad total, por
lo que cualquier modelo ha de respetar esta condiciéon. Podemos utilizar la Eq. (4.45)
para encontrar que B < 10~ siempre y cuando 05 < 0.049 (para 6. = 0.4135). Es-
ta estimacion la podemos trasladar al caso en que el espectro se comporta con un
ns = cte usando la Eq. (4.43), de manera que la existencia de reliquias limita la am-
plitud méaxima del espectro primordial en Pg™ = 0.022 — 0.024 para n; = 1.3 — 1.0.
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FIGURA 4.7: Limites en la produccién de PBHs (figura obtenida de [177]). De izquier-
da a derecha, los limites corresponden a reliquias, entropia, helio, , rayos-
y densidad.
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Capitulo 5

Modelos de inflacion

“Mi intencién es demostrar que la
maquina celestial no es como un ser
divino, sino como un reloj.”

Johannes Kepler

En las secciones anteriores hemos mostrado todo lo necesario para el célculo
de la densidad de energia de las GW presente en la actualidad en el universo, asi
como la fraccién inicial de masas de los PBHs. Con el objetivo de determinar si los
modelos cosmolégicos pueden dar resultados relevantes tanto en lo referente a las
GWs como en PBHs, primero hemos calculado semianaliticamente la evolucién del
campo ¢, del cociente disipativo Q, etc.

Existen diferentes propuestas sobre la naturaleza del campo responsable de in-
flacién. Por ejemplo, destacamos que hay modelos previos que no requieren incluir
nuevos campos escalares en el SM y que son capaces de producir las perturbaciones
primordiales a través de un acoplo no-minimo del campo de Higgs a la gravedad
[179]. Por otro lado, hay modelos inflacionarios con campos vectoriales como en
[180, 181], pero parece razonable la eleccién de campos escalares porque no rompen
la invarianza Lorentz cuando adquieren un valor esperado en el vacio.

Vamos a estudiar modelos de inflacién templada. Los modelos inflacionarios que
vamos a ver estdn diferenciados en la manera en que inflacién termina. Veremos dos
casos de inflacién templada: uno en el que el campo ¢ se mueve lentamente a través
de la pérdida de energia potencial, y en el que hacia el final de inflacion se acelera; y
otro en el que el final de inflacién se produce un cambio de fase, para lo cudl se ne-
cesitan dos campos escalares. En el primer tipo de potencial, estudiaremos inflacién
cadtica con V o ¢", que representa un campo escalar auto-interactuante para n = 4,
mientras que en el segundo caso estudiaremos el potencial de tipo hibrido con los
campo oy ¢ [182].

En esta seccién veremos ambos tipos de potencial con un coeficiente disipativo
dado en la Eq. (3.106), estimando si existen modelos con un x = cte compatibles con
las observaciones y que a su vez amplifiquen el espectro lo suficiente para poder
detectar las GWs producidas. Posteriormente, seleccionaremos los modelos que dan
resultados compatibles para x = cte e introduciremos una disipacién mads realista
que serd dependiente de la masa efectiva de las particulas involucradas asi como de
las constantes de acoplo que definen las interacciones.

Simplificando las ecuaciones de evolucion a un recalentamiento instantaneo (Eq.
(3.78)), hemos visto en el Capitulo (2) la relacién de las escalas k con el potencial
del modelo inflacionario, y que depende también del valor al final de inflacién y
del ntimero de e-folds, (Eq. (3.78)). En la Eq. (3.120) hemos llegado a la relacién del
cociente disipativo Q = Y, /3H con el nimero de e-folds. Para obtener el espectro
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primordial primero necesitamos conocer las funciones modo creciente/decreciente,
G[Q]. Una vez conocido G[Q], en las siguientes secciones concretaremos la evoluciéon
para cada potencial.

5.1. Funciones modo creciente/decreciente

La amplificacién del espectro primordial de curvatura dado en la Eq. (3.105) de-
pende de la funcién denominada modo creciente/decreciente. La forma funcional
de esta funcién ha sido obtenida para distintos ¥ = cte en [109-112, 183]:

0.2
G-_1(Q.) = M ,x=-1, (5.1)
1.

Go15(Qx) = 8:;58‘)211 , k=015, (5.2)
G1(Q.) = 0.0185Q%3" 4 0.335Q1% + 1 k=1, (5.3)
G2(Q.) = 1.61QM 1 0.21Q%% +-1 ,Kk=2, (5.4)
G3(Q.) = 4.981Q1 +0.127Q*3 +1 ,K=3. (5.5)

Las funciones de G,(Q) mostradas en las Egs. (5.1—5.5) son suficientes para los
modelos en los que el coeficiente disipativo se mantiene constante. Sin embargo,
para el estudio de los modelos inflacionarios en los que el coeficiente disipativo va-
ria, serd necesario una séla funcién que describa el modo creciente/decreciente en
funcién de Q y x y que denotamos como G(Q, «).

La funcién G(Q) depende de x y de la variacién de Q a lo largo de inflacion.
Tanto x como Q dependen del modelo de interaccién que domina la evolucion du-
rante inflacién. Por otro lado, la normalizacién del espectro varfa segtin sea la forma
G« (Q). Sin embargo, en la practica, G«(Q) depende s6lo del valor de Q y «, por lo
que en el célculo de G,(Q) se ha mantenido el valor del auto-acoplo para un po-
tencial del tipo V = Am%l_” ¢" con A = 10~ constante en todo el célculo. En cada
iteracion se ha calculado numéricamente la amplitud del espectro primordial para
diferentes valores de ¥ en Y, = CrT" en un potencial cuértico. Las ecuaciones in-
tegradas incluyen el ruido estocastico térmico (Eq. (3.102)). La constante Cr es la
generalizacion de los acoplos del modelo. A medida que Cr aumenta la disipacién
es mayot, y obtendremos distintos valores de Q. en el momento en que cruza el ho-
rizonte para distintos valores de Cr. La funcion G,(Q) es el resultado de dividir el
resultado numérico entre la funcién del espectro primordial dado en la Eq. (3.105)
donde se ha sustituido G,(Q) = 1.

Para encontrar una tnica funcién de G(Q, ) vélida para todo valor de x se ha
extendido la lista de las Eqgs. (5.1—5.5) para obtener el comportamiento de la fun-
ci6én de una forma mads precisa. Destacamos aqui que validez de la funcién G(Q, x)
estd limitada por la variacién de « con respecto de la temperatura, es decir, G(Q, k)
es vélida para cualquier x = cte comprendido en el intervalo [—1,4]. Si x varia po-
dremos encontrar diferencias en la forma funcional del modo creciente/decreciente.
Para una forma funcional dada en las ecuaciones siguientes:

G(Qx) = (1+e~QF +e“wQﬂw)K k>0, (5.6)

(14 a9 Q™)™

G(Q/K) = (1 +b‘l2 Qu3){14

, k<0, (5.7)
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se han obtenido los coeficientes para cada valor de x = cte dados en las Tabla (5.1)
para k > 0y Tabla (5.2) para x < 0 [184]. Posteriormente, se ha obtenido un ajuste
de lo coeficientes en funcién de «, dados en las Egs. (5.8—5.11) para x > 0, y en las
Egs. (5.12—5.17) para x < 0. La comparacién entre las funciones de partida G.(Q)
para k = cte y la aproximacion resultante para « variable G(Q, k) se muestra en la

Fig. (5.1).

TABLA 5.1: Coeficientes del modo creciente de la Eq. (5.6) para x = cte:

K ‘ Aw Buw Xs Bs ‘
05| —2994 1.742 | —10.17 3.582
1| —1.090 1.365 | —4.580 2.528
15| —0.2944 1.244 | —4.504 2.504
2| 02383 09325 | —4.068 2.360
25| 0.4068 0.8336 | —4.051 2.362
3| 05352 0.6487 | —3.526 2.241
35| 0.8609 0.5175| —3.384 2.170

TABLA 5.2: Coeficientes del modo decreciente de la Eq. (5.7) para x = cte:

K ‘ao

ay

az

as

ay

as

—1.2 | 3.38927
—1. | 3.19894
—0.8 | 3.05106
—0.6 | 2.74044
—0.4 | 3.01116
—0.2 | 3.95336
—0.1 | 7.54806

0.8263
0.792654
0.754694
0.730729
0.729725
0.73537
0.819329

0.728255
0.597087
0.570253
0.613238
0.706118
1.14688

2.01698

0.658566
0.623549
0.593948
0.58688

0.577796
0.580395
0.610567

4.13777
4.53933
4.69296
4.44493
3.53671
2.17457
1.14412

(k) = —1.486 + 0.7091x ,

(
(
s (
(

)

Bo (i) = 1.711 — 0.3499
)
)

Bs(x) = 2.692 — 0.1472x ,

k) = —5.168 + 0.5105x ,

1.63969
1.55994
1.56168
1.63969
1.37512
1.04127
0.587546

(5.8)
(5.9)
(5.10)
(5.11)

ap =18.55 + 171.01x + 765.78x> + 1758.7x> + 2158.7x* + 1338.8x> + 328.7x%, (5.12)
a1 =1.1094 + 4.619x + 21.647x? + 50.429x> + 61.783x* + 37.797x° 4+ 9.098x°, (5.13)
ay =4.0275 + 28.686x + 103.74x> + 199.28x> + 210.14x* + 114.8x° 4 25.45x°, (5.14)
a3 =0.6826 + 0.9986x + 3.151x> + 3.7451x> + 0.563x* — 1.925«° — 0.95376x°, (5.15)
ay =x(—9.9 + 34.48x + 250.17x* + 662.93x> + 880.1x* + 571.9x° + 144.43x°), (5.16)
a5 =x(—4.33 4 36.9x + 284.9x + 803.87x> + 1104.5x* + 734.8x° + 188.95x°). (5.17)
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FIGURA 5.1: Comparacién de cada funcién G,(Q) para k = cte (en color), con la
aproximacion de G(Q, ) (lineas punteadas). (a) para el caso de modo creciente y (b)
para el caso de modo decreciente.
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5.2. Potencial caético

Empezaremos con el estudio de inflacién caética, descrita con un potencial gene-
ral V = Amip " g".

Los parametros slow-roll han sido definidos en la Eq. (3.16). En el caso de un po-
tencial cadtico general son:

2 2 2
n* mp, mp) _2
ey = s ny = (n— 1)n? ; OV = _€v. (5.18)

Obtenemos los valores del campo y del potencial al final de inflacién a partir
de los pardmetros slow-roll. Utilizando la condicién de que al final de inflacién el
pardmetro slow-roll ey = 1+ Q,,4, Obtenemos:

Vend _ n(n—l))”” <qomd>2 _ n(n—1)
m%q =A (1 + Qend ’ mp] B (1 + Qend) . 6.19)

La dependencia de Q con el campo ¢ ha sido dada para el caso general en la
Eq. (3.118). Sustituyendo los parametros slow-roll para el potencial caético general y
usando la parametrizacién de Y, siguiente:

Y,=CrM*T"¢f, con a=1-x-8, (5.20)

la relacién de Q y ¢ para este caso es:

2% 4 4o 4a+6K—Kn+2n—4
4—x 2 n «—2Cr (M 4
1 = AT e—= [ — —_ , 5.21
e+ 9 x 4 Ck (mm) <mPI> (5.21)

sustituyendo el valor del campo al final de inflacién de la Eq. (5.19), usando la Eq.
(5.21) podemos conocer el valor de Q,4:

Qe (Quna + PR 22 G gyl (e ()

oxaF T 1) \ g

(5.22)

el valor de Q,,,; estd determinado tinicamente por las constantes del modelo y por
el comportamiento de la disipacién con la temperatura, x.

Una vez que conocemos la relacién de Q con el campo, podemos integrar la Eq.

(3.120) sustituyendo la Eq. (5.21) y obtener asi el ntimero de e-folds en funcién de Q:

w= 4B~ 26+ (x—2)n,
N = f(Qe) = £(Q),
Q) = m (34 % 42K2;*Kf+2: ngz,(%%g (%)ga)l/w
x [2Q(x +4)oFy (45, S2cess; 2o, )
—(2x —w —8)oF (T, -5 =25 -Q)] (5.23)

Para obtener la relacion del namero de e-folds con las escalas, sustituimos en la
Eq. (3.78) la relacién de Q con el campo, Eq. (5.21), y los valores al final de inflacién
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Eq. (5.22), dejando todo en funcién de Q. en el momento en que cruza el horizonte:

n/4
log <Iz‘0> —61.51 — N + %log (x/X <m> )

n Q¥ (Qu + 1)
(48 — 2x + (k — 2)n) log ( 3,;1K(Qend + 1)2K> ’ (5.24)

y sustituyendo N con el resultado obtenido en la Eq. (5.23) obtenemos la relacién
de la escala k. con la disipacién Q.. Las constantes del modelo cosmolégico fijan el
valor de Q.4 a través de la Eq. (5.22).

Con la Eq. (5.24) determinamos Q. cuando cruza el horizonte en las escalas del
CMB, k = k¢p- En esta expresion sustituimos el valor de Q,,,4 dado por la Eq. (5.22),
y el nimero de e-folds dado en la Eq. (5.23). Como consecuencia, tenemos una ex-
presién que nos relaciona el valor de Q. en el momento que cruza el horizonte en
las escalas del CMB con las constantes del modelo Cr, A, g«, M, ¥ y «. Por otro lado,
usamos la Eq. (3.105) para obtener el valor del espectro primordial de curvatura en
las escalas del CMB. Iterando, por lo tanto, la Eq. (3.105) para un modelo con g,
M, x y a fijos, y variando los valores de Ct y A, obtenemos la combinacién de valo-
res de Cr y A que normalizan el espectro primordial de curvatura a los valores de
Planck para cada valor de Q. comprendidos entre 10~2 — 102. Para valores menores
de Q. < 1072 inflacién permanece dentro del régimen de disipacién débil, y para
valores de Q. > 10? la amplificacién del espectro debido a la funcién modo creciente
serd superior a los limites establecidos por la produccién de PBHs, en los casos con
k> 0.

Para los valores fijos de g. = 12.5y B = 1 — x (« = 0) obtenemos el indice espec-
tral y evolucion de la amplitud del espectro primordial a lo largo de inflacién, tanto
para el caso térmico como el no térmico. Para obtener el comportamiento del indice
espectral derivado del espectro dado en la Eq. (3.105), y asi determinar si cada mo-
delo es compatible o no con las observaciones, usamos las ecuaciones de evolucién
de H, ¢ y T respecto del nimero de e-folds (Egs. 3.121—-3.123) en la ecuacién del
indice espectral (Eq. (3.124)) para determinar el espectro sélo en funcién de Q, sus-
tituyendo los pardmetros slow-roll dados en las Egs. (5.18) y expresando el resultado
en funcion de Q a través de la ecuacion que relaciona el campo con Q (Eq. (5.22)). Los
resultados para el caso n = 2 se muestran en la Fig. (5.2) y para n = 6 se muestran en
la Fig. (5.3). Para n = 6, aunque encontramos predicciones compatibles tanto con el
indice espectral como la amplitud del espectro primordial, el rango de compatibili-
dad en Q. es pequefio (el rango de valores compatibles se dan en la Tabla (5.3)). Por
otro lado, en el caso n = 6 comparamos nuestro resultado con [109], ellos obtienen
un valor de Q. = 4.966 parax = 1y Q, = 0.187 para x = 3. Hay ligeras diferencias
en nuestras predicciones que pueden ser debidas a distintos factores. Por ejemplo,
podria deberse a que ellos normalizan el espectro asumiendo que las escalas del
CMB se sitdn a N, = 55 e-folds, mientras que nosotros hemos calculado el niimero
de e-folds correspondiente a la escala pivote del CMB, obteniendo una duracién de
~ 54.7 e-folds parax =1y Q. ~ 5,y ~ 56.6 e-folds parax =3y Q. ~ 0.19.

T3
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TABLA 5.3: Tabla de valores de Q. para los que el indice espectral es compatibles
con los valores de Planck a 2¢.

‘ Térmico ‘ No-Térmico
Kk=—1 - 0.02 < Q. <0.05
x =0.15 - 0.01 £ Q. <0.04
K = 2850543 | 001 50Q,501y225Q,538
k=3 |003SQ,S015 0.004 < Q. < 0.006
Ademas, para el caso n = 6 y k = —1, s6lo hay solucién para valores de Q. <

0.05, es decir, no existe ninguna combinacién de A y Cr que normalicen el espectro a
Ap = 2.1 x 1077 en las escalas del CMB.
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FIGURA 5.2: Caso n = 2. (a): Indice espectral en funcién de Q. para el caso térmico
(linea discontinua) y no térmico (linea continua). En sombreado se muestra la zona
compatible con el indice espectral dado por Planck a 1o y a 2¢. (b) y (c): Espectro
primordial de curvatura en funcién del nimero de onda normalizado a la escala
actual del universo. La linea continua es el caso Q. = 0.1, la linea punteada es el
caso Q. = 1y lalinea discontinua es el caso Q. = 10. (b) muestra el caso no térmico
N, =0y (c) el caso térmico N, # 0.
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FIGURA 5.3: Caso n = 6. (a): Indice espectral en funcién de Q. para el caso térmico
(linea discontinua) y no térmico (linea continua). En sombreado se muestra la zona
compatible con el indice espectral dado por Planck a 1o y a 2¢. Los puntos indican
los resultados de [109]. (b) y (c): Espectro primordial de curvatura en funcién del
numero de onda normalizado a la escala actual del universo. La linea continua es el
caso Q. = 0.1, la linea punteada es el caso Q. = 1y la linea discontinua es el caso
Q. = 10. (b) muestra el caso no térmico N, = 0y (c) el caso térmico N, # 0. El caso
k = —1 deja de tener soluciones a partir de Q. ~ 0.04.

Los resultados para el caso n = 4 se muestran en las Figuras (5.4-5.5). Las figuras
para el indice espectral ns (Fig. (5.4)(a)) y el running as (Fig. (5.4)(b)) se muestran en
funcién de Q. para valores de x = [—1,3], tanto para el caso térmico como para el
no térmico. Para este caso mostramos mds informacién porque es el potencial que
veremos mds adelante para el caso de una disipacién dependiente con la temperatu-
radlogY,/dlogT o T* con k variable. Aunque hemos comprobado que la variacion
del pardmetro A en un intervalo [107!2,1071%] no da resultados significativamente
distintos, hemos calculado los valores de A y Ct que normalizan el espectro primor-
dial de curvatura a los valores de Planck para cada valor de Q. comprendidos entre
1073 — 102, y la evolucién para los casos concretos Q. = (0.1,1,10), al igual que en
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los casos n = 2y n = 6. La Fig. (5.5) muestra la amplitud del espectro primordial
en funcion del niimero de onda, ambos normalizados a las escalas del CMB. La am-
plificacion del espectro se produce a partir de ¥ > 1 y cuanto més alto sea mayor
amplificacién tendremos. Por otro lado, si x > 3 el espectro amplifica mds de 8 6rde-
nes de magnitud (Ag = 2.1 x 10~?), pudiendo alcanzar el régimen no perturbativo
en el que la definicion del espectro deja de ser vélida por inconsistencia.

Entre estos potenciales seleccionamos el potencial cuartico por ser compatible
con los valores de Planck en las escalas del CMB para una disipacién o< 1/T. La va-
riaciéon del comportamiento disipativo permitird salir del régimen x = —1 y aumen-
tar su valor, permitiendo la amplificacion del espectro al final de inflacioén. El amplio
rango de valores de Q. en los que el indice espectral es compatible con Planck nos
permitird estudiar modelos mds realistas sin necesidad de un ajuste fino de las con-
diciones iniciales.
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FIGURA 5.4: Cason = 4 con g, = 12.5. (a) Indice espectral en funcién de Q.. (b)
: _ dng sz . .
Running a5 = 7157 L 0 funcién de Q.. La linea continua es el caso NV, # 0y la

discontinua N, = 0. La zona sombreada amarilla indica los valores de Planck.
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FIGURA 5.5: Espectro primordial de curvatura en funcién del niimero de onda, con
g« = 12.5 para el caso n = 4: (a): para el caso térmico y (b): para el caso no-térmico.
Los puntos indican Q. = 0.1, la linea continua Q, = 1y la discontinua Q. = 10.
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5.3. Potencial hibrido

En este seccion veremos un ejemplo de otro tipo de potencial inflacionario. El
potencial hibrido surge de la descripcién de inflaciéon con mds de un campo escalar,
donde uno de los campos controla inflacién y el segundo campo el final de inflacién.
En este caso, inflacién termina no porque se violen las condiciones slow-roll, sino
porque se produce una transicién de fase. Un ejemplo tipico del potencial efectivo
es [182, 185, 186]:

1 2 m? 2
Vigo) = ox (M2 =A%)+ g7 + %QDZUZ . (5.25)
=0 — p=0 ——
p=M/g —— trayectoria

FIGURA 5.6: Potencial hibrido. El punto negro indica el valor de ¢ = ¢..

El potencial dado en la Eq. (5.25) describe una masa efectiva para el campo ¢
igual a m2 = ¢?¢* — M?,y para ¢ igual a mfp = ¢?0? + m?. Enla Fig. (5.6) se muestra
la forma del potencial. El campo ¢ se desliza por la trayectoria de minima energia
o = 0 hasta que alcanza el valor ¢ = ¢, = M/g. En ¢, el camino de minima energfa
cambia, yen o = £M/ V/A alcanza el valor minimo del potencial V (0, M/ \/X) =0.
Durante el primer canal, con ¢ = 0, la forma del potencial efectivo es [187]:

1M m?
Verr(@) = il T (5.26)

El potencial hibrido generalizado durante inflacion es:

V=v, (1 + (“’)n) . (5.27)
n \ mpi

Para el potencial hibrido generalizado, el campo ¢ también rueda a través del
canal o = 0 hasta que llega al valor critico ¢., momento en que inflacién termina.
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Los parametros slow-roll, Eq. (3.16), en este modelo inflacionario son:
1 ) ¢ 2n—2 @ n—2 ¢ n—2
- = r , = -1 = , = X , (5.28
v 2’)/ (mPl) A ’Y(n ) TMp] v 7 mpj ( )

donde se ha hecho la aproximacién V ~ V.

Tipicamente el pardmetro de slow-roll ey < 7y en estos modelos, asi que por
simplificar imponemos que inflacién termina cuando 77y = 1 4 Q,,4, y obtenemos el
valor del potencial al final de inflacién:

Vend 1 ( ,)/Z/n ) = ( Pend ) o v

—=14+—-|(n—-1)— , =——Mm-1). (629
Vo n ( ) 1+ Qena mpy 1+ Qena ( ). )
La relacién del campo con la disipacion Q, Eq. (3.118), para este caso es:

N da 4B+2x(n—1) k=2
Q4_K(1+Q)2K ,>,2 C% <M> < ¢ > (K‘Z) . (530)

ey p 7 —_—
9 x 4% Cy \mp mp mp,

Sustituyendo el valor del campo al final de inflaciéon de la Eq. (5.29) y usando la
Eq. (5.30) podemos conocer el valor de Q.-

_20p+x) 1 C} sopiny s (Vo N MM
Z‘LndK (1 + Qend) = 9 % 4 Fg(n - 1) Zon v <m4;> <ml’1> .
(5.31)

Para este caso el valor de Q,,; también estd determinado tnicamente por las
constantes del modelo inflacionario y por el comportamiento de la disipacion con la
temperatura.

Las relaciones de T/H y H/¢ dadas en las Egs. (3.116) y (3.117), en la caso de
potencial hibrido se convierten en:

Z ! — ﬁ Q P 2 ﬁ,ﬁl (5.32)

H 4Cg (Q+1)2 \mp Vo TV ‘
H_ Q+1(¢\"" 1 (5.33)
¢ Y mpy mpy '

donde se ha usado la aproximacion V = V), o lo que es lo mismo (¢/mp))" < n/7.

El potencial hibrido se diferencia del caético en que el recorrido que hace el cam-
po a través del potencial es muy pequeio. Si llamamos a la diferencia del campo
entre el momento del cruce del horizonte en el CMB y su valor al final de inflacién
como A, tendremos que A < 1. Estamos interesados en modelos que puedan ampli-
ficar el espectro al final de inflacion. Dada la Eq. (5.31), una variacién pequefia del
campo se traduce en una variaciéon pequefia de Q, por lo que en este caso la region de
interés es Q > 1 en todo el periodo inflacionario. El nimero de e-folds lo obtenemos
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en este caso bajo la suposicion de que Q > 1.
K+ 4 et ch MR (v )T
N=— = | — —
4(B+2)+ (k—4)n | 9 x 4*C} <mp1> mp,
4p+(x—4)n+8 4p+(k—4)n+8
" <(1+A)§0c> K4 B <(PC> K+4
Tp] Tip]
(K + 4:) (7’1 - 1)Q 4B+xn—4n+8

T @B +2) + (c—4)n) (a+1)™5 —1) (5.34)

donde en la tltima igualdad se han utilizado las Egs. (5.30) y (5.28).
Para un desplazamiento del campo A < 1 podemos hacer un desarrollo en serie
de la Eq. (5.34):
N=m-1)2a. (5.35)
v
Obtenemos la relaciéon del ntiimero de e-folds con las escalas, como en el caso
anterior, sustituyendo en la Eq. (3.78) la Eq. (5.30) y Eq. (5.31), en funcién de Q:

n _1
Vo 1 ,)/2/71 n—2

La Eq. (5.36) junto con la Eq. (5.35) nos permite relacionar las escalas con el valor
de la disipacién en el momento del cruce del horizonte. Como en el caso anterior,
las constantes del modelo cosmolégico fijan el valor de Q.4 a través de la Eq. (5.31).
Podemos relacionar el valor de Q. con la escala a la que cruza el horizonte a través
de la Eq. (5.36).

Asimismo, en el caso Q > 1 podemos utilizar la aproximacién del espectro [110,

105, 188]:
! V3 H3T / Q\*
Po— (QK> Va, (537)

con los valores: Q1 = 8.53, Q2 = 7.66 y Q3 = 7.27, y donde el coeficiente : depen-
de del comportamiento de la disipacién con la temperatura . Su valor es ajustado
a través de simulaciones numéricas, siendo igual a 1 = 1.96 parax < 0y 1 = 2.692
para x > 0'. El indice espectral corresponde a:

k 1
log <k0) = 6151 - N+ 1 log

. _,dlogH dlogT _dlogg¢ 1Y dlog Q
ns—1=3 N TN ZdN w5 N (5.38)
2_5(41;{4—9)%—(71—1) (202 +3k—6) 1y (5.39)
(k+4)Q (n—1)

Reemplazando el factor Q/#y de la Eq. (5.39) por la Eq. (5.35) llegamos a rela-
cionar el ntimero de e-folds con el indice espectral y el desplazamiento del campo:

B4k +9) + (n—1) (2u* + 3k — 6) A

1~ 2
s (k + 4) N

(5.40)

1Sin embargo, en [188] dan los valoresde: = 1.6 parax = —1,e1 =25parak =1
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En la Tabla (5.4) mostramos los valores de f méximos para cada valor de x para
que Q aumente, (Eq. (3.120)):

dlog Q
dN

>0 = B < %(1 —n)K . (5.41)

TABLA 5.4: Valor de B maximo necesario para que dQ/dN > 0:

K| 7 Buwax |1 Bmax |1 Brmax

1 3 5
12 -1]4 2|6 -3
202 -1 |4 -3|6 -5
312 -2 14 -2l -

2 2 2

La variacion del indice espectral en funcién de A para valores del nimero de
e-folds tipicos de inflacién, aqui fijados a N = (50,60) se muestra en la Fig. (5.7).
En estas figuras mostramos un rango amplio de A para ver la tendencia, aunque
los valores fisicos corresponden a A < 1. En las graficas vemos algunos ejemplos
para valores de n = 2,4,6, x = [1,3] y B dado por los valores de la Tabla (5.4).
Esta estimacion permite descartar los modelos no compatibles con el indice espectral
observado por Planck. Afiadimos la condicién necesaria para la amplificacion del
espectro dada por la Tabla (5.4). Este procedimiento se ha repetido para distintos
valores de 8, sin embargo, imponiendo ambas condiciones no hemos encontrado
ningtn modelo capaz de amplificar el espectro y que sea consistente con los valores
de Planck.

Hasta ahora hemos visto distintos potenciales con ¥ = cte. Hemos estimado la
evolucion de los pardmetros cosmolégicos para ver qué modelos pueden ser com-
patibles con los observables del CMB, esto es, el indice espectral y la amplitud del
espectro primordial. Hemos calculado la amplitud del espectro primordial en las es-
calas correspondientes al final de inflacién. Descartamos aquellos modelos que no
son compatibles con las observaciones, y dentro de los que si son compatibles esta-
mos interesados en los casos en que el espectro se amplifique al final de inflacién.
La amplificaciéon del espectro primordial de curvatura al final de inflacién producira
una amplificacién en el espectro de las GWs, en un rango de frecuencias cercano al
rango de deteccion de los futuros experimentos como Cosmic Explorer y Einstein
Telescope.

El potencial hibrido no muestra ningtin espacio de pardmetros compatible con
las observaciones, mientras que los potenciales cadticos si lo hacen. Dentro de los
modelos cadticos, para los casos n = 2y n = 6 existe un espacio de parametros
compatible con las observaciones, dando como resultado un rango de valores de Q.
reducido. El potencial cuadrético tiene un n; compatible con el CMB en el rango de
Q. ~ 10 s6lo para ¥ = —1, mientras que el potencial séxtico sélo es compatible con
el CMB si la disipacién comienza con un comportamiento ¥ > 1. Descartamos, por
lo tanto, el potencial séxtico dado que inflacién comienza con x > 0, y para estos mo-
delos el modo creciente no amplifica lo suficiente como para producir GWs con una
amplitud y frecuencia cercana a las curvas de deteccién de los futuros experimentos.

El potencial cudrtico, por el contrario, tiene un espacio de parametros amplio
compatible con el CMB. Si la disipacién comienza con k¥ > 0, hay que tener en cuenta
las funciones modo creciente a la hora de normalizar el espectro. Para los casos « =
1,2 tenemos que el espectro no amplifica lo suficiente, y para x = 3 el indice espectral
limita los valores de Q, en < 1072. Sin embargo, para k = —1, hemos obtenido un
amplio rango de valor de Q al cruzar el horizonte en las escalas del CMB, Q.. < 2, con

~
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un indice espectral y running compatibles con el CMB. El potencial cudrtico cumple
con los requisitos deseados, por un lado, el espacio de parametros compatibles con
el CMB es amplio, incluyendo un comportamiento disipativo de x < 0. A su vez,
los modelos con x > 0 amplifican el espectro en las escalas pertenecientes al final de
inflacién, con lo que nuestra siguiente motivacion es incluir un modelo mds natural
del comportamiento disipativo en el que x no sea una funcién constante y podamos
pasar de un ¥ < 0 en las escalas del CMB a un ¥ > 0 en las escalas al final de
inflacién. Nuestro objetivo es encontrar un modelo cuyo « al final de inflacién sea
lo suficientemente alto como para que la amplificacion del espectro primordial de
curvatura provoque una amplificacién de la densidad de energia de las GWs en el
rango de frecuencias de los futuros experimentos, y que x no sea lo suficientemente
alto como para sobrepasar los limites observacionales en la produccién de PBHs ni
en la produccién de radiacion en el momento de BBN.
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FIGURA 5.7: Indice espectral en funcién del incremento del valor del campo, A, para
el potencial hibrido con  dado por los valores de la Tabla (5.4). La linea continua es
para n = 2, la linea discontinua es n = 4 y la linea punteada es n = 6.

5.4. Disipacion

Hasta ahora hemos considerado un coeficiente disipativo Y, o T en el que «
se mantiene constante durante toda la evolucion. Sin embargo, el término disipativo
proviene de las interacciones entre las particulas del bafio térmico, por lo que la
dependencia de las masas con la temperatura hace que la dependencia de Y, con la
temperatura sea algo mas compleja.

La disipacion producida por los campos interactuantes en la cosmologia infla-
cionaria fue inicialmente estudiada en [92]. El hecho de que inflacién se produce
dentro de la aproximacién slow-rollen la que el campo ¢ se mueve lentamente, es
consistente con la aproximacién adiabédtica del sistema. Como condicién adicional,
las correcciones térmicas no pueden alterar la condicién de planitud del potencial. La
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contribucién de la disipacién se obtiene de las interacciones del campo inflaciona-
rio 1, que decae en un par de bosones )1, y a su vez estos decaen en un par de
fermiones. El campo inflacionario es:

o = M prio/m (5.42)

V2

donde ¢ es el valor del inflatén sin perturbar, y M es la escala de energia del valor
del campo en el vacio, M = v/2 {|®|),.

En el modelo Warm Little Inflation (El nombre de este modelo proviene de los
modelos de Little Higgs de ruptura de simetria electrodébil [188]) se impone el in-
tercambio de simetria ®; <> Py, x1 < x2 [189], y asumiendo la igualdad de los
acoplos g1 = g2 el lagrangiano de interaccién toma la siguiente forma:

1 1
Li[®1, D2, x1,x2] = §g2|¢1 + &2l + §g2|¢1 — & x2* (5.43)

Bajo este intercambio de simetria el boson x; se acopla a la combinacion [P +
®,|, mientras que )2 se acopla a |®; — P;|. El campo x se acopla a fermiones sin
masa con acoplo /i, y a otros posibles campos con acoplo hg, incluidas sus auto-
interacciones, dando lugar a correcciones térmicas en su masa, dada por:

PM2 4R

2 ~ S 2
My (T) = S+ —=°T2, (5.44)

por lo que m, esta limitada por la contribucién ¢M, y ahora m, > ¢M/+/2. Defini-
mos la masa efectiva normalizada por temperatura como el cociente entre la masa
mr(T)y T:

mgx(T)

g (T) = =40 . (5.45)

El coeficiente disipativo debido al acoplo del inflatén con los bosones x es [113,
190]:

4giM? [
Yo = gT (27TP)4PX(PO/P)ZTZB(P0) (1+ng(po)) , (5.46)

donde (po, p) es el cuadri-momento, con la energia po y 3-momento p, y np es la
funcién de distribucién de Bose-Einstein:

np(po) = (e"/T —1)71, (5.47)

La distribucién espectral es:

4w r ,
ex(po,p) = — ;‘(f) x(po-P) =, (5.48)
(=P5 +wx(p)?)” + (2wx(P)Tx(po, P))
donde:
wy(p)? = p* + My, (5.49)
y la tasa de desintegracion térmica es:
W mg T 14+e T
Ly(po,p) = ——2 [142—log | ——— | | , (5.50)
PP = Y6 o, (p) ( bl %8 <1 i

con wi = wy(p) £ p.
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En el primer modelo de Warm Little Inflation, el inflatén interacciona con fer-
miones, dando lugar a una disipacion lineal con la temperatura Y, « T. Aqui, la
interaccién con bosones da lugar a una disipacién inversamente lineal con la tempe-
ratura Y, « 1/T. Precisamente, el comportamiento de Y, & 1/T en las escalas del
CMB facilita que tanto la amplitud del espectro primordial como el indice espectral
sean compatibles con los valores de Planck.

Se puede obtener una funcién semianalitica para el coeficiente disipativo en los
limites de alta y baja temperatura. Para obtener una tinica funcién que recoja el com-
portamiento en todo el rango de g, (T), la disipacion se obtiene por ajuste de la
integracion numeérica de la Eq. (5.46) para diferentes valores de h:

3 5
v, o AgM /1 e~ 07T 4 0,0135h8¢ 20/ P (L . (551)
¢ h2 T n”qR,X mR,X

La Eq. (5.51) es la aproximacioén de la disipacion para los regimenes de alta y baja
temperatura. En la distribucién espectral dada en la Eq. (5.48), la contribucién del
polo domina la integral cuando las masas de los campos intermedios son pequefias.
En ese caso, podemos aproximar la energia po a la relaciéon de dispersién de las
particulas w,. Esta aproximacién funciona bien cuando T > m,, y en este rango
de masas domina a la contribucién del polo. La aproximacién del polo dada en la
bibliografia [188] es:

4¢'M (1 ° L 32\ g
— X
Yy 2T (leX) (1 + \/ﬁmR’X e . (5.52)

La aproximacion de bajo-momento o masas pesadas ocurre cuando el 4-momento
es pequeiio. Comparamos nuestra expresion con la aproximacién dada en [113]:

212
y, 00552 &M 1 (5.53)
4 T 8
MR x

En la Fig. (5.8) se muestra la dependencia de Y,(T/ g4M2)ﬁ1%/X en funcién de
1itR . Para valores de 7itg , ~ 1 — 10, se produce la supresion exponencial de Bol-
tzmann, pero a partir de 7itg , 2 10 la supresién adopta una ley de potencias Y, o
g

Durante inflacién, la temperatura disminuye, por lo que la masa efectiva nor-
malizada con la temperatura aumenta. Inflacién comienza con una masa efectiva
my (T) ~ (B +15)T?/12'y x ~ —1,a medida que T disminuye la masa efectiva se
acerca al limite de baja temperatura m%,X(T) ~ g>M? /2 en el que la derivada tiende
ax ~ 7.5in embargo, nuestro modelos no llegaran a alcanzar x ~ 7, y segtin sean los
valores de los acoplos del modelo x se mantendrd constante a lo largo de inflacién
con ¥ = —1, o aumentard su valor manteniéndose en ¥ < 5 y estando dentro del
régimen de bajo momento.

El comportamiento de Y, con la temperatura ha sido dado en la Eq. (3.107). La

separacion de Y, en dos partes:

B i84M2

Y(”_h2 T

Flifir,] , (5.54)
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FIGURA 5.8: Coeficiente disipativo dividido entre el factor g*M? /T nﬁlg; en funcién
de 7R 5. Los puntos corresponden a la integraciéon numérica, la linea continua co-
rresponde a la aproximacién de la disipaciéon numérica dada en la Eq. (5.51) para
distintos valores de /. La linea discontinua corresponde a la aproximacién del polo.
La linea gris es la 7iig , minima para hs = 0, y la linea negra indica la 771 , minima
para hg = 4.
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FIGURA 5.9: x en funcién de ity . Las lineas continuas son para hs = 4,y las discon-
tinuas para hs = 0. Las lineas grises indican los limites de baja y alta temperatura.
La zona sombreada es el rango de 71 , de nuestros modelos, que alcanzan ¥ = 5
(Iinea horizontal amarilla).

con:

1
MR,

3 5
i ; 1
Flritg ] = e 077y 4 0.0135h%e 20/ MR ([ ——— , (5.55)
X .
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nos permite separar las distintas contribuciones a la derivada logaritmica de Y, res-
pecto del logaritmo de T:

k=—-1+fr, (5.56)
donde: d1og g |
_ 41og T'|mR,x

fr= dlogT (5.57)

La expresion de fr estd compuesta de una parte dependiente s6lo de la masa
mpg,, normalizada con la temperatura, y otra parte igual a g>M?/T*:

) 0
Y (0.0135h6e0~77"w (817, — 20) + "k (0.777iig  + 3) rﬁ%,x>
fr o (5.58)
272 ~ o 5 )

. 20
g x <0.0135h6e0~77"1m +e R

El comportamiento de x con la masa efectiva normalizada con la temperatura se
muestra en la Fig. (5.9). El limite de alta temperatura estd impuesto por la condicién
mix > (h? + h%) /12 donde x = —1. Para valores superiores de ¥ > 4, la radia-
cién aumenta e inflacién termina. En la Fig. (5.10) se muestra los valores de x,,; en
funcién de Q,,; del modelo cuartico no térmico, donde ademas hemos calculado la
amplitud del espectro primordial al final de inflacién, cuyo valor se muestra con una
escala de color. Para calcular la amplitud del espectro primordial se han usado las
funciones modo creciente/decreciente dadas en ecuaciones (5.6) y (5.7). Para valores
de Q.ng ~ 10? la amplitud del espectro primordial es superior a los limites estableci-
dos por los PBHs. A medida que Q.4 disminuye la amplitud del espectro primordial
es menor y el espectro comienza a amplificar mas tarde durante inflacién. Alrededor
de Q4 ~ 5/2 los resultados se dividen en &, ~ —1 (Q¢ng < 5/2), es decir, no han
salido del régimen de alta temperatura, y .,y > —1(Qeng 2 5/2) para los que si han
salido.

Por otro lado, podemos estimar las derivadas de las variables durante slow-roll tal
y como hicimos en el Capitulo (3), a partir de las ecuaciones de evolucién en slow-
roll (ecuaciones (3.109-3.111)). Para el potencial V(¢) = Ag*/4 se tiene:

dlogQ  (Q+1)(5— fr)

iN T 5-fr+Q(fr+3) o
dlogT —2Q

AN T 5-frrQ(fr+3) " oo
dlogT/H 5— fr+Q(fr+1)

iN 5 frrQ(fr+3) ey
dlogey _ 5— fr—2Q (1—fT)€H' (5.62)

dN 55— fr+Q(fr+3)
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FIGURA 5.10: Variacién de x en nuestros modelos inflacionarios. Los puntos negros
son aquellos modelos en los que el espectro primordial al final de inflacién supera el
valor: P4 > 0.024.

De la Eq. (5.60) se obtiene que la temperatura disminuye durante todo el periodo
inflacionario. Las Egs. (5.59) y (5.61) indican que para los modelos que mantengan
fr < 5 durante inflacion, Q y T/H aumentan también. Sin embargo, la Eq. (5.62)
divide el crecimiento de ey con respecto al nimero de e-folds en distintas franjas de
fr, de las cuales sélo los valores de fr < 5 tienen dlog Q/dN > 0:

< 1 > J[T;‘S ,
dlogen lgifH <0 para { r y %_5 0D (5.63)
fr>5y 555 <Q<%3:-

Cuando fr > 5, el valor de Q > 1 por lo que Q comienza a disminuir y €y a
aumentar. El sistema empieza a ser inestable y deja de ser consistente con slow-roll,
por lo que inflacién termina.

En la Fig. (5.10), vemos que se produce una discontinuidad en Q,,; ~ 5/2 (que
corresponde a fr = 0 en la Eq. (5.63)). Si Q es menor que 5/2 al final de inflacién,
no saldrd del limite de alta temperatura, sin embargo, para Q,,,; mayores, las correc-
ciones térmicas de la masa de las particulas dejan de ser dominantes frentea g M y
la disminucién de la disipacion permitird salir del régimen de alta temperatura. Por
otro lado, los modelos con Q.4 = 10?> quedan excluidos ya que la amplificacién del
espectro primordial es superior a los limites impuestos por la produccién de PBHs.

5.5. Resultados

En esta seccién vamos a analizar los resultados obtenidos de inflacién templada
con una disipacién que depende de la temperatura Y, o T*, con x variable, en el
contexto de Warm Little Inflation que hemos visto en la seccién anterior.
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FIGURA 5.11: Evolucién de las densidades de energia en funcién del ntimero de e-
folds. La densidad del inflatén, p,, la densidad de la radiacion pg, la energia cinética
¢?/2 y la energia potencial V. Inflacién acaba en ey = 1, y la etapa de recalenta-
miento en ey = 2 (lineas discontinuas negras verticales). Para el caso M = 10 4mp,
g =1,h=3yhs = 4. Ademas, se muestra la escala acutual del universo ko = a9 Hp
y la escala pivote del CMB kp.

El resultado de la integracién de las ecuaciones de Einstein a orden cero, nos da
la evolucién de las densidad de energia, del término cinético y del potencial infla-
cionario. Como se puede ver en la Fig. (5.11), la duracién tipica de inflacién en los
modelos es ~ 62 e-folds para los modelos que consiguen salir del régimen de alta
temperatura, la escala pivote del CMB se sittia en unos ~ 5.4 e-folds después. Los
modelos que no consiguen salir del régimen de alta temperatura tienen una dura-
cién mayor, ~ 66 e-folds. Una disminucién de ~ 3 e-folds en la duracién total de
inflacién, supone una disminucién aproximadamente igual a un orden de magni-
tud en la escala fisica k, cambio que es relevante en la produccién de PBHs y en el
espectro de las GWs.

Por otro lado, la disipacién depende de la temperatura del bafio térmico, y he-
mos visto que las particulas del bafio térmico adquieren masa a medida que la tem-
peratura disminuye. Este aumento de masa cambia el comportamiento de Y, con la
temperatura, por lo que x aumentard desde, como minimo ¥ = —1 (cuando dominan
las correcciones térmicas a la masa) hasta, como méximo x = 7, pudiendo empezar
y acabar en valores intermedios. Cuando la temperatura disminuye, nos acercamos
al régimen de bajas temperaturas (m, = M g/2) donde x > 0.

De los resultados mostrados en la Sec. (5.2) vemos que si x toma valores altos
desde el principio, los valores de los observables tales como el indice espectral y la
amplitud del espectro primordial se alejan de los valores observados por Planck, por
lo que a priori esperamos que los modelos compatibles se encuentren con valores de
k cercanos a —1 en las escalas del CMB, y que a medida que transcurre inflaciéon
x aumente lo suficiente para amplificar el espectro. Esta suposicién previa es com-
patible con que si empezamos inflacién en las escalas del CMB con un « ~ 3 (como
hemos visto en los modelos con k = cte, Fig. (5.5)), el indice espectral limita los casos
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compatibles con Q. < 1072, para los que el espectro no amplifica lo suficiente.

Los espectros primordiales dependerdn también de si consideramos la distribu-
cion de las fluctuaciones en el vacio (M, = 0), o en el caso térmico (1 + 2N, =
coth[H. /(2 T.)]). Sin embargo, el caso N, # 0 no es tan eficiente a la hora de ampli-
ficar el espectro, por lo que aqui estudiaremos el caso NV, = 0.

En inflacién templada, las condiciones de slow-roll se mantienen siempre que €y
y v sean < (1+ Q), Egs. (3.112) y (3.113), lo cudl nos permite acabar con ey > 1
si Q > 1 al final de inflacién. Ademads, inflacién templada supone una transicién
de inflacién a la RDE més suave. Ademads, se tiene en cuenta contribuciones extra
resumadas en hg pertenecientes a contribuciones bosénicas y a auto-interacciones.
Cuanto mayor sea g més tarde se alcanza el limite de baja temperatura en la Fig.
(5.8), por lo que tanto & como hg regulan el aumento de « hasta el final de inflacién.
Este término es importante porque si Q,,; > 1 la funcién modo creciente puede
amplificar el espectro primordial mds alla de los limites observacionales (Fig. (5.1))
para valores altos de «.

La condicion de que Q crezca durante inflacién es que fr < 5, (k < 4). Bajo esta
condicién, la Eq. (5.63) muestra que para fr = 0, (k = —1), ey empezard a decrecer
si Q > 5/2,y cuando fr sea igual a 1, ey volverd a aumentar’. A medida que & au-
menta o ¢ 0 M disminuyen, la disipacién disminuye y més tiempo permanece en el
limite de alta temperatura. Si mantenemos g y M constantes y variamos sélo el aco-
plo &, entonces existe un h para el cual Q.3 >~ 5/2, y que separa ambos regimenes.
Asi mismo, la discontinuidad separa los modelos con «,,; ~ —1 de aquellos en los
que x aumenta.

Una vez obtenida la disipacién, calculamos la evolucién del campo, del factor de
escala, H, T, junto con la evolucién de las densidades de energia y del campo (Egs.
(3.96) y (3.97)) para cada combinacién de valores M, g, h y hs. En cada caso, iteramos
el valor de A hasta que en N = —60 el valor de la amplitud del espectro primordial
sea el observado por Planck, Ag = 2.1 x 107°.

En las Fig. (5.12), Fig. (5.13), Fig. (5.14) se muestra el comportamiento tipico de
Q, T/H, €n, x y Pr en funcién del niimero de e-folds, para varios acoplos & mante-
niendo constante el valor de ¢ = 0.8, hs = 4y de M = 10~* mp; (aqui mostramos
este valor de ¢ y M para cubrir los casos en los que al final de inflacién tenemos
Kend = [—1,4]). A medida que h disminuye, la disipacion es mayor y los valores de
Q, T/H, ex, ¥ y Pr son mayores para un mismo ntiimero de e-folds, N.

En la Fig. (5.12)(a) se muestra la evolucién de Q con el ntiimero de e-folds. Tal y
como se muestra en la ecuacién dlog Q/dN (Eq. (5.59)), Q aumenta durante infla-
cién salvo en los casos en que « alcanza el valor x = 4, momento en que empieza a
decrecer. Ademds vemos la discontinuidad en el valor final debida a que inflacién
acaba en el régimen de baja temperatura. En la Fig. (5.12)(b) se muestra la evolu-
cién de ey con N. Podemos ver el comportamiento creciente/decreciente de ey tal
y como se describe en la ecuacion de evolucion dlogey/dN (Eq. (5.63)). ey crece
con el nimero de e-folds hasta que Q alcanza el valor ~ 5/2, desde ese momento
dloger/dN < 0 hasta que fr =1 (x = 0). Si Q.s < 5/2 entonces dloger/dN > 0
durante todo el periodo inflacionario, pero si Q.,s > 5/2 inflaciéon dura maés tiem-
po debido al cambio de comportamiento de €y, y Q sigue aumentando. Este hecho
produce una discontinuidad en los valores finales de los parametros cosmolégicos:

Qend/ Kend, (T/H)gnd y P%d.

2A diferencia con la Seccién (5.2), donde hemos estudiado los casos con ¥ = cte = —1 con Yy =

Cr T* ¢* de manera que la dependencia con ¢? es suficiente para asegurar que €y aumenta siempre
durante inflacién.
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En la Fig. (5.13)(a) vemos el comportamiento creciente de T/ H durante inflacién,
asi como la discontinuidad en (T/H),y. En la Fig. (5.13)(b) mostramos el compor-
tamiento de x, y podemos ver los dos casos: Qs < 5/2 en los que no se permanece
en el régimen de alta temperatura y Q,,s > 5/2 en los que se alcanza el régimen de
baja temperatura x,,; > —1.

En la Fig. (5.14) se muestra la amplitud del espectro primordial de curvatura
durante inflacién. Los casos que consiguen amplificar la amplitud corresponden a
aquellos que alcanzan el régimen de baja temperatura. El aumento de x repercute en
la amplitud del espectro primordial a través, fundamentalmente, de las funciones
modo creciente/decreciente. Para estos acoplos, x > 0 para N 2 —35. A partir de
k > 0 el espectro primordial pasa del red-tilted a blue-tilted. Dado que la amplitud
del espectro al final de inflacién esté sujeta a los limites comentados en los capitulos
anteriores, s6lo sobreviviran los modelos cuya amplificacién empiece a producirse
en los ultimos ~ 10 e-folds.

El valor de A se ha obtenido iterando numéricamente las ecuaciones hasta ob-
tener la amplitud del espectro primordial dado por Planck en las escalas del CMB,
aqui fijadas en 60 e-folds (ver Fig. (5.15)), y donde se han usado las ecuaciones (5.6)
y (5.7) para describir la funcién modo creciente/decreciente. La normalizacién del
espectro a 60 e-folds antes del fin del inflacién también sufre una discontinuidad en
las soluciones de A, ya que inflacién dura mds tiempo.

En la Fig. (5.15) se muestra tres ejemplos con distintas situaciones a la hora de
normalizar el espectro primordial de curvatura en las escalas del CMB. En general,
podemos encontrar casos en los que la normalizacién del espectro no tiene solucién
por el salto que produce finalizar inflacién en ey = 1, otros casos en los que si existe
solucion y, finalmente, casos en los cuales la disipacién es lo suficientemente alta
como para que la amplificacion del espectro se empiece a producir en las escalas del
CMB y no exista una solucién en A capaz de normalizar el espectro.
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FIGURA 5.12: (a): Evolucién de Q frente al nimero de e-folds. (b): Evolucion de ey
frente al nimero de e-folds. Las lineas discontinuas indican Q < 5/2yx < 0o
k > 0, y las continuas los otros casos. En todos los casos M = 10~ *mp|, g = 0.8,
hs = 4, g« = 12 y el valor de A corresponde al que normaliza el espectro en las
escalas del CMB. La escala de color toma los valores de h = 0.5, ...2.3,2.6, ...4.0.
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FIGURA 5.13: (a): Evolucién de T/ H frente al nimero de e-folds. (b): Evolucién de
x frente al ntimero de e-folds. En todos los casos M = 10~ *mp, ¢ = 0.8, hs = 4,
g« = 12 y el valor de A corresponde al que normaliza el espectro en las escalas del
CMB. La escala de color toma los valores de h = 0.5,...2.3,2.6, ...4.0.
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FIGURA 5.14: Evolucién del espectro primordial de curvatura P frente al niimero
de e-folds. En todos los casos M = 10~ *mpy, g§=08hs=4,9.=12yelvalorde A
corresponde al que normaliza el espectro en las escalas del CMB.
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FIGURA 5.15: A en funcién de la amplitud del espectro primordial en las escalas del
CMB. Aqui, se ha fijado la escala en 60 e-folds previos al fin de inflacién.

Una vez obtenida la evolucién, obtenemos la escala fisica de los modos. Para
ello, partimos de la relaciéon de las escalas con el nimero de e-folds dada en la Eq.
(3.77). Dado que tenemos la evolucién de los pardmetros hasta la fase de radiacion,
obtenemos el nimero de e-folds correspondiente a la duracién de recalentamiento,
Ngrp, directamente de los datos, contando el niimero de e-folds desde ey = 1 hasta
€n = 2, que es cuando se alcanza la RDE. La duracién de inflaciéon, desde la escala
actual del universo hasta el final, la calculamos evaluando en el momento en que k es
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igual a la escala actual del universo kg y sustituyendo los pardmetros cosmolégicos:

B 4/7V0 4/;V0
M;Mmﬂﬂﬁﬂ%@%m+bgm%w , (5.64)

Newss =Nerr +56.018 — log () + Ltog (2 ) +10g [ 28} | (5.5
CMB RH . g kp 2 g ORH g 1016 GeV | ’ :
donde V} es el potencial en la escala correspondiente a la escala actual del universo
y kp = 0.05 Mpc~1.
En la Fig. (5.16)(a) se muestra el indice espectral en funcién de Q. para los resul-
tados comprendidos entre M/mp; = [107 =7 x 107%], ¢ = [0.1,1.7], h = [0.1,4] y
hs = [2,4]. Los valores de Planck para el indice espectral son:

ns = 0.9649 = 0.0044 al 68% CL., (5.66)
ns = 0.9649 T0-008 al 95% C.L., (5.67)

Alrededor de Q. ~ 0.01 se produce la discontinuidad que corresponde a Q,,,y ~ 5/2.
Para valores de Qs < 5/2, el indice espectral no depende de los acoplos elegi-
dos (M, g, h, hg). Por otro lado, todos los casos con Q. 2 1 quedan excluidos por
estar fuera del rango observacional. Entre medias la mayoria de los pardmetros
son compatibles con las observaciones, aunque a medida que aumenta la disipa-
cion el indice espectral aumenta, pudiendo salir de la zona observable en valores
1072 < Q. < 0.1, si por el contrario disminuye, saldré del rango observable antes,
para10~! < Q. < 1.

Enla Fig. (5.16)(b) se muestra el indice escalar-tensor en el momento en que cruza
el horizonte en las escalas del CMB, donde la zona sombreada gris queda excluida
por las observaciones de Planck r, < 0.06 [32]. Este limite impone que los valores de
Q. tienen que ser mayores a ~ 10~2. En este modelo, los valores compatibles con el

indice espectral y el indice escalar-tensor para Q. estdn dentro del rango ~ [1072,1].
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FIGURA 5.16: (a): Indice espectral en funcién de Q.. Las zonas sombreadas indican
los valores de Planck a 1¢ y 2¢. (b): Indice escalar-tensor en funcién de Q.. La zona
sombreada gris indica el limite de Planck.
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FIGURA 5.17: Espacio de pardmetros para valores de M/ (10*mp)) = 1,4y 6, hg = 4
y g« = 12. En la esquina inferior derecha de la figura la zona sombreada gris [
indica aquellos modelos que no amplifican su espectro al final de inflacién. Hacia
arriba, la zona [J Q. > 1072, 1a zona [1 Q. > 10! y la zona [J Q. > 1. En la esquina
superior izquierda, [J la normalizacién del espectro no tiene solucién y la amplitud
del espectro primordial en las escalas del CMB es siempre superior a los valores de
Planck. Por dltimo, la zona con cruces esta excluida porque el indice espectral esta
fuera del rango observacional.
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El espacio de pardmetros ¢ — h se muestra en la Fig. (5.17), para valores de
M/mp = 10% 4 x 10* y 6 x 10%, hs = 4 y g, = 12. El auto-acoplo A se ha obte-
nido por iteracién numérica hasta normalizar el espectro primordial a los valores de
Planck en las escalas del CMB, a través de la relaciéon de las escalas con el niimero de
e-folds dado (Eq. (5.65)). Se muestra el pardmetro g frente a 1 para valores de M y hg
constantes. Cuando la disipacién aumenta con valores de & menores o valores de g
mas altos, los efectos disipativos empiezan a ser relevantes y los valores del espectro
primordial de curvatura al final de inflacién aumenta. En todos los ejemplos aparece
una zona en la que no existe solucién a la hora de normalizar el espectro, y su am-
plitud es siempre mayor que el valor de Planck (zona sombreada gris). Sobre estas
dreas se superponen otras, que hemos sefialado con cruces, indicando los modelos
cuyo indice espectral esta fuera de los valores de Planck a 2¢.

5.5.1. Espectro primordial al final de inflacién

Hasta este punto hemos considerado que la funcién modo creciente/decreciente
general G(x, Q) dada en las ecuaciones (5.6) y (5.7) es vélida para describir la am-
plitud del espectro primordial en los casos en que el comportamiento de Y, con la
temperatura es Y, &< T* con « variable. Sin embargo, esta funcién no tiene en cuenta
la derivada de x con respecto de la temperatura. Con el propdsito de comprobar la
validez de G(x, Q) en nuestros modelos, se han integrado las ecuaciones de evolu-
cién de las perturbaciones con la disipacién dada en la Eq. (5.51). En la Fig. (5.18)(a)
se muestra la sobre-estimacion que da la aproximacién G(x, Q) con respecto al re-
sultado numérico. En la Fig. (5.18)(b) se ha representado el espectro primordial de
curvatura en el momento en que cruza el horizonte en funcién de la escala fisica
k (aquellos modos con k < k., ), y se incluyen los modos que no han conseguido
salir del horizonte, (aquellos con k > k). Los espectros son similares en escalas
pequefias de k, hasta que k aumenta y la amplificacién del espectro empieza a ser
eficiente. Dependiendo de los pardmetros, la dltima escala fisica que sale del hori-
zonte durante inflacién alcanza un valor k,,; distinto, pero todos del orden ~ 10%.
Se observa que en las escalas altas ~ 10?0 Mpc~!, la amplitud del espectro primor-
dial aumenta durante inflacién hasta el modo k ~ 5k,,, y decae en escalas mayores
a > 5k,,4. Lo interesante de estos nuevos espectros es que la amplitud del espectro
primordial es maxima en los modos que no consiguen salir del horizonte, alrededor
de k ~ 5k,,4, y aunque no consigan salir serdn la parte dominante en la generacién
tanto de PBHs como en la densidad de energia de las GWs en la actualidad. Una
vez que el espectro alcanza su maximo, el espectro cae exponencialmente para los
modos mayores a ~ 5k,,;. Dado que la aproximacién G(x, Q) funciona bien cuando
k no varia, mantenemos el calculo del indice espectral y del indice escalar-tensor ya
que no se ven afectados por las diferencias analitico/numérico porque en las escalas
del CMB x ~ —1.

Hemos seleccionado, para cada valor de M, los pardmetros de ¢ y h que dan
una mayor amplificacién del espectro al final de inflacién con Pz < 0.024, donde el
espectro ha sido calculado usando la funcién G(x, Q). Sin embargo, queremos ver el
comportamiento del espectro incluyendo los efectos de la variacién de x no sélo en
la amplitud del espectro primordial de curvatura, sino también en la produccién de
PBHs y GWs. Para poder calcular la densidad de energia de las GWs y la varianza
de las fluctuaciones de densidad de los espectros seleccionados, se ha realizado un
ajuste de los datos numéricos. La funcién elegida es:

log Pr (k) = co + (1 - ebox—bl) Ps(x), (5.68)
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donde x = log(k/kena), Ps(x) = Ygaix' y co = —25. La funcién (1 — e*~%) mo-
dela la caida exponencial del espectro para los modos k 2 5k,,;, mientras que
P5(x) se ajusta al espectro primordial para los modos que salen durante inflacion.
La constante ¢j se introduce para evitar que el espectro se haga negativo. Los coefi-
cientes del ajuste se dan el la Tabla (5.5). Este ajuste funciona bien para los modos
k/keng > 10712,

10°
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FIGURA 5.18: (a): Espectro primordial de curvatura en funcién del niimero de onda
normalizado. Los puntos corresponden al resultado numérico, mientras que las las
lineas continuas son el ajuste de las funciones. Las lineas verticales indican el modo
maximo que consigue salir del horizonte. La zona gris indica el limite P > 0.024.
(b): Espectro primordial de curvatura numérico en funcién del ndmero de onda,
incluyendo los modos que no han salido del horizonte durante inflacién. Las lineas
verticales indican el dltimo modo que sale del horizonte.



88 Capitulo 5. Modelos de inflacién
TABLA 5.5: Coeficientes del ajuste del espectro primordial, Eq. (5.68).
M/mp g h |ap a ap az x 10> ag x 10* a5 x 10 | by by
1074 14 3.6 |10.101 27069 0.32689 18.567  5.1652  5.6499 1.12985 3.7934
2x107% 09 2418351 1.7829 0.14145 8.3661 27298  3.45 1.81186 5.7949
3x107* 05 1.6 |15487 1.94 0.14802 7.783 2.5559 3.4977 1.53848 5.09359
4x107* 04 1.2|18.233 1.8019 0.14391 8.6305 2.8623 3.6692 1.60554 5.32719
5x107* 03 1.0 | 15963 1.8733 0.14483 8.0364 2.6916  3.6427 1.54388 5.10092
6x107% 03 1.1|1525 15821 0.12109 6.6757 21502  2.7598 1.56107 4.99287
7x107% 02 0.7 |14.745 1944 0.14338 6.7079 2.0095 2.6645 1.51569 5.01758
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FIGURA 5.19: Varianza de las fluctuaciones de densidad en funcién de la masa de
los PBHs. Las zonas sombreadas, 05 2 0.05, quedan excluidas por los limites en la
fraccién inicial de masas.

Una vez obtenido el espectro, continuamos viendo los posibles limites que exis-
ten en la formacién de PBHs. Para ello, calculamos la varianza de las perturbaciones
de densidad a través de la integracién numeérica del espectro, cuya dependencia es:

» 41+ w)?

%= G / (kR)* Pr (k) W(KR)? dlogk , (5.69)

integrando numéricamente el espectro primordial. El resultado es la relacién de o}
en funcién de la escala fisica k. Usando la relacién de la escala k con las masa de
los PBHs (Eq. (4.48)) podemos obtener la variacién de ¢ en funcién de la masa de
los PBHs. Los resultados para los parametros seleccionados se muestran en la Fig.
(5.19). Hemos obtenido PBHs con masas del orden 10° — 10* g, los cuales han tenido
tiempo suficiente para evaporarse antes de BBN y no contribuyen, por lo tanto, a
la densidad de materia oscura del universo. Ademds, se muestra el limite superior
impuesto por la fraccién inicial de masas méxima permitida por la formaciéon de
reliquias, produccién de entropia, helio y deuterio (ver Fig. (4.7)). En todos los casos
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estamos por debajo de estos limites, por lo que la posible formacién de PBHs no
aflade ninguna restriccién adicional en estos modelos.

Por dltimo, la amplitud del espectro primordial de curvatura acttia como término
de fuente para la amplitud de las ondas gravitacionales una vez que las perturba-
ciones vuelven a entrar en el horizonte. Cuando el espectro primordial escalar es
amplificado en los tltimos e-folds al final de inflacién, se traduce en una amplifica-
cién en la densidad de energia de las GWs en esas mismas escalas. Asi pues, hemos
calculado el espectro de densidad de energia de las GWs integrando numéricamente
la Eq. (4.30) en la RDE, donde el integrando estd dado por la Eq. (4.31). Por dltimo,
en la Fig. (5.20) se muestra el objetivo final de esta tesis. Mostramos algunos ejem-
plos de la densidad actual de las GWs generadas por las perturbaciones escalares
una vez entran en la fase de radiacion en funcién de la frecuencia. Los casos tie-
nen los valores de hs = 4y g. = 12. La temperatura de recalentamiento en estos
ejemplos es del orden de ~ 10'® GeV, correspondiente a una frecuencia de ~ 10° Hz.
El pico del espectro lo obtenemos a frecuencias mayores, con Qgwo ~ 7 x 10710
en f ~ 5 x 10° Hz. En estos casos obtenemos un indice espectral para los tensores
nSW ~ 2.5 antes de alcanzar el maximo, que coincide con nW = 3 +2/log(f/ fp)
dado en [130, 131].

Arriba, estd marcado el limite superior de BBN. Tanto los limites permitidos co-
mo las curvas de sensibilidad para los detectores LIGO, eLisa, Voyager, Einstein Te-
lescope y Cosmic Explorer, han sido obtenidos de la pagina web de Mandic V. &
Floden E.. Las curvas de sensibilidad de los detectores DECIGO y BBO han sido
obtenidas de [191]. De todos los detectores, Cosmic Explorer y Einstein Telescope
operan en el rango de frecuencias a un nivel de intensidad cercano a las prediccio-
nes de nuestros modelos. Sin embargo, para que una futura deteccién sea plausible,
es necesario poder amplificar més los espectros para poder acercarnos a la zona ope-
rativa de los detectores.
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FIGURA 5.20: Conjunto de espectros de la densidad de energfa de las GW que entran
hoy en el horizonte en funcién de la frecuencia (drea naranja). El limite de BBN se
muestra arriba con una linea roja discontinua. Ademads, se muestran algunas curvas
de sensibilidad de algunos detectores.
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Capitulo 6

Conclusiones

“Dame una vara... y te mediré jLa
Tierra!.”

Eratéstenes (276 a.C.)

El origen de esta tesis reside en la pregunta de si es posible en un futuro préxi-
mo observar el universo en los periodos que hasta dia de hoy permanecen ocultos
a través de cualquier ventana observacional. La primera deteccién de ondas gra-
vitacionales en el afio 2015 ha marcado un hito en la historia de la astronomia y
cosmologia, primero por la confirmacién de la existencia de ondas gravitacionales y
segundo por la creacién de una nueva ventana a través de la cual podemos observar
el universo. Hemos visto en el Capitulo (4) diversos detectores de GWs que trabajan
en un rango de frecuencias perteneciente a periodos anteriores al momento en que
se produjo el CMB, tales como DECIGO, BBO, ET, CE, LIGO, entre otros (ver Fig.
(5.20)).

La siguiente pregunta que nos hemos hecho es si existe la posibilidad de que in-
flacién produzca un espectro que sea compatible con el rango observacional de los
futuros detectores de GWs. Para resolverla, hemos analizado distintos potenciales
causantes de inflacién en el escenario de inflacién templada, donde la disipacién en-
tre el inflatén y otros campos se produce durante el periodo inflacionario y no sélo
en la época de recalentamiento, siendo un proceso més natural. En las ecuaciones de
las perturbaciones primordiales aparece, por un lado, un nuevo término de friccién
que modifica la dindmica con respecto a inflacion clasica, y por otro lado, la ampli-
tud del espectro primordial de curvatura se ve modificado por la influencia de las
fluctuaciones del bafio térmico, que hemos modelado con la funcién modo crecien-
te/decreciente. Ambas modificaciones dependen del tipo de disipacién del inflatén
a otros grados de libertad, y del potencial inflacionario. Este marco tedrico ofrece,
por lo tanto, un mecanismo para la generaciéon de ondas gravitacionales que merece
la pena ser analizado a fondo.

Hemos realizado un primer andlisis para el potencial cadtico general: cuadré-
tico, cudrtico y séxtico, y para el potencial hibrido general. En estos casos hemos
estudiado inflacién con un comportamiento disipativo ¥ = cte y dentro de las apro-
ximaciones slow-roll. Con este estudio, hemos calculado las predicciones para cada
caso del indice espectral, de la evolucion del espectro primordial de curvatura y de
la densidad de energia de las GWs. Hemos calculado los pardmetros de manera que
amplitud del espectro primordial esté normalizada en las escalas del CMB. De esta
forma, nos hemos hecho una idea previa de si existen parametros para cada modelo
que sean capaces de amplificar el espectro y que ademds sean compatibles con el
indice espectral y el valor de la amplitud del espectro de curvatura en las escalas del
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CMB. Los potenciales cuadratico y cudrtico, tienen un espacio de pardmetros am-
plio compatible con el indice espectral. Si empezamos por x = —1 y aumentamos
su valor, la zona compatible es cada vez mas pequena. En el potencial séxtico, por el
contrario, tenemos un espacio de pardmetros mas pequefio y sélo para x > 0.

En el potencial hibrido tenemos dos campos, donde el campo inflacionario tiene
una pequefia variacién un su trayectoria inflacionaria (A = ¢ — @.,q < 1) e inflacién
termina por una transicion de fase. En este caso, la relaciéon disipativa Q varia poco
en el régimen slow-roll, por lo que si queremos ver una amplificacién en el espectro
hemos de empezar en el régimen de una fuerte disipacion. Bajo estas condiciones,
hemos normalizado el espectro primordial de curvatura y calculado el indice espec-
tral en las escalas del CMB. No hemos encontrado ningtn caso que sea compatible
A < 1y que sea compatible con las observaciones.

Para poder estudiar el problema e identificar los modelos en los que aumen-
te el espectro fuera de las escalas del CMB, y obtener predicciones fiables, hemos
estudiado en mayor profundidad la forma funcional de las funciones modo crecien-
te/decreciente, estudiando modelos con un comportamiento de Yy o« T* con k va-
riable. Dado que Y, depende de la masa efectiva, existen modelos de inflacién en los
cuales k¥ no se mantendrd constante a lo largo de inflacién, por lo que hemos analiza-
do su influencia en la amplitud del espectro primordial de curvatura, y hemos visto
que la aproximacion general de la amplitud del espectro primordial con Y, & T* con
k variable difiere de la numérica cuando dx/dlog T aumenta. En nuestros modelos,
esa diferencia empieza a ser significativa en las escalas k > 10~ '%%,,;. Por este moti-
vo, serfa necesario ampliar el estudio de un potencial caético en WLI mas all4 de los
ejemplos mostrados aqui.

En este escenario, nos hemos enfocado en inflaciéon cadtica, donde el inflatén
interacciona con bosones y cuyas simetrias permiten que en el régimen de alta tem-
peratura la disipacién se comporte como Y, o 1/T. Inflacién comienza con ¥ = —1,
donde el estudio previo con k¥ = cte nos dice que existe una zona amplia en el es-
pacio de parametros cuyos observables son compatibles con las observaciones de
Planck. Cuando la temperatura disminuye a medida que transcurre inflacién, ten-
dremos modelos que consiguen salir del régimen de alta temperatura y alcanzar
x > 0 al final de inflacién. Los casos con k > 0 son aquellos en los que la amplitud
del espectro primordial de curvatura es amplificada por la funcién modo creciente.

Por otro lado, en el Capitulo (4) vimos que una vez que las fluctuaciones primor-
diales escalares vuelven a entrar en el horizonte en la época post-inflacionaria, éstas
acttian como término de fuente de las ondas gravitacionales. Como consecuencia, la
densidad de energia de las GWs depende de la amplitud del espectro primordial de
curvatura al cuadrado. Es decir, si se amplifica el espectro primordial de curvatura
se produce la amplificacion en el espectro de las GWs en las escalas cercanas al pico
del espectro escalar.

Asi como la amplificacion del espectro primordial de curvatura afecta a las GWs,
también aumenta la fraccién inicial de masas de los PBHs (Seccién 4.2). La produc-
cién de los PBHs que se producen justo después de inflacion esta limitada por la
generacion de entropia al evaporarse. Nuestros modelos producen PBHs con masas
del orden de 10* g, cuyo tiempo de evaporaciéon es 10785, por lo que no contribu-
yen a la densidad de materia oscura actual del universo, ni alteran las condiciones
del universo en BBN. Ademads, nos hemos asegurado de que la densidad de las GWs
estd dentro del limite producido por la densidad de radiacién en el momento de
BBN.

Finalmente, seleccionamos aquellos modelos cuyas predicciones del indice esca-
lar, del indice escalar-tensor y de la amplitud del espectro primordial de curvatura



Capitulo 6. Conclusiones 93

son compatibles con los datos de Planck, que amplifican el espectro al final de infla-
cién y que estdn dentro de los limites impuestos por BBN y por los PBHs. Hemos
encontrado que la amplitud del espectro primordial contintia aumentando para los
modos que no han conseguido salir del horizonte durante inflacién, moviendo el
pico del espectro a ~ 5x,,;. Después de alcanzar su valor maximo el espectro sufre
una caida exponencial debido a que la disipacién no es capaz de amplificar el espec-
tro una vez inflacién termina y la transferencia de energfa a otros grados de libertad
deja de ser significativa. El pico del espectro primordial de curvatura produce un
pico en el espectro de los tensores a ~ 7 x 10® Hz. Con un indice espectral tensorial
nSW ~ 2.5, 1os modelos seleccionados distan de la zona observable de los detectores
de GWs en ~ 102 Hz, o en amplitud la distancia es del orden de 10%, con Einstein
Telescope o Cosmic Explorer. Mientras que los resultados mostrados en esta tesis no
ofrecen posibilidad de deteccion a través de ET o CE, los futuros detectores disefia-
dos para la deteccién de ondas gravitacionales en frecuencias superiores a ~ 10° Hz
si podrian llegar a detectar el fondo estocastico de GWs.
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Constantes fisicas y factores de

o »
conversion
Constantes fisicas
Velocidad de la luz c= 299792458 x 108 ms!
Constante de gravitacién de Newton Gy = 6.67430(15) x 107! m3 kg~ 152
Constante de Planck h = 6.62606896(33) x 1073 J s
Constante de Planck reducida h=h/2m =1.054571628 x 1073* | s
Longitud de Planck Ip; = 1.61605(10) x 1073° m
Tiempo de Planck tp) =5.39056(34) x 1074 s
Temperatura de Planck Tpr = 1.41679(11) x 102 K
Masa de Planck Mp; =1.22089 x 10" GeV
Masa de Planck reducida mp; = 2.4 x 10'® GeV
Constante de Boltzmann kp =1.380658(12) x 10-2% JK~!
Masa solar M =1.98841 x 10% kg
Pardmetros FLRW
Pardmetro de Hubble actual Ho =100k kms~! Mpc~!
Factor de escala para el pardmetro de Hubble h =0.674(5)
Longitud de Hubble ¢/Hy =1.372 x 10%** m
Densidad critica actual pc = 3m3 H5 =1.053672 x 107> h*(GeV /c?) cm ™3
ACDM [32]
Amplitud del espectro primordial de curvatura’ As=21x107°
Indice espectral’ ns = 0.9649 4 0.0044
Running1 s = 0.0011 £ 0.0099
Razo6n escalar-tensor r <0.06
Densidad en nimero de fotones del CMB n, =410.7(T/2.7255)% cm =3
Densidad de fotones del CMB py =0.260 eV cm ™3
Pardmetro de densidad de radiacion ((), + €),) Qr =538 x107°
Parametro de densidad bariénica 0, =0.0493
Parametro de densidad de CDM 0. =0.265
Pardametro de densidad de materia (0 + ();) O, =0.315
Pardmetro de densidad de la energia oscura O =0.685
Constante cosmoldgica A =1.088 x 10750 cm 2
Edad actual del universo to =13.797 Gyr
Numero efectivo de v Nepr =299

En la escala pivote 0.05 Mpc~!
2En la escala pivote 0.002 Mpc~!
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Densidad de entropia/kg s/kg =3182.39 Tcm 3
Temperatura actual CMB Top =2.7255 K

Factores de conversion

pc = 3.08567758149 x 10'¢ m
1 Mpc = 3.0856 x 10% cm
hc = 197.3269631 MeV fm
1s= 9.7157 x 107! Mpc
lyr= 3.1558 x 107 s
1GeV = 17827 x10"* ¢
1GeV = 116108 K
1GeV = 5.06 x 103 cm~!
1GeV = 152x10%s7!
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Apéndice B

Perturbaciones en cosmologia

De forma general expandimos las perturbaciones en serie de potencias como si-
gue:
00 n 1 \
X(t,x) = X0+ Y %X“”(t,x) = XO) +exD(t,x) + E62X<2)(t,x) e,
n=1"""
(B.1)
donde el orden de la perturbacion corresponde a la potencia de €. En lo sucesivo,
se omite el pardmetro €.

B.1. Construccion del tensor de Einstein

B.1.1. Perturbaciones de la métrica

La métrica espacialmente plana (FLRW) hasta segundo orden:

ds? = (—1—24)(1) _4,(2)) A2
+2 (ﬂajB(l) + $a0;B?) ) dt dx!
a2 (&ij — 29,9V — ;) +29;0,ED +9,0,E? + 1) )dxldx]

(B.2)
goo=—1— 24)(1) _ (P(Z) , (B.3)
80j :aa]B(l) + %aa]B(z) p (B.4)
gij =a* (alij =299 — 9 +20,0,EY +0;0,E? +h® if) ’ (B-5)
gOO =1+ 24)(1) _ 44,(1) 24 4;(2) + akB(l) okBM , (B.6)

g% =a (9B —29( 1BV 429V /B + 19IB® —20,0/EY) 9Bl ) (B.7)
gij :a*z <,;l] _1_25,1]1/](1)
_ij ) . . ..
+ (4¢(1)2+¢(2)> —o'BW oiB) 29/ EM)
—8y !V JIED) — YIE? +49,0/EV) FFED — W) (B.8)
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B.1.2. Perturbaciones de la conexién afin

1
AW =58" {028 + g — g} (B9)
1%, =0, (B.10)
" =, (B.11)
(1)

0, = — 291 ¢V 4 %4,(2) + Ha].B(l) o/BY) 4+ a].B( ) o/ B( ]4’“3’3)’
(B.12)
rooj(m =0, (B.13)
1%, =aH9;B"") + 8](p (B.14)
+ %aHajB@) + aaiB(l) 90,E") (B.15)
1%, =aHy;, (B.16)

10, = —2a?Hy¢!") — 22 Hyp'") — ;91" — a0j0;B1Y)

+2a>°H9;0;E"V) +a*9;0,E") , (B.17)
roij(z) :4a2H§ij¢<1>2 — azH%cp( —|—4a2H'yl]<p 1/] + 242 %]4’ 1/)
- azH'?ijlp@ - %azjyijﬁ +2a¢'") 9;0;B") — 1a0,0,B'
— a0V —a0;B" 99" +av;0,p" o'BY) — 4a>Ho'V) 9;0,E(
—2a%¢! ajaiE< ) +a0;9;0E") 9B — a®Hy, ;0B 9* B
+a*Ho,0,EY + 1a%0,0,E? + 1ah'? ;; + a®HH?

(B.18)
I, =0, (B.19)
ak¢(1> ak¢(2) 2¢(1> 8k<,b<1) HokB() kB
k(1) _
Foo a? + 2a? + a2 + a + a (B-20)
p() kB 2HypM okB) 29V okB()  HekB() kB2
Tk, — — ¢ n ! 42y n n
a a a 2a 2a
~ 2H9;BW'E  20;B o*9'E)  20;¢'V) 9F9'E()
a a a2 ’

(B.21)
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_k
;Y =Hy §, (B.22)
7k . .
Fkoj(l) =—7 jlp(1> + a]-akEﬂ) ) (B.23)
ko ko el okB) .
rkoj(Z) =—27 jlzb<1) ) — %,), j1/’(2) Jf _ Ha]-B( JokBM) 4 291 a,akE(l)
—29;0,E1 R EW) 4241 9k, EM) 4 12K, 4 19,0FE) (B.24)
rk (0 ¢ (B.25)

rk () = _ ;kjai¢<1> - &kiaﬂp“) + ;059" —aHy,;9*BY +9,0,0°E"

2y 00 — 29 3t —25 g oyl (B.26)
D% = Yy — ol — 1 o) + o e
+2aHy;¢'" 8B + ay;; " 9B +9;0;B") 9B — JaH~,0* B
+20,41 9,0°E") 4 20,0°E" 0,91 — 290,90 9'OFE) 4 291 9,0,0°E1Y)
—2aH9;0,E"") "B — a9;0,E") 9*B"") + 2aH7,;9,,0"E"") 9" B
—20;0,0,EM 9FEY — 1oFn) i+ Ton® K 4 Ton @k, (B.27)

B.1.3. Perturbaciones del tensor de Riemann

M K
o', o',

R =~ gm0 =Tl (B.28)
R%; " =0, (B.29)
R =aH?3;B"Y) +aH3;B"Y , (B.30)
R%,? = — 2aH2<p<1> a-B<1> —2aH¢p"M 9;BY) —aH$M ;B — 2aH¢Y 9B
—apV9;BY +1aH?9;B? + 1aFo;B” — Ho;9;B"") 9/B
o s o 9;0:01) I/ B!
- a]-az-B“) B 4 2aHaE N IBY + a0 g — 209 IBY Raa

(B.31)
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_k L _k
REy, ) =H*y j+ Hy §, (B.32)
k. k. ko Ho;0kBY)  9,9"B1)
RkOOj(l) =—Hy jq>(1) —2Hy ji,b(l) — j§b<l) _ ; _ -
. i} 9,9kp(1)
+2H,0FEW + 9,0 E) — a‘f , (B.33)

s > 7k . 7k . 7k . .
Rk00j<2) = %h(z) kj + 32 ij +2H7y ].4,(1) 4,(1) — %H’y ].4)(2) + j§b<1) )
k

7k . 7k . - . 7k . 7k ..
— 4H7y ij<1) w(l) — ]'110(1) 2_2y ij<1) w(l) — Hy j,’[](z) ~ 17 ].110(2)
N ¢ 2,08 2Hp!V9;0B) 29V 9;9"BY)  H;9tBP 9,0 B

a a a 2a 2a
+4Hyp W 9, fEW 4291 9, 0fEW — 1) 9,0k EW) + aHy Y 9,0 ED)

. i} . . 2¢M) 9:95p)
+2¢ W9 FEW 29V 9,0k + HOo E®) + 190K ER) — a+
9k 138" B + Hojp! 9B Hap) 0B 9,91 kB

242 a a
N Ho;BW okgll) N p 1) okl ajlp<1> o9 Ho;B okl

a a2 a2 a
9:B(M) ak¢(1) 3.4;(1) ak¢(1) _k k.
] ] 2 1) amp(1 1) amp(1
- , — = — H?y ;9,,B" 8"B"Y — Hy ;8,,8" 9" B
_k
Hyj mp't) omBY L Hy OmypD oM B N Ho,,0,0"EV) o™ B
a a
k k
v A omBL 9, 0.0kEM gmBL) A 9, ) gmp(l)
L Y jOmy I i n Y jOmP ; ¢
a a a
N 9md;0FEL) (1) N 2H9,,0*E()) 99, B N 20,,0¥E()) 99, B
a2 a a

20,,0,¢p'Y) 9"oFE)
a2
_ amajg(l) oMIFEM) (B.34)

— 4H2,,9;E"M 9mFEWY) —20,,0,E 9" EM) +
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RkOij(O) =0, (B.35)
_k _k ko _k _k
Ry =aH?y 9B + Hy j0i¢"") +v j0ip!) —aH>y 9B — Hy ;9,9
ko
— 7 ij<1) (B.36)
RK,..(2) =2aH?%y 2aH 1 _1 HZ*k.a.B(Z) 1552k
0ij =<a l(P +a 71110 A1y 0; +2] i

_ _ _k _k
+2Hy 1.4)(1) ajq;(l) 4+ l.l/'](l) aj¢(1) — 1Hy ia]"P(Z) — 27 M) a].lp(l)
_k _k k _
—2y ilP(l) a].l/',(l) — 19 iaj¢(2) —aHy iamajE(l) omB
_k . _k . _k .
+aHy 0,0,E" 9"BY + 4 ,9,,0,EV "y — 4 ;9,,0,E) o™V
_k
+ 000" EV 9"0,EY) — 9,,0;0°E) 0", E) — 2aH?y 19!V ;B
_k .
—2aHy M 3;BY — Ho,0"BM 3;B) + aH;oFE) 9;BV
_k ) _k ko
+ laH%y jaiB@) — %aih(Z) k]. —2Hy j¢(1) 2t — o j¢,(1) 3ipY)
9:9kBM 9.0 . Tk ko
- - i +0,0EW 9,0 + 1Hy j0:0'? + 29 !V 3V
— e ) +2:Y"j¢<1> 29" — 20,0 EM) 3,1
k. 0,0kB(")
+ 3y 04 + Ho;BY 9,0 B J‘I’T +20,4'Y 9;0FE™
—aH3;BY 9,0 EM) —9;9V 9,0FEY) + 0,9V 9,0FEW) (B.37)
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Ry =— a2H2§iz§jk + asziim , (B.38)
R :2a2H2§il§jk¢(1) - 202H2§ik§jz¢(1> + 202H2’7Yi1’7rjk¢(1) - 2a2H25’ik5’jl¢(l)
T 22Hy ) — 202 H 9 — ok @B + @2 Hy 20 ED
+ypodpl) + aH§i,akajB<1> — 2a2H2§ilakajE<1> - a2H§ilakajE<1>
- &ilakajq)(” +aHy;,0'BY) — a*Hy 0,0 B — ;9,99

— EZH’_Y kala]'B(l) + zasz’; kalajE(1> + LIZH’; kala]E(l) + ’3’ kalajlﬁ(l)
(B.39)

Ri]»kl@) =1a2h1) ]lH'y v« +a?h' )]ley x — 1a?h )]kH'_yil —a?h? ijzf_yil

— 3a*h? | Hyy + 3a*h?  Heyjy — 4‘12H2'_7i15’jk¢(1) 2+ 4”2H2';ik'_ﬁl¢(l)

+“2H2’?iz'}- o2 _aszjyik:W(P( _4g HZ’YI%MP e +4a2H27 k’)’]l¢ ) D)

— 4a’ H“rmk(i) ) + 4a? Hv k')’]l‘;b ) —a ’)’l’)’jklp 2 ta wvﬂ#’

+aH2y 9 ? —a 2H % W +a’Hy l7jk¢(2> —aZH:rik?jﬂiJ(z)

— aHy;d'yp") 9, B —|—any 0 9B +aH'y]laB Joxp") — aHy;o'BY o)

+ 37,0 o) + any 10;BY gyt — 37 0 9p'!) + a0 B o)

+2aHy;¢!" 9'BY + ay ) 9,0’ BY) — LaHy;0,0'B?

+20?HypV 9d'EY) — 202 Hoy ) 9 BV — a9V 9 ' EY) + 1a?Hoy 0,0’ E?)

— 30@'h? 4 29 9y + Lyaip? — 2aH§i14><1> ;B

- a«}ilq‘;(l) ;B + %aHiilakajB@) —|—4a2H2§i14>(1) d;EW +2a2H§il¢<1> d;EW

+2¢12H7yil¢(1) Ho;EDY + a27yi11/}(1) Ho;EY) — a2H2§i,aka]-E<2> —~ %azﬂf}ilakaf@)

=27 D Y — 17 @ + aHy;p 9B — aHy " 8B
aH'y]ka B¢l +aHy;o'BY o) —3y07p! 9!t — aHy ka B 9

+ 3y i ol — ay B 9l — 2aHy 9! 0,0'BY — ayypt) 0,0'B1Y

— 9;;B" 9,9'B") + 2aH2,9,E") 2,0'B'Y) + a0y d;E") 9,0'B'") + LaH7;,9,0'B1”)

— 22 Hypp" 9,0 W) + 20,99 9,0'EY) + 20 Hoy ) 9,9 EY) + a?yp) 9,9 EWV

+ad,0;B" 9, 9'EY) — 2a*Hoyd,EY) 0,0'EY) — 2?09, E) 9,0'EY) — 1a®H7y;,9,0'E”)

+ 30,00 e = 29V 90" — 90,079 + 2aH§ik<p<1> 90,8

_i . .. i
+ay 'V 9,0,B" +9,9'B" ,9,B) — add'EY 9,0,B) — LaH7y 19,0;B"
(B.40)
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a2H2 M 00, EY) — 202Hy ) a0,V — 2aHa, 0B 9,0,E) + 202HaED 9,0,E)
202Hy (¢ 99 EY) — a1 90, EY) — 0 BY a0, + 29 EN gj0,E

+ aZHZZyika,ajE(Z’ + %aZnyikalajE@ — 109;h 2 i + ziiklp“) a0,

— 20, ' EW 30,9V + %&ikalajlp<2> + a2H2§il§jkamB(1> "B — a2H27yik§ﬂamB<l> a"B)
~ 2aH7 1y "B + 2aHy 7,09 "B + aH7y 2,20 EV) 9B

- amilamakajw "B — aHy;0,0,0'E" "B + aHZyikamalajm a" B

+ %iﬁ]-kamwm "yt — &ik%ﬂamtp“) ") — 79,9 EM) oyl

+ &i,amakajzs(l) I"p) + 430,00 EV oyt — ZyikamalajE“) "yl

— 20 H7yjjdudEY 9" EWY) — 27;9,0p!) 9"9'EW) + 207 Hy 39,0, 0™ 9'E
+2730m0r ) 0"IEWY) + 2aH7;0,0'E") 09, BY) — 9,0,0,E") 9"0'EV

— 2aH7y0,9'E" 9"9B") + 9,,0:0,E"") 0"9,9'E"V) (B.A1)

B.1.4. Perturbaciones del tensor de Ricci

Ry = 8" Ry, = R (B.42)

uAv
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RO = —3H2_3H, (B.43)
() (1 ey Ho*BM 9 9fBO .
Rog =3H$! +6HY! 431 + ———— 4 =——— —2HOI'E!
) k(1)
—IEY + akaaf : (B.44)
R = —6Hp ¢ + 3HP? — 31 1) 4 12HpY $1) +3 12
(1) k(1) (1) 3, 3kp(1)
+6pl) G 4 3HP? 4352 — ¢ a,;a B | 2Hy jka B
k Kk kr
29 9B 4 How B 4+ %9 B —4H1/><1> d EW
2a 2a
— 2 QFED + ¢ 9 ED — aHy V9 EV — 291 gk
. .. 200 9,9k 9.9k
33 k(2 ki) 29 0kdT¢ k0" P
— 29 0 EY — Hoo E® — 3 9,0 E® + . T2
Hapt 9B

+3H%9,B"W o*BY) + Ho B 9¥BY 4+ 3H9,B") 9FB) + ,

_ HowpWo* B Hoao'EM B gV B 940,0'E) kB
a a a
o'V ak¢<1> opt ok 9.9,0'EM) 9Fp)  2H 9;9,E) 9'9FBV)
B a2 B a? B a2 B a
2 0,0(EM) 9lokB1)
B a
2 9,0, 9'OFEM)

+4H 9;9,EM 9! 9 EM) +29,0,E") 9loFEM)

o + 9,0 ' FEL) (B.45)
Ré?) =0, (B.46)
Ry =3aH?9;B") +aFa;B1) +2Ha;p!) + 20,91, (B.47)
Rf;) =— 6aH24><1> E)'B(l) —2aH¢p" ;B —aH$M 3;BY) — 6aHy) 3,8
—ap ;B + 3aH?9,B + 1aH9;B* —4HV 9;9') — 24V 9,9
+Ha‘4> +4pM 9 + 49 a:pM) + 8,9 — Hy;BY 90" B
aq>a;ak3> — 2091 9 EV) + aHO;BY 9o EY) + 9,9V 9, 9FE)

— 09!V 9 EV) —8,0,BV ¥ B + 3aH3d;EV 9BV + ady0,E) 9B
a9 B +akaB ) ok
a

, — 99, EM o) — 9,9, E) oFpV)
+20,0,EV o) —9,0,0'EW 9F0,EM) 4 9,0,0,E 9'FE) (B.48)
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R@ =3a’H?y,;; + a*Hy,;, (B.49)
Rf]) —6a”H2y;¢"") —2a*Hoy¢") — a®Hypl) — 6a”H;9")
—2aHyp"") — 6a®Hy,p!") — ;9" — 2aH0;0;B') —a0,0,B"
+ 6a°H? 9;0;E"Y) +24?H 9;0,E"") +3a’H 9;0,E") + a? 9;0,E") — 9,0,
J ) J ) ) (P
+ 009" — aH 7,00 B + a®Hry;; ' EY) + ;9,99 (B.50)
R<2) = %aZE(z) ij + §a2E<2> l"H + 3612E(2> inZ + aZE(z) l]H + 12a2H25/ij¢(1) 2
+ 4H2H5’1]4)( + 4612H’)/1](P (P 3a2H271]¢ azH';ij(P(z)
— 1 Hy ¢ + 12ﬂ2H2%]¢ ! +4a2H%,¢ pl + ZaZH%]fp )
+ 12a2H71]¢ l/) +a 71]4) l/J + El r)/ ]lp + 2” 71]4) lp
- 3ﬂ2H2’Yij’P - ‘ZZH%‘]‘EU - 3‘12H7ij11b(2 - 2‘7‘2’;1‘]'1]3(2) —2aHo;yp'") 9;B'")
_aa.¢,(1) B _aailp(l) a].B(l) +ai¢(1) 8j¢(1) _a.lp(l) .4,( —2aH9;B" 9 l,b
—a3;BM oyl — a‘<p<1> A¢<1> +39;9p'1 9;p") — ;B 9,4V + 4aH¢" ;9,8
+a¢'"9,9,;B") +ayp'V9,0,B") +2a9'") 9,9,8") —aH0,0,B” — 1ad;0;8"”
- 1za2H2q>< >a-a-E< ) — 4a2H¢ 3 a EW —242H¢"M 3,0,E") — 6a*Hp'") 3;0,E)
—6a’HoV 9,0, — a’p!V) 9,0,E") + a1 9,9,E)) — 24 4> ) 9,9, E)
+3a?H29;0,E? + a2Ha]-aiE< ) +3a?H0,0,E® + 1a%0,0,£%) + 291 9,09
— 3000 + 29V 90,9V + 19,09 + 2aHy;;¢'") 90" B + ay,9p") 940" B
+9;0;B' 9.*B"") — 2aH0;0,E") 9,9 B"Y) — a0;0,E") 9, 9*B"") — JaH~,0,0"B"”)
+ 20 Hy V) 9 dFEW) — 20,0, 9, 9FEV) — 24> Hry i) 9 ELY)
— a9V 0 EY — 20,0,B") 9,9 E"V) + 24 H9;9,E") 00" EV
+a?9,0,E ' EY) + Ja?Hy0rd" E?) — 30 FEP 5 + 2,91 9ok
+ 370k — 3a®H2y,;0,B") 9B — a?Hry,0,B" "B — a®Hry,;0, B 0" B!
+aHy0xp" 0B + 3aHy; 9" 0B + 2a7,9,p") 9B + 2aHO9;9,E") o* B
+aHv;;09,0'EV "B + ay0,pV B + a9,0,0,E") 9B + 70,9 2F gV
+0k9,0EY 9l + 0, o) — 9,0;0,E) Fpl)) — ,9,0,0'E) k)
—0,0;B'Y 0"0;B"Y) + ad0;E") 9¥9;B) + 20,99V 9¥9,E"V) — 24%9,9;E!) 9k, EM)
+ a0, EM 99;B1) + 20,09 9F9,E) — ;9,9 EV) 9°9;0,E"") + 2aH~,;0,04E'") 9'9*B!Y)

— 20 H7,;;0,0.E") 9'9*E) — 2,,0,0,9p') 99 EV) 4 9,0,0,E") 9'0",E)
(B.51)
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B.1.5. Perturbaciones del escalar de Ricci

R =g"R, =RY,, (B.52)

RO =12H% + 6H, (B.53)

in(l in(l

RW = — 24129 —12H¢p"") —6HM) —24HpH) — 6V — 6Hai2 B0 _ 2aiaaB< )
. i) i)

+8Ho,0'EV) +20,0'E) — 20i9'¢ 48 Iy , (B.54)

a2 a?
R® :+48H2<1>“)2+24H<p< +24H<l> <P —12H%"?) —6H¢"*) —3H$™

+48H¢ 1) 4 6¢1) 1) 48H1p zp +124> ¢<1>—1z¢<1>¢<1>

CHp? 3t 4 12H¢" 9,9'BY 29V ;9B 12Hyp 9,9'B
a a a
N 49 9;0'BM) N 49V 9;0'BY 49V 9,0'B)  3Ho;0'B?  9;0'B”
a a a a a
+ 16H¢<1> a'al’ ) +41])<1> a'af M _ 16H¢< 3,0’ 1) — 261 9,0'EM)
+16Hy'" 9,0'E) — 4<p Vo, 0B+ 4p) 9,0'EY +4Hai81E( +9,0'E®)
491! aial¢< b apWoaip) 90i9?  16yVai0ip!) | 20,07
* a? a2 2 * a2 * a2

6Ho;¢p!) o'B(1)
a
+6H81/J ) iUl 88¢ ) 9Bl +6Haiaja]E(]>alB( 29;p1) 3B

—12H28iB<1>aiB(l) —6H9;BV o'B"Y) —6Ho;BM 9'B1) +

a a a a
20,0,0/EMV B 29,6 dip) 29,9 dipl)  29,9,0/EM) gl
4 209 " i | ¢ n i . 4 Tl L ¢
a a a a
6o aip)  40,0,0/EM o'V 9,0'B1) 9,0/BY)  29;0'B) 9,0/ EMV
+ 2 B 2 + 2 B
a a a a
40,0'E" 9,07y 9,9, 0*E 919, 9'EY 9;9,B1") 970’ BV

i (1 i (1
+9,0'EW 9,0 E) — p = -

12Ho;0,E1) 9/9'B1)  20;0,E1) 9/0'B1) 49;0,E)) 9/’ B(Y)
+ + +
a a a

1) i 1) i 40,0;¢'") 9/9'EV)
—16H9;9,E"V 9’ EV) —49;9,E) 7' EMV) + 9" p

i A.r(1) akyjnir(l
4oy 2aa EM) 3 A ED +aka]alE< ><'29 dlg'EM
a a

) (B.55)

B.1.6. Perturbaciones del tensor de Einstein

1
G = Ryw = 58 R, (B.56)
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G%© = —3H?, (B.57)
2H3,9*B(1) 20,9yl
e 72
G%@ = —12H%M 2 + 3H%9?) —12HpM V) +12HyYY V) — 3¢ 2 4 3HHE)
_4H9M 9B | 4HyV 0B 29V 8,0'B) | Hoo'BY
a a a a
—4Hy" 9,9 E" +4H¢<1> " EV —aHp 9 EW 421 g 0FE

G% 1 =6H2pV) + 6Hp — 2H)'EW — , (B.58)

k(1) kip(2) k(1)
gyt aa,;a pl akaagu 4 3029,80 3B _ 2H ! a ) 9k B(
_ 2Hop W F B 20,V 9 B 2H9,0,0'E 9BV 39,1 Fypl)
a a a a?
L 2000'EV gD 9,9"B11 9,9'BY | 9,9"BI 9, 9'ENY
a2 242 a
N 20,FE) 9,0! 1) N 0,0,0"E) 919, 9FE(V) N 0,0.B") 9'9*B(1)
a2 2a? 2a?
1) Alakp(1 (1) 3lakp(1
B 4HalakE<a>a B 9,9E! >aa ok © 4H92,ED 9o ED
L 200 W IFEN oo b grakp() _ OmdidEY 9"IFE
a2 291% 242

— Hoo"E® —

— 1, EW 90" EW

, (B.59)

Goj 0 —g, (B.60)

G0j<1) - _ 2Ha].4>(1) _ za].l/')(l) , (B.61)

GO —8Hp a,p) +241) 9,901) — Hap?) — 4V apt) + agl! aj¢<1>

9:0Y) 9,0kB(1) .
2+ f¢+ +20;pM) 9" EW) — a]¢ aka EW
k0!t oFB)

a

_ 41/,(1) aj¢(1) _ a].ll')(

. 0;B) g ok (1)
+ oD 9 ED + 9B " hIY

39,81 o)

—2H3,9;BY 9B +

. + 0,0, EW okl + 8,0, oF D) — 29,.9,EM) ok
+ 09, 9'EV ¥, E) — 9j0,0,EM 9O EW) (B.62)
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. i i
G’ O = —3H%y; —2H7;, (B.63)
2Ho,0'B'Y

G, =6Hy j9') +4Hy j¢") +2Hy ;¢ + 6Hy o) + 29 V) — -

i
0,0’ B - 0,09V 907w 2Hy ;0,9B1)
j i i j j 9k
— < +3H9; EW 49,0 £V — St ,
N 7 jod B 7okl okl
a

_i . _i ..
— 3H’)/ jakakE<1) - jakakE(l) +

7

a? a?
(B.64)

) L
G, =1E@1 ]+ SEPLH — 12H? Wp —8Hy jp'V 2 — 8Hy ]¢ )l +3H2fy 9

+2H“YJ(P +H'Yj<P 12H’Y;<P gty —2%45 gty +12H%¢ gty

£ 02 =400 0 ay g G0 1 3Hy 9 +w
_2H811/J( J9;B) a'gVaB) 9yl g;BlY +2H81B Jo,pt)

a a a a
o'l ;91 allp<l)aj¢(1 ~2H'BW a;plh) 9B g;pll)
a2 a a a
aicp(]) a]'l[J(]) 3az¢ ]llJ azB ]ll) N 4H¢(1) a].aiB(l)
a2 a a a
h(1) 9.9iB(1) 4H aaz (1) 9.0 BM 201 9.9 B
+ ‘P j 4’ + l/] ] + 4) ]
a a a a
29Vo0'B)  Hyo'B® 9;0'B)

(1 9.0 EV) 426 9.9/ E()
’ - 5 TP A EY 2 90 E

—6Hp'V 9,0'E"V) — ¢V 3,0’ EY + 6HyM 9,0'EV) + ¢V 9,0'EY)
» 2¢1) 9,91
—2¢W o' EW 429 9,0 EW + 3H,0'E?) + 19,0'E?) + ‘Pafij
291 a].aiq,(]) ajai(p(Z) 4y ajaiw(l) ajaiqj(Z) 4H~y ]4,(1) 9,90*BM)
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a2 2a? ‘ a2 ' 242 a
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Y ]4)(1) akakB<l> i 4H’)’ ]lp(l) akakB(l) _ Y ]lp(l) akakB(l) n 8]8’B(1) akakB(l)

a a a a?
. i . i . i
QI EW 9B 27 ;9 9,0* B i ) 9k By L Hy 0k0* B2
a a a a
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v 10" B?) 20;0"p) 9y FEM)
+ JT — 6H7]1p )9 dFEM) — 27]1,0 ) o ke — =
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— 3Hy i E® — 1y ;90 E® —
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N 2 V) ookl N 7 0k' 0 4y gty 29,0'EW gk

‘ a2 242 a2 a2

;l.akaklp(Z) _i i i

— ]T +3H%y 9B o*B"Y +2Hy ;0B 8B +2Hy ;0,8 9FBY
i i .

2H7y i0cpM) ¥ B 29 9,V kB 2H0;0'EM) 9kB()

. ] (P . ] lp + ]
' a a ‘ a ‘

2Hy 2,9, ED 3B1 3,00 EV B 5 3,00 EVFBL o a6 akp)

_ J + J _ ] o ] 4)
a . a ' a a2

000 EN ) 5 920 EW kgD 27 app ok 80,0 E akplh)
* a? B a? B a? B a?

v 3 EV okp) 9,9;B1 3k B 3.0.E( akaiB(D) I
+ ’)/] k91 - IP . kYj — + k9j . _ 6Haka]E(1) akalE(])

. . 20,001 ok E(D) . - 4H9,o'EM) 9%9.B(1)
— 20,9, EV 9Fo'EW) + k9P p — 29 EV FFED + k - j

N 9,0 E(M) akajB<1> N 20,0'EV) 8k8jB(1> N 28k8i1p(1) akajEﬂ) B 9,0,0'E(V) akajaiE<1>
a a a? a?

_i _i . _i
7 0x9*B" 9,9'BY L j0x0*BY) 9,0'EMV) e 0k E™M) 9,0y

71 . .
>3 , — 19 0d*EW 9,9'EW) =
’llalamamE@) 0'9rokEM) 4 .0,0,BM 9'9¥B)  4H+ ;9,0,EY) 9'0kBV)
v
T ] + ] . ]
‘ 2a? ' 242 a
v 9 EW 3B 24 9,9, ED 9lakB() R
_ 7 9% - _ £ j91% - +6H'yjazakE(1) dlokEM)
i
i ) 2 i0,;0kp V) QIOFEDL) i . .
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B.2. Cantidades geométricas

La derivada covariante de cualquier vector de tipo tiempo, se puede descompo-
ner en:

1
le;v - g@P#y + 0']/“/ + wl/“/ - aynv ’ (B.66)

donde @P,, + 03y + wy,y corresponde a la parte puramente espacial ortogonal a 71,,.
El vector unitario ortogonal a la hipersuperficie espacial:

n’ =1—¢, ng=—1-¢, (B.67)
nt=1—¢W, n; =0, (B.68)
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= El tensor proyeccién espacial es:
Puv = guv +nyuny . (B.69)

= La expansién es

@=n", =3H+0", (B.70)
donde la perturbacién de la expansion escalar es:

2
—0W =3H¢pM 439 + %X ) (B.71)

donde:
x=a(at —BW), (B.72)

» La parte simétrica sin traza, la cizalladura (shear del inglés) es

1 1
UVV = EP::P{/B (Vl“;ﬁ + nlg;,x) — 5@73111/, (B73)
La descomposicién de la shear da como resultado una parte puramente espacial
escalar:
000 =0 (B.74)
0pj =0, (B.75)

» La parte antisimétrica, la vorticidad

1
Wy = EPZCPV/S (Mg — 1p30) (B.78)
=0, (B.79)
» La aceleracién a, = n,;,n"

a =0 (B.80)
a; = 3V, (B.81)

B.3. 4-velocidad de las perturbaciones de materia del fluido

El cuadivector velocidad , Uy , se define:

_dxt

=
dt ’

(B.82)

donde T es el tiempo propio comoévil con el fluido, tal que

ulu, = —1, (B.83)
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Las componentes de la 4-velocidad hasta segundo orden:

Ug = -1 - 4)(1)

+ %qym) 2 _ %qu _ %a].v(l) v (B.84)
Uu; = Elal'B(l) + aaiV(U

—a¢p'V ;B + 1a9;B*) —2apV ;v + 1a9;v?) +2a0,0,E 2V,

(B.85)
u=1- qb(l)
+3p2 1) 4 a].V(l) o/BY 4+ %ajv(l) v (B.86)
- <aiv<1> N %aiv@) ) , (B.87)
B.4. Transformaciones gauge

El campo vectorial generador de las transformaciones, ¢:
G =T0 + %Tm , (B.88)
= L4 a) %L@) iy %aiLm , (B.89)

1 4 L0

E=TY + ST (B.90)
= L4 ar) 4 %Lm iy %aim) , (B.91)

B.4.1. Transformaciones de las perturbaciones de la métrica a primer or-
den

¢V =T 49, (B.92)
BY = B 4 i) _g-17() (B.93)
B(l)] — B(l)].+ al(l)]-, (B.94)
P =y —HTD (B.95)
EO =® L 1O (B.96)
E(l)]. — EM i+ L(l)]., (B.97)
g i = M i (B.98)

El gauge longitudinal est4 definido por la siguiente igualdad:

T = B — 4™ (B.99)
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Ademis, el gauge longitudinal estd definido por la eleccién: E(V) = 0= L) =
—EM = B =0, con lo que tenemos:

a =T, (B.100)

g =L, (B.101)

La extension que incluye a los vectores y tensores se denomina gauge de Poisson.
Las perturbaciones tensoriales son automdticamente independientes del gauge hasta

primer orden, por lo tanto son invariantes gauge.
Eliminando la parte espacial LM ; = 0, tenemos:

os]}

M, =o, (B.102)
EW, =0, (B.103)

B.4.2. Transformaciones de las componentes del fluido

= Los escalares transforman de la siguiente manera:

oM 4 1M g, (B.104)

(1)
D=ph 4 1M p, (B.105)

(1)

p
p

» Los 4-vectores, en cambio, transforman como sigue:

7o — (10 _ p7(1) (B.106)
PWi—pmi i (Wi p5if 1) (B.107)

v =y _ g (B.108)
yWi— yi_gpi (B.109)

Podemos definir las siguientes variables invariantes gauge:

d .
®— ¢l — " (uz(Eu) _ B<1>)) ) (B.110)

0 g (0 _ BY
Y=yl 4 Ha (B -2 ) (B.111)
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