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Capitulo 1

Fundamentos

1.1. Conjuntos

Es notorio que una cualidad fundamental de las Matematicas es la pre-
cisiéon de sus enunciados. Para conseguir aquélla, hay que aceptar unas
nociones primitivas a partir de las cuales definir las demas. La opcién mas
extendida (casi universalmente entre los matematicos) es admitir la nociéon
de conjunto y de elemento como conceptos primitivos o indefinibles, y defi-
nir las demas nociones a partir de ellos. La relacion entre ambos conceptos
primitivos esta regulada por la pertenencia segiin las siguientes reglas. En
las mismas, podemos entender que el significado de la palabra “objeto” es
“objeto matematico”.

R1. Dado un conjunto X y cualquier objeto a, o bien a pertenece a X, o
bien a no pertenece a X. Simboélicamente, escribiremos a € X o a ¢
X. Ambas opciones son excluyentes. Si a € X, diremos que a es un
elemento de X o, también, que X contiene al elemento a.

R2. Un conjunto X esta completamente determinado por sus elementos.
Dicho de otra forma, dados conjuntos X,Y, se consideraran iguales si
para todo objeto a la afirmacién a € X es equivalente a la afirmacion
acy.

R3. Un objeto no puede ser elemento de si mismo. Es decir, esta prohibido
admitir “a € a” cualquiera sea el objeto a.

R4. Dado un objeto a, podemos formar el conjunto {a} definido por la si-
guiente propiedad: a € {a} pero b ¢ {a} para todo otro objeto b distinto
de a.

R5. Admitimos que existe el conjunto vacio (} definido por la propiedad
a ¢ () para todo objeto a.

OBSERVACION 1.1. La Regla 3 impide considerar el conjunto cuyos
elementos son todos los conjuntos.

EJEMPLO 1.2. En matematicas se usan palabras del lenguaje natural
(en nuestro caso, el espanol) para designar objetos o conceptos que no
coinciden con los designados por el uso comun. Por ejemplo, si menciono
el conjunto de “todas las buenas personas”, esta claro que no estoy defi-
niendo un conjunto desde el punto de vista matematico, ya que la regla
R1 no puede aplicarse por lo difuso del concepto “buena persona”.

En contraste, el conjunto de todas las personas que tienen un pasa-
porte a su nombre vigente a fecha de hoy expedido por el Reino de Espana,
si parece mas cercano a un conjunto en el sentido matematico®.

1Otra cosa es la dificultad para aplicar efectivamente la regla R1, ya que las personas
pueden mentir, tener un pasaporte falsificado, haberlo tirado a la basura, etc. Esto quiere
decir que el conjunto que hemos definido es mas bien el de los pasaportes vigentes a dia
de hoy expedidos por el Reino de Espana, como abstraccién de una “propiedad” que una
persona puede tener o no.
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Admitiremos que conocemos el conjunto N cuyos elementos son todos
los numeros naturales. Sus elementos, que son los niumeros “que sirven
para contar”, es decir, el cero, el uno, el dos, etcétera, podrian construir-
se formalmente a partir de las reglas que nos hemos dado, pero esto nos
llevaria un tiempo del que no disponemos. Nos limitamos pues a aceptar
que, de acuerdo con nuestras reglas, estamos diciendo que, dado un ob-
jeto, dicho objeto pertenece a N o no, nada menos... Reiteremos que, en
nuestra exposicion, 0 € N.

Union de conjuntos. Con las reglas enunciadas, ya podemos comen-
zar a construir conjuntos a partir de objetos matematicos dados (inclu-
yendo otros conjuntos). Con tal fin, las definiciones son cruciales. Aqui
esta la primera.

DEFINICION 1.3. Dados conjuntos X, Y, definimos su unién como el
conjunto X UY determinado por los objetos a tales que a € X o bien a € Y.
Observemos que XUY =Y U X.

EJEMPLO 1.4. Si ay b son objetos, podemos formar, de acuerdo con
la Regla 4, los conjuntos {a} y {b}. Y ahora podemos formar {a} U {b}. Si se
piensa qué dice la Definicién 1.3, es razonable usar la notaciéon {a,b} =
{a} U {b}. Observemos que {a,b} = {b,a}. También merece la pena darse
cuenta de que {a, b} ={a} si, y so6lo si, a =b.

EJEMPLO 1.5. La notacion introducida en el Ejemplo 1.4 se genera-
liza a la llamada definicién por extensién de un conjunto. Esto consiste
en que, partiendo de una lista de objetos a,b,c,..., formamos el conjun-
to {a,b,c,...} cuyos elementos son los objetos de la lista. Tomemos, por
ejemplo, la lista de nameros 1,1, 2, 3. Podemos formar el conjunto {1, 1, 2, 3}.
Observemos que, como consecuencia de la Regla 2, {1,1,2,3} = {1,2,3}, lo
que indica una diferencia clara entre lista y conjunto.

Normalmente, los conjuntos definidos por extension suelen ser finitos.
Pero hay excepciones: por ejemplo, se suele escribir N ={0,1,2,...}.

EJEMPLO 1.6. De acuerdo con las reglas 5 y 4, podemos formar el
conjunto {(}}. Y ahora, segun el Ejemplo 1.4, podemos formar el conjunto
{#,{0}}. Este ya tiene dos elementos distintos, sverdad?.

EJERCICIO 1. Sea X un conjunto. Demostrar que X U {0} = X si, y s6lo
si, 0 € X.

DEFINICION 1.7. La nocién de unién de subconjuntos se extiende para
familias de mas de dos conjuntos. De hecho, si I' es un conjunto cuyos
elementos son conjuntos, entonces la union |y Y es el conjunto formado
por los elementos a tales que a € Y paraalgan Y € T'.

EJERcICIO 2. Sea I' = {{0,1},{1,2},{1, 3,5}}. Calcular (Jy.Y.

Es muy comun definir un conjunto A mediante la descripcion de los
objetos que satisfacen una propiedad P. Asi, se usa la notacion

A ={a| a satisface P}.
Asi, por ejemplo, si X e Y son conjuntos, entonces podemos poner

XUY={alaeXoaecY}h

Algebra I, versiéon 2.2 J. Gomez-Torrecillas
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Inclusién, interseccion, diferencia y potencia de conjuntos. La se-
gunda definicion fundamental es la de subconjunto.

DEFINICION 1.8. Sean X e Y conjuntos. Diremos que X es un subcon-
Jjunto de Y si para todo objeto a, la condicion a € X implica que a € Y.
Escribiremos entonces X C Y. También se dice que X esta incluido en Y.

OBSERVACION 1.9. Observemos que, de acuerdo con la Regla 2, tener
que X CYe Y C X es lo mismo que decir que X =Y.

OBSERVACION 1.10. Usando la regla logica llamada contra-reciproco,
vemos que afirmar que X C Y es equivalente a afirmar que la condicién
a ¢ Y implica que a ¢ X. Deducimos facilmente que @) C X cualquiera sea el
conjunto X.

EJERCICIO 3. Sean X,Y conjuntos. Demostrar que XUY =Y si, y s6lo
si, XCY.

EJERCICIO 4. Mostrar tres conjuntos X, Y, Z que verifiquen que X € Y €
Zy, al mismo tiempo, X CY C Z.

DEFINICION 1.11. Dados dos conjuntos X, Y, definimos su interseccion
como el conjunto X NY determinado por los objetos a tales que a € Xy
a € Y. Brevemente,

XNY={alaeXyaeY}

Es perfectamente posible que XNY = (. En tal caso, diremos que X e Y
son disjuntos.

EJERcCICIO 5. Si X,Y son conjuntos, demostrar que XNY =Y si, y solo
si, Y C X.

OBSERVACION 1.12. Como ya observamos en el caso de la union, la de-
finicién de interseccion puede extenderse a familias de mas de dos conjun-
tos. Concretamente, si I' es un conjunto cuyos elementos son conjuntos,
podemos definir (], Y como el conjunto cuyos elementos son aquellos
objetos a tales que a € Y para todo Y € T.

DEFINICION 1.13. Dados conjuntos X, Y, definimos el conjunto diferen-
cia entre Y y X como

Y\X={a|laeYya¢X}
Es también usual utilizar la siguiente forma abreviada de definir el mismo
conjunto:
Y\X={a€Y|a¢X}
Por ultimo, cuando, por el contexto, es claro quién es Y, y X C Y se suele

escribir X para referirse a Y \ X. En este caso, X se llama complemento de
Xeny.

Dado un conjunto X, definimos su conjunto potencia o conjunto de las
partes de X como

PX)={A[ACX]

EJEMPLO 1.14. Observemos que P(()) = {} y, por tanto?, P() # 0 .
¢,Cuantos elementos tiene P(P(0)) 2.

2Es fundamental entender esto.

Algebra I, versién 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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1.2. Correspondencias y relaciones

En esta seccion, vamos a introducir construcciones basicas de la Ma-
tematica, como son el producto cartesiano, las correspondencias, y varios
tipos de relaciones (preorden, orden y equivalencia).

Producto cartesiano y correspondencias. Dados conjuntos X, Y, pa-
ra cada par de elementos x € X, y € Y, admitiremos como objeto matemati-
co el par ordenado (x,y). Construimos el conjunto X x Y llamado producto
cartesiano de X e Y, como el conjunto de todos estos pares ordenados, es
decir,

XxY={(xy)|xeXyeYh
Observemos que, en general, (x,y) # (y,x) (por eso hablamos de par orde-
nado). También se tiene que X x Y #Y x X salvo que X =Y.

EJERCICIO 6. Razonar que ) x X = () = X x (), cualquiera sea el conjunto
X.

EJERCICIO 7. Sean I = {(}}, Il =1 U {I}. Describir por extension II x II.

DEFINICION 1.15. Dados conjuntos X e Y, llamaremos correspondencia
de X a 'Y a todo subconjunto C de X x Y. Cuando (x,y) € C se escribe a
veces xCy y se lee “x se corresponde con y”, o terminologias similares.

Nota: En algunos textos, se usa la palabra “relacion” para referirse a
una correspondencia. Nosotros reservaremos la palabra “relacion” en un
sentido mas restrictivo, de acuerdo con la Definicion 1.17.

El dominio de una correspondencia C de X a Y se define como
Dom(C) ={x € X |xCy para algin y € Y}.
La imagen de C se define como
Im(C) ={y € Y| xCy para algiin x € X}.

EJERcICIO 8. Consideremos la correspondencia C de {1,2,3} a {0,2}
definida por aCb si a > b, para a € {1,2,3}, b € {0,2}. Dar por extension C,
el dominio de C y la imagen de C.

EJERCICIO 9. Sonia, Carlos y Belén son amigos y usan servicios de
mensajeria instantanea. Concretamente, Sonia es usuaria de Rauda y Vi-
tesse, Carlos de Veloz y Belén de Vitesse y Veloz. Pongamos

X = {S) C) B})
donde cada amigo esta simbolizado por la inicial de su nombre. Sea
Y= {R) Vi ) V2}>

donde R simboliza el servicio Rauda, en tanto que V; simboliza Vitesse y
V,, Veloz.

Definir una correspondencia de X a Y que sirva de modelo para la
situacion descrita.

La construccién de pares ordenados, y la consecuente definicién de
producto cartesiano, puede extenderse sin dificultades a un mayor ntume-
ro de componentes, de acuerdo con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.16. Sea n un numero natural distinto del cero, y Xj,..., X
conjuntos. Dados elementos x; € Xi,...,xn € X, podemos formar la n-
tupla (x1,...,xn). El producto cartesiano de Xj,...,X, se define como

X1 X oo X Xy ={(X1y...,xn) | X € Xy para 1 <i<n}

Algebra I, versién 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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Por ejemplo,
X] X Xz X X3 Z{(X1,X2,X3) | X1 € X],Xz c Xz,X3 S Xg}.

Observemos que una n-tupla no es sino una lista ordenada de elemen-
tos escogidos de una lista ordenada, y de igual longitud, de conjuntos.

Para un conjunto X, el producto cartesiano de n copias de X se deno-
tara por X™.

Vamos a suponer en lo que sigue que se tiene cierta familiaridad con
el conjunto R de los numeros reales, siquiera informalmente. También
asumimos algunos conocimientos de Geometria en el plano (triangulos,
circulos, y figuras de este tipo).

EJERcICIO 10. Sea A el conjunto de los triangulos en el plano. Defini-
mos la correspondencia C de A a R3 declarando, parax € Ay (o, B,v) € R3,
que xC(«, 3,v) silos valores «, 3,y miden los angulos de x. Calcular Im(C).

Relaciones. Las relaciones® no son mas que correspondencias de un
conjunto a si mismo, de acuerdo con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.17. Sea X un conjunto. Una relacién en X es, por defini-
cion, una correspondencia de X a X, esto es, un subconjunto del producto
cartesiano X x X.

EJEeRcICIO 11. En el conjunto II definido en el Ejercicio 7, definimos la
relacion R C II xII dada por xRy si, y s6lo si, x € y. Describir explicitamente
todos los pares ordenados que pertenecen a R.

Si el conjunto X es suficientemente pequeno para poder representar
graficamente sus elementos como, por ejemplo, puntos, podemos repre-
sentar una relacion R en X graficamente como sigue: trazaremos una fle-
cha de x a x’, donde x,x’ € X, si (x,x’) € R. Esta representacion grafica se
llama grafo* de la relacion R, y los elementos de X adquieren el nombre de
vértices del grafo.

EJEMPLO 1.18. Cinco ciudadanos mantienen paginas web personales.
El cuadro 1 recoge informacién sobre los enlaces de unas paginas a otras
en este grupo de personas.

CUADRO 1. Enlaces entre paginas personales.

Ana Bob Clark Dana Emma
Ana 0 1 1 0 0
Bob 0] 0 0 1 0
Clark 1 1 0 1 1
Dana 1 0 0 0 1
Emma 1 0 1 0 0

Interpretemos la primera linea del cuadro: Pensamos que la pagina
de Ana tiene enlaces a las de Bob y Clark, por lo que ponemos un 1 las
casillas correspondientes, pero no los tiene a las de Dana ni Emma, con
lo que asignamos un O.

SEstrictamente hablando, vamos a considerar soélo relaciones binarias
4Mas especificamente, obtenemos un grafo dirigido.

Algebra I, versién 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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Para construir un modelo matematico de la informacién recogida en el
Cuadro 1, formamos un conjunto P con las iniciales de los duenos de las
paginas personales, esto es

P ={A,B,C,D,EL

En P definimos la relacién R dada por pRp’ si la pagina de p tiene un enlace
a la pagina de p’, donde p,p’ € P. El siguiente es el grafo de la relacion R.

1.3. Pre-ordenes, ordenes y relaciones de equivalencia

En Matematicas, se han demostrado utiles relaciones que satisfacen
ciertas propiedades. Algunas de estas propiedades fundamentales estan
recogidas en la siguiente definicion.

DEFINICION 1.19. Sea R una relacién en un conjunto no vacio X. Dire-
mos que R es
1. reflexiva si xRx para todo x € X.
2. transitiva si para todo x,y,z € X, si xRy e yRz, entonces xRz.
3. simétrica si para todo x,y € X, la condicién xRy implica yRx.
4. antisimétrica si para todo x,y € X, si xRy e yRx, entonces x =y.

EJEMPLO 1.20. La relacién descrita en el Ejemplo 1.18 no es reflexiva,
ni transitiva, ni simétrica, ni antisimétrica®. Esto significa que, para es-
tudiar relaciones como ésa (es decir, grafos) se necesitan técnicas que no
vamos estudiar en este curso, sino en Algebra II.

EJERCICIO 12. Si R es una relaciéon en un conjunto X entonces, para
cada subconjunto S C X, tenemos la relacién en S dada por RN (S x S), que
se llama relacién inducida en S por R o restricciéon de R a S. Comprobar que
cada una de las propiedades listadas en la Definicion 1.19 se heredan en
las relaciones inducidas.

Pre-ordenes y 6rdenes. Comencemos con la definicion de pre-orden.

DEFINICION 1.21. Una relaciéon se llama un pre-orden si es reflexiva y
transitiva.

Un ejemplo fundamental de pre-orden es el dado por la relacion “im-
plicaciéon” en un conjunto de afirmaciones. Veamos un ejemplo.

5Explicar por qué.

Algebra I, versién 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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EJEMPLO 1.22. Consideremos las siguientes afirmaciones sobre un
numero natural n mayor que 3.

P1 n es par.

P2 EIl tnico divisor primo de n es 2.
P3 El resto de dividir n entre 6 es 2.
P4 n es una potencia de 2.

P5 n es un multiplo de 4.

En el conjunto
X ={P1,P2,P3, P4, P5}

definimos la relaciéon = dada, para p, q € X, por p = q si p implica q.

Las reglas basicas de la l6gica nos dicen que = es reflexiva y transitiva,
asi que se trata de un pre-orden® en X.

La comprension de la siguiente observacion es crucial para tu futuro
como estudiante de matematicas: la veracidad de la afirmacion “p impli-
ca q” no depende del valor concreto del nimero natural n, sino de que
siempre que n satisfaga p, necesariamente ha de satisfacer q.

Como hay una cantidad infinita de valores que n puede tomar, para ve-
rificar si p = q no queda mas remedio que buscar una demostracion, para
afirmarlo, o algiin argumento para descartarlo. Es claro que decidir cada
implicacion depende de cuanto sepamos sobre los naumeros naturales.

Bien, en el caso que nos ocupa, el grafo de la relaciéon = en X es

La informacién contenida en el anterior grafo puede presentarse de
manera mas simplificada usando las propiedades de la relacién =. Por
ejemplo, los bucles que adornan cada vértice expresan que la relacion es
reflexiva, luego pueden entenderse implicitamente y, por tanto, eliminarse
sin perder informacién. El resultado es

60bviamente, esto seria cierto para cualquier conjunto de afirmaciones bien definidas
en que definamos la relacion “implicacién”.

Algebra I, version 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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)
(75)
P2l oy

Puesto que la relacion = es transitiva, podemos condensar aun mas
la informaci6n, de la manera siguiente:

Q)
5

Esta representacion grafica del pre-orden = en X se llama diagrama de
Hasse’. A partir del mismo, usando las propiedades reflexiva y transitiva,
puede reconstruirse completamente la relacion.

OBSERVACION 1.23. Dado cualquier conjunto X de afirmaciones no
ambiguas sobre objetos matematicos, podemos definir el pre-orden = en
X dado por la implicacion.

EJERcCICIO 13. Calcular el diagrama de Hasse del pre-orden = que
obtendriamos en X si, en el Ejemplo 1.22, suponemos que n es un naumero
natural mayor que 1. ;Qué ha cambiado? ¢Por qué?

Ordenes. Un orden o relacion de orden es un pre-orden que satisface
la propiedad antisimétrica. Explicitamente, se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 1.24. Un orden en un conjunto X es una relacion en X que
es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Es tradicion denotar por simbolos
como = a las relaciones de orden. Si < es una relacion de orden en X,
diremos que (X, <) es un conjunto ordenado.

No obstante la tradicion mencionada en la anterior definicion para la
notacién, nuestro primer ejemplo no la respeta.

"Esta definiciéon se suele dar para conjuntos ordenados, pero es ttil extenderla para
pre-6rdenes

Algebra I, version 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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EJEMPLO 1.25. En N definimos la relacién | como sigue: dados a,b €
N, establecemos que a | b si existe ¢ € N tal que b = ac. Aqui, la yux-
taposicion indica el producto de numeros naturales. Esto es, a | b si a
es un divisor de b, equivalentemente, si b es un maultiplo de a. Es facil
comprobar que (N, | ) es un conjunto ordenado.

El segundo ejemplo es el mas natural.

EJEMPLO 1.26. En N consideramos la relacion < dada, para a,b € N,
por a < bsia< bobien a =b. Equivalentemente, a < b si, y solo si, existe
c € N tal que b = a + c. Claramente, (N, <) es un conjunto ordenado.

DEFINICION 1.27. Una relacion de orden < en un conjunto X se dira
total si para todo x,y € X se tiene que x <y o bien y < x. Diremos entonces
que (X, =X) es un conjunto totalmente ordenado.

EJEMPLO 1.28. El orden natural en N (ver Ejemplo 1.26) es total, en
tanto que el orden establecido en el mismo conjunto en el Ejemplo 1.25
no es total.

A veces, para recalcar que un orden no se supone total, se dice que es
un orden parcial.

Concluimos poniendo de manifiesto que la inclusion da conjuntos or-
denados.

EJEMPLO 1.29. Si X es un conjunto, entonces (P(X), C) es un conjunto
ordenado. Este orden no es total si X tiene, al menos, dos elementos.

Relaciones de equivalencia. Un pre-orden que verifica la propiedad
simétrica se llama relacién de equivalencia, de acuerdo con la siguiente
definicion.

DEFINICION 1.30. Sea R una relacion en un conjunto X. Diremos que
la relacién R es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

EJEMPLO 1.31. Si X es un conjunto, entonces la relacion identidad,
definida por

idx ={(x,x) : x € X}

es de equivalencia. Segiin esta relacion, dos elementos de X estan relacio-
nados si, y s6lo si, son iguales.

EJEMPLO 1.32. Definimos en N la relaciéon R dada para a,b € N por
aRb si a + b es par (es decir, un mutiplo de 2; obsérvese que 0 es par). Se
trata de una relacion de equivalencia.

En efecto, es reflexiva, puesto que, para todo a € N, a+ a = 2a 'y, por
tanto, aRa.

También es claramente simétrica ya que, si aRb para ciertos a,b € N,
entonces a + b es par. Pero a+ b =b + a, luego bRa.

Comprobemos por ultimo que es transitiva: dados a,b,c € N satisfa-
ciendo aRb y bRc, tenemos que existen k,k’ € N tales que a+b = 2k y
b+ ¢ = 2k’. De esta manera, a + b + b + ¢ = 2k + 2k’. Esto implica que
a+c+2b=2(k+k’). Por tanto®, a+c ha de ser par, lo que prueba que aRc.

Llegamos a un punto crucial, la definicién de clase de equivalencia.

8Esto podria considerarse evidente. Quien crea que, en este momento, no es asi, puede
consultar el Lema 1.70.

Algebra I, version 2.2 J. Gémez-Torrecillas
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DEFINICION 1.33. Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto
no vacio X, y x € X. La clase de equivalencia de x bajo (o con respecto de) R
es el siguiente subconjunto de X:

[xIr ={y € X [ xRy}.

Un subconjunto C de X se dira una clase de equivalencia bajo R si es de la
forma C = [x]gr para algun x € X. El elemento x se llama representante de
la clase de equivalencia C.

Una destreza fundamental para un matematico es saber decidir cuan-
do dos clases de equivalencia, dadas por dos representantes distintos, son
realmente distintas.

PROPOSICION 1.34. Sea R una relacién de equivalencia en X, x,y € X.
Las siguientes condiciones son equivalentes®.
(a) xRy;
(b) y € [x]r:
(© x € ylg;
(d) [xIgr N[ylg #0;
(e) xIr = [ylr-

DEMOSTRACION. (a) = (b). Por definicion de [x]g.
(b) = (c). Como y € [x]g, tenemos que xRy. Al ser R simétrica, deducimos
que yRx, lo que da que x € [ylk.
(c) = (d). Como R es reflexiva, tenemos que x € [x]g. Asi que, si x € [y]g,
deducimos que x € [x]g N [ylr.
(d) = (e). Demostremos que [x]g C [ylr. Sea t € [x]g Por hipédtesis, existe
z € [x]r N [ylr. Asi, xRz y, por la propiedad simétrica, deducimos que zRx.
Pero también tenemos que yRz, de donde, por la propiedad transitiva, yRx.
Por ultimo, xRt, asi que la propiedad transitiva garantiza que yRt. Esto es,
t € [ylg, y hemos demostrado que [x]g C [ylg. La inclusién reciproca se
demuestra igual, intercambiando los papeles de x e y.
(e) = (a). Como R es reflexiva, y € [ylg. Asi, y € [x]g, lo que da xRy. O

Llegamos al delicado punto de definir qué es un conjunto cociente
bajo una relacion de equivalencia. La idea es muy sencilla: cada clase de
equivalencia se convierte en un elemento del conjunto cociente.

DEFINICION 1.35. Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto
no vacio X. El conjunto cociente de X bajo R se define como

X/R={[xlr | x € X}.

Es de mayor importancia comprender que los elementos de X/R no son
elementos de X, sino subconjuntos de X. Dicho de otro modo, X/R es un
subconjunto de P(X).

EJEMPLO 1.36. Vamos a calcular N/R, donde R es la relacion de equi-
valencia definida en el Ejemplo 1.32. Recordemos que, para a,b € N, aRb
si a+b es par. Por ejemplo, ORb es lo mismo que decir que 0+b = b es par.
Por tanto,

[0lr ={b € N| b es par}.

9Es meta-divertido pensar que, en verdad, lo que probamos es que la relaciéon implica-
cion es de equivalencia en el conjunto de las afirmaciones enunciadas, resultando una tnica
clase de equivalencia ahi.
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O sea, [0]g es el conjunto de los numeros naturales pares. Observemos
que, de la Proposiciéon 1.34, deducimos que

Olr =R2lr =M4r="""
Tenemos que
[Mlr ={beN|1+bespar}={beN|b es impar}.

Asi que

(Mg =Blr=DBlr ="
Ademas, puesto que 0 ¢ [1]g, deducimos de la Proposiciéon 1.34 que [0]g #
[1]r. Por otra parte, todo nimero natural es par o impar, por lo que no hay
mas clases de equivalencia. Asi, en virtud de la Regla 2,

N/R = {[0lg, [1]r},

un conjunto de dos elementos. Insistamos en que estos elementos son el
conjunto de los ntmeros naturales pares y el conjunto de los numeros
naturales impares.

Atencion, la igualdad

N/R = {[291384512394588]g, [459724527]r}
es perfectamente correcta.

EJERrcIciO 14. Pongamos N, = N\ {0}. En N x N definimos la relacién
R dada, para (a,b),(c,d) € N x N, por

(a,b)R(c,d) siad=bc.
Demostrar que R es una relacion de equivalencia. El conjunto cociente

Q+ =(NxN;)/R

captura la nocion de razon entre dos numeros naturales. Sus elementos
son los nimeros racionales positivos. Normalmente, se escribe
a

[(a)b”R = B

Asi, por ejemplo, la igualdad 1/2 = 2/4 no es mas que la igualdad [(1,2)]g =
[(2,4)]k-

Orden construido desde un pre-orden. Seguidamente, vamos a defi-
nir una relacion de equivalencia en cualquier conjunto pre-ordenado que
hace que el conjunto cociente resulte ordenado de manera natural.

PROPOSICION 1.37. Sea (X, x) un conjunto pre-ordenado.

1. La relaciéon R definida en X declarando, para x,y € X, que xRy si
X Xy ey x x, es de equivalencia.

2. La relaciéon < en X/R, dada, para [x]g, [ylg € X/R, por [x]g < [ylr si
X x Yy, esta bien definida y es un orden.

DEMOSTRACION. 1. Comprobar que R es de equivalencia es bastante
facil y se deja como ejercicio.
2. Comprobemos que < esta bien definida. Esto significa que hemos
de demostrar que, dados x,x’,y,y’ € X, si x]g = X'Iz, ylr = Y'lr ¥ x x y,
entonces x’ « y’. Pero esto es consecuencia de la propiedad transitiva de
x: en efecto, las hipoétesis sobre x,x’,y,y’ implican que x’ « x, x x y €
y xy’, de donde x’ < y’.
También se deja como ejercicio comprobar que < es un orden en X/R.
U
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EJEMPLO 1.38. Consideremos un conjunto de afirmaciones P con el
pre-orden = definido por la implicacion légica. Aqui, la relaciéon de equi-
valencia dada en P por la Proposicion 1.37 es la equivalencia logica o doble
implicacion, es decir, la relacion “si, y solo si”. La denotaremos por &. Los
elementos del conjunto cociente P/& son los subconjuntos de P compues-
tos por afirmaciones légicamente equivalentes entre si.

EJeErcicio 15. En el conjunto N x N, definimos la relacién « dada
para (a,b),(c,d) € N x N por (a,b) « (¢,d) si ad < bc. Demostrar que «
es un preorden. La relacion de equivalencia dada por este pre-orden no
es sino la del Ejercicio 14. Observar que el orden en el conjunto cociente
correspondiente coincide con el orden entre fracciones que nos ensefiaron
en el cole.

1.4. Aplicaciones

Antes que nada, digamos que una aplicacion (o funcion) no es sino un
tipo especial de correspondencia, que quiere capturar la idea de transfor-
macion, dada sin ambigiiedad, de un conjunto a otro.

Nocion de aplicacion.

DEFINICION 1.39. Una aplicacién de un conjunto X a un conjunto Y es
una correspondencia f C X x Y tal que para todo x € X existe un inicoy € Y
satisfaciendo que (x,y) € f. Escribiremos y = f(x), en lugar de la notacién
general xfy, y diremos que y es la imagen de x por (o bajo) f. También
diremos que f asigna y a x

La notacion casi universalmente aceptada para denotar una aplicacion

es escribir f : X — Y, o su variante X ——>Y . El conjunto X es denomi-
nado dominio de f, en tanto que Y se denomina codominio de f. Vamos a
distinguir el codominio de f de la imagen de f, definida como

Im(f) ={f(x) | x € X}
En algunos textos se usa la palabra “funcién” como sinénimo de “apli-
cacion”.
EJEMPLO 1.40. La correspondencia identidad idx para cualquier con-

junto X es una aplicacion. En este contexto, escribimos idx : X — X, que
viene definida por idx(x) = x para todo x € X.

EJERCICIO 16. Sea X un conjunto. sCuantas aplicaciones hay de () a
X? ¢Cuantas aplicaciones hay de X a (?

DEFINICION 1.41. Una aplicaciéon f : X — Y se dice inyectiva si para
todo x,x’ € X la condicién f(x) = f(x’) implica x = x’. La aplicaciéon f
se llama sobreyectiva si para todo y € Y existe x € X tal que y = f(x).
Observemos que f es sobreyectiva si, y s6lo si, Im(f) =Y.

Observemos que si X es un subconjunto de Y, la propia inclusion X C Y
puede entenderse como una aplicacion inyectiva.

EJERcCICIO 17. Poner un ejemplo de aplicacion inyectiva que no sea
sobreyectiva, y otro de aplicacion sobreyectiva que no sea inyectiva.

EJEMPLO 1.42. Sea X el conjunto de los circulos en el plano. Se tiene
la aplicacion f : X — R que asigna a cada circulo la longitud de su radio.
,Quién es Im(f)?
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EJEMPLO 1.43. Sea A el conjunto de los triangulos en el plano. Se
tiene la aplicacion f: A — R x R x R que asigna a cada triangulo la terna
(e, B,y) de sus angulos, medidos en grados sexagesimales, ordenados de
menor a mayor, es decir, « < f <vy. /Quién es Im(f)?.

Composicion y biyecciones. Una propiedad fundamental de las apli-
caciones es que se pueden componer, siempre que sus co-dominios y do-
minios casen bien, como especifica la siguiente definicién.

DEFINICION 1.44. Dadas aplicaciones
X—tsvy_2.7

definimos su composicion

X 7

por la regla (g o f)(x) = g(f(x)) para todo x € X.

Hagamos algunas observaciones sobre la notacion. Es muy usual abre-
viar g o f como ¢gf, cuando el contexto lo permite. Aceptaremos, asi, las
siguiente notacion abreviada:

(gof)(x) = gf(x), (x € X).

EJERCICIO 18. Poner un ejemplo que demuestre que la composicion
de dos aplicaciones no siempre es posible.

Sif: X — Y es una aplicacion y Z C X es un subconjunto, entonces
podemos considerar la restricciéon de f a Z, denotada por f|z : Z = Yy dada
por fz(z) = f(z) para todo z € Z. Esta restriccion puede concebirse como
la composicion de la aplicaciéon dada por la inclusiéon Z C X y la propia f.

PROPOSICION 1.45. Sean X — =Y -2~z "o T aplicaciones. Enton-
ces (hog)of=ho(gof).
DEMOSTRACION. Se deja como ejercicio. ]

DEFINICION 1.46. Una aplicacion se dice biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.

PROPOSICION 1.47. Una aplicacién f : X — Y es biyectiva si, y solo si,
existe una aplicaciéon g:Y — X talque go f =idx y fo g = idy.

DEMOSTRACION. Expondremos una demostraciéon por “doble implica-
cion”. Asi, supongamos primero que f: X — Y es biyectiva y demostramos
que entonces existe g en las condiciones descritas. Para ello, definimos
una correspondencia de Y a X por

9={(y,x) e Y x X |y =f(x)}.

Veamos que g es una aplicacion. Dado y € Y, por ser f sobreyectiva, existe
x € X tal que y = f(x). Asi que (y,x) € g. Si x’ € X es tal que (y,x’) € g,
entonces f(x) =y = f(x’). Como f es inyectiva, x = x’. Hemos probado que
g es una aplicacion de Y a X segiin la Definiciéon 1.39.

Ahora, si y € Y, tengo que, por definicion, g(y) = x para x € X tal que
f(x) =y Asi, f(g(y)) = f(x) =y. Esto demuestra que fo g = idy.

Si x € X, entonces ¢(f(x)) = z para z € X tal que f(z) = f(x). Al ser f
inyectiva, z = x. Esto demuestra que g o f = idx. Esto acaba la prueba de
la implicacion “directa”.
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Para razonar la implicacion “reciproca” o “inversa”, supongamos dada
g:Y o Xtalque gof =1idx y fo g =1idy. Puesto que, para y € Y, tenemos

que f(g(y)) =y, deducimos que f es sobreyectiva.

Por ultimo, si x,x’ € X son tales que f(x) = f(x’) entonces, aplicando g,
obtenemos x = g(f(x)) = g(f(x’)) =x’. Asi, f es inyectiva y hemos terminado
la demostracion. O

OBSERVACION 1.48. Dada una aplicacion biyectiva (o biyeccién) f : X —
Y, la aplicaciéon g : Y — X proporcionada por la Proposicion 1.47 esta
determinada de manera unica por f. En efecto, si g,h : Y — X verifican
gof=1idx =hofy fog=1idy = foh, entonces, usando la Proposicion 1.45,
obtenemos

h=1idxoh=(gof)Joh=go(foh)=goidy =g.

DEFINICION 1.49. La aplicacion g: Y — X dada por la Proposicién 1.47
para una aplicacion biyectiva f : X — Y se llama reciproca o inversa de
f, y se denota por g = f~! (ver la Observacion 1.48) . Advertimos que la
palabra “inversa’se usa en Calculo también para otro tipo de funciones
(las inversas multiplicativas), y nada tiene que ver con lo definido aqui.

COROLARIO 1.50. Sif:X — Y es una biyeccién, entonces ' : Y — X es
una biyecciény (')~ = 1.

DEMOSTRACION. Las ecuaciones
fof ! =idy,f 'of =1dx,

miradas a la luz de la Proposicion 1.47 desde la perspectiva de f~!, indican
que ésta es una biyeccién. Por otra parte, como la inversa de una biyecciéon
es Unica segun la Observacion 1.48, de nuevo las ecuaciones anteriores
implican que (f~')~! =f. ad

Particiones. Descomposicion candénica de una aplicacion. Quere-
mos explicar una forma alternativa de ver una relacion de equivalencia, a
través de la nocion de particion.

DEFINICION 1.51. Sea X un conjunto no vacio. Una particién de X es
un subconjunto I' C P(X) tal que

1. 0¢T.
2. X=Uyer Y-
3. YNZ=0)paratodoY,ZeT conY # Z.

EJERCICIO 19. Sea X =({1,2,3}. Calcular todas las particiones de X.

Cada relacion de equivalencia en X da una particién de X, a saber, el
conjunto cociente X/R. Enunciemos esto explicitamente.

PROPOSICION 1.52. Dada una relacién de equivalencia R en un conjunto
no vacio X, consideremos la aplicaciéon pg : X — P(X) definida por pr(x) =
[x]r para todo x € X. Entonces Im(pr) = X/R es una particién de X.

DEMOSTRACION. Ninguna clase de equivalencia es vacia, por tanto,
() ¢ X/R. Dado x € X, tenemos que x € [x]Jg = pr(x) € Im(pgr). Esto garantiza
la condicién 2 en la Definicion 1.51. Supongamos ahora C,D € Im(pg)
con C # D. Por definicion, existen x,y € X tales que C = pr(x) = [xlg,
D = pr(y) = lylr. En virtud de la Proposicion 1.34, § = [x]gNlylg =CND. O
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La aplicacion “co-restriccion” de pr, que s6lo cambia el codominio por
su imagen, se llama proyeccién canénica. Denotaremos a ésta por

TR : X = X/R,

definida, pues, por mr(x) = [x]g para x € X.

Hemos visto que una relacion de equivalencia da una particion. Vea-
mos que cada particion da una relacion de equivalencia. Hagamos primero
una definicién mas general.

DEFINICION 1.53. Sea f : X — Z una aplicacién. Definimos en X la
relacion ~¢ dada por x ~¢ y si f(x) = f(y), para x,y € X. Es muy facil ver que
~¢ es de equivalencia, y se llama relacién de equivalencia determinada por
f.

DEFINICION 1.54. Dada una particion I' de X, definimos la aplicaciéon
p" : X — T que asigna a x € X el tnico Y € T tal que x € Y. La relacion ~pT
es de equivalencia y se llama relacién de equivalencia definida por T, y la
denotaremos por ~". Observemos que, para x,y € X, x ~' y si, y sélo si,
existe Y € I tal que x,y €Y.

La siguiente proposicion muestra que dar una relaciéon de equivalencia
en un conjunto contiene la misma informacion que dar una particiéon.

PROPOSICION 1.55. Sea X un conjunto no vacio. Dada una particionT" de
X, tenemos que X/~"=T. Dada una relacién de equivalencia R en X tenemos
que ~X/R=R,

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

Concluimos esta secciéon con la llamada descomposicién canénica de
una aplicacion.

PROPOSICION 1.56. Sea f: X — Y una aplicacion. Denotemos por
p:X—= X/~¢
la proyeccién candnica, y por
i:Im(f) =Y

la aplicacién dada por la inclusion. Existe una tinica aplicacién
X/~ — = Tm(f)

talquef=1io fo p. Dicha aplicacion fes biyectiva.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero la unicidad mediante la si-
guiente estrategia: supondremos que tenemos g : X/~f— Im(f) tal que
f = iogop, y demostraremos que g sélo tiene una definicién posible.
De hecho, dada una clase de equivalencia [x]., con representante x € X,
tenemos que

g(Ixl-,) = glp(x)) = i(g(p(x)) = (io gop)(x) = f(x).
Observemos que la segunda igualdad viene garantizada porque g(p(x)) €

Im(f). Asi que hemos demostrado que la inica definicién posible de f es

f(ld-,) = f(x),
para [x]., € X/~¢. Comprobemos que esta definiciéon es consistente, es
decir, que si [x]., = [x']., para ciertos x,x’ € X, entonces %v([x]wf) = ?([x’]wf).
En efecto, B B
f(Ixl-,) = f(x) = f(x) = f([x']-,),

Algebra I, versioén 2.2 J. Gémez-Torrecillas



1.5. MONOIDES. LOS NUMEROS NATURALES 20

donde la segunda igualdad se da porque x ~¢ x’.

Que f satisface la ecuacion f =iofo p es también una consecuencia
casi inmediata de las definiciones involucradas, asi como el hecho de que
fes inyectiva y sobreyectiva. g

EJEMPLO 1.57. Consideremos la aplicacion del Ejercicio 1.43. La apli-
cacion f : A/~¢— Im(f) expresa de manera sintética el hecho de que cada
terna (o, 3,v) de numeros reales tales0 < x < <y <180y e+ +vy =180
determina una tnica clase de triangulos en el plano semejantes entre si.
Aqui, estamos usando el hecho de que dos triangulos son semejantes si, y
sélo si, tienen angulos iguales.

EJERcICIO 20. Dada una aplicacion cualquiera f : X — Y, definimos

f.: P(X) — P(Y) por
fo(A) ={f(a) :a € A}, para A € P(X).
También podemos definir f* : P(Y) — P(X) por
f*(B) ={a € X | f(a) € B}, para B € P(Y).

Sean X;, X, € P(X),Y1,Y2 € P(Y). Demostrar que
Si X; C X3, entonces f,(X7) C f.(X32).
SiY; CY,, entonces *(Yq) C *(Y3).
f*(X1 U XZ) = f*(X1) U f*(XZ)
(Y7 UY2) = (Y7) U (Y3).
. (X1 NX2) € £ (Xy) N (X2).
(Y1 NY,y) = *(Yy) N *(Y3).
Xy € (f.(Xq)).
f.(f* (V1)) C V1.

EJERcCICIO 21. Demostrar que una aplicacion f: X — Y es sobreyectiva
si, y solo si, existe g: Y — X tal que fo g =1idy.

PN 0N

EJERcICIO 22. Demostrar que una aplicacion f: X — Y es inyectiva si,
y s6lo si, existe g: Y — X tal que go f =idx.

EJERCICIO 23. Sea X un conjunto no vacio e Y € P(X). Definimos la
aplicacién f : X — P(X) por f(x) = YU {x}, para x € X, y consideramos
la la relacion de equivalencia ~¢ asociada a f (segan la Definicion 1.53).
Describir el conjunto cociente X/~¢. Si X es finito y tiene n elementos e Y
tiene m elementos, calcular el cardinal (o sea, el niimero de elementos) de
X/~¢.

1.5. Monoides. Los niumeros naturales

Hemos admitido que conocemos el conjunto N = {0,1,2,...} de los
nuameros naturales. Sus elementos, que son los ntimeros “que sirven para
contar”, podrian construirse formalmente a partir de las reglas que nos
hemos dado, y también podriamos definir a partir de esa construccién las
operaciones usuales de suma y producto de niimeros naturales, pero es-
to nos llevaria un tiempo del que no disponemos. Nos limitamos, pues, a
aceptar que, de acuerdo con nuestras reglas, estamos diciendo que, si nos
presentan un objeto, sabemos decir si dicho objeto pertenece a N o no...
Nada menos.

La primera observacion que hemos de hacer es que los elementos de
N no se pueden listar explicitamente, porque su cantidad es infinita. Una
manera de entender esto es aceptar que para cada n € N, existe un “si-
guiente”, a saber, n + 1.
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Operaciones binarias, semigrupos y monoides. Tal y como lo hemos
expresado, estamos aceptando que sabemos sumar numeros naturales.
Podemos expresar esto en lenguaje de conjuntos diciendo que conocemos
una aplicacién

+:NxN-—=oN;

llamada “suma”. Como es usual, dado (n,m) € N, su imagen por + se
denotara como n + m.

Vamos a aprovechar el modelo de la suma de nimeros naturales para
dar la nocién de operaciéon binaria.

DEFINICION 1.58. Sea X un conjunto no vacio. Toda aplicacion
o Xx X=X

se llamara operacion binaria interna en X. Eludiremos el adjetivo “interna”
en lo que sigue.

Las propiedades de las operaciones binarias de las que nos vamos
a ocupar, en un contexto asociativo, requieren, para su manejo, de una
simplificacion en la notacién general que usamos para las aplicaciones.
Concretamente, si e : X x X — X es una operacion binaria, entonces, dado
(a,b) € X x X, su imagen por e habria de ser denotada por e((a,b)).

Una primera simplificaciéon, en la que no perdemos informacion, es
prescindir de dos paréntesis, y escribir e(a,b) en lugar ((a,b)). Pero, ya
puestos, podemos suprimir, sin menguar la informacion, los paréntesis e
incluso la coma, y escribir a ¢ b en lugar de ¢((a,b)). Eso si, tenemos que
tener cuidado de no confundir esta notacion abreviada con la que se usa
en las correspondencias... pero esto estara claro por el contexto en cada
caso. Usar notaciones ambiguas sin caer en ambigiiedad es una de las
caracteristicas mas notables de la Matematica.

En fin, podemos definir ahora lo que es un semigrupo con comodidad.

DEFINICION 1.59. Un semigrupo es un par (S,e), donde S es un con-
junto no vacioy e:S x S — S es una aplicacion (una operacion binaria) tal
que

(1.1) se(teu) =(set)eu, para todo s, t,u € S.
La propiedad (1.1) se llama propiedad asociativa.

DEFINICION 1.60. Un semigrupo (S,e) es un monoide si existe un ele-
mento neutro para e, esto es, existe e € S tal que ee a = a = a e e para todo
a € S. Diremos que (S, e, e) es un monoide.

EJEMPLO 1.61. Dado un conjunto no vacio X, denotamos por Map(X, X)
al conjunto de todas las aplicaciones de X a X. Es claro que

(Map (X» X)) O, 1dX)
es un monoide.
EJERCICIO 24. Demostrar que, en un monoide, el elemento neutro es
unico.
DEFINICION 1.62. Un semigrupo (S, e) se dice conmutativo si aeb = bea
para todo a,b € S.
EJeEmpLO 1.63. (N,+,0) es un monoide conmutativo.

Si denotamos por - el producto de N, tenemos:
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EJEmpLO 1.64. (N, 1) es un monoide conmutativo. Usaremos la ex-
tendida costumbre de denotar el producto a - b de dos nuimeros natura-
les a,b, cuando el contexto lo permita, mediante yuxtaposicion, esto es,
ab=a-b.

EJERcICIO 25. Demostrar que en el conjunto cociente Q. definido en
el Ejercicio 14 existe una operacion suma que verifica que

a ¢ ad+cb

b d  bd "’
para todo a/b,c/d € Q.. Comprobar que, con esta operacion, Q. es un
monoide conmutativo.

EJERCICIO 26. Demostrar que en el conjunto cociente Q. definido en
el Ejercicio 14 existe una operacion producto que verifica que
a ¢ _ac
b'd bd
para todo a/b,c/d € Q.. Comprobar que, con esta operacion, Q. es un
monoide conmutativo.

Hay muchos ejemplos de monoides conmutativos, aqui van dos mas.

EJEMPLO 1.65. Dado X un conjunto, (P(X),U, ) y (P(X),N,X) son mo-
noides conmutativos.

Hechos fundamentales sobre los nimeros naturales. Volvamos con
los numeros naturales. Es dificil poner un limite sobre qué podemos su-
poner conocido o qué no sobre los mismos. Los ejemplos 1.63 y 1.64 son
asunciones que estamos haciendo sobre las operaciones basicas de suma
y producto de niimeros naturales. También podemos aceptar la propiedad
distributiva, esto es, la igualdad (n + m)k = nk 4+ mk para todo n, m,k € N.
Y que los elementos de N se pueden ordenar en el sentido usual, es decir
n < m si existe k € N\ {0}, tal que m = n + k. Todas estos hechos nos pa-
recen bastante obvias. Vamos a aceptar también una propiedad que, para
algunas personas, puede no parecer tan obvia.

1.66. Principio de induccion. Sea X C N tal que 0 € X y disfruta de la
propiedad de que siempre que n € X entonces n+ 1 € X. Entonces X = N.

El siguiente es un ejemplo tradicional de como se usa el principio de
induccién en una demostracion.
EJEMPLO 1.67. Sea n un numero natural, entonces

(1.2) 0+1+2+-~-+n:w.

Vamos a hacer una demostracion “por inducciéon”. Primero, tomemos
X ={n € N | n satisface (1.2)}.
Claramente, 0 € X. Ahora, dado n € X tenemos que

0+1+-~-+n+(n+1):n(n2+1)+n+1 :Tl(TlJrU;Z(nJrU _ (n+1)2(n+2).

Por tanto, n+ 1 € X'y, por el principio de induccion, X = N.

El siguiente ejemplo de uso del principio de induccion es tan impor-
tante que lo hemos elevado a la categoria de teorema.
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TEOREMA 1.68 (Buena ordenacion de los naturales). Todo conjunto no
vacio de numeros naturales tiene minimo'°. Esto es, si X C N verifica que
X # ), entonces existe m € X tal que m < x para todo x € X.

DEMOSTRACION. Vamos a hacer una demostraciéon por reducciéon al
absurdo, esto es, supondremos que lo afirmado en el enunciado es falso,
y llegaremos a una contradiccion flagrante, todo ello mediante el uso de
un razonamiento correcto, claro.

La idea subyacente a una demostracion por reduccion al absurdo es
que, si anadimos a una serie de enunciados verdaderos un enunciado
nuevo que lleva a deducir un enunciado falso, es porque el enunciado
anadido es falso.

Vayamos con esta demostracion. Tomemos

U={meN|m<IxVxeX}L

Demostremos que, si X no tiene minimo, entonces U = N. Usamos el prin-
cipio de induccion.

Que 0 € U es claro, ya que, de hecho, 0 < n para todo n € N. Ahora,
dado m € U tenemos que, para todo x € X, x > m. Pero m ¢ X (ya que
hemos supuesto que X no tiene minimo), luego x > m para todo x € X. Por
tanto, x > m+ 1 para todo x € X. Hemos demostrado, pues, que m+ 1 € U.
Asi que, por el principio de induccion, U = N.

Llegamos a la siguiente contradiccién: dado que X # 0, existe algiin
x € X. Como x4+ 1 € N= U, deducimos que x > x + 1, 1o que es falso. d

Infinidad de los nameros primos. Un numero natural n es primo si
n # 1y sélo admite como divisores 1 y n. Con esta definiciéon, 0 no es
primo.

Un numero natural distinto de 0,1 es compuesto si no es primo. El
numero 1 ni es primo ni es compuesto, y lo mismo para el 0.

Euclides demostré hace 2.300 anos que existe una cantidad infinita
de numeros primos. Vamos a dar la demostracion de Euclides en términos
modernos, claro. Como es tipico en matematicas, parte del argumento de
desgajara en dos lemas previos, que son de interés independiente.

LEMA 1.69. Todo niimero natural distinto de 0 y 1 tiene al menos un
divisor primo.

DEMOSTRACION. Sean € N, con n # 0, 1. Tomemos el conjunto
X={meN|m=#1ymdivide an},

que es no vacio, ya que n € X. Sea p el minimo de X, que existe en virtud
del Teorema 1.68. Veamos que p es primo. Si p = qr, con q,r # 1, entonces
q € Xy q < p. Esto contradice que p es el minimo de X. Por tanto, p es
primo. (]

LEMA 1.70. Sean a,b,c € N talesque a=b+c. Si0 # d € N es tal que
divide a dos de los elementos de {a, b, c}, entonces los divide a todos.

DEMOSTRACION. Hay dos casos esencialmente distintos. El primero
es que d sea divisor de b y c¢. Entonces b = db’,c = dc¢’ para b’,c’ € N
adecuados. Asi, a = db’ + dc’ = d(b’ + ¢’), luego d es un divisor de a.

El otro caso se da cuando d es divisor de a y b. De nuevo, existen
a’,b’ € N tales que a = da’,b = db’. Por tanto, da’ = db’ + ¢ > db’. Asi que

10¢con respecto del orden natural, claro
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a’ > b’, lo que significa que existe k € N tal que a’ = b’ + k. Pero esto da
db’ + dk = db’ + ¢, de donde dk = c. Por tanto, d divide a c. d

TEOREMA 1.71. Existe una cantidad infinita de nitmeros primos.

DEMOSTRACION. Haremos esta demostracion por reduccion al absur-
do. Asi, supongamos que hubiese una cantidad finita de niameros primos,
digamos que son pj,...,pn. Formemos el numero N = p;---p, + 1. Ob-
servemos que N # 0,1, luego, de acuerdo con el Lemma 1.69, N tiene un
divisor primo p. Dicho divisor estara la lista completa anterior, luego tam-
bién es un divisor de p; ---p,. Por el Lema 1.70, p es un divisor de 1. Esta
contradiccion demuestra que pq,...,pn No puede ser una lista completa
de todos los niimeros primos. Luego hay infinitos. d

El Teorema Fundamental de la Aritmética. El siguiente lema apa-
rece enunciado en los Elementos de Euclides. En Teoria de Numeros se
suele llamar Lema de Euclides.

LEMA 1.72 (Euclides). Sea p un nitmero primo, y a,b € N. Sip divide a
ab, entonces p divide a a o bien p divide a b.

DEMOSTRACION. Diremos que x € N satisface la propiedad P(x) si dada
cualquier factorizaciéon x = ab con a,b € N el hecho de que un namero
primo p divida a ab implica que divide al menos a uno de los factores a o
b. Definamos el siguiente conjunto

X ={n € N| se satisface P(x) para todo x < n}.

Queremos demostrar que X = N. Que 0 € X y, por tanto, X es no vacio, es
facil de ver usando que ab = 0 para a,b € N implica que a =0 o bien b = 0.

Supongamos ahora n € X. Hemos de demostrar que n +1 € X para
completar la induccion.

En el caso de que n = 0, tendremos que comprobar que 1 € X. Pero
esto es obvio, ya que si 1 = ab, entonces a =b = 1.

Discutamos ahora el caso n # 0. De este modo, n + 1 > 2. Tomamos
x <n+1.Six <n+1, entonces x < n y satisface P(x) por hipotesis de
induccién (ya que n € X). Nos concentramos, pues, en el caso x = n + 1.
Dados a,b naturales tales que n+ 1 = ab y un primo p que divide a ab
razonamos como sigue. Queremos demostrar que p divide a a o bien p
divide a b. Podemos suponer que a # 1y b # 1, para razonar un caso no
trivial.

Llegados a este punto, escribamos ab = pq, para q € N adecuado.
Puesto que ab no es primo, q # 1, ya que p si lo es. En virtud del Lema
1.69, podemos tomar un divisor primo p’ de q. Escribimos, pues, q = q'p’
para q’ adecuado.

De ser p’ un un divisor de a, escribimos a = a’p’ y deducimos que

a’p’b =pq'p’,
de donde a’b = pq’. Asi, p es un divisor de a’b < ab. Por hipoétesis de
induccioén, p divide a a’ (y, por tanto, a a) o bien p divide a b. Analogamente
se razona si p’ es un divisor de b.

Veamos, por ultimo, que admitir que p’ no es divisor ni de a ni de b,
lleva a una contradicciéon. Ciertamente, tenemos que p’ < a o bien p’ < b.
Bastara con discutir el primer caso. Tomamos k natural no nulo tal que
a = p’ + k. Tenemos que (p’ + k)b = ab = p’q’p Por el Lema 1.70, p’
divide a kb. Como kb < ab =n + 1, podemos usar induccion para deducir
que p’ divide a k o bien p’ divide a b. El segundo caso esta descartado
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por hipétesis. Del primero deducimos, de nuevo por el Lema 1.70, que p’
divide a a. Contradiccion. O

El Teorema 1.75 tiene como consecuencia la existencia de numeros
irracionales, que, segin la leyenda, inquieté mucho a los pitagoricos.

TEOREMA 1.73. Sip es un nuimero natural primo, entonces no existe
ningtin niumero racional v tal que r* = p.

DEMOSTRACION. Supongamos, razonando por reduccion al absurdo,
que r?> = p para un racional r. Podemos escribir r = a/b, para a mini-
mo entre los posibles numeradores de todas las fracciones equivalentes.
Entonces a y b no tienen ningtn divisor primo comuin. Esto es porque, de
tener a y b un divisor comun, podemos simplificar la fracciéon para obtener
una equivalente a a/b pero con numerador mas pequeno.

Tenemos, pues, que a’ = b?p. Del Lema 1.72 deducimos que p es
un divisor de a. Tenemos, pues, que a = pc para cierto ¢ € N. Pero, asi,
p2c? = b?p, de donde pc? = b?. De nuevo el Lema 1.72 implica que p es un
divisor de b. Asi que p resulta ser un divisor comun de a y b, lo que es una
contradiccion. O

OBSERVACION 1.74. El Teorema 1.73, junto con el Teorema 1.71, mues-
tra que existen infinitos ntimeros irracionales, ya que la raiz cuadrada de
cualquier ntamero primo no es racional.

Nuestro proximo objetivo es demostrar el llamado Teorema Fundamen-
tal de la Aritmeética.

TEOREMA 1.75 (Fundamental de la Aritmética). Todo numero natural
distinto de 0 y 1 es producto de nitmeros primos. Esta factorizacion es tinica
salvo reordenacioén de los factores primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que el conjunto
X={neN|n>2ynno es producto de primos }

fuese no vacio. Entonces tendria un minimo, digamos m. Por el Lema 1.69,
m tiene un divisor primo, digamos p. Asi, m = ap para cierto a € N. Como
m # 0, tenemos que a # 0. Ahora, a # 1 ya que, de lo contrario, m seria
primo. Por tanto a # 0,1. Como a < m, tenemos que admitir que a ¢ X,
luego a es un producto de primos. Pero, claro, m = ap es entonces un
producto de primos. Asi que, en cualquier caso, m ¢ X, lo que es una
contradiccién. Por tanto, X es vacio, y todo niamero natural distinto de 0 y
1 es producto de nameros primos.

Para ver la unicidad, supongamos que existe un numero natural con
dos factorizaciones distintas, y tomemos n minimo con esta propiedad.
Asi, tendremos dos factorizaciones distintas n = p;---pr = q1---qs, para
P1y---yPryq1,---,qs Primos. Por aplicacion reiterada del Lema 1.72, p; ha
de ser divisor de algun gj, para algun j. Al ser éste primo, p; = q;. Reor-
denando los factores qj, podemos suponer que j = 1, esto es, p1 = qi.
Deducimos asi que p2---pr = q2---qs. Pero este namero es estrictamen-
te menor que n, por lo que su factorizaciéon en primos es Unica. Asi que

r = sy, tras reordenacion, p; = q; para i = 2,...,r. Pero, de esta forma,
hemos visto que las factorizaciones distintas de n son la misma. Contra-
diccion. O

EJERCICIO 27. Si un numero natural no es el cuadrado de ningun otro
nuamero natural, entonces no es el cuadrado de ningan ntiimero racional.
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Division Euclidiana. Aqui va otro teorema que aparece en los Ele-
mentos de Euclides.

TEOREMA 1.76 (Division Euclidiana de niumeros naturales). Dados a,b €
N conb # 0, existen q,r € N tales quer <bya=qb+r.

DEMOSTRACION. Esta demostracion también la haremos por induc-
cion. Por conveniencia, dado 0 # b € N, diremos que a € N admite una
division con resto entre b si existen q,r€ Nconr<by a=qb+r.

Dado b # 0, consideremos el conjunto

X={neN|Vae N con a <n,a admite una division con resto entre b}.

Obviamente, 0 € X, ya que 0 = 0b 4+ 0. Supongamos que n € X. Tomemos
a <n+ 1. Pueden darse dos casos.

Si a < b, entonces a = 0b + a, tomando q =0, r = a tenemos la division
con resto.

Si a > b, entonces a = b + k para cierto k € N. Observemos que k <
a<n+1. Luego k <ny, comon € X, existen q,vr € N tales que r < by
k = gb 4 r. Para concluir, observemos que

a=b+k=b+qgb+r=(q+1)b+r
da la division con resto deseada. Por induccion, X = N. O

OBSERVACION 1.77. Es posible demostrar!! que los numeros naturales
g,r que aparecen en en el Teorema 1.76 estan determinados de manera
Uunica por a,b. De acuerdo a la tradicién, q se llama cociente y r se llama
resto de la division de a entre b. Usaremos la notacion

g = quot(a,b), r=rem(a,b).

OBSERVACION 1.78. Seguro que recordais como se calcula en primaria
el maximo comun divisor de dos naturales a, b, con a > b > 0. Aqui sugiero
un método que, lo mismo, no conocéis: Si realizamos una division con
resto, tendremos que a = qb + 1, para q,r € N con r < b. Segin el Lema
1.70, los divisores comunes de a y b son los mismos que los divisores
comunes de b y r. /Ves como aprovechar esto para calcular el maximo
comun divisor de a y b sin conocer sus factores primos?

EJERCICIO 28. Sean € N, n # 0. Para cada a € N, escribamos rem(a,n)
para denotar el resto de la divisién de a entre n. Definimos la relaciéon
mod, en N por la condicién a mod,, b sirem(a,n) =rem(b,n) para a,b € N.
Demostrar que mod, una relaciéon de equivalencia. El respeto a la tradi-
cion sugiere que escribamos a = b (mod n) para indicar a mod,, b. Descri-
bir el conjunto cociente N/mod,,.

EJERcICIO 29. En un monoide (A, *,e), podemos definir, paran € N, y
a € A, el elemento a™ como sigue. Para n = 0, definimos a® = ey, supuesto
definido a™ para cierto m € N, definimos a™*' = a™ * a. Demostrar que
aktm = gk x a™y (a®)! = a*! para todo k,1 € N.

llUsando nuimeros enteros (positivos y negativos), es bastante facil. Si s6lo nos per-
mitimos, en este momento, nameros naturales, la demostracion es algo mas sutil. Puedes
intentarlo.
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Capitulo 2

Anillos

En este capitulo vamos a introducir dos estructuras fundamentales, la
de grupo y la de anillo. Nuestro ejemplo basico sera el anillo de los ntiime-
ros enteros, del cual se derivaran otros ejemplos basicos como los anillos
de clases de congruencia, cuya utilidad quedara clara por su aplicaciéon
a la aritmética modular. En capitulos posteriores, tras la construcciéon de
los anillos de polinomios, el catalogo de ejemplos se ampliara considera-
blemente.

2.1. Nociones de grupo y anillo. El anillo de los enteros.

Ahora nos disponemos a construir formalmente el conjunto Z de los
nuameros enteros a partir de N. Esto es un buen banco de pruebas para
afianzar la nocion de relacion de equivalencia.

Construccion de los enteros. Si n,m € N con m > n, entonces existe
un unico k € N tal que n + k = m. Este nimero k se llama diferencia entre
m y n. Es universalmente admitido escribir entonces k = m —n.

Los ntimeros enteros se inventan para dar sentido a la diferencia n—m,
que, cuando m > n, no tiene sentido en N. Estos nuevos ntiimeros han
de contener a los naturales, poseer un orden y operaciones artiméticas
(suma y producto) que extiendan a las de N y que disfruten de propiedades
adecuadas.

Vamos a construir el conjunto de los niimeros enteros como aplicacion
de la Proposiciéon 1.37. Comenzaremos definiendo un pre-orden en N x N,
que quiere establecer cuando una diferencia va a ser menor que otra, en
términos puramente de niumeros naturales (jsin signo!).

LEMA 2.1. Definamos la relaciéon «< en N x N estableciendo, para
(my,m),(m/;m’) e Nx N,
que
(mym) < (M'm’) sin+m’ <m+n’.

La relaciéon «x es un pre-orden.

DEMOSTRACION. Se trata de una relacion obviamente reflexiva, asi que
s6lo hemos de probar la propiedad transitiva. Tomemos

(n,m), (n,m’), (n”, m"”) € Nx N

tales que

Entonces
n+m' <m+n'yn' +m”<m’'+n”.
Sumando los miembros al mismo lado de cada desigualdad, obtene-
mos
n+m +n'+m” <m+n'+m’+n’”.
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De donde! n+m” <m+n”, esto es, (n,m) x (n”,m"). O

Estamos en condiciones de construir los niameros enteros.

PROPOSICION 2.2. El conjunto cociente

_NXN
R

bajo la relacion de equivalencia R definida por

Z

m,mRM'M’) sin+m’'=m+n’,

para (n,m), (n’,m’) € N x N, estd totalmente ordenado por la relacién de
orden < definida por

[(n,m)gr <M ,m)lg sin+m' <m-+n'.

DEMOSTRACION. Se obtiene por aplicaciéon directa de la Proposiciéon
1.37 al pre-orden dado en el Lema 2.1. g

DEFINICION 2.3. El conjunto ordenado (Z, <) definido en la Proposicién
2.2 se llama conjunto de los niimeros enteros.

OBSERVACION 2.4. Observemos que
[(3) ])]R = {(2) 0)» (3) 1 )) (4»2)) oo }

Fijémonos en que los elementos de esta clase de equivalencia son todas
las formas de obtener 2 como diferencia de dos ntumeros naturales. O sea,
de alguna forma, [3, 1]g es el nimero 2. Lo interesante es que la clase

[(1)3)]12 = {(0,2), (1»3)) (2a4)> . }

contiene todas las formas de obtener —2 como diferencia de dos ntumeros
naturales. Es decir, [1,3]r es el numero negativo —2.

Vamos a ver que el conjunto N se puede identificar, como conjunto
ordenado, con un subconjunto de Z.

PROPOSICION 2.5. La aplicaciéon v : N — Z definida por «(n) = [(n,0)]r
para todon € N es inyectiva. Ademads, paran, m € N, se tiene quen < m si,
y solo si, t(n) < ((m).

DEMOSTRACION. Veamos primero que t es inyectiva: si a,b € N son
tales que t(a) = ((b), entonces [(a,0)]g = [(b,0)]g. Segan la Proposicion
1.34, (a,0)R(b,0), de donde a+0=0+Db, esto es, a =b.

Supongamos ahora que m,n € N. Es bastante obvio que n < m si, y
solo si, ((n) < 1(m). O

La Proposicién 2.5 permite ver N como un subconjunto de Z, de mane-
ra que el orden usual de N se extiende a un orden en Z. El siguiente paso
es extender adecuadamente las operaciones suma y producto de N a Z.

1Estamos suponiendo que sabemos que si a, b, c € N verifican que a+c < b+c, entonces
a < b. Esto se puede probar a partir de hechos atn mas “evidentes” sobre N, sin necesidad
de usar nameros negativos, pero no nos vamos a entretener en ello.
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Nocién de grupo. Los enteros como grupo aditivo. Como veremos,
un anillo combina dos estructuras de monoide. Una de ellas disfruta,
ademas, de una propiedad adicional que lo hace un grupo. Como los gru-
pos son objetos fundamentales en Matematicas, definamos esta nocion.

DEFINICION 2.6. Un monoide (A, *,e) es un grupo si para cada a € A,
existe a € A tal que axa =e =ax* a. El grupo es corunutativo si lo es como
monoide, esto es, a*b =b *x a para todo a,b € A.

EJeERrcicio 30. Demostrar que, para un grupo (A, x,e), y cada a € A,
el elemento a esta determinado de manera tnica por a. El elemento a se
llama simétrico de a.

OBSERVACION 2.7. En muchos contextos, cuando se tiene un grupo
conmutativo, se suele usar la llamada “notacion aditiva”. Esto significa
que la operacién de monoide se representa por el signo +, el elemento
neutro por 0 y, para cada a en el grupo, —a denota el elemento simétrico
de a, que verifica que —a + a = 0. Se suele llamar opuesto de a.

Se usara la notacién abreviada a—b para a+ (—b). Este va a ser el caso
de Z, como veremos mas abajo, o de la “suma” en un espacio vectorial,
como habréis visto en Algebra Lineal.

OBSERVACION 2.8. En general, para un grupo cualquiera A, se suele
usar la “notacion multiplicativa” a~' para denotar el simétrico de a € A.
En tal caso, el elemento a~' se llama inverso de a. En este contexto, la
yuxtaposiciéon ab de dos elementos a,b € A denota su producto, esto es,
ab=axb.

DEFINICION 2.9. Sea (A, *,e) un monoide, y B C A. Diremos que B es
un submonoide de A si e € B y, para cada b,c € B, se tiene que b xc € B.
Obsérvese que, en tal caso, la restriccion de la operacion binaria x a B x B,
hace que (B, *,e) sea, a su vez, un monoide.

EJEMPLO 2.10. Dado un conjunto X, consideremos
Sym(X) ={f: X — X | f biyectiva }.

Es claro que (Sym(X),o,idx) es un submonoide de (Map(X, X),o,1idx). Se
deduce de la Proposicion 1.47 que Sym(X) es un grupo, llamado grupo de
permutaciones de X.

TEOREMA 2.11. Existe un grupo conmutativo (Z,+,0) que contiene a
(N, +,0) como submonoide de manera que

Z = —-NUN,

donde
—N={-k |k € N}.

El grupo (Z,+,0) esta totalmente ordenado por la relacion n < m si, y sélo
si, existe k € N tal quen + k =m, paran,m € Z.

DEMOSTRACION. Consideremos la relacion de equivalencia R en N x N
proporcionada por la Proposicion 2.2. El conjunto cociente es

Z = (N x N)/R.

Vamos a usar notacion aditiva para la operacion de grupo en Z. Defi-
nimos, pues, para [(a,b)lg, [(c, d)]r € Z,

2.1) [(a,b)lr + [(c,d)]r = [(a+¢,b+ d)]r.
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Hemos de comprobar que esta definicion no depende de los representantes
de las clases de equivalencia escogidos. Asi, supongamos que

[(a,b)]r = [(a’,b")]r y [(c, d)]r = [(c',d")]r.

Usando las propiedades conmutativa y asociativa de la operacion + en N,
tenemos que

(a+c)+ (b’ +d)=(a+b)+(c+d)=(a’"+b)+(c'+d)=(a’+c')+(b+4d).

Por tanto,
(a+c¢,b+d)R(a’+c’,b"+d’),
de donde
(la+c,b+d)r=[a’+c',b' +d")k.
La asociatividad de la nueva operacion + se sigue facilmente de la de
+ en N. Ademas, el elemento neutro es, claramente, 0 = [(0,0)]g. Tenemos,

pues, un monoide (Z,+,0), claramente conmutativo.
Veamos que se trata de un grupo: dado [(a,b)]r € Z, tenemos que

[(a,b)]r + [(b, a)]r = [(a + b,b+ a)lr = [(0,0)]r =0.

Vamos a representar los elementos de Z de manera mas familiar. La
Proposicion 2.5 da una aplicacion inyectiva t : N — Z que permitia identi-
ficar N con

Im(J) ={[(n,0)]r [ m € N}

como conjunto ordenado. Concretamente, vamos a identificar cada n € N
con la clase [(n,0)]g.

Vemos facilmente que, de esta forma, N resulta ser un submonoide de
Z: paran,m € N, tenemos

[(n, 0)]r + [(m,0)]r = [(n+m,0)]k.
Si ahora escribimos, para n € N, —n = [(0, n)]g, consideremos
—N={-—n|neN}L

Demostremos que Z = —N UN. En efecto, dado [(a,b)]r € Z, se tiene que, o
bien a > b, o a < b. En el primer caso, existe k € N tal que a = b + k, por lo
que
[(a,b)lr = [(b+k,b)lr =[(k,0)]rg =k € N.
En el segundo, para k € N tal que b = a + k, tenemos
[(a,b)]r = [(a,a+K)]r = [(0,k)] = —k € —N.

Veamos, por ultimo, cémo se caracteriza ahora el orden en Z que introdu-
jimos en la Proposicién 2.5. Recordemos que [(a,b)lr < [(c,d)]r si, y s6lo

si, a+d < b+c. Esto es, existe k € N tal que b+c = k+a+d. Esta condicion
es equivalente a decir que

[(a, b)lr + [(k, 0)]r = [(c, d)]k.

Es decir, hemos demostrado que, dados x,y € Z, x < y si, y soélo si, existe
k € N tal que x+k =y. Observemos que no hemos tenido que preocuparnos
de los “signos”... explicitamente. O

EJERcIcIO 31. Con la notacion del Ejercicio 29, supongamos ahora
que A es un grupo. Usamos notacion multiplicativa en A (ver Observacion
2.8). Paran € Z con n < 0, definimos a™ = (a~')™™. Demostrar que a**V =
a*a¥ para todo x,y € Z.
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El Teorema 2.11 es el instrumento que permite, en lo que respecta al
orden y la suma, no volver a usar que los elementos de Z son clases de
equivalencia.

Nocién de anillo. Los enteros como anillo. Nos proponemos ahora
extender la multiplicacion de N a Z de manera adecuada. Este producto en
Z gozara de unas propiedades que permitiran operar en Z de manera sen-
cilla. Dichas propiedades son compartidas con otros sistemas algebraicos
relevantes, asi que merecen una definicién abstracta como la que sigue.

DEFINICION 2.12. Un anillo es un grupo conmutativo (A, +,0) dotado
ademas de una estructura de monoide (A, -, 1) tal que se verifica la propie-
dad distributiva, esto es, para todo a,b,c € A, se tiene que

l.a-(b+c)=a-b+a-c,

2. (b+c)-a=b-a+c-a.
Se usa la notaciéon (A, +,0,-,1), pero también diremos simplemente que “A
es un anillo”. La operacion + se suele llamar suma de A, en tanto que - es
el producto o multiplicacion de A. El elemento 0 se llama cerode A,y 1 es el
uno de A. El anillo es conmutativo si (A, -, 1) es un monoide conmutativo.

EJERcCICIO 32. Demostrar que, en todo anillo A, se tiene que a-0 =
0 = 0-a para todo a € A. Deducir que, en un anillo con al menos dos
elementos, 0 # 1.

EJERCICIO 33. Sean x,y € A, donde A es un anillo. Demostrar que
(—x)-y=—x-y=x-(—y). Deducir que (—x) - (—y) =x-y.

EJERCICIO 34. Sean A, B anillos. En el producto cartesiano A x B defi-
nimos las operaciones

(a)b) + (Cl/,b’) = (a+ a/)b +bl) y ((l,b) : (a/)b/) = (Cl' Cl/,b : bl)

Demostrar que, con estas operaciones, A x B es un anillo, llamado anillo
producto de A 'y B.

EJERCICIO 35. Para un anillo A, consideremos en A x A las siguientes
operaciones: (a,a’)+(b,b’) = (a+b,a’+b’) y (a,a’)-(b,b’) = (a-b,a-b’+a’-b).
Demostrar que A x A, con estas operaciones, es un anillo.

TEOREMA 2.13. El grupo conmutativo (Z,+,0) admite una estructura
adicional de monoide (Z,-,1) que lo hace un anillo conmutativo. El producto
- esta dado por

(2.2)  [(a,b)lr - [(c,d)]r = [(ac + bd, ad + be)lg, (l(a, b)]g, [(c, d)Ir € Z),
y, por tanto, es una extensién del producto de N.

DEMOSTRACION. Comencemos demostrando que el producto dado en
(2.2) esta bien definido. Asi, supongamos que (a,b)R(a’,b’) y (¢, d)R(c’,d’).
Se tiene entonces que a+b’=a’+byc+d’ =c’+ d. De estas identidades
se obtienen facilmente las siguientes:

ac+b’'c = dad’c+bc
a’d+bd = ad+b'd
a’c+a’d” = a'c’+da’d
b'c’+b’d = b'c+b’d’

Sumando los términos al mismo lado, y cancelando sumandos iguales en
la identidad resultante, se obtiene que

ac+bd+a’d +b'c’=ad+bc+a’c’+b’d’.
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Asi, (ad+bd, ad+bc)R(a’d’+b’d’,a’d’+b’c’), lo que muestra que el producto
dado en (2.2) esta bien definido.

Claramente, - es conmutativo y extiende al producto en N. La compro-
bacién de las propiedades asociativa y distributiva son calculos rutinarios
que se dejan como ejercicio. Es claro que 1 € N es neutro para el producto
definido en Z. O

OBSERVACION 2.14. En virtud del Teorema 2.11, cada elemento de
Z es de la forma n o —n para algiin n. Ahora, el Teorema 2.13, junto
con el Ejercicio 33, permite asi multiplicar dos ntimeros enteros sabiendo
multiplicar nimeros naturales, mediante las reglas usuales de manejo de
los signos bajo la multiplicacion.

,Cual es el sentido del Teorema 2.13? Bueno, si no supiéramos que
Z es un anillo, y prefiriéramos definir su producto a partir del de N con
arreglo a las reglas de los signos (como en la escuela elemental, o sea, “mas
por menos es menos”, “menos por menos es mas”, etcétera), tendriamos
que demostrar que se trata de un producto asociativo y distributivo con
respecto de la suma. Esto da una cantidad de casos posibles en los signos
de los numeros involucrados en las identidades que comprobar bastante
desagradable, aunque, si uno se empena, puede hacerlo asi...

EJERcICIO 36. Con la notacion del Ejercicio 31, demostrar que (a*)¥ =
a*¥ para todo x,y € Z.

OBSERVACION 2.15. Se suele representar el producto de niumeros en-
teros mediante yuxtaposicion. Es decir, si a,b € Z, entonces escribimos
ab = a-b. De hecho, esta notacion se hace extensiva a cualquier anillo.

Subgrupos de Z. El conocimiento de los subgrupos de Z proporcio-
na una herramienta fundamental para una aproximacién moderna a las
aritméticas entera y modular. Como la nociéon de subgrupo es también
relevante en Matematicas, comencemos con la definicion general.

DEFINICION 2.16. Sea (A, x,e) un grupoy B C A un submonoide. Dire-
mos que B es un subgrupo si (B, *,e) es un grupo.

El siguiente ejercicio da una caracterizacion de subgrupo que, en no
pocos textos, se da como definicién.

EJERcICIO 37. Sea (A, *,e) un grupoy B C A un subconjunto no vacio.
Demostrar que B es un subgrupo de A si, y so6lo si, para todo b,c € B se
tiene que b x ¢ € B.

TEOREMA 2.17. Para cada n € N, el conjunto nZ = {nq | q € Z} es un
subgrupo de (Z,+,0). Todo subgrupo de (Z,+,0) es de esa forma.

DEMOSTRACION. Si a,b € nZ, entonces a = ng, b = nk, para ciertos
g,k € Z. Por tanto, a — b = nq — nk = n(q — k) € nZ. De acuerdo con el
Ejercicio 37, nZ es un subgrupo de Z.

Supongamos, reciprocamente, que I es un subgrupo de Z. Si I = {0},
entonces, claramente, I = 0Z.

Supongamos que I # {0}. Eso significa que existe x € [ con x # 0. Como
I es subgrupo, tenemos que —x € 1. Por el Teorema 2.11, tenemos que, o
bien x € N, o bien —x € N. Esto es, el conjunto IN N, es no vacio. Por la
buena ordenacion de N (ver Teorema 1.68), podemos tomar el minimo n
de INN,.
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Comencemos razonando que nZ C I. En efecto, dado q € Z, hemos de
ver que nqg € I. Si q € N, entonces

(q)
‘n_q :n+ P +‘n_)

donde esta notacion significa “sumar q veces n.” Como n € I, se deduce de
aqui que nq € I. En caso de que —q € N, tenemos que
ng=(-n)(~q) = (~n)+ ¥
Como —n € I, volvemos a obtener que nq € I.
Para demostrar la inclusion I C nZ, tomemos a € I. Si a € N, entonces,
por la Division Euclidiana en N, tenemos que a = qn + r para ¢, € N con
r < n. Pero, entonces, r = a — qn € I, lo que implica que r = 0, por ser n
minimo entre los nimeros naturales no nulos de I. Esto es, a = qn € nZ.
La otra opcion es que —a € N. Encontramos de nuevo k,s € N tales que
—a=kn+sys <n.Denuevo, s =—a—kn € [, lo que implica que s = 0.
Asi, a = —kn € nZ, lo que concluye la demostracion. d

+(—n).

Un punto clave de la demostracion del Teorema 2.17 es el uso de la
division euclidiana en N, convenientemente adaptada a niimeros enteros.
Si la acomodamos completamente, obtenemos el siguiente resultado fun-
damental de la aritmética entera. Introducimos primero la nocion de valor
absoluto.

DEFINICION 2.18. Dado x € Z, definimos el valor absoluto de x como
x| =xsix >0,y x| =—xsix<0.

TEOREMA 2.19 (Division euclidiana en Z). Dados m,n € Z con n # 0,
existen q,r € Z tales que m = qn + 1 y |r| < In|.

DEMOSTRACION. En la demostracion del Teorema 2.17 hemos proba-
do, de hecho, el enunciado para n > 0. Para n < 0, podemos aplicar lo
demostrado alli a —n. Asi, existen q,r € Z tales que m = q(—n) + r, con
[r]l < —n = |n|. Obviamente, m = (—q)n + r, que es una divisién euclidiana
como la deseada. O

DEFINICION 2.20. Los numeros q y r que aparecen en el Teorema 2.19
se llaman, respectivamente, cociente y resto de la division de m entre n.
Usaremos la notacion quot(m,n) = qy r = rem(m,n).

OBSERVACION 2.21. A diferencia de lo que ocurria con la divisién con
resto en N, los valores q y r no son ahora tnicos, como muestran las dos
divisiones 3=1x2+1y3=2x2—-1.

EJERcICIO 38. Demostrar que, dados m,n € Z con n # 0, existen, en
general, dos restos (y no mas) de dividir m entre n en Z. En qué caso son
estos dos restos iguales?

2.2. Aritmética Entera

En esta seccion vamos a estudiar la aritmética entera elemental.

Divisibilidad e identidad de Bezout. Comencemos fijando alguna
nomenclatura.

DEFINICION 2.22. Dados a,b € Z, diremos que a es un divisor de b
(0 que a divide a b) si b = qa para algun q € Z. Usaremos entonces la
notacion alb. Equivalentemente, diremos que b es un multiplo de a.
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OBSERVACION 2.23. Sean a,b € Z. Observemos que alb, para a # 0 si,
y solo si, el resto de dividir b entre a es 0. También es facil ver que a divide
a b si, y sélo si, |a| divide a |b|. Es por eso que no se pierde generalidad si
enunciamos los resultados que involucran divisibilidad para N en lugar de
para Z.

LEMA 2.24. Seann, m € N. Entonces n divide a m si, y solo si, mZ C nZ.
Como consecuencia, n = m si, y solo si, nZ = mZ.

DEMOSTRACION. Supongamos que njm. Entonces m = gqn para algun
q € N. Si a € mZ, tenemos que a = km para cierto k € Z, luego a = km =
kqn € nZ. Reciprocamente, si mZ C nZ, entonces m € nZ, luego m = kn,
para cierto k € Z. Obviamente, k € N, con lo que n|m. ]

PROPOSICION 2.25. Dados a,b € N, existe d € N con la siguiente propie-
dad: d|a, d/b y, para cualquier d’ € N tal que d’|a y d’|b, se sigue que d’|d.
El niimero d es tinico con esta propiedad, se llama maximo comun divisor
de a y b, y serd denotado por med(a,b).

DEMOSTRACION. Consideremos
[=aZ+bZ ={ka+1b | k,1 € Z}.

Comprobemos que I es un subgrupo de Z: si k,k’,1,1’ € Z, entonces, por el
Ejercicio 37,

ka+W—(k'a+1b)=(k—k)a+(1-1)bel

Por el Teorema 2.17, existe d € N tal que I = dZ. Bien, como aZ C dZ,
deducimos del Lema 2.24 que d|a. Analogamente, d|b.

Ahora, supongamos que d’la y d’|[b. Por el Lema 2.24, tenemos que
aZ C d'Z y bZ C d’'Z. Esto implica claramente que aZ + bZ C d'Z. Por
tanto, dZ C d’Z y el Lema 2.24 nos da que d’|d. La unicidad de d viene de
que si d es otro nimero natural con las mismas propiedades, entonces d|d
y d|/d, de donde d = d. O

OBSERVACION 2.26. Si a o b es no nulo, entonces mcd(a,b) es el maxi-
mo, con respecto de la relacion de orden “ser divisor de”, del conjunto
de los divisores comunes de a y b. Es claro que, con nuestra definicion,
mcd(0,0) = 0, lo que supone una excepcion a la interpretacion anterior,
puesto todo namero natural n verifica que 0 = n -0y, por tanto, n divide?
a 0.

He aqui una consecuencia de la demostracién de la Proposicion 2.25.

TEOREMA 2.27 (Identidad de Bezout). Dados a,b € N, y d = mcd(a,b),
existen u,v € Z tales que d = ua + vb.

DEMOSTRACION. Hemos visto en la demostraciéon de la Proposicion
2.25 que dZ = aZ + bZ. Por tanto, d = ua + vb, para ciertos u,v € Z. (]

Analogamente, podemos demostrar que existe el minimo comtn multi-
plo de cada par de naturales.

2Aqui hay colisién con cierta nomenclatura en anillos. No diriamos que “n es un divisor
de cero”, porque este nombre se reserva a ciertos elementos en un anillo. Concretamente, si
A es un anillo, un divisor de cero es un elemento a € A, a # 0, tal que existe un elemento
b € A, b # 0 verificando que ab = 0. Observemos que, con esta definicién, Z carece de
divisores de cero.
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PROPOSICION 2.28. Dados a,b € N, existe m € N con la siguiente pro-
piedad: alm y blm y, para cualquier m’ € N tal que ajm’ y bjm’, se sigue que
m|m’. El niimero m es tinico con esta propiedad, se llama minimo comun
multiplo de a y b, y serda denotado por mcm(a,b).

DEMOSTRACION. Observemos que [ = aZ N bZ es un subgrupo de Z.
Por el Teorema 2.17, existe m € N tal que [ = mZ. Ahora, la demostracion
sigue una linea argumental similar a la de la Proposicion 2.25, y se deja
su completacion como ejercicio. g

OBSERVACION 2.29. Observemos que mcm(a,b) es el minimo, con re-
pecto de la relacion “ser divisor de”, del conjunto de los multiplos comunes
de a y b. Observemos que mcm(a,0) = 0 = mcm(0, a) para cualquier a € N.

EJERcICIO 39. Completar la demostracion de la Proposicion 2.28.

Algoritmo de Euclides Extendido. Vamos ahora a exponer un algo-
ritmo fundamental en la aritmética entera.

TEOREMA 2.30. Dados a,b € N, con b # 0, definimos una sucesion de
ntimeros naturales {ri}i>o como sigue: vo = a, 11 = b, y el término siguiente
a cadar; parai> 1 como

Fior = {rem(ri_hri) sity 0,
0 Si Ty = 0.
Entonces
(1) Existeh > 1 talquer, #0 y 41 =0.
(2) T = mcd(a,b).
(3) Existen niimeros enteros 1o, WUy, ..., Wn, Whi1,V0,V1,...,Vh,Vhi tales que
i =wa+vib paratodoi=0,1,...,hh + 1.

DEMOSTRACION. (1). Observemos que, siempre que r; # 0, se tiene que
Ti41 < 1i. Deducimos?® que existe h > 1 tal que 1, # 0 pero t,,1 = 0.

(2). Para i < h, tenemos que r; # 0, luego podemos hacer uso de la
division con resto en N

Ti—1 = qi+171 + Tit1,
donde qi1 es el cociente. De aqui, los divisores comunes de ri_; y i son
los mismos que los divisores comunes de 1; y ri4+1. Asi que

rh = mcd(0, 1) = med(rthy1,Th) =
mcd(rh, ™h_1) = --- = med(ry, 7o) = med(b, a).
(3) Vamos a definir los elementos u;,v; € Z, i =0,1,...,h,h+ 1. Tomamos
uy=1vo=0u; =0,vy =1,

Una vez calculados u;,vi,ui_j,vi_1, para 1 <i < h, definimos

Wit1 = Ui—1 — qi+1Ui, Vit1 =Vi—1 — i+1Vi.
Asi,
Uip1a+vigib = (W1 —qipiwa+ (vieg — qipivi)b =
Wita+viib—dqgirr(wia+vib) =711 — qip1Ti = Tig1.

O

3Ponemos r = min{r; | i > 1}. Afirmamos que r = 0. En efecto, si r = r; para ciertoi > 1y
r =r1; # 0, entonces ri; < 1i, por lo que r no seria minimo, lo que es una contradiccion.
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De la demostracion del Teorema 2.30, deducimos el Algoritmo 1, que
se llama Algoritmo de Euclides Extendido.

Algoritmo 1 Algoritmo de Euclides Extendido

Input: a,b € Ncon b #0.
Output: {ui,vi,Ti}li—o,... nn+1 tales que r; = uja+vibparai=0,1,...,h,h+1,
Th+1 =0,
h = mcd(a, b),
Initialitation:
To ¢ a, T < b.
Ug — 1, uy « 0.
Vo — O, V1 — 1.
q+—0,1«0.
i 1.
while r; # 0 do
q « quot(ri_1,1¢)
T rem(ri_1,Ti)

Tiqr1 & T
Wip] & Ui—1 — quy
Vit] & Vi1 — qvi
1e—1i+1

return {u;,Vvi,Ti}i—o,.. hh+1

TEOREMA 2.31. El Algoritmo 1 es correcto.

DEMOSTRACION. La demostracion de la correcciéon de un algoritmo
consiste en mostrar que el mismo hace lo que dice que hace, es decir,
que dada una entrada como la especificada, la salida satisface lo declara-
do. En el caso del Algoritmo 1, su correccion se sigue de la demostracion
del Teorema 2.30. O

OBSERVACION 2.32. Como demostraremos en un contexto mas gene-
ral, mcm(a,b) = ahup 1| = blv i1l

EJEMPLO 2.33. La aplicacion del Algoritmo 1 al par de nameros a =
2018,b = 1918 proporciona los resultados recogidos en la siguiente tabla

gi T Ui Vi
2018 1 0
1918 0 1

1 100 1 —1
19 18 19 20
5 10 % —101
1 8§ 115 121
1 2 211 =222
4 0 =959 1009

Por tanto, mcd(2018,1918) =2y 2 =211 x 2018 — 222 x 1918. Ademas, segiin
la Observacion 2.32, mcm(2018,1918) = 1935262.

Observemos que, de acuerdo con las demostraciones de las proposi-
ciones 2.25y 2.28, tenemos que

2018Z + 19187 = 2Z

N U WN = O e

y
2018Z N 1918Z = 19352627.
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Ecuaciones diofanticas. Comenzaremos con un resultado que sera
atil.

LEMA 2.34. Sean a,b,n,m € N tales que na = mb. Si mcd(a,b) = 1,
entonces n es un multiplo de b y m es un multiplo de a.

DEMOSTRACION. Por la identidad de Bezout, 1 = ua + vb para ciertos
u,v € Z. Multiplicando por n, obtenemos

n = nua + nvb = umb + nvb = (um + nv)b.

Asi que n es un multiplo de b. Analogamente, m es un multiplo de a. O

EJERCICIO 40. Deducir el Teorema de Euclides (Teorema 1.72) del Le-
ma 2.34.

Sean a, b, c € Z y consideremos la ecuacion siguiente en las incognitas
X, Y:
(2.3) ax+by=c

Vamos a suponer que a,b # 0. Y asumiremos, por comodidad, que a,b,c €
N (ver Observaciéon 2.36.) Diremos que (2.3) tiene solucion entera si existen
X,y € Z satisfaciéndola.

Discutamos primero cuando (2.3) tiene solucién, y después como cal-
cular ésta. Escribamos d = mcd(a, b). Observemos que (2.3) tiene soluciéon
entera si, y so0lo si, ¢ € aZ + bZ. Como aZ + bZ = dZ, tenemos que (2.3)
tiene solucion si, y soélo si, ¢ € dZ. Por tanto, (2.3) tiene solucion entera si,
y s6lo si, ¢ es un multiplo de d = mcd(a,b).

Ahora, veamos como se obtienen todas las soluciones enteras de (2.3),
en caso de que las haya. Calculamos, mediante el Algoritmo 1, u,v € Z
tales que d = au + bv. Como estamos en el supuesto de que (2.3) tiene
solucién, ¢ = c¢’d, para cierto ¢’ € N. Asi que xo = ¢’u, yo = ¢’v es una
solucioén, lo que se ve multiplicando d = au+ bv por ¢’.

Una vez calculada una solucion particular xo,yo, supongamos x,y € Z
cualquier otra solucion. Entonces a(x — xo) + b(y —yo) = 0. Por otra parte,
existen a’,b’ € Ntalesque a=a’dy b="b'd.

Tenemos, por un lado, que

(2.4) a’(x —xo) =b'(yo —y),
y, por otro,
1=au+bv.
Por tanto, mcd(a’,b’) = 1. Por el Lema 2.34, [x — xo| es un multiplo de b’ e

ly — yol es un maultiplo de a’. Esto es, existen k,1 € Z tales que
x—xo =kb ey—yo=1la’.

Sustituyendo en (2.4), obtenemos que a’b’k = —a’b’l, de donde k = —L.
Por tanto, x = xo + kb’, y = yo — ka’. De aqui, deducimos que la solucion
general de (2.3) es

x =% +kb’, y=yo—kd, k € Z.
EJEMPLO 2.35. Resolvamos la ecuacion diofantica
2018x + 1918y = 100

Usaremos los datos calculados en el Ejemplo 2.33. Como mcd(2018,1918) =
2, que es un divisor de 100, la ecuacion tiene soluciones enteras. Siguiendo
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la notacién de la discusion general anterior, tenemos d = 2, ¢/ =50, a’ =
1009, b’ = 959, u =211, v = —222. Por tanto, una soluciéon particular es

xo =50 x 211, yo =50 x (—222),
en tanto que la solucién general es
x = 10550 + 959k, y = —11100 — 1009k (k€ Z).

Si nos hubiéramos dado cuenta de que x; = 1,y; = —1 es también una
solucion particular, podriamos haber expresado la solucién general de la
siguiente forma

x=1+959%, y=-1-1009%, (k€ 2Z),

que es mas sencilla.

Insistamos que cada solucién particular dara una forma distinta a
la solucién general, pero las infinitas soluciones obtenidas al variar el
parametro entero k son las mismas.

OBSERVACION 2.36. Aunque el procedimiento discutido supone a,b,c €
N, en realidad esto no es una restriccion.
Asi, por ejemplo, si a < 0, basta con observar que la la ecuacion

ax+by=c

es equivalente a
(—a)(—x)+by =c.

Cambios de signos adecuados dan cuenta también de los demas ca-
sos posibles para resolver con a,b,c € Z. Por cierto, que la misma idea
muestra que el calculo del maximo comun divisor de dos enteros, y de los
coeficientes de Bezout, se reduce facilmente al caso de numeros positi-
vos. Con todo, daremos mas adelante estos algoritmos en contextos mas
generales, de los que Z sera un ejemplo.

2.3. Ideales. Anillos cocientes. Ecuaciones en congruencias

Vamos a ver que ciertas relaciones de equivalencia en un anillo dado
permiten dotar al conjunto cociente de estructura de anillo de una ma-
nera natural. Comenzaremos por hacerlo para grupos conmutativos con
notacion aditiva, ya que esta parte de la construccion es comtn con otros
ambitos importantes, como por ejemplo los espacios vectoriales cocientes.

Cociente de grupos conmutativos. Dado un subgrupo I de un grupo
conmutativo (A, +,0), y a € A, definimos

at+I={a+x|xell.

Vamos a ver que estos subconjuntos de A son las clases de equivalencia
para una cierta relaciéon de equivalencia.

LEMA 2.37. Sea I un subgrupo de un grupo conmutativo (A,+,0). La
relacion R en A definida, para a,b € I, por aRb si, y sélo si, a —b € 1
es de equivalencia. La clase de equivalencia de a € A viene descrita por
lalg =a+ 1.

DEMOSTRACION. Sea a € A. Puesto que a—a =0 € I, tenemos que aRa,
y R es reflexiva.

Si a,b € A son tales que aRb, entonces a —b € I. De aqui, b —a =
—(a—"1) €1, luego bRa.
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Finalmente, tomemos a,b,c € A tales que aRb y bRc. De aqui, a —c =
(a—b)+(b—c) €I, ya que a—b,b—c € L. Por tanto, R es transitiva y
concluimos que es de equivalencia.

Describamos seguidamente las clases de equivalencia. Tomemos a € A
y b € [a]r. Esto significa que bRa, por lo que b—a € 1. Escribiendo x = b—a,
obtenemos que b = a + x € a + 1. Tenemos, pues, que [a]g C a + 1. Para
probar la inclusion reciproca, tomemos a +x € a+ I con x € I. Entonces
a+x—a=x¢€1, dedonde (a+x)Ray a+x € [alg. O

PROPOSICION 2.38. Dado un subgrupo I de un grupo conmutativo (A, +,0),
denotemos por A/1 el conjunto cociente de A bajo la relacién de equivalen-
cia descrita en el Lema 2.37. Entonces A /1 es un grupo conimutativo con la
suma definida por

(2.5) (a+D+(b+D)=(a+b)+] a+Lb+IeA/L
Dicho grupo se llama grupo cociente de A modulo (o por) 1.

DEMOSTRACION. Como de costumbre, hemos de comprobar primero
que la suma dada en (2.5) esta bien definida. Asi, tomados a+1 = a’ +1,
b+ 1=0b’+1, tenemos que

(a+b)—(a’+b)=a—a’'+b—-b' 1,

yaque a—a’,b—b’ €. Por tanto, (a+b)+1=(a’+b')+ 1L

Ahora es facil demostrar que la suma definida en (2.5) es asociativa y
conmutativa, que el elemento neutro es I, y que si a+1 € A/I, entonces su
opuesto es —a + I. En definitiva, A/I es un grupo conmutativo. (]

EJERcCICIO 41. Completar la demostracién de la Proposicion 2.38.

EJEMPLO 2.39. Tomemos n € Ny el subgrupo nZ de (Z,+,0) y consi-
deremos el grupo cociente Z,, = Z/nZ.

Vamos a ver que, para n # 0, el grupo Z, tiene n elementos. Dado
a+nZ € Zn, tomamos k € N tal que a+kn > 0. Mediante divisién euclidiana
obtenemos q,r € N tales que a+ kn = qn +r, con r < n. De esta forma,

a+nZ=(a+kn)+nZ=(qn+r)+nZ=r+nZ.

Asi que
Zn ={r+nZ|0<1<n}

De hecho, estos elementos son distintos: si r+nZ =s+nZ para0 < r,s <n,
entonces r —s = qn, para cierto q € Z. Asin > |r —s| = [qn| = |qn, lo cual
solo es posible si q =0, es decir, si r = s. Asi que Z,, tiene, exactamente, n
elementos.

EJERCICIO 42. Si A es un grupo conmutativo finito, e I un subgrupo
de A, demostrar que card(A) = card(I)card(A/I), donde card(X) denota el
cardinal (numero de elementos) de un conjunto finito X.

Ideales y anillos cocientes. Recordemos que Z tiene una estructura
mas rica que la de grupo conmutativo. De hecho, es un anillo conmuta-
tivo. Una cuestion natural, cuya respuesta es afirmativa, es la de si los
grupos Z, tienen también estructura de anillo conmutativo. La construc-
cion general es la siguiente.

DEFINICION 2.40. Sea A un anillo. Un subgrupo I de (A, +,0) sera lla-
mado un ideal si verifica que ax € Iy xa € I para todo a € Ay todox € I.
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PROPOSICION 2.41. Sea I un ideal de un anillo A. Entonces el grupo
aditivo A /1 tiene estructura de anillo, con la multiplicacién dada por

(2.6) (a+D(b+1) =ab+]1 (a+Lb+1eA/I.
Este anillo se llama anillo cociente de A moédulo I.

DEMOSTRACION. Como de costumbre, hemos de comprobar que la mul-
tiplicacion dada por (2.6) esta bien definida. Asi, tomemos a+I=a'+1y
b+ 1="1b’+ 1. Tenemos que

ab—a’b’=ab—a’b+a’b—a’b' =(a—a')b+a’'(b—-b’)c],

puesto que b —b’;a—a’ € I e I es un ideal. Por tanto, ab+ 1 = a’b’ + L.
La unidad para esta multiplicacion es 1 + I, donde 1 € A es el elemento
neutro para la multiplicacién de A. La comprobacion de que esta mul-
tiplicacion en A/I es asociativa, junto con la propiedad distributiva, se
deducen facilmente de las correspondientes propiedades en A, y se dejan
como ejercicio. ]

EJERCICIO 43. Terminar la demostracion de la Proposicion 2.41.

EJEMPLO 2.42. Comprobemos que cada subgrupo nZ del grupo aditivo
Z es, de hecho, un ideal de Z con su estructura usual de anillo. Esto es
facil: si k € Zy qn € nZ, con k, q € Z, entonces kqn € nZ. De acuerdo con
la Proposicion 2.41, el grupo Z, = Z/nZ es un anillo conmutativo con la
multiplicacion
(a+nZ)(b+nZ) = ab + nZ.

Para z € Z, se suele usar la notacién simplificada zZ = z + nZ, siempre que
el contexto lo permita.

Vamos a introducir la notacion de congruencias. Para un ideal I de un
anillo A, y elementos a,b € A, usaremos la notacién a = b (mod I) cuando
ay b estén relacionados moédulo I, esto es,

2.7 a=b(modl) a+I=b+1Sa—-bel

En el caso de A = Z e I = nZ, abreviaremos escribiendo a = b (mod n) en
lugar de a = b (mod nZ).

EJEMPLO 2.43. Consideremos la ecuacioén en congruencias o modular
(2.8) ax = b (mod n),

donde a,b € Z son los coeficientes, n € N, n # 0 es el médulo, y x es
una incognita. Resolver esta ecuacion es calcular todos los x € Z que la
satisfacen.

Observemos que x es una solucion de (2.8) si y so6lo si existe k € Z
tal que ax — b = kn. Equivalentemente, ax — kn = b. Asi que (2.8) se re-
duce a una ecuaciéon diofantica (ver Observacion 2.36). Por tanto, tiene
solucion si, y sélo si, med(a,n)/b, y su solucién se puede extraer resolvien-
do la ecuacion diofantica. También podemos usar una procedimiento que
describimos seguidamente.

Observemos que, en caso de existir solucion de (2.8), tomamos a’,b’ €
Zyn' €N tales que a = a’d, b = b’d, n = n’d, para d = med(a,n). Asi,
ax —kn = b es equivalente a a’x — b’ = kn’, esto es, (2.8) es equivalente a

(2.9 a’x=b’ (modn’).
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La ventaja ahora es que mcd(a’,n’) = 1. Si calculamos u,v € Z tal que
1 =a’u+n'v, entonces (2.9) es equivalente a
(2.10) x = ub’ (mod n’),

ya que, operando en Z,., tenemos que (2.9) significa que a’x = b’y 1 =
a’t+n’v = a’u. Por tanto, multiplicando (2.9) por U, tenemos que X = ub’
en Z.. Esto es equivalente a (2.10). Por tanto, la solucion general de (2.8),
cuando existe, es

x =ub’ +kn/, k € Z.

EJEMPLO 2.44. Vamos a resolver el sistema de congruencias
3x =1 (mod 5)
6x = 3 (mod 9)
Procederemos obteniendo la solucion general de la primera congruencia,
para sustituirla en la segunda, y resolver ésta.
Observemos primero que el inverso de 3 moédulo 5 es 2, ya que 2 x 3 =
6. Por tanto, multiplicando la primera congruencia por 2, obtenemos la
congruencia equivalente
x = 2 (mod 5),
cuya solucion general es
(2.11) x = 2+ 5k, k € Z.

Observemos que, puesto que mcd(6,9) = 3, la segunda congruencia puede
reducirse a
2x =1 (mod 3).
Sustituyendo el valor de x dado en (2.11), obtenemos
4+ 10k =1 (mod 3).
Reduciendo los coeficientes moédulo 3, tenemos que
1+ k=1 (mod 3),
equivalentemente,
k =0 (mod 3).
De modo que
k =3m, m e Z.
Sustituyendo este valor en (2.11), obtenemos
(2.12) x =24 15m, m e Z,

que es la solucion general del sistema. De hecho, hemos deducido que
cualquier solucion es de la forma descrita en (2.12), y es facil comprobar,
sustituyendo, que todo numero entero de la forma descrita en (2.12) es,
realmente, solucion del sistema.

Teorema Chino del Resto y sistemas de ecuaciones en congruen-
cias. Vamos a dar un criterio de existencia de solucion de sistemas de
ecuaciones en congruencias (2.8). Antes, vamos a estudiar algunas opera-
ciones con ideales de un anillo cualquiera, que ayudaran en esta tarea, y
que son basicas para otros muchos propoésitos que involucran anillos.

LEMA 2.45. Sea A un anillo, e 1, ] ideales de A. Entonces IN] es un ideal
de A. Ademas, si definimos

[+]={x+ylxelLye]}
obtenemos un ideal de A.
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DEMOSTRACION. Es un ejercicio facil. O

EJERCICIO 44. Sea A un anillo y consideremos el conjunto Z(A) de
todos los ideales de A. Demostrar que (Z(A),N,A) e (Z(A),+,{0}) son mo-
noides conmutativos.

DEFINICION 2.46. Dos ideales I,] de un anillo A se dicen coprimos si
[+ ] = A. Equivalentemente, existen x € I,y € ] tales que x +y = 1.

LEMA 2.47. Sean 1,],K ideales de un anillo A. Se verifica que 1 + ] =
[+ K=Asi, ysodlosi, | +]NK = A. Mas en general, sily,...,I; son ideales
de A, cont > 2, setienequel; +1; = A para todoj = 2,...,t si, y sélo si,
L+, = A

DEMOSTRACION. Supongamos que [+ ] =1+ K = A. Entonces existen

xx' €lye],zeKtalesque l =x+yy1=x"+z Asi,
T=x+y=x+yx'+z)=x+yx'+yzel+Jnk.
Por tanto, [ +JNK =A.

Reciprocamente, supongamos que A = [+]JNK. Entonces I4] O I4+]JNK =
A, por lo que I + ] = A. Analogamente, [ + K = A.

Vayamos con la segunda afirmaciéon. Comencemos demostrando por
induccion sobre t que si I1 + I = A para todo j = 2,...,t, entonces Iy +
ﬂ;:z I; = A. Dicha implicacion es trivial para t = 2. Partiendo de I +1; = A
para todo j = 2,...,t+ 1, pongamos [ = [;,] = ﬂ;‘zz I;,K = I41. Tenemos
entonces, por hipétesis de induccion, que I +] = A. Como 1+ K = A,
deducimos de lo demostrado que [+ ]JNK = A. Pero JNK = ﬂ;g I;, lo que
completa la induccién.

La implicacion reciproca es, como antes, muy facil. O

TEOREMA 2.48 (Teorema Chino del Resto, version abstracta.). Sean
I1,...,L; ideales de un anillo A, con t > 2. Cada sistema de congruencias
X = by (l’IlOd I )
X =by (mod Iz)

X = by (mod It)

(2.13)

para cualesquiera bq,bz,...,by € A tiene solucion si, y solo si, I; +1; = A
para todoi,j=1,...,t coni#j.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que I; +I; = A para cualesquie-
rai#j.Porel Lema2.47, paratodoi=1,...t, tenemos que Ii—f—ﬁj;éi L =A.

Para cada i = 1,...,t, tenemos entonces que 1 = a; + p;, donde a; € I; y
pi € ﬂj# I. Para valores cualesquiera by, b,...,by € A, pongamos x =
Z$:1 bipi € A. Asi, para cada j=1,...,t, tenemos

t
(2.14) x+1 = 3 bipit]; 2 boypy 41 = by (1—qy)+1; = by—bya; +1; = by +1;,
i=1
luego x = b; (mod I;). En el anterior calculo, la igualdad () viene de que
Pi € iy Ik € Ij para todo j # i, luego bipi +1; =0+ I; sii#j. La igualdad
(xx) ocurre porque a; € Ij. Como (2.14) dice que x = b; (mod Ij) para

j=1,...,t, concluimos que (2.13) tiene solucion.
Reciprocamente, supongamos que cada sistema de congruencias (2.13)
tiene soluciéon en A. Dadoi=1,...,t, tomamos b; =0sij #1i,y by = 1. Para

x € A una solucion del sistema correspondiente, tenemos que x — 1 € I;,
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mientras que x € (), Ij. Estoes, 1 =1—x+x € I + ;4 ;. Por el Lema
2.47, I; +1; = A para todo j # i. d

COROLARIO 2.49 (Teorema Chino del Resto). Supongamos niimeros na-
turales nq,n,,...,n¢. Cada sistema de congruencias

X = b; (mod TL])
X =Dby (mod le)

(2.15) )
x = by (mod ny)
para cualesquiera by, b,, ..., by € Z tiene solucion si, y solo si, med(ni, ny) =
1 para todoi,j=1,...,t coni#j
OBSERVACION 2.50. Es posible que, sin la condiciéon mecd(ni,ny) = 1
para i # j, el sistema (2.15) tenga solucién para algunos bq,by, - ,by € Z
concretos.

EJERcICIO 45. Demostrar que el sistema de congruencias en Z

x =1 (mod 6)

x = 2 (mod 4)
no tiene solucién, en tanto que

x =1 (mod 6)

x = 3 (mod 4)

si que las tiene.

EJERCICIO 46. Sean [ y | subgrupos de un grupo aditivo A tales que
[ C J. Demostrar que J/I es un subgrupo de A/I. Si, ademas, A es un anillo
e I, ] son ideales de A, entonces J/I es un ideal de A/I.

EJERCICIO 47. Sea I un subgrupo de un grupo aditivo A, y V un sub-
grupo de A/I. Demostrar que ] ={a € A | a+ 1 € V} es un subgrupo de A
que contiene a [. Comprobar que V = J/I. Deducir que, si A es un anillo e
I es un ideal de A, entonces todo ideal de A/I es de la forma J/I, para ] un
ideal de A que contiene a I.

EJERCICIO 48. Sin € N, calcular todos los subgrupos del grupo aditivo
Zn. ¢Cuales de ellos son ideales?

2.4. Subanillos. Homomorfismos. Unidades

Vamos a seguir presentando conceptos fundamentales del Algebra abs-
tracta.

Subanillos. Comenzaremos con la nocién de subanillo de un anillo,
que permitira tener algunos ejemplos nuevos.

DEFINICION 2.51. Un subanillo de un anillo A es un subconjunto S de
A que es, a la vez, subgrupo aditivo y submonoide multiplicativo de A. Es
decir, S es un subanillo de A si, para todo s,s’ € S, se verifica

1. s—s’eS.
2. ss’ €8S.
3. 1€S.

Es claro que un subanillo de A es, a su vez, un anillo.
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EJEMPLO 2.52. Admitamos el conjunto de los ntmeros reales R con
sus operaciones usuales de suma y producto. Con estas operaciones, R
es un anillo conmutativo (de hecho, es un cuerpo, en la terminologia que
introduciremos mas abajo). Tomemos el subconjunto 7Z[v/2] de R definido
como sigue:

ZIV2] ={a+bV2]|a,beZ.

Es facil comprobar que Z[v/2] es un subanillo de R.
En general, para D € N, que no sea un cuadrado, se tiene el subanillo
de R

ZIVD] ={a+bVD | a,b € Z.

Merece la pena mencionar que, para definir Z[v/D], no es necesario en
realidad admitir antes R, como veremos mas adelante.

EJEMPLO 2.53. Ya que hemos aceptado R, podemos aceptar también
que sabemos qué es una funcién polinémica f : R — R. Expicitamente, f
es polinémica si existen ap, aj,...,a, € R tales que

(2.16) f(x) =ap+arx—+---+apx™

para todo x € R. Diremos que f tiene grado n is a,, # 0.

Si denotamos por R[x] el conjunto de todas las funciones polinémicas,
tenemos que, con la suma y producto usual de funciones, R[x] es un anillo
conmutativo.

Observemos que, si A es cualquier subanillo de R, entonces podemos
considerar el conjunto A[x] de todas las funciones polinémicas f de la for-
ma (2.16), tales que ap, ar,...,a, € A. Es facil ver que A[x] es un subanillo
de R[x]. En particular, tendremos el anillo Z[x].

Mas adelante, daremos una definicién formal de anillo de polinomios
con coeficientes generales, pero por el momento, pensemos s6lo en anillos
de funciones polinémicas como los recién descritos.

Homomorfismos de grupos. Queremos definir qué es un homomor-
fismo de anillos. Como un anillo combina dos estructuras mas elementales
(grupo conmutativo y monoide), damos primero la definicion de homomor-
fismo de grupos.

DEFINICION 2.54. Sean (A, x*,¢e)y (B,-,u) grupos. Un homomorfismo de
grupos de A a B es una aplicaciéon f: A — B tal que f(axa’) = f(a)-f(a’) para
todo a,a’ € A. Un homomorfismo de grupos biyectivo se llama isomorfismo
de grupos.

EJERCICIO 49. Demostrar que si f: A — B es un isomorfismo de gru-
pos, entonces f~! : B — A es un isomorfismo de grupos.

EJERcICIO 50. Sean (A,x*,e) y (B,-,u) grupos, y f: A — B es un homo-

morfismo de grupos. Demostrar que f(e) = uy que f(a) = f(a) para todo
aeA.

EJEMPLO 2.55. Si (A,+,0) es un grupo aditivo e I es un subgrupo,
entonces la proyecciéon canénica m: A — A/I, que recordemos esta dada
por m(a) = a+ I para todo a € A, es un homomorfismo de grupos.

Bien, vamos a ver que un homomorfismo entre grupos conmutativos
entrana, en particular, un grupo cociente.
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TEOREMA 2.56. Sea f: A — B un homomorfismo de grupos, donde A y
B son grupos aditivos. Entonces Im/(f) es un subgrupo de B y

Ker(f) ={a € A | f(a) =0}
es un subgrupo de A. Ademas, existe un isomorfismo de grupos
(2.17) f: A/Ker(f) — Im(f)

que verifica

(2.18) f(a + Ker(f)) = f(a), para todo a € A.

DEMOSTRACION. Veamos primero que Im(f) es un subgrupo de B. To-
memos dos elementos de Im(f), que son de la forma f(a),f(a’) para a,a’ €
A. Usando el Ejercicio 50, tenemos que

f(a) —f(a’) = f(a) + f(—a’) = f(a — a’) € Im(f).

Veamos que Ker(f) es un subgrupo de A: dados a,a’ € Ker(f), entonces
fla —a’) = f(a) — f(a’) = 0 — 0 = 0, donde hemos usado el Ejercicio 50.
Dos elementos a,a’ € A estan relacionados por la relacion de equivalencia
definida por el subgrupo Ker(f) si, y solo si, a — a’ € Ker(f). Esto es, 0 =
f(a) — f(a’) o, equivalentemente, f(a) = f(a’). Por tanto, dicha relacién
es ~¢, la relacion definida por f en tanto que aplicacion. En virtud de la
Proposicion 1.56 existe una biyeccion f: A/Ker(f) — Im(f) que verifica
(2.18). Por ultimo,

f((a+ Ker(f)) + (a’ + Kerf(f))) = f(a + a’ + Ker(f))

=fla+a’) =f(a) + f(a’') = f(a + Ker(f)) + f(a’ + Ker(f)),

lo que muestra que f es un homomorfismo de grupos y, al ser biyectivo,
un isomorfismo. O

EJEMPLO 2.57. Si I es cualquier subgrupo de (A,+,0),yn: A — A/l es
la proyeccion canonica, entonces Ker(n) = I. En este caso, = ida 1.

EJEmMpPLO 2.58. Es facil comprobar que un homomorfismo de grupos
aditivos f : A — B es inyectivo si, y s6lo si, Ker(f) = {0}. En este caso, el
Teorema 2.56 dice que A/{0} es isomorfo a Im(f). También sabemos que A
es isomorfo a Im(f).

Observemos que, si consideramos el isomorfismo identidad idx, tene-
mos que Ker(ida) = {0}, luego A/{0} es isomorfo a A, mediante la aplicacion
ida : A/{0} — A definida por ida ({a}) = a para todo {a} € A/{0}.

EJERcICIO 51. Sean n,m € N con n divisor de m, y sea d € N tal que
m = dn. Demostrar que la aplicacién f: Z,, — Z,, dada por
f(x + nZ) = dx + mZ,
para x + nZ € Z, esta bien definida, y es un homomorfismo inyectivo de
grupos.

Homomorfismos de anillos. Vayamos con los homomorfismos de ani-
llos.

DEFINICION 2.59. Sean A y B anillos. Una aplicaciéon f: A — B se dice
un homomorfismo de anillos si es homomorfismo de grupos, para los gru-
pos aditivos (A,+,0) y (B,+,0), y homomorfismo de monoides*, para los

4Aunque no lo hayamos definido explicitamente, un homomorfismo de monoides es
aquella aplicacion que preserva productos y elementos neutros.
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monoides multiplicativos (A,-,1) y (B, 1). En otras palabras, para cuales-
quiera a,a’ € A, se tiene

1. fla+a’) =f(a) + f(a’).

2. f(aa’) = f(a)f(a’).

3. f(1)=1.
Un homomorfismo de anillos f que sea biyectivo se llama un isomorfismo
de anillos. Entonces f~! resulta ser también un isomorfismo de anillos.

EJEMPLO 2.60. Si I es un ideal de un anillo A, entonces la proyeccion
canénica w: A — A/I es un homomorfismo de anillos.

EJEMPLO 2.61. Consideremos, en el Ejercicio 51, que n # m # 1. En-
tonces el homomorfismo de grupos f alli definido no es homomorfismo de
anillos ya que, por ejemplo, f(1+nZ) =d+ mZ # 1+ mZ.

Bien, ya estamos en condiciones de formular la versién para anillos
del Teorema 2.56.

TEOREMA 2.62. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces
Ker(f) es un ideal de A y el isomorfismo de grupos f : A/Ker(f) — Im(f) dado
en el Teorema 2.56 es un isomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION. En vista de lo afirmado en el Teorema 2.56, solo he-
mos de comprobar que f es homomorfismo de monoides multiplicativos.
Primero comprobamos que preserva el uno: F(] + Ker(f)) = f(1) =1, por ser
f homomorfismo de anillos. En segundo, y ultimo, lugar, vemos que f es

multiplicativa:

f(a + Ker(f))(b + Kerf(f)) = f(ab + Ker(f)) = f(ab) =

f(a)f(b) = f(a + Ker(f))f(b + Ker(f)).
U

EJEMPLO 2.63. Consideremos el anillo Z[x] de funciones polinémicas
con coeficientes enteros definido en el Ejemplo 2.53. Dado un numero real
r € R, consideremos la aplicacién ev, : Z[x] — R definida por ev,(f(x)) =
f(r) para todo f(x) € Z[x]. Es facil comprobar que esta aplicacion es un
homomorfismo de anillos. Por el Teorema 2.62, Im(ev,) es un subanillo
de R y Ker(ev;) es un ideal de Z[x], y tenemos un isomorfismo de anillos
ZIx]/Ker(ev;) = Im(ev;).

La determinacién de Ker(ev,) puede no ser facil. Un numero r para el
cual Ker(ev,) = {0} se llama transcendente. Obsérvese que, para un numero
transcendente r, el subanillo Im(ev,.) de R es isomorfo a Z[x]. Esto parece
raro, pero el Teorema 2.62 garantiza que es cierto. Quienes son raros son
los nimeros reales.

La transcencencia del nimero e fue demostrada por Hermite en 1873,
en tanto que la transcendencia de m hubo de esperar a Lindemann en 1882.
No son demostraciones faciles. De hecho, hay algunos numeros “famosos”,
para los cuales no se sabe si son transcendentes.

Los ntimeros no transcendentes se llaman algebraicos. Asi, un nume-
ro algebraico r es el que satisface que Ker(ev,) # {0}. Por ejemplo, v2 es
algebraico. También son algebraicos los numeros racionales, aunque un
numero algebraico no tiene por qué ser racional (es el caso de v/2.).

EJERCICIO 52. Sea A un anillo. Demostrar que existe un tinico ho-
momorfismo de anillos x : Z — A. El namero n € Z tal que Ker(x) = nZ
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se llama caracteristica de A. Deducir que A contiene un unico subanillo
isomorfo a Z,, (recordemos que Z; es isomorfo con Z. )

EJERcCICIO 53. Calcular todos los homomorfismos de anillos de Z,, a
Zm, paran,m € N.

Teorema Chino del Resto y unidades. En este curso, vamos a dar
varios métodos para construir nuevos anillos a partir de anillos conocidos.
ASI, tenemos el anillo cociente A/1 definido a partir de un ideal I de un
anillo conmutativo A. La nocion de subanillo también produce nuevos
ejemplos. Veamos un tercer método, el producto de anillos.

DEFINICION 2.64. Sean Aj,A;,...,A; anillos. Consideremos el produc-
to cartesiano

Al XAz X - x Ay ={(a1,a2,...,a¢) | as € Ay parai=1,...,t}

Dotamos a este conjunto de las siguientes operaciones suma y multiplica-

cion, definidas a partir de las de los anillos Aq,..., Ay:
(a1,a2,...,a¢) + (b1,b2,...,by) = (a1 + by, a2 + bz, ..., a¢ + by),
(a1)a2)'-')at)(bth)--')bt) = (a1b1)a2b2)'-')atbt))

para (aj,az,...,a¢), (b1,ba,...;bt) € A7 x Ay X -+ X Ay,
Es facil comprobar que, con estas operaciones, A; x Ay x -+ X A; es

un anillo, donde el cero es (0,0,---,0) yeluno es (1,1,...,1). Este anillo se
llama anillo producto de A, A,,...,A:. Es conmutativo si cada uno de los
Ai’s lo es.

EJEMPLO 2.65. Podemos construir, por ejemplo, Z; x Z; o Z; X Zs3.
Veremos dentro de poco que el segundo de estos anillos es “esencialmen-
te” Zs. Necesitamos el concepto de isomorfismo de anillos® para expresar
precisamente qué es “esencialmente”.

TEOREMA 2.66 (Teorema Chino del Resto, version homomorfismo). Sean

I1,1,,...,I; ideales de un anillo A, cont > 2. Entonces la aplicacién
f:A—= A/ xA/Ip x---x A/l
definida por f(a) = (a+1;,a+12,...,a+ 1) para a € A es un homomorfismo

de anillos cuyo nticleo es I = I NI N---NI;. Por tanto, en virtud del Teorema
2.62, induce en el cociente A /1 un homomorfismo inyectivo de anillos

f:A/I 5 A/, x A/l x - x A/lL,

fla+ D) =(a+Li,a+1s...,a+ ).

Ademads, f es un isomorfismo de anillos si, y sélo si, I; + I; = A para todo
1#£75.

DEMOSTRACION. Que f es un homomorfismo de anillos es una com-
probacion rutinaria.

Para a € A, tenemos que a € Ker(f) si, y sélo si a +I; = [; para todo
i=1,...,t, estoes, a € I; para todo i =1,...,t. Por tanto, Ker(f) = L.

El Teorema 2.62 da ahora el homomorfismo inyectivo f. Caracterizar

cuando éste es sobreyectivo y, por tanto, un isomorfismo, es consecuencia
del Teorema 2.48. U

EJERCICIO 54. Detallar el final de la demostracion del Teorema 2.66.
Vamos ahora a introducir el grupo de unidades de un anillo.
5Recordemos, homomorfismo biyectivo de anillos
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DEFINICION 2.67. Sea A un anillo. Un elemento a € A se llama una
unidad de A si existe u € A tal que au = 1y ua = 1. El conjunto de las
unidades de A se denotara U(A). Que U(A) es un grupo, con la operacion
producto, es sencillo de comprobar. Compruébalo.

EJEMPLO 2.68. Volvamos a Z,. La ecuacion modular (2.8) es equiva-
lente a la ecuacién en Z,,
(2.19) ax=nb.

Si tomamos b = 1, tenemos que la ecuacion (2.19) tiene solucion si, y
soélo si, med(a,n) = 1. Observemos que, para resolverla, basta con calcular
u,v € Z tal que 1 = au + nv, ya que, entonces, 1 =au + 1V = ail.

Hemos demostrado, pues, que U(Z,) ={u | mcd(u,n) =1}

Cuando el grupo de unidades es lo mayor posible, y el anillo es con-
mutativo y no trivial, tenemos un cuerpo.

DEFINICION 2.69. Un anillo conmutativo no trivial A es un cuerpo si
U(A) = AN\{0}

EJEMPLO 2.70. Se sigue del Ejemplo 2.68 que el anillo Z,, es un cuerpo
si, y solo si, n es un namero primo.
EJEMPLO 2.71. El anillo R es un cuerpo.

EJERcICIO 55. Demostrar que si Ay,..., A son anillos, entonces
UA7T X+ x Ag) =U(A7) x - x U(Ay).

Seguidamente, vamos a dar un método para calcular el nimero de
unidades de Z,, donde aparecera la celebrada funcion totiente de Euler.

TEOREMA 2.72. Para cada niimero natural n distinto de 0, definimos

@(n) como el niumero de naturales k < n tales que mcd(k,n) = 1. Entonces:
1. Sim,n € N, verifican que mcd(n, m) = 1, entonces ¢(mn) = @(m)e(n).

2. SineN,n#0,1yn=p7 ---ps* es sudescomposicién como pro-

ducto de ntimeros primos, donde p1,...,pt son primos distintos y
er,...,er € Ny, entonces
(2.20) em) = (p1—1)-(pe—p§ - opf .

3. Sine N, n#0,1, entonces

oim) =n [T01-3)

p primo
pin
DEMOSTRACION. 1. Como consecuencia del Teorema 2.66, tenemos un
isomorfismo de anillos
Z ~ Z o Z
mZNnZ mZ nZ’
Dado que mem(m,n) = mn, tenemos que mZ N nZ = mnZ. Por tanto, tene-
mos un isomorfismo de anillos
Lmn = L X L,
cuya restriccion a U(Znm) da un isomorfismo de grupos multiplicativos
W(Zmn) = UW(Zn) x U(Z,). Segun el Ejemplo 2.68, ¢(k) es el cardinal del
grupo U(Zy). Por tanto, ¢(mn) = @(m)e(n).
2. Vamos a razonar por induccién sobre t > 1. Para t = 1, hemos de

contar los numeros 0 < u < pj' tales que mcd(u,pj') = 1. Es mas facil
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contar aquellos u tales que mcd(u,pj') # 1. De hecho, esta condicion es
equivalente a decir que p; es un divisor de u. Pero los multiplos u de p;
con u < p¢' se obtienen como pik, con 0 < k < p$'~ . Asi,

—1 €1—1

e(pi) =pi" —pi" = (p1—1)p]
La induccién se completa facilmente usando el apartado 1.
3. Esta igualdad se obtiene de (2.20). O

Vamos a concluir con un teorema de Euler que tiene importancia tanto
teérica como practica.® Antes de enunciarlo, demostremos un lema que
necesitaremos.

LEMA 2.73. Sea G un grupo corunutativo, para el que usamos notacion
multiplicativa, con elemento neutro e. Si G es finito y tiene m elementos,
entonces g™ = e para todo g € G.

DEMOSTRACION. La aplicacion f : Z — G, definida por f(i) = g' para
i € Z, es un homomorfismo de grupos. Sabemos que Ker(f) es un subgrupo
de Z, por lo que, de acuerdo con el Teorema 2.17, existe n € N tal que
Ker(f) = nZ. Por el Teorema 2.56, Im(f) = Z,. Como G es finito, deducimos
que n > 0. Por el Ejercicio 42, n es un divisor de m, por lo que m € Ker(f).
Por tanto,
e=f(m)=g
O
TEOREMA 2.74. Sean € N, n # 0,1. Entonces, para todo a € Z tal que
mcd(a,n) =1, tenemos que
(2.21) a®™ =1 (modn)
DEMOSTRACION. Sabemos que ¢(n) es el cardinal del grupo U(Z,).

Como a € U(Z,), deducimos del Lema 2.73 que a®™ =7 en Z,. Esta
igualdad es equivalente a (2.21). O

EJEMPLO 2.75. Vamos a calcular los dos ultimos digitos de 13*!. Evi-
dentemente, esto es calcular el resto de dividir 13*' entre 100. Usaremos la
aritmética de Z;o0. Observemos que ¢(100) = ¢(2%5%) = 40. Por tanto,

13" =13 (mod 100),
lo que indica que las dos ultimas cifras pedidas son 13.

EJERCICIO 56. Sean [,] subgrupos de un grupo aditivo A tales que
I CJ. Dar un isomorfismo de grupos
A/L A
/v
Comprobar que, si A es un anillo, e I y ] son ideales de A, entonces el
anterior isomorfismo es de anillos.

EJERCICIO 57. Sea I un ideal de un anillo A. Demostrar que todo ideal
de A/I es de la forma J/I para | un ideal de A tal que I C J.

EJERCICIO 58. Sea n un numero natural con n > 2. Calcular todos los
subanillos de Z,,. Calcular todos los ideales de Z,,.

EJERcCICIO 59. Calcular todos los subanillos de Z; x Z4.
6Este resultado se utiliza para el disefio del sistema criptografico RSA, de uso muy
extendido.
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Capitulo 3

Anillos de Polinomios. Dominios Euclideos.

3.1. Nocion de Anillo de Polinomios

Vamos a introducir una construccion fundamental, la de anillo de po-
linomios. Los ingredientes para construir estos anillos son un anillo de
coeficientes y una indeterminada. Para evitar concebir esta tiltima de ma-
nera esotérica, haremos una construcciéon formal de la misma. Es decir,
vamos a dar consistencia matematica a la expresion “suma formal’que se
suele usar para hablar de polinomios.

Es conveniente primero discutir de qué manera un anillo se puede
considerar “dentro” de otro. Una respuesta obvia es que eso es la nocion
de subanillo. Sin embargo, este punto de vista es demasiado rigido en la
practica. Veamos un ejemplo de esto.

EJEMPLO 3.1. Consideremos el anillo R[x] de las funciones polinémi-
cas. Sea t: R — R[x] la aplicacion que asigna a cada numero real r € R
la funcion constante t(r) : R — R, definida por t(r)(x) = r para todo r € R.
Es facil ver que t es un homomorfismo inyectivo de anillos y, por tanto, la
aplicacion correstriccion de  da un isomorfismo de anillos R = Im(i).

Observemos que Im(t) es el subanillo de R[x] formado por las funciones
constantes. Bien, una simplificacion usual sustituir R por su imagen iso-
morfa Im(t) y, por tanto, considerar R como un subanillo de R[x]. Explici-
tamente, esto significa considerar cada numero real r como la funcién
constantemente r, sin hacer explicito el homomorfismo inyectivo t.

En general, si tenemos anillos A y B y un homomorfismo inyectivo de
anillos 1 : A — B, el anillo A es isomorfo al subanillo Im(t) de B. Siempre
que t esté claro por el contexto, no hay problema en identificar A con
Im(t). En la practica, esto significa que si a € Ay b € B, escribiremos, por
ejemplo, ab para representar t(a)b, o a + b para t(a) + b. Diremos que B
contiene la copia isomorfa Im(t) de A.

TEOREMA 3.2. Sea A un anillo conmutativo. Existe un anillo conmutativo
P que contiene una copia isomorfa de A y un elemento X € P tal que cualquier
elemento no nulo f € P se representa de manera tinica como

(3.1) f="fo+f X+ 4+ X
para fo,f1,...,fn € Ayf, #0.

DEMOSTRACION. Vamos a construir primero un anillo S del que P sera
un subanillo. Tomemos

S=Map(N,A)={f| N—= A},

el conjunto de todas las aplicaciones de Na A. Sif € S, escribimos f(n) = f,,
para cada n € N, podemos escribir f como la sucesion (fn)n>0 0, mas
graficamente,

f=(fo,f1y.eeyfry...).
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Comencemos dotando a S de una suma que lo convierta en grupo adi-
tivo. Definimos, para f = (f,)n>0,9 = (gn)n>0 € S, su suma f+ g = s, donde
s = (sn)n>0 esta definida por

Sn = Tn + gn,

paran € N. Es facil ver que, con esta suma, S es un grupo aditivo. El “cero”
es la sucesion constantemente 0, esto es

0=1(0,0,...,0,...)

El producto es un poco mas elaborado. Asi, fg = p, donde p = (pn)n>0
viene definida por

(3.2) pn= D fig;.
i+j=n

para cada n € N. Esta multiplicacion tiene elemento neutro, que es la
sucesion todos cuyos términos son 0 salvo el primero (el que ocupa el
lugar 0-ésimo), que es 1. Esto es

1=(1,0,0,...,0,...)
Esta multiplicacién es asociativa. En efecto, si
f= (fn)nzo» g= (gn)nzO)h = (hn)nzo €S,

entonces el término n-ésimo del producto (fg)h es

(3.3) > (Z fugv) h= ) fuguhy,

i+j=n \ut+v=i u+v+j=n

donde hemos usado que el producto de A es asociativo y distributivo con
respecto de la suma de A. Analogamente, el término n-ésimo de f(gh) es

(3.4) Y fil D guh|= ) figuh.

i+j=n u+v=j it+tut+v=n

Como los miembros de la derecha de (3.3) y (3.4) son iguales, tenemos la
multiplicacion es asociativa.

Es facil comprobar, usando que A es conmutativo, que esta multipli-
cacion es también conmutativa.

Queda también testar la propiedad distributiva, lo que se deja como
ejercicio rutinario. Tenemos asi que S es un anillo conmutativo.

Ahora definimos t: A — S mediante la regla

t(a) =(a,0,0,...,0...), acA.

Dadas las operaciones suma y producto definidas en S, y quién es su
“uno”, es muy facil comprobar que ¢ es un homomorfismo inyectivo de
anillos. Por tanto, Im(t) es una copia isomorfa de A dentro de S. Usando
esta identificacion y denotando

X=(0,1,0,...,0,...)
es claro que

aX =(0,qa,0,...,0,...),
para cada a € A.
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Observemos cudl es el efecto de multiplicar f € S por X. Llamemos,
provisionalmente, p = Xf, y analicemos sus términos. Por ejemplo, po =
Xofo =0, ya que Xp = 0. Para n > 0, tenemos que

Pn = Z Xifj =Xifno1 =fn_1.

i+j=n
Es decir,
X(fo,f1,...) = (0,fo, f1,...).

Deducimos de aqui que, para cada i > 1, X! es la sucesion todos cuyos
términos son nulos, excepto el i-ésimo, que es 1.

Tomemos ahora el subconjunto P de S de aquellas sucesiones con s6lo
una cantidad de términos no nulos. Es decir, cada f € P es de la forma

f= (fO)fh'--)fm)O)O)”-))
esto es, f se puede escribir en la forma
f=fo+fi X+ +fpX™,

para ciertos fo, f1,...,fim € A.

De la definicién de la suma en S, deducimos facilmente que P es un
subgrupo aditivo de S. También es cierto que un producto de dos elemen-
tos de P se queda en P, ya que, segun la Definicion 3.2, si f, g € P, entonces
existen n,m € N tales que f; = 0 para todo i > n, y g; = 0 para todo j > m,
entonces el producto p = fg verifica que px = 0 para todo k > n + m. Por
ultimo, es claro que 1 € P.

Obviamente, la copia isomorfa de A en S descrita antes, esta, de hecho,
contenida en P. Por ultimo, cada elemento no nulo f € P se escribe en la
forma

f=fo+fi X+ + X"
con f, # 0. Esta forma es tnica, ya que dice que f es la sucesion

f=(fo,f1,...,fn,0,0...),

y dos sucesiones son iguales si, y solo si, son iguales término a término.
O

DEFINICION 3.3. El anillo P definido en el Teorema 3.2 se llama anillo
de polinomios en la indeterminada X con coeficientes en A. Seguidamente,
vamos a ver que X se comporta ciertamente como una indeterminada.
Usamos la notacion P = A[X].

EJERcICIO 60. Completar la demostracion de la Proposicion 3.2 com-
probando los detalles no explicitados.

OBSERVACION 3.4. El anillo S construido en la demostracion del Teo-
rema 3.2 se llama anillo de series formales en X con coeficientes en A, y
se usa la notacién S = A[[X]]. Cada elemento f = (f,)n>0 Se representa
normalmente por ) -, f,X". Pero esto no debe de preocuparnos durante
este curso.

TEOREMA 3.5 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sean A
y B anillos conmutativos. Para cada homomorfismo de anillos ¢ : A — B y
cada elemento b € B, existe un tinico homomorfismo de anillos ¢ : A[X] — B
tal que djp = ¢ y $(X) =b.
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DEMOSTRACION. Veamos primero que, de existir, (13 ha de ser tunico.
Para ello, tomamos f = fp + 1 X+ -+ X" € A[X] y le aplicamos ¢, que se
supone homomorfismo de anillos, por lo que

(8.5 &(f) = (fo) + d(F1)PX) + - + d(F)X)™
= d(fo) + P(F1)b + - + b(fr)b™

De modo que, de existir $ en las condiciones requeridas, ha de estar defi-
nido por (3.5), lo que prueba su unicidad.

Definamos ahora $ : A[X] — B. Declaramos que cT)(O) =0y, para0#£f¢€
A[X], usando la representaciéon tnica de f dada en (3.1), definimos

O(f) = b(fo) + d(F1)b + -+ d(fn)b™

Para comprobar que . asi definido, es un homomorfismo de anillos, es
comodo representar cada f € A[X], de manera compacta, como f =), f;X'.
En esta notacion se sobreentiende que f; € A es nulo salvo una cantidad
finita de subindices i € N. Asi, la suma indicada es finita y

O(f) =) d(fi)bl.

Bien, dados f, g € A[X], tenemos

~

b(f+9) = (X FiX + 3, giXD)
= (X (fi+gu)XY)
= 2 i ®(fi+gi)b' ‘
= T b(f)bt+ T dgi)bt
= ¢(f) +d(9g),
y -~ o~
Blfg) = BT X (X, g:XY)
= ¢(Zk(Zi+j:k figj)xk)
= b« fig;)b*
= Zk(Zi+j:k d(fi)d(g;))b*
= (X b(f)bY) (X dlgi)b)
$(f)d(g).
Como, claramente, (T)U) = ¢(1) = 1, tenemos que $ es ciertamente un
homomorfismo de anillos. Ademas, dA)(a) = ¢(a) paratodoa e A,y (T)(X) =
b. O

Una consecuencia importante del anterior teorema es la nocion de eva-
luacién, que sugiere que X se comporta como lo que esperamos de una
indeterminada.

COROLARIO 3.6. Si A es un subanillo de B y b € B, entonces tenemos el
homomorfismo de anillos evy, : A[X] — B dado por

evp(f) =Y b, (f=Y £iX' € AX]).
i i
Este es el llamado homomorfismo evaluacion en b. Se usa la notacion
f(b) = evy (f).

EJEMPLO 3.7. El anillo de polinomios R[X] y el de funciones polinomi-
cas R[x] son isomorfos. Explicitamente, si denotamos por x a la funcién
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polinémica identidad en R, entonces tenemos el homomorfismo evalua-
cion evy : R[X] — R[x]. Se trata de un homomorfismo sobreyectivo, ya que
si
px)=anx"+---+ao
es una funcién polinémica, entonces
evy(anX™+ -+ ap) = p(x).

También es inyectivo, puesto que su nucleo es cero. En efecto, si f =
fo+f1 X+ -+, X™ € Ker(evy), entonces la funcion polindémica f(x) = evy (f) =
fo+fix+---+f,x™ ha de ser nula. Pero esto implica que! fo =--- = f, = 0.

3.2. Division de polinomios

Comencemos definiendo algunos parametros asociados a un polino-
mio.

Sea A una anillo conmutativo, y tomemos un polinomio no nulo f €
AlX],

f=fo+fi X+ -+ X"

con f; € A parai=0,1,...,ny f, # 0. Cada ;X! se recibe el nombre de
monomio de f.

Llamamos grado de f al numero natural deg(f) = n. El coeficiente lider
o director de f se define como Ic(f) = f,,, en tanto que el monomio lider o
director de f es Im(f) = f, X™.

Para trabajar con agilidad con polinomios, introducimos el simbolo
—o0, y decimos que deg(0) = —oo. Convenimos que —oco < n para todo
n € N, y también que

—o0+n=—-00=n+(—00) =—00 + (—o0).
Con esta convencion, tenemos que, si 0 # f € A[X], entonces
f=1lc(f)xdeet) + £
para f; € A[X] tal que deg(f,) < deg(f).
El siguiente lema recoge las propiedades basicas del grado.
LEMA 3.8. Sean f, g € A[X] no nulos. Entonces

1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.
2. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} si, y solo si,
deg(f) = deg(g) ylc(g) + 1c(f) = 0.
3. deg(fg) < deg(f) + deg(g).
4. deg(fg) < deg(f) + deg(g) si, y solo si, Ic(f)lc(g) = 0.
DEMOSTRACION. Escribamos f = f,X™ +f y g = gmX™ +g;, con n =
deg(f) y m = deg(g).
1 y 2. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que n < m. Tene-
mos que
f+g="FfaX"+f +gmX™+g].
Sin < m, entonces en los polinomios f|, g X™, g; solo aparecen monomios
de grado menor que n. Asi, deg(f) = n = max{n, m}. Si n = m, entonces
f+g=(fn+gn)X"+f +g.

Asi que, si fy +gn # 0, entonces deg(f + g) = n = max{n, m}. En caso de ser
fn + gn =0, vemos que deg(f + g) = deg(f; +g;) <n.

1Podemos demostrar por induccién sobre n que si f(x) se anula en infinitos valores,
entonces fop =+ =fn =0.
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3y 4. Tenemos que
(3.6) fg = (fuX™ +f)(gmX™ +gy) = fagm X" "™ + . X" g] + gmX™f +f 9.

Razonamos por inducciéon sobre deg(f) + deg(g) =n + m.
Sin+m =0, entonces n =m =0y, por tanto, f,g € A. Por tanto, fg € A
y deg(fg) =0 = deg(f) + deg(g) si fg # 0, y deg(fg) = —oco < 0 si fg =0.
Supongamos ahora que n+ m > 0. Por hipotesis de induccion,

deg(fnX"g;) <n-+deg(g;) <n-+m.
Analogamente, deg(gm X™f|) < n+mydeg(f;g;) < n+m. Asique, si frgm #
0, deducimos que de (3.6) que deg(fg) = n + m = deg(f) + deg(g). En tanto
que si f,gn =0, deducimos que
deg(fg) = deg(fnX"g; + gmX™f| + 1 g))
< max{deg(fnX"g,),deg(gmX™f|),deg(f g, )} <n+m
Lo que completa la induccién. O

Esta funcién grado permite dar un algoritmo de divisién con resto para
polinomios. Antes de dar éste, vamos a demostrar un lema que usaremos
un par de veces.

LEMA 3.9. Sean f,g € A[X] con deg(f) > deg(g) > 0, y pongamos m =
deg(f) — deg(g). Entonces
deg (Ic(g)f —lc(f)X™g) < deg(f).
DEMOSTRACION. Tenemos
Ic(g)f —1c(f)X™g
=lc(g)(Ie(f)X*E19) 4 ) —Ic(f) (X™Ic(g)X™#9) 4+ X™g))
= Ic(g)le(f)X9eE(") 1 1c(g)f| — Ic(f)lc(g)X™ de8(9) —1c(f)X™g,
=lc(g)f| —le(f)X™g,.

Por otra parte,

deg(lc(g)f| —lc(f)X™g))
< max{deg(lc(g)f ), deg(lc(f)X™g,)}
< max{deg(f|), m +deg(g )} < deg(f).
O

TEOREMA 3.10 (Pseudo-divisién o Division libre de fracciones). Sean
f, g € A[X] con g # 0. Entonces existen q,v € A[X] y { € N tales que
1. lc(g)'f=qg +,
2. deg(r) < deg(g).

DEMOSTRACION. Observemos primero que si deg(f) < deg(g), tenemos
la division trivial f = 0g + f (obviamente, entendemos que lc(g)° = 1). Por
tanto, podemos suponer que f # 0 y razonar por induccion sobre deg(f).

Si deg(f) = 0y deg(g) > 0, tenemos, como antes, una division trivial.

Si deg(f) = 0 = deg(g), entonces f,g € A, y tenemos que lc(g)f = fg+ 0
da una division tomando r =0y q = f.

Bien, supongamos ahora que deg(f) > 0. Si deg(f) < deg(g), volvemos
a tener una division trivial.

Discutamos, pues, el caso deg(f) > deg(g). Escribimos

f= 1C(f)Xdeg(f) +f,9= lc(g)xdeg(g) +g,.
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Pongamos m = deg(f) — deg(g). Por el Lema 3.9, deg (Ic(g)f —1c(f)X™g) <
deg(f). Por hipotesis de induccion, existen ¢ € N, q1,r € A[X] con deg(r) <
deg(g) tales que
le(g) (1e(g)f —1e(f)X™g) = qig + .
Por tanto,
le(g)'t'f =1c(g)'lc(f)X™g + qig+T=qg +T,

tomando q = lc(g)‘lc(f)X™ + q;. Esto completa la inducciéon y demuestra el
teorema. ]

DEFINICION 3.11. La igualdad
le(g)'f =qg+r
con la condicion
deg(r) < deg(g)

se llama division libre de fracciones o pseudo-divisiéon en A[X] de f entre g.
El polinomio q se llama pseudo-cociente en tanto que r se llama pseudo-
resto.

Reorganizando las ideas de la demostracion del Teorema 3.10 obtene-
mos el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Pseudo-Divisidén 0 Divisidén libre de fracciones

Input: f,g € A[X] con g # 0, donde A es cualquier anillo conmutativo.
Output: { >0, q,r € A[X], tales que lc(g)*f = qg + 1, con degr < degg.
Initialitation:
q«o0
T f
(0
while deg g < degr do
q « lc(g)q + le(r)Xdegr—degg
T lc(g)r — le(r)Xdegr—degg g
{—L+1
return {,q,r

TEOREMA 3.12. El Algoritmo 2 calcula correctamente una division libre
de fracciones de f entre g.

DEMOSTRACION. Llamemos r¢,q; € A[X] al estado de r y q antes de
pasar el filtro de entrada al bucle “while”, para un { > 0 dado. Afirmamos
que dichos valores verifican que Ic(g)*f = q¢g+T1, igualdad que llamaremos
“division parcial”.

Para { = 0, la identidad lc(g)°f = qog + 1o es obvia, por los valores
iniciales asignados en el algoritmo (entendemos que lc(g)° = 1).

Razonemos ahora que si { > 0 y 7, q, verifican la divisién parcial y
pasan el filtro, entonces los valores que salen del bucle “while” , r¢; 1, qer1,
siguen verificando una division parcial. En efecto, si deg(r,) > deg(g), te-
nemos

Je+19+Ter1 = (

c(g)qe + lc(rg)Xdegre—degd) g 4 1c(g)re — le(re)Xdegre—degag
)qlg +1C(9)T(

)(qeg +Te)
)

le(
le(
= Ic(
2
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Si el par r¢,q¢ no pasa el filtro del bucle, es porque deg(r;) < deg(g), y
salimos con la division realizada.

Razonemos ahora que no podemos entrar en un bucle infinito. Si ry, g
han pasado el filtro, entonces, por el Lema 3.9,

degre 1 = deg(lc(g)re — lc(r)X9eETe—de€9g) < degr,.

Por tanto, la condicién que abre el bucle “while” no puede repetirse inde-
finidamente, lo que significa que el algoritmo termina en un numero finito
de pasos. O

OBSERVACION 3.13. La prueba del Teorema 3.12 demuestra también
el Teorema 3.10.

EJEMPLO 3.14. El siguiente cuadro contiene los calculos de la division
libre de fracciones en Z[X] de f = 3X3 +5X + 1 entre g = 2X + 1 mediante el
Algoritmo 2.

f=3X3+5X+1] g=2X+1
; 0 qe Ic(ro)Xdelre)—deglg)
3X3 +5X+1 0 3X?
1] exX3+10X+2 0
—6X3 — 3X2 3x2
—3X24+10X+2 3X? —3X
2] —6XZ +20X+4 6X2
6X? + 3X —3X
23X + 4 6X2 — 3X 23
3 46X + 8 12X7 —6X
—46X — 23 23
—-15 12X2 —6X +23

En gris aparecen calculos intermedios para obtener los sucesivos res-
tos. Por lo demas, la mecanica es similar a la de la division usual con resto
de polinomios que sabéis del colegio. La linea para ¢ = 0 da informacion
redundante, y puede prescindirse de ella, si se quiere y se tiene claro qué
ha de aparecer en la linea { = 1.

El resultado es la division, puesto que { =3, es

8f = (12X —6X +23)g — 15.

Si se quiere obtener la division “tradicional” en Q[X], ésta se obtiene mul-
tiplicando por 1/8, con lo que obtenemos

3., 3, 23 15

Esta idea puede exportarse al caso general, siempre que Ic(g) sea una
unidad en el anillo de coeficientes A. Ese es el contenido del Corolario
3.16.
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EJEMPLO 3.15. Hagamos, como curiosidad, la division libre de fraccio-
nes de 3X? + X + 1 entre 2X + 1 en Z4(X].

f=3X>+X+T1]|g=2X+1
{ T q
3X3+X+1 0
1] 2X3+2X+2 3x?2
2X3 + X?
X% +2X+2
2 2X? 2X? + X
2X% 43X
3X
3 2X 2X+3
2X+1
1

La division da la igualdad

0=(2X+3)2X+1)+1,

que, por supuesto, es correcta.

Obsérvese que, el mismo resultado, podria haberse obtenido tomando
la pseudo-division dada en el Ejemplo 3.14 y reduciendo los coeficientes
modulo 4. ¢Por qué?

COROLARIO 3.16 (Divisiéon euclidea de polinomios). Sean f,g € A[X] y
supongamos que lc(g) € U(A). Entonces existen q,r € A[X] tales que
1. f=qg+r,
2. deg(r) < deg(qg).

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del Teorema 3.10, ya que
Ic(g)¢ € U(A) para todo ¢ > 0 y podemos, por tanto, multiplicar por lc(g)~*
la division libre de fracciones para obtener la division establecida en el
enunciado. O

DEFINICION 3.17. La igualdad
f=qg+r

con la condicion
deg(r) < deg(g)

se llama divisién con resto o divisién euclidea de f entre g. El polinomio q
se llama cociente, mientras que r se llama resto.

Es posible también modificar el bucle “while” del Algoritmo 2 para cal-
cular directamente la division euclidea sin pasar previemante la division
libre de fracciones. Mientras que el Corolario 3.16 se deduce del enunciado
del Teorema 3.10, de la demostraciéon del Teorema 3.12, convenientemente
adaptada, se deduce la correccion del Algoritmo 3.

EJEMPLO 3.18. El siguiente cuadro contiene los calculos de la division
euclidea en Q[X] de f = 3X3 +5X + 1 entre g = 2X + 1 mediante el Algoritmo
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Algoritmo 3 Divisién Euclidea de Polinomios

Input: f,g € A[X] con lc(g) € U(A), donde A es cualquier anillo conmutati-
vo.
Output: q,r € A[X], tales que f = qg + 1, con degr < degg.
Initialitation:
q20
T f
while degg < degr do
q « q+1c(g)'c(r)xdegr—degg
T 1 —lc(g) 'c(r)Xdegr—dega g
return q,r

3.
f=3X3+5X+1] g=2X+1
{ T q
3X? +5X+1 0
T =3x°—3Xx2 3X2
—3X?2 +5X+1
2 3X7 + 32X X7 —3X
BX+1
I S R
8

El resultado de la division es

3., 3. 23 15

Observemos que, en cada paso, hemos de calcular los coeficientes en Q,
lo que, en general, cuesta mas que en Z.

EJEMPLO 3.19. Consideremos el homomorfismo evaluacion
ev 5 ZIX] — Z[V2],

que es claramente sobreyectivo. Ademas, X? — 2 € Ker(ev v/2)- Supongamos
ahora f € Ker(ev, ). Entonces f(v/2) = 0. Por la divisién con resto, existen
q,7 € ZIX] tales que f = q - (X> —2) + 1, con deg(r) < 2. Se tiene, asi, que
0 = f(v/2) = r(v/2). Veamos que esto implica que r = 0. De lo contrario, v
seria de grado 1, por lo que r = aX + b, para ciertos a,b € Z, con a # 0. Asi
que av2 +b =0, y v/2 seria un numero racional, cosa que sabemos no es
cierta. Por tanto, r =0y f = q - (X*> — 2). Hemos demostrado, pues, que

Ker(ev 3) = p(X)(X* —2) : p(X) € ZIX]}.

3.3. Dominios de ideales principales y divisibilidad

En esta seccion, estudiaremos una nocién central en el ambito del
Algebra, como es la de dominio de ideales principales.

Divisibilidad en un dominio de integridad. Dominios de ideales
principales. Un tipo de anillo conmutativo fundamental esta constituido
por los dominios de integridad.

DEFINICION 3.20. Por un dominio de integridad entenderemos un ani-
llo conmutativo no trivial A tal que si ab =0 para a,b € A, entonces a =0
ob=0.
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EJEMPLO 3.21. El anillo Z es un dominio de integridad.

EJEMPLO 3.22. Todo cuerpo es un dominio de integridad. Asi lo son,
Ry Z, para p primo. Cada subanillo de un dominio de integridad es cla-
ramente un dominio de integridad. Por tanto 7Z[v/D] es un dominio de in-
tegridad.

EJERcCICIO 61. Demostrar que un anillo conmutativo finito A es un
dominio de integridad si, y s6lo si, A es un cuerpo.

PROPOSICION 3.23. Un anillo conmutativo A es un dominio de integridad
si, y solo si, el anillo de polinomios A[X] es un dominio de integridad.

DEMOSTRACION. Si A es un dominio de integridad y f,g € A[X] son
no nulos, entonces, por el Lema 3.8, deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 0, ya
que lc(f)le(g) # 0. Por tanto, fg # 0, y A[X] es un dominio de integridad.
Reciprocamente, como A es un subanillo de A[X], el primero ha de ser un
dominio de integridad si lo es el segundo. O

Recordemos que, como consecuencia del Teorema 2.17, cualquier ideal
de Z es de la forma nZ para cierto n € N. Este tipo de ideales son impor-
tantes, y reciben el nombre de principales.

DEFINICION 3.24. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal I se dice prin-
cipal si existe a € [ tal que I ={ba | b € A}. Se suele usar la notacion I = (a)
o, también, I = Aa. El elemento a se llama generador de I.

Los ideales de la forma | = Aa; + --- + Aa,, para ciertos ay,...,a,, se
llaman finitamente generados, y los elementos aj,..., a, generadores de J.
Usamos la notaciéon | = (ay,..., a,). Explicitamente,

<Cl1,...,(.1n> :{b1a1 +"'+bnan|b1)---)bn EA}

DEFINICION 3.25. Un dominio de integridad se llama dominio de idea-
les principales si todo ideal suyo es principal.

EJEMPLO 3.26. El anillo Z es un dominio de ideales principales.
El siguiente es un resultado fundamental.

TEOREMA 3.27. SiK es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios K[X]
es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION. Que K[X] es un dominio de integridad es una conse-
cuencia de la Proposicion 3.23.

Sea I cualquier ideal de K[X]. Si I = {0}, entonces, obviamente, I = (0),
y es principal. Supongamos que I # (0). Tomemos g € I tal que

deg(g) = min{deg(f) | f € I, f # 0}.

Como g € I, tenemos que (g) C 1. Para demostrar la inclusién reciproca,
sea f € I. Por la Division Euclidea, existen q,r € K[X] tales que f = qg + r
y deg(r) < deg(g). Ahora bien, r = f — qg € I. Como g es de grado minimo
entre los polinomios no nulos de I, deducimos que r = 0. Por tanto, f =

qg € (9g)- O

DEFINICION 3.28. Sean a,b € A, donde A es un anillo conmutativo.
Diremos que a divide a b (o que a es un divisor de b) si existe ¢ € A tal
que b = ca. También se dice que b es un multiplo de a. Para sefalar esta
situacion, usaremos la notaciéon alb.
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EJERCICIO 62. Demostrar que, para a,b € A con A anillo conmutativo,
se tiene que alb si, y solo si, (b) C (a). Como consecuencia, (A, | ) resulta
ser un conjunto pre-ordenado.

EJEMPLO 3.29. Sea A un anillo conmutativoy o € A. Tomemos f € A[X]
un polinomio no nulo. Por la division euclidea, podemos encontrar q,r €
A[X] tales que f = (X — «)q + r, con deg(r) < 1. Evaluando esta igualdad en
«, tenemos que f(a) = r. Asi, si f(a) =0, entonces (X — «)|f.

Reciprocamente, si X — « es un divisor de f, entonces existe ¢ € A[X] tal
que f = (X — «)c. Evaluando en «, obtenemos f(«) = 0.

Decimos que « es una raiz de f si f(«) = 0 o, equivalentemente, segun
hemos visto, si (X — a)|f.

PROPOSICION 3.30. Dados a,b € A, donde A es un dominio de integri-
dad, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) ab y bla;
(1) Existe u € U(A) tal que a = ub;
(1) (a) = (b).

DEMOSTRACION. De acuerdo con el Ejercicio 62, alb si, y sélo si, (b) C
(a). Esto da la equivalencia (1) & (111)

() = (). Por hipétesis, existen c,d € A tales que b = cay a = db.
Entonces a = cda. Por tanto, a(l —cd) = 0. Como A es un dominio de
integridad, tenemos que, o bien a =0, o bien 1 —cd = 0. En el primer caso,
b=0ya=0=1-0=1b. Tomando u = 1, tenemos (11). En el segundo,
1 =cdy, por tanto, ¢,d € U(A). Tomando u = d, tenemos (I1).

(i) = (1. Como a = ub, tenemos que bla. Pero b = u~'a, por lo que
alb. O

DEFINICION 3.31. Dos elementos a,b € A, donde A es un DI, se dicen
asociados si satisfacen cualesquiera de las condiciones equivalentes de
la Proposicion 3.30. Usaremos, en este contexto, la notacién a ~ b. La
condicion (111) de la Proposicion 3.30 muestra que ~ es una relacion de
equivalencia en A.

EJERCICIO 63. Para un dominio de integridad A, consideremos la re-
lacién de equivalencia ~ “ser asociados”. Denotemos, para a € A, por [a]
su clase de equivalencia en el conjunto cociente A /~. Razonar que [0] = {0}
y que [1] = U(A). Deducir que A es un cuerpo si, y sélo si, A/~ = {[0], [1]}.

EJERCICIO 64. Sea A un DIy A/ el conjunto cociente bajo la relacion
“ser asociados” ~. Demostrar que la operacion en A~ dada por [a][b] = [ab]
para [a], [b] € A/~ esta bien definida y que, con esta operaciéon, A/~ es un
monoide conmutativo. Deducir que

A={la €Al |a#0}
es un submonoide de A /.

EJERCICIO 65. Demostrar que, si A es un DI, entonces U(A[X]) = U(A).

DEFINICION 3.32. Sean aj,...,a, € A, donde A es un dominio de inte-
gridad. Diremos que d € A es un divisor comunde aj,...,a, sidlaj,...,da,.
Un divisor comun d de aj,...,a, se llama mdximo comuin divisor de
ar,...,an sise tiene que cualquier otro divisor comun d’ de ay,...,a,, ha

de verificar que d’|[d.
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LEMA 3.33. Sean ai,...,a, € A, donde A es un DI, d € A. Entonces
d es un méaximo comun divisor de ai,...,a, si, y soélo si, (d) es minimo,
para la inclusion, entre todos los ideales principales de A que contienen a
<C11,...,C1n>.

Como consecuencia, si d es un maximo comun divisor de aq,...,a,, en-
tonces el conjunto de todos los mdximos comunes divisores de ai,...,a, es
la clase de equivalencia [d] € A /~, es decir, el conjunto de los elementos aso-
ciados a d. Por mcd(asy,...,a,) se denotara cualquiera de estos elementos.

DEMOSTRACION. Observemos que, si a € A, entonces a es un comun
divisor de aj,...,a, si, y so6lo si, (aj,...,a,) C {(a).

Supongamos que d es un med de ay,...,a,,y d’ estal que (aj,...,an) C
(d’). Como d’ es un divisor comun de ay,..., a,, deducimos que d’|d. Por
tanto, (d) C (d’), y (d) resulta ser minimo entre los ideales principales de A
que contienen a {(ay,...,an). El razonamiento para demostrar el reciproco
es igual de sencillo.

Ahora, dadoun mcd d de ay,...,a,, entonces d’ € A esmedde ay,...,a,
si, y s6lo si, (d) = (d’). De acuerdo con la Proposiciéon 3.30, esto es equi-
valente a decir que d y d’ son asociados. O

PROPOSICION 3.34. Siaj,...,a, € A, para A un dominio de ideales prin-
cipales, entonces existe un méaximo comun divisor de a,...,a,. De hecho,
d =mcd(ay,...,an) precisamente para aquellos d € A tales que (a,...,a,) =

(d).

DEMOSTRACION. Como A es un DIP, (aj,...,a,) = (d) para algun d €
A. Se sigue del Lemma 3.33 que d = mcd(ay,...,an). O

El siguiente corolario se sigue inmediatamente.

COROLARIO 3.35 (Identidad de Bezout). Sean a,b € A, donde A es un
DIP, y d = mcd(a,b). Existen u,v € A tales que d = ua + vb.

EJERCICIO 66. Supongamos a,b,c € A, donde A es un DI, tales que
los maximos comunes divisores involucrados en la igualdad

mcd(med(a,b),c) = mecd(a, med(b,c))
existen. Demostrar que la citada igualdad es correcta.

Vayamos con el minimo comun multiplo. Primero, lo definiremos en
un dominio de integridad cualquiera, y luego veremos que siempre existe
cuando manejamos elementos de un DIP.

DEFINICION 3.36. Sean aj,...,a, € A, donde A es un dominio de
integridad. Diremos que m € A es un maultiplo comun de aj,...,a, si
ajlm,...,an|m. Un minimo comun multiplo de aq,...,a, es un multiplo
comun mde ay,...,ay y tal que si m’ es cualquier otro multiplo comtn de
ag,...,an, entonces mjm’.

LEmA 3.37. Sean aj,...,a, € A, donde A es un DI. Un elemento m de
A es un minimo comtin miltiplo de ay,...,a, si, y soélo si, (m) es mdaximo,
para la inclusién, entre todos los ideales principales de A contenidos en
(ar)N---N{an).

Como consecuencia, sim es un minimo comun multiplo de a,...,a,, en-
tonces el conjunto de todos los minimos comunes miultiplos de a;,...,a, es
la clase de equivalencia [m] € A /~, es decir, el conjunto de los elementos aso-
ciados am. Por mem(ay,...,a,) se denotard cualquiera de estos elementos.
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DEMOSTRACION. Observemos que, si a € A, entonces a es un comun

multiplo de aj,...,a, si, y s6lo si, (a1) N---N{ay) 2 (a). Supongamos que
m es un mcm de ap,...,an, y m’ es tal que (a;)N---N{a,) 2 (m’). Como
m’ es un maultiplo comun de ay,...,a,, deducimos que m|m’. Por tanto,

(m’y C (m), y (m) es, por tanto, maximo entre los ideales principales de A
contenidos en (a;)N---N{an). El razonamiento para demostrar el reciproco
es igual de sencillo.

Ahora, dado un mcm m de aq,...,a,, entonces m’ € A es mcm de
ar,y...,an si, y so6lo si, (m) = (m’). De acuerdo con la Proposicion 3.30,
esto es equivalente a decir que m y m’ son asociados. d

PROPOSICION 3.38. Si aj,...,a, € A para A es un dominio de idea-
les principales, entonces existe un minimo comun miultiplo de a,,...,a,. De
hecho, m = mem(as,...,a,) precisamente para aquellos m € A tales que
(ar)N---N{an) = (m).

DEMOSTRACION. Como A es un DIP, (a;)N---N{a,) = (m) para algan
m € A. Se sigue del Lema 3.33 que m = mem(ay,...,an). d

EJERCICIO 67. Supongamos a,b,c € A, donde A es un DI, tales que
los minimos comunes multiplos involucrados en la igualdad

mcm(mem(a, b),c) = mem(a, mem(b,c))
existen. Demostrar que la citada igualdad es correcta.

Elementos irreducibles y primos. Una de las cualidades mas intere-
santes de un DIP es que, a partir de él, pueden construirse muchos cuer-
pos. En particular, podemos aplicar esta idea a K[X], donde K es un cuerpo
dado. Veamos primero una definiciéon importante.

DEFINICION 3.39. Un elemento a de un DI A se dira irreducible si a #
0,a ¢ U(A) y para cualquier factorizacién a = bc, con b, c € A, se tiene que,
o bien b € U(A), o bien ¢ € U(A).

EJEMPLO 3.40. Los elementos irreducibles de Z son los numeros na-
turales primos y sus opuestos.

EJEMPLO 3.41. SiK es un cuerpo, entonces todo polinomio f € K[X] de
grado 1 (éstos se llaman lineales) es irreducible. En efecto, si deg(f) = 1
y f = gh para g,h € K[X], entonces 1 = deg(g) + deg(h). Por tanto, o bien
deg(g) = 0, o bien deg(h) = 0. Esta disyuncién se traduce en que o bien
g € K\ {0} o bien h € K\ {0}. Como U(K[X]) = U(K) = K\ {0}, concluimos que
f es irreducible.

Para la identificacion de los polinomios irreducibles en K[X] de grados
2y 3, ver Ejercicio 72.

EJEMPLO 3.42. Vamos a demostrar que X? + 1 es irreducible en R[X].
La tinica manera de no serlo, es poder factorizarlo como X? + 1 = gh, para
g y h polinomios lineales. Supongamos que g = aX+b, con a,b € Ry a #0.
Entonces « = —b/a € R es una raiz de g y, por tanto, de X? + 1. Asi que
o2 +1 =0, lo que es imposible, porque o > 0.

Observemos que el polinomio (X? + 1)2 € R[X] no tiene raices en R a
pesar de ser reducible.

DEFINICION 3.43. Un elemento p de un DI A se llama primo si p # 0,
p ¢ U(A) y siempre que p|ab para a,b € A, entonces pl|a o p|b.
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EJERCICIO 68. Demostrar que si p es un elemento no nulo de un domi-
nio de integridad A, entonces p es primo si, y s6lo si, A/(p) es un dominio
de integridad.

LEMA 3.44. Todo elemento primo de un DI es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que p es un elemento primo de un do-
minio de integridad A, y consideremos una factorizaciéon p = bc con b,c €
A. Entonces p|b o plc. En el primer caso, la Proposicion 3.30 asegura que
b = up, para cierto u € U(A). Por tanto, p = upc, luego, cancelando p,
obtenemos 1 =uc y ¢ € U(A). Si plc, obtenemos, con igual argumento, que
b € U(A). Asi que p es irreducible. O

TEOREMA 3.45. Sea 0 # p € A, donde A es un DIP. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1) A/(p) es un cuerpo.

1) A/(p) es un dominio de integridad.
(111) p es primo.
(1v) p es irreducible.

DEMOSTRACION. Primero, observemos que todas las afirmaciones en-
tranan que p ¢ U(A) (recordemos que tanto DI como cuerpos son no tri-
viales, por definicion).

() = (11). Evidente.

(11) = (). Ejercicio 68.

(1) = (1v). Lema 3.44.

(tv) = (1). Si p es irreducible y tomamos b + (p) € A/(p) distinto de
cero, entonces b ¢ (p). Tomemos d = mcd(p,b), que existe por ser A un
DIP. Como p es irreducible, deducimos que, o bien d es asociado a p, o
bien d € U(A). En el primer caso, plb, lo que implica que b € (p). Asi
que hemos de admitir que d € U(A). Por tanto, 1 = mcd(p,b) (recordemos
que esta notacion significa “1 es un mcd de p y b”). Por Bezout?, existen
u,v € A tales que 1 = pu+ bv. Luego, en A/(p), b+ (p) tiene como inverso
multiplicativo a v + (p). Esto demuestra que A/(p) es un cuerpo. O

Nameros complejos. El Teorema 3.45 permite obtener muchos nue-
vos sistemas numéricos, como es el caso del cuerpo de los nameros com-
plejos que vamos a construir a partir del de los niimeros reales.

EJEMPLO 3.46. Estamos en condiciones de afirmar, en vista del Ejem-
plo 3.42 y del Teorema 3.45, que C = R[X]/(X? + 1) es un cuerpo.
Observemos que, si f + (X? + 1) es cualquier elemento de tal cuerpo,
entonces, por division euclidea, f = (X?+1)q+T, con r = aX+b para ciertos
a,b € R. Asi, cualquier elemento de C se expresa en la forma
(3.7) a+bX+ X2+ D =a+ X2+ D+ b+ X2 F1)X+(XE+1)).

Ahora, la aplicacion t: R — C que llevar € Ren ((r) =1+ (X? +1) es un
homomorfismo inyectivo de anillos. Asi que podemos identificar R como
un subanillo de C, con lo que el miembro de la derecha de 3.7 deviene,
bien entendida esta identificacion,

a+bX+ (X2+1).

Si escribimos i = X + (X? + 1), tenemos que cada elemento de C se escribe
en la forma a + bi, para a,b € R. Ademas,

=X+ =X+ X+ D) =14+ (X2 +1) =1,
2Y aqui es donde se usa definitivamente que A es un DIP.
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Quienes conozcan el cuerpo de los numeros complejos, lo habran re-
conocido en C. Usaremos, por tanto, la notacion C = C, para este cuerpo.

Hemos visto que, con las simplificaciones notacionales hechas, cada
elemento de C se expresa como a -+ bi, para a,b € Ry que i = —1. Usando
las propiedades asociativas, conmutativas y distributiva de las operacio-
nes de C, tenemos que

(a+bi)(c+di) = ac —bd + (ad + be)i;

la multiplicacién de nimeros complejos.

Convenzamonos de que la expresion a+bi, con a,b € R, de cada nume-
ro complejo, es Unica. Si a + bi = a’ + b’i entonces a —a’ + (b —b’)i = 0.
Esto lleva a que a — a’ + (b — b’)X € (X? + 1). Mirando grados, esto es s6lo
posiblesia—a’+ (b—b')X=0en R[X]. Osea, a=a’,yb=D0b".

El cuerpo C es fundamental en la Ciencia, asi que demos algunas
propiedades basicas del mismo. Dado un nuimero complejo z = a + bi,
con a,b € R, a se llama parte real de z y b se llama parte imaginaria. El
nuamero z = a — bi se llama cornjugado de z.

Una propiedad resefable es que la aplicacién (—) : C — C que lleva
cada z en su conjugado z es un isomorfismo de anillos®, que deja fijos los
numeros reales. Es un ejercicio facil comprobar esto. Obviamente, (—) es
su propio inverso para la composicion. Ademas,

2Z = a® + b?,
es claramente un numero real no negativo. Definimos el médulo de z como
|zl = v/zz. Este médulo mide la longitud del vector de componentes (a,b)
del plano real. Vemos que z = 0 si, y s6lo si, |z| = 0. De la ecuacion zz = |z[?
extraemos, para z # 0, la formula
1 z

27 = —
2|2’

con la que se suele calcular el inverso multiplicativo de un nimero com-
plejo.

Ejercicios.

EJERCICIO 69. Sean a,b,x,y € A, con A un DIP, tales que xa = yb.

Demostrar que, si mcd(x,y) = 1, entonces mcm(a,b) = ax. (Sugerencia:
usar la identidad de Bezout).

EJERcCICIO 70. Demostrar que R[X]/ (X2 — 1) es un anillo isomorfo al
anillo producto R x R.

EJERCICIO 71. Sea A un anillo conmutativo no trivial e I un ideal de
A, I # A. Decimos que | es maximal si para cualquier | ideal de A tal que
I C J, entonces ] = A. Demostrar que [ es un ideal maximal si, y sélo si,
A/I es un cuerpo.

EJERCICIO 72. Sea K un cuerpo. Dado un polinomio f € K[X] cuyo
grado es 2 o 3, demostrar que f es irreducible si, y s6lo si, f tiene una raiz
en K.

EJERcICIO 73. Construir cuerpos con 4 y 8 elementos.

EJERCICIO 74. Sea m € A, con m # 0, donde A es un DIP. Sea a € A.
Demostrar que a + (m) € U(A/(m)) si, y sélo si, mcd(a,m) = 1.

3se suele decir que es un automorfismo de cuerpos
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3.4. Dominios Euclideos

Un dominio euclideo es un dominio de integridad que disfruta de una
division con resto analoga a la de numeros enteros o polinomios. Segui-
damente, damos la definicién técnica. Recordemos que, para un anillo A,
escribimos A* = A\ {0}.

DEFINICION 3.47. Sea A un dominio de integridad. Una _funcion euclidea
en A es una aplicacion ¢ : A* — N que satisface las siguientes condiciones:
1. Siaq,b € A*y a|b entonces ¢(a) < $(b).
2. Dados a,b € A con b # 0, existen q,r € A tales que a = gb +,
donde r = 0 o bien ¢(r) < ¢(b).
La segunda condicion establece que, en A, existe una division con resto.
Si A viene dotado de una funcién euclidea, diremos que A es un domi-
nio euclideo (abreviatura DE).

EJEMPLO 3.48. El anillo Z de los numeros enteros en un dominio
euclideo con la funcioén euclidea valor absoluto.

EJEMPLO 3.49. Si K es un cuerpo, entonces la aplicacion que asigna
a cada polinomio no nulo de K[X] su grado es una funcion euclidea. Por
tanto, K[X] es un dominio euclideo.

EJEMPLO 3.50. Cualquier cuerpo K es un dominio euclideo con la fun-
cion euclidea constantemente 0 sobre los elementos de K*. Este ejemplo
no es demasiado interesante, claro.

En esta seccion, nos disponemos a dar algunos ejemplos mas de do-
minios euclideos. Pero, antes, veamos qué ventajas da el disponer de una
funcién euclidea.

OBSERVACION 3.51. Sean a,b € A con b # 0, para A un DE con funcion
euclidea ¢. Si a = qb + r es una divisién con resto en A, entonces bla
si, y s6lo si, r = 0. En efecto, si r = 0, obviamente b|a. Reciprocamente,
supongamos que bla, y sea ¢ € A tal que a = cq. Entonces 0 = (q —c)b + .
Si r # 0, entonces ¢(r) = $((c — q)b) > $(b), lo que es una contradiccion.
Por tanto, r =0.

TEOREMA 3.52. Todo dominio euclideo es un dominio de ideales princi-
pales.

DEMOSTRACION. Sea A un DE con funcion euclidea ¢, e I un ideal no
nulo de A. Pongamos n = min{¢(a) | 0 # a € I}. Si tomamos 0 # g € I con
n = ¢(g), es facil ver, mediante la realizacion de una divisién con resto, de
manera similar a la demostracion del Teorema 3.27, que I = (g). O

Por tanto, en un DE, hay maximo comun divisor y minimo comun
multiplo de cualquier conjunto finito de elementos. Ademas, se tiene la
identidad de Bezout. La novedad ahora es que, si la division con resto
es realizable en la practica, entonces los coeficientes de la indentidad de
Bezout se pueden calcular mediante la version general del Algoritmo Ex-
tendido de Euclides (Algoritmo 4).

Para a,b elementos del dominio euclideo A con funcién euclidea O,
con b # 0, los elementos g, € A tales que a=qb+rconr =00 ¢(r) < $(b)
se llaman, respectivamente, cociente y resto de la division. Escribiremos
r=rem(a,b)y q = quot(a,b), bien entendido que dichos elementos no son,
en general, Gnicos.
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Algoritmo 4 Algoritmo Extendido de Euclides para un DE

Input: a,b € A con b # 0, donde A es un dominio euclideo.
Output: {ui,vi,Ti}i—o,... h,nh+1 tales que ry = au;+bv; parai=0,1,...,h,h+1,
Thi1 =0,
h = mcd(a, b),
Uupr1a =mem(a,b).
Initialitation:
To < Q, T b.
Ug — 1, uy < 0.
vg — 0, vi « 1.
q«—0,71«0.
i1,
while r; # 0 do
q + quot(ri_1,1¢)
T rem(ri_1,Ti)

Tiq1 &7
Wip] & U1 —Uiq
Vi1 & Vi—1 —Vi(
1e—1+1

return {u;,vi,Tili—o,... h,h+1

TEOREMA 3.53. El Algoritmo 4 es correcto.

DEMOSTRACION. Observemos que, siempre que t; # 0, se tiene que, o
bien ri; =0 o bien ¢(ri+1) < ¢(r1). Asi que existe h > 1 tal que r, # 0 pero
Tht1 =0.

Para i < h, tenemos que 1; # 0, luego podemos hacer uso de la division
con resto en A

Ti—1 = Ji+1Ti + Tit1,
donde qi1 es el cociente. De aqui, los divisores comunes de r;_; y 7; son
los mismos que los divisores comunes de 1; y 1i41. Asi que

Th = mced(0,n) = med(Thi1,Th) =
mcd(rh,Th_1) = --- = med(rq,79) = med(b, a).
Vamos a definir los elementos ui,v; € A, i1=0,1,...,h,h+ 1. Tomamos
Uy = 1,Vo = O,LL] :0,\)1 = 1,

Una vez dados ui, vi,u;_1,vi_1, para 1 <1i < h, definimos

Wit = WUi—1 — Ji+1Uy, Vit1 =Vi—1 — {i+1Vi.
Asi,
Uir1a+Vig1b = (Ui—1 — qip1ug)a+ (Vi1 — qip1vi)b =
Wi—ta+viib—qgirr(wia+vib) =11 — gip1Ti = Tig1.

Veamos, por ultimo, que upja = mcm(a,b). Observemos primero que
0=Tht1 =Unp1a+ Vb,

luego un1a = —vh1b, asi que un1a es multiplo comtn de ay b.
Con objeto de razonar que up1a = mcm(a,b), demostremos que

—UWit1Vi + UiVip1 = (—1)i
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para todo 0 < i < h. Dicha igualdad es clara parai = 0. Si 1 < i < h,
supuesta la igualdad demostrada parar i — 1, tenemos

—Ui ViUV = —(Wo 1 —qiu)vitui (vie1 —qivi) = —wiogvituvior = (—1)%
En particular, up, v, — upvny1 = (—1)". De aqui, mcd(up;1,Vhi1) = 1.
Por el Ejercicio 69, mecm(a,b) = aup1. O

3.4.1. Nuevos ejemplos de DE. Seguidamente, vamos a ver algunos
ejemplos adicionales de dominios euclideos, que proceden del ambito de
la Teoria de Numeros.

Tomemos D € Z que no es un cuadrado. Esto ultimo significa que
D # a? para todo a € Z.

Definimos

Q(VD) ={x+yvD Ixy € Q},
que es un subanillo? de C. Notemos que, si D < 0, vD = iy/—D, donde ésta
tltima es la raiz cuadrada positiva real de —D > 0. Por ejemplo, v/—2 = iv/2.
También consideraremos

ZIVD] ={a+bVD | a,b € Z},

que es un subanillo® de Q(+/D). Para algunos valores de D, se trata de un
dominio euclideo. Queremos conocer algunos de ellos.

LEMA 3.54. Six+yvD =0 parax,y € Q, entonces x =y = 0.

DEMOSTRACION. Si x = 0, entonces yvD = 0, lo que implica, puesto
que VD # 0, que y = 0. La estrategia es, asi, demostrar que si x # 0,
entonces llegamos a una contradiccién. Tendremos entonces que D =
yx~!' € Q, por lo que D es el cuadrado de un numero racional. Esto no es
posible por el Ejercicio 27.

O

Definimos la norma de x 4+ yv/D como
N(x +yvD) =x* —y?’D € Q.
Observemos que, si escribimos z = x +y+v/D, y denotamos por z = x —yv/D,
entonces podemos reescribir la norma de z como
N(z) = zz.

Observemos que, para D < 0, Z es el conjugado, en tanto que niimero
complejo, de z. Pero, para D > 0, esto no es asi. Esperemos que esta
comodidad en la notacién no os lleve a confusion...

EJERCICIO 75. Demostrar que la aplicacién « : Q(vD) — Q(v/D) de-
finida por «(z) = z para todo z € Q(vD) es un automorfismo de anillos.
Deducir que N(zw) = N(z)N(w) para todo z,w € Q(v/D).

LEMA 3.55. Seaz € Q(vD). Entonces z = 0 si, y solo si, N(z) = 0.

DEMOSTRACION. Pongamos z = x + yv/D. Si z = 0, entonces, por el
Lema 3.54, x =y = 0 y, por tanto, N(z) = 0. Reciprocamente, si N(z) = 0,
entonces zz = 0. Esto implica que, o bien z =0, o bien z = 0. En el segundo
caso, x —yvD = 0, lo que implica, de nuevo por el Lema 3.54, que x =y =
0. O

4Comprobar. Algo mas adelante, veremos que, de hecho, se trata de un subcuerpo.
5Comprobar.
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Como consecuencia del Lema 3.55, si z € Q(v/D) es no nulo, su inverso
en C se calcula por la formula
z

-1_ _*
(3.8) z = NG

De manera que, si z € Q(v/D) es no nulo, entonces z~ ! € Q(v/D), y este
anillo es un cuerpo. El subanillo Z[v/D] es un dominio de integridad, pero
no un cuerpo, como resultara evidente tras ver la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.56. Definamos, para z € Z[v/D], ¢(z) = IN(z)|, donde | |
denota el valor absoluto. Se tiene que U(Z[VD]) = {z € Z[VD] | ¢(z) = 1}.

DEMOSTRACION. Si ¢(z) =1, entonces N(z) =10 N(z) = —1. De la ecua-
cién (3.8), deducimos que z~! € Z[v/D], luego z es una unidad. Reciproca-
mente, supongamos que z € Z[v/D], y sea u € Z[v/D] tal que 1 = zu. Asi,
1=¢(1) = d(z)d(u). Como ¢(z),d(u) € N, deducimos que ¢(z) =1. d

TEOREMA 3.57. La funcién ¢ : Z[vD]* — N es una_funcién euclidea para
D=-2-1,23.

DEMOSTRACION. Primero, observemos que, si z/,w’ € Z[v/D]* y z'lw’,
entonces w’ = vz’ para algan v € Z[VD]. Asi, p(w’) = d(v)d(z') > b(z'),
puesto que ¢(v) > 1.

Vayamos ahora con la division con resto. Tomemos ahora w,z € 7Z[v/D]
cualesquiera con z # 0. Una consecuencia de (3.8) es que wz ™! =x+yvD
para ciertos x,y € Q. Sean a,b € Z talesque [x —a| <1/2ely—b/ <1/2,y
definamos

q —a+bVD y T=w—(qz.

Obviamente, q,r € Z[v/D]. Ahora,

IN(rz™ ")l = IN((w — gz)z~ )| = IN[wz"" — q)|
=N(x—a+(y—b)VD)|=l(a—x)*— (b—y)°Dl.
Distingamos casos. Si D = —2,—1, entonces
1 1
Nzl =(a=%)? = (b—y)*’D < ; — ;D <]
Si D =2, tenemos que
NGzl = 1@ —x)? = 2(b—y) < la—xP + 20—y < 1+ <1,

Si D = 3, entonces

(a—x)2=3(b—y)* sila—x)*>3(b-y)?

|N(T271)| = \(G—X)Z—3(b—y)2\ = {3(b _y)z _ (a_X)Z si 3(b _y)Z Z ((I—X)z.

Como el primer valor es menor o igual que 1/4, y el segundo menor o igual
que 3/4, tenemos que ambos valores son estrictamente menores que 1,
claro.

En definitiva, |[N(rz~')| < 1 para los valores D = —2, 1,2, 3. Pero
IN(rz™ )| = IN(r)N(z D = IN@)IIN(Z)| " = d(r)db(z) .
Por tanto, ¢(r) < ¢(z). O
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EJEMPLO 3.58. Tomemos D = —1. Usamos la notacion tradicional es
Z[v/=1] = ZI[i]. Este es el anillo de los enteros de Gauss. En Z[i], vamos a
dividir w = 3 entre z = 1 4+ i. Tenemos

3 3(1—1)  =3i+3 3 3.

T+i (0+00-1) 2 272"
Tomamos q=1—1i,conloquer=w—qz=3—(1—-1)(1+1) =1.

3.5. Ecuaciones en congruencias en un DE

Hemos visto que, en un dominio euclideo, disponemos de una division
y un algoritmo extendido de Euclides. Esto abre la posibilidad de usar pro-
cedimientos formalmente idénticos a los usados en Z para la resolucion
de ecuaciones y sistemas de ecuaciones en congruencias, asi como ecua-
ciones “diofanticas”. Vamos, para no aburrirnos, a hacer una exposiciéon
algo diferente que entonces.

PROPOSICION 3.59. Sean a,b,c € A, donde A es un DIP. La ecuacion
(3.9) ax+by=c
en las incégnitas x,y tiene solucién en A si, y solo si, mcd(a,b) divide a c.
DEMOSTRACION. Observemos que (3.9) tiene solucién en A si, y sélo
si, ¢ € {a) + (b). Como (a) + (c) = (d) para d = mcd(a,c), obtenemos que
(3.9) tiene solucion si, y sélo si, ¢ € (d). O
Consideremos ahora la ecuacion en congruencias en un DIP A:
(3.10) ax = b (mod m),
donde a,b,m € A, con m # 0. Aqui, a = b (mod m) es una abreviatura de
la notacion general a = b (mod (m)) introducida en (2.7).

PROPOSICION 3.60. La congruencia (3.10) tiene solucién en A si, sélo si,
la ecuacién ax+my = b tiene soluciéon en A. Como consecuencia, una condi-
cién necesaria y suficiente para que (3.10) tenga solucién es que med(a, m)
es un divisor de b.

DEMOSTRACION. Resolver la ecuacion (3.10) es calcular todos los x € A
que la satisfacen. Observemos que x es una solucién de (3.10) si y s6lo si
existe k € A tal que ax—b = km. Equivalentemente, ax—km = b. El criterio
para la existencia de solucion se sigue ahora de la Proposicién 3.59. d

Supongamos ahora que A es un DE, lo que permite usar el Algorit-
mo 4 para calcular la solucion general de (3.10). Efectivamente, podemos
calcular d = mcd(a,m), y u,v € A tales que d = au+ mv. En caso de exis-
tir solucién de (3.10), calculamos a’,b’ € Ay m’ € N tales que a = a’d,
b="b’d, m=m’d. Asi, ax—km = b es equivalente a a’x —b’ = km’, esto es,
(2.8) es equivalente a

(3.11) a’x =b’ (mod m’).

La ventaja ahora es que 1 = a’u+m’v, y, en A/(m’), tenemos que
(u+(m))(a"+(m’)) =1+ m').

Como (3.11) es equivalente a la ecuacion
(a’+m))(x+(m')) =b"+ (m'),

podemos despejar
x4+ (m') = (u+ (M) (o' + (m')).
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Esto es,
x =ub’ +km’
parak € A.

EJEMPLO 3.61. Consideremos el polinomio X? + 1 € Z3[X]. Estamos,
por abuso de notaciéon, considerando que Z3 = {0, 1,2} entendiendo cada
clase de equivalencia modulo 3 dada por su representante natural mas
pequeno.

Bien, el polinomio X? + 1 es irreducible, ya que tiene grado dos y no
tiene raices en Z3. Por tanto, Z3[X]/(X?+1) es un cuerpo. Observemos que,
en virtud de la division con resto en Z3[X], cada elemento de dicho cuerpo
se escribe de manera tinica como

a+bX+ (X2 +1), (a,b € Z3).

Por tanto, Z3[X]/(X? + 1) es un cuerpo con 9 elementos. Por otra parte,
la aplicacion Zz — Z3[X]/(X? +1) que lleva b € Z3 en b + (X? + 1) es un
homomorfismo inyectivo de anillos. Podemos, pues, considerar que nues-
tro cuerpo de 9 elementos contiene una copia de Z3. De esta forma, si
ponemos

o= X+ (X2 +1),
tenemos que

Observemos que, con la identificacion hecha,
=X XN =1+ (X =24+ X2+ 1) =2.
Tenemos, pues, que o’ = 2, y esta identidad sirve para operar en el

cuerpo de 9 elementos construido. Asi, por ejemplo, obtenemos que 2o =
1, por lo que o' = 2a.

EJERCICIO 76. Resolver en Z[i] el sistema de congruencias

x =1 (mod 3)

x =2 (mod 2 +1)
x=1+1(mod 3 + 2i)
Xx=3+2i(mod4+1)

EJERCICIO 77. Sean «;,...,x, € A raices de un polinomio no nulo
f € A[X], y supongamos que A es un DI. Demostrar que, si todas estas
raices son distintas, entonces f tiene grado al menos n.

EJERCICIO 78. Sean xo,X1,...,xn € K, con K un cuerpo. Supongamos
que, para 0 < i <j < n, xy # %, y sean yo,yi,...,Yn € K cualesquiera.
Demostrar que el sistema de congruencias en K[X]

[
f(X) = yo (mod X — xo)
f(X) =y (mod X —x1)

£(X) = yn (mod X — xp)

tiene una unica solucion de grado menor o igual que n. Dicha solucién
se llama polinomio interpolador de los datos yo,yi...,yn €n los nodos
X0,X1,-.-,Xn. Como aplicaciéon, dar la ecuacion de la parabola que pasa
por los puntos (—1,9),(2,7),(3,1/2) € R?
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Capitulo 4

Factorizacion unica

Recordemos que el Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que
cada numero natural mayor que 1 se descompone de manera Unica co-
mo producto de numeros primos. En este capitulo, vamos a ver que esta
propiedad se puede extender a cierto tipo de dominios de integridad que
incluyen, en particular, a los dominios de ideales principales.

Comencemos, no obstante, viendo que hay dominios de integridad
“sencillos” que no son dominios de ideales principales.

EJEMPLO 4.1. Vamos a demostrar que Z[v/—5] no es un DIP exhibiendo
un par de elementos suyos para los que no existe minimo comutin multiplo.

Dos elementos sin minimo comuin multiplo. Tomemos
x=2,p=14++vV-5

y supongamos que existe m = mcm(«, 3). Escribamos m = a + bv/—5, para
a,b € Z. Como m|xp =2+ 2v/—5, tomando normas, tenemos que

a? +5b2 = N(m)|N(xp) = 24.
Por otro lado,
4.1) 6=2-3=(14+v=5)(1—+v=5),

por lo que 6 es un multiplo comun de «y 3. Asi que m|6. Tomando normas
de nuevo, a? +5b? divide a 36. Por tanto, a? +5b? divide al maximo comun
divisor de 24 y 36 en N, esto es, a 12.

Pero m ha de ser un multiplo de « y de 3, lo que implica que su norma
a’? + 5b% ha de ser un multiplo comun de 4 y 6. Toda esta informacion
implica que a?+5b? = 12. Reduciendo modulo 5, obtenemos a? = 2 (mod 5).
Pero esta congruencia no tiene solucion. Asi que suponer la existencia de
mcm(e, ) lleva a una contradicciéon y descarta dicha existencia. Asi, pues,
Z[+/=5] no es un DIP.

Un irreducible que no es primo. Vamos a demostrar que 2 es un irre-
ducible de Z[v/—5] que no es primo, lo que valdria, en virtud del Teorema
3.45, como argumento alternativo para afirmar que Z[+/=5] no es un DIP.
Si 2 = wz para w,z € Z[v/-5], de nuevo tomando normas, tendriamos
4 = N(z)N(w). Si ninguno de estos factores fuera 1, ambos serian igual a
2, pero es facil ver que en Z[y/—5] no hay numeros de norma 2. Asi que,
o bien z, o bien w tiene norma 1 y el que esté en tal caso ha de ser una
unidad gracias a la Proposicion 3.56.

Para demostrar que el irreducible 2 no es primo, miremos (4.1) para
ver que 2 es un divisor del producto (1 + v/=5)(1 — v/=5). No obstante, 2
no puede ser un divisor, siempre en Z[y/—5], de ninguno de esos factores.
Por ejemplo, si 2 dividiera a 1+ /=5, tomando normas tendriamos que 4
divide, como nuimero natural, a 6, cosa que no ocurre. Otro tanto se puede
razonar para el factor 1 —/—5.
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Un anillo con cuatro elementos y dos caras. Analicemos el aspecto del
anillo cociente Z[v/—5]/(2). Reduciendo médulo 2 los coeficientes enteros a
y b para un elemento a + by/—5 + (2), tenemos que

ZIN=51/(2) = {0+ (2), 1+ (2), V=54 (2), 1 + V=5 + (2)}.

Esos cuatro elementos son distintos, lo que se comprueba sin gran difi-
cultad usando, de nuevo, que la norma de 2 es 4.

Vamos a mostrar, por ultimo, que el anillo de cuatro elementos anterior
es isomorfo a un cociente de un anillo de polinomios. El tiinico homomor-
fismo de anillos x : Z — Z[v/—5]/(2) verifica que 2 € kery. Puesto que 2 es
primo en Z, esto implica que 2Z = kery. Por el Teorema del isomorfismo,
obtenemos un homomorfismo inyectivo de anillos

@ =X:Zy — ZIV=5]/(2)

cuya imagen es {0+ (2), 1+ (2)}. Ahora, la propiedad universal del anillo de
polinomios Z;[X] nos proporciona un homomorfismo de anillos

¢ : Z2[X] = ZIV=51/(2)

que, sobre los elementos de Z,, actiia como ¢ y lleva X en 1+ v/—5 + (2).
Por tanto,

X =(1+vV=5)2+(2)=142V=5—-5+(2) =0+ (2).

De aqui, X? € ker ¢. Ahora bien, Z,[X] es un DIP, por lo que ker ¢
es un ideal principal de Z,[X]. De hecho, vimos en la demostracién del
Teorema 3.27 que un generador se se obtiene como cualquier polinomio
no nulo de grado minimo que pertenezca a ker ¢. Asi que, si vemos que
ker ¢ no contiene polinomios no nulos de grado menor que 2, colegiremos
que ker ¢ = (X?).

Si aX +b € ker ¢, para @,b € Z, entonces a + by/=5 + (2) = (2). Pero
esto solo es posible! sia =b =0, de donde @ =b = 0.

Como, ademas, ¢ es claramente sobreyectivo, el Teorema de isomorfia
nos da un isomorfismo de anillos

25X _ ZIV=5)

(x2) (2)

Unas observaciones finales sobre Z[/—5]/(2). No es un cuerpo, ya que
tiene un elemento no nulo cuyo cuadrado es 0. Esto también demuestra
que no es isomorfo a Z; x Z;. Y no es isomorfo a Z4, ya que éste tiene
caracteristica 4 mientras que la caracteristica de aquél es 2.

La existencia de minimo comun maultiplo esta relacionada en las pro-
piedades de factorizacion de un dominio de integridad. Veamos una pro-
posicion que nos sera util.

PROPOSICION 4.2. Sea A un DI, y a,b € A tales que ab # 0. Si exis-
te mcm(a,b), y tomamos d € A tal que ab = d - mem(a,b), entonces d =
mcd(a,b).

DEMOSTRACION. Bien, escribamos m = mcm(a,b), y tomemos d € A
como en el enunciado. Puesto que ajm y bjm, existen a’,b’ € A tales que
m = aa’ y m = bb’. Por tanto, ab = dm = daa’ y ab = dbb’. Se sigue
inmediatamente que b = da’ y a = db’. Por tanto, d es un divisor comtn
deayhb.

1Obviamente, tomamos a,b € {0, 1}.
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Supongamos ahora e € A otro divisor comun de a y b. Existiran, pues,
a”,b” € Atales que a =ea” y b = eb”. Pongamos m’ = ea”b”. Es claro que
m’ es un multiplo comtn de a y b. Por tanto, m/m’. Asi que existe m” € A
tal que m’ = mm”. Por tanto,

dm =ab=m'e=mm"e,

de donde d = m”e y eld. Concluimos que d = mecd(a,b). O

4.1. Dominios de Factorizacién Unica

,Qué vamos a entender como una factorizacion buena? La idea es que
sea similar a aquélla de la que disfrutan los numeros enteros. Seguiremos
denotando por ~ a la relacion de equivalencia “ser asociados”.

DEFINICION 4.3. Sea a € A, donde A es un DI. Supongamos que a # 0
y a ¢ U(A). Diremos que a admite factorizacién tinica si
1. Existen irreducibles no asociados entre si p1,...,pr € A, y natura-
les eq,...,e. > 1 tales que a ~pj' ---psr.
2. Si q1,...,9s € A son irreducibles no asociados entre si tales que
a~ qf‘ ---qfs para ciertos naturales fy,...,f; > 1, entonces r = s y,
tras eventual reordenacion, f; =e; y q; ~pi paratodoi=1,...,r.
Si se da la primera condicién, diremos que a admite factorizacién completa,
y que p;' ---p¢ es una factorizacion completa de a.

EJEMPLO 4.4. Todo elemento irreducible admite factorizacion unica.
En efecto, sea p € A, con A DI, irreducible. Obviamente, s6lo hemos de ra-
zonar la segunda condicién. Sip =uq}'...qfs parau € U(A),y q1,...,qs €
A irreducibles, entonces, como f; > 1, tenemos que uq‘;‘q —-qfs e U(A),
lo cual es imposible, salvo que s =1y f; = 1.

EJERcICIO 79. Si a admite factorizacién tunica y b es asociado con a,
entonces b admite factorizacion tunica.

DEFINICION 4.5. Un dominio de integridad se llama dominio de fac-
torizacion unica (DFU), si todo elemento a # 0 tal que a ¢ U(A) admite
factorizacion unica. Entenderemos que todo cuerpo es un DFU, si bien de
forma trivial.

TEOREMA 4.6. Sea A un DI tal que todo elemento no nulo y no unidad
admite factorizacion completa. Entonces A es un DFU si, y sélo si, todo
elemento irreducible de A es primo.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un DFU y sea p € A irreduci-
ble. Supongamos que a,b € A son tales que plab, con lo que pc = ab para
cierto ¢ € A. Podemos suponer que a,b ¢ U(A), ya que, de lo contrario, se
obtiene facilmente que p|a o bien p|b. De esta manera, c ¢ U(A), porque p
es irreducible.

Bien, tomemos factorizaciones completas de a ~ p§' ---pé™, b ~ yf‘ coeyls
c ~ xJ"---x¢*. Tenemos, pues, que pxJ' ---xJ* ~ pS'...peryl ...yl Por
unicidad, puesto que suponemos que A es un DFU, obtenemos que, o
bien p ~ p; para algun i € {1,...,7}, o bien p ~ y; para algun j € {1,...,s}.
En el primer caso, p|a, mientras que, en el segundo, p|b, con lo que hemos
demostrado que p es primo.

Vayamos por el reciproco. Sea a € A, a #0, a ¢ U(A). A cada factoriza-
cion completa a ~ p{' ---p¢ le asociamos su peso Y |_; e;. Definimos p(a)
como el minimo de los pesos de las factorizaciones completas de a.

Algebra I, version 2.2 J. Gémez-Torrecillas



4.1. DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA 76

Demostraremos la unicidad de las factorizaciones completas de los
elementos de A por induccion sobre p(a). Asi, si u(a) = 1, entonces a es
irreducible, y tenemos la unicidad (ver Ejemplo 4.4).

Supongamos ahora p(a) > 1y asumamos, como hipétesis de induc-
cion, que todo elemento b con u(b) < u(a) tiene unicidad en sus fac-
torizaciones completas. Bien, sean dos factorizaciones a ~ pj'---ps ~
qf‘ ---qfs, donde la primera tiene peso p(a). Como e; > 0, py es un di-
visor de q|' --- qfs. Como p; es primo, por hipétesis, ha de dividir a alguno
de los qgi, que podemos suponer, tras reindexacion, i = 1. Luego, al ser
q7 irreducible, p; ~ q1. Asi que b = p?‘q coepET o~ qﬁ‘q ---q,*. Como el
peso de la primera factorizacion completa es p(a) — 1, podemos aplicar la
hipotesis de induccion a b y deducir que r = s y, tras eventual reordena-
cion, p; ~ q; paratodoi=1,...,ry e; = f;. Enrealidad, e; —1 =f; — 1, pero
esto implica, obviamente, que e; = f;. O

OBSERVACION 4.7. Durante la prueba del Teorema 4.6, hemos demos-
trado que todas las factorizaciones de un elemento a de un DFU tienen el
mismo peso, concretamente, el peso minimo p(a).

TEOREMA 4.8. Todo DIP es un DFU.

DEMOSTRACION. Puesto que, en un DIP, cada irreducible es primo (ver
Teorema 3.45), s6lo hemos de demostrar que cada elemento admite una
factorizacion completa (factorizacion, para abreviar). Sea A, pues, un DIP,
y consideremos

X={aeAla#0,a¢ UA)}L

Es claro que, si A no es un cuerpo, entonces X # (). Podemos escribir como
union disjunta X =B UM, donde

B ={a € X | a admite factorizaciéon},

M = {a € X | a no admite factorizacién}.

Nuestro objetivo es demostrar que M = (). Veamos que, si M # (), entonces
M satisface una propiedad que nos llevara posteriormente a una contra-
diccién. La propiedad es la siguiente: si a € M, entonces existe a’ € M tal
que (a) & (a').

En efecto, dado a € M, éste no puede ser irreducible, luego a = bc para
b,c ¢ U(A). Pero, ademas, si b,c € B, entonces a = bc € B, ya que disponer
de una factorizacion de b y otra de ¢ da claramente una factorizacién de
su producto. Asi que o b € M, o ¢ € M. Tomamos a’ el apropiado de
entre estos dos elementos. Como a’|a, deducimos la inclusién (a) C (a’).
La inclusion es estricta, puesto que a’ no es asociado con a.

Haciendo uso reiterado de esta propiedad de M, podemos definir, a
partir de ap € M, una sucesion ap, aj,...,a, - - de elementos de M que da
lugar a

(a0) G {a1) & -~ (an) & -+
Definamos I = | J,,»,(an). Aunque, en general, la uniéon de ideales no es un
ideal, si ocurre en este caso especial que I es un ideal de A. Se deja como
ejercicio comprobar esto.

Bien, al ser A un DIP, existe x € A tal que I = (x). Asi, x € (a,) para
algan n > 0. Por tanto,

I=(x) C (an) C L,
lo que so6lo es posible si (a,) = (am) para todo m > n. Contradiccion. O
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EJEMPLO 4.9. Segun vimos en el Ejemplo 4.1, 2 € Z[v/—5] es irreducible
pero no primo, por lo que este anillo no es un DFU. Veamos explicitamente
la no unicidad de las factorizaciones completas. Tenemos

6=2-3=(1+V-5)(1—-V-5).

Vamos a demostrar que 2,3,1 + /5,1 — /=5 son irreducibles. Denote-
mos por z cualquiera de estos niimeros y supongamos z = wr, con w,r €
ZIv/=5]. Si w ¢ U(Z[V/-5]), por la Proposiciéon 3.56, N(w) > 1. Por tanto,
N(r) es un divisor de 4,9 o 6 menor estrictamente que esos niuimeros natu-
rales. En particular a? +5b? < 3. Asique b=0y a?=1.Dedonder =10
r = —1. Esto significa que 2,3,1 + /=5,1 — v/=5 son irreducibles, y 6 tiene
dos factorizaciones en Z[\/—5] distintas.

En un DFU, la divisibilidad puede expresarse a través de las factoriza-
ciones en irreducibles.

LEMA 4.10. Sean pq,...,p, Ureducibles de un DFU A, y consideremos
ery...,enf1,...,fr € N. Sean a = pj'---p&",b = p?‘ -.pfr € A (entendemos
que p? = 1). Entonces a divide a b si, y solo si, e; < f; para todoi=1,...,T.

DEMOSTRACION. Si a | b, entonces b = ax para x € A. Ademas, cada
divisor irreducible de x lo es, obviamente, de b, Por tanto, x ~ p{'---p?"
para ciertos exponentes gi,...,gr € N. Asi que pj' ---pfr ~p§1H97 ... pfrtor,
Por la unicidad de las descomposiciones en irreducibles en un DFU, obte-
nemos que f; = e; + gi para todo i = 1,...,r. Por tanto, f; > g; para todo

i=1,...,r. El reciproco es claro. O

Concluyamos viendo que en un DFU existen minimos comunes multi-
plos y maximos comunes divisores.

PROPOSICION 4.11. Sea A un DFU, y a,b € A no nulos y no unidades.
Entonces existen mcm(a,b) y med(a, b).

DEMOSTRACION. Tomemos los irreducibles pi,...,pr € A que apare-
cen, salvo asociados, en las factorizaciones de a y b. De esta manera,
podemos escribir a ~p7'---pS y b ~pf‘ -..pfr, paraery,...,e;f1,...,fr €N,
Estamos entendiendo que p¢ = 1, claro.

Sea, para cada i=1,...,r, gi = max{ey, f;}. Afirmamos que mcm(a,b) =
pd - pdr,

Es bastante obvio que pj'---pi" es multiplo comun de a y b. Su-
pongamos ahora m otro multiplo comun de a y b. Claramente, pq,...,pr
estan entre los divisores irreducibles que aparecen en la descomposicion
completa de m. Asi, m = p?‘ ---phrx, donde p; no divide a x para todo
i=1,...,r. El Lema 4.10 nos da ahora que h; > g; paracadai=1,...,r.
Por tanto, m es multiplo de p{' ---p?" y tenemos que

mem(a,b) =pi' - pdr.

la existencia de mcd(a, b) viene garantizada por la Proposiciéon 4.2. Ademas,
de alli obtenemos también que

med(a,b) =p}' - pr,

donde k; = min{e;, f;} parai=1,...,r.
O
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4.2. Factorizacion anica de polinomios

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar que, si A es un DFU,
entonces el anillo de polinomios A[X] es un DFU. Vamos a ir construyendo
las herramientas para demostrar esto conforme las vayamos necesitando.
Estas herramientas son de interés independiente.

LEMA 4.12. Sea A un anillo conmutativo y a € A. Denotemos por Aa
el ideal principal de A generado por a, mientras que (a) denotara el ideal
principal de A[X] generado por a. Existe un isomorfismo de anillos

AlX] A
— = —[X].
(a) Aa[ ]
DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo de anillos
A
A — —[X
d:A— Aa[ ]
definido por ¢(b) = b + Aa para todo b € A (obviamente, estamos conside-
rando b + Aa como como polinomio constante).
Por la propiedad universal del anillo de polinomios A[X], existe un tni-
co homomorfismo de anillos

~ A
AX —[X
¢:AX — Aa[ ]
dado por (T)(Zi fiXY) = Y . (fi + Aa)X', que es claramente sobreyectivo. Ob-
servemos que ) ; fiX' € Kerd si, y solo si, f; € Aa para todo i. Esto es,

Ker¢ = (a). El lema se sigue ahora del Teorema de Isomorfia para ani-
llos. O

LEMA 4.13. Sea A un DI, y p € A un elemento primo. Entonces p es
elemento primo en A[X].

DEMOSTRACION. Por el Ejercicio 68, A/Ap es un DI. El Lema 4.12 da
que A[X]/{p) = (A/Ap)[X], luego es un DI. Asi, p es primo en A[X]. O

Vamos ahora con una nociéon fundamental en esta seccion.

DEFINICION 4.14. Sea f = fo+f1 X+ -+ f X" € A[X], con f, #0y A un
DFU. El contenido de f se define como
c(f) = med(fo, f1,...,Tn) € A.
El polinomio f se dice primitivo si c(f) = 1.

OBSERVACION 4.15. Por la propia definicion de contenido, se despren-
de que éste esta definido salvo asociados.

EJEMPLO 4.16. Sea f = 2X? + 2 € Z[X]. Entonces c(f) = 2. Pero si
considero f € Q[X], entonces c(f) =1 (porque 2 es asociado con 1 en Q).

LEMA 4.17 (Lema de Gauss). Sea A un DFU, y f,g € A[X] polinomios
primitivos. Entonces fg es primitivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que fg no es primitivo. Entonces existe
un primo? p € A tal que plc(fg) en A. Puesto que c(fg) divide a fg en A[X],
deducimos que p divide a fg. Por el Lema 4.13, p divide a f o bien p divide
a g. Supongamos la primera opciéon. Entonces f = ph para cierto h € A[X].
Escribiendo f = Y, fiX',h = }_, h;X!, obtenemos que f; = ph; para todo i.
Asi que plc(f) y f no es primitivo. g

2Como A es DFU, existe un divisor irreducible p que es primo por el Teorema 4.6.
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LEMA 4.18. Si A es un DFU, a € A y f € A[X] es primitivo, entonces
c(af) = a.

DEMOSTRACION. Pongamos f =fo+fiX+---+1, X™, con f; € A, parai=
0,...,m. Como 1 = mcd(fy, f1,...,f), tenemos, en vista de la demostracion
de la Proposicion 4.11, que

a = mcd(afp, afy,...,af,) = c(af).
O

PROPOSICION 4.19. Sean f,g € A[X] con A un DFU. Entonces c(fg) =
c(f)e(g).

DEMOSTRACION. Escribamos f = ¢(f)f*, g = c(g)g*, para f* y g* primi-
tivos. Entonces fg = c(f)c(g)f*g*. Por el Lema de Gauss, f*g* es primitivo.
Por el Lema 4.18, c(fg) = c(f)c(g). O

Necesitamos ahora construir el cuerpo de fracciones de un dominio de
integridad. Su definicién es una generalizaciéon del proceso de creaciéon del
cuerpo Q a partir de Z.

PROPOSICION 4.20. Sea A un dominio de integridad, y A* = A\ {0}. En
el conjunto A x A* definimos la relacién R dada por (a,s)R(b,t) si at = bs.

1. La relacion R es de equivalencia. Denotemos por Q = (A x A*)/R el
conjunto cociente y, para cada (a,t) € A x A*, por ¢ su clase de
equivalencia en Q.

2. El conjunto Q es un cuerpo con operaciones suma y producto que

satisfacen
a b at + bs ab ab ab
ST s stowe 9@
3. La aplicacion v : A — Q definida por ((a) = § para a € A es un

homomorfismo inyectivo de anillos.

DEMOSTRACION. Ejercicio rutinario pero recomendable para princi-
piantes. Tiene analogias con la construccion de Z a partir de N que vimos
ya hace tiempo. O

DEFINICION 4.21. El cuerpo Q construido en la Proposiciéon 4.20 se
llama cuerpo de fracciones de A.

EJEMPLO 4.22. El cuerpo de fracciones de Z es el cuerpo Q de los
numeros racionales.

EJEMPLO 4.23. Si K es un cuerpo, entonces el cuerpo de fracciones
de K[X] se denota por K(X) y se llama cuerpo de funciones racionales con
coeficientes en K.

La siguiente proposicion revela el papel del cuerpo de fracciones cuan-
do se estudian polinomios irreducibles con coeficientes en un DFU.

PROPOSICION 4.24. Sea A un DFU y Q su cuerpo de fracciones. Dado
f € A[X] con deg(f) > 1, tenemos que f es irreducible en A[X] si, y solo si, f
es primitivo en A[X] y f es irreducible en Q[X].

DEMOSTRACION. Comencemos observando que si f no es primitivo, en-
tonces f no es irreducible. Esto es claro, ya f = c¢(f)f*, con c(f) ¢ U(A) =
U(A[X]) y f* € AIX] primitivo. Como deg(f*) > 1, deducimos que f no es
irreducible.
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Bien, supongamos ahora que f es irreducible en A[X]. Ya sabemos que
es primitivo. Procedamos a demostrar que es irreducible en Q[X].

Supongamos una factorizacion f = gh, con g,h € Q[X]. Tomemos a,b €
A no nulos tales que ag, bh € A[X]. Por la Proposicién 4.19,

(4.2) ab = c(abf) = c(agbh) = c(ag)c(bh).

Si tomamos g7, hy € A[X] primitivos tales que ag = c(ag)gi, bh = ¢(bh)hy,
tenemos que

4.3) abf = c(ag)c(bh)gih;.

Deducimos de (4.2) y (4.3) que f = gi1hy. Al ser f irreducible en A[X],
tenemos que g7 € U(A[X]) o bien h; € U(A[X]). En el primer caso, g; € U(A)
y, por tanto, ag = c(ag)gs € A C Q*. Por tanto, g € Q*. En el segundo caso,
se deduce que h € Q*. Por tanto, f es irreducible en Q[X].

Reciprocamente, si f es irreducible en Q[X] y primitivo, y suponemos
que f = kq para k,q € A[X], como c(f) = c(k)c(f), tenemos que c(k),c(f) €
U(A). Ahora, puesto que f es irreducible en Q[X], o bien k tiene grado 0, y
entonces k ~ c(k) € U(A), o bien ¢ tiene grado ceroy q ~ c¢(q) € U(A). Asi, f
es irreducible en A[X]. O

LEMA 4.25. Sea A un DFU y Q su cuerpo de fracciones. Sean f,g € A[X]
tales que flg en Q[X]. Si f es primitivo en A[X], entonces flg en A[X].

DEMOSTRACION. Supongamos que g = hf para h € Q[X]. Tomemos
a € A no nulo tal que ah € A[X] (por ejemplo, el producto de todos los
denominadores de los coeficientes de h). Obviamente, ag = ahf, por lo que
la Proposicion 4.19 implica que ac(g) = c(ah), puesto que f es primitivo. Si
ahora escribimos ah = c¢(ah)h; para cierto polinomio primitivo h; € A[X],
tenemos que

ag = ahf = c(ah)h;f = ac(g)hf,

de donde g = c(g)h;f. Por tanto, f|g en A[X]. O

TEOREMA 4.26. Si A es un DFU, entonces el anillo de polinomios A[X]
es un DFU.

DEMOSTRACION. En virtud del Teorema 4.6, hemos de demostrar que
cada irreducible de A[X] es primo y que cada polinomio no nulo y no uni-
dad en A[X] admite una factorizacién completa.

Veamos primero que todo elemento irreducible de A[X] es primo. Si
p € A es irreducible en A[X] entonces es irreducible en A. Como A es un
DFU, tenemos, en virtud del Teorema 4.6, que p es primo en A. El Lema
4.13 da ahora que p es primo en A[X].

Supongamos ahora f € A[X] irreducible con deg(f) > 1. Por la Propo-
sicion 4.24, f es primitivo. Supongamos que f|gh para g,h € A[X]. Obvia-
mente, flgh en Q[X] y, al ser Q[X] un DIP, tenemos que f es primo en QI[X],
por lo que f|g o flh en Q[X]. Por el Lema 4.25, f|g en A[X] o flh en A[X]. Por
tanto, f es primo en A[X].

En vista del Teorema 4.6, s6lo nos resta demostrar que cada elemento
no nulo y no unidad de A[X] es producto de irreducibles. Bien, sea f €
AlX]l, f # 0y f ¢ UA[X]) = U(A). Podemos escribir f = ¢(f)f*, con f* €
A[X] primitivo. Puesto que A es un DFU, c(f) se escribe como producto
de irreducibles en A, que sabemos lo son en A[X], podemos suponer que
f es primitivo de grado positivo. Razonando por induccion sobre deg(f),
supongamos que deg(f) = 1. Como f es primitivo e irreducible en Q(X]
(tiene grado 1), deducimos de la Proposicién 4.24 que lo es en A[X].
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Supongamos que deg(f) > 1. Si f es irreducible, no hay nada que de-
mostrar. Si no, f = gh para g,h € A[X] no unidades. Como f es primitivo,
ni g ni h pueden pertenecer a A. Por tanto, ambos tienen grado menor
que deg(f) y, por hipoétesis de induccién, admiten factorizaciones como
producto de irreducibles. Por tanto, asi lo hace f y hemos terminado la
demostracion. O

EJEMPLO 4.27. Si partimos de un anillo conmutativo A, podemos cons-
truir el anillo de polinomios A[X] en un indeterminada X. Ahora, podemos
considerar el anillo A[X] como anillo de coeficientes de un nuevo anillo de
polinomios A[X][Y], donde Y denota una nueva indeterminada. ;Qué as-
pecto tienen los elementos de A[X][Y]? Bien, tomemos f € A[X][Y]. Entonces

f=Y Y,
j
para f; € A[X]. Ahora, para cada indice j,
fi =) X,
i
donde f;; € A. De modo que
f=) fyXyl.
i'Yj

Vemos que f viene a ser un polinomio en las indeterminadas X,Y con
coeficientes en A, y es por eso que el anillo A[X][Y] se suele denotar por
A[X,Y]. Observemos que, por aplicacion iterada del Teorema 4.26, A[X,Y]
es un DFU siempre que A lo sea.

4.3. Polinomios irreducibles sobre un DFU

En esta seccion, abordamos el problema, en general dificil, de decidir
si un polinomio con coeficientes en un DFU es irreducible. Sea®, pues, A
un DFU, y f € A[X] no nulo. Si deg(f) =0, entonces f € A y el problema de
decidir si f es irreducible se resuelve en A.

Supongamos ahora que deg(f) > 1. La primera idea es escribir f =
c(f)f*, donde f* € A[X] es primitivo del mismo grado que f. Si f no es pri-
mitivo, entonces c(f) no es una unidad, y f no es irreducible. Por tanto,
podemos limitarnos al caso de ser f primitivo. Sea Q el cuerpo de fraccio-
nes de A. Por la Proposicion 4.24, f es irreducible en A[X] si, y solo si, f es
irreducible en Q[X].

Lo mas sencillo que puede ocurrir, para que un polinomio primitivo de
grado mayor que 1 no sea irreducible, es que tenga una raiz. De hecho,
cada raiz en Q de un polinomio proporciona un factor irreducible de grado
1.

EJEMPLO 4.28. Sea f € A[X] primitivo no constante, donde A es un
DFU con cuerpo de fracciones Q. Supongamos que a/b € Q es una raiz
de f, con a,b € A tales que mcd(a,b) = 1. Entonces bX — a es un divisor
irreducible de f en A[X]. En efecto, X — a/b divisor de f en Q[X], por lo que
bX — a es un divisor de f en Q[X]. Ahora, bX — a es primitivo, luego, por el
Lema 4.25, bX — a es un divisor de f en A[X].

3Mantendremos durante toda esta seccion la hipétesis de que A es un DFU.
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PROPOSICION 4.29. Sea f = fog + f1 X+ -+, X™ € A[X] con f, # 0.
Suponemos que A es un DFU con cuerpo de fracciones Q. Si a/b € Q es una
raiz de f y med(a,b) =1, entonces b|f, y alfy.

DEMOSTRACION. Tenemos que

a a\nmn
0=fot+fip++fa(g) -

De aqui,

0=fob™ +frab™ ' +... +fra™.
Esta igualdad implica que b|f,,a™. Como mcd(a,b) = 1, deducimos que b|f;.
Analogamente, alfo. O

EJEMPLO 4.30. Veamos que f = X3 —1/2X + 2 € Q[X] es irreducible.
Como f tiene grado 3, sera irreducible si, y s0lo si, no tiene raices en Q.
Ahora, las raices de f son las mismas que las de 2f = 2X3 — X + 4. Si
este polinomio tuviese raices en Q, estarian, en virtud de la Proposicion
4.29, en la lista —1,1,—2,2,—4,4,—1/2,1/2. Puede comprobarse que f no se
anula en ninguno de estos valores, por lo que f es irreducible en QI[X].
Observemos que 2f, al ser primitivo, es irreducible en Z[X].

El siguiente lema contiene la herramienta mas general que podemos
brindar en este curso para bregar con la factorizaciéon de polinomios. Se
trata, ademas, de una idea bastante elemental.

LEMA 4.31. Supongamos un homomorfismo de anillos conmutativos
$:S—B
y consideremos el homomorfismo de anillos
@ : S[X] — B[X]
definido por

e _siX) =) o)X,  (D_siX'eSX).

Supongamos que f = fo + f1 X+ -+, X" € S[X] con d(fn) #0, yqueB y S
son dominios de integridad. Sif = hg con g, h € S[X], entonces
deg(g) = deg(e(g)) y deg(h) = deg(p(h)).

DEMOSTRACION. Es claro que deg(¢(g)) < deg(g) y deg(o(h)) < deg(h).
Ahora,

n = deg(f) = deg(g) + deg(h) > deg(p(g)) + deg(¢(h))
= deg(p(gh)) = deg(p(f)) =n.

Esto solo es posible si las desigualdades anteriores son igualdades. O
El siguiente es un criterio clasico de irreducibilidad.

PROPOSICION 4.32 (Criterio de Eisenstein). Seaf = fo+fi X+ - - f, X" €
A[X], con f,, # 0. Suponemos que A es un DFU y que f es primitivo. Supon-
gamos que existe p € A primo tal que
1. p no divide a f,.
2. p divide af; paratodoi=0,...,fh_1.
3. p? no divide a f,.

Entonces f es irreducible en A[X].
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DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo de anillos
@ : AX] = (A/Ap)[X]
definido por

e()_aiX) =3 (ai+Ap)X' =) @X,
1 1 1
donde estamos usando la notacion @; = a; + Ap.

Supongamos f = hg, para g, h € A[X]. Entonces f, X" = ¢(f) = ¢(g)@(h)
en (A/Ap)[X]. Si vemos esta factorizacion en K[X], donde K es el cuerpo de
fracciones de A/Ap, tenemos, ya que K[X] es un DFU, que ¢(g) = uX*y
@(h) = vX** para u,v € K tales que @, = uv y k = deg(g) (por el Lema
4.31).

Si 0 < k < n, entonces ¢(g)(0) = 0 = @(h)(0). Asi, p ha de dividir al
término independiente de g y también al de h, luego p? ha de dividir a su
producto, esto es, a fy. Por tanto, k = 0 o0 k = n. En el primer caso, g es
constante y, al ser primitivo, g € U(A). En el segundo caso, h € U(A). Por
tanto, f es irreducible. O

EJEMPLO 4.33. Sea a € Z libre de cuadrados?, yn €N, n > 2. Existe un
divisor primo p de a tal que p? no divide a a. Podemos asi aplicar el criterio
de Eisenstein para deducir que X™ — a es irreducible en Z[X]. Por tanto, asi
lo es en Q[X]. Como consecuencia, si n > 2, obtenemos que ninguna raiz
n-ésima de a es un numero racional.

EJEMPLO 4.34. Tomemos f = Y3 + X?Y2 + XY + X € Z[X,Y] = Z[X][Y].
Es claro que X € Z[X] es irreducible. Aplicamos el Criterio de Eisenstein
para p = X y obtenemos que f es irreducible en Z[X][Y]. También los es
en Q[X,Y], usando el mismo argumento. Y, puesto que f es primitivo en
Q[X][Y], también es irreducible en Q(X)[Y].

El Lema 4.31 no es s6lo una herramienta para demostrar el Criterio
de Eisenstein, sino que puede usarse para estudiar la irreducibilidad de
algunos polinomios, eligiendo adecuadamente el homomorfismo ¢. El si-
guiente es un caso sencillo.

PROPOSICION 4.35. Supongamos que A es un DFU,BunDIy¢:A — B
un homomorfismo de anillos. Sea

@ : A[X] — B[X]
definido por
@) aX) =) dla)Xh
Sif="fy+ 1 X+ -+, X" € A[X] es primitivo con ¢(f,) # 0 y ¢(f) € B[X] es
irreducible, entonces f es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos una factorizacion f = gh con g, h € A[X].
Tenemos, pues, una factorizacién ¢(f) = ¢(g)@(h) en B[X]. Puesto que ¢(f)
es irreducible, esto implica que ¢(g) € U(B) o bien ¢(h) € U(B). En el

primer caso, deg(g) = deg(o(g)) = 0, luego g € A. Como f es primitivo,
deducimos que g € U(A). En el segundo caso, deducimos que h € U(A).
Por tanto, f es irreducible. O

4Libre de cuadrados significa que en la factorizacién como producto de primos de a,
cada uno de ellos aparece una soéla vez. También se asume que a # 0,1,—1.
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EJEMPLO 4.36. Dado un numero primo p € N, podemos tomar Z — Z,
la proyeccién canoénica, y el homomorfismo correspondiente

@ : ZIX] = Zp[X]
dado por

e() aX)=) mX\.

Aqui, @; denota la clase de a; médulo p. De hecho, para f € Z[X] solemos
denotar también f = ¢(f), siempre y cuando se esté seguro de qué significa
en cada caso la notacion.

Veamos un ejemplo concreto: sea f = X* +15X3 + 7 € Z[X]. Reduciendo
modulo 2, tenemos que f = X* + X3 + 1 € Z,[X]. Comprobemos que f es
irreducible. Como no tiene raices en Z,, los tinicos factores irreducibles de
f han de ser de grado 2. Ahora, el tinico polinomio irreducible cuadratico®
en Z>[X] es X2 + X + 1. Realizando la divisién euclidea de f entre el mismo,
obtenemos resto X, luego X?>+X+1 no es un divisor de f. Asi, f es irreducible
y, por la Proposicion 4.35, f es irreducible en Z[X].

EJEMPLO 4.37. Tomemos ahora f = X* + 10X3 + 5X? — 2X — 3 € Z[X].
Reduciendo médulo 2, obtenemos f = X* + X2 +1 = (X2 +X+1)2 € Z,[X]. De
aqui, no podemos deducir obviamente que f sea reducible o irreducible.
Pero si podemos obtener cierta informacién: si f = gh con g,h € Z[X] de
grado positivo, entonces f = gh. Como Z,[X] es un DFU y X?> + X + 1 es
irreducible ahi, deducimos que degg =degh =2y, asi, degg = degh = 2.

Reduzcamos ahora modulo 3, con lo que obtenemos

f=X(X3+X24+2X+1) e Z3[X.

Ahora, X3 + X2 +2X + 1 no tiene raices en Zs, por lo que, como es de grado
3, es irreducible. Aqui también se tiene que, de la igualdad f = gh en Z3[X],
uno de los polinomios g o h ha de tener grado 3 y el otro grado 1. Esto es
una contradiccién, que viene de suponer que f no es irreducible. Luego f
ha de ser irreducible en Z[X].

EJEMPLO 4.38. Sea
F=Y =Y 23 Y — 1+ (Y =2YV3)X + (Y + Y3 £ X2+ Y3X3 € QIX, Y.

El homomorfismo evaluacién ev; : Q[Y] — Q que lleva a € Q[Y] en a(1) da
lugar al homomorfismo de anillos ¢ : Q[Y][X] = Q[X, Y] — QI[X] definido por
e(g(X,Y)) = g(X,1), para g(X,Y) € QX, Y.

Observemos que f(X,1) = —2 — X + 3X? + X3 € Q[X]. Por la Proposicion
4.35, basta con que demostremos que f(X,1) es irreducible en Q[X] para
que f lo sea en Q[X,Y]. Ahora, f(X,1) € Z[X] es primitivo, luego s6lo hemos
de razonar que es irreducible en Z[X]. Reduciendo moédulo 3, obtenemos
f(X,1) = T+ 2X + X3 € Z3[X]. Al ser de grado 3, y como Z3 es un cuerpo,
tenemos que f(X, 1) es irreducible si, y solo si, no tiene raices en Zs. Pero®
f(0,1) =1 # 0, f(1,1) =1 # 0y f(—1,1) = —1 # 0. Por tanto, f(X,1) es
irreducible en Z3[X], lo que implica que f(X,1) lo es en Z[X] y en Q[X], y, de
aqui, f(X,Y) es irreducible en Q[X, Y],

5Es facil listar todos los polinomios cuadraticos en Z;[X] y comprobar si tienen raices.

6Aqui puede parecer que cometemos un abuso de lenguaje, pero no es tal, si tenemos
en cuenta que evaluar y tomar clases modulo 3 es lo mismo que reducir médulo 3 y luego
evaluar...
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EJEMPLO 4.39. Una formulacién del Teorema Fundamental del Alge-
bra dice que los polinomios irreducibles en C[X] son, exactamente, los de
grado 1. Desgraciadamente, las herramientas desarrolladas hasta aqui no
permiten dar una demostracion de este hecho. Observemos que, dado que
cada polinomio no constante de C[X] es producto de polinomios irreduci-
bles, ya que es un DFU, obtenemos que cada polinomio no constante de
CIX] es producto de polinomios de grado 1. En relacion con esto, una for-
mulacién tradicional del Teorema Fundamental del Algebra es que cada
polinomio no constante en C[X] tiene, al menos, una raiz en C.

EJEMPLO 4.40. El polinomio X?+Y?—1 € C[X, Y] es irreducible, en virtud
de la aplicacion del Criterio de Eisenstein para el primo p = X — 1 € C[X],
viendo, claro, X? + Y2 —1 € CIX][YI].

EJEMPLO 4.41. Planteemos el problema de decidir si Y3 — X2 € C[X,Y]
es un polinomio irreducible. Viéndolo como polinomio en C[X][Y], se trata
de un polinomio primitivo. Asi, es irreducible si, y sélo si, lo es en C(X)[Y].
Al ser de grado 3, sera irreducible si, y s6lo si, no tiene raices en C(X).
Supongamos una tal raiz f(X)/g(X), con f(X), g(X) € C[X].

fX)\° o
(gm) —X =0

De modo que f(X)? = g(X)3X?. Si ponemos n = degf,m = degg, deduci-
mos que 3n = 3m + 2. Como esta identidad no es posible para n,m € N,
deducimos que Y3 — X? es irreducible en C[X, Y].

4.4. Raices miltiples y Formula de Taylor

Sea A un anillo conmutativo y tomemos un polinomio f € A[X] de grado
n > 1. Sabemos (ver Ejemplo 3.29) que « € A es una raiz si, y s6lo si X — «
es un divisor de f. El siguiente resultado profundiza en esta idea cuando
A es un dominio de integridad.

PROPOSICION 4.42. Sea A un DI y «q,...,ax € A distintos. Dado un
polinomio f € A[X] no constante, tenemos que f(x;) = 0 paratodoi=1,...,k
si, y sélo si,

(X—oaq) - (X — o)

divide a f.
DEMOSTRACION. Si (X — ) --- (X — o) divide a f, entonces
f=X-0) - (X—ou)g
para cierto g € A[X]. Esto, obviamente, implica que f(«;) = 0 para todo
i=1,...,k.

Reciprocamente, el Ejercicio 3.29 nos da que f = (X — «y)g para cierto
g € A[X]. Ahora, para i # 1 tenemos que 0 = f(a;) = (oti — ®1)g(o). Como

A es un DI, esto implica que g(«;) = 0 para todo i = 2,...,k. Una sencilla
induccion sobre el grado me da que (X—a;) - - - (X—ay ) divide a g, de donde
deducimos facilmente que (X — o) - -+ (X — o) divide a f. O

Seguidamente, queremos averiguar cuando un polinomio de la forma
X — « se puede sacar como factor de otro polinomio mas de una vez.

DEFINICION 4.43. Sea A un anillo conmutativo y f € A[X] un polinomio
no constante. Una raiz « € A de f se dice multiple si (X — «)? divide a f.
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Para tratar con raices multiples, es util disponer de la derivada formal
de un polinomio. Concretamente, sea f = } ; ;X' € A[IX], con A anillo
conmutativo. Definimos la derivada formal de f como el polinomio

f = ZifiXi”.

i>1
Recordemos que if; denota la suma de f; consigo mismo i veces.

LEMA 4.44. Sean f,g € A[X], para A anillo conmutativo, y a € A. Enton-
ces

1. (af)! = af’.
2. (f+g) =f+g'.
3. (fg) =f'g+fg’.

DEMOSTRACION. Es una comprobacion tediosa pero sin sorpresas. [

PROPOSICION 4.45. Sea f € A[X] con A un anillo conmutativo, y o € A.
Entonces « es una raiz multiple de f si, y sélo si, x es una raiz de f y de f'.

DEMOSTRACION. Si « es raiz multiple de f, entonces f = (X — «)?g para
cierto g € A[X]. Calculando mediante el uso del Lema 4.44, obtenemos que

£ = (X — o) (X — a)g’ +29)

Tenemos, pues, que f(a) = f'(a) = 0.
Reciprocamente, puesto que « es supuesta una raiz de f, escribimos
f = (X — a)h para cierto h € A[X]. Derivando y despejando h, obtenemos

h=f —(X—a)h'.

Como f’(a) = 0, obtenemos que h(x) = 0, por lo que h = (X — «)p, para
p € A[X] adecuado. Luego f = (X — x)%p. O

Vamos a concluir con una herramienta basica del Calculo, la Formula
de Taylor. Lo haremos en un contexto algebraico basico, es decir, para
polinomios.

Para f € A[X], con A anillo conmutativo, podemos definir su sucesiéon
de derivadas de orden superior mediante el siguiente proceso. Escribimos
f(0) = f y , supuesta definida f*) para un cierto k > 0, definimos f(x*1) =
(f*))’. Asi, f{1) = /. Se suele usar la notacion f” = f(2), 7 = f3), Nos
referiremos a f*) como el k-ésimo polinomio derivado de f, o derivada de
orden k de f.

Si denotamos m; = X' para i € N, tenemos que m
mientras que, para k < i, tenemos

(9
1

=0sik > i,

(k) il i—k il

e S TR s TRl

Observemos que (lji'k], € N, por lo que la anterior expresion tiene sentido
cualquiera sea el anillo conmutativo A.

PROPOSICION 4.46. Sea K un cuerpo de caracteristica 0, y f € K[X].
Entonces, siY denota otra indeterminada, se verifica:

(4.4) fX+Y) =) %f(” (X)Y.
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DEMOSTRACION. Una cuestiéon previa es que, si n es un nuamero ente-
ro, lo estamos identificando con su imagen bajo el tinico homomorfismo
de anillos Z — K. Como la caracteristica de K se supone 0, este homomor-
fismo es inyectivo y, por tanto, si n # 0, entonces es también no nulo visto
como elemento de K. Al ser K cuerpo, tenemos garantizada la consistencia
de la afirmacion 1/n € K.

Comencemos demostrando (4.4) para cada monomio m;(X) = X!. Te-
nemos el siguiente calculo:

1 . 1
_ i_ i i—kyk _ T k
mi(X+Y) = (X+Y)" = ];) AoomX Y= ];) e Ok,

Para el caso general, observemos que, si f = }_ j f; X e K[X], tenemos

fX+Y) =Y fmx+v =3 53 %mj“’(X)Yi
. — -l

)
1 i i 1 a i
= §i ﬁ(% fmY (X)) = af( (XYL

i
t

COROLARIO 4.47 (Formula de Taylor). Sea f € K[X] y « € K, con K un
cuerpo de caracteristica cero. Entonces

(4.5) f:Z%f“)(oc)(X—oc)i.

DEMOSTRACION. Pongamos en (4.4) X = x. Obtenemos
1 .. .
_ _ (@) i
fla+Y) = Z LG
1
Ahora, en esta ultima féormula, tomemos Y = X — «, y obtenemos
1 .. )
_ _ — _ (@) _ )t
f(X) = floe + (X — ) —Zuf () (X — o)t
1

O

Una aplicacion de la Formula de Taylor es estudiar la multiplicidad de
una raiz.

DEFINICION 4.48. Sea K un cuerpo de caracteristica 0, f € K[X] no
constante y « € K. Diremos que « es una raiz de f de mulltiplicidad k > 1
si (X — «)¥|f pero (X — «)**! no divide a f.

PROPOSICION 4.49. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y f € K[X] no
constante. Un elemento « € K es una raiz de f de multiplicidad k > 1 si, y
solo si, 'V (x) =0 para todoi=0,...,k—1 pero f*) («) # 0.

DEMOSTRACION. Se deduce facilmente de (4.5) como ejercicio. O
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Capitulo 5

Ejercicios Finales

EJERcIcIO 80. Decidir razonadamente si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas.

1.

2.

10.

Sea X un conjunto no vacio. Una relacion de equivalencia en X es
una particién de X x X.
Sea X un conjunto. Existe una aplicacion inyectiva f : X — P(X)
que no es sobreyectiva.

. Sea X un conjunto finito no vacio. Existe una relaciéon de equiva-

lencia R en X tal que el cardinal de X y el de X/R son iguales.
Sea X un conjunto no vacio. Existe una tnica aplicacion f: X — 0.
Sea X un conjunto no vacio. Existe una tnica aplicacion f : X —

P(0).

. Sea X un conjunto con dos elementos, € Y un conjunto con tres

elementos. Existen, exactamante, 6 aplicaciones inyectivas de X a
Y.
Sea n € N tal que n > 2. El conjunto

X={meN|m#1ymdivide a n},

tiene un minimo que es un numero primo.
Todo monoide con dos elementos es conmutativo.
Sea X ={1,2,3}. En X x X definimos la relacion R siguiente: para

(m,m),(n’,m’) € X x X,

(n, m)R(n’,m’) sin+m’ = n’4+m. Esta relacién R es de equivalencia.
En X ={n € N|n > 2} definimos la relacién R siguiente: para n,m €
X, nRm si n y m tienen un divisor primo comun. Esta relacion R es
de equivalencia.

EJERcICIO 81. Escoger la respuesta correcta. Sea A un anillo conmu-
tativo no trivial tal que, para todo f,g € A[X], deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Entonces:

(a) A es un cuerpo.

(b) A es un dominio de factorizacion tnica.

(c) A es un dominio de integridad.

(d) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

(e) La propiedad enunciada es correcta para cualquier anillo conmutativo
no trivial A.

EJERCICIO 82. Escoger la respuesta correcta. Sean X = {1,2,3} e Y =

{0,1}.

(a) Hay,
(b) Hay,
(c) Hay,
(d) Hay,

exactamente, 3 aplicaciones sobreyectivas distintas de X a Y.
exactamente, 6 aplicaciones sobreyectivas distintas de X a Y.
exactamente, 4 aplicaciones sobreyectivas distintas de X a Y.
exactamente, 8§ aplicaciones sobreyectivas distintas de X a Y.

89



90

(e) Hay, exactamente, 1 aplicacion sobreyectiva de X a Y.

EJERcCICIO 83. Escoger la respuesta correcta. Sea A un dominio de
ideales principales y p € A irreducible. Entonces:

(a) %[X] es un DIP que no es cuerpo.

(b) %[X] es un DIP y puede ser, para ejemplos concretos de A y p, un
cuerpo.

(c) %[X] no tiene por qué ser un dominio de integridad.

(d) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

(e) %[X] es un DFU, pero no necesariamente un DIP.

EJERcCICIO 84. Escoger la respuesta correcta. Sea X = {1,2,4} y la
relacién R definida en X x X por (a,b)R(c,d) si, y s6lo si, ad = bc, para
(a,b), (c,d) € X x X. Entonces:

(@) R es una relacion de equivalencia y (X x X)/R tiene 9 elementos.
(b) R es una relaciéon de equivalencia y (X x X)/R tiene 5 elementos.
(c) R es una relacion de equivalencia y (X x X)/R tiene 3 elementos.
(d) R no es una relacién de equivalencia.

(e) R es una relacion de orden parcial.

EJERCICIO 85. Escoger la respuesta correcta. Sea X un conjunto con
10 elementos y X, un subconjunto de X de cardinal 5. Definimos en P(X)
la relacion R dada por YRZ si, y s6lo si, YU Xy = ZU Xp, para Y, Z € P(X).
Entonces:

(@) R es una relacion de equivalencia y [Xolg = {Xo}.
(b) R es una relacidon de equivalencia y [Xolg = P(Xo).
(¢) R no es una relacion de equivalencia.

(d) R es una relacién de equivalencia y [Xolg = X.

(e) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

EJERCICIO 86. Escoger la respuesta correcta. Sea A un DFU y f =
ap+a; X+axX?+azX34+asX* € A[X] un polinomio primitivo. Sea ¢ : A — Z un
homomorfismo de anillos tal que ¢(ap) =1,d(a;) = -2, d(az) =—1,d(a3) =
—2,$(aq) = 1. Entonces:

(a) f es irreducible.

(b) f no tiene raices en A.

(c) f no es irreducible.

(d) f tiene una raiz en el cuerpo de fracciones de A.

(e) No puede deducirse ninguna de las otras afirmaciones sobre f.

EJERCICIO 87. Escoger la respuesta correcta. Sean a(X) = X* + X3 +
3X2 +2X +4y b(X) = X* +2X3 + 2X? 42X + 1 dos polinomios de Zs[X]. El
maximo comun divisor de a(X) y b(X) es un polinomio de grado
(@ 0
(b) 1
(c) 2
(d 3
(e) 4
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EJERCICIO 88. Escoger la respuesta correcta. Sea
f = 3X> +42X3 — 147X? + 21 € Z[X].

Entonces:

(a) f no tiene raices en R.

(b) f es irreducible en Z[X]

(c) f no es irreducible en Q[X].
(d) f tiene una raiz doble en C.
(e) f es irreducible en Q[X].

EJERCICIO 89. Escoger la respuesta correcta. Las dos ultimas cifras
de 2'°° son:
(a) 14
(b) 42
(c) 66
(d) 76
(e) Ninguna de las otras opciones es correcta.

EJERcIciO 90. Escoger la respuesta correcta. Sea X = {0,2,4} y la re-
lacion R definida en X x X por (a,b)R(c,d) si, y sélo si, a+d =b + ¢, para
(a,b), (c,d) € X x X. Entonces:

(a) R es una relacion de equivalencia y (X x X)/R tiene 9 elementos.
(b) R es una relacion de equivalencia y (X x X)/R tiene 5 elementos.
(c) R es una relacién de equivalencia y (X x X)/R tiene 3 elementos.
(d) R no es una relacion de equivalencia.

(e) Ninguna de las otras opciones es correcta.

EJERCICIO 91. Escoger la respuesta correcta. Sea A un dominio de
factorizacion tinica y p € A un elemento irreducible. Entonces:

(@) A/{p) es un cuerpo.

(b) A/(p) es un anillo cuyo grupo de unidades es finito.
(c) A/(p) es un dominio de integridad finito.

(d) A/(p) es un dominio de integridad infinito.

(e) Ninguna de las otras opciones es correcta.

EJERCICIO 92. Escoger la respuesta correcta. Sea I ={()} e II = TU{I}.
El namero de aplicaciones distintas de II a P(II) es
(a) 8
(b) 12
(c) 14
(d) 4
(e) Ninguna de las otras opciones es correcta.

EJERcCICIO 93. Escoger la respuesta correcta. Consideremos la rela-
cion R definida en conjunto 2Z por aRb si, y s6lo si, a = b (mod 3), para
a,b € 2Z. Entonces:

(a) R no es una relacion de equivalencia.

(b) R es una relaciéon de equivalencia y 2Z/R tiene 2 elementos.
(c) R es una relacion de equivalencia y 2Z/R tiene 3 elementos.
(d) R es una relacion de equivalencia y 2Z/R tiene 6 elementos.
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(e) R es una relacién de equivalencia y 2Z/R tienen infinitos elementos.

EJERcCICIO 94. Escoger la respuesta correcta. Sea A = Z[i]/(2). Enton-
ces:

(a) A es un cuerpo con 4 elementos.

(b) A es un anillo isomorfo a Z,[X]/(X?).

(c) A es un anillo isomorfo a Z;4.

(d) A es un anillo isomorfo a Z, x Z;.

(e) Ninguna de las otras cuatro opciones es correcta.

EJERCICIO 95. Escoger la respuesta correcta. Sea f = X> +5X* 4+ 7X3 +
X%2 —3X—11 € Q[X]. Entonces:

(a) f es irreducible.

(b) f tiene un factor irreducible de grado 4.
(c) f tiene un factor irreducible de grado 3.
(d) f tiene un factor irreducible de grado 2.
(e) f tiene una raiz multiple en Q.

EJERCICIO 96. Escoger la respuesta correcta. El namero de soluciones
enteras en el intervalo [—10000, 10000] de la ecuacién diofantica

6783x + 613y =3

€S

(@1
(b) 2
(c) 3
d 4
(e) 5

EJERCICIO 97. Escoger la respuesta correcta. Consideremos ¢ : Z[il/(5)
Zs dada por ¢(a+ bi+ (5)) = a — b+ 5Z para a + bi € Z[i]. Entonces:

(@) ¢ no es una aplicacién bien definida.

(b) @ es una aplicacién bien definida pero no es un homomorfismo de
grupos aditivos.

(c) @ es un homomorfismo de grupos aditivos pero no es homomorfismo
de anillos.

(d) ¢ es un homomorfismo de anillos pero no es un isomorfismo.

(e) ¢ es un isomorfismo de anillos.

EJERcICIO 98. Escoger la respuesta correcta. Sean f, g € Z3[X] los po-
linomios f = X° +2X3 + X2 + X+ 1, g = X°> + X* + X3 + 2. El minimo comuin
multiplo de f y g en Z3[X] tiene grado
(@ 6
(b) 7
(c) 8
@ 9
(e) 10
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EJERcICIO 99. Dadas correspondencias Cde X aYy D de Y a Z, se
define su composiciéon D o C, que es una correspondencia de X a Z, decla-
rando de x(D o C)z. para x € X, z € Z, si existe y € Y tal que xCy e yDz. Sea
R una relaciéon en un conjunto X. Demostrar que R es transitiva si, y s6lo
si, RoRCR.

EJERcicIo 100. Listar los elementos del grupo de unidades U(Z4 x Zg).

EJERcCICIO 101. Sean A, B anillos. Dar, demostrandola a partir de los
resultados vistos en clase, una férmula para calcular la caracteristica de
A x B en funcion de las caracteristicas de A y de B. Aplicar lo obtenido
para calcular la caracteristica de Z4 x Zg X Zo.

EJERCICIO 102. Calcular todas las raices de X2 + 7 en Zg[X].

EJERcICIO 103. Demostrar que el DFU Z[X] no es un DIP viendo que
el ideal suyo generado por 2 y X no es principal.

EJERcICIO 104. Factorizar como producto de polinomios irreducibles
en Z[X] el polinomio

F=X 4+ X+ X3+ X2+ X+1

EJERCICIO 105. Estudiar si los siguientes polinomios son reducibles
o irreducibles en Z[X] y en Q[X]:
1. 2X° —6X3 +9X%2 —15
2. X +15X3 +7
3. X*—22X2 +1
4. X3 +17X+36
5. X>—X?+1
6. X* +10X3 +5X2 —2X -3
7. X*46X3 +4X2 —15X + 1
8. X5 45X +7X3 + X2 —-3X—11
9. X* +6X3 +4X2 - 15X +1
10. X 4+3X> —X* +3X3 +3X2+3X -1
11. X7 +5X® + X2 +6X+5
12. 3X° 4+42X3 —147X% 4+ 21
13. X5 +3X* +10X% -2

EJERCICIO 106. Estudiar si los siguientes polinomios son reducibles

o irreducibles en Z([X, Y] y en Q[X, Y]:

:a) Y3+ X2Y2 XY + X

D) (Yo=Y —2Y3 Y — 1)+ X(Y=2Y3) + X2 (Y* + Y3 + 1) + X3Y3

20 (XA HX+1)+(1=2X=X3)Y + (X3 +X)Y2

A Y+ (Y2 Y DX+ (Y2 Y DX+ (Y3 —-Y2 1)

1 e) X3Y2 4+ (X2 4+1)Y—=X2—1

) Y2XHYX—Y2 £ X—-Y -1

EJERCICIO 107. Demostrar que los polinomios X? + Y2 —1,Y3 — X2 ¢
CI[X, Y] son irreducibles.
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EJERcICIO 108. Demostrar que el subconjunto de Z[X] formado por
los polinomios cuyo coeficiente de grado uno es par es un subanillo. Com-
probar que en este subanillo los elementos 2 y 2X tienen m.c.d. y no tienen
m.c.m.

EJERCICIO 109. Dado un anillo conmutativo R y un elemento a € R
demostrar que la aplicacién ¢ : R[X] — R[X] dada por ¢(f(X)) = f(X+ a) es
un isomorfismo de anillos. Aplicar este resultado y el criterio de Eisenstein
para ver que el polinomio f(X) = X* + 1 es irreducible en Z[X] estudiando el
polinomio f(X + 1).

EJeERrcicio 110. Utilizar la féormula de Taylor para demostrar que el
polinomio X* + 2pX —p? € Z[X], con p impar, es irreducible.

EJERCICIO 111. Sea o = V2 + /3 € R. Demostrar que
[ ={f(x) € QIX]: f(x) =0}

es un ideal principal no nulo de Q[X]. Decidir si Q[X]/I es un cuerpo.

EJERcICIO 112. Sea D un DFU y a,b € D. Demostrar que si ab #0y
d € D es un divisor de ab primo relativo con a, entonces d es un divisor de
b.

EJERCICIO 113. Comprobar que los elementos 2, 3,4 + /10,4 — /10 son
irreducibles en Z[v/10], pero no son primos. Deducir que Z[+/10] no es un
DFU, exhibiendo un elemento con dos factorizaciones distintas como pro-
ducto de irreducibles.

EJERcCICIO 114. Decidir razonadamente si existen isomorfismos de

anillos

ZH Zh
A+ ol

EJERcICIO 115. En Zli] se consideran x = 1 + 3i,y = 3 + 4i. Factorizar
x € y como producto de irreducibles y calcular su maximo comun divisor
y su minimo comun multiplo.

EJERCICIO 116. Resolver el siguiente sistema de congruencias en Z[i]:

= i (mébd 3)
x = 2 (moéd (2+1))
x = 1+1 (méd (3+2i))
x = 3421 (moéd (4+1))

EJERcIciO 117. Demostrar que el subconjunto de Q formado por las
fracciones n/m con n,m € Z y m impar es un DIP (entendemos que las
fracciones n/m estan expresadas en forma reducida, esto es, con n,m
coprimos).
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EJERcICIO 118. Dar la solucion general de la siguiente ecuacion en
Z[):
x4+ (3+3i)y=—-1+51

EJERcICIO 119. Seal={a+by/-5:a,b € Z,a=b (mod 2)}. Demostrar
que:
I es un ideal de Z[v/—=5];
I esta generado por 2y 1+ /—5;
I es un ideal maximal,
12 C (2);
I no es un ideal principal.

os N =

EJERCICIO 120. Razonar que Z[i]/(1 + i) es un cuerpo que tiene un
numero finito de elementos.

EJERcICIO 121. Factorizar 2 en Zl[i] y calcular el namero de elementos
de Zl[il/(2).

EJERCICIO 122. Resolver en Z[v/2] la congruencia (2 + v2)x = 3 — /2
(mod 3).

EJERCICIO 123. Sea a + bi € Zl[i] con ab # 0. Demostrar que a + bi es
irreducible en Z[i] si, y s6lo si, a? + b? es un namero primo.

EJERCICIO 124. En el anillo Z[v/—2] resolver el siguiente sistema de
congruencias

= 1+2V=2 (moéd 2—3v-2)
= 3 (mod1+v=2)

EJERCICIO 125. En el anillo Z[v/5] comprobar que 4 =2-2y 4 = (1 +
v/5)(—1 + /5) son dos factorizaciones en irreducibles no equivalentes. /Es
1+ /5 primo?.

EJERCICIO 126. Sea a = 1+ +/2 € R. Razonar que el conjunto
{f € QIX] : () = 0}

es un ideal principal de Q[X] y calcular un generador suyo.

EJERCICIO 127. Consideremos el anillo A = Z[v/3]/(3).

1. Calcular, si existe, el inverso en A de a = (2 —+/3) + (3).
2. Sea e € A tal que e? = e. Demostrar que o bien e = 0 + (3), o bien
e=14(3).

EJERcICIO 128. Escoger la respuesta correcta. Sea X = {0,1,2,3,4} y
R la relacién definida en X x X por (a,b)R(c,d) si a +2d = ¢ + 2b para
(a,b), (c,d) € X x X. Entonces:

(a) R es una relacion de orden.
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(b) R no es una relacién de equivalencia.

(c) R es una relacion de equivalencia y {(0,0), (2,1), (4,2),(0,1), (2,2)} es una
clase de equivalencia bajo R.

(d) R es una relacion de equivalencia y {(0,0), (2, 1), (4,2),(0,1),(2,2)} es una
unién de dos clases de equivalencia bajo R.

(e) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

EJERCICIO 129. Escoger la respuesta correcta. Sea X un conjunto con
6 elementos y S C X un subconjunto de cardinal 3. Definimos la aplicacién
f: X = P(X) declarando que f(x) = S U{x} para x € X. Sea ~¢ la relacion de
equivalencia en X definida por f. Entonces

(a) El conjunto cociente X/~ tiene cardinal 2.
(b) El conjunto cociente X/~¢ tiene cardinal 3.
(c) El conjunto cociente X/~¢ tiene cardinal 4.
(d) El conjunto cociente X/~¢ tiene cardinal 6.
(e) El conjunto cociente X/~¢ tiene cardinal 1.

EJERcIcIO 130. Escoger la respuesta correcta. Sea A un dominio de
ideales principales y p € A irreducible. Entonces:

(a) %[X] es un Dominio Euclideo.

(b) A.[X] es un DIP y puede ser, para ejemplos concretos de A y p, un

(p)

cuerpo.

(c) %[X] no tiene por qué ser un dominio de integridad.
(d) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

(e) %[X] es un DFU, pero no necesariamente un DIP.

EJERCICIO 131. Escoger la respuesta correcta. Para o« = % + \iﬁi eC
definimos el conjunto A={neZ|a™ =1}
(a) A es vacio.
(b) A tiene 8 elementos.
(C) A= Zg.
(d) A =8Z.
(e) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

EJERcICIO 132. Escoger la respuesta correcta. El nimero de ideales
del anillo Z,4 es
(@ 1
(b) 4
(c) 6
(d 8
(e) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

EJERCICIO 133. Escoger la respuesta correcta. Sea A un DFU y f =
ap + a1 X + axX? + a3 X3 + a4 X* € A[X] un polinomio primitivo. Supongamos
que existe un homomorfismo de anillos ¢ : A — Z tal que ¢(ap) =1,d(a1) =
2,d(az) =3,d(a3) =2,d(as) = 1. Entonces:

(a) f es irreducible.
(b) f no tiene raices en A.
(c) f no es irreducible.
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(d) f tiene una raiz en el cuerpo de fracciones de A.
(e) No puede deducirse ninguna de las otras afirmaciones sobre f.

EJERcICIO 134. Escoger la respuesta correcta. Sean a(X) = X* + X3 +
X+1yb(X) =X*+2X3 +X? + X+ 1 dos polinomios de Z3[X]. El maximo
comun divisor de a(X) y b(X) es un polinomio de grado
(@) 0
(b) 1
(©) 2
(d) 3
(e) 4

EJERcICIO 135. Escoger la respuesta correcta. Consideremos el anillo
R = Z,[X]/(X3 +1). El cardinal del grupo de unidades U(R) es
@ 5
(b) 2
(c) 3
(d) 6
(e) 7

EJERCICIO 136. Escoger la respuesta correcta. Sea A = Z[v2]/(v/2).
Entonces:
(a) A es un dominio euclideo pero no es un cuerpo.
(b) A es un cuerpo finito.
(c) A es un dominio de integridad pero no es un cuerpo.
(d) A es un cuerpo infinito.
(e) A no es un cuerpo.
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