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Resumen

Poniéndonos en contexto, esto es un trabajo de fin de grado del grado en fisica, pero
realizado con el departamento de geometria y topologia. Es por eso, que se hace especial
atencion a la correcta definicién de cada concepto a nivel matematico, llegando a ocupar
las secciones 2 y 3 que son las que estdn dedicadas a las matematicas, dos tercios de la
extension del trabajo.

El orden ha sido primero definir todos los conceptos matemaéticos, posteriormente
introducir las teorias fisicas de interés (entre las cuales destacan las teorias de gauge),
y por tltimo, interpretarlas segtn el formalismo de los fibrados diferenciables. Respec-
to a la parte de matematicas, la seccién 2 busca introducir los conceptos principales de
la geometria diferencial, ademads, se ha visto como conceptos familiares para los fisicos
encuentran se entienden mejor como objetos de este campo. La seccién 3 habla de los
fibrados principales, que son los de mayor interés fisico. Como ejemplo de estos, desta-
can los fibrados de Hopf. En cuanto a la parte fisica, se ha desarrollado la teoria gauge
electromagnética y la de Yang-Mills. El formalismo de fibrados ha permitido ver estas
teorfas gauge desde un punto de vista geométrico, simple y nuevo. Ademas, se han inter-
pretado el efecto Aharonov-Bohm junto a los monopolos magnéticos, y los instantones,
como diferentes fibrados de Hopf. Por otro lado, el hecho de que haya un limite de 40
péginas, ha obligado a escribir todo de manera muy compacta y a suprimir calculos y
demostraciones de algunos teoremas. Atn asi, el lector interesado en alguna de las mis-
mas, puede recurrir a ellas mediante las referencias correctamente indicadas.

Abstract

To begin with, we have to put into context this work. This is a bachelor’s physics
degree final project, but it has been done with the geometry and topology department.
For this reason, special attention is given to the correct definition of all mathematical
concepts. The sections 2 and 3, the ones that deal with mathematics, have an extension
of two thirds of the total project.

First, we have talked about mathematical concepts, after that, about the physical theo-
ries that interest us (among them, the gauge theories are the most significant). Finally, we
have interpreted the theories within the framework of fiber bundles. Concerning to the
mathematical part, section 2 seeks to introduce the most important concepts in differen-
tial geometry. Also, we have talked about some mathematical concepts that are familiar
for the physics and, are better understood as objects of this field of mathematics. In
section 2 we have defined principal bundles, that are the most interesting bundles for
physics. As an example of these, they stand out the Hopf Bundles. Regarding the phy-
sics, electromagnetic and Yang-Mills gauge theories has been explained. Th fiber bundles
theory has allowed us to explain these gauge theories from a geometrical, simple and
new point of view. We have also seen Aharonov-Bohm with magnetic monopoles, and
instantons, as different Hopf bundles. On the other hand, the fact that, ther is a maxi-
mum of 40 pages, has forced us to write in a very compact way, and not to write all
calculations and demonstrations of theorems. Even so, the reader that is interested in
any of them, can resort to them through the correctly indicated references.
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1 Introduccion

“He llegado a estar profundamente impregnado de un gran respeto a las matemiticas,
cuya parte mds sutil yo habia despreciado, en mi ignorancia, como puro lujo.”

Einstein en una carta a Sommerfeld.[12]

Toda la teoria matemaética en que se fundamenta este trabajo pertenece a la geo-
metria diferencial. Es por eso, que, antes que nada, se pretende hacer una introduccién
a los principales conceptos de la misma. De esta forma, una vez empecemos a hablar
de fisica solo tendremos que ir interpretando cada elemento matematico como un cierto
objeto que dotamos de significado fisico. A su vez, estos objetos fisicos se relacionardn
entre si mediante las reglas que nos vendran dadas por el formalismo de la geometria
diferencial.

Por otro lado, puesto que el trabajo esta enfocado a la aplicacion fisica de este forma-
lismo matematico, se intentard ir dando una interpretacion geométrica e intuitiva de cada
uno de los objetos matematicos que vayan apareciendo, ademads de su correcta definicién
matematica. De esta manera, podremos interiorizar mas el “mundo de la geometria dife-
rencial”, de forma que obtengamos una cierta intuicién de como se comportan cada uno
de los objetos en “este mundo”. Asi, podremos pasar luego maés facilmente a la interpre-
tacion de estos objetos matemaéticos a objetos fisicos, sabiendo lo que estamos haciendo,
y sin perderse en el formalismo matematico.

2 Fundamentos de Geometria Diferencial

2.1 Variedades Diferenciables

Abordamos la definicién de variedad diferenciable desde el punto de vista de los conjuntos.
En primera instancia, partimos de un espacio M sin estructura alguna, ni siquiera la
de espacio topolégico. Unicamente consideramos a M como un conjunto de puntos.
A continuacién definimos una serie de sistemas de coordenadas o mapas que ponen en
correspondencia biyectiva partes de M con abiertos de IR". Y viceversa, dado uno de
estos mapas x,, se pone en correspondencia los puntos de un conjunto abierto U, de R"
con cierto subconjunto de M de forma inyectiva, lo que nos da una parametrizacién de
cierta regién de M.

Definicién 2.1.1. Una variedad diferenciable de dimensién 7 es un conjunto M y una
familia de aplicaciones biyectivas, x, : V, C M — U, C R", sobre conjuntos abiertos
U, de R", que cumplen:

(i) Ua Vac =M

(ii) Para cada par a, B, con V, NV = W # @, los conjuntos x,(W) y xg(W) son
conjuntos abiertos en R” y las aplicaciones xg o x; ' : x,(W) — xg(W) son difeo-
morfismos (de clase C*) entre abiertos de IR".

(iii) La familia (V,, x,) es méxima relativa a las condiciones i) y ii).
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A un (V,, x,) se le llama sistema de coordenadas de M y a x; ! : U, — M se le llama
parametrizacién de M. Si p € V,, entonces V, es denominado un entorno coordenado
de p. Una familia (V,, x,) que satisfaga i) y ii), se llama un atlas de M y el atlas médximo
es la llamada estructura diferenciable de M [4, p. 2]. Denotamos dim M = n.

Figura 1: Ilustraciéon de la definicién 2.1.1 [2, p. 7]

Podemos decir que una variedad diferenciable es un conjunto equipado con una
estructura diferenciable.

La propiedad (i) nos dice que podemos ir haciendo diferentes sistemas de coordena-
das alrededor de diferentes puntos de M, asociando diferentes conjuntos de M a abiertos
de R", de forma que, uniendo todos los entornos coordenados, podemos llegar a cubrir
todo M.

La propiedad (ii) nos dice que si tenemos dos sistemas de coordenadas, x, y xg,
que cubren una misma region de M, la transformacion de R", xg o x, 1, que pasa de
las coordenadas de un punto en un mapa a las coordenadas de ese mismo punto en el
otro mapa es una funcién continua y diferenciable, existiendo las derivadas parciales de
todos los 6rdenes. Se les llama funciones de cambio de coordenadas.

Otra cosa importante que nos dice (ii) es que la regién méxima cubierta simultdnea-
mente por dos sistemas de coordenadas, por intermedio de ambos, se corresponde con
abiertos de R" y que la funcién de cambio de coordenadas entre dichos abiertos de R”
es un homeomorfismo, es decir, una aplicacion biyectiva, continua y con inversa continua.

Por dltimo, la propiedad (iii) pone en pie de igualdad todas los mapas posibles siem-
pre que verifiquen (ii).

Topologia de la variedad diferenciable

Una estructura diferenciable en un conjunto M induce una topologia en M. Para ello
definamos A C M como un conjunto abierto de M si y solo si x,(A N V,) es un conjunto
abierto en R", para todo a. Es suficiente que se verifique esta propiedad en un atlas de
M para que se verifique en toda la estructura diferenciable.
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No es dificil verificar que M y el vacio son conjuntos abiertos, que la unién de con-
juntos abiertos es abierto, y que la interseccion finita de conjuntos abiertos es también
abierto. En la topologia de M, asi definida, los conjuntos V, son abiertos y cada mapa
Xq @ Vo — U, es un homeomorfismo entre el abiertos V, de M y el abierto U, de R".

Ahora podemos hablar de entornos en M: para cada punto p € M, a cualquier abierto
de M que contenga a dicho punto se le llamard entorno de p.

Por ultimo, remarquemos que dada la estructura de variedad diferenciable a M, las
aplicaciones de cambio de coordenadas xgl 0 X, no son s6lo homeomorfismos, sino que

son difeomorfismos de clase C*.

Comentario. En este trabajo designaremos por variedad una variedad diferenciable, C*, cuya
topologia es Hausdorff y admite una base numerable.

Aplicaciones diferenciables entre variedades

Una aplicacién f entre dos variedades M y N de dimensiones 7 y g, respectivamente,
se puede escribir en coordenadas dando dos mapas x, de M e yg de N. Podemos decir
que la funcién yg o f o x, 1 de R" en R, que asigna a las coordenadas de un punto de M
las coordenadas de la imagen por f de dicho punto, es una expresion de f en coordenadas.
Diremos que f : M — N es una aplicacion diferenciable si lo es cada una de sus expresiones
en coordenadas. Para que f sea diferenciable basta que, para los mapas x, de un atlas
de M e yg de otro de N, las aplicaciones yg o f o x, ! de R" en IRY sean diferenciables en
los dominios donde estan definidas.

En particular, una aplicacién y de R® en M se dice que es diferenciable si la compo-
sicién x, o ¢ es diferenciable. para cualquier posible «. Igualmente, una aplicacién f de
M en RR® es por definicién diferenciable si son diferenciables las composiciones f o x,!.

Las funciones diferenciables de M en R son las llamadas funciones escalares (tam-
bién denominadas campos escalares). Una funcion escalar sobre una variedad M es una
aplicacién f : M — R, que asocia a cada punto p € M un ntimero real (también podemos
definir funciones sobre escalares complejos; en este caso se dirfa que es diferenciable si
lo es como funcién sobre R?, identificado este con C). Al conjunto de las funciones es-
calares sobre M lo llamaremos F(M). Como es de esperar, estas funciones escalares no
cambian su valor al cambiar de sistema de coordenadas.

Una funcién diferenciable v : I — M, con I un intervalo abierto de IR, es llamada
una curva (diferenciable) de M. En este caso, deben ser diferenciables las curvas x, oy
de R", con los dominios de los mapas cubriendo la imagen de la curva 7.

Comentario. Si no se advierte lo contrario, todas las aplicaciones (escalares, curvas, secciones,
proyecciones, etc.) entre variedades las entenderemos como aplicaciones diferenciables de clase C™.

Sif: M — N es una aplicacién diferenciable, aunque la matriz jacobiana de la ex-
presién de f en coordenadas es diferente segtin los mapas que se empleen, el rango que

tiene su matriz jacobiana en cada p € M es independiente de los sistemas de coordena-
das.

Diremos que f es una inmersién o una submersion si el rango de la matriz jacobiana en
p esigual a dim M o a dim N, respectivamente, V p € M. Diremos que f es un difeomorfis-
mo local, si dim M = dim N e igual al rango de la matriz jacobiana en p, Vp € M. Si f es
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una inmersion inyectiva diremos que se trata de una subvariedad de N; si f es una submer-
sién sobreyectiva diremos que es una proyeccion; por altimo, si f es un difeomorfismo local
biyectivo entonces se trata de un difeomorfismo, es decir, que f es biyectiva, diferenciable
y f~! es diferenciable.

2.2 Espacio Tangente

Cada variedad diferenciable lleva asociada un espacio vectorial en cada punto llamado
espacio tangente y puede ser definido de varias maneras equivalentes.

Definicién 2.2.1. Sea M una variedad y v : (—€,€) — M una curva en M, con y(0) = p.
El vector tangente a la curva y en t = 0 es una funcién 7/(0) : (M) — R dada por:
d(fo
YO ) = 2D confe Fm @)
t=0

Un vector tangente de M en p es un vector tangente a alguna curva 7y en t = 0, con
7(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes en p forman el espacio tangente de
M en p y se denota como T, M.

De esta definicion se sigue facilmente que un vector tangente de M en p es un ope-
rador lineal 7 : (M) — R que verifica

o(fg) = 9(f)g(p) + f(p)T(g), Vf g F(M). (2.2)

Como definicién alternativa, se puede decir que un vector tangente de M en p es un
operador lineal sobre 7 (M) que verifica (2.2).

Claramente, dos vectores tangentes en p pueden sumarse para dar un tercero y un
multiplo real de un vector tangente da otro vector. Por lo tanto, podemos ver que:

Teorema 2.1. El espacio tangente T, M tiene estructura de espacio vectorial real con dimension
finita dim T,M = dim M.

Figura 2: Espacio tangente en el sistema de coordenadas de x. [4, p. 8]

Observacién 2.2.1. Hemos visto como, una curva que pase por un punto p, induce
un vector en dicho punto. Este vector tendrd su origen en p, su direccién serd aquella



2 FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 8

tangente a la curva en p, y su magnitud dependera de la “velocidad de la curva en
dicho punto”. De esta manera, diferenciando todas las curvas posibles que pasen por
p, podemos obtener todos los posibles vectores tangentes a la variedad en p, es decir,
asi obtenemos todo el espacio T, M (ver figura 2).

Observacién 2.2.2. Hay que decir que no podemos hablar todavia del “médulo del vec-
tor” que hemos inducido en el punto p, dado que el médulo del vector de R”

( dx!(y(t)) dx"(7(t)) ) (2.3)
t=0

|, dt
depende del sistema de coordenadas que hayamos usado. Para obtener el concepto de
modulo debemos introducir una métrica en T, M, como veremos mds adelante.

Observacién 2.2.3. Una curva induce un vector en un punto, y dicho vector es una apli-
cacion sobre las funciones escalares diferenciables en dicho punto, que acttia de manera
similar a una derivada direccional de una funcién segtin un vector.

2.21 Espacio Tangente como ejemplo de Fibrado

En este trabajo un fibrado serd entendido como una submersién suprayectiva (proyec-
cién) 7t : P — M que es localmente trivializable; esto es: existe una variedad (fibra tipica)
F tal que, Vm € M, existe un entorno U de m y existe un difeomorfismo (trivializacién
local de P) ¥ : P|y — U x F que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Ply —— UxF
l/

Definicién 2.2.2. Definiremos una seccién local de un fibrado como el mapac: U — P
(U abierto de M) de forma que 7o o = I, (siendo I, la identidad en U) [2, p.27].

Definicién 2.2.3. Sea ¥ : P|; — U x G una trivializacion local con U=M, llamaremos
a Y una trivializacién global, y el fibrado principal se llamara trivial si dicho ¥ existe.
Una seccién local ¢ : U — P se llamaréa seccién global si U = M [2, p.27].

Teorema 2.2. Un fibrado principal es trivial si y solo si posee una seccion global (ver demostracién
en [5, p.230])

Un fibrado P(M, F, ) con fibra tipica F, base M, espacio total P, y proyeccion 7,
sera denotado por P(M,F) o P — M o, simplemente, por P, segun lo que se dé por
sobrentendido.

Como hemos dicho, dada una variedad My p € M, T,M es el espacio tangente a M
en p. Podemos ahora crear un espacio méas grande uniendo los espacios tangentes a cada
punto de la variedad. Este es el espacio tangente de la variedad:

TM:= | T,M={de€T,M:pe M}. (2.4)
peM
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Podemos elegir un sistema de coordenadas para TM mediante 7 — (p, (al,...,a”)),
siendo 7 =Y ai% € T, M. A partir de estas coordenadas se obtiene un atlas, por lo que
TM es una variedad. Por lo tanto, la fibra tipica sera IR". Definimos la proyeccién 7t como
la aplicacion 71 : TM — M tal que 71(%) = p,V3 € T,M. Es decir, 7t lleva cada vector al
punto de su origen. Sea U un abierto de M, obtendremos el siguiente diagrama:

TM|y —— U x R"
Ly
u.

En concreto, TM serd un fibrado vectorial [5, p.249, ejemplo 2].

Campos de Vectores

El conjunto X(M) de campos de vectores sobre M. Si X € X(M), escribiremos X|, €
T, M.
p

Definicién 2.2.4. Definiremos una seccién local de un fibrado como la aplicacién o :
U — P (U abierto de M) de forma que oo = I, (siendo I, la identidad en U). Sea
una seccion local con U=M, llamaremos a ¢ una seccién global.

De esta manera, los campos de vectores pueden verse como una seccion global del
espacio fibrado TM, dado por la funcién ¥ : M — TM, de forma que Yy € TYM y
la funcién x — Yy (f) son C®. Denotaremos a esta funcién como Y(f), y a los campos
vectoriales en M como Sec(TM).

Definicién 2.2.5. Sean Y, Z € Sec(TM), entonces [Y, Z] es un campo vectorial dado por
Y, Z]x(f) = Y« [Z(f)] — Z« [Y(f)]. Omitimos la prueba de la existencia y unicidad de
1Y, Z] (ver [6] ). Llamaremos a esta operacion [, | como conmutacién. Puede observarse
que ésta es antisimétrica ([Y,Z] = —[Z,Y]), y cumple la propiedad ciclica [Y, [Z, W]] +
(W, 1Y, Z]] + [Z,[W, Y]] = 0 (identidad de Jacobi) [2, p.8].

Definicién 2.2.6. Sea Y € Sec(TM) de forma que (para cada x € M) hay una curva
7x : R = M que pase por x, y que cumple Yo (t) = Y, . para todo t € R. Un campo
Y con dichas propiedades se dice que es completo. Para t € R, definimos ¢; : M —
M, mediante ¢(x) = ,(t). Podemos probar que ¢; es un difeomorfismo, y que ¢; o
¢+ = ¢ps++ para todo s,t € R. El conjunto {¢;/t € R} se llama grupos a un parimetro
generados por Y [2, p.9].

2.3 Espacio Cotangente

Para cada espacio vectorial (como puede ser T, M), hay un espacio dual asociado. Este
viene definido segtn:
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Definicién 2.3.1. Sea V un espacio vectorial:

(i) Su espacio dual asociado V*, es el conjunto de todas las aplicaciones lineales ¢ :
V — R, también llamadas formas lineales o covectores. El valor ¢(7) se puede denotar
también como (¢, ¥) o (¢, ¥), pero nosotros no lo usaremos.

(ii) El espacio V* tiene la estructura de espacio vectorial. Si V' es de dimensién finita
entonces dim V* = dim V. Si V tiene una base B = {ej, ..., e, }, podemos definir la
base dual de B como la base del espacio dual V*, B* = {(]71, ...,¢"}, con aquellas
formas lineales que cumplen ¢'(¢;) = 5;, paratodoi,j=1,...,n.

(iii) Si A : V — W es una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales V' 'y W, la
aplicacién dual o traspuesta de A, A" : W* — V*, esté definida actuando sobre ¢ € W*
por Al(¢)(7) := @(A(7)). Podemos también decir que A'(¢) = ¢ o A. Notamos
que la aplicacién A’ es lineal con respecto a las estructuras de espacio vectorial de
los espacios duales W* y V*.

Comentario. Obsérvese en (iii) que la funcion A : V. — W va del espacio vectorial V al W
mientras que la funcion A' : W* — V* va de W* a V* (y no de V* a W*). No es de extrafiar que
muchas veces a A'(¢@) se le llame el “pull-back” de ¢ respecto a A. Es decir, estamos “trayendo
de vuelta” la aplicacion ¢ de W* a V*. Posteriormente usaremos esto para definir el pull-back de
la diferencial de una aplicacién entre variedades (ver la ecuacion (2.11)).

El espacio T,M tangente de M en p es un espacio vectorial y, por tanto, tiene un
espacio dual al que llamamos el espacio cotangente de M en p, y lo denotamos por T, M.
Este es pues al conjunto de todas las formas lineales ¢ : T,M — R.

Siguiendo con las bases de vectores coordenados {% p} , podemos ahora definir su

base dual
{dx!

yoeedx| Y, 2.5)

caracterizada por dxi‘p (% }p) = (5]1 Posteriormente, cuando introduzcamos la diferen-

cial exterior de una funcién, veremos que dx' es, en efecto, la diferencial exterior de la
funcién coordenada x'.

En analogia con la seccién 2.2.1, se puede demostrar que T*M tiene estructura de
fibrado. E igualmente que para los campos de vectores en 2.2.1, los campos de formas
lineales son secciones de T* M.

2.4 Tensores

Sea ® el simbolo para el producto tensorial (para la definicién formal del producto
tensorial de espacios vectoriales referimos a [5, p.132]). Denotemos por ®"V al espacio
vectorial formado al tomar el producto tensorial de V consigo mismo r veces.
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Definicién 2.4.1. Un tensor de tipo (7,s) en un punto p es un elemento, i, del espacio
del producto tensorial:

M = [&'T,M] © [9°T;M] . (2.6)
Se puede considerar y como una aplicacién multilineal del tipo [5, p.133]:

piTiMx -t XTAM x T,Mx -« xT,M — R,

La operacién de producto tensorial entre tensores de M se define de la siguiente
manera:

Definicién 2.4.2. Sean y € T,"M y v € T;,’ZM. Se define el producto tensorial de y y v,
denotado por u @ v € T,"**'M, como la aplicacion multilineal

pOv: T;Mx T M x T,Mx T xT,M — R

‘Ll@v((Pl,""(PH—t,M],'--/uerl) =

1 r r+1 r—4t
w(e ..., ¢ ug, ..., u)v(@ ™, @ U1, Uy )

Observacién 2.4.1. Sea el espacio T = ®"V. Para el caso en que r = 0, identificamos
(por convenio) dicho espacio T con R. De esta manera existe un isomorfismo canénico
W ® R = W para cualquier espacio vectorial real W.

Observacién 2.4.2. Los tensores de tipo (7,s) incluyen los siguientes casos particulares:
T2’1M=T;M, que es simplemente el espacio dual de T,M. Nétese que, para cualquier
espacio vectorial de dimensién finita V, hay un isomorfismo x : V — (V*)* = V**, dado
por x(v)(¢) := ¢(v); por esto, T;’OMz(T;M)* = T, M. Al espacio T,Z’OM le llamaremos
el espacio de tensores r-contravariantes y al espacio TS’SM le llamaremos el espacio de
tensores s-covariantes.

Tanto en Geometria como en Fisica se trabaja mds comtinmente con “campos de
tensores”, es decir, con “secciones” y : M — T"°M que aplica p en u(p) = ‘u‘p € T,°M.
Las coordenadas del campo de tensores son ahora funciones escalares; y diremos que
el campo de tensores es diferenciable si sus funciones coordenadas lo son en uno y, por
tanto, en cualquier sistema de coordenadas. Utilizaremos también la palabra tensor para
referirnos a un campo de tensores.

Tensores V-valuados

Anélogamente a un tensor de tipo (7,s), podemos definir los tensores V-valuados de
tipo (r,s):
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Definicién 2.4.3. Sea V un espacio vectorial sobre R. Definimos T,*(M, V') como el es-
pacio de aplicaciones multilineales (tensores V-valuados), u de la forma

wiTyMx - XxTEM X TyMx %+ xT,M — V. 2.7)

En particular, al espacio de tensores r—covariantes antisimétricos V-valuados lo de-
notaremos por A},(M, V).

Comentario. Resulta, pues, equivalente T;* (M, R), con T,;* (M)

2.5 Formas diferenciales o r-formas

Si del conjunto de tensores r-covariantes T,(,”M = ®'T, M, nos quedamos con los anti-
simétricos, obtenemos el espacio A;M. Una seccién consistente en elegir diferenciable-
mente un tensor de A, M, Vp € M, es lo que se llama una formas diferencial de grado
r (o r-forma) sobre M. Denotamos por A"(M) al espacio de r-formas. Dado un elemen-
to p € A"(M), denotaremos por |, = p(p) a la aplicacién r-lineal antisimétrica /|, :
T,M x --- X TyM = R.Sivy,...,0, € TyM, escribiremos p(vy,...,vr) = plp(vq,...,0;).
Entenderemos que A°(M) = F(M).

Producto Exterior de r-formas

Dadas una r-forma y y una s-forma f, definimos su producto exterior como [7, p.8]:

(r+s)!

‘M/\ﬁ = “4(.”@!3)/ (2.8)

donde A(T) denota el antisimetrizado de un tensor p veces covariante, T, dado por:

1 [
A(T)(v1...04) = | Y £ T (1)1 Vo)),

to€EeS,

siendo S, el conjunto de las permutaciones de {1,...,r},y donde £7 es el signo de la
permutacion o.
Una r-forma u se expresard en el dominio de un sistema de coordenadas como:

=Y i dx" A Adxt, (2.9)

i< o<y
donde {dx A---Adx'r :i; < --- < i,} forman la base de r-formas correspondiente a un

sistema de coordenadas y las componentes y;, ; son funciones escalares diferenciables.

Diferencial Exterior

La diferencial exterior d es un operador R-lineal sobre las r-formas para dar lugar a
r + 1-formas. Sea f € F(M) = A°(M), la diferencial exterior de f es df € A'(M),
definida por df(Y) = Y(f), para un vector arbitrario Y € T,M. Si u € A"(M), se define
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dy como la (r 4+ 1)-forma que, en el dominio V' C M del sistema de coordenadas, viene
dada por:

dp = l Zd (Miy..i,) AdxXTA - A dxtr
Tea . o | (2.10)
- 7! E@(Vil...ir) dxX* Ndxt A - Adxt

Hemos expresado directamente el producto exterior en funcién de un sistema de
coordenadas, porque es como més nos convendrd cuando la usemos. Aun asi, no es
dificil demostrar que dy no depende del sistema de coordenadas elegido.

La diferencial exterior verifica las siguientes propiedades:
(i) dod=0; i) d(uAnp)=duNp+(=1)"'undp, conpuec AN (M).

Sea N otra variedad y sea f : M — N una aplicacién. Denotaremos por f, : TM —
TN la aplicacién tangente (o derivada) de f y por f.|, la restriccién de f. a T,M. Si
X € T, M, escribiremos f. X = f.(X).

Equivalentemente para las formas diferenciales, sea N otra variedad y sea f : M — N
una aplicacién, denotaremos por f* : T*N — T*M el pull-back de la aplicacién. Sea
x €My ¢ eTf, N se define el pull-back de ¢ por f mediante F(@)x = ¢l

Generalizando, podemos describir el pull-back para un tensor s-covariante w €
TS'SM. Sean vy,...,vs € TyM, el pull-back vendré entonces definido por

(f*w)]x(vl, .. .,’05) = w|f(x) (f*(’()l), .. .,f*('()s)) (211)

Para el caso en que s = 0, se puede probar que df*w = f*dw, f*(a A B) = f*a A f*(B),
y (fog)w=gfrw.

Claramente, esto aplica igualmente para las s-formas, que no son otra cosa que ten-
sores de este tipo, pero antisimétricos.

El pull-back de una aplicacién diferenciable conmuta con la diferencial exterior, esto

es,do f* = f*od.

2.6 Meétrica sobre una variedad

Una métrica en T,M es un tensor ¢ € T,(,)’ZM, de forma que g es simétrico y no de-

generado (es decir, ¢(u,v) = g(v,u), Yu,v, y si g(u,v) = 0, Yov, entonces u = 0).
Una base coordenada ortonormal en p es una base {% ,...,% } de forma que
p X" lp
R J J _
8i = 853l 3w l,) = £

Sea una aplicacion lineal ¢ € T (M), y sea una métrica g, podemos establecer una co-
rrespondencia de uno a uno con los vectores, pasando por la métrica. Es decir, establece-
remos un par de isomorfismos, que llamaremos isomorfismos musicales § : ;M — T, M
yb: T,M — Ty M.

Sea la métrica g € Tg’ZM, podemos decidir que acttie solo sobre un vector x € T, M,
dejando la actuacién sobre el segundo vector pendiente (como si todavia no supiése-
mos sobre que segundo vector vamos a actuar), como un hueco, es decir, gx(x, *). Esta
operacién se define formalmente como producto interior.
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Definicién 2.6.1. Sea x € T,M, el producto interior por un vector x es una aplicacién:

i(x): T - &Y

(2.12)
o — a(x,x,..., %)

Observacién 2.6.1. En el caso de k=1 (para una forma lineal), tenemos que i(x) es la
actuacion de la forma sobre el vector x, & — a(x).

Sea la métrica un tensor ¢ : T,M ® T,M — R, el producto interior de la métrica por
x mandard solo un vector a R, es decir, gy(x, %) : T,M — R.Y esto, es equivalente a
una forma lineal ¢ € T;;(M). De esta manera, podemos asociar el vector x € T,M con la
forma lineal ¢ € T;;(M) que acttia sobre los vectores de igual forma que lo hace gx(x, *).
Es decir, x” = ¢.

Usualmente, las coordenadas del vector x en la base (%) , se denotan como x'.
p

Igualmente, sea la base dual dx', las coordenadas de x” en esta base dual se denotardn
como x;. Por lo tanto, se suele decir, que al actuar con b, estamos “bajando indices”,
mientras, que al actuar con f lo que hacemos es “subir indices”. Si denotamos por
g(ei,ej) = gij, esto suele denotarse como x; = g(e;, x) = g(ej, ¢j)x’ = g;jx/. Equivalente-
mente, sea la métrica inducida en el espacio T, (M), §, y sea §’ = §(dx',dx/), podemos
ver que xigij = .

Observacion 2.6.2. Usando estas dos tltimas expresiones en forma matricial, no es dificil
~ij -1
ver que (§7) = (gij) -

Observacién 2.6.3. Obsérvese que actuar con i’ sobre x, y’(x), no es mas que hacer
el producto escalar de los vectores x e y, g(x,y). A la vez, por ser el producto escalar
simétrico 1’ (x) = x*(y).

Podemos generalizar esto para tensores, con, Tg!""g*a,u = T, %" , donde Tg "
1re+Pr

P
son las coordenadas de un tensor Tp M,y ngﬁ i ‘ﬁ son las de un tensor T(rH) (s 1)M.

De esta forma, se pueden ir “subiendo y ba]ando indices mediante la métrica”.

2.6.1 Elemento de Volumen

Un elemento de volumen de T,M es una n—forma w € AyM y no nula. Dada una
métrica g y la base dual {dx!|,,...,dx"|,} de una base coordenada ortonormal en p,
entonces w = dx!|, A -+ Adx"|, es el llamado elemento de volumen métrico. Notar que
w( % g agn p) = 1. En realidad, w depende de la orientaciéon de la base ortonormal,
pero solo en un factor £1. Una eleccién de los dos posibles elementos de volumen métri-
cos sirve para determinar una orientacién de T, M. Si w esta elegido, diremos que una
base {aiyl e ay" } es orientada positivamente si w(a‘; e Ay p) > 012, p.3]. La
expresion del elemento de volumen métrico w en esta base, sera:

w = |det(gij)|2dy" [, A--- Ady"],, (2.13)
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aqui es: g;j = g(aiyi o aiy/' ]p). Obsérvese que la expresion (2.13) es consistente con el com-

portamiento de un tensor ante los cambios de coordenadas [7].

Meétrica inducida en el espacio de las r—formas

Si ¢ es una métrica en T, M, entonces, hay una métrica inducida § € TO'Z(A;M) definida

de la siguiente manera. Sea {%, . %} una base de T,M, y sea g;; = g(aiyi, aiyj). Toma-
remos g/ como la entrada (i,j) de la matriz inversa a la matriz (gij)- Para o, p € ALM,
definimos g(«, B) en términos de las componentes (relativas a a%l' e % ; ver (2.9)) me-
diante: .

3(a, B) = o Zgilhgiz]é .. ‘gikjk“il...ikﬁjl...jk (2.14)

Se puede demostrar que §(«, B) es independiente de la eleccién de la base.

Sea g una métrica en T, M, y otra métrica & en un espacio vectorial V. Entonces, hay
una métrica (gh) en A, (M, V) definida de la siguiente manera. Si {v1,...,vx} es una
base de V, podemos escribir a & A;(M,V) como &« = «'v;, con &' € A;M. Entonces,
para a, B € A, (M, V), definimos (gh)(a, B) := L h;;§(a', p/), donde h;; = h(v;,vj) 12, p.
4]. Igualmente, (gh)(a, B) es independiente de la elecciéon de base.

2.6.2 Estrella de Hodge

Supondremos que la variedad M es orientable (este aspecto se discutird mdas adelante en
el apartado sobre Integracion). Pasamos a definir el operador *, de Hodge, relativo a la
métrica ¢ y a la forma de volumen métrico w que define la orientacién de M

Sea y es una r-forma en A”(M) con componentes y;,_;, en un sistema de coordenadas

x = (x},...,x"), es decir:

u= Z plil__,i,dxil A Adxr = Vil...irdxil Q- ®@dx'r;

i1 <<y

en el tltimo término se sobreentiende la suma de 1 a n en todos los indices iy y que los
Wi ..i, son antisimétricos en cada par de indices. Definimos *,(¢) = v como la (n —r)-
forma de componentes en un sistema de coordenadas:

(Wi =V = Sy i = L g gy
s\H rp1eeln = Vg1l o 7l llmln]l - 7l 11~~~1ng -8 :u]ln-jr'
Como definicion equivalente, *,(j) es la tinica (1 — r)-forma que verifica, para cualquier

r-forma «,
a Axg(p) = g, p)w, (2.15)

donde g(a,u) denota el producto escalar en cada punto inducido en el espacio de p-
formas sobre ese punto por la métrica g definida con la férmula (2.14).

Operador Codiferencial
Definimos el operador codiferencial § : A"(M) — A’~!(M) mediante

b = e(—1)"0*) % dx, a,
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con € = 1 en el caso euclideo y € = —1 en el caso lorentziano de dimensién 4. Si
f € F(M) = A°(M), decimos que 6f = 0. Por otro lado, se prueba que 50§ = 0.

2.6.3 Integracion

Una forma v que es distinta de 0 en toda la variedad M (de dimensién n), se llama una
orientacién. El par (M, v) se llama variedad orientable. Sea « una n-forma en (M, v)
de forma que K = soporte(a) sea compacto. La compacidad de K nos asegura que hay
un numero finito de aplicaciones ¢; : U; -+ M, i = 1,...,N, de forma que K C U; U
---UUn, v ¢i(U;) C R" estd acotado, y (ver [6] ) existen funciones p € C™f(M) tales
que soporte(p;) € U;, 0 < p; <1,y YV pi(x) = 1 para todo x € K. Si B es una n-forma
definida sobre un subconjunto abierto acotado D de R" de forma que soporte(B) C D es
un subconjunto cerrado de R, entonces definimos [2, p.12]:

Jof= bt

Donde b es la funcién evaluada en los reales definida por B = bdx! A - - - A dx". Mediante
un intercambio de las componentes de ¢; (si fuese necesario), podemos asumir que (en
U;) ¢f (dxt A~ -+ Adx™) es un multiplo positivo de la orientacién v para todoi=1,...,N.

Entonces, definimos:
N
&= / ¢; ' (oin)
/ M ; o(U;)

Omitimos la prueba de que [, « es independiente del sistema de coordenadas [8].

Teorema 2.3 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad de dimension n orientada, y suponien-
do que & € A"~1(M) tiene soporte compacto. Entonces tenemos que:

/doc:O
M

Para la demostracion, referimos a [2, p.12].

Pero, la versién usual del Teorema de Stokes, es la siguiente. Sea dM la variedad de
dimensién (n — 1), que es frontera de M (de dimension n):

/M do = /a o (2.16)

Siendo a (n-1)-formas con soporte compacto. Y donde 0M tiene una orientacién inducida
por aquella en M. Para la demostracion, referimos a [8].

2.7 Operadores Geométricos Clasicos
Operadores Geométricos Clasicos para R®

Los isomorfismos musicales serdn una herramienta poderosa a la hora de poder visua-
lizar de forma intuitiva como acttian el operador derivada exterior, el producto exterior,
el operador codiferencial y la estrella de Hodge. Usando la ecuacién (2.10), podemos ver
que para M = R® con métrica euclidea, d actuard segtn:
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r-formas Actuacion de d
f(xry/Z)EAOZJ:(M) (%dx—f‘%dy—f-%dZ)EAl
(wydx + wy dy + w- dz) € A1 +(0:wx — 0yw;) dz N dx
i + (0xwy — 2ywx) dx AN dy] € A?
(wyz dy Ndz + wax dz A dx (G + Y9z 4+ T2 ) dx Ndy A dz € AP
Wy dx Ady) € A?
(wWxyzdx Ndy Ndz) € A® 0

Tabla 1: Actuacion de d en diferentes r-formas

Si nos fijamos en las coordenadas de cada r-forma, podemos ver el claro paralelismo
entre la actuacion de d y, respectivamente, la actuacion del gradiente, rotacional y diver-
gencia. De esta manera, y afiadiendo el producto exterior, podemos elaborar la siguiente
tabla:

Operador clésico para R? Actuacion de d
Gradiente de una funcién escalar f: v f (df )ﬁ
Rotacional de un campo vectorial w*:
V X (wﬁ) (ﬁ © *g)(dw)
Divergencia de un Canélpo vectorial w: 5(w)
W
Laplaciano de una funcién escalar f:
vZ f 5df
Producto vectorial de w? y 5%: w? x 5f (8 o *x)(wATR)

Tabla 2: Equivalencia entre la actuacién de d y los operadores clasicos para R®

Comentario. Obsérvese que esto solo es vilido si tenemos métrica Euclidea. De esta manera, la
coordenada x1 = (%) transforma en x' = (%), porque g'' = 1. Si se diese, por ejemplo el

caso en que g*' = 2, obtendriamos x' = 2.- (%).

Vemos que para el rotacional, al hacer dw, obtenemos una 2-forma Hemos convertir
las 2-formas en 1-formas mediante la estrella de Hodge. Pero, esto hard que perdamos
informacién sobre la orientacién del sistema de coordenadas, ya que si cambiamos los
ejes y <> z, la 2-forma dy A dz pasara a ser dz Ady = —(dy A dz). En cambio, el cambio de
ejes afectard a x,(dy A dz) = dx dejandolo igual (dx). Como vemos, este cambio de ejes
induce un cambio de signo en la 2-forma mientras que no lo hace en la 1-forma asociada
a su estrella de Hodge. Por lo tanto, con el objetivo de ganar intuicién, podemos hacer
actuar el operador estrella de Hodge, pero sin dejar de darnos cuenta, de que una 2-
forma no es una 1-forma, y viceversa. Esto mismo ocurre para el producto exterior.

Observacién 2.7.1. El pasaje de la 2-forma a un vector mediante (f o x,), es lo que clasi-
camente se ha llamado pseudo-vector. Estos cambian de signo bajo rotaciones impropias
como la paridad P : (x,y,z) — (—x, —y, —z).
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Ejemplo 2.7.1. Sea una espira por la que circula una corriente I, esta crea un campo
magnético B, por la ley de Biot-Savart. Si reflejamos la situacion respecto a un plano, la
posicién y la corriente son, a su vez, reflejados. En cambio, B es reflejado, e invertido
(toma un signo “-” respecto a los otros). Esto se debe a que la posicién y la corriente I
son vectores reales, mientras que B es un pseudo-vector, por provenir de un rotacional

(de la ley de Biot-Savart).
B

JAN )

Figura 3: B generado por una espira como ejemplo de un pseudo-vector (ejemplo 2.7.1).

Observacién 2.7.2. Las coordenadas de una r-forma, al aplicar x, cambian segin X, —
€5, Xo- Se puede comprobar que de esta manera se cumple la ecuacion (2.15). A su vez,
la propiedad de los pseudo-vectores, proviene de aqui. En la bibliografia fisica a veces se
usa el signo de Levi-civita sin darse cuenta de que, lo que realmente se estd haciendo, es
actuar con .

Observacion 2.7.3. Equivalentemente, obtendremos “pseudo-escalares” y “pseudo-tensores”
al aplicar la estrella de Hodge a diferentes r-formas.

Comentario. Aunque pueda parecer irrelevante, esto es de gran importancia fisica. En el modelo
estindar, el pion viene descrito por un pseudo-escalar, ya que tiene paridad —1 (para el
operador paridad P : (t,x,y,z) — (t,—x, —y, —z) ).

Observacién 2.7.4. Ademas, la propiedad d?> = 0 de la diferencial exterior se traduce en
rot(grad()) =0, y en div(rot()) = 0.

Observacién 2.7.5. Usando los isomorfismos musicales para las 1-formas (con M =
R%), no es dificil llegar a la expresion geométrica clasica (para un campo vectorial F €
Sec(TM), y una superficie S):

//S(va)-d§: ) E-dl (2.17)

Operadores en R* con Métrica de Lorentz

En las aplicaciones a la fisica, el espacio base M normalmente sera el espacio tiempo. Es
decir, R* con una métrica de Lorentz. Todo lo visto para IR® se puede generalizar a este
caso, sabiendo que g1; = —1. Destacan:

Jd 0 0 d Jd 0 0 d
= _— — — H — gHV P — -
Iy <8t'ax'8y'az) ’ 9" =g"%a ( Bt'ax'ay’az> (2.18)
of df df df Y. o
(df) ( ot 9x’ ay’ 9z oaf, (6w) ( 01wy, cu) o -w, (219

ddf = (— @) f, V2 f) = 0"d,f = Of (2.20)
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3 Fibrados Principales

Un fibrado principal es un fibrado P(M, G) cuya fibra tipica es un grupo de Lie, G,
concepto que veremos a continuacién. El grupo actta sobre el fibrado moviendo sus ele-
mentos a largo de las fibras. Podemos imaginar que la fibra de un fibrado principal, sobre
cada punto de la variedad de base, M, la forman cierta clase de sistemas de referencia
que cambian entre si por la accién de un grupo. La idea es que la identidad del grupo
no mueve la referencia, y que si hacemos actuar un elemento del grupo cambiamos la
referencia en otra distinta; con el inverso del elemento del grupo volvemos a la referencia
de partida; y hay tantas referencias distintas ligadas a cada punto como elementos en el

grupo.

Ejemplo 3.0.1. Dada una variedad M con una métrica, en cada punto p € M podemos
considerar las bases ortonormales de T, M. Los posibles cambios de base los realizamos
con las matrices del grupo ortogonal, O(n). En este ejemplo, el fibrado principal seria el
conjunto de todas las bases ortonormales posibles en todos y cada uno de los puntos de
M.

3.1 Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto con una operacién “multiplicacién” con la propiedad asociati-
va, que tiene un elemento identidad y que cada elemento tiene su inverso. Se dice que el
grupo es abeliano si ademas tiene la propiedad conmutativa.

Definicién 3.1.1. Un grupo de Lie es un grupo, G, que tiene una estructura diferenciable
verificindose que la operacién del grupo G x G — G, dada por (g1,$2) — 182, v la
funcién G — G, dada por ¢ — ¢!, son aplicaciones diferenciables.

La multiplicacién de ¢ € G por la izquierda da lugar a la aplicacién Lg : G — G,
definida por Ly(g') = gg - Resulta que L, es un difeomorfismo.

Definicién 3.1.2. Sea e el elemento identidad del grupo G y sea A € T.G. Definimos
A € G mediante Ag := L, (A). El campo de vectores A se denominard como el campo
vectorial invariante por la izquierda determinado por A (ver [2, p. 18]).

Igualmente, para w € T;G, definimos @ € A'G por @, := L;,l (w) que se denomi-
nara como la 1-forma invariante por la izquierda determinada por w (ver [5, p. 171]).

El dlgebra de Lie del grupo G, denotada por g, no es otra cosa que el espacio tangente
de G en la identidad e (es decir, T.G), dotado con la operacién definida por [A, B] :=
[A, B]e, siendo A, B € g. Recuérdese que la operacion conmutaciéon es antisimétrica y
cumple la identidad de Jacobi (ver la definicién 2.2.5). Por otro lado, para A € g, se
puede probar que A es un campo vectorial completo [2, p.18].
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Teorema 3.1. Si X es un campo vectorial invariante por la izquierda en un grupo de Lie G,
entonces, X es completo. [5, p.163]

Sean G y G’ dos grupos de Lie; una aplicacion f : G — G’ que es un homomorfismo
de grupos y es diferenciable se dice que es un homomorfismo de grupos de Lie. Siey ¢’
son los elementos identidad de G y G/, respectivamente, entonces f(e) = ¢’ y podemos
denotar, equivalentemente, f.|. : T.G — T,G' por f. : g — g'. Se obtiene el siguiente
resultado (para la demostracion, referimos a [2, p.20]):

Teorema 3.2. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces f. : g — ¢’ es
una aplicacion lineal que cumple f. ([A,B]) = [f+A, f«B]; es decir, f. es un homomorfismo
de dlgebras de Lie.

Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G es una subvariedad de G que también
es un subgrupo de G. Un subgrupo de Lie es en si mismo un grupo de Lie.

La llamada aplicacion exponencial, que definimos a continuacién, pone en correspon-
dencia el dlgebra de Lie del del grupo con un entorno de la identidad del grupo.

Definicién 3.1.3 (Aplicaciéon exponencial). [5, p.165]

i) La tnica curva integral t — ¢ (t), A = o/(t) (%)0, del campo invariante por la

izquierda A (con ¢*(0) = e) definido para todo ¢ € R, en virtud del Teorema 3.1, es
t—exp(t-A),donde A € T,G = g.

ii) De esta manera, podemos definir la aplicacién exponencial exp : g — G entre el
algebra de Lie, y su respectivo grupo, como exp(A) := exp(t- A)||,_;-

iii) Un subgrupo a un pardmetro de un grupo de Lie G es un homomorfismo E entre
el grupo aditivo de R y el multiplicativo de G. De esta forma, la exponencial es un
homomorfismo pues (t +s) — exp(tA) - exp(sA).

Ya que los isomorfismos ¢ : R — H (siendo b el dlgebra de Lie de H) son también
homomorfismos en G, tenemos que exp : h — H es la exponencial exp : g — G restringi-
da a $. El siguiente teorema implica que [, | en b es simplemente [,] en g restringido a
b [2, p.19].

Definicién 3.1.4. Para ¢ € G, definimos el automorfismo interno de G int : G — G,
dado porint, :b+—a-b- a~1. A su vez, definimos Ad, diferenciando int en la identidad,
de forma que Ad, = inty|, : T.G(= g) — Tint,.G = T.G = g. Es decir, Ad, : g — g.
Sea X € g, Ady(X) = & (a-exp(tX)a™?) ‘t_

Conjuntos de aplicaciones lineales: Sea E un algebra:

» End(E) es el dlgebra de Lie de endomorfismos del 4lgebra E (endomorfismos del
espacio vectorial que preservan el producto o corchete).
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» Aut(E) es el grupo de Lie de automorfismos del édlgebra E (automorfismos del
espacio vectorial que preservan el producto o corchete). Aut(E) es un subgrupo de
Lie cerrado de GL(E) .

Definicién 3.1.5. Definimos Ad : G — Aut(g) como la representacién adjunta del
grupo G en su algebra de Lie g. A su vez, si diferenciamos ésta, obtendremos otra re-
presentacién adjunta, que denotaremos como ad. Esta dltima serd una representacién
ad : ¢ — End(g) adjunta del algebra de Lie en si misma. [11, p.113]

Teorema 3.3. Sean X,Y € g, entonces adxY = [X,Y]. [11, p.115]

Forma de Maurer-Cartan

Las constantes de estructura con respecto a una base {Ej, ..., E,} de g son los CZ,/S dados
por [Ey, Eg] = Y CZ,;%E_W' Siendo {w!,...,w"} una base dual para g puede definirse de
forma que w* (Eg) = Og-

Si buscamos una ecuacién andloga a la de las constantes de estructura pero para la
base dual, debemos que saber que, mientras el conmutador de dos campos vectoriales
nos da un campo vectorial, la combinacién natural de dos 1-formas (mediante el pro-
ducto exterior), nos da una 2-forma. A su vez, la diferencial exterior de una 1-forma nos
dard una 2-forma. Podemos relacionar entonces ambas expresiones, para obtener una
relacién similar con las constantes de estructura.

Podemos obtener una ecuacién analoga a la de las constantes de estructura pero para
las 1-formas. Esta sera la ecuacién de Maurer-Cartan para 1-formas invariantes por la
derecha:

1 n
dw" + 5 ) ngwﬂ AwT =0 (3.1)
Bw=1

Para la demostracion, ver [5, p.172].

Definiciéon 3.1.6. La forma de Maurer-Cartan, o forma candnica, & es la 1-forma g-
valudada en G, que asocia a cada v € T, G el campo vectorial invariante por la izquierda
en G cuyo valor en ¢ € G es precisamente el vector v € T,G dado.

Comentario. Ya que g = T,G, es posible ver la forma de Maurer-Cartan como una forma T,G-
valuada. Con esta interpretacion E(L?) = A, lo que de hecho, define E de forma precisa.

Observacién 3.1.1. Sea h : M — G una funcién diferenciable sobre una variedad de
dimensién m (por ejemplo la funcién de transiciéon de la Definicién 3.2.2 ). Entonces h*E&
es una forma g-valuada en M. Cuando G es un grupo de matrices, h*E puede escribirse
(para m € M) como:

ik 9

2 — Y % ((h(m)) ! m))" (dx
(@) = 15 3 ((rm) ™) 55 (hlm)) 7 ), 62)
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3.2 Fibrados con grupo de estructura

Definicién 3.2.1. Un fibrado principal P con grupo de estructura G es un fibrado
P(M, G, ) con fibra tipica un grupo de Lie G, donde hay definida una accién por la
derecha de G sobre P, que se denotard por R,z = za, Vz € P, Va € G, y que admite,
para cada m € M, una trivializaciéon local ¥ : P|;; — U x G, con m € U, verificando la
propiedad

Y(za) = ¥Y(z)-a (entendiéndose (m,a)-a’ = (m,aa’) € U x G).

Y sera de la forma ¥(z) = (71(z),su(z)), donde s : P — G, obviamente, debe cumplir la
propiedad s;;(zg) = su(z)g. Se denominaré trivializacion local en un fibrado principal
P, o (en lenguaje fisico) eleccién de Gauge, a una ¥ que cumpla esta propiedad.

M se identificara canénicamente con P/G, es decir, la fibra sobre p es la 6rbita de p

dada por G (" (7(p)) = {pg: g € G}).

Comentario. Se suele también suponer que el tinico elemento g que cumple pg = p es e, por
lo que G actiia libre (y diferenciablemente) en P por la derecha. Por lo tanto, para cada
p € m~1(x) hay una aplicacion G — 7t dada por ¢ — pg. Esta aplicacién es un difeomorfismo,
pero depende de p. Por lo tanto, las fibras 711 (x) son difeomorfas a G, pero no hay identificacién
candnica entre ambas (pues no hay identificacion candnica entre el elemento identidad de G y un
punto dado en 7w=1(x)), por lo que no hay estructura natural de grupo en

Definicién 3.2.2. Sean ¥ : P|y — UXx Gy ® : Ply — V x G dos trivializaciones
locales, la funcién de transicion de ¥ a ® es la aplicacién hy,, : UNV — G definida de
la siguiente manera. Sea x = 7t(p € U N V), tenemos hy,(x) = su(p)sv(p) ! [2, p-27].

Observacién 3.2.1. Notar que /,,(x) es independiente de la eleccién de p € 7! porque
su(pg)sv(pg) ™" = su(p)gg~'sv(p) ™" = su(p)sv(p)~".

Observacién 3.2.2. P puede ser considerado como la unién disjunta de (U x G) U (V x
G)U..., identificando los puntos (x,g) € Ux Gy (x,8) € V x G si h = hyp(x)g .

Definicién 3.2.3. Definiremos una seccién local de un fibrado principal como el mapa
o0 : U — P (U abierto de M) de forma que oo = I, (siendo I, la identidad en U) [2,
p-27].

Teorema 3.4. Hay una correspondencia natural entre secciones locales y trivializaciones locales

Demostracion: Sea ¢ : U — P una seccion local, definimos ¥ : P|y — U x G
mediante ¥(0(x)g) = (x,g). Alternativamente, sea ¥ : Py — U x G, definimos la
seccion local o : U — P mediante o(x) = ¥~ (x,¢) [2, p.27].
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3.3 Fibrados asociados a un Fibrado Principal

Sea P(M, G, ) un fibrado principal. Sea una variedad F y una accién por la izquierda

de G sobre F:
A: GxF — F

(a,8) = Aq(8) =al.
Se define el fibrado asociadoa P y a A, AP = P X F, como el fibrado sobre M con:

1) espacio total el conjunto de clases de equivalencia obtenido definiendo en la variedad
p ] q
producto P x F la relacion de equivalencia:

(p.8) ~ (¢, &) sii 3aeG : (p,&) = (pa,a”'}).

Denotamos por [p, ¢] la clase de equivalencia con representante (p, ) (nétese que

[pa,¢] = [p,ag)),

(ii) proyeccién
p: AP

— M
p.¢] — 7(p

),
(iii) fibra tipica F,

(iv) y trivializaciones locales obtenidas del siguiente modo: para cada trivializacién
local de P
Y: Ply — UxG
poo— (mlp).p(p)),

se define la trivializacién local de AP

YAP . APly — UxF
[p.¢l — (m(p). ¢(p)3).

Definicién 3.3.1. Definimos C(P, F) como el espacio de todas las aplicaciones T : P — F
de forma que t(pg) = ¢ '7(p). C(P, F) es naturalmente isomorfo al espacio de secciones
del fibrado asociado P xg F — M con fibra F. Todo lo que sigue puede formularse
en funcién de fibrados asociados, pero, dado que los fisicos suelen usar este tipo de
aplicaciones, tomaremos el punto de vista de las funciones 7 [2, p.43].

Comentario. En el caso en que la accién de G define una representacion, G — GL(V), los
elementos de C(P, F) se llamarin campos de particulas.

Definicién 3.3.2. Un automorfismo de un fibrado principal 77 : P — M es un difeomor-
fismo f : P — P de forma que f(pg) = f(p)g paratodog € G, p € P.Sea f: M — M
, dado por f(7(p)) = t(f(p)). Una transformacién de gauge serd un automorfismo f
que cumpla f = 1,4, donde 1, es la identidad en M. Es decir, manda puntos de una fibra
en puntos de su misma fibra. Denotaremos GA(P) = grupo de las transformaciones de

gauge [2, p.46].

Teorema 3.5. Sea C(P,G), donde G actila en si mismo mediante la representacion adjunta Ad
(Adg(g/) = ¢-¢ -¢). Hay un isomorfismo natural GA(P) = C(P,G). Sea T € C(P,G),
f(p) = pt(p), serd una transformacién de Gauge. Y sea f € GA(P), se define T : P — G,
mediante f(p) = pt(p), de forma que se cumple que T € C(P,G). [2, p.46]
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3.4 Conexion

Una vez hemos visto como es la fibra sobre cada punto, ahora nos gustaria establecer
una cierta relacion entre fibras sobre diversos puntos de la variedad, de forma que esto
no dependa de ninguna trivializacién dada. Esto sugiere buscar vectores en el espacio
total P, que “apunten” de una fibra a otra (los cuales llamaremos horizontales). Para ello
necesitamos definir la conexién, lo haremos de 3 formas equivalentes para entender su
significado completo:

Definicién 3.4.1. Una conexién asigna a cada punto p € P un subespacio horizontal
H, C T,P de forma que V, = {X € T,P/m.(X) = 0}. Ademds, le pedimos a éste, que
cumpla, R« (H,) = Hpg. Tenemos que T,P = H, ® V), donde denominaremos a V}, como
el subespacio vertical de T, P [2, p.29].

Observacién 3.4.1. Los vectores de un campo vectorial invariante por la izquierda gene-
rado por A € T,G = g (ver la Definicién 3.1.2) son verticales.

Definicién 3.4.2. Sea g el algebra de Lie de G. Una conexién es una 1-forma g-valuada
definida en P, que cumple:

i) Sea A € gy sea A* el campo de vectores en P definido mediante:

Ay = ;t (p-exp(tA)) (3.3)
t=0

Entonces llamaremos a A* campo fundamental, y w deberd cumplir w (A;;) = A.

ii) Para ¢ € G, sea Ad, : g — g dada por (). Se requiere que wyg (Rg«X) =
Adg1wp(X) paratodo g € G, p € P,y X € T,P. Es decir, Ryw = Adg1,,.

Llamaremos a w una 1-forma de conexién [2, p.29].

Definicién 3.4.3. Una conexién asigna a cada ¥ : Py — U x G una 1-forma g-evaluada
wy en U. Llamaremos a wy; U-representante local de w. Si @ : P|y — V X G es otra
trivializacién local, y h,, la funcién transicion de ¥ a ®, entonces, requerimos que se
cumpla:

wy(Yy) = Lh_ul(x)* (Puos (Ye)) + Ady 1 (w0 (Ya) (3.4)
paratodo Y, € My x € UUV [2, p.30].

Teorema 3.6. Las definiciones, Definicion 3.4.1, Definicion 3.4.2 y Definicion 3.4.3 son equiva-
lentes [2, p.31] . Es decir, podemos definir una conexion (que al fin y al cabo es decir la asignacion
de los subespacios horizontales) con cualquiera de las 3 definiciones anteriores.
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Teorema 3.7. Cualquier fibrado principal admite una conexion [6].

T,P Vp=g

(a) Conexién como asignaciéon de  (b) Conexién como una 1-forma w (definicién (3.4.2))
un subespacio horizontal a cada
punto ( definicién (3.4.1))

Figura 4: Definiciones equivalentes para una conexién [14].

Dada una 1-forma de conexién w, siguiendo con la Definiciéon 3.4.1, podemos escribir
cada X € TP como X = XV + X" donde XV es vertical (7r.(X") = 0) y X horizontal
(w(XH) =0).

Definicién 3.4.4. Si ¢ € A¥(P, g), entonces definimos ¢ € AF(P,g) como ¢F (X;,...,X}) =
¢ (XH,...,xH) [2,p37].

Definicién 3.4.5. La diferencial exterior covariante de ¢ € AX(P,g) es D¥¢ = (dp)H ¢
A1(P,g), donde d¢ es la derivada exterior usual de ¢. Aunque D“ depende de w,
normalmente lo obviaremos, y diremos simplemente D [2, p.37].

3.5 Curvatura

Definicién 3.5.1. La curvatura de una conexién w € A'(P,g) es Q¥ = D¥w = dw o hor €
A?*(P,g). Aplicada a X,Y € T,P, serd Q¥(X,Y) = dw(XH,Y"). En el lenguaje fisico, si
w es un potencial, denominaremos a () como la fuerza de campo o “field strength” de
w [2, p.37].

Teorema 3.8 (Ecuacion de Estructura). Sea () = Dw, y sean X,Y € T,P, la curvatura actiia
sobre ellos segtin:

donde [wy(X),w,(Y)] denota el corchete de Lie en g entre los elementos w,(X),w,(Y) € g.
Para la demostracion, se refiere a [5, p.272]. En general, esto se suele denotar como D¥w =
dw + 3w, w).
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Observacién 3.5.1 (Interpretacion geométrica de la curvatura). Si tenemos un espacio
plano, podemos transportar mediante L;,l (w) una 1-forma de manera univoca de un
punto a otro sin que dependa del camino. De esta forma podemos definir un campo de
1-formas tal como lo hicimos en la definicién 3.1.2. Por definicién, un campo de 1-formas
invariante deberd cumplir la ecuacién de Maurer-Cartan (3.1). Por lo tanto, si se cumple,
estamos en un espacio plano. Comparando la ecuacién (3.5) con la (3.1), vemos que si la
1-forma de curvatura cumple la ecuaciéon de Maurer-Cartan, la curvatura serd 0 en dicho
punto. Y si esto se da para todo el espacio, tendremos un subespacio horizontal plano.
Por lo tanto, la curvatura puede verse como cudnto de lejos estd la 1-forma de conexién
de cumplir la ecuacién de Maurer-Cartan en dicho punto.

Teorema 3.9 (Identidad de Bianchi). Si w es una 1-forma de conexion en P con curvatura
O, entonces DY) = 0. De hecho, dQ)* = [, w]. Ver demostracion en [2, p.39]

Observacion 3.5.2. Uniendo el Teorema 3.8 y el Teorema 3.9, vemos que D“D“()* = 0.
Que es una propiedad similar a la que se da para la diferencial exterior ordinaria, d> =
0. En cambio, esta expresiéon para la derivada covariante, solo se cumple (en general)
aplicada a una 1-forma de conexién.

Definicién 3.5.2. Siguiendo con la Definicién 3.4.3, y aplicando el Teorema 3.4, podemos
ver wy y w estén relacionados mediante wy = ojw € Al(U,g). Igualmente podemos
definir el U-representante local de () como ), = 0, ().

Teorema 3.10. En términos de w,, Qu = dwy + %[a)u, wy). Ver demostracion en [2, p.39]

Andlogamente a la ecuacion (3.4) para la conexién, podemos ver que la 2-forma de
curvatura transformara de forma mads sencilla de acuerdo al siguiente teorema:

Teorema 3.11. Sean ® y Y dos trivializaciones locales, con funcién de transicion h,, : U N
V — G. Entonces,en UNV, O, = Adg;J Qu. En el caso de ser un grupo de matrices:

Oy = $Quuo (3.6)

Ver demostracion en [2, p.40].

Teorema 3.12. Equivalentemente, la identidad de Bianchi para los representantes locales serd d(),
(O, wyl.

3.6 Ejemplos: Fibrados De Hopf

Entre los fibrados principales destaca el llamado fibrado de Hopf. Este permite describir
la esfera S como una fibracién no trivial con espacio base S?, y fibra tipica S!. Para
nuestros objetivos, veremos S3 como un fibrado en si, de forma que, a partir de este,
surja un segundo fibrado. Es decir, haremos el doble fibrado U(2) — U(2)/U(1) =
S® — S$3/U(1) = S%. Hay mas fibrados de Hopf, como el de S” — S* con fibra tipica
S3, pero, para nuestros propdsitos nos centraremos en el primero.



27 3 FIBRADOS PRINCIPALES

Accién de U(2) sobre S°.

Consideremos el espacio vectorial complejo C? dotado del producto escalar hermitico
usual:
(W', w?), (z},2%)) = w'z! + w*2%;
entonces ((z!,22), (z!,22)) = |2'> + |22)? = (x1)2 + (x2)% + (x®)? + (x*)?, siendo 2! =
x! +ix? y z2 = x% + ix*. Identificamos la esfera con
S ={(,7%) e C: |Z'P+ |2 =1} (3.7)
Las matrices de A € GL(2,C) se identifican con los automorfismos de C:
A: cz — C?
1 1l 1
2= (5) = =i ) ()
z wy w;) \z
En particular, las matrices unitarias se definen como
UR2) ={AcGL(2,C): (2,2 = (AZ,AZ"), NZ,Z' € C*}
—t
={AeGL2,C):AA=L= ()}

y es un subgrupo de Lie de GL(2,C). Veamos la estructura de estas matrices. Sea A =
ac
(ba) € UQ):

; B oac B4\ (1 0 a0+ bb =1

a a c\ (aa+ ac+ _ _ 71

<c‘ d‘) <b d) - <Eu+Jb c‘c+d'd> - <0 1> cetdd =1 (3:8)

ac+bd=0

La dltima ecuacion nos dice:
a d d=Ad
- =0 = dAeCtalque _ 3.9
po_ ‘ q {C Y 3.9)

(ya que por la primera ecuacién a y b no pueden ser ambos nulos); sustituyendo c y d
en la matriz A y usando la segunda ecuacion de (3.8) se obtiene que det(A) = A. Puesto
que det(Zt) det(A) = det(A)det(A) =1 = |det(A)| =1, por lo tanto, |A| = 1.

Con lo cual resulta que

a —\b

U2) ={A€GL2,C): A= (b I

> tal que |a|® + [b]* =1, |A] =1} (3.10)

Facilmente se puede ver que es equivalente a decir:

a

UQR)={AA=2 (b

_;’) :det(A) =1, |A] =1} (3.11)

El grupo multiplicativo U(1) = {¢¥ € C : § € R} se puede considerar un subgrupo
de U(2) mediante el monomorfismo:

ul) — u), é€%+— (é e%); (3.12)
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aunque hay otros monomorfismos posibles, por ejemplo.
u@) — uE), é%— . (3.13)

Un subgrupo de U(2) es el grupo unitario especial:

SUQR)={AcU(2):detA=1} = { <w _Z> W + 7z = 1}. (3.14)

z W
De esta manera resulta que el grupo U(2) se identifica con el producto directo de U(1)
con SU(2), segun el monomorfismo elegido, (3.12) o (3.13), para ver U(1) como subgrupo

de U(2) y queda:

(é e?e) <w _Z> = (w _562> € U(1)-SU(2) =u() (3.15)

z W z eYw

Fibrando S° sobre S2.

Usando la ecuacion (3.7), la ecuacioén (3.14) y la ecuacion (3.15), identificamos U(2) /U(1) =
SU(2) y S3, mediante:

a= (Z; > — (W, 2) (3.16)

Para fibrar S® sobre S? usaremos la aplicacién (w,z) — ¢, y posteriormente la pro-
yeccién estereogréfica, para pasar de C a S? (esfera de Riemann).

Sea la forma canoénica (ecuacién (3.2)) en U(2):

@=a"'da=a"da = ( (3.17)

zZdz + wdw >
Esto define una 1-forma en S°, w = zdz + wdw, que expresada en funcién de los
angulos de Euler serd w = 5 (d¢ + cos(0)d¢) = iA.
A su vez, esto es una conexién en el fibrado de Hopf S3 — S§2. Ademas, esta conexion,
no solo es invariante al moverse por una fibra (Definicién 3.4.1), sino también al moverse

entre fibras [6, Teorema 11.1, p.103]. Su respectiva curvatura (Definicién 3.5.1) sera [10,
p-110]:

0= %sin(G)dgb Adf = iF (3.18)

U(n) como producto directo de U(1) y SU(n).

Para nuestros intereses como fisicos, no convendrd generalizar la ecuaciéon (3.15) para
U(n). Podemos ver que si A € U(n), det(A) = e, por lo que, podemos expresar A como
multiplicacién de dos matrices A = B - C, siendo B = el - I,, con I, € U(n) la identidad
del grupo U(n). De esta manera, B = AC~! € U(n). Calculando el determinando a
ambos lados det(B) = det(A) - [det(c)] " = ¢ . (e"%)il.n = 1, y como consecuencia,
B € SU(n). Por lo que, se demuestra que U(#n) se identifica con el producto directo de

SU(n) y U(1), de la siguiente forma: A = eli -B € Uue)-su(n) =U(n).
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4 Teorias abelianas: Electromagnetismo

4.1 Electromagnetismo Clasico

Sea un campo electromagnético caracterizado por los campos E(7,t), B(7,t), estos estan
gobernados por las ecuaciones de Maxwell (donde J(7,t) es la densidad de corriente, y
p(7,t) es la densidad de carga):

?-E:p (4.1)
V.B=0 (4.2)

4 0B
?xE:—af 4.3)
‘?xB_J+aE (4.4)

Comentario. Tal como en estas ecuaciones, en todo el trabajo se usardn las coordenadas naturales:
c=h=e=p =1

Por otro lado, la fuerza electromagnética que experimenta una particula de carga g,
en el seno de un campo electromagnético viene dada por la fuerza de Lorentz:

F=g(E+7xB) (4.5)

El observable que es la fuerza, viene expresado en funcién de E y B. A su vez, las
ecuaciones de Maxwell nos dicen la dindmica de E y B. Es por eso, que los campos E y
]§, seran los observables.

Pero a su vez, operando, se pueden expresar los campos E y B en funcién de los
potenciales ¢ y A:

B=V x4 (4.6)
ﬁ oA
E:—€¢—a— 4.7)

Hemos pasado de 6 variables Ey, E,, E;, By, B, y B; a 4 variables Ay, Ay, A; y ¢.
Aun asi estas 4 son redundantes, porque E y B son invariantes bajo transformacién de
Gauge. Esto qulere decir que dados A y ¢, existen otros A’ y ¢’ que describen a los
mismos campos E y By, por lo tanto, obedecen a las mismas ecuaciones de Maxwell y
Lorentz. Es decir, describirdn la misma fisica. Estas transformaciones de Gauge vienen
dadas por:

A A=A+ V@b (4.8)
’ d _’,
o g = 2D (49)

Podemos ver que sustituyendo la ecuacion (4.8) y la ecuacion (4.9), en la ecuaciéon
(4.6) y en la ecuacion (4.7) llegamos a los mismos valores de E y B, y por lo tanto a la
misma fisica. Cuando se elige un par de potenciales A y ¢, se dice que se esta fijando el
Gauge.
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Podemos ahora escribir la ecuacién de movimiento de una particula cargada (que no
es otra cosa que la ecuacién que la ecuacion (4.5)) en funcién de los potenciales: m¥ =
q [—81-4) —0tA; + x']-(aiA]- — ain)}. A su vez, esta ecuacion de movimiento desciende del
siguiente lagrangiano (mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange):

1
L= Em (J@i)z + inxi —q¢ (4.10)

Si ahora efectuamos las transformaciones de Gauge (dadas por la ecuacién (4.8) y la
ecuacion (4.9)) en la lagrangiana, vemos que esta no es invariante, si no que nos aparece
un término de mds en funcién de la funcién x que elijamos para la transformacion de

Gauge:£—>£/:£+q<ex-x+atx) :ﬁ+q<@)

4.2 Electromagnetismo aplicado a la Ecuacién de Schrodinger

Sea ahora una particula cudntica en presencia de un campo electromagnético, esta se
comportard segtn la ecuacién de Schrodinger: id;p = Hip. Donde el hamiltoniano des-
cenderd del lagrangiano de la ecuacion (4.10) mediante:

Lo 1 /. -\ 2
H=5 —£:%<p—qA) +q¢ (4.11)

Por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger sera:

. ) 1 .o
i@+ igg) p+ 5 (V —igh)p=0 4.12)
Introducimos ahora las llamadas derivadas covariantes:
Dy =0 +1i
t= ot igg (4.13)
Di = al' — Zqu'

De esta manera, podemos escribir la ecuaciéon de Schrodinger para el electromagnetismo
como:

. 1

Que no es mds que la ecuacién de Schrodinger para particula libre, pero cambiando la
derivada ordinaria por la derivada covariante. Como paso inmediato, la pregunta que
uno deberia hacerse es:

(Es esta ecuacién invariante bajo transformaciones de Gauge?

Puesto que esta es la ecuacién de movimiento para una particula cudntica, un cambio
de Gauge en los potenciales (lo que en electromagnetismo clasico hemos visto que no
cambia la fisica), no deberia modificar la ecuacién. Si esto pasara, obtendriamos una
ecuacién de movimiento para cada posible Gauge, lo que no tiene sentido.

Pero, efectivamente, la ecuacién depende explicitamente de los potenciales, y bajo trans-
formada de Gauge de los mismos, no se mantiene invariante. En cambio, si acom-
pafiamos las transformadas de Gauge de los potenciales con una transformada de la
funciéon de onda de cierta forma, la ecuaciéon se mantendrd invariante. Por lo tanto, a las
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transformadas de Gauge de los potenciales (ecuacién (4.8) y ecuacion (4.9)), debemos de
agregarle la siguiente:

(X, ) — P (X, 1) = p(F, 1) - NED (4.15)

Esta transformacién no supone un cambio en cuanto a la fisica que observaremos, pues,
segun la regla de Born, la probabilidad de encontrar la particula en (¥, ¢), viene dada por
|¢(X,t)|?. En cambio, esta cantidad no se modifica mediante la transformada |(%, t)|*> —
W (%, 1) = |p(F,t)e!x T2 = |y(X, t)|2. De acuerdo con la ecuacién (4.15), diremos que
las transformaciones de Gauge para electromagnetismo forman el grupo U(1).

Después de todas estas transformaciones de Gauge, llegamos a pensar que toda la fisica
es invariante bajo estas. En cambio, si observamos la ecuacioén del hamiltoniano (ecuacién
(4.11)), podemos comprobar que este no es invariante. Como consecuencia, hemos de
decir que los estados fisicos no estin en concordancia con un valor del hamiltoniano
sino con las érbitas, donde con 6rbita nos referimos a un conjunto de valores Gauge
equivalentes.

El lector atento se habré extrafiado de volver a escuchar la palabra ”érbita”, ahora en
un contexto aparentemente lejano al de fibrados principales (ver definicién 3.2.1)). Para
explicar al completo esta aparente coincidencia, deberemos pasar todo esto a R* con
métrica lorentziana, lo que haremos posteriormente en 4.4.

4.2.1 Efecto Aharonov-Bohm

Comentario. Para explicar este efecto nos serviremos del formalismo de integrales de camino de
Feynman. En este formalismo, el operador de evolucién temporal vendrd dado por:

K(xp, ty; Xa,ta) = /®3x-ei'$
Consideramos el problema de las dos rendijas, para particula cargada en un campo magnético B
(constante en el tiempo) creado por un solenoide de grosor despreciable, y perpendicular al plano

del experimento. La distancia entre el punto donde se aplica B, y las rendijas se considera muy
grande.

Franjas de

Pistola de
electrones

Difraccion

Figura 5: Ilustraciéon del montaje experimental para la observacién del efecto Aharonov-
Bohm [13]
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Como vimos para electromagnetismo clasico, la presencia del solenoide no deberia
afectar a la particula, pues ésta pasa por la zona donde B es 0.

Elegimos un Gauge en el cual ¢ = 0y A = A(¥), que depende solo de ¥, porque B
es independiente del tiempo. Y, siendo £ el lagrangiano para particula libre, Sy, su res-
pectiva accién, y T el camino x(t); calculamos la accién total: S = ftib dt (EO + qA%) =
so+q [ A-dx.

Los caminos que cldsicamente minimizan la accién son 2, uno el que pasa por una
rendija, y otro el que pasa por la otra. Y la integral vendra dominada por los caminos “ve-
cinos” a estos. Por lo tanto, K(xp, ty; X4, ta) = Ki(xp, ty; Xa, ta) + Ka(xp, ty; X4, ta), v la fun-
cién de onda en la pantalla (x;), vendra dada por: ¢(xp, t) = [ d3x, K (xp, ty; Xa, ta)(xa, ta)
P (xb, tb) + le(xh, tb).

Por lo tanto, tenemos interferencia entre la funcién de onda del camino que pasa por
la rendija 1 (1(xp, £p)), v €l que pasa por la rendija 2 (2(xy, tp)). Puesto que, uniendo
ambos caminos I'y y I'; obtenemos un camino cerrado I' (cuya superficie denotaremos
por S), podemos aplicar el teorema de Stokes (2.17) (en la segunda igualdad):

Adi— [ A-ax = fA‘-df: /?xﬁ.dgz b (4.16)
Iy I r S

Donde, por ¢, hemos denotado el flujo de B por la superficie S.

Observacion 4.2.1. Vemos que el resultado varfa solo si nuestro camino da una vuelta
entorno al punto B, o no. De esta forma el solenoide acttia como una singularidad para
una funcién analitica.

De esta manera, podemos sacar este término frA -dx de la integral del opera-

dor evolucién, y obtenemos: K, (xp, tp; X4, ts) = exp (iq fn A da‘c’) - Kop, (xXp, tp; Xa, ta) Y
KPz (xb/ tp; Xa, ta) = exp (ZC] fFZ A : df) : KO,pz (xb/ tp; Xa, ta)'

Asf, sacando facto comtdn exp <iq le A d;‘c’) y usando la ecuacién (4.16) en la segun-
da igualdad, obtendremos la siguiente funcién de onda para un punto de la pantalla:

P(xp, tp) = exp <iq /Fl A- da?> -P1(xp) +exp (iq /FZA . da‘c’) i (xp)

4.17)
—exp (iq | A-d) [p(s0) + exp (i) - ya(o)]

Vemos que la variacién de B cambia la fase relativa entre los dos términos, y, por
lo tanto, varia el término de interferencia. A su vez, esto cambiard nuestras franjas de
interferencia en la pantalla. Visto esto, podriamos pensar que los potenciales tienen un
significado fisico, pues, pese a no haber un campo B en el camino, si que hay un A
distinto de 0. En cambio, si nos damos cuenta, el potencial A debe cumplir la ecuacién
(4.16), por lo que, al final, su circulacién a lo largo del camino vendrd determinada por
el campo B que estemos rodeando. Mediante transformacién de Gauge podemos hacer
que A valga 0 en un punto, pero no en todos, ya que su circulacién completa debe ser

¢B.
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A partir de aqui, vemos que el significado fisico, en dltima instancia, vuelve a ser
desarrollado por los campos. Lo que se manifiesta en este experimento, es la no localidad
de la mecdnica cudntica, pues, aunque creemos un camino muy distante de B, si este lo
rodea, sentird su efecto magnético.

4.3 Electrodindmica Cuantica

Ahora consideramos una teoria cudntico relativista (pasamos a 4 dimensiones con métri-
ca de Minkowski) como es la electrodinamica cudntica. Partimos de la ecuacién de Dirac
para particulas de spin 3 (como el electrén) (id — m) 1 = 0. Donde ¥ es el spinor de Di-
rac, y 4 se define como 4 = 7"9,. Siendo 7* las llamadas matrices gamma o matrices de
Dirac, que son 4 x 4. Puede verse que esta es la ecuacién de movimiento que desciende
del siguiente lagrangiano: £ = ¢(id — m)ip.

Vemos que si efectuamos las transformaciones ¢ — ¢*1 y § — e~ ™®, con a # a(x#),
el lagrangiano se mantiene invariante. Es decir, tenemos una simetria global (pues el
pardmetro & no depende del espacio tiempo). Por lo tanto, por el teorema de Noether,
tendremos una corriente y una carga asociada a esta simetria. La corriente asociada es:

fatopat = BV (4.18)

Ya que la corriente asociada a dicha transformacién se mantiene invariante, ya sea
global o local, la desigharemos como j*. Si, en cambio, ahora efectuamos la misma
transformacién, pero de manera local (x = a(x#)), vemos que la lagrangiana no es
invariante, sino que, ésta transforma como £ — L' = L —e¢- oy - Py, es decir,
0L = —e-0dyx-Py*Pp = —e -9y - j*. Si queremos mantener esta simetria de forma
local, hemos de introducir un término en la lagrangiana que la mantenga invariante ba-
jo esta transformacién. Para ello, introducimos el nuevo término eA,j*, resultando la
lagrangiana como: £ = §(id — m)ip + eA,pytep.

En él, hemos introducido un nuevo campo A, al cual le exigimos que se transforme
a la par que lo hacen los spinores, y de la siguiente forma A, — A, — d,a. De esta
forma, 6A;, = —d,a, y por tanto & (Aﬂjglobal> = e-dya - j*. Y de esta manera, tenemos
0L = —e-dua-j' +e-dya-j* = 0. Podemos ahora agrupar los términos de la nueva
lagrangiana para llegar a la siguiente expresion £ = (id — eA — m)yp, donde hemos
definido A = A, 7. Definiendo ahora la derivada covariante:

D, =0, —ie- Ay (4.19)
Y siendo P = d — ie - A llegamos a la siguiente expresion del lagrangiano:

L = i + ey PAp — miyp
— §(iD — m)y

Una vez mds, tenemos el mismo lagrangiano que en principio, pero hemos sutituido la
derivada ordinaria por la derivada covariante. Si comparamos la nueva derivada cova-
riante (ecuacién (4.19)), con las dos de la ecuacién de Schrodinger con electromagnetismo
(ecuaciones (4.13)), vemos que la primera es una generalizacién de las dos segundas si
definimos A# como A' = (¢, A). Vemos entonces que la imposicién de la invarianza
gauge U(1) local ha introducido el electromagnetismo en esta teoria. A su vez, pode-
mos ver que la corriente de Noether asociada a la simetria (ecuacién (4.18)), multiplicada

(4.20)
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por la carga e, es el 4-vector corriente [/ = ¢j* = (p,]). Y, el operador carga asociado a
esta simetria no serd otra cosa que el operador carga eléctrica.

El nuevo vector A¥ que hemos afiadido se traduce en que hemos introducido un nuevo
tipo de particula en nuestra teoria (que, no es dificil ver que al estar relacionada con el
electromagnetismo, serd el fotén). Si queremos ahora, darle cierta dindmica a esta nueva
particula (ecuaciones de Maxwell), hemos de introducir también un término dindmico
para dicho vector. Este debe ser lineal respecto a las primeras derivadas de los campos,
pero no debe contener 6rdenes superiores para mantener la causalidad en la teoria.
Normalmente, para ello se define el “field strength” como F,, = é[Dy,DV] = 0,A) —
0, Ay — ig[Ay,AV] [9, p. 418, ecuacién (69.14)]. Este F,, no es otra cosa que el tensor de
Faraday o de campo electromagnético.

Por lo tanto, del lagrangiano debemos de poder sacar la ecuacién de movimiento
para el campo electromagnético. Estas no serdn otra cosa que las ecuaciones de Maxwell.
Podemos ver que las ecuaciones no homogéneas (4.3) y (4.4) descienden del lagrangiano
Lem = —%FWF "+ AuJF. A partir de aqui, facilmente obtendremos la ecuacién de movi-
miento d,F"Y = —J". Las otras dos ecuaciones de Maxwell (4.1) y (4.2) las impondremos.

Observacion 4.3.1. Si hacemos | = 0, obtenemos las ecuaciones de Maxwell para el vacio.
El lagrangiano en este caso, serd tinicamente Lgy = —%FWF?“’. En cambio, al término
asociado a | se le suele llamar término de interaccién L;,; = A, J# (el mismo que aparecia
en la ecuacion (4.20)).

Observacion 4.3.2. Para la lagrangiana electromagnética se podria haber pensado en los
términos lorentz invariantes Ay Aty AyA"FIY, pero estos no son invariantes bajo las
transformaciones gauge. En cambio, el término A,J¥, aunque no es invariante gauge,
ya que transforma segtn A, J* — A, ]! —9,(x)]J#, no modificard la accién. Podemos
expresar esta tltima parte como 9, (x)J* = 9, (xJ*) — x9,(J*). El primer término da una
contribucion a la accion dada por S1 = [z d*x -9, (x]J"), que va a 0 para ¥ — oo. En
cambio, el segundo término es 0 por la conservacion de la carga. Al no variar la accién,
la ecuacién de movimiento permanece invariante.

Finalmente, uniendo todos los términos, hemos llegado al lagrangiano de la electro-
dindmica cudntica (QED):

_ _ - 1
Loep = ipdp + ey PpA Y — mpy — EFWFW
: 4.21)
D~ m)p — T

A partir del lagrangiano de una teorfa, desciende toda la fisica que describe dicha
teoria. En particular, para la teorfa de campos, hay cierta informacién sobre la misma
que podemos obtener simplemente echando un vistazo a sus términos:

i) El escalar que acomparfia a un término cuadrético es m, que es la masa asociada a
dicho campo.

ii) Cuando hay mads de 2 campos multiplicindose entre si, esto describe un vértice de
interaccion entre dichos campos.
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iii) El campo complejo conjugado a otro, describe su antiparticula.

Observacién 4.3.3. Por lo tanto, segtn ii) y iii), suponiendo que ¢ describe a un electrén,
tenemos una interaccién entre fotones, electrones y positrones dada por el término

ey P AP

Y =ieyH

Figura 6: Diagrama de Feynman del vértice entre un fotén, un fermién y un antifermién

Observacién 4.3.4. Por otro lado, como consecuencia de no poder usar en el lagrangiano
un término proporcional a A, A" (observacién 4.3.2), y usando i), la masa del fotén
serd 0, como bien cabria esperar. A su vez, por ii), el fotén no tendra interaccién consigo
mismo.

Interpretacién en términos de Geometria Diferencial

Vemos que el campo AV transforma bajo cambio de gauge como el representante local
de una 1-forma de conexién (segtin la ecuacion (3.4)), para el caso en que el grupo G sea
abeliano (tal como lo es U(1)). Podemos calcular entonces, cudl seria el representante
local de la curvatura aplicando el teorema 3.4. Puesto que U(1) es abeliano, simplemente
tenemos F = dA. Si identificamos cada coordenada de F respecto al elemento dx' ® dx/
como la entrada ij de un tensor F/ (obviamente antisimétrico), vemos que obtenemos el
tensor de Faraday o de campo electromagnético.

Mientras, antes hemos impuesto las ecuaciones de Maxwell (4.1) y (4.2), estas apare-
cerdn de manera natural en este formalismo. Aplicamos ahora la identidad de Bianchi
(Teorema 3.9). Sabiendo que el grupo es abeliano, el conmutador entre curvatura y cone-
xién se hace 0, y esto se simplifica en dF = 0. Aplicando la ecuacién (2.10) para el calculo
de la diferencial exterior en coordenadas, llegamos a las 2 ecuaciones de Maxwell ho-
mogéneas (ecuacion (4.2) y ecuacion (4.3)).

Para las ecuaciones no homogéneas, pasamos el 4-vector | = ]P’g al lenguaje de
las 1-formas mediante J* = —pdt + J-di = Judx*. De esta manera, las dos ecuaciones
restantes no homogéneas se resumen en JF = ]. Por tanto, podemos escribir escribir
las ecuaciones de Maxwell de manera extremadamente simplificada en el lenguaje de
las 1-formas tinicamente como (donde viene implicita la ecuacién dF = 0 por ser una
identidad para la 2-forma de curvatura):

6F = | (4.22)

A su vez, si volvemos a aplicar & llegamos a 6°F = 6] = 0. Esto es igual a 0 por la
condicién 62 = 0 (ver 2.6.2). Esta Gltima ecuacién no es otra cosa que la conservacién de

lacargag—f—F?'T:O.
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En ultima instancia, la invarianza gauge local U(1), nos da el acoplamiento minimo,
que genera la interaccion entre fermiones y fotones. A su vez, ésta implica que el fotén
no tenga masa.

4.4 Electromagnetismo aplicado a una particula de spin 0

Tratamos ahora con particulas de spin 0. Serd mas fécil tratar con ellas, pues su funcién
de onda serd una funcién escalar, en vez de un espinor (como teniamos para los electro-
nes en la QED). Para una particula con carga e de spin 0 (como los piones 77%), su ecua-
cién de movimiento, serd la ecuacion de Klein-Gordon (D + mz) ¢ = 0 (“version relati-
vista de la ecuacién de Schrédinger”). No es dificil ver que esta es la ecuacion de movi-
miento asociada al lagrangiano £ = %aylpamp* — %ngblp*. Analogamente a lo visto para
QED, con el fin de hacer el lagrangiano invariante bajo transformaciones de gauge loca-
les, pasamos de la derivada ordinaria a la covariante mediante ay — D, = By —ieAy.
Finalmente, llegamos a:

L= %DWDW* - %ngblp* (4.23)

A su vez, la ecuacién de Klein-Gordon quedard como (D'D, + m?) ¢ = 0.

Interpretacién en términos de Geometria Diferencial

Podemos ahora interpretar al completo el elctromagnetismo en funcién de los fibrados
principales y los fibrados asociados (seccién 3.3). Todo esto sera para grupo de estructura
U(1). La funcién de onda, puede verse como una funcién escalar 7 : P — C € C(P,C)
(que también puede ser vista como la secciéon de un fibrado asociado) bajo alguna repre-
sentacién p : U(1) — GL(C) . Ya que todas las representaciones irreducibles de U(1) son
del tipo p(e"®) = %, podemos ver que n estd en clara correspondencia con la carga
de la particula. De esta manera, la carga de ésta serd la representacién en la que vive la
misma (n=q).

Si ahora efectuamos una transformacion de gauge f, pasamos de un punto p a otro
punto g = p-e"*. De esta manera, T(pe’®) = e " . 7(p), que es la transformacién de
gauge para la funcién de onda (ecuacién 4.15). A su vez, podemos “bajar” la funcién de
onda al espacio base mediante una seccién i = 0*7. De esta manera, la transformacién
de gauge es equivalente a un cambio de trivializacién ¢ (x) = o(x)h(x), donde & es la
funcién de transicion de la definicién 3.2.2. Por lo tanto, ' = e~"*y. El representante
local de la conexién transformard segin w/u = h~Ywyh + h~'dh (ecuacién 3.4), tal como
el potencial A (pero para caso abeliano esta expresion se simplifica notablemente) y el
representante local de la curvatura segtin F;W = UF, U' (teorema 3.11), donde para caso
abeliano F,, no varfa.

De esta manera, podemos ver el electromagnetismo de forma totalmente geométrica.
Un cambio de gauge, cambia cada punto dentro de su misma fibra (cambio de seccién),
lo que induce una transformacién en la funcién de onda. A su vez, cambia la conexion,
modificando asi la distribucién de espacios horizontales, pero de forma que no se altere
la curvatura. La verdadera fisica, viene dada por F,, (pues contiene los campos) que se
mantiene invariante, y D,, que nos habla de la relaciéon entre la seccion y el subespacio
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horizontal. Un cambio de gauge, por lo tanto, modifica ambos de manera complemen-
taria, manteniendo D, D!¢* invariante. Esto se traduce en que la fisica no cambia bajo
este tipo de transformaciones.

4.4.1 Monopolos Magnéticos de Dirac

Imaginamos ahora el mismo montaje de la figura 4.2.1 para el efecto Aharonov-Bohm,
pero con B = 21 Para este valor de B, podemos hacer que la interferencia no sea ob-
servada por las particulas cargadas que rodean dicho B, si dichas particulas tienen una
carga que sea multiplo de e. Es decir, la consecuencia de que no veamos estos solenoides
infinitamente finos de B seria la cuantizacién de la carga. Esto da paso a los monopolos
magnéticos. Consideramos el teorema asociado a C.N. Yang [10, p.109]:

Teorema 4.1. Si P — M es un fibrado trivial con fibra tipica U(1), X una superficie cerrada de
dimension 2 en M, y F cualquier campos electromagnético en M correspondiente a una conexién
w en P, entonces el flujo del campo magnético es 0: [, F = 0.

Demostracién: Ya que P — M es trivial, tenemos una seccionf : M — P,y iF = f*() =
f*dw = d(f*w), por lo que, por el teorema de Stokes (teorema 2.3):

/ZiF:/Zd(f*w) :/azf*w:O (4.24)

La ultima igualdad se da porque X es cerrado, es decir, compacto y sin frontera (no
confundir con el concepto de topologia, que define un cerrado como el complementario
de un abierto), por lo que 0¥ = ¢.

Un teorema clasico en topologia dice que si M es contréctil, entonces P — M es
trivial. Por lo tanto, si queremos seguir con nuestro formalismo matemaético de fibrados
(el cual hasta ahora ha resultado muy satisfactorio) para describir ahora un monopolo
magnético, hemos de decir que el espacio tiempo no es contractible. Si queremos descri-
bir un monopolo magnético en este formalismo de fibrados, hemos de trabajar sobre un
fibrado no trivial sobre el espacio-tiempo.

Siguiendo con la idea de que el solenoide acttia como una singularidad (4.2.1), consi-
deramos que nuestro espacio base M es el espacio-tiempo pero quitdndole el eje temporal
M = R*— eje x° . El haber quitado este eje eje x°, acttia como una singularidad. Esto es lo
que comunmente se conoce como cuerda de Dirac. Para describir el electromagnetismo,
deberemos fibrar U(1) sobre este espacio base. Al igual que R®— eje x! es homeomorfo
a S'-R?, tenemos que M = R*— ¢je x° es homeomorfo a S? - R2. Puesto que la parte de
R? es contréctil, nos centramos en la parte de S?. Nos damos ahora cuenta que construir
el fibrado con base S? y fibra tipica U(1) no es otra cosa que el fibrado de Hopf S* — S2.
A continuacién, recuperamos los resultados obtenidos en 3.6 para este fibrado de Hopf,
y, los interpretamos en funcién de la fisica del monopolo magnético:

Interpretacién como fibrado de Hopf S® — S?

Las singularidades de los potenciales electromagnéticos correspondientes al monopolo
magnético se deben al cardcter no trivial del fibrado S*> — S? . Elegimos una seccién,
cubriendo todo S? menos el polo norte (§ = 0), ya que no podemos escoger una seccién
global (teorema 2.2): (6, ¢) — (z = e'?cos (§) ,w = sin (§)) € S°.
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Entonces, calculamos el representante local de la 1-forma de conexién mediante esta
seccion f*a = 1 (14 cos(0)dp) = A, cuya componente esencial es:

~ 14-cos(8)

Ap= Zrein(®) (4.25)

Podemos ver, que, claramente es singular para 8 = 0. Calculando ahora la divergencia

///v-E: E-d§:/ V x A-dS
Y o ox
1
_ dA:/F:/f'Gd Ado 42
/az oz aZZSm( Jdg (4.26)

1 f2m pm
= 5/ / sin(0)dpdd = 2m
o Jo

. 2 2 . ..
Sea la constante de estructura fina @ = === = ;- en unidades naturales. Si igua-
lamos la carga elemental a esta, obtenemos e = 47, por lo que la carga del monopolo

magnético serd g = 1e [10, p.111].

5 Teorias no abelianas: Yang-Mills

Sea ahora la misma lagrangiana que antes, pero para n campos fermionicos: £ = Y _; ¢ (id —
m)y?. Podemos expresar los n espinores como un vector con n entradas, de forma que
cada entrada es uno de estos espinores:

P! P!
L=|...]>Gd—m)|...
" " (5.1)
= P(id —m)y

Donde, por i ahora nos referiremos al vector dado por los n espinores. Podemos ver
facilmente, que el orden de cada espinor en este vector no tiene ningan significado.
De esta manera, podemos ir “barajando” el orden de los espinores mediante la multi-
plicaciéon de i por una matriz M. Ademas, siguiendo con la simetria U(1), podremos
multiplicar a cada espinor ¥* por una fase, que, ademds puede ser diferente, de la fase
por la que multiplicaremos a °. Por lo tanto, M serd una matriz n X n con entradas
complejas, que, ademads, habrd de ser unitaria (pues estamos “barajando los indices” y
multiplicando las fases, operaciones que no cambian el médulo total). Segtin demostra-
mos en 3.6, podemos descomponer M como M = ¢*U, con U € SU(n). Todo esto nos
lleva a que, la transformacién ¥ — Uy y ¢ — PpUTe™*, deberia de dejar la lagrangiana
invariante.

Puesto que ya sabemos que la simetria para la fase U(1) es la asociada al electro-
magnetismo, nos centramos solo en la transformacién dada por la matriz U € SU(n)
(p — Upy P — PU"). Si efectuamos esta transformacion de forma global, vemos que
la lagrangiana se mantiene invariante. En cambio, si ahora la hacemos de forma global
(U = U(x")), perdemos la invarianza.

Igual que antes, definimos la derivada covariante para esta lagrangiana como D, =
d, —ig - B,, donde ahora B, serd una matriz B, € SU(n). De esta manera, podemos
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expresar B, en una base de SU(n), como B, = BP‘:‘ - EA. Finalmente introduciendo el
nuevo término B, "1, y ordenando, llegamos a: £ = (i — m)p. Que formalmente
parece la misma que la ecuacién (4.20), pero, no olvidar que aqui ahora ¢ es un vector, y
la derivada covariante es con B, € SU(n) en vez de con A,,.

Si queremos mantener este lagrangiano invariante bajo la transformacién local, la deri-
vada covariante deber4 transformar de forma que ipU™D Uy = i Dy , es decir:

D — D =uput (5.2)

Sabiendo que D' = U (0, —i-B,) U" = Uo,U" —iUB,U" + 9,, entonces, B, deber4 trans-
formar de la siguiente manera:

B, — B, = illo,U" + UB, U’ (5.3)

Para obtener la field strength, realizamos el mismo procedimiento que en electromag-
netismo, calculamos la field strength segtn F,, = é[Dy, Dy] = 0,A, — 0, Ay —ig[Ay, Al
[9, p. 418, ecuacién (69.14)]. Aplicando la regla de transformacién dada por la ecua-
cion 5.2, llegamos a que D, D, — D, D, — U (D, D, — D,D,) U*. Por lo tanto, la field
strength transformara segtin:

Fw — UF,U* (5.4)

Siendo E* los elementos de la base del élgebra de Lie de SU(n), pediremos la siguiente
relacién de normalizacién Tr(E“E?) = %5‘”’ [9, p. 417, ecuacién (69.8)]. Por ejemplo para

SU(2) tenemos E* = }0*, con ¢* las matrices de Pauli.

Podemos expresar A, su derivada covariante, y F,, en funcion de los elementos de
la base del algebra de Lie como A, = AJE", D, = o, —igE"Aj, y para F,, [9, p. 419,
ecuacién (69.22)]:

Fi, = 0, A5 — 9, AS + gC AL AY (5.5)

Con C“ las constantes de estructura definidas en 3.1. Buscamos ahora dar una dinami-
ca, de la misma forma que hicimos con el electromagnetismo. Pero ahora hemos de
darnos cuenta, de que el término F*'F,, no es invariante de gauge, pues transfor-
ma segun F*F,, — UFVVF},VUJF. Podemos arreglar esto, metiendo este término en
un determinante o en una traza, ya que por las propiedades de estas, obtendremos
det(UF"F,,U") = det(F'E,,) y tr(UF*"F,U') = tr(F*"F,,). Pero, dado que el de-
terminante multiplica a las diferentes coordenadas entre si, esto multiplicaria entre si a
las derivadas y nos daria un orden elevado de las mismas, lo que nos hara llegar a
una teoria no local ( que en funcién de la Teorfa de la Relatividad Especial nos haria
perder la causalidad). Por lo tanto, elegimos la traza, y nos quedamos con el término
—3Tr(FMFy).

De esta manera, usando la condicién de normalizacién, podemos escribir su corres-
pondiente término cinético del lagrangiano como [9, p. 419, ecuacién (69.23)]:

1
Lyu = —F"E, (5.6)
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Este término es andlogo al término cinético del electromagnetismo. A este lagrangiano
también se le denomina a veces como lagrangiano de Yang-Mills.

De esta ecuacién, vemos que Ly incluye términos de interacciéon entre los campos

de gauge, lo cual no pasaba para las teorias abelianas (observacién 4.3.4). Una teoria de
este tipo se llama teoria de gauge no abeliano o teoria de Yang-Mills [9, p. 419].

Ejemplo 5.0.1. Un ejemplo de esto es la cromodindmica cudntica (QCD), donde el grupo
de estructura es SU(3).

Ejemplo 5.0.2. Otro ejemplo es el propio modelo estandar, que es una teoria gauge con
grupo de gauge SU(3) x SU(2) x U(1) [9, p. 543].

Interpretacién en términos de geometria diferencial

Si la interpretacion de A, como las coordenadas de una 1-forma de un representante
local de una conexién pudo parecer algo arbitrario para el caso abeliano, para el caso no
abeliano con By, vemos que la transformacion (5.3) es exactamente coincidente con (3.4).

A su vez, el field strength F* transforma segtin la ecuacion (5.4), que es como lo hace
el representante local de una curvatura (tal como se vio en el teorema 3.11).

En dltima instancia, el que SU(n) no sea abeliano es la causa por la que los bosones
interacttian entre ellos.

5.1 Ecuaciones de Yang-Mills e Instantén BPST

Para obtener la autoaccién de este campo, hemos de integrar este término para todo el
espacio tiempo, (donde tratamos con accién Euclidea) [3, p.354]:

1 1
S[B] =+ /M Fi Flghdix = -2 /M TrF A% F > 0 (5.7)

Buscaremos las soluciones con minima accién. Las ecuaciones de campo de Yang-
Mills encontradas variando la accién son d x, F + A A x,F — x,F A A = 0. En cambio, la
identidad de Bianchi (teorema 3.9) es dF + A A F — F A A = 0. Para encontrar el minimo
de la accién, consideramos la siguiente inegualdad:

2
/ (Fo £ ) gdtx >0 (5.8)
M

El minimo serd para la condicién autodual F = =+ *, F. Esta configuracién resuelve
las ecuaciones de campo de Yang-Mills, ya que las identidades de Bianchi implican las
ecuaciones de campo. La accién entonces se convierte en:

1 1
5= _7/ TrE A F = if/ TrE A F = 47K (5.9)
2 /m 2 Jm

Donde C; =k = _Sir( Ji TrF A F es la integral de la llamada segunda clase de Chern.
"t Hooft llam¢ a estas configuraciones de campo especiales “instantones”, ya que, en el
caso |[k| = 1 su field strength estd centrada entorno a un punto e el espacio tiempo y
por lo tanto, alcanza su maximo valor para un “instante de tiempo”. Fisicamente, esto
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se puede interpretar como una especie de efecto ttnel entre diferentes estados de vacio
para las teorias de gauge Yang-Mills [9, p.590].

La contribucién dominante a la integral de camino Euclidea viene de las soluciones
a instantén que cumplen la condicién de auto-dualidad F = 4 x, F. La solucién mas
importante en la teoria de Yang-Mills es el instantén BPST [1].

El instantén de Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin resuelve las ecuaciones de
Yang-Mills con k = +1. Aunque el espacio tiempo de la solucién es aparentemente IR*,
las condiciones de contorno al co nos permiten hacer el espacio de manera compacta
transformandolo en S*. Entonces, el instantén BPST es una conexién con curvatura auto-
dual en un SU(2) = S? fibrado principal sobre S* con segundo niimero de Chern C, =
—1. Ya que la accién del instantén BPST es S = 47, tiene la minima accién posible para
una topologia no trivial, lo que la convierte en la solucién més importante para la teoria
de Yan-Mills. Notamos que el instanton BPST es una conexién en el fibrado de Hopf
7+ §7 — S*[10, p.111], por esta razén, puede obtenerse a partir de la combinacién
autodual de conexiones de Riemann estandar en S* [3, p.356].

Instantén interpretado como un Fibrado de Hopf

Partimos del fibrado de Hopf descrito en 3.6. Si reemplazamos en las férmulas (3.7) y
(3.17) los niimeros complejos z y w por cuaterniones, llegamos al siguiente doble fibrado
Sp(2) — Sp(2)/Sp(1) = S” — S* (con Sp(n) denotando el grupo simpléctico compacto
de orden n). La ecuacién (3.7) ahora define S’. En vez de los angulos de Euler, ahora
introducimos un cuaternién unitario u € Sp(1) (I = u~!), y otro cuaternién definido

como € = wz~ !, entonces: z = pu, w = peu, donde p? = le, y la forma de conexién

(3.17) se transforma en w = u~'du + %pz (éde — (dé)e) u. La correspondiente forma de
curvatura Q) = dw + w A w viene dada por uQu~! = p*dé A de, que describe el instantén
BPST en S*con elemento de linea dado por ds?> = p*déde [10, p.111].

Ya que las ecuaciones de Yang-Mills son invariantes conformes para dim(M) = 4,
la solucién en S* puede ser transformada , mediante proyeccién estereografica en una
solucién en R* [10, p.112].

6 Conclusiones

Examinando el titulo de este trabajo, podemos claramente ver que, el objetivo del mismo,
ha sido entender las teorias de gauge en fisica, pero desde el formalismo matematico de
los fibrados.

A primera vista, puede parecer una curiosidad matematica carente de importancia a
nivel fisico. Pero, en realidad, un formalismo adecuado para una teoria fisica puede
impulsar a la misma en gran medida. Solo hay que imaginar la dificultad de hacer
ciertos cdlculos en teoria de la relatividad, en termodindamica, o en fisica cudntica sin usar
los formalismos matematicos desarrollados a posteriori. Por eso, este nuevo formalismo
dard un nuevo punto de vista, mas simple, geométrico y nuevo, desde el cual el futuro
desarrollo de la teorfa podria resultar més obvio.

Ademés, los fibrados parecen encajar de forma muy natural, aunque esto se hace
mas notable para los fibrados con grupo de estructura no abeliano y los no triviales.
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Destaca la coincidencia entre como transforman los potenciales fisicos y como lo hacen
las 1-formas de conexién, pese a no ser esta expresiéon nada trivial. Recapitulando y para
concluir, podemos pintar el siguiente paisaje matemaético, que responde al titulo de este
trabajo:

Matematicas Fisica
Espacio Total P. Espacio de los factores de fase.
Espacio Base M. Espacio-tiempo.
Grupo de estructura G. Grupo de gauge.
Seccién local del fibrado principal o. Gauge local.
U-representante loca{k de la conexion: Potencial de gauge A en el gauge .
U-representante local*de la curvatura: Field Strength F en el gauge .

Funcién de onda de una particula de

2 fi . P
Seccién de fibrado asociado T € C(P, V) tipo p (representacion relacionada con la

de tipo p, con p : G — GL(V).

carga).
Pull-back de T por o, ¢ = o*7 Funcién de onda en el gauge o.
Conexién inducida un fibrado asociado. Acoplamiento minimo.

Transformaciones de gauge:
h:U— G,con U € M, define un

cambio de seccién de o a o : , y = Pn(x)-1 © P,
/ ' B, = iUg, U’ + UB,U"y
o (x) =o(x)h(x) iz ,
Fw, = LIFWLFr
Identidad de Bianchi Q)% (teorema 3.9). Parte de las ecuaciones de campo.

Tabla 3: Interpretacion de las teorias gauge en términos de fibrados diferenciables [10,
p-103].

Finalmente, se ha visto como, ciertas herramientas que los fisicos usan de manera
cotidiana son en realidad conceptos de geometria diferencial. Destacan los operadores
geométricos clasicos, el teorema de Stokes, los pseudovectores, o el tensor de Levi-Civita.
Por tanto, en cierta manera, este trabajo busca también realzar la importancia de la geo-
metria diferencial, y en especial, su uso en fisica. A pesar de que en la mayoria de grados
en fisica, en incluso en matemadticas, no se ensefia nada sobre este campo.
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