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Summary: results and conclusions

The equilibrium of a flexible inextensible surface u = u(z,y) under
an external force field F = (X, Y, Z) was described by S.D. Poisson in
Sur les surfaces elastique [65, pp. 173-187]. When the tensions 7 are
equal, he proved that, the condition of equilibrium is determinated
by the following equations

17-
Z —pX —qY + e ((1 + @) Upe — 2pquzy + (1 —i—p2)uyy) =0, (0.1)

Xdz +Ydy + Zdz +dT =0, (0.2)

where p = u,, ¢ =u, , W = /1+p*+¢*>and ( - ),,( - ), denote the
usual derivatives with respect to x and y. Notice that, the force F is
conservative if and only if the equation (0.2) holds. From equations
(0.1) and (0.2), Poisson obtained

» The equation of the minimal surfaces in R® when F = 0.

» The equation of the capillary surfaces when F is orthogonal to
the surface and ||F| only depends of a lineal function of the
height.

= The equation of a flexible surface under a gravitational force field
when F = (0,0,¢9p) and T = ¢ — gpu, where ¢ is the gravitational
constant.

In a more general way, we can consider external forces of gravitatio-
nal type F = (0,0,&(z)) which only depend of the height function. In
this case, the equilibrium condition can be written by

(14 ¢*) gy — 2pqugy, + (1 + p2)uyy = p(u)W?, (0.3)

XI



Summary XII

where (') denotes the usual derivative with respect to z and ¢ :]a, b|—
R is the smooth function given by

o(2) = —log (/ng(t) dt) .

Equivalently, we can write the equation (0.3) in terms of the mean
curvature vector H of the surface by

H=g¢éy, (0.4)

where {¢;};—1 23 is the usual orthonormal frame of R? and | stands
the projection to the normal bundle.

This equation allows us to introduce the main class of surfaces of
this doctoral thesis. Let ¢ :Ja,b[— R be a smooth function and let ¥
be an isometric orientable immersion in R?X]a, b[, we will say that 3
is a [y, €3]-minimal surface if and only if the mean curvature vector
H satisfies the previous equation (0.4). T. Ilmanen, [36], proved that
any [y, é3]-minimal surface can be viewed as a minimal surface in
R?x]a, b| with the following metric

() =e?(0),
where (-,-) denotes the usual Euclidean metric in R3. The Rieman-
nian manifold Z¥ = (R%x]a,b[,(-,-)¥) will be called Ilmanen space.
Furthermore, we can see any [y, é;]-minimal surface in R? as a criti-
cal point, under any normal variation with compact support, of the
following weighted area functional

A? = / e¥ dx,
>

where dY is induced volume element by the Euclidean metric of R3.

This kind of surfaces has been widely studied, specially from the
view-point of Calculus of Variations. Classical results about exis-
tence and regularity of the solutions of the Plateau problem for the
equation (0.3) can be found in [7, 27, 28, 29, 32, 73]. But contribu-
tions from a more geometric viewpoint has been given only for some
particular functions ¢. It is interesting to mention the following ca-
ses:
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» Translating solitons, when ¢(z) = z. This family is characterized
due to t — ¥ + te3 is a mean curvature flow, i.e., such that
normal component of the velocity at each point is equal to the
mean curvature at that point H = é5. Recent advances in the
understanding of its local and global geometry can be found in
[51, 50, 30, 72, 74].

» o-minimal singular surfaces, when ¢(z) = alogz, z > 0 and « is
a constant. When « = 1, ¥ describes the shape of a "hanging
roof”, i.e., a heavy surface in a gravitational field that, accor-
ding the architect F. Otto [61, pp.290], are of importance for the
construction of perfect domes. For the value a = —2, we recover
the minimal surfaces of the hyperbolic space in the halfspace
model. We refer to [17, 18, 45, 46, 47, 48, 49] for some progress
in this family.

The goal of this work is to develop a global theory of [y, &5]-minimal
surfaces in R? for a wide family of functions . Moreover, the existen-
ce of a bijective correspondence between minimal surfaces in R and
spacelike maximal surfaces in the Lorentz-Minkowski spacetime 1.3
has motivated us to extend it between [p, ¢3]-minimal surfaces in R?
and spacelike [y, ¢3]-maximal surfaces in L3.

As a general rule, throughout this work, we are going to assume
that the smooth function ¢ verifies the following condition

¢ :Ja,b]C R — R is strictly monotone. (0.5)

In the Chapter 1, we describe the work of Poisson in [65], which
allow us to obtain the equation (0.3). Next, we study the geometry of
the Ilmanen space and relate the curvatures of a surface in Z¥ with
the curvatures of this surface in R?, see Proposition 2.4.

On the other hand, we also prove the equivalence between the
usual stability as minimal surface in Z¥ and the stability (as locally
minimum) of the weighted area functional 4%, see Theorem 2.18. In
the last part of this chapter and by using the maximum principle for
elliptic operators together with the Hamilton principle [67, Theorem
2.3], we obtain the following results for the mean curvature H and
the Gauss curvature K, see Theorems 2.22 and 2.23:
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= Let ¢ :]Ja,b[— R be a smooth function satisfying (0.5)
and ¢ + \p? > 0, for some \ > 0. If ¥ is a [y, €;]-minimal
immersion with mean curvature H < 0, then either H <
0or H=0.

= Let ¢ :Ja,b[— R be a smooth function satisfying (1.10)
and ¥ < 0. If ¥ is a locally convex [y, €;]-minimal im-
mersion, then either K > 0 or K = 0.

Due to the difficulty of studying the solutions of the equation
(0.3) in a general situation, we are going to focus in the study of
[, €5]-minimal graphs invariants by a uniparameter group of rigid
motions in the Chapter 2. Actually, we consider examples that are
invariant by either horizontal translations or by the group of vertical
rotations. In the first case, besides vertical planes, we may consider
that v = u(z), + € I depending only of z. From (0.3), the generalized
cylinder ¥ = {(z,y,u(x)) | z € I,y € R} is a [y, €3]-minimal surface if
and only if the function u satisfies de following ordinary differential
equation

u"(z) = pu)(1 + ' (x)?). (0.6)

From its physical interpretation, any solution of (0.6) will be called
p-catenary and the corresponding generalized cylinder will be called
[, €5]-catenary cylinder. If we rotate a [y, €3]-catenary cylinder an an-
gle 0 €]0,7/2[ with respect to the axis OX and apply an homothety
of factor cos(0)’ the resultating surface is also [p, €3]-minimal, it will
be called tilted [, €5]-minimal cylinder. In order to characterize these
examples, in Theorem 3.7 we classify the complete flat [y, &;]-minimal

surfaces in R when ¢ : R — R satisfies (0.5):

= If p: R — Ris a diffeomorphism, up to vertical rotation,
any complete flat [y, €5]-minimal surface is either a ver-
tical plane or a [p, €3]-catenary cylinder (maybe titled).

In the second case, we consider rotationally symmetric [p, €3]-
minimal surfaces which are invariant under the group of vertical
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rotations that fix the axis OZ. From (0.4), the arc-lenght parametri-
zed generating curve

7(8) = (ZE(S),O,Z(S)), se€l CR,

of a such surface satisfies the following differential system

x’ = cos(0)
2! = sin(0), . (0.7)
0 = o(z)cos(0) - FE)

In Theorems 3.13 and 3.19, we stablish the geometric properties of
the rotational [y, €5]-minimal surfaces according to two types of sur-
faces: one is globally convex with only one complete embedded end
(it is called [p, €5]-Bowl) and the other has two complete embedded
convex ends and has a generating curve of winglike type (it is called
[, €5]-minimal catenoid).

It is of standing out that the cylindrically asymptotic behaviour of
these surfaces only depends of the polynomial growth of the function
¢, see Proposition 3.21. More precisely,

= If ¢ has at most lineal growth, then the function z(s)
is not bounded. Otherwise, if ¢ grows as u® for some
a > 1, then z(s) is bounded and so, the surface is cy-
lindrically asymptotic.

This result has motivated us to study the asymptotic behavior of
the rotationally symmetric examples when ¢ is a strictly increasing
convex smooth function with at most quadratic growth, that is, if the
function ¢ satisfies the following expression for u large enough:

+oo
@(u):au+5+2%, a € R, (0.8)
n=1

with o > 0 and § > 0 if @ = 0. In these conditions, any rotationally
symmetric solution of (0.3) has the following asymptotic behavior
(see Theorems 3.25 and 3.30)
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n If o >0, p(u)(r) = Ce*” +O0(r?), for some C >0,

» If « =0, then, up to constant, we get that

Gu)(r) = 5 — g og(r) + 0672, G = [

Notice that, this result generalizes the Theorem of J. Clutterbuck, O.
Schnitirer and F. Schulze in [14] for rotationally symmetric transla-
ting solitons.

In 1983, R. Schoen, [69], obtained estimates for the length of the
second fundamental form |S| of a stable minimal surface ¥ with
boundary 0¥ in a Riemannian 3-manifold. In particular, in R?, he
proved the existence of a constant C' > 0 such that

S(p) pe.

C

| < s

dz (p, 82)
where dyx stands for the intrinsic distance of X. Later, in 2010, H.
Rosenberg, R. Souam and E. Toubiana, [66], obtained an estimate
for the length of the second fundamental form, depending on the
distance to the boundary, for any stable surface > with constants
mean curvature H in a complete Riemannian 3-manifold of bounded
sectional curvature |K| < f < +oo. They proved the existence of a
constant C' > 0 such that

S()| < =

P> min{ds(p, 0%), 7/2/B)
More rencently, in 2016, B. White, [76], found an estimate for the
length of the second fundamental form for minimal surfaces with fi-
nite total absolute curvature less than 4/7 in Riemannian 3-manifolds,
which depens on the distance to the boundary, the sectional cur-
vature and the gradient of the sectional curvature of the ambient
space.

On the other hand, following the method of T. H. Colding y W.
P. Minicozzi in [15, 16], J. Spruck and L. Xiao, [72], have also ob-
tained area and curvature bounds for complete translating soliton

, pEX.
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in R? with non-positive mean curvature. As an application of these
estimates together with the Omori-Yau maximum principle for the
Laplacian, they have proved one of the fundamental results in the
recent development of the translational soliton theory conjectured
by X. Wang in [75]. Namely,

If ¥ is a complete translating soliton in R? with non-positive
mean curvature, then ¥ is convex.

Motivated by these results, the Chapter 3 is dedicated to study pro-
perly embedded [y, ¢5]-minimal surfaces with non-positive mean cur-
vature in R = {p € R® | (p,€3) > a}.

Firstly, we prove that if the function ¢ : R — R verifies
>0, >0 onla,+o0, (0.9)

this class of surfaces are stable, see the Proposition 4.2. Moreover,
we obtain area bounds. Specifically, if we also assume that

[':= sup (2¢ — gbg) < 400. (0.10)
la,+oo[

then, we prove

= Le ¥ be a [y, €;3]-minimal surface with # < 0 in R? and
let ¢ : R — R be a smooth function satisfying (0.9)
and (0.10) on ]a,+oo[. Then, for any point p € ¥ the-
re exists a radius p > 0 verifying 2po(p + z3(p)) < log(2)
and +/[T| p < 1 such that the geodesic disk D,(p) of ra-
dius p centered in p is disjoint from the cut locus of p
and

A(Dy(p)) < Amp”,

where A(-) is the intrinsic area of ¥ in R3.

To obtain curvature bounds, it is necessary to have a good control
at infinity of the function ¢. To be more precise, we are going to
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consider that the function z — @ is analytic at + o0, i.e., ¢ satisfies
the series expansion (0.8).

From an argument of blow-up type (see Theorem4.12) together
with a compactness result due to B.White, [76], we prove that

» If ¥ is a properly embedded [y, €5]-minimal surface with
H < 0 in R? with locally bounded genus and ¢ : R — R
satisfies (0.8) y (0.9) on |a, +oo[, then |S|/¢ is bounded
on X.. In particular, if « = 0, |S| is bounded, and if « # 0,
|S| may go to infinity but with at most a linear growth
in height.

As appication of the previous area and curvature bounds together
with an Omori-Yau maximum principle (see [2, Theorem 3.2]), we
obtain a characterization of the convexity (see the Theorem 4.22)
that generalizes the Spruck-Xiao result in [72].

= Let ¥ be a properly embedded [p,é3]-minimal surface
in R} with # < 0 and locally bounded genus and let
¢ : R — R be a smooth function satisfying (0.8), (0.9)
and ¢ < 0 on ]a,+oo[. Then, ¥ is convex if and only if
the function aK is bounded from below, where K is the
Gauss curvature.

The previous area and curvature bounds have allowed us to charac-
terize the examples [y, €3]-Bowls and [y, é;]-catenary cylinders thanks
to their asymptotic behavior in the Chapter 4. Precisely, in the Theo-
rems 5.5 and 5.18, we prove the following.

= Let ¥ be a complete properly embedded [¢, €5]-minimal
surface in R3 with only one end which is smooth asym-
ptotic to [p, &5]-Bowl and let ¢ :|a, +oo[— R, a € RU{—o0}
be a smooth strictly increasing convex function with at
most quadratic growth. Then, ¥ must be coincide with
a [y, €3]-Bowl.

» Let ¢ :Ja, +oo[—]b, ¢, a,b € RU{—0} and ¢ € RU {400}
be a smooth strictly increasing convex function such
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that e=% € L'(Ja, +00[) and bounded quotient $/o. If X a
complete connected [p, ¢3]-minimal graph in R? which
is C*-asymptotic to [p, &3]-catenary cylinder G", outside
a cylinder, for some h €]a,+oo[, then ¥ coincides with
some [p, €3]-catenary cylinder with the same asymptotic
behavior that G".

The main tools used in the proofs of these results have been the
Alexandrov method by vertical planes, see [1], together with the ideas
of R.Schoen for minimal surfaces in [70].

I would like pointing out that F. Martin, A. Savas-Halilaj y K.
Smoczky in [51] and F. Martin, J. Pérez, A. Savas-Halilaj y K. Smoczky
in [50] obtained similar results for the particular case of the trans-
lating solitons in R3.

Calabi observed that there is a natural correspondence between
the solutions of the minimal surface equation in R* with those of the
maximal spacelike surface equation in 3. In the Chapter 5, we show
how this correspondence can be extended between [y, €5]-minimal
graphs in R? and spacelike [y, €;]-maximal graphs of .3. Moreover, we
give also applications in the study and description of new examples.

Firstly, in the Section 6.1, we will prove that the equation of the
[, €5]-minimal graphs (0.3) on simply connected domains 2 is equi-
valent to the integrability of the following system

14+ u?
_yeso(u)7 (0.11)

2
_ 1t o
W

W Y

Gy = %es@(u)
Ty

¢x:c W ’ ¢yy =

where, the function ¢ : 2 — R is unique up to linear functions.

Next, we briefly introduce the family of spacelike [y, €3]-maximal
surfaces in 3. We prove that the graph of a smooth function @ : Q —
R is a spacelike [p, €5]-maximal surface if and only if @ is solution of
the following elliptic differential equation

(1 = 2Vt + (1 — W) ag + Qallyllyy + (@)W = 0, (0.12)

T Y

where W = /1 —u2 — u. If we assume that Q2 is simply connected,
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then the equation (0.12) is equivalent to the integrability of the follo-
wing system

bex = Txelp(ﬂ) a = —@e@(ﬂ)

W ) xy W ) 5 = — etp(ﬁ) (0.13)

vy W

where, the function ¢ : O — R is unique up to lineal functions.

Theses conditions have allowed us to describe a correspondence
between [y, €;]-minimal graphs in R? and spacelike [y, €;]-maximal
graphs in L3, see the Theorems 6.3 and 6.6, as follows,

= Let 2 be a simply connected planar domain and let ¢ :
Q — R3, ¢(z,y) = (z,y,u) be a [p, é3]-minimal graph in
R3. If ¢ is a solution of the system (0.11) and ¥ is a
primitive function of ¢, then the immersion ¢ : Q — L3
given by

Y= (bea bev 79(“))7

is a spacelike [—p o ¥7!, €3]-maximal graph over the Le-
gendre’s transform of ¢, see [24, Chapter 3]. Moreover,
the induced metrics ¢ and g of ¢ and @Z respectively,
are conformal and the mean curvature H (f] ) together
with the Gauss curvature K ([? ) of ;b(i/;) satisfy

H+ W2 *WH =,
K+ Whe 2 [ = 0.

= Let ) be a simply connected domain, V0 — L3, J(a:, y) =
(z,y,u) is a [y, €3)-maximal graph in L.? , ¢ is a solution
of the system (0.13) and ¥ is a primitive function of e”.
Then, the immersion given by

= (0, 0, 0(T)),

is a [—pod¥ ™!, &3]-minimal graph on the Legendre’s trans-
form of ¢ whose induced metric g, mean curvature H
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The last results of this work (see Sections 6.3 and 6.4) are appli-
cations of this correspondence to describing geometric properties
of new spacelike [y, €3]-maximal surfaces (resp. [y, €5]-minimal sur-
faces) from known properties of examples in R? (resp. L3). We can

and Gauss curvature K satisfy
e2e(@
9g=—19
W

—9 —

H+e @ W H=0,
K+e 2@ W K =0,

where W = /1 —u2 —u. and g, H y K are the induced
metric, the mean curvature and the Gauss curvature
of the spacelike graph u, respectively.

summarize these results as follow

If ¢ is a translating soliton in R?, then QZ is a spacelike
(—1)-maximal singular in L3.

If ¢ is a translating soliton in L3, then ¢ is a (—1)-
minimal singular in R3.

The property of to being rotationally symmetric with
respect to the axis OZ is a preserved property by the
correspondence.

There exists spacelike translating solitons in L which
are rotationally symmetric entire graphs with a lineal
growth.

For any a < —1, there exists spacelike a-maximal sin-
gular entire graphs in R? which are rotationally sym-
metric and strictly convex.

For any a — 1, there exists two spacelike a-maximal
singular entire graphs (resp. translating solitons) with
a lineal growth which are asymptotic to the light cone
of the origin with an isolated singularity at this point.
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Finally, we propose a list of open problems together with future
research lines about the theory of [¢, ¢5]-minimal surfaces. Motiva-
ted by the classical theory of minimal surfaces and the recent works
about translating solitons and o-minimal singular surfaces (see for
instance [4, 6, 30, 33, 34, 35, 40, 45, 58, 59, 63, 68, 72, 74]), the
goals of these problems are: to study the existence of new complete
examples of [y, €5]-minimal surfaces, to give Berstein’s results and
to find a classification of properly embedded [y, &5]-minimal surfa-
ces with non-positive mean curvature when ¢ is a strictly increasing
convex smooth function with at most quadratic growth. We also trust
that the Calabi’s correspondence provides us a suitable tool to gua-
rantee the existence of new spacelike [y, €;]-maximal surfaces in L3
and to study their geometry.



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas mas profundamente tratados en Analisis
Geomeétrico es el estudio de superficies minimas en una variedad tri-
dimensional. Estas superficies, caracterizadas por ser puntos criti-
cos del funcional area, aparecen como generalizacion 2-dimensional
a las geodésicas de una variedad y tienen multitud de aplicaciones
en diferentes campos de la ciencia, como por ejemplo, en la teoria de
relatividad general y en arquitectura [3, 5, 8, 21, 46, 61].

Si bien el caso mas clasico, las superficies minimas del espacio
euclideo tridimensional, ha sido estudiado desde diferentes areas de
la matematica y cuenta con una extensa bibliografia, la teoria de
superficies minimas en variedades tridimensionales homogéneas y
en variedades conformemente llanas, ha experimentado, en los ulti-
mos anos, un tremendo auge, permitiendo demostrar que el com-
portamiento de dichas superficies es muy diferente respecto del de
la familia de superficies minimas con las mismas propiedades en R?.

A continuacion, y centrandonos en los aspectos mas relacionados
con nuestro trabajo, expondremos brevemente los origenes y el de-
sarrollo de la teoria de superficies minimas que abordamos en esta
memoria.

Si bien a finales del siglo XVIII, J. L. Lagrange [41, Part I, Sec. V,

23
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Chap. III, § II], en su estudio sobre Mecanica Analitica, obtuvo ya la
ecuacion de una superficie en equilibrio bajo la accion del campo de
fuerza gravitacional, no fue hasta principios del siglo XIX cuando, en
su trabajo Sur les surfaces elastique [65, pp. 173-187], S. D. Poisson
estudio, de una forma mas general, el equilibrio de una superficie
flexible e inextensible bajo un campo de fuerzas externo, ver también
Cisa de Gresy [13] y J.H. Jellett [37]. Poisson probo que la condicion
de equilibrio para una superficie © = u(z,y) sobre un dominio plano
U C R? sometida a la accion de un campo de fuerzas externo F =
(X,Y,Z) en R3 y con iguales fuerzas internas de tension 7 sobre la
superficie, esta descrita por las dos siguientes condiciones,

T
Z —pX —qY + e ((1 + @) Upe — 2pquizy + (1 +p2)uyy) =0, (1.1)

Xdr+Ydy+ Zdz+dT =0, (1.2)

donde p=wu,, ¢g=u, , W=+14+p2+¢y ()., (), denotan la deri-
vada parcial usual respecto = e y. Obsérvese que (1.2) es equivalente
a que la fuerza F tiene que ser conservativa y su potencial, salvo
constantes, ha de coincidir sobre la superficie con la tensiéon 7.

En su estudio, Poisson destaca los siguientes casos:

» La ecuacion de las superficies minimas,
(1 + ¢*)tgw — 20qUgy + (1 + p*)uy, = 0, (1.3)
cuando F = 0.

» La ecuacion de las superficies capilares
T
] ((1 + @) Ugy — 2pqug, + (1 +p2)uyy) +a+bu=0, (1.4)
donde a, by T son constantes, cuando el campo F es ortogonal
a la superficie y || F|| depende linealmente de la altura.

» La ecuacion de una superficie flexible bajo el campo de fuerza
gravitacional

(1 + ¢*)tgw — 2quey + (1 + p*)uy, = gpzp_ CWQ, (1.5)
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cuando F = (0,0,9p) y T = ¢ — gpu, donde g es la constante
de gravitacion universal y p es una constante representando la
densidad de la superficie.

Si consideramos campos de fuerzas externos de tipo gravitacional
mas generales, esto es, si F = (0,0, £(z)) es un campo vertical con || F||
dependiendo solo de la altura, la condicion de equilibrio de una su-
perficie con densidad £(z), viene determinada por la siguiente ecua-
cion,

(1 + ¢*)tgr — 2qugy + (1 + p*)uy, = P(uw)W?, (1.6)
donde ( ) denota a la derivada usual con respecto a u y ¢ :Ja,b|— R
es la funcion definida por

() = —log (/Z:S(t) dt) | (1.7)

En términos del vector curvatura media H de la superficie, la condi-
cion (1.6) también se escribe como

H= ey, (1.8)

donde por {¢;};—123 representamos la base usual de R?. Esta ecua-
cion permite introducir las superficies objeto de nuestro estudio.
Concretamente, si ¢ :Ja,b[— R, a,b € R es una funcion diferencia-
ble y 3 una inmersion orientable en R?x]a,b[, diremos que ¥ es una
superficie [p, €3]-minima si y solo si su vector curvatura media, H,
satisface (1.8).

En 1994, T. Ilmanen, [36], demostré que toda superficie [y, &;]-
minima puede verse como una superficie minima en R?x]a, b[ con la
meétrica

()F=e7(0),
donde (-, -) representa el producto escalar usual de R?. A la 3-variedad
Riemanniana Z¥ = (R%*x]a, b[, (-,-)¥) se le conoce como espacio de II-
manen y segun este resultado, toda superficie [y, €;]-minima en R?
también puede ser considerada como punto critico del siguiente fun-
cional area con peso

A?(T) = / e dY., (1.9)
by
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donde d¥ denota el elemento de volumen de la métrica inducida por
la euclidea de R®.

Este tipo de superficies han sido ampliamente estudiadas desde
el punto de vista del calculo de variaciones. Los resultados clasicos
sobre la ecuacion (1.6) y la existencia y regularidad de las soluciones
del problema de Plateau para (1.9) pueden encontrarse, por ejemplo,
en [7, 27, 28, 29, 32, 73]. Sin embargo, en cuanto a su geometria
solo se han realizado avances significativos para algunos casos par-
ticulares, entre los que destacamos:

» solitones de traslacion, obtenidos cuando ¢(z) = z es la funciéon
altura. Esta familia esta caracterizada también porque

es un flujo de curvatura media, es decir, la componente normal
de la velocidad en cada punto es igual a la curvatura media en
ese punto. Su estudio ha experimentado un tremendo auge en
los ultimos afios y ha permitido caracterizar ejemplos clasicos
por su comportamiento en infinito, ver [51, 50], o clasificar los
grafos verticales completos que son solitones de traslacion, [30,
72, 74].

» superficies a«-minimas singulares, que se obtienen cuando ¢(z) =
alogz, z > 0y a constante. Para o = 1, estas superficies descri-
ben la forma de un “techo colgante” que segun el arquitecto F.
Otto [61, pp.290] son de gran importancia en la construccion
de cupulas perfectas. Para a = —2 recuperamos las superficies
minimas del espacio hiperbdlico en el modelo del semiespacio.
En esta familia se han realizado importantes avances en la exis-
tencia y no existencia de grafos enteros, ver [17, 18], y en la
caracterizacion de ejemplos rotaciones o traslacionalmente in-
variantes, [45, 46, 47, 48, 49].

El objetivo de este trabajo es desarrollar, desde un punto de vista
geométrico, una teoria global de superficies [y, €;]-minimas en R? que
abarque a una amplia familia de funciones ¢ y que, de un lado, per-
mita estudiar y clasificar los ejemplos mas simétricos y, de otro, nos
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sirva para abordar problemas clasicos sobre estimaciones de area y
curvatura, fundamentales para controlar globalmente su geometria.
La existencia de una correspondencia natural entre las superficies
minimas en R? y las superficies espaciales maximales en el espacio
de Lorentz-Minkowski L3, ha motivado también que nos ocupemos
de extenderla a las familias de superficies [y, €3]-minimas en R? y de
superficies espaciales [p, é3]-maximales en L3.

Como norma general, a lo largo de la memoria vamos a suponer
que la funcion diferenciable ¢ verifica:

¢ :Ja,b]C R - R es estrictamente monoétona. (1.10)

Empezamos este trabajo introduciendo la familia de superficies
[, €;]-minimas en R* desde los diferentes puntos de vista que hemos
mencionado. Describimos brevemente en el Capitulo 1 que el estudio
realizado por Poisson en [65] permite obtener (1.6) como la ecuacion
de una superficie bajo un campo de fuerza de tipo gravitacional y
pasamos entonces a estudiar el espacio de Ilmanen, a dar condicio-
nes suficientes para que dicha variedad tenga geometria acotada y a
relacionar la geometria de una superficie vista en R* con la de dicha
superficie en el espacio de [lmanen. Este hecho nos permite mostrar
la equivalencia de las siguientes afirmaciones, ver Teorema 2.13,

¥ es una inmersion [p, €;]-minima en R?,

¥ es un punto critico del funcional area .4¥ bajo varia-
ciones normales con soporte compacto,

= } es una inmersion minima en el espacio de [lmanen
AR

¥ es una inmersion flexible e inextensible en R? bajo la
accion de un campo gravitacional y con fuerzas inter-
nas de tension iguales;

y probar también la equivalencia entre la estabilidad usual como
superficies minimas en el espacio de [lmanen y la estabilidad como
puntos criticos del funcional 4%, ver Teorema 2.18.
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Usando el principio del maximo para operadores elipticos y el
principio de Hamilton [67, Teorema 2.3], obtenemos las siguientes
propiedades para las curvatura media, H, y de Gauss, K, en este
tipo de superficies, ver Teoremas 2.22 y 2.23

= Si ademas de (1.10), ¢ + A\p? > 0, para algin A > 0y X
es una inmersion [y, €3]-minima con curvatura media
H <0, entonces H <00 H=0.

» Siademas de (1.10), ¥ <0y ¥ es una inmersion [y, €;]-
minima localmente convexa, entonces K > 00 K =0.

La complejidad de estudiar las soluciones de la ecuacion (1.6) en
toda su generalidad, nos lleva a centrarnos en el Capitulo 2 en el
estudio de grafos [y, €3]-minimos invariantes por algun grupo uni-
paramétrico de movimientos en R?. En estos casos, (1.6) se trans-
forma en una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) cuyas solucio-
nes proporcionaran los ejemplos mas simétricos de esta teoria. Con-
cretamente, vamos a considerar aquellos ejemplos invariantes por
traslaciones horizontales (cilindros generalizados) o por el grupo de
rotaciones verticales (superficies de revolucion).

En el primer caso, de (1.6), el cilindro generalizado
Y ={(z,y,u(x)) |z €I,y e R}
es [, €3]-minimo si y s6lo si la funcion u verifica la siguiente EDO
u'(z) = pu)(1 + ' (x)?). (1.11)

Toda solucion de (1.11) se dira que es una ¢-catenaria y el corres-
pondiente cilindro generalizado se llamara cilindro [y, €3]-catenario.
Si rotamos un cilindro ¢, €3]-catenario un angulo ¢ €]0, 7 /2] entorno

al eje OX y aplicamos una homotecia de razon m centrada en el

origen, la superficie resultante es también [y, &5]-minima y nos re-
feriremos a ella como un cilindro [y, €3]-catenario ladeado. Nuestro
primer resultado en esta linea, ver Teorema 3.7, extiende la clasi-
ficacion de solitones de traslacion llanos probada por F. Martin, A.
Savas-Halilaj y K. Smoczky en [51]:
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= Si ¢ : R — R es estrictamente monoétona, salvo una
rotacion vertical, toda superficie [p, €5]-minima y com-
pleta de curvatura cero es o un plano vertical o un
cilindro [y, €3]-catenario (quizas ladeado).

La idea principal para su demostracion radica en que dada una rec-
ta sobre la superficie siempre podemos encontrar un cilindro [p, €3]-
catenario (posiblemente ladeado) conteniendo a dicha recta y tan-
gente a la superficie a lo largo de ella.

En el segundo caso consideramos las superficies de revolucion
[, €5]-minimas invariantes bajo el grupo de rotaciones verticales. De
(1.8), la curva generatriz

v(s) = (x(s),0, 2(s)), sel CR,

parametrizada por el arco, de una tal superficie, debe verificar el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

x' = cos(0)
2 = sin(0), _ (1.12)
0 = o(z)cos(0) - )

cuyo estudio ha permitido establecer, en el caso de que ¢ sea estric-
tamente creciente y convexa, la existencia de dos tipos de superficies
de revolucion, Teoremas 3.13 y 3.19:

» superficies globalmente convexas con un final, deno-
minadas [y, €3]-Boles,

» superficies con la topologia de un anillo, cuya curva ge-
neratriz es de tipo ala, denominadas catenoides [y, €3]-
minimos.

Es de destacar que el hecho de que estas superficies sean o no
cilindricamente acotadas depende solo del crecimiento polinomial de
la funcioén ¢, ver Proposicion 3.21. Mas concretamente, probamos:

= Si ¢ crece a lo sumo linealmente, entonces la funciéon
z(s) no esta acotada. Cuando el crecimiento de ¢ es
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como el de u® para algun a > 1, entonces z(s) esta
acotada y por tanto la correspondiente superficie es
cilindricamente acotada.

Este resultado nos ha llevado a estudiar el comportamiento asintoti-
co de los ejemplos rotacionalmente simétricos cuando ¢ es una fun-
cion estrictamente creciente, convexa y con un crecimiento a lo su-
mo cuadratico. Para ser mas precisos, si suponemos que para u su-
ficientemente grande, ¢ esta dada por

gb(u):ozu—i-B—FZ%, a, € R, (1.13)

cona >0y g >0sia=0, entonces, ver Teoremas 3.25y 3.30, cual-
quier solucion u de (1.6) rotacionalmente simétrica tiene el siguiente
comportamiento asintotico:

= Sia >0, p(u)(r)=Ce*" +0(r?), paraalgun C >0,

» Si o =0, entonces, salvo constante

r2 1 vodg
Gu)(r) = = — = log(r) + O(r™?), G(u :/ —.
(w)(r) = 3 7 (r)+0(r™7), G(u) o
Este resultado extiende al obtenido por J. Clutterbuck, O. Schntuirer
y F. Schulze en [14] para los solitones de traslacion rotacionalmente
simétricos.

En 1983, R. Schoen, [69], probo estimaciones para la longitud
de la segunda forma fundamental S de una superficie ¥ minima y
estable con borde, 0%, en una 3-variedad Riemanniana, que para el
caso particular de R?, proporcionan la existencia de una constante
C tal que

donde dy, representa la distancia intrinseca de Y. Posteriormente, en
2010, H. Rosenberg, R. Souam and E. Toubiana, [66], obtuvieron
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también estimaciones para la longitud de la segunda forma funda-
mental de una superficie X estable y de curvatura media constante H
en una 3-variedad de curvatura seccional K acotada, |[K| < g < +o0.
Mas concretamente, también prueban la existencia de una constan-
te C > 0 tal que

S| < -

PIV= min{ds(p, 0%), 7/2V5}
Algun tiempo mas tarde, en 2016, B. White, [76], encontro, en térmi-
nos de la distancia a la frontera y de la curvatura de la variedad
ambiente, estimaciones para la longitud de la segunda forma funda-
mental de superficies minimas con curvatura total finita menor que
4 en 3-variedades riemannianas.

, pE .

Recientemente, siguiendo el mismo método usado por T. H. Col-
ding y W. P. Minicozzi en [15, 16], J. Spruck y L. Xiao, [72], han ob-
tenido estimaciones de area y curvatura para solitones de traslacion
completos en R? con curvatura media no positiva. Como aplicacion
y usando el principio del maximo de Omori-Yau, ver por ejemplo [2],
han conseguido demostrar uno de los resultados geomeétricos mas
celebrados en el reciente desarrollo de la teoria de solitones de tras-
lacion y que fue conjeturado por X. Wang en [75]:

Si ¥ C R? es un soliton de traslacion, completo y con cur-
vatura media no positiva, entonces ¥ es convexo.

Motivados por estos resultados, el Capitulo 3 esta dedicado a es-
tudiar las superficies [, €5]-minimas propiamente embebidas y con
curvatura media no positiva en R? = {p € R? | (p, ;) > a}.

En primer lugar probamos que cuando la funcion ¢ : R — R veri-
fica
>0, $>0 sobre |a,+o0, (1.14)

esta clase de superficies son siempre estables, véase Proposicion 4.2,
y conseguimos también demostrar en el Teorema 4.7 estimaciones
de area si ademas suponemos que

[:= sup (2 — ¢?) < +oo. (1.15)
Ja,+o0]
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Concretamente, obtenemos el siguiente resultado

= Sea Y una superficie [, €;]-minima con H < 0 en R}
y sea ¢ : R — R una funcion diferenciable satisfa-
ciendo (1.14) y (1.15) en |a, +oo[. Entonces, para cual-
quier punto p € ¥ existe un radio p > 0 verificando
209(p + x3(p)) < log(2) y /IT| p < 1 tal que el disco
geodésico D,(p) de radio p centrado en p es disjunto
al conjunto conjugado de py

A(D,(p)) < 4mp?,

donde A(-) es el area intrinseca de ¥ con respecto a la
meétrica inducida de la euclidea de R3.

Para obtener estimaciones de curvatura usamos un argumento de ti-
po blow-up, ver Teorema 4.12, y un Teorema de compacidad demos-
trado por B.White en [76] para superficies [p,e3]-minimas propia-
mente embebidas con area y género localmente acotado. En nuestro
razonamiento necesitamos que la funcion ¢ tenga un buen compor-
tamiento asintotico. De forma mas especifica, en el Teorema 4.14,
probamos:

= Sea ¥ una superficie [y, &5]-minima propiamente embe-
bida con H > 0 en R? con género localmente acotado y
con ¢ : R — R una funcion diferenciable satisfaciendo
(1.13) y (1.14) en |a, +oc[. Entonces |S|/¢ esta acotado
en X.
En particular, si o = 0, |S| esta acotado y si a # 0,
entonces |S| puede tender a infinito pero a lo sumo con
un crecimiento lineal en altura.

En la ultima parte de este capitulo, usando las anteriores estimacio-
nes de area y curvatura junto con un principio del maximo de Omori-
Yau y argumentos de compacidad para superficies [y, €3]-minimas
propiamente embebidas con H < 0 en R3, género localmente acotado
y funciones ¢ : R — R satisfaciendo (1.13), (1.14) y ¥ <0 en Ja, +00|,
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obtenemos el siguiente resultado similar al de J, Spruck y L. Xiao,
[72], véase el Teorema 4.22,

= Sea ¥ una superficie [¢, é;]-minima propiamente em-
bebida con H < 0 en R3, género localmente acotado y
¢ : R — R verificando (1.13) y (1.14). Entonces, X es
convexa si y solo si la funcion aK esta acotada infe-
riormente.

Para el caso particular de los solitones de traslaciéon, D. Hoffman, T.
[lmanen, F. Martin y B.White dieron una demostracion alternativa
al Teorema de Spruck-Xiao en [30].

Las anteriores estimaciones de area y curvatura han permitido
también caracterizar, en el Capitulo 4, los [p,é3]-Boles y cilindros
[, €5]-catenarios por su comportamiento asintotico. Concretamente,
en los Teoremas 5.5y 5.18, probamos:

= Sea ¥ una superfice completa [p,é3]-minima propia-
mente embebida en R? con un solo final diferenciable-
mente asintotico a un [p,e3]-Bol y ¢ :Ja,+o00[— R, a €
R U {—o0} una funcion diferenciable estrictamente cre-
ciente, convexa y con crecimiento a lo sumo cuadratico
. Entonces, ¥ es un [y, é;]-Bol.

= Sea ¢ :Ja,+oo[—=]b,c[, a,b € RU{—00} y ¢ € RU {400},
un difeomorfismo estrictamente creciente, convexo, tal
que e ¥ € L'(Ja, +00[) y ¢/¢ esta acotado. Si X es un gra-
fo completo, conexo, [p, €3]-minimo, C*-asintético, fue-
ra de un cilindro, a un cilindro [y, €3]-catenario, G" para
algan h €|a, +oo], entonces ¥ coincide con un cilindro
[, €5]-catenario con el mismo comportamiento asintoéti-
co que G".

Las principales herramientas usadas en la demostracion de estos
resultados han sido el método de Alexandrov para planos verticales,
ver [1], y las ideas de R. Schoen para superficies minimas en [70].
En el Teorema 5.5, probamos que nuestra superficie es simétrica
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respecto a cualquier plano vertical conteniendo el eje OZ y, por tan-
to, es rotacionalmente simétrica cortando ortogonalmente al eje de
rotacion; mientras que en el Teorema 5.18 demostramos, gracias al
principio del maximo para operadores elipticos, que nuestro grafo es
invariante por translaciones en el eje OX.

F. Martin, A. Savas-Halilaj y K. Smoczky en [51] y F. Martin, J.
Pérez, A. Savas-Halilaj y K. Smoczky en [50], demostraron resultados
similares para el caso particular de los solitones de traslacion.

En el Capitulo 5, presentamos una correspondencia natural en-
tre grafos [y, ¢3]-minimos de R? y grafos espaciales [y, &;]-maximales
de L3 que aplicamos para describir nuevos ejemplos de superficies.
Esta correspondencia extiende la obtenida por E. Calabi, [9], en el
ano 1970 entre superficies minimas de R? y superficies espaciales
maximales del espacio de Lorentz-Minkowski LL3.

En primer lugar, en la Seccion 6.1, demostramos que la ecuacion
de los grafos [y, €3]-minimos (1.6) en un dominio plano, simplemente
conexo, (2, es equivalente a la integrabilidad del siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

2
14w,

2
_ 1% e
W

T : e (W) (1.16)

UL U
quy = — yeW(U)7 ¢yy -

¢$CB W

con ¢ : {2 — R tnica modulo polinomios lineales. A continuacion, en
la Seccién 6.2 introducimos el concepto de superficie espacial [p, €3]-
maximal en L? y demostramos que el grafo de una funcion @ : Q — R
es una superficie espacial [y, €3]-maximal siy so6lo si u es solucion de

la siguiente ecuacion diferencial eliptica

(1= 02 tyy + (1 — U )liae + 2Ugliylay + (u)W? = 0, (1.17)

donde W = /T — u; —ug. Cuando () es simplemente conexo, la ecua-
cion (1.17) es equivalente a la integrabilidad del siguiente sistema:

_ 2 1_~2

Gro= L@ g el g 1 M@ (1)

con ¢ : {2 — R tnica modulo polinomios lineales.
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Estas condiciones de integrabilidad nos han permitido describir
una correspondencia entre grafos [, €;]-minimos en R?® y grafos es-
paciales [y, €;]-maximales en L? de la siguiente forma, ver Teoremas
6.3y 6.6:

= Sea () un dominio plano simplemente conexoy ¢ : {2 —
R3, ¥(x,y) = (z,y,u), un grafo [p, e3]-minimo en R3. Si ¢
es una solucion del sistema (1.16) y ¥ una primitiva de
e?, entonces ¢ : Q — L3 dada por

U = (6a, by, D(w)),

es un grafo espacial [-¢ o9}, ¢3]-maximal en el espacio
de Lorentz-Minkowski. Las métricas inducidas g y g de
vy w respectivamente, son conformes y la curvatura
media H (H ) junto con la curvatura de Gauss K (K ) de
Y (@b) satisfacen

H+W?e ¢WH =0,

K+ Whe 2¢W [ — 0.
m Sea 52 un dominio plano simplemente conexo, J Q0
L?, ¢(z,y) = (v,y,u) un grafo espacial [p, ¢;]-maximal

en L3, ¢ solucion del sistema (1.18) y ¥ una funcion
primitiva de e¥. Entonces la inmersion dada por

Y= (Qbsca Qby» ﬁ(ﬂ)),
es un grafo [—¢ o 97!, &3]-minimo en R3 cuya métrica
inducida, curvatura media H y curvatura de Gauss K
satisfacen
e2e(@)
e 9,
H+e?® W2 H =0,
K +e 200 4 K =0,

g:

donde W = /T — uy —uzy g, Hy K son la métrica indu-
cida, la curvatura media y la curvatura de Gauss del
grafo espacial u.
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Terminamos este capitulo mostrando, ver Secciones 6.3 y 6.4, cOmo
esta correspondencia resulta util a la hora de describir las propie-
dades geométricas de los nuevos ejemplos de superficies espaciales
en L? heredadas del comportamiento geométrico ya visto para los
ejemplos en R? y viceversa. Algunas de estas propiedades son:

= Si ¢ es un soliton de traslacion en R? entonces 15 es
una superficie espacial (—1)-maximal singular en L3.

n Si QZ es un soliton de traslacion en L3 entonces v es
una superficie (—1)-maximal singular en R3.

= La propiedad de ser rotacionalmente simétrica con res-
pecto al eje OZ se preserva por la correspondencia.

= Existen solitones de traslacion espaciales en L? que
son grafos enteros rotacionalmente simétricos y con un
crecimiento lineal.

» Para a < —1, existen grafos enteros espaciales c-maximales
singulares en L3 rotationalmente simétricos y estricta-
mente convexos, unicos salvos homotecia.

» Para a < —1, existen dos grafos enteros espaciales a-
maximales singulares (resp. solitones de traslacion),
salvo homotecia (resp. traslacion), con crecimiento li-
neal, asintoticos al cono de luz en el origen y presen-
tando una singularidad aislada en el origen.

Acabamos proponiendo una serie de problemas abiertos y futuras
lineas de investigacion en el estudio de las superficies [y, €5]-mini-
mas. Motivados por la teoria clasica de superficies minimas y los re-
cientes trabajos en el estudio de solitones de traslacion y a-minimas
singulares en R?, ver por ejemplo [4, 6, 30, 33, 34, 35, 40, 45, 58, 59,
63, 68, 72, 74], la lista de problemas que planteamos al final de la
memoria tiene el objetivo de estudiar la existencia de nuevos ejem-
plos completos de superficies [y, €3]-minimas junto a Teoremas tipo
Berstein; la clasificacion de los ejemplos [y, &5]-minimos propiamente
embebidos con H < 0 y las superficies de tipo semigrafo cuando ¢
es una funcion diferenciable estrictamente creciente, convexa y con
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un crecimiento a lo sumo cuadratico. Confiamos también en que la
correspondencia tipo Calabi que introducimos en el Capitulo 5 pro-
porcione una herramienta adecuada para garantizar la existencia de
nuevas superficies espaciales [, €;]-maximales en L y para estudiar
su geometria.






Capitulo 2

Preliminares sobre superficies [p, ¢3]-minimas de R*.

Este capitulo esta dedicado a recopilar propiedades bdasicas de las inmersiones [y, €3]-minimas de
R3. En primer lugar, vemos cémo pueden ser interpretadas desde un punto de vista fisico gracias al tra-
bajo de S. D. Poisson [65]. A continuacién, demostramos que las inmersiones [, €3]-minimas son minimas
en el espacio de Ilmanen 3-dimensional y pueden ser vistas como puntos criticos de un funcional drea
con peso. Ademads, si estudiamos el concepto de estabilidad como minimos locales de dicho funcional,
podremos ver que éste es equivalente con el de ser estable como superficie minima en el espacio de Ilma-
nen. Finalmente, deducimos una serie de ecuaciones fundamentales que seran usadas a lo largo de todo
este trabajo y que, por ejemplo, nos permiten demostrar principios del mdximo para la curvatura media

y curvatura de Gauss de estas superficies.

2.1. Interpretacion fisica.

En esta seccion, presentamos brevemente el estudio de S. D. Pois-
son [65], sobre superficies bajo campos de fuerzas de tipo gravita-
cional.

Sea U/ un dominio de R?, consideramos Y = Grafo(u) una superfi-
cie flexible e inextensible de R? bajo la accion de un campo de fuerzas
F, donde u : U — R es una funcion diferenciable. Denotaremos por
F = (X,Y, Z) la fuerza total que se aplica localmente sobre un punto

39
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p=(z,y,u) € Xy por

En estas condiciones, Poisson, usando argumentos de mecanica
clasica, introduce dos tensiones independientes 7 y 7’ que corres-
ponden a las fuerzas intrinsecas de la superficie y demuestra que la
condicion de equilibrio tras la accion de F, puede ser descrita por el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales con incogni-
tasu, Ty T"

x(”qu L0 T’(1+p2)> o, 2.1)

Especialmente interesante resulta el caso 7 = 77, esto es, cuando las
fuerzas intrinsecas de la superficie son iguales. Bajo esta situacion,
tenemos

Teorema 2.1. Sea Y. superficie flexible e inextensible en R? bajo la
accién de un campo de fuerzas F = (X,Y, 7). Si las fuerzas de ten-
sion T y T’ son iguales, entonces la condicién de equilibrio esta de-
terminada por las siguientes ecuaciones

TH+F- =0, (2.2)
Xdr+Ydy+ Zdz+dT =0 (2.3)

donde H es el vector curvatura media y 1. denota la proyeccién sobre
el fibrado normal de la superficie.

Demostracion. Este resultado es una aplicacion directa del sistema
(2.1). En efecto, por teoria clasica de superfices, sabemos que la
curvatura media H del grafo ¥ viene dada por la siguiente expresion

1 o O%U 0*u o 0%
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Ademas, la parte normal del campo de fuerzas, 7+, se escribe como

1
Ft=—(Z-pX —qY). 2.5
4 =X —qY) (2.5)
Asi, si multiplicamos la primera ecuacién de (2.1) por —p/W, la se-
gunda por —¢/W, la tercera por 1/ y sumamos las tres ecuaciones,
obtenemos,

T o 0% 0*u NCAN!
W ((1 +4q )@ - QPanay +(1+p )a_yg = W(vaLqY - 7), (2.6)

que junto con las ecuaciones previas (2.4) y (2.5) da (2.2).

La condicion (2.3) se sigue directamente de sistema (2.1) y de (2.2)
y significa que, en este caso, la fuerza F siempre es conservativa y su
potencial sobre la superficie ha de ser, salvo constantes, la tensiéon
T. ]

Poisson, también destaca por su interés que,

» Si F =0y 7 es una constante no nula, entonces (2.2) corres-
ponde a la ecuacioén de las superficies minimas en R3.

= Si F es una fuerza normal a la superficie con médulo ||F|| de-
pendiendo linealmente de la altura z y la tension 7 es una cons-
tante no nula, entonces (2.2) es la ecuacion de las superficies
capilares.

= Si F =(0,0,&(z)), donde £(z) es una funciéon de densidad sobre
la superficie dependiendo solo de la altura z y 7 es una primitiva
de la funcion —&, entonces (2.2) es la ecuacion de una superficie
bajo un campo de fuerza de tipo gravitacional.

En este tltimo caso y considerando la funcion
o(z) = log (/ E(t) dt) ) (2.7)

obtenemos que (2.2) significa

H = —péy, (2.8)
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donde (') denota la derivada usual respecto a la variable. Ecuacion
que motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.2. Sea ¢ :Ja,b[— R, a,b € R una funcion diferenciable
y sea ¥ una inmersion orientable en R?x|a, b[. Diremos que ¥ es una
superficie [p, €5]-minimal si y sélo si su vector curvatura H satisface
la ecuacion (2.8).

2.2. El espacio de Ilmanen 3-dimensional.

En esta parte del trabajo, vamos a ver a las superficies [y, &;]-mini-
mas como superficies minimas en el espacio de [lmanen. Estudiare-
mos la geometria de dicho espacio y daremos condiciones suficientes
para saber cuando el espacio de [lmanen tiene geometria acotada.

Consideramos ¢ : I C R — R una funciéon diferenciable definida
en un intervalo abierto I de R. El espacio de [lmanen, introducido en
1994 por T. Ilmanen [36], es la 3-variedad Riemanniana 7¢¥ = R? x [
dotada con la métrica (-,-)¥ conforme a la métrica Euclidea (-,-) de
R3 que en cada punto p = (xy, 25, 23) € Z¥ esta dada por

()8 = P (. (2.9)

Sean D¥ y R¥ (respectivamente, D y R) la conexion de Levi-Civita
y el tensor de curvatura del espacio de Ilmanen Z¥ (respectivamen-
te, del espacio Euclideo R?). Entonces, de (2.9), se deduce que para
cualquier base ortonormal {¢;};—1 23 de R® y cualesquiera campos de
vectores X,Y, 7 € TZ¥ obtenemos que

1
DYY = DxY + 3¢ (X, &)Y +(Y,e3) X — (X,Y)é3), (2.10)

RP(X.Y)Z = R(X,Y)Z—+ ((2¢ — )Y, &)(Z, &) + * (Y, Z)) X (2.11)

—

+7 (20— X E@)Z.8) + (X, 2) Y

1126~ @) (X, 2){Y.6) — (V. 2)(X,6)) .
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Nota 2.3. Por abuso de notacion y siempre que en el contexto quede
claro cual de ellas estamos considerando, denotaremos también por
¢ la funcion definida en R? x I, dada por (z,y,2) — ©(z).

Ademas, si consideramos la siguiente base ortonormal de 7Z%
. — _¥ S .
definida por los vectores {€,” = e 2¢€;},-1 23, los coeficientes de la co-
nexion de Levi Civita y la curvatura seccional K¢ respecto del plano
Il = {¢,7,€;"} con i # j estan determinadas por las siguientes ecua-
ciones

P |
<D§i¢€j4p, 61;(’) = 56 2p (53j5ik: — 6ij63k) , (2 12)
1
K?(e;%,e;%) = ZLW (&% = 2¢)(8s3 + 6;3) — ¢*) fori # j, (2.13)

En efecto, aplicando la expresion (2.10) de la conexion de Levi-Civita
obtenemos la siguiente expresion
. I, _ - .
D;f‘gaeisa = 5@6 <p(5j3€i — 51']'63)-
Entonces la formula (2.12) se obtiene facilmente a partir de la métri-
ca (2.9). Por otro lado, de (2.11), obtenemos que para ¢ # j se tiene
que
Y s o s o 1 . )
<R¢(€Z’, €j>ej7 €i> = <R<€i7 ej)ej, €i> — Zl ((2%0 — ()02)<(5Z3 + (Sjg) + @2) .
Finalmente, deducimos la ecuacion (2.13) aplicando de nuevo la ex-
presion de la métrica (2.9) y teniendo en cuenta el caracter tensorial
de R”¥ en sus tres variables.

A continuacion, mostramos como se relaciona la geometria, res-
pecto de las métricas (-, )¢ y (-, -), de una inmersioén isométrica orien-
table X en R? x I. De hecho, deduciremos que toda superficie [, €3]-
minima en R? es una superficie minima en Z%.

Sean N la aplicacion de Gauss y H = 3.7 (Dg¢é)*, donde L de-
nota la proyeccion normal, el vector curvatura media de ¥ en R3.



Preliminares sobre superficies [y, €3]-minimas de R>. 44

Entonces, de (2.10), los endomorfismos de Weingarten S” y S de ¥
en Z¥ y R3, respectivamente, estan relacionados por

1, S
—S7v = DfN¥ = e 2 (—Spv + §@<N(p), €3) v) (2.14)
para cualquier punto p € X y cualquier vector v € 7,3, donde N¥ =
e~ 2N es la aplicacion de Gauss en el espacio de Ilmanen. De la rela-

cion anterior (2.14), deducimos:

Proposicion 2.4. Para cualesquiera u,v € T,¥ se tiene que

Sptu.0) = (Sy(u0) + 36V @) )

) =< () + 36000 @),

donde S¥ y kY (respectivamente, S y k;), son la segunda forma fun-
damental y las curvaturas principales de ¥ en I¥ (respectivamente,
en R?). En particular, las correspondientes curvaturas medias estan
relacionas por

H? = e 2 (H + ¢(N, é)). (2.15)

Asi, una superficie en R? es [, &3]-minima si y sélo si es una superficie
minima en Z%.

Este hecho es de especial relevancia pues nos permitira aplicar
toda la teoria de superficies minimas en 3-variedades. Una primera
propiedad fundamental que podemos deducir, gracias a dicha mini-
malidad, es el siguiente principio de tangencia, ver [22, Teorema 1,
Teorema la] y [44, Capitulo 2]:

Teorema 2.5.[Principio de tangencia] Sean >, y >, dos superficies
[, €5]-minimas en R? x [ conexas y embebidas con fronteras 03, y
03s.

(i) Principio de tangencia en el interior. Supongamos que existe
un punto en comun p en el interior de ¥, y ¥, donde los corres-
pondientes espacios tangentes coinciden y tal que ¥, esta a un
lado de ¥,. Entonces, ¥, coincide con ¥, en un entorno de p. Si
ademas, ambas superficies son completas entonces Y1 = Y.
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(ii) Principio de tangencia en la frontera. Supongamos que 3, y
Y, estan en el mismo plano 11 y la interseccion de X.,,%, con 11
es transversal. Assumimos que 3, esta a un lado de ¥, y que
existe un punto en comun p de 0%, y 0%, donde las superficies
Y1 Yy X, tiene el mismo espacio tangente. Entonces ¥, coincide
con ¥, en un entorno de p. De nuevo, si ambas son completas
entonces | = Y.

Nota 2.6. Sean X, ¥, dos superficies embebidas de R?, posible-
mente con borde regular. Supongamos que existe p € ¥; N %, tal que
Ni(p) = Ny(p), donde N; es el normal de ¥; en el punto p. Como los
planos tangentes coinciden 7,%2; = 7,%,, podemos tomar coordenas
(r1,72) en el espacio tangente de forma que, localmente en p, po-
demos ver cada ¥; como un grafo orientado a N;(p) de una funciéon
diferenciable u; : 2 — R, donde 2 es un abierto del espacio tangen-
te conteniendo al punto p. De hecho, podemos restringir el dominio
para asumir que () es regular. En estas condiciones, se dice que
esta a un lado de ¥, localmente en p, si u; > us (u; < up) en € .

Terminamos esta seccion dando condiciones suficientes para sa-
ber cuando Z¥ tiene geometria acotada, es decir, cuando la curvatura
seccional esta acotada y el radio de inyectividad esta acotado infe-
riormente. Estas condiciones son una consecuencia de las formulas
(2.9), (2.13) y del trabajo de J.Cheeger, M.Gromov y M. Taylor [11]
para variedades completas, a saber:

Teorema 2.7. Sea ¢ : I C R — R una _funcién diferenciable. Supon-
gamos que existe un conjunto compacto K C (R? x I) tal que ¢ es
positiva en (R? x I) — K, entonces I¥ es completa. Si ademas, la fun-
cion e~?max{?, ¢} esta acotada en (R? x I) — K, entonces I¥ tiene
también geometria acotada.

Nota 2.8. En el caso en que la curvatura seccional esté acotada
inferiormente y superiormente por constantes positivas, podemos
aplicar el Teorema de Rauch para dar una cota del radio de inyecti-
vidad.
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2.3. Un punto de vista variacional.

En esta seccién, vamos a ver las superficies [y, €5]-minimas co-
mo puntos criticos de un funcional de area con peso. Deduciremos
las formulas de la primera y segunda variacion de dicho funcional y
terminaremos analizando la nocion de estabilidad para estas super-
ficies.

Sea [ un intervalo abierto de Ry ¢ : I — R una funcion diferencia-
ble. En R? consideramos el abierto R? x I C R? junto con la medida
con peso ¢ du, donde du denota el elemento de volumen inducido
por la métrica Euclidea, (-,-), de R®y ¢(z,y,2) = p(2), (z,y,2) € R? x I.
Consideremos ¥ una superficie sin borde inmersa isométricamente
en R?x ] y denotemos por V, Ay d3, al operador gradiente, laplaciano
y elemento de volumen inducido sobre ¥, respectivamente. Notese,
que la funciéon ¢ induce una medida con peso ¢¥ d¥ sobre ¥. En estas
condiciones, definimos el siguiente funcional de area con peso:

AP(3) = / e 5. 2.16)
>

A continuacion, previo al calculo de la primera y segunda deriva-
da del funcional area necesitamos entender el concepto de variaciéon
de ¥ a lo largo de un campo.

Fijamos un punto p € ¥ arbitrario y tomamos X : R* — R? un
campo normal (X = X1) con soporte compacto en R? x I conteniendo
al punto p. Una variacion de ¥ por el campo X esta definida por v :
x| —¢,e[— R?x I tal que ¢y = Ids y X = d¢ (2) (notese que podemos
elegir ¢ suficientemente pequeno para que ) sea un difeomorfismo en
R? x I). Consideramos la familia uniparamétrica de inmersiones >; =

(X, t) con ¥y = Xy elegimos un sistema de coordenadas {z,xs,t} de

Y x| — ¢,¢[ alrededor del punto (p,0). Si v; = dy <a%> parai = 1,2, la

meétrica inducida en X, viene dada por g;; = (v;,v;) con g;;(p,0) = J;;
y V,,vi(p,0) = 0 y entonces, el elemento de volumen con peso de %,
esta determinado por (d%,)? = e#W@) 7(z,t) d¥, donde

J(x,t) = y/det(g;;(z,1)). (2.17)
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Notese que, en general, dado un campo normal arbitrario X es dificil
dar una parametrizacion explicita de la variacion ¥; y por tanto, las
féormulas de variacién que a continuacion presentamos seran dificil
de manejar. Sin embargo, cuando ¥ es una inmersion orientada po-
demos dar una correspondencia entre campos normales X con so-
porte compacto y el conjunto de funciones diferenciables con soporte
compacto C§°(2).

Lema 2.9. Supongamos que . es una inmersion orientada sin borde
en R? x I con aplicacion de Gauss N. Entonces, para cada u € C§°(Y),
existe un campo diferenciable X : R?> — R? con soporte compacto en
R? x [ tal que X = uN enX.

Demostraciéon. Tomamos u € C§°(3) arbitraria y denotamos por A :=
{p € ¥ : u(p) # 0}, que es un abierto de ¥ con A compacto en X.
Entonces, podemos encontrar un abierto W de R3 con W C R? x I,
y un ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que la aplicacion F : A x
(—e,e) - W dada por F(p,t) =p+tN(p) es un difeomorfismo.

Si ahora definimos el campo Ny : W — R? y la funcion uy, : W — R
como Ny (F(p,t)) :== N(p) y uw(F(p,t)) := u(p). Es obvio que N y u son
diferenciables con Ny = N y uy = u sobre A. Llamemos W; := F(A x
(—¢i,&:)), donde 0 < g; < g9 < ¢ y tomemos una funcion ¢ € C5°(R?) tal
que ¢ = 1 en W, y supp(¢) C W, (en particular ¢ = 0 en R — ). Si
definimos el campo N : R? — R? y la funcion @ : R* — R como:

(p) = o) Nw(p), p €W, ap) = o(p)uw(p), peW,
| 0, peR—W, . 0, peRI—W,

se tiene que N y @ son diferenciables y con soporte compacto conte-
nido en W. Ademas, N = N y u = u sobre A. Es claro que X :=u N es
un campo diferenciable en R? con soporte compacto supp(X) C W, C
W C Dy ademas, se cumple que X = uN sobre X. O]

2.3.1. Primera formula de variacion.

Teniendo probada una forma de construir campos de variaciones
normales, damos previamente un lema técnico y demostramos la
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formula de la primera variacion del funcional area con peso (2.16).

Lema 2.10. Sea M;(R) la h*-variedad de las matrices cuadradas
de orden h con coeficientes reales y A : (—e€,¢) — M,(R) una curva
diferenciable. Entonces:

(i) La funcion f(t) := traza(A(t)) es diferenciable y f'(t) = traza(A'(t)).

(ii) La funcién ¢(t) := detA(t) es diferenciable y su derivada esta
dada por:
/(1) = traza (1) adj(A()")
donde adj(A(t)) es la adjunta de A(t). Ademas, si A(t) es siempre
regular, entonces:

g'(t) = (det A(t)) traza(A'(t) A(t) ).

(iii) Si A(t) es siempre regular, entonces I'(t) := A(t)"! es también di-
JSerenciable y:
I'(t) = =A@ A () A(t)

Demostracion. Si \;;(t) es la entrada z‘j de A(t), entonces f(t) = Zle Aii(t).
Por tanto, f es derivabley f'(t) = Zl L A (t) = traza (A'(t)). Esto prue-
ba (i).

Sea D : My(R) = R"” — R la funcion D(A) := det(A4). Es obvio
que D es diferenciable por tratarse de una funcién polinéomica de h?
variables. Vamos a calcular la derivada parcial de D respecto de la
variable q;;. Utilizando el desarrollo por adjuntos asociado a la fila
i-ésima, tenemos D(A) = 2221 a;x A, donde A;, es el menor adjunto
de A para la posicion ik. Como A;;, no depende de a;;, deducimos
enseguida que:

E Ok Ay = A
8@@] JRE) IR

Notese que g(t) = D(A(t)). Por la regla de la cadena para derivadas
parciales se sigue que:

-y

2,7=1

Z A = traza (A'(t) adj(A(1))!)

8@
Z] 2,7=1
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donde en la ultima igualdad se ha usado que traza(AB") = Zf =1 @ij bij.-
Esto prueba (ii).

Por otro lado, si A(t) es regular, sabemos que

t

At = (1/det A()) (Adj(A(1)))'".

Por el apartado (ii) y por ser A(¢) regular, la funciéon 1/det A(t) es deri-
vable. Ademas, cada entrada de Adj(A(t)) se obtiene asimismo multi-
plicando una constante por un determinante de una curva matricial
diferenciable. Esto justifica la derivabilidad de T'(t) = A(¢)~'. Deri-
vando en la igualdad A(t) I'(¢) = I, y aplicando la regla del producto,
se llega a A'(t)I'(t) + A(t)['(t) = 0, de donde se obtiene la identidad
deseada despejando I'(¢). O

Proposicion 2.11. [Formula de la primera variacion] Si X es un
campo variational con soporte compacto en Y., entonces la férmula de
la primera variaciéon de (2.16) viene dada por

d

dt

A?(%,) = / e? (X, H+ (Vo)) dx, (2.18)
b))

t=0

donde 1 denota la proyecciéon normal y V al gradiente usual de R®. En
particular, si suponemos que ¥ es una inmersion orientada, entonces
la féormula de la primera variaciéon de (2.16) se puede expresar como

d

dt

A@(zt):/ e’ (H+ (Vp,N)) uds, (2.19)
b

t=0

conu € C§°(X).

Demostracién. Consideramos la variaciéon anterior ¢ : x| — ¢,¢[—
R? x I asociada al campo X. Recordamos que el elemento de volumen
con peso de cada ¥, viene dado por (d%;)? = e?@) 7(z, 1) d¥. Es facil
ver que,

0 0J (x,t)

a_t(ew(zﬂ(m))j(x’t)) — P(@,0) (T + T (z,t)(X, (W)H) . (2.20)
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Por la formula (2.17), tenemos que

07 _ 1
ot 2,/det(g;(x,1)) at

Por otro lado, teniendo en cuenta que X es un campo normal, la
derivada del determinante esta dada por

G etz 0) = det(a (o) Traza (5"(0.0) fraent)) = (222

(det(g;;(x,1))). (2.21)

2

2det(gi;(z, 1)) Z ((Dxvi,vi)) = 2det(gij (2, 1)) () (Dy,0) ™", X).

=1
Consecuentemente, de las ecuaciones (2.20)-(2.22), tenemos que

O (DT (1) = 0T (2, 1) H + (Vo) X), (2.23)
y teniendo en cuenta que ¥ (%, 0) = 3, la féormula de la primera varia-
cion se deduce directamente de (2.23). Finalmente, la formula (2.19)

es una consecuencia directa del Lema (2.9) y de la féormula (2.23). [

Nota 2.12. Noétese que podemos recuperar la forma de volumen con
peso e?dY. con el elemento de volumen inducido por la métrica de
[Imanen (2.9). Consecuentemente, de las Proposiciones 2.4 y 2.11,
deducimos que ¥ es una inmersion minima en Z¥ siy solo si ¥ es un
punto critico del funcional de area (2.16) bajo variaciones normales
de soporte compacto.

Como consecuencia, recopilando la informacion obtenida hasta
ahora, tenemos que,

Teorema 2.13. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Y es una inmersion [y, €;]-minima.

= Y es un punto critico del funcional area A% bajo variaciones nor-
males con soporte compacto.

» 3 es una inmersiéon minima en el espacio de Ilmanen Z¥%.
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= ¥ es una inmersion flexible e inextensible en R* x I bajo la accién
de un campo de fuerzas de tipo gravitacional y con fuerzas de
tension iguales sobre la superfice.

2.3.2. Segunda formula de variacion. Estabilidad.

Introducimos ahora el concepto de estabilidad, como minimos lo-
cales del funcional (2.16), a través del estudio de la segunda varia-
cion de A% bajo variaciones normales de soporte compacto.

Proposicion 2.14. [Formula de la segunda variacion] Sea > una
inmersion [, €;]-minima sin borde en R* x [ y X un campo variacional
normal con soporte compacto. Si i, es una variacién normal asociada
a X, entonces la féormula de la segunda variaciéon del funcional de
area con peso (2.16) viene dada por

d2
dt?

(B = /E e? (\VLXP — [(S(--), X)? +V2¢(X,X)> s, (2.24)

donde ¥’ es el Hessiano usual de R? x I. En particular, si suponemos
que ¥ es orientada con aplicacién de Gauss N y X = ulN, u € C§°(X),
entonces la formula (2.24) se puede expresar por

d2

dt?

(3) = —/ efuly,(u) dX (2.25)
t=0 3

donde L, es el operador de estabilidad de tipo gradiente Schréndinger
definido por
=2
L()=A%()+ (8] = Vo(N,N)(), (2.26)

y
A%() = AC) +(Ve, V() (2.27)

es el Laplaciano asociado a ¢.
Demostracion. Del Lema 2.10 apartado (iii), tenemos que
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por tanto, de las formulas (2.22) y (2.28), deducimos que

2

2
% (ew(w(ac,t))j(%t)) — ¥ zt)j (x,t) ( 22 (Dy,v;, X <DXDWUZ-,X>)
t=0
2 2 2
> (Do, X, Dy, X) + X(X(0)) + () _(Dyvi, X) + (Veo, X)) (D _(Dyvi, X) + <Vg0,X))>
=1 =1 7=1
2
- (— 21(S( ). X) P+ > ((R(vi, X)vi, X) + (Dy, Dx X, v3) + (D, X, D,, X))
i=1
2 2

+v2cp(X, X)+(Vo,DxX) + (Z(Dviw,X) + <7¢,X>)(Z<Dviw,X) + (ﬁw,X))).

(2.29)

Descomponiendo D,, X = 37 (D, X, v;) v; + (D,, X)*, tenemos que

2
N (DyX, Dy X) = [(S(-,), X)) + [V X2 (2.30)

i=1

Ademas, usando que div(e?)(Dx X)T) = e?div((Dx X)) +e?(Vi, (Dx X)),
deducimos que

e? Y (D, DxX,v;) = div(e?(Dx X)")—e? ((V, (DxX)") + ((Dx X)*, H)) .

=1

(2.31)
Consecuentemente, sustituyendo las expresiones (2.30) y (2.31) en
(2.29), obtenemos que

82

@ (ew(¢(x7t))j<x>t)> = €<p<‘vLX’2 - |<S<> )7X>‘2 + v250(X7X) (282)
t=0

+(H+ Vo, (DxX)") + (H+ Vo, X)?) + div(e?(DxX)").

Usando el Teorema de la divergencia junto con el hecho de que la
inmersion ¥ sea [y, é3]-minima, la formula (2.24) se deduce de la
ecuacion (2.32). Finalmente, teniendo en cuenta que para cualquier
u € Cg° se tiene

div(e?uVu) = eful?(u) + | Vul?
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la expresion (2.25) es una consecuencia directa del Lema (2.9) junto
con una integracion por partes de la ecuacion (2.24). O

Definicion 2.15. Diremos que una inmersion orientada [y, é3]-
minima sin borde ¥ es estable si y s6lo si para cualquier funcion
u € C§°(X) con soporte compacto contenido en R? x [ se verifica que

0< —/ eful,(u) dx.
s

Nota 2.16. La existencia de superficies estables no esta garanti-
zada para cualquier funcion ¢. X.Cheng, T. Mejia y D.Zhou en [12]
demostraron que si Z¥ es completay ¢ < —e < 0 para algun e > 0,
entonces no existen superficies [y, é;]-minimas estables sin borde y
area con peso finita.

Sin embargo, existe un criterio demostrado por D. Fischer-Colbrie
y R. Schoen [25] que caracteriza las superficies estables por el signo
del primer valor propio del operador de estabilidad A;(L,).

Teorema 2.17. Sea Y. una inmersion [y, €3]-minima completa y orien-
tada en R3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

m ) es estable.

)\ (L,)(K) < 0 para cualquier compacto K de X.

» Existe una funcién positiva u € C*(X) tal que L,(u) = 0.

Terminamos esta seccion, dando una relacion probada por X.Cheng,
T. Mejia y D.Zhou en [12] entre la formula de la segunda variacion
del funcional area con peso para inmersiones [, €;]-minimas en R?x [
e inmersiones minimas en el espacio de [lmanen Z%.

Si vemos ¥ como una inmersion minima en el espacio de Ilmanen
7%, es bien conocido que el operador de estabilidad con la métrica
inducida (-, -)¥ viene dado por

Go () = Ap() + (|S?I* + Ric?(N?, N¥)) (), (2.33)
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donde A, es el Laplaciano inducido en la superficie por la métrica
de Ilmanen.

Del Teorema 2.17 podemos extender la definicién de estabilidad
para el operador G, analogamente a como se ha hecho con el opera-
dor L,. El siguiente resultado da la equivalencia entre las dos defi-
niciones:

Teorema 2.18. Dada una inmersion ¥ [y, €3]-minima sin borde en
R? x I, entonces para cualquier funciéon u € C;°(X) se tiene que

/(egu)gw(eiu)e“”dZ:/ ul,(u) dX. (2.34)
2 >

En particular, Y es estable en R? x [ si y soélo si ¥ es estable en 1%
como superficie minima.

Demostracién. Para probar este resultado, solo necesitamos demos-
trar que para cualquier funcion v € C*(X), tenemos la siguiente
relacion

©

Gole2u) = e 5L, (u). (2.35)
De la seccion 2.2, ya sabemos que si {¢;};,—123 es la base usual de
R3 y N es la aplicacion de Gauss de Y con respecto a la métrica
Eucliea, entonces {¢,* = ¢ 2¢;}i—123 Yy N¥ = ¢ 5 N definen una base
ortonormal de Z¥ y una aplicacion de Gauss en X con respecto a la
meétrica (2.9). Teniendo en cuenta esto, de las formulas (2.11) y (2.4),
tenemos que

Ric?(N¥ N¥) =e % <—%¢(1 + (N, &)%) — igﬂ(l — (N, 53>2) . (2.36)

|S¢)? =e % <|$|2 — %ngUV, 53)2> . (2.37)

Por otro lado, considerando « € C*°(¥) una funcién arbitraria.El ope-
rador Laplaciano en el espacio de Ilmanen viene dado por A, = e ?A
y por tanto,

Ag(eu) =e=% (uA(eg) + A‘P(u)) (2.38)

SIS

:6_

<A“"(u) + u(%gb|V:B3|2 + igbz(l + (N, 53>2))) )
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donde z3(p) = (p,€3) es la funcion tercera coordena en Y. Notese que
|Va3)? + (N,é)? = 1, asi, sumando las expresiones (2.36),(2.37) y
(2.38) y teniendo en cuenta que V%(N, N) = §(N,e3)?, deducimos
que

[}

(A?(u) + (IS = G(N, &5)*)u) = e 2L, (u).

g¢(e%u) —e 2

2.4. Ecuaciones Fundamentales.

En esta seccion, demostramos una serie de ecuaciones que seran
de gran utilidad a lo largo de este trabajo. Estas ecuaciones junto
con el principio del maximo para operadores elipticos [26, Capitu-
lo 9] y un principio del maximo de Hamilton [67, Seccion 2] para
valores propios de la segunda forma fundamental, nos permitiran
probar principios del maximo para la curvatura media y la curvatu-
ra de Gauss de superficies [p, é3]-minimas en R? x [

Sea Y una inmersion [p, é3]-minima en R? x [ orientable y con
aplicacion de Gauss N. Denotaremos por S la segunda forma fun-
damental escalar dada por S(X,Y) = —(dN(X),Y) para cualesquiera
vectores X, Y € TS, por H = traza(dN) el vector curvatura media, por
K = det(dN) la curvatura de Gauss y por V la conexion de Levi-Civita
de X respecto a la métrica inducida.

Si {€;}i—123 es la base usual de R?, vamos a considerar las funcio-
nes coordenadas z; : ¥ — R y las funciones angulo 7, : ¥ — R, dadas
por

zi(p) = (p,€) 'y mi(p) = (N(p),&) para i=1,2,3.
En particular, la curvatura media de nuestra inmersion ¥ se puede

expresar por

Lema 2.19. En las condiciones anteriores, se tiene que:
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(i) A¥x; = @ d;3.

(it)) AP +|S*n = —ns(dis — nim).

(@) V213() = (Vo S)(-, ) = msSH( ).

) V?H(-,) = —(VeS)(,) = mV2@(-,-) — HSPI(,-) + B(-, ).
) AS(-,) + (VveS) () +mV2 () + S|P ) = B(,-) =0,

donde S y B son dos formas bilineales simétricas definidas por
SE(X,Y) ZS (X, v,)S(Y, ), (2.40)

B(X,Y) = (Vgo, VS(Vas,Y) + (V, V)S(Vas, X), (2.41)

para cualesquiera vectores X,Y € TY y cualquier base ortonormal
{v;}j=12 de TE y donde " denota parte tangente.

Demostracién. (i) Para cualquier vector X € T, tenemos que

<VII7X> - de(X> = <X76—;’T>7
(Vi X) = dny(X) = (AN(X), ") = =S(X, V).

(ii) Consideremos {v;};—1» cualquier base ortonormal de 7'Y. Por el
item (i) y la ecuacion (2.39), tenemos que

2

2
Ax; = Z(VUiji,vj> = =i Z(ijM v;) = —niH = ¢nins.  (2.42)
j=1

j=1
Ademas, es facil probar que

<V907 V$Z> - <€§7 €T> — 90(523 - 771'773)7 (2-48)

7

y por tanto, (ii) es una consecuencia directa de las ecuaciones
(2.42) y (2.43).

(iii) De la ecuacion AN = VH — |S|>N y la expresion de la curvatura
media (2.39), deducimos
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Asi, teniendo en cuenta que An; = (AN, ¢;), de las formulas del
item (i) y (2.44) obtenemos

An; = — $(Vns, V) — gns(Vas, €] ) — [S[n;
= S(V% Vﬂﬁi) - 95773(5i3 - T]m:s) - |S|277i
- <V907 V77i> - 95773(5i3 - 77#73) - ’5|277i-
lo que prueba (iii).

(iv) Este item se deduce de la ecuacion (2.39) y la formula de Co-
dazzi para la segunda forma fundamental S. En efecto, para
cualesquiera vectores X, Y € TY tenemos que

2
Vns(X,Y) Z (Vo S)(X, Y )vj(w3) nng (X,v;)S(Y, v))
:(vaS)(Xv Y) - 7738[2] (Xv Y)
(v) De nuevo, para cualesquiera vectores X,Y € T3, la ecuacion

para la curvatura media H y el anterior item (iv) dan

V?H(X,Y)=XY(h) — (VxY)(H)
= - V(X Y) — oVn3(X,Y) + B(X,Y)
= - V(X)) — (V,S)(X,Y) — HSP(X,Y) + B(X,Y).

(vi) El ultimo item es una aplicacion directa de (v) y la conocida
como la identidad de Simon:

AS = V?H — |S|*’S + HS?
O

Observamos que gran parte de estas ecuaciones estan determina-
das por operadores lineales de tipo eliptico de segundo orden. Como
consecuencia, el principio del maximo de Hopf para este tipo de ope-
radores, ver [24, Capitulo 6] o [26, Capitulo 9], da

Corolario 2.20. Si ¢ :]a,b[— R es una funcién diferenciable estricta-
mente creciente ( o estrictamente decreciente ), entonces la_funcion x
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no puede alcanzar un maximo local ( o un minimo local ) en el inte-
rior de X. En particular, si ¢ es estrictarmente monétona, entonces no
existen superficies compactas [p, €3]-minimas.

Corolario 2.21. Sea ¢ :|a,b[— R una funcén diferenciable estricta-
mente creciente y convexa y considera 3 una superficie ¢, &;]-minima
con curvatura media H < 0. Si existe un punto interior p € {n, > 0}
donde la funcién n,/ns alcanza un mdximo, entonces 1, /13 es una fun-
cién constante. Analogamente, si existe un punto interior p € {n; < 0}
donde la funcién n,/n; alcanza un minimo, entonces 1 /73 es contante.

Demostracion. De la ecuacion 3. del Lema 2.19, tenemos que

s (2) e (2) 5200 (2).
3 N3 3 N3

y la prueba concluye aplicando los principios del maximo para ope-
radores elipticos en [26, Capitulo 9] gracias a la convexidad de ¢. [J

Teorema 2.22. Sea ¢ :]a,b[— R una funcién diferenciable estricta-
mente monétona satisfaciendo que ¢ + \¢* > 0, para algun \ > 0.
Consideramos Y. una inmersion o, e3]-minima en R? x I, con curvatu-
ra media H < 0. Si H se anula en algun punto de ¥, entonces H es
constantemente nula y por tanto 3. ha de ser un subconjunto abierto
de un plano vertical.

Demostracién. Por la expresion de la curvatura media (2.39) y las
ecuaciones (i), (ii) y (iii) del Lema 2.19, tenemos que

A(e_’w’) + e (gb|Vx3|2 + H? — )\gb2|Vx3|2) =0,

Ans + o(Vn3, Vas) + (|SI> + 3| Vas|*)ns = 0.
Consecuentemente,

A(e’wng) + (2A + 1)<V<67A(P?73), V) =

= —e (A4 1)(3 + M%) [ Vas* + AH? 4 |S]?).

Por hipétesis, la funcion angulo 73 > 0 en todo X. Pero, si H se anula
en algun punto, entonces 73 también se anula en dicho punto y por el
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principio del maximo, 73 = 0. En particular, H se anula en cualquier
punto y ¥ esta contenida en un plano vertical. N

Para finalizar estos preliminares, aplicamos un principio de Ha-
milton a la segunda forma fundamental S para demostrar un prin-
cipio del maximo para la curvatura de Gauss K. Dicho resultado es
aplicacion directa del Teorema 2.3 en [67] demostrado por A. Savas-
Halilaj y K. Smoczyk.

Teorema 2.23. Sea ¢ :]a,b[— R una funcién diferenciable estricta-
mente creciente satisfaciendo ¥ < 0. Consideramos ¥ una inmersion
[, €3]-minimas localmente convexa, esto es, S es semi-definida posi-
tiva. Si la curvatura de Gauss K se anula en un punto de ., entonces
K es constatemente nula.

Demostracion. Por hipotesis, podemos elegir la aplicacion de Gauss
N para que S sea forma bilinear semi-definida positiva. De la ecua-
cion (vi) del Lema 2.19, tenemos que

AS + (Vy,S) + I(S) =0,

donde T'(S) = n3V?%¢ + |S|°S — B. Notese que para cualquier vector
nulo v de S se tiene que I'(S)(v,v) = N3¢ (Vzs,v)? > 0. Como conse-
cuencia, podemos aplicar el principio del maximo de Hamilton [67,
Teorema 2.3] para probar que si existe un punto de > donde anula
un autovalor de S, entonces dicho autovalor es constante cero en
toda .. O

Nota 2.24. En el caso en que S fuese semi-definida negativa, po-
demos aplicar el resultado previo 2.23 a la forma bilinear —S para
demostrar que en tales condiciones, si K se anula en un punto en-
tonces K se anula en todos los puntos.






Capitulo 3

Superficies [, ¢;]-minimas invariantes por isometrias
de R2.

Cuando intentamos dar los primeros ejemplos en una teoria, uno se plantea buscar aquellos 'apa-
rentemente’ mas sencillos los cudles presentan algtin tipo de simetria; en este caso, vamos a estudiar
inmersiones [p, €3]-minimas que son invariantes por traslaciones en una direccién horizontal o aquellas
que son rotacionalmente simétricas entorno al eje OZ. A lo largo de la primera seccién, indroducimos
los denominados cilindros [y, €3]-catenarios y los cilindros [p, €3]-catenarios ladeados estudiando grafos
verticales invariantes por traslaciones. De hecho, probaremos que junto con los planos verticales estos
son las tnicas inmersiones [p, €3]-minimas completas y llanas. En la segunda seccién, construimos los
ejemplos rotacionalmente simétricos que serdn denominados [, €3]-Boles y [p, €3]-minimos catenoides.
En ambos casos, describiremos las propiedades geométricas de tales ejemplos en funciéon de las pro-
piedades analiticas de nuestra funcién o, daremos explicitamente el comportamiento asintotico de todos
estos ejemplos y generalizaremos, en la tltima secciéon del capitulo, el resultado de J. Clutterbuck, O.
Schniirer y F. Schulze en [14] para superficies [p, €3]-minimas rotacionalmente simétricas cuando ¢ sea
una funcion estrictamente creciente, convexa y tenga un comportamiento asintético cuadrdatico. Los resul-

tados de este capitulo pueden encontrarse en [53].

61
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3.1. Inmersiones [¢, ¢5]-minimas completas y llanas.

3.1.1. Grafos verticales invariantes por traslaciones horizonta-
les.

Sea ¥ un grafo [y, €3]-minimo definido por una funcion « la cual
solo depende de una variable v = u(x). Por la ecuacion (1.6), la fun-
cion u es solucion de la siguiente ecuacion diferencial

u"(z) = p(u)(1 +u'(2)?). (8.1)

Con la idea de construir ejemplos completos, vamos a considerar
¢ :]a, +oo[— R, con a € RU{—o0}, una funcién estrictamente monoéno-
ta. Entonces, aplicando el cambio de variable z = ¢(u) y v’ = tan(v),
obtenemos que (3.1) es equivalente al siguiente sistema

v = h(z),
y o= h(z)tan(v)} (3.2)

donde 1 es la funcion definida por h(z) = (= 1(2)) en ¢(]a, +o0)).

—

s
e

\§\\ \§\§\§\\§§

=}
N
IS
>
®

Figura 3.1: Diagrama de fases del sistema (3.2).

Con esta notacion, es facil comprobar que e*cos(v) es constante a
lo largo de las soluciones de (3.2) y observando el diagrama de fases
( ver Figura (3.1) ) asociado al sistema (3.2), se puede deducir que
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para cada solucion u de (3.1) existe un tnico z, € R tal que v(z,) = 0.
por tanto, no es ninguna restriccion asumir que z, = 0 junto con las
siguientes condiciones iniciales

u(0) = ug €la, +oo| , '(0) =0. (3.3)

Proposicion 3.1. La solucion u de (3.1)-(3.3) es una funcién par de-
finida en el intervalo | — A,,, A, dada por u(z) = (X o p)~!(z) donde

# dr
X(z) = , 20 = o(u (3.4)
( ) w0 ‘h(7)|\/€2(7_270)—1 0 90( O)
o(u)
Ay, = lim dr . (3.5)

U= H ooy [A(T)[Ve2(Tm0) — 1

Demostracion. Solo necesitamos probar que u(z) = (X o ¢)~'(z) pues
la formula (3.5) es consecuencia directa de la definicion de X'. Notese
que, a lo largo de las soluciones se tiene que

cos(v) = e® 7. (3.6)

En consecuencia, del sistema (3.2) y la formula (3.6), deducimos
2= h(z)\eXz—20) — 1. (8.7)
y por el Teorema de la funcion inversa, la definicion de X' y (3.7), se

deduce que u = (X o ¢)~! ya que (X71) = 2. O

A la vista de éste resultado, nos preguntamos cuando el intervalo
de definicion esta acotado 6 no y como se comportan las soluciones
con respecto a la condicion inicial.

Teorema 3.2. Si ¢ :Ja, +oo[— R, con a € RU {+c0}, es una funcién
estrictamente creciente, entonces

(i) Ay, < +oo siy solo sie ¥ € L' (Jug, +0[), es decir, futoo e *N d) <
+o0. En particular, si Ay, < +oo para algun )\, €|a, +o0c[, entonces
A, < +oo para cualquier \ €]a, +oo|.
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(ii) SiA) < +o0 y ¢ es convexa (respectivamente, concava), entonces
A, es decreciente (respectivamente, creciente) con respecto \.

Demostraciéon. Aplicando el cambio de variable 7 = ¢(0) al ser ¢ un
difeomorfismo en su imagen, tenemos que

o(u) dT u do
/ [t s
o) [M(T) VX200 =1 [y, v/e2o20) — 1

por tanto, el primer item (i) es una consecuencia directa de clasicos
criterios de convergencia por comparacion. Basta tener en cuenta
que,

) 62(7720) _ 1
N

Por otro lado, asumiendo que ¢ es creciente y Ay < +oo para cual-

quier )\ €]a, +oc[, tenemos que si \; < A\, entonces, aplicando el cam-

bio de variable ¢ = 7 + ¢(\3) — ¢(\1) en la formula (3.5), obtenemos

que

z—p(A1) dr
A/\ Z A)\ -+ lim = A2.
1 T Sy MT A+ p(Ae))VeER — 1

Y un argumento similar cuando ¢ es decreciente demuestra el (ii).

O

De las expresiones (3.1), (3.2), (3.3),(3.4) y (3.5) todas estas pro-
piedades pueden resumirse en los siguientes dos resultados:

Teorema 3.3. Sea ¢ :]a, +oo[—|b,c[, a,b € RU {—o0} , ¢ € RU {400}
un difeomorfismo estrictamente creciente. Entonces la solucién u de
(8.1)3.3) esta definida en | — A, Ay, [, Ay, € RTU{+00}, es convexa,
simétrica respecto al eje OY y alcanza un minimo en x = 0. Ademas,

(i) sic < +o0, entonces A,, =+ y,

lim w(z) =400, lim u'(z) = £V e2(c2) — 1.
r—300 T—F00
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(i) sic = +o0o,

lim  wu(z) = +oo, lim u'(x) = +o0.
CE*)iAuo wg)iAuO

En particular, si A,, < 400, el grafo de u es asintético a dos
rectas verticales.

Teorema 3.4. Sea ¢ :]a,+o0o[—]b, c[, a,b € RU{—o0}, c € RU{+00} un
difeomorfismo estrictamente decreciente. Entonces la solucién u de
(8.1)43.3) esta definida en| — A, Ay, [, Auy € RTU{+00}, es concava,
simétrica respecto al eje OY y alcanza un maximo en x = 0. Ademas,

(i) sic < +o0, entonces A,, < +x y,

lim  u(x) = a, lim o'(x) = £/ e2(c=20) — 1.
z—):ﬁ:AuO r—+00

(ii) sic = +oo, entonces A,, < +oo < [ e ¥V d\ < 400, y

lim u(x) =a, lim  u'(z) = £o0.
o W

Nota 3.5. En las condiciones del Teorema 3.4, el grafo de u es com-
pleto cuando a = —oo. Pero en este caso, cambiando ¢ por —¢, pode-
mos aplicar de nuevo el Teorema 3.3.

Definicion 3.6. Si u es solucion de (3.1)-(3.3), diremos que G* =
Grafo(u) x R es un cilindro [y, €]-catenario.

3.1.2. Cilindros [y, ¢;]-catenarios ladeados.

Sea ¢ = (z,y,u(z)) un cilindro [p, €3]-catenario con « cumpliendo
(3.3), definido en el intervalo | — A,,, A,,[ ¥ con aplicacién de Gauss

1
N=—""(d,0,1).
\/1—|—u’2( )
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Figura 3.2: Cilindros [y, €3]-catenarios para ¢ = 1y ¢ = 1/z2%, respectiva-
mente.

Si rotamos la superficie por un angulo ¢ €)0,7/2[ sobre el eje OX y
aplicamos una homotecia de razon 1/ cos(), la superficie resultante
queda parametrizada como sigue

~ 1 — cos(0)

,QD = 770 + COS(G) WJ’ €1>51 + (tan(e))gl A N7

y su apliacion de Gauss dada por
N = cos(6) N + (1 — cos(6))(N, &)é + sin(h)&, A N. (3.9)

En consecuencia, la curvatura media H de ¢ verifica

H = cos(f) H = — cos(0) p(N, &) = —p(é;, N).

Por tanto, la nueva superficie ¢y es también [y, €5]-minima y deno-
minaremos a estos ejemplos por cilindros [y, €3]-catenarios ladeados.
Obsérvese que,

(z,y) = (%w? y — u(x) tan(9), u(x) + ytan(9)> , (3.10)

Ay Ay .
cos(%)’ cos(%) [XR — R definida

es qtambién el grafo de la funcion Gy :| —
por
u(x cos(0))

Go(w,y) = TQ(@)

+ y tan(6).
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Figura 3.3: Cilindros [, é;]-catenarios ladeados para ¢ = 1y ¢ = 1/x3.

Terminamos esta seccion dando una clasificacion de las superfi-
cies [p, €3]-minimas completas y llanas cuando ¢ : R — R es un di-
feomorfismo, pues sorpredentemente estos son los tinicos ejemplos
junto con los planos verticales y los cilindros [y, €3]-catenarios.

Teorema 3.7. Sea ¥ una superficie [y, €;]-minima completa y llana
en R3. Si ¢ : R — R es un difeomorfismo estrictamente monétono,
entonces ¥. o bien, es un plano vertical, o bien, es un cilindro [y, €3]-
catenario (posiblemente ladeado).

Demostracion. Demostramos el resultado solo cuando ¢ es estricta-
mente creciente pues en el otro caso podemos cambiar ¢ por —¢ y
aplicamos lo ya demostrado. Por hipotesis, tenemos que ¥ = o x II+
es una superficie reglada con aplicacion de Gauss constante a lo lar-
go de las rectas y donde « es una curva regular completa contenida
en un plano II C R3.

Afirmacion: Sea L una linea recta contenida en ¥ y v, el néormal
exterior unitario a lo largo de L. Si (v;,é3) # 0, entonces existe un
cilindro [y, €5]-catenario (ladeado, si L es no horizontal) conteniendo
a dicha recta L y tangente a > a lo largo de los puntos de L.
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Entonces, salvo una rotacion y homotecia, > es tangente a un
cilindro [, €3]-catenario a lo largo de la recta L. por tanto, la prue-
ba se termina por unicidad de solucién de la ecuacion diferencial
ordinaria (3.1). O

Demostraciéon de la afirmacion. Si L es horizontal entonces, después
de una rotacion sobre el eje OZ, podemos asumir que

L = {(x0,0,uy + s(0,1,0)|s € R},

donde (z¢,0,u() es un punto arbitrario de L y existe ¢ €] — 7/2,7/2|
tal que v, = (—sin(¢),0,cos(¢)). Entonces, como ¢ : R — R es un
difeomorfismo creciente, existe una solucion u; de (3.1)-(3.3) y z; €
R tal que up(z;) = up y uy(z1) = tan(¢). El cilindro [y, é;]-catenario
que nosotros estamos buscando es justo una traslacion del cilindro
Grafo(uz) x R en la direccion é;.

Por otro lado, si L es no horizontal. Fijamos cualquier punto p €
L n{z = 0}. Por una rotaciéon con origen en p y respecto al eje OZ,
podemos asumir que existe 6 €] — 7/2,0[y a € R tal que

1
V1+a?
Entonces, por (3.9) y (3.10),si tomamos la solucion u; de (3.1)-(3.3)
verificando

(—a, —sin(f), cos(0)).

vy =

ur(z1) = (p, &) cos(0) sin(0), v} (x1) = «,
para algun z; € R, concluimos que el cilindro [y, e3]-catenario la-
deado que buscabamos es una traslacion en el eje OX del cilindro
[, €5]-catenario ladeado después de aplicar una rotacion de angulo

0 alrededor del eje €, y una homotecia de factor 1/cos(f) al cilindro
Grafo(uy) x R O

Como consecuencia, aplicando el Teorema 2.23, obtenemos

Corolario 3.8. Sea ¢ : R — R un difeomorfismo creciente verificando
Y < 0y sea Y una superficie [y, &]-minima completa y localmente
convexa. Si la curvatura de Gauss se anula en un punto, entonces %
es o bien, un plano vertical, o bien, ¥ es un cilindro [y, é]-catenario
(posiblemente ladeado).
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3.2. Inmersiones [y, ¢;]-minimas rotacionales.

3.2.1. Caso singular.

En el caso rotacionalmente simétrico, si u = u(r) con r = /x? + y?
V¢ :Ja,b|— R, a € RU{—o0}, b € RU{+0c0} es una funcion diferenciable,
la ecuacion (1.6) se reduce a la siguiente EDO

u'=(14u") <gb(u) - E) : (3.11)

donde (') denota la derivada respecto de r. Notese que (3.11) es de-
generada y, por tanto, la teoria clasica de ecuaciones diferenciables
no garantiza la existencia y unicidad de solucion en r = 0.

Multiplicando por r, la ecuacion (3.11) se puede reescribir como:

ru ' ro(u)
_— ] = 3.12
() =i .12

Asi, usando el Teorema 2 de J. Serrin en [71], una solucion de (3.12)
no puede tener singularidades aisladas. En consecuencia, no es res-
triccion estudiar existencia de soluciones de (3.12) con las siguientes
condiciones iniciales

u(0) = ug €)a,b], '(0)=0. (3.13)

En este caso, usando un argumento similar al de la prueba de la
Proposicion 2 en [45], podemos demostrar,

Proposicion 3.9. EI problema (3.11)-(3.13) tiene una tinica solucién
u € C*([0, R]) para algin R > 0, que depende continuamente de las
condiciones iniciales y tal que

u'(0) = —Q”(Qu). (3.14)
Demostracion. Consideremos las funciones g :Ja,b)[xR - Ry f: R xR
dadas por

p() Y

g(x,y)zﬁ f(?/) \/Tlﬁ
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Notese que una funcion v € C?([0,4[), para algan § > 0, es solucion
(8.11)-(8.13) siy solo si rg(u,u') = (rf(u') con u(0) = ug y u'(0) = 0.

Tomemos § > 0 (a determinar después) y 7 el operador definido

por r s
(Tu)(r>=uo+/0 1 (/0 ég(u,u')dt) ds.

Es claro que cualquier punto fijo del operador 7 es solucion de
(3.11)-(3.13). En consecuencia, si probamos que 7 es contractivo en
el espacio de funciones C'(]0,§[) bajo la norma |ju||’, = ||u|le + ||2']| s
podremos asegurar la existencia de un punto fijo y, por tanto, de
una solucion a nuestro problema.

Obsérvese que, de la diferenciabilidad de ¢, g y f~! son funciones
continuas Lipschitz de constante L > 0 en [uy — {,ug + & x [=£,¢] y
[—¢,¢], respectivamente, para algin ¢ < min{ug, 1}. Asi, para cuales-
quiera u,v € B(u, £) y para cualquier r € [0, 4], tenemos que,

(Tu)(r) — (To)(r)] < 22

”u_UHclxﬂ

2

(Tu) ()~ (To) ()] < 22 Ju = v

Tomando entonces § suficientemente pequeno, deducimos que 7 es
una contraccion en la bola cerrada B(ug,d) en C*([0,6]) y podemos
garantizar la existencia local de solucion al problema de valores ini-
ciales (3.11)-(3.13) con regularidad C'([0,d]) N C*(]0,d]).

Para terminar la prueba, (3.14) se deduce directamente de la regla
de L'Hopital y (3.11). La dependencia continua de las condiciones
iniciales es consecuencia de la dependencia continua de los puntos
fijos de 7 con respecto al parametro . O

El siguiente resultado nos va a permitir comparar grafos [y, €3]-
minimos rotacionalmente simétricos.

Proposicion 3.10. Sean ¢, s :]a, b[— R funciones diferenciables es-
trictamente crecientes y convexas tal que $; > s en |a,b[. Si denota-
mos por u,, Y u,, laas soluciones correspondientes al problema (3.11)-

(3.13), entonces u,, > u,,, en |0, R|.
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Demostracion. Si definimos la funcion d := v, —u,,, entonces d(0) =0

y . .
10) =, (0) — i, 0) = (15 - 2200 )

Consecuentemente, existe ¢ > 0 tal que d > 0 sobre ]0,¢[. De hecho
d > 0 en todo el intervalo |0, R[; en otro caso, existe un r; > 0 tal
que d(r;) < 0y podemos tomar * := inf{r > 0 : d(r) < 0} verificando
d(r*) = 0y d(r*) < 0. Sin embargo, de la ecuacion (3.11) y teniendo
en cuenta que for* d > 0, tenemos que

0> d(r") =(1 +uy, (")) [P1(ug, (1)) — &1(ug, (r))]
> (1 + uy, (7)) [P1(up, (7)) = 1ty (r7))] > 0,

llegando a una contradiccion. ]

Nota 3.11. La Proposicion anterior es cierta tambien si asumimos
que @1, ¢ :Ja,b[— R son funciones diferenciables tal que infy, y{¢1} >
SUP]a,b[{sz}-

Como consecuencia de la Proposicion 3.10 y del comportamiento

asintotico de los solitones de traslacion rotacionalmente simétricos
descrito en [14], obtenemos el siguiente resultado

Corolario 3.12. Sea ¢ :]a, +oo[— R, a € RU{—o0} una funcién diferen-
ciable estrictamente creciente y sea u una solucion entera de (3.11). Si
existe un a > 0 tal que ¢ > «, entonces para r suficientemete grande
tenemos que

I
> ar — —.
u(r) > ar o

3.2.2. Descripcion geométrica de las superficies ¢, ¢5]-minimas
de revolucion.

Ahora, vamos a describir las superficies [p, €3]-minimas que son
invariantes bajo un grupo l-parameétrico de rotaciones que dejan
invariante la direccion ¢;. Una tal superficie, con curva generatriz

v(s) = (x(s),0,2(s)), se€lCR,
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parametrizada por el arco, viene dada por
U(s,t) = (x(s) cos(t), z(s)sin(t), z(s)), (s,t) € I x R. (3.15)
El normal interior de v es
N(s,t) = (=2'(s) cos(t), —2'(s) sin(t), 2'(s)), (3.16)

y los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son

<77Z)Sa77bs> = ]- <¢S7 5> = —K,
(Ve, ) = x? A, Ny) = =22, (3.17)
<1/)871/)t> =0, <wsaNt> =0,.

donde « es la curvatura de v y ' representa la derivada respecto de s.

En consecuencia, de (3.17), el vector curvatura media de ) se
escribe como,

H:—(/{%—ZE/) N. (3.18)

Asi, de (1.6),(3.15), (3.16) y (3.18), la superficie ¢ es [p, €5]-minima si
y soOlo si verifica el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

¥ = cos(),
Z = sin(f), . (3.19)
0 = p(=)cos(0) — U0,

donde

A lo largo de toda esta seccion consideraremos que ¢ :]a, +0o[— R,
a € R € {—o0}, es una funcion estrictamente creciente y convexa,
esto es:

¢ >0, ¢ >0 sobre ]a,+o0. (3.20)
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¢ EJEMPLOS GLOBALMENTE CONVEXOS.

En este apartado, estudiamos las soluciones del sistema (3.19)
con las siguientes condiciones iniciales

z(0) =0, 2(0) =2z €la,+o0] y 6(0)=0. (3.21)

En este caso, la superficie interseca ortogonalmente al eje de rota-
cion y tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.13. Con las condiciones iniciales (3.21), la curva genera-
triz v es el grafo de una funcién u(x) par, estrictamente convexa, defi-
nida sobre un intervalo simétrico maximal | —w, ,w. [, wy € RTU{+o0},
con un minimo global en el origen x = 0 y verificando lim,_, +,,, u(z) =
+o0.

Demostracion. En primer lugar, la existencia de v alrededor de s = 0
esta garantizada por la Proposicion 3.9. Ademas, es facil comprobar
que Z(s) = —x(—s), z(s) = z(—s) y 0(s) = —0(—s) es tambien solu-
cion del problema de valores iniciales (3.19)-(3.21) y por tanto, vy es
simétrica. Asi pues, no es restriccion estudiar solo el caso s > 0.

Aplicando la regla de L’ Hopital, tenemos que 20'(0) = ¢(z) >0y
v €s una curva plana estrictamente convexa alrededor de s = 0. De
hecho, podemos asegurar que ¢(s) > 0 para s > 0; en otro caso, de
(8.21), existe un primer valor s, > 0 tal que ¢'(sg) = 0y 6"(so) > 0.
Como #' > 0 en [0, so[, del sistema (3.19) tenemos que 0 < 20(sy) <7y

_ sin(260(so))

9 (s0) = 5 (p(aton) + o ) 0.

llegando a contradiccion.

De la misma manera, como ¢ > 0 para s > 0, tenemos que 0 <
20(s) < m para todo s > 0y 7 es el grafo de una funcion v = u(x) €
C*(] — wy,wy|) estrictamente convexa y solucion de

{ w'=(1+u?) () - &) >0 (3.22)
u(0) =0, w(0)=0,
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sobre el intervalo maximal de existencia | — w;,w.[. Finalmente, si

lim wu(x) = constante < +oo,
r—twi

entonces por teoria clasica de prolongacion de soluciones, tendriamos
que w,; = 400 y u no podria ser globalmente convexa. O

Definicion 3.14. Si v es el grafo dado por el Teorema 3.13, a la su-
perficie de revolucion generada por la curva « la llamaremos |y, €3]-
Bol y la denotaremos también como 5¥.

Figura 3.4: [p, é3]-Boles para ¢(u) = e~ /" y ¢(u) = u?, respectivamente.

¢ EJEMPLOS NO CONVEXOS.

Ahora, estudiamos las soluciones de (3.19) con las siguiente con-
diciones iniciales

z(0) =29 >0, 2(0) =z €la,+oo[, (0) =0. (3.23)

Por teoria estandar de ecuaciones diferenciables ordinarias, la exis-
tencia y unicidad de solucion del problema de valores iniciales (3.19)-
(3.23) esta garantizada.

Sea | — s_,s;]| el intervalo de existencia maximal y 7+ = 7|[O ol la
“rama”derecha de 7. Argumentando de la misma forma que en el
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Teorema 3.13, podemos probar que 4" es el grafo de una funciéon
convexa v = u(x) definida sobre un intervalo maximal |z, w.[ tal que
lim u(x) = +o0.

T—wW4
Para estudiar la “rama” izquierda de v, vamos a considerar v (s) =
v(—s) para s € [0,s_[. Entonces, tomando por Z(s) = x(—s), Z(s) =
2(—s) y 0(s) = (—s) + 7 para s € [0,s_[, tenemos que {Z,%,0} es una
solucion de (3.19) sobre [0, s_| con las siguiente condiciones iniciales

7(0) =29 > 0, 2Z(0) = 2 €la, +oo[, 6(0) =. (3.24)
Lema 3.15. Existe s, €]0,s_[ tal que 20(s) = .

Demostracién. Argumentamos por contradiccion. Si 0(s) €)%, n| para
todo s €]0, s_[, del sistema (3.19), tenemos que 7 < 0,8 <0y z >0
en el intervalo |0, s_[. Asi, los siguientes limites existen
7_ = lim Z(s), z_ = lim 2(s), 6_ = lim 6(s),
S—S_ S—S_ S—S_

y, como | —s_, s, [ es el intervalo maximal de existencia de -, tenemos
que o bien, 7 = 0 o bien, Z_ = +oo. Por tanto, v~ es el grafo de una
funcion convexa u = u(T) sobre el intervalo |7_, x| tal que, o bien,
7_ =0 o bien, lim;_.z_u(T) = +oo.

Supongamos que lim; ,z u(Z) = +oo, de la convexidad de u tene-
mos que §_ = 7 y entonces, existe una sucecion s, — s_ tal que
- .
¢ (s,) — 0 cuando n — +o0. Sin embargo, como

— sin(0(sy,))

0 (1) = cos(0(sn))(Z(sn)) — 2052 < cos(B(sn))@(Z(sn)) < 0,

tenemos que

) - e . sin(6(sy)) 1
0= 1 0(sn n)) = lim ————==—#0,
Jlim cos(9(sn))o(2(sn)) = lim =5 — 7
llegando a una contradiccion. Finalmente, si - = 0, de nuevo por

el Teorema 2 de J. Serrin [71], tenemos que lim; ,,u(Z) = +o0o0 ¥
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razonando como en el caso anterior llegamos también a contradic-
cion. ]

Lema 3.16. Ifs sy, s_[, then0 < 20(s) <7

Demostracién. Es una consecuencia directa teniendo en cuenta que
9 <0sobred (2) y 0’ > 0 sobre 8 _(0). O

Lema 3.17. 0 alcanza un minimo en un punto s, €]sy,s_[y 0’ > 0 en

|s1,s_[.

Demostracion. Argumentamos por contradiccion. Si #’ < 0 en todo el
intervalo |sg, s_[, entonces, por el sistema (3.19) y el Lema 3.16, tene-
mos que T,z son estrictamente crecientes en |so, s_| y los siguientes
limites existen

™

0,51 (3.25)

Iimz=7_, limz=2z_, limO#=460_¢€]|
S—S_ S—S_ S—S_

En particular, existe una sucesion s, — s_ tal que

—/
1i =0.
L 0 (o) =0
En estas condiciones, podemos asegurar que §_ # 0y T_ < +0o, pues
en otro caso

0= ngrfoogl(sn) :nggloo (COS@( 2))e(Z(8n)) — sin( (8"))>

T(sn)
=cos(0_) lim H(Z(s,)) > cos(0_)p(z) > 0,

n—+oo
lo cual es una contradiccion. En consecuencia, v~ ha de ser el grafo
de una funcion céoncava u = u(7) sobre el intervalo acotado |Z(sg),7_|
verificando

lim u(Z) = +o0.
T—T—

Pero esto es también una contradiccion pues § es estrictamente de-
creciente en |sg, s_[. Este hecho nos permite asegurar la existencia
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de s, €]so,s_[ tal que 5/(51) = 0. Ademas, del Lema (3.16), tenemos
que

" = sin(6(sy)) cos(f(s; 5(Z(sy L
9" (51) = sin(B(s1) cossn)) (#2060 + 1 ) 0.

y por tanto, s; es un minimo local de 6. O

Ahora, argumentando como en el Teorema 3.13, podemos probar
que 7~ es el grafo de una funcion concava en |z(s;),7_| que verifica,

1im w(7) = +oo.
T—T—

Lema 3.18. La curva generatriz v es embebida.

Demostracion. Sea s, €] — s_,0[ el punto dado por el Lema 3.16 y
considera las ramas de v determinadas por 7‘]_57 W Y 7‘130 ., Fespec-
tivamente, parametrizadas por

7|]_8ﬂ80[ = Grafo(u,) = (z,u(z)) para z €|z(sy),z(s_)]

7‘18075“ = Grafo(u_) = (z,u(z)) para z €]z(so),z(sy)],

donde u es solucién de la ecuacion (3.11). Ahora, definimos la si-
guiente funcion d = u!, —u_. Nétese que d(x) > 0 si z €]z(sg), z(so) + [
para algan § > 0. Supongamos ahora que existe un primer r >
z(sg) + 0 tal que d(r) =0y d'(r) < 0. Obsérvese que, u,(z) > u_(x) pa-
ra cualquier = €x(sg),r[. Consecuentemente, de la ecuaciéon (3.11),
tenemos que

d'(r) = (1+u?)((us(r) = (u-(r))) >0,

llegando a contradicciéon. por tanto, d > 0 en |z(s_), z(sy)] e integran-
do obtenemos que u, (z) > u_(z) para cualquier x > z(so). O

De los Lemas 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18 podemos garantizar la exis-
tencia de ejemplos no convexos con la topologia de un anillo.
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Teorema 3.19. Para cada z, > 0 existe una superficie [y, &;]-minima
completa embebida rotacionalmente simétrica con la topologia de un
anillo cuya distancia al eje de revolucion es x, y con curva generatriz
~ de tipo ala.

251

Definicion 3.20. Los ejemplos dados por el Teorema 3.19 seran
denominados [y, €3]-catenoides.

A continuacién, vamos dar un resultado que motiva las condicio-
nes en las que vamos a estudiar el comportamiento asintotico de los
ejemplos rotacionalmente simétricos. Concretamente, veremos como
el dominio de definicion depende directamente del comportamiento
polinomial de la funcion .

Proposicion 3.21. En las condiciones anteriores, se tienen las si-
guientes propiedades,

(1) Siy tiene a lo sumo un crecimiento lineal, entonces
Wy =400 Yy T_ = +00.
(2) Si ¢ crece como u® para algun « > 1, entonces w,,7_ € R.

Demostracion. Si ¢ tiene a lo sumo un crecimiento lineal, entonces
existe una constante ¢ > 0 tal que ¢(u)/u < ¢ fuera de un compacto.
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Asi, de la ecuacion (3.11), cuando x es suficientemente grande se
tiene la siguiente desigualdad

u 1
> — > ——(x). .
x> ) (x) > - (x) (3.26)
Integrando ambos miembros de la desigualdad (3.26), tenemos que
R | u(x)
———=>-1 27
2 27 ® (u(x0)> ’ (3.27)

para algun z, > 0. Consecuentemente, w; = 400y 7_ = 400.

Supongamos ahora que

i P o,

u—+oo U«

para algan a > 1y que w, = +o0o0. Entonces, de los Teoremas 3.13 y
3.19, la funcion f dada por

u'(r)

f(r)zm

tiene, para r suficientemente grande, una primitiva F(u)(r) acotada
y estrictamente monotona. Luego existe una sucesion estrictamente
creciente r,, — +oo tal que

lim f(r,) =0. (3.28)

n—-+o0o

Afirmacién: La funcion f verifica que lim,_, o £ = 0.

r

Demostracion de la afirmacién. Argumentamos por contradiccién. Su-
pongamos que existe § > 0 y una sucesion estrictamente creciente
s, — +oo tal que

f(sn) > £ln)
Sn
Entonces, de (3.28), podemos asegurar que existe § > 0 tal que f~1(§)
es un subconjunto no acotado de R conteniendo una sucecion diver-
gente a +oo. Pero, de la ecuacion (3.11), la funcion f satisface

(o) f) NI
f_<M—ua_T>+M2f2u2 (W‘?‘M“l ) (3:29)

> 0.
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y por tanto, ha de existir 7 € f~*(d) tal que f'(r) > 1 para todo r €
f7Y8) N[, +oc[, lo cual es imposible porque f~!(§) es no acotado. []

Finalmente, por (3.29), la afirmacion anterior y usando que u —
+oo tenemos que, para r suficientemente grande,

f |

Integrando en ambos miembros se contradice que w,; = +oo. ]

Nota 3.22. Notese que w,; = 400 no implica que ¢ tiene al menos cre-
cimiento lineal. Como contraejemplo basta considerar ¢(u) = ulog(u)
con u > 1. En efecto, en este caso, al integrar ambos miembros de la
desigualdad (3.26), tenemos que

%2 _ “%3 > log (log (5(260)))) 7

para algun z, > 0 y por tanto w, = 400, aunque la funcién log(u) no
esta acotada.

3.2.3. Comportamiento asintotico de los ejemplos rotacionales.

La Proposicién 3.21 motiva considerar ¢ :]a, +oco|— R una funcion
diferenciable satisfaciendo (3.20) y con un crecimiento cuadratico,
esto es, con el siguiente comportamiento asintotico

+o0o
¢(u):au+5+z%, a, € R. (3.30)
n=1

J. Clutterbuck, O. Schntuirer y F. Schulze estudiaron en [14] el
comportamiento asintotico de los solitones de traslacion rotacional-
mente simétricos. Ellos demostraron que el problema

u' = (14 u?) (1_%>’ r> (3.31)
w(R) =up, U(R)=u. |
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tiene una unica solucion v € C*(|R, oo[). Ademas, cuando r — +oo,

se verifica que
2

u(r) = % —log(r) + O(r2).

En esta seccion, vamos a generalizar el resultado de [14] a las solu-
ciones del siguiente problema:

{ u' = (1 + U‘Q) (gp(u) — u7‘> , T >0 > O, (332)
u(rg) = up > a, u'(rg) =uy >0,

cuando, o bien, a > 0 y el primer coeficiente a,, no nulo es positivo, o
bien, « =0, 5 > 0 y el primer coeficiente a,, no nulo es negativo,

Nota 3.23. Debido a la generalidad del problema (3.11), es imposible
encontrar un comportamiento asintotico estandar de las soluciones.
Por ejemplo, gracias a (3.11), si consideramos una funcion polinémi-
ca de grado arbitrario p = p(r), podemos encontrar una funcion ¢ de
forma que p sea solucion del problema (3.11).

Nota 3.24. N()tesg que si a > 0, entonces u es solucion de (3.11) si
y solo si v =u+ 22 es solucion de

o = (1+0?) <¢(v) - 3')

r

donde ¥ (v) = ¢ (v - %) verifica

lim Y(v) =a >0 y lim (4(v) — av) = 6.

vV—00 V—00

Por otro lado, también es claro que

Teorema 3.25.[Caso « > 0] Si p(ug) ro > u; y a > 0, entonces, el pro-
blema (3.32) tiene una tinica solucién u € C*>([ry, oo[) estrictamente



Superficies [p, €3]-minimas invariantes por isometrias de R?. 82

convexa. Ademas, cuando r — oo, tenemos el siguiente comporta-
miento:

plu)(r) = ez +o(r?) (3.33)
o) (r)y=r—arg(u)™(r)+o (rcp(u)_ (r)) , (3.34)

Demostraciéon. En primer lugar, argumentando como en el Teorema
3.13, Teorema 3.19 y Proposicion 3.21 , el problema (3.32) tiene una
unica solucion u € C*([rg, oo[) la cual es estrictamente convexa veri-
ficando lim, ., u(r) = co. Consecuentemente, de (3.11), obtenemos la
siguiente desigualdad

ro(u) > u', r > 7. (3.35)

De la Nota 3.24, para estudiar el comportamiento asintotico de ﬁ;)
no es restriccion suponer que 5 > 0. Tomese € > 0 tal que 3 > 2¢, de

(3.30) existe r. tal que si r > r., entonces

—e < pu)(r) —au(r)—<e, —e<@pu)(r)—a<e. (3.36)

Lema 3.26. Sea R > ry y

b — 2¢
f+e’

<Mm:%(mm+/ﬂﬂw@ﬁ) P2R g-

R

Entonces, existe r; € R, dependiento solo de ¢, tal que para cualquier
R > ri1, (g verifica la siquiente desigualdad,

g<u+@(a@>@ﬁ, . 3.37)

r

Demostracion. De la desigualdad (3.35), (g(r) > u(r)g. y por tanto de
(3.36), cuando r es suficientemente grande, tenemos que

P(Cr)(r) > argeu(r) + f —e. (3.38)
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Usando (3.35) y (3.36), tenemos por un calculo sencillo que

R(r) < gep(u)(r) (1 + (a+e)r?),  r>r, (3.39)

Por otro lado, de (3.36) y (3.38), cuando r > r., se da la siguiente
desigualdad

(16 (9160) = ) > (14 9022, (8.40
La prueba del Lema 3.26 se termina usando (3.38), (3.39), (3.40) y
teniendo en cuenta que v — +o0o cuando r — +oo. O

Lema 3.27. Para cualquier R > ry existe rr > R tal que u'(rg) —
C}{(TR) > 0.

Demostracion. Argumentamos por contradiccion, si u'(r) — (p(r) < 0
para cualquier r > R, entonces se tienen las siguientes desigualda-
des

u'(r) e . 3 .
1+u’(r) =3 T > B+e (w)ro)

Integrando, podemos encontrar un radio finito 7 tal que v — +oo
cuando r — 7, llegando a una contradiccion ya que la sulucion u
esta definida para todo r > rg. ]

Consideremos ahora la funcion d = v' — (i, definida en [R, oco[. De
los Lemas 3.26 y 3.27, podemos encontrar un R > r, suficientemente
grande verificando u(R) > 0, d(R) > 0y tal que se verifica la desigual-
dad (3.37). Asi, si existe un primer s > R tal que d(s) =0y d'(s) <0,
tenemos que

0> d(s) = (1+u'(s)")((u(s)) — ¢(Cr(s))). (3.41)

Por otro lado, como d(r) > 0 para cualquier r €|R,s| tenemos por
integracion que,

u(s) > Ca(s) + u(R) — Ca(R) = Ca(s) + ﬁ?fgu(R) > Cls),
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y por (3.20) se tiene d'(s) > ¢(u(s)) — $(Cr(s)) > 0 llegando a contra-
diccion con (3.41).

Entonces, d(r) > 0 para r suficientemente grande y usando la
desigualdad (3.35), tenemos que,

=0. (3.42)

_ . Vi(r)
) r+Vi(r), con TETOO .

Ademas, de los limites anteriores (3.42) y la regla de L’'Hopital, tam-
bién obtenemos que

1 y?
P {CaCo))
r—+00 ar
y por tanto, ¢(u) tiene el siguiente comportamiento asintotico,

pu)(r) = ez o0, (3.43)

Lema 3.28. V, — 0 cuando r — +o0.

Demostraciéon. Como V; es sublineal, |V,(r)| < ¢r para todo ¢ > 0.
Ademas, de (3.32) y la desigualdad (3.35), V; es una funcion negativa
y satisface la siguiente ecuacion diferencial:
‘ Vi(r)
Vi(r) = - (
,

Tomando ¢ > 0 y R suficientemente grande, si r > Ry Vi(r) < —¢,
podemos suponer de la sublinealidad que —r/2 < Vy(r) y,

L+ @(u)*(r)(r + Vi(r)?) = 1= @(u)(r)(r + Vi(r))*. (3.44)

2
% < (r+WVi(r)? < (c+ D)% (3.45)
Ahora, de (3.44) y las desigualdades (3.36) y (3.45) , tenemos que
Vi(r) > —1+ ; +r (Zgb(u)Q(r) —(a+e)(e+ 1)), (3.46)

Usando la hipotesis (3.20) y el comportamiento asintotico (3.43), R
puede ser elegido tal que

G(u)*(r) > g ((a+5)(c+ 1)+ % <c+ 1— %)) ., r>R.
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Asi, para cualquier r > R tal que V;(r) < —¢, tenemos que V,(r) > ¢ >
0. Consecuentemente, 0 > V;(r) > —¢ para r suficientemente grande,
concluyéndose la prueba. ]

Lema 3.29. lim, . 1¢2(u)(r)Vi(r) = —a.

Demostracion. Si \(r) = %gb?(u)(r)vl(r), de (3.32) y (3.42) tenemos

que,
X0 =) (20 (w00 (1+20) - 1) - 1)

() (M<—¢<u><r> - A<r>>) |

T
Fijo ¢ > 0y R suficientemente grande. Para r > R tal que \(r) > —a+e,
se tiene la siguiente desigualdad
—Bu)(r) = Alr) < —g(u)(r) + a—e (3.47)
y, de (3.30) y (3.47), se deduce que

—(u)(r) = A(r) £ = <0,
Consecuentemente, \'(r) < —1 y obtenemos que A\(r) < —a + . De
forma similar, se prueba que A\(r) < —a —¢ para valores de r suficien-
temente grandes. ]

Es claro ahora que, de (3.42), (3.43) y los Lemas 3.28 y 3.29, se
obtiene el comportamiento asintotico descrito en (3.34). O

Teorema 3.30.[Caso o« = 0] Si p(ug)ro > w1, « =0y S > 0, entonces,
el problema (3.32) tiene una tinica solucion u € C*([ry, oo[). Ademas,
si

lim w@(u) =0, (3.48)
U—r+00
se verifica lo siguiente:
u 1 1
. r)y=r——-—+o(r ). (3.49)
= et
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Demostracion. Argumentando como en los Teoremas 3.13y 3.19 y
como en la Proposicion 3.21, se puede ver que el problema (3.32)
tiene una unica solucion u € C*([rg,00[) la cual es estrictamente
convexa satisfaciendo que lim, ., u(r) = co. Como los Lemas 3.26
y 3.27 también funcionan en este caso, tenemos el siguiente com-
portamiento asintotico

) (r)=r+V(r), (3.50)

donde V; < 0 verifica la misma ecuacion diferencial (3.44) y V;(r) — 0
cuando r — +o0o. Ademas, de (3.30), podemos expresar ¢ por

p(u)(r) = 6+ o(1). (8.51)

Consideremos ahora, una nueva funcion V,(r) = r ¢*(u)(r)Vy(r). En-
tonces,

V 2
Vi =1 @ (2¢v1(r +V) -1+ (7“;—21)(—702@ — Vg)) .

De la condicion (3.48), el comportamiento (3.50) y la regla de L’Hopital,
tenemos que,
Im @(u(r))r =0y lim G(u(r))r’* =0, (3.52)
r—+o0 r—r+00
y trabajando como en el Lema 3.29 podemos probar que V,(r) — —1.
Finalmente, la prueba se termina usando la expresion (3.50) cuando
r — +00. [

Teorema 3.31. Si ¢ satisface (3.30), entonces cualquier soluciéon u
de (3.32) tiene el siguiente comportamiento asintotico:

(i) Sia >0,
o(u)(r) = Ce*™ +0(r?), C >0, (3.53)

(ii) Si o = 0, salvo constante,
r? 1

G(u)(r) = 7 e log(r) + O(r™?), (3.54)
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donde G es la _funcién estrictamente creciente dada por

_ " e
Glw) = / EG)

Demostracion. Si a > 0, de las formulas (3.42) y (3.43), tenemos que

log(p(u))(r) = —- + T(r), (3.55)

donde T' = (¢ — a)r + ¢V,. Consecuentemente, como el primer co-
eficiente no nulo a; es positivo, para r suficientemente grande, T es
una funcion decreciente en r tal que —oo < ¢ = lim,_, ., T(r) pues de
lo contrario, del Lema 3.29, el comportamiento (3.30), la expresion
(3.55) y usando la regla L’'Hopital tendriamos que,

e PP (@) 0+ S _

lo cual es una contradiccion.

27

Aplicando otra vez la regla de L'Hopital a lim,_, % tenemos

Gu)(r) =€+ 0(1) vy lim O(1) = aa.

r—-+00
Asi, del Lema 3.29 y del Teorema 3.25, se sigue,
o(u) (r) = re® 2 + aarr + o(r),

y (3.53) se prueba integrando ambas expresiones.

Si a = 0 entonces de (3.48) se prueba (3.50) y tenemos que

— +o0 (7‘*1) ) (3.506)
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Ahora, tomando Vs(r) = (V1(r) + 1)r? obtenemos que

2V V) )? Y
V= 73 18 ¢? (2¢5V1(r+vl) — 1+ W;—Ql)(—r%nt 1— r—j))
o [ 2V Vilr+V r—+ V)3 .
= rp? (—gb%i + 27“490—1( = D _ r? + r+ V) 2 ) (—rtg+12 — Vg))
o (r+Vp)? 4. o r?
p— — — 1 N P
rp = riQ 4 CESINE Vs
. 2V Vilr+V
it (2 o ML),

Por otro lado, de la expresion (3.50) y la regla de L’Hopital, deduci-
mos que

4a
’ . 4 __1
TEI—EIOO SD(U’<T)) ro= /82 )

2
21"\ __2
rg{rnoor (1 (T+V1)2> B 52‘

Y argumentando como en el Lema 3.29, podemos probar que

, . -2+ 4@1
Jim Vs(r) = —z5—
De aqui,
u 1 2 —4ay

@ =T e o)

y (3.54) se prueba integrando ambos miembros. O]



Capitulo 4

Superficies [, ¢;]-minimas propiamente embebidas
con H <0.

Motivados por los trabajos de B. White [75, 76] y R. Schoen [69] para superficies minimas estables
en R3; de H. Rosenberg, R. Souam y E. Toubiana [66] para superficies estables con curvatura media
constante en 3-variedades con geometria acotada y el trabajo de J. Spruck y L. Xiao [72] para solitones
de traslacion en R3, en este capitulo obtenemos una cota uniforme para el area intrinseca en discos
geodésicos y demostramos, usando un argumento de tipo blow-up, una estimacion de curvatura para la
familia de superficies orientadas [p, €3]-minimas con H < 0 en R2 cuando ¢ es estrictamente creciente
Yy convexa en la, +oo[ Yy presenta un crecimiento polinomial a lo sumo cuadrdtico. En la tltima parte del
capitulo y bajo estas mismas condiciones, caracterizamos la convexidad de una superficie [p, €3]-minima
propiamente embebida con H < 0 en R3 y género localmente acotado. Los resultados de este capitulo

pueden encontrarse en [56].

4.1. Ejemplos de superficies |y, ¢5]-minimas estables.

A lo largo de este capitulo, supondremos que ¢ : R —+ R es una
funcion diferenciable verificando (3.20) para algun a € Ry que X es
una superficie orientada [p, €3]-minima conexa sin borde en R3.

Definicion 4.1. Diremos que X es H-convexa si solo si la curvatura
media H de ¥ es no positiva, esto es si H < 0 en todo punto.

Recordamos que, por el Teorema 2.13, ¥ es un punto critico del

89
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funcional area con peso (2.16) y de la definicion 2.15, ¥ es estable si
y solo si

0< —/ ul,(u)e? dx, Yu e C§° (%),
s

donde L, : C*(X) — C?*(X) es el operador de estabilidad definido en
(2.26). El primer resultado de este capitulo justifica las hipotesis
elegidas en el preambulo; pues nos asegura que bajo las condiciones
(3.20), cualquier superficie X orientada [y, €3]-minima sin borde y H-
convexa es estable.

Proposicion 4.2. Sea ¢ : R — R, una funcién diferenciable satisfa-
ciendo (3.20) en |a, +oo| para algtina € RU{—o00} y sea ¥ una superficie
orientada [p, €;3]-minima H -convexa en R?. Entonces, ¥ es estable.

Demostracion. Por el Teorema (2.22), podemos suponer que H < 0
en todo ¥ pues de lo contrario, ¥ quedaria en un plano vertical y
veremos, en el siguiente Corolario 4.3, que en tal caso ¥ es también
estable. En este caso, ;3 > 0y, por el Lema 2.19, si w = log(n;) se

tiene que

Vs
3
Sea K C ¥ un dominio compacto y v € C3(X) una funcién con soporte
compacto contenido en K. Aplicando el Teorema de la divergencia a

la expresion div(e*u?*Vw) obtenemos,

APw = — S| — ¢|Vx3]*. (4.1)

/e‘pu2(A“"w) > = —2/e¢u(Vu, Vw) dX. 4.2)
>

)
Asi, de la expresiones (4.1) y (4.2), se sigue que

—/ ul,(u)e? d¥ = / e? (|Vu — gV773|2 + @uQ) dx >0,
b b "3

lo que concluye la demostracion. ]

Por otro lado, gracias a la caracterizacion de D. Fischer-Colbrie
and R. Schoen en el Teorema 2.17, tenemos,

Corolario 4.3. Sea Y una superficie ¢, &;]-minima completa y orien-
tada en R3. Entonces,
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(i) SiXY es un grafo con respecto a un campo de Killing V' ortogonal a
€3, entonces Y es estable para cualquier funciéon diferenciable .

(ii) Si ¢ es una funciéon diferenciable creciente y convexa y ¥ es un
grafo con respecto a la direccion é3, entonces 3 es estable.

Demostracioén. Solo tenemos que probar (i) pues (ii) es una conse-
cuencia directa de la anterior Proposicion 4.2 y la Definicion 2.8.

Consideramos la siguiente funcion diferenciable v = (V, N) donde
N es la aplicacion de Gauss de . En las condiciones de (i), tenemos
que v es una funcion positiva. Ademas, por el Lema 2.19,

Av = —Sb<V7 V773) - 95773<V> VfL’3> - |S’2V>
(Vo,Vvy = =S8 (Vs V) = ¢(Vns, V), (4.3)
(V,Vas) = (V,e5 —n3N) = —nsv,

de donde se sigue que L, (v) = 0. El Teorema 2.17 nos asegura en-
tonces que Y es estable. O

Nota 4.4. Cuando ¢ < 0, algunos resultados de estabilidad para
superficies [y, €5]-minimas pueden encontrarse en [23]. Por ejemplo,
si ¥ es una superficie [y, €3]-minimal completa, estable y ¢-paraboli-
ca con ¢ una funcion diferenciable satisfaciendo ¢ < C para alguna
constante C' < 0, entonces ¥ es un plano vertical.

4.2. Estimaciones para el area intrinseca.

Sea ¢ : R — R, una funcion diferenciable verificando (3.20) y tal
que
I' = sup (2¢ — $?) < +o0, (4.4)
Ja,+oo]
para algiin a« € RU {—oc}. En primer lugar y siguiendo el método
utilizado por J. Spruck y L. Xiao, en [72], para solitones de tras-
lacion, vamos a establecer estimaciones del area intrinseca de una
superficie [y, &;|-minima, H-convexa en R3.
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Nota 4.5. La condicion (4.4) nos indica como tiene que crecer nues-
tra funcion ¢ para poder obtener dicha estimacion del area. Notese
que, si la funcion ¢ tiene un crecimiento a lo sumo cuadratico, en-
tonces trivialmente se cumple la condicion (4.4).

Lema 4.6. Sea X una superficie [, €3]-minima H -convexa, orientada
y sin borde en R? y denotemos por D,(p) un disco intrinseco en % de
radio p centrado en un punto p € . Si pp(p + z3(p)) < V2, entonces
D,(p) es disjunto al conjunto cornjugado de p y se verifica la siguiente
desigualdad,

/E|8]2u2 Ay, < e2pelrtasp) /E(yvuﬁ +¢mau?)dY Yu € Ha(D,(p)). (4.5)

Demostracion. Como |Vz;]? < 1, es claro que para cualquier ¢ € D,(p)
, 23(p) — p < w3(q) < x3(p) + p. Por tanto,

o(r3(p) — p) < w(r3(q)) < w(p+a3(p)), g€ Dylp)

y obtenemos el siguiente control de la curvatura,
2K < H? < ¢*(w3(q)) < ¢*(p + 3(p)) on Dy(p).

Consecuentemente, del Teorema de comparacion de Rauch (ver [20,
Capitulo 10]), D,(p) es disjunto al conjunto conjugado de p. Final-
mente, (4.5) es una consecuencia directa de las anteriores desigual-
dades, la Proposicion 4.2 y la desigualdad de estabilidad (2.15). [

Teorema 4.7. [Acotacion del area] Sea > una superficie [¢, €;]-mini-
ma H-convexa en R? y sea ¢ una funcién diferenciable verificando
(3.20) y (4.4) enla, +oo|. Si2pp(p + x3(p)) < log(2) y /T p < 1, enton-
ces el disco geodésico D,(p) de radio p centrado en p es disjunto al
conjunto conjugado de p y

A(D,(p)) < 4mp?, (4.6)

donde A(-) es el area intrinseca de % con respecto a la métrica
Euclidea.
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Demostracion. Como |S|*> = H? — 2K, de la condiciones (3.20), (4.4) y
del Lema 4.6, tenemos que para cualquier u € H3(D,(p))

-2 / Ku?dy < e2réletes®) / (|Vul* + ¢gniu®) d — / P2l dy  (4.7)
b b b

< 2/ |Vu]2dZ+F/ nsu® d3.
> >

Ademas, por el Teorema de Gauss-Bonnet, la variacion de la lon-
gitud [(s) del borde 0D;(p) viene dada por,

I'(s) = / kydo =21 — KdY =27 — K(s), (4.8)
9Ds(p) Ds(p)

donde k, es la curvatura geodésica de 9D,(p). Si u es una funcion
radial satisfaciendo «' < 0y u(p) = 0, la formula de la coarea nos dice
lo siguiente,

p p
Ku*dy = / u2(s)/ Kdods = / u?(s)K'(s) ds,
Ds(p) 0 9D (p) 0

P p
/ Vufds = / / Vuldo ds — / (/(5))2L(s) ds.
Ds(p) 0 J9Ds(p) 0

S

En particular, si elegimos u(s) = 1 — »» aplicando integracion por
partes, usando (4.8) y las anteriores expresiones, tenemos que

e AD) A s
Am 4+ 4 e ﬂ/o (2m —1'(s))(1 p)d 4.9)
SQA(D—W—FF/ nau? dy.
P pX

Si ' <0, entonces la desigualdad (4.6) trivialmente es cierta. Si [ > 0,
teniendo en cuenta que vI'p < 1y (4.9) deducimos también que

p* < Anp?.

™
D <
AD,p)) < 5=
Ahora, vamos a probar que D,(p) es disjunto al conjunto conju-
gado de p. De lo contrario, existe ¢ € 9D, (p) que pertenece a dicho
conjunto donde r, = Inj(¥)(p) < p es el radio de inyectividad. En



Superficies [¢, €3]-minimas propiamente embebidas con H < 0. 94

este caso y como p@(p + z3(p)) < V27, el Lema 4.6 y un argumento
de tipo Klingenberg (ver [64, Capitulo 5]) proporcionan la existencia
de dos geodésicas uniendo p y ¢ y encerrando un dominio acotado
D C D,,(p) con borde regular salvo una posible singularidad en p.
Asi, por el Teorema de Gauss-Bonnet,

1
2 = 27 — / kydo = / K ¥ < S¢*(ro + a3(p))A(D),
oD D 2

y
A(Dyy(p)) = A(D) = 4m/&*(ro + 73(p)).

Pero entonces, de la estimacion (4.6) para p = ry y teniendo en cuenta
que po(p + x3(p)) < log(2)/2, se sigue que

41 > 4717“8@2(7“0 + x3(p)) > 4m,

lo que es una contradiccion. N

4.3. Blow-up y estimacion de la curvatura.

En esta seccion abordamos el problema sobre la estimacion de
la curvatura para superficies [y, €3]-minimas propiamente embebi-
das, H-convexas en R3, con género localmente y con ¢ : R — R una
funcion diferenciable satisfaciendo las condiciones (3.20) y (3.30) en
la, +ool.

Empezamos esta seccion con un Teorema de compacidad para su-
perficies [y, €5]-minimas. Este resultado es una consecuencia directa
de [76, Teorema 2.1] y justifica el hecho de que nuestras superfi-
cies sean propiamente embebidas en R? y tengan género localmente
acotado.

Sea ¥ una superficie en una 3-variedad (), g) y fijamos un punto
p € X arbitrario. Dado r > 0 denotaremos por

D.(p)={veT,X:|v<r}

al disco en el espacio tangente de radio r centrado en el origen. Con-
sideramos 7,> como un subespacio vectorial de T,M y sea N un
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vector normal unitario del tangente 7,> en 7,M. Para un ¢ > 0, de-
notaremos por W, . al cilindro soélido alrededor de p por,

W,e(p) = {exp,(¢ +tN(q)) : ¢ € D,(p) y |t] <€},

donde exp es la aplicacion exponencial del espacio ambiente (M, g).
Dada una funcién « : D,(p) — R, el conjunto

Grafo(u) = {exp,(¢ + u(9)N(q)) : ¢ € D.(p)}

es denominado el grafo de u sobre el disco D, (p).

Definicion 4.8. Sea ()M, g) una 3-variedad Riemanniana y {3, }.en
una sucecion de superficies conexas y embebidas. La sucesion
{E,}neny converge en C*°-topologia con multiplicidad finita a una
superficie diferenciable y embebida ¥, si

(i) Para todo p € X, existe una sucesion de punto {p, }.en tal que
Pn € ¥y, para cada n'y p, — p cuando n — +oo.

(ii) Para todo p € X, existen r,e > 0 tal que ¥ N W, (p) puede
parametrizarse como el grafo de una funcién u sobre D, (p).

(iii) Para n € N suficientemente grande, el conjunto %, N W, (p)
consta de un numero finito k, independiente de n, de gra-
fos ul,--- uf sobre D,(p) los cuales convergen a u con C>-
topologia.

Al numero k se denomina multiplicidad del punto p en ¥..

Definicion 4.9. Sea {Y,},cy una suceciéon de superficies embebi-
das en una 3-variedad Riemanniana (), g).

(i) Diremos que {X,},cy tiene area uniformemente acotada en
subconjuntos compactos de M si para cualquier subconjun-
to compacto K de M se tiene que

lim sup A(X,NK) < +oo.

n—-+o0o
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(ii) Analogamente, diremos que {X,},cn tiene género uniforme-
mente acotado en subconjuntos compactos de M si para cual-
quier subconjunto compacto K de M se tiene que

lim sup género(:, NK) < +o0.

n—-+o0o

Teorema 4.10. [76, Teorema 2.1] Sean, (2 un subconjunto abierto
de R3, {¢, }nen una sucecion de funciones diferenciables en ) conver-
giendo diferenciablemente a ¢., Y {%,}nen C Q una sucesion de su-
perficies minimas en los correspondientes espacios de Ilmanen Z+#".
Supongamos también que el area y el género de {3, },cn estan uni-
Jformemente acotados en subconjuntos compactos de §). Entonces,
las curvaturas totales de {¥, },cn tambien estan acotadas uniforme-
mente en subconjuntos compactos de () , y pasando a una sucesion
parcial, {3, },.en converge a una superficie diferenciable minima, pro-
piamente embebida, X, en I¥~. La convergencia es diferenciable
salvo en un conjunto discreto de puntos C y para cada componente
conexa XY de Y., se tiene que, o bien,

(i) la convergencia a X°_ es diferenciable con multiplicidad 1 y C =
0, o bien,

(ii) la convergencia a X% es diferenciable con multiplicidad mayor
que 1 salvo en ¥ ,NC. En este caso, si .., es two-sided, entonces
Y €S estable.

Si las curvaturas totales de {X,, },cn estan uniformemente acotadas
por 3, el conjunto C tiene a lo sumo 3/4r puntos.

A continuacion, vamos a probar un resultado de compacidad de
tipo Blow-up aplicando el Teorema que acabamos de enunciar que
sera clave para demostrar la estimacion sobre la curvatura. Para
ello, teniendo en mente la condicion de que el area debe estar uni-
formemente acotada en compactos, probamos una formula de mono-
tocidad, analoga a la obtenida por B. White en [75] para superficies
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minimas en R3.

Lema 4.11. [Formula de monoticidad] Sea ¥ una superficie [y, €3]-
minima en R? con ¢ : R — R verificando (3.20) en ]a, +oo[. Fijamos
un punto cualquiera q € ¥ y consideramos B(q,r) la bola Euclidea de
radio r centrada q. Denotaremos por ¥, = XN B(q,r) y por 0%, = ¥ N
0B(q,r) y definimos A(r) = A(XNB(q,r)) y L(r) = longitud(XN0B(q,r)).
Si existe ¢ > 0 tal que 0 < p(¢) < 1, entonces la _funcién

Our) — £TA)

42

es creciente en r sobre el intervalo |0, ¢|.

Demostracion. Si en Y tomamos el campo de vectores X(p) = p — g,
con p € ¥, entonces, aplicando el Teorema de la Divergencia tenemos
que

2A(r) = [ div(X)d%, = / (X,V)do, — | H(X,N)YdE,  (4.10)
oX, p

P

:/ (X,u>dor+/ o (X, N)dS,
oX,

T

donde v es el vector conormal a lo largo de 9%, d¥%, es el elemento de
volumen de Y inducido por la métrica Euclidea y do, es el elemento
de longitud de 0%,. Por hipoétesis, nosotros tenemos que 0 < ¢(r) <1
para todo r < ¢. Ademas, el Teorema 3 de [75], nos asegura que
L(r) < A'(r) para todo r y uniendo ambas desigualdades en la expre-
sion (4.10), obtenemos

0 <rA'(r)+ro(r)A(r) — 2A(r). (4.11)
Finalmente, multiplicando por r3p(r) en (4.11), tenemos que

0 <1 2p(r)A'(r) + r20(r)o(r)A(r) — 2r3p(r)A(r) (4.12)
r 2p(r)A'(r) + 2@ (r)A(r) = 2r P o(r) A(r) = (r~2p(r)A(r))'.

IN

concluyéndose la demostracion. O]
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Teorema 4.12. [Blow-up] Sea > una superficie [¢, €;]-minima propia-
mente embebida, H-convexa en R3, con género localmente acotado y
con ¢ : R — R una funcién diferenciable verificando (3.20) y (3.30) en
Ja,+o00[. Si \,, = 400, es una sucesion de niumeros reales divergente
Yy suponemos que existe una sucecion de puntos {p, }.en en ¥ tal que
&(x3(pn))/ A — C para alguna constante C' > 0. Entonces, despues
de pasar a una sucecioén parcial, la sucecion {¥,, = A\,(X — pn) }nen
converge diferenciablemente a

(i) un plano, cuando C' = 0,
(ii) uno de los siguientes solitones de traslacion cuando C' > 0:

(a) plano vertical,

(b) cilindro Grim reaper,

(c) cilindro Grim reaper ladeado,
(d) Bol soliton de traslacion,

(e) A-Wing.

Demostracién. Se considera la sucesion de superficies propiamente
embebidas {¥, = \,(X — p,)}nen €n R3. Cada ¥, es una superficie
minima en el correspondiente espacio de [lmanen Z¥» donde

z
en(2) = (£ + ()] = ploato)
Esta claro que por hipotesis, tenemos que
On = Yooy  CON pu(2) = C 2. (4.13)

Dado un subconjunto compacto £ en (2, podemos considerar r su-
ficientemente grande para que K esté contenido en la bola Euclidea
B(0,r) de radio r centrada en el origen. Entonces, aplicando la con-
vergencia (4.13), para cualquier ¢, > 0, n suficientemente grande se
tiene que,
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A (2, NK) < / e dY, = / eCrteo gy,
3nNB(0,r) 3nNB(0,r)

< )\i/ e gy = e“TTONEA(S N B(pp, /M)
ENB(pn,5-)

Como ¢ puede ser elegida salvo constante, podemos asumir que
existe un ¢ > 0 tal que 0 < ¢(¢) < 1. Ademas, como /), — 0, del Lema
4.11, se sigue que existe un ny tal que r/\, < ey Oxs(r/\,) < Os(e)
para todo n > ny. En consecuencia,

ple) () AENB(pae)
A0 B/ < A0 (1) AR R,

Uniendo ambas desigualdades tenemos que

Cr+eg Cr+eg
Crrp(e) LAEN Blpne) _ )

o(r/ ) e =00

y como )\, — +00, existe una constante positiva ©, dependiendo solo
de ¢ , tal que

A (2, NK) <

AP (32, NK) < 0mer?.

Por tanto, {3, }.cy tiene area uniformemente acotada en compac-
tos de R?® y el Teorema 4.10, prueba que {3, },cy converge a una
superficie ¢, €3]-minima Y, propiamente embebida en R3. Como,
por la Proposicion 4.2, cada ¥, es estable, ¥, deberia ser un plano
en R? si C' = 0 (ver [25]) o bien un soliton de traslacion propiamente
embebido en R? con curvatura media H < 0si C > 0. Usando ahora la
clasificacion de los solitones de traslacion que son grafos completos,
ver [30], ¥ es, o un plano vertical, o un Grim reaper (posiblemente
ladeado),o un Bol soliton de traslacion, o un A-Wing soliton.

Finalmente, probamos que dicha convergencia es siempre dife-
renciable. De lo contrario, existiria una sucesion {g,}neny C X0,y ¢ —
q € Y tal que T, %, no converge a 1,>.. Argumentando como en
[76, Teorema 2.4] existe una sucesion r, — oo tal que, después de
pasar a una sucecion parcial, las superficies {¥/ = 7,(3, — ¢n) }nen
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convergen diferenciablemente y con multiplicidad 1 a una superficie
¥/ diferenciable completa propiamente embebidad y no llana en R3
de curvatura total finita. Pero, de la estabilidad, ¥/ deberia ser un
plano lo cual es una contradiccion. O

Nota 4.13. La construccion del ejemplo A-Wing puede encontrarse
en [30, Secciones 4 y 5] y se caracteriza por ser el inico grafo soliton
de traslaciéon v : R x (=A,A) - R con A > % tal que u(z,y) = u(z, —y).

Ahora, combinando los métodos de H. Rosenberg, R. Souam y E.
Toubiana en [66] y J. Spruck y L. Xiao en [72] demostramos nuestra
estimacion para la curvatura como consecuencia del Teorema de tipo
blow-up 4.12.

Teorema 4.14. [Estimacion de curvatura] Sea ¥ una superficie
[, €;]-minima propiamente embebida, H-convexa en R? con género
localmente acotado y con ¢ : R — R una funcién diferenciable satis-
faciendo (3.20) y (3.30) en ]a,+oo[. Entonces |S|/¢ esta acotado en
Y. En particular;, si a = 0, |S| esta acotado y si a # 0, entonces |S|
puede tender a infinito pero a lo sumo con un crecimiento lineal en
altura.

Demostracién. Supongamos que existe una sucecion de puntos {p, },en
en X tal que

n

An = [S|(pn) = +o0, P(3(pn))

— +00.

Entonces, “b(xi—i””)) — 0y por el Teorema 4.12, la sucesion {3, = \,(X—
Pn) tnen converge diferenciablemente a un plano Y, en R3. Como,
|S,.(pr)] = 1 para cada n, tenemos que, |S.(0)] = 1, llegando a una
contradiccion. ]

Usando la propiedad de minimalidad en el espacio de Ilmanen y el
hecho de que, ser estable en el espacio Euclideo (segiin la definicion
2.15) equivale a ser estable en el espacio de [lmanen, ver Teorema
2.34; podemos aplicar el Teorema 2.7, la formula para la curvatu-
ra seccional (2.13) y los resultados de H. Rosenberg, R. Souam, E.
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Toubiana y B. White para superficies minimas en 3-variedades en
[66, 76, 78] en orden a probar los siguientes dos resultados,

Teorema 4.15. Sea ¢ una funcion diferenciable tal que

1 _ o )
5¢ ¢ (Imax{@?, ¢}]) + Imax{¢®, 20, P} > p,

para alguna constante p > 0 y sea Y una superficie minima (con
posible frontera 0% no vacia) en el espacio de Ilmanen y con curva-
tura total absoluta A\ < 4. Entonces, existe una constante C' > 0,
dependiendo solo de )\ tal que

|S?Imin{d,(p,0%),R} < C para todop € ¥,

donde
R = (sup|K?| 4 sup|V K?|"/?)~!

y d,, es la distancia inducida por la métrica de Ilmanen.

Teorema 4.16. Sea ¢ una funcion diferenciable tal que el espacio
de Ilmanen es una variedad Riemanniana completa con geometria
acotada y cuya curvatura seccional |K?| < A para alguna constante
A > 0. Para cualquier superficie minima y estable ¥ en el espacio
de Ilmanen (con posible frontera 0¥ no vacia), existe una constante
C > 0 tal que

|S¢|min{d,(p, %), 7/2V A} < C,

donde d, es la distancia inducida por la métrica de Ilmanen.

4.4. Caracterizacion sobre la convexidad.

J. Spruck y L. Xiao en [72] probaron, usando el principio del
maximo de Omori-Yau para el operador Laplaciano A, que cualquier
soliton de traslacion completo en R?® con H < 0 es convexo. Una
demostracion simplificada de este resultado fue presentada por D.
Hoffman, T. Ilmanen, F. Martin y B. White en [31].

En esta seccion, motivados por el comportamiento de los ejemplos
rotacionales planteamos dicho problema para superficies completas
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[, €&;]-minimas propiamente embebidas H-convexas en R3 con géne-
ro localmente acotado y ¢ : R — R satisfaciendo (3.20), (3.30) con
P <0enla,+oal.

Recordamos que bajo dichas condiciones, la funcion ¢ es estric-
tamente creciente y convexa en |a,+oo[ con el siguiente comporta-
miento asintotico

. — n
gp(u)zaU-l—ﬁ#—ZE,
n=1

con a € R, {a,},en una sucecion de nameros reales y tal que ¥ < 0
en |a, +oo|.

Para su posterior aplicacion, empezaremos enunciado un Princi-
pio de Omori-Yau para el operador A, ver [2, Teorema 3.2]:

Teorema 4.17. [Principio de Omori-Yau para A¥] Sea ¥ una su-
perficie en R? y A¥ el Laplaciano asociado a i € C*(X), ver (2.27).
Supongamos que existe una funcion y € C*(X) tal que

v(p) — +o00  cuando p — oo, (4.14)
AY~y < C  fuera de un subconjunto compacto de ¥, (4.15)
IV~ < C  fuera de un subconjunto compacto de ¥, (4.16)

para alguna constante C > 0. Si 6 € C*(X) y &* = supgd < +oo,
entonces existe una sucecioén de puntos {p,} C X satisfaciendo

, L 1 N At 1 1
(2) d(pn) > 6" — o (17) AYS(pn) < o (131) |V (pn)| < e (4.17)

para cadan € N.

Lema 4.18. Sean k; las curvaturas principales de una superficie X
en R? y U el conjunto de puntos totalmente umbilicales de Y. Si {v;}
es una base ortonormal de direcciones principales de T3, entonces
tenemos que en X\U,

1. Vvi’Ui = vy, ij’Ui = o;v; Con o = —Qy.
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2. Los coeficientes «; estan determinados por la_férmula,

o — hia;
Yok — ke

inX» — Z/{, donde hij,k = (Vka)(vi, ’Uj).

Demostracion. El primer item se obtiene trivialmente derivando la
expresion (v;, v;) = J;; . Por otro lado, derivando S(vq,v;) = 0y usando
el primer item,

0= (VviS)(vl, Ug) -+ S(Vivl, Ug) -+ S(Vvivg,vl) = h1271’ + Oéi(kg — k)l)

Lema 4.19. SiY es una superficie [y, &]-minima en R3, entonces
2
APk = —|SPPki — nsV2p(vs, v5) + B, v;) + 2(_1)i+1ﬁ en X\U,
1= h2

donde B es la forma bilineal definida en el Lema 2.19 y

2 _ 312 2 _ 32 2
Q"= h12,1 + h12,2 = h11,2 + h22,1‘

Demostracién. Solo probaremos la formula para la primera curvatu-
ra principal k;, el razonamiento para k, es analogo. Sea p € X\U y
{u1,u2} una base geodésica de 7,%. Entonces,

2 2

Aky =Y (Vo VEiu) =Y (Vo VS(0r,01), ). (4.18)

i=1 =1
Por el item 1. del Lema 4.18, S(V,,v1,v;) = 0 y tenemos que,

2

VS(v1,01) = > (V,8)(vr,v1)) ;. (4.19)
=1
Asi, usando (4.18) y (4.19), se tiene que

2

Aky =) (Vi (Vu,8) (w1, v1)us, us) = (AS)(v1,01) + 2

i=1

Q2
k1 — ko

(4.20)

y la demostracion se termina aplicando el item 6. del Lema 2.19. [
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Lema 4.20. Sea Y una superficie [p, €;]-minima enR3 con k, < 0 y cur-
vatura media H = k; + ky < 0. Si para cualquier funcién diferenciable
positiva ¢ : ¥ —]0, +oo[ tomamos el operador

21
jw — APT ng,

entonces en ¥\U tenemos

k’g . kQ 2 Q2
J”S(—>=—90 Vs, v9)? + (—) 1+ 2(Vs, v9)?) — — :
13 (Vg va)” + ¢ 73 ( (Vg v2)) N3 k1 — ko

(4.21)

2
g (Z_:D = (Vg v1)? (Z_j) — ¥ (%) (1+2(Vas,v)?)  (4.22)

Ly (@) @
YACETS)

En particular, si ¢ <0 en]a,+oo| y ¢ verifica (3.20), entonces

J™ <%) >0en{peX:kyp) >0} (4.23)
3

Demostracién. No es dificil ver que,
k APky — kyA¥ k1 AYns — ns A%k
T <_2) _ s 2 i 203773 y Jh (@) _ s 2773 L
3 13 kl kl

Ademas, del Lema 2.19 y el Lema 4.19, obtenemos que,

(4.24)

3 Ak, = —|S|Pkins — 13 (P (Vas, v;)* — ¢nski) + 26k (Vas,v;)?  (4.25)
9

—92(—-1 1+1
kaAPng = —¢nske| Vs> — | S kons, (4.26)
k1APny = —¢nski Vs> — | S ks, (4.27)
y la prueba se termina por (4.24), (4.25), (4.26) y (4.27). O

Lema 4.21. Sea X una superficie [y, €3]-minima, propiamente em-
bebida, sin borde en R3, con ¢ : R — R verificando (3.20) y (3.30).
Entonces, ¥ es completa y se puede aplicar el principio del maximo de
Omori-Yau para A¥.
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Demostracion. Si v : ¥ — R es la funcién dada por v(p) = 2log|p|,
entonces como X es propiamente embebida y ¢ satisface (3.20) y
(3.30), tenemos que,

v(p) = +o0 cuando p — oo, (4.28)

y fuera de un subconjunto compacto de ¥

T
IVy(p)| = 2% <2, (4.29)
T2 2 . 4

para alguna constante A > (. Asi, por el Teorema 4.17, podemos
aplicar el principio del maximo generalizado de Omori-Yau para A¥.
Finalmente, tomando v a lo largo de una geodésica divergente, es
facil ver, de (4.28) y (4.29), que cualquier superficie propiamente
embebida en R? es necesariamente completa. O

Estamos ya en condiciones de abordar el segundo objetivo de este
capitulo: caracterizar la convexidad de una familia de superficies
[, €5]-minimas haciendo uso del principio del maximo de Omori-Yau
generalizado para A¥ mencionado anteriormente.

Teorema 4.22.[Caracterizacion de la convexidad] Sea > una su-
pericie [, é3]-minima, propiamente embebida y H-convexa en R3, con
género localmente acotado y con ¢ : R — R una_funcion diferenciable
verificando (3.20), ¥ <0 enla,+oo| y

. =Xy,
o(u) :au—i—ﬁ—i-zﬁ.
n=1

Entonces, ¥ es convexa si y solo si la funcion aK esta acotada infe-
riormente.

Demostraciéon. Sea Y. una superficie [¢, €5]-minima propiamente em-
bebida en R? con ¢ : R — R satisfaciendo (3.20), (3.30) y ¥ < 0 en
la, +oo[. Entonces, por el Teorema 2.22, podemos asumir que 73 > 0
en todo Y. Supongamos que k; <0, ky < ko, H =k + ko < 0.
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Solo necesitamos probar que X es convexa cuando aK esta acota-
da inferiormente puesto que la otra implicacion es trivial. Para ello,
vamos a razonar por contradiccion. Supongamos que existe un punto
po € X tal que K(py) < 0. Entonces,

k k
0 < ¥ :=sup— = sup — € RU {+oo}, (4.31)
s 73 ot 13

donde Q" = {p € X | k2(p) > 0}.
Afirmacion 4.23. Y no se alcanza en .
Demostraciéon. Supongamos que se alcanza en un punto p, entonces

de la ecuacion (4.23) y del principio del maximo, ~2 es constante en

13
Yy @ = 0. Pero entonces, por el Lema 4.18, tenemos que {v;, v} son
paralelos y k1k; = 0 en X, llegando a una contradiccion con (4.31). [

Afirmacion 4.24. Si {p,}.cy C Q" es una sucesion de puntos tal que

k
—Q(pn) — ¢, entonces pasando a una sucesion parcial, z3(p,) = +ooy
13
l.sia=0y %(pn) — 0, entonces 73(p,) — 0.
1

2. si a # 0, entonces 7;3(p,) — 0y %(pn) — 0.
1

Demostracion. De la condicion (3.30), la funcion 2¢ — ¢? esta acotada
superiormente en |a,+oo[ y podemos aplicar el Teorema 4.7, para
demostrar que la sucesion {¥,, = ¥—p, },en tiene area uniformemente
acotada en compactos de R2. Como cada ¥, es una superficie [p,, €;]-
minima con

on(u) = p(u+ z3(pn)) — p(x3(p,)), paracadan €N, (4.32)

si sup{z3(p,)} < 400, aplicando el Teorema de compacidad 4.10, tene-
mos que, pasando a una sucesion parcial, z3(p,) = Too € Ry {3, }nen
converge a una superficie propiamente embebida [y, €3]-minima >,
con H < 0 donde ¢ (u) = ¢(u + 2o) — ¢(T). Por el Teorema 4.14,
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la norma de la segunda forma fundamental de cada ¥, esta acotada
y, en consecuencia, la convergencia es diferenciable en el origen. De

. ko .
aqui, la funcion — alcanza su supremo en el origen, llegando a una
713
contradiccion con la Afirmacion 4.23.

Sia=0y %(pn) — 0, consideramos {¥/ = \,(X — p,)}nen con
1

k
Ay = ——l(pn) para cada n € N. Entonces, de las condiciones (3.20) y
3
(3.30), pasando a una sucecion parcial, obtenemos que
H(x3(py, ko
13(Pr) — oo 90(3—(17))_1+ 22 (pn) = 0.
An ky

Aplicando el Teorema 4.12, {¥! }, ey converge diferenciablemente a
un plano ¥, con curvaturas principales en el origen dadas por,

ki =N Y ko = oo,

lo cual prueba que 7., = 0.

ki ko
Si a # 0, como —+— = —p, tenemos que Z
n3 13
que 73(p,) — N # 0. Entonces, ki(p,) - —oo y ko(p,) — U; pero esto

no puede ocurrir por estar oK acotada inferiormente. 0

(pn) — 0. Supongamos

Distinguimos el caso en que ¢ esté acotada (o« = 0) del caso no
acotado (« # 0):

e CAsO a = 0. En este caso, de la condicion (3.30) tenemos que en
Ja, +o0],

0<p< sup ¢ =p. (4.33)
Jev,+o0[

Afirmacion 4.25. ¢ # +oo.

Demostracion. Si suponemos que existe una sucesion de puntos {p, },en

k
tal que —(p,) — 400, entonces, usando que
n

3
ky 3
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deducimos que (k;/ks2)(pn) — —1y (n3/k1)(pn) — 0. En particular,

T = sup B _ 0. (4.35)
s ki
y 7 no se alcanza en un punto interior. Ahora, aplicando el princi-
pio del maximo de Omori-Yau generalizado 4.17 para A¥ podemos
garantizar la existencia de una sucecion de puntos, {g,}.en C X,
lgn| — 400, tal que

Blg) =0 V(L) @) =0y A7 (L) (@) <0, (4.36)
kl k’l kl

Consecuentemente, de (4.34) y (4.36) , se tiene que (ks/13)(g,) — +00
y para n suficientemente grande {¢,},en C Q7. En particular, existe
no € N tal que (4.21) y (4.22) se dan para cualquier n > ny.

Con objeto de simplificar la notacion, en el resto de la demos-
tracion, supondremos que cualquier limite solo se considera en las
adecuadas sucesiones de puntos. De la afirmacion 4.24 y después
de pasar una sucesion parcial, tenemos que z3 — 400, 3 — 0y
2= —£ _ 1 —1. Asi, del Lema 2.19,

Vi

2 2
k
p = (Vs,v) + ( 2) (Vs v9)% — 1, (4.37)
1

ky

y por (4.36) y (4.37), deducimos que

Vis o VR

X, X#0. 4.
" W o A0 (4.38)

Como S _
nsVH  n3Vky  m3Vky  n3Veo  n39Vn

kiki bk kil kik ki ki
del Lema 2.19, (4.38) y (4.39), se prueba que

(4.39)

3 h11,2
ki kq

@ h22,1
ki kp

— <X,’U2>,

— — (X, vy).

En particular,

2
B0 x| =1 (4.40)
1
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Multiplicando ahora por (73/k;) en (4.22), obtenemos lo siguiente

73 s 3 s\ Vki, ... 2 (1)’

13 ? 2 0 Q*
—p| - 142 -2 = :
SO (kl) ( + <v3§'3,7]1> ) kl (k%) kl _ kQ

Usando que ky/k; — —1 junto con (3.20), (3.30), (4.36) y (4.40), si
tomamos limites cuando n — +oo en la anterior desigualdad, obte-
nemos 0 < —1, llegando a contradiccion. O]

Afirmacion 4.26. Si {p,}.cy C X es una sucesion de puntos tal que

ks . . .
— — Y < 400, entonces pasando a una sucecion parcial, se verifica
713
que
ki s

S

— 400, — 0, —
T3 o0, M3 ks 9

Demostracion. Considera la siguiente sucesion {¥, = X — p,, }nen. Ar-
gumentando de igual forma que la primera parte de la Afirmacion
4.24, se prueba que, pasando a una sucesion parcial, r3 — +oo.
Ademas, de la expresion (4.32),

Pn — Pocs con SOOO(U) = [u,

y usando de nuevo el Teorema de compactidad 4.10, tenemos que,
salvo paso a una parcial, la sucecion {¥,},cn converge a un soliton
de traslacion Y., propiamente embebido, H-convexo en R? y conte-
niendo al origen. Por el Teorema 4.14 y como la norma de la segunda
forma fundamental de cada ¥,, esta acotada, la convergencia es dife-
renciable y podemos probar que Y., es un plano vertical, pues de lo
contrario k,/n3; alcanzaria su supremo en el origen, lo que contradice
la Afirmacion 4.23. Resumiendo, 73 — 0y

k1 H .13 B
Ao 1=—p2 1551
ky ks 9
lo que concluye esta Afirmacion. N

Afirmacion 4.27. El caso 0 < ¢ < +00 no es posible.
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Demostraciéon. Si

k k
O<19:S.up—2:sup—2 < 00,
x 13 ot 73
entonces por el Lema 4.21, el Teorema 4.17 y la Afirmacion 4.23,

existe una sucesiéon de puntos {p,},en C Q" , |py] — +o0 tal que

(&) ’v (=) ’ S0 & (Blpo<o @
"3 "3 73
De la Afirmacion 4.26 , obtenemos que
V$3—>€3, T3 — +00, ﬁ%—é—L
ko v

y por el Lema 2.19,

k2 Vs

2k 2
= 2 <—1<V.T3, U1>2 -+ <VZ‘3,U2>2> — O 7£ 0,
n3 M3

n3 \ k3

donde C es una constante tal que C € [9*, 29* + 9%(32 + 249)[. Asi, por

(4.42),
Vhs Ly BYB 0y (4.43)
13 N3 M3

Argumentado de forma analoga a la Afirmacion 4.26, se prueba que

h . h o
1172’2 — —? (g + 1) (€5, v), Zl — =1’ (g + 1) (€3,01), (4.44)

y entonces,

2 h2 + h2 2
@ _ Mt (ﬁ . 1) (4.45)
73 13 Y

Multiplicando ahora por (ks/73) en (4.21), obtenemos

22 AP (_2) +222(V <_2) 7%) = P2 (Vs v5)° (4.46)
UE YRS 13 3 3 YRS

@)k
3

k 2
+¢(ﬁ)(1+mv%ﬂ@%—2( P
1 — h2

3
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y usando que ﬁ — —é — 1, (3.20), (3.30), (4.42) y (4.45), podemos

ko v
tomar limite cuando n — 400 en la desigualdad anterior y demostrar

que

lo cual es una contradiccion. O

e CASO o # 0. Como el supremo de k,/n3 no se alcanza en %, pode-
mos tomar una sucesion de puntos {p,}.en C Q7 tal que ky/n3 — 0.

Afirmacion 4.28. Si o # 0y {p,}.eny C X €s una sucesion de puntos

ks ; .
tal que — — ¥ < 400 entonces, después de pasar a una sucesion

13
parcial, tenemos
k
@%O, T3 — +oo, n3— 0, =250
1{31 kl

Demostraciéon. Tomando {¥, = ¥ — p,}.en, podemos también argu-

mentar como en la primera parte de la Afirmacion 4.24, para probar

.. . ki + ko )
que, pasando a una sucesion parcial, r3 — +oo. Como = —,

UEi
tenemos que % — 0 y por la Afirmacion 4.24, después de pasar a
1

una sucecion parcial, se sigue que 7; — 0. Finalmente, de nuestra
hipotesis se tiene,

k1 H NJE
AL =98 5 .
[ Tk

Afirmacion 4.29. El caso 0 < 9 < +00 no es posible.

Demostracion. Del Teorema 4.17 y la Afirmacion 4.23 existe una su-
cecion de puntos {¢, }neny C Q1 , |¢,| = +00 tal que

@(qn) — v, \% (@> ‘ (qn) — 0, A? (@) (qn) <0. (4.47)
13 13

13
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Por un simple calculo

5k
Vhy = 13 v(ﬁ) + B,
3

m? ko k2 ik
gy, g (B By, B,
klk;Q YT Tk ) TR T k1

y usando la Afirmacion 4.28 junto con (4.47),

0 7)

L L
k1k2h221 — 3 9 (€3,v1), k1k2h112 - 3 J (€3, v2).
En consecuencia,
1
kg = o 2 k4(h%12 +his1) = 55 > 0. (4.48)
o
Como la ecuacion (4.21) se verifica en Q*, multiplicando por R
1R

obtenemos que

773 ko 773 ko Vs 77§ 2
A“’ 2 — ], —=) = — 4.49
kqk2 (TI3> " /fllf2<V (773> s ) v k1 k3 (Vig, va) ( )

3 2
ns [ k2 m 1 Q
i g01{51272 ( ) (1 " 2<Vx3,v2> ) a 27{512’2 N3 k1 — ko

y de nuevo, tomando limite cuando n — +oo en la expresion anterior,
llegamos a una contradiccion. N

Afirmacion 4.30. El caso ¥ = +00 no es posible.

Demostraciéon. Asumimos por contradiccion que ¥ = +o0o. Sea g : R —
| = 1, 1] una funcion diferenciable y acotada verificando

g>0, entodoR, (4.50)

g(z) =1 é en [1, 400 4.51)
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Definamos la funcioén % : ¥ — R dado por h(p) = g (@(p)). Usando
"3

(4.21), podemos probar que,

k2
A?h + 2(Vh, v”""’> % (n ) 2 — § P (Vas, vg)? (4.52)
3
ks g @
+ 1+ 2(Vasz,v —-2= :
gw(ﬁg)( (Vaz, v9)%) o —
Como por hipotesis v = 400, esta claro que
sup{h} =1, (4.53)
%

y no se alcanza en X.. Ahora, del Lema 4.21 podemos aplicar el Teore-
ma 4.17 para probar la existencia de una sucecion divergente ¢, — oo
verificando

h—1, |Vh| =0, y A?h(g,) <O0. (4.54)
Esto es, ks — +00, % — 0y, por la Afirmacion 4.24, después de pasar
UE] 1

a una sucecion parcial, también tenemos que z3 — +ooy 13 — 0.
Ahora, argumentando de igual forma que en la Afirmacion 4.29, se
sigue que

%hﬂ,l — (€3,11), k;?z:g hiig — (€3, v2)
y por tanto,
WQQ k%g(h%m + hip) = 1> 0. (4.55)
Usando ahora que :— €] — 1,0[ en QF, para n suficientemente grande
1

se tiene,

ko ) B ?7% .. (/fz ) - 773

g (773 (Pn) K2 (Pn), g ns (Pn) kg( Pn)-

Finalmente, si multiplicamos por % en la expresion (4.52) y toma-

1
mos limite cuando n — +o0o0, demostramos finalmente que,

0< 2 <0
— 1 C b
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k

donde C € [-1,0] es una constante tal que k_2 — C, lo cual es una
1

contradiccion. O]

De todas las afirmaciones anteriores, se tiene que la tinica posi-
bilidad es que ¥ < 0, lo cual concluye la demostracion. ]

Terminamos este capitulo con dos resultados cuya demostracion
se sigue de los Teoremas 2.23, 4.12 y 4.22, razonando de igual forma
que en [31, Corolario 2.3].

Corolario 4.31. Sea Y. una superficie en las mismas condiciones que
en el Teorema 4.22 con oK acotada inferiormente. Si {p, },cn €S una
sucesion divergente de puntos de ¥ y \, — +oo verifica,

P(z3(pn))
T — C,

para alguna constante C' > 0, entonces, {3, = \,(X — p,) }nen converge
diferenciablemente, después de pasar a una sucesién parcial, a un
plano vertical, o bien, a un Grim reaper soliton de traslacién (posible-
mente ladeado).

Corolario 4.32. Sea Y. una superficie en las mismas condiciones que
en el Teorema 4.22 con aK acotada inferiormente. Si K se anula en
algun punto, entonces . es llana.



Capitulo 5

Teoremas de unicidad gracias al comportamiendo
asintotico.

En este capitulo, vamos a caracterizar los ejemplos [p, €3]-Bol y cilindro [y, €3]-catenario gracias a
sus respectivos comportamientos asintoticos descritos en los Teoremas 3.31 y 3.3. Para ello, usaremos
una metodologia andloga a los trabajos [50, 51]. En primer lugar, probaremos que nuestra superficie,
cuando es diferenciablemente asintotica a un [y, €3]-Bol, es simétrica respecto de cualquier plano vertical
conteniendo al eje OZ usando el método de Alexandrov por planos verticales introducido en [1] junto
con las ideas de R. Schoen en [70] en su estudio de las superficies minimas en el espacio Euclideo. Y
en segundo lugar, gracias a un principio del méximo, demostraremos que un grafo C'*°-asintético a un
cilindro [p, €3]-catenario es invariante bajo translaciones en el eje OY . Dichas caracterizaciones pueden

encontrarse en [53, 52|, respectivamente.

5.1. Caracterizacion del ejemplo [, ¢5]-Bol.

A lo largo de esta seccion, vamos a suponer que Y es una superfi-
cie completa propiamente embebida [y, €3]-minima con un solo final
en R? y ¢ :Ja,+oo[— R una funcion diferenciable estrictamente cre-
ciente y convexa, para a € RU{—o0} y con un crecimiento a lo sumo
cuadratico, de forma que fuera de un compacto podemos expresarla

115
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de la siguiente forma
H(u) :au+ﬁ+zn:%
¥ - un’

donde o, > 0y {a,}nen €S Una sucesion de numeros reales.

Dado 0 € [0,2x], consideramos ¢ = (cos(?),sin(?),0) y denotamos
por II;(¢) al plano vertical

(1) = {p € R : (p, 7)) = t}. (5.1)

Definiciéon 5.1. Sean Y;,Y, dos subconjuntos arbitrarios de R?.
Diremos que ¥, esta a la derecha de X, con respecto a I15(¢) y escrito
por ¥; >; ¥, siy solo si para todo punto ¢ € II3(¢) tal que

7T_1<q)ﬂ21 7£® y 7T_1(q> QEQ %@

se verifica la siguiente desigualdad

inf{(p,?) :pea(q) N1} > sup{p € 7 '(q) N T},

donde 7 : R® — TI;(t) denota la proyeccion ortogonal sobre IT;(t).

Para un subconjunto arbitrario M de R? también vamos a consi-
derar los siguientes subconjuntos

Si(t)={peM:(p7) >t}
Y (t)={peM:(pv) <t}

S = {p+20t— (p.9)TER® 1 pe T (1)},
() = {p+2(t— (p, )T €R®:pec T_(t)},

Por otro lado, de los Teoremas 3.13 3.31 que, bajo dichas hipoétesis,
podemos garantizar la existencia de [y, €3]-Boles que son grafos en-
teros rotacionalmente simétricos cuyo comportamiento asintotico se
puede expresar, salvo una constante, por

o(u)(z) = C e L O(|z]?) si a>0, (5.2)
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donde C' es una constante positiva, o bien, sia =0y 5 > 0 por

G(w)(@) = = Liog(le) + 0(2 ), (5.3)

24+(2)

m; ()

S_ (%)

Figura 5.1: Boceto de la definicion 5.1.

Definicion 5.2. Sea Y una superficie [y, €3]-minima con un solo
final. Diremos que X es diferenciablemente asintotica a un ejemplo
de tipo rotacional si ¥ puede expresarse, fuera de un conjunto com-
pacto, como un grafo uy verificando (5.2) si « > 0, o bien verificando
(5.3)sia=0y g >0.

Sea ¥ una superficie [¢, €3]-minima con un solo final diferenciable-
mente asintoética a un ejemplo rotacional [y, €5]-Bol. Entonces, existe
un R > 0 suficientemente largo tal que X N (R3\B(0, R)) es el grafo
de una funcién uy verficando (5.2) si @ > 0, o bien, (5.3) sia =0y
5 > 0, donde B(0, R) es la bola Euclidea en R® centrada en el origen
de radio R.

Lema 5.3. Exister; > R tal que sit > r; entonces ¥ (t) es un grafo
sobre T15(t).
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Demostraciéon. Esta claro que cuando ¢t > R, ¥, (t) tiene una tnica
componente conexa no acotada. Ademas, si o > 0 entonces por el
comportamiento dado en (5.2), tenemos que

plus) (@) (dus)(7) > 20.¢* 5 (2,7) (€ + e FPg(Ja))

donde
gz

2| |x|?

Consecuentemente, existe r; suficientemente grande tal que si (x,v) >
r1, entonces (duy).(v) > 0y, en este caso, dado que X es embebida y
¥, (r) Un(X4(r)) encierra un dominio de R? se demuestra que X (¢)
es un grafo sobre I1;(¢).

Cuando a = 0 un argumento similar también funciona. ]

Del Lema 5.3, si fijamos t > 7y, Z* (t) N {p € R* : (p,€3) > R} es un
grafo vertical de una funcion u; satisfaciendo

uy () = up(x + 2(t — (x,0))0) (5.4)

Lema 5.4. Se considera a > 0 independientemente de R y ¢, > 0.
Entonces, para R suficientemente grande y t > a + (z, ), tenemos que

uy () —ug(xr) > € > 0.

Demostracion. Si o > 0 entonces, de (5.2) y (5.4), obtenemos

p(u7) (@) — plug)(x) > Cell” (otlt=em) _ 1)
— M (2lz]® + 4t(t — (z,7))),

para alguna constante M > 0. Tomando X tal que

1+\/1+)\<E
A 2t
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y R > a~!, tenemos que 4t(t — (z,0)) < Nz|*y
o(u)(z) — plus)(z) > C e <e4aR“ —1—Me TN+ 2)R2> >0

para R suficientemente grande. Finalmente, la prueba se termina
por que ¢ es estrictamente creciente. Cuando o = 0, podemos esti-
mar G(u;)(x) — G(us)(z) como en [51, Afirmacion 1, Paso 3] y usar el
hecho de que G es una funcion estrictamente creciente. ]

Con estos preliminares, estamos en condiciones de demostrar la
unicidad de un [y, €3]-Bol gracias a su comportamiento asintotico.

Teorema 5.5. Sea Y. una superficie completa |y, €3]-minima propia-
mente embebida en R3 con un solo final y diferenciablemente asinto-
tica a un [p, €3]-Bol. Entonces, ¥ es un [y, é;]-Bol.

Demostracion. La principal idea es usar el principio de reflexion de
Alexandrov en [1] para probar que ¥ es simétrica respecto de cual-
quier plano vertical I13(0) (Este método puede encontrarse también
en [44, Seccion 4.1]). Fijado un vector horizontal unitario v de forma
arbitraria, el objetivo sera probar que 0 € A donde

A={t>0:%,(t) es un grafo sobre II(t) y X7 (t) > X_(t)},

pues usando un argumento simétrico demostrariamos que 3, (0) >z
¥*(0) y por lo tanto, ¥*(0) = ¥_(0) y ¥ seria simétrica con respec-
to al plano I1;(0). Consecuentemente, gracias a la arbitrariedad del
vector v = (cos#,sinf,0), 3 seria una superficie de revolucion respec-
to a la direccion vertical €5 intersecando el eje de rotacion de forma
ortogonal, por lo que ¥ tendria que ser un [y, ¢3]-Bol.

Paso 1. El conjunto A es no vacio. Ademas, trivialmente tenemos
que si s € A entonces [s,+00) C A.

Demostracion del paso 1. Por el Lema 5.3, existe r; > R tal que para
cualquier ¢t > r; se tiene que X, (¢) es un grafo sobre II;(¢). Por otro
lado, gracias al Lema 5.4, podemos considerar un r, > r; suficien-
temente grande, un « independientemente de 7, y un ¢, > 0 tal que
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para t > a + (x,7) tenemos que
u; (z) —us(x)) > € > 0.
De dicha desigualdad, tenemos que
Sit+a)N{peR®: (p,0) <t} >3 T_(t+a)N{peR’: (p,¥) <t}.
Ademas, como ¥, (¢) es un grafo sobre I1;(¢), deducimos que
Sit+a)n{peR® ¢ < (p¥) <t+a} > S _(t+a)N{peR®: ¢t < (p,¥) <t+a}

probando que [t + a, +oo[C A . O
Paso 2. El conjunto .4 es un subconjunto cerrado en [0, +oo|.

Demostracién del paso 2. Supongamos que {t,},cy €S una sucecion
de puntos en A convergiendo a t,. El objetivo sera probar que t, € A.
En primer lugar, nétese que gracias al Paso 1, el intervalo |tg, +oo[C
A. Nuestro objetivo sera probar que >, () es un grafo sobre el plano
5(to) y que ¥ (t) >3 ¥_(tp). Supongamos por contradiccion que
Y. (tp) no se puede expresar como un grafo sobre Il;(¢y), es decir,
existen dos puntos diferentes p,q € ¥, (ty) tal que n(p) = 7(¢) con
(p, V) < {(q,7). Entonces, tenemos que ¢, = (p, ¥) ya que para cualquier
s > to, se tiene que s € A. Ahora, tomese
(q,7) + 3ty

= —7— > 1.
4 0

Como 7(p) = n(q), tenemos que Y% (t) no puede estar a la derecha
de X_(¢) con respecto al plano Il;(¢), lo cual es una contradiccion
pues t € A. Por lo tanto, el conjunto ¥, (¢y) se puede expresar como
un grafo sobre I1;(;). Consecuentemente, gracias a la continuidad ,
se tiene que X% (ty) >3 Y_(tp) y por lo tanto, t, € A como queriamos
demostrar. ]

Paso 3. El minimo del conjunto A es 0.
Demostracion del paso 3. Argumentamos por contradicciéon. Supon-

gamos que so = min. 4 > (0. Vamos a probar que existe un ¢ > 0 tal que
Sop — € € A
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Afirmacion 1: Existe un ¢; > 0 tal que X, (so—¢;) es un grafo sobre
Hg(SO — 61).

Demostracion de la afirmacion 1. En efecto; gracias al comportamien
to asintotico, existe un a > 0 suficientemente grande y un ¢, > 0 tal
que X, (so — €9) N Z, es un grafo sobre el plano I3(sy — ¢) y ademas

X (so—€e—0)NZy >3 X (50— €0) N Zy.
Consider ahora el conjunto compacto
K=Yn{peR®: (peé) <a}.

Como sy € A, tenemos que K, (sy) es un grafo sobre Il;(sy). Ademas,
no existe ningun punto de X, (sy) con vector normal N incluido en
I15(sp). Por el contrario, aplicando el principio del maximo en la fron-
tera 2.5, demostramos que ¥ seria simétrica respecto del plano I1;(sg)
llegando a una contradiccion pues s, > 0 y no seria asintotico al
[, €5]-Bol. Consecuentemente,

N (K (s0)) N TIy(s0) = 0.

Por continuidad, existe un ¢; €]0, ¢;] suficientemente pequeno tal que
para cualquier t € [sg — €1, 50], N(K,(t)) NIIz(t) = 0 y por lo tanto,
K. (t) se puede representar como un grafo sobre II;(t) para todo ¢ €
[so — €1, 80]- Asi, 3, (sp — €1) es un grafo sobre I1;)(sy — €1). O

Afirmacion 2: Existe ¢, < ¢ tal que X7 (sg — €2) >5 X_(s¢ — €2).

Demostracion de la afirmacion 2. En primer lugar, notese que para
cualquier t > sy — ¢; se tiene

(L) NE_(t)NK) — (024(t)) C K_(s0 — €1). (5.5)
Ademas, como X* (s9) >3 X_(S0),
2% (s0) N E_(s0) = 0%4(s0).
Ahora vamos a probar que existe un e, €]0, ¢;] tal que

S () NS () N K =05, (1) N K,
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para todo t > sy — €. Argumentamos por contradiccion; supongamos
que existe una sucesion creciente {¢,},cy convergiendo a s, tal que

(5(0) N5 (6) NK) — (954 (t,)) # 0.

Denotaremos por p,, un punto cualquiera del anterior conjunto para
cada n. De (5.5), de tiene que (p,,v) < sy — €. Por compacidad de
K, podemos pasar a una sucecion parcial para asumir que {p, }nen
converge a un punto p,, € K. Por continuidad, tenemos que (p.., v) <
sg — €1. Pero,

Po € 21(80) N Z_(So) NK = 82”;(50) N K:7

llegando a una contradiccion. Por lo tanto, 37 (t)NX_(t) = 0¥ (t) para
todo t €]sg — €, 50] y por un argumento de continuidad, X% (t) >5 X_(t).
Demostrandose que X7 (so — €2) > X_(s9 — €2). N

En consecuencia, de las afirmaciones 1y 2, sp — e € A lo cual no
es posible. O

Del paso 3, deducimos que X es simétrica respecto al plano I15(0)
y de la arbitrariedad del vector horizontal ¢, ¥ es una superficie rota-
cionalmente simétrica con respecto a la direccion vertical é; e inter-
secando al eje de rotacion OZ de forma ortogonal. En consecuencia,
¥ es un [p, €3]-Bol. O

5.2. Caracterizacion del cilindro [y, ¢;)-catenario.

En esta seccion, caracterizamos el cilindro [y, é;]-catenario gra-
cias a su comportamiento asintotico. La estrategia sera probar que,
en las condiciones del Teorema 5.18, nuestra superficie sea inva-
riante por traslaciones la direccion e, demostrando que la funcion
angulo 7, = 0.
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5.2.1. Definicion de C*-asintotico.

Teniendo en cuenta la geometria que tiene el cilindro [y, €5]-catenario
descrito en el Teorema 3.3, la siguiente definicion es clave para en-
tender el comportamiento asintético de una superficie bajo las res-
tricciones del Teorema 5.18.

Definicion 5.6. Sea ¢ :|a, +oo[—]b,c[ a,b € RU{—o0}, c € RU {40}
un difeomorfismo creciente tal que e ¥ € L!(Ja,+o0]) y sea G" un
cilindro [y, €3]-catenario en R? con condicion inicial & €]a, +o0|.

Diremos que una superficie diferenciable ¥ es C*-asintético a la
parte derecha G" (0) de G" si para cualquier ¢ > 0 existe § > 0 tal que
¥ parametrizarse como un grafo sobre G" por

F:T}, CR* - R* F=F+aNp,

donde Ty, :=]A,—0, Ay[xR, F(x1,25) = (21,22, u(z1)) parametriza G" en
Ty, u es solucion de (3.2) con u(0) = h, @ : Tj, — R es una funcién
en C*(Ts,(+)) tal que

sup [u| <e , sup|D’u| <e, forany j e {1,---,k}.
+ +

TE, h Té, h

y Nr es el vector normal unitario exterior a G". Analogamente, di-
remos que una superficie diferenciable ¥ es C*-asintética a la parte
izquierda G"(0) de G" si para cualquier ¢ > 0 existe un ¢ > 0 tal que
¥ puede parametrizarse como un grafo sobre G" por

F:T;, CR*5R* F=F+uNp,

donde Ty, :=] — Ay, —Ap + 0[xR, F(z1,29) = (21,72, u(z,)) parametriza
G" sobre Tj,, u es una solucion de (3.2) con u(0) = h, @ : T;,, — R es
una funcion en C*(T},) tal que

sup [u| < e , sup|D’u| < ¢, para cualquier j € {1,--- , k}.
Tsn Tsh

En particular, diremos que X es C*-asintotica a G" siy sélo si &
es C*-asintotica a G" (0) y " (0). Ademas, diremos que una superficie
diferenciable ¥ es C*-asintética a G", fuera de un cilindro, si existe
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un cilindro sélido ¢ cuyo eje es G" N1I(0) y el conjunto ¥ — ¢ consiste
en dos componentes conexas Y, y ¥, las cuales son Ck-asintoticas
a G"(0) y G"(0), respectivamente.

Teniendo en mente nuestra estrategia de probar 7, = 0, vamos
a controlar el comportamiento asintotico del cociente 7/n3. En el
siguiente razonamiento expresamos dicha funcion cuando parame-
trizamos ¥ como un grafo sobre Gh.

Considera un cilindro [y, &|-catenario G" contenido en |—Ay,, A, [xR?
parametrizado por

F(x1,29) = (1, 2, u(z1)) (21,22) €] — Ap, Ap[XR,

donde u es una funcién diferenciable satifaciendo (3.2) con u(0) = h
para algun h €|a,+oc[. Ahora, supongamos que nuestra superficie
¥ es un grafo [y, &]-minimo C*-asintotico a G", fuera de un cilin-
dro. Entonces, para cualquier ¢ > 0 existe un § > 0 tal que la parte
derecha ¥, (A, — §) puede parametrizarse por F Ty, — R® donde

F=F+TuNpyu: T, — R es una funcién diferenciable tal que

sup{[u|} < ¢ and sup{|D’u|} <¢ forany j €N,
+ +

5 5

y Nr es el vector normal unitario a G" dado por,

u 1
Ne=|——,0, — ] . 5.6
r (\/1—|—u’2 \/1—1—u’2> (5.6)

Ahora, calculamos el normal Nz de ¥ con respecto a la base orto-
oF OF A
normal {7~ 7=, Nr}. Notese que,

oF oF
_— = 1 ! - = 1 . -7
. (1,0,u") and o (0,1,0) (5.7
Si denotamos por
1 u’ oOF
B — .0, and F, = —, 5.8
! <\/1—|—u’2 \/1—|—u’2) ? 0wy (5.8)
entonces, O ON
E — 4F and =X =0, (5.9)

81‘1 81’2 B



125 Caracterizacion del cilindro [p, €3]-catenario

Consecuentemente, de (5.7), (5.8) y (5.9), obtenemos que

OF
Er. = (V1+u?+up)E + 1, Np, (5.10)
1
F
a = EQ—{—UxQNF, (511)
823'2
oF OF  _ L .
5;4\5542—umE&—(Vl+%ﬂ—%w@umﬁb+(V14~w2+u¢ﬂwm(512)
1 2

Entonces, de las ecuaciones (5.10), (5.11) y (5.12), el normal Nz pue-
de expresarse por

) 8 g (1+a—-— ) £ 4+ (1 4+ a—+2= ) Np
Nﬁ — < 1+ ) Oz ( 1+u ) 2 < 2 Vitu > (513)
\/111/2 (1+u ) (1 +ﬂ#)
Por otro lado, de las ecuaciones (5.6) y (5.7), tenemos que
oF oF S
<8_x1a€2> :07 <a_x2762> = 17 <NF762> :07 (514)
oF oF 1
—, € (=, ¢& 0, (Np,€3) = ——x—. 5.15
<8x1 €3> u, <8;E2 63) ) < F, 63) m ( )

Consecuentemente, aplicando (5.13), (5.14),(5.15) y teniendo en cuen-
ta que el razonamiento para la parte izquierda es analogo, probamos
el siguiente resultado.

Proposicion 5.7. En las condiciones anteriores, para cualquier ¢ > 0,
existe un § > 0 suficientemente pequerio tal que

1+ﬂ(—£7>
2 _ Up, V1 + U2 Vitu? . sobre Tgfh (5.16)
" Lt i + 7 (i)

respectivamente, donde 7 : T sn X R = R es una funcion diferenciable
dada por la definicién 5.6 verlﬁcando

sup{[a|} < e y sup{|D’u|} < e para cualquier j € N.
T35, T35,
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Nota 5.8. Notese que ser C*-asintotico no implica que la convergen-
cia sea en C*-topologia. Sin embargo,de los Teoremas 3.3, 3.4 junto
a las ecuaciones (5.6)-(5.9), si ¢ :]Ja, +oo[—]b, [, a,b € RU{—c0}yceR
es una funcion diferenciable estrictamente moné6tona y todas las de-
rivadas j-ésimas de ¢ estan acotadas para cualquier j € {1,--- , k},
entonces C*-asintotica implica C*-topologia.

5.2.2. Teorema de compacidad gracias a un principio del maxi-
mo de barrera.

Un paso fundamental para la unicidad del cilindro [y, &;]-catenario
es el comportamiento de nuestras superficies bajo traslaciones en la
direccion horizontal ¢,. En esta seccion, probaremos que las trasla-
ciones en el eje OY de cualquier grafo [y, €3]-minimo ¥ convergen a
un cilindro [, &]-catenario cuando ¥ es C*-asintético a un G", fuera
de un cilindro. Dicho resultado de compacidad es una consecuencia
del Teorema de B. White 4.10 junto con un principio del maximo de
barrera para el conjunto de puntos blow-up del area dado por

Z :={peQ:limsup.A?(3, N B.(p)) = +oo for any r > 0},

n—-+o0o

donde B.(p) es la bola Euclidea centrada en p de radio r. Este re-
sultado fue probado también por B. White en [77] con enuncidado

Teorema 5.9.(Principio de barrera) Sea () un subconjunto abierto de
R3. Sea {p,}n.en una sucecion de funciones diferenciables que con-
vergen diferenciablemente a ¢, en ). Considera {¥,},en C 2 una
sucesion de superficies minimas en el correspondiente espacio de
Ilmanen Z#" para cada n € N tal que la longitud de {0%,},cn esté
uniformemente acotado en conjuntos compactos de §) y supongamos
que existe un dominio cerrado D en ) con frontera diferenciable tal
que Z C D y (Hsp,v) < 0 donde v es el vector normal unitario a 0D
que apunta al interior de D y Hyp la curvatura media del borde de
D. Si Z contiene cualquier punto de 0D, entonces 0D C Z.

La idea principal para demostrar nuestro resultado de compaci-
dad sera probar que Z = @ gracias al Teorema 5.9 con el fin de apli-
car el Teorema de compacidad 4.10; puesto que, una de las hipotesis
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cruciales es que el area esté uniformemente acotada en conjuntos
compactos de R?.

Nota 5.10. Si aplicamos el Teorema 4.7 para la acotacion del area
intrinsica, se prueba que si ¢ es una funciéon diferenciable estricta-
mente creciente y convexa tal que sup{2$ — ¢*} < +o0, entonces cual-
quier suceciéon de traslaciones horizontales {X¥,},cy de superficies
[, €&5]-minimas y H-convexas en R? tiene area uniformemente acota-
da en compactos de (2 con respecto a la métrica de [lmanen. En el
siguiente Teorema, gracias a que nuestra superficie ¥ es C*-asintoti-
ca a un cilindro [y, &]-catenario G" podemos relajar las condiciones
sobre la funcion .

Teorema 5.11. Sea ¢ :]a, +oo[—]b,c[ a,b € RU{—o0} yc € RU{+o0}
un difeomorfismo estrictamente creciente y convexo. Consideramos
¥ una superficie conexa propiamente embebidad |y, €3]-minima con
género localmente acotado y C*-asintética a G" para algin h €
Ja, +o0[, fuera de un cilindro. Supongamos que {b,},cn €s una su-
cecion divergente de numeros reales y consideramos la sucesion de
superficies [p, €;]-minimas {3, = ¥ —(0,b,,0) },cn . Entonces, después
de pasar a una sucesion parcial, {¥,, },en converge diferenciablemen-
te con multiplicidad 1 a una superficie diferenciable [, &5]-minima ¥,
con el mismo comportamiento asintotico que ..

Demostracion. Por hipotesis, nuestra superficie ¥ es C*-asintotica
a G", fuera de un cilindro ¢. Salvo un movimiento rigido, podemos
considerar ¢ tal que

¢ = {(21,23,23) € R 2] + (23 — h)” < ).

De la definicion 5.6, cada ¥, \ ¢ consiste en dos componentes conexas
Y.1, Zn o las cuales son C*-asintéticas G" (0) y G"(0), respectivamente.
Para un z € R arbitrario, denotamos por

R ={peR’: (p,&) >z} y R; =R\R}.

Dividimos cada ¥, en las siguientes partes

2
SH(2) = Sae NRE con ke {l,2} y T(2) = T\ (U z;k(z)> .
k=1
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Afirmacion 1. Existe z; suficientemente grande tal que para todo
z > z la sucecion {X7,(z)},.en tiene area uniformemente acotada en
compactos de {2 con respecto a la métrica de Ilmanen.

Demostracion de la Afirmacién 1. Solo vamos a probar el caso k£ = 1
ya que el caso k£ = 2 es analogo. Sea K un subconjunto compacto de
R3 y B(0,r) la bola de radio r centrada en el origen y conteniendo a
K. Denotamos por U, . la proyeccion de ;7 () N K a ] — Ay, Ay[xR. De
la definicion 5.6 y tomando z; suficientemente grande, se tiene que
para cualquier z > z; y cualquier € > 0 existe un ¢ (dependiendo solo
de ¢) tal que podemos parametrizar ¥, (z) N K por F, sobre U, . N Ty
Consecuentemente, el area sobre este conjunto compacto viene dada
por,

OF, . OF,
8.771 (9x2

dri dxs.

A“"(E;l(z) N IC) = / eW(<Fn(Il7x2)7€3>)

Un,=NT5,

Consecuentemente, de la monoticidad de ¢, el Teorema 2.30 y la
expresion (5.12), existe una constante C'(R,¢) > 0 (dependiendo solo
de Ry ¢) tal que

AP (] () NK) < e?FHIC(R, e)AUy,.) < e?FHIC(R, €)A(K).

]

Afirmacion 2. Existe un z, > z; tal que para todo z > 2z, la sucecion
de superficies {¥ (z)},.cn tiene area uniformemente acotada en (2 con
respecto a la métrica de [lmanen.

Demostraciéon de la afirmaciéon 2. Argumentando como en la afirma-
cién anterior, vamos a probar que la sucesion {0%, (z) }nen tiene lon-
gitud uniformemente acotada en conjuntos compactos. Notese que
cada 9%, (z) tiene dos componentes conexas 9% ,(z) con k € {1,2}.
De nuevo, solo vamos a probar el caso k£ = 1. Fijo un conjunto com-
pacto K de Ry B(0,r) la bola Euclidea de radio r centrada en el ori-
gen y conteniendo al compacto K. Tomando z; > z; suficientemente
grande, tenemos que para cualquier z > 2, y cualquier ¢ > 0 existe
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un ¢ (dependiendo solo de ¢) tal que 9%, ,(2) N K puede parametrizar-

se como una curva plana v, : I, C R — TI(r,) dada por 7, (t) = F,(r, t)
con r, €A, — 0, A[, I, denota la proyeccion de 0%, () N K a {r,} x R
y F, dado en la definicion 5.6. Consecuentemente, de la ecuacion
(5.11), podemos estimar la longitud por,

OBl < ) [ o) ar < Cle e,
In In

donde C(e,7) > 0 es una constante dependiendo solamente de ¢ y r.

Por otro lado, de la afirmacion 1, tenemos que el conjunto de pun-
tos blow-up del area Z esta contenido en un cilindro horizontal ¢’ de
radio mayor o igual que z,. Notese que, la tercera coordenada x3 esta
acotada en Z. Del Teorema 3.13, podemos asegurar la existencia de
un [p, €3]-Bol B tal que BN ¢ = @. Trasladando B en la direccion —éj,
existe un primer [ > 0 tal que B — le3 tiene un punto de contacto
tangecial p con Z. Entonces, gracias a la estimacion uniforme de la
longitud, podemos aplicar el Teorema 5.9 para demostrar que B — [é3
esta contenido ¢’ el cual contradice el comportamiendo asintoético de
B dado en el Teorema 3.25. Finalmente, me gustaria apuntar que
el [, e3]- Bol trasladado es un grafo [¢;, €3]-minimo, que sigue siendo
H-convexo, con ¢;(r3) = ¢(x3+1). O

De las afirmaciones 1. y 2. la sucesion {¥,},cn tiene area unifor-
memente acotada en compactos R? con respecto a la métrica de Ilma-
nen. Consecuentemente, del Teorema 4.10, {3, },cy converge a una
superficie diferenciablemente [p, €3]-minima ¥, propiamente embe-
bida. Nétese que ¥, # @ porque {X,},cny tiene puntos de acumu-
lacion gracias al comportamiento asintotico. Ya que cada Z;k(z) es
un grafo sobre G" y ¥, es conexa, deducimos que la multiplicidad es
1 en todos los puntos y por tanto, la convergencia es diferenciable.
Ademas, observa que cada componente de ¥, R puede parametri-
zarse como un grafo de una funcion diferenciable %, el cual es limite
de una sucecion de grafos {w, = u(s—b,,t)}.en. Entonces, 3., tiene el
mismo comportamiento asintotico que Y. Finalmente, ¥, es conexa
pues de otra manera, existe una componente conexa propiamente
embebida S, en el interior de ¢ llegando a una contradiccion pues
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la tercera componente de dicha componente conexa estaria acota-
da. O

Nota 5.12. Notese que la superficie [y, €5]-Bol es una grafo global-
mente convexo rotacionalmente simétrico que interseca al eje de re-
volucion de forma ortogonal definido sobre un disco D centrado en
el origen y tal que u(z) - +oo cuando x — JD. La convexidad de ¢
es crucial en la prueba del Teorema 3.13 para garantizar la propie-
dad de ser globalmente convexa y asegurar la divergencia de u en el
borde 0D.

Figura 5.2: Esquema de la demostracion del Teorema 5.11.

5.2.3. Demostracion de la unicidad del cilindro [y, ¢;|-catenario.

En esta seccion, vamos a probar nuestro resultado de unidad pa-
ra el cilindro [p, €3]-catenario gracias al comportamiento asintotico.
Las claves de esta demostracion seran el método de reflexion de Ale-
xandrov [1] por planos verticales, aplicado de igual forma que en
el Teorema de unicidad del [p, €3]-Bol 5.5, junto con el principio del
maximo 2.21 para probar que la funcion angulo 7, = 0. Consecuente-
mente, nuestro grafo > sera invariante por traslaciones horizontales
en la direcciion é; y por lo tanto, ¥ sera un cilindro [y, &;]-catenario.

Lema 5.13. Sea ¢ :|a,+oo[—]b,c[, a,b € RU{—o0},c € RU{+00} una
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Jfuncion diferenciable estrictamente creciente y convexa tal que e ¥ €
L'(Ja, +oc[). Si X es una superficie [p, €;]-minima C*-asintética a un
cilindro [y, &]-catenario G" para algun h €la, +oo|, fuera de un cilindro,
entonces Y. esta estrictamente contenida en la banda | — Ap,, Aj[xR2.

Demostraciéon. Argumentamos por contradiccion. Sea x; la primera
coordenada de ¥ y asumimos que A = supy{z1} > Aj, donde A, esta
definida en la ecuacion 3.5. Consideramos el siguiente subconjunto

de X,
A A A A
Sh)\ZE_;,_ (7h+§> con &S’W:EHH <7h+§) .
El comportamiento asintético de ¥ con respecto a G"(0) implica que
existe un maximo local en el interior de S; . De la ecuacion 2. del

Lema 2.19, obtenemos que

sup{z1} = sup {z1}.

Shoa OSh A
Consecuentemente, existe un punto p € 95, tal que

A A

llegando a contradiccion ya que A > A;,. Por otro lado, si se da la
igualdad, comparando con el plano vertical II(A;) con ¥ llegamos a
una contradiccion con el principio del maximo en el interior 2.5. Por
lo tanto, supy{x1} < Ay.

Similarmente, podemos probar que infx.{z;} > —A, gracias al com-
portamiento asintético de ¥ con respecto a G"(0). ]

Lema 5.14. Sea ¢ :]a,+oo[—]b,c[, a,b € RU{—00}, c € RU{+00} una
funcién diferenciable estrictamente creciente tal que e € L'(Ja, +00]).
Si ¥ es una superficie [y, €s]-minima C*-asintética a un cilindro [y, €3]-
catenario G" para algin h €|a, +oo[, fuera de un cilindro, entonces Y.
es simétrica respecto del plano vertical 11(0).

Demostracion. Vamos a usar un argumento analogo al Teorema 5.5,
demostrando los Lemas 5.3 y 5.4 adaptados en esta situacion. Fijo
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t > 0y considero la reflexion de X, (¢) con respecto a I(t)
SL(t) = {(2t — 21,29, 13) € R 1 (21,19, 23) € T4 (1)}
Del Lema 5.13, vamos a definir el siguiente conjunto
A= {t €[0,A4]: ¥4 (t) es un grafo sobre II(0) y 3% (t) > X_(t)},

donde > significa en este caso >; definido en 5.1. Vamos a probar
de nuevo que 0 € A. En este caso, tendriamos que ¥ (0) > ¥_(0) y de
nuevo, por un argumento simétrico, demostramos que ¥ (0) = £_(0).

Primero probamos que A # @. Del comportamiento asintotico con
respecto a gﬁ(o), tenemos que para cualquier ¢ > 0 existe un ¢, > 0
tal que X, (t) puede parametrizarse por

F Typ =)t Ap[xR — R? F=F+uNp para cualquier t > t,,

donde F es la parametrizacion de G" sobre T, y u : T;;, — R es una
funcion diferenciable tal que

sup [u| <e , sup|Du| <e. (5.17)
Ty,n Tt
Considera, ( )
~ ~ _, u T1,T9
w(xy) = (F,é3) = u(r)) — ————=— (5.18)
(o) = (Foda) = uln) - — s
y definimos u* 1a reflexion con respecto I1(t) dada por
~ u(2t — xy,
u (1) = u(2t — 1) — u 1, 73) (5.19)

VI+uw (2t —2)?

Del Teorema 3.3, las ecuaciones (5.17),(5.18) y (5.19), se obtiene la
siguiente desigualdad,

u*(zy) —u(zy) > u(2t —x1) —u(xy) — 2¢

Eligiendo una constante a > 0 (independiente de ¢y) y ¢; > ¢, suficien-
temente grande tal que «/(x;) > ¢/a para a < t; — x;, entonces existe
un ¢, > 0 tal que

u*(xy) —u(xy) > 2(u' (z1)a — ) > ¢y > 0,
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Consecuentemente, de la desigualdad anterior y del Paso 1. del Teo-
rema 5.5, tenemos que

Ei(t + CL) N {(Il,l'g,mg) S Rg A < t}
> (t+a) N {(z1, 20, 73) € R®: 2y < 1},

para todo t > t,. Ademas, del hecho de que X, (¢) es un grafo sobre
I1(t) deducimos que

S (t4a) N {(21, 20, m3) ERP 1t <2y <t +a}
>Y_(t+a)N{(z1,z2,73) ER*: ¢t < zy <t+a}

Consecuentemente, [t; + a, A,[C A. Ademas, es facil ver que si s € A
entonces |s, A\,[C A. Ahora, supongamos por contradicciéon que s, =
min(A) > 0. Argumentanto como en la Afirmacion 1. del Paso 3. del
Teorema 5.5, existe un ¢, €]0,¢) tal que la superficie ¥ (so—e;) puede
parametrizarse como un grafo sobre I1(0). Consecuentemente, X, (¢)
es un grafo sobre II(0) para todo ¢t > sy — ;. Ademas, para dicho ¢; y
usando ahora la Afirmacion 2. del paso 3. del Teorema 5.5, podemos
probar que X% (sg —e1) > X_(s9 —¢€1) y por lo tanto, sy —¢; € A llegando
a una contradiccion. O

Lema 5.15. Sea ¢ :|a, +oo[—]b,c[, a,b € RU{—o00}, c € RU{+00} una
funcién estrictamente creciente y convexa tal que e ¥ € L'(Ja, +|) y
¥ una superficie completa, conexa, [, é;]-minima C*-asintética a un
cilindro [, €]-catenario G" para algun h €|a, +c|, fuera de un cilindro
. Considera la curva I' = ¥ N 11(0). Si la _funcién tercera coordena xs|r
de I' alcanza un extremo global T', entonces Y es un cilindro [y, é5]-
catenario.

Demostraciéon. En primer lugar, supongamos que existe un punto
p € I tal que 7 = maxr{z3} = z3(p). Observamos que,

0%, (0) C {(z1, 79, 73) € R : w3 < 7}
Para ¢t € R considera una traslacion horizontal de G7 (0) dado por

G2'(0) = {(z1, w0, u(wy — 1)) €R® 1y € [t, A, + 1]}
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donde, A, < A, gracias al Teorema 3.3. Ahora definamos el siguiente
conjunto

Q= {te]—00,0: GZ(0)N X, (0) = @}.

Trivialmente, Q # &. Por otro lado, si t € Q entonces | — co,t[C Q.
Ademas, podemos afirmar que

to = sup{Q} = 0.

En efecto, argumentémoslo por contradiccién. Supongamos que t, <
0. Si no pertenece a Q, entonces existe un primer punto de contacto
ya que, por el Teorema 3.3, las fronteras de ambas superficies no se
tocan cuando ¢ < 0. Aplicando el principio del maximo en el interior
2.5, deducimos que ¥ = G™" llegando a contradiccién con el compor-
tamiento asintotico de Y. Consecuentemente, podemos asumir que
to € Q. En este caso, ya que la distancia entre las fronteras es po-
sitiva y G7'(0), ¥, (0) tienen diferentes comportamientos asintoticos,
existe una sucesion de puntos {p, = (P1.n,P2.n,P3n) ney C X4(0) tal
que {p3, ey €sta acotada, {p2,}nen €s divergente y

Jim_d(p,, G1(0)) = 0.
Del Teorema 5.11, tenemos que la sucesion {¥, = £ — (0,p2.,0) bnen
converge diferenciablemente, despues de pasar a una sucecion par-
cial, a una superficie ¥, conexa propiamente embebida [y, €3]-mini-
ma con el mismo comportamiento asintotico que ¥. Sin embargo, >,
y G7°(0) tienen un punto interior de contacto y llegamos de nuevo
a contradiccion. Consecuentemente, tenemos que ¢, = 0. Entonces,
G7(0) y ¥4(0) tiene un punto de contacto p en el borde. Observamos
que el plano tangente en p de ambas superficies es horizontal por el
Lema 6.8 y entonces, por el principio del maximo en el borde 2.5,
ambas superficies coinciden como queriamos probar. Por otro lado,
si existe un ¢ € I' tal que ¢ = minr{z3} = z3(¢), el mismo razonamien-
to funciona comparando ¥ (0) con G *(0) para t > 0. O

Nota 5.16. Me gustaria decir en este punto que este argumento no
funciona cuando e¢=¥ ¢ L!(]Ja, +oc[) porque no podemos asegurar la
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existencia de un primer punto de contacto debido a que la inclina-
cion del plano asintotico de G", dado por el Teorema 3.3, medida a
partir de cualquier plano horizontal es decreciente con respecto a la
condicion inicial, esto es, el limite lim,, . v/(z1) es decreciente con
respecto a h.

Figura 5.3: Comparando G7 (0) y G7(0) con X en los puntos de I'.

Proposicion 5.17. Sea ¢ :]a, +oo[—]b,c[, a,b € RU{—0o0}, c € RU{+00}

un difeomorfismo estrictamente creciente y convexo tal que e~ ¥ € L'(]a, +o0[)
Yy sea ¥ una superficie conexa (¢, €;]-minima la cual es C*-asintética

a un cilindro [p, &s]-catenario G" para algun h €la,+oo[, fuera de un
cilindro. Para cualquier sucecién de puntos {(pin,D2n,Dsn)}nen de X

tal que {ps,}nen diverge y {ps.}nen esta acotada, la sucecion {3, =

Y — (0,pan,0)}nen converge diferenciablemente, después de pasar a
una sucesion parcial, a algun cilindro [y, €3]-catenario con el mismo
comportamiento asintético que G".

Demostracién. Pasando a una sucesion parcial, podemos asumir que
{Psn}nen €s estrictamente monétona convergiendo, o bien, a su su-
premo o bien, a su infimo. Del Teorema 5.11, sabemos que {3, },cn
converge diferenciablemente a una superficie conexa [y, €5]-minima
Y~ propiamente embebida con el mismo comportamiento asintotico
que Y. Teniendo en cuenta la manera con la que hemos construido
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dicho limite, tenemos que

Max(0)ne {273} = x3|zoo((07 Oap3,oo)) o, (520)
min o)z, {23} = 23]2,.((0,0, p3.00))- (5.21)

Consecuentemente, del Lema 5.15 y (5.20) o (5.21), probamos que
Y« coincide con algun cilindro [y, €;]-catenario con el mismo com-
portamiento que G". O

Con todos estos preliminares, estamos en condiciones de caracte-
rizar el cilindro [p, €3]-catenario gracias a su comportamiento asintoti-
co.

Teorema 5.18. Sea ¢ :]a, +oo[—]b,c[, a,b € RU{—0} yc € RU {400}
un difeomorfismo estrictamente creciente convexo tal que e ¢ €
L'(Ja, +oc[) y cociente acotado ¢/¢. Si ¥ es un grafo completo cone-
xo [y, &]-minimo C*-asintético a un cilindro [y, &]-catenario G" para
algin h €la,+oo[, fuera de un cilindro, entonces % coincide con un
cilindro [y, €3]-catenario con el mismo comportamiento asintético que

G".

3

—————————

Figura 5.4: Exhauciéon compacta {A, },cn de X.
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Demostracion. Sean {a,, }ren, {bn }nen dos sucesiones estrictamente cre-
cientes de nuimeros reales positivos. Consideramos una exhaucion
compacta {A,},en cuya frontera consiste en las siguientes cuatro
curvas,

Ay ={(z1,20,23) €X: 21 >0, —a, <z2<b,, z3=n},
Aoy ={(z1,20,23) €X:21 <0, —a, <x9<b,, z3=n},
As, ={(z1,22,23) € X : 29 = —a,, 3 <n},

Ayp ={(z1,20,23) €X: 29 =0, 3 <n}.

Del comportamiento asintoético dado por la definicion 5.6, fijamos
un n; suficientemente grande y un n > n; arbitrario para que dado
un ¢ > 0 exista un ¢ > 0 (dependiendo solo de ¢) tal que un entorno
de A, puede parametrizarse como un grafo sobre G" (0) por

F:Tj, »R* | F=F+uNp,
donde F(xy,;3) = (21,22, u(z1)) parametriza G" sobre Ty, con u solu-

cion de (3.1), u : ng , — R es una funcion diferenciable tal que

sup [u| < e , sup|D’u| < ¢, for any j € N.
+

+
T&,h Té,h

y Np es el normal unitario de G". De la ecuacion (5.16), podemos
escribir

72 1+u ( 1iw2>
= =Ty, V1 + u? _ on Tj,. (5.22)
73 ’

— u’ a7 P
L+ e + 7 (i)

Vamos a examinar el comportamiento de 7,/7; a lo largo de A, ,,.
Como para cualquier z, fijo, tenemos que lim,, 5, |u| = lim,, A, |Du| =
0, entonces

< (Ap — m1)e. (5.23)

Ap,
[ (21, 20)] = \ [l ) ds

1

Ademas, del Teorema 3.3 y la regla de L’'Hopital, los siguiente limites

existen )
; ' ; 2
mlhn}\h Vi zlhnzlxh<Ah — 1)/ 1+ u?(xq). (5.24)



Teoremas de unicidad gracias al comportamiendo asintotico. 138

Consecuentemente, de (5.23) y (5.24), existe un ny, > n,; tal que para
cualquier n > n,y, se tiene la siguiente estimacion para la funcion
(5.22),

supA17n|772/773| <e. (5.25)

Ademas, de la simetria dada por el Lema 5.14, la desigualdad an-
terior (5.25) también funciona en un entorno de A,,. Por otro lado,
de la Proposicion 5.17 , podemos argumentar de forma analoga pa-
ra las curvas Az, y Ay, pues ambas curvas son C*-asintoticas a
algun G" con el mismo comportamiento asintético que G”, esto es,
Ap = A,. Consecuentemente, de la definicion de convergencia (4.8),
existe ng > ny tal que para cualquier n > ns, un entorno de A;,, puede
parametrizarse como un grafo sobre G" por

Fo:Tih, =R Fy=F +Np,

donde 7:;;1771 =] — A + 0, Ay — §[X]m1n, man], 0 > 0 solo depende de
nsg, {M1ntnen, {M2nneny SON sucesiones estristamente monotonas con
mi, < Mg,y cadau, : 7:;;”1 — R es una funcién diferenciable satisfa-
ciendo las siguientes desigualdades

SuP%Th,n|u_"| <e, Sup%,*h,n|Dju_”| <e¢e, forany jeN.

Notese que en este caso, z; no tiende a +£A; y por el Teorema 3.3, v’
esta acotada. Consecuentemente, el mismo argumento anterior fun-
ciona puesto que los limites (5.24) existen para cualquier sucecion
de puntos divergente. Por lo tanto, la desigualdad (5.25) es cier-
ta en A;,. Analogamente, tomando n, > ns suficientemente grande
y parametrizando un entorno de A,, como un grafo sobre G" por
Un Tspm =) — A + 0, A — 6[X] — map, =y n[— R con

sup;— n]m| < e, Sup%—h.n\D]’W\ < ¢ para cualquier j € N,

la desigualdad (5.25) también es cierta en A,,. Por lo tanto, la fun-
cién 1, /n; tiende a cero cuando p — co. En particular, existe un punto
interior donde la funcién 7, /73 alcanza o un maximo local en {7, > 0}
o bien un minimo local en {7, < 0}. Del Corolario 2.21 y la convexi-
dad de ¢, deducimos que 7, = 0 y por lo tanto, ¥ es invariante bajo
translaciones en la direccion de é; como queriamos demostrar. O]
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Nota 5.19. Notese que si A es estrictamente creciente con respecto
a la condicion inicial A\, entonces podemos asegurar que X coincide
con G". En efecto, en la ultima parte de la demostracion, si 7, se
anula en todo punto, entonces ¥ = G" con A; = A, debido al compor-
tamiento asintotico. Por lo tanto, si la funcion Ay, — A es inyectiva,
entonces h = h y por la unicidad del problema (3.1)-(3.3), probamos
que ¥ = G".

Nota 5.20. Como una consecuencia directa de la demostracion, po-
demos cambiar las hipotesis de ser grafo en el Teorema 5.18 por
las siguientes condiciones. Supongamos que ¢ es un difeomorfis-
mo estrictamente creciente convexo con un crecimiento a lo sumo
cuadratico y tal que ¥ < 0. Asumimos que ¥ es una superficie cone-
xa completa [y, ¢5]-minima propiamente embebida, H-convexa con
género localmente acotado, curvatura de Gauss acotada inferior-
mente y C*°-asintotica a G h fuera de un cilindro. De los Teoremas 4.7
y 4.22, tenemos que ¥ tiene area uniformemente acotada en conjun-
tos compactos y K > 0. Si probamos que 7, = 0 , entonces existe un
punto donde la curvatura de Gauss se anula. Asi, de los Teoremas
2.23 y 3.7, 3 debe de coincidir con algun cilindro [y, é;]-catenario.






Capitulo 6

Una correspondencia de tipo Calabi

E. Calabi probé en [9] que, localmente, existe una correspondencia biyectiva entre grafos minimos en
el espacio Euclideo R® y grafos espaciales en el espacio de Lorentz-Minkowlsi .3 ; la ctial se ha aplicado
de forma exitosa para obtener nuevos ejemplos de superficies o para estudiar propiedades geométricas y
topoldgicas de estas familias de superficies. En este tiltimo capitulo, presentamos una extension de esta
correspondencia entre grafos [, &]-minimos en R y grafos espaciales [y, &]-mdximales en L3, usando
la metodologia descrita en [9]. Finalmente, aplicaremos dicha correspondencia para describir nuevos
ejemplos de superficies a partir de propiedades geométricas ya conocidas. Esta correspondencia de tipo

Calabi puede encontrarse en [54].

6.1. Ecuacion de los grafos [y, ¢3]-minimos.

Sea u : ©2; — R una funcién diferenciable sobre un dominio sim-
plemente conexo (2; y consideramos ¢ (z,y) = (z,y,u(z,y)) su grafo.
Entonces, la métrica inducida ¢, la apliacion de Gauss N y el vector
curvatura media H de ¢ vienen dados por

g=(1+u)do?*+ (1+ uz)dy2 + 2uu,drdy, (6.1)
1
N = W(_U’Z?_uy71)7 W = \/]-+u32€+u§, (62)
1

141
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donde

Lu = (14 ud)uyy + (1 + u)tiag — 2ugtiytig,.

De la ecuacion (1.8), sabemos que ¢ es un grafo [¢, €3]-minimo si

y so6lo si u es solucion de la siguiente ecuacion diferencial de tipo
eliptico

(1 + w2 )uyy + (14 ) ) te — 2ugtyliay = G(u) W2, (6.4)

Usando (6.4), se puede demostrar que

2 ” w) -
(ﬂew(m) B (%em) _we o Lu o () 0
Yy

1% w w3 w
(1 + u? e‘p(“)> B (umuy e”(“)> Ly esa(z)ﬁu L P (y) _o
w w z w w

Consecuentemente, aplicando el Lema de Poincaré, la ecuacion (6.4)
es equivalente a la integrabilidad del siguiente sistema

L+u? ., Uglly o
¢xw = —elp( )) ¢:vy = yecp( )7 ¢yy =

2
1+ Uy, 0
W W

W : (6.5)

para una funcion convexa ¢ : ; — R (Gnica moédulo polinomios
lineales).

De la ecuaciones (6.1) y (6.4), el operador de Laplace-Beltrami A,
de g esta dado por

W2A, = (1+ ui)asy +(1+ ui)@im — 2uxuy(9§y — o(u)(uz 0y + uy9y), (6.6)

y por lo tanto, se puede deducir las siguientes ecuaciones

Agp = (Vp)t = (N, &)@(u) N, 6.7)
(w)

Ao == Vg;(u)uz = (N, &)e* M (u) us, (6.8)
(w)

Aoy =& v§ W), = (N, &)™) u,, (6.9)
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6.2. La ecuacion de las superficies po-maximales.

Sea I3 el espacio de Lorentz-Minkowski R? con la métrica
() = da® + dy* — d2?. (6.11)

Una superficie en L? se denomina espacial si la métrica inducida
sobre la superficie es una meétrica Riemanniana definida positiva.
Una superficie espacial > en L es p-maximal si su vector curvatura
media H satisface

H- (V%)L, 6.12)

—1.3
donde V= denota al operador gradiente en L3 y ¢ es una funcion
diferenciable sobre un dominio de L.* conteniendo ..

Como en el caso Euclideo, una superficie espacial p-maximal
puede verse, o bien, como un punto critico bajo variaciones nor-
males de soporte compacto del siguiente funcional de area con peso

V(%) = /Ne“” ds, (6.13)
>
donde d es el elemento de volumen inducido por la métrica (-,-); o
bien, como una superficie maxima espacial con el siguiente cambio
conforme de métrica

G, =c?(.,.). (6.14)

Definicion 6.1. Si ¢ solo depende de la tercera coordenada, cual-
quier superficie espacial con vector curvatura media satisfaciendo
(6.12) se denominara [y, €5]-maximal.

Nota 6.2. Ejemplos conocidos de superfices [y, €5]-maximales son
las clasicas superfices maximas y los solitones de traslacion espacia-
les en 13, ver por ejemplo [10, 19]. En analogia con el caso Euclideo,
una superficie espacial [y, €3]-maximal con ¢(p) = alog(p,e3), a € R,
a # 0 se denominara superficie a-maximal singular.
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Si 2_; es un dominio plano simplemente conexo, no es dificil pro-
bar que un grafo vertical en L.? de una funciéon z : Q_; — R es una
superficie espacial [p, €5]-maxima si y so6lo si u es solucion de la si-
guiente ecuacion diferencial eliptica

(1= 02ty + (1 = 02Nl + 2UaThy Ty + G@)W = 0, (6.15)

donde W = /1 —u? —ﬂz. De las ecuaciones (6.11) y (6.15), el ope-
rador de Laplace-Beltrami A; de la métrica inducida g viene dado
por

WA, = (1— )05, + (1 =) 02, + 2u,u,02, — ¢(0) (U0, + W,0,), (6.16)

y la ecuacion (6.15) es equivalente a la integrabilidad del siguiente
sistema

_ _ )

para una funciéon convexa ¢ : Q_; — R (unica médulo polinomios
lineales).

6.3. La correspondencia.

E. Calabi en [9], observo que existe una correspondencia natural
entre las soluciones de la ecuacion de las superficies minimas en R3
con las superficies espaciales maximales en 3.

Vamos a demostrar como se puede extender esta correspondencia
a la familia de grafos [p, ¢3]-minimos de R3.

Teorema 6.3. Sea (); un dominio plano simplemente conexo, 1) :
0 — R3, Y(z,y) = (z,y,u) un grafo [p, e3]-minimo en R?, ¢ una so-
lucion del sistema (6.5) y ¥ una funciéon primitiva de e (es decir,
J = e®). Entonces v : Q; — L? dada por

¥ = (¢, y, ¥(u)), (6.18)
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es un grafo espacial [—p o 97!, e}]—mdxiglal en el espacio de Lorentz-
Minkowski cuya aplicacion de Gauss N viene dada por

N = (ug,uy, W), (6.19)

Las métricas inducidas g y g de i y {/; respectivamente, son confor-
mes y la curvatura media H (H) junto con la curvatura de Gauss K
(K ) de v (1)) satisfacen
H+ W2 ?WH =, (6.20)
K +Wie WK = . (6.21)

Demostracion. De las ecuaciones (6.5),(6.18) y (6.19), tenemos que

<<7Zm> N» = <<{/;y7 N» =0, «Na N» = -1, (6.22)
e2¢(u)

§=(dv,db) = (d0s)° + () — (d)* = g (6.23)

Entonces, ;Z es un grafo espacial con aplicacion de Gauss N. Co-
mo las métricas g y g son conformes, de (6.8), (6.9), (6.19) y (6.23),
deducimos que

o dgp ~ . —L?’ 1 1
s V=g VN = (¥ ee07)

Consecuentemente, ¢ es una superficie [—p o 9!, €3]-maximal.

H= A= —

Finalmente, de (6.5) y (6.19), obtenemos que

- (u)

(e o) = St =~ g, o), (6.24)
- - (u)

«%, Ny>> = e;/ Uy = _eip(U)@bm Ny>> (625)
~ o~ w(u)

(Wy, Ny)) = eWuyy = —e*) (y, Ny). (6.26)

y por lo tanto los operadores forma A (ﬁ) de (J) estan relaciones

por B
A4e?WWw? A =0, (6.27)
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lo cual, junto con (6.23) probamos las ecuaciones (6.20) y (6.21). [J

Nota 6.4. Obsérvese que ¥ es un grafo sobre un dominio )_; resul-
tado de aplicar la transformada de Legendre de ¢, ver [24, Capitulo
3.

Nota 6.5. La correspondencia (6.18) puede darse globalmente como
sigue

)= /e@(<¢7€3>)(6—’3 A (dy A N) + (dip, €3)€3), (6.28)

donde A denota al producto vectorial de R3. Ademas, las singulari-
dades de ¢ se dan en los puntos donde la funcion (€3, N) se anula.

Argumentando como en el Teorema 6.3, podemos probar la co-
rrespondencia reciproca.

Teorema 6.6. Sea §)_; un dominio plano simplemente conexo, v :
Q. — L3, ¢(z,y) = (z,y,u) un grafo espacial [y, ¢3]-maximal en L3 , ¢
solucion del sistema (6.17) y ¥ una funcién primitiva de e*. Entonces
la inmersion dada por

U = (¢, ¢,, V(1)) (6.29)

es un grafo [—p o 9!, &]-minimo en R? sobre la transformada de Le-
gendre de ¢, cuya métrica inducida, curvatura media H y curvatura
de Gauss K satisfacen

e2p(u)
9="27 (6.30)
H4 e ?@ W H =0, 6.31)
K+e 2@ W K =0, (6.32)

donde W = /1 —u, —u, yg. H y K son la métrica inducida, la cur-

vatura media y la curvatura de Gauss del grafo espacial 7.

Nota 6.7. La correspondencia (6.29) también puede darse global-
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mente por
b= / er({va) (7 Auo (@ nas ) — (0, 8)) 6.33)

donde A5 denota al producto vectorial de I.” y N es la aplicacion de
Gauss de 9. Los puntos singulares de ¢ coinciden con los puntos

donde la funcion (e;, N)) se anula.

Definicion 6.8. Siyy 15 estan relacionados como en (6.28) o bien,
como en (6.33) diremos que (,1) es un par de Calabi.

Corolario 6.9. Sea (,1) un par de Calabi.

s Si {DV es un soliton de traslacion de 1L? entonces 1) es una superficie
(—1)-minimal singular en R3, ver figura 6.1.

= Si1) es un soliton de traslacion de R? entonces @Z es una superficie
espacial (—1)-maximal singular en IL?, ver figura 6.2.

Nota 6.10. Observa que si una de las superficies en el par de Calabi
es convexa (respectivamente, llana), entonces ambas son convexas
(respectivamente, llanas).
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Figura 6.1: (—1)-minimal singular en R? y su correspondiente soliton de
traslacion en L3.

Figura 6.2: Soliton de traslacion en R? y su correspondiente superficie
(-1)-maximal singular en L3.

6.4. Aplicaciones.

En esta seccion demostramos algunas apliaciones para el estudio
y descripcion de nuevos ejemplos.
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6.4.1. La simetria radial se preserva.

Las ecuaciones (6.4) y (6.15) tienen soluciones radialmente simétri-
cas u(r) y u(r), r = /x?+y?, respectivamente, si y solo si dichas
funciones satisfacen, respectivamente, las siguientes ecuaciones di-
ferenciales

u . u
= ) - =, (6.34)
H// e ﬂ/

De estas ecuaciones deducimos que

er@y 1\’
— | =ef™W1T 4" (6.36)
v1+ u’2> ’
e?@y 1\’ _
<F ——,2> = V177, (6.37)
—

Consecuentemente, si consideramos ¢ y ¢ dos funciones radiales

¢ = /e‘p(")r cos(z)dr, ¢ = /e“’(“)r cosh(z)dr (6.38)

donde
u'(r) = tan z, u'(r) = tanh z,
tenemos que
(u) e(u)
/! ego - n €
= = ) 6.39
¢ cos(z)’ ¢ cosh(z) ( )

De las ecuaciones (6.38), (6.39), podemos probar que ¢ y ¢ son,
respectivamente, soluciones del sistema de ecuaciones diferencia-
les (6.5) y (6.17). Entonces, por los Teoremas 6.3 y 6.6, deducimos
el siguiente resultado.

Proposicion 6.11.

» Sea ¢ := (rcost,rsint,u(r)) una superficie de revolucion |y, €3]-
minima en R3. Entonces, la superficie espacial correspondiente
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[—p o 97, é3]-maximal en (6.18) es una superficie rotacional de
tipo eliptico dada por

= (19(u) 1 cos(z) cost, 9(u) r cos(z) sint, ﬁ(u)) )

» Sea 1) := (rcost,rsint,u(r)) una superficie de revolucion espacial
[, e3]-maximal de tipo eliptico en 1L?. Entonces, la superficie co-
rrespondiente [—p o971, e3]-minima en (6.29) es una superficie ro-
tacional dada por,

v = (ﬁ(ﬂ)rcosh(z) cost,9(@) r cosh(z) sint,ﬁ(ﬂ)) :

donde
u'(r)=tanz y u(r) =tanhz.

6.4.2. Solitones y c-maximales singulares con o > 1.

El comportamiento de una superficie rotacional g-minimal singu-
lar ¢ en R3, 8 < 1, fue descrite en [45, Teorema 8]. De hecho, si

~v(s) = (x(s),0,u(s)), se€]l0,L]

es la curva generatriz de ¢y parametrizada por el arco, entonces solo
existen dos posibilidades, a saber

CASO I: 7 INTERSECA AL EJE DE ROTACION.

En este caso, a pesar de que la ecuacion diferencial ordinaria asoci-
dada al problema tiene una singularidad en x = 0, ver (6.34), la curva
7 es el grafo de una funcion u(z) simétrica y concava, u € C*(] — R, R|)
e interseca ortogonalmente al eje de rotacion y al eje OX, ver Figura
6.3. En particular,

(@) u(0) =u(L)=0, z(0) = —R, (L) = R, 2/(0) =2/(L) = 0.
(b) z(L/2) =0, u(L/2) > 0, u'(L/2) = 0.
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Figura 6.3: Curva generatriz de vy para f = -1y = —2.

Teorema 6.12.[Existencia de Boles espaciales o«-maximales sin-
gulares de tipo eliptico]

(i) Existe un grafo entero rotacionalmente simétrico espacial solitén
de traslacion estrictamente convexo y con crecimiento lineal, ver
Figura 6.4 izquierda, (ver [19, 38] para una prueba basada en
teoria de EDOs).

(ii) Para cualquier @ > 1, existe un grafo entero rotacionalmente
simétrico espacial a-maximal singular estrictarmente convexo y
con un crecimiento lineal (iinico salvo homotecia), ver Figura 6.4
derecha.

Estos ejemplos seran denominados Boles a-maximales singulares
de tipo eliptico.

Figura 6.4: Boles soliton de traslacion y 2-maximal singular de tipo eliptico
en L3,

Demostracion. Como v es la curva generatriz de ¢, de las ecuaciones
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(6.34), (6.38) y (6.39), tenemos que

2'(s) = cosz(s) u'(s) =sinz(s), (6.40)
,, \_ Bcosz(s) sinz(s)
2'(s) = u(s) () (6.41)
De la Proposicién 6.11, la curva 7 = (A,0,9(u)) con
A =ulxcosz, Z—i = 19(u) =P, (6.42)

es la curva generatriz de, o bien, una superficie espacial rotacional-

mente simeétrica %—maximal singular de tipo eliptico con g < —1, u

o bien, de un soliton de traslacion con 3 = —1 en L3, ;Z dado por
¥ = (Acos(t), Asin(t), 9(u)).

De (a), (b), (6.36), (6.40), (6.41) y(6.42) se tiene que

dg

Iim — = lim «® = oo, Iim — = lim ¥’sinz = —0
s—0,L ds s—0,L s—0,L ds s—0,L

Consecuentemente, \(s) crece en |0, L[ desde —oo hasta co y

SEI()I}L J(s) = —o0.

Ademas

i A5 =0, lim 0= “(ﬁT)l, (= logu(L/2) iff<—1(6=—1)

Finalmente, de (6.40), (6.41) y (6.42) obtenemos que
dv d*)  fcos’z  sin2z

o sin z, D2 A 2P <0. (6.43)

Entonces, ¥ es una funcion de )\ satisfaciendo que ¢ € C*(R),
concava, tiene un maximo en el origen y tiene un crecimiento li-
neal, ver Figura 6.5. El Bol a¢-maximal singular convexo con a = %
que buscamos se obtiene por la reflexion con respecto el plano z =0

de 9. Por otro lado, la unicidad es una consecuencia del principio
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Figura 6.5: Curva generatriz 7 para f = -1y = —2.

del maximo 2.5 para superficies [y, é5]-minimas y grafos espaciales
[, €5]-maximales, teniendo en cuenta que las traslaciones verticales
de un soliton de traslacion es otro soliton de traslacion en el es-
pacio Euclideo y que las homotecias Euclideas con centro el origen
lleva una superficie espacial a-maximal singular en otra superficie
espacial a-maximal singular. ]

Si consideramos f(u) = 16 f(u) = a/u, para algan « > 1. Entonces,
obtenemos el siguiente resultado consecuencia del anterior Teorema

Corolario 6.13. Para cada numero real positivo a, el problema de
valores iniciales

ﬂ,/

_oul
i Al
u(0) =a >0, u

, r €]0, oo, (6.44)
'(0) = 0. (6.45)

tiene una unica soluciéon u € C?[0, oo convexa y tal que

limu’ = 1.
r—00

CASE II: 7+ NO INTERSECA AL EJE DE ROTACION.

En este caso, v es embebida, tiene una forma de ala e interseca
ortogonalmente al eje OX exactamente en dos puntos, ver Figura
6.6, esto es
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() u(0) =u(L)=0, 2'(0) =x'(L) =0.

(d) Existe s; €]0, L], tal que z'(s;) = 0, u(s;) > 0 y u es concava en
[Sl,L].

\
10

Figura 6.6: Curvas generatrices y para f§ = -1y = —1,5.

Teorema 6.14.[Existencia de superficies singulares espaciales
a-maximales de tipo catenoide] Para cualquier o > 1, existen,
salvo homotecia (traslacion), dos grafos espaciales a-maximales sin-
gulares (solitones de traslacion) en L3 con crecimiento lineal, una
singularidad aislada en el origen y asintéticos al cono de luz.

Figura 6.7: Superficies de tipo catenoide soliton de traslacion (izquierda) y
3-maximal singular (derecha) en L3.

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 6.12, la curva
5 = (A,0,9(u)) con

A= uPzcos z, ﬁ(u) =P, (6.46)
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es la curva generatriz de una superficie espacial %—maximal de re-
volucion de tipo eliptico (respectivamente, soliton de traslacion) con
f < —1 (respectivamente, con 3 = —1) en L3, 1 dado por

¥ = (Acos(t), Asin(t), d(u)),

la cual verifica
d\ 4 dv 8

— =u — =u"sinz

ds ’ ds
Consecuentemente, lim, ,o; £ = oo, lim, 7 & = —co y A(s) crece en
10, L[ desde —oo hasta oo y lim, 0 1, ¥(s) = —oo. Por otro lado

(31)54-1

lfm A(s) =0, lim o=~ . (=logu(sy) sif<—1(3=1).

5—81 s—81 ﬁ —+ 1
y
dy . d*>9  Bcos’z sin2z
— =sinz = — .
d\ d\ ubtl 2zuf
Finalmente
Lo o)
s W e W

y por tanto, la singularidad es asintotica al cono de luz. Ademas,
como funciéon de ), ¥ tiene un creciemiento lineal (ver Figura 6.8). La
unicidad se deduce de la unicidad de solucion (6.40) y (6.41) con la
misma condicion inicial en s; y teniendo en cuenta que la traslacion
vertical de un soliton de traslacion es otro soliton de traslacion y
una homotecia con respecto al origen de una superficie espacial a-
maximal singular es otro superficie espacial a-maximal singular. En
la figura 6.7 tenemos imagenes de superficies rotacionales con curva
generatriz (A, 0, —(u)) para 3 = —1y para § = —3. O

Si f(u) =10 f(u) = a/u, para algun « > 1, obtenemos el resultado
gracias al Teorema 6.14.

Corolario 6.15. Para cada numero real positivo a,

(6.47)
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Figura 6.8: Curva generatrizycon = -1y = —%.

tiene una tinica solucion u € C*([0, oc[). Ademas, es estrictamente con-
vexa, tiene un minimo en |0, o[ y satisface

limu’ = 1.
r—00
Ademas,
H// El
—s = f(u) — — €10
1 _ a/2 f(u> r Y r ] 700{7 (6.48)
u(0) =a >0, u'(0)=1

tiene una unica solucién u € C*|0, oo| verificando que

limu’ = 1.
r—00

Nota 6.16. Notese que, de los Corolarios 6.13, 6.15, damos solu-
cion a problemas del Analisis matematico gracias a las aplicaciones
de nuestra correspondencia dando una conexion entre diferentes ra-
mas de las matematicas.

6.4.3. Superficies rotacionales de tipo hiperbdlico.

En esta seccion, estudiamos superficies a-maximales singulares
de revolucion de tipo hiperbolico en LL3. Estas superficies son inva-
riantes por un grupo uniparamétrico de rotaciones hiperbolicas del
grupo de Lorentz que fijan la direccion espacial ¢).Tales superficies,
con curva generatriz espacial 7 = (z(s), 0, u(s)), v > 0 parametriza por
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el arco, viene dadas por,
U(s,t) = (x(s), u(s) sinh(t), u(s) cosh(t)), (s,t) € I xR, (6.49)
con
7'(s) = cosh(z(s)), u'(s) = sinh(z(s)). (6.50)
La aplicacion de Gauss de ¢ se escribe por

N(s,t) = (sinh(z(s)), cosh(z(s)) sinh(¢), cosh(z(s)) cosh(¢)) , (6.51)

y los coeficientes de la segunda forma fundamental vienen dados por

(s )

=1, <<?ES7]S[5>> = 2'(s),
(e D) = u(s)%, (s Na) = u(s) cosh(z(s)), (6.52)
<<w57 %» 0 <<ws> Nt» = O

De 6.52, el vector curvatura media de {E viene dado por

i (u z’—|—cosh(z)) A (u IC—H:osh(z)) ¥, (6.53)

u u

donde K es la curvatura de &’;Consecuentemente, de (6.12), (6.49) y
(6.51), la superficie espacial ¢ es a-maximal singular siy so6lo si

2'(s) 1+a
pum— . 4
coshi(=(s)) T ugs) = (6.54)
o equivalentemente
cosh(z) u*™ =k, para alguna constante positiva k. (6.55)

Ademas, de (6.54) y (6.55), la curvatura de 7 satisface

K=—(1+a)ku? (6.56)

De la condicion ’ser espacial’, (6.50), (6.54) y (6.56), si 1 +a > 0
(respectivamente, 1 + a < 0), la curva generatriz 7 es el grafo de
una funcién u(z) concava (respectivamente, convexa) solucion de la
siguiente EDO
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d*u a+1 du .
— = 1—(— .57
T — (1= ()", 6.57)
o equivalentemente
du dz 1+«

Figura 6.9: Diagrama de fases del sistema (6.58) para a = 1 (izquierda) y
para o = —3 (derecha).

Como (6.55) es una primera integral de este sistema; si 1 + a # 0,
existe un unico z;, € R tal que v/ (zy) = 0 (ver Figura 6.9 para una
representacion de trayectorias del sistema (6.58)). Entonces, salvo
una traslacion en el eje OX, podemos asumir que z, = 0 y considerar
las soluciones de (6.58) satisfaciendo

u(0) = up > 0, Z—Z(O) = 0. (6.59)

Tomando u(z) = u(—=z), es facil ver que, si 1 + a # 0, una solucion de
(6.57)-(6.59) es par y, de las expresiones (6.55) y (6.58), esta definido
en el intervalo | — A, A,,[, donde

Au, Ia+1l/ —uodT . (6.60)
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Entonces, de (6.55), (6.58) y (6.60), obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 6.17. Seay = (z,0,u(x)) la curva generatriz de una su-
perficie espacial a-maximal singular rotacionalmente simétrica de tipo
hiperbdlica, ver Figura 6.10. Entonces, salvo una traslacion horizon-
tal, tenemos que

» Sil+a > 0,7 es el grafo de una _funcion simétrica estrictamente
concava u(x) sobre un intervalo acotado —|A,,, A,,[ la cudl tiene
un maximo en 0 e interseca (asintéticamente al cono de luz) al eje
OX en+A,,, esto es

lim wu(z) =0, lim — = -1
ety a—+Ay, dx

» Sil+a<0,7 es el grafo de una _funcién simétrica estrictamente
convexa u(x) en | — oo, 00| el cudl tiene un minimo en 0 y con un
crecimiento lineal, de hecho

lim w(z) =00, lim — =1.
r—+oo z—=+oo dx

» Sil+ a =0, entonces v es una linea recta.

Figura 6.10: Curva generatriz 7 para a = 1 (izquierda) y para a = —2
(derecha).

Nota 6.18.~ Obsérvese que, de (6.49), (6.52) y (6.55), la curvatura de
Gauss de ¢ esta determinada por

k2

K: (Oé‘*’].)m
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Consecuentemente

Teorema 6.19. Sea J un grafo espacial a-maximal singular, para-
metrizado por (6.49) con~y = (z,0,u(x)) como en la Proposicién 6.17,
entonces

» Ssil+a >0, la curvatura de Gauss de J es positiva (la segunda
Jorma fundamental es semidefinida y no degenerada). Ademas,

lim K = oo.
m%iAo

» sil+a < 0, ¢ es un grafo entero, estrictamente convexo y
asintéticamente llano, esto es,

lim K =0.

r—+0oo

(Estos ejemplos se denominaran Boles a-maximales de tipo hi-
perbdlico.)

m Sia=-1, {/; es llana.

Nota 6.20. Obsérvese que, de la ecuacion (6.55), la curva genera-
triz v de un Bol a-maximal de tipo hiperbdlico es divergente y tiene
longitud infinita si y solo si

[o@)
/ utdr = co.
0

Como u tiene un crecimiento lineal, solo tiene longitud infinita cuan-
do a + 2 > 0. Entonces, un Bol a-maximal de tipo hiperbolico es
completo siy solo si —1 > a > —2.

6.4.4. Par de Calabi para superficies espaciales n-maximales sin-
gulares rotacionales de tipo hiperbélico.

Para finalizar la memoria, estudiamos los pares de Calabi (v, @)
con ¢ una superficie espacial a-maximal singular rotacional de tipo
hiperbalico.
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Figura 6.11: Boles o-maximales de tipo hiperbdlico para a =1, a = -2y
a=—1.

Sea {/; una superficie rotacional a-maximal singular de tipo hi-
perbolico dada por (6.49) con aplicaciéon de Gauss (6.51). Si (v, zZ) es
un par de Calabi, entonces por el Teorema 6.6 y la expresion (6.33),
¢ es, o bien, una superficie _%5-minima singular si a + 1 # 0, o bien,
un soliton de traslacion si a + 1 = 0 en R? parametrizado por,

W(s,t) = / u(s)® cosh® ¢ (53 Aus (d Aus N)—«d{z,gg»gg). 6.61)

CAsO I: SI ¥y ES UNA SUPERFICIE %H—MiNIMA SINGULAR.

Figura 6.12: Superficies j$;-minimas singulares paraa =1y a = —2.

Por los Teoremas 6.6 6.19, la Proposicion 6.17 y la nota 6.18,
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obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.21. Sea (v, zZ) un par de Calabi tal que {/; es una super-
ficie espacial rotacional a-maximal singular de tipo hiperbdlico con
a+ 1 # 0 dada por (6.49). Entonces ¢ es

= 0 bien ¢ es una 1;-minima singular en R3 cuya curvatura de
Gauss es estrictamente negativa si 1 + o > 0.

= 0 bien ¢y es una superficie 1o -minima singular estrictamente
convexa enR® sil+a < 0.

En ambos casos, una parametrizacion de 1y esta dada por

Y(w,t) = (—%cosha“(t),k/cosha(t) dt,

donde k = u$*! y u(x) es la solucion de (6.57)-(6.59) satisfaciendo
las propiedades descritas en la Proposicion 6.17, ver Figura 6.12.

ut(z)cosh®(t)
a+1 ’

CASO II: SI 9 ES UNA SOLITON DE TRASLACION (a = —1).

De la Proposicion 6.17, {E puede parametrizarse, salvo traslacion,
por,

Y(x,t) = (x, (tanh(zo)x + uo) sinh(t), (tanh(zp)x + up) cosh(t)),  (6.62)

para algun 2,z € R, donde ¢t € Ry tanh(z)x + ug > 0. Consecuente-
mente, de (6.61) y (6.62), obtenemos el siguiente Teorema,

Teorema 6.22. Sea (v, zZ) un par de Calabi tal que ) es una superfi-
cie espacial (—1)-maximal de revolucién de tipo hiperbdlica dada por
(6.62). Entonces, ¢ es, o bien, un Grim reaper ladeado parametriza-
do por

U(y,t) = (% — Alog(cosh(t)),2v1 4+ A2 arctan(tanh(¢/2)), y + cosh(t))) :

St A = sinh(zy) # 0, o bien un Grim reaper si A = 0 parametrizado por;

U(y,t) = (—u%,2arctan(tanh(t/2)),log(uo Cosh(t))) :




Futuras lineas de investigacion

En este ultimo capitulo, planteamos una lista de problemas abiertos y futuras lineas de investi-
gacién en el estudio de la geometria de superficies [p,&3]-minimas en el espacio Euclideo R3. Estos
problemas estan motivados por la teoria clasica de superficies minimas y algunos resultados recientes
sobre la teoria de solitones de traslacién y a-minimas singulares en R3. Planteamos la construccién de
nuevos ejemplos de superficies completas [, €s]-minimas en R3, la clasificacién de los grafos completos
y superficies de tipo semigrafo, nuevas caracterizaciones del ejemplos tipo Bol y aplicaciones de la co-
rrespondencia de tipo Calabi para a la descripcién y clasificacién de nuevos ejemplos de superficies en

L3.

Motivacion y planteamiento de algunos problemas.

(I) Motivados por los Teoremas 3.3, 3.4 y 3.7 del capitulo 3, y con el
objetivo de clasificar todas las superficies completas [, €;]-mini-
mas y llanas planteamos: Estudiar, sin hipotesis de mono-
tonia sobre ¢, la existencia de ejemplos completos de tipo
catenario invariantes por traslaciones horizontales.

(II) Teniendo en mente la caracterizacién de los cilindros [y, €;]-catenarios
en el Teorema 5.18, nos preguntamos por su posible extension
a otros casos, como por ejemplo: Dada una superficie com-
pleta a-minima singular propiamente embebida conexa con
género localmente acotado y C*-asintética a un cilindro o-
catenario ¢ es dicha superficie otro cilindro a-catenario?

(III) R. Lopez demostré en [45] que no existen grafos enteros «-mini-
mos singulares para a < 0, J.C.C Nitsche estudié la no existen-
cia de cilindros a-catenarios en el caso 2-dimensional en [59] y
L. Shariyari probo en [68] que no existen solitones de traslacion
completos que sean grafos verticales sobre dominios acotados

163
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del plano R?. Estos resultados motivan: buscar condiciones su-
ficientes y necesarias sobre ¢ que garanticen la existencia
de grafos enteros |y, ¢;]-minimos.

(IV) En conexién al problema (IV) y motivados por los trabajos de C.
Bao, Y. Shi [4] y K. Kunikawa [40] proponemos probar Teoremas
tipo Bernstein para grafos completos ¢, ¢;]-minimos.

(V) Motivados por la clasificaciéon de los grafos completos de trasla-
cion obtenida por D. Hoffman, T. lmanen, F. Martin and B. White
en [30] y por el comportamiento de una [y, €;]-superficie cuando ¢
es estrictamente creciente, convexa, con ¢ < 0 enla, +oo[ y con un
crecimiento a lo sumo cuadrdatico, planteamos probar existencia
y unicidad para ejemplos “tipo a A-Wings”, que permitan,
bajo estas condiciones sobre ¢, clasificar los grafos comple-
tos [y, ¢3]-minimos en R?.

(VI) Una superficie de tipo semigrafo es una superficie 3. propiamente
embebida conteniendo un conjunto discreto de rectas verticales
L C %, tal que ¥\ L es un grafo vertical. Gracias a los trabajos de
X.H.Nguyen [58] y D. Hoffman, F. Martin y B. White [33, 34], sabe-
mos de la existencia de solitones de traslaciéon completos de tipo
semigrafo: familias 1-paramétricas y 2-paramétricas de solitones
de traslacion andlogos a los ejemplos de superficies minimas de
tipo Scherk doblemente periodicos, de tipo Helicoides, de Scherlk-
noids y de tridentes simplemente periodicos. Asi como una nueva
subfamilia 1-paramétrica de estos ejemplos simplemente periodi-
cos con topologia finita y con un crecimiento de area cuadratico
denominados Pitchforks. Nos preguntamos: ¢Bajo qué condicio-
nes sobre p, podemos construir ejemplos [y, ¢;]-minimos de
tipo semigrafo analogos a los anteriores?

(VII) En [34, Seccion 9] se conjetura que, salvo un caso especial en
el que la superficie contiene al eje vertical €; y tal que ¥\é; es
un grafo en {(z,y) : y # 0}, los tnicos solitones de traslacion
en R? de tipo semigrafo son los citados en el problema (VI). Nos
preguntamos: ¢es cierta esta conjetura? Y en relacion con el
problema anterior y bajo las condiciones en las que la _funcion ¢
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(VIID)

(XT)

(X11)

responda positivamente al problema (VI), ¢,es posible encontrar
una clasificacion analoga al [34, Teorema 34]?

iBajo que condiciones, existen superficies |y, ¢;|-minimas
completas en R® conexas, con curvatura total finita y géne-
ro arbitrario analogas a la superficie minima de Costa? En
general, encontrar ejemplos con género arbitrario no es posible;
a saber, por [79, Teorema 1], si ¥ es una superficie orientable,
conexa, completa y con curvatura total finita, sabemos que Y. es
homeomorfa a una superficie compacta punteada ¥, . con género
g Yy k finales. Por otro lado, si asumimos Y. esta contenida en un
semiespacio y cualquier final de ¥ no es asintético a un plano
vertical, es decir, si para todo ¢ > 0 existe un compacto K C R?
tal que n2 < 1 — ¢ en X\K, entonces por los resultados de [51,
Teorema C, Teorema 4.1] obtenemos que g < 1. Ademas, si ¥ es
embebida entonces g = 0 y X ha de ser un dominio plano.

Gracias a las féormulas de tipo Weierstrass obtenidas en [39, 42,
55, 57] para solitones de traslacion y a-minimas singulares en R?
proponemos estudiar la veracidad del Teorema de Osserman
[60] para estas superficies cuando son completas, embebi-
das y tienen curvatura total finita.

En el Teorema 4.22 caracterizamos la convexidad de superficies
[, &]-minimas H-convexas en R? cuando ¢ : R — R satisface
(8.20), (3.30) y ¥ < 0 en |a,+o|. Resultado que motiva la si-
guiente cuestion: en estas condiciones sobre ¢, ¢,es convexo
cualquier grafo entero [y, ¢;]-minimo en R3?

De los trabajo de X. Wang [74] y J. Spruck y L. Xiao en [72] sa-
bemos que el unico grafo entero de traslacion es el Bol. En este
sentido, si el problema (X) tuviera una respuesta afirmativa, es
también natural preguntarnos: ¢Es un [p, €5]-Bol el tinico grafo
entero [y, é;]-minimo en R® cuando ¢ verifica las condiciones
del problema (X)?

J. Spruck y L. Xiao dieron otra caracterizacion del Bol soliton de
traslacion en [72]. Probaron que si tenemos un soliton de trasla-
ciéon completo H-convexo tal que H(p) — 0 cuando p — oo, en-
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tonces, salvo una traslacion, dicho solitén es el Bol. Siguiendo la
idea de los dos problemas anteriores, planteamos caracterizar,
por el comportamiento asintotico de la curvatura media, un
[, €5]-bol, cuando ¢ esta en las condiciones del problema (X),

Usando la clasificacién de los solitones de traslacion dada en [30]

Jjunto con la correspondencia tipo Calabi descrita en el capitulo 6,
seria interesante dar una clasificacion de los grafos comple-
tos espaciales (—1)-maximales en L3; al menos cuando ¢ sea
estrictamente creciente y podamos controlar su crecimien-
to asintotico

Por otro lado, seria interesante saber si los ejemplos de super-
ficies descritos en el Teorema 6.14 son los dinicos solitones
maximales de traslacion o o-maximal singulares superficies
que son grafos sobre R?\{(0,0)} .

Motivados por los trabajos de H. Lee, J.M. Manzano [43] y J.A.
Pelegrin, A. Romero y R.M.Rubio [62], planteamos también estu-
diar teoremas de tipo Berstein para superficies espaciales
(¢, €;]-maximales en L°.
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