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Sea X un espacio normado
Sx={xeX:|x|=1}
Bx={xeX:|x|<1}

L(X,Y)={T: X — Y : T lineal y continua}
X+ = L(X,K)
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Teorema
Sea X un espacio normado. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
I) Bx es compacto
ii) X es de dimensiodn finita.
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Proposicion

Sea X un conjunto no vacio, {(X;, 7;) : i € I} una familia de
espacios topoldgicos y {f; : i € I} una familia de aplicaciones de
X en X,.
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Proposicion

Sea X un conjunto no vacio, {(X;, 7;) : i € I} una familia de
espacios topoldgicos y {f; : i € I} una familia de aplicaciones de
X en X;. Entonces, existe una topologia 7 en X que verifica
que, para cada i € I, f; es una aplicacién continua de (X, 7) en
(Xi, Ti) y que si T' es otra topologia en X con la anterior
propiedad, entonces 7 C 7.
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Proposicion

Sea X un conjunto no vacio, {(X;, 7;) : i € I} una familia de
espacios topoldgicos y {f; : i € I} una familia de aplicaciones de
X en X;. Entonces, existe una topologia 7 en X que verifica
que, para cada i € I, f; es una aplicacién continua de (X, 7) en
(Xi, Ti) y que si T' es otra topologia en X con la anterior
propiedad, entonces 7 C 7. La topologia 7 es evidentemente
Unica y se le llama la topologia inicial en X para la familia

{fi : i € I}. Es facil ver que

B= {ﬂ £-(G)) : J C I, Jfinito, G, € T Vi € J}

ied

es una base para 7.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 4/31



Ejemplos
1) Si (X, T) es un espacio topoldgico y A es un subconjunto de
X, entonces la topologia inicial en A para la aplicacién
inclusién de A en X coincide con la topologia inducida en A
por T .
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Ejemplos

1) Si (X, T) es un espacio topoldgico y A es un subconjunto de
X, entonces la topologia inicial en A para la aplicacién
inclusién de A en X coincide con la topologia inducida en A
por T .

2) Si X esun conjuntoy {7;: i € I} es una familia de topologias
en X,y, paracada i€ /,se considerafi=1x: X — (X, 7)), la
topologia inicial en X para la familia {f; : i € I} es la minima
topologia en X que contiene a 7; para todo / € /, por lo que
se le llama la topologia supremo de las 7; y se nota
SUpieI'F'
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3) Este es, sin duda, el ejemplo mas importante. Sea
{(Xi, Ti) }ics una familia de espacios topologicos y
X = [1,c, Xi, el producto cartesiano de los X;. Si, para cada
i € I, w; denota la proyeccion canénica de X sobre X, a la
topologia inicial en X para la familia {=; : i € I} se le llama la
topologia producto. Se puede comprobar facilmente que,
cuando en X se considera la topologia producto, 7; es una
aplicacién abierta paracada i € /.
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Recogemos a continuacion algunas propiedades de las
topologias iniciales.
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Recogemos a continuacion algunas propiedades de las
topologias iniciales.

Proposicion
Sea X un conjunto no vacio, {(X;, 7;) : i € I} una familia de

espacios topologicos y T la topologia inicial en X para una
familia {f; : i € I} de aplicaciones de X en X;. Se verifica:
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Recogemos a continuacion algunas propiedades de las
topologias iniciales.

Proposicion
Sea X un conjunto no vacio, {(X;, 7;) : i € I} una familia de

espacios topologicos y T la topologia inicial en X para una
familia {f; : i € I} de aplicaciones de X en X;. Se verifica:

1) Sea x € X, si, paracada i € /I, B; es una base de entornos
de fi(x) en 7;, la familia

B={(f(B):F C I, Ffinito, B € B; Vi € F}

ieF

es una base de entornos de x para 7.
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2) 7T es la unica topologia en X que cumple la siguiente
propiedad:
Para cualquier espacio topolégico Y y para cualquier
aplicacion f de Y en (X, T) se tiene que f es continua si, y
solo si, fi o f es continua para cada i € /.
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2) 7T es la unica topologia en X que cumple la siguiente
propiedad:
Para cualquier espacio topolégico Y y para cualquier
aplicacion f de Y en (X, T) se tiene que f es continua si, y
solo si, fi o f es continua para cada i € /.

3) Sea, para cada i € /, 7; separada. Entonces, 7 es separada
si, y sélo si, para cualesquiera x, y € X con x # y existe i € /
tal que fi(x) # fi(y). (Esto es, la familia {f; : i € I} separa los
puntos de X).
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4) Sea I numerable. Si 7; es semimetrizable para cada i € |/,
entonces 7 es semimetrizable. Si 7; es metrizable para cada
i € I, entonces T es metrizable si, y solo si, la familia
{fi . i € I} separa los puntos de X.
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4) Sea I numerable. Si 7; es semimetrizable para cada i € |/,
entonces 7 es semimetrizable. Si 7; es metrizable para cada
i € I, entonces T es metrizable si, y solo si, la familia
{fi : i € I} separa los puntos de X.

5) Si, para cada i € /, 7; no es la topologia trivial y [ ], Xi es
semimetrizable, entonces / es numerable y 7; es
semimetrizable para cada i € /.
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Si X es un espacio normado, definimos la topologia
débil en X como la topologia inicial en X para la
familia de aplicaciones X*, es decir, la topologia débil
es la minima topologia en X que hace continuos
todos los elementos de X*.
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Si X es un espacio normado, definimos la topologia
débil en X como la topologia inicial en X para la
familia de aplicaciones X*, es decir, la topologia débil
es la minima topologia en X que hace continuos
todos los elementos de X*.

La topologia débil en X la notaremos por o(X, X*).

(Otras notaciones: w(X, X*), w(X)o w). La
topologia de la norma en X la notaremos por 7x
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Si X es un espacio normado, definimos la topologia
débil en X como la topologia inicial en X para la
familia de aplicaciones X*, es decir, la topologia débil
es la minima topologia en X que hace continuos
todos los elementos de X*.

La topologia débil en X la notaremos por o(X, X*).
(Otras notaciones: w(X, X*), w(X)o w). La
topologia de la norma en X la notaremos por 7x

Dados xp € X, e >0y fi, ..., f, € X*, notaremos

Ulxo, e, fr, o, ... f) ={x e X:|fik(x—X)| <eVk=1,2,...,n}
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Teorema

Sea X un espacio normado.
1) o(X, X*) C 7x.
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Teorema

Sea X un espacio normado.
1) o(X, X*) C 7x.
2) Dado xp € X,

B:{U(Xo,G,f1,f2,...,fn)Z€€R+,HEN,)¢1,fg,...,fn€X*}
es una base de entornos de x, para o (X, X*).
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Teorema
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Teorema

Sea X un espacio normado.
1) o(X, X*) C 7x.
2) Dado xp € X,

B:{U(Xo,E,f1,f2,...,fn)Z€€R+,HEN,)¢1,fg,...,fn€X*}
es una base de entornos de x, para o (X, X*).

3) o(X, X*) es separada.

4) (X,o(X, X*))* = X*. Es decir, los funcionales lineales
o(X, X*)-continuos coinciden con los funcionales
Tx-continuos .
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5) o(X, X*) es una topologia vectorial en X. Es decir,
X,o(X, X*)) es un espacio vectorial topologico.
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5) o(X, X*) es una topologia vectorial en X. Es decir,

(X,0(X, X*)) es un espacio vectorial topoldgico.

6) Una sucesion {x,} de elementos de X converge hacia un

elemento x € X para o(X, X*) si, y sélo si {f(x,)} — f(x)

para todo f € X*.
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5) o(X, X*) es una topologia vectorial en X. Es decir,

(X,0(X, X*)) es un espacio vectorial topoldgico.

6) Una sucesion {x,} de elementos de X converge hacia un

elemento x € X para o(X, X*) si, y sélo si {f(x,)} — f(x)

para todo f € X*.

7) Si X es de dimension infinita, (X, o(X, X*)) no es metrizable.

En consecuencia o (X, X*) # 7x.
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5) o(X, X*) es una topologia vectorial en X. Es decir,
(X,0(X, X*)) es un espacio vectorial topoldgico.

6) Una sucesion {x,} de elementos de X converge hacia un
elemento x € X para o(X, X*) si, y sélo si {f(x,)} — f(x)
para todo f € X*.

7) Si X es de dimension infinita, (X, o(X, X*)) no es metrizable.
En consecuencia o(X, X*) # 7x.

8) Si X es de dimension infinita, Sx es débilmente denso en By.
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5) o(X, X*) es una topologia vectorial en X. Es decir,
(X,0(X, X*)) es un espacio vectorial topoldgico.

6) Una sucesion {x,} de elementos de X converge hacia un
elemento x € X para o(X, X*) si, y sélo si {f(x,)} — f(x)
para todo f € X*.

7) Si X es de dimension infinita, (X, o(X, X*)) no es metrizable.
En consecuencia o(X, X*) # 7x.

8) Si X es de dimension infinita, Sx es débilmente denso en By.

Sea X un espacio vectorial y f, f;, o, ..., f, funcionales lineales en
X. Entonces f € lin({f;, f, ..., f,}) si, y s6lo si, N,_, ker fx C ker f.
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Corolario
(X,o(X, X*)) es un espacio localmente convexo separado.
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Corolario
(X,o(X, X*)) es un espacio localmente convexo separado.

Corolario

En un espacio normado, las traslaciones y las homotecias son
homeomorfismos para la topologia débil.
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Corolario
(X,o(X, X*)) es un espacio localmente convexo separado.

Corolario

En un espacio normado, las traslaciones y las homotecias son
homeomorfismos para la topologia débil.

Corolario

En un espacio normado, las bolas cerradas son débilmente
cerradas . En consecuencia, la norma es una aplicacion
semicontinua inferiormente para la topologia débil.
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Corolario

Un espacio normado X es de dimensién finita si, y solo si,
o(X, X*) =7x.
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Corolario

Un espacio normado X es de dimensién finita si, y solo si,
o(X, X*) =7x.

Corolario

Todo entorno de cero para la topologia débil contiene un
subespacio de codimension finita .
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Proposicion

Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo y
T : X — Y una aplicacioén lineal. Son equivalentes:

@ T es (7x,7y)-continua.
Q@ Tes(a(X,X*),0(Y, Y*))-continua .
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Teorema de Mazur
Sean X un espacio normado C un subconjunto convexo de X.

entonces ¢~ = ¢”V7,
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Teorema de Mazur

Sean X un espacio normado C un subconjunto convexo de X.
—=TX o(X X*)
entonces C* = C’

Corolario

Los subconjuntos convexo-cerrados de (X, o(X, X*)) coinciden
con los de (X, 7x) .
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Si X es un espacio normado, definimos la topologia
débil-* en X* como la topologia inicial en X* para la
familia de aplicaciones Jx(X) C X**, es decir, la
topologia débil-* es la minima topologia en X* que
hace continuos todos los elementos de Jx(X).
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Si X es un espacio normado, definimos la topologia
débil-* en X* como la topologia inicial en X* para la
familia de aplicaciones Jx(X) C X**, es decir, la
topologia débil-* es la minima topologia en X* que
hace continuos todos los elementos de Jx(X).

La topologia débil-* en X* la notaremos por o(X*, X).
(Otras notaciones: w*(X*) o w* ).

Dados fy € X*, ¢ >0V xq, X2, ..., X, € X, notaremos
3 9

Ut(fo, e, X1, X0, ..., Xp) ={F € X* 1 |(f = f)(Xk)| <eVk=1,2,...,n}
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Teorema

Sea X un espacio normado.
1) a(X*, X) C o(X*, X**) C 7x=.
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Teorema
Sea X un espacio normado.

1) a(X*, X) C o(X*, X**) C 7x=.

2) Dado f € X*,
B ={U*(fy,e, X1, X2, ..., Xp) : e ERT . nEN X1, Xo,...,Xn € X}
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Teorema

Sea X un espacio normado.

1) o(X*, X) C a(X*, X**) C 7x~.

2) Dado f € X*,
B ={U*(fy,e, X1, X2, ..., Xp) : e ERT . nEN X1, Xo,...,Xn € X}
es una base de entornos de fy para o(X, X*).

3) o(X*, X) es separada.
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Teorema

Sea X un espacio normado.

1) o(X*, X) C a(X*, X**) C 7x~.

2) Dado f € X*,
B ={U*(fy,e, X1, X2, ..., Xp) : e ERT . nEN X1, Xo,...,Xn € X}
es una base de entornos de fy para o(X, X*).

3) o(X*, X) es separada.

4) (X*,o(X*, X))* = Jx(X). Es decir, los funcionales lineales
o(X*, X)-continuos coinciden con los elementos de Jx(X).
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5) o(X*, X) es una topologia vectorial en X*. Es decir,
(X*,0(X*, X)) es un espacio vectorial topolégico.
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5) o(X*, X) es una topologia vectorial en X*. Es decir,
(X*,0(X*, X)) es un espacio vectorial topolégico.

6) Una sucesion {f,} de elementos de X* converge hacia un
elemento f € X* para o(X*, X) si, y sélo si {f,(x)} — f(x)
para todo x € X.
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5) o(X*, X) es una topologia vectorial en X*. Es decir,
(X*,0(X*, X)) es un espacio vectorial topolégico.

6) Una sucesion {f,} de elementos de X* converge hacia un
elemento f € X* para o(X*, X) si, y sélo si {f,(x)} — f(x)
para todo x € X.

7) Si X es de dimension infinita, o(X*, X) no es normable. En
consecuencia o(X*, X) # 7x-.
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5) o(X*, X) es una topologia vectorial en X*. Es decir,
(X*,0(X*, X)) es un espacio vectorial topolégico.

6) Una sucesion {f,} de elementos de X* converge hacia un
elemento f € X* para o(X*, X) si, y sélo si {f,(x)} — f(x)
para todo x € X.

7) Si X es de dimension infinita, o(X*, X) no es normable. En
consecuencia o(X*, X) # 7x-.

8) Si X es de dimensidn infinita, Sx- es débil-* denso en By-.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020
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Corolario
(X*,o(X*, X)) es un espacio localmente convexo separado.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 20/31



Corolario
(X*,o(X*, X)) es un espacio localmente convexo separado.

Corolario

En un espacio dual, las traslaciones y las homotecias son
homeomorfismos para la topologia débil-*.
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Corolario
(X*,o(X*, X)) es un espacio localmente convexo separado.

Corolario

En un espacio dual, las traslaciones y las homotecias son
homeomorfismos para la topologia débil-*.

Corolario

En un espacio dual, las bolas cerradas son débil-* cerradas . En
consecuencia, la norma es una aplicaciéon semicontinua
inferiormente para la topologia débil-*.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 20/31



Corolario

Un espacio normado X es de dimensién finita si, y solo si,
U(X*,X) = TX*.
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Corolario

Un espacio normado X es de dimensién finita si, y solo si,
U(X*,X) = TX*.

Corolario

Todo entorno de cero para la topologia débil-* contiene un
subespacio de codimension finita .
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Definicién

Un espacio normado X se dice que es reflexivo si Jx(X) = X**.
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Definicién
Un espacio normado X se dice que es reflexivo si Jx(X) = X**.

Proposicion

Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sélo si,
a(X*, X) = a(X*, X*™).
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Definicién
Un espacio normado X se dice que es reflexivo si Jx(X) = X**.

Proposicion

Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sélo si,
a(X*, X) = a(X*, X*™).

Proposicion

Sea X un espacio normado. Entonces
Jdx : (X, 0(X, X*)) = (X**, 0(X**, X*)) es un homeomorfismo
sobre Jx(X).
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Definicion

Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo y
T e L(X,Y). Se define T*: Y* — X* mediante T*(g) =go T
para todo g € Y*.
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Definicion

Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo y

T e L(X,Y). Sedefine T*: Y* — X* mediante T*(g) =go T
para todo g € Y*. Es de comprobacién inmediata que

T e L(Y",X*)yque ||[T*|| < ||T]
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Definicion

Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo y

T e L(X,Y). Sedefine T*: Y* — X* mediante T*(g) =go T
para todo g € Y*. Es de comprobacién inmediata que

T e L(Y",X*)yque [T < ||T]|

Proposicion

Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo y

S, T e L(X,Y). Se verifica:

Q [Tl =[IT]

Q Sia,p €K, entonces (aS+ T)" =aS*+ 4T

Q@ T+ e L(X*,Y*™)extiendea T, esdecir, T"" odx =Jyo T.

Q Ker(T*) = T(X)°.

@ Si Z es otro espacio normado y Ty € L(Y,Z), entonces
(TioT)*=T*o Tj.
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Proposicion

La aplicacion T — T* es una biyeccion lineal de L(X, Y) sobre
Ly-(Y*, X*). En particular, L,-(Y*, X*) C L(Y*, X*).

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 24/31



Proposicion

La aplicacion T — T* es una biyeccion lineal de L(X, Y) sobre
Ly-(Y*, X*). En particular, L,-(Y*, X*) C L(Y*, X*).

Teorema

Sea X un espacio normado, entonces P = Jx- o Jy es una
proyeccion lineal en X*** con P(X**) = Jx«(X*) y
Ker(P) = Jx(X)° .
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Proposicion

La aplicacion T — T* es una biyeccion lineal de L(X, Y) sobre
Lu<(Y*, X*). En particular, L,-(Y*, X*) C L(Y*, X*).

Teorema

Sea X un espacio normado, entonces P = Jx- o Jy es una
proyeccion lineal en X** con P(X***) = Jx-(X*) y
Ker(P) = Jx(X)° . En consecuencia X*** = Jx«(X*) @ Jx(X)°

Corolario

Un espacio de Banach X es reflexivo si, y solo si, X* es
reflexivo.
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Teorema de Banach-Alaoglu

Si X es un espacio normado, Bx- es débil-* compacta
((Bx+,0(X*, X)) es compacto.)

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 25/31



Teorema de Banach-Alaoglu

Si X es un espacio normado, Bx- es débil-* compacta
((Bx+,0(X*, X)) es compacto.)

Corolario

Sean X un espacio de Banach y A C X*. Entonces A es
a(X*, X)-compacto si, y s6lo si, A es o(X*, X)-cerrado y acotado

| \

v

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 25/31



Teorema de Banach-Alaoglu

Si X es un espacio normado, Bx- es débil-* compacta
((Bx+,0(X*, X)) es compacto.)

Corolario

Sean X un espacio de Banach y A C X*. Entonces A es
o(X*, X)-compacto si, y solo si, A es o(X*, X)-cerrado y acotado

| \

Corolario

Todo espacio normado es isométricamente isomorfo a un
subespacio de C(K) para conveniente K espacio topolégico
compacto Hausdorff.
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((Bx+,0(X*, X)) es compacto.)

Corolario

Sean X un espacio de Banach y A C X*. Entonces A es
o(X*, X)-compacto si, y solo si, A es o(X*, X)-cerrado y acotado

Corolario

Todo espacio normado es isométricamente isomorfo a un
subespacio de C(K) para conveniente K espacio topolégico
compacto Hausdorff.

Teorema de Banach-Mazur

Todo espacio normado separable es isométricamente isomorfo a
un subespacio de C(][0, 1]).
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Proposicion

Un espacio normado X tiene dimension numerable si, y sélo si,
(X*,o(X*, X)) es metrizable.
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Teorema
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es metrizable.
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Proposicion

Un espacio normado X tiene dimensién numerable si, y sélo si,
(X*,0(X*, X)) es metrizable.

Teorema

Un espacio normado X es separable si, y sélo si, (Bx-, o(X*, X))
es metrizable.

Corolario

Si X es un espacio normado separable, toda sucesion acotada
en X* tiene una sucesién parcial débil-* convergente.
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Teorema de Helly

Sean X un espacio normado y F € X**. Dados W subespacio
de dimensidn finita de X* y ¢ > 0, existe x € X tal que
Ix[| <I[Fll +€y JIx(X)lw = Flw.
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Teorema de Goldstine
Sea X un espacio normado, entonces Jx(Bx) es

—U(X**,X*

o(X**, X*)-denso en By ( Jx(Bx) ) _ By ).
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Teorema de Helly

Sean X un espacio normado y F € X**. Dados W subespacio
de dimensidn finita de X* y ¢ > 0, existe x € X tal que
Ix[| <I[Fll +€y JIx(X)lw = Flw.

Teorema de Goldstine
Sea X un espacio normado, entonces Jx(Bx) es

—O'(X**,X*

o(X**, X*)-denso en By ( Jx(Bx) ) _ By ).

Corolario

Si X es un espacio normado de dimension infinita,

By« = Jx(Sx)
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Teorema de Dieudonné

Un espacio normado X es reflexivo si, y solo si, B es
débilmente compacta.
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Un espacio normado X es reflexivo si, y solo si, By es
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Corolario

Sean X un espacio de Banach reflexivo y M un subespacio
cerrado de X. Entonces My X/M son espacios reflexivos.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020



Teorema de Dieudonné

Un espacio normado X es reflexivo si, y solo si, By es
débilmente compacta.

Corolario

Sean X un espacio de Banach reflexivo y M un subespacio
cerrado de X. Entonces My X/M son espacios reflexivos.

Corolario

Sean X un espacio de Banach reflexivo y M un subespacio
cerrado de X. Entonces para cada x € X, existe m € M tal que
[x —mi| = |}x + M]|.
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Teorema de James

Un espacio de Banach X es reflexivo si, y s6lo si, todo funcional
lineal continuo en X alcanza su norma.
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Teorema de James

Un espacio de Banach X es reflexivo si, y s6lo si, todo funcional
lineal continuo en X alcanza su norma.

Teorema

Sea X un espacio normado. Entonces X* es separable si, y sélo
si, (Bx, o(X, X*)) es metrizable.

Corolario

Si X es un espacio reflexivo, X es separable si, y sélo si,
(Bx, o(X, X*)) es metrizable.
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Corolario

En un espacio de Banach reflexivo toda sucesion acotada tiene
una sucesion parcial débilmente convergente.
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Corolario

En un espacio de Banach reflexivo toda sucesion acotada tiene
una sucesion parcial débilmente convergente.

Teorema de Eberlein-Smulyan

Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

@ X es reflexivo.

© Toda sucesién acotada en X tiene un valor adherente en la
topologia débil.

© Toda sucesion acotada en X tiene una sucesién parcial
débilmente convergente.
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Teorema de Banach-Dieudonné

Sea X un espacio de Banach y M un subespacio de vectorial de
X. Entonces M es o(X*, X)-cerrado si, y sélo si, la bola unidad
cerrada de M es o(X*, X)-cerrada.
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Teorema de Banach-Dieudonné

Sea X un espacio de Banach y M un subespacio de vectorial de
X. Entonces M es o(X*, X)-cerrado si, y sélo si, la bola unidad
cerrada de M es o(X*, X)-cerrada.

Corolario

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normadoy T en
L(X,Y). Son equivalentes:

Q@ T*(Y*) es o(X*, X)-cerrado.
Q@ T*(Y*) es cerrado para la topologia de la norma en X*.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 31/31



