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Definicion
Sea A un algebra. Unanorma || - || en A es submultiplicativa
0 una norma de algebra si verifica

Iyl < Ix[Hly [l (x,y € A).
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Definicion
Sea A un algebra. Unanorma || - || en A es submultiplicativa
0 una norma de algebra si verifica

Iyl < Ix[Hly [l (x,y € A).

Se dice que (A, -||) o, simplemente, A es un algebra
normada. Si, ademas, la norma | - | es completa, se dice que
A es un algebra de Banach. Se dice que un algebra normada
es unital si tiene unidad y la unidad tiene norma uno. La unidad
siempre se denotara por |.

Para evitar confusiones con la terminologia algebraica, a partir
de ahora llamaremos homomorfismo topolégico a lo que
hasta ahora hemos llamado homomorfismo, es decir, una
aplicacion lineal continua entre dos EVT que es abierta sobre su
imagen. Analogamente, se usaran los términos monomorfismo
topolégico, epimorfismo topoldgico e isomorfismo topoldgico.
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Ejemplos

1) Si T es un espacio topoldgico, Cp(T) con el producto puntual
es un algebra de Banach conmutativa unital.
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es un ideal cerrado de Cy(L), por lo que Co(L) es un algebra
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topolégico compacto y separado, C(K) es un algebra de
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2) Si X es un espacio normado, L(X) con la composicion de
operadores como producto es un algebra normada unital.
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Ejemplos

1) Si T es un espacio topoldgico, Cp(T) con el producto puntual
es un algebra de Banach conmutativa unital. Si L es un
espacio topoldgico localmente compacto y separado, Co(L)
es un ideal cerrado de Cy(L), por lo que Co(L) es un algebra
de Banach conmutativa. En particular, si K es un espacio
topolégico compacto y separado, C(K) es un algebra de
Banach conmutativa unital. Co(L) tiene unidad si, y solo si, L
es compacto.

2) Si X es un espacio normado, L(X) con la composicion de
operadores como producto es un algebra normada unital. Si
X es completo, L(X) es un algebra de Banach unital y K(X)
y W(X) son ideales bilateros cerrados de L(X) por lo que
son algebras de Banach. K(X) tiene unidad si, y solo si, X
es de dimensién finita y W(X) tiene unidad si, y sélo si, X es
reflexivo.
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Ejemplos
3) Si K es un subconjunto de C con interior no vacio, sea A la
subdlgebra del algebra compleja C(K) formada por todas las

funciones que son continuas en K y holomorfas en el interior
de K.
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Ejemplos

3) Si K es un subconjunto de C con interior no vacio, sea A la
subdlgebra del algebra compleja C(K) formada por todas las
funciones que son continuas en K y holomorfas en el interior
de K. Entonces, A es una subdlgebra cerrada de C(K), por
lo que es un algebra de Banach conmutativa unital. Si K =D
a A se la nota por A(D) y se le llama el algebra disco.
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Ejemplos
4) Sea l1(Z) = {x: Z — C: >, |x(k)| < oo} con la norma

Ixll = Ix(k)l.

KEZ
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Ejemplos
4) Sea l1(Z) = {x: Z — C: >, |x(k)| < oo} con la norma

Ixll = Ix(k)l.

KEZ

Definamos para x, y € (1(Z),

(xxy)(n) =Y x(n—k)y(k) (neZ),

KeZ
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Ejemplos

4) Sea l1(Z) = {x: Z — C: >, |x(k)| < oo} con la norma
Ixll = Ix(k)
keZ
Definamos para x, y € (1(Z),
(xxy)(n) =Y x(n—k)y(k) (neZ),
KeZ
entonces se tiene

D=2 Ix(n— k)l y(K)]

nez neZ keZ

=D (k)Y Ix(n—k) = ly(k)llIx]l = x| Iyl -

keZ nez keZ
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Teniendo en cuenta que
en* em=6€nm (N,melZ)

y la continuidad del producto, se sigue que el producto es
asociativo y conmutativo y, por tanto, ¢;(Z) con el producto
definido es un algebra de Banach conmutativa unital que recibe
el nombre de algebra de Wiener.
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Ejemplos

5) En L{(R) consideremos el producto de convolucién: Si
f,g € Li(R) y x € R se define

(F+ g)(x) = / f(x — y)g(y) dy.
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Ejemplos

5) En L;(R) consideremos el producto de convolucién: Si
f,g € Li(R) y x € R se define

(F+ g)(x) = / f(x — y)g(y) dy.

Utilizando los Teoremas de Fubini y Tonelli se tiene:

Ireal = [ 1+ @) ox < [ ([ It~ pal o) ax
= [191 ([ 1ttx=)l ax) oy = Il gl

Es rutinario comprobar que el producto de convolucion es
asociativo y conmutativo con lo que L;(R) se convierte en un
algebra de Banach conmutativa.
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Proposicion

@ El cierre de una subalgebra (resp. ideal) de un algebra
normada es una subalgebra (resp. ideal).
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Proposicion
@ El cierre de una subalgebra (resp. ideal) de un algebra
normada es una subdlgebra (resp. ideal).
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Proposicion

Sea A un &lgebra normada. Existe un algebra de Banach Ay un
isomorfismo isométrico de algebras ¢ de A sobre una

subalgebra densa de A.
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Proposicion

@ El cierre de una subalgebra (resp. ideal) de un algebra
normada es una subdlgebra (resp. ideal).

@ El cociente de un algebra normada (resp. de Banach) por un
ideal cerrado es un élgebra normada (resp. de Banach).

Proposicion
Sea A un &lgebra normada. Existe un algebra de Banach Ay un
isomorfismo isométrico de algebras ¢ de A sobre una
subélgebra densa de A. El par (A, ¢) es Unico, salvo

isomorfismos de algebras isométricos, y se dice que Aesla
completacion del algebra normada A. Como es usual, se

identifica A con ¢(A), con lo que A es una subalgebra de A. Si A

tiene unidad /, entonces / es unidad de A y A es conmutativa si,
y sélo si, A es conmutativa.
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Proposicion

Sea A un algebra normada. En el espacio vectorial A x K se
define el producto:

(x,a)(y,B) = (xy +ay + 8x,Ba) (x,y € A, o, €K)
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Proposicion
Sea A un algebra normada. En el espacio vectorial A x K se
define el producto:
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Proposicion
Sea A un algebra normada. En el espacio vectorial A x K se
define el producto:

(X, a)(y, B8) = (xy + ay + Bx,Ba) (X,y € A, a,8€K)
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Entonces A x K es un algebra normada unital que es completa
si, y s6lo si, lo es A.
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Proposicion
Sea A un algebra normada. En el espacio vectorial A x K se
define el producto:
(x,a)(y.B8) = (xy + ay + Bx,Ba) (X,y € A a,8€K)
y la norma
I )l =[xl + o] (x € A, @ € K).

Entonces A x K es un algebra normada unital que es completa
si, y sOlo si, lo es A. Si se identifica A con A x {0}, A es un ideal
cerrado de A x K. Se notaa A x K por A; y se le llama la
unitizacion de A.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 9/42



Proposicion

Sea A un algebra normada. Se define, para cada a € A, la
aplicacion L, de Aen A mediante L,(x) = ax (x € A). Se
verifica:
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Proposicion
Sea A un algebra normada. Se define, para cada a € A, la
aplicacion L, de Aen A mediante L,(x) = ax (x € A). Se

verifica:

Q@ L, L(A)y|Lal < |la| paratodo a € A.

@ La aplicacién ¢ : A — L(A) definida por
v(a)=La (acA)

es un homomorfismo de &lgebras continuo.
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Proposicion

Sea A un algebra normada. Se define, para cada a € A, la
aplicacion L, de A en Amediante L,(x) = ax (x € A). Se
verifica:

Q@ L, L(A)y|Lal < |la| paratodo a € A.

@ La aplicacién ¢ : A — L(A) definida por

v(a)=La (a€A)

es un homomorfismo de &lgebras continuo.

@ Si Atiene unidad / # 0, ¢» es un monomorfismo topoldgico.
En consecuencia, si se define

llalll = ILall  (a € A)

se obtiene una norma equivalente en A con la cual A es un
algebra normada unital.
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Proposicion

Sea A un algebra normada. Se define, para cada a € A, la
aplicacion L, de A en Amediante L,(x) = ax (x € A). Se
verifica:

Q@ L, L(A)y|Lal < |la| paratodo a € A.

@ La aplicacién ¢ : A — L(A) definida por

v(a)=La (a€A)

es un homomorfismo de &lgebras continuo.

@ Si Atiene unidad / # 0, ¢» es un monomorfismo topoldgico.
En consecuencia, si se define

llalll = ILall  (a € A)

se obtiene una norma equivalente en A con la cual A es un
algebra normada unital.

@ Si Aes unital, entonces 1 es isométrica.
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Corolario

Si A es un algebra normada, existe un espacio de Banach X'y
un isomorfismo de algebras, isométrico, de A sobre una
subalgebra de L(X).
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Corolario

Si A es un algebra normada, existe un espacio de Banach X'y
un isomorfismo de algebras, isométrico, de A sobre una
subalgebra de L(X).

Vamos ya a realizar el estudio de la inversibilidad en un algebra
de Banach unital, donde apareceran los resultados mas
importantes del tema. En nuestro estudio nos sera de utilidad el
siguiente concepto.
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Definicion
Sea A un algebra normada y a € A, se define el radio espectral
de a, r(a), mediante

r(a) = inf{||a"||% ‘ne N}.
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Definicion

Sea A un algebra normada y a € A, se define el radio espectral
de a, r(a), mediante

r(a) = inf{||a"||% ‘ne N}.

Es claro de la definicion que 0 < r(a) < ||a |

< ue
r(Aa) = |\ r(a) para cualesquieraac Ay A
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Definicion

Sea A un algebra normada y a € A, se define el radio espectral
de a, r(a), mediante

r(a) = inf{||a"||% ‘ne N}.

Es claro de la definicion que 0 < r(a) < ||a |
r(Aa) = |\ r(a) para cualesquieraac Ay A

ue

Lema
Si A es un algebra normada, se verifica que

. 1
(@) = lim [’

para cada a € A.
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Definicién

Si A es un algebra con unidad I, se dice que un elemento a € A
es inversible si existe b € A tal que ab = ba = I, en cuyo caso b
es nico, se llama el inverso de a y se le nota porb = a'.
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Definicién

Si A es un algebra con unidad I, se dice que un elemento a € A
es inversible si existe b € A tal que ab = ba = I, en cuyo caso b
es unico, se llama el inverso de a y se le notaporb=a'. Se
nota Inv(A) al conjunto de los elementos inversibles de A. Es
claro que Inv(A), con el producto de A, es un grupo.
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Definicién

Si A es un algebra con unidad I, se dice que un elemento a € A
es inversible si existe b € A tal que ab = ba = I, en cuyo caso b
es unico, se llama el inverso de a y se le notaporb=a'. Se
nota Inv(A) al conjunto de los elementos inversibles de A. Es
claro que Inv(A), con el producto de A, es un grupo.

Proposicion

Sea A un algebra de Banach unital. Siac Ay r(a) < 1,
entonces la serie ) ., a" es convergente, | — a € Inv(A) y

(I—a =Y, a"
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Teorema

Sea A un algebra de Banach unital.

Q@ Siac Acon ||/ —a|| <1,entonces ac Inv(A)y
a’=Yxo(l-a)
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Teorema

Sea A un algebra de Banach unital.

Q@ Siac Acon ||/ —a|| <1,entonces ac Inv(A)y
a’'=3o(l-a)"

@ /nv(A) es un subconjunto abierto de A. De hecho, si
a € Inv(A) entonces
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Teorema
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Teorema

Sea A un algebra de Banach unital.

Q@ Siac Acon ||/ —a|| <1,entonces ac Inv(A)y
a’=Yxo(l-a)

@ /nv(A) es un subconjunto abierto de A. De hecho, si
a € Inv(A) entonces

Clnv(A

@ La aplicacion J : Inv(A) — Inv(A) definida por
Ja=a' (aclinv(A)

es una biyeccidn Fréchet diferenciable con

DJ(a)(x) = —a 'xa ' (ac Inv(a), x € A).
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:

@ M es un ideal propio de A.
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:

@ M es un ideal propio de A.
@ Todo ideal maximal de A es cerrado.
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:

@ M es un ideal propio de A.

@ Todo ideal maximal de A es cerrado.

@ El cociente de A por un ideal propio cerrado es tambien un
algebra de Banach unital.
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:

@ M es un ideal propio de A.

@ Todo ideal maximal de A es cerrado.

© El cociente de A por un ideal propio cerrado es tambien un
algebra de Banach unital.

Definicién
Se dice que un elemento a de un algebra normada A es divisor
topoldgico de cero por la izquierda (resp. por la derecha,

bilatero) si existe una sucesion {xn% en Sy tal que {||axy||} — 0
(resp. {[|Ixnall} — 0, {[|axa|| + [[x»all} — 0).
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Corolario

Sea A un algebra de Banach unital y M un ideal propio de A,
entonces d(/, M) = 1. En consecuencia, se verifica:

@ M es un ideal propio de A.

@ Todo ideal maximal de A es cerrado.

© El cociente de A por un ideal propio cerrado es tambien un
algebra de Banach unital.

|

Definicion

Se dice que un elemento a de un algebra normada A es divisor
topoldgico de cero por la izquierda (resp. por la derecha,
bilatero) si existe una sucesion {x,} en Sa tal que {||ax,||} — 0
(resp. {||xnal|} — 0, {||axal| + || x-al|} — 0). Es claro que si A
tiene unidad, un divisor topologico de cero no puede ser
inversible.
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Sea A un algebra de Banach unital y {a,} una sucesion en
Inv(A), convergente hacia un elemento a ¢ Inv(A). Entonces

E R
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Sea A un algebra de Banach unital y {a,} una sucesion en
Inv(A), convergente hacia un elemento a ¢ Inv(A). Entonces

E R

Proposicion

Si A es un éalgebra de Banach unital, todo elemento de la
frontera del conjunto de los inversibles de A es divisor topolégico
de cero bilatero.
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Corolario

Sea B un algebra de Banach unital y A una subélgebra cerrada
de Btal que | € A. Entonces Inv(A) C Inv(B) y la frontera de
Inv(A) esta contenida en la frontera de Inv(B).

17742
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Corolario

Sea B un algebra de Banach unital y A una subélgebra cerrada
de Btal que | € A. Entonces Inv(A) C Inv(B) y la frontera de
Inv(A) esta contenida en la frontera de Inv(B).

Corolario

Sea A una subalgebra cerrada de un algebra de Banach unital B
tal que / € A. Entonces Inv(A) es la union de una cierta familia
de componentes conexas del conjunto /nv(B) N A.
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Definicién
Sea A un algebra compleja con unidad | y x € A, se define el
espectro de x mediante

Sp(A,x)={zeC:zl—x ¢ Inv(A)}

y se escribe Sp(x) si no hay lugar a confusion.
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Definicion
Sea A un algebra compleja con unidad | y x € A, se define el
espectro de x mediante

Sp(A,x)={zeC:zl—x ¢ Inv(A)}

y se escribe Sp(x) si no hay lugar a confusion. Se define la
funcion resolvente del elemento x por

R(x,-) : C\Sp(x) — A
R(x,z) = (zI—x)"" (z € C\Sp(x)).
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Ejemplos

@ Si Aes el dlgebra de las fracciones racionales en una
indeterminada con coeficientes complejos, todo elemento de
A que no sea multiplo de la unidad tiene espectro vacio.
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@ Si Aes el dlgebra de las fracciones racionales en una
indeterminada con coeficientes complejos, todo elemento de
A que no sea multiplo de la unidad tiene espectro vacio.

@ Si Aes el algebra de las funciones polinémicas de [0, 1] en

C, entonces el espectro de cualquier elemento que no sea
un multiplo de la unidad es C.
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Ejemplos

@ Si Aes el dlgebra de las fracciones racionales en una
indeterminada con coeficientes complejos, todo elemento de
A que no sea multiplo de la unidad tiene espectro vacio.

@ Si Aes el algebra de las funciones polindmicas de [0, 1] en
C, entonces el espectro de cualquier elemento que no sea
un multiplo de la unidad es C.

@ Si T es cualquier espacio topoldgico y A es el algebra
compleja Cp(T), entonces, para f € A, se tiene

Sp(A, f) = £(T).
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Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja unital, x € Ay R la
funcién resolvente de x.
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Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja unital, x € Ay R la
funcién resolvente de x.

1) Sp(x) es un subconjunto compacto de C. De hecho,

Sp(x) C {z€C:|z| < r(x)}.
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Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja unital, x € Ay R la
funcién resolvente de x.

1) Sp(x) es un subconjunto compacto de C. De hecho,

Sp(x) C {z€C:|z| < r(x)}.

2) R es una funcion holomorfa en C\ Sp(x) con

R(z)=-R(2)* (z € C\Sp(x)).
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Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja unital, x € Ay R la
funcién resolvente de x.

1) Sp(x) es un subconjunto compacto de C. De hecho,

Sp(x) C {z€C:|z| < r(x)}.

2) R es una funcion holomorfa en C\ Sp(x) con

R(z)=-R(2)* (z € C\Sp(x)).

3) Si|z| > r(x), entonces
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Teorema
4) Si |z| > ||x||, entonces

1

y, en particular, lim R(z) = 0.
Z—00
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Teorema
4) Si |z| > ||x||, entonces

1

y, en particular, lim R(z) = 0.
Z—00

5) Sp(x) es no vacio.
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Teorema

4) Si |z| > ||x||, entonces

1

y, en particular, lim R(z) = 0.
Z—00

5) Sp(x) es no vacio.

Corolario

El espectro de un elemento de un algebra normada compleja
con unidad no es vacio.
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Corolario (Teorema de Gelfand-Mazur)

C es la unica algebra normada compleja con unidad en la que
todo elemento no nulo es inversible.
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Corolario (Teorema de Gelfand-Mazur)

C es la unica algebra normada compleja con unidad en la que
todo elemento no nulo es inversible.

Corolario

Sea A un algebra de Banach compleja unital que no tiene
divisores topologicos de cero bilateros. Entonces A es
isométricamente isomorfa a C
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Corolario (Teorema de Gelfand-Mazur)

C es la unica algebra normada compleja con unidad en la que
todo elemento no nulo es inversible.

Corolario

Sea A un algebra de Banach compleja unital que no tiene
divisores topologicos de cero bilateros. Entonces A es
isométricamente isomorfa a C

Teorema (Férmula de Gelfand-Beurling)

Sea A un algebra de Banach compleja unital y x € A. Se verifica

max {|z| : z € Sp(x)} = r(x).
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Proposicion

Sea B un algebra de Banach unital, A una subalgebra cerrada
de B que contiene a la unidad de By x € A. Se verifica:
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Proposicion

Sea B un algebra de Banach unital, A una subalgebra cerrada
de B que contiene a la unidad de By x € A. Se verifica:

Q@ Sp(B.x) C Sp(A, x).
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Proposicion

Sea B un algebra de Banach unital, A una subalgebra cerrada
de B que contiene a la unidad de By x € A. Se verifica:

Q@ Sp(B.x) C Sp(A, x).

Q@ Fr Sp(A, x) C Fr Sp(B, x). En particular, si Sp(A, x) tiene
interior vacio, se tiene que Sp(A, x) = Sp(B, x).
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Sea B un algebra de Banach unital, A una subalgebra cerrada
de B que contiene a la unidad de By x € A. Se verifica:

Q@ Sp(B.x) C Sp(A, x).

Q@ Fr Sp(A, x) C Fr Sp(B, x). En particular, si Sp(A, x) tiene
interior vacio, se tiene que Sp(A, x) = Sp(B, x).

Q@ Sp(A, x) es la union de Sp(B, x) con una cierta familia
(posiblemente vacia) de componentes conexas acotadas de
C\Sp(B, x).
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Proposicion
Sea B un algebra de Banach unital, A una subalgebra cerrada
de B que contiene a la unidad de By x € A. Se verifica:

Q@ Sp(B.x) € Sp(A, x).

Q@ Fr Sp(A, x) C Fr Sp(B, x). En particular, si Sp(A, x) tiene
interior vacio, se tiene que Sp(A, x) = Sp(B, x).

Q@ Sp(A, x) es la union de Sp(B, x) con una cierta familia
(posiblemente vacia) de componentes conexas acotadas de
C\Sp(B, x). En consecuencia, si C\Sp(B, x) es conexo (por
ejemplo, si Sp(B, x) C R), entonces Sp(A, x) = Sp(B, x).
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Corolario

Sea B un algebra de Banach unital, x € By I' un subconjunto de
C que corte a cada componente conexa acotada de C\Sp(B, x).
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Corolario
Sea B un algebra de Banach unital, x € By I' un subconjunto de
C que corte a cada componente conexa acotada de C\Sp(B, x).
Sea A la minima subdlgebra cerrada de Btalque I, x € Ay

(zI —x)™' € Aparatodo z € T.
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Corolario

Sea B un algebra de Banach unital, x € By I' un subconjunto de
C que corte a cada componente conexa acotada de C\Sp(B, x).
Sea A la minima subdlgebra cerrada de Btalque I, x € Ay

(zI — x)"' € Aparatodo z € I'. Entonces

Sp(A, x) = Sp(B, x).

En particular, si C\Sp(B, x) es conexo, se puede tomarT =0y A
es la subalgebra cerrada de B engendrada por Iy x.
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Corolario

Sea B un algebra de Banach unital, x € By I' un subconjunto de
C que corte a cada componente conexa acotada de C\Sp(B, x).
Sea A la minima subdlgebra cerrada de Btalque I, x € Ay

(zI — x)"' € Aparatodo z € I'. Entonces
Sp(A. x) = Sp(B. X).

En particular, si C\Sp(B, x) es conexo, se puede tomarT =0y A
es la subalgebra cerrada de B engendrada por Iy x.

Proposicion

Sean A un algebra de Banach unital, x € Ay Q un abierto de C
con Sp(x) C Q. Existe 0 > 0 tal que

yeA lx—yl<dé = Sply)ch
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Sea A un algebra de Banach y f un homomorfismo de Aen K
Entonces f es continuo y ||f|| < 1. Ademas, si A es unital y f # 0,
se verifica que ||f|| = f(/) = 1.
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Sea A un algebra de Banach y f un homomorfismo de Aen K
Entonces f es continuo y ||f|| < 1. Ademas, si A es unital y f # 0,
se verifica que ||f|| = f(/) = 1.

Sea A un algebra de Banach unital. El conjunto de los
homomorfismos no nulos de A en K es un subconjunto
w*-compacto de la esfera unidad de A*.
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Sea A un algebra de Banach y f un homomorfismo de Aen K
Entonces f es continuo y ||f|| < 1. Ademas, si A es unital y f # 0,
se verifica que ||f|| = f(/) = 1.

Sea A un algebra de Banach unital. El conjunto de los
homomorfismos no nulos de A en K es un subconjunto
w*-compacto de la esfera unidad de A*.

Lema
Sea A un algebra conmutativa con unidad.

@ Todo elemento no inversible de A pertenece a un ideal
maximal de A.
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Sea A un algebra de Banach y f un homomorfismo de Aen K
Entonces f es continuo y ||f|| < 1. Ademas, si A es unital y f # 0,
se verifica que ||f|| = f(/) = 1.

Sea A un algebra de Banach unital. El conjunto de los
homomorfismos no nulos de A en K es un subconjunto
w*-compacto de la esfera unidad de A*.

Lema

Sea A un algebra conmutativa con unidad.

@ Todo elemento no inversible de A pertenece a un ideal
maximal de A.

@ Si M es un ideal maximal de A entonces A/M es un &lgebra
de division (todo elemento no nulo es inversible).
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Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja conmutativa unital. Los
ideales me_lxmales de A coinciden con los nucleos de los
homomorfismos no nulos de Aen C
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Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa.
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Definicion

Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa. Si A es una tal dlgebra, un caracter de A es un
epimorfismo de algebras de A en C.
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Definicion

Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa. Si A es una tal dlgebra, un caracter de A es un
epimorfismo de algebras de A en C. Notaremos por Q4 al
conjunto de caracteres de A. Los resultados precedentes ponen
de manifiesto que Q4 +# () si A es un algebra de Gelfand unital.
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Definicion

Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa. Si A es una tal dlgebra, un caracter de A es un
epimorfismo de algebras de A en C. Notaremos por Q4 al
conjunto de caracteres de A. Los resultados precedentes ponen
de manifiesto que Q4 +# () si A es un algebra de Gelfand unital.
En Q4 consideraremos siempre la topologia débil-+ que
convierte a Q4 en un espacio topolégico compacto y separado.
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Definicion

Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa. Si A es una tal dlgebra, un caracter de A es un
epimorfismo de algebras de A en C. Notaremos por Q4 al
conjunto de caracteres de A. Los resultados precedentes ponen
de manifiesto que Q4 +# () si A es un algebra de Gelfand unital.
En Q4 consideraremos siempre la topologia debil-+ que
convierte a Q4 en un espacio topolégico compacto y separado.
Si A es un algebra de Gelfand unital y a € A, la aplicacion

a: Q4 — C dada por

a(f) =f(a) (fe )

recibe el nombre de transformada de Gelfand del elemento a.
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Definicion

Un algebra de Gelfand es un algebra de Banach compleja y
conmutativa. Si A es una tal dlgebra, un caracter de A es un
epimorfismo de algebras de A en C. Notaremos por Q4 al
conjunto de caracteres de A. Los resultados precedentes ponen
de manifiesto que Q4 +# () si A es un algebra de Gelfand unital.
En Q4 consideraremos siempre la topologia debil-+ que
convierte a Q4 en un espacio topolégico compacto y separado.
Si A es un algebra de Gelfand unital y a € A, la aplicacion

a: Q4 — C dada por

a(f) =f(a) (fe )

recibe el nombre de transformada de Gelfand del elemento a.
Puesto que evidentemente a € C(Q4), Va € A, aparece una
aplicacion a — a, de A en C(Q4), que se denomina
transformacion de Gelfand de A y cuya imagen notaremos por

A={3:acA}
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Teorema

Sea A un algebra de Gelfand unital.
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Teorema

Sea A un algebra de Gelfand unital.

@ La transformacion de Gelfand es un homomorfismo de
algebras de A en C(Q4) que aplica la unidad de Aen la
unidad de C(Q4).
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Teorema
Sea A un algebra de Gelfand unital.

@ La transformacion de Gelfand es un homomorfismo de
algebras de A en C(Q4) que aplica la unidad de Aen la
unidad de C(Q4).

Q Paracada ac A Sp(A, a) = {a(f) : f € Qa} = Sp(C(Qa), a).
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Teorema
Sea A un algebra de Gelfand unital.

@ La transformacion de Gelfand es un homomorfismo de
algebras de A en C(Q4) que aplica la unidad de Aen la
unidad de C(Q4).

Q Paracada ac A Sp(A, a) = {a(f) : f € Qa} = Sp(C(Qa), a).

Q ||al| = r(a) < ||a|| para todo a € A. En consecuencia, la
transformaciéon de Gelfand es continua y de norma uno.
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Teorema
Sea A un algebra de Gelfand unital.

@ La transformacion de Gelfand es un homomorfismo de
algebras de A en C(Q4) que aplica la unidad de Aen la
unidad de C(Q4).

Q Paracada ac A Sp(A, a) = {a(f) : f € Qa} = Sp(C(Qa), a).

Q ||al| = r(a) < ||a|| para todo a € A. En consecuencia, la
transformaciéon de Gelfand es continua y de norma uno.

© El ndcleo de la transformacion de Gelfand coincide con la
interseccidn de todos los ideales maximales de Ay también
coincide con el conjunto

{aeA:r(a)=0}={ac A: Sp(A a) ={0}}.
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Q Paracada ac A Sp(A, a) = {a(f) : f € Qa} = Sp(C(Qa), a).

Q ||al| = r(a) < ||a|| para todo a € A. En consecuencia, la
transformaciéon de Gelfand es continua y de norma uno.

© El ndcleo de la transformacion de Gelfand coincide con la
interseccidn de todos los ideales maximales de Ay también
coincide con el conjunto

{aeA:r(a)=0}={ac A: Sp(A a) ={0}}.

@ Aesuna subalgebra plena de C(Q,), es decir,
Inv(C(Qa)) N A = Inv(A).
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Entonces

r(@a+ b) <r(a)+r(b), r(ab)<r(a)r(b) Vabec A
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Entonces

r(a+b) <r(a)+r(b), r(ab)<r(a)r(b) Va,bec A.

Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital. El nucleo de la
transformacion de Gelfand

Rad(A)={acA:a=0}={acA:r(a)=0}={ac A: Sp(A a

recibe el nombre de radical de A.

Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 29/42



Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Entonces

r(a+b) <r(a)+r(b), r(ab)<r(a)r(b) Va,bec A.

Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital. El nucleo de la
transformacion de Gelfand

Rad(A)={acA:a=0}={acA:r(a)=0}={ac A: Sp(A a

recibe el nombre de radical de A. Se dice que A es
semisimple si Rad(A) = {0}, es decir, si la transformacion de
Gelfand es inyectiva.
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

Q@ Aes semisimple.
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

Q@ Aes semisimple.
Q@ Q4 separa los puntos de A.
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

Q@ Aes semisimple.
Q@ Q4 separa los puntos de A.
© El radio espectral es una norma en A.
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Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:
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Q@ Q4 separa los puntos de A.
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:
Q@ Aes semisimple.

@ Q4 separa los puntos de A.

© El radio espectral es una norma en A.

Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja y B un algebra de
Gelfand unital semisimple. Todo homomorfismo de algebras de
A en B es continuo.

A\
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

Q@ Aes semisimple.
Q@ Q4 separa los puntos de A.
© El radio espectral es una norma en A.

Teorema

Sea A un algebra de Banach compleja y B un algebra de
Gelfand unital semisimple. Todo homomorfismo de algebras de
A en B es continuo.

Corolario

Sea (A, || - ||) un algebra de Gelfand unital semisimple. Cualquier
norma completa en A que haga el producto continuo es
equivalente a || - ||.
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.

Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.

Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

@ Aes semisimpley Aes una subdlgebra cerrada de C(Q4).
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.

Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

@ Aes semisimpley Aes una subdlgebra cerrada de C(Q4).

Q@ La transformacion de Gelfand es un monomorfismo
topoldgico.
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.

Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

@ Aes semisimpley Aes una subdlgebra cerrada de C(Q4).

@ La transformacion de Gelfand es un monomorfismo
topolégico.

© El radio espectral es una norma en A equivalente a la de
partida.
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Sea A un algebra de Gelfand unital y consideremos:

a=inf{||&®|| :a€ Sa}, B=inf{r(a):ac Sa}.

Entonces 3? < a < 8.

Corolario
Sea A un algebra de Gelfand unital. Son equivalentes:

@ Aes semisimpley Aes una subdlgebra cerrada de C(Q4).

Q@ La transformacion de Gelfand es un monomorfismo
topoldgico.

© El radio espectral es una norma en A equivalente a la de
partida.

Q Existe o > 0 tal que ||&%|| > «||a||? para todo a € A.
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. La transformacién de

Gelfand es una isometria si, y solo si, ||@?|| = ||a||?, para todo
acA.
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. La transformacién de

Gelfand es una isometria si, y solo si, ||@?|| = ||a||?, para todo
acA

Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital, n € Ny ay, a, ..., a, € A. Se
verifica una de las afirmaciones que siguen:
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. La transformacién de

Gelfand es una isometria si, y solo si, ||@?|| = ||a||?, para todo
acA

Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital, n € Ny ay, a, ..., a, € A. Se
verifica una de las afirmaciones que siguen:

Q@ Existe f € Qatal que f(ax) =0, Vk € {1,2,...,n}.
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Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital. La transformacién de

Gelfand es una isometria si, y solo si, ||@?|| = ||a||?, para todo
acA

Corolario

Sea A un algebra de Gelfand unital, n € Ny ay, a, ..., a, € A. Se
verifica una de las afirmaciones que siguen:

Q@ Existe f € Qatal que f(ax) =0, Vk € {1,2,...,n}.
Q Existen xi, Xz, ..., X, € Atales que Y, _, xkax = |.
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Definicion

Sea A un algebra de Gelfand unital, ne N yay, ao, ...

elementos de A. El conjunto

»@n

Sp(ar. @, ... an) = {(f(a), (@), ..., f(a@n)) : f € Qa}

recibe el nombre de espectro conjunto de (a;, az, ...

7an)‘

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado

Granada, 3/12/2020
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Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, ne N yay, as, ..., ap
elementos de A. El conjunto

Sp(ar. @, ... an) = {(f(a), (@), ..., f(a@n)) : f € Qa}

recibe el nombre de espectro conjunto de (ai, az, ..., an).
Claramente Sp(ay, ao, ..., @,) €s un subconjunto compacto no
vacio de C" y

Sp(ay, a, ..., an) C Sp(ai) x Sp(az) x --- x Sp(an).
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Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, ne N yay, as, ..., ap
elementos de A. El conjunto

Sp(ar. @, ... an) = {(f(a), (@), ..., f(a@n)) : f € Qa}

recibe el nombre de espectro conjunto de (ai, az, ..., an).
Claramente Sp(ay, ao, ..., @,) €s un subconjunto compacto no
vacio de C" y

Sp(ay, a, ..., an) C Sp(ai) x Sp(az) x --- x Sp(an).

Sea P, el algebra de los polinomios en n indeterminadas que
conmutan con coeficientes complejos.
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Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, ne N yay, as, ..., ap
elementos de A. El conjunto

Sp(ar. @, ... an) = {(f(a), (@), ..., f(a@n)) : f € Qa}

recibe el nombre de espectro conjunto de (ai, az, ..., an).
Claramente Sp(ay, ao, ..., @,) €s un subconjunto compacto no
vacio de C" y

Sp(ay, a, ..., an) C Sp(ai) x Sp(az) x --- x Sp(an).

Sea P, el algebra de los polinomios en n indeterminadas que
conmutan con coeficientes complejos. Entonces la aplicacion
Pw— P(ai,ao,...,a,), de P, en A, es un homomorfismo de
algebras cuya imagen es la subalgebra de A engendrada por
{l,a1,ay, ..., an}.
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Definicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, ne N yay, as, ..., ap
elementos de A. El conjunto

Sp(ar. @, ... an) = {(f(a), (@), ..., f(a@n)) : f € Qa}

recibe el nombre de espectro conjunto de (ai, az, ..., an).
Claramente Sp(ay, ao, ..., @,) €s un subconjunto compacto no
vacio de C" y

Sp(ay, a, ..., an) C Sp(ai) x Sp(az) x --- x Sp(an).

Sea P, el algebra de los polinomios en n indeterminadas que
conmutan con coeficientes complejos. Entonces la aplicacion
Pw— P(ai,ao,...,a,), de P, en A, es un homomorfismo de
algebras cuya imagen es la subalgebra de A engendrada por
l,ay,a0,...,a,}. Siesta subalgebra es densa se dice que
ai, a,...,an}t €s un sistema de generadores de A.
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Proposicion

Sea A un algebra de Gelfand unital, {ay, az, ..., a,} un sistema de
generadoresde Ay K = Sp(ay, a, ..., an).
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Proposicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, {ay, az, ..., a,} un sistema de
generadores de Ay K = Sp(ay, a, ..., a,). La aplicacion

¢ : Qa — K definida por

p(f) = (f(&), (@), ... f(an))

es un homeomorfismo.
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Proposicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, {ay, az, ..., a,} un sistema de
generadores de Ay K = Sp(ay, a, ..., a,). La aplicacion

¢ : Qa — K definida por

o(f) = (f(ar), f(az), .., f(an))
es un homeomorfismo. Si se define ¢ : A — C(K) mediante

®(a)(z) =aly'(2)) (z€K, acA),
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Proposicion
Sea A un algebra de Gelfand unital, {ay, az, ..., a,} un sistema de
generadores de Ay K = Sp(ay, a, ..., a,). La aplicacion

¢ : Qa — K definida por

o(f) = (f(ar), f(az), .., f(an))
es un homeomorfismo. Si se define ¢ : A — C(K) mediante

®(a)(z) =aly'(2)) (z€K, acA),

entonces ¢ es un homomorfismo continuo de algebras y toda
funcion de ®(A) es limite uniforme en K de una sucesion de
funciones polinémicas
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Definicion
Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A. El conjunto
E°={ac A:ax=xaVx € E}

recibe el nombre de conmutante de E.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 35/42



Definicidn
Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A. El conjunto

E°={ac A:ax=xaVx € E}

recibe el nombre de conmutante de E. Escribiremos E en
lugar de (E°)¢, conjunto que denominamos biconmutante de E.
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Definicidn
Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A. El conjunto

E°={ac A:ax=xaVx € E}

recibe el nombre de conmutante de E. Escribiremos E en
lugar de (E°)¢, conjunto que denominamos biconmutante de E.
Se dice que E es un subconjunto conmutativo de A si E C E°
o, lo que es lo mismo, xy = yx, cualesquiera que sean x,y € E.
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Lema

Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A.
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Lema

Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A.

@ EF° es una subalgebra de A que contiene a la unidad si A la
tiene y que es cerrada si A es un algebra normada.
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Lema

Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A.
@ EF° es una subalgebra de A que contiene a la unidad si A la
tiene y que es cerrada si A es un algebra normada.

@ Si E es conmutativo, E esta contenido en un subconjunto
conmutativo maximal de A.
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Lema

Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A.

@ EF° es una subalgebra de A que contiene a la unidad si A la
tiene y que es cerrada si A es un algebra normada.

@ Si E es conmutativo, E esta contenido en un subconjunto
conmutativo maximal de A.

@ Si M es un subconjunto conmutativo maximal de A, entonces
M = M.
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Lema

Sea A un algebra y E un subconjunto no vacio de A.
@ EF° es una subalgebra de A que contiene a la unidad si A la
tiene y que es cerrada si A es un algebra normada.

@ Si E es conmutativo, E esta contenido en un subconjunto
conmutativo maximal de A.

@ Si M es un subconjunto conmutativo maximal de A, entonces
M = M.

Q Si Atiene unidad y x € Inv(A), entonces x~' € {x}°.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 36/42



Proposicion

Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A.
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Proposicion
Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A. Entonces existe una subalgebra cerrada B de
Atal que B es conmutativa, € B, E C By

Sp(B, x) = Sp(A,x) Vx € B.
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Proposicion
Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A. Entonces existe una subalgebra cerrada B de
Atal que B es conmutativa, € B, E C By

Sp(B, x) = Sp(A, x) Vx € B.

Corolario

Sea A un algebra de Banach compleja unital y E = {xq, X2, ..., Xp}
un subconjunto conmutativo de A.
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Proposicion
Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A. Entonces existe una subalgebra cerrada B de
Atal que B es conmutativa, € B, E C By

Sp(B, x) = Sp(A, x) Vx € B.

Corolario
Sea A un algebra de Banach compleja unital y E = {xq, X2, ..., Xp}
un subconjunto conmutativo de A.

@ SP(X1 + X + - + Xp) C Sp(x1) + SP(X) + -+ + Sp(xn).
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Proposicion
Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A. Entonces existe una subalgebra cerrada B de
Atal que B es conmutativa, € B, E C By

Sp(B, x) = Sp(A, x) Vx € B.

Corolario
Sea A un algebra de Banach compleja unital y E = {xq, X2, ..., Xp}
un subconjunto conmutativo de A.

@ Sp(X1 +Xe + -+ Xa) € SP(X1) + SP(Xe) + - - - + SP(X).

Q Sp(xiX2---Xn) € Sp(X1)Sp(Xz2) - - - Sp(Xn)-
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Proposicion
Sea A un algebra de Banach compleja unital y £ un subconjunto
conmutativo de A. Entonces existe una subalgebra cerrada B de
Atal que B es conmutativa, € B, E C By

Sp(B, x) = Sp(A, x) Vx € B.

Corolario
Sea A un algebra de Banach compleja unital y E = {xq, X2, ..., Xp}
un subconjunto conmutativo de A.

@ Sp(X1 +Xe + -+ Xa) € SP(X1) + SP(Xe) + - - - + SP(X).

Q Sp(xiX2---Xn) € Sp(X1)Sp(Xz2) - - - Sp(Xn)-

@ En particular, si x,y € Acon xy = yx, se verifica:

r(x+y) <r(x)+r(y), rixy)<r(x)r(y).
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Teorema

Sea K un espacio topolégico compacto separado y f un
funcional lineal en C(K). Son equivalentes:
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Teorema

Sea K un espacio topolégico compacto separado y f un
funcional lineal en C(K). Son equivalentes:

@ f es un punto extremo de Bgx)- con f(/) = 1.
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Teorema

Sea K un espacio topolégico compacto separado y f un
funcional lineal en C(K). Son equivalentes:

@ f es un punto extremo de Bgx)- con f(/) = 1.
Q Existe t € K tal que f = §;.
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Teorema

Sea K un espacio topolégico compacto separado y f un
funcional lineal en C(K). Son equivalentes:

@ f es un punto extremo de Bgx)- con f(/) = 1.
Q Existe t € K tal que f = §;.
@ f es un caracter de C(K).
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Corolario

Sean Ky H espacios topolégicos compactos y separados. Son
equivalentes:
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Corolario

Sean Ky H espacios topolégicos compactos y separados. Son
equivalentes:

@ Las algebras C(K) y C(H) son isomorfas.
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Corolario

Sean Ky H espacios topolégicos compactos y separados. Son
equivalentes:

@ Las algebras C(K) y C(H) son isomorfas.

@ Los espacios de Banach C(K) y C(H) son isométricamente
isomorfos.
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Corolario

Sean Ky H espacios topolégicos compactos y separados. Son
equivalentes:
@ Las algebras C(K) y C(H) son isomorfas.

@ Los espacios de Banach C(K) y C(H) son isométricamente
isomorfos.

@ Ky H son homeomorfos.
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Corolario
Sean Ky H espacios topolégicos compactos y separados. Son
equivalentes:

@ Las algebras C(K) y C(H) son isomorfas.

@ Los espacios de Banach C(K) y C(H) son isométricamente
isomorfos.

@ Ky H son homeomorfos.

Corolario

Sea T un espacio topolégico completamente regular. Entonces
el espacio de los caracteres de Cp(T) es homeomorfo a 5(T), la

compactacion de Stone-Cech de T.
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Definicién
Llamaremos algebra de funciones a cualquier subalgebra
cerrada de un espacio del tipo C(K), siendo K un espacio

topoloégico compacto de Hausdorff, que contenga a las
constantes y separe los puntos de K.
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Definicion

Llamaremos algebra de funciones a cualquier subalgebra
cerrada de un espacio del tipo C(K), siendo K un espacio
topoloégico compacto de Hausdorff, que contenga a las
constantes y separe los puntos de K. Si es necesario
especificar el compacto K, se utiliza la expresion “algebra de
funciones en K.

Teorema
Sea A un algebra. Son equivalentes:

@ Aes un algebra de funciones.

@ Aes un algebra de Gelfand unital y ||a?|| = ||a||? para todo
acA.

Ademas, si A es un algebra de funciones en K, entonces existe

un homeomorfismo ¢ de K sobre un subconjunto compacto de

Q4 tal que a(p(t)) = a(t), paracada t € K.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Funcional Avanzado Granada, 3/12/2020 40/ 42



La funcion f(z) = z (z € D) es un generador del algebra disco.
Equivalentemente, las funciones polinomicas en D son densas
en el algebra disco.
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Sean fi, f,, ..., f, € A(D) y supongamos que, para cada z en D,
existe k € {1,2,...,n} tal que f(z) # 0.
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La funcion f(z) = z (z € D) es un generador del algebra disco.
Equivalentemente, las funciones polinomicas en D son densas
en el algebra disco.

Proposicion

El espacio de los caracteres del algebra disco es homeomorfo a
Dy su transformacion de Gelfand se identifica con la inclusion
de A(D) en C(DD).

Corolario
Sean fi, f,, ..., f, € A(D) y supongamos que, para cada z en D,
existe k € {1,2, ..., n} tal que fx(z) # 0. Entonces existen
91,92, ...,9n € A(D) tales que

angk(z)fk(Z) =1 VzeD.
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Teorema

Sea A el &lgebra de Wiener ¢4(Z) con el producto de
convolucion.
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Teorema

Sea A el &lgebra de Wiener ¢4(Z) con el producto de
convolucién.

@ La aplicacién f — f(e;) es un homeomorfismo del espacio
de los caracteres Q24 sobre T.

@ Six € ¢4(Z), entonces

Corolario (Teorema de Wiener)

Si la serie de Fourier de una funcion ¢ € C(T) converge .
absolutamente y ¢ no se anula, la serie de Fourier de la funcién

i también es absolutamente convergente.
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