INTRODUCCION AL ANALISIS NO LINEAL
CON APLICACIONES A ECUACIONES
DIFERENCIALES E INTEGRALES

Antonio Canada Villar
Departamento de Analisis Matemético

Universidad de Granada

1.995



INDICE

PROLOGO ....cvviiieeiiiiniaaiainnns, e 1
INTRODUCCCION ..ttt et e e e, 5
CAPITULO I: EL METODO TOPOLOGICO .................... 15
CAPITULO II: EL. METODO VARIACIONAL .................. 45

CAPITULO III: PROBLEMAS SEMILINEALES
EN RESONANCIA ... it eees i 69

APENDICE: FUNCIONES GENERALIZADAS
Y ESPACIOS DE SOBOLEV ... .. i e 87

BIBLIOGRAFIA ... e 111






PROLOGO

El objetivo fundamental de estas notas es recoger por escrito los contenidos
bésicos de los diferentes cursos de Doctorado que, sobre Andlisis no lineal y
Ecuaciones diferenciales, he impartido en la Universidad de Granada desde
el curso 1.982/83 hasta la actualidad. En ellas se proporciona informacién
general y resumida, sobre algunos de los métodos de Andlisis no lineal més
generales y 1itiles que se conocen y usan hoy en dfa en la investigacion, como
son los métodos topolégicos y variacionales. Esto se propone a través de
una introduccién, donde se motiva con diferentes ejemplos los contenidos que
se tratardn posteriormente, y tres capftulos, dedicados, respectivamente, al
grado topoldgico, al método variacional y a los problemas semilineales
en resonancia, asi como un apéndice donde se exponen los hechos bésicos de
la teoria de distribuciones y espacios de Sobolev.

Como sabemos, no existen métodos constructivos que permitan, en general,
calcular las soluciones de ecuaciones no lineales, de tal forma que usualmente
es necesario un estudio tan preciso como sea posible, de las propiedades cual-
itativas de ellas. Es en esta linea donde podemos situar la teoria del grado
topoldgico, que tiene su origen en la nocién de indice de una curva plana
respecto de un punto y su uso para el calculo de ceros de funciones holomorfas
(Cauchy, Gauss). En el Capitulo 1, exponemos la teoria del grado topolégico
de Brouwer (dimension finita), la de Leray-Schauder (dimensién infinita) y la
teorfa del grado topoldgico en conos. Quizds, la utilidad mds inmediata. sea
la obtencién de manera sencilla, de numerosos teoremas de punto fijo, como
el teorema del punto fijo de Brouwer, de Schauder y los de la compren-
sién y extensién del cono, debidos a Krasnoselskii. Estos a su vez pueden
usarse para probar existencia de soluciones de problemas muy diversos que se
plantean en ecuaciones diferenciales e integrales no lineales y por supuesto en
otras disciplinas. Las aplicaciones que he seleccionados dan buena muestra de
ello.

En el Capitulo 2 se pretende dar informacién bésica sobre algunos de los
resultados més relevantes del llamado Cadlculo de Variaciones, disciplina
tan antigua como el Calculo diferencial e integral y que en la actuali-
dad estd teniendo un gran auge, debido sobre todo a sus diversas aplicaciones:
Matematicas, Fisica, Ingenieria, Economia, Biologfa, etc. La idea bésica parte
del Principio de Hamilton que relaciona la trayectoria que ha de describir una
particula que se mueve en el espacio bajo la accién de una fuerza conservativa,
con la de la existencia de puntos criticos de un cierto funcional (la accién inte-
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gral}, definido en un espacio normado de funciones de dimensién infinita. Esto
constituye en realidad una versién variacional de la conocida y mundialmente
famosa segunda ley de Newton.

El método variacional es especialmente ttil en el estudio de la existencia
de soluciones débiles de problemas de contorno no lineales para e.d.o. o e.d.p.,
pues permite el uso de herramientas muy potentes del Analisis Funcional.
En el capitulo, se exponen resultados importantes tanto en lo que se refiera
al lamado método directo, como a los métodos mini-max, de desarrollo
relativamente reciente.

En el dltimo capitulo mostramos algunos resultados basicos concernientes
con los problemas semilineales en resonancia. Su discusién la basamos
en ¢l método alternativa, iniciado por Poincaré, Liapunovy Schmidt, junto
con la teoria del grado de coincidencia para perturbaciones L-compactas
de aplicaciones lineales de Fredholm de indice cero, debida a Mawhin. Esto nos
permite obtener diversos teoremas sobre existencia de soluciones de ecuaciones
"de operadores en espacios normados, con parte lineal no invertible, aplicindo-
los posteriormente a algunos de los problemas de contorno més representativos,
como son el problema de contorno de Dirichlet y el problema periddico.

En la exposicién se tratan diversos problemas abiertos en la actualidad,
tanto en lo que se refiere a métodos topolégicos como a los variacionales.
Pretendemos con ello que los lectores entiendan la importancia actual de la
investigacion en ecuaciones diferenciales e integrales no lineales.

Las demostraciones que expongo se limitan a exponer las ideas bdsicas
para conseguir la conclusion. He procurado mas bien insistir en los comentar-
ios y notas de todo tipo, que pueden aclarar cudl es mi opinién al respecto.
También me detengo en repetidas ocasiones en las principales dificultades (asi
como sugerencias para superarias), que he observado en los alumnos para en-
tender apropiadamente los contenidos propuestos. Una versién posterior de
estas notas incluird demostraciones detalladas, asi como ejercicios resueltos y
propuestos que ayudarin al lector a entender adecuadamente y madurar las
ideas que aquf se exponen. Ademds se incluirdn otros temas, como la teorfa
de operadores mondnotonos y bifurcacién.

En las notas finales que aparecen al final de cada capitulo, sefialo otros
aspectos diferentes e interesantes de los tratados, cuyo desarrollo detallado
alargarfa de manera excesiva esta exposicién.
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La bibliografia no pretende ser exhaustiva en modo alguno. He procu-
rado, por el contrario, ser lo méds concreto posible y, dentro de mi nivel de
conocimientos, es la que considero més apropiada para estos contenidos.

He tratado, de poner de manifiesto, siempre que ello ha sido posible, la
idea de que el campo de las ecuaciones diferenciales e integrales es un campo
vivo, de gran interés, con una considerable investigacién actual. Creo que,
desde todos los puntos de vista, merece la pena hacer ver esto a los alumnos.

Agradezco de antemano cualquier opinién, critica o sugerencia que los
lectores estimen oportuno hacerme llegar sobre el presente trabajo.

Granada, Otofio de 1.995 A. Caiiada
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0. INTRODUCCION.

DESCRIPCION DE ALGUNOS PROBLEMAS QUE DAN
ORIGEN A ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS,
ECUACIONES INTEGRALES Y ECUACIONES EN
DERIVADAS PARCIALES NO LINEALES

Las ecuaciones diferenciales (e.d) e integrales (e.l.) constituyen un modelo
matematico para el estudio. de problemas que surgen en disciplinas muy diver-
sas. Desde sus comienzos en ¢l siglo XVII la teoria de ecuaciones diferenciales
e integrales ha contribuido de manera muy notable a solucionar muchas cues-
tiones y a interpretar numerosos fendmenos de la naturaleza. Por otra parte,
el estudio de problemas relacionados con e.d. y e.l. ha motivado la creacién
y posterior desarrollo de partes muy significativas del Andlisis no lireal. Es
por ello por lo que creo muy interesante para el alumno, la introduccién de un
tema donde se presenten diversos ejemplos concretos de e.d. y e.i. motivados
por situaciones sencillas del mundo real. Asf, el alumno entiende que el tipo
de problemas que se estudian en esta teorfa puede venir motivado bien por su
interés matemdtico hien por sus posibles aplicaciones a diferentes disciplinas.

A continuacién resumo algunos de los principales problemas que, a mi
juicio, se pueden exponer, entendiendo que €l énfasis ha de ponerse en €l origen
e interés de los mismos y no en un planteamiento excesivamente riguroso de
ellos:

1.- Ecuacidén diferencial de una familia de curvas. Dada una familia
de curvas descrita por la ecuacion

Ft,,¢)=0 (0.2)

donde ¢ hace el papel de pardmetro, si f cumple condiciones adecuadas, pode-
mos derivar implicitamente la anterior expresién, para tener una relacién de
la forma
’ —
g(t,z,2',c) =0 (0.2)
y eliminando el pardmetro ¢ de ambas ecuaciones obtenemos, en general, una

relacién entre t,& y z,’ que satisfacen las curvas de la familia dada en (0.1).

Lo anterior motiva el estudio de diversas e.d.o. no lineales de primer orden
y nos permite exponer el problema de encontrar las trayectorias ortogonales



6 INTRODUCCION

de una familia dada de curvas. Este problema es interesante no sélo desde
un punto de vista geométrico sino que tiene aplicaciones en otras disciplinas:
por ejemplo, si en una lamina plana de material conductor fluye una corriente
eléctrica, las lineas de igual potencial serdn las trayectorias ortogonales de las
lineas de flujo de la corriente.

2.- El péndulo simple. El movimiento de un péndulo que se balancea en
un plano vertical viene descrito (bajo algunas hipdtesis necesarias para poder
establecer un modelo simple) por la e.d.o.

2"(t) + asinz(t) = 0 (0.3)

donde (%) expresa la posicién del péndulo en el tiempo ¢ y ¢ es una con-
stante que depende de la longitud del mismo. La ecuacidn (0.3) se puede
complicar si se tienen en cuenta otros factores que influyen en el movimiento
tales como la posible resistencia a éste, causada por el medio donde se realiza
el desplazamiento (entonces aparece en {0.3) un término que incluye z'(t)) o
la existencia de alguna fuerza externa ademds de la gravedad (dicha fuerza se
pone de manifiesto por la adicién en (0.3) de un término del tipo f(, 2(2)).

En muchas situaciones se estd interesado en la existencia de soluciones
de (0.3) que tengan una posicién determinada de antemano en dos tiempos
distintos : esto motiva la definicién de problema de contorno asociado a (0.3);
o incluso podemos estar interesados en la existencia de soluciones periddicas
de (0.3), lo que constituye un atractivo problema desde el punto de vista de
las aplicaciones.

3.- Dindmica de poblaciones y ecuaciones diferenciales ordinarias.
La ley de Mualtus de crecimiento de poblaciones origina la e.d.o.

P (4) = ap(t) (0.4)

donde a es una constante dada. La solucién de (0.4) se puede calcular de
manera elemental, obteniéndose la conclusidén de que la poblacién crece expo-
nencialmente con el tiempo; como sabemos esta es una conclusiéon vélida sélo
en situaciones muy particulares y en tanto en cuanto la poblacién no crece
demasiado. Un modelo més razonable, donde se tiene en cuenta la competi-
cién que se produce entre los individuos cuando la poblacién alcanza un cierto
nivel critico, conduce a la e.d.o.

P'(t) = ap(t) — bp(1)* (0.5)

donde a y b son constantes dadas. (0.5) es conocida con el nombre de ecuacién
de crecimiento logistico { Verhuist) y a los ndmeros a y b se les llama, coefi-
cientes vitales de la poblacién. La solucién de (0.5) puede calcularse de manera



EIEMPLOS DE MOTIVACION 7

explicita, pudiéndose obtener de esta expresién conclusiones muy interesantes
sobre el modelo, referentes por ejemplo al comportamiento asintético de las
soluciones, crecimiento y decrecimiento, etc.

En Dindmica de poblaciones se dispone también de ejemplos sencillos
que motivan la introduccién de sistemas de e.d.o. Un caso muy simple es
cuando se estudia la evolucién en el tiempo de dos especies z e y que tienen
una interaccién del tipo presa-depredador, obteniéndose un sistema de e.d.o.
del tipo

y'(t) = —y(t)c— dz(t)) '
donde a,b, ¢y d son constantes con su correspondiente interpretacion bioldgica
: @y ¢ representan las tasas de natalidad (o mortandad) de las especies z e y
respectivamente, mientras que b y d expresan la intensidad de la interaccidén
entre las especies.

(0.6) constituye un ejemplo interesante para motivar al alumno la introduccién
y métodos de la teoria cualitativa de e.d.o. También nos ofrece la oportunidad
de comentar algunos de los problemas actuales que estin siendo estudiados en
la teorfa de ecuaciones diferenciales relacionados con Dindmica de poblaciones.

4.- Dindmica de poblaciones y ecuaciones integrales de Volterra.
Para ciertos tipos de poblaciones, el modelo elaborado para estudiar su evolu-
cidn en el tiempo responde a una ecuacién integral. Mds concretamente, sea
n(t) el nimero de elementos de la poblacién que sobreviven en el tiempo %, ng
la poblacién inicial y f(£) una funcién que expresa la fraccién de supervivientes
que tienen la edad . Suponiendo que el ritmo de nacimientos de la poblacién
viene expresado por una funcién r(2,n(t)), tenemos que el total de individuos
que, procedentes de nuevos nacimientos, se incorporan a la poblacién en el
tiempo t es

b(t) = fﬂ " f(t = ryr(r, n(r) dr 0.7)
con lo que se tendra
n(t) = nof(t) + fo CFt = (e dr. (0.8)

(0.8) es una ecuacién integral de Volterra de segunda clase.

Otra clase de problemas que originan ecuaciones del tipo (0.8) son los prob-
lemas de valores iniciales para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden: Una funcién continua z es solucién de la ecuacién integral

z(t) = zo + /:: f(s,z(s)) ds (0.9)
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(con f continua) si y solamente si z es solucién del p.v.i.

o(t) = f (1)
2(ts) = 2o (0.10)
5.- Problemas de contorno y ecuaciones integrales de

Fredholm. Supongamos que una particula de masa 1 se mueve en linea recta
bajo la accién de una fuerza f. La posicién de la particula viene descrita por
una funcién z(t) que nos indica, para cada tiempo £, el punto de la recta donde
se encuentra. Suponiendo que la fuerza f depende tanto del tiempo como de
la posicién de la particula, la segunda ley de Newion, establece que

z"(t) = f(t,z(8)), Vi € L. (0.11)
donde I es un intervalo de R.

Muchas veces interesa estudiar la existencia de soluciones de (0.11) tales
que en dos tiempos distintos {; y ¢;, determinados de antemano, tengan posi-
ciones z,, £y, respectivamente, también fijadas de antemano. Esto conduce al
problema de contorno

2(t) = f(t,2(), ¥ £ € [11,],
a(t1) = z1, 2(ty) = 22 o

El problema (0.12) se puede transformarse, con la ayuda de la nocién de
funcién de Green, en una ecuacién integral. Para ello, si z; = 2z, = 0, se
prueba, en general, la existencia de una funcién

G . [t]_,tg] X [tl,tgl — R

, continua y simétrica, tal que z € C[t;, ] es solucién de (0.12) si y solamente
siz € C[tl,tzl Y

z(t) = f:g G(t,8)f(s,z(s)) ds, ¥V t € [t;1,13). (0.13)
Para z, y z, nimeros reales cualesquiera, se obtiene
2(t) = h(t) + ftta G(t,s)f(s,2(3)) ds, V t € [t1,2]. (0.14)
1
con f una funcién continua que depende de z; y z,.

Las ecuaciones de la forma (0.14) se conocen con el nombre de ecuaciones
de Fredholm.
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Para el caso en que z; = z; = 0, si X denota al espacio de Banach real
C([t1, 2], R), con la norma uniforme y T : X — X, se define como

Tz(t) = fth G(t,8)f(s,z(s)) ds, Vz € X, Vi€ [t,t3), (0.15)

se tendrd que (0.12) tiene solucién si y solamente si, existe z € X, tal que
z =Tz, (0.16)

que es un problema de punto fijo en dimension infinita. Estos problemas se
abordarin mediante la teoria del grado topoldgico de Leray-Schauder.

Ocurre con frecuencia que la fuerza f no es una funcién continua respecto
de la variable %; por ejemplo, en numerosas ocasiones f se expresa de la forma
f(t,z(t)) = g(z(t)) + a(t) donde a se considera como una fuerza externa al
sistema fisico considerado. Ahora bien, si a partir de un cierto tiempo g, se
incorpora una fuerza adicional, entonces ¢ es de la forma

a(t) = { au(t), t < b, (0.17)

al(t) + Gg(t), t> tu,

con a; y a; funciones continuas tales que as(tp) # 0.

En estos casos, el concepto de solucién del problema de contorno (0.12) ha de
debilitarse, puesto que no pueden existir soluciones que sean de clase C?[t;,t5].
Tales tipos de problemas se abordarin usando los espacios de Sobolev.

6.- Ecuaciones de evolucién de tipo parabdlico. Otro tipo de prob-
lemas muy interesantes en las aplicaciones se relacionan con el problema de
la propagacién del calor. En el caso particular en que se considera una
varilla delgada de longitud 7 cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y
cuya superficie lateral estd aislada, Fourier dedujo que la funcién u{z,t) que
representa la temperatura en la seccién z y en el tiempo ¢, debe satisfacer

u(z,t)  Ou(x,t)

2 - —"ét——+g(3:,t,u(m,i)), 0<$<7|', t>0,
u(0,1) = wu(mt)=0, i>0, (0.18)
’U.(.'L’:,O) = f(:[:), 0 <z<mw

donde f(z) es la distribucién inicial de temperatura y ¢ una funcién que, en
general, tiene una dependencia no lineal respecto de u.
(0.18) es un problema no lineal de tipo mixto.
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Si se tratael problema de la difusién del calor en un cuerpo n—dimensional,
la ecuacién que surge es

‘9—“5;’_‘5) = Au(s, 1) + g(z, % u(z, 1)), (0.19)
donde 5 o2
A=gatetys (0.20)

es el operador Laplaciano.

Ecuaciones como (0.19) o muy similares se presentan también en otros tipos
de problemas relacionados en general con procesos de difusién. En particular,
merece la pena destacarse el problema de la evolucién en el tiempo de dos
0 mas especies que viven en un dominio comun {2. Este problema ya
lo hemos expuesto en el apartado 3 (ecuacién (0.6)), pero sin tener en cuenta
la distribucién espacial de las especies. Cuando ésto se comsidera, y
aparecen por tanto procesos de difusién de las especies de un lugar a otro
de §2, Kolmogorov sugirid el siguiente modelo
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3“5;"‘) — Au(z, 1) = u(z, 1) [o — bu(z, t) + cu(e, )], (2,%) €2 x (0,00),
Ble,0) _ Ao, 1) = e, ) e - Fol, )+ gu(z, )], (2,8) €2 % (0,09),

(0.21)

u{z,t) = v(z,t) =0, (z,1) € OQ x [0, 00),

u(.’l?,ﬂ) = up(z), vz, 0) = 'UO("T)» RS ﬁ:
donde u y v representan las densidades respectivas de las especies, en distintos
puntos ¢ de  y en distintos tiempos ¢, las funciones ¢ y e expresan, respec-
tivamente, la “razén de. natalidad”de dichas especies, b y f vienen a poner
de manifiesto el efecto de autolimitacidén que puede causar la superpoblacion,
mientras que las funciones ¢ y ¢ marcan el “tipo de interaccién”que tienen
entre si u y v. Por su parte, 4y y vo nos informan sobre la situacién inicial,
mientras que la condicién sobre 92 significa que las especies no pueden per-
manecer en ella (porque, por ejemplo,  es un lago o J€2 es un rio). Debemos
resaltar que el operador Laplaciano, presente en ambas ecuaciones, modela
precisamente la, difusién de las especies en el dominio §2.

Problemas como (0.21) son de una gran interés en la investigacion matemética
actual, formando parte del campo general conocido con el nombre de sistemas
del tipo reaccién-difusién.

En numerosas ocasiones es muy interesante, tanto desde el punto de vista
de las aplicaciones como desde un punto de vista tedrico, el estudio de la
existencia de soluciones de equilibrio de las ecnaciones de evolucién. Por
ejemplo en problemas del tipo (0.21) puede llegar un momento en que la
poblacién de las especies se estabilice y sea independiente del tiempo futuro;
en el problema de la vibracién de una membrana, ésta puede alcanzar una
situacién de equilibrio y por tanto, dejar de vibrar, etc. Este tipo de situaciones
conducen a ecuaciones elipticas no lineales de la forma

— Au(z) = gz, u(z)). (0.22)

El principio del maximo-minimo sugiere que los tipos de problemas “nat-
urales” a considerar para (0.22) son los problemas de contorno.

Otros problemas conducen también a ecuaciones como (0.22) o muy simi-
lares, tales como los relacionados con potenciales electrostaticos, poten-
ciales gravitacionales, etc.
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7.~ Existencia de soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales
periddicas no lineales. Las e.d. periddicas constituyen frecuentemente un
buen modelo matematico para el estudio de problemas de indole muy diversa.
Esto ocurre, por ejemplo, en aquellos problemas donde se tienen en cuenta
las condiciones ambientales (que suelen repetirse de manera més o menos per-
iddica), en los movimientos de los astros y, en general, en los fenémenos de
naturaleza periddica que con tanta profusién se presentan en la Naturaleza.
Se comprende pues la importancia que, para este tipo de ecuaciones, tiene la
existencia de soluciones peridédicas.

Restringiéndonos a un caso simple, consideremos la e.d.o.

2'(t) = f(t,2(2)) (0.23)

donde f:R x R® — R", es continua y w-periddica, respecto de la variable ¢.
Si f es lineal, el Teorema de la alternativa de Fredholm, proporciona
un método 1til para decidir sobre la existencia de soluciones w-periddicas de
(0.23). Ahora bien, jcémo podemos abordar el problema si f es no lineal?. El
método que se describe a continuacién, conocido con el nombre de método
del operador de Poincaré, relaciona este problema con el de la existencia
de puntos fijos de aplicaciones continuas definidas en espacios normados de
dimensién finita.

Supongainos que el p.v.i.

tiene solucién dnica, definida en R, para cualquier zy € R”; notemos por
z(%,xp) a dicha solucién. Entonces z(f,x,) es w-periddica si y solamente si

2o = z(w, Zg). (0.25)
Por tanto, si H : R* — R", se define como
H(zo) = z(w,%0), ¥ 7o € R", (0.26)

el teorema de dependencia continua de la solucion de (0.24) prueba H es
continua y ademds, (0.23) tiene soluciones w-periddicas si y solamente si H
tiene puntos fijos. Este problema se trafard mediante la teoria del grado
topoldgico de Brouwer.

Actividades complementarias recomendadas
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Localizar, con ayuda de los libros de caracter histérico que se recomiendan,
algunos otros problemas concretos que hayan surgido en la teoria de las e.d.
y ed. desde el siglo XVII hasta nuestros dias y que estén relacionados con
ecuaciones no lineales.

Bibliografia recomendada

[8], {11], [16], [34], [37], [53], [60], [63], [64]
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1. EL. METODO TOPOLOGICO.

El planteamiento de diferentes problemas que se presentan tanto en ecua-
ciones diferenciales e integrales, como en otras disciplinas, conduce fre-
cuentemente al estudio de ecuaciones del tipo

Te=p

donde T es una aplicacién definida en un subconjunto §2 de un espacio de
Banach X, con valores en X y p € X. Usualmente T no es lineal.

Existen métodos muy diversos para el estudio de la ecuacién anterior. El
hecho de escoger uno u otro, depende de las propiedades de T y X, asi como
de la clase de informacién que se quiera obtener (jexiste solucién?, ;es inica?,
icudles son las propiedades topoldgicas del conjunto de soluciones?, ;cémo
pueden aproximarse?, etc.).

En general, no es posible encontrar la solucién (o soluciones) de manera con-
structiva, de tal forma que se hace necesario un estudio tan preciso como sea
posible de las propiedades cualitativas de ellas. En esta linea podemos situar
la teoria del grado topoldgico, uno de los métodos de Andlisis no lineal més
1itiles que se conocen y que proporciona informacién fundamentalmente sobre
la existencia de soluciones asi como sobre su multiplicidad.
La idea basica puede explicarse de manera intuitiva en un caso muy sencillo:
Sea f : [a,b] — R, continua. ;Qué informacién puede obtenerse sobre las
soluciones de la ecuacién :

f@)=p
en (a,b), usando sélo los valores de f en la frontera de [a,b]?. Una manera
simple de proceder puede ser la siguiente: Si f = I, la aplicacién identidad,
la anterior ecuacién tendrd solucién en (a,b) si p € (@,b). Para f general, es
intuitivo desde el punto de vista geométrico, que la ecuacién anterior tendra
solucion si la curva y = f(z) puede “deformarse de manera continua” en la
curva y = z, suponiendo que en la deformacion, ningin punto de la frontera
de [a,b] cruce la linea y = p.
Las dos ideas anteriores pueden generalizarse y constituyen la base de la defini-
cién de grado topolégico de la aplicacidén f, relativo a (a,b) y a p. Ya desde
el principio se puede intuir la extraordinaria potencia que puede tener esta
teorfa en orden a estudiar ecuaciones no lineales, pero también se comprende
desde el principio su seria limitacién, marcada por su gran generalidad.

El Capitulo lo iniciamos con la teoria del grado topoldgico de Brouwer,
para aplicaciones continuas definidas en espacios de Banachk de dimensién
finita. Es en esta parte donde nos enconiramos con las dificultades técni-
cas mds grandes, tanto para su definicién, como para probar la unicidad del
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grado. Seguidamente, extendemos la teorfa a espacios de Banach de dimen-
sién infinita. Previamente mostramos mediante un ejemplo sencillo que no
es posible la extensién directa de la misma. Sin embargo, los ejemplos mas
interesantes en dimensién infinita se presentan cuando el operador T es de la
forma T = I — F, con F compacta. La propiedad de aproximacion uniforme
que tienen las aplicaciones compactas por aplicaciones también compactas,
pero cuyo rango se encuentra incluido en subespacios de dimensién finita,
hace posible definir un grado para perturbaciones compactas de la identidad:
el grado de Leray-Schauder. La dltima parte del Capitulo la dedicamos a la
teorfa del grado topolégico en conos, muy 1itil ceando se trata de determinar
la existencia de soluciones positivas.

La consecuencia mdas inmediata de lo que vamos a exponer es la obten-
cién de numerosos teoremas de punto fijo, que a su vez pueden aplicarse para
el estudio de muchos problemas planteados en ecuaciones diferenciales e inte-
grales. Entre ellos destacaremos los cldsicos teoremas del punto fijo de Brouwer
y Schauder as{ como los de la expansiéon y comprensién del cono, debidos a
Krasnoselskii (por cierto que, a partir del grado topoldgico, las demostraciones
de todos ellos son tremendamente simples).

Hoy en dia, la teoria del grado ha llegado a ser una herramienta estiandar
en el Analisis no lineal, siendo de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones
no lineales. He seleccionado diferentes aplicaciones a problemas no lineales:
existencia de soluciones periddicas de e.d.o. periédicas, sobreyectividad de
aplicaciones definidas de R" en R”, e.d.o. en espacios de Banach, problemas
de contorno para e.d.o., existencia de soluciones positivas de ecuaciones inte-
grales con retraso, etc. Ellos constituyen sélo una muestra pequefiisima de las
posibilidades de aplicacién que proporciona la teoria del grado y en las notas
complementarias se comenta como se pueden llevar a cabo otras.

Existen diferentes formas de introducir el grado topolégico. Puede hacerse
a partir de nociones de topologfa algebraica, de geometria diferencial o desde
¢l punto de vista analitico. He optado por éste dltimo camino, para poner de
manifiesto el uso de distintas herramientas del Andlisis, como el teorema de
aproximacion de Weierstrass o el lema de Sard.

Segin mi opinidn, en términos generales, debe aprenderse a manejar ade-
cuadamente las propiedades del grado topolégico, mas bien que conocer los
tediosos detalles de su construccién. Como se verd en el desarrollo que hace-
mos, hay multitud de ejemplos para conseguir este objetivo.
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Sea R". Notemos por X al conjunto formado por las ternas (f,,¥) que
cumplen la propiedad P, siguiente:

P;: © es un abierto acotado de R*, f : @ — R" es continua y ademds
y € R" es tal que y ¢ f(002).

El resultado principal de la primera parte del Capftulo es el siguiente ref-
erente a la existencia y unicidad del llamado grado topolégico de Brouwer:

TrOREMA 1.1. Existe una tnica aplicacion dg : ¥ — Z, satisfaciendo las
propiedades siguientes:
di)

dB(I)gay) =1 (1'1)

siye Q.
d2) Si @ y Qg son dos subconjuntos abiertos y disjuntos de  tales que
¥ € F(1\ (Q1 U Qy)), entonces

dB(f}'Q')'y) = dB(f:th) + dB(f}QZ) y)

d3) Si h:[0,1]x 2 — R", y: [0,1] = R", son aplicaciones continuas tales
que y(t) ¢ h(t,00), ¥ t € [0,1], entonces dg(h(3,.),R,y(1)) es independiente
de t € [0,1].

A dp(f,,y) se le lama grado topolégico de Brouwer de f, relativo
allyapy. '

La propiedad dl) se conoce con el nombre de propiedad de normal-
izacién; d2) se llama propiedad de aditividad-escisién y expresa el hecho
de que para calcular el grado dp(f, Q, v), se puede prescindir de aquellas partes
del dominio, donde de antemano se sabe que la ecuacién

f(z)=uw, (1.2)

no tiene solucion. Esta propiedad es muy 1til para probar resultados sobre
localizacién y multiplicidad de soluciones de (1.2) en el dominio §. Por su
parte, d3) expresa la igualdad de grados en £, de aplicaciones homotépicas
continnas A(0,.) y 2(1,.), relativas a y(0) y a y(1), respectivamente, siempre
que la familia de ecuaciones

h(t,:l:) - y(t), te [031]3

no tenga solucién en 9f2. Esta propiedad es de gran utilidad para calcular el
grado de numerosas aplicaciones que son homotépicas a otras cuyo grado es
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conocido (por ejemplo, la identidad). Observemos que la homotopia puede ser
al mismo tiempo en la funcién f y en la variable y.

Demostracién del Teorema 31.1: Es larga y pesada. Se prueba por
una parte la existencia y por otra la unicidad. En lo que respecta a la ex-
istencia, se parte de la situacién mas sencilla posible, donde la definicién de
grado topoldgico se hace a partir de las soluciones de la ecuacién (1.2), para ir
complicando el proceso gradualmente. Las principales ideas son las siguientes:

a) Sea (f,Q,y) € I, tal que f € C1(Q). Definamos los conjuntos

Aj={zeQ: flz)=y),
Bi={zeQ:JL(z)=01},

donde J;(z) es el Jacobiano de f en z.
Si
Afn By =10, (1.3)

entonces Ay es un conjunto finito (puesto que Ay es un compacto con todos
sus puntos aislados). Esto permite definir

dp(f, S, y)= Z sign Js(x), (1.4)

TEAf

donde sign J;(z) indica el signo de J¢(z).
Si Ay fuese vacio, el anterior grado se define como cero.

b) En esta etapa, se elimina la hipStesis (1.3). Para ello, sea (f,Q,y) € I,
tal que f € C'(Q). El lema de Sard, (f(B;) es de interior vacio), garantiza
que en Bgr-(y;7), donde r = dist (y, f(8Q)), (r > 0), existe al menos un
elemento z tal que (f, 52, 2) estd en las condiciones del apartado anterior. Se
prueba entonces que dp(f, {2, 2) es independiente del elemento z elegido, con
lo que éste dltimo grado se puede tomar como definicién de dg(f, 2, ¥).

c) Sea ahora (f,Q,y) € B y r = dist (y, f(89)). El teorema de aproxi-
macién de Weierstrass garantiza la existencia de g € C*(1Q2), tal que

|f(z) —g(z)| <7, V2 e (1.5)

Puede probarse que dg(g,(},y) es independiente de la funcién g elegida, sat-
isfaciendo (1.5), de tal manera que cualquiera de estos grados puede tomarse
como definicién de dg(f,Q,y).
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La comprobacién de que la aplicacién dg asi definida satisface las propiedades
dl), d2) y d3), se hace de manera sucesiva en cada paso a), b) y ¢), de los
sefalados con anterioridad.

Pasemos a continuacién a tratar la unicidad de la aplicacién dg. Esto con-
siste en ver que si existe dp satisfaciendo d1), d2) y d3), entonces dg(f, 2,¥)
estd unfvocamente determinado por sus valores sobre un subconjunto espe-
cial de X, en el que el grado puede calcularse explicitamente a partir de las
propiedades indicadas. Las técnicas utilizadas son, curiosamente, las mismas
que en el proceso de contrucccién del grado. Comentemos las principales
ideas: supongamos que existe una aplicacién dg satisfaciendo d1), d2) y d3).
Entonces:

1) Sea (f,Q,y) € . Si r = dist (y, f(OR)), existe
g € Ce()NC(N) tal que | f(z)—g(z)] < r, V z € Q (teorema de aproximacién
de Weierstrass).
Si h:[0,1] x & — R", se define como A(t,z) = (1 —t)f(z) + tg(z), y la
funcién y(t) se toma como la constante y, entonces estamos en las condiciones
expresadas en d3) y por tanto,

dB(.fv‘st) = dB(g:Q:y)‘

2) Sea (f,,y) € Zcon f € C®() y » como en 1). El lema de Saerd
garantiza la existencia de z € Bgpn(y; r) tal que (f, @2, 2} estd en las condiciones
del apartado a) de construccién del grado. Tomando A(t,z) = f(z),y:[0,1] =
R”, definida como y(t) = tz + (1 — ¢)y, de nuevo por d3), obtenemos

a(f, 2, y) = d(£,9,z).

3) Sea (f,€2,y) en las condiciones de a). Entonces f~1(y)N% es un conjunto
finito. Consideremos dos casos:
3.1) f‘l(y) nQ=0.
Tomando en d2), &, = Q, Q, = 0, se obtiene

dB(fs 05 y) =0.
St ahora se elige Q; = Q, = 0, nuevamente de d2) deducimos
dB(f,ﬂ,'y) = 0.

3.2) f~Yy) ={..,a"}

Las hipétesis sobre f implican que cada z¥,1 < 1 < n, es una solucién aislada
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de la ecuacidén (1.2). Es posible por tanto, elegir, para cada i,1 < ¢ < n, un
entorno abierto de z¢, U C Q tal que la dnica solucién de (1.2), en Uf, es 2.
De d2) se concluye '

dB(f1Q’y) = EdB(f:u Ui,y)‘

4) Sea (f,9,y) € I, en las condiciones de a), donde ademds suponemos
que la ecuacién (1.2) tiene una dnica solucién %, en Q.
Si A = f'(2°), tomando A : [0,1] x Brs(z%46) — R", A(t,z) = tf(2)+ (1 -
DA(z —=z°), y:[0,1] = R", y(¢) = ty, en d2), para é suficientemente pequefio
obtenemos

dB(f) BR“($0; 6)! ’y) = dB(A - Aa"o) BR" (mo; "5): 0)

Si s es suficientemente grande, eligiendo £ : [0,1] X Bg~(0;s) — R", h(t,z) =
A—tAz®, y:[0,1] = R", y(t) = 0, se iiene

dB(fvﬂiy) = dB(A’ BR”(O; 3)3 0)

5) Finalmente, si A : R* — R", es una aplicacién lineal regular (det A # 0),
entonces de d1), d2) y d3) se concluye

dp(A, Br~(0; 5),0) = sign det A,
para cualquier s > 0.

FEn realidad, el mayor interés de la teorfa del grado topolégico no se centra
en las demostraciones sobre su definicién y unicidad, sino en sus propiedades.
Tstas lo convierten en una herramienta muy potente para abordar numerosos
problemas en disciplinas muy diversas. Vamos a exponer a continuacién algu-
nas de las mas importantes que se derivan de d1), d2) y d3).

TEOREMA 1.2. Se cumplen:
d4) Si dg(f,Q,y) # 0, la ecuacién (1.2) tiene al menos una solucién en .
d5) Sea (f,Q,y) € T yr = dist (y, f(OR)). Entonces si (¢,8,2) € T es tal que

lg(z) = f(z)| <, V2 €7,
'Z - yl <7

se tiene
ds(f,Q,y) = ds(g,9, 2).
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d6) Sea f : @ — R", continua. Entonces si y, z estan en la misma componente
conexa de R™ \ f(0R2), se tiene

dB(f’st) = dB(f)Q}z)'
d7) Si (f,2,4),(9,92,y) € &, son tales que f(z) = g(z), ¥ z € 09, entonces

dB(f>Q:y) = dB(g)'Q:y)'

d8) Si (f,Q,y) € & y Q; es cualguier subconjunto abierto de § tal que y ¢
f(Q\ Qy), entonces
ds(f,y) = da(f, 0, y).

La demostracién de las anteriores propiedades es una consecuencia inmedi-
ata de d1), d2) y d3).

La propiedad d4)} es quizds la mas dtil de la teorfa del grado. Nos dice
que una condicién suficiente para la existencia de soluciones de la ecuacién
(1.2), en 2, es que el grado dp(f,Q,y) no sea cero. Desgraciadamente, como
se muestra en ejemplos elementales, el reciproco no es cierto, de tal manera
que si el anterior grado es cero, no tenemos, en general, informacién sobre las
soluciones de (1.2).
d5) significa la continuidad de la aplicacién dg(f,$,y), respecto de las vari-
ables f e y. s muy dtil cuando se usa en “problemas de perturbacién”. Por
su parte, d8) afirma que aunque y y z estén lejos, la igualdad del grado se
mantiene, siempre que ambos elementos estén en la misma componente conexa
~de R™\ f(09).

La propiedad d7) muestra que, para calcular dg(f,$,y), sélo son importantes
los valores de f en 9. Esto, que es muy 1itil en las aplicaciones, pone de
manifiesto al mismo tiempo las limitaciones de la teoria del grado, cuando se
usa para estudiar la ecuacién (1.2). Pensemos, por ejemplo, en el caso més
simple posible: dos aplicaciones continuas f, g : [a,b] — R, que coincidan en
los puntos z = @ y @ = b; es claro que sdlo esto, no proporciona ninguna
informacién precisa sobre las soluciones de (1.2) en (a,b).

Por iiltimo, d8) es muy interesante en las aplicaciones para “localizar” las
soluciones de (1.2) en Q.

La teoria de grado de Brouwer liene un uso muy diverso. He seleccionado
tres tipos de aplicaciones, donde voy a mostrar algunos resultados concretos
(teoremas de punto fijo, existencia de soluciones periédicas de e.d.o. periddicas
no lineales y sobreyectividad de aplicaciones). Comenzamos con la exposicién
de varios teoremas de punto fijo, de los que el mas famoso es el teorema
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del punto fijo de Brouwer, que para el caso n = 1 se reduce al teorema de
Bolzano.

TEOREMA 1.3. Sea K C R", homeomorfo a D C R", tal que D es cerrado,
acotado, convexo y no vacfo. 8i f: X — K, es continua, la ecuacion

¢ = f(z) (1.6)

tiene al menos una solucidn.

Demostracion: Se realiza en varias etapas:

1) K = Bge(0;7).
Si existe 2 € 9K tal que (1.6) se cumple, se tiene la conclusién del teorema.
Si no es asi, considérese la homotopia A : [0,1] x K — R", definida como
h(t,z) = z — tf(z), y apliquense d1), d3) y d4).

2) K es cerrado, acotado, convexo y no vacio. Entonces existe r > 0, tal que
If C Br(057). Por el teorema de extensién de Dugundji, existe f : R* — K,
extensién continua de f. Apliquese ahora el apartado 1) a la aplicacién f
restringida a Bgre(0;7).

3) Caso general: Sea h : k' — D el homeomorfismo indicado. La aplicacién
g=hfh™!: D — D, estd en las condiciones de 2). Si € D es un punto fijo
para g, entonces h~1(z) € K, es un punto fijo para f.

Conviene insistir en dos aspectos: en primer lugar, a pesar de que el teo-
rema anterior no proporciona una condicién necesaria y suficiente, para la
existencia de puntos fijos, es facil ver, mediante ejemplos sencillos, que no se
puede prescindir de ninguna de las hipotesis, si se quiere tener la conclusion.
En segundo lugar, el teorema no dice nada sobre la unicidad o no de soluciones,
puesto que es claro que respecto de esto puede ocurrir cualquier cosa.

A continuvacién mostramos otro teorema de punto fijo donde aparecen im-
plicados el comportamiento de f en 9%, asi como las propiedades geométricas
de 2.

TEOREMA 1.4. Sea Q C R", abierto y acotado y f :  — R", continua.
Supongamos que existe zq € 0, con la propiedad siguiente:

flz)—ap=AMz—20),2€ 002 = A< 1. (1.7)
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Entonces f tiene al menos un punto fijo.

Demostracién: Si existe x € 92, tal que & = f(x), se tiene la conclusién
del teorema. Sino es asi, considérese la homotopia k : [0, 1] x @ — R”, definida

por A(t,z) = (z — zo) — t(f(z) — zo)-

Dos condiciones suficientes para (1.7) son:
D0Ey |z — f=)I* 2 [f()]* — |2, ¥V = € 0Q.
H0eRAN2CQ, VAe(0,)y f(O) C

Seguidamente planteamos la existencia de soluciones periddicas de e.d.o.
peridédicas no lineales. La idea béisica de la demostracion del resultado que
exponemos, es la aplicacién del Teorema del punto fijo de Brouwer al oper-
ador de Poincaré (definido en (0.26)). Resultados previos sobre existencia,
unicidad, prolongacion y dependencia continua respecto de los datos iniciales,
de las soluciones de p.v.i., son importantes para entender adecuadamente la
demostracién.

TeoOREMA 1.5. Sea f: R x R" — R", ({,2) — f(t,2), una funcién de clase
C', w—periddica respecto de la variable t y acotada. Supongamos que existe
r > 0 verificando

< f(t,z),z > <0, ¥ (t,z) e R™™ con [z] =7 (1.8)

Entonces la e.d.o.
z'(t) = f(t,z(t)), (1.9)

tiene al menos una gsolucién w-periédica.

Demostracion: Considérese el p.v.i.

() = f(t,2(1)),
z(0)=p, peR".

Las hipdtesis implican que este problema tiene, para cada p € R", una dnica
solucién definida en R. Sea z(¢,p) dicha solucién.

La aplicacién H : R* — R", definida por H{p) = z(w,p), V p € R", es

continua. Ademds, de (1.8) se deduce que H(Bgpr(0;7)) C Bgr~(0;r). Por el

Teorema 1.3, H tiene al menos un punto fijo z,. Entonces, z(t,29) es una

solucién w-periédica de (1.9).
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Pensemos que en el caso auténomo, la condicién (1.8) para n = 1, significa
que f cambia de signo en el intervalo (—r, 7). Esto proporciona automdtica-
mente una solucién periédica {constante).

Si f no es acotada, la conclusién del teorema anterior no se sigue nece-
sariamente. De hecho, el estudio de la existencia de soluciones periddicas
de ecuaciones como (1.9}, con f no acotada, es objeto de investigacién en la
actualidad.

A continuacién mostramos dos resultados sobre sobreyectividad de fun-
ciones definidas en R". El primero de ellos es una generalizacién del siguiente
hecho elemental:

Sea f : R — R, continua, tal que :pllvl-l{loo f(z) = +o0, a;EI_E‘loo flz) = —oo.
Entonces f(R) = R.

Con la ayuda del grado topoldgico, vamos a exponer una generalizacion del
resultado anterior, que no es en absoluto trivial.

TEOREMA 1.6. Sea f: R"™ — R", continua y satisfaciendo

fim S flz),z >
J&|—oo ||

= Joc0. (110)

Entonces f(R") =R".

Demostracién: Para y € R”, considérese la ecuacién
flz)=y
Si r es suficientemente grande, (1.10) implica que la aplicacién h : {0,1] x
Brn(0;7) — R, definida como A(t,z) = fz 4+ (1 — t)f(z), es una homotopia
valida.

De d3) y d1), se deduce dg(f, Br~(0;7),y) # 0; luego la ecuacién anterio
tiene solucién. . :

La condicién (1.10) implica
lim |f(z)] = +oo. (1.11)

ol -+oo
Sin embargo, esto no es suficiente para que f : R* — R”, coniinua, sea ademés
sobreyectiva (f : R = R, f{z) = 2? es un ejemplo de ello). Vamos a ver que
afiadiendo la inyectividad local, sf es posible probar el resultado. Para ello
necesitamos un lema previo, llamado lema de Borsuk, que nos informa sobre
el grado de aplicaciones impares, definidas en dominios simétricos.
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LeEMA 1.7. Sea § C R", abierto, simétrico, acotado y conteniendo al origen.
S5i f: 2 — R", es continua e impar y 0 ¢ f(8), entonces dg( f,§2,0) es impar
(¥ por tanto no nulo).

Demostracién: No hay pérdida de generalidad en suponer que estamos
en las condiciones del apartado a) del Teorema 1.1. Entonces

dp(f,9,0) = sign J;(0) + 3 sign J¢(x).
5 € -1(0), = # 0

De las hipétesis se deduce ficilmente que la suma anterior es impar.

Enunciemos y probemos, con la ayuda del lema anterior, el resultado anun-
ciado.

TEOREMA 1.8. Sea f:R" — R", continua tal que satisface (1.11). Si ademds
f es localmente inyectiva, se tiene que f(R™) = R".

Demostracién: Consiste en probar que f(R"™) es abierto y cerrado.
Que f(R") es cerrado se obtiene ficilmente usando la continuidad de f y
(1.11).
Para demostrar que f(R") es abierto, sea f(z) € f(R™). Se trata de probar
la existencia de r > 0, tal que

Bre(f(z0);7) C F(R™). (112)

Para ésto, no es restricitivo suponer que z, = f(z,) = 0. En esta situacién,
tomemos s > 0, verificando que f, restringida a Bg~(0;s) es inyectiva. En-
tonces, la aplicacién h : [0,1] X Bg«(0;$) — R", definida como

- 1{is) - 1(75).
es una homotopfa vélida, lo que implica, por d3) y el lema anterior que
dp(f, Br~(0;5),0) £ 0.
Finalmente, de d4) y d5) se concluye (1.12).

Pasamos seguidamente al estudio del grado topolégico en dimensién
infinita, que constituye la segunda parte de este Capitulo.
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La primera observacién importante que hacemos se refiere al hecho de
que no es posible la extensién de la nocién de grado de Brouwer a dimensién
infinita. Esta afirmacién la precisamos inmediatamente:

Sea X un espacio de Banach real de dimensién infinita y ¥’ el conjunto
formado por las ternas (f,$2,y) que cumplen la propiedad P, siguiente:

Py: Q es un abierto acotado de X, f : 2 — X es continua y ademds y € X
es tal que y ¢ f(3Q).

Entonces, podemos afirmar que no existe ninguna aplicacién dg : &' — Z,
satisfaciendo las propiedades d1), d2) y d3) del grado de Brouwer (con X en
lugar de R", en d3)).

En efecto, si existiese tal aplicacidon, el teorema del punto fijo de Brouwer
(Teorema 1.3), serfa vilido, cuando se sustituye R" por X. Sin embargo, esto
no es asf, como se muestra en el ejemplo siguiente:

Sea X = ¢, el espacio normado formado por las sucesiones de nimeros
reales con limite cero. Recordemos que si * = {z,} € X, entonces ||z} =

sup nen { |%al }-
Si f:X — X, se define como

flx) = { L +2F|a:|| , 1, T, } ,

entonces f es claramente continua y f(Bx(0;1)) C Bx(0;1). Sin embargo f no
tiene ningin punto fijo.

Motivados por las aplicaciones (véanse los problemas expuestos en la in-
troduceién), estamos interesados en la definicién de un grado andlogo al de
Brouwer, que nos permita estudiar ecuaciones del tipo

z =Tz,

donde T : @ — X, siendo X un espacio de Banach real (de dimensién ar-
bitraria) y  C X, un subconjunto abierto y acotado. Ademds, T va a ser
una aplicacién que, en general, tiene propiedades topoldgicas adicionales a la
continuidad relacionadas con la compacidad. De hecho, vamos a considerar
que T es compacta (continua y tal que T'(R) es relativamente compacto), un
concepto que en el caso de dimensién finita, se reduce a la continuidad. La
propiedad de aproximacién uniforme de aplicaciones compactas, por aplica-
ciones compactas cuyo rango esti contenido en subespacios de X de dimen-
sion finita, hace posible definir, a partir del grado de Brouwer, un grado para
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aplicaciones del tipo 7 — T, con T compacta, denominado grado de Leray-
Schauder. Este grado no es sino el de Brouwer cuando la dimensién de X es
finita.

Lo anterior queda claramente recogido en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9. Sea X un espacio de Banach real y I el conjunte formado por
las ternas (I — T,%,y) que cumplen la propiedad P; siguiente:

P3: Q es un abierto acotado de X, T : Q@ — X es compacta y ademds, y € X
es tal que y ¢ (1 — T)(990).

Entonces existe una tnica aplicacidn dpg : I' — 7Z, verificando las propiedades
siguientes:

DI) dLS(I5Q)y) = ]-a si ye Q.

D2) Si @, y @ son subconjuntos abiertos y disjuntos de  tales que y ¢
(I — T2\ (2, UQy)), entonces

dLs(I - T,Q, y) = dLs(I - T, Ql,y) + dLg(I —_ T, Qz,y).

D3)8ih:[0,1] x ! — X, es compacta, y : [0,1] — X es continua, son tales
que y(t) ¢ (I — h{t,00Q)), entonces

C‘IL.S'(I - h(t: '):‘Qa y(t))

es independiente de t € [0, 1].
Adpe(I—T,8,y) se le lama grado topolégico de Leray-Schauder de I — T,
relativo a 2 y a y.

Demostracién: Hablemos primero de la existencia de la aplicacién dys.
Para ello, sea (I — T,Q,y) € I'. Como T :  — X, es compacta, se tiene que
r = dist (y,(I — TY0$)) > 0. Tomemos 0 < ¢ < 7,y T; : § — X, cualquier
aplicacién compacta tal que |T(z)—-T(2)| < ¢, Yz € , y ademds T.(Q) C X,
subespacio de dimensién finita de X. No hay ninguna pérdida de generalidad
en suponer que y € X..

Si Q= 0Qn X, la terna (I - T, Q,,y) € I, y por tanto tiene sentido hablar
de dg(I —T¢, R, y). Utilizando las propiedades d1), d2) y d3), puede probarse
que éste ultimo grado es independiente de ¢, T, y X..

Lo anterior permite definir

drs(I - T,Q,9)=dg(I - T,Q,,¥). (1.13)

que, a partir de d1), d2) y d3), puede comprobarse que satisface D1), D2} y
D3).
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Respecto de la unicidad de dps, satisfaciendo D1), D2) y D3), ésta se
lleva a cabo, usando dichas propiedades para, progresivamente, probar que
drs necesariamente ha de ser la aplicacién definida en (1.13).

De manera andloga al grado de Brovwer, usande D1), D2) y D3), puede
demostrarse el teorema que enuncio a continuacién. Todas las propiedades que
en él aparecen, se usan para mostrar posteriormente la potencia y utilidad de
la nocién definida.

TEoREMA 1.10. Se cumplen:
D4) Sidps(I —T1,8,y)# 0, la ecuacién

e—Tz=y

tiene al menos una solucion en Q.
D5)Sea (I-T,Q,y) € T yr = dist (y,(I-T)(89)). Entonces si (I-T1,Q,z) €
T es tal que
IT(2) - Tu(z)| <7, V2 €8,
|z -yl <
se cumple que
deS(I_ Tiﬂi‘y) = ﬁ".l',S(-I-__ Tlaﬂﬂ Z).

D6) SeaT : 1 — X, compacta. Entonces si y, z estdn en la misma componente
conexa de X \ (J — T)(09Q), se tiene

dLS(I - T,\Q, y) = dLS(I - T, Q, 2’).

D7) Si(I-T,Q,y),I —T1,Q,y) € I, son tales que T(x) = T1(z),
Y % € 89, entonces

dLS(I -7, Q:'y) = dLS(I - TI!Q):.U)'

D8) Si (I - T,9Q,y) € T' y Q, es cualquier subconjunto abierto de 0 tal que
y ¢ (I = T)(Q\ Q,), entonces

dLS(I - T>Q>y) = dLS(I - T:‘Qlay)'
Los comentarios que podemos hacer sobre el interés y utilidad de las

propiedades D1) a D8), son los mismos que los que hicimos en su momento
para el grado de Brouwer, de manera que a ellos me remito.
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Como €l grado de Brouwer, la teoria del grado de Leray-Schauder, es una
herramienta poderosisima y util para probar numerosos teoremas de punto fijo.
Quizds, el mas famoso de ellos es el teorema del punto fijo de Schauder, que
enunciamos y probamos a continuacién. Este teorema no es sino el teorema
del punto fijo de Brouwer si la dimensidon del espacio X es finita.

TEOREMA 1.11. Sea X un espacio de Banach real v D C X, cerrado, acotado,
convexo y no vacio. 81 T : D — D, es compacta, la ecuacién

z=Tz (1.14)

tiene al menos una solucién.

Demostracién: Como en el Teorema del punto fijo de Brouwer, se realiza
en varias etapas:
a) D = Bx(0;r),7 > 0.
Si existe # € 8D, tal que x = T'z, se tiene la conclusién del teorema. Si no es
asi, definase la homotopia compacta b : [0,1] x D — D, como h(t, z) = tT(z).
De D1) y D3) se deduce

dys(I-T,D,0)=1.

Ahora, de D4) se concluye la demostracién.

b) D general.

Tomamos T : X — D, extensién de T, tal que T es compacta, cuando se
restringe a cualquier subconjunto acotado de X. Ademds, si r se elige suficien-
temente grande como para que D C Bx(0;r), por a) se tiene la existencia de
z € Bx(0;7) tal que Tz = z. Como T(X) C D, z es un punto fijo de T.

A continuacion enunciamos un corolario que es 1util en las aplicaciones,
donde en numerosas ocasiones, es dificil probar directamente la compacidad
del operador T.

COROLARIO 1.12. Sea X un espacio de Banach real, D C X, compacto,
convexo y no vacio, y T : D — D, continua. Entonces la ecuacién (1.14) tiene
al menos una solucién. '

Demostracién: Basta observar que, en realidad, T es compacta.
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Llegados a este punto, merece la pena comentar algunos pormenores sobre
las aplicaciones a problemas concretos del teorema del punto fijo de Scheuder
y en general, de la teoria del grado topoldgico de Leray-Schauder. En muchas
situaciones, usualmente uno se encuentra un problema de puntos fijos como
(1.14), donde T : X — X, es una aplicacién completamente continua, es
decir, T es compacta cuando se restringe a cualquier subconjunto acotado de
X. El problema en estos casos es encontrar un subconjunto apropiado D de
X, al que aplicar el teorema del punto fijo de Schauder, o algin criterio més
general.

Un camino que ha mostrado ser muy apropiado en numerosas ocasiones, con-
siste en probar la siguiente afirmacion:

(A): Existe 7 > 0, tal que, cualquier solucidén z € X, de la familia de ecua-
ciones :

z =Mz, XA €[0,1],

satisface
e} < r.

Puede comprobarse ficilmente, usando las propiedades D1) y D3), que si (A)
se cumple, entonces (1.14) tiene al menos una solucién.

Asi pues, el problema de puntos fijos (1.14) se reduce al de encontrar cotas
a priori sobre una cierta familia uniparamétrica de ecuaciones relacionada
con el operador T'. De ahi que muchas veces se diga que e] problema esta
resuelto si las posibles soluciones estan acotadas a priori. Ahora bien, éste
es un problema dificil, en general, y para el que se utilizan técnicas muy
diversas, dependiendo del tipo de ecuacién considerada. En particular, si
T(X) es acotado, claramente se cumple (A).

Tenemos Ja oportunidad de familiarizarnos con la condicién (A) en los dos
ejemplos que siguen. El primero trata sobre ecuaciones diferenciales ordi-
narias en espacios de Banach; el segundo sobre problemas de contorno
para ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

Sea X un espacio de Banach real, 2 un abiertode Rx X y f: ) - X,
una aplicacién dada.
Consideremos la e.d.o.

2'(t) = f(t, z(0)). (1.15)

Una solucién de (1.15) es cualquier funcién z : J — X, (J es un intervalo de
R), derivable y que satisface (1.15) en cualquier punto de J.
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De la teoria basica de e.d.o. es conocido que si X es de dimensién finita y
f continua, entonces, el p.v.i.

@'(t) = f(t,2(2)), (1.16)

T(to) = Tg,

tiene al menos una solucién, para cualquier (%, zq) € €.
Sorprendentemente, esto no es necesariamente verdad si la dimensién de X no
es finita. Un ejemplo sencillo es el siguiente: '

Sea X = ¢y f:Rx X — X, definida como

£6,) = £ty {oa}) = { leal+ ).

n

Entonces el p.v.i.

x'(t)m(zo)f(zt,(i(t))s (1.17)

no tiene solucién.

En efecto, si (1.17) tuviese solucién z : [0, €] — X, entonces

o(6) = e+ =, V£ € (0,4
2,(0) = 0, (1.18)
YneN,

donde z(t) = {z,(t)}, VYt €[0,€].
Comparando las soluciones de (1.18) con las del p.v.i.

2(t) = |2()[/2, ¢ € [0,¢],
2(0) =0,

se obtiene ,
3
z,(t) > T YneN, Vie|0,e.

La expresién anterior prueba que z(t) ¢ X, ¥Vt € (0,¢].

Este ejemplo muestra que si la dimensién de X es no finita, se necesitan
condiciones adicionales a la continuidad de f, para que el p.v.i. (1.16) tenga
solucién. Las hay de muchos tipos y la que presento a continuacidén quizds sea
una de las mds ficiles de entender por los alumnos.
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TeoREMA 1.13. Sea X un espacio de Banach real y f : [0,a] X X — X, con
a > 0, verificando:

1) f es completamente continua.

2) f es uniformemente continua en subconjuntos acotados de [0,a] x X.

3) Existen constantes positivas ¢, d, tales que

|f(t,2)l < e+ dlel, V (t,2) €[0,a]} x X.

Entonces, el p.v.i.
ml(t) = f(t,l!(t)), ‘ (1.19)

z(0) = zq,

tiene (para cada zo € X), al menos una solucién definida en [0, a).

Demostracién: Consta de dos ideas bésicas: transformacién de (1.19) en
un problema de puntos fijos y uso de la teoria del grado de Leray-Schauder
para probar que éste tiltimo problema tiene sofucion.

Es claro que z : [0,a] — X, es solucién de (1.19) si y solamente si z €
C([0,a], X} y se satisface la ecuacién integral

z(t) = zy + /Ot f(s,z(8)) ds, Yt € [0,a].

SiY = C([0,a], X), con la norma uniforme y T : Y — Y, se define como

(Tz)(t) = zo + j; f(s,z(s8))ds, VaeY, Vte[0,ea],

entonces (1.19) tiene solucién si y solamente si la ecuacién
z =Tz,

la tiene.

Ahora bien, la hipdtesis 2) implica que T es continua. Ademds, si B C Y,
es acotado, vamos a ver que T(B) es relativamente compacto en Y. Para
elio, el Teorema de Ascoli-Arzeld nos dice qué es suficiente comprobar las
dos propiedades siguientes:

i) T(B) es equicontinuo.

ii) Para cada ¢ € [0, a), €l conjunto {(Th)(£),b € B}, es relativamente compacto
en X.

i) es una consecuencia trivial del hecho de que f aplica subconjuntos acotados
en subconjuntos acotados. Por su parte, para probar ii), basta tener en cuenta
que, para cualquier b € B, se tiene

/£ f(s,'b(s)) ds € € @M,
0
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donde M = { f(s,b(s)), s € [0,£),6 € B } y oM indica la envolvente cerrado
convexa de M.
Ahora, la relacién previa y la hipdtesis 1) implican ii).

Por dltimo, comprobemos que la afirmacién (A) se verifica en este caso.
Para ello, si z € Y, satisface

z =Tz, Ae[0,1],

se tiene o) = A (mo n f: F(s,2(s)) ds) , Vte[0,a]

De la hipétesis 3) se obtiene

1
l2(2)] < e1 + 1 / l2(s)] ds, ¥ t € [0, ).
0

Un procedimiento estindar (como en la desigualdad de Gronwell) prueba la
existencia de cotas a priori para z.

Observemos que si el teorema anterior se aplica en el caso en que la di-
mensién de X es finita, las hipdtesis 1) y 2) se reducen a la continuidad de f,
mienfras que 3) es superflua para probar la existencia de soluciones de (1.19)
{Teorema de Cauchy-Peano, sobre existencia de solusiones del problema de
valores iniciales). Esto es una constante en los teoremas que se conocen so-
bre la existencia de soluciones de (1.19): al considerarlos en dimensién finita
aparecen condiciones suplementarias gue no son necesarias para tener la ex-
istencia de soluciones del p.v.i. considerado. De hecho, a pesar de que se
ha realizado bastante, sigue siendo tema de investigacién en la actualidad, el
establecimiento de condiciones suficientes para la existencia de soluciones de

(1.19).

La segunda aplicacidon del grado de Leray-Schauder que vamos a presen-
tar, se refiere al estudio de problemas de contorno no lineales para e.d.o.,
no resonantes y con no linealidades acotadas. El caso resonante, mucho mas
complicado en general, se tratard en el Capitulo 3.

Sea el problema de contorno

—z"(t) = f(t,2(t)), t € [0, 7],
Lz, S (1.20)

donde f:[0,7] x R — R, es continua.
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El problema lineal a considerar, que nos ayuda a tener alguna idea sobre
el tipo de resultados que podemos esperar, es

~z"(t) = az(t) + b(t), t € [0, 7],
( m(o)(=)a:(ﬂ-§ ) 0, (1.21)

donde a € R y b : [0, 7] — R, es continua.

El Teorema de la alternativa de Fredholm da una respuesta tedrica
completa y satisfactoria sobre (1.21):
a) Sia ¢ { n?,n € N }, entonces (1.21) tiene, para cada & € C[0, 7], solucidn
tinica z € C*[0, 7). '
b) Sia € { n* n &N }, entonces (1.21) tiene solucién si y solamente si

f b(t)sen nt dt = 0.
0
Adem3s, si la relacién anterior se cumple, (1.21) tiene infinitas soluciones.

El caso no lineal (1.20) es bastante mas complicado, siendo objeto de in-
vestigacion actualmente. De los resultados para el caso lineal, parece intuirse
que si estamos en la situacién a) (caso no resonante), el problema debe ser mas
facil que en la situacidén b). Efectivamente esto es as{ en general. La razén
para ello es la siguiente:

Un problema no lineal se escribe de manera abstracta como una ecuacién de
operadores de la forma
Lz = Nz, (1.22)

siendo L un operador diferencial lineal (usualmente cerrado y no continuo) y
N no lineal.

En el caso no resonante, el operador I tiene inverso, de tal manera que (1.22)
se transforma en el problema de puntos fijos

z=F!'Nz.

Generalmente, I,=! es compacto y N continuo; asf L~1N es un operador com-
pacto al que se puede aplicar la teorfa del grado de Leray-Schaeuder. Esto es
lo que a continuacién haremos nosotros con detalle, para el problema (1.20).
Sin embargo, si el problema es resonante, el operador L no tiene inverso, asi
que (1.22) no se transforma de manera directa en un problema de puntos fijos;
esto hace que su estudio sea mis complicado (Capitulo 3).

Aqui vamos a considerar la situacidn mds simple posible: el problema
(1.20) (que es no resonante) con no linealidad f acotada. El tratamiento que
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hacemos se puede aplicar, practicamente sin cambio alguno, al problema

—a(0) + Na(t) = f(bra(2)), ¢ € (0,7,
x(0) = z(x) =0,

con Ag¢{n?nelN}.
TEOREMA 1.14. Si f es continua y acotada, (1.20) tiene al menos una solucién.

Demostracidon: Resumamosla, poniendo de manifiesto las ideas funda-
mentales:

1) Transformacién de (1.20) en una ecuacién integral equivalente.
Sabemos que existe una funcién (la llamada funcién de Green)@ : [0,7] x
[0,7] — R, continua, tal que z € C?*[0, 7] es solucién de (1.20) si y solamente
siz e Cl0,n]y

o(t) = / G(t, s)f(s,2(s)) ds, V L € [0, 7). (1.23)
0
@ 10 es sino la funcién de Green del problema lineal homogéneo asociado.

2) Transformacién de (1.23) en un problema de punto fijo.
Es obvio: si X = C([0,n],R), con la norma uniforme y 7' : X — X, se define
como

(Tz)(t) = /ﬂ "G, 9)f(s,5(s)) ds, ¥ © € X, V t € [0,7],

(1.23) es equivalente a
=Tz

3) Estudio de las propiedades topoldgicas del operador T
3.1) T es continuo.
Es una consecuencia inmediata de la continuidad uniforme de f en subcon-
juntos acotados de [0, 7] x R.
3.2) S§i B C X, es acotado, T(B) es relativamente compacto.
En efecto, por el Teorema de Ascoli-Arzeld, basta ver que T'(B) es equiacotado
¥y equicontinuo. La equiacotacion de T'(B) es inmediata, pues f es acotada; por
otra parte, el hecho de que G sea continua garantiza que T'(B) es equicontinuo.

4) Aplicacién del Teorema del punto fijo de Schauder.
Como f es acotada, existe r > 0, tal que T(X) C Bx(0;r) = D. Entonces
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T :D — D, estd en las condiciones de dicho teorema. Asi, T tiene al menos
un punto fijo z, solucién de (1.20).

La tercera y dltima parte de este Capitulo la vamos a dedicar a exponer
los hechos basicos de la teoria del grado topoldgico en conos. La moti-
vacién para introducir esta teoria es la siguiente: hay muchos problemas de
ecuaciones diferenciales e integrales, donde el interés se centra en la existen-
cia de soluciones, cuya imagen esté contenida en un conjunto determinado de
antemano.Por ejemplo, pensemos en los problemas expuestos en la introduc-
cion, relacionados con Dinamica de poblaciones; en ellos, sélo interesan las
soluciones no negativas.

Cuando esto ocurre, en general no es aplicable la teorfa del grado de Leray-
Schauder, puesto que puede suceder que el conjunto de funciones no negativas
tenga interior vacfo dentro del conjunto total de funciones considerado. No ob-
stante, aprovechando el hecho de que cualquier cono en un espacio de Banach,
es un retracto del mismo, va a ser posible contruir un anilogo de la teoria del
grado de Leray-Schauder, relativa a conos, muy util para el tratamiento de
problemas como los que hemos mencionado y similares.

Previo a ello, es preciso decir algo sobre el grado topoldgico de aplicaciones
definidas en conjuntos no acotados.

Sea X un espacio de Banach real, @ C X, abiertoy T : @ — X, localmente
compacta; es decir, para cada z €  existe un entorno U = U(z), tal que T,
restringida a U, es compacta. Sea un elemento y € X \ (I — T)(89Q), tal
que (I — T)~Y(y) es compacto. Entonces se puede definir dys(J — 7,9, 7)
como dps(f —T,V,y),siendo V C §, cualquier abierto acotado conteniendo a
(I — T)*(y), tal que 7', restringida a V, es compacta.

Sea ahora X un espacio de Banach real y K un retracto de X. Es decir,
existe una aplicacién continua B: X — K, tal que Re =z, V2 € K.
Sea 2 C K, abierto (en adelante, cuando nos refiramos a nociones topoldgicas
de subconjuntos de I, entendemos que lo hacemos respecto de la topologia
relativa a ),y F : @ — K, compacta (es decir, continua y F(2) relativamente
compacto), tal que
Fe#a, Vazed

Entonces
drs{I — FR, R‘l(ﬂ), 0)

estd bien definido y es independiente del retracto B. A este nimero entero se
le llama indice de punto fijo de F, sobre {2, relativo a K, y se nota por

{F,Q,K)
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o simplemente i(F,{2), si no hay posibilidad de confusion respecto de quién ha
de ser K.

Usando la definicién de i(F,Q, K) y las propiedades del grado de Leray-
Schauder, ya estudiadas, puede probarse el siguiente teorema.

TEOREMA 1.15. Se cumplen las propiedades siguientes:
K1) Si F: Q — Q, es contante,

{(FQ,K) = 1.

K2) Si 4,8, son subconjuntos abiertos disjuntos de Q tales que F' no tiene
puntos fijos en 2\ (2, U 2,), entonces

i(F,Q, K) = i(F,Q, K) + i(F, Q, K).

K3)S5iI=1[ab CRyH:Ix8 — K,es compacta tal que H(A,z) #
z, ¥ (A, z) € T x 0%, entonces

W(H(A, ), K)

es independiente de A € I.
K4) Si K, es un retracto de K y F(Q) C K, entonces

i(F,Q,K) =i(F,Q0 K, K1).

K5) 5i @, es un subconjunto abierto de §) tal que F' no tiene puntos fijos en
Q\ @, entonces

i(F,Q, K) = i(F,Q, K).
K6) Si i(F,Q, K) # 0, F tiene al menos un punto fijo en .

Las nociones anteriores son en particular aplicables cuando X es un cono.

DEFINICION 1.16. Un subconjunto C' de un espacio de Banach real, diremos
que es un cono si se cumplen las propiedades siguientes:

1) C es cerrado y convexo.

2)ACcC,¥azo.

3)Cn{-C)={0}.
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En adelante, supondremos que C no se reduce al elemento 0.
Debido a que C es cerrado y convexo, el teorema de extensién de Dugundsi
garantiza que C es un retracto de X, con lo que, si £ es cualquier abierto
de C'y F:Q — C es compacta, sin puntos fijos en 89, podemos hablar de
i(F,Q,C), que en adelante se indicard simplemente por i(F, Q).

La primera aplicacién del concepto recién definido es el siguiente teorema
de punto fijo, del que se obtendrdn como una consecuencia, otros famosos y
conocidos. Hemos de resaltar que en el teorema se obtiene un punto fijo no
trivial del cono C. Esto es muy importante en las aplicaciones, pues se tienen
de esta forma soluciones no negativas y no triviales.

TeoREMA 1.17. Sea X un espacio de Banach real, C C X un cono y f :
C, — C, compacta, donde

Co={ezeC: |z|<r}.

Supongamos:
1) Siz € C verifica || = v y A > 1, entonces

Fa £ Az,

2) Existen p € (0,7) y e € C\ {0}, tales que si x € C satisface|z| =py X > 0,
se {iene

z — Fa # e

Entonces F tiene al menos un punto fijo z verificandeo

p<|z| <. (1.24)

Demostracién: Sean §; = C,, 2, = C, \ C,. Entonces, si existe algin
punto fijo de F en C, \ (24 U 2), se tiene la conclusién del teorema. Si no es

asi, por K2),
i(F,C,\T;) = i(F,C,) - i(F,C,). (1.25)

Ahora bien, si H : [0,1] x C, — C, se define como H(A,z) = AFz, de la
hipétesis 1) y K1), K3), obtenemos

i(F,C,) = 1.

Definiendo H : [0,4+00) x C, — C, como H(),z) = Fz + Ae, deducimos de la
hipétesis 2) y de K1), K3), que, para A suficientemente grande,

i(F,C,) = 0.
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Por dltimo, (1.25) y las dos igualdades anteriores, implican la conclusién de-
seada.

Del teorema anterior se deducen dos corolarios, conocidos, respectiva-
mente, con los nombres de teorema de la compresion y extensién del
cono.

COROLARIO 1.18. Sea F : C, — C, compacta, tal que para algiin p € (0,7),
se tiene:

I)Fz—ax ¢ C,silz|=r.

2a—Fe ¢ C,silz|=p.

Entonces F' tiene al menos un punto fijo z satisfaciendo (1.24)

CoOROLARIO 1.19. Sea F : C, — C, compacta, tal que para algin p € (0,7)
se tiene:

)a—Fe ¢ C,silz|=r.

2) Pz —2 ¢ C,si|z| = p.

Entonces I tiene al menos un punto fijo z satisfaciendo (1.24)

Una aplicacién muy bonita de los resultados anteriores consiste en el estu-
dio de la existencia de soluciones positivas de ciertos tipos de ecuaciones in-
tegrales que surgen en Dindmica de poblaciones y teoria de epidemias.
Concretamente, nos referimos 2 la ecuacién integral

s)= [ fls,a(s)) ds, (1.26)

donde f : R* — [0,+00), (t,2) — f(,2), es continua, f(2,0) =0,Vt€ R, f
es w-periédica con respecto a la variable ty 7 > 0.

(1.26) es un modelo matemdtico para estudiar la evolucién en el tiempo
de algunas epidemias cuando se tienen en cuenta las condiciones ambientales
periddicas. También se ha utilizado como modelo de crecimiento de algunas
poblaciones.

Observemos que (1.26) tiene siempre la solucién trivial. Por ello, el interés
se centra en el estudio de la existencia de soluciones positivas y w-periédicas.
Por su parte, la constante positiva 7, que hace el papel de pardmetro, tiene
una interpretacion biolégica clara en teorfa de epidemias: es el intervalo de
tiempo que un individuo permanece infectado.
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f(t,z)

apropiadas “cerca de cero y en infinito”, entonces existe un valor del pardmetro,
Ty, tal que si 7 > 7g, (1.26) tiene soluciones periddicas no negativas y no triv-
iales.

Seguidamente probamos que si la funcién , satisface condiciones

TroREMA 1.20. Supongamos:
i)

lim

T

»

fhe) _
T

de maupera uniforme en t € R.
ii) Existe una funcién ¢ : R — (0,400), continua y w-periédica y un nimero
real p > 0, tal que

.f%ﬂzcﬁ(t), YieR, Va E[O’P]-

Entonces, existe 7y > 0, tal que si 7 > 79, (1.26) tiene al menos una solucién
z : R — [0, +00), continua, no trivial y w-periédica.

Demostracién: Consiste en ver que se satisfacen todas las hipodtesis del
Teorema, (1.17). Para ello, tomemos

X={zecCRR):z(t+w)=a(t), VieR},
Jo| = maz { [a(8)|: t€R ),

C={zeX:2(t)>20,VteR },

F:C =G, (Fo)(t) = /: f(s,a(s)) ds.

Ficilmente puede probarse, usando el teorema de Ascoli-Arzeld, que F es
compacta en subconjuntos acotados de C. Ademds, 75 puede elegirse de la
forma siguiente:

Para 7 € RY, tomemos ¢(7) > 0 tal que 7 f({,2) < 2,V z > ¢(r), V£ € R. Sea
M(r) = maz {|f(t,z)] :t € R,0< a:tg e(7) }.

Por otra parte, si a(7) = inf er / @(s) ds, se cumple que

t—7
a(r) — +o00 si 7 — +oo.

Si elegimos e = 1, 7 puede tomarse tal que

M(T)r > p, a(r) > 1,
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para cualquier T > 7.

El estudio de problemas como (1.26), tanto en la versién escalar, como en
la de sistemas, es objeto de investigacién actual. Esta se centra en la bisqueda
de propiedades cualitativas de las soluciones (estabilidad, comportamiento as-
intético), multiplicidad, etc.

Ejercicios y actividades complementarias recomendadas

Lia teorfa del grado topoldgico tiene muchas mas aplicaciones que las vistas
aqui, as{ como multitud de variantes para distintas clases de operadores. En
esta linea van los comentarios y sugerencias que siguen:

- Proponer algunos ejemplos de aplicaciones concretas, donde el alumno
deba, calcular el grado de Brouwer. Asimismo, considérense diversos ejemplos
de ecuaciones no lineales para probar existencia de solucién. También, con
la ayuda de la bibliograffa recomendada, pueden plantearse otros resultados
acerca de la sobreyectividad de aplicaciones y sobre teoremas de punto fijo.

- Aplicar la teoria del grado de Brouwer para probar algunos resultados
como los siguientes, con los que se pretende mostrar la utilidad que tiene en
campos diversos de la Matemdatica y en algunas de sus aplicaciones:

1) Sea A = (ay;), una matriz real cuadrada, de orden n, tal que a; >
0, ¥Vi,7,1 <147 <n. Entonces existen un nimero real A > 0 y un vector z, no
nulo y con todas las componentes no negativas, tales que Az = Az. (teorema
de Perron-Frobenius, con aplicaciones en Economia).

2) La frontera de la bola unidad en R”, no es un retracto de la bola cerrada
unidad.

3) Sea  un abierto acotado de R", conteniendo al origen y f : 8Q —
R"™\ {0}, continua. Entonces, si n es impar, deben existir z € 82 y A # 0,
tales que f(z) = Az (teorema del erizo).

4) Dados A, ..., A,, n subconjuntos acotados y medibles de R", existe un
hiperplano que separa, a cada uno de los subconjuntos dados, en dos partes
con medidas iguales (problema del sandwich).

5) Sean Q; y ., dos subconjuntos compactos de R"™, homeomorfos. En-
tonces R" \ 2, y R™ \ Q, tienen el mismo niéimero de componentes conexas



42 Carirvro 1

(teorema de separacién de Jordan).

- El Teorema del punto fijo de Schauder puede aplicarse a otros muchos
problemas no lineales. Por ejemplo, en el Capftulo hemos presentado algunos
problemas de contorno para e.d.o. de segundo orden. Otros ejemplos pueden
ser de e.d.p. como el siguiente problema de Goursat no lineal (problema de
valores iniciales):

6u 3'&
dody ) (%y,%a) » (=,9) € [0,a] x {0, 0], (L.27)

u(z,0) = (), z € [0,4a], u(0,7) = ¥(y), y € [0,b].

Es posible transformar (de manera obvia) (1.27) en una ecuacién integral
equivalente, de tal forma, que imponiendo hipdtesis apropiadas a las condi-
ciones iniciales ¢ y 9, v a la no linealidad f, se puede probar la existencia de
soluciones de (1.27).

- La teoria del grado topolégico en conos, puede aplicarse a numerosos
ejemplos, para probar la existencia de soluciones positivas. Entre ellos, desta-
camos los siguientes:

1) Sistemas de ecuaciones de tipo eliptico que surgen en Dindmica de
poblaciones, como los mencionados en la introduccién.

2) Otras ecuaciones integrales, distintas de la considerada en el Capitulo,
que también surgen en Dindmica de poblaciones.

3) Problemas de contorno para e.d.o., que surgen en Ingenieria quimica.
Un ejemplo podria ser

Ba(ty —z'(t) + f(=(2)) =0, t € [0,1],
Bz'(0) — z(0) = 0, /(1) = 0. (1.28)

Mediante el uso de una funcién de Green apropiada, (1.28) puede transfor-
marse en una ecuacién integral conveniente, a la que aplicar la teorfa del
grado topoldgico en conos.

- Algunos aspectos complementarios de interés sobre el grado topoldgico
de Brouwer, que el alumno puede estudiar con ayuda de la bibliografia re-
comendada, son los siguientes:

1) Definicién del grado para subconjuntos abiertos Q de R”™ no necesaria-
mente acotados. Esto es posible si se exige a la aplicacién f una “condicién
de crecimiento” adicional.
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2) Para n = 2, relacién entre el grado topolégico de Brouwer y la nocién
de indice de una curva respecto de un punto.

- En lo que respecta al grado topoldgico de Leray-Schauder, conviene
destacar los signientes complementos de interés:

1) El grado de Leray-Schauder se ha definido para perturbaciones com-
pactas de la aplicacién identidad. Hay muchos ejemplos que no pueden es-
tudiarse con esta herramienta; por ejemplo, muchas ecuaciones diferenciales
se plantean de manera abstracta como una ecuacién de operadores donde la
parte no lineal no es necesariamente compacta, pero si Lipschitziana.

Usando la nocién de a-contraccion (basada a su vez en la medida de no
compacidad de Kuratowskt), puede definirse un grado para perturbaciones o-
contractivas de la identidad, que incluye los casos en que éstas son compactas
o contrictiles.

Los diversos teoremas de puntos fijo que se obtienen con esta teorfa consti-
tuyen generalizaciones muy dtiles del teorema del punto fijo de Schaouder o del
teorema del punto fijo de la contraccién. Por ejemplo, con ellos pueden estu-
diarse problemas de conforno para e.d.o. con término no lineal no compacto
(esto sucede si la no linealidad depende de la derivada de orden superior).

2) Definicidn del grado en espacios vectoriales topolégicos localmente con-
vexos.

3) Estudio del problema de Cauchy para e.d.o. en espacios de Banach con
condiciones basadas en la medida de no compacidad.
Bibliografia recomendada
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2. E1. METODO VARIACIONAL.

Es frecuente encontrarse con diferentes problemas que conducen a la sigu-
iente cuestion: sea A un subconjunto no vacio de Ry f: A — R una funcién.
. Qué condiciones sobre A y f garantizan la existencia de maximo y minimo
de f en A 7. Ademds, si A es abierto y f derivable, aquellos puntos z € A
donde f alcanza sus valores extremos, han de satisfacer la ecuacién

f(z) = 0. (2.1)

Siz € A satisface (2.1), se dice que z es un punto critico (o estacionario) de fy
a su correspondiente valor f(z), se le llama valor critico (o valor estacionario)
de f.

La anterior cuestion también se plantea para funciones reales de varias vari-
ables reales siendo uno de los temas més atractivos del Andlisis Matematico,
debido a su gran variedad de aplicaciones.

Nos podemos plantear la cuestién anterior en un ambiente mas general :
Sea X un espacio normado real, A C X y f: A — R. ;Qué condiciones sobre
Ay f garantizan la existencia de maximo y minimo de f en A 7. Como anteri-
ormente, si A es abierto y f es derivable Fréchet, tal pregunta estd intimamente
relacionada con la ecuacidén (2.1) y eligiendo adecuadamente X, A y f, surge
en cualquier problema relacionado con el lamado Cédlculo de Variaciones.
Tal disciplina es tan antigua como el Calculo Diferencial e Integral, y ha
constituido desde entonces uno de los campos de la Matemdtica més atractivo
e interesante. Su rango de aplicabilidad es amplisimo y materias tan distintas
como Matematica { Ecuaciones Diferenciales, Geometr{a Diferencial,...), Fisica
(Mecdnica, Astronomia, Elasticidad,...), Ingenieria, Economia, Biologfa, etc.,
lo incluyen como un método muy potente para abordar algunos de los prob-
lemas que se les plantean. Quizds una de las frases mds acertadas sobre el
método variacional y que puede dar idea de su importancia, sea la siguiente,
atribuida a Euler: “Puesto que el Universo es perfecto y fué creado por el
Creador mds sabio, nada ocurre en é€l, sin que esté presente alguna ley de
mdzimo o minimo”.

Pienso que para introducir a los alumnos en el tema, un ejemplo sencillo
como el que sigue, puede valer. Supongamos una particula de masa m que
se mueve por el espacio bajo la accién de una fuerza F. La posicién de la
particula viene descrita por una funcién vectorial X(t) = (z1(2), 22(2), z3(2))
que nos indica, para cada tiempo ¢, el punto del espacio donde se encuentra
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dicha particula. Por su parte, la fuerza F, se expresa por una funcién vee-
torial F(X) = (Fi(X), (X)), F5(X)) (X = (z1,2,23) € R®), que depende
del punto X del espacio R* donde actdia y suponemos que es conservativa (el
trabajo que realiza para desplazar la particula de un punto a otro es indepen-
diente de la trayectoria seguida). Matemdaticamente esto significa que existe

una funcién real U(X) tal que %{(—) = Fi(X),1<i<3v¥X € R? (La

I
energia potencial es por lo tanto —U).

Si la particula que estamos considerando se encuentra en el tiempo ¢; en
un punto P; del espacio y, siguiendo la trayectoria X, en el ttempo {3 en otro
punto P, , la accién integral de Hamilton se define como

8(0) = [ (OO +UX@) & (2.2

donde T(X)(t) = im(|2{(¢)|? + |25(D))* + |=5(t)[?) es la energia cinética en el
tiempo t.

Como podemos observar, la accidn integral depende de la trayectoria a lo largo
de la cual la particula se desplaza de Py a P,.

La pregunta que podemos hacernos es la siguiente: ;Qué relacién tendrd la
accién integral con la trayectoria X, que seguira la particula para pasar de P,
a P,, bajo la accién de la fuerza F' 7. El Principio de Hamilton establece que
en dicha trayectoria, la accién integral toma un valor estacionario (recuérdese
la definicién de valor estacionario para funciones reales de variable real). En
términos abstractos, si A representa el conjunto de trayectorias “posibles” de
PiaP,y®:A— R se define por (2.2), entonces debe cumplirse &'(X,) = ¢
(en un sentido que se ha de precisar). De esta dltima ecuacién puede obtenerse
de manera ficil la segunda ley de Newton

mXg(t) = F(Xo(2)), Ve € [t1, o).

Lo anterior, que es la formulacién de la segunda ley de Newton (para un caso
particular) en términos variacionales, es un ¢jemplo muy simple, pero no por
ello deja de ser significativo. Son muchas las leyes de la Fisica y de otras
disciplinas que pueden expresarse en forma variacional. La idea fundamen-
tal consiste en asociarle al fendmeno que estemos considerando, un funcional
®:A— R, donde A es un “conjunto de funciones apropiado” y tratar de
optimizar ®, o al menos tratar de probar que @ tiene valores estacionarios.

El método variacional es especialmente 1til para el estudio de soluciones
debiles de problemas de contorno no lineales, pues permite el uso de her-
ramjentas muy potentes del Andlisis Funcional. Incluso, cuando se quiere
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probar existencia de soluciones cldsicas de algunos problemas, el planteo débil
del mismo puede ayudar a ello.

En este tema, considerado como de introduccidn al Célcule de Variaciones
y Teorfa de puntos criticos, se van & exponer algunos resultados importantes
referentes tanto al llamado método directo (en el que se trata de probar la exis-
tencia de minimo global del funcional dado), como a los métodos min-max, de
desarrollo reciente. Los funcionales que estudiaremos en la parte dedicada al
método directo, satisfacen basicamente ¢ una condicién de coercividad o una
condicién de compacidad (tipo Palais-Smale). En lo que respecta a los méto-
dos min-max, centramos nuestra atencion en dos teoremas modernos, pero ya
clsicos: el Teorema del paso de montaia de Ambroselti y Rabinowitz y
el Teorema del punto de silla de Rabinowitz.
Seglin mi opinién, los resultados seleccionados son ejemplos muy representa-
tivos de las diferentes posibilidades del método variacional, pudiéndose, con
la ayuda de la bibliografia recomendada, estudiar otros de los muchos que se
conocen en la actualidad.

En una primera etapa se debe aprender a aplicar tales métodos a problemas
relacionados con e.d.o., donde las dificultades técnicas son mds facilmente su-
perables, para pasar después al caso de e.d.p. Se necesita conocer los espacios
de Sobolev para entender adecuadamente el desarrollo que hacemos seguida-
mente, asi como tener unas nociones minimas de Calculo diferencial e integral
en espacios de Hanach.

El problema de contorne que vamos a tener de referencia en este capitulo
es e] siguiente:
—u"(2) = g(=z,u(x)), z € [0,7], (2.3)
4(0) = u(n) = 0, '

donde g : [0,7] X R — R, es continua.
DEFINICION 2.1. Una funcidn u es solucién débil de (2.3) si v € H}(0,7) y
™ x
/ o/ (z)v'(z) dz = / g(z,u(z))v(z) dz, V v € H}(0,7),
0 0
donde H}(0,m) es el espacio de Sobolev usual, con la norma

. 1/2
ol = ([ WP dz) , voemiom,

proveniente del producto escalar

< UV > :f u'(z)v'(z) dz, ¥ u,v € Hy(0, 7).
0
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Uno de los resultados mas importantes de este capitulo es el siguiente,
donde se relaciona el concepto de solucién débil de (2.3) con el de la existencia
de puntos criticos de un funcional adecuado, definido de Hi(0,7) en R.

TEOREMA 2.2. Sea
G(z,u) = f g(z,8) ds, ¥ (z,u) € [0,7] x R (2.4)
0
y ®: Hy(0,m) — R, el funcional definido como

O(u) = %/: | (z)|? dz — f; G(z,u(z)) dz, V u € Hy(0,7). (2.5)

Entonces ® € C'(H}(0,7),R) y

(o) = [ w(eie) do -
(2.6)
- [ ote,u@)e(a) d, ¥ u,0 € IO, m).

Como consecuencia, se tiene que u € H(0,7) es solucién débil de (2.3) si y
solamente si

P'(u) = 0. (2.7)

Demostracién: Para demostrar que ® € C'(H}(0,7),R), observemos en
primer lugar que, para cada u € H}(0,7), la aplicacién H}(0,7) = R, v —
w L

F(u)(v) = j u'(z)v'(z) dz — f g(z,u(z))v(z) dz, es lineal y continua (la
continuidad gs consecuencia de 13. desigualdad de Poincaré). Ademas,
®(u+h) - 8(u) - Fu)(h) = 3 [ (¥(@))? do +
+ [ [6(2,4(0)) - Gle,u(@) + h=)) + 9(a, u(e)h(a)] do.

Usando el Teorema del valor medio (en forma infegral), de la expresién anterior
se deduce

[0(u -+ h) - B(u) ~ F(u)(h)| < glhl+

+/ (/ﬂﬂ(y(w,u(:ﬂ)) - gz, u(x) + (1 — t)h(x))* dw)lfz dt [hl,

1
1]
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lo que implica, usando la continuidad de g, (2.6).

Veamos que la funcién &' : Hj(0,7) — L(H}(0,7),R), es continua, donde
L(H!(D,7),R) es el espacio vectorial normado de las aplicaciones lineales y
continuas de H}(0,7) en R, con la norma usual. Para ello, notemos que si
uy, uy € H}(0, ), entonces:

|®"(u1) — @' (u2)| = sup juj<1[(2'(01) — ®'(u2))(v)| <

a 172
< s =l + [ (06, 01(2) - 9(o, ua(2)? d)
De esta expresion y de la continuidad de g se deduce la de ®'.

El Teorema anterior pone de manifiesto el interés por el estudio de la

ecuacién abstracta (2.7) donde @ : H — R, es un funcional de clase C?, siendo
H un espacio de Hilbert real.
Existen numerosos resultados que prueban la existencia de solucién de ecua-
ciones como (2.7). Sin embargo, nosotros estaremos interesados sélo en aque-
llos que, al aplicarlos al funcional ® dado en (2.5), proporcionen condiciones
suficientes itiles y razonables para la existencia de soluciones de (2.3). Asf que,
a la hora de estudiar (2.7), tendremos sjempre presente (2.3), de tal manera
que cualquier resultado abstracto que obtengamos sobre (2.7) lo concretare-
mos para (2.3). De hecho, es este dltimo problema el que motiva en la mayoria
de las ocasiones, el tipo de resultados abstractos que obtendremos.

Una manera facil de conseguir la existencia de soluciones de (2.7) es de-
mostrando que ® tiene minimeo (global) (el caso de maximo global se reduce al
de minimo, estudiando —@® en lugar de ®). Establecer condiciones suficientes
para que esto ocurra es el objetivo de lo que sigue, que se puede considerar
parte del llamado método directo en el Célculo de Variaciones.

En lo que queda de capitulo, salvo que explicitamente se suponga otra
cosa, H es un espacio de Hilbert real y ® : H — R, es un funcional de clase
C!. Recordemos que ® se dice débilmente semicontinuo inferiormente
si para cualquier sucesién {u,} C H, curupliendo {u,} — u € H, se tiene
®(u) <liminf ®(u,).

TEOREMA 2.3. Sea & : H — R, débilmente semicontinuo inferiormente, tal
que existe una sucesion minimizante acotada. Entonces @ tiene minimo global.
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Demostracién: Sea {u,} una sucesién minimizante acotada. Entonces,
existe una subsucesién, a la que notamos nuevamente por {u,} y u € H, tal
que {u,} — u. Asi,

O(u) < lim inf ®(u,) =inf 5 @,
lo que prueba que ®(u) =inf 5 P.

Condiciones adicionales sobre el funcional & garantizan la existencia de
sucesiones minimizantes acotadas. Por ejemplo, si & es coercivo.

CoROLARIO 2.4. Sea ® : H — R, débilmente semicontinuo inferiormente y

coercivo, es decir,
lim ®(u) = 4oo.

il—+ea

Entonces ¢ tiene minimo global.

Como se puede ver en ejemplos triviales (funciores de R en R), no todos
los funcionales que tienen sucesiones minimizantes acotadas son coercivos, Si
queremos un ejemplo relacionado con (2.3), basta tomar el funcional ¢ dado
por (2.5) con g(z,u) = u.

Una aplicacién del corolario anterior al problema (2.3) da lugar al siguiente
resultado.

TEOREMA 2.5. Si existen constantes a € [0,1), b € R, tales que
lg(z, u)| < alu] + b, ¥V (z,2) € [0,7] X R, (2.8)

entonces el funcional & definido en (2.5) tiene minimo global. Como conse-
cuencia, (2.3) tiene al menos una solucién v € H}(0, ).

Demostracion: Consiste en comprobar las condiciones del corolario an-
terior. Para ello, observemos que

P(u) = % |2|? — ‘/01r G(z,u(z)) da.

De esta forma, la inclusién compacta de H3(0, ) en C[0, 7], asi como e} cardc-
ter de semicontinuidad inferior débil de la funcién [.|, implican que ® es débil-
mente semicontinuo inferiormente.



FL METODO VARIACIONAL 51

Respecto de la coercividad, tenemos lo siguiente:
1 .
De (2.8) se deduce la existencia de A € [0, 5) y b € R, tales que

Gz, w)] < A2+, ¥ (z,%) € {0, 7] x R. (2.9)

También, la desigualdad de Wirtinger (que se puede probar ficilmente usando
series de Fourier), afirma

/ [u(2)|? de < ] '(2)]? do, ¥ u € HA0, 7). (2.10)
4] 0
Usando (2.9) y (2.10), se obtiene

B(u) > (-;- _ )\) uf? = b'x, ¥ u € H0,7), (2.11)

que prueba que @ es coercivo.

Notas.
1) La conclusion del Teorema anterior no es necesariamente verdaderasia = 1.
Piénsese por ejemplo en el caso en que g(z,%) = u + A{z), con h una funcién
continua satisfaciendo la condicién

f h(z) sen z dz # 0.
0

No se verifica pues, el Teorema de la alternativa de Fredhom.

Por lo tanto, una cuestién puede ser la siguiente: si ¢ = 1, jqué condiciones
adicionales sobre g garantizan la existencia de solucién de (2.3)7. FEsto es
objeto de investigacion hoy en dia.

2) 1, el coeficiente de |u] en (2.8), no es sino el valor propio principal del
problema de valores propios

—u'(2) = Au(z), =z € [0,7],

w(0) = u(x) = 0, (2.12)

con lo que se pone de manifiesto la clara influencia que, sobre el problema no
lineal considerado (2.3), puede tener su parte lineal. De hecho, esto es una
constante en el Andlisis no lineal: en primer lugar se realiza un estudio
profundo y exhaustivo de la parte lineal correspondiente (en este caso (2.12)),
en orden a poder intuir qué tipo de resultados cabe esperar para el problema
no lineal. M4s concretamente, refiriéndonos al problema (2.3), la forma en que
se comporta la no linealidad g, respecto de los valores propios del problema
(2.12), es muy importante para tener condiciones suficientes que garanticen la
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existencia de soluciones de (2.3). Aunque se han realizado muchos estudios en
este sentido, existen muchas situaciones donde no se sabe exactamente lo que
ocurre, siendo por tanto un tema de investigacién actual.

En el siguiente resultado, el papel de la coercividad es reemplazado por
el de una cierta condicién de compacidad, llamada condicién de compacidad
de Palais-Smale, que serd muy importante tanto aqui como en los métodos
min-max. Esta condicién proporciona una herramienta tremendamente 1til
para probar resultados sobre la existencia de soluciones de (2.7): el Lema de
deformacion, que veremos a continuacién. Previamente a ello, necesitamos
algunas definiciones.

Sea @: I — Ry c€ R. Notaremos

A= {ueH:®u)<c}
K= {ueH:2u)=c¢c, ®(u)=0}.

Si K, # @, diremos que ¢ es un nivel critico del funcional ®.

Dado ¢ € R, ® satisface la condicién de Palais-Smale (P - S),, si cualquier
sucesién {u,} C H, cumpliendo las dos hipétesis:
i) {8(un)} —
i) {®'(un)} — 0,
tiene alguna subsucesion convergente.
Como puede observarse, la condicién anterior es de compacidad relativa de
ciertos subconjuntos de H.

LeEMA 2.6. Sean @ : H - R y ¢ € R, tales que K, = 0 y ® satisface (P — 5),.
Entonces
Ye>0, 3ee(0,8), ne C([0,1] x H,H),

tales que

1) 7(0,u)=u, Yue H.

2)n(l,u)=u, Ve € H: ®(u)¢le—¢c+E.
3) 71, Asye) C Ae-e.

Notas. En realidad, para cada t € [0,1] fijo, la aplicacién 7(¢,.) es un
homeomorfismo de H en H, de tal manera que podemos ver esto como una
familia de aplicaciones, #(t,.), que, partiendo de la identidad, deforman el
espacio H en si mismo. La propiedad 2) nos dice que permanecen invariantes
por la deformacion los puntos con nivel “lejano”a ¢. La propiedad 3) expresa
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el hecho de que 7(1,.) deforma A,y en un conjunto contenido en A,_, (de
menor nivel). Esta propiedad seré clave cuando queramos probar la existencia
de niveles criticos de funcionales, tanto para el caso del minimo global como
para los obtenidos por procedimientos min-max.

Comentario sobre la demostracion del Lema 2.6: Una manera usual
de obtener la deformacién 7(%,.), consiste en tomarla como la solucién del
p-v.i.

O18Y) - —va(n(t,w),

7(0,u) = u,

donde V & indica el gradiente de ®. Sin embargo, para poder tener garantia
de la existencia, unicidad y prolongabilidad de las soluciones de (2.13), necesi-
tarfamos m4s regularidad que la impuesta (® € C'(H)), sobre el funcional &,
as{ como alguna limitacidn de su crecimiento. Esta dificultad puede salvarse
usando la nocién de vector pseudogradiente: Un elemento v € H se dice
que es un vector pseudogradiente de ® en u € H, si verifica las dos condiciones
siguientes:
i) o] < 2)/(w).
i) < v, ®(u) > > |®'(uw)?

(2.13)

El concepto anterior permite construir en un subconjunto apropiado de H,
(aquél en el que se puede tener alguna libertad para elegir el pseudogradiente,
a saber, el subconjunto formado por los elementos de H donde el gradiente
de ® no es nulo), un campo de vectores pseudogradientes, que ademés es
localmente lipschitziano (a pesar de que @ sea sélo de clase C!). Esto permite
la formulacién de un p.v.i. similar a (2.13), de donde se obtiene la deformacién.
Los detalles son muy técnicos, as{ que a no ser que se tengan alumnos realmente
interesados en conocer los pormenores del Lema de deformacién (porque por
ejemplo, se vayan a dedicar a la investigacién en este campo en el futuro), no
conviene insistir demasiado en ellos.

Una primera consecuencia de Lema anterior es el siguiente Teorema, sobre
la existencia de minimo global de un funcional dado.

TEOREMA 2.7. Sea ® : H — R, acotado inferiormente, tal que ® satisface
(P~ 8)m, m=inf xg . Entonces m es minimo global de 3.

Demostracién: Si K, fuese vacfo, una aplicacién del Lema (2.6), con
z € R cualquiera, proporciona inmediatamente una contradiccién, usando la
propiedad 3) de la deformacién.
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El Teorema 2.7 puede aplicarse al estudio de (2.3), obteniéndose un re-
sultado idéntico al proporcionado por el Teorema 2.5. No obstante, conviene
hacerles alos alumnos la demostracion de este dltimo, basdndose en el Tearema,
anterior, para que vayan familiarizandose con la comprobacién de la condicién
de Palais-Smale.

Demostracion del Teorema 2.5 a partir del Teorema 2.7: sdlo es
necesario verificar la condicién (P —§),,. Para ello, sea {u, } cualquier sucesién
de elementos de H{0,7), tal que:

) {®(u,)} — m,

i) /(1)) — 0.

Entonces, de i} y (2.11) se deduce la acotacién de {u,}. Por tanto, debe
existir una subsucesién, a la que notamos también por {u,} y u € H}(0,7),
satisfaciendo {u,} — u. Ademds,

D' (un) = J(un) — N(un),

donde
J B0, m) — (H{0,m))*, J(u)v) =< u,v >,

N HY(O,7) — (B0, M), Nw(w) = | " gz u(@))(z) da,

Y u,v € H}{0, ).

Usando de nuevo el hecho de que la inclusién de HJ(0,7) en C[0,7], es
compacta, se obtiene {N(u,)} — N(u); luego {J(u,)} es convergente, de
donde se deduce inmediatamente la convergencia de {uy,}.

Los Teoremas 2.3 ¥ 2.7 proporcionan condiciones suficientes para que el
funcional ® tenga minimo global. No obstante, en numerosos problemas no son
1tiles, debido a que el funcional ® no es acotado ni inferior ni superiormente; -
un ejemplo elemental lo constituye el problema de contorno

—u"(z) = v¥(z), z € [0, 7],

w(0) = u(m) = 0, (2.14)

cuyo funcional asociado es ® : H}(0,7) — R, definido por

3(u) = ; fo @) de - 5 fo " (@) da.

No obstante, estamos interesados en el estudio de este tipo de problemas, lo que
nos conduce a la cuestién de cémo podemos probar existencia de soluciones
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de (2.7) cuando @ no es acotado inferiormente. Aquf entran en escena los
métodos min-max. '
Para motivazlos, volvamos al Teorema (2.7). Una demostraciéon alternativa
puede ser la signiente: Sea A el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos
unitarios de H. Entonces

m =1inf pes SUP wer B(u). (2.15)

Si m es valor critico de ®, es decir, K,, # 0, se tiene la conclusién del Teorema.
Si K, = ¥, se puede razonar del modo siguiente para tener una contradiccién:
Sea € € R* cualquiera y € € R, el dado por el Lema 2.6. De (2.15) se deduce
la existencia de F' € A, tal que

sup yer ®(u) <m+e.

Luego F' C Agye- Por la propiedad 3) de dicho Lema, 7(1, F) C Apc. Pero
esto es una contradiccién con (2.15), puesto que #(1, F) € A.

La demostracién que acabamos de hacer contiene las ideas basicas de los
métodos min-max:
1) Se trata, en primer lugar, de demostrar la existencia de niveles criti-
cos, en lugar de puntos criticos (ésto dltimo es una consecuerncia de lo primero,
evidentemente).
2) Los niveles criticos se construyen de la forma (2.15), eligiendo el conjunto A
adecuadamente. Dicho conjunto ha de ser invariante por la aplicacién #(1,.).

En general, la eleccién del conjunto A viene determinada por la “ge-
ometria” del funcional ®. Esto vamos a tener la oportunidad de comprobarlo
en los dos teoremas abstractos que siguen: el Teorema del paso de montaiia
de Ambrosetti y Rabinowitz (Teorema 2.8} y el Teorema del punto de silla de
Rabinowitz (Teorema 2.10), ejemplos relativamente recientes pero ya cldsicos,
de los Teoremas min-max.

TrorREMA 2.8. Sea @ : H — R, satisfaciendo:
1) #(0) = 0 y existen constantes positivas p y « tales que

Pu)> o, Yue H:|u=p.
2)3 ec H:le| > p, cumpliendo

®(e) < 0.
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3) ® verifica (P~ S5)4, YdER.
Entonces, si

I'={g¢:[0,1] > H, g continua , g(0)=0,g(l)=e }

y
c=1inf,¢r SUPw e g0, B(W),

se tiene que ¢ es un valor critico de ®, mayor o igual que o.

Demostracion: Sea
A= {g[0,1):9€T}.

Entonces
c= %ﬂ,f FeaSUPyue rF <I>(u) (216)

Claramente I' # 0 (témese g(t) = te), lo que implica A # 0. Como los el-
ementos de A son subconjuntos compactos de H, para cada I € A, existe
sup 4 ¢ r P(u). Ademds, para cada F € A, existe al menos un elemento
u € F : |u| = p. Esto prueba que ¢ > o.

Finalmente, si X, = (), tomemos € = E, en ¢l Lema de deformacion 2.6, de

donde se obtienen los correspondientes ¢ y 5. Por (2.16), debe existir F' € A,
tal que
sup 4 ¢ r P(u) <c+e.

Ahora bien, (1, F) €Ay
SUP € n(1,F) ¢’(u) S cC— g,

lo que contradice (2.16).

Notas.

a) El nombre de Teorema del paso de montafia se justifica en base a la siguiente
interpretacién geométrica: supongamos que la Tierra viene modelada por R?
yque ® : R* - R, u — ®(u), expresa, en cada punto u € RZ, la altura
sobre el nivel del mar. Entonces las hipdtesis 1) y 2) se cumplen si el origen
se encuentra en un valle rodeado de montaiias, tal que lejos del valle y las
montafias, existe otro punto e con altitud no positiva.

La interpretacion del conjunto A y de ¢ es asimismo clara: A representa el
conjunto de todos los caminos que van desde 0 hasta e. Por tanto, si existiese
uno de estos caminos con altitud minima, tal altitud seria el valor de ¢.
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b) Como veremos en las aplicaciones, en general, 1a hipdtesis 1) se corre-
sponde con el hecho de que el origen es un minimo local estricto del funcional
&. Esto se conseguird, para aquellos funcionales & que provienen de proble-
mas de contorno como (2.3), imponiendo restricciones adecuadas a la funcién
g(z,u), cerca de w = 0. En esta situaciones, usualmente se tiene la solucién
trivial (como en (2.14)) y se trata de probar la existencia de otra no trivial.
Por su parte, la hipétesis 2) suele comprobarse estudiando el comportamiento
del funcional a través de rayos que emanan del origen; es decir, dado u €
H \ {0}, se estudia ¢{Au), A > 0.

En definitiva, hipétesis apropiadas sobre la funcién g, cerca de u = 0y “en
infinito”, son las que determinan la aplicacién del Teorema previo a problemas
como (2.3).

¢) En el Teorema se afirma no sélo que ¢ es un nivel critico de @ sino
que ademdas ¢ > a. Esto es importante cuando se desea probar resultados de
multiplicidad de scluciones.

Apliquemos el Teorema anterior al estudio de (2.3). Vamos a ver que si g
es de tipo sublineal cerca del origen y de tipo superlineal en el co, entonces
(2.3) tiene al menos una solucién no trivial.

TeEorEMA 2.9. Consideremos (2.3) y G dada en (2.4). Supongamos las hipite-
sis:
1) g(z,u) = o(|u]), cuando u — 0, uniformemente en [0, 7]; es decir

im 9% _ 0, ‘ (2.17)
u—0 U
uniformemente en z € [0, 7).
2) 3p > 2,7 > 0, tales que
0 < 4G(3,€) < £9(2,€), W(z,€) € [0, x] x R: ] > 7. (2.18)

Entonces (2.3) tiene al menos una solucién no trivial.

Demostracién: Como g(z,0) =0, V z € [0,x], la funcidén idénticamente
cero es solucién de (2.3). Se trata de ver que existe al menos una solucién no
trivial, lo que se conseguira aplicando el Teorema anterior; éste proporcionara,
un nivel critico positivo, de donde se tiene la existencia de solucién no trivial.
En primer lugar, de (2.18) se obtiene la existencia de constantes positivas a y
b tales que

G(z,€) > alf|* — b, ¥V (,£) € [0,7] x R. (2.19)
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También, por (2.17), se tiene que ¥ e € R, 3§ € RY : |u| < §, implica
G(a,u)| < £ fuf?, V@ € [0,7)

Tomemos ¢ < 1y el é correspondiente. Como la inclusién de H}(0,7) en
C[0, ], es continua, 3 § € R, tal que [u| < &, en H}(0,w), implica |u(z)| <
6, Yzel0,r]

Una vez hechas las consideraciones anteriores, basta tomar p = § y o =

(-;- - g) d'?, en la hip6tesis 1) del Teorema 2.8.

Sea ahora u € H}(0,7)\ {0}. De (2.19) se obtiene ficilmente

lim ®(tu) = —o0,

t—400

lo que implica la existencia de e satisfaciendo la hipdtesis 2).

Comprobemos por dltimo la propiedad (P — 9)a. Sea {un} cualquier suce-
sién de elementos de H}(0, ), tal que:
i) {®(u.)} - 4,
i) {®'(un)} — 0.
Es suficiente comprobar que la sucesién {u,} es acotada, pues si esto es asi, se
seguiria de forma andloga a lo realizado en la demostracién que, a partir del
Teorema, 2.7, hicimos del Teorema 2.5.
La acotacion ge {u, }, puede probarse como se indica:

Si Plug,) = f G(z,un(z)) dz, entonces, usando (2.18), se tiene la existencia

de alguna coxolsta,nte a; > 0, tal que
1
P(un) < ay + i: &' (un (), Y € N.

Luego
B(un) 2 3l0al" = s = - F(u)(un), ¥ n €N

Como {®(u,)} es acotada, existe alguna constante b, > 0, tal qﬁe
1
Slal? — o - i #(un)(un) < by, ¥ 1 €. (2.20)

También, de ii) obtenemos que para cualquier ¢ € R', existe ny € N, tal que
si n > mg, entonces

12" (un)(un)| =

= | funl? = ¢/(ta)(un)| < €lun].

(2.21)



EL METODO VARIACIONAL 59

De (2.20) y (2.21), deducimos:
H 2 2
5 |unl — poy — pby < Iunl + e!unla
para n > ny. Como u > 2, la sucesién {u,} debe estar acotada.

El Teorema, del paso de montafia visto con anterioridad es muy itil cnando,
conocida la existencia de una solucidn de la ecuacién (2.7) (por ejemplo, la
solucién trivial), que se corresponde con un minimo local estricto del corre-
spondiente funcional ®, se quiere probar la existencia de otra. Sin embargo,
hay muchos problemas donde no es posible conocer de antemano la existencia
de una solucidén; en estos casos, es muy 1til el siguiente Teorema conocido con
el nombre de Teorema del punto de silla, por la geometria del funcional @.

TEOREMA 2.10. Supongamos que es posible descomponer H de la forma
H =V & X, suma topolSgico-directa, tal gue V es un subespacio no trivial de
H, de dimensidn finita, verificindose las siguientes hipdtesis:

1)
dinf e x ®(u)= BeER. (2.22)

2) Existe un entorno de 0 en V, D, abierto (relativo) y acotado, tal que

sup 4 ¢ ap P(u) < a < g.

3) ® satisface (P-— Sa, ¥ d € R.
Entonces, si
P={heCD,H):h(u)=u, VuedD}

Y
c=1inf per sup, e D B(h(u)),

se tiene que ¢ es un valor critico de ®, mayor o igual que 3.

Demostracién: Sea
A={nD):heT}. (2.23)
Entonces
e=1inf recasuPucr 2(u)

Claramente I' # @ (la aplicacién identidad, restringida a D, pertenece a T'), lo
que implica A # . Como los elementos de A son subconjuntos compactos de
H, para cada F € A, existe sup , ¢ p ®(u). Ademds, para cada F' € A, existe
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al menos un elemento w € F : u € X. En efecto, esto puede probarse con
ayuda del grado topoldgico de Brouwer. Paraello,seah e T’y P: H — V,
la correspondiente proyeccién proveniente de la descomposicion anterior. La
aplicacién Ph : D — V es continua y no se anula sobre la frontera de D,
puesto que, Ph{u) = u, ¥V u € 8D. Asi, dg(Ph, D,0) = 1, por lo que existe al
menos un elemento v € D con Ph(u) = 0; es decir, h(u) € X.

Lo anterior muestra que ¢ > 8.

Finalmente, si K. = ), tomemos € = — a) en el Lema de deformacién (2.6),

de donde se obtienen los correspondientes ¢ y . Por (2.23), debe existir I € A,
tal que
supy, e r 2(u) <c+te

Ahora bien, n(1,F)€ Ay
SUP u € n(1,F) @(U) <c-g¢
lo que contradice (2.23).

Notas.
1} En las aplicaciones del Teorema anterior, suele darse la situacién sigu-
iente: el funcional ®, restringido a X, estd acotado infertormente, mientras
que $(u) — —oo, cuando v € V y |u| —» +o00. En estos casos, se toma
D = By(0;7), con r suficientemente grande.
2) El tipo general de funcionales a los que se puede aplicar el Teorema anterior
responden a la geometria siguiente: ® es concavo en V, convexo en X y sat-
isface una adecnada condicion de coercividad en €l infinito. De ahi el nombre
de Teorema del punto de silla.
3} Si se repasan detalladamente las demostraciones de los Teoremas (2.8) y
(2.10), se puede observar ficilmente la enorme analogfa que hay entre ellas.
Esta es la filosoffa general de los métodos min-max. De hecho, pueden probarse
teoremas abstractos que generalizan a ambos (en la bibliografia recomendada
se encuentran algunos de ellos) y que son itiles en las aplicaciones. Conviene
pues insistir al alumno en el método de demostracién empleado, que es el
mismo en la mayorfa de los casos.
4) Es tfpico aplicar el Teorema anterior a problema resonantes, donde la
eleccion de los espacios V' y X viene automdticamente sugerida, como vamos
a ver en el ejemplo giguiente.

Consideremos el problema de contorno

—u"(z) - UTE?"J)::QTE‘(E;;L(:‘”%): z € [0, ], (2.24)
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donde g :[0,7] x R — R, es una funcién continua.
Observemos que el “problema lineal asociado”

—u'{z) —u(z) =0, z € [0, 7},
u(0) = u(x) = 0,

tiene como conjunto de soluciones al espacio vectorial real, de dimensién uno,
engendrado por la funcién sen x, asi que (2.24) no tiene necesariamente solu-
cién, aunque g sea acotada (piénsese en el caso g(z,u) = f(z) y el Teorema
de la alternativa de Fredhom). Veamos que afiadiendo una condicién sobre la
primitiva de g, G, se tiene la existencia de soluciones de (2.24).

TEOREMA 2.11. Supongamos:
i) g es acotada.
ii) Si G es cualqguier primitiva de g, respecto de u, se cumple que

m (g0 4o0 G(7,6) = +00. (2.25)

Entonces, (2.24) tiene al menos una solucién.

Demostracion: Veamos que se verifican todas las hipétesis del Teorema
2.10. Para ello, tomemos H = H}(0,7) y los subespacios V y X como

V={asenz, a€¢ R},

X= { u € H}0,7): fow u(z)senz dz = 0}.

De esta forma, cada v € H(0,n), puede escribirse {de manera tinica) como
%= %y + g, donde ty € V ¥ uy € X, vienen dados por

w(z) = (% ./01r u(z)senz da:) sent,

Ung = U — U).

Comprobemos que & : (0, 7) — R, definido como

(u) = % fu "(W(2))? do — % fn "(u(2))? da — jﬂ " Gz, u(z)) da,

satisface (2.22).
Usando la acotacion de g, el Teorema del valor medio y realizando algunas
operaciones elementales se prueba que para cualquier u, € X,

8w > 3 [ do- 5 ["(w(@) da-alul,  (220)
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para alguna constante ¢ > 0.
Por otra parte, teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Fourier de las
funciones de X, se tiene la existencia de una constante positiva A < 1, tal que

f (ua(@))? do < A f (wy(2))? d, ¥ u, € X. (2.27)
0 0
Asi, de (2.26) y (2.27), se deduce
1A
D(up) 2 (5 - 5) |uz]? = alus,

VuzeX.

Luego @, restringido a X, tiene infimo, al que lamamos 5.
De (2.25) se obtiene

/ G(z,asenz) de = —

Iﬂl—r+c>o

lo que prueba la hipdtesis 2) del Teorema (2.10).
Comprobemos por tltimo la condicién (P — ), : sea {#,} una sucesién de
elementos de H}(0, ), campliendo las dos condiciones:

D ®(un)} — d,
11){®'(un)} — 0.

Como en los casos anteriores, es suficiente con verificar que {u,} es acotada,
lo que se hara viendo que tanto {(¢n);} como {(%,)2} lo son.
De ii) se obtiene la existencia de r; > 0, tal que

[ o) do— [ una)o(e) dol <,
Vove Hi0,m): |v]| =1,
que realizando operaciones elementales proporciona
| [ @i(e(@) da— [ (mha(a)o(e) dol <,
Voe Hi0,7): |v] =1,

(un)z

[(%n)o]
dad (2.27) se deduce

Tomando v = K para aquellos n € N, tales que (u,)2 # 0, de la desigual-

|(2a)al < 1= (2.28)
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Por otra. parte, por i), la sucesion {®(u,)} es acotada y como

B(un) = 5 [ (u)3(0) do-
(u,)2(z) dz — -/; G(z,uq(7)) dz,

(2.28) implica que la sucesidn

{/Ow G(m,un(m)) dz} ,.

es acotada. Finalmente, por (2.25), la sucesién {(u,);} debe estar acotada.

_1
2 Jo

Actividades complementarias recomendadas

- Uno de los objetivos de este capitulo debe ser que el alumno se familiarice
con los operadores que usualmente aparecen en el tratamiento variacional de
problemas de contorno, tanto para e.d.o. como para e.d.p. El estudio de las
propiedades de regularidad de ellos, debe ser profundo y detalloso. Quizas,
el més importante sea el operador de Nemytskii, asociado a una funcién f :
QxR — R, donde 2 es un subconjunto abierto y acotado de R.

Dicho operador estd definido de la forma siguiente: a cualquier funcién v : @ —
R, se le hace corresponder la funcién N;u, donde (Nyu)(z) = f(z,u(z)), Vz €
Q.

Asi, Ny : F — F, donde F es el conjunto de funciones reales definidas en 2. Si
A y B son subconjuntos de F, se tratarfa de encontrar condiciones suficientes
sobre f que garanticen N;(A) C B, as{ como propiedades de regularidad de N;.
Especialmente, como A o B, pueden tomarse el subconjunto de las funciones
medibles, funciones continuas en {2, espacios L?(Q), etc.

En particular, los alumnos suelen mostrar extraileza y admiracion al estudiar
las condiciones para que

Ny (ZP(R)) € (),

con p,¢ > 1, pues basta que se cumpla la inclusién anterior, para que el
operador N; : L*(Q) — L9(12), sea continuo.

- Aquellos que piensen dedicarse a la investigacién en e.d.p., deberian ex-
tender a este tipo de ecuaciones, los resultados que aqui hemos presentado
para e.d.o. En este sentido es conveniente la consulta de la bibliografia re-
comendada.

La relacién general existente entre el estudio de las soluciones débiles de prob-
lemas de contorno para e.d.p y la ecuacién (2.7) puede establecerse con el
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siguiente ejemplo concreto: sea £ C R”, un dominio acotado con frontera
regular y » : € x R — R una funcién dada. Consideremos el problema de

conforno
~Au(z) = plz,u()), ©eQ
u(z) = 0, x € 05

Una solucién débil de (2.29) es una funcién u € H3(§1) (donde H(Q) es el
espacio de Sobolev usual) tal que

L < Vu(z), Vo(z) > dz = Lp(w,u(a:))v(a:)dw,‘dv € Hy(Q),

(< .,. > indica el producto escalar usual en R™ y Vu el gradiente de la funcién

u).

Como hemos mencionado con anterioridad, el planteamiento del problema
de contorno (2.29) en “forma débil” es necesario cuando p no es lo suficiente-
mente regular como para poder estudiar soluciones cldsicas del mismo, pero
incluso en muchos casos en que p es lo suficientemente regular como para
poder estudiar (2.29) desde el punto de vista cldsico, el planteamiento débil
del problema puede facilitar enormemente su estudio.

(2.29)

Si se satisfacen las hipdtesis:
i)pe C(Q xR,R).
s = w42
i) 3ay, a2 > 0/ |p(z,u)| < ar4azlul’,¥(z,u) € AxR,0< s < ?—:—2, para n >
2
(cuando n = 1, la hipétesis ii) no es necesaria y si n = 2, esta hipétesis puede

sustituirse por la acotacién |p(z,u)| < a;e*™)/ lim %;L) =0),
U—o0
y & : HY{(Q) — R, se define como

a(u) = ; [n IVu(e)|Pde — fn P(z, u(z))dz (2.30)

(donde P(z,u) = / p(z, s)ds), entonces ¢ € CY{(H}(N),R) y v € H}() es

solucién débil de (2{.]29) si y solamente si
®'(u)=0
De hecho
'(u)(v) = /n < Va(z), Vo(z) > dz — /ﬂ p(e, u(z))o(z)ds

Yu,v € Hy(Q) .
A la ecnacién anterior se le llama ecuacién de Fuler del funcional @ y en
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particular dicha ecuacién se cumple para los puntos u de H}(§) donde @ tiene
un extremo global (caso de que lo tenga).

Los teoremas que se han probado en el capitulo para el problema de con-
torno (2.3), tienen su correspondiente versién en e.d.p., practicamente sin
cambios. A titulo de ejemplo, el Teorema 2.5 quedaria asi:

TEOREMA 2.12. Si existen constantes a € {0, ), b € R, tales que
lp(z, w)| < alu] + 5, ¥ (z,u) € @ xR,

entonces el funcional ® definido en (2.30) tiene minimo global. Como conse-
cuencia, (2.29) tiene al menos una solucién v € H(2).

Obviamente, A; indica el valor propio principal del problema de valores
propios
—Au(z) = du(z), z € 9,
u(z) =0, z € 90

- Una herramienta basica usada en el capitulo, para demostrar, tanto teo-
remas que prueban la existencia de minimo global del funcional ®, como teo-
remas min-max, ha sido el Lema de deformacién 2.6. Una alternativa a esto
lo constituye el principio variacional de Fkeland, cuyo enunciado (no cier-
tamente el mds general) es el siguiente:

TEOREMA 2.13. Sea (X, d) un espacio métrico completoy ® : X — RU{+o0},
un funcional semicontinuo inferiormente. Entonces, siexisteinf x® = m € R,
se tiene que para cualquier ¢ € R', existe al menos un elemento u, € X, tal
que
P(u) <m+e,
®(u.) < d(u) + € du,u.), Vu € X,u # u..

Para funcionales ® que son ademds derivables (segin Gatequz), se tiene la
siguijenfe consecuencia:
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COROLARIO 2.14. Si ademds de las hipétesis del Teorema 2.13, con X un
espacio de Banach, ® es derivable Gateaur en X, entonces para cualquier
¢ € R*, existe al menos un elemento u, € X, tal que

Plu) <mte,

|2 (ue)] < e

El anterior corolario permite tomar sucesiones minimizantes que verifican
las hipétesis de la condicidén de Palais-Smale, (P — )4, pudiéndose por tanto
dar otras demostraciones de las aqui expuestas, sobre los teoremas del método
directo del Célculo de Variaciones. También puede usarse el principio varia-
cional de Fkeland para demostrar teoremas min-max como el Teorema 2.8. La
utilidad de tal principio rebasa las fronteras de las ecuaciones diferenciales y
se puede usar, por ejemplo, en el estudio de algunos problemas de geometria
de los espacios de Banach.

- En lo que respecta a la multiplicidad de puntos criticos, dos de las teorias
clasicas mas potentes son la teoria de Lusternik-Schnirelmany la teoria de
Morse. En la primera, la nocién de categoria de un subconjunto de un espacio
topoldgico, puede usarse para encontrar distintos niveles criticos de tipo min-
maXx. En cuanto a la segunda, los puntos criticos se distinguen atendiendo a,
su indice de Morse.

Realmente, profundizar en ambas es una apasionante y agradable tarea, para
aquellos alumnos que se quieran especializar en este campo de la investigacion.
Constltese para ello la bibliograffa recomendada.

- Otros temas complementarios de gran interés en el Célculo de Varia-
ciones y la teorfa de puntos criticos, lo constituyen el Analisis convexo y el
método de los multiplicadores de Lagrange en dimensién infinita.
Particularmente, el estudio de problemas de minimizacién de funcionales con-
vexos, as{ como el papel desempeiiado por los funcionales conjugados, propor-
ciona numerosos ejemplos elementales (lineas geodésicas sobre un cilin-
dro, el problema de la braquistocrona, problemas de Economia, el
cable colgante, etc.), donde el alumno puede ver claramente la utilidad de
los métodos variacionales. En cuanto a lo segundo, es evidentemente mas es-
pecializado y muestra su utilidad cuando se estd interesado en soluciones del
problema de contorno planteado, que verifican algunas restricciones adicionales
(por ejemplo, soluciones de sistemas Hamiltonianos con energia determinada
de antemano).
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Bibliografia recomendada

(31, [5], 7], [13], {15], [17], (18], [19], [22], [28], [43], [46], (50], (54], [62], [67],
[68], [71].
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3. PROBLEMAS SEMILINEALES EN RESONANCIA.

Los capitulos anteriores se han dedicado a exponer dos de las técnicas mas
generales y ttiles de Andlisis no lineal: la teoria del grado topoldgico
y el método variacional. Ellas proporcionan unos conocimientos basicos,
aunque amplios, para abordar numerosos problemas que se plantean en el estu-
dio de las ecuaciones diferenciales e integrales no lineales. No obstante,
conviene introducir algunas técnicas y problemas mds especificos, que permi-
tan llegar hasta las puertas de algunos problemas de investigacién actuales.
Este es el objetivo de este capitulo, donde se estudian los lamados problemas
semilineales (fundamentalmente de tipo eliptico) en resonancia.

La formulacién abstracta general responde a una ecuacién de operadores
de la forma
Lz =Nz (3.1)

donde L y N estidn definidos de un subconjunto de un espacio de Banach
real X en un espacio de Banach real Z. Usualmente L corresponde a la parte
lineal de la ecuacién (diferencial o integral) original dada, por lo que L es
lineal, mientras que N corresponde a la parte no lineal. En los problemas
resonantes, el nicleo del operador L, ker L, no es trivial, asi que (3.1) no
puede transformarse de manera directa en un problema de puntos fijos. Esta
es la caracteristica principal de los lamados problemas en resonancia y la causa,
principal de la dificultad de su estudio, ademds, claro estd de la naturaleza de
los elementos de ker L y el cardcter del término no lineal N.

El estudio de los anteriores tipos de problemas fué iniciado por Poincaré,
Liapunov y Schmidt a principios de este siglo, siguiendo la linea del lamado
método alternativa. Béasicamente, éste cousiste en transformar el problema
(3.1) en un problema alternativo que debe ser mds ficil de estudiar. Para ello,
bajo determinadas hipétesis sobre la parte lineal L, relacionadas con ker L
y coker L = Z{Im L, (Im L es la imagen de L), se transforma el problema
{3.1) en un problema equivalente

©r— Pz = I(P,QNQ'}, QNIU = 0, (32)

donde P y @ son proyecciones (operadores lineales idempotentes) continuas
en X y Z, respectivamente, tales que ker L=Im P, ker Q = Im L y Kpgqg
es la inversa generalizada de L.

Las ecuaciones de (3.2) se conocen con los nombres respectivos de ecuaciéon
auxiliar y de bifurcacion,
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Llamando y= Pz, v — Pz =2 (3.2)es
z=KpoN(y+2), QN(y+2)=0. (3.3)

Una posibilidad para resolver (3.3) es usar la reduccién de Liapunov-
Schmidt. Bajo determinadas condiciones sobre la no linealidad N, (por ejem-
plo, el cardcter lipschitziano, con constante de Lipschitz pequefia), para cada
¥y € P(X), fijo, la primera ecuacién de (3.3) tiene solucién dnica z(y). Asi
pues, el sistema (3.3) es equivalente a la ecuacién

QN(y+2(y)) = 0. (3.4)

Esto constituye un problema alternativo a (3.1). jQué ventajas tiene?. Obser-
vando (3.4), vemos que se trata de encontrar las soluciones de una ecuacion,
cuya incognita y pertenece a ker L = I'm P, tal que el operador que define
la ecuacién, @ N, tiene imagen contenida en Im . Si, como suele suceder en
la practica, Im P e Im @ son subespacios de dimensién finita, se consigue
transformar un problema de dimensién infinita ((3.1)), en uno de dimension
finita; como, en general, los métodos para estudiar este dltimo tipo de proble-
mas estin mds desarrollados que aquellos de dimensién infinita (por ejemplo,
si dim Im P = dim Im @, podemos usar la teor{a del grado topoldgico), la
ventaja que se obtiene al considerar el problema alternativo (3.4) es notoria.

Otra posibilidad, menos utilizada que la anterior, pero también til en
algunos tipos de problemas, consiste en resolver primero la segunda ecuacién
en (3.3) y llegar a un problema alternativo del tipo

z = I{P,QN(?J(Z) + Z),

que en lugar de (3.4), es un problema de puntos fijos.

En el caso de que exista una aplicacién lineal biyectiva T : cokerL — ker L,
hay un tercer camino para estudiar (3.1), que consiste en su transformacién
en un problema de puntos fijos

r=Pzx+ (PW + I(p,Q)N:E, (35)

donde 7 : Z — coker L, es la sobreyeccién canénica. Esta forma de abordar
(3.1) se diferencia de las dos anteriores fundamentalmente en el hecho de que
(3.1) no se transforma en un sistema como (3.2), sino directamente en un
problema de puntos fijos. Usando (3.5) y la teoria del grado topoldgico
de Leray-Schauder, el matemadtico belga J. Mawhin ha desarrollado una teoria
de existencia de soluciones para ecuaciones del tipo (3.1), lamada teoria del
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grado de coincidencia, para el caso en gue I es una aplicacién lineal de
Fredholm de indice cero y N satisface ciertas condiciones de compacidad.
Tal teoria generaliza las cldsicas del grado de Browwer y de Leray-Schauder
y muestra claramente su ventaja cuando ker L no es trivial.

En este capitulo exponemos los principales hechos de la teorfa del grado
de coincidencia y la aplicamos al estudio de diversos problemas en resonancia;
entre ellos destacamos el problema de Dirichlet para e.d.o. y el problema
de la existencia de soluciones periddicas de e.d.o. no lineales periédicas.
Claramente, con algunas complicaciones de tipo técnico, pueden estudiarse
problemas semejantes planteados para e.d.p. Sin embargo, mi recomendacién
es que se detallen las demostraciones en e.d.o., para que el alumno comprenda
las principales dificultades de aplicacién del método; en otro caso, si se abordan
desde el comienzo las aplicaciones a e.d.p., las complicaciones de tipo técnico
que surgen al plantear los problemas para este tipo de ecuaciones, pueden
oscurecer las principales ideas, ventajas e inconvenientes de la aplicacién del
grado de coincidencia.

En todo el capitulo, X,Y, Z, ... denotaran espacios de Banach reales.
Si domL es un subespacio vectorial de X y L : dom L — Z, una aplicacién
lineal, diremos que L es una aplicacidn lineal de Fredholm de indice cero
si:
i) dim ker L = codim I'm L y ambas son finitas.
ii) Iml es cerrado en Z.

Las condiciones i) y ii) garantizan la existencia de proyecciones continuas
P:X—-X,Q:7Z— 7, tales que I'm P =ker L, I'm L = ker Q. Asi,

X=ker LpkerP, Z=ImL® ImQ.
Es inmediato comprobar que la aplicacion
Lp:dom LNker P—Im L, ¢ — Lz,

es biyectiva. Notemos por Kp a su inversa. Podemos definir entonces la
aplicacién Kpq : Z — dom LNker P, mediante Kpo = Kp(I—Q). A Kpgla
llamaremos inversa generalizada de I (pues si L tiene inversa, ésta coincide
con K p,Q).

Sea © un subconjunto abierto y acotado de X, tal que dom LN Q # 0
y N : @ — Z, un aplicacién cualquiera. Para poder definir el grado de
coincidencia, es fundamental el siguiente resultado, que transforma (3.1) en
un problema de puntos fijos.

TR
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TEOREMA 3.1, Sea z € dom L N . Entonces z es solucién de (3.1) si y
solamente si

r» —= Px + JQN.’L‘ + .KP,QN:'U, (36)

donde J es cualquier isomorfismo lineal de I'm@) en ker L.

Demostracién: Supongamos que = € dom L N, es solucién de (3.1).
Entonces QLez = QNz y como I'm L = ker @, se tiene

QNz =0,

lo que implica
JQNz = 0. (3.7)

Por otra parte, (I — @)Lz = (I — Q)Nz; luego La = (I — @)Nxz. Asi pues,
KpLe = Kp(I ~ Q)Nz,y como KpL = I — P, se deduce

z =Pz +I(P.QN$?

lo que, juntamente con (3.7), implica (3.6).
Reciprocamente, si 2 € dom LN, es solucién de (3.6), entonces Lz = LPz +
LIQNz + LKpgNz. Como Im P = ker L, Im J = ker L'y LKp = 1,
tendremos que

Le={(I-Q)Nz. (3.8)

Ahora bién, aplicando P a ambos miembros de {(3.6) y teniendo en cuenta que
P?=P, ImJ=1ImP, PKpg = 0, tendremos que

Pz =Pz + J@GNz,
que con ((3.8)), da lugar a {3.1).

La importancia del Teorema anterior se pone de manifiesto en la siguiente
observacién: el conjunto de puntos de coincidencia de I y IV en 2, es decir, el
conjunto de puntos & € 2, que satisfacen (3.1), es igual al conjunto de puntos
fijos en {1, del operador T : ? — X, definido por

Te =Pz + JQNz+ KpgNeu.

Si T es compactaen 2y 0 ¢ (I — T)(09), es posible definir

drs(I—T,Q,0) (véase el Capitulo I), que puede aportar una gran informacién
sobre la existencia de soluciones de (3.6) (y por tanto sobre (3.1)). Efectiva-
mente, esto es asi, cuando N satisface condiciones de compacidad adecuadas,
como vemos a continuacién.
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DEFINIC[(’)N_?»Q. N es L-compacta en 1, si las aplicaciones QN : @ —
Z, KpgN :Q} — X, son compactas.

No es dificil ver que la anferior definicién no depende de la eleccion de las
proyeccciones P y .

Notas.
1) Si X y Z son de la misma dimensidn finita y L = 0, entonces L es una
aplicacidn lineal de Fredholm de {ndice cero. Tomando P=71,en X y @ = I,
en Z, entonces N es 0-compacta en § si y solamente si N es continua en .
2)Si X = Z y L = I, entonces L es una aplicacién lineal de Fredholm de indice
cero. Tomando P = @ = 0, entonces N es I-compacta en £ si y solamente si
N es compacta en (3.

Es inmediata la demostracién de la signiente proposicién:
PRrOPOSICION 3.3. Si N es L-compacta en R, T' es compacta en 1.

Demostracién: basta tener en cuenta que P :  — X es compacta y que
la suma de aplicaciones compactas también lo es.

Si, adem4s de las condiciones de la proposicién anterior, se cumple que
0 ¢ (I —T)(8%), entonces se puede definir dps(I ~ T, 2, 0). No es dificil probar
que este grado no depende ni de P ni de Q. Ademas, si J' : Im  — ker L,
es cualquier otro isomorfismo lineal y

T =P+ J'GN + KpoN,
entonces
dL_g(I — T’,Q,O) = sign det (J’J_l) dLg(I - T,Q,O)

Por tanto, si fijamos orientaciones sobre ker L e Im Q y J se elige preservando
dichas orientaciones, se puede definir lo que se llama el grado de coinciden-
cia de L y N, relativo a  y a 0, de la forma

DL[(LrN)aQ;O] = dLS(I - T}Q?O))

que se suele notar simplemente por D[(L, N), Q).
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Notas.
1) Teniendo en cuenta las notas posteriores a la definicién 3.2, si X y Z son
ambos de la misma dimensién finita y L = 0, entonces

DO[(O: N),Q] = dB(N: Q,O)
2)51 X = Z, L =1, entonces
Di[(I,N), Q) =dps(I — N,Q,0).

(véase el Capitulo I).

Usando las correspondientes propiedades del grado de Leray-Schauder,
probadas en el Capitulo I, se pueden demostrar las propiedades bdsicas del
grado recién definido, a partir de las cuales pueden obtenerse otras, como en
el caso de los grados de Brouwer y Leray-Schauder, que son tutiles para el
estudio de (3.1). Para ello, si L : dom L C X — Z, es una aplicacién lineal
de Fredhom de indice cero, notaremos por Cr(£) al conjunto de aplicaciones
F:dom LNQ — Z, las cuales son de la forma FF = L~ N,con N : Q — Z,
L-compacta en Q, (Q es un subconjunto abierto y acotado de X), tal que
0 ¢ F(dom LN ag). '

TrorREMA 3.4. La aplicacién
DL : CL(Q) — Z, F=L-N— .DL(F,Q) = DL[(L,N),Q],

satisface las propiedades siguientes:

D1) Propiedad de aditividad-excisién: Si F' € CL(Q) y Q4,8,, son dos sub-
conjuntos abiertos y disjuntos de £, tales que

0 ¢ F((dom LN{)\ (2 UQy)), entonces

DL(F,Q) = DL(F, Ql) + _DL(F, Qg)

D2) Propiedad de invarianza por homotopfa: Sea H : (dom LN x[0,1] — Z,
de la forma H(z,A) = Lz — N(z, A), con L una aplicacién lineal de Fredholm
de indice cero y N : Q1 x [0,1] — Z, L-compacta en § x [0,1] ( es decir, las
aplicaciones QN y Kp N son compactas), tal que 0 ¢ H((dom LN3S)x[0,1]).
Entonces, Dr(H(.,A),Q) es independiente de A € [0,1].

D3) Propiedad de existencia de soluciones: si ' € Cr(Q) y Dr(F,Q) # 0,
entonces la ecuacion Fz = 0 tiene al menos una solucién en dom LN Q.

Las propiedades anteriores permiten establecer diversos teoremas de exis-
tencia de soluciones para ecuaciones de la forma (3.1), que a su vez pueden
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aplicarse al estudio de problemas resonantes. Mostramos a continuacion dos
de ellos, que indican claramente cémo pueden obtenerse otros de similares car-
acteristicas. En el que sigue, partiendo de que el grado de coincidencia para
una ecuacién de operadores de la forma '

Lz = 9z, (3.9)

es no nulo, y usando la propiedad de homotopia, se consigue probar la exis-
tencia de soluciones de ecuaciones como (3.1), “homotépicas™a (3.9).

TEOREMA 3.5. Sea  un abierto acotadode X y L :dom L C X — Z, una
aplicacién lineal de Fredholm de indice cero.

Supongamos la existencia de aplicaciones H =L -® € Cr() y F=L - N
con N : Q — Z, L-compacta en §, tales que:

1) AFz 4+ (1 - MNHz #0, V (2,A) € (dom LN oQ) x (0,1).

2) DL[(L1 @),Q] 71'- 0.

Entonces, la ecuacién (3.1) tiene al menos una solucién en dom L N Q.

Demostracion: Si existe algin z € dom L N 99, tal que Lo = Nz, se
tiene la conclusion del Teorema. Si no es asi, definamos la aplicaciéon M :
Qx[0,1]— Z, (z,\) = ANz + (1L - 2)&(z).

Como N y @ son L-compacias en 2, M es L-compacta en £ x [0, 1]. Aplicando
la propiedad D2) a la aplicacién

H:(dom LNQ) x [0,1] = Z, (z,A) = Lz — M(z,}),
se deduce que
Di[(L,N), Q) = Dr(H(.,1),) = DL(H(.,0),2) = Dr[(L, 2),Q] # 0.

Luego, por D3), se obtiene la conclusién del Teorema.

Fl siguiente resultado es de un interés especial, porque en él aparece el
grado topolédgico de Brouwer, lo que le confiere una gran aplicabilidad.

TBOREMA 3.6. Sea 2 un abierto acotado de X, L : dom L C X — Z, una
aplicacién lineal de Fredholm de indice ceroy N : @ — Z, L-compacta en £,
tal que se cumplen las condiciones siguientes:

1) Lz # ANz, ¥ (z,)) € (dom LN aQ) x (0,1).

2)QNz #0, Va € ker LN ONY.

3) dB(QNIker [,,Q N ker L,O) -',’é 0.

Entonces, la ecuacidn (3.1) tiene al menos una solucién en domL N Q.
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Demostracion: Si existe algin = € dom L N 9Q, tal que Lz = Nz, se
tiene la conclusién del Teorema. Si no es asi, témese ® = QN en el Teo-
rema anterior. Trivialmente ® es L-compacta en Q y si Lz = ®z, entonces
@Nz = 0. Por tanto, Lz =0, lo que implica & € ker L. Luego por 2), z ¢ 99
y asf, L — ® € C(£2).

La comprobacién de la propiedad 1) del Teorema anterior, es directa. Por dl-
timo, teniendo en cuenta la definicién del grado de coincidencia y las propiedades
del grado topoldgico de Brouwer y Leray-Schauder, si H = I — ®, entonces

|.DL(H, Q)l = ldB(Qleer L,\Qﬂ ker L, 0)| -',é 0.

Asi pues, se cumplen todas las hip6tesis del Teorema anterior y por tanto la
ecuacién (3.1) tiene al menos una solucién.

Notas. Los dos Teoremas anferiores son muy generales, pero es precisa-
mente esta generalidad la que les confiere algunas limitaciones para aplicarlos
a ejemplos concretos. Observemos, por ejemplo, la hipdtesis 1) del Teorema
(3.5). jCémo debe ser  para que dicha hipodtesis se satisfaga?. Una forma
clasica de resolver esta cuestién es hallando cotas a priori para las soluciones
de la familia de ecuaciones

AFz+(1-MNHe=10, A€ (0,1). (3.10)

Esto consiste en demostrar la existencia de r; > 0, tal que si  es cualquier solu-
cién de (3.10), entonces |z] < r;. En este caso puede tomarse &t = Bx(0;r;).

La manera en que se pueden calcular las cotas a priori es muy diversa.
Por ejemplo, si estamos aplicando el Teorema a problemas de contorno para
e.d.o., ello dependerd del orden de la ecuacién, tipo de no linealidad, forma de
las condiciones de contorno, etc. Ciertamente, no hay una regla general para
llevar a cabo este propésito. En este capitulo se mostrard cémo hacerlo en el
caso de algunos problemas de contorno relativamente sencillos, tales como el
problema de Dirichlet y el problema periddico.

Si nos referimos a la ecuacién abstracta (3.1), el célculo de cotas a priori de-
pende bdsicamente de dos factores: ker L v de la clase de crecimiento de la
no linealidad N (sublineal, lineal o superlineal).

Por su parte, hipdtesis como la 2) del Teorema 3.5, se comprobardn combi-
nando la propiedad de homotopia del grado con las propiedades ya vistas del
grado de Brouwer y Leray-Schauder.

Veamos a continuacién cémo se aplican los Teoremas abstractos anteriores
a ejemplos concretos. He seleccionado un problema de contorno de tipo res-
onante muy significativo, puesto que en él aparecen las llamadas condiciones
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de Landesman y Lozer, que han originado una ingente investigacion en torno
al capitulo, a partir de principios de los afios setenta.

Consideremos el problema de contorno

—a() — na(t) = f(t,a(2)), t € [0, 7,
2(0) = a(r) = 0, (3.11)

donden e Ny f:[0,7] x R — R, es una aplicacién continua.
(3.11) es un caso particular de problemas de contorno de la forma

—a"(t) — Az(t) = f(, (), t € [0, 7],
2(0) = z(r) = 0,

con A un pardametro real.

El caso en que A € {n%, n € N}, ha sido estudiado en el Capitulo I, cuando la
no linealidad f es acotada, demostrdandose, mediante el uso del Teorema del
punto fijo de Schauder, la existencia de soluciones. FEsta es precisamente
la lamada situacién no resonante, puesto que el conjunto { n%, n € N},
coincide con el de los valores propios del problema

~ 2"() ~ Az(t) = 0, t € [0,7],2(0) = a(r) = 0. (3.12)

Cuando estamos en la situacién resonante, es decir, el parametro A coincide
con algin n?, n € N, la acotacién de f no es suficiente para tener existencia de
soluciones (Teorema de la alternativa de Fredholm). Asi pues, es necesaria
alguna hipétesis adicional a la acotacidn para tener existencia de Jas mismas.
Aqui veremos una de naturaleza asintética, llamada condicién de Landesman-
Lazer, en honor a estos autores, que fueron los que primero las introdujeron
en este tipo de problemas.

Cuando (3.11) se plantea de la manera abstracta (3.1), el caso no resonante
se corresponde con aquél donde ker I es trivial y por tanto existe L~!, mientras
que en el caso resonante, ker L no es trivial.

Enunciemos y demostremos seguidamente un teorema sobre existencia de
soluciones de (3.11), cuando n = 1, (resonancia en el primer valor propio, o
valor propio principal del problema de valores propios {3.12)). Después de
ello, no se debe tener ninguna dificultad, en extender el teorema al caso de n
general.

TEOREMA 3.7. Supongamos que n = 1, en (3.11) y que f satisface las dos
condiciones siguientes:
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1) f es acotada.
2)
fﬂ F(t,+oo)sen t dt > 0 > / f(t,—o0)sen t dt, (3.13)
0 0

donde
@, Too) = ]..II*I.I f(t, ).

Entonces, (3.11) tiene al menos una solucion.

Demostracion: Consiste en ver que se satisfacen las condiciones del Teo-
rema 3.6. Para ello, témense los espacios de Banach

X ={zeC(0,7],R), 2(0)=z(x) =0},
|2lo = mag iepo,n |2(H)],
Z ={z€C([0,n],R)},
|2lo = maz iep,m |2(2)],

y los operadores
L:D(L)—Z, D(L)={z¢€ Xz € C?0,n]},
Lg = —-z" —w,
N:X — Z, (N2)(t) = f(¢t,2(1)).
Se deducen ficilmente los hechos siguientes:
ker L ={asent, a€R},
ImL:{zGZ:/ z(t)sentdt:O}.
i}

Asf que dim ker L = codim Im I, = 1 y ademds, Im L es cerrado en Z. L es,
por tanto, una aplicacion lineal de Fredholm de indice cero.

En este caso, es posible calcular las proyecciones P y ¢ de manera explicita.
De hecho

‘P X - X, (Pz)(t) = % (/OF z(t)sen t dt) sen t,

Q:Z2-2Z, Q)= % (/OW z(t)sen t dt) sen t.

Ademas, la inversa generalizada de L, [{pq : Z — dom L N ker P, viene dada
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por

(Kpgz)(t) = (]Dt z(T)cost d'r) sen {—

t
— (/ z(T)senT dr) cos t —
0
2 T T 2
—-—— [/ f z(s)cos s ds sen” T —
* LJo 0

,
- f z(s)sen s ds cos‘rsen'r) dr] sen t.
0

Con ayuda de las expresiones anteriores y el Teorema de Ascoli-Arzeld, se
prueba sin dificultad que N es L-compacta, en subconjuntos acotados de X.
La comprobacién de las hipdtesis 1) y 2) del Teorema (3.6), se hace, como
ya hemos indicado, mediante el cdlculo de cotas a priori. Para ello, sean
z € dom L, A € (0,1], tales que

Lz = ANz.
Del Teorema (3.1) se deduce que
@ — Pz —JQNz - AKpgNz =10,

que, juntamente con la acotacién de NV (f es acotada), implica la acotacién de
|z — P2| (independiente de z y A).
Ademis,

GNz=10.

Ahora bién, si no fuese posible encontrar una cota, independiente de z y A,
para | Pz|, usando que X = ker P@Im P y la forma concreta de P, llegariamos
a una contradiccién con (3.13).

El razonamiento anterior prueba que 1) y 2), del Teorema (3.6), se cumplen
cuando Q = Bx(0;7), para r > 0, suficientemente grande.

Respecto de la hipétesis 3) de este Teorema, pensemos que

dB(Qleer L,Q N kﬂ’i" L,O) = dB(F,(—-?", T'),U),
donde F: R — R, se define como

F(a) = /Ow f(t,asen t) dt.

Por iltimo, notemos que F' es una funcidn continua tal que, para r suficien-
temente grande, cumple, (por (3.13)), F(r}F(—r) < 0. Por tanto, su grado de
Brouwer no es cero.
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Notas.
1) Si f es acotada y satisface apropiadas condiciones de monotonia respecto
de x, la condicién dada en (3.13) es no sélo suficiente, sino también necesaria,
para la existencia de soluciones de (3.11).

2) De la demostracién se deduce que se pueden imponer otros tipos de condi-
ciones asintéticas, en lugar de (3.13), y seguir teniendo la conclusién del Teo-
rema.

3) En el Teorema hay basicamente tres tipos de hipdtesis:

3.1) Resonancia en el primer valor propio, es decir, n = 1.

3.2) Acotacién del término no lineal f.

3.3) Condicién de naturaleza asintética (3.13).

Desde principios de los afios setenta, en que aparecié €l trabajo de Landesman
y Lazer, se ha realizado una enorme cantidad de investigacién, tratando de
debilitar alguna (o algunas) de las hipétesis precederntes, no sélo para prob-
lemas de contorno en e.d.o., sino fambién en e.d.p. y otros tipos de ecua-
ciones (por ejemplo, usando el Teorema 3.5, mis general que el 3.6), pueden
darse condiciones andlogas a (3.13) pero con desigualdades no estrictas). Es
realmente bonito ver cdmo pueden debilitarse algunas de las hipétesis men-
cionadas, a costa de fortalecer otras, para seguir teniendo existencia de solu-
ciones de (3.11). Esta clase de investigacién entra dentro de un tema general
actual que se conoce con el nombre de “problemas resonantes sin condiciones
de Landesman-Lazer.”

Seguidamente presentamos otro ejemplo significativo de aplicacién de los

Teoremas abstractos 3.5 y 3.6: el problema de la existencia de soluciones per-
i6dicas de e.d.o. periddicas no lineales. La ventaja respecto del problema
anteriormente estudiado es que, cuando planteemos el problema periédico de
la forma abstracta (3.1), el ndcleo del operador L va a estar formado por
las funciones constantes, lo que facilita la obtencién de algunos resultados,
respecto de (3.11); de hecho, consideraremos sistemas de e.d.o. de orden arbi-
trario.
Para conseguir nuestro objetivo, es conveniente la obtencidn de Teoremas ab-
stractos adaptados al caso periédico. El que sigue es un ejemplo de ello. En él
se permite al término no lineal N tener alguna clase de crecimiento superlineal,
como se verd claramente en los ejemplos de aplicacién.

TreorEMA 3.8. Sean X y Z espacios de Banach reales, L :dom L C X — Z,
una aplicacion lineal de Fredholm de indice cero con Kp continuay N : X —
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Z, L-compacta en subconjuntos acotados de X. Supongamos las siguientes
hipétesis:

1) Existe un funcional lineal v : Z — R, con Im L C ker 7 y constantes
a >0, ﬁ>0 tales que .

|INz| < y(N2)+ alz|+ 8, Va2 e X. (3.14)
2) Existen p > 0 y r > 0, tales que
QNz =0 = [Pz|<p|(l-P)z|+. (3.15)

3) dp(@N lser 1, Bx(0;5) N ker L,0)#0, Vs> m.
Entonces existe ag > 0, tal que si a < oy, la ecuacién (3.1) tiene al menos una
solucién.

Demostracién: Veamos que se cumplen las hipétesis del Teorema 3.6,
para (! adecuado. Para ello, si

Lz = ANz, (3.16)
con z € dom L, A € (0,1], entonces

z— Pz = I{pJQ(/\N.‘I:),
QNz = 0.

De la primera ecuacién y de la hipdtesis 1), obtenemos
lc - Pa| < kal| + k6,

siendo k = [Kpg|.
Esto y la hipdtesis 2) proporcionan

lz] < E(1+ pofz] + ki,

para alguna constante k; > 0.
Si

14+ p)a <1,
se obtienen las cotas a priori para las soluciones de ((3.16)).
Porlo tanto, las hipdtesis 1} y 2) del Teorema 3.6 se cumplirfan si = Bx(0; s),
con s suficientemente grande. Por otra parte, es claro que la hipdtesis 3) de
este Teorema. se obfiene de 3) del Teorema que estamos demostrando.

Cuando X = Z y L la aplicacion identidad, se tiene el siguiente corolario,
conocido con el nombre de Teorema del punto fijo de Granes:
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CoRrOLARIO 3.9. Sea X un espacio de Banach real y N : X — X, una
aplicacion completamente continua (es decir, continua y aplicando conjuntos
acotados en conjuntos relativamente compactos). Si existen constantes positi-
vas o < 1 y 3 tales que

INa| < ofz| + 8, Yz € X,

entonces N tiene al menos un punto fijo.

Acabamos el capitulo aplicando el Teorema 3.8 al problema, de la existencia
de soluciones periddicas de e.d.o. periddicas no lineales de la forma

() + A1 2 0@) + o+ A2 (8) = (8, 2(8), -, ™ 7D(@),  (3.17)

donde m > 1, A;, 1 < i < m — 1, son matrices reales constantes, de orden
nxnyg:Rx(R")" - R", es continua. Es decir, estamos considerando un
sistema de e.d.o. de n ecuaciones y de orden m. ‘

Suponemos que la ecuacién ((3.17)) es T-periédica (T > 0}, lo que significa
que ¢ es T-periddica respecto de la variable ¢ y estamos interesados en la
existencia de soluciones T-periddicas.

Lo primero que hacemos es el planteo abstracto del problema. Para ello,
notemos por Z al espacio normado siguiente:

Z={z:R—R" 2z escontinuay T — periddica },

‘ T
|ﬂ:/|dﬂngz€Z
Q

Por su parte, X denotara al espacio de Banach

X={z:R—=R"2cC™" Y R),zes T — periddica },
|#|my = maz{ |£]e,0 <i<m -1},

donde || indica la norma uniforme en [, T.

Si definimos los operadores:

L:dom L — Z,dom L={ze€ X :2eC™R)},
Lr=a™ 4+ A,z 4 4 A2,
N:X — Z, (Nz)(¢) = g(8, 2(2), ..., 2™ 1(1)),

entonces el problema. de la existencia de soluciones T-periédicas de ((3.17)) es
equivalente al de la existencia de soluciones de la ecuacién de operadores (3.1)
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con I y N definidos anteriormente, El hecho de que Z no sea un espacio de
Banach 10 es importante, puesto que lo realmente necesario es que X lo sea
(véase la definicién 3.2).

TeorEMA 3.10. Supongamos que se verifican las siguientes hipdtesis:
i) La ecuacion det (A™] + A1 Ap 1 + ... + AAy) = 0, no tiene raices de la

2kns
forma ~ » con k € Z, k no nulo.
ii) Existen constantes ¢ € R",¢; € [0,+00), 1 <1< m,f > 0, tales que

lo(ts210 w080 S < @ 0(t21,w05m) > + D adeid 45, (3.18)

V(t,21,...,2m) € R x (R")™.

donde < .,. > es el producto escalar usual en R".
iii) Existe r > 0 tal que para cualquier x € dom L, z = (24,...,2,), con
min 4en |2;(2)| > r, para algin j,1 < j < n, se tiene

T
j 9(t, 3(t), .., 2™D(2)) dt £ 0. (3.19)
0
iv)dp(®, Bx(0;8) Nker L,0)#0,¥ 8 > r, donde
1 T
o:R*">R", c— fjo g(t,c,0,...,0) dt.
Entonces, existe ag > 0, tal que si maz { a;,1 < i < m } < ay, la ecuacién

((3.17)) tiene al menos una solucién T-periédica.

Demeostracion: Consiste en ver que se satisfacen todas las hipotesis del
Teorema 3.8 (con la salvedad, ya mencionada de que Z puede ser un espacio
normado no completo). Para ello, la hipdtesis i) garantiza que

ker L = {x € X : ¢ es constante }

ImL:{zeZ:]Tz(t)dtzo}.

Asi, L es una aplicacién lineal de Fredholm de indice cero y las proyecciones
P y @ pueden tomarse como

T
P: XX, Pa::—l-f z(1) dt,
T Jo

1 T
Q:7- 7 Qz:—,EfO 2(1) dt.
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El hecho de que Kp es continua, se sigue de la formula de variacién de con-
stantes para e.d.o., previa transformacién de la ecuacién ((3.17)) en un sistema
de primer orden. Las mismas ideas valen para comprobar el caricter de L-
compacidad de N en subconjuntos acotados de X.

Para verificar la hipétesis 1) del Teorema 3.8, basta tomar
T
v:Z—R, 7(z)=f < a,2(1) > di.
: 0

Entonces, ((3.14)) es consecuencia de (3.18). Por iltimo, (3.19) y la hipdtesis
iv), implican ((3.15)) y la hip6tesis 3) del Teorema 3.8.

Notas.

1) Observemos que para el estudio de {(3.17)) se imponen condiciones de
naturaleza andloga a las del estudio de (3.11): una condicién que limita el
crecimiento del término no lineal y una condicién de naturaleza asintética.
Sin embargo, en el caso de ((3.17)) se admite un crecimiento de tipo mas
amplio, pues, por ejemplo, se permiten no linealidades de tipo expomnencial
(corresponden a los casos en que las componentes del vector a son T1). Esto
es debido basicamente a que, en dicho caso, el nicleo del operador L es “menos
complicado”que en el del problema (3.11).

2) La condicién de crecimiento (3.18) es muy amplia, puesto que incluye tér-
minos no lineales acotados, asintéticos a cero (sublineales), e incluso algunos
guperlineales, como los de tipo exponencial. Por su parte, la condicion as-
intética (3.19) es bastante adecuada para sistemas de ecuaciones, al poner
de manifiesto la influencia de las componentes de la funcidén z e incluye las
famosas condiciones del tipo Landesman-Lazer. Por ejemplo, para n = 1,
puede demostrarse ficilmente sl siguiente corolario:

Cororario 3.11. ansideremos la ecuacidn diferencial ordinaria escalar
2™ a1 2™ 4 e =gtz e, 2™ (), . (3.20)

donde m > 1, a;,1 < i < m — 1, son constantes reales y las funciones g :
RxR™ — R, f:R — R, son continuas y T-periddicas respecto de la variable
t.

Supongamos:

i) La ecuacidn

A4 @ A" A =0,
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. 2kwi
no tiene raices de la forma ——, con k un enterc no nulo.
T I

ii) Existen constantes o; > 0, 1 < ¢ <m, B > 0, tales que

m
|g(t, Ty very :cm)l < g(ta Z1y "-:wm) + E aiixz’l + ﬁa
i=1
v (t, &1, ...,$m) e R x Rm.
iii) Si
pr(t) =lminf onioo 9(3,%1502m);
g (t) =lim sup o o g(t, 21,y Tm),

uniformemente en z,,..., T, s¢ cumple que

]OT#‘(t) dt<f:f(t) dt<f:u+(t) "

Entonces, existe ag > 0, tal que si mez {o;, 1 << m } < ay, la ecuacién
(3.20) tiene al menos una solucién T-periédica.

Ejercicios y actividades complementarias recomendadas

- Las técnicas tedricas expuestas en el capitulo se pueden aplicar a otros
muchos problemas de contorno no lineales distintos de los aqui considerados.
Se pueden proponer los siguientes:

1) Problemas de contorno para e.d.o. con condiciones frontera tipo Neu-
manim.

2) Problemas de contorno més generales con condiciones frontera del tipo
Sturm-Liouville.

3) Problemas de contorno de tipo Dirichlet o periédicos, pero con resonan-
cia en valores propios de orden superior.

4) Problemas de contorno periédicos para ecuaciones diferenciales fun-
cionales con retraso.

5) Problemas de contorno tipo Dirichlet o Neumann para ecuaciones en
derivadas parciales no lineales de tipo eliptico.

- Muchos problemas en resonancia pueden abordarse también medjante el
método variacional (en este caso, el término no lineal no puede depender de
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las derivadas de la funcidn incégnita). Propéngase la prueba del Teorema 3.7
mediante los métodos del capftulo anterior.

De hecho, la combinacién del método alternativa con los métodos variacionales
es muy util en numerosas ocasiones.

- Han sido muchas las técnicas empleadas en el estudio de las ecnaciones
auxiliar y de bifurcacién del método alternativa. Ello depende bédsicamente del
tipo de problema de contorno considerade y del cardcter del término no lineal.
Consultando la bibliograffa recomendada el alumno tendrd la oportunidad
de familiarizarse con las siguientes, que permiten una bonita excursién por
diferentes métodos del Anilisis no lineal:

a) Teoremas de punto fijo como los de Brouwer y Schauder.

b) Tearemas de punto fijo para aplicaciones contractivas.

c) Argumentos de grado topolégico (Capitulo I).

d) Operadores monétonos y maximales monétonos en espacios de Banach.
e) Teoremas como el de la funcién inversa o implicita en dimensién infinita.

Bibliografia recomendada

[4], [7], [20], [12], [15], [23], [26], [27], [40], [44], {45), {51], {52], [56].
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4. APENDICE.

La teoria de funciones generalizadas (o distribuciones), vino motivada
por los trabajos de diversos investigadores, entre ellos Dirac y Heaviside, en
Mecdnica Cudntica y Electromagnetismo, que manejaron con profusién las
llamadas hoy en dfa funcién § de Dirac y funcién de Hequviside. Al estudiar
diversas leyes de la:Fisica, expresadas por ecuaciones en derivadas parciales,
trabajaron con funciones que no eran derivables, pero que si eran soluciones,
en un cierto sentido, de las ecuaciones consideradas. Por ejemplo, se intuia
(y de hecho se daba por cierto) que, de alguna forma, la “funcién” 6 era la
derivada de la funcién de Heaviside 6(z), que es igual a 1 para & > 0 y 0 para
z < 0.

Tales investigaciones crearon la necesidad de rigorizar los desarrollos for-
males que en ellas aparecfan. Surge asi una doble posibilidad: o bien se
expresan las leyes de la Fisica de una manera mas general donde aparezcan
identidades integrales en lugar de diferenciales, o bien se generaliza el con-
cepto de derivada, amplidandolo para que se pueda aplicar a funciones que no
son derivables en €l sentido cldsico. Como los cientificos prefieren, en general,
conservar la expresién diferencial en lugar de la integral, se impuso el segundo
punto de vista, motivando asi la generalizacién de la nocién de derivada clésica.

La fundamentacién matemética de la teoria de funciones generalizadas fue
hecha, de manera independiente, por Sobolevy Schwartz Esto proporcioné no
solo rigor matematico para una serie de métodos que llevaban tiempo usén-
dose en Fisica, sino también una herramienta itil y potente para la teoria
de ecuaciones diferenciales y de transformada de Fourier. Posteriormente,
ha habido un gran desarrollo de este tema, debido fundamentalmente a los
problemas planteados en Fisica matemdtica y ecuaciones diferenciales, siendo
muchos los matematicos de prestigio que tienen importantes contribuciones en
este campo.

En la actualidad, la teoria de funciones generalizadas ha llegado a ser una
herramienta esencial para los matemdticos, fisicos e ingenieros,
aplicdndose no sélo a ecuaciones diferenciales sino también a numerosas disci-

‘plinas, como teoria de representacién de grupos localmente compactos, teoria
de la probabilidad, homologia en variedades, etc.

Este apéndice comienza con la exposicién de algunos de los principales
hechos de la teoria de funciones generalizadas, en orden a su aplicacién a
problemas de contorno planteados para ecuaciones en derivadas parciales.
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La segunda parte la dedicamos a los espacios de Sobolev. Los espacios de
funciones  regulares  clésicos, esto es, los espacios C™(Q),
C™(%1), etc., donde 2 es un dominio de R", no son adecuados para el es-
tudio de muchos problemas de contorno. En este sentido, los espacios de
Sobolev, introducidos por éste en los aflos treinta, proporcionan un marco ade-
cuado para el tratamiento de tales problemas, por dos motivos fundamentales:
en primer lugar, porque en su definicién entra en juego la nocién de derivada
débil, concepto mds restringido que el de derivada distribucional, definida
con anterioridad, pero suficientemente amplio como para permitir el estudio
de numerosos e interesantes problemas; en segundo lugar, las propiedades
analitico-topologicas satisfechas por los espacios de Sobolev, permiten el uso
de muchas técnicas de Analisis Funcional, que facilitan enormemente el es-
tudio de los problemas planteados y arrojan luz sobre muchos aspectos que,
aungque importantisimos, son un caso particular de resultados establecidos en
un marco general.

La introduccidén de los espacios de Sobolev puede hacerse desde diferentes
puntos de vista: usando la nocién de derivada distribucional; como la com-
pletacién, con normas adecuadas, de algunos espacios cldsicos de funciones;
mediante la tranformada de Fourier, etc. Yo he preferido el primer punto de
vista.

Numerosas generalizaciones existen en la actualidad de los espacios de
Sobolev, muy tiles para el estudio de diferentes problemas en e.d.o. y en
e.d.p.: los espacios de Orlicz-Sobolev, los espacios de Sobolev con peso, etc.
No obstante, un alumno que entienda los hechos fundamentales que aqui ex-
ponemos, estard en buena disposicion para, en caso necesario, profundizar en
el conocimiento y uso de los espacios de funciones mencionados.

En lo que sigue, D = D(R"), denotard al conjunto de las funciones
test: funciones complejas, definidas en R", de clase C°(R") y con soporte
compacto.

Si K C R", es compacto, D(K ) denotari al subconjunto de funciones de
D, cuyo soporte estd incluido en XK.
En D(XK) se puede considerar la sucesién de seminormas

Pm(‘aé) =SUP e K |0 <™ | D* #(z)|, meN,

donde usamos la notacién de multiindices.
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D(K), con la topologia derivada de la anterior sucesién de seminormas, es un
espacio localmente convexo metrizable.

Sea ahora {K;} una sucesién de compactos tal que

I{j C I(.’H‘l" Vj c N,
R” = Ujen K;. (4.1)

Es claro que la aplicacién inclusién i; : D(K;) — D(K;;.), es continua y que
D = Ujen D(K;),

con lo que se puede considerar en D la topologia limite inductivo de los espacios
D(K;). Esta topologia no depende de la sucesién particular de compactos
tomada satisfaciendo (4.1).

La convergencia en D, derivada de la anterior topologia, se expresa de la
forma siguiente: si {¢x} es una sucesién de elementos de D y ¢ € D, se tiene
¢r — ¢ s y solamente si, existe algin compacto K tal que se cumplen las dos
condiciones siguientes: :

)sopdp CK,VEEN,
ii) Para cualquier multiindice o, se tiene D*¢, — D¢, uniformemente en K.

DEFINICION 4.1. Una funcién generalizada (o distribucion) (en el sentido
de Sobolev-Schwartz), es un funcional lineal y continuo de D en C.

Al espacio vectorial complejo de funciones generalizadas, lo notaremos por
D'.Si fe D'y ¢ € D, escribiremos (f, ¢) en lugar de f(¢).

En D' consideraremos la topologia o(D’, D), que es la topologia localmente
convexa generada por la familia de seminormas {py, ¢ € D}, donde

pe: D' =R, p(f) =/, ), ¥V feD.

De esta topologia deriva la siguiente convergencia: si {fi} es una sucesién de
elementos de D' y f € D', entonces fy — f, si y solamente si, para cualquier

¢ € D se tiene (fi,¢) — (f,$).

Ejemplos de funciones generalizadas.
1) El ejemplo més simple de funcién generalizada lo constituye la generada por
una funcién localmente integrable, de la manera sigujente: si f : R — C es
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una funcién localmente integrable, definimos la distribucién (a la que notamos
también por f)

(£,9)= [ 1(@)4(z) do, ¥ ¢ € D. (4.2)

Las funciones generalizadas que se definen de la manera anterior, a partir de
funciones localmente integrables, se lamardn regulares. En otro caso, dire-
mos que son singulares.

Cada funcién localmente integrable, define, de acuerdo con {4.2), una fun-
cién generalizada. Se sigue del lema de Du Bois Reymond que cada funcién
generalizada regular estd definida a partir de una tdnica funcién localmente
integrable. As{ pues, existe una correspondencia biyectiva entre las funciones
generalizadas regulares y las funciones localmente integrables, lo que Ileva a
identificarlas, hablandose de propiedades de tal funcién localmente integrable
(como por ejemplo la diferenciabilidad), cuando en realidad lo son de la funcién
generalizada regular asociada.

Las funciones localmente integrables suelen describir las distribuciones
(o densidades) de masas, cargas, fuerzas, etc. De ahi que a las funciones
generalizadas (Sobolev) se les lame también distribuciones (Schwarz).

2) El ejemplo mds simple de funciéu generalizada. singular lo constituye la
funcién § de Dirac:

(6,4)=¢(0), Vo € D.

A pesar de que las funciones generalizadas son funcionales lineales y con-
tinuos de D en C, y que no tiene sentido, rigurosamente hablando, la expresion
f(z), para f € D' y z € R", es posible definir una nocién sumamente dtil, la
de soporte de una distribucién: Esto lo hacemos a continuacién.

Si Q es un dominio de R", D(£) es el subconjunto de D formado por
aquellas funciones test cuyo soporte estd contenido en f2.
Si f € D'y Q es un dominio de R", se dice que f es cero en Q si (f,¢) =
0, V ¢ € D(Q). En este caso escribiremos f(z) = 0, Vz € . Como una
consecuencia légica, si fi, fo € D7, diremos que f; = foen 21 f; — fo =0en
Q. :
-Si f e IV, f € CP(Q) significa que existe alguna funcién f; € CP(§2) tal que

(5,8)= [ Fo(@)(=) dz, ¥ 6 € D).
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DEFINICION 4.2, Si f € I, el conjunto de todos aquellos puntos de R™ tales
gue f no es nula en ningtin entorno de tales puntos, es el soporte de f, que
se denotard por sop f.

Se deduce de la definicién anterior que

(f?qﬁ):O,VfED’,quED, t.q. sop fNsopp=0.

Hablemos a continuacion de la derivacion de funciones generalizadas. Para
ello, pensemos que si f € CP(R™) y ¢ € D, entonces para cada multifndice a,
con |e| € p, la férmula de integracién por partes proporciona

(D*f,¢) = j (D° f(z))d(z) de =
= (=1l [ f@)(D"(@)) da = (=D)"(£, D°).

La anterior relacién puede aprovecharse para definir la derivada, de cualquier
orden, de cualquier funcién generalizada.

DEFINICION 4.3, Si f € D' y « es un multiindice cualquiera, se define D*f €
D', como

(D°f,¢) = (-1)°I(f,D°¢), ¥ ¢ € D.

Si notamos por {D=f(z)} a la derivada cldsica de la funcién f, cuando
exista, entonces si f € D', satisface f € CP(£2), se cumple que

D*f(x) = {D"f(2)}, V& € Q, |o] <p.

Las principales propiedades de la derivacién de funciones generalizadas
estdn en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.4. Se cumplen:

1) Cualquier funcién generalizada admite derivadas de cualquier orden. En
particular, la funcién generalizada definida a través de una funcién localmente
integrable, admite derivadas de todos los érdenes (de ahi que se diga que, en
el sentido de las distribuciones, cualquier funcién localmente integrable puede
derivarse indefinidamente).

Ademas, para cualquier f € D' y cualquier par de multiindices «, 8, se tiene

D*¥f = D*(D? f) = D*(D* ).
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2)Si f € D'y a € C*(R"), entonces la funcidn generalizada af se define
como

(af,¢) = (fra¢), Vb€ D.

Pues bien, la formula de Leibnitz para la derivacién del producto af es vilida.

Asi, por ejemplo
of) _ 0 . . 0f
8351 - 335]_ 83:1'
3) Para cada f € D'y cada multiindice a, se tiene sop D*f C sop f.

4} Si fr — f, en D', entonces D® fi, — D*f, en D', para cualquier multiindice
.

f+

Usando las anteriores propiedades, se tienen los siguientes ejemplos signi-
ficativos, relacionados con la derivacion de funciones generalizadas.

1) Si f € D'(R) es tal que f € C(—o0,z9) y f € CYzo, +00), entonces

fr=Af(2)} + (flaob(z — w0},
donde
[floa = f(zo+) — f(zo-)

(8(z — z0),4) = (8, 4(z + o)), Y $ € D.

Como caso particular, obtenemos
#'(z) = é(z),
donde & es la funcién de Heawiside:
1, z >0,
B(m):{ 0, z <0.

M4ds generalmente, si f : R. — R, es tal que f y f’ son continuas, excepto en un
conjunto finito de puntos z, < 2, < ... < =4, donde f tiene una discontinuidad
de salto h;, 1 < j <k, y f' es localmente integrable, entonces, en el sentido
de las funciones generalizadas, se obtiene

Fr=Af @)} + 3 hibz - 2;),
i=1



FUNCIONES GENERALIZADAS Y ESPACIOS DE SOBOLEV

2) Si

[e o]

flz)= Z % cos n,

entonces, en el sentido de las funciones generalizadas, se fiene
oo

fz) = E% sen n,

11..

f(z) = Zcos ne,
n=l

3) La solucién general de la ecuacién

e =10

en D'(R), estd dada por la férmula

u= Z erd®)(z)

k=0

5

donde ¢, 0 < k < m — 1, son constantes arbitrarias.

4) La solucién general de la ecuacién diferencial ordinaria

ul™ =0
en D'(R), es un polinomio arbitrario de grado m — 1.

d
5) = In |e| = P(2), donde

(P(5),4) = lim, (/_:Jrf:w) 91(;_) dz, ¥ ¢ € D.

6) Para n = 2,
Aln |z| = 278(=).

7} Si m > 3, entonces

1

lmln—z

= —(n—2)0,48(z),

donde o, es el drea de la superficie dada por la esfera unidad en R".

93
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8) Cuando n = 3, las funciones
e£k|w|
dr|z|’

E(z)=~

satisfacen la ecuacion
AE+K*E = 6(z).

9) Si
_ ) |z|?
Bife,t) = Ca(rt)iizyn P (_4a2t) ’
entonces aF
961 2 _
Fn a AE]_ 6($,t)
10) Si
1
By(s,t) = o 6(at — |a]),
entonces

LBy = 8(z,1),
9
e

Nos ocupamos a contintiacién de la nocién de produeto directo de fun-
ciones generalizadas.

donde L, es el operador de ondas, L, = —a’A.

Si f(z) y g(y) son funciones localmente integrables en R" y R™, respec-
tivamente, la funcién f(z)g{y) es-también localmente integrable en R™™.
Por tanto, define una funcién generalizada regular perteneciente a D'(R™*™),
mediante la formula

(f(2)9(y),¢) = f (&) g(n)d(z,y) dy dz =
= (f(=), (9(y), (=, 9)))-

para cualquier ¢ € D(R"™™). La férmula anterior puede aprovecharse para
definir el producto directo de dos funciones generalizadas de la forma siguiente:

DEPINICION 4.5. Si f(z) € D'(R™) y g(y) € D'(R™), se define el producto
directo de f y g, f(z).g(y) € D'(R™™), como

(f(2)-9(),#) = (f(2): (9(¥), $(z,9))), ¥ ¢ € D(R™™).
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Las propiedades del producto directo quedan reflejadas en el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 4.6.
1) Conmutatividad: Si f(z) € D'(R") y g(y) € D'(R™), entonces

F(=)-9(y) = 9(y)-F(z)
2) Continuidad: Si fi — f, en D'(R"), entonces
fe(z).g(y) — f(z).g(v),

en D'(R™™).
3) Asociatividad: Si f € D'(R™), g € D'(R™),h € D'(R*), entonces

f(2)-(9(v)-h(2)) = (f(=).9(y)) h(z)
4) Derivacién del producto directo:
D2 (f(=z)-9(¥)) = D* f(=)-9(y)
5) Multiplicacién por funciones regulares: Si a € C*°(R"), entonces
a(z)(f(2)-9(y)) = (a(z)f(2))-9(y).

6) Traslaciéon de la variable independiente:

(f-9)(=+ h,y) = f(z + h).g(y)

Tratamos seguidamente la nocién y principales propiedades de la convolu-
cién de funciones generalizadas. Como hemos hecho previamente en mas
de una ocasién, partimos del caso de funciones generalizadas regulares, para
posteriormente considerar la situacién general.

Sean f y g funciones localmente integrables definidas en R", tal que la
funcién

h(z) = flsi'(y)f(-"J —y)| dy,

es también localmente integrable en R". En este caso, a la funcién

(F+9)e) = [ Fwdote ) dy =

(4.3)
= [ 9@ ) dy = (g (o),
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se le llama convolucién de f por g.

Algunas condiciones suficientes para que la funcién h anterior, sea local-
mente integrable en R”, son:

1) Una de las funciones f o g tiene soporte compacto.

2) Si n = 1, las funciones. f y g son nulas cuando z < 0.

3) Las funciones f y ¢ son integrables en R™. Adem4s, en este caso, la con-
volucién de f por g, es también integrable en R".

Como la funcién (4.3) es localmente integrable en R”, define una funcién
generalizada regular, de la forma usual. Utilizando el Teorema de Fubini,
puede probarse:

(fxg,8)= /ff(:ﬂ)g(y)é(w +y)de dy, Ve D. (4.4)

Usando sucesiones que en D converjan a 1, nocién que vamos a definir
inmediatamente, se puede expresar la convolucién de una forma més conve-
niente. En efecto, diremos que la sucesién {7}, de elementos de D, converge
a 1 en R", si para cualquier compacto K C R", existe un natural ng, tal que
m(z) =1, V& > ng, Vz € K,y para cualquier multiindice o, existe una
constante ¢4, tal que | D*mp(z)| < ca, VT €R", Y k€ N,

Es facil probar que siempre existen sucesiones del tipo anterior. Ademds, si
{m}, es cualquier sucesién convergente a 1 en R*", entonces la expresién (4.4)
se puede escribir de la forma

(f+9,4) = lim (f(2)g(3), m(z; y)é(z + 9)),

¥ ¢ e D. (4.5)

Ahora, pueden aprovecharse las expresiones (4.4) y (4.5), para dar la sigu-
iente definicién, asi como para el teorema que enunciamos a continuacién:

DEFINICION 4.7. Sean f,g € D', teniendo g soporte compacto. Se define la
convolucion de f por g, f*xg € D', como

(frg,8) = (fz)g(y)d(z+v)), VoD
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TeOREMA 4.8. En las condiciones de la definicién anterior, se tiene

(f*g.¢) = (f(2)-9(3),2(v)d(z + ), V¢ € D,

donde 7 es cualguier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de g.

Nota. La convolucién puede definirse en situaciones més generales que las
contempladas en la  definicién  (4.7). Por ejemplo, sean
fig € D', tales que cumplen lo siguiente: para cualquier sucesién {7}, de
elementos de D(R?*), convergente a 1 en R>*, se tiene la existencia del limite

Jim (f(z)-9() m(z; )¢z + v)

y este lfmite es independiente de la sucesién {7} considerada. En este caso,
al funcional (lineal)

(f +9,8) = (f(2)-9(y), $(z +y)) =
= lim (f(2)-9(y), m(z; v)(z + ¥)),
Yéeb,

se le llama convolucién de f por g, si dicho funcional es continuo en D.
Es facil probar que si la convolucién f* g existe, también existe la convolucién
gxfy

frg=g*].

Ademds, de la continuidad del producto directo, respecto de f y g, se sigue la
continnidad de la convolucién f * g, respecto de f y g.

En particular, se tiene la siguiente férmula, de gran interés en la resolucién
de problemas no homogéneos:

f+«é=6xf=fV feD.

La relacidn enfre la convolucién y diferenciacién de funciones generalizadas,
es la siguiente:

TEOREMA 4.9. Si la convolucién f x g existe, entonces, para cualquier multi-
indice a, existen las convoluciones D*fx g, f* D¢ y

D*fxg=D*fxg)=f*D.
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Una de las utilidades del producto de convolucién es la “regularizacién de
funciones generalizadas”, que precisamos a continuacién.

Sea f € D'y ¢ € D. Como ¢ tiene soporte compacto, la convolucidn f * ¢
existe y ademads,

[ o= (f(y), $(z - y)) € C=(R").

Tomemos ahora las funciones test siguientes: para cada ¢ € RT, definase

&2
—— <
we(w) — { ceemp( &2 _ |27’2) ’ Iml €

0, || = ¢,

donde la constante ¢, se elige para que

]we(m) dr = 1.

A las funciones
fe(z) = [ xw, (4.6)

se les llama “regularizantes” de la funcién generalizada f. El nombre se justifica
en base a que son funciones pertenecientes a C°(R") y al siguiente resultado:

TEOREMA 4.10. Sea f € D' y para cada ¢ € R*, f., definida en (4.6).
Entonces

]jIgl_!_ f(2) = f(z), en D'.

Usando el resultado anterior, puede probarse que ' es denso en DV, en el
sentido de que cada funcién generalizada f € IV, es limite débil de funciones
test. En efecto, sea f € D' y f. los regularizantes de f. Si tomamos, para
€ € R*, 5(z), una funcién test que sea igual a 1 en la esfera de centro 0 y

radio —, entonces se puede demostrar que
€ ,

el_i»ISL+ (ﬂefe,(,é) = (f)¢)a A4 ¢ e D.

Uno de los métodos mas efectivos que existen para demostrar la existencia
de soluciones de problemas muy diversos que se plantean en ecuaciones en
derivadas parciales, es el método de las transformadas. Estas, al relacionar de
manera directa la derivacién y la multiplicacién (véanse las propiedades 2) y
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3) de los Teoremas 4.14 y 4.16, reducen muchos problemas de e.d.p. lineales
con coeficientes constantes, a problemas algebraicos o bien a problemas de
e.d.o. con pardmetros.

Seguidamente describimos la nocién de transformada de Fourier de fun-
ciones generalizadas de crecimiento lento, especialmente apropiadas
para el uso de dicha transformada, por las propiedades que se verdn poste-
riormente.

DEFINICION 4.11. Una funcién ¢ € C*(R"), se dice répidamente decre-
ciente en infinito, si

lim |z*Df¢(z)| = 0,

[z| =+

para cualquier par de multiindices «, 3.

El subconjunto de C*(R"), formado por aquellas funciones
rapidamente decrecientes en infinito, es un espacio vectorial complejo al que
denotamos por §(R") o simplemente por 5.

Si @, 4, son multiindices cualesquiera, podemos considerar, en S, las semi-
normas

Pa,g @ = SUP zer= |-’50Dﬁ ‘?5(33)|

Tenemos asi una familia numerable de seminormas en 5, que define una
topologia localmente convexa metrizable.

La convergencia en 5, derivada de la topologia anterior, puede expresarse de la
forma siguiente: si {¢;} es una sucesién de elementos de S y ¢ € 5, entonces
¢r — ¢, si y solamente si, para cualquier par de multiindices «, 3, se tiene

z*Df g (z) — z* D P(2),
de manera uniforme en R”.

Es claro que D C 5, de manera continua. Ademds, puede mostrarse facil-
mente que la anterior inclusién es estricta (la funcién ezp (—|z|?) pertenece a
S pero no a D). No obstante, D es denso en §.

DEFINICION 4.12. Una funcidén generalizada de crecimiento lento es
un funcional lineal y continuo de S en C.
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Al espacio vectorial complejo de funciones generalizadas de crecimiento lento
lo notamos por §’. En §’, consideraremos la topologia débil ¢(§%, .5}, de la que
deriva la convergencia siguiente: si {fi} es una sucesién de elementos de 5/ y
f € 5, entonces fi, — f si y solamente si

(fes @) = (f, ), Y P € 8.

De lo anterior se sigue que S C D', de manera continua.

Ejemplos de funciones generalizadas de crecimiento lento.
a) Si f es una funcién localmente integrable en R", tal que, para algin m > 0,
se tiene que

f F@I(L+|e)™ dz < +oo (4.7)

entonces f define un elemento de §Y, de la manera usual, es decir,

()= [ F(o)8() do, Y $ € 5. (4.8)

A tales elementos de §’, se les llama funciones generalizadas regulares
de crecimiento lento. Sin embargo, conviene recalcar que no toda fun-
cién localmente integrable define, a través de (4.8), un elemento de S’ (por
ejemplo f(z) = e®, en R). También, no toda funcién localmente integrable
perteneciente a §’, satisface (4.7).

Es posible (pero no elemental), probar que cualquier elemento de S’ es una
derivada (distribucional) de una funcién continua satisfaciendo (4.7). Esta es
la razén por la que a los elementos de 5 se les llama. funciones generalizadas
de crecimiento lento.

b) Si f € §', entonces D*f € 5, para cada multiindice a.

c) Cada funcién. f € LP(R"), 1 < p < 400, define una funcién generalizada
de crecimiento lento a través de la férmula usual

(f,4) = f f(2)6(z) do, ¥ ¢ € 5.

También, de la misma manera, cualquier polinomio con coeficientes constantes,
define un elemento de §’.

El producto directo y el producto de convolucién de los elementos de §, se
define de manera andloga al caso de I, De hecho, si f € §'(R"), g € S/(R™),
entonces, puesto que $' C D', se tiene que f(z).g(y) € D'(R"*™), y puede
demostrarse que f(z).g(y) € S(R*1™).

El producto directo de funciones generalizadas de crecimiento lento es conmu-
tativo, asociativo y continuo en S/(R"**™), con respecto de f o g. Por ejemplo,
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esto significa que si fy — f en S(R"), entonces fi(z).9(y) — f(z).g(y), en
SH(R™M™,

SifeSyge D con soporte compacto, entonces f ¢ € 5§’ y se puede
escribir de la forma

(f*a,8) = (f(z)g9(y),n(y)d(z+ 1)), V€S,

donde 7 es cualquier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de g.

Dedicamos la parte que sigue de este apéndice al tema de la
transformada de Fourier. Comenzamos con dicho concepto en el espacio 5.

DEFINICION 4.13. Si ¢ € S, se define su transformada de Fourier, F(¢), como
la funcién

F(p)(€) = f $(x)ei<6"> da,

donde < £,z > es el producto escalar usual en R”.
Las principales propiedades se ponen de manifiesto en el Teorema siguiente:

TEOREMA 4.14. Se cumplen:

1) Para cada ¢ € S, su transformada de Fourier, F(¢), es una funcién acotada
¥y continua.

2) DeF($)(€) = F((iz)*¢)(§), para cada multiindice o y cada ¢ € §.

3) F(D*¢)(€) = (—i&)*F($)(£), para cada multiindice a y cada ¢ € 5.

) F(d)e S, Veoebs.

5) F:8 — S, es biyectiva y continua. Ademds, para cada ¢ € 3, se cumple

¢ = FI(F(¢)) = F(F'(9)),

donde, para cada ¥ € S,

FE) = g [ WO de = i FO(-)

Sea ahora f € L*(R"). Su transformada de Fourier, F(f), es una funcién
acotada y continua en R" y por tanto define un elemento de §’, a través de la
féormula

(F(.8) = [P0 &,V g€ 5.



102 APENDICE

Mediante el Teorema de Fubini, se prueba que

(F(f), ¢) = (f, F($)),

que puede usarse para dar la definicién de transformada de Fourier de un
elemento de 5'.

DEFINICION 4.15. Si f € 5, se define F(f) € 5, como
(F(f),¢)=(f,F(¢)), Vo€

Enunciamos el Teorema siguiente, sobre las propiedades mas importantes
de F.

TrorEMA 4.16.
1) F: 8" — §' es biyectiva y continua. Ademds,

F(f) = gy PUGa), ¥ S € 8
2) Si f e S, entonces
Do F(f) = F((iz)*f),
para cada multifndice c.
3)
(D f) = (i)} F(f),

para cada f € 5’ y cada multifndice o.

4)
F(f(z — 20)) = exp (i < &, 20 >)F(f),

para cada f€ S’ y g € R".
5)Si fe€ 8 y& € R", entonces

F(f)E + &) = F(&<> £)(8).
6) Si f € S'(R") y g € §'(R™), entonces
F(f(2)-9(y)) = F(SY(£)-F(g)(n)-

7) Si f € D' tiene soporte compacto, entonces su transformada de Fourier se
puede expresar de la forma

F(£)(€) = (f(z)yn(z)e'<t">),
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donde 1 es cualquier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de f.
8) Si f € 8" y g € D' tiene soporte compacto, entonces

F(f+g) = F(f)F(g)-

Seguidamente, consideramos los espacios de Sobolev. En lo que sigue,
£ denotard un subconjunto abierto de R" y las funciones que aparezcan se
considerardn con valores reales.

Comenzamos con la definicion del espacio de Sobolev W™F(§2), que es el
conjunto de funciones de LP(§) tales que todas las derivadas, en el sentido
distribucional, hasta el orden m, pertenecen también a LP(£2).

DEFINICION 4.17. Sean m € NU {0} y p tal que 1 < p < 00. El espacio de
Sobolev W™?(() se define como

W™ () = {ue IP(): Doue IP(R), ¥ a / o] < m},

donde D*u se entiende en el sentido distribucional, es decir,
/n w(D?¢) = (1)l fn (Du)$, ¥ ¢ € C2(Q),

(C§(82) denota al subconjunto de funciones de C*(2) con soporte compacto).

Claramente W™?(2) es un subespacio vectorial de L?(9Q).
En W™?(Q) consideraremos la norma

lellmpo= D ID%|Lo@), (4.9)

lajgm

o, cuando 1 < p < o0, la norma equivalente {a la que notamos igual)

1/
lulimp.0 = ( Z HD“uH’;,(n)) . (4.10)

[af<m

A veces se usard la seminorma

g = D [1D%ullzsa).

|at|=m
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Un caso especialmente significativo es cuando p = 2. Denotaremos por
H™(Q) al espacio W™%(Q) y por ||.]|ma la correspondiente norma ||.||m,2,a-
Esta deriva del producto escalar

(4, V) = Z f D¥uD%v, Y u,v € H™(). (4.11)
Q

lal<m

Las propiedades algebraico-topoldgicas de los espacios definidos, las enun-
ciamos en el siguiente Teorema.

TEeOREMA 4.18. El espacio W™P({) es un espacio de Banach real, con la
norma (4.9) (0 (4.10)). Sil < p < o0, es ademds reflexivo y si 1 < p < oo,
separable. Tambien, H™(Q), con el producto escalar (4.11), es un espacio de
Hilbert separable.

Introducimos a continuacién un subespacio importante de W™#(£1).
DEFINICION 4.19. WyP(£2) denotard la clausura de C$°(2) en W™P((2).

En general, W7 () es un subespacio {cerrado) estricto de W™?({2), salvo
cuando 2 = R”, en cuyo caso, ambos espacios coinciden. Ademas, si 1 < p <
oo, WI"P(Q) es un espacio de Banach separable, con la norma (4.9) (o (4.10)),
reflexivo si 1 < p < oo. También, Wg™%(Q), con el producto escalar (4.11) es
un espacio de Hilbert separable, al que notaremos por HJ*(R2).

Cuando n = 1y Q = (a,b), un intervalo acotado, se tienen caracter-
izaciones muy tutiles de los espacios anteriormente definidos, que ayudan a
entender la naturaleza de sus elementos. Por ejemplo, para los espacios de
Hilbert H™(a, b), se tendria:

H™(a,b)esté formado por aquellas funciones tales que ellas y sus derivadas
(en el sentido cldsico), hasta el orden m — 1, son absolutamente continuas,
perteneciendo ademads la derivada de orden m al espacio L2(a,b). Son este tipo
de caracterizaciones las que facilitan el estudio de los problemas de contorno
en dimensién uno.

Muchas veces, cuando se quiera probar un resultado determinado, se prueba
éste para funciones suficientemente regulares y después se trata de extender
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el mismo para funciones del espacio de Sobelev correspondiente. Para ello
es muy importante conocer las posibles propiedades de aproximacion de és-
tas, por funciones regulares. En este sentido, el siguiente Teorema es de gran
utilidad:

TEOREMA 4.20. Si1 < p < oo, C®(Q)N W™P(Q) es denso en W™?($2).

Se ha de destacar que la conclusién del Teorema anterior es falsa si p = oo.

Resultados como el anterior permiten demostrar otros muy interesantes
tales como los siguientes:
a)Seal < p<ooywuée WmP(Q)tal que % es nula en 2\ K, con K C Q,
compacto. Entonces w € Wy P(12).
b) Sea G : R — R una funcién Lipschitziana tal que G(0) = 0. Entonces, si §
es acotado, 1 < p < 00 y u € WP(Q), se tiene que G o u € Wy?(f2). Como
consecuencia, si (! es acotado y v € H}(f), se tiene que las funciones |u|, u*
y u~ pertenecen a H}(f1), donde

ut(z) = maz {u(z),0},
w™(2) = max {—u(z),0}.

c}Seal < p<ooyu€ W2(Q)nC(R), tal que w = 0 en 8Q. Entonces
u € Wy P(Q).

Otro resultado bédsico en el estudio de problemas de contorno de tipo elip-
tico es la siguiente desigualdad, conocida con el nombre de desigualdad de
Poincaré. Hay otras muchas desiguadades importantes, como las de Poincaré-
Wirtinger, de Hardy, o las de Gagliardo-Nirenberg. Son muy dtiles en el estudio
de problemas no:lineales.

TEOREMA 4.21. Sea ) acotadoy 1 < p < 00. Entonces existe una constante
positiva C(£2, p), tal que

'ulﬂ.p.ﬂ < C(Q,p) l”ll,p,m Vue WDLP(Q)- (4'12)

Como consecuencia, la aplicacién % ~ |u|ypa, defire una norma sobre
1 . s
Wy P () equivalente a ||u||1p . Por tanto, sobre H}(2), la forma bilineal

( 1,)_/ ~0u 9y
b _n, (92:;693,'

i=1
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define un producto escalar que da lugar a la norma |.|; o, equivalente a ||.[j; q.

du

Siu € WP(Q), entonces E Wy 1?(Q). Usando este hecho, puede
probarse una desigualdad de Poincaré, mas general que (4.12), obteniéndose
que, en. Wg(Q), |lmpe e una norma equivalente a

ll-llm,p.50-

En la definicién que se da de espacio de Sobolev no se pone de manifiesto, de
manera explicita, si sus elementos han de satisfacer condiciones de regularidad.
Sin embargo, ya hemos comentado que en dimensién uno, existen caracteriza-
ciones muy utiles de ellos, donde se ve que las funciones perfenecientes a dichos
espacios han de satisfacer condiciones de regularidad apropiadas. No existen
resultados tan claros en dimensiones superiores, pero si que se puede probar la
existencia de inclusiones continuas de los espacios de Sobolev en espacios del
tipo L1(£2), e incluso a veces en espacios de funciones regulares, lo que es muy
importante a la hora de establecer resultados de regularidad de las soluciones
débiles. Tales inclusiones serdn a veces compactas, facilitando enormemente
el uso de técnicas del Andlisis Funcional.

Dados espacios normados X e Y, diremos que X estd inmerso en Y, si
existe una aplicacién [ : X — Y, lineal, inyectiva y continua. En este caso,
escribiremos

X =Y.

Si, ademads, I es compacta, es decir, I aplica subconjuntos acotados de X en
subconjuntos relativamente compactos de Y, se dice que X estd inmerso de
manera compacta en ¥ y se notard

X Y.

En los teoremas que siguen aparecen los siguientes espacios:

- CL(RN). Es el espacios de funciones de clase C¥(), tales que todas sus
derivadas parciales, hasta el orden 7, estan acotadas en £. Es un espacio de
Banach con la norma

”u”c;(n) = AT o < 5 SUP 2 ¢ o |[D%u(z)|.
- C(Q2). Es el espacio de funciones de clase C7(), tales que todas sus

derivadas parciales, hasta el orden j, estdn acotadas y son uniformemente
continuas en {i. Es un espacio de Banach con la norma

”u“ci(ﬁ) = Mazr |a|<; SUP e 0 |D7P(2)|
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-8i0 < A< 1, CPAQ) es el espacio de funciones de clase C7(R), tales
que todas sus derivadas parciales, hasta el orden 7, son Hélder-continuas, con
exponente A. Es decir, para cada e, |a| < 7, la cantidad

| Deu(z) — D*u(y)|
|z~ y]*

SUP 2y € N, =Ry
es finita. Es un espacio de Banach con la norma
lullgingy = Ilullesa, +

| D*u(z) — D%u(y)|
|z — g}

+ MAT |o|<j SUP =,y €D, vy

Los teoremas de inmersién necesitan ademds una condicidn de tipo ge-
ométrico sobre el dominio {2. Esta condicion puede ser muy variada; por ejem-
plo, se puede suponer que la frontera de 2 es Lipschitziana, o que se verifica la
propiedad del cono. Aqui asumiremos en adelante, salvo que explicitamente se
diga otra cosa, que §2 es acotado y con frontera de clase C?; equivalentemente,
diremos que £ es un dominio regular.

TEOREMA 4.22 . Sea ! un abierto acotado y regular de R",
k€ NU{0} y 1 < p < co. Entonces se tienen las siguientes inmersiones:

Mk p m.g ; hid P
1) W () < Wa(), 5 k< 7, g€ lp, 2 |
2) Si k = —g, entonces Wmthe(Q1) «  Wm™(Q), para cualquier

g € [p,+00). .
Ademds, si p =1, entonces W™t — CL(Q).

3) Wrtke(Q) < CH(Q), si k > -Z-.
4) Si % < k < 14 'E’ entonces WmHe(Q) « C™A(Q), para
K
Ae (0,k— ).
( o) ) )
5) WrHkr(Q) < CmAQ), si k=1 + » yAe(0,1).

TeOREMA 4.23. Sea §) un abierto acotado y regularde R*, ke Ny 1<p<

co. Entonces se tienen las siguientes inmersiones coquzipa.ctas:
. n
1) Wm+k.?(ﬂ) — Wm.q(Q), sik < ; Yyqe [1, ;:%)
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C2) WHkB(Q) o s WD), si k = g y ¢ € [1,+00).
3) Wmkp(Q) o o C™(Q), si k > -;f.
Si ademds, k- 1, entonces W™tEr s s C™A (D), para cualquier A €

0,6~ 2.

Respecto de las inmersjones satisfechas por los espacios Wy (), se tiene
que son validas todas las de los dos teoremas anteriores, reemplazando los cor-
respondientes espacios W™*7(Q) por WJ*t¥?(Q), sin necesidad de suponer
regularidad del abierto y acotado 2. Ademas, la acotacién de §2 no es necesaria
para las inmersiones continuas (Teorema (4.22)); en cambio, es imprescindible
para las inmersiones compactas, como se puede comprobar con ejemplos fa-
ciles en dimensién uno. Para el caso de dominios no acotados, son necesarias
condictones adicionales a las de tipo geométrico aqui impuestas, para tener
inmersiones compactas; por ejemplo, la llamada “casiacotacion” del dominio
Q.
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