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Prologo de Miguel de Guzman

La situacién ideal para el aprendizaje correcto en un campo cualquiera podria
consistir en colocarse junto a un experto y observarle en accién frente a los problemas
y temas centrales del campo. Que el experto fuese al mismo tiempo comunicando
generosamente a su alumno aquellas caracteristicas del campo que provocan en €l
mismo el entusiasmo, haciéndole participe de los caminos de su pensamiento en su
dedicacién al campo, sus idas y venidas para dar con el ataque correcto a cada uno de
los problemas, las fuentes de sus inspiraciones en el momento oportuno, los puntos
principales en los que se debe aplicar el esfuerzo en el indispensable trabajo en solitario
que cada cual ha de hacer para estructurar su propio pensamiento en torno a la materia
de que se trata,...

A continuacién deberia ser el aprendiz quien se enfrentara él mismo con los proble-
mas del campo, de forma gradual, ante la observacion atenta y discreta del experto, que
se convertiria ahora en un guia que con actitud comprensiva dejara hacer, insinuando
y tal vez sugiriendo en el momento oportuno los caminos adecuados, y alentando con
generosidad los esfuerzos de su alumno. De esta forma, ascendiendo desde las técnicas
mds simples hasta llegando posiblemente a afrontar los problemas abiertos que atin
nadie haya resuelto en la materia, el aprendiz se sentiria, tras el ejercicio persistente,
capaz de emular mds adelante por si solo los logros del experto.

Probablemente se han dado estas situaciones ideales de aprendizaje en la historia.
Alejandro Magno tuvo como preceptor a Aristételes y nos podemos imaginar cémo
seria el trabajo de Aristételes consagrado enteramente a la formacién de una mente
despierta como la de Alejandro. Mozart tuvo como iniciador a su padre Leopold, que
era ya un musico prominente. Blas Pascal tuvo como orientador, tanto en matemdticas
como en humanidades, a su padre Etienne Pascal, que fue él mismo un matemaético de
cierto renombre en su tiempo.

Las circunstancias normales del aprendizaje, naturalmente, no pueden colocar a
todos los alumnos en las condiciones descritas, pero siempre ha habido expertos que se
esfuerzan por acercarse de algiin modo a estas situaciones ideales de transmision de su
experiencia. Para los matemadticos las obras escritas por el gran Euler son sin duda un

modelo a seguir. Leyendo a Euler resulta bien claro lo mucho que €l gozaba, no sélo
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obteniendo resultados nuevos, sino también comunicando de la forma mas adecuada
posible a otros las matemdticas nuevas que €l descubria y también las encontradas
por otros muchos antes. Y este gozo se ha transmitido a generaciones de matemaéticos
que han experimentado en él, a distancia en el tiempo, al gran maestro de todos los
matematicos.

Pienso que la obra del profesor Antonio Cafiada sigue, en lo que es posible en una
obra escrita, las orientaciones adecuadas para un aprendizaje correcto. La motivacién
para el estudio de las series de Fourier puede provenir de fuentes diferentes, pero su
historia aina muchas de ellas. En ella se percibe cémo se entrelazan los esfuerzos e
intentos diversos de la matemadtica tanto para entender mejor el universo fisico en que
estamos inmersos como para escudrifiar los problemas apasionantes que se derivan del
examen profundo de los instrumentos mismos que se van creando para ello y que viene
a dar lugar al desarrollo esplendoroso del andlisis matematico en la actualidad. Desde
el “poema matemaético” en torno a la comprension del calor que fue el tratado inicial de
Fourier hasta el desarrollo actual de la teoria de ondiculas que se manifiesta tan fecundo
en el mundo de las aplicaciones mds diversas se puede experimentar la continuidad
del esfuerzo de los matematicos de varios siglos. Pienso por esto que la Introduccion
Histodrica con que se abre la obra estd muy en su lugar a fin de colocar al lector en una
buena atalaya para presentir la importancia del tema que se dispone a explorar, incluso
aunque en una primera lectura encuentre elementos que s6lo mds tarde serd capaz de
estimar mds certeramente.

La estructura de la presentacién, basada muy fundamentalmente en ejercicios bien
escogidos, graduados y orientados, vienen a constituir una novedosa y magnifica forma
de aproximacion a la forma ideal de aprendizaje que antes he comentado. Ensefiar bien
es conseguir que los alumnos aprendan. El profundo conocimiento del profesor Antonio
Cafiada sobre el andlisis matemadtico en general, y de los temas relacionados con las
series de Fourier en particular, junto con su entusiasmo por la transmision efectiva del
saber hacer y del conocimiento matemético a sus alumnos le ponen en condiciones
ideales para ser uno de esos profesores que ensefia bien y que es capaz de llevar a sus
lectores cerca de las fronteras de lo desconocido en el campo. Las notas colaterales de
acompanamiento al trabajo del lector, que aparecen a menudo en el texto en cursivas,
son una buena muestra de ese sentido de camaraderia que el aprendiz gustaria percibir
en el experto, si estuviera con él.

Estoy convencido de que la obra del profesor Antonio Cafiada, tanto por su contenido
como por las innovaciones metodoldgicas que presenta, constituye una aportacion muy

valiosa a la produccién matematica actual.

Miguel de Guzman
Madrid, julio 2001



Prologo del autor

En el libro que el lector tiene en sus manos trato de exponer, de manera elemental,
los hechos basicos de los métodos de Fourier y algunas de sus aplicaciones. Mis afios de
dedicacién a la Universidad me han mostrado que existe un interés creciente por estos
temas entre los estudiantes de Ciencias e Ingenieria, los cuales, ante la presencia (cada
vez mds generalizada) de los métodos de Fourier en sus estudios, estdn necesitados de
textos donde se les explique de manera sencilla, pero rigurosa, los principales conceptos
del tema. Este ha sido mi objetivo al escribir estas notas y, con la idea de que sean ttiles
al mayor nimero posible de personas, he procurado exponer los conceptos necesarios
para que puedan ser entendidos sin gran dificultad por aquellos que conozcan las
nociones bdsicas del Anélisis Real de una y varias variables.

El texto no esta estructurado como los libros usuales de Matematicas en el sentido de
exponer teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, etc. Entiendo que el aprendizaje de
una materia por el alumno debe ser todo lo activo que sea posible y de acuerdo con esta
idea, tal aprendizaje se propone aqui a través de la realizacion de ejercicios. Los hay de
clase muy diversa: desde aquellos donde se trata simplemente de aplicar una definicidn
dada a una situacién concreta hasta aquellos que constituyen en realidad “un buen
teorema”. En muchos de ellos (cuando lo he considerado necesario) se proporcionan
sugerencias escalonadas para que el lector los resuelva con éxito. He procurado no
seleccionar ejercicios repetitivos sobre una misma idea, sino mds bien aquellos que
ayudan a su clarificacion, o que nos motivan para continuar en nuestro estudio.

No he incluido figuras en el texto. Entiendo que esto es algo muy personal. Sin
embargo animo al lector de este libro a que dibuje, siempre que sea posible, las ideas
presentes en el mismo. Desde luego, esto debe ser un deber ineludible para cualquiera
que explique nuestra disciplina, puesto que en multitud de ocasiones es una ayuda
decisiva para entender los razonamientos formales ([22]). Tampoco he incluido en el
texto indicaciones sobre el uso de programas informdticos concretos para el célculo de
Series de Fourier. Los hay muy buenos y muy variados y no voy a recomendar ninguno
concreto. Ahora bien, es claro que el lector puede y debe usarlos, siempre que ello sea
posible. Si lo hace, quedara con toda seguridad mas convencido de los resultados que

se han probado de manera rigurosa.



VIII Proélogo del autor

El presente volumen estd notablemente ampliado respecto del que publicé la Univer-
sidad de Granada en 1.994 ([&]). Consta de una introduccién histérica y cuatro capitulos.
En el primero de ellos trato del espacio L2(a, b) y en el segundo de las Series de Fourier
de una variable. He introducido las Series de Fourier a partir del espacio L?(a, b); esto
creo que tiene indudables ventajas, pues el Capitulo I permite estudiar con detalle un
ejemplo importante de espacio de Hilbert de dimensién infinita, familiarizdndose el
lector con el concepto de base de tal espacio y haciendo un hincapié especial en la base
trigonométrica. El Capitulo II se dedica al estudio de aquellos aspectos de las Series de
Fourier que pueden ser ttiles en las aplicaciones (convergencia puntual, uniforme, etc.).
El capitulo III trata sobre la Ecuacién del Calor y el IV sobre la Ecuacién de Ondas.

Cada capitulo comienza con un repaso de las nociones previas necesarias que
considero deben conocerse para entender adecuadamente lo que sigue, para pasar a
continuacién a exponer un resumen de los resultados fundamentales.

En volimenes siguientes se tratardn otros temas tales como Series de Fourier en
varias variables, Transformada de Fourier en una y varias variables y aplicaciones, etc.

Mi m4s profundo agradecimiento a mi querido amigo y colega, el profesor Miguel de
Guzman Ozamiz, Catedratico de Andlisis Matematico de la Universidad Complutense
de Madrid, por escribir el prélogo de este libro. Para mi siempre ha constituido un
ejemplo a seguir en los aspectos docente e investigador. Su excepcional forma de
comunicar las ideas matemaéticas ha despertado en muchos de nosotros el interés por
escribir este tipo de obras.

También mi gratitud a mis amigos y colegas Camilo Aparicio, David Arcoya, José
Luis Gdmez, Juan Aurelio Montero, Javier Pérez, Francisco Roca, Salvador Villegas,
Armando Villena y Abderrahim Zertiti, quienes leyeron la versién original de estas
notas, realizando numerosos comentarios que han contribuido notablemente a mejorar
la redaccién final.

Por tltimo, sélo me queda agradecer de antemano cualquier opinién, critica o

sugerencia que los lectores estimen oportuno hacerme llegar sobre la obra presente.

Antonio Cafiada
Granada, Verano 2.001



Capitulo 1

Introduccion historica

Uno de los problemas mads interesantes del que se ocuparon los cientificos del Siglo
XVIIL, y que se presenta con relativa frecuencia en los problemas fisicos relacionados
con procesos oscilatorios, fué el que se conoce con el nombre de “El problema de la
cuerda vibrante”. Este, puede describirse en la situacién mas elemental posible, de
la siguiente forma: supongamos que una cuerda flexible se estira hasta quedar tensa
y que sus extremos se fijan, por conveniencia, en los puntos (0,0) y (i, 0) del eje de
abscisas. Entonces se tira de la cuerda hasta que ésta adopte la forma de una curva
dada por la ecuacién y = f(x) y se suelta. La cuestion es: ;Cuadl es el movimiento
descrito por la cuerda? Si los desplazamientos de ésta se hallan siempre en un mismo
plano y el vector del desplazamiento es perpendicular, en cualquier momento, al eje
de abscisas, dicho movimiento vendra dado por una funcién u(x,¢), donde u(x,t)
representard el desplazamiento vertical de la cuerda, en la coordenada x (0 < x < 1)
y el tiempo ¢ (¢ > 0). Por tanto, para cada valor fijo del tiempo ¢, u(x, t), como funcién
de x € [0, ], es la forma que tendria la cuerda en ese tiempo ¢ (como si tomadsemos
una fotografia de la vibracién de la cuerda en el tiempo t). El problema que se plantea

es obtener u(x, ¢) a partir de f(x).

El primer matematico que elabor6 un modelo apropiado para el anterior problema
fue Jean Le Rond d’Alembert. Bajo diversas hipétesis (referentes fundamentalmente a
que las vibraciones sean “pequeiias”), d’Alembert demostré en 1747 (Hist. de I’Acad.
de Berlin, 3, 1747, 214-219) (ver [39] y [41] para mas detalles), que la funcién u
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debe satisfacer las condiciones:

0%u(x, 1) 0%u(x, 1)
T = 8x—2, 0<x< T, > 0

u(x,0) = f(x), 0<x<m

(1.1)
du(x,0)
_ = O, 0 <x=<mx
ot
u@©,t) = u(@r,t)=0, t>0

La primera condicién en (1.1) es una ecuacion en derivadas parciales de segundo
orden, conocida con el nombre de Ecuacién de Ondas. La segunda relacién representa
la posicién inicial de la cuerda, mientras que la tercera significa que la velocidad inicial
de la misma es cero (recordemos que, una vez llevada a la posicién f(x), la cuerda se
suelta). La ultima relacidn expresa el hecho de que, para cualquier tiempo, la cuerda se

mantiene fija en sus extremos.

D’Alembert demostrd también que la solucién de (1.1) viene dada por
1 - -
u(x.0) = (40 + flx =) (1.2)

donde f es “una extension conveniente de la funcion f.”

De manera mds precisa, y con el lenguaje de hoy en dia, el resultado de d’Alembert
([39], [41]) confirmé que la posicién futura de la cuerda estd completamente determina-
da por su posicion inicial (véase, si es necesario, el Capitulo IV para las notaciones y la
demostracion del resultado que sigue):

Sea f € C?[0,n], tal que f(0) = f(n) = f"(0") = f”(x~) = 0. Entonces
(1.1) tiene una tinica solucién u de clase C2(Q)NC1(RQ), donde Q = (0, 7)x (0, +00).
Ademads u viene dada por la férmula (1.2), donde f es la extension a R (conjunto de

los ndmeros reales), impar y 2 —periddica de la funcién f.

No se conoce con exactitud la manera en que d’Alembert llegé a la férmula (1.2),

pero un camino muy probable pudo ser el siguiente: el cambio de variables £ =
0%u(x, 1) . 0%u(x, 1)
02 9x2

= 0. Las soluciones de esta ultima ecuacién son trivialmente de la forma

X +t, u = x —t, transforma la ecuacién
9%u

o0&
u(, n) = F(¢) + G(u). Combinando esta dltima relacion con las otras condiciones

, en otra mds simple:

en (1.1), se puede llegar a intuir la forma (1.2) que tiene la solucién de (1.1) .
La interpretacidn fisica de la solucion dada por d’Alembert es muy interesante: La

1 -~
funcién > f(x + t) representa una onda (una solucién de la ecuacién de ondas) que



1 ~
se desplaza hacia la izquierda con velocidad 1 (la grafica de la funcién 3 f(x+1)se
1 -~
consigue trasladando hacia la izquierda, en ¢ unidades, la grafica de la funcién 5 f(x).

Anélogamente, la funcion l f (x — t) representa otra onda que se desplaza hacia la
derecha con velocidad 1. De este modo, la solucién de (1.1) es la superposicién de dos
ondas, una de las cuales se desplaza hacia la izquierda y otra hacia la derecha, ambas
con velocidad 1. Por este motivo se dice que la férmula (1.2) se ha obtenido usando el
Método de propagacion de las ondas.

La férmula (1.2) fue también demostrada por Euler (Mora Acta Erud., 1749, 512-
527), quien diferia fundamentalmente de d’Alembert en el tipo de funciones iniciales f
que podian tenerse en cuenta. De hecho, estas diferencias pueden considerarse como
una de las primeras manifestaciones escritas sobre los problemas que ha llevado consigo
la definicion de la nocién de “funcidén”, un concepto que hoy en dia presumimos de
tener muy claro. Mientras que para d’Alembert, f deberia tener una férmula concreta o
expresion analitica, Euler defendia que no habia ninguna razén fisica para no admitir
como posiciones iniciales f a aquellas que, en diferentes partes de [0, ], viniesen
definidas por expresiones distintas, siempre que al considerarlas unidas, la posicién
inicial resultante tuviese una apropiada regularidad.

Parece ser que tal discusion entre d’Alembert y Euler provenia del hecho de que en
su tiempo se admitia que cada funcién daba lugar a una gréfica, pero no reciprocamente
(cuando la gréfica considerada tenia diferentes expresiones en distintos intervalos). En
resumen, Euler defendia que cualquier grafica podia considerarse como curva inicial,
tesis que no era compartida por d’Alembert.

Otra manera de obtener la solucién del problema (1.1), completamente distinta de la
vista anteriormente, fue propuesta por Daniel Bernouilli en 1753 (Hist. de I’Acad. de
Berlin, 9, 1753, 147-172; 173-195). La idea clave es obtener la solucién de (1.1) como
superposicioén de ondas més sencillas, concretamente aquellas que son de la forma

Un(x,t) = sen(nx)cos(nt), Vn e N, (1.3)

donde N es el conjunto de los nimeros naturales. Para cada tiempo ¢ fijo, la anterior
funcién es un maltiplo de la funcién sen(nx), que se anula exactamente en n — 1
puntos del intervalo (0, ). Asi, si pudiésemos observar la vibracion de la cuerda
correspondiente a las ondas uy, tendriamos n — 1 puntos, llamados nodos, en los que la
cuerda se mantendria constantemente fija en el eje de abscisas (como en los extremos
del intervalo [0, r]). Entre dichos nodos, la cuerda oscilaria de acuerdo con (1.3) .
(Cémo concibid Bernouilli la idea anterior? Parece ser que una posibilidad es que
usase sus conocimientos musicales. Para ello se bas6 en que el sonido que emite una

cuerda vibrante es, en general, superposicion de arménicos, es decir, superposicién
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de funciones de la forma u,(x,t). Tales funciones representan, para n = 1 el tono
fundamental y para n > 1 sus arménicos, y desde el punto de vista musical se corres-
ponden con los tonos puros. Asi, Bernouilli afirmé que cualquier sonido que produjese
la vibracién de la cuerda debe ser superposicion de tonos puros. Desde el punto de vista

matematico, ello significa que la solucién de (1.1) debe poder representarse de la forma:

u(x,t) = Z a, sen(nx)cos(nt), (1.4)

n=1

donde los coeficientes a, han de elegirse adecuadamente para que se satisfagan todas

las relaciones de (1.1) .

Para tranquilidad de los matematicos, diremos que hay otra manera de llegar a la
expresion anterior. No obstante, esta segunda forma, que es posible que fuese también
usada por Bernouilli, no permite, desde el punto de vista intuitivo, pensar que (1.4)
es posible, al menos en una primera impresién. A pesar de ello, como todo en esta
vida tiene ventajas e inconvenientes, parece ser que este segundo punto de vista fue
importantisimo en el estudio por parte de Fourier, del problema de la conduccién del
calor, que trataremos posteriormente. El punto de partida de este otro planteamiento
puede ser la siguiente pregunta elemental: ;Cudles son las soluciones més sencillas
posibles de (1.1) ? Creo que estaremos de acuerdo en que, al ser la solucién de (1.1) una
funcién u(x, ¢) de dos variables, tales soluciones sencillas han de ser producto de una
funcién de x por una funcién de ¢; es decir, u(x,t) = X(x)Z(¢), o lo que es lo mismo,
funciones con variables separadas. Derivando y sustituyendo, de manera formal, en

(1.1), llegamos a los dos problemas siguientes de ecuaciones diferenciales ordinarias:
X"(x) + AX(x) =0, x € (0, 7), X(0) = X(r) = 0, (1.5)

T"(1) + AZ({t) =0, t > 0. (1.6)

En la expresion anterior, A hace el papel de pardmetro real.

Es sencillo probar ([14]) que (1.5) tiene solucién no trivial si y solamente si A €
{n?, n € N}. Ademis, si A = n?, para algiin # natural, el conjunto de soluciones de
(1.5) es un espacio vectorial real de dimensién uno, engendrado por la funcién sen(nx).
Anilogamente, para A = n2, el conjunto de soluciones de (1.6) es un espacio vectorial
real de dimension dos, cuya base la constituyen las funciones cos(nt), sen(nt).

Disponemos por tanto de un procedimiento que nos permite calcular infinitas
“soluciones elementales” de la ecuacion de ondas, a saber, las funciones de la forma
anup, donde a, € Ry u, sedefine como en (1.3) . Es trivial que, si la posicién inicial f

de la cuerda, en (1.1), es algtin multiplo de sen(zx) (o una combinacidn lineal finita de



funciones de este tipo), entonces la solucion buscada de (1.1) es un multiplo adecuado
de u, (respectivamente, una adecuada combinacién lineal de funciones de esta forma.
Es curioso poner de manifiesto que este hecho era conocido por Euler, como manifesto
Bernouilli en su trabajo. Sin embargo, Euler traté sélo el caso de superposiciones finitas.
Véase el Capitulo IV para detalles).

Ahora bien, f no es, en general de la forma justo mencionada, pero, y ahora viene
la pregunta clave: ;Serd posible obtener la solucién de (1.1), para cualquier f dada,
como superposicion de las anteriores soluciones sencillas u, ? Esto es lo que propuso

Bernouilli.

Si la solucidén propuesta por Bernouilli fuese correcta, ello obligaria a que

u(x,0) = Z ay sen(nx)
n=1

y por tanto a que

fx) = Z ayp sen(nx), V¥ x € [0, «], (1.7
=1

para “una adecuada eleccidn de los coeficientes a;,”.

Por favor, meditese un largo rato si (1.7) es intuitivo o no, para poder valorar

adecuadamente la aportacion de Bernouilli.

Las ideas expuestas por Bernouilli en el trabajo mencionado, no tuvieron aceptacion
en su tiempo. En particular, recibié duras contestaciones por parte de d’Alembert 'y
Euler quienes no admitian que cualquier funcién con una expresion analitica pudiera
representarse en la forma (1.7) (d’Alembert) ni menos aun cualquier funcién (Euler).
Representativo de esto que decimos puede ser el articulo de d’Alembert titulado “Fonda-
mental” contenido en el volumen séptimo de la famosa “Encyclopédie”. De manera mas
precisa, la parte derecha de (1.7), suponiendo que fuese convergente, era para Euler una
funcién, mientras que la parte izquierda podria representarse mediante varias funciones,
en diferentes intervalos. La controversia se prolongé durante afios sin llegarse a ningin
acuerdo, pues Daniel Bernouilli seguia firme en sus ideas, argumentando que en (1.7)
hay “suficientes coeficientes” como para poderlos elegir, de tal manera que (1.7) se

cumpla. Por tanto, para Bernouilli, (1.4) representaba la “solucién general” de (1.1) .

El tiempo ha demostrado que estaba mds cerca de la verdad Bernouilli que Euler.
De hecho, hoy en dia el resultado siguiente, que se demostrard en el Capitulo IV, forma

parte de cualquier curso elemental de Ecuaciones en Derivadas Parciales ([39], [41]):
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Sea f € C3[0,n], tal que f(0) = f(x) = f"(07) = f"(x~) = 0. Entonces
(1.1) tiene una tinica solucion u de clase C*(Q2) N CY(Q), donde Q@ = (0, 7) x
(0, +00). Ademds u viene dada por la formula (1.4), donde

anp = E[n f(&)sen(nf) d&, Vn e N. (1.8)
T Jo

Es usual, al explicar en los cursos actuales el problema (1.1), hacerse la siguiente
pregunta: ;Cudl de los dos resultados anteriores es mejor (el de d’Alembert o el de
Bernouilli)? Obviamente, el matematico preocupado por tener la mayor generalidad
posible dirfa que, sin duda, el primero de ellos, pues exige a la condicién inicial f
menos regularidad. Este es el motivo por el que el segundo resultado ha sido en cierta
forma relegado de los libros de texto sobre el tema. Sin embargo, al matematico al
que le importe mds obtener la solucién de (1.1) de la manera més explicita posible, le
parecerd mejor el segundo resultado. Es claro que no hay uno mejor que otro: ambos se
complementan. El primero de ellos muestra, para f € C2[0, rr], la existencia y unicidad
de solucién de (1.1), proporcionando una manera tedrica de construirla, mientras que
el segundo afirma que si “ f es mejor”, también la solucién se puede “representar
mejor”. De lo que no nos cabe ninguna duda es de que, limitar la discusion docente
a este aspecto, sin ninguna referencia historica a los trabajos de d’Alembert, Euler'y
Bernouilli, es tremendamente pobre para la formacién cientifica del alumno, que no
tiene asi la oportunidad de conocer la filosofia tan diferente que se encuentra presente

en los dos resultados.

Hubo que esperar 54 afios hasta que las ideas de D. Bernouilli fueron tomadas en
cuenta por el barén Jean Baptiste-Joseph Fourier, matemadtico y fisico francés, quien,
entre otras actividades, acompaiié a Napoleén en calidad de cientifico, en la campafia
de éste a Egipto. Alli, como secretario del “Instituto de Egipto”, hizo gala de una gran

competencia en diversos asuntos administrativos.

Al regresar a Francia, y como profesor de Andlisis de la Escuela Politécnica Fourier
se intereso por la teoria de la conduccidn del calor en los cuerpos sélidos. En 1807
envid un articulo a la Academia de Ciencias de Paris, que trataba sobre dicho tema.
Mas concretamente, Fourier considerd una varilla delgada de longitud dada, digamos
7, cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya superficie lateral estd aislada.
Si la distribucidn inicial de temperatura en la varilla viene dada por una funcién f(x)
(se supone que la temperatura de la varilla en cada seccién transversal de la misma es
constante), ;cudl serd la temperatura de cualquier punto x de la varilla en el tiempo ¢ ?

Suponiendo que la varilla satisface condiciones fisicas apropiadas ([39]), demostré



que si u(x, t) representa la temperatura en la seccioén x y en el tiempo ¢ , entonces la

funcién u debe satisfacer:

2
M = M O<x<m O<t<T,

0x2 ot

u(©0,1) = u(wr1)=0, 0<t<T, (1.9)
u(x,0) = fx), 0<x<m.

La primera condicién en (1.9) es una Ecuacién en Derivadas Parciales de segundo
orden, conocida con el nombre de Ecuacién del Calor. La segunda significa que la
temperatura, en los extremos de la varilla, se mantiene a 0° centigrados en cualquier
tiempo, mientras que la dltima relacion representa la distribucion inicial de temperatura

en la varilla considerada.

Partiendo de las ideas de Bernouilli, para la ecuacién de ondas, Fourier buscoé las
soluciones mds sencillas que puede presentar la ecuacién del calor: aquellas que son
de la forma u(x,t) = X(x)P(t). Imponiendo la condicién de que tales funciones
satisfagan, formalmente, dicha ecuacién, obtenemos, como en el caso de la ecuacién de
ondas, los dos problemas siguientes de ecuaciones diferenciales ordinarias (Capitulo
11D):

X"(x)+ puX(x)=0, x € (0,7), X(0) = X() =0, (1.10)

P'(t)+puP(t)=0,0<t<T. (1.11)

En la expresion anterior, u hace el papel de pardmetro real. Como antes, (1.10) tiene
solucién no trivial si y solamente si i € {n%, n € N}. Ademds, si 4 = n?, para algin
n natural, el conjunto de soluciones de (1.10) es un espacio vectorial real de dimensién
uno engendrado por la funcién sen(nx). Andlogamente, para i = n2, el conjunto
de soluciones de (1.11) es un espacio vectorial real de dimensién uno, cuya base la
constituye la funcién exp(—n2t).

Asi, disponemos de un procedimiento que nos permite calcular infinitas “soluciones
elementales” de la ecuacion del calor, a saber, las funciones de la forma a, v, , donde

an € Ry vy, se define como
v (x,1) = exp(—n>t) sen(nx). (1.12)

Es trivial que si la distribucién inicial de temperatura f, es algin multiplo de sen(n.x)
(o una combinacion lineal finita de funciones de este tipo), entonces la solucién buscada

de (1.9) es un multiplo adecuado de v, (respectivamente, una adecuada combinacién
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lineal de funciones de esta forma; véase el Capitulo III para detalles).

Ahora bien, f no es, en general de la forma justo mencionada, pero, y aqui demostrd
Fourier, como Bernouilli, una enorme intuicién, ;serd posible obtener la solucién u de
(1.9), para cualquier f dada, como superposicion de las anteriores soluciones sencillas
vn ? Es decir, ¢ sera posible elegir adecuadamente los coeficientes a; tal que la tinica

solucién de (1.9) sea de la forma

u(x,t) = Z an exp(—n’t) sen(nx). (1.13)

n=1

Fourier afirmé en su articulo que esto era asi. Observemos que nuevamente llegamos
a que, entonces, se ha de satisfacer la relacién (1.7). Tenemos la misma cuestién para
dos problemas completamente diferentes, el problema (1.1) y el problema (1.9). Sin
embargo, es de justicia mencionar que Fourier, a diferencia de Bernouilli, alcanzé la
féormula (1.8) para el célculo de los coeficientes a, (aunque la forma en que lo hizo
fue uno de los puntos més criticado por los matemdticos de la época), llamados desde

entonces coeficientes de Fourier.

El articulo de Fourier fue estudiado por Lagrange, Laplace y Legendre y fue recha-
zado por la Academia Francesa, basicamente por la manera en que dedujo la ecuacién
del calor y por la falta de rigor en la obtencion de sus conclusiones (siempre segtin
la opinién de los académicos citados). No obstante, los miembros de tan prestigiosa
institucion estaban convencidos de la importancia que tenian los problemas relacionados
con la propagacion del calor y, los resultados tedricos presentados por Fourier tenian
una gran concordancia con diversos experimentos llevados a cabo previamente. Por
este motivo, convocaron un premio sobre el tema. Dicho premio fue otorgado a Fourier
en 1812, pero a pesar de esto, los miembros de la Academia seguian criticando su
falta de rigor, de tal manera que, aunque obtuvo el citado premio, Fourier no consiguié
el propédsito de publicar su trabajo en la célebre serie “Mémoires” de la Academia
Francesa.

Fourier, haciendo gala de un gran tesén, sigui6 trabajando en el tema y en 1822
publicé su famoso libro Théorie Analytique de la Chaleur, Firmin Didot, Pere et
Fils, 1.822, Paris, donde incorporé parte de su articulo de 1812 practicamente sin
cambio. Este libro es actualmente una de las obras Clasicas en Matematicas.

Dos afios mas tarde consigui6 el cargo de Secretario de la Academia Francesa'y al
fin pudo publicar el mencionado articulo en la serie “Mémoires”.

La Historia ha dado la razén a Fourier, como se muestra en el siguiente resultado,
que se demostrard con detalle en el Capitulo III y que forma parte hoy en dia de

cualquier curso de introduccién a las Ecuaciones en Derivadas Parciales ([39], [41]):

Sea f € CY0,n], tal que f(0) = f(;) = 0. Entonces (1.9) tiene una iinica



solucion u € CH(2) N C2(Q) N C(Q) (de clase C, respecto de t, C? respecto de x
y continua en ), donde Q = (0, ) x (0, T]. Ademds, dicha solucién viene dada por

la formula (1.13) donde los coeficientes ay estdn definidos en (1.8).

Problemas distintos de los aqui considerados, conducen a la posibilidad de desarro-
llos similares a (1.7). Por ejemplo, el problema de las vibraciones de una cuerda libre
en sus extremos ([41]), nos plantea la cuestion de si serd posible desarrollar una funcién

dada f, definida en [0, ], en una serie de la forma

bo

fx) = 5 + Z bn cos(nx), ¥ x € [0, ] (1.14)

n=1

para coeficientes b, adecuados. Muchos problemas de naturaleza periddica dan lugar a
plantearse la cuestion de si se podra obtener, para una funcién f, definida sobre [—, 7],

un desarrollo de la forma

f(x) = % + Z (an sen(nx) + b, cos(nx)), Vx € [-m, 7] (1.15)

n=1

La posibilidad de obtener una respuesta afirmativa a las anteriores cuestiones es,
cuanto menos en una primera impresion, aparentemente dificil y porqué no decirlo,
descabellada. No es pues de extrafiar la reaccion de d’Alembert y Euler ante las afirma-
ciones de Bernouilli, y de los miembros de la Academia Francesa ante las afirmaciones
de Fourier. Sin embargo, aunque de manera lejana en sus planteamientos y en su origen,
el problema tiene algo de similitud con el desarrollo infinito de Taylor de una funcién
suficientemente regular, pues en ambos casos se trata de desarrollar una funcién dada
en una serie, utilizando para ello funciones “mads sencillas”: los polinomios en el caso
de la férmula de Taylor y las funciones trigonométricas en los casos de las férmulas
(1.7), (1.14) y (1.15) . Es claro que hay también diferencias fundamentales entre ambos
propdsitos, que se observan no sélo en el origen del problema sino también en su
posterior desarrollo. Pero es evidente que en los siglos XVIII y XIX, ya nadie dudaba de
la utilidad del desarrollo de Taylor. Se puede consultar la referencia [ 18] para apreciar
con detalle algunas de las relaciones mds curiosas e importantes entre las series de

Taylor y de Fourier.

Las ideas expuestas por Fourier en el libro citado plantearon de manera inmediata
innumerables interrogantes. Algunos fueron los siguientes: dada una funcién real f
definida en [0, 7] (0 en [—7, 7]), ¢ serd posible encontrar coeficientes a, o b, adecuados
tales que se tenga el desarrollo (1.7), 6 (1.14) 6 (1.15) ?, ;cuéles son las expresiones

concretas de tales coeficientes?, ;en qué sentido se tiene la anterior convergencia?, ;qué
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tipos de problemas pueden resolverse usando las anteriores ideas? La lista de preguntas

seria interminable...

Las cuestiones anteriores han originado, a lo largo de casi dos siglos, gran cantidad
de investigacion y han sido muchas las partes de la Matematica que se han desarrollado
a partir de ellas. Comentar, incluso sélo las mds significativas, seria demasiado largo.
Sin embargo, no nos resistimos a mencionar algunas de las que mas nos han llamado la

atencion.

Comencemos con el tema de la existencia de funciones continuas no derivables
(esto podra parecer obvio a muchos lectores; por favor, sigan leyendo).

Las nociones de continuidad y diferenciabilidad de una funcién real de variable real
estan hoy en dia perfectamente establecidas y, ya desde la ensefianza secundaria, los
alumnos distinguen claramente ambos conceptos. Sin embargo, histéricamente no ha
ocurrido asi. De hecho, el primitivo concepto de derivada debido a Newton y Leibniz era
bastante mas complicado de expresar del que conocemos en la actualidad. Fue Cauchy
quien, unificando las notaciones de Newton y Leibniz, y basado en una definicion
anterior de Bolzano de 1.817, introdujo, en 1823 (Résume des lecons, OEuvres, (2),4,
22), la definicidn que hoy en dia se da en todos los libros de texto

S+ Ax) — f(x)

‘(x) = i 1.16
S = Ax (110

Durante bastante tiempo se estuvo convencido de que cualquier funcién continua debia
ser derivable, excepto posiblemente en conjuntos “aislados” de puntos. Pero, insistamos,
(en cuantos puntos puede una funcién continua no ser derivable? La respuesta a esta
pregunta estuvo relacionada desde el principio con la siguiente cuestion sobre series
de Fourier: ;en cudntos puntos puede no converger la serie de Fourier de una funcién
continua dada? De hecho, después de la publicacion, en 1.822, del libro de Fourier,
Dirichlet se ocup6 durante varios afios del problema de la convergencia de las series
de Fourier, dando, por primera vez de forma rigurosa, un conjunto de hipétesis para
garantizar la convergencia de las mismas (Jour. fiir Math., 4, 1.829, 157-69). Este
conjunto de hipétesis incluia la continuidad. Durante aproximadamente los cincuenta
afios siguientes, se pensd que la continuidad de la funcién deberia ser suficiente para la
convergencia de su serie de Fourier. Sin embargo, algunos matematicos sospechaban
que ello no debia ser asi y todo ello motivé el estudio de funciones “raras” en el sentido
de que tales funciones fuesen continuas, pero no derivables “en el madximo nimero de
puntos posibles”.

El ejemplo que comenzd a poner las cosas en su sitio es debido a Riemann (Abh.
der Ges. der Wiss. zu Gott., 13, 1.868, 87-132; Werke, 227-64), quien en esa época
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estaba tratando, entre otras cosas, la posibilidad del desarrollo de una funcién dada en
serie trigonométrica. El concepto de serie trigonométrica, mas general que el de serie

de Fourier, es el de una serie de la forma

o0
%0 + ; (apn sen(nx) + by cos(nx)) 1.17)
donde a;, b, son ndmeros reales, no necesariamente coeficientes de Fourier de alguna
funcién dada (los coeficientes de Fourier, se definen dependiendo de la serie considerada:
por ejemplo, para el caso del desarrollo (1.7), los coeficientes de Fourier se definen
en (1.8) . Formalmente, para obtener a, se multiplican ambos lados de (1.7) por la
funcién sen(nx), y se integra término a término, en el intervalo dado, la serie asi
obtenida. Utilizando el hecho de la ortogonalidad de las funciones sen(mx), m € N,
en el intervalo [0, 7], se obtiene ;. Andlogo razonamiento se aplica para calcular los
coeficientes de Fourier de los desarrollos (1.14) y (1.15). Esto se verd con detalle en el
Capitulo II).

Riemann defini6 una funcién f, integrable en cualquier intervalo real finito, pero
que tiene un conjunto infinito de discontinuidades en cualquier intervalo real no trivial.
Una primitiva cualquiera de f', es continua en cualquier punto de R, y sin embargo no
es derivable en ningdn punto de discontinuidad de f (véanse [24] y [30] para detalles).

Posteriormente, Weierstrass (Jour. fiir Math., 79, 1.875, 21-37), estudiando el tipo
de funciones que podian representarse o desarrollarse en serie de Fourier, presentd
en 1.872 un ejemplo sorprendente a la Real Academia de Ciencias de Berlin: una
funcidn real, de variable real, continua en cualquier punto y no derivable en ninguno.

Concretamente, el ejemplo de Weierstrass estd dado por la funcién

f(x) = Z b" cos(a" mx), (1.18)

n=0

donde 0 < b < 1, y a es cualquier entero impar tal que ab > 1 + (37/2) (aqui tiene el

lector un buen ejercicio de Andlisis Real).

Puede pensarse, de manera intuitiva, que el tipo de funciones anteriores es excep-
cional. Nada més lejos de la realidad. El Andlisis Funcional, la disciplina matemadtica
por excelencia del siglo XX ([17]), permite probar que las anteriores situaciones son
las que “usualmente cabe esperar” (aunque, gracias a Dios, no encontrar, puesto que
no es facil definir funciones del tipo anterior). ;Cémo es esto? La herramienta clave
para entenderlo es lo que se conoce con el nombre de Teorema de la Categoria de Baire
(Baire, Ann. di Mat., (3),3, 1.899, 1-123), que comentamos a continuacion.

Sea X un espacio de Banach real cualquiera (es decir un espacio vectorial real,
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dotado de una norma ([6]), tal que cualquier sucesién de Cauchy es convergente). Si
M C X, diremos que M es de primera categoria en X, si y solamente si, M es alguna
unién numerable de subconjuntos M, de X tales que cada M,, verifica la propiedad
int M,, = @, donde int M, denota el interior de la clausura de M, y @ indica el
conjunto vacio. Por ejemplo, cualquier subconjunto numerable de X es de primera
categoria.

Un subconjunto M de X se dice de segunda categoria en X, si M no es de primera
categoria en X. Intuitivamente, los conjuntos de segunda categoria “deben contener
muchos mas elementos” que los de primera categoria.

Consideremos ahora X = C([a, b], R), es decir, el espacio de Banach de las fun-
ciones reales y continuas, definidas en un intervalo dado [a, b] de R, con la norma

uniforme. Mds precisamente,

X ={f :[a,b] = R, f continuaen [a, b]}

A1l = xrer%%] SN} ¥V feX

Sea
M ={fe€X:3Ix.e€[0,1): existe f'(xx+)}

Pues bien, puede probarse que el conjunto M es de primera categoria en X ([43]) y por
tanto X \ M es de segunda categoria en X. En definitiva, lo que en principio puede
pensarse que es excepcional (que existan funciones como las encontradas por Riemann

y Weierstrass), resulta que es lo usual.

En lo que respecta a las series de Fourier de funciones continuas, Du Bois-Reymond
(Nachrichten Konig, Ges. der Wiss. zu Gott., 1.873, 571-82), di6 en 1.873 un ejem-
plo de una funcién continua cuya serie de Fourier no convergia en un punto particular.
Es maés, construyé un ejemplo de una funcién continua tal que su serie de Fourier no
convergia en un conjunto denso de puntos. Llegados aqui, la pregunta puede ser: ;jen
cudntos puntos puede no converger la serie de Fourier de una funcién continua? Hubo
que esperar hasta 1.966, afio en que Carleson demostré que se da la convergencia salvo
posiblemente en un conjunto de medida de Lebesgue nula ([11], [12]). Para redondear
el tema, Kahane y Katznelson probaron, también en 1966, que dado cualquier conjunto
A de medida nula existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en cada
punto de A ([28]).

La teoria de conjuntos de Cantor, base y fundamento de lo que se conoce con el

nombre de Matemadtica moderna, estuvo en buena parte motivada por el estudio de los
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puntos de convergencia o divergencia de las series trigonométricas. Fue este problema lo
que llevo a Cantor a definir algunas de las primeras nociones de Topologia conjuntista,

como las de conjunto cerrado y punto de acumulacién.

En efecto, cuando Cantor comenzé a trabajar en la Universidad de Halle, otro
colega, Heine, estaba interesado en aquella época en la cuestion de la unicidad de
la representacion de una funcién dada en serie trigonométrica. Mds concretamente,
si suponemos que la serie (1.17) es convergente, en todos los puntos del intervalo
[, 7] a una funcién f(x), la cuestion era: ;serd tnica la representacion de f en serie
trigonométrica ? La respuesta afirmativa a esto es equivalente al hecho de que si la serie
trigonométrica (1.17) es convergente a cero en todos los puntos de [—, ], entonces

todos los coeficientes deben ser cero.

Cantor prob6 (Jour. fiir Math., 72, 1.870, 139-42) que ello era asi y que incluso,
se puede renunciar a la convergencia de la serie en un conjunto finito de puntos. La
pregunta que Cantor se hizo a continuacién era obvia: ;jen cuintos puntos podemos
renunciar a la convergencia de la serie dada y sin embargo seguir teniendo el mismo
resultado de unicidad? Segiin mis conocimientos, este problema sigue sin resolverse
hoy en dia en toda su generalidad, a pesar de que se han realizado numerosos estudios
sobre ello, comenzando por varios de Cantor, el primero fechado en 1.871 (Jour. fiir
Math., 73, 1.871, 294-6). En este trabajo Cantor demostr6 que el conjunto de puntos
excepcionales, es decir, aquellos donde no se tiene necesariamente convergencia de
la serie trigonométrica, puede estar formado por infinitos elementos, siempre que tal
conjunto sea “de orden finito”. ;Cémo definié Cantor el orden de un conjunto? De la
siguiente manera: dado cualquier subconjunto £ de nimeros reales, Cantor introdujo
el concepto de punto de acumulacién de E, tal y como se entiende hoy en dia. Al
conjunto de todos los puntos de acumulacién, conjunto derivado de E, lo not6 por
E’. Andlogamente puede definirse el segundo conjunto derivado de E, E”, como el
conjunto derivado de E’, y asi sucesivamente. Claramente se tienen las inclusiones
...E" C E” C E’. Entonces, un conjunto es de orden finito si algin derivado suyo es
finito. También Cantor definié los conjuntos cerrados como aquellos que contienen a su
derivado. Demostré ademds que un conjunto de orden finito es o finito o puede ponerse
en correspondencia biyectiva con el conjunto N de los nimeros naturales. A estos
dltimos conjuntos les di6 el nombre de infinitos numerables, interesdndose a continua-
cion por la existencia de subconjuntos de niimeros reales infinitos no numerables, para
seguir con el estudio de subconjuntos del espacio R”. Por cierto, que posteriormente
fue demostrado que cualquier conjunto numerable es vilido también como conjunto
de puntos excepcionales donde puede fallar la convergencia de la serie trigonométrica
considerada y seguir teniendo la representacién tinica. También se han dado ejemplos

de conjuntos excepcionales no numerables ([45]).
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Resumiendo, los problemas planteados por la representacién dnica de funciones
en series trigonométricas, tuvieron una influencia decisiva en el interés de Cantor
por estudiar de manera cuidadosa las propiedades de subconjuntos de nimeros reales
relacionadas con el nimero de sus elementos, lo que origind en gran medida la creacion

de la teoria de conjuntos.

Como ya hemos mencionado, las férmulas para calcular los coeficientes de Fourier
fueron obtenidas por el mismo Fourier, aunque de manera no muy rigurosa. Por ejemplo,

para el desarrollo (1.15) se tiene (véase el Capitulo II)

ap = l /ﬂ f(x)sen(nx) dx, b, = l /n f(x)cos(nx) dx. (1.19)
b A - T J_x

Para el caso en que f es una funcidn continua, era suficiente el concepto de integral
dado por Cauchy, para la existencia de los anteriores coeficientes. Cauchy uso, para la
definicion de la llamada integral de Cauchy (para funciones continuas), lo que hoy en

dia se conoce con el nombre de sumas de Riemann; es decir, sumas de la forma

Y FED (i —xic), (1.20)

i=1

donde x9g = —7 < X1 < ... < X, = 7 es cualquier particion del intervalo [—m, ] y
Xi—1 <& <x;,1<i <n.

Aunque de manera no totalmente rigurosa, pues no expuso explicitamente el con-
cepto de continuidad uniforme, Cauchy demostré que si f es continua en [—, 7], las
anteriores sumas tendian a un limite (tinico), llamado la integral de la funcion, si las

longitudes de todos los subintervalos de la particién considerada tendian a cero.

Riemann también se interesé en el tema de las series trigonométricas. El dijo que
era importante, al menos para los mateméaticos aunque no necesariamente para las
aplicaciones fisicas, establecer las condiciones mds amplias posibles bajos las cuales
tienen sentido las férmulas (1.19) . Introdujo asi lo que llamamos hoy en dia integral
de Riemann, cuya idea bésica es suponer sélo de partida la acotacién de la funcién f
tratada (no necesariamente continua) y establecer condiciones lo mas generales posibles
para que las sumas (1.20) tengan un tnico limite, cuando las longitudes de todos los
subintervalos de la particién considerada tienden a cero. Esto le permitié integrar
funciones con un ndmero infinito de discontinuidades, aunque como es conocido, hubo
que esperar a los trabajos de Lebesgue sobre la medida de un conjunto, para tener una
caracterizacion precisa de las funciones que pueden integrarse segin Riemann. De
hecho, la que se considera actualmente como “integral definitiva” en muchos aspectos,

es la introducida por Lebesgue en su tesis doctoral: “Intégrale, longueur, aire” (Annali
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di Mat. Pura Appl., 7, 1.902, 231-59). El punto de partida, respecto de la nocion de
integral de Cauchy o de Riemann es completamente diferente, pues lo que se intentaba
era medir, de alguna forma, el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién
dada.

Para ello, después de diferentes trabajos previos de Du Bois-Reymond, Harnack,
Stolz, Cantor, Peano, Jordan y Borel ([30]) sobre la medida de conjuntos, el paso
definitivo fue dado por Lebesgue, como ya hemos comentado, a principios de este siglo,
cuando introdujo la nocién de funcién medible.

Comentemos brevemente las ideas bésicas para el caso de una variable real.

La medida de un intervalo arbitrario [a, b] (6 [a,b), (a,b], (a,b)), u [a,b], es

b — a . Entonces, teniendo en cuenta que todo conjunto abierto de R se expresa, de

manera Unica, como una unién numerable de intervalos abiertos disjuntos ([4]), se tiene

que si G C R es abierto tal que G = U I;, podemos definir la medida de G, u(G),
ieN

o0
como, u(G) = Z w(1;) (esta suma puede ser infinita).
i=1
Dado un subconjunto cualquiera E C R se define la medida exterior, u*(E), como

w*(E) = inf{u(G) : E C G,G abierto}.

Sea ahora A C [a, b]. Diremos que A es medible si u*(A) +u*([a,b]\ A) = b—a.
En este caso, u*(A) es la medida de A y se indicard como p(A). No es dificil ver que
la medibilidad y la medida de A son independientes del intervalo elegido [a, b] tal que
A C[a,b].

Si A es tal que p(A) = 0, diremos que A es de medida nula. Cualquier subconjunto
numerable de [a, b] es de medida nula. No obstante, hay subconjuntos de medida nula
que no son numerables ([3]).

Una propiedad relativa a puntos de [a, b] diremos que se cumple casi por doquier
(c.p.d.) en [a, b] si el conjunto de puntos de [a, b] donde dicha propiedad no se verifica
es un conjunto de medida nula.

Una funcién f : [a,b] —> R es medible si para cualquier « € R el conjunto
{x € a,b] : f(x) > a} es medible. Si f,g : [a,b] —> R son funciones medibles
también lo son | f|,af (Yo € R) y f + g. Toda funcién continua casi por doquier es

medible. Si f es medibley f = g c.p.d. en [a, b], entonces g es medible.

Consideremos ahora cualquier funcién f : [a,b] — R medible y acotada. Sean
m = inflg p) f, M = supp, p) f y tomemos una particion cualquiera del intervalo
[m, M], P, definidapor P : m = yp < y1 < ... < yp = M. Definamos A; = {x €
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[a,b] 1 yj—1 = f(x) < y;},1 < j < n.Cada A; es medible. Consideremos las

sumas

n n
Sp=Y_ yim(A)). sp =Y yj—1i(4)).
1 1

La gran novedad de los estudios de Lebesgue consistié en que éste probd que las dos
cantidades

J = inf Sp. I = sup SP,
PeP(m,M)) PeP([m,M))

coinciden si, como ya hemos convenido antes, f es medible y acotada (P ([m, M])

denota el conjunto de todas las particiones del intervalo [m, M]). A este valor comin se

le denomina integral de Legesgue de f en [a, b] y se nota por f(x) dx. Merece la

a
pena observar con detenimiento que la filosofia de la integral de Lebesgue esta basada,

a diferencia de la de Riemann, en particiones de la imagen de la funcién f en [a, b].

Si f :[a,b] —> R es integrable Riemann, entonces f es integrable (en el sentido
de Lebesgue) y ambas integrales coinciden. El reciproco no es cierto. Ademas, si
f :a,b] — R es acotada, entonces f es integrable Riemann si y s6lo si el conjunto

de puntos de [a, b] donde f no es continua tiene medida cero.

La integral de Lebesgue puede también extenderse al caso de funciones no acotadas

y al caso en que la funcién considerada lo es de varias variables independientes ([3]).

La nocién de integral de Lebesgue permitié probar con gran generalidad muchas
conclusiones sobre series de Fourier que anteriormente eran conocidas para tipos
particulares de funciones (Lema de Riemann-Lebesgue, Igualdad de Parseval, criterios
de convergencia puntual, etc.). Ademas, muchos resultados de la teoria de integracion
de Lebesgue se expresan con una gran simplicidad y claridad respecto de las teorias
de integracién anteriores (Teoremas de convergencia, Teorema de Fubini, etc.), de
tal forma que el conocimiento de la teoria de la integral de Lebesgue es, hoy en dia,
imprescindible, para poder entender y presentar adecuadamente la teoria de series de
Fourier (Capitulo I).

En adelante, cuando hablemos de funciones integrables se entenderd siempre, salvo

que explicitamente se diga lo contrario, que lo son en el sentido de Lebesgue.

En la actualidad, la teoria de series de Fourier puede presentarse usando los concep-
tos y métodos del Andlisis Funcional. Mds concretamente, estd intimamente relacionada
con la integral de Lebesgue, los espacios de Hilbert (extension a dimension infinita de
la nocién de espacio euclideo finito dimensional R") y los operadores compactos y
autoadjuntos (extension, a dimensién infinita, de los endomorfismos de R” definidos
por matrices simétricas). Fue Hilbert quien identific6 una funcién dada f con sus coefi-

cientes de Fourier { f;,, n € N}. Estos coeficientes satisfacen, en general, la condicién
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o0
Z | fu]? < 400 (si f es de cuadrado integrable). Hilbert introdujo ademds el espacio
n=1
o0
I? de sucesiones de nimeros reales {a,}, tales que la serie Z lan|? es convergente.

n=1
Posteriormente, Riesz y Fischer demostraron la existencia de una aplicacion biyectiva

entre el conjunto de las funciones de cuadrado integrable L2 (a, b) (en un intervalo finito
dado (a, b)) y el conjunto /? (a cada funcién se le hace corresponder sus coeficientes
de Fourier). De esta manera, una funcién de cuadrado integrable puede ser considerada
como un elemento con infinitas coordenadas (sus coeficientes de Fourier) en un espacio
de dimensidn infinita (ver [30]). Esta abstraccidn permite, por una parte, comprender
mejor los métodos de Fourier; por otra, se consigue, sin apenas esfuerzo, una gran

generalidad. Exponemos a continuacién algunas de las ideas fundamentales.

El espacio L?(—x, ) (elegimos el intervalo (—, 7r) sélo por concretar), se define
Coglo el conjunto de funciones medibles f : [—m, ] — R, para las que la integral
/ f?(x) dx existe, en el sentido de Lebesgue, y es finita. Suponemos que dos
fu_nﬂciones son iguales si lo son c.p.d. en [, 77]. Este tipo de espacios fue introducido
por Riesz, en 1.907, en el estudio de ecuaciones integrales de Fredholm de segunda
especie, con nicleo no necesariamente continuo ([30]). Aquellos que tengan alguna
dificultad con la teoria de integracién de Lebesgue, deben tener en mente, en todo lo
que sigue, los dos tipos de funciones siguientes, que constituyen subconjuntos tipicos
de funciones de L2(—m, ) (véase el Capitulo I para los detales de las afirmaciones que

siguen):
1.- Las funciones f : [—m, 7] — R, que sean continuas.

2.- Las funciones f : [-m, 7] — R, que sean continuas en [—, 7], excepto

posiblemente en un nimero finito de puntos y que son, ademads, acotadas.

L?(—m, ) es un espacio vectorial real, con las operaciones usuales de suma de
funciones y producto de un ndmero real por una funcién. Ademds, su dimensién es
infinita; es decir, es posible encontrar subconjuntos de L?(—, ) que sean linealmente
independientes y conteniendo infinitos elementos (piénsese que las funciones polino-
miales son elementos de L?(—, 7). Ademds, si f, g € L?(—x, 7), se puede definir

el producto escalar de f y g como
/1
<fg== [ F@ee dx (121
-

Esto transforma a L?(—, 7r) en un espacio prehilbertiano. El teorema de Riesz-Fischer



18 Introduccion historica

muestra que, con la norma derivada del anterior producto escalar, es decir,
I fll =< f. f>Y2 ¥ fel?-nn), (1.22)

el espacio L?(—m, ) es completo. En definitiva tenemos que L2 (—, 1), con el produc-
to escalar (1.21) es un ESPACIO DE HILBERT REAL DE DIMEN SION INFINITA.

Es ciertamente satisfactoria la estructura algebraico-topolégica de L?(—, 7). Sin
embargo, este espacio encierra muchos misterios. Por ejemplo, ;qué significado tiene
la convergencia en el espacio L?(—m, 7)?, ;qué relacién tiene con la convergencia
puntual o uniforme? La respuesta se pone de manifiesto en el cuadro siguiente, que

indica, que, al menos, se ha de ser precavido:

{fa} = f en L?(—m,x)

X/
{fu} — f uniformemente en [, 7] A%
KN
{fu}— fc.pd.

(Después de leer detenidamente las relaciones anteriores, uno tiene la impresién de que

L?(—m, ) es atin més misterioso de lo que se crefa).

Otros espacios de Hilbert que conocemos, como el espacio euclideo R”, deben
gran parte de sus propiedades al hecho de que tienen una base. Ademads, tal base puede
elegirse siempre ortonormal. Esto facilita muchisimo su estudio, asi como el de ciertas
clases de funciones definidas entre estos espacios (por ejemplo, las funciones lineales u
homomorfismos) . La pregunta que 16gicamente cabe hacerse es la siguiente: ;tendra
Lz(—ﬂ, ) una base? Esto origina, a su vez, otras cuestiones tales como: ;cual seria
una definicién “adecuada” de base en L?(—x, r)?, ;cuédntas bases hay (si es que las

hay) en L2(—m, )?, ;qué ventajas tiene la utilizacién del concepto de base?; etc.

Para responder a las cuestiones anteriores, conviene que pensemos en los espacios
de Hilbert que conocemos: R, RZ, R3,--- etc. En R, una base estd formada por un ele-
mento no nulo (dicho elemento forma un subconjunto ortogonal de R); en R?, una base
esta formada por un subconjunto ortogonal con dos elementos (ninguno de los cuales
es nulo), y en general, en R”, una base estd formada por un subconjunto ortogonal de n
elementos, ninguno de los cuales es nulo (pensemos que cualquier subconjunto ortogo-
nal de R” es linealmente independiente y que el procedimiento de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt permite construir, a partir de un subconjunto linealmente independiente

{f1,--+, fm} de R, otro subconjunto ortogonal que engendra el mismo subespacio).
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En este caso, todo elemento de R” es combinacién lineal dnica de los elementos de la
base. Podemos pensar entonces lo siguiente: “Un subconjunto A de L?(—, ) que
sea ortogonal, se dird que es una base de L?(—, ) si todo elemento de L2?(—, ) es
combinacién lineal finita (al ser A ortogonal, A es linealmente independiente y por tanto
dicha combinacion lineal ha de ser tinica) de elementos de A”. Es interesante mostrar
que no puede existir tal subconjunto A. En efecto, si existiese, podemos suponer que el
conjunto dado es ortonormal. Ahora bien, si A C L?(—, 7r) es un conjunto ortonormal
cumpliendo la propiedad anterior, A debe ser infinito (en otro caso, la dimensién del
espacio vectorial real L2 (—, ) serfa finita, hecho que sabemos que es falso). Asi pues
A debe contener algiin subconjunto numerable. Sea B C A, B numerable. Entonces

B = {b,, n € N}. Tomemos la sucesion { f,, } definida por:

S

bn >, b
R + — + eee =Z_k’

N

que prueba que f no puede ser una combinacién lineal finita de elementos de A.

Creo que lo anterior motiva la siguiente definicion:

Sea {fn.n € N} un subconjunto ortonormal de L?*(—m, ). Diremos que tal
subconjunto es una base, si cualquier elemento f de L*(—m, 1) se expresa de la
forma:

o0
f=) <fif>In (1.23)
n=1

La anterior definicién motiva de manera inmediata una serie de cuestiones: ;existen
bases de L?(—, )? Si la respuesta es afirmativa, ;cudntas bases hay en L?(—x, 7)?,
,c6mo se pueden construir bases de L2(—x, )?, ;qué utilidades tiene la utilizacién de
la nocién de base en L?(—m, 7)? etc.

La primera pregunta que cabe plantearse es la referente a la existencia de bases
en L?(—m, ). En este sentido, es muy corriente en Matematicas al objeto de probar
la existencia de algo que interesa (en este caso de base en L?(—, 7)), dar diversas
caracterizaciones previas. Esto serd util no solamente para probar la existencia (que lo
serd) sino para poder utilizarlas segtin nos exija la situacién concreta que se nos plantee.
En este sentido puede probarse que si { f,,n € N} es un subconjunto ortonormal de

L?(—m, ), entonces son equivalentes:

1. {fn.n € N} esunabase de L?(—x, 7).



20 Introduccion historica

2. Para cualquier f de L?(—mn, ) se cumple la llamada igualdad de Parseval

IAP=>" 1< fifa> ] (1.24)

n=1

3. El tnico elemento de L?(—, 7r) ortogonal al conjunto { f,,,n € N} es el ele-

mento cero.

4. Para cualquier par de elementos f y g de L?(—m, ), se tiene

oo

<f,g>=Z<f,fn><g,fn>. (1.25)

n=1

Usando las anteriores caracterizaciones (exactamente, el apartado (c)), Lebesgue prob6

que el conjunto
1 1 1
NN N

es una base de Lz(—n, ) ([20], [45]). Insisto en que las afirmaciones anteriores se

cos(nx) , sen(nx), n € N (1.26)

probardn en el Capitulo L.

Lo anterior significa, entre otras cosas que, para cualquier funcién f € L?(—mn, 1),

se tiene que

1 > 1
f = Bo N ';1 ( cos(n( ) + Ay ﬁ sen(n (-))) (1.27)
donde .
B() \/_ «/—_ f()C) dx
B, =< f, \/_cos(n()) >= % :Tf(x) cos(nx) dx, Vn € N,
Ap =< f, fsen(n()) >= % :Tf(x) sen(nx) dx , Vn € N,

Estas relaciones suelen escribirse de la forma:

f= bo + Z(b cos(n(-)) + a, sen(n(-))) (1.28)
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donde L 7
b, = — f(x)cos(nx) dx, Vn € N U{0}
TJ —-n
y (1.29)
1 w
ap = — f(x)sen(nx) dx, Vn € N.
TJ) —m

Dada f € L?(—m, ), a la serie (1.28) con a,, y b, definidos por (1.29) se le llama
serie de Fourier de f respecto del sistema ortonormal (1.26). Observemos que, en
realidad, el desarrollo (1.28) no es sino (1.15) (admitiendo convergencia puntual de la
serie (1.28) ), con lo que se tiene, casi un siglo después, una confirmacion satisfactoria

del desarrollo propuesto por Fourier.

Los otros desarrollos en serie, (1.7) y (1.14), propuestos por Fourier, pueden obtener-
se muy facilmente, realizando extensiones convenientes al intervalo [—, 7], (impares

o pares), de las funciones definidas en [0, 7z]. De esta manera se obtiene que el conjunto

{ \/zsen(n(-)), ne D\I} (1.30)
b4

es una base de L2(0, ), a la que corresponde el desarrollo de Fourier (1.7) (Capitulo

II). Andlogamente, el conjunto

{% \/gcos(n(')), ne |N$ (1.31)

es una base de L2(0, 7r), a la que corresponde el desarrollo (1.14) (Capitulo II).
Los resultados referentes a convergencia puntual, uniforme, derivacién e integracion,
etc., de las series de Fourier anteriores, asi como diversas aplicaciones se mostrardn en

el Capitulo II y pueden también encontrarse en [29], [31] y [38].

No debemos proseguir sin comparar algunas de las propiedades del espacio L2(—, 1)
con las correspondientes del espacio euclideo R”, pues entendemos que, en la Ciencia,
es fundamental ir reconociendo las analogias y diferencias entre los nuevos objetos y lo

que son familiares, para poder avanzar en el conocimiento de aquellos.

1. R” es un espacio vectorial real de dimension n. Una base ortonormal, V, estd
formada por n vectores V = {vy, ..., v, } ortonormales. En este caso, cualquier elemento

x € R” se expresa de la forma

n
X = Z < X,V > Vj. (1.32)

i=1
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donde < .,. > es el producto escalar usual.
1’.- L?(—m, ) es un espacio vectorial real de dimensién infinita. Una base ortonor-
mal estd formada por una sucesion ortonormal { f;,, n € N} tal que cualquier elemento

f € L?(—n, ) se expresa en la forma

=) <fla> hn (1.33)

n=1

donde < .,. > es el producto escalar definido en (1.21) .

2.- R”, con el producto escalar

n
<x.y>=)Y <xv ><yuv > VYx.yeR" (1.34)
i=1

es un espacio de Hilbert real de dimensién 7, donde las coordenadas de los vectores se
entienden respecto de la base V.

2’.- L?(—m, ), con el producto escalar

o0

<fg>=Y <ffa><gfo> Vfgel(-n.n), (1.35)

n=1

es un espacio de Hilbert real de dimensién infinita.

3.- Para cualquier x € R”, se cumple
n
x> =" | < x> (1.36)
i=1

3’.- Para cualquier f € L?(—m, ), se cumple

LAP= 1< fifu>] (1.37)
n=1

4.- El tnico elemento de R”, ortogonal a todos los elementos v;, 1 <i <n,esel
elemento cero.
4’ - El tinico elemento de L?(—, 1), ortogonal a todos los elementos f,,,n € N,

es el elemento cero.



23

5.- R" es un espacio de Hilbert separable (es decir, contiene algtin subconjunto

denso y numerable) de dimensidn finita.

5’.- L%(—m, ) es un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita.

Como hemos mostrado, existen grandes analogias entre el espacio euclideo R” y
L?(—m, ). Ahora bien, también hay grandes diferencias, marcadas por el paso de la
dimension finita a la infinita. La primera, que ya hemos visto, se refiere al concepto de
base. Otra muy importante puede ser la siguiente, que nos indica que en los espacio de
dimension infinita, hemos de ser cuidadosos con nuestras conclusiones: El conocido
teorema de Bolzano-Weierstrass afirma que si S C R” es acotado y contiene infinitos
elementos, entonces el conjunto derivado de S, S, es no vacio ([4]). Pues bien, no es
posible establecer una propiedad andloga en L?(—, 7). Es decir, en L?(—x, ) es
posible que un subconjunto sea acotado, con infinitos elementos y que en cambio, S’
sea vacio. También, en L?(—m, i), cualquier subconjunto compacto ha de tener interior

vacio ([6], [23]).

Otros problemas conducen a la posibilidad de desarrollos de Fourier distintos de
los mencionados. Por ejemplo, si se estudian las vibraciones pequefias de una cuerda,

estando libres los extremos de la misma, tendremos en lugar de (1.1), el problema

0%u(x,t) %u(x,t)
9.2 = 2 O<x<mt>0
u(x,0) = f(x), 0<x<m
(1.38)
du(x,0)
_— = O’ 0 <x=<m
ot
d
u(0,1) _ ou(m,t) —0. 1>0
ox ox

Aplicando el método de separacion de variables al problema anterior, se nos plantea
la posibilidad de obtener un desarrollo en serie como (1.14) . Los sumandos de tal

desarrollo en serie son precisamente las funciones propias del problema de contorno

X"(x) + AX(x) =0, x € (0,7), X'(0) = X'(%) =0, (1.39)
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Incluso, se pueden considerar condiciones de contorno de tipo mixto, tales como

a1u(0,1) + apu(0,1) =0, t >0,
Pru(m,t) + Paux(m,t) =0, 1 =0,

donde u, indica la derivada parcial respecto de la variable x y o1, @2, 81, B2 son nu-
meros reales dados. Esto conduce a la posibilidad de desarrollos en serie que usan
las funciones propias de problemas de contorno muy generales. Es evidente que seria
estupendo disponer de un resultado general que nos afirmase que tales desarrollos son
posibles. A este respecto, la teoria de problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville
proporciona, de manera bastante general, bases del espacio L?(—, ), que pueden
usarse en los problemas a estudiar. Pero, ;qué son los problemas de contorno del tipo
Sturm-Liouville? Como ya hemos tenido ocasién de ver en los problemas (1.1) y (1.9),
cuando se aplica el método de separaciéon de variables a numerosos problemas de
tipo mixto para Ecuaciones en Derivadas Parciales ([41]), se originan dos Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, y las condiciones de contorno de la ecuacién primitiva, produ-
cen unas condiciones de contorno sobre una de las ecuaciones ordinarias aparecidas.
Normalmente, estas ecuaciones dependen de un pardmetro. Se trata entonces de estudiar
para qué valores de dicho pardmetro (valores propios), las ecuaciones consideradas
tienen soluciones no triviales (funciones propias). De esta manera se encuentran solu-
ciones sencillas del problema primitivo. El objetivo es entonces encontrar la solucién
general del problema dado a partir de dichas soluciones sencillas.

Las anteriores ideas fueron desarrolladas, en el siglo XIX, por Sturm, profesor de
Mecénica en la Sorbona y por Liouville, profesor de Matemaéticas en el College de
Francia. Con la ayuda del lenguaje de hoy en dia, sus resultados pueden resumirse de la
forma siguiente: Consideremos un problema de contorno de la forma
S0 4 G- gx) =0, 1 € b
a1x(a) + azx’(a) =0 (1.40)
B1x(b) + B2x'(b) = 0,

donde suponemos las siguientes hipdtesis:

1) p € C'([a, b, R); ademds p(t) > 0, YV t € [a, b].

2)q € C(|a,b], R).

3) a1, a2, B1 y B2 son numeros reales dados tales que |o1| + || > 0y |B1]| +
|B2| > 0.

4) A es un parametro real.

A las condiciones de contorno que aparecen en (1.40) se les llama condiciones de

contorno separadas; de especial significacion son las llamadas condiciones de contorno
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de Dirichlet
x(a) =xMb)=0 (1.41)

y las condiciones de contorno de Neumann
x'(a) = x"(b) =0 (1.42)

Es claro que los dnicos valores interesantes del pardmetro A son aquellos para los
cuales (1.40) tiene soluciones no triviales. En este caso diremos que A es valor propio
de (1.40) y cualquier solucion de (1.40) se dice que es una funcién propia asociada al

valor propio A.

En los enunciados que siguen mostramos un resumen de las principales aportaciones
de Sturm 'y Liouville ([15]):
a) Cualquier valor propio de (1.40) es de multiplicidad 1.

b) Cualquier par de funciones propias x e y, asociadas respectivamente a valores

propios distintos A y 1, son ortogonales, es decir,

b
/ x(t)y@)dt =0

¢) El conjunto de valores propios de (1.40) es infinito numerable. El sistema ortonormal
de funciones propias asociado {¢,, n € N}, es una base de L?(a, b).

d) Sea g € C?[a, b] cualquier funcién satisfaciendo las condiciones de contorno
dadas en (1.40) . Entonces

g)=) <gn>u(t), Vi€lab]

n=1

donde la serie converge de manera absoluta y uniforme en [a, b].

Si se eligen las condiciones de contorno (1.41), para [a, b] = [0, 7], se obtendria la
base (1.30), que se corresponde con el desarrollo de

Fourier (1.7), y si se eligen las condiciones de contorno (1.42), también para [a, b] =

[0, ], tendriamos la base (1.31) que se corresponde con el desarrollo de Fourier (1.14) .
De manera anédloga se puede estudiar el problema de contorno correspondiente a

condiciones de contorno periddicas
x(a) = x(b), x'(a) = x'(b). (1.43)

El resultado que se obtiene es andlogo al expresado en el teorema anterior, excepto en
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lo que se refiere a la multiplicidad de los valores propios. Tomando [a, b] = [—7, 7]

obtendriamos la base (1.26) que se corresponde con el desarrollo de Fourier (1.15) .

Eligiendo condiciones de contorno distintas de las mencionadas, obtendriamos
diferentes bases del espacio L2(a, b). También, las funciones de Bessel, Legendre, etc.
(de gran significacién en Fisica e Ingenieria), pueden estudiarse como soluciones de
ciertos problemas de contorno para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias lineales con

coeficientes singulares ([16]).

Una de las maneras mds bonitas y sencillas de probar los resultados de Sturm y Liou-
ville es usando el concepto de funcién de Green. Ello permite transformar (1.40) en una
ecuacion integral equivalente y trabajar, a partir de ahi, con operadores integrales ([25]).
De esta forma van surgiendo de manera natural una serie de propiedades que, puestas
de manera abstracta, dan lugar a la teoria de operadores compactos y autoadjuntos. Esta
teoria, debida en gran parte a Fredholm y Hilbert, tuvo su origen a finales del siglo XIX
([30]) y principios del actual y proporcioné muchas ideas claves para el nacimiento del
Andlisis Funcional. Permite generalizar de manera destacada la teoria de los desarrollos
de Fourier, y legitima el uso de métodos andlogos en problemas aparentemente muy
diferentes de los aqui considerados. Presentamos a continuacién algunas de las ideas
basicas ([6], [26]).

Sea H cualquier espacio de Hilbert real separabley T : H — H un operador lineal.
T se dice compacto si T(B) es relativamente compacto, donde B es la bola cerrada
unidad de H. Puede probarse que T es compacto si y solamente si para cada sucesion
acotada { f,,} de H, la sucesion {T'( f;)} contiene alguna sucesion parcial convergente.

Cualquier operador compacto es continuo, pero el reciproco no es necesariamente
cierto (considérese la aplicacién identidad en H ). El reciproco es obviamente cierto si
la dimensién de H es finita.

Por otra parte, T se dice autoadjunto si < Tu,v >=<u, Tv >,

Y u,v € H, donde < . > es el producto escalar definido en H.

El conjunto resolvente de 7', p(T), se define de la forma
p(T) =4{A € R:T — Al esbiyectivode H en H},

donde [ indica la aplicacién identidad en H.

SiA € p(T), entonces (T —AI)~! : H — H es lineal y continuo. El espectro de 7,
o (T) se define como el conjunto complementario de p(T'), es decir, 6 (T) = R\ p(T).
Por dltimo, diremos que A € R es valor propiode 7',y se escribe A € VP(T) siker(T —

Al) no es trivial, donde ker indica el nicleo del operador lineal correspondiente. Es
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claro que VP(T) C o(T), siendo la inclusion estricta, en general (si H tiene dimension
finita, entonces VP(T) = o(T)).

Los resultados siguientes, generalizan, a dimensidn infinita, los correspondientes
a la diagonalizacién de una matriz cuadrada, real y simétrica. Sea H un espacio de
Hilbert separable real y T : H — H un operador lineal, compacto y autoadjunto.
Entonces H admite una base hilbertiana formada por vectores propios de 7.

Mas precisamente, si Hy = ker(T),y H, = ker(T — A,I), donde A, es la
sucesion (que puede ser finita) de valores propios distintos de 7, excluido el cero,
entonces:

a) La dimension de H, es finita, V n > 1.

b) Los subespacios H,, n > 0, son ortogonales dos a dos.

¢) El espacio vectorial generado por los H,, n > 0, es denso en H.

d) Para cualquier u € H, se tiene

U= up, (1.44)

donde u, = Pg, u, siendo Py, la proyeccion de u sobre H,. Ademds,

hel> =" Jual®. (1.45)

n>0

Por dltimo, 7' (1) = Z Anttn (T es diagonalizable).
n>1
Observemos la analogia entre (1.44), (1.32) y (1.33), por una parte, y (1.45), (1.36)
y (1.37) por otra.

Los resultados anteriores son de una gran utilidad y justifican la aplicacién del
método de separacion de variables cuando estamos tratando con problemas de contorno
como (1.1) o (1.9), pero donde la variable x puede ser multidimensional. Ello origina
las series de Fourier en varias variables. Por ejemplo, si estamos tratando el problema
de la conduccién del calor en un cuerpo (abierto y acotado) 2 de R3, en lugar de en

una varilla unidimensional como en (1.9), tendriamos que considerar el problema

Axu(x,t) = au(a);’t), (x,1) e 2 x(0,7),
u(x,t) =0, vV (x,1) € 9Q x [0, T], (1.46)

u(x,0) = f(x), VxeQ,
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siendo Ay el operador Laplaciano con respecto a x = (x1, X2, x3) € R3; es decir,

Zu  %u  9*u
Axt(X,0) = —= 4+ — + ——.
xu(x.1) 8x% + 8x§ 8x§

Por su parte, €2 indica la frontera del conjunto €2.

La aplicacién del método de separacion de variables al problema anterior, origina,
en lugar de (1.10), que es un problema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, el
problema

AxX(x)+ puX(x) =0, x € Q; X(x) =0, x € 09. (1.47)

Abhora puede aplicarse lo anterior ([6]) para demostrar que el conjunto de valores
propios de (1.47) es infinito numerable y que el conjunto de funciones propias asociadas,
convenientemente ortonormalizadas, {X,(x), n € N}, forma una base del espacio

L?*(Q). Esto justifica el hecho de que cualquier condicién inicial f se exprese como

fx) = Z an Xn(x), (1.48)

n=1

para coeficientes convenientes a, . Asi, la solucion de (1.46) es de la forma

oo
u(x,1) = anPu(t)Xn(x), (1.49)
n=1
donde las funciones P, satisfacen una ecuacién andloga a (1.11) .
Ideas parecidas pueden aplicarse al estudio del problema de la cuerda vibrante (1.1)

en dimensiones superiores, asi como a otros problemas de naturaleza diferente ([6],

[16], [44]).

Como hemos tenido ocasion de ver, la teoria de series de Fourier es una de las
creaciones mds grandes de la Historia de la Ciencia. Ha tenido, ademads, una gran
influencia en el nacimiento y desarrollo de numerosas técnicas y conceptos matematicos.
Como he comentado con anterioridad, enumerarlos seria muy extenso. No obstante,
el lector interesado no deberia dejar pasar la oportunidad de consultar las referencias
[01, [161, [171, [19], [201, [291, [301, [311, [39] y [44]), para comprender la magnitud
del tema.

En la actualidad, la teorfa de Series de Fourier sigue teniendo una gran importancia
y su conocimiento es de gran utilidad en disciplinas muy diversas como Mateméticas,
Fisica, Biologia, Ingenieria, Economia, etc. Tales series estdn siempre presentes en todos

aquellos procesos naturales de tipo oscilatorio, de difusion o de naturaleza periddica. Por
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mencionar algunos, los métodos de Fourier se emplean en problemas tan diversos como
los relacionados con: el ciclo de las manchas solares, prediccion de mareas, mejora de
la calidad de las imdgenes de los objetos celestes tomadas desde el espacio, fisica de
plasmas, fisica de semiconductores, acustica, sismografia, oceanografia, confeccion de
imégenes en Medicina (escdner TAC), estudio del ritmo cardiaco, andlisis quimicos,
estudios de rayos X (usando el andlisis de Fourier, los astrénomos pueden estudiar las

variaciones en intensidad de las sefiales de rayos X de un objeto celeste), etc. (véanse

(211, [341y [40D.

Especialmente en Fisica son hoy mds vélidas que nunca las palabras de Lord
Kelvin: “Los métodos de Fourier no son solamente uno de los resultados mas
hermosos del Analisis moderno, sino que puede decirse ademéas que proporcionan
un instrumento indispensable en el tratamiento de casi todas las cuestiones de la

Fisica actual, por recénditas que sean”.
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Capitulo 2

El espacio L2(a, b)

2.1. Algunas nociones previas necesarias para entender el ca-

pitulo.

2.1.1. Sobre la notacion

En lo que sigue:

N indicard el conjunto de los niimeros naturales.

Z indicard el conjunto de los nimeros enteros.

Q indicar4 el conjunto de los nimeros racionales.

R indicard el conjunto de los nimeros reales.

2.1.2. Sobre numerabilidad

Definicion 1. Diremos que un conjunto C es numerable si existe una aplicacién

inyectivar : C — N.

Es claro que todo conjunto finito es numerable. También Q es numerable mientras
que R no lo es. La unién numerable de conjuntos numerables es asimismo un conjunto
numerable.

Sir : C — B esinyectiva y B es numerable, C es numerable ([38]).

2.1.3. Sobre Integracion de Lebesgue en R

- La medida de un intervalo arbitrario [a, b] (6 [a, b), (a,b], (a,b)), u [a,b], es
b — a. Sabemos también que todo conjunto abierto de R se expresa, de manera Unica,

como una unién numerable de intervalos abiertos disjuntos ([4]); asi, si G C R es abierto
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o0

tal que G = U;en/;, se define la medida de G, w(G), como u(G) = Z w(l;) (esta
i=1

suma puede ser infinita).

Dado un subconjunto cualquiera E C R, se define la medida exterior de E, u*(E),
como
w*(E) = inf{u(G) : E C G, G abierto}

Observemos que la medida exterior existe para cualquier subconjunto de R (aunque
puede ser infinita).

Sea ahora A C [a, b]. Diremos que el conjunto A es medible si u*(A)+

+u*([a,b] \ A) = b — a. En este caso, u*(A) es la medida de A y se indicarad
como i(A). No es dificil ver que la medibilidad y la medida de A son independientes
del intervalo elegido [a, b] tal que A C [a, b].

Si A es tal que p(A) = 0, diremos que A es de medida nula. Cualquier subconjunto
numerable de [a, b] es de medida nula.

Una propiedad relativa a puntos de [a, b] diremos que se cumple casi por doquier
(c.p.d.) en [a, b] si el conjunto de puntos de [a, b] donde dicha propiedad no se verifica
es un conjunto de medida nula.

Una funcién f : [a,b] —> R es medible si para cualquier ¢ € R el conjunto
{x € a,b] : f(x) > a} es medible. Si f,g : [a,b] — R son funciones medibles
también lo son | f|,af (Vo € R) y f + g. Toda funcién continua casi por doquier es
medible. Si f es medibley f = g c.p.d. en [a, b], entonces g es medible.

Si f :[a,b] — R es una funcién medible, diremos que f es integrable si la
integral [ Z f(x) dx existe en el sentido de Lebesgue y es finita.

Conviene tener en cuenta las siguientes consideraciones (algunas de las cuales no
son, en absoluto, elementales):

- Si fy g son funciones integrables en [a, b], entonces también son integrables las
funciones f + gy cf, para cualquier nimero real c.

-Si f :[a,b] — Res integrable en [a,b]y g = f c.p.d. en [a, b], entonces g es
integrable en [a, b] y fzf(x) dx = fZg(x) dx.

-Si f :[a,b] — Resmedibley | f(x)| < g(x) c.p.d. en [a, b], con g integrable
en [a, b] , entonces f es integrable en [a, b]. En particular, cualquier funcién medible y
acotada en [a, b] es integrable en [a, b].

-Si f :[a,b] — R es medible, entonces f es integrable en [a, b] si y s6lo si | f|
es integrable en [a, b].

Para aquellos lectores que no conozcan la integracion de Lebesgue, viene inmedia-
tamente en su ayuda la nocién de integral de Riemann:

-Si f :[a,b] —> R es integrable Riemann, entonces f es integrable (en el sentido

de Lebesgue) y ambas integrales coinciden.
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- Recordemos que si f : [a,b] —> R es acotada, entonces f es integrable Riemann
si y soélo si el conjunto de puntos de [a,b] donde f no es continua tiene medida
cero. Como una consecuencia de esta observacion y de las anteriores consideraciones,
tenemos que cualquier funcién continua en [a, b] serd integrable (segin Riemann y
Lebesgue) en [a, b] ; también, cualquier funcién acotada y continua en [a, b] salvo en
un nimero finito de puntos, serd integrable (segin Riemann y Lebesgue) en [a, b].

- En adelante, cuando hablemos de funciones integrables se entenderd siempre,
salvo que explicitamente se diga otra cosa, que lo son en el sentido de Lebesgue.

Teorema de la convergencia monotona :

Sea { f,} una sucesién monétona de funciones reales definidas en [a, b] (f, >
fn+1,Vn € N6 f < fut1, ¥Vn € N), integrables Lebesgue , tal que la sucesion
{ Z fn(x) dx} es acotada. Entonces:

1. La sucesion { f,, } converge casi por doquier.

2. 81 f :[a,b] — R estal que {f,} — f c.p.d., entonces f es integrable
Lebesgue en [a, b] y

[ reoax=tim [ frax

Teorema de la convergencia dominada :

Sea { f,, } una sucesion de funciones reales definidas en [a, b] e integrables Lebesgue,
tal que { f,} — f c.p.d. en [a,b] y existe una funcién

g : a,b] — R integrable Lebesgue, verificando | f,| < g, Vn € N.

Entonces se verifica que f es una funcién integrable y

[ s = tim [ e as

Funciones absolutamente continuas y formula de integracion por partes:
Una funcién f : [a, b] — R se dird absolutamente continua si cumple la propiedad
siguiente:

“Y ¢ e RT 368(e) € RT tal que para toda sucesién finita de intervalos disjuntos
n n
(ak. bp) dela.b). 1 <k < n,talque Y |bx —ax| < 8, se verifica Y _ | f(by) —

k=1 k=1
Sflag)| < €.
Una funcién absolutamente continua (a.c.) en [a, b] es uniformemente continua en
[a, b]; el reciproco no es necesariamente cierto.
Es claro que si f es Lipschitziana en [a,b] entonces f es a.c. en [a,b]. En
particular, si £ € C'[a,b],0si f esuna funcién continua en [a, b] y “lineal a trozos”

en [a,b], f esa.c.en[a,b].
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Si f :[a,b] — Res a.c., entonces existe f’(x) c.p.d.en[a,b]y f’ € L (a,b)
(es decir, f’ es integrable Lebesgue en [a, b]). También, si g € L!(a,b), la funcién
f : [a,b] — R definida por f(x) = ffg(l) dt (c es un punto fijo de [a, b)),
Vx € [a,b],esa.c.ena,b]y f'(x) = g(x) c.p.d. en [a, b].

Por dltimo diremos que si f, g : [a, b] —> R son a.c., entonces es valida la férmula

de integracion por partes:

b

b
/ Fg' () dx = fB)gb) — f(@)g(a) - / () () dx

El lector puede consultar [3] y [38] para m4s detalles sobre integracidn de Lebesgue.

2.1.4. Sobre la definicion de espacio normado y de Hilbert

- Sea X un espacio vectorial real. Una norma en X es una aplicacién ||-|| : X —> R

que satisface:
L. x| =0, VxeXy|x]| =0 & x=0.

2. lx+yll < Ixl+Ivll, Vx,y € X (desigualdad triangular).

3. |lax|| = |a||lx]|, Ve € R, Vx € X.
En este caso, a || - || se le llama una norma definida en X .
Diremos que (X, || - ||) es un espacio normado completo (o espacio de Banach),

si cualquier sucesion de Cauchy en X es convergente en X; es decir, si para cualquier
sucesion {x,} en X satisfaciendo la propiedad:
Vee RT 3Ang(e) e N: p,g >no(e) = [lxp —x4] < ¢

se tiene que existe x € X tal que {x,} — x ({x,} —> x si Ve € RT Ing(s) € N :
n=no(e) = |xn — x|l <€)

El espacio normado (X, | - ||) diremos que es separable si existe un subconjunto B
de X que sea denso y numerable.

- Sea X un espacio vectorial real. Un producto escalar en X es una aplicaciéon

<.,.>. X x X — R que satisface:
. <x,y>=<y, x>, Vx,y € X.
2. <x+4+y,z>=<x,z>+<y,z>,Vx,y,z € X.
3. <ax,y>=a<x,y>, VYeeR, Vx,y € X.

4, <x,x>>0VxeXy <x,x>=0&x=0.
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Si (X, < .,. >) es un espacio dotado con un producto escalar, entonces X es un

espacio normado (véase el ejercicio 7), con la norma definida por
1
x| =(<x,x >)2, Vx e X

Si (X, || - |]), donde || - || indica la norma anterior definida a partir del producto
escalar, es un espacio normado completo, diremos que (X, < .,. >) es un espacio de
Hilbert real. Si ademas (X, || - ||) es separable, diremos que (X, < .,. >) es un espacio
de Hilbert separable.

El lector puede consultar [6] para la teorfa basica general de espacios normados y

de espacios de Hilbert.

2.2. Presentacion del capitulo y resumen de resultados fun-

damentales.

En este capitulo estudiamos el conjunto L2(a, b), formado por aquellas funciones
b

medibles f : [a,b] — R para los que la integral / f2(x) dx existe, en el sentido de
Lebesgue y es finita. Se supone que dos funciones s%n iguales si lo son c.p.d. en [a, b].

En primer lugar pretendemos que el lector se familiarice con tipos de funciones que
pertenezcan a L2(a, b). A continuacién estudiamos la estructura algebraica y topolégica
de L?(a, b), haciendo un estudio detallado de la convergencia en este espacio y su
relacion con otros tipos de convergencia (puntual, uniforme, etc.), familiares para el
lector. Estudiamos la nocién de ortogonalidad en L2 (a, b) y su utilidad para el concepto
de base. Sobre esto dltimo hacemos un especial hincapié debido a su trascendencia en
lo que sigue. Probamos la existencia de una base de tipo especial en L%(a, b) (la base
trigonométrica) y mostramos algunas consecuencias de este hecho.

El estudio que se hace de L?(a, b) no pretende en modo alguno ser exhaustivo;
muy al contrario se han tratado de poner de manifiesto s6lo aquellas propiedades ttiles
para el estudio de las Series de Fourier. Por dltimo si que se han tratado con especial
cuidado algunas de las similitudes y diferencias existentes entre el espacio de Hilbert
de dimensién infinita L2(a, b) y el espacio de Hilbert de dimensién finita R”.

Los resultados y enunciados fundamentales son, a mi juicio, los siguientes:

- L?%(a,b) es el conjunto de funciones medibles f : [a,b] — R, de cuadrado
integrable en el sentido de Lebesgue, donde dos funciones se consideran iguales si lo

son casi por doquier en [a, b] (c.p.d. en [a, b]). Es decir

b
L*(a,b) = {f : [a,b] — R medible : / f2(x) dx < 400}
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y si

figeL?*a,b), f=g< f(x)=g(x)c.pd.enla,b].

- L?(a, b) es un espacio vectorial real con la suma usual de funciones y el producto
usual de un nimero real por una funcién. Ademds, en L2(a, b) se puede definir el

producto escalar

b
<fg >=/ F(0)g(x) dx. ¥ f.g € L*(a.b)

Con este producto escalar, L%(a, b) es un espacio de Hilbert separable de dimensién
infinita.

- El conjunto de funciones

1
> ) 7n€n\l
{m fr A }

donde

(x) = V2 cos (nnw)
i) = Vb—a b—a
V2

) 2x —a—>b
x) = sen | nm ————
qn T h—a

es una base de L2(a, b). Esto significa que, para cualquier funcién f € L?(a,b),

se tiene que
1

%)
5 + Z(anpn +anIn)
—d

n=1

f =ao

(entendiéndose la convergencia de la serie anterior en L2(a, b)), donde

< f, !
ag = L —
0 Vb —a

son los llamados coeficientes de Fourier de f respecto de la base anterior.

>, a4y =< f,pn>,by =< f,qn >, Vn € N

En particular se cumple la igualdad de Parseval

b o0
112 = [ 17R dx = a3+ 3@ +5) . VS € L2@.b).
a n=1

2.3. Desarrollo del capitulo

Si ay b son dos niimeros reales dados, con a < b, denotaremos por [a, b] al intervalo
cerrado de extremos a y b. Al intervalo abierto de extremos a y b 1o notamos por (a,b).

Si f :[a,b] — R esuna funcién medible, diremos que f es de cuadrado integrable si la
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integral
b
[ )2 dx
a

existe en el sentido de Lebesgue y es finita (].| significa el valor absoluto).

L2(a, b) representa al conjunto de todas las funciones reales, definidas en [a, b],

medibles y de cuadrado integrable.

En el conjunto L?(a, b) se puede definir la siguiente relacién de equivalencia: dados
£, g dos elementos de L2 (a, b), diremos que f ~ g siysélosi f(x) = g(x) c.p.d. (es

decir, f(x) = g(x) salvo en un subconjunto de [a, b] de medida nula).

Pruebe el lector que, efectivamente, dicha relacion es una relacion de equivalencia,
con el objeto de familiarizarse con la realizacion de ejercicios, ya que si sigue leyendo

este libro eso es lo que le espera.

Al conjunto cociente de L2 (a,b), con la relacién de equivalencia anterior, se le
nota por L?(a, b).

Dada una funcién f : [a,b] — R, escribiremos a veces f € L?(a,b). Esta
afirmacion debe entenderse en el sentido de que la clase de equivalencia definida por f
(es decir, el conjunto formado por todas aquellas funciones reales, definidas en [a, b] y
que coinciden con f salvo en un subconjunto de medida nula de [a, b]) pertenece al
conjunto L?(a, b).

También escribiremos a veces f = g en L?(a, b), debiéndose entender que f(x) =
g(x) c.pd.en [a,b].

Ejemplos y notas:

-Si f :[a,b] — R es continua, entonces f € L%(a,b).

-Si f : [a,b] — R es continua salvo en un ntimero finito de puntos ¢; < tp <
- < ty de (a,b), y es tal que, para cada i (1 < i < n) existen los limites laterales
f(ti=) y f(ti+), entonces f € L?(a,b).
-Si f :[a,b) — Res continua y existe f(b—), entonces f € L?(a,b) (andloga-
mente si f : (a,b] — R es continua y existe f(a+), entonces f € L?(a,b)).
- Puede ocurrir que f : [a, b] — R sea discontinua en un nimero infinito de puntos

de [a,b] y que f € L?(a,b). Por ejemplo, la funcién f : [a,b] — R definida como

six €la,b] NQ

J =1 six€la,b] NR-Q)

estden L%(a,b). De hecho f = 0 en L?(a,b) (Q es numerable y cualquier subcon-

junto numerable de [a, b] tiene medida cero).

Para ilustrar las anteriores ideas, y tomando [a,b] = [—m, 7] por concretar, las
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siguientes funciones pertenecen a L?(—, 7r):

fi1(x) = senx,
f2(x) = cosx,

—senx, x € [-m,0),

f3(x) =

x—m, x €0, m]

—senx, x € [—m,—1/2),
Ja(x) = {4 cosx, x € [-7/2,0),

x—m, x €0, 7]

-Si f : (a,b) — R es continua, no ha de cumplirse necesariamente que f €
L?(a, b) (ver ejercicio n° 1).

- Un criterio muy ttil para demostrar que una funcién dada

f :]a,b] — R pertenece a L2(a, b) es el siguiente: “Si f es medible y | f(x)|* <
g(x),c.p.d. en [a, b], donde g : [a,b] — R es medible y existe /bg(x) dx, entonces

a
f € L*(a,b)” (a estas alturas es posible que muchos lectores hayan sentido la

necesidad imperiosa de repasar sus conocimientos sobre integracion de Lebesgue).

El criterio anterior suele utilizarse mucho en la prictica para el caso en que g es
una funcién constante (una cota, si existe, de | f |2 en [a, b]) obteniéndose lo siguiente:
“Si f :[a,b] — Res medibley f es acotada en [a, b], entonces f € L?*(a,b)”.

EJERCICIO 1:

Sea @ > 0. Considérese la funcién f : [0, 1] — R definida como
-
fx)=—six#0, f(0)=0.
xa

5 2 el o 1
Demuéstrese que f € L=(0,1) siy s6losia < 5.
Solucion: f es claramente medible para cualquier @ > 0, puesto que f es disconti-

nua sé6lo en x = 0. Distinguiremos dos casos:
1. a = % Entonces

1 1 2 1 1 11 11
/(—) dxz/dezf—dleim —dx =
o\ x% oX°¥ 0X e—>0tT J ¢X

= lim [Inl —Ing] = 400
s—>0t
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2. >0, a # % Entonces

1 1 2 1 1 1 1
/ — dx=/—dx=lim ——dx =
o\ x% 0x2a =0t J ¢ x20

1 8—20{-}—1
= lim | — ]=
es0t+ 20+1 2a+1
1
— [1— lim g2%%1)
—2u + 1 e—0t

Este limite es finito s6lo si —2a + 1 > 0; es decir, o < %

Notas:
- El hecho de que f(0) = 0 no influye para nada en el resultado, de tal manera que

el mismo resultado se obtendria para f(0) cualquier otro nimero real.

1
- La funcién f : (0,1) — R definida como f(x) = T Vx € (0, 1) es continua
X

y no pertenece a L2(0, 1).

- La funcién f : (0,1) — R definida como f(x) = 5%/% Vx € (0,1) no es
acotada y sin embargo pertenece a L2(0, 1).

Antes de continuar seria conveniente que el lector calibrase su capacidad para
relacionar las diferentes clases de funciones que han aparecido hasta ahora. Para ello, el
siguiente ejercicio puede ser recomendable.

EJERCICIO 2.

Razoénese la veracidad o falsedad de las afirmaciones siguientes:
1. Si f: [a,b] — R escontinua, f € L?%(a,b).

2.Si f: [a,b) — R escontinua, f € L>(a,b).

3. Si f € L%(a.b), f escontinuaen [a,b].

4. Si f € L?(a,b), f esacotadaen [a,b].

5. Si f: [a,b] — R es medible y acotada, f € L2(a,b).

6. Si f : [a,b] — R es continua salvo en un ndmero finito de puntos, f €
L?(a,b).

7. Si f i [a,b] — R es continua salvo en un nimero finito de puntos y f es
acotadaen [a,b], f € L?*(a,b).

8. Si f € LZ?(a,b), el conjunto de puntos de [a, b] donde f no es continua es

numerable.
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Solucién: a)V; b)F; ¢)F; d)F; e)V; H)F; g)V; h)F.

Aquellos que hayan estudiado la teorfa de integracién de Lebesgue saben que
L(a, b) representa al conjunto de funciones f : [a,b] —> R medibles para las que
/ b| f(x)| dx es finita (entendemos, igual que anteriormente, que dos funciones son
igauales si lo son c.p.d.). La relacién existente entre L!(a,b) y L?(a, b) se puede ver
en el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 3.

Demuéstrese que L2(a,b) C L'(a,b) de manera estricta.

Solucién:

Sea f € L?(a,b). Entonces, para cualquier x € [a, b] se tiene que (| f(x)| — 1)? >

0, de donde deducimos que

FG1 = 50+ 1F@P), Y € fa. ]

Ahora bien, | f| es una funcién medible en [a, b] y la funcién | | estd acotada por
una funcién integrable (la funcién 5(1 + | f(x)|?)). Esto prueba que | f| es integrable
en [a,b] y por tanto f € L(a,b).

Para ver que la inclusién de L%(a,b) en Ll(a,b) es estricta, utilizaremos el
ejercicio 1. Para ello, tomemos por simplicidad (a,b) = (0,1) ysea f : [0,1] — R
definida como1

f(x) = —=six #0, f(0) =0.Sabemos que f ¢ L2(0, 1); sin embargo
Jx

1 1 1 1 1
d = —d = 1, —d g
[t [ o -y [

= lim 2-2J¢) =2
=0T

lo que prueba que f € L1(0,1).
El lector no tendra (o no deberd tener) ninguna dificultad en considerar el caso de

un intervalo general (a, b).
Nota

Observemos que en el ejercicio precedente hemos demostrado que si f* es medible

b
y existe, en el sentido de Lebesgue, / (f(x))? dx, también existe (en el sentido de
b ¢ b
Lebesgue) / f(x) dx (estrictamente hemos demostrado que existe / | f(x)| dx,
a a

b
pero, en integracion de Lebesgue, esto es equivalente a la existenciade [ f(x) dx).

a
/Seria el lector capaz de dar un ejemplo de funcion f medible para la que exista
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b b
/ f2(x) dx y no exista / f(x) dx, tomadas ambas en el sentido de Riemann?
a a

Hasta ahora hemos intentado familiarizarnos con el conjunto L?(a, b) describiendo
fundamentalmente sus elementos. Ahora bien, gran parte de la utilidad del conjunto
L?(a, b) viene dada por su estructura algebraica y topoldgica. La primera se describe
en el ejercicio siguiente:

EJERCICIO 4.

Demuéstrese que L2(a, b) es un espacio vectorial real de dimensién infinita, con
las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un niimero real por una
funcién.

Solucion: Las operaciones indicadas son:

(f +8)x) = f(x)+g(x).¥Yx € [a,b], Vfig € L*(a,b)

(@f)(x) = a(f(x)).Vx €a,b], Va e R, Vf € L*(a,b)

La dnica propiedad de espacio vectorial que no es obvia es precisamente la ley de com-
posicién interna para la suma. Probémosla. Para ello, sean f, g € L?(a, b); entonces,

como
(/)| =1gx))? = 0, ¥x € [a,b]

se tiene que

F@ = 31 @ +[gC)P), Va € fa, b

lo que prueba que | fg| € L'(a,b). También,

|f(x) + &) < )P+ 1g(0)* + 2| f(x)g(x)], Vx € [a, D]

de donde se obtiene que f + g € L?(a, b).

Que la dimensién de L?(a, b) es infinita se prueba de manera

inmediata, usando el hecho de que las funciones polinomiales son elementos de
L?(a, b). Esto muestra la existencia de subconjuntos de L?(a, b), linealmente indepen-
dientes y con infinitos elementos (/ seria el lector capaz de dar algiin ejemplo de tal
subconjunto?)

El ejercicio anterior permite afirmar que si f y g son dos elementos de L?(a, b)

entonces se puede definir el “producto escalar” de fy g, < f, g >, como

b
<fg>= / F()g(x) dx @.1)

El nombre de “producto escalar” se justifica por las propiedades que se indican a

continuacion.
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EJERCICIO 5.
Pruébese que < -,- >: L?(a,b)xL?(a,b) — R, (f.g) =< f.g >, satisface las

siguientes propiedades:
l. < fg>=<g, f>,Vf.geL*a,b).
2. < f+gh>=<fh>+<g h> Vfghel?*a.b).
3. <af,g>=a< f.g> YaecR, VfgelL*a,b).
4. < f.f>>0,Vfel?*ab)y <f f>=0& f=0.

Solucién: 1), 2) y 3) son triviales. Para 4), téngase en cuenta que si g € L1 (a, b)
verifica f2|g(x)| dx = 0, entonces debe cumplirse que g(x) = 0c.p.d. en [a,b].

En el ejercicio siguiente se obtiene una propiedad muy Ttil del producto escalar
< -, - > (y en general, de cualquier producto escalar) conocida con el nombre de
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

EJERCICIO 6.

Pruébese que

< fig>P<<ff><gg> VfgelL?a.b) (2.2)

(Sugerencia: < f +ag, f +ag >>0, Ya € R, V f.g € L?*(a,b)).
Solucién: Sean f, g € L?(a,b). Consideremos la funcién polinémica p : R — R

definida por p(a) =< f + ag, f + ag >. Entonces
pla)=c’<g.g>+2a< fg>+ < f f>

Abhora bien, p es una funcién polindémica de segundo grado y
p(a@) = 0, Va € R. Esto obliga a que

(2<f,g>)2—4<g,g><f,f>§0

(¢ Por qué?)

De donde obtenemos (2.2).

Las propiedades del ejercicio 5, junto con la desigualdad (2.2) nos permiten definir
una norma en el espacio L2(a, b).

EJERCICIO 7.

Pruébese que la aplicacién || - || : L2(a,b) — R definida como

b 1/2
Ifl=<ff>"2= (/ f2(x) dx) (2.3)
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verifica las propiedades usuales de norma, es decir,
LIfll=0,¥fel*abylfll=0% f=0.

2.0 f+gl =1/l +lgll. ¥fgeL*a,b).

(desigualdad Triangular)
3. lefll = Il fIl. Ya € R, ¥ f € L?(a,b).

Solucién: a) y c) son triviales. Respecto de b), notemos que, por el ejercicio anterior,
If +el>=<f+gf+eg>=<ff>+2<fg>+<gg><

< /12 +20F Mgl + lgl® = AL 1+ Nl

El lector conoce otros ejemplos de espacios normados cuya norma viene definida a
partir de un producto escalar:

- El espacio R” con la norma || - || definida por
Il = (44222 Vo = (g, ) € R
y el producto escalar < -, - > definido por
<X,y >=Xx1y1+ -+ Xnyn
Vx = (x1,-- . Xn), y = (y1.-+- . yn) € R

- El espacio /? formado por las sucesiones {x,} de nimeros reales tales que

o0
E |xn|? < 400, con la norma
n=1

00 1/2
lxll = (Z |xn|2) L Vx = {xa) € 2
n=1

y el producto escalar < -, - > definido por

o0
<X,y >= anyn, Vx ={xp}, vy = {y} €1?

n=1

Sabemos también que gran parte de las “buenas propiedades” que
cumplen estos espacios son debidas al hecho de que son espacios normados com-
pletos. Esta es la propiedad que a continuacién probamos para L2 (a, b).
EJERCICIO 8. (Teorema de Riesz-Fischer)

Pruébese que L?(a, b) es un espacio de Hilbert real.
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Sugerencia escalonada: Si { f;,} es una sucesién de Cauchy en L?(a, b),

1. Probar que existe una subsucesién de { f}, { fx, }, tal que

”fnk-H _fnk” < 2_k, Vk € N.

2. Expresando
I () = fui (X) + (fna () = fuy (X)) + -+ (g () = frp—y (X)),

demostrar que { f, } es convergente c.p.d. a una funcién f .
3. Probar que { f,} — f en L?*(a,b).
Solucién: Sea { f;,} una sucesién de Cauchy en L?(a, b). Entonces
Ve e RT Jng(e) e N : m,n > no(e) = || fu— fmll <€ 2.4

En particular, para cada k € N es posible elegir un natural ny tal que si m,n > ng,
entonces || fn — fm|l < 27%. Es claro que la sucesién
{ng , k € N} puede escogerse tal que ng; > ng, Yk € N. Tenemos asi una

subsucesioén de { f,,}, { fn, }, cumpliendo que
| fogsr = Sl < 275, Vk e N, 2.5)

Nuestro proximo objetivo va a ser probar que f,, es convergente c.p.d. a una funcién
f € L?%(a,b) y que {fn} — f en L?(a,b). Para probar que { f,, } es convergente
c.p.d., expresaremos { f,, } como una serie cuyas sumas parciales van a ser precisamente
Jn,: probar la convergencia de { f, } serd equivalente a probar la convergencia de la

citada serie y para esto dltimo utilizaremos (2.5). Asi pues, sea

S (X) = foy (X) + fnp (X) = foy (X) + -+ + frui (X) = fuyey (X), VE € N.
Para probar la convergencia de fy, (x), consideraremos la sucesion
gy (X) = | fny ) + [ fna (X) = fuy O + -+ + [ fuge (X) = frpmy (X)), Yk € N.
{g,%k} es una sucesion de funciones que es:
1. mondtona creciente (pues gn, lo es)

2. g,%k € L%a,b), Yk € N (pues gn, € L*(a,b), Yk € N)
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b

a

3. La sucesion de integrales { / g,%k (x) dx} es acotada,pues

18 17 < [ i+ 1 fos = Fon Lo+ 4 g = Fr 1]

1 1 72
< [nfmu bt Zk_l] <l funll+ 12

Por el teorema de la convergencia monétona (aplicado a la sucesién {g?2 o k€N,

la sucesion {g%k, k € N} converge c.p.d. y como g, €s no negativa, la sucesién

{gn,, k € N} converge c.p.d., a una funcién g , de donde deducimos que { f,,, k € N}

también converge c¢.p.d. a una funcidén que llamaremos f (téngase en cuenta que al
o0

ser la sucesion {g,, , k € N} convergente c.p.d., la serie Z | frp (X) = frp, (x)] €8

k=2
00

convergente c.p.d., con lo que la serie Z (fng (x) = fng_, (x)) es también convergente

k=2
c.p.d. Es claro que | ] < g).

Sea ahora e € R™ y m > ng(e) fijo. Entonces, para cada k € N tal que ny > no(e)

se tiene que

b
W fon — o I? =/ () = fue OOP dx < &2

Consideremos la sucesion de funciones {( f, — fn k)z, k € IN}. Tal sucesion lo es

de funciones de L!(a, b) y ademds sabemos que
(fm(x) = fup (x))? converge c.p.d. a (fn(x) — f(x))?. También,

| fn(X) = fui GO < (L fn O]+ 1gne D < (1 fn (0] + g(x)])?

Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (aplicado a la sucesion
{(fm — fnk)z, k € N}), tenemos que

b b
kggaoo[a|fm(x>—fnk<x)|2dx = /alfm(X) — f(x)]* dx

de donde obtenemos que f,, — f € L?(a.b) y que || fm — f|| < & Como f =

Jm = (fm = ). [ € L*@.b)y{fm}— fenL?(a.b).
Notas

1.- Las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, i.e., ecua-

ciones integrales del tipo

b
B(x) + / K(x.»)®() dy = £(x) 2.6)
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con las funciones ®, f y K continuas en [a, b], [a, D] y [a, b] X [a, b] respectivamente,
fueron estudiadas con detalle por D. Hilbert (1862 — 1943) a comienzos de este siglo.

F. Riesz (1880 — 1956) consider6 también ecuaciones del tipo (2.6) para el caso
en que ®, f o K no son necesariamente continuas. El método que aplicé para el
estudio de (2.6) le llevé a introducir en 1907 el conjunto de funciones de cuadrado
integrable en el sentido de Lebesgue, L2(a,b), y estudié (2.6) en el caso en que
®, f € L?(a,b), K € L>((a,b)x(a,b)).

En el mismo afio, E. Fischer (1875 — 1959) introdujo el concepto de “convergen-
cia en media”: Una sucesion de funciones { f, } definidas en [a, b] se dice que converge

en media si

b
lim / (@) — fin(x)? dx = 0 @.7)

m,n—

(observemos que esto es lo que nosotros entendemos como sucesioén de Cauchy en
L?(a, b)). Ademis Fischer probé el resultado del ejercicio anterior: Si { f,,} es una
sucesion de L2(a,b) que “converge en media”, entonces existe una funcién f €
L?(a,b) tal que { f,} — f en L%(a,b) ([30]).

2.- Consideremos el espacio vectorial real Cla, b] formado por todas las funciones

continuas y reales, definidas en [a, b]. Si en Cla, b] se considera la norma (2.3), es decir,

b 1/2
||f||=([ f2<x>dx) Y/ e Cla.b]

es facil demostrar que (C|a, b], || ||) es un espacio normado no completo. Precisamente
su completacién es L2(a, b). (ver Ejercicio n° 9)
3.- En el ejercicio anterior hemos probado la siguiente propiedad:
“Si{ f,} esunasucesiénde L?(a,b) y f € L*(a,b)estalque{ f,} — fen L*(a,b),
entonces existe una subsucesion de { f, }, { fu, },cumpliendo que { fn, } — fc.p.d.;i.e., {fu,(x)} =

f(x) c.p.d.enfa, b]”. Esto sugiere algunas cuestiones tales como:
1. Si{fy} = f en L*(a,b), se podra afirmar que { f,} — f c.p.d.?
2. Si{fu} = fc.pd.,setiene que {fy,} — f en L?(a,b)?

La respuesta a estas preguntas, asi como la relacioén entre la convergencia en
L?(a, b) y otros tipos de convergencia que el lector estd mds acostumbrado a manejar
(convergencia puntual, convergencia uniforme, etc.) la encontraremos en los ejercicios
que siguen. Pero antes de continuar, debemos resaltar el resultado fundamental que

hemos obtenido hasta ahora

| L?(a.b) ES UN ESPACIO DE HILBERT REAL
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Sigamos con un ejercicio para familiarizarnos con la convergencia en L2(a, b).
EJERCICIO 9.
Consideramos la sucesion de funciones { f,,} definida por

fn: [-1,1] = Rtal que

-1, —-l1<x=<-1/n
Jn(x) = nx, —l/n<x<1/n
1, I/n<x<1

Demuéstrese que { f,} — f en L?>(—1,1) donde f : [-1, 1] — R viene definida por

-1, —-1<x<0
fx) = 1/2, x=0
1, 0<x<l1

Solucion: Es claro que f, es continua en [—1,1], Vn € N y por tanto f, €
L?(—1,1), ¥n € N. Por otra parte f es continua salvo en el punto x=0 y acotada y por
lo tanto f € L?(—1, 1). También,

1 0
= 1= [ 1= fP dx = [ ) = P dx

0 1/n
|nx+1|2dx+/ Inx —1)% dx =

0

+/;/n|fn(X)—f(X)|2dx:/

—1/n

0 1/n
=/ (n%x% 4+ 2nx + 1) dx—{—[ (n?x? —2nx + 1) dx =
—1/n 0

, 1 111
+nP—s = 20— - =
n

, 1 1 -1 )
3n3 2 n2

—n?2 1oy
n3n3+ n2 n2+

1 I 1 1

:3n n n 3n

1
+—-—=——=>0sin— +o0

1
n
1
non 3n

Luego { fu} — f en L?(—1,1).

Notas y comentarios.

1.- Observemos que la sucesion { f,} es una sucesién de Cauchy en L2(—1,1) y
que cada f, es continua. A raiz de este ejercicio es facil ver que no existe ninguna
funcién continua g en [-1,1] tal que { f,,} — g en L2(—1, 1) (ver nota 2 del ejercicio

n? 8). ;Se atreveria el lector a demostrarlo?
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2.- Es claro que { f,} — h en L?(—1, 1), donde

-1, -1<x<0
h(x) = a, x=0
1, 0<x<l1

y a es cualquier nimero real dado. ; Contradice esto el principio de unicidad del limite
de una sucesién en espacios normados?

3.- En este ejercicio f,(x) — f(x) c.p.d. (jPruébese esta afirmacién!). Sin
embargo, no siempre es asi (véase el ejercicio que sigue).

EJERCICIO 10.

Considérese la sucesién de funciones de L2(0, 1), { f,}, definida de la manera
siguiente: Sin € Nestalquen = 25~1 4 j k € N,

0<j< 2k=1 entonces falx)=1six € [ij—_l ZJ,CL_II])/ fu(x) =0si

x e (0.1 - [, &5 |

Pruébese que {f,} — 0 en L?(0,1) y que, sin embargo, { f,,} no converge a 0
c.p.d.

Solucidén: ;No se asuste el lector al ver la ley que define { f,}!. En realidad, si se
preocupa un poco por obtener sus graficas, verd que son funciones que siguen una ley
muy sencilla.

Por lo tanto, sin = 2571 4+ j k € N, 0 < j < 2k~! (notemos que k y j son

Unicos para cada n dado)

J+1

1
2k—1 1
Il = [ 1aeoPax = [* vax = o
0 _J 2
2k—1
y como se cumple que n — 400 < k — +oo, lim || f,|| = 0. Luego { f»} —
n—+o0o

0en L?(0,1).

Por otra parte, sea x € [0, 1]. Es claro que dado n € N cualquiera, es posible
encontrar 711, 1, nimeros naturales mayores que 7 tales que f,,(x) =0, fu,(x) = 1.
Esto prueba que { f,(x)} no es convergente para ningin x € [0, 1] y en particular se
tiene que { f,} no converge a 0 c.p.d.

Nota (y ejercicio incluido).

Observemos que en el ejercicio anterior hemos demostrado que, en general, la
convergencia en L?(a,b) no implica la convergencia puntual. Sin embargo, en el
ejercicio 8 se demostré que si { f,} — f en L?(a,b), existe una subsucesién de { f,,},
que converge casi por doquier a f : jseria el lector capaz de encontrar tal subsucesion

en el ejercicio previo?
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EJERCICIO 11.

Consideremos la sucesién de funciones de L2(0, 1), { f,,}, definida por

0, x=061/n<x<1

x) =
Ju() n, O0<x<1/n
Demuéstrese que { f,} —> 0 c.p.d. y que sin embargo { f,} no converge en
L?(0,1)}.
Solucion:

1
Sea x € (0, 1]. Entonces existe ng € N t.q. — < x; de aqui
n

0
obtenemos que f,(x) = 0 Vn > ng y por lo tanto { f,,(x)} — 0.
Como f,(0) = 0, Vn € N, también {f,(0)} —> 0. Asi pues {f,(x)} —

0, Vx € [0, 1]. Sin embargo
1 1/n
| fn —0]> = / | fn()|? dx = / n?dx =n, ¥n € N, de donde deducimos
0 0
que { f,,} no converge en L2(0, 1).

Nota (y otra vez ejercicio incluido).

En el ejercicio previo hemos probado que, en general, la convergencia c.p.d. no
implica la convergencia en L2(a, b). Observemos también que { ,>} es una sucesién
de funciones de

LY(0,1) t.q. { £;?} — 0 c.p.d. Sin embargo,

/Olfnz(x)dx 74—>[01de=0

(Por qué no se puede aplicar el Teorema de la Convergencia dominada de Lebesgue
en este caso?

EJERCICIO 12.

Sea { f,} una sucesién de funciones de L?(a,b) que converge uniformemente a
una funcién f de L?(a,b). Pruébese que { f,} —> f en L?(a,b).

Solucion: Que { f, } converja uniformemente a f quiere decir que

Ve e RY Ing(e) € N: Vn > no(s) = | fu(x) — f(x)| <& Vx € [a,b].
€

Vb —a

Sea entonces ¢ € Rt dado. Tomemos ng y n un natural cualquiera,

) . Entonces

&
n=n
=

b 1/2 b o 1/2
IIfn—f||=</ |fn(x>—f<x>|2dx) 5(/ b‘iadx) =

Podemos resumir lo realizado en los ejercicios n° 9, 10, 11 y 12 con el grifico

siguiente:
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{fu} > [ en L?(a.b)

X/
{fa} = f uniformemente en [a,b] Yy
KN
{fu}— fc.pd.

Hasta ahora nos hemos familiarizado con la estructura algebraico-topoldgica de
L?(a,b), asi como con el concepto de convergencia de una sucesién de funciones
{ fu} de L?(a,b) hacia un elemento f de dicho espacio. Como resultado fundamental,
destaquemos nuevamente el hecho de que L?(a, b) es un espacio de Hilbert real.

Otros espacios de Hilbert que ya hemos mencionado, como el espacio euclideo
R”, deben gran parte de sus propiedades al hecho de que tienen una base. Esto facilita
muchisimo su estudio, asi como el de ciertas clases de funciones (por ejemplo, las
funciones lineales u homomorfismos) definidas entre dichos espacios. La pregunta que
16gicamente cabe hacerse es la siguiente: jtendra L2(a, b) una base? Esta pregunta lleva
aparejada, a su vez, otras cuestiones tales como: /cudl seria una definicién “adecuada”
de base en L%(a, b)? ;cuédntas bases hay (si es que las hay) en L2(a, b)? ;qué ventajas
tiene la utilizacién del concepto de base?, etc.

Trataremos de responder a las cuestiones anteriores en los ejercicios que siguen.
Para ello, la nocién de ortogonalidad sera fundamental.

Definicion.

Sea A C L?(a,b). Diremos que A estd formado por elementos ortogonales (o
simplemente que A es ortogonal) si < f,g >= 0V f, g € Acon f # gy ademas
< f,f >#0, Vf € A (osea que el producto escalar de dos elementos cualesquiera
distintos de A es cero y que A no puede contener al elemento nulo de L?(a, b)).

Definicion.

Sea A C L?*(a,b). Diremos que A estd formado por elementos ortonormales (o
simplemente que A es ortonormal) si < f,g >=0, Vf, g € Acon f # gy ademds
< fif>=1,VfeA.

EJERCICIO 13.

Demostrar que los siguientes conjuntos de funciones son ortogonales en los espacios

que se indican:
2nn(x —a) 2nn(x —a)
1.-31, cos———, sen ———

2
h—a P ,neD\l} en L“(a,b).

2.- {1 cosnnx, sennTnx, ne IN} en L2(—l,l).
3. {senﬁ, ne IN} en L%(0,1).
4.- {cos@, ne IN} en L%(0,1).
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2n —1
5.—{sen %, nelNY en L%(0,1).

Solucién: Para hacer el ejercicio conviene recordar las siguientes férmulas de

trigonometria elemental, vilidas V x, y € R:
1
sen(x) - sen(y) = E[cos(x —y)—cos(x + y)]
1
cos(x)-sen(y) = E[sen(y + x) 4 sen(y — x)]
1
cos(x)-cos(y) = i[cos(x +y) 4 cos(x —y)]

< 1, cos dx =

2nn(x —a) o /bwsZﬂn(x —a)

—a a b—a

= sen

b—a 2an(x —a) b_
2nn b—a N

a

b—a

[sen(2mrn) —sen(0)] = 0, Vn € N
n

2nn(x —a) /bsen2nn(x—a) dx —

<1, sen———~ >=
’ b—a a b—a

b—a 2an(x—a) b
= — cos =
2n b—a

a

= —b — [cos(2mn) —cos(0)] =0, Vn e N
2mn

2nn(x —a) 2nm(x —a)
< cos , COS >=
b—a b—a
b 2an(x—a) 2mm(x—a)
cos cos
a b—a b—a

b
_ 1/‘ (COSZJT(VI + m)(x —a) n cosZn(n —m)(x —a)) dx —

dx =

2 b—a b—a

a

b
1 b—a 2n(n+m)(x—a):| n

252n(n+m) ser b—a

a

1 b—a 2n(n —m)(x —a) b
- sen
22n(n —m) b—a
_1 b—a
T 22n(n +m)

a

[sen 2w (n 4+ m) — sen(0)]+
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+1 a
22w (n —m)

b= [sen 2 (n —m) —sen(0)] =0

Vn,m e N, n # m.

1

2

/

b

a

(sen

o) _ _
< cos Tn(x a)’ Sen2nm(x a) o
b—a b—a
/b 2nn(x —a) 2nm(x —a)
cos sen dx =
a b—a b—a
2r(m 4+ n)(x —a) 2n(m —n)(x —a)
sen dx =
b—a b—a
1 b—a 2n(m 4+ n)(x —a) b
= —— cos —
22n(m + n) b—a a
1 b—a 2w (m —n)(x —a) b
—— cos =
22x(m —n) b—a a
1 b—a
- - " o) _ _
22 ) [cos 2 (m + n) — cos(0)]
1 b—a

Em[coﬂn(m — l’l) — COS(O)] =0

Vn,m e N, n # m.

Si n=m,

VnelN

1

2

J;

(COS

2rn(x —a) 2nn(x —a)
<cos———, sen——= >=
b—a b—a

l/b 2n(n +n)(x —a)
= sen dx
a b—a

1b—a 27nQ2n)(x —a) b
—— cos =
2 4nw b—a a

1b—a

=S ann [cos(4mn) —cos(0)] =0

2 — 2 —
< sen nx a)’ sen 7m(x —a) >=

b—a b—a
/b 2nn(x —a) 2am(x —a)

sen sen dx =
a b—a b—a

2r(n — m)(x —a) —coszn(n + m)(x —a)) dx —
b—a b—a B
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1 b—a 2n(n —m)(x —a) b
N §2n(n—m)sen b—a :| B

a

1 b—a n2n(n+m)(x—a)]b_

_EZn(n—l-m)Se b—a .
1 b—a
= Em [sen 2m(n — m) — sen(0)]—
1 b—a

_Em [sen 2w (n + m) —sen(0)] = 0

Vn,m e N, n # m.

2.-
1.
Tnx ! Tnx / anx!
<1,cos—— >= cos—— dx = —sen ]
/ _ n [ 1
= — [sen(rn) —sen(w(—n))] =0, Vn e N
n
2.
Tnx ! Tnx -1 anx!
<1l,sen— >= sen dx = —cos—] =
) _ ) nmw [ d-
-1
= —/Jcos(nm) —cos(n(—m))] =0, Vn e N
nmw
3.

dx =

COS——COS

[ [

mnx mTmx ! mnx mTmx
>=
-l

1
L[ (ot e miny

2) l !
IR w(n +m)x
_En(n—l—m)sen [ :|—l+
1 i a(n—m)x ! _
o —m T ]_l -
1 )
- Em[sen(n(n +m)) — sen(rw(—n — m))]+
l—[sen(jr(n —m)) —sen(w(—n + m))] =0,
2a(n—m)

Vn,me N, n#m.
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I —
= l/ (sen—n(m 7 nx + sen—n(ml n)x) dx =
-l

-1 [ a(m + n)x !
— cos —
2 w(m+n) / _

cos

1 / w(m—n)x ! B
C27(m—n) / ]_,_

)
= —m[cos(n(m + n)) —cos(w(—m —n))]—

—s————|cos(w(m —n)) — cos(x(—m +n))] = 0
2w (m — n)

Vm,n € N, m # n.

Sim=neN,

-/
= ——J[cos(2mn) —cos(—2nn)] =0, Vn € N
4mrn

mnx mmx ! mnx Tmx
<S€I’lT,S€l’l I >= sen——sen ] dx =
-l

1/1 a(n —m)x a(n + m)x
= — coOS—————— —cos——— | dx =
2] ) )

1 [ m(n—m)x ! B
© 2n(n—m) sert [ _

n

1 [ n(n +m)x !
—= se =
27'[(11 + m) l —1

= m[sen(n(n —m)) —sen(w(m —n))]—

—m[sen(n(n + I’H))—

—sen(w(—n —m))] =0, Vu,m € N, n # m.
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3.-

nmwx mimXx ! nmwx mimXx
< sen—-—,sen >= sen———sen dx =
] I o 1 I

1/1 a(n—m)x w(n + m)x
=— coOs—————— —cos———— | dx =
2/ o [ )

l l

T 2nti—m) T

1 [ fr(n—m)x} [ nn(n +m)xi|

1
- = se
o 2n(n+m) ) 0

= m[sen(ﬂ(n —m)) — sen(0)]—

1

—Em[sen(n(n +m))—sen(0)] =0, Yn,m € N, n # m.

4.-
I

nmwx mitx nmx mmXx
< CcoOS——,Cos >= COS——COS dx =
] I o T I

l _
_ l/ (M n M) dx —
0

l

1 [ w(n + m)x ! 1 ) a(n —m)x
o+ )

- En(n + m) ser ) w(n —m) sert [ 0

= m[sen(n(n + m)) — sen(0)]+

4+——+—J[sen(w(n —m)) —sen(0)] =0, Vn,m € N, n # m.
2x(n —m)

2n—Dmx 2m—1)mx
,sen >=
21 21

/l Qn—Drax  Q2m—Dax
n sen dx =

< sen

o€ 21 21

/1 ( 2n —2m)mx 2n 4+ 2m — 2)71x)
cos — cos dx =

1
2/ 21 21

en

_1 21 : (n—m)mx !
C22(n—m)w [

0

sen

1 21 (n+m—Drx7
22(n+m— )z /

0

= ——[sen((n —m)m) — 0]—
i

2(n —m)

—m&en(n +m—1mr)—sen(0)] =0, Vn,m € N, n # m.
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Es claro que si un subconjunto A de L?(a,b) es ortogonal, entonces cualquier
subconjunto suyo no vacio es también ortogonal y que si cada elemento de A se
multiplica por un escalar no nulo, el conjunto resultante es también ortogonal; en
particular, si cada elemento de un conjunto ortogonal se divide por su norma, se tiene
un conjunto ortonormal.

El siguiente ejercicio serd de utilidad en la motivacién del concepto de base en
L%(a,b).

EJERCICIO 14.

Sea { f,, n € N} un subconjunto ortonormal de L?(a, b). Demostrar que si {4, }
o0

es una sucesién de nimeros reales tales que la serie E An fn €s convergente a f €

n=1

L?(a,b) entonces A, =< f. f, >, Vn e Ny

o0

PR

n=1
Solucién: Probemos en primer lugar que A, =< f, f, >, Vn € N.
k k
< fifa>=< lim jzlljfj» fo>=lim < ;ljfj, Jo>= lim Ay =

An-

Sea k € N, entonces

k k k
1 =Y nfulP =< f = dnSue [ =Y Anfn >=

n=1 n=1 n=1

k

k k
=1fIP=2) A< f fu>+ D IlP = 1F1P =D 1Al
n=1 n=1

n=1

2

k 0
C 1, — A - - A == 09
OHK)kJHLo”f‘ 32% nfh” ”f ;é; nfh”

o0

k
2 . 2 2
= lim Anl” = A
117 =, tim 3 al” = 3 o

n=1

Notas.
1.- En el ejercicio anterior se ha afirmado que
k k
< lim Aifi, >= lim < Aifi, >. Esto es facil de probar
k—o0 :g% ]j} In k—o0 ZZ: Jf} I P

j=1
pues si {/;} es una sucesién de elementos de L2(a,b) que converge a h € L%(a, b),
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entonces klim < hg,g >=<h,g >,Vg € L?(a,b). Para ver esto, pensemos que
—>00

| <hp.g>—<hg>[=[<hg—hg>|=|he—h|lgl

Una vez que tenemos cierta familiaridad con la nocién de subconjunto ortogonal de
L?(a, b), podemos plantearnos nuevamente: ;cudl serd una definicién “adecuada” de
base en L%(a, b)?

Pensemos en los espacios de Hilbert que conocemos: R, R?, R3,---, etc. En R,
una base estd formada por un elemento no nulo (dicho elemento forma un subconjunto
ortogonal de R); en R?, una base estd formada por un subconjunto ortogonal con dos
elementos, y en

ggeneral, en R”, una base estd formada por un subconjunto ortogonal de n elementos
(pensemos que cualquier subconjunto ortogonal de R” es linealmente independiente y
que el procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt permite construir, a partir
de un subconjunto linealmente independiente { f1,--- , f;n} de R” otro subconjunto
ortonormal que engendra el mismo subespacio). En este caso, todo elemento de R”
es combinacion lineal tnica de los elementos de la base. Podemos pensar entonces lo
siguiente: “Un subconjunto A de L?(a, b) que sea ortogonal se dird que es una base de
L?(a, b) si todo elemento de L?(a, b) es combinacién lineal finita (al ser A ortogonal,
A es linealmente independiente y por tanto dicha combinacién lineal ha de ser tinica)
de elementos de A”. Rapidamente vamos a ver que no existe tal subconjunto.

EJERCICIO 15.

Demostrar que no existe ningin subconjunto A de L?(a,b) que sea ortogonal y
que cumpla la siguiente propiedad: “Cualquier elemento de L?(a, b) es combinacién
lineal finita de elementos de A”.

Solucion: Obviamente podemos suponer que el conjunto dado es ortonormal.

Si A C L?(a,b) es un conjunto ortonormal cumpliendo la propiedad anterior, A
debe ser infinito (en otro caso, la dimensién del espacio vectorial real L2(a, b) seria
finita, hecho que sabemos que es falso). Asi pues A debe contener algiin subconjunto
numerable (veremos posteriormente que cualquier subconjunto ortogonal de L?(a, b)
debe ser numerable); Sea B C A, B numerable. Entonces B = {b,,, n € N}. Tomemos

la sucesion { f,, } definida por:

by by by
fn:?+2_2+ ...... +2_n
Sin > m,
Bmi bp 2
o= fonll® = g - 5 =
—< bm+1 T bn bm+1 + +b_n>_

om+1 ) 2_n’2m+1 on
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1 1
= Semt2 *pmra T T o
k
y como la sucesién Z San k € N ¢ es de Cauchy en R,
n=1

{fx} es de Cauchy en L?(a,b). Por ser L?(a,b) completo, { f,} — f donde
f € L*(a,b); ademis,

Por otra parte, f deberia ser una combinacién lineal finita de elementos de A: es

decir, existen ay,--- ,a, € Ayag,---,a, € R tales que

n
f=) wa
k=1

De donde se obtiene que
Yo=Y % =0
k=1 k=1
que no es posible utilizando el ejercicio 14. (;por qué?)
Creo que los ejercicios 14 y 15 “justifican"la siguiente definicion:
Definicion.
Sea { f,,n € N} un subconjunto ortonormal de L?(a, b). Diremos que tal subcon-

junto es una base si cualquier elemento f de L?(a,b) se expresa de la forma:

=Y <fifa> fu 2.8)
n=1
k
(es decir f = klim Z < f fu> ful en L%(a, b))
—00 n=1

La anterior definicién motiva de manera inmediata una serie de cuestiones: ;existen
bases de L2(a, b)? Si la respuesta es afirmativa (que evidentemente lo serd porque si
no, no habriamos dado la anterior definicién), ;cudntas bases hay en L?(a, b)? ;cémo
se pueden construir bases de L2(a, b)? ;qué utilidades tiene la utilizacién de la nocién
de base en L?(a, b)? etc.

La primera pregunta que cabe plantearse es la referente a la existencia de bases
en L%(a, b). En este sentido, es muy corriente en Matemdticas, con objeto de probar
la existencia de algo que interesa (en este caso de base en L2(a, b)), dar diversas

caracterizaciones previas. Esto serd util no solamente para probar la existencia, sino
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para poder utilizar las diversas caracterizaciones, seglin nos exija la situacién concreta
que se plantee.

EJERCICIO 16.

Sea {f,.,n € N} un subconjunto ortonormal de L?(a,b). Demostrar que son

equivalentes:
1. {fn.n € N} esunabase de L%(a, b).

2. Para cualquier f de L?(a, b) se cumple la llamada igualdad de Parseval

IAP=> 1< fifa>]

n=1

3. El tinico elemento de L?(a, b) ortogonal al conjunto { f,,,n € N} es el elemento

cero (es decir si f € L?(a, b) satisface que < f, f, >= 0,Vn € N, entonces

£ =0).

Sugerencia: Probar que a) = b), b) = ¢), ¢) = a). Para c) = a) pruébese
o0

en primer lugar que la serie Z < f, fa > fn es convergente (probando que es de
n=1
Cauchy) a un elemento g de L2(a, b); después, demuéstrese que < g, fn >=< f. fn >

, Vn € N.

Solucion: a) = b): Es el ejercicio 14.

b) = c¢): Si f € L?*(a,b) satisface que < f. f, >= 0, ¥n € N, entonces
| 71I* = 0, es decir, = 0.

o0
¢) = a): Demostremos en primer lugar que dado f € L?(a, b), la serie Z <

n=1
f» fu > fn es convergente: o lo que es lo mismo, que la sucesion de sumas parciales
k
{Sk, k € N} es convergente donde Sy = Z < fifa> fa-
n=1

Ahora bien, como L2 (a, b) es un espacio de Hilbert (y por tanto un espacio normado
completo) bastard con probar que {Si, k € N} es una sucesion de Cauchy; para ello, si

m,n € N, m > n, se tiene que

1Sm — Sull> =< Sm — Sn, Sm — Sp >=

=< Y <ffi> [ Y. <[fi>fi>=
k=n+1 Jj=n+1
= > I<ffi>)

k=n+1
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Recalquemos la igualdad que hemos obtenido, porque serd utilizada no sé6lo en este

ejercicio sino también posteriormente:

m

1Sm—=Sul>= D I<fifi > (2.9)

k=n+1

La parte derecha de (2.9) es en realidad | H,, — Hp|, donde { Hy, k € N} representa la

sucesién de sumas parciales de la serie

dl<fife> T (2.10)

k=1
Por otra parte, se cumple que

2

k
0<lf =) <fifa> Il =
n=1

k k
=<f=Y <ffa>fa f=D < fifa>fo>=

n=1 n=1

k k
=1fIP=2 ) I <ffa>P+Y I<fifu>P=

k
IAP=D 1< fifa>P

n=1
Lo que prueba que

k
He=Y 1< ffu>P<I/fI*. VkeN

n=1

Asi pues, la serie (2.10) tiene sumas parciales acotadas. Al ser una serie de términos
no negativos, esto implica que (2.10) es convergente; de aqui se obtiene que la sucesion
{H, k € N} es de Cauchy, que junto con (2.9) prueba que la sucesion {Si,k € N} es
también de Cauchy.

Ya sabemos que la serie
o0

Yo <[fifa> fn Q.11)

n=1



2.3 Desarrollo del capitulo 61

es convergente. Queda por probar que loes a f. Paraello, sea g € L?(a, b) tal que

oo

g= <ffa> fn

n=1

Entonces, por el ejercicio 14, sin € N,
< g, fo>=<f fu> VneN

Luego < g — f, fu >= 0, Vn € N. De aqui obtenemos, usando la hipétesis (c),
que g = f.

Notas y comentarios.

1.- En la solucién del ejercicio anterior se han probado algunos hechos que conviene

recalcar: si { f,,n € N} es un subconjunto ortonormal de L?(a, b) (no necesariamente

una base) entonces:

o0
1. La serie Z | < f, fn > |2 es convergente y

n=1

Si<fifa>P=IfIP. VS eL?a.b) (2.12)

n=1

((2.12) se llama desigualdad de Parseval ).

o0
2. La serie Z < f, fu > fu es convergente (no necesariamente a f').
n=1
o0
3. Si {ay} es una sucesion de nimeros reales dados, entonces la serie Z n fn
n=1
o0
es convergente si y solamente si la serie Z oz,% es convergente. De hecho, si
n=1
k
S, = Zan fn, Yk e Nysim,n € N, m > n, entonces
n=1

m
ISm —=Sal> = Y of.
k=n+1

2.- La anterior definicion de base es vélida para cualquier espacio de Hilbert real
de dimensioén infinita y separable, asi como las equivalencias probadas en el ejercicio

anterior (véase [0]).

3.- En R”, un conjunto formado por n vectores ortonormales forma una base. Si
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{v1,---, vy} es tal conjunto, entonces todo vector v € R” se expresa de la forma

n
v:Z<v,vk>vk
k=1

(obsérvese la analogia con (2.8)).

Ademads se cumple que

n
2 2
Wlign = Y | <v,vp > |
k=1

(Igualdad de Parseval)

y si v € R” es ortogonal a todos los v;, 1 <i < n, entonces v debe ser el vector
cero (apartado (c) del ejercicio anterior).

Obsérvese pues, las analogias existentes entre los espacios de Hilbert L2(a, b) y R”.
Es claro que hay también grandes diferencias (las que existen entre un espacio de Hilbert
real y separable de dimension infinita y un espacio de Hilbert real de dimension finita;
véase, por ejemplo, el ejercicio 15), pero en Matematicas es fundamental ir reconociendo
las analogias y las diferencias entre los nuevos objetos y los que son “familiares” al
lector para poder avanzar en el conocimiento de aquellos.

Antes de probar la existencia de bases en L?(a, b) probemos otro resultado que
pone de manifiesto méds analogfas existentes entre los espacios L2(a, b) y R". Sabemos

que si {vy,---, vy} es una base ortonormal de R” y si v, w € R” son tales que v =
n n

Z <V, VU > Vg, W= Z < w, v > Vg, entonces el producto escalar de v y w,

k=1 _ k=1
< v, w > viene dado por

n
<v,w >= E <V, V > < W,V >
k=1

El resultado analogo en L2(a, b) es el siguiente.

EJERCICIO 17.

Sea { fy,n € N} una base de L?(a,b). Pruébese que si f y g son elementos
arbitrarios de L2(a, b), entonces:

(e.¢]

<f,g>=Z<f,f,,><g,fn> (2.13)

n=1

[e.e] [e.e]
Solucién: Sabemos que f = Z <fifu> fu,g= Z < g, fu > fu.Sean

n=1 n=1
{Hy, k € N}, {M}, k € N} las sucesiones de las sumas parciales respectivas de las
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series anteriores; es decir,

k k
Hy=Y <fifa>fo M=) <8 fa>fo, VkeN
n=1 n=1
Entonces
k
< fg>=Y <fif><gfo>|=|<fg>—<Ho.M>|=
n=1

=|< fig>—<fiMy>4+< fiMp >— < Hy, M >| <
SI<fig—Mp>|+|<f—He, M >| =

</ g— Ml + 11/ — Hielll M|
Como lim Hy = fy lim Mj = g, se tiene que
k—o00 k—o0
lim ||g — Mi|| = lim || f — Hi| = 0y como la sucesién {|| M|,k € N} es
k—o00 k—00

acotada, deducimos que

k
1i < fig>— < fifu><g fmn>]=0
Jim [ <fg>=3 <ffa><gfn>]

n=1

lo que prueba (2.13).

Vamos ya a demostrar la existencia de bases en L?(a, b). Ello se hara para una
base muy especial que se utilizara en el capitulo siguiente en los desarrollos en serie
de Fourier. Como uno de los objetivos de estas notas es que sean ttiles para el mayor
nimero de lectores posibles, presentamos la demostracién dada por Lebesgue que,
aunque ingeniosa, utiliza hechos elementales.

El ejercicio que sigue muestra una base del espacio L?(—, ). Sera inmediato, a
partir de un cambio de variable conveniente, la construccién de una base en L?(a, b)

cualquiera.
EJERCICIO 18.

Demostrar que el conjunto

1 1
——, ——cos(nx), —sen(nx), n € N (2.14)

Var Jm VT

es una base de L2(—m, ).
Sugerencia (mds que una sugerencia es un plan de ataque para resolver el ejercicio):
Utilicese la caracterizacion de base dada en el apartado c) del ejercicio 16. Para ello hay

que demostrar que si f € L?(—m, ) es ortogonal al conjunto (2.14), entonces f = 0
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(en L?(a, b)). Es conveniente hacer esto en dos etapas:

1. f continua en [—m, ]. Si f es continua en [—x, ] y ortogonal al conjunto

(2.14), f debe ser ortogonal a cualquier polinomio trigonométrico. Si f /é
0 en [—m, ], debe existir xg € (—m,7), e > 0, § > 0 tales que | f(x)| >
g, Yx € (xo — 6, x0 +8) C (—m, w). Demuéstrese entonces que para m suficien-

temente grande f no es ortogonal al polinomio trigonométrico
gm(x) = (14 cos(x — x¢) — cos(8§))™

realizando para ello un estudio detallado de g,, en los intervalos definidos por

las desigualdades |x — xo| <6, |x — xo| <6/2, |x — x0| > 6.

2. Si f € L?(—n, i), considérese la siguiente funcién 4 : [, 1] — R definida

por h(x) = £(x) = 7= ¢(x) = [ C fwa,
ap =<g, «/;27[ >

Solucién: Sabemos que el conjunto (2.14) es ortogonal (véase el apartado 2 del

ejercicio 13); es trivial que la norma de cada elemento del conjunto dado es 1y por lo

tanto dicho conjunto es ortonormal.

Para ver que es base, utilizaremos el apartado c¢) del ejercicio 16. Sea pues f €

L?(—m, ) ortogonal al conjunto (2.14). Entonces:

</

1
>=0, < f, —=cos(nx) >= 0,
v

I
Nz Neg

1
< f,—=sen(nx) >=0, Vn € N
s

7=

Debemos demostrar que f(x) = 0c.p.d. en [—m, rr]. Para ello

consideramos dos etapas:
1. f continuaen [—m, 7].
2. f € L*(—m, ) arbitraria.

Concentrémonos en el caso a). Si f es continua en [—7, 7] y

(2.15)

f # 0en L*(—n, ) debe existir xg € (—m, ) tal que f(xo) # Oy por la

continuidad de f existen nimeros reales y positivos ¢ y § tales que

| f(x)|>¢, Vxe(xg—08,x0+6) C (—m, m)

(2.16)
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Por otra parte, de (2.15) se deduce que

/” f(x)dx = " f(x)cos(nx) dx = " f(x)sen(nx) dx =0,

- -7

Vn € Ny por tanto

/ﬂ (f(x) (ao + Z arcos(kx) + by sen(kx)))) dx =0 2.17)

k=1

para cualquier n € N y para cualquier eleccién de nimeros reales

ar (0<k <n), b (1 <k <n).

Consideremos ahora, para cada m € N, la funcién g, : R — R definida por
gm(x) = (1 + cos(x — xg) — cos(8))"

gm verifica las siguientes propiedades:

(P1) gm es una combinacidn lineal finita de funciones del conjunto (2.14). En efecto,
probémoslo por induccién sobre m:

Param =1,

g1(x) = (1 + cos(x — xg) — cos(d)) =

=1—cos(8) + cos(xg)cos(x) + sen(xg) sen(x)
Sea la afirmacién vélida para m=p, es decir,
)4
gp(x) = Z(akcos(kx) + by sen(kx))
k=0

Entonces

gp+1(x) = (1 + cos(x — xo) — cos(§))? 1! = g, (x)g1(x)

y usando las férmulas del ejercicio 13, se prueba que

p+1

gp+1(x) = Y _(arcos(kx) + by sen(kx))
k=0

para ciertos nimeros reales ays (0 <k’ < p+1), bp (1 <k’ < p+1).

(P2) Vx € (—m, ) /|x — xo| <6, se cumple
|gm(x)| =1 (2.18)

Esto es trivial pues si |x — xo| < § (§ < 7/2), entonces

cos(x — xqg) > cos(9).
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(P3) Vx € (—m, )/ |x — xo| < 8/2, se tiene

m

lgm(X)| = (1 + COS(%) — cos(8)) (2.19)

)
También trivial pues si |x — xo| < 8/2, cos(x — x¢) > COS(E)

(P4) Vx € (—m,)/|x — xo| > &, se satisface
|gm(x)] <1 (2.20)
En efecto, si x € (—m, ) es tal que |x — x¢| > §, entonces
X —x0 € (—2m,2m), x —x¢ & (=27, 27 +8) U (=6,8) U (2w —4§,2m) (2.21)

Puesto que x < 7, xo —§ > —m implican x < 7w, —x¢9 < 7w — §, se tiene que
X —xo < 2w —6.
Andlogamente x > —m, x9 + 8 <  implican x > —mw — xo > —m + &, de donde
deducimos que x — x9 > —27w +§
Andlogamente,
|x —x0| > 8 = x —x0 & (-6,6)

Asi se cumple (2.21).
Pero (2.21) implica que cos(x — x¢) < cos(8). Luego

—2 < cos(x — x9) — cos(8) <0, olo que es lo mismo
—1 <14 cos(x —x9)—cos(§) <1,

es decir |gm (x)| < 1 que es (2.20).
Ahora, de (2.17) y de (P1) deducimos que

’ f(xX)gm(x)dx =0, Vm € N (2.22)
Pero
e x0—6
 Fgndx= [ fgn() drt
o d " S(xX)gm(x) d
o s dr s [ s d
y ademads,

x0+6
= [ @l dx

X0

x0+8
‘ | 1@t ax
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puesto que las funciones f y g, tienen signo constante (no se anulan) en (xo—§, xo+9)
(ver (2.16) y (2.18))
Luego, por (P2) y (P3),

x0+38
‘ | st ax

xo0+6 x0+8/2
=/ g dx = / ) lgm(0)] dx =

X0— x0—38/2

m m

x0+8/2 S
> / e (1+ COS(E) —cos(8))

)
dx = Se(1 4+ cos(=) — cos(6))
x0—8/2 2

Asi pues,

— 400 si m—> +00 (2.23)

x0+38
‘ [ et dx

Por otra parte, por (P4)

=

x0—6
' | r@en ax

(2.24)

x0—08 T
<[ lrelemldx < [ 11wl dx

-7

=

‘ [ F()gm(x) dx
x0+6

(2.25)

T T

S/ | /()] gm (x)] dx 5/ | f(x)] dx
x0+6 —7

Es claro, por dltimo, que (2.23), (2.24) y (2.25) contradicen (2.22).

Por lo tanto, si f es continua en [—m, 7] y satisface (2.15), f =0 en [—n, 7).

Consideremos ahora la etapa b), es decir, f ExLz(—TL’, ) satisfaciendo (2.15).

Sea g : [—m, 7] — R definida por g(x) = f() dt. Como
-7

f € L?>(—n, ) C LY (—m, ), g es absolutamente continua (y por tanto continua)

en [—m, ]. Definamos también & : [—x, 7] — R por

a 1
h(x):g(x)—\/%,ao=<g,ﬁ>.

La funcién h es una funcién continua en [—7, 7] que satisface
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hW(x)=g'(x)= f(x)c.p.d.en [—m, m]. Ademis

1 1
<h, — >=< > —ag < ——,

ao 1 1
—_———>=< g, ——
N2 & V2 A2 & V2 2

Iao—aozo

\
Il

5
)

T

1 1
< h, —cos(nx) >= — h(x)cos(nx) dx =
() >= —= [ hx)cos(rx)

I

_ L{h(x)sen(nx)}” _/’” sen(nx)h,(x) gl =
T n o —x N
_ _ﬁ :T F(x) sen(nx) dx = 0,
< h, L sen(nx) >= — " h(x)sen(nx) dx =

VT N
- L] [T ety )

b n -

1
nym
1

+m |: :rf(x)cos(nx) dx:| =0

[—h(m)cos(nm) + h(—m)cos(n(—mn))]+

para cualquier n € N.
Por el apartado a), h = 0 en [—x, 7], lo que implica que
f(x)=0c.p.d.en[—mn,m].
Este ejercicio ha sido duro de resolver, pero merecia la pena hacerlo con detalle.
Animo, pues el resto del capitulo es “mds relajante” .
Es inmediato ahora encontrar una base en L?(a, b).

EJERCICIO 19.
Demostrar que el conjunto

1 V2 ( 2x—a—b) V2 ( 2x—a—b) c N
, cos|nm , sen|nm——— |, n
vb—a ~b—a b—a Vb —a b—a

es una base de L2(a, b).

2w

[—7, ] en el intervalo [a, b] (o lo que es lo mismo, la aplicacion x —

b
¢ y+ a4 ; es una biyeccion del intervalo
7(2x —a —b)
b—a

Sugerencia: La aplicacién y —

es una biyeccion del intervalo [a, b] en el intervalo [—, ]).

Solucién: Teniendo en cuenta que

( 2x—a—b) ( 2x—2a+a—b)
cos | nm—— | =cos [ nm =

b—a b—a
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= cos nn(x —a) —nmw | = (—1)"605M , VneN
b—a b—a

y que

b—a b—a

= sen (M - nn) = (—1)" sen
b—a

( 2x—a—b) ( 2x—2a+a—b)
sen | nm—— | =sen | nx e

2nm(x —a)
b—a

y el apartado 1) del ejercicio 13, el conjunto dado es ortogonal.

2 b 1
= d :1,
/ab_a !

2

,VneN

Por otra parte,

=
[ (e 2525)

b
2 2x —a —
=/ab_acos2(nn%aab) dx =

b o 14cos (Znnw)
d

b—a

Jab—a 2

1 b 1 b onm(@x —a—b)
_b—a[adx+b—a[ cos P dx =
1

X =

a

b—a 2nw(2x —a — b) b
+b—a[2nn2 sen b—a i|a
Andlogamente
2
V2 ( 2x—a—b) 1 VneN
——sen | nr——— =1, Vn
Vb —a b—a

lo que prueba que cada elemento del conjunto dado tiene norma 1. Esto implica que
dicho conjunto es ortonormal.

Sea ahora g € L?(a,b), ortogonal al conjunto dado. Definamos la funcién f €

L?(—m, m) mediante
b—a a+b
fy) = g( o )T )
s

2

1 T
Entonces < ——, [ >= L dy.

Realizando el cambio de variable

b—a +a+b_ _mw(2x—a—D)
2 2~ U7 b—a
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<

7= s
=£/ag(x)dx=0.

También,

< %cos(ny), f(y) >= /_n%COS(”y) f(y)dy =

b
1 nw(2x —a —b) 2
_ dx=0
J_CO b—a g(x)b—a o

Andlogamente, < «/_E sen(ny), f(y) >=0, Vn e N.

Esto prueba que f € L?(—, ) es ortogonal al conjunto dado en el ejercicio 18.

Por lo tanto f = 0 en L?(—x, ), lo que implica que g = 0 en L?(a, b).
Notas y comentarios.

1.- El hecho de que el conjunto dado en el ejercicio 19 sea una base de L?(a, b)
tiene muchas e importantes consecuencias. Restrinjamonos por comodidad de notacién,
al caso en que (a, b) = (—x, 7). Entonces, por definicion de base, se tendra que para

cualquier funcién f € L?(—m, ), f se expresa de la forma

f = + Z (an cos(n(+)) + by \/_ sen(n (- ))) (2.26)
donde ag =< f [ f(x)r dx
an =< f, \/%?cos(n(-)) >= ;rf(x)%cos(nx) dx
by, =< f, \/LE sen(n(-)) >= /_nf(x)% sen(nx) dx , Vn € N.

y se cumple la igualdad de Parseval

||f||2=/ SR dy = a3+ @@ 45D . VS € L(-m.m)

n=1

Hagamos hincapié en la expresion (2.26). (2.26) significa que

f=ao

1 < 1 1
Nir + nli)n;o; (ak ﬁcos(k(-)) + bkﬁ sen(k(-)))
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en L?(—m, 7). Es decir que

/- ar—— (Z( —cos(k() + by fsen<k(-))))”=

lim
n—>o0

o0 equivalentemente

J

Jdim [ f(x) = Sp () dx =0 (2.27)
donde
Su(x) = ag \/12_71 + kX:l(ak %cos(kx) + bk— sen(kx))

Entonces, ;podremos escribir la siguiente relacion?

f(x) = ao Z ( cos(nx) + by

n=1

\/1; en(nx)) , (2.28)
c.p.d.en [—m, ]

La mayoria de los lectores pensaran: ;qué diferencia existe entre (2.26) y (2.28)?
Pues si que la hay; (2.26) significa que la serie de la parte derecha de la igualdad
converge, con la norma de L?(—, ), a f (es decir (2.27)), mientras que (2.28) signi-
fica convergencia puntual de la citada serie (c.p.d.) a la funcién f y es conocido que
convergencia en L?(—, ) no implica necesariamente convergencia puntual (c.p.d.)
(ver Ejercicio 10).

No parece, con los conocimientos que tenemos hasta ahora, que para funciones
arbitrarias de L?(—, ) pueda afirmase (2.28). No obstante, este hecho, cuya prueba
se escapa de los limites de este texto, ha sido probado por Carleson ([11], [12]). Desde
nuestro punto de vista, serfa deseable conocer tipos de funciones de L?(—, ) para
las que (2.28) se cumpla, con vista a las aplicaciones que se haran posteriormente.

Este tipo de cuestiones, asi como otras relacionadas (;para qué tipos de funciones
f € L%(—m, ) se cumple (2.28) de manera uniforme en [—, ]? ;qué relacién
hay entre la respuesta a la pregunta anterior y la regularidad de la funcién f? etc.,)
se abordaran en el capitulo siguiente, donde mostraremos diversas aplicaciones del
desarrollo (2.26).

Veamos ahora algunas consecuencias inmediatas que, sobre el espacio L?(a, b),

tiene el resultado del ejercicio 19.
EJERCICIO 20.

Demostrar que L% (a, b) es un espacio de Hilbert separable.
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Solucion: Sea A = { f,,n € N} el conjunto dado en el ejercicio 19. El conjunto
H formado por todas las combinaciones lineales finitas con coeficientes racionales de
elementos de A es numerable (;Pruebe esto el lector!). Veamos que H es denso en

L?(a,b). Paraello, sean f € L?(a,b) y ¢ € RT arbitrarios.
n

Como f = lim (E < f, fx > fk),existe un natural ng, tal que
n—>o0
k=1

F=3 < fife> fi| <2 (2.29)

2
k=1

Ahora bien, para cada k, 1 < k < ng, < f, fr > es un nimero real y por tanto
existe ¢y € Q, 1 <k < ny, tal que

€
log— < f fe > | < Tme Yk, 1 <k < ng. Por tanto
no

f=>efe| | f =D < ffi> fi|+
k=1 k=1

no no no
HY < fifem fom D ki < g + Y < S fie > =) fell <
k=1 k=1 k=1
e e .
< 5 + mno =¢
no
Como Z ok fx € H, el anterior razonamiento prueba que H es denso en L?(a, b).

k=1

Nota.

El espacio de Hilbert real R” es también separable (;quién es, en este caso, el
subconjunto numerable y denso contenido en R”?). Esto afade otra analogia entre
L?*(a,b) y R". Como no quiero que se interpreten mis comentarios sobre esto en el
sentido de que L?(a,b) y R" “se parecen mucho” (sélo quiero que el lector saque
la conclusion de que se parecen “lo suficiente”), vamos a poner de manifiesto otra
diferencia fundamental entre ambos espacios, ademds de la ya citada en el ejercicio 15;
nos referimos al conocido teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma lo siguiente:

“Si S C R” es acotado y contiene infinitos puntos, entonces la acumulacion de S es
no vacia” ([4]).

Este teorema, fundamental para probar muchos resultados para funciones definidas
entre espacios euclideos de dimensién finita, no es cierto en L?(a, b) (y en general, en
cualquier espacio normado de dimension infinita).

EJERCICIO 21.

Demuéstrese que la afirmacion
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“SiS C L2(a, b) es acotado y contiene infinitos elementos, entonces la acumulacién
de S es no vacia”

no es cierta .

Sugerencia: Considérese el conjunto del ejercicio 19.

Solucion: Sea A = { f,, n € N} el conjunto del ejercicio 19. A es acotado (pues
| fnll = 1, ¥n € N) y contiene infinitos elementos.

Sin embargo la acumulacién de A, A’, es vacia. De hecho, si f € A’, debe existir
una subsucesion { fy, } de { f,}, de elementos distintos, tal que { f,, } — f. Pero como
| fn = finll = ~/2,¥n,m € N,n # m, A no puede contener ninguna subsucesion
convergente.

Lo anterior indica que debemos ser cautos a la hora de establecer paralelismos
entre resultados algebraicos y topoldgicos de los espacio R” y L2(a,b); de hecho,
existen “mas diferencias notables” que semejanzas entre ambos espacios (marcados
por el paso de la dimension finita a infinita). De todas maneras, el lector deberia leer,
para tener mas informacion al respecto, el estupendo capitulo n° 18 que, con el titulo
de “Anadlisis Funcional” escribi6 I.M. Gelfand formando parte del libro (3 volimenes):
“La Matematica: su contenido, métodos y significado” ([1]).

Terminamos el capitulo con la discusién sobre la existencia de

diferentes bases en L?(a, b).

EJERCICIO 22.

Demuéstrese que existen infinitas bases en L2(a, b).

Solucion: Sea A = { f;,,n € N} la base dada en el ejercicio 19. Consideremos el

conjunto
| At fimfa _al
B_{||f1+fz||’||f1—fz||’f"’n_3}
A+ A2 -
‘{ NG ’f"’"—3}'

Es trivial demostrar que B es también una base de L2(a, b).

Es claro que el anterior procedimiento permite construir infinitas bases de L2 (a, b).

Notas y comentarios.

El hecho de disponer de diferentes bases en L2 (a, b) es extremadamente titil para las
aplicaciones (estd claro que las infinitas bases construidas en el ejercicio anterior tienen
la misma utilidad que la dada en el ejercicio 19 y que interesaria por tanto construir
otras bases formadas por funciones “distintas de las trigonométricas”). Muchas de estas
bases (y quizds las mds interesantes) pueden construirse usando la teoria de operadores
compactos y autoadjuntos definidos en espacios de Hilbert separables ([26]).

Para bases de L2(a, b) relacionadas con funciones de Bessel, Legendre, Hermite,

Laguerre, etc., se puede consultar el excelente libro de Courant y Hilbert ([16]).
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Por tltimo, para aquellos que quieran profundizar en el estudio de L?(a,b) re-
comendamos el libro de Brezis ([0]) y para aquellos lectores que quieran tener un
conocimiento adecuado y mds general de los espacios de Hilbert recomendamos el libro
de Halmos ([23]).



Capitulo 3

Series de Fourier

3.1. Algunas nociones previas necesarias para entender el ca-

pitulo.

3.1.1. Sobre convergencia uniforme de series de funciones

Sea { f,, n € N} una sucesion de funciones reales definidas en un intervalo [a, b].

Para cada n € N, consideremos la funcién
n
Sn(x) = > fi(x)
k=1

- Si existe una funcién f : [a,b] — R tal que {S,} — f uniformemente en [a, b],
o0

decimos que la serie E Jfn(x) converge uniformemente en [a, b] y escribimos

n=1
Z fn(x) = f(x) uniformemente en [a,b]
n=1

- Si existe una sucesion {a,,n € N} de nimeros reales tales que

| fn(X)| < an, ¥Yx €[a,b], Vn € N

o0 o0
y tal que la serie numérica E an es convergente, entonces la serie E fn(x) es
n=1 n=1
uniformemente convergente en [a, b].

o0
- Si Z fn(x) = f(x) uniformemente en [a, b] y cada f,, n € N, es continua en
n=1

[a, b], entonces f es continuaen [a, b].

- Supongamos que para cada n € N, existe f,(x), Vx € [a,b] y que la serie
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o0
Z /o (x) converge uniformemente en [a, b].

n=1
00

Entonces si existe por lo menos un punto xg € [a, b] tal que la serie Z fn(xo) es

n=1
00

convergente, se tiene que la serie E Jfn(x) es uniformemente convergente en [a, b] y

. n=1
S1

Z fn(x) = f(x) uniformemente en [a, b]
n=1

entonces [ es derivable en [a, b] y
o0
Z fa(x) = f'(x) uniformemente en [a, b]
n=1

(véase [4] para la demostracién de las afirmaciones anteriores).

3.1.2. Sobre C"[a,b]

C°[a,b] = Cla, b] representa el conjunto de funciones reales, definidas en [a, b] y
continuas.

Si f : [a,b] — R es una funcién dada, diremos que f es derivable en [a, b] si
existe f/(x), Vx € (a,b), f'(a™) (derivada por la derechade f enx =a)y f'(b™)
(derivada por la izquierda de f en x = b).

Ca, b] representa el conjunto de funciones reales, definidas en [a, b], derivables
en [a, b] y con derivada continua en [a, b].

Andlogamente, si n € N, C"[a, b] representa al conjunto de funciones reales,
definidas en [a, b], derivables hasta el orden n en [a,b] y con todas las funciones

derivadas, hasta el orden n, continuas en [a, b].

3.1.3. Sobre la densidad de Cy(a,b) en L' (a,b)

L'(a, b) se introdujo en el capitulo anterior.

Co(a, b) representa al conjunto de funciones f : [a,b] — R continuas, tales que
su soporte (clausura del conjunto {x € [a,b]/f(x) F# 0}) estd contenido en (a, b)
(es decir, el conjunto de funciones f : [a,b] — R continuas tales que existe ¢ > 0
(dependiente de f) cumpliendo que f(x) =0, Vx € [a,a +¢] U [b —&,b]).

El conjunto Co(a, b) es denso en L (a, b). Esto significa que para cualquier g €
L(a,b) y cualquier ¢ € RT existe f € Co(a, b) tal que

b
/ g(x) — f()| dx <
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(véase [0]).

3.1.4. Sobre una formula de Geometria Diferencial

Sea y : [a,b] — RZ una funcién de clase C[a,b], (y(s) = (x(s5), y(s)), Vs €
[a,b]y x,y € C'[a,b]). Laimagen de [a, b] por y se dice que es la curva determinada
por y y que une los puntos y(a) y y(b).

Siy(a) = y(b),lacurva se llama cerrada. Si y es inyectivaen [a,b) y y(a) = y(b)

la curva se dice simple y cerrada.

Si y es una curva cerrada y simple en R? (se suele llamar y a y[a,b])y S = R —y,
entonces S = y; U ¥, donde y; y y. son abiertos y conexos, ¥; es acotado y Y, no

acotado. A y; se le suele llamar regién interior a .

b
El drea de la regi6n y; es %/ (x($)y'(s) — x'(s)y(s)) ds. (véase [4]).

3.2. Presentacion del capitulo y resumen de resultados fun-

damentales.

El punto de partida de este capitulo es el siguiente resultado fundamental probado

en el capitulo anterior (véase el ejercicio 18, Cap. I):

1 1
“El conjunto { ——, —cos(n(-)), —=sen(n(-)), n € N} esunabasede L?(—m, 7).

Van' Jw VT

Esto significa que
LU . | 2
=7 +’§1(An003(n())+anen(n())), Vel (- )

donde -
A, = — f(x)cos(nx)dx , Vn € N U {0},
TJ —x

1 T
B, =— f(x)sen(nx)dx, VYn € N,
big

—TT
La convergencia de la serie dada en la parte derecha de la igualdad anterior, a la
que se llama serie de Fourier de f, se entiende en L2(—, 1), 0 sea que si
A n
Sa(x) = 70 + Z(Akcos(kx) + Bgsen(kx)), Vn € N, Vx € [-m, 7],

k=1
entonces

Jim [* 1w =P dx =0
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Se cumple, ademds, la igualdad de Parseval

o0

/j_rnlf(X)l2 dx = n(%ﬁ + Z(A?, + B,";)) .V f e L*(—n,n).

n=1

El capitulo lo comenzamos con ejemplos de Series de Fourier para algunas funciones
concretas, escribiendo la igualdad de Parseval para cada una de ellas. Probamos también

el conocido lema de Riemann-Lebesgue.

A continuacién nos ocupamos del problema de la convergencia puntual de las Series
de Fourier, probando el criterio de Dini:
“Si f : R — R es 2m-periddica, f|[—r ] € LY (—m, ) ysix € Res tal que

Jx+1) - f(x)

T
pequeio, entonces S, (x) — f(x)”.

la funcién T —

€ L'(—8,8) para algin § > 0 suficientemente

Aplicamos después dicho criterio a algunas funciones particulares.

Tratamos a continuacion la relacion existente entre derivacion y Series de Fourier,
demostrando que si f : [—m, 7] — R es absolutamente continua y 2m-periddica,

entonces la serie de Fourier de ' es
o0
> (nBycos(n()) = nAnsen(n()))
n=1

(o sea, la serie de Fourier de f’ se obtiene derivando, término a término, la serie de
Fourier de f).

Un hecho que llama la atencién es que si @ es un punto dado de [—z, 7], entonces

o0

/:f(t) dt = M +Y (An/xcos(nt) dr + Bn/xsen(nt) dt)

n=1 a a

uniformemente en [—r, 7] (0 sea, “la integracion término a término de la serie de
Fourier de una funcién dada f converge uniformemente a la integral de f”).

Los resultados anteriores se ilustran con diversos ejemplos que proporcionan la
suma de numerosas series numéricas conocidas por el lector.

Damos también condiciones suficientes que permiten garantizar que S, (x) — f(x)
uniformemente en [—, 7]; a saber :

f i [-m, 7] = R es absolutamente continua, 277-periédicay f’ € L?(—x, 7).

Nos ocupamos asimismo de la relacién existente entre la regularidad de la funcién
[y de la convergencia uniforme de S, (x), S, (x),---,a f, f’,--- respectivamente.
Este hecho serd de gran utilidad al aplicar la teoria de Series de Fourier al estudio de las

Ecuaciones Clésicas de la Fisica Matematica en los capitulos III y IV.
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Demostramos a continuacion que los conjuntos

{ \/zsen(n(-)) , nE€E D\I}
b4

{%, %cos(n(-)) , N € N;
son bases de L2(0, ), estableciendo las correspondientes igualdades de Parseval y las
condiciones suficientes que garantizan la convergencia uniforme de la serie de Fourier
de f a f, para cada una de las bases citadas.

En un ejercicio, estudiamos las similitudes y diferencias que existen cuando se
utilizan distintas bases para un espacio L2 (a, b) general, en lo concerniente a la igualdad
de Parseval, condiciones para la convergencia uniforme, etc.

El capitulo termina con algunas aplicaciones de las series de Fourier: teoremas
de aproximacion del tipo de Weierstrass, desigualdades integrales y el estudio de un
problema isoperimétrico en el plano. Estas son s6lo una muestra pequeiisima de
las posibilidades de aplicacién de la teoria de Series de Fourier, pero suficiente para
vislumbrar la potencia que puede tener el uso de tales series en otros problemas de la

Ciencia.

3.3. Desarrollo del Capitulo

En este capitulo vamos a obtener la mayoria de los resultados para funciones
del espacio L?(—m, 7). Esto se hace simplemente por comodidad de notacién y por
simplicidad de las expresiones que van a aparecer. De hecho, la extension de los

resultados a funciones del espacio general L?(a, b) sera obvia.

En el ejercicio 18, capitulo I, se ha demostrado que el conjunto

1 1 1
——, —cos(n(")), —=sen(n(-)), n € IN} (3.1
{ 2n T J
es una base de L2(—, ). Esto significa que para cualquier funcién f € L?(—m, )

se tiene que

f=art 2 (e mcosti) + by senne)  G2)
donde

BRIV
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T

an, =< f, %cos(m()) >= % B f(x)cos(nx)dx, Vn e N

3.3)

b, =< f, %sen(n(-)) >= % B f(x)sen(nx)dx, Vn € N

Sustituyendo las expresiones (3.3) en (3.2), tenemos que

= —/ f(x)dx + Z [( f(x)cos(nx) dx)cos(n())+

—TT

1 T
+ (— f(x)sen(nx) dx)sen(n(-))]
b1
La serie anterior suele escribirse en la forma:

Ao

== Z (Apcos(n(-)) + Bpsen(n(-))) (3.4)

donde L 7
A, =— f(x)cos(nx)dx , Yn € N U {0}

TJ —n

y (3.5)

1 T
B, = — f(x)sen(nx)dx, Vn e N
TJ) —xm

Definicion 1.

Dada f € L?(—n, ), ala serie

70 + Z(A cos(n(-)) + Busen(n(-)))

con A, y B, definidos por (3.5) le llamaremos serie de Fourier de f respecto del

sistema ortonormal (3.1). Al conjunto

Ao
, Ap, By, neN
2

se le llama conjunto de coeficientes de Fourier de f respecto de (3.1). En la expresion
(3.4), la convergencia de la serie de la parte derecha de la igualdad ha de entenderse en

L?(—m, ); es decir, si {S,,, n € N} representa la sucesién de sumas parciales de tal
serie, o sea

Sn(x) = % + Z(Akcos(kx) + Bysen(kx))
k=1
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entonces

gn;o/i £ () = Su() 2 dx =

(3.6)
T A n 2
— lim 1) = 252 = Y (Agcos(kx) + Besen(kx))| dx =0
"ot —n S
Se cumple también la igualdad de Parseval:
T o0
1/12 =/ f)2dx = a3+ @2 +b2), V[ € L= 7)
- n=1
Como A \/3 A ! B L b Wne Nt
omo = —day, = ——dp, = — s n , tenemos c
0 . 0 n \/E n n ﬁ n qu
2 T 2
11 =/ FP dx =
—TT
Ag - 2 2 2
=7 7Jr;_:l(AnJan) LV fel?*—nn) (3.7)

Hagamos algin ejercicio para familiarizarnos con lo dicho.

EJERCICIO 1.

Calculese la serie de Fourier de la funcién f : [—m, 7] — R definida por f(x) =

|x|, Vx € [—m, x]. Aplicar la igualdad de Parseval para deducir que

L

1 (" 2 ("
A0=—/ |x|dx=—/xdx=n
4 - T 0

1 b3
A, = —/ |x|cos(nx) dx =
TJ —m

T /3 T
_ 3/ voos(n) dx E(XM] _/ sen(nx) dx) _
s 0 T n 0 0 n

— %[_l/nsen(nx) dx] = ziz[cos(nn) —cos(0)].
n T n

7 0
Asi pués,

Solucion:

0 sinespar
Ap =4 —4 :
— sinesimpar
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1 (" .
B, = —/ |x|sen(nx) dx = 0, puesto que la funcién |x|sen(nx) es una fun-
TJ —n
cién impar en [—m, 7).

Por tanto, la serie de Fourier de f es

b4 > —4 T e —4
B} + Z mcos(n()) =5 + ng:l mcos@n —1)()

n=1,n impar

La igualdad de Parseval quedaria en este caso como

1 2 S
) _ * 16
/_nx dX—JT<2 +n§1—n2(2n—1)4)

2 = 16
37 —n<7+; 7r2(2n—1)4)

de donde se obtiene que

Por tanto,

i 1 _§n3—%n3n_n_4
2n—1)% 16 96
n=1

Nota.
Obsé , puest — <—— _ VneNyVxe
sérvese que, puesto que 2@ —1)2 cos(nx)| < 2@ —1)2 n y Vx
o0
[, ] y la serie Z ; es convergente, la serie de Fourier de f es ahora
' — (2n— 1)2 ’

uniformemente convergente en [—, 7r]. Sabemos por otra parte que la serie de Fourier

de f converge, con la norma de L?(—m, ) a f. ;Se podrd afirmar en este caso que

la serie de Fourier de f converge uniformemente a f en [—m, 7w]? (los lectores que

tengan frescos los conocimientos del capitulo anterior tienen la respuesta. Los lectores

que no estén en el conjunto anterior y sean impacientes pueden mirar el ejercicio 14).
EJERCICIO 2.

Seancy, ¢ € Rconcy #cpy f i [—m, ] — R definida como

c1, X €[—m0)

ca, x €10,m]

f(X)Zé

Calctilese la serie de Fourier de f', y obténgase la igualdad de Parseval en este caso.
Muéstrese que la serie de Fourier de f no converge puntualmente en x = 0 a f(0).

Solucion:

1 k14 0

1 1 r*
ro=— [ fedr=— f(X)dx+;/0f(x)dx=

- —TT
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1 1
= —C1w + —car =c1 + 2
T T

A, = % " f(x)cos(nx) dx =
10 1 ["
= — f(x)cos(nx) dx + —/ f(x)cos(nx) dx =
T TJ o

—7T

1[0 1 ("
= —/ cicos(nx) dx + —/ cpcos(nx) dx =
TJo

TJ —n

0 /4
_a sen(nx):| n 2 sen(nx):| _ o
b4 n w7 n 0
1 T
B, = — f(x)sen(nx) dx =
TJ —x

1[0 L[
= — f(x)sen(nx) dx + —/ Sf(x)sen(nx) dx =
T TJ o

—TT

1[0 1 [
= —/ ci1sen(nx) dx + —/ casen(nx) dx =
g TJ o

—7T

_a cos(nx)]0 Lo cos(nx)i|”

T -n |, ®w —n |

= —_01(1 —cos(n(—m))) + _—Cz(cos(nzr) -1
n nmw

Luego

0, sin es par
Bn = 2 . .
— (c2 —c¢1), sinesimpar
b4

Asf pues, la serie de Fourier de f es

o0

2
A > o(e—csen(n() =
n=1,n impar
0
c1 4+ ¢ 2(C2—C1)
_ S A2 - 1)),

La igualdad de Parseval quedaria en este caso como

> 7 2 [ (e1+c2)? 2\ 4(cx —c1)?
112 = [ 1rl d"‘”(T*EIW)

Es decir,
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00
Frgn R F dacer
y realizando operaciones se obtendria que
> 1 w2
2w
c1+c

. . . 2 .
Por ultimo, la serie de Fourier, en x = 0, vale , mientras que f(0) = c».

El siguiente ejercicio es trivial pero necesario.

EJERCICIO 3.

Pruébese que si f € L%(—m, ) es una funcién par (f(—x) = f(x), Vx €
[—m, ]), entonces B, = 0 Vn € N y que si f es una funcién impar ( f(—x) =
—f(x), Vx € [-n, w]), entonces A,, =0, Vn € N U {0}.

Solucién: Si f es par, entonces la funcién f(x)sen(nx) es impar, Vn € Ny por
b3

1
lo tanto B,, = — f(x)sen(nx)dx =0, Vn € N.
T —TT
Si f es impar, entonces la funcion f(x)cos(nx) es impar, Vn € N U {0} y por lo
1

1
tanto A, = — f(x)cos(nx)dx =0,Vn € N U {0}.
TJ —n
En el préximo ejercicio se muestra que una funcién de L?(—, ) viene determina-

da por sus coeficientes de Fourier.

EJERCICIO 4.

Sean f,g : [-m, ] — R tales que f,g € L?(—mu, ). Demuéstrese que f(x) =
g(x) c.p.d. en [—m, ] < Los coeficientes de Fourier de f y g coinciden.

Solucién: Si f,g € L?>(—n,m) y f(x) = g(x) c.pd.en [-m, 7], f = gen
L?(—m, ); luego sus coeficientes de Fourier coinciden.

Reciprocamente, si los coeficientes de Fourier de f y g coinciden, f — g seria
ortogonal a todos los elementos del conjunto (3.1) y portanto f —g = O en L?(—m, 7);

es decir, (f — g)(x) = 0c.p.d. en [—m, 7].

A
Sabemos que si { 70, A,, By, ne IN} son los coeficientes de Fourier de una
A2 =
funcién f € L?(—mn, ), entonces la serie 70 + Z(Arzl + B,21) es convergente (véase

n=1
(3.7)). Nos podemos plantear, a partir, de aqui la siguiente cuestién: dado un conjunto

de niimeros reales

A . . . :

70, Ay, By, n € N;, ;serd dicho conjunto el conjunto de los coeficientes de
Fourier de alguna funcién f? En el siguiente ejercicio se da la respuesta cuando
f e L*(—n, ).

EJERCICIO 5.
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Dado un conjunto de niimeros reales {% An, By, ne D\J}, pruébese que dicho

conjunto es el conjunto formado por los coeficientes de Fourier de alguna funcién f de
2 o0

A
L?(—m, ) < La serie 70 + Z(A,zl + Bﬁ) es convergente.

n=1
A
Solucion: Si { 70, A,,B,,ne D\I} son los coeficientes de Fourier de alguna fun-

ciéon f € L2(—71, 1), entonces, por la igualdad de Parseval,

T A2 oo
LAI1? = [ [P dx=m (70 + ) (Ar + Bﬁ)), lo que prueba que la se-
7 n=1

rie dada es convergente.
2 oo
Reciprocamente, si la serie 70 + Z (Ai + B%) es convergente, la serie de fun-
n=1

A o0
ciones 70 + Z (Apcos(nx) + Bpsen(nx)) es convergente en L2(—, ) (véase la

n=1
nota 1, c¢) del ejercicio 16, cap. I) a una funcién f cuyos coeficientes de Fourier son los

. Ao
del conjunto - A,, By, n € Ng.

El ejercicio que sigue serd ttil para probar el criterio de Dini sobre convergencia

puntual de Series de Fourier (Ejercicio 7).
EJERCICIO 6. (Lema de Riemann-Lebesgue)
Demuéstrese que si f € L1(—, ), entonces

b1 T
lim f(x)cos(nx) dx = lim f(x)sen(nx)dx =0 (3.8)
n—oo | __ n—oo | __

Solucién: Si f € L?(—mn, ), entonces la igualdad de Parseval prueba que la serie
2 o0

0 2 2 . . o _
> + X;(An + B;,) es convergente, lo que implica que nll)n;o A, = nlggo B, =0,
n=

que es (3.8).

Sea ahora f € L(—m, ). Sabemos que Co(—, ) (conjunto de funciones reales
y continuas en [, 7] con soporte contenido en (—m, 7)) es denso en L (—m, )

(véase [3], [6]). Por tanto, dado ¢ € R™ existe S(x) € Co(—m, ) tal que

[ e -seiax <

| ™

de donde deducimos que

/n | f(x)cos(nx) — S(x)cos(nx)| dx < %, Vn € N

—TT

Como S(x) € Co(—m, ) y Co(—m, ) C L?>(—m,7),S(x) € L?>(—m, 7).
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Asi pues
1

lim S(x)cos(nx)dx =0
n—oo | _ .

y por tanto existe ng € N ¢.q. si n > ng, entonces

=

‘[ﬂ S(x)cos(nx) dx

N ™

Asi, para cualquier n > ny,

f(x)cos(nx) dx

[ s

-7

<

=

/ﬂ (f(x)cos(nx) — S(x)cos(nx) + S(x)cos(nx)) dx

<e

< [” | f(x)cos(nx) — S(x)cos(nx)| dx + ‘/n S(x)cos(nx) dx

T
lo que prueba que ll;m / f(x)cos(nx) dx = 0. Andlogamente se prueba que
n—oo | __

T
lim / f(x)sen(nx) dx = 0.
n—oo | _ .

Vamos a ocuparnos a continuacion del problema de la convergencia puntual de
la serie de Fourier de una funcién dada. Algo sabemos ya sobre el tema. En efecto, si
f e L?>(—m,m) y Su, n € N es la sucesién de sumas parciales de su serie de Fourier,
entonces {S,} — f en L?(—m, ) (véase la igualdad 3.6). Por lo tanto, existe una

subsucesion {S;, } de {S,} tal que
Snp(x) = f(x)c.pd.en [—m, 7]

(véase nota 3 del Ejercicio 8, Cap. I).
Es claro que este resultado no es satisfactorio desde el punto de vista prictico, entre
otras razones porque la subsucesion {S,, } es dificil de conocer, en general.
Lo que serfa 1til es disponer de un criterio, facil de aplicar en la practica, para que
Su(x) = f(x) para x € [—n, r]. Esto es lo que hacemos a continuacion.
EJERCICIO 7 (Criterio de Dini sobre convergencia puntual de Series de Fourier).
Sea f : R — R, 2m-periddica tal que f|[—n ] € L'(—m, ). Entonces si x € R

es tal que la funcién

r > f(x“r)_f(x) e L'(=8,5)

para algin § > 0 suficientemente pequefo, pruébese que S, (x) — f(x).

Sugerencias: Demuéstrese que
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Sp(x) = % f(x—i—t)( +Zcos(kt)) dt.

Entonces, utilizando el hecho de que

R 1 1 1
Z = — —)t, VT € R
(2 + Z COS(/C‘[)) senzt 2sen(n + 2)1, 7 € R,

k=1
pruébese que:
T+ - fx)

1
Su(x) — f(x) = ) sen(i)r sen(n + E)‘L’ dt

S+ - fx)

sen( )T

y utilicese el lema de Riemann-Lebesgue con la funcién

A o0
Solucién: Sea 70 + Z(Akcos(k(-)) + Bysen(k(-))) la serie de Fourier de f.

k=1
Teniendo en cuenta las expresiones de los coeficientes Ag, By, si {S,, n € N}

representa la sucesion de sumas parciales de dicha serie, entonces

Sy (x) = % + > (Akcos(kx) + Bysen(kx)) =
k=1

/ F(0) dt + Z ( f(t)cos(kt) dt) cos(kx)+

_|_k¥1 (% /_7; f(t)sen(kt) dt) sen(kx) =

- %/:Tf([) (% + ];I(COS(kt)COS(kX) + sen(kt)sen(kx))) dt =

_ %/:tf(t)<% + ]; cos(k(t — x))) dt.

Realizando el cambio de variable t — x = 7, tenemos que

Sp(x) = —/_ f(x—i—r)( —I—Zcos(kt))

y como la funcién

fx+ r)( + Z cos(kr))
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como funcidn de 7, es 27 -periddica y el intervalo de integracion [—z — x, 7 — x| tiene

longitud 27, se obtiene que
1 (" 1 <
Su(x) = — fx+10)| <+ Z cos(kt) | dt, Vx € R (3.9)
r) _ 2
T k=1
Por otra parte, es inmediato comprobar que

1+2”: (k1) (1) : (—I—l) vVt eR (3.10)

= cos(kt) |sen(=1) = =sen(n + =)z, V1 .

2 = 2 2 2

Asi, si hy : [—m, 7] — R se define como

sen(n + %)r it £0

2 1
h(2) = sen(57)

1
_ 7 =0
n+2 SI T

1 n
entonces /i, es continua en [—m, ] y > + Z cos(kt) = hy(zv), VT € [-m, 7],

k=1
lo que implica que

/n (% + kg cos(kr)) dr = :Thn(r) dt

—Ir

De donde tenemos .

T = hp(t)drt

lo que da lugar a
T

fx) = l f(x) hp(r)dt, Vx € R 3.11)

TJ —n

Abhora (3.9), (3.10) y (3.11) originan que
1 b1
$100 = ) =+ [ (40 = @) ha(e) de =

LT et D - S

C2n) Sen(%f)

1
sen(n + E) tdt, Vx € R

Supongamos por un momento que hemos probado la siguiente afirmacién:

(*) La funcién g : [—m, 7] — R definida como

Jx+1)-fx)

sen(%r) ,Vt € [-m, ] — {0}

g(r) =
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pertenece a L (=, ) (el valor de g en = 0 es cualquiera que quiera el lector).

Entonces, como

1 T 1
Su(0) — () = 5 / ~ g@sen((n + 5)7) dr =

~ 3| s@cosGosentry dr+ - [ gtesencostm dr

el lema de Riemann-Lebesgue (Ejercicio 6) garantiza que
lim S,(x)— f(x) =0
n—oo

que es lo que queremos demostrar.
Probemos la afirmacién (*). Para ello es suficiente con ver que g(7) € L (-, @)
para algin « > 0 suficientemente pequefio. Sea & = § (el mismo que el de la hipdtesis

del ejercicio). Entonces, Vt € (=6, 6§), T # 0, se tiene

oo = | D=1 ‘f(x -] =
sen(%r) - T sen(%r) -
SM‘f(err)—f(x)
T

para cierta constante M > 0 lo que prueba que g € L1(-$, §).
Notas y comentarios.

1.- En este ejercicio se ha hablado de la serie de Fourier de una funcién f €
LY (—m, ). Pensemos que la definicién 1 tiene perfecto sentido para funciones del
conjunto L!(—, 7). Por otra parte, como se cumple que L?(—m, 7) C L' (-7, ), el
resultado es vélido para aquellas funciones del conjunto L?(—, ) (estudiado en el

capitulo anterior) que satisfagan las hipétesis del ejercicio.

2.- jOjo: esta nota es tan importante como el ejercicio que acabamos de hacer!.
Si f: R — Res2m-periddica, f|[—r,r] € LY (—m, ) ysix € R es tal que existe
f'(x), entonces es claro que se satisfacen las hipétesis del ejercicio previo (el lector
debe probar esta afirmacion). En particular, las funciones f : R — R, 2z-periddicas
y derivables en R satisfacen las hipétesis del ejercicio previo.

3.- Observemos que si f : R — R es 27-periédicay f € L!(—m, ), entonces
dado x € R, el “comportamiento local de f en x” puede determinar la convergencia
de la serie de Fourier de f hacia f(x). Este hecho es sorprendente puesto que la
serie de Fourier de f viene determinada por los coeficientes Ay y By, los cuales a su
vez dependen del “comportamiento global de f en [—m, ]” (;se sorprende el lector

de este hecho? Si la respuesta es negativa su capacidad de admiracion es realmente
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baja. Si la respuesta es positiva, cosa que es estupenda, su capacidad critica debe
llevarle a encontrar una explicacion. Para ello debe leer atentamente (una y otra vez)

la demostracion dada en el ejercicio anterior).

Es mas, puede probarse que la convergencia o divergencia de la serie de Fourier
de f en un punto x depende sélo del comportamiento de f “cerca de x”, a pesar
de que en la definicién de dicha serie de Fourier influya el comportamiento de f en
todo el intervalo [—r, 7] (esto se conoce con el nombre de “Principio de localizacién
de Riemann” (ver [4])). También ver [4] y [38] para otros criterios de convergencia,

ademas del de Dini.

4.- La convergencia puntual de Series de Fourier sigue siendo una cuestién que
genera parte de la investigacion que se realiza en la Matematica actual. Restringiéndonos
al subconjunto C, de L?(—, ), formado por las funciones continuas y 27 -periédicas
(f(=m) = f(x)),diremos que fué Du Bois-Reymond, en 1873, el primero que encontrd
una funcién f € C cuya serie de Fourier diverge en algin punto de [—, 7] (ver [31]).
Posteriormente fueron dados ejemplos més simples como el de Fejér, en 1911 (ver [38]

para més detalles).

En 1966, L. Carleson (“On the convergence and growth of partial sums of Fourier
series”, Acta Math. 116, 135-157, 1966) prob6 que si f € C, entonces la serie de
Fourier de f converge c.p.d. en [—m, ] a f. El mismo afo, Kahane y Katznelson
probaron que si E C [—m, 7] es un subconjunto de medida cero, entonces existe una
funcién f € C tal que su serie de Fourier no converge en E(ver [29]); desde luego,
estos dos ultimos resultados que hemos mencionado (que no son en absoluto triviales de
probar y cuyo nivel rebasa el de estas notas), dejan zanjada la cuestion de la convergencia

puntual de las Series de Fourier en el conjunto C.

No obstante, el comportamiento (referente a la convergencia puntual) que pueden
ofrecer las Series de Fourier es a veces “tremendamente patolégico”. Por ejemplo, en
1926, Kolmogorov (“Une série de Fourier-Lebesgue divergente partout”. C.R. Acad. Sci.
Paris Ser. A-B, 183, 1327-1328 (1926)) di6 un ejemplo de una funcién f € L (—n, 7)

y 2m-periddica tal que su serie de Fourier no converge en ningtin punto.

5.- A veces, a partir de la serie de Fourier de una funcién dada f, puede formarse
otra serie que es mas adecuada desde el punto de vista de la convergencia puntual a f.
Este es el caso por ejemplo, de la sumabilidad Cesareo de las Series de Fourier (ver [4]
y [38] para més detalles), donde la sucesioén de sumas parciales de la serie de Fourier de

f, {Sn, n € N} se sustituye por la sucesion formada por sus medias aritméticas.
Los dos ejercicios siguientes constituyen una aplicacion del ejercicio anterior.

EJERCICIO 8.
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1. Sea f : R — R la funcién 27 -periddica definida en (—, 7] como

-1 si —m<x<0
flx)= 0 six=00x=m
1 si0<x<m

Pruébese que
>, sen(2n — 1)x

4

n=1

2. Probar que

x©  \n—1
x=2% =D nse”(”x), Vx € (=, 7) (3.13)
n=1

3. Probar que

1 2 (="
xcosx = ——senx + 2 Z M, Vx € (—m, ) (3.14)
= nc—1

Solucion:
1. La funcién f satisface las condiciones del ejercicio (7)

Vx € R— A, donde

A ={x € R/x = km paraalgin k € Z}

Por otra parte, como f esimparen [—m, 7], Ay =0, Yk e NU {0}y

Br = %/:f(x)sen(kx) dx = %[Zsen(kx) dx =

/4

2 (—cos(kx) 1"\ _ 2 (—cos(kn) 4 cos(0)
() R (),

Luego
. 4 .
By =0 sikespary By = o si k es impar).
b4
Por lo tanto, la serie de Fourier de f es
>, 4sen(2n — 1)x

Z 7(2n —1)

n=1
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En conclusién,

4 & sen(2n — 1)x
fx) = ;g 2n—1) ——, Vx e R—A.

También, si x € A, f(x) =0y sen(2n —1)x = 0,Vn € N, luego se cumple
(3.12).

i sen(2n — 1)x

Cn—1 Vx € (0, ). ; Esto es curioso!).

) T
(en particular — =
n=1

. Sea f : R — R, 2m-periddica, definida en (—x, ] como

X, —m<Xx<m
f(X)=§ 0

, X=17

Entonces f satisface todas la hipétesis del ejercicio 7 en todo punto x € R —
{2k — Dn/ k € Z}.

Calculemos la serie de Fourier de f. Para ello, observamos que Ay = 0, Vk €
N U {0} y que

Bi = %/i f(x)sen(kx) dx =

2 (7 21 — kx)1™ T k
— _/ xsen(kx)dx = _[XM] +/ cos( X)dx} _

+2(=1)k1
k

_ 2 _ T2 ke
= nk( mcos(km)) = 3 =" =

Luego

=9 i (=" sen(nx)

Sx) = . , Vx € (—m, ).

n=1
. Sea f : R - R, 2m-periddica, definida en (—, 7] como

XCoSX, T < X<

f(X)={

0, X =

Entonces f satisface las hip6tesis del ejercicio 7 en todo punto x € R — {(2k — 1)/ k € Z}.
Ademas los coeficientes de Fourier de f vienen dados por

1 4
Ap = — f(x)cos(kx) dx =0, Vk € N U {0}
b4

-7



3.3 Desarrollo del Capitulo 93

g 1 [" 1 ("
By = — f(x)sen(kx) dx = —/ xcosxsen(kx) dx =
g ) —x

—TT

2 (" 2 (Tx
= —/ xcosxsen(kx) dx = —/ — (sen(k + D)x + sen(k —1)x) dx
/4 0 T 0 2

Asi,

1 1= 1 — 2 T T 2
B1=—/ ssen(25) dx:_[xM} +/ cos(2x) dx} _
TJ o T 2 0 0 2

ysik > 1,

1 [* 1 [*
B, = —[ xsen(k + 1)x dx + —/ xsen(k — Dx dx =
TJo TJo

k+1 o k+1

1| —costk —1Dx7”" /” cos(k — 1)x
_ -~ - -~ d =
+n{x k—1 ]0 S

—cos(k + Dm B cos(k —Dm

B l|:x—cos(k + l)x}” N /”cos(k + Dx dxi|+
0

_ —mcos(k+ )w  —mcos(k — D)

w(k +1) wk—1) B (k+1) (k—1)
_costkm) | cos(tkm) _ kcos(km)—cos(kn) + kcos(km) + cos(km)
o k+1 k—1 k2 —1 -
— 2k=D*

— k?-1

Por lo tanto

n(=1)"sen(nx)

f(x) = xcos(x) = —%sen(x) +2 Z e , Vx € (—m, 7).
n=2

EJERCICIO 9.
Pruébese:
1.

>, sen(nx)

x:n—ZZ , Vx € (0,2m)
n

n=1

2. -~
4 cos(nx) msen(nx)
2 2
== 4 — , Vx € (0,2
X 3JT + ’; ( 2 p x € (0,2m7)
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Sugerencia: En ambos apartados, apliquese el resultado del ejercicio 7 a extensio-
nes 2m-periddicas de las funciones dadas.

Solucion:

1. Sea f : R — R, 2x-periddica y definida en (0, 27r] como

x, xe€(0,2m)

f(x)=§ 0, x=2m

Claramente f satisface las hipétesis del Ejercicio 7 paratodo punto x € R — {2kn/k € Z}.

Los coeficientes de Fourier de f son

Ap = % " f(x)cos(kx) dx

—I

Luego
1 T 1 0 T
Ag = — f(x)dx=—|:[ f(x)dx+/ f(x)dx]z
) —x s -7 0
1 0 T
:—|:/ (x+27r)dx—|—/ xdx] =27
s -7 0
ysik > 1,
1 T
Ap = — f(x)cos(kx) dx =
TJ —n
1[0 1 ["
= —/ (x 4+ 2m)cos(kx) dx + —/ xcos(kx) dx =
) —x TJ o
1 T 0
= —/ xcos(kx) dx + 2/ cos(kx)dx =0,
TJ —xm -
Vk € N.

T

1
Por otra parte, By = — f(x)sen(kx) dx =
big

—TT

1[0 1 (7
= —/ (x +2m)sen(kx) dx + —/ xsen(kx) dx =
wJ) —x TJo

1 T 0
= —/ xsen(kx) dx + 2/ sen(kx) dx =
g

- -7t

B 2(—1)k_1 —cos(kx) 0 _
=%t (T} ) =

-

_ M 42 (—1 N cos(kzr)) _

k k k
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B 2(_1)k—1 -2

2 2=DF 2
+ — =
k k k k

Asi pues,

f(x) = % + Z(Ancos(nx) + Bpsen(nx)),
n=1

Vx e R—{2kn/k € Z}

En particular

>, sen(nx)
x=n—2Z , Vx € (0,2m)
n

n=1

2. Sea f : R — R, 2m-periddica, definida en (0, 27r] como

x2 , x€(0,27)

0 , X =27

f(x):{

f satisface las hipétesis del Ejercicio 7, Vx € R — {2kn/k € Z}.
Los coeficientes de Fourier de f son
1 T 0

1 1 (7
A0=; f(x)dx = — f(x)dx+;/0f(x)dx=

—x 4 p—

1 0
= —/ (x 4+ 27)% dx+
TJ —n

0
1 [ 1 2m)3 3"
+—/ JENILE Lok I
7J o T 3 3 1o
—TT

1 Qer)® = 3 _18713 872
a3 33 )

Andlogamente, si k € N,

Ap = % " f(x)cos(kx) dx =

-7

1[0 1 ["
= —/ (x + 27)%cos(kx) dx + —/ x2cos(kx) dx =
T T 0

—IT

1 0 0
= —/ x2cos(kx) dx + 4/ xcos(kx) dx+
TJ —n

-

0 1 k4
+471/ cos(kx) dx + —/ x2cos(kx) dx =
TJo

-7
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2 [T 0
= —/ x2cos(kx) dx + 4/ xcos(kx) dx =
TJo

-7

_ £|:|:x2sen(kx) n 2xcos(kx) n sen(kx)}n i|+
0

b/ k k2 k2

xsen(kx)  cos(kx)]° _
e )

-

_ Echos(kn) 44 1 cos(km)\ 4
B k2 k2 k2 B

k2
También,

1 b4
Br = —/ f(x)sen(kx) dx =
TJ -
1[0 1 ["
= —/ (x 4 27)?sen(kx) dx + —/ x2sen(kx) dx =
nJ) —_x TJ o

1 0 0
= —/ x2sen(kx) dx + 4/ xsen(kx) dx+
b4

- -

—TT

0 1 T
+47T/ sen(kx) dx + —/ x2sen(kx) dx =
TJ o

0 0
= 4/ xsen(kx) dx + 47t/ sen(kx) dx =

—TT —TT

[ —xcos(kx) = sen(kx) 0 —cos(kx) 0
_4[ A + 2 } +4n[—k ]_n

. —mcos(km) 47 cos(km)\  —4n
_4(—k )-I-?(—l-i- X )— A

-

Por lo tanto

A o
70 + Z(Ancos(nx) + Busen(nx)),

n=1

fx) =

Vx e R—{2kn/k € Z}

En particular

472 ad
2= 14 (COS(;”) —nse”("x)) Vx € (0,27)
n n

n=1

El ejercicio siguiente muestra la relacion existente entre la serie de Fourier de una
funcién y la de su derivada.

EJERCICIO 10.
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Sea f : [—m, 7] — R una funcién absolutamente continua y 27 -periédica ( f(—x) = f()).
Demuéstrese que la serie de Fourier de f’ puede obtenerse derivando, término a término,
la serie de Fourier de f.
Solucién: Como f es absolutamente continua en [—7, 7], existe f/(x) c.p.d. en
[-m, ]y f' € LY (—m, ). Recordemos otra vez que la definicién 1 tiene perfecto
sentido para funciones de L!(—, ).

Entonces, si

% + nX::I(Ancos(n (1)) + Busen(n(-)))

Co >
-+ n;(cncos(n(-)) + Dpsen(n(-)))

son las Series de Fourier de f y f” respectivamente, tenemos que

Cn = % " f(x)cos(nx) dx =

= % [f(x)cos(nx)]fn +n ! f(x)sen(nx) dx] =

= % [f(n)cos(nn) — f(=m)cos(n(—m)) +n i f(x)sen(nx) dxi| =
= n% " f(x)sen(nx) dx =nB, , Vn € N
Ademas, .

D, = % f'(x)sen(nx) dx =

= % [f(x)sen(nx)]fﬂ —n ! f(x)cos(nx) dxi| =

= —n% " f(x)cos(nx) dx = —nA, , Vn € N
También,

Co= " fwyde=L(fr)— fem) =0
) _, b4

Luego la serie de Fourier de [’ es

> (1Bacos(n()) — nAnsen(n()))

n=1

EJEMPLO:
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Sea f :[-m,n] > R/f(x) = |x|, Yx € [—m, m]. Entonces f es absolutamente
continua (;por qué?) y 2m -periddica.

En los ejercicios 1 y 2 demostramos que la serie de Fourier de f es

Z 71(2}1 - cos(Zn -1 (3.15)

Nltl

ylade /' (pensemos que f'(x) = —1si x € (—m,0) y f'(x) =1

si x € (0, 7))
- 4
’; msen@n — 1)()

que se obtiene derivando, término a término, (3.15).

Notas.

1.- El resultado del ejercicio anterior es en particular cierto para funciones f :
[-7, 7] — R absolutamente continuas, 27 -periddicas y tales que [’ € L?(—m, ).

2.- j Atencion a esta nota, que también es importante!. Las hipétesis del ejercicio
anterior se verifican si f € C[—m, ]y es 27 -periddica.

El préximo resultado se refiere a la relacion entre la integracion, término a término,
de la serie de Fourier de una funcién dada f, y la integral de f. Sorprendentemente,

dicha integracién proporciona una serie que converge uniformemente a la integral de f.
EJERCICIO 11.

A o0
Sea f € L?>(—m,m) y 70 + Z(Ancos(n(-)) + Bpsen(n(-))) la serie de Fourier
n=1
de f. Demuéstrese que si a € [—m, 7] es un punto dado, entonces

[ rwar-

— w + n;l (A,, /:cos(nt) dt + B, /

uniformemente en [, 7].

(3.16)

X

sen(nt) dt)

a

A n
Solucion: Sea S, (x) = 70 + Z(Akcos(kx) + Bysen(kx)).
k=1
Entonces, es conocido (ver (3.6)) que

Jim [ 1700 = saP ax =0 (3.17)

Por otra parte, si x € [, 7], tenemos que
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‘/:f(t) at— [ s ar| <

(por la desigualdad de Cauchy-Schwartz)

X 1/2 x 1/2
s(/ |f<z)—sn(r>|2dz) (/ 12dz) .
b4 1/2
s(/ |f(r>—sn(z>|2dz) x—al/? <

4 1/2
5(/ |f(r>—sn<t>|2dr) (272

Luego, por (3.17),

[ £(0) = Sa0)] di| <

lim xsn(t) dt =/xf(t) dt

n—o0o

uniformemente en [—, ], que es (3.16).
Notas y comentarios.
1.- Tomando a = 0 en (3.16), como

/xcos(nt) dt = sen(nx) ,

0 n

X
— 1
/ sen(nt) dt = M + —

0 n n
VnelN, Vx € [-rx, ],
tenemos que

/f(t)dt i( sen(nx)) i (—cos(nx)Jr’;)

n=1

O sea que
[ rwar- 53—
0
(3.18)
> B, > —By An
— ’12::1 (7) + ’; (Tcos(nx) + 756’"(’”)))

o0
uniformemente en [—m, ] (;/se ha planteado el lector porqué la serie Z — es
n

n=1
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convergente? Pues plantéeselo).

X
A
Como la funcién g(x) = / f(@)dt — %x es una funcién de L2(—, ), tiene

0
un desarrollo en serie de Fourier. Este desarrollo es precisamente el escrito en la parte
derecha de (3.18). (;Por qué?).

2.- La observacién anterior puede utilizarse para calcular el desarrollo de Fourier

de algunas funciones como veremos en los ejercicios 12 y 13 que siguen.
EJERCICIO 12.
Considérese la funcién f : [—m, 7] — R definida por

-1 six€[-m0)
1 sixel0,n].

fx) =

Calciilese la serie de Fourier de f y apliquese el ejercicio anterior para obtener
la serie de Fourier de la funcién g(x) = |x|. Compruébese que es la misma que la
obtenida en el ejercicio 1.

Solucidén: La serie de Fourier de f se obtuvo en el ejercicio 2 (¢ = —1, ¢2 = 1);
luego dicha serie es

— 4

X

Por otra parte g(x) = / f(@)dt, Vx € [—m, ] (;por qué?)
0

Luego, por el ejercicio anterior

(e.¢]

Wl =g = [ fwdr= Zﬁf sen(n — i di

uniformemente en [—, 7].

Es decir,

. > 4 —cos(2n — 1)x 1 .
x| _;(2;1—1)71 ( -1 (2n—1)) =

4cos(2n — 1 4 & 1
B Z cos(2n )x - Z — = (ver Ejercicio 2)
= mT(2n-— 1)? 7T =1 2n—1)

. i 4cos(2n — 1)x
2 7@2n—1)%

n=1
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Luego

4cos (2n )
=—— E unlformemente en [—m, ] (3.19)
= T2n-—

La relacion anterior es dificil de creer. Pensar que la funcion |x| admite un desarrollo

en serie como el dado es, cuando menos, no intuitivo. Sin embargo, como una imagen

vale mds que mil palabras, el lector puede obtener fdcilmente las grdficas de las cuatro

primeras sumas parciales de la serie dada. ;A que ahora es mds creible?
EJERCICIO 13.

Probar que:
2 -1 n

1. x2 = T + 4 Z M , Yx € [—m, ] de manera uniforme.
3 n2

n=1

1 >, (—=1)"cos(nx)
2. xsenx =1 ——cosx —2 Z ——————~  Vx € [—m, 7] de manera unifor-
2 _ 2

me.
2 2 0
3. x? =7Tx — % +2 Z % , Vx € [0, 27] de manera uniforme.

n=1
Sugerencia: Utilicense los ejercicios n° 8,9y 11.
Solucion:
1. En el apartado b) del ejercicio 8 demostramos que si

f :[—m, ] — R estd definida como

—n<X<T

faoy={"

0, x=—-—m b6x=m

Entonces la serie de Fourier de f es

=" sen(nx)
Z

Por lo tanto, utilizando el ejercicio 11 con a = 0, tenemos que

* _ (=D Lsen(nt)
/Of(t)dt_z’;/() . d

uniformemente en [—, 7].
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De donde se obtiene

1 i l)” U —cos(nn)™ _
2 o n 0 N
(_
=2 Z ( cos(nx) + 1)
Luego
oo n—1 oo n—1
—(—1 -1

x2 = 4’; =D nzcos(nx) + 4; % uniformemente en [—, 7] y

> (=t >, (=1)*cos(nx)

uniformemente en [—, 7].

Ahora bien, si en el apartado b) del ejercicio 9 tomamos x = 7, obtenemos que

22— 4 2+4Z cos(nn) 4 22 4 i

De donde se obtiene

(3.20)

= (—1)
2

Luego
, w2 A . (—=1)"cos(nx)
=T

uniformemente en [—, 7].

. Sea f :[—m, 7] — R definida como
Xcosx, —T<x<m
fx) =
0, X=—ToXxX=m

La serie de Fourier f hemos demostrado que es

1 . n(=1)"sen(nx)
——senx +2 ) ———— =
2 + r; n?—1

Luego

X 1 r* o n(_l)n x
/ f(@)dt :——/ sentdt—i-ZZ—/ sen(nt) dt
0 2/ —nr=1Jo



3.3 Desarrollo del Capitulo 103
de manera uniforme en [, ].
Realizando las integrales tenemos que
X
tsently —/ sent dt =
0
1 S n(=D)" [—cos(nx) 1
=—§(—cosx+1)+22n2_1( " +;)
n=2
De aqui obtenemos
xsenx =
1 1 n”
= —cosx + cos0 + Ecosx — E +2 Z = (2 cos(nx)) +2 Z ’(12 _)1

n=2

= (—1)"

y como

(¢ por qué?) tenemos que

1 2\ (=1)"
xsenx = 1— —cosx —2 Z —( ) cos(nx)
2 = n?—1

uniformemente en [—7, 7].

3. Consideramos la funcion del apartado a) del ejercicio 9.

En este caso f : [—m, m] — R esta definida como

x+2r, —7w7<x<0
fx) =

X, O<x<m
La serie de Fourier de f es
=\ =2
bis —I—’; p, sen(n(-))
y por tanto,

X ot x
2
/ f@)dt =nx — E —/ sen(nt) dt, uniformemente en [—r, ].
0 =1t/ o

x —cos(nt)]*  —cos(nx
Como/ sen(nt) dt = —()i| = # + —, se tiene que
0 n 0 n n’
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y como

(esto es conocido, pero el lector puede intentar probarlo, utilizando la igualdad

de Parseval para una funcién adecuada), tenemos que

x 2 )
/Of(t) dt = mx — % +2)° cosn(fx) (3.21)
n=1

uniformemente en [—7, 7]

Ahora bien,

X X
1
Sixe(—n,O),/ f(t)dlz/ (t+2n)dt=§x2+27rx
0 0

X e 1
Sixe(o,n),/ f(t)dt:/ tdt = —x?
0 0 2

Luego
I
—X X =
2
(3.22)
w2 >, cos(nx)
=X — 5 +2 Z 2 uniformemente en [—z, 0],
n=1
1 2 -~
Exz —ax— +2 cos(;zx) uniformemente en [0, 7]
n
n=1

Entonces, Vx € [r,2n], x — 2n € [—m, 0], luego por (3.22)
1 2
E(X—ZJT) +2n(x —27) =

2 o0

T cos(n(x — 2w
RPN, P St o)
n=1

y realizando operaciones, obtenemos

1
Exz —2mx + 272 + 27x — 4n? =
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. 22 w2 5 >, cos(nx)
=nax—2m —?4- Zn—Z
=1

de manera uniforme en [—, 0]. O sea que

1 72 X cos(nx
—x?=gx—"— 42 #

2 3 n

n=1

uniformemente en [—, 0].

Esto, junto con (3.22), proporciona lo requerido.

Cuando apliquemos la teoria de Series de Fourier a diversos problemas, veremos que
hay muchas situaciones donde la convergencia puntual de tales series, no es suficiente
para tener una respuesta satisfactoria; éste serd el caso, por ejemplo, de las aplicaciones
de las Series de Fourier a las Ecuaciones Clésicas de la Fisica Matematica en los
capitulos III y IV. Aqui necesitaremos criterios que nos permitan obtener la convergencia
uniforme de la serie de Fourier de una funcién dada. De este problema nos vamos a

ocupar a continuacion.
EJERCICIO 14.

Sea f : [—m, ] — R continua tal que su serie de Fourier converge uniformemente
en [—x, ]. Demostrar que dicha serie de Fourier debe converger uniformemente a f
en [—m, ].

Sugerencia: Si g es la funcién a la que converge uniformemente la serie de Fourier
de f, demostrar que f debe serigual a g c.p.d. en [—7, 7] y utilizar el hecho de que

ambas son continuas.

Solucion: Sea
Ao + i(A cos(n()) + Bysen(n(-)))
2 n=1 ! "

la serie de Fourier de f y {S;;n € N} la sucesion de sumas parciales de dicha serie.

Por hipétesis {S;,n € N} converge uniformemente en [—, 7].

Sea g : [-m, ] — Rtal que {S;,} — g uniformemente en [—, 7]. Como S, es
continua Vn € N, g debe ser continua en [—, 7].

Por otra parte, es conocido que {S,} — f en L?(—m, n) (;habia ya el lector olvi-
dado este hecho fundamental?) y como {S, } — g uniformemente en [—x, 7], {S,} —
g en L?(—m, ) (véase el ejercicio 12, cap. I); luego f = g en L*(—m, ), lo que
implica que f(x) = g(x) c.p.d. en [—m, x]. Pero como f y g son continuas en
[—7, 7], debe tenerse que f(x) = g(x), Vx € [—m, ] (intente el lector probar esto;

si no lo consigue, es que ha olvidado demasiado pronto el Capitulo I).

EJEMPLO:
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Si f:[-m,m] > Restal que f(x) = |x|, Vx € [—m, 7], entonces

—4cos(2n — 1
x| = —+Z :();(1" )x (3.23)

n=1

uniformemente en [—, 7] (véase el ejercicio 1). Esto se habia ya obtenido por un

procedimiento distinto (véase 3.19).
EJERCICIO 15.

Sea f : [-m, m] — R absolutamente continua, 27r-periddica ( f(—x) = f(7))y
tal que f’/ € L?(—m, ). Demuéstrese que la serie de Fourier de f converge uniforme-

mente a f en [—m, 7).

A o0
Sugerencia: Si 70 + Z(Ancos (n(-)) + Busen(n(-))) es la serie de Fourier de

n=1
o0
f, pruébese que la serie numérica Z(|An| + |By|) es convergente.
n=1
Solucién: Sea
A
5 + Z(Ancos(n (+)) + Bpsen(n(:))) (3.24)
n=1

la serie de Fourier de f.

Entonces la serie de Fourier de f’ (véase el ejercicio 10) es

> (Brcos(n() = nAnsen(n()))

n=1

La igualdad de Parseval (3.7), aplicada a f’, proporciona que
/ 1)) dx =n (Z(nsz + nZAz))
n=1
lo que implica que la serie numérica
o0
S (1282 + n2A2)
n=1

es convergente.

Ahora bien, para cadan € N, se cumple que

1\? 1
(n|An| — ;) = n?|An > + — —2|An| =0
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1\? 1
(n|Bn| - ;) = n?Ba|® + = —2|B,| >0

lo que implica que

1 1
|An|§§(n2A§+—2) , VneN
n

1 1
|Bn|5§(n2B§+—2) ,VneN
n

Asf pues la serie numérica

Aol
-+ 2_(Anl +[Bal)
n=1

es convergente y como esta serie es una mayorante de la serie (3.24), ésta es convergente
uniformemente en [—, 7]. Como ademds f es continua, por el ejercicio anterior dicha
convergencia es a la funcién f.

Notas y comentarios.

1.-Si f : [-m, ] — R es absolutamente continua, sabemos que existe f/'(x) c.p.d.en[—-m,n]y f' €
L'(—m, ). En el ejercicio anterior se exige, ademds, que [’ € L?(—m, 7).

2.- En adelante denotaremos por H al subconjunto de L?(—m, ) formado por
aquellas funciones que satisfacen las hipétesis del ejercicio anterior.

El ejercicio que sigue describe subconjuntos de H que pueden ser utiles en la
practica, puesto que si una funcién dada f pertenece a alguno de estos subconjuntos,
entonces su serie de Fourier converge uniformemente a f.

EJERCICIO 16.

Demostrar que los conjuntos que se describen son subconjuntos de H.

L A={feCl-nnl/f(-n)= f(n)}

2. B={f € COl—n,7]/f(—n) = f(n), f'(x) existe salvo en un niimero finito
de puntos y f’ es medible y acotada }

3. C={f € C—m,n]/f(—m) = f() y f es“lineal a trozos™}
Solucion:

1. Si f € A, entonces f’ € C°[—x, 7]; luego f” es acotada en [, 7] y por tanto
f es absolutamente continua en [—, 7] (utilicese el teorema del valor medio).
Como ademids f’ € C—x, n], ' € L*(—n, 7).

2. Nuevamente, aplicando el teorema del valor medio se tendria que f es absolu-
tamente continua en [—m, ]. Ademads, como f’ es acotada en [—m, ], [’ €
L?(—m, ).
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3. f :[—m, ] — R se dird lineal a trozos si f es continua y existe un conjunto
finito de puntos
=41 <Ay < e <ddp =T
de [—m, 7] tal que fl[ai,aiﬂ] es de laforma f(x) = mjx + +n;,paral <i <

n — 1. Es claro entonces que C C B.

EJEMPLOS.
Utilizando el ejercicio previo, se obtienen las siguientes identidades (que ya se

habian obtenido por un procedimiento distinto en el ejercicio 11).

uniformemente en [—, 77].

g i —4cos(2n — 1)x

x| = =

2 = m(2n- 1)?
2 0 n
-1
X2 = % +4 ()c—gs(nx) uniformemente en [, 7).
n
n=1

1 2, (=1)"*cos(nx)
xsenx = 1— 508X — 2 Z ——————~ uniformemente en [—7, 7].

Nota importante.

En particular, si f : R — R es de clase C! y 27-periddica se tiene que

o0
f(x) = 70 Z (Ancos(nx) + Bysen(nx)) uniformemente en R.

Las identidades obtenidas hasta ahora permiten sumar muchas series numéricas,

pero a veces hay que ser cautos para no equivocarse (véase el ejercicio que sigue).

EJERCICIO 17.

Obtener la suma de la serie

. (=1)"cos(20n)
Y

Sugerencia: Utilizar alguna de las identidades del ejemplo anterior.

Solucion: Sabemos que

2 o0 n
5 T (=D "cos(nx)
—— 14 E -~ 2 3.25
X 3 + P 2 (3.25)

uniformemente en [—, 7].
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Luego
%2

7[ o0
-5 - cos(nx)
— Z
uniformemente en [—, 77].
La primera respuesta que a uno se le ocurre es que la suma de la serie pedida es
2
207 — Z-
TS' Pero esto es falso, puesto que (3.25) se cumple en [—7, ] y 20 ¢ [—m, ).

Ahora bien, aprovechando la 27 -periodicidad de la funcién dada por la parte derecha

de (3.25), tenemos que

>\ (=D"cos(20n) o= (—1)"cos(20 — 67)n
D D

2
n
n=1 n=1

y como 20 — 67 € [—m, 7],

i 1)”c0s(20n) (20 — 67)* — %2
I )

En otros tipos de aplicaciones interesa conseguir no sélo que la serie de Fourier de
una funcién dada f converja uniformemente a f sino también (y suponiendo que f
es suficientemente regular) que las Series de Fourier de las derivadas de f converjan

uniformemente a tales derivadas. Este es el objetivo de los siguientes ejercicios.
EJERCICIO 18.

Sea f : [-m, ] — R una funcién de clase C! con f’ absolutamente continua y

tal que /" € L?(—m, 7). Si ademds se cumple que

f(=n) = f(m), f'(=n+) = f'(z-)
pruébese que

flx)=— 0 4 Z(A cos(nx) + Bysen(nx))

n=1

oo

f(x) = Z(ancos(nx) —nAysen(nx))

n=1

A
uniformemente en [—, 7], donde % 70, A,, By, ne N} son los coeficientes de Fou-

rier de f.
o0
(Sugerencia: pruébese que la serie Z (n|Bn| + n]An|) es convergente).

n=1
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Solucién: Como f y f’ estdn en las condiciones del ejercicio 10, si
Ay &
5+ > (Ancos(n()) + Bpsen(n())) (3.26)
n=1

es la serie de Fourier de f,

Z (nBycos(n(-)) —nAysen(n(-))) (3.27)
n=1
y o0
Z (=n%Ancos(n(-)) —n’Bpsen(n(-))) (3.28)
n=1

son las Series de Fourier de f’ y f” respectivamente.

Aplicando la igualdad de Parseval (3.7) a f”, se tiene que
T 0o
/ /" dx == (Z(n“Ai + n“Bi))
- n=1

lo que prueba que la serie

o0
> (*AZ +n*BY)
n=1

es convergente.

También,

1\? 1
(n2|An|—;) =n4A§+n—2—2n|An|zo, Vne N

1\? 1
(I’l2|Bn| - —) =n*B2 + — —2n|By| > 0, Vne N
n n
lo que implica que
1 1 1 1
n|Ay| +n|By| < 5 (n4A% + ,?) + — (H4B,21 4 ﬁ) ’

Vn € N.

Asi pues la serie numérica

Y (n|An] +n[By))

n=1

es convergente. De aqui deducimos que las series (3.26) y (3.27) son uniformemente
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convergentes en [—, 7] y deben serlo a f y f” respectivamente por el ejercicio 14.
Notas y comentarios.

1.- Las hipétesis del ejercicio 18 se satisfacen si f : [—m, 7] — R es de clase
C?y f(-m) = f(n), f'(—=w+) = f'(w—). En particular, estoes asi si f : R — R
es de clase C? y 2xr-periddica.

2.- Es claro que el ejercicio 18 se puede enunciar con mas generalidad, si f es una

funcién con “m4s regularidad”. De hecho puede probarse el resultado siguiente:

“Sea f : [—m, ] — R una funcién de clase C¥ con f*) absolutamente continua y

tal que /¥t € L2(—x, 7). Si ademds se cumple que
[=r4) = fP-), 0<i <k,

entonces

f(x) = Jim Su(x)

f'() = Tim S, (x) (3.29)

k) _ 1 k)
/P @) = tim 9 (x)
uniformemente en [—, ], donde {S,, n € N} es la sucesién de sumas parciales

de la serie de Fourier de f™.

En particular, si f : R — R es una funcién de clase C k+1 y 2m-periddica, se
cumple (3.29).

Creo que el lector, si no estd muy cansado (en este caso déjese para otro dia), deberia
probar el anterior resultado. La demostracion sigue las mismas lineas que el ejercicio
anterior:

Lo primero que hay que intentar es obtener la férmula para la serie de Fourier de
f*+1 _Para esto es razonable (y muchas veces hasta necesario) hacer algunos casos
particulares:

Si
% + nX::l(Ancos(n (-)) + Busen(n(-)))

es la serie de Fourier de f, entonces

o0
Z(ancos(n (-)) —nAysen(n(-))) es laserie de Fourier de f’,

n=1
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o0
Z(—nzAncos (n(-)) —n®Bpsen(n(-))) es la serie de Fourier de 1,

n=1

o0
Z(—n3Bncos(n(-)) + n3A,sen(n(-))) es laserie de Fourier de f",

n=1

o0
Z(n4Anc0s(n(-)) + n*Bpsen(n(-))) es la serie de Fourier de fi”),

n=1

y asf sucesivamente. Llegados a este punto, afirmamos que la serie de Fourier de f k+1)

€s:

Si k es impar

S (D F R Apcos(n() + (<1)F nEH Bysen(n()))
n=1

Si k es par

> (D5 Bycos(n() + (=) 2k Apsen(a())

n=1

Esta afirmacion puede probarse (si queda animo) por induccién sobre k.

En cualquier caso, y por pertenecer 5TV ¢ L2(—x, ) se cumple la igualdad de

Parseval

-7

T 00
[ 1w ax=n (meAz n n2k+2B,%>)

n=1

lo que prueba que la serie numérica

o0
Z(n2k+2A% + n2k+2B,21)
n=1
es convergente.
Como
k+1 1? 2k+2 42 1 k
n |An|_; =n An+n—2—2n |An| >0, VneN

1\? 1
(nk+1|Bn| . ;) — n2k+2B’% + n_2 _anan| >0, Vne N
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se tiene que

1 1 1 1
n*|An| + n¥|B,| < 3 (nz"“Aﬁ + n_2) +3 (nz"“Bi + n_2) ,

Vn € N lo que implica que la serie numérica

o
> (F|An] + n¥[Bal) (3.30)
n=1

es convergente.

Lo que queda es muy facil pues (3.30) implica que las sucesiones S, (x), S, (x), -+, Sﬁ) (x)
deben converger uniformemente a f, f/, ---, f k) respectivamente (por el ejercicio
14).

En el ejercicio anterior se demuestra que si f es suficientemente regular entonces
no s6lo la serie de Fourier de f converge uniformemente a f sino que también la serie

de Fourier de f’ converge uniformemente a f”. En particular se ha demostrado que, con
o0

las hipétesis de dicho ejercicio, la serie numérica E n|A,| + n|B,| es convergente.

n=1
Muchas veces interesa obtener un resultado reciproco, y esto es lo que hacemos a

continuacion.

EJERCICIO 19.

Sea f : [—m, 7] — R continua tal que si

Ao
7’ Ana an neN

son sus coeficientes de Fourier, entonces la serie numérica

> n(|An| + [Bal) (3.31)
n=1

es convergente. Pruébese que f es de clase C! en [—r, 7].

Solucidén: Las hipétesis del ejercicio implican que las series

Ay &
> + nz::l(Ancos(n (-)) + Busen(n(-)))

D> (1Bucos(n() = nAnsen(n()))
n=1
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son uniformemente convergentes en [—, 7]. Luego, por el ejercicio 14,
Ay &
JSx)=—+ Z(Ancos(nx) + Bpsen(nx))
2 n=1

uniformemente en [—7, 77].

Ahora bien, si

o0

gx) = Z(ancos(nx) —nAysen(nx))

n=1

uniformemente en [—, 7], es conocido que f’(x) = g(x), Vx € [—m, 7]. Como g es
continua en [—7, ], se tiene que f es de clase C! en [—m, 7].

Notas y comentarios.

1.- Los ejercicios 18 y 19 ponen de manifiesto la relacion existente entre la regu-
laridad de una funcién f y el hecho de que la serie (3.31) converja. Pensemos que la
regularidad de una funcién es una propiedad local mientras que el hecho de que la serie
(3.31) converja es una propiedad global (pues los coeficientes A, y B, dependen del
valor de f en todo el intervalo [—z, 7r]). También en el ejercicio 7 (sobre el Criterio de
Dini para convergencia puntual de Series de Fourier) se vi6 que el “comportamiento
local de f cerca de un punto xo” puede determinar que la serie de Fourier de f (para
calcular la cual se necesitan los valores de f en [—m, ]) converjaen xo a f(xo). Esta
relacion entre propiedades locales y globales de f es una constante en la teoria de
Series de Fourier.

2.- El gjercicio 19 se puede facilmente generalizar de la manera

siguiente:

o0
“Si f :[—m, m] — R es continua y si la serie Z nk (JAn| 4 |Bn|) es convergente
n=1
para algin k natural, entonces f es de clase C¥ en [—r, 7]”.

Como mencionamos en la introduccién hay problemas que conducen al desarrollo
en serie de una funcion utilizando sélo funciones de tipo sen(n(-)) 6 cos(n(-)). De este
tema nos vamos a ocupar en los ejercicios que siguen.

EJERCICIO 20.

[2
Demostrar que el conjunto { —sen(n(-)), n € IN} es una base de L2(0, 7).
big

Sugerencia: Considérense extensiones impares a [—r, ] de las funciones de
LZ(O, ).

Solucién: El conjunto dado es ortogonal en L2(0, 7r) (véase el ejercicio 13, apar-
tado 3.- del Cap. I). Como, ademds, la norma de cada elemento es 1, el conjunto

dado es ortonormal en L?(0, ). Veamos que es una base. Para ello utilizaremos la
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caracterizacién dada en el apartado c) del ejercicio 16, cap. L.
Sea f € L?(0, ) tal que

< \/Zsen(n(-)), f>= /nf(x)\/zsen(nx) dx =0, Vn e N
4 0 4

Considérese la funcién f € L?(—m, ), definida como

T f(x), O<x<m
FO=Y ey, —m<x<0
Entonces ”
f(x)cos(nx) dx =0, Vn e NU {0}
y

f(x)sen(nx) dx = Z/Hf(x)sen(nx) dx =0, VneN
0

-7
Luego f = 0en L?(—m, ), lo que implica que ' = 0 en L?(0, 7).
Notas y comentarios.

1.- Que el conjunto dado sea una base de L2(0, ) significa que para cualquier

funcién f € L?(0, ) se tiene

f= ; < \/gsen(n(-»,f > \/gsen(n(-)) =

= Z Busen(n(-))
n=1

2 b4
donde B, = —/ f(x)sen(nx)dx, Vn € N
TJo

La convergencia de la serie anterior debe entenderse en el sentido de L2(0, ); es

decir,

. 2
lim dx =0,V f eL?*0,n)
n—>oo 0

f(x)— Z Bysen(kx)

k=1

y la igualdad de Parseval es ahora

w o] 00
T T
||f||2=/0|f(x)|2dx:}:535=5233
n=1 n=1

2.- Lo que hemos hecho en los ejercicios anteriores para funciones del espacio
L?(—m, ) utilizando la base (3.1) puede hacerse para funciones del espacio L2(0, )

utilizando la base dada en el ejercicio anterior; por lo tanto se podria obtener un criterio
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andlogo al de Dini, ver la relacién entre Series de Fourier, derivacion e integracion, etc.
A titulo de ejemplo, y para que se vea que no todo queda exactamente igual que para
L?(—m, ) con la base (3.1), veamos el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 21.

Sea f : [0, 7] — R absolutamente continua, cumpliendo que f(0) = f(x) =0
y f' € L?(0, ). Demuéstrese que la serie de Fourier de f respecto de la base del
ejercicio 20 converge uniformemente a f en [0, 7].

Solucidn: Sea f : [-7, 7] — R tal que

~ fx), 0=<x=<wm
fx) =
—f(—=x), —w<x<0
Es facil comprobar que f es absolutamente continua en [—7, 7], f es 2 -periddica
(f(—n) =0= f(n)) y ademads f’ € L%(—m, ). Por lo tanto, por el ejercicio 15, se
tiene que
. Ay
fx) = - + Z(Ancos(nx) + Bpsen(nx)) (3.32)
n=1

uniformemente en [—, 7],

donde
1 % -
Ag = — f(x)dx =0
TJ —x
1 [* -
A, =— f(x)cos(nx)dx =0, Vne N y
TJ —xm
1 [* -
B, = — f(x)sen(nx) dx =
TJ —xm
A 2 ("
—/ f(x)sen(nx) dx = —/ f(x)sen(nx) dx
TJo TJo
Luego
o0
f(x) = Z Cupsen(nx) uniformemente en [0, ],
n=1
donde
2 T
Cp = —/ f(x)sen(nx)dx, Vn € N.
TJ o
Nota:

Obsérvese que la condicién f(0) = f(xw) = 0 es necesaria, si se quiere tener
convergencia uniforme de la serie de Fourier de f, a f en [0, 7], con la base del
ejercicio 20.

EJERCICIO 22.
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Demuéstrese que

2
cosx=1-2_14 Z e (3:33)

de manera uniforme en [0, r].

Solucién: Considérese la funcién f : [0, ] — R definida por
2x
f(x)—cosx—1+— Vx € [0, ]
b

Es evidente que f cumple las hipétesis del ejercicio anterior y por lo tanto

o0
f(x) = Z B,sen(nx) uniformemente en [0, 7]
n=1
2 b1
donde B, = —/ f(x)sen(nx)dx , Vn € N.
TJ o

Entonces

n= %/:f(x)sen(nx) dx =

2 b g 2 T
= — |:/ cosxsen(nx) dx —/ sen(nx) dx + — [ xsen(nx) dx]
0 TJo

Y 0

Ahora bien,

1 1 b1
/ cosxsen(nx) dx = 5/ (sen(nx + x) + sen(nx —x)) dx =
0 0

1 T
= 5/ (sen(n + 1)x 4+ sen(n — 1)x) dx
0
Luego,

4 1 T
Sin=1, / cosxsen(nx) dx = 5/ sen(2x) dx =
0 0

- % [%ﬂ")]: - %[—cos(Zﬂ) +11=0

T
Sin>1, / cosxsen(nx) dx =
0

1| [—cos(n+ x| —cos(n —Dx]" |
_§|: n+1 }0+|: n—1 ]0 N

-1 [n i (~cos(n + D + 1)+ L (~cos(n— D + 1)} _
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i 2n—2+2
Sinespar 4 [y + 53] = 4[] = 2

Si n es impar %[%—%]:0
Asi pues,
/4 2n :
sin es par
/ cosxsen(nx) dx = { n*~1 ) P (3.34)
0 0 si n es impar

Por otra parte,

/nsen(nx) dx — |:—cos(nx):|” _ —cos(nm) N 1
0

0 n n

S

{ 0 si n es par
- 2 . .
£ sinesimpar

B /”xsenmx) 2 me]n ) /ncos(nx) dx} _
7)o T n 0 0 n
—xcos(nx) sen(nx)]” _
|:|: i| +|: n? ]oj| B
2 —
7

TCcos (nzr) —200s(nn) .
= - =
=~  sinespar
2 si n es impar
n

En definitiva tenemos que

%[ngfl—O—%]Z% sin es par
B, =
%[O—%—F%]:O sin es impar
Luego
2x >
cosx — 1 + — = Z msen(nx) uniformemente en [0, 7]

n=1,n par
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Es decir, que

uniformemente en [0, 7].

2x 4 o sen(2nx)
2 (1= an2pn

O T S T R A~ an2)on
n=1

Los tres ejercicios siguientes se refieren a desarrollos en serie de cosenos. El lector

no tendrd (o no deberd tener) ninguna dificultad en resolverlos:
EJERCICIO 23.

Demuéstrese que el conjunto

1 2
——, 1/ —cos(n(-)), n e N
{ T | ) }
es una base de L2(0, ). Escribase la igualdad de Parseval en este caso.

Solucion: Es trivial que el conjunto dado es ortonormal (véase el ejercicio 13,
apartado 4), cap. I).
Sea f € L?(0, ) tal que

< % f>=< \/gcos(n(-)), f>=0,VnelN.

Entonces .
/ f(x)cos(nx)dx =0, Yn € N U {0}
0

Notemos por f la extension par de f a [—m, ]. Es decir,

o) f(x), O<x<m
f(x)—{ f(=x), —-m<x<0

Entonces f € L?>(—m,m)y

' f(x)cos(nx) dx = 2/ﬂf(x)c0s(nx) dx =0, Vn € NU{0}
0

-

También,
4

f(x)sen(nx) dx =0, VnelN

—TT
Por lo tanto, f =0 en L?(—m, ), lo que implica que f = 0 en L?(0, 7).

Escribamos ahora la igualdad de Parseval. Por lo que hemos demostrado, se cumple

que

f =< %,f > % +nZ=‘; < \/gcos(n(-)), f> \/gcos(n(-)),
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VY felL?0,r)
Luego

1 [~ e~ (2 [
r== RCEEED> (; [ r@eostn) dx) cos(n()) =

Ay =
X + ,12::1 Aycos(n())

donde 5
A, = —/ f(x)cos(nx)dx , Yn € N U {0}
TJ o

La igualdad de Parseval es

||f||2=/0|f(x)|2dx=

2 ™ 2
= (< %, >) + Z << \/gcos(n(-)),f >) =
_r (A_%+ ZA%) . Vf e L?*0,n).

EJERCICIO 24.

Sea f :[0,7] — R absolutamente continua tal que f’ € L2(0, 7). Demuéstre-
se que la serie de Fourier de f respecto de la base del ejercicio anterior converge

uniformemente a f en [0, r].

Solucién: Sea f :[-m, 7] — R tal que

) ) 0<x<m
fu%‘{fem r<x<0

Es fécil comprobar que f es absolutamente continua en [—r, 7], f es 2 -periddica
(fem) = 1) = f(m) v ' € L2(=m. ).

Por lo tanto, por el ejercicio 15, se tiene que

Ao

f(x) = > + Z(Ancos(nx) + Bysen(nx))

n=1

uniformemente en [—, 7r] donde

T

A, = l f(x)cos(nx) dx = E/nf()c)cos(nx) dx,
b4 TJo

-
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Vn € N U {0}
1 (" =
B, = — f(x)sen(nx)dx =0, Vn € N.
—7T
Luego
f(x)=— 0 4 Z Ay cos(nx) uniformemente en [0, ], donde
n=1
2 T
A, = —/ f(x)cos(nx)dx, Yn € N U {0}.
TJo
EJERCICIO 25.

Demuéstrese que

2
senx = — —i— Z clos_( 4’:;) uniformemente en [0, 7].

Solucidén: La funcién f(x) = senx satisface la hipdtesis del ejercicio anterior. Por
lo tanto

o0
fx) = 20 Z Ay, cos(nx) uniformemente en [0, 7]
donde
2 T
A, = —/ f(x)cos(nx) dx.
TJo
Ahora bien,
2 T
Ay —/ senx cos(nx) dx =
TJo
2 (*1
—/ — [sen(x + nx) + sen(x —nx)] dx =
v/ 0 2
1 b3
= —/ (sen((n + Dx) + sen((1 —n)x)) dx
TJ o
Asi pues

2 [™ 2 2 4
0= —/ senx dx = = (—cosx]§) = = (—cos(m) + 1) = —
TJ o b/ T T

1 b
Al = —/ sen(2x) dx =
TJo

_ 1 (—cos(Zx)i|”) _ 1 (—cos(Zn) N 1) _0
/4 2 0 /4 2 2
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ysin > 1,

A, = l|:—cos(n + l)x}” N —cos(1 —n)xi|”:| _

b/ n+1 0 I—n

1 [—cos(n+ )m 1 cos(l —n)m 1
=— - +
b4 n+1 n+1 1—n l—n

Luego,sin > 1,

1 2 N 2 4 )

— = si n es par

7l ln+1 1-n (1 —n?) P

Ap =
1 . .
—[0-0]=0 sines impar
big
Por lo tanto
2 > 4
senx = = + Z mcos(nx) =

n=1,n par

2 i 4cos(2nx)

T + (1 —4n?)

uniformemente en [0, 7].
n=1
Una nota mas antes de seguir (absolutamente necesaria)

En los ejercicios 20 y 23 se ha demostrado que los conjuntos

{ \/zsen(n(-)), ne IN}
g

{ % ;cos(n(-)), ne IN}
forman bases de L2(0, 7). El lector encontrard mas adelante, cuando apliquemos los
resultados obtenidos para Series de Fourier al estudio de las Ecuaciones de la Fisica
Matemética en los capitulos III y IV, que ambas bases son igual de necesarias y de
utiles. Serd el problema concreto que estemos estudiando el que decida qué tipo de base
se ha de utilizar. Pero sobre lo que si quiero llamar la atencién, es sobre el hecho de
que las hipdtesis necesarias para poder obtener resultados sobre convergencia puntual,
convergencia uniforme, etc, son diferentes dependiendo de la base que se utilice (véase,
por ejemplo, los ejercicios 21 y 24).

Mi recomendacidn es que se tengan siempre de referencia los resultados obtenidos
para funciones de L?(—, ) con la base (3.1) y si queremos obtener algiin resultado

para funciones de L2(0, ), deben hacerse extensiones convenientes de dichas funciones
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alL?(—m, ).

El ejercicio que sigue se refiere a un espacio L2(a, b) general. En él se ponen de
manifiesto claramente algunas afirmaciones de la nota precedente.

EJERCICIO 26.

1. Demuéstrese que los conjuntos siguientes son bases de L?(a, b):

nn(2x —a —b)
= Vi |

1.-

(3.35)
2 nt(2x —a —b)
b_asen - ,neD\l}
2 sennn(x —a)’ neN (3.36)
b—a b—a

{m ,/ ””(x_a) n€|N§ (3.37)

2. Escribase la igualdad de Parseval para cada una de las bases anteriores.

3. Describanse condiciones suficientes que garanticen la convergencia uniforme de
la serie de Fourier de una funcién dada /' € L?(a,b), a f, respecto de cada una

de las bases del apartado a).

Solucion:

1. 1.- Esel ejercicio 19, cap. L.

2.- La aplicacion que lleva el intervalo [a, b] en [0, ] es

r:la,b] = [0,7]/r(x) = y. Luego mediante el cambio de variable
w(x —a) . . DL
y = 5 a y utilizando el hecho de que el conjunto del ejercicio 20 es una
—a

base de L2(0, ), es inmediato comprobar que (3.36) es una base de L?(a, b).

3.- Es idéntico al apartado anterior utilizando el hecho de que el conjunto del

ejercicio 23 es una base de L2(0, ).

2. Para la base 3.35:
V f € L?(a, b) se tiene que

1 > [ 2 nr(2x —a —b)
f—aom+2(an b_acos P +

n=1
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> 2 nt(2x —a —b)
+Z<bn b_asen P

n=1
donde .
aogp =< J, >
0 Vb —a
2 2x —a—>b
a, =< f, cosnn( x—a—b) >, VneN
b—a
2 — —
by =< f / nfr(x a—>b) ~ VneN
Ademas,
£ 12 / P dx = a3+ 3 2+ 52)
n=1
Luego
_Ag > nw(2x —a —b)
f = 7 + Z (AnCOST +
n=1
(3.38)
nt(2x —a —b))
+ Bysen——=
—a
donde
2 b 2x —a—b
A, = _/ Feos™ET97D) e v e U o)
b—al, b—
2 (b 2x —a—b
B, = —/ f(x)sen—nn( x—a—-b) dx, VneN
b—al, b —
y por lo tanto
2 b 2
112 = [ 17 dx =
a
(3.39)

—a | A} = 2 2 2
= — 7—|—Z(An+Bn) ,VfelL?a,b)
n=1
(compdrese con (3.7)).

Para la base 3.36:
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Y f € L?(a, b) se tiene que

> 2 na(x —a)
f= (anwl sen )
’12::1 b—a b—a

donde
an =< f, ,/ nn(x—a) Vn e N
Ademas,
b 0o
112 = [ 1R ar =Y a
a n=1
Luego
f= ZAnsen (%),
donde ,
2 _
A, = —/ f(x)senM dx, VneN
b—al , b—a
y
b X b—a
1P = [ 1R ar = Y 20 0ad
a
n=1
(3.40)
(a,b)

(compdrese con el ejercicio 20, nota 1).
Para la base 3.37

Realizando un proceso andlogo a los dos casos anteriores se obtendria que

b b—a [ A2 o
1717 = [ Jreor dx:T(?°+ZA%)
a
n=1
donde

Ay :_/ f(x)cos (x )dx Vn € N U {0}.
—a

(compdrese con el ejercicio 23)

3. Parala base 3.35
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f :la,b] — R es absolutamente continua,

fla)= f(b)y [’ € L*(a.b).
Para la base 3.36

f :la,b] — R es absolutamente continua,
f(a) = f(b) =0y f' € L*(a,b).

Para la base 3.37

f :]a,b] — R es absolutamente continua y

e L2(a,b).

Para terminar este capitulo vamos a ver algunas aplicaciones de las Series de Fourier.
Constituyen una pequefifsima muestra de las posibilidades de aplicacidn de la teoria de
tales series y de hecho, los dos capitulos que siguen estardn dedicados en su integridad
al estudio de las Ecuaciones Clasicas de la Fisica Matematica utilizando series de
Fourier.

Comenzamos con algunos resultados referentes a la aproximacién uniforme de
funciones continuas.

EJERCICIO 27.

Sea f : R — R continua y 27 -periédica. Demostrar que para cada ¢ € RT puede

encontrarse un polinomio trigonométrico g, tal que

|f(x) —ge(x)| =&, Vx €R.

Sugerencia: Demostrar que una funcion continua y 2w -periédica puede aproxi-
marse de manera uniforme “tanto como se quiera” por funciones del tipo H (Nota 2,
Ejercicio 15) y utilizar el resultado del ejercicio 15.

Solucién: Recordemos en primer lugar que un polinomio

trigonométrico es una funcién g : R — R de la forma
n
gx) = Z(Ckcos(kx) + Dysen(kx))
k=0

con Cy, Dy ndmeros reales, 0 < k < n.
Sea e € R*. Veamos que existe una funcién A, : [-m, 7] — R que pertenece al

conjunto H (ver notas del ejercicio 15) y cumpliendo ademas que
| f(x) —he(x)| <e/2, Vx € [—m, 7] (3.41)

(la idea para construir /. es construir una “poligonal a trozos” que aproxime a f como

en (3.41) utilizando para ello la continuidad uniforme de f en [—x, ])
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En efecto, como f es continua en [—, 7], f es uniformemente continua en [—, 7]
y por tanto dado ¢ € R™ existe §(¢) € RY tal que si x,y € [-m, 7] y |x — y| < 6,
entonces | f(x) — f(y)| < ¢/4.

Tomemos una particién del intervalo

[, ] ixog=—T <X] <Xp <-reeen < Xp—1 < Xp = mwtal que |x; — xj—1| <

8, 1 <i < ny definamos la funcién h, : [—m, 7] — R como

J (i) = f(xi-1)
X

he(x) = f(xi—1) + (x —xi—1), ¥x € [xi—1, xi],

1

i—1

1 <i < n (es decir, en cada intervalo [x;—_1, X;], /e viene definida por la ecuacién de
la recta que une los puntos (x;, f(xi—1)), (xi, f(xi)).

he es una funcién del conjunto H (pues h, € C (Ejercicio 16)) y ademas, si
x € [—m, 7], entonces x debe pertenecer a algiin intervalo

[xi—1, xi], 1 <i < n.Porlo tanto

) = f i)

Xi — Xi—1

(x —xi-1)| =

| f(x) = he(x)| = | f(x) = f(xi-1)
= /@) = fea-n)l + [ ) = f(%‘—lﬂ% =

& &

4 2

Por otra parte como s, € H, la serie de Fourier de 4, converge uniformemente a 4,

g
= 1/0) = SOl + (i) = flxi-Dl = 7 +
en [—m, ], y por lo tanto, existe ng(g) € N tal que Vn > ng(e) se tiene que

he(x) — Ao _ > (Agcos(kx) + Bysen(kx))

> <e/2, (3.42)
k=1

A
Vx € [—m, ] donde {70, Ay, B, k € D\l} son los coeficientes de Fourier de /.

Ahora (3.41) y (3.42) implican que si n > ng(¢),

‘ f(x)— Ao _ > (Agcos(kx) + Bysen(kx))| <e. (3.43)

2 k=1

Vx € [—m, m]. Pero como f (por hipétesis) y cualquier polinémio trigonométrico son
funciones 2 -periddicas, (3.43) se cumple Vx € R.

EJERCICIO 28. (Teorema de aproximacién de Weierstrass)

Sea f :[a,b] — R continua. Demostrar que para cada ¢ € Rt puede encontrarse

un polinémio p, tal que

| f(x) = pe(x)| < & Vx € [a,b].
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Sugerencia: Si [a,b] C (—m, 7), apliquese el resultado del ejercicio anterior a
una extension conveniente (continua y 27 -periddica) de f. Esto proporciona un cierto
polinomio trigonométrico al que se puede (y debe) aplicar ahora el desarrollo de Taylor

de una funcion. Si [a, b] es general, considérese g : [—7/2, /2] — R definida por

b b
g(x):f( nax+a; )

Solucion:

1. Sea[a,b] C (—m, 7). Definamos h : [—m, w] — R como

X+

f(a)a+n’ X € [-m,d]
h(x) =14 f(x). x € [a,b]
fy=—=, x e [b, 7]

b—m

Dado ¢ € RT, por el ejercicio anterior, existe un polinomio trigonométrico

n
Ag + Z(Akcos(kx) + Bisen(kx)) tal que

k=1
n
h(x) = Ao — Y (Agcos(kx) + Bysen(kx))| < /2,
k=1
Vx € [-m, m]. Luego, Vx € [a, b] se cumple que
f(x)—Ap — Z (Agcos(kx) + Bgsen(kx))| <e/2 (3.44)
k=1

Consideremos la funcién p : [z, 7] — R definida por

p(x) = Ag + Z (Agcos(kx) + Brsen(kx))
k=1

Es facil ver que existe una constante ¢ € R™ tal que

pr)(x)) <c|n|", Vx € [-m, ]y Vr € N

y por lo tanto, utilizando el desarrollo de Taylor de p en x = 0, existe un

polinomio p.(x) tal que

|p(x) = pe(x)| < €/2, Vx € [-7, 7] (345)
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(intente el lector probar (3.45) ya que es un ejercicio instructivo de Andlisis

elemental)

(3.44) y (3.45) proporcionan el resultado deseado.

2. Sea [a, b] un intervalo cualquiera. Consideramos la funcién

b— b
g :[-n/2,7/2] — R definida por g(x) = f ( ax + at ) La funcién
g

2
g estd en las condiciones del apartado a) y por lo tanto existe un polinomio gz (x)

tal que
|g(x) —qe(x)| <&, Vx € [-7/2,7/2]

Es decir, que

‘f(b‘“w“b)—qe(x)

<e,Vxe[-n/2,7/2]

b4 2
) b—a +b
Siy = X+ , entonces
/4 2
2y —a—-b)n
— —— || <e,Vyelab
-0 (B ) 2o vy c o
2y —a—>b
Como ¢, (%) = p.(y) es un polinomio en y, hemos probado el
—a
resultado.

El siguiente ejercicio se refiere a desigualdades integrales que son muy utiles en la

teoria de Ecuaciones Diferenciales.
EJERCICIO 29.

1. Sea f absolutamente continua en [, 7], f(—7) = f(n)y

b2

f! € L?(—m, w). Demostrar que si f(x) dx = 0, entonces
—TT

[ reorar < [7irwp s (3.46)

con igualdad si y sdlo si f es de la forma

asen(-) + bcos(-), a,b € R.

2. Sea f absolutamente continua en [0, 7] tal que f(0) = f(x) =0y f' €
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L?(0, ). Demostrar que

b4 b3
[ ireorax < M1 e (347)
0 0
con igualdad si y s6lo si f es de la forma
asen(:), a € R.

Solucion:
1. Si

% + ’;(Ancos(n (*)) + Bpsen(n(-)))

es la serie de Fourier de f, sabemos que la serie de Fourier de [’ es

D (Bucos(n()) —nAnsen(n())

n=1

T

1
Ademis, Ag = — f(x) dx = 0; luego, por la igualdad de Parseval aplicada
) —x

a fy f’, tenemos que

[ irera= [ pep =
=n|:2n2(B%+A%)—Z(B,21+A’21):| —
n=1 n=1

=7 Y ((n® =B} + (n*> — DA})
n=1

que prueba (3.46).

Ahora bien, si en (3.4) tenemos una igualdad, entonces

o0
> ((* = DB + (n> — A7) = 0, lo que implica que A, = B, =0, ¥n €
n=1

N, n > 2. Luego la serie de Fourier de f es
Ajcos(:) + Bysen(:).
Como dicha serie de Fourier debe converger uniformemente a f, tenemos que

f(x) = Ajcos(x) + Bysen(x), Vx € [—m, ].
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2. Sea f : [-m, 7] — R la extension impar a [—r, 7] de f'; es decir

J (). x € [0, 7]

FO=0 o xe om0

Si f tiene por serie de Fourier
A oo
0
X + Z(Ancos(n (+)) + Busen(n(:)))
n=1

entonces la serie de Fourier de [’ es

D (Bucos(n() — nApsen(n())

n=1

Como f es impar, A, = 0, Vn € N U {0}, luego

/_ If’(x)lzdx—/_ | foo) dx =

_ " ! 2 _ " 2 —
—2(/0|f(x>| dx /Olf(X)l dx)
=nZ(n2—1)B,21

n=1

Luego
[ s [P ax =5 5207 - 0}

que prueba (3.47).

o0
Si (3.47) es una igualdad, entonces X:(n2 — 1)B% = 0, lo que obliga a que
n=1
B,=0,VneN, n=>2.
Luego f(x) = Bysen(x) , Vx € [—m, ], de donde se obtiene que f(x) =
Bisen(x), Vx € [0, ].

La dltima aplicacién que vamos a ver surge de un problema muy conocido: Entre
todas las curvas planas, cerradas y simples, de longitud dada L, ;existe alguna de ellas
cuyo interior tenga la mdxima 4rea?; si la respuesta es positiva, ;qué curvas verifican
tal propiedad?

Como vamos a ver mediante el uso de Series de Fourier, la anterior cuestién puede

resolverse de manera elemental.
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EJERCICIO 30.

Sea A el conjunto formado por todas las curvas planas, cerradas y simples, de

longitud dada L > 0, cuyas ecuaciones paramétricas respecto del pardmetro arco

vienen dadas por funciones de clase C! en [0, L].

1. Demostrar que si y € A, entonces

donde S es el drea del dominio interior a y.

(3.48)

2. Demostrar que la igualdad se da en (3.48) si y s6lo si y es cualquier circunferencia

de longitud L.

Solucion:

1. Sea y € A, con ecuaciones paramétricas x = x(s),y = y(s), donde x, y :
[0, L] — R son de clase C'. Por ser y cerrada, x(0) = x(L), y(0) = y(L).

Por el apartado a), 1) del ejercicio 26, una base de L2(0, L) es el conjunto

de manera que, notando por

A > 2x — L 2x — L

£+Z(Ancos%+anen%)
n=1

C > 2x — L 2x — L

70 + Z (Cncosw + Dnsen%)

n=1

las Series de Fourier respectivas de las funciones x, y, tendremos que

>, (2nw nnt(2x—L) 2nmw nt(2x — L)
E B, cos — Apsen———=
L L L L
n=1
y
o0
2nm nnt(2x —L) 2nn

E D,,cos — Cusen
—_ L L L

serdn las Series de Fourier respectivas de x’ e y’.

Ahora bien, si S es el area de y; (interior de y), entonces

1 L
s=3 ] GOY6 =y o) ds =

1 2 nm@x—L) |2 nw(2x — L)
—, 4/ —COS————, | —sen——— =, n € N
VL L L L L

nt(2x — L)
=)
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1 / 1 /
=5 <Xy >-g<ya>

2
De manera que como
1

—<x,y >=

1 & (20w nr(2x — L) nr(2x — L)
= 3 Z (TA,,D,, < cos 7 , COS 7 > —
n=1
2nm nmt(2x — L) nw(2x — L) )
, sen 7 > | =

7 B,C, < sen 7

L (2nn L 2nm L\
=52 (T APy T BiGy ) =
n=1
o0

1
= =Y nm (AyDyp — B Cy)

2

=1

y andlogamente

RT>

n=

21171C 2nnD A L

—

Se tendrd que
o0
(3.49)

S =Y nm (AxDp — ByCy)

n=1

Por otra parte, al ser s el pardmetro arco, sabemos que

(x’(s))2 + (y/(s))2 =1, Vsel0 L]

y asi
L L 5 L 5
L= / lds = [ (x'(s))” ds —i—/ (y'(s))" ds =
0 0 0
= (igualdad de Parseval) =

:(3

4n2n2 2ﬂ2
L2 B”+ L? AZ) "

( 2
4p27? 5 4n?7? 5
D;, + 72 C, =

13 00
-+§'<§:
n=1

00

L 4rn?
=3 n® (B, + Ay +D; +Cp) =

t\.)lh
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w2 X
= TX:nz(B% + A2+ D2 +C2)
n=1

Asi pues:
o0
L*> =272 (B} + A} +D; +C}) (3.50)
n=1
y por lo tanto
L? —4xS =
o0
=2n22n2(A% —i—B% +Cﬁ —i—Di)—
n=1

o0

n=1

M8

=27‘[2|:
n

o0
= 272 {Z ((nAp —Dn)* + (B, + Cn)* +
n=1

o0
n? (A2 +B2+C3+D2) =23 n(AuDy —Bncn)} =
1 n=1

+(n? - 1)C2 + (n* — )D2)]

Luego
L?> —47S>0,Vy e A

que es (3.48).

2
2. SiyeAestalque S = o entonces
i

3 [(1An = Du)? + 1By + C)? + (12 = 1)C3 + (0% ~ HDF] = 0

n=1

Luego Ay —D; =0, B;+C; =0y
nA, —-D,=nB,+C,=C, =D, =0, Vne N, n>2
Por lo tanto
Ai—-D1=0,B1+C;=0yA,=B,=C, =D, =0

para todo natural n > 2.

Asi pues
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A 2x — L 2x — L
x(s) = 70 +Alcos% +BlsenM

(3.51)

C 2x — L 2x — L
y(s) — 70 —BICOS% +A1S€HM

Con Ay, Cp,A1,Bq € R arbitrarios, satisfaciendo (3.50)
(L? =272 (B2 + A} + D} + C?) = 472 (A + B?))

Ahora bien, (3.51) son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia centrada

Ag Co . L
en | —, — ) y de radio —, pues
22 2

2 2 2
(X(S)—%) + (y(S)—%) A2 B =

472’

Vs € [0, L].
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Capitulo 4

L.a ecuacion del calor

4.1. Algunas nociones previas necesarias para entender el ca-

pitulo.

4.1.1. Sobre problemas de valores propios para Ecuciones Diferenciales
Ordinarias

Comenzamos recordando algunas nociones bdsicas sobre problemas de valores
propios para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

Sea p un ndmero real dado y consideremos la ecuacién diferencial ordinaria
Z'(t)—pnZt)=0,tel,

donde I es cualquier intervalo no trivial de R. Entonces el conjunto de soluciones
(reales) de la ecuacién previa es un espacio vectorial real de dimensién uno, cuya base
estd formada por la funcion Z(¢) = exp(ut), Vit € 1.

En este capitulo se nos van a plantear los problemas de valores propios:

X"(x) —uX(x) =0, x € [0, 7], X(0) = X(7) =0, (PVP1)

X" (x)—uX(x)=0, x €[0,7], X'(0) = X'(m) = 0. (PVP2)

Una soluciéon de (PVP1) (o (PVP2)) es cualquier funciéon X € C 2[0, 7], que satisface
(PVP1) (o (PVP2)) puntualmente. Obviamente, los tinicos valores interesantes del
pardmetro real u son aquellos para los que (PVP1) (o (PVP2)) tiene solucién no trivial.
Asi, diremos que w es valor propio de (PVP1) (o (PVP2)) si (PVP1) (o (PVP2)) admite
alguna solucién no trivial.

La manera de calcular los valores propios de los problemas anteriores es sencilla,
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puesto que las ecuaciones consideradas son lineales y tienen coeficientes constantes
([15]). Para ello, recordemos que, fijado w, el conjunto de soluciones (reales) de la
ecuacion X”(x) — uX(x) = 0, x € [0, ], es un espacio vectorial real de dimensién
dos. Ademds:

- Si u = 0, una base de tal espacio vectorial estd constituida por las funciones
X'x)=1, X?>(x) =x, Yx €[0,7].

- Si ;0 > 0, una base estd formada por las funciones

Xl(x) = exp(/ix), X2(x) = exp(—,/pux), ¥ x € [0, ].

- Si pu < 0, una base estd formada por las funciones

X(x) = cos(/—px), X2(x) = sen(/—px), ¥ x € [0, 7].

Centremos ahora nuestra atencion en el problema (PVP1). Cualquier solucién de
éste es de la forma X(x) = c1 X1 (x) + c2X?%(x), V¥ x € [0, 7], donde ¢y, c3 son
nimeros reales cualesquiera. Imponiendo las condiciones de contorno llegamos al
siguiente sistema de ecuaciones:

-Sip =0,

c1 = 0,

c1+cm =0,

cuya Unica solucién es ¢; = ¢, = 0. Por tanto, . = 0, no es valor propio de (PVP1).
-Sip >0,
c1+c2=0,
c1exp(/um) + caexp(—/um) = 0.

El determinante de los coeficientes de este sistema es exp(—. /i) —exp(/I7T),
que es distinto de cero. Por tanto la tnica solucién del sistema es la solucién trivial
c1 = ¢z = 0. Consecuentemente, no existe ningtin valor propio positivo de (PVP1).

-Sip <0,

c1 =0,
c1cos(y/—pum) + casen(/—pmw) = 0.

Este sistema tiene solucién no trivial si y solamente si sen(,/—umw) = 0; 0 lo que es lo
mismo, si 'y solamente si u = —n?, para algin n € N. En este caso, es decir u = —n2,
para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es un espacio vectorial real
de dimensién uno, engendrado por la funcién X, (x) = sen(nx), V x € [0, «].

En resumen, el conjunto de valores propios de (PVP1) es el conjunto {—n2, n € N},
Si s = —n?, para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es un espacio
vectorial real de dimensién uno, cuya base esta formada por la funcién X, (x) =
sen(nx), ¥ x € [0, x].

En lo que respecta al problema (PVP2), también cualquier solucién es de la forma
X(x) = 1 X1 (x) + c2X%(x), Y x € [0, 7], con ¢1 y ¢5 niimeros reales arbitrarios.

Imponiendo las condiciones de contorno dadas en (PVP2), llegamos al siguiente sistema
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de ecuaciones:

~Sip =0,

C2=0.

Por tanto, u = 0 es valor propio de (PVP2). En este caso, el conjunto de soluciones
de (PVP2) es un espacio vectorial real de dimensién uno engendrado por la funcién

constante Yo(x) = 1, V x € [0, ].

-Sip >0,

C1/i + ca(—/1) =0,
c1 /i exp( /) + ca2(—4 /1) exp(— /) = 0.

El determinante de los coeficientes de este sistema es — i (exp(—./7) + p exp( /i),
que es distinto de cero. Por tanto la tnica solucién del sistema es la solucién trivial
c1 = ¢z = 0, con lo que no existe ningtin valor propio de (PVP2) positivo.
-Sip <0,
Cp = O,
c1(—sen(/—pr) = 0.
Este sistema tiene solucién no trivial si y solamente si sen(,/—umw) = 0, o lo que es lo
mismo, siy solamente si u = —n2, para algin n € N. En este caso, es decir u = —n2,
para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP2) es un espacio vectorial real

de dimensién uno, engendrado por la funcién Y, (x) = cos(nx), V x € [0, ].

En resumen, el conjunto de valores propios de (PVP2) es el conjunto {—n?, n €
N U {0}}. Si u = —n?, para algiin n natural o cero, el conjunto de soluciones de
(PVP2) es un espacio vectorial real de dimension uno cuya base estd formada por la

funcién Y, (x) = cos(nx), ¥V x € [0, «].

4.1.2. Sobre derivacion parcial de funciones definidas por series de fun-
ciones de dos variables

Sea {wy (x, t)} una sucesion de funciones reales continuas definidas en [a, b]X[c, d],

tales que existe alguna sucesion de nimeros reales {a, }, verificando

lwp(x,1)| <ap, ¥ (x,t) €la,b] x[c,d]

00
D an
n=1
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es convergente. Entonces se puede definir la funcién

w(x, 1) =Y wp(x,0), V (x.1) € [a,b] x [c.d].

n=1
y w es continua en [a, b] X [c, d].
Supongamos ademas que, para ty € [c,d] fijo, y para cada n € N, existen las

owy (x, ¢ )
derivadas parciales M, Vx € [a,b] (para x = a o x = b se entienden

derivadas laterales) y alguna sucesion de nimeros reales {b, }, verificando

0 N
'M < bn, Vx€lab]
0x
tal que la serie
o0
2 bn
n=1
dw(x,
es convergente. Entonces existe %0), Yxela,bly
X
ow(x, ty) >, dwn (x, to)
) n ’
— = —————, Vx €la,b]
ox ’12::1 ox x € la.d]

Obviamente, un resultado similar es valido para la variable ¢ y para derivadas parciales

de orden superior (véase [4]).

4.1.3. Sobre derivacion bajo el signo integral

Seaw : [a,b] x [c,d] — R, (x,t) — w(x,t) una funcién continua. Entonces, la

funcién H : [c,d] — R, definida por

b
H() :/ w(x,t)dx, Vtelcd],

es continua.

(x.1)

. . ., ow . .
Si, ademas, la funcién BT existe y es continua en [a, b] X (¢, d), entonces

by
H’(z)=/ %dx, Vie(ed).
a

(véase [4]).
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4.2. Presentacion del capitulo y resumen de resultados fun-

damentales.

En este capitulo aplicamos los conocimientos adquiridos en los anteriores al estudio
de dos problemas de tipo mixto asociados a la ecuacién del calor. Mds concretamente,

dedicamos nuestra atencién a los problemas:

2
Fued _ WSO g cvzmo<i=T,
9x2 at
u@©,t) = u(mr,1)=0, 0<t=<T, b
u(r.0) = f(x).  0=x=m
y 2
9u(x, 1) du(x,1)
T T a0 srEmOosisT
wu©.1)  _ M:O, 0<t<T, 2
dx dx
u(x,0) = f(x), O=zx=m

El interés por estos problemas proviene de la Fisica. En términos elementales, el
problema (C1) modela la siguiente situacién: tenemos una varilla delgada de longitud 7,
cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya superficie lateral estd aislada. Si
la distribucion inicial de temperatura estd dada por la funcién f(x), entonces la funcion
u(x, t) representa la temperatura de la varilla en la seccion transversal de abscisa x y
en el tiempo ?.

Por su parte, el problema (C2) modela una situacioén parecida, donde se sustituye el
hecho de que la varilla se mantenga en sus extremos a cero grados centigrados, por el
de que tales extremos se mantengan aislados (véase [39] para detalles).

La Ecuacién en Derivadas Parciales que aparece en ambos problemas,

0%u(x, 1) _ Ou(x,1)
ox2 ot

(©)

es una de las mds importantes de la Fisica Matemdtica y se conoce con el nombre de
ecuacion del calor. Aparece con generalidad en fendmenos de difusion y es el ejemplo
mds elemental de ecuacion parabdlica.

La interpretacidn fisica de (C1) y (C2) sugiere que la solucién de ambos problemas
debe existir y ser Unica. Esto lo probamos con detalle en este capitulo. No obstante,

también se puede intuir desde el principio alguna diferencia cualitativa importante en
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lo que se refiere al comportamiento asintético (cuando el tiempo tiende a +o00) de las
soluciones de ambos problemas: mientras que para (C1) se tendrd limy—, 4 o0 u(X, 1) =

0, para (C2) se cumple lim;— 4 oo u(x, ) = b, constante que, en general, no es cero.

Designemos por €2 al conjunto
Q={(x.t) eR2:0<x<m0<t<T}

Una solucién de (C1) es cualquier funcién u : Q — R, tal que u € C(Q) N C 2(Q)N
C () y que satisface (C1) puntualmente.

En una primera etapa, usando el método de separacion de variables, calculamos la
tnica solucién de (C1) en casos sencillos. En una segunda etapa, usando tales casos

previos y el desarrollo en serie de Fourier de la condicidn inicial f, respecto de la base

de L?(0, )
§ \/gsen(n(-)), ne D\l,}

estudiada en el capitulo II, probamos un teorema general sobre existencia y unicidad
de soluciones de (C1): Si f : [0, 7] — R es continua y satisface f(0) = f(x) =0,

entonces (C1) tiene una tinica solucién dada por la férmula:

o0
Z ansen(nx)exp(—n?t), sit > 0,

u(x,t) =4 =1
f(x), sit =0,

donde 5 7
an = —f f(x)sen(nx)dx, Vn € N.
T Jo

A continuacién mostramos algunas propiedades referentes al comportamiento cualita-
tivo de la solucién: dependencia continua de la dnica solucién de (C1) respecto de la
temperatura inicial f, regularidad C*° de tal solucién para cualquier tiempo positivo y
el hecho de que, sea quién sea la temperatura inicial, la tinica solucién de (C1) tiende a
cero cuando el tiempo diverge a +oc0.

En lo que respecta al problema (C2), una solucién es cualquier funcién u € C(2) N
C2(Q) N CH() que satisface (C2) puntualmente.

Nuevamente, aplicando el método de separacion de variables, encontramos la dnica
solucién de (C2) en casos sencillos, y usando estos, y el desarrollo en serie de Fourier

de la condicién inicial f, respecto de la base de L2(0, )

;%, ;cos(n(‘)), ne D\l}
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estudiada también en el capitulo II, mostramos un teorema general sobre existencia y
unicidad de soluciones de (C2): Si f € C[0, ] es C! a trozos en [0, 7], entonces la

tinica solucion de (C2) viene dada por la formula:

by —
— 4+ bycos(nx) exp(—n>t), sit > 0,
weny = | 3+ D eostuenpa

f(x), sit=0

donde 5 7
by, = —/ f(x)cos(nx) dx, Vn € N U {0}.
T Jo

Probamos, ademads, algunas propiedades sobre la dependencia continua de la dnica
solucidn de (C2), respecto de la temperatura inicial f. Asimismo, se cumple en este
caso la regularidad C *° de las soluciones, para cualquier tiempo positivo. En cambio,
el comportamiento asintético de las soluciones es ahora distinto del mostrado para
el problema (C1). Para (C2) demostramos que, cuando el tiempo diverge a + o0, las
soluciones convergen a una constante, en general no nula. Esto se corresponde con el
hecho de que, al estar en (C2) los extremos y la superficie lateral de la varilla aislada,
entonces no puede entrar ni salir calor de la misma, con lo que éste no se pierde; lo que

si tiende es a difundirse el calor, de manera homogénea, por la varilla.

Ademds de los resultados mostrados sobre existencia y unicidad de soluciones para
(C1) y (C2), hay otro muy importante que se expone en este capitulo, conocido con el
nombre de principio del maximo-minimo para la ecuacién del calor. Se corresponde
con el hecho intuitivo siguiente: si la superficie lateral de la varilla estd aislada (asi
que no puede ni entrar ni salir calor), las temperaturas mdxima y minima de la barra
se alcanzan en el tiempo ¢t = 0, o en los extremos de la misma. Esto no viene sino
a confirmar el conocido hecho de que el calor fluye de las partes mds calientes a las
partes mds frias, tendiendo a alcanzarse una temperatura de equilibrio (es decir, que no
depende del tiempo futuro) cuando el tiempo crece lo suficiente.

De manera mds precisa, si u € C(Q) N C2(2) N C}() es cualquier solucién de

la ecuacidn del calor en 2, y
9192 = ({0} x [0, T) U ({r} x [0, T]) U ([0, ] x {0}),
(frontera parabdlica de €2), entonces, si

m=min u, M = max u,
01 01

se tiene m = ming u, M = maxg u.

A lo largo del capitulo se estudian ademds, otros problemas similares a (C1) y (C2),
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con objeto de que el lector se familiarice con la aplicacién del método de Fourier a
problemas de la Fisica Matemadtica. El comentario final da alguna idea de la generalidad

de este método.

4.3. Desarrollo del capitulo III

En este capitulo aplicaremos los conocimientos adquiridos en los anteriores para
estudiar algunos problemas de tipo mixto para la llamada ecuacién del calor. Tales
problemas tienen la denominacién de mixtos, porque en ellos aparecen, junto con la
ecuacion del calor, condiciones iniciales y condiciones de contorno. Mas concretamente,

dedicaremos en primer lugar nuestra atencion al problema:

%u(x,t) du(x,t)
8x2 = a[ s OEXEJT,0<IET,
w(©0,1) = u(m1)=0, 0<t<T, @.1)
u(x,0) = f(x), 0<x<=m,

cuya interpretacion fisica precisa se puede ver en [20], [39]. En términos sencillos,
y tal y como dijimos en la introduccion, el anterior problema modela la siguiente
situacion: tenemos una varilla delgada de longitud 7, cuyos extremos se mantienen a 0°
centigrados y cuya superficie lateral estd aislada. Si la distribucion inicial de temperatura
estd dada por la funcién f(x) (se supone que la temperatura de la varilla es constante
en cada seccidn transversal de la misma), entonces la funcién u(x, t) representa la
temperatura de la varilla en la seccion transversal de abscisa x y en el tiempo ¢. Es
precisamente la interpretacion fisica del problema (4.1) la que sugiere que la solucion
debe existir y ser Unica: es decir, con las condiciones mencionadas, la temperatura
inicial debe determinar, de manera tinica, la temperatura para cualquier tiempo positivo.
Matematicamente, el problema es determinar la funcién u, a partir de la funcién f.

La Ecuacién en Derivadas Parciales que aparece en (4.1) es una de las mds impor-

tantes de la Fisica Matematica y se conoce con el nombre de ecuacién del calor

0%u(x,t) _ Ou(x,1)
axz ot

Es una Ecuacion en Derivadas Parciales, lineal, de orden dos.

Como en el caso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, el conjunto de soluciones
de esta ecuacion puede dotarse de una estructura algebraica conveniente. Por ejemplo,
supongamos que D es un subconjunto abierto no vacio de R? y consideremos el conjunto

C de soluciones de la ecuacién del calor, que son de clase C?(D). Trivialmente C es un
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espacio vectorial real, pues la suma de dos soluciones cualesquiera, asi como el producto
de cualquier nimero real por cualquier solucién, también es solucién de la ecuacion
del calor. Sin embargo, hay diferencias profundas entre las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias y las Ecuaciones en Derivadas Parciales. Por ejemplo, la dimensién de C
no es finita (;podria el lector describir algiin subconjunto infinito de C linealmente
independiente?). Esta es una de las razones por las que la teoria de Ecuaciones en
Derivadas Parciales gira en torno al estudio de problemas relativamente concretos y
significativos, planteados basicamente por las aplicaciones, mas bien que por el estudio
del conjunto de todas las soluciones de una ecuacion dada.

La ecuacidn del calor aparece en los textos de una forma ligeramente mas general

que la considerada por nosotros:

9%v(x,1) g dv(x,t)
Xz a

donde k € R\ {0}. Claramente esta ecuacion puede reducirse a la nuestra mediante el
cambio de variable u(x,t) = v(x, kt).

Como ya hemos mencionado, la ecuacién del calor es el ejemplo mds elemental de
ecuacion parabdlica y aparece con generalidad en fenémenos de difusion.

Desde el punto de vista matematico, las cuestiones que podemos

plantearnos en torno a (4.1) son las siguientes:

1) (Cudl es el concepto apropiado de solucion para (4.1) ? Esto dependerd evidente-

mente de la regularidad de la condicién inicial f.

2) Supuesto que se ha respondido a la pregunta anterior, ;existe soluciéon? ;es tinica?

(,como se calcula? ;qué propiedades interesantes satisface? etc.

Para responder a las cuestiones previas, quizds lo mds elemental sea suponer que
la funcién f es continua en [0, ir]. En este caso, teniendo en cuenta las derivadas que

aparecen en (4.1) , un concepto légico de solucion parece ser el siguiente:

Designemos por €2 al conjunto
Q={(x.1)eR?:0<x<m0<t<T}
Observemos que €2 no es ni abierto ni cerrado. De hecho,

Q° (interiorde Q) ={(x,t) eR?:0<x<n,0<t < T},
Q (clausurade Q) = {(x,1) eR*>:0<x<m,0<t <T}.

Una solucién de (4.1) es cualquier funcién u : Q@ — R continua, que ademds cumple:

a) Fijado cualquier x € [0, r], la funcién u(x, ¢), como funcién de la variable ¢,

definida de (0, 7] en R es de clase C! (ent = T, se entiende derivada lateral por la
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izquierda).

b) Fijado cualquier ¢ € (0, T'], 1a funcién u(x, ¢), como funcién de la variable x,
definida de [0, 7] en Res de clase C2 (enx = 0y x = 7, se entienden, respectivamente,
derivadas laterales por la derecha y por la izquierda).

El concepto de solucién anterior lo expresaremos, de manera resumida de la forma
siguiente:

Definicién 1.

Una solucién de (4.1) es cualquier funcién u : Q@ — R, tal que u € C(Q) N
C2(Q) N CHR).

Que la definicién anterior es apropiada se confirmard en el desarrollo del capitulo,
cuando veamos que, efectivamente, el problema (4.1) tiene solucién y es tnica.

Comencemos por mostrar que el problema (4.1) puede tener, a 1o més, una solucién.
Para ello, notemos que si u1 y u, fuesen dos soluciones de (4.1) , entonces la funcién

u = uy — up verifica las propiedades de regularidad de la definicién previa y el

problema:
d%u(x,t du(x,t
ulr,) o dulx ), 0<x<m0<t<T,
dx? ot
u0,1) = u(mr,t)=0, 0<t<T, 4.2)
u(x,0) = 0, 0<x<m.
EJERCICIO 1:

Seau € C(Q) N C2(Q) N CH(Q), satisfaciendo (4.2) . Demuéstrese que u es
idénticamente cero en Q.

Sugerencia: Observemos que es suficiente con obtener la conclusién de que u debe
ser menor o igual que cero en $2 (;por qué?). Ahora bien, si esto no fuese cierto, entonces
debe existir (xg, %) € Q tal que u(xg,tg) = maxg u > 0. Considérese entonces la

funcion v(x,t) = u(x,t) + k(t — o) con k negativo y pequefio y estidiese con detalle

0%v(x1,t1)  Qv(xy,t1)
8 —

Conviene recordar ademds, lo siguiente, sobre funciones reales de una variable real:

el signo de ,siendo (x1,11) € Q tal que v(x1,#) = maxg v.
Si una funcién g : (a,b) — R es de clase C?(a, b) y tiene un méximo relativo en
¢ € (a,b), entonces g’(c) = 0, g”’7(c) < 0. También, si i : [a,b] — R es de clase
C![a, b] y tiene un maximo absoluto en b, entonces /' (b) > 0.

Solucién: Mostremos en primer lugar que u(x,t) < 0, V(x,t) € Q. En efecto,
si ello no fuese asi, entonces debe existir algiin (xg,%9) €  tal que u(xg,ty) =

méx§ u > 0. Definamos la funcién v : 2 — R, como

U(X,l) = M(X,[) + k(t - ZO),
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u(xo, o)

conk € (— T

,0). Como v(xg, t9) = u(xg, ), se tiene que

max v = v(xy,11) > u(xo, to),
Q

para algin (x1,#1) € Q.
Observemos que = ((0, ) x (0, 7)) U 92, donde <2 indica la frontera topol6-
gica de Q2. Ademads, 02, se puede dividir en dos partes

9182 = ({05 x [0, T]) U ({r} x [0, T]) U ([0, 7] x {0}) (4.3)

9,9 = [0, 7] x {T}. (4.4)

También, si (x,t) € 91(R2), entonces v(x,t) = u(x,t) + k(t —t9) =kt —ty) <
|k12T = —k(2T) < u(xo, to).
Asi pues, (x1,11) € Q \ 919y, por tanto, sélo tenemos dos posibilidades:
DO<x1 <m0<ty1 <T.
Dt =T,0<x1 <m.
En ambos casos, la funcién v(.,t;) : (0,7) — R, (x,71) — v(x,?1), tiene un

maximo absoluto (y por tanto relativo) en x1. Por lo tanto

2
0°v(xy,11) <

s =0 4.5)

Anélogamente, la funcién v(x1,.) : [0,T] — R, (x1,¢) — v(x1,?), tiene un maximo
absoluto en ¢1. Por lo tanto
8v(x1 , Il) -

5 0. (4.6)

Asi,
?v(x1.11)  Ov(xy.t1) -

0.
0x2 ot
Pero, de la definicién de v se obtiene
0? 1 0 1
vi. ) b)) 0.

0x2 ot

que supone una contradiccién. Esta proviene del hecho de suponer que maxg u > 0.
Por tanto, maxg u < 0.

Abhora bien, la funcién —u también satisface las hip6tesis del ejercicio; por tanto,
maxg (—u) < 0. Todo ello muestra que u es idénticamente cero en €, que es lo que
queriamos demostrar.

Nota.
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Haciendo un poco de esfuerzo (que siempre es necesario) por entender mejor la
resolucidn del ejercicio anterior, se ve que, en realidad, la contradiccién proviene de
la existencia de una funcién v € C(Q) N C2(R) N CH(RQ), que satisface las dos

propiedades siguientes:

(P1) maxg v se alcanza en Q\ 91(R).
%v(x,t)  dv(x,t)

P2 > 0,en Q2.

P2 52 o1 -

En efecto, (P1) implica la existencia de (x1,71) €  \ 91 (), tal que maxg v =
?v(x1.0) du(xy,11)

v(x1,t1). Entonces, debe ser menor o igual que cero, asi como

dx2
debe ser mayor o igual que cero. Esto es incompatible con la propiedad (P2).

De acuerdo con la observacion realizada, podriamos elegir otras funciones v para
solucionar el ejercicio anterior. Por ejemplo, v(x,t) = u(x,t) + m(x — xo)%,m > 0,

suficientemente pequefio.

Una vez demostrado que (4.1) puede tener, como mucho, una solucién, habré que
ver que, al menos, hay una. Para tratar de intuir cudl puede ser la forma de la solucién
buscada, pensemos que u es una funcién de dos variables. También, las funciones de
dos variables mds sencillas que se pueden presentar son aquellas que vienen dadas
mediante el producto de dos funciones de una variable. Entonces, podemos comenzar

por la siguiente pregunta: ;tendrd (4.1) soluciones de la forma
u(x,t) = X(x)Z(1) 4.7

para funciones convenientes X : [0,7] - R,y Z : [0,T] — R?

De momento, procedamos de manera formal. Si la respuesta a la anterior pregunta

fuese afirmativa, entonces necesariamente se ha de cumplir la relacién
X"(xX)Z(t) = X(x)Z'(t), Y (x,t) € [0, 7] x (0, T]. (4.8)

Pero, suponiendo por un momento que X(x) no se anula en (0, 7) y que Z(¢) no se

anula en (0, 7], llegamos a la relacion

X'"(x) Z'(0)
X(x)  Z@)’

V(x,t) € (0,7) x (0, T].

Como x € (0, ) yt € (0, T] son variables independientes, la inica posibilidad para
que esto sea asi, es que ambos cocientes sean funciones constantes. Es decir, debe

existir alguna constante A € R, tal que

X'(x) _Z'()
X(x) — Z(@)

=A, V(x,t) € (0,7) x (0, T].
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Esto origina las dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes
X"(x) = AX(x) =0, x € (0, 7), 4.9)

Z'(t)—AZ({t) =0, t € (0, T]. (4.10)

Ademds, puesto que la solucién buscada u debe ser continua en 2, se ha de cumplir
u(0,t) = X(0)Z(t) = u(m,t) = X(w)Z(t) =0,V ¢t € (0, T].

Esto nos conduce a la “condicién natural” que ha de satisfacer la funciéon X en los
extremos del intervalo : X(0) = X(;r) = 0. Todo ello origina el siguiente problema de

contorno para X (x) :
X"(x) = AX(x) =0, x € [0, 7], X(0) = X(r) =0. 4.11)

Ahora, es conocido (véase [15]) que (4.11) tiene solucién no trivial X € C2[0, 7], si
y solamente si A = —n?, para algiin n € N. En este caso, el conjunto de soluciones
de (4.11) es un espacio vectorial real de dimensién uno, engendrado por la funcién
X, (x) = sen(nx).

Por otra parte, pensemos que la constante A ha de ser la misma en (4.10) y (4.11) .

Para A = —n?

,n € N, el conjunto de soluciones de (4.10) es un espacio vectorial real
de dimensién uno engendrado por la funcién Z, (t) = exp(—n>t).

La relacion de las funciones

con nuestro problema original, (4.1) , se pone de manifiesto en el ejercicio siguiente.

EJERCICIO 2:

Demostrar que, si para algin n € N, la funcién f de (4.1) es de la forma f(x) =
X, (x), entonces, la funcién u, definida en (4.12) , es la tnica solucién del problema
4.1).

Soluciéon: Obviamente,

92 1) 9 t
Manx(;C, ) = Mn;f’ ) = —n%u,(x,1), ¥ (x,1) € Q.

La comprobacion de las demds condiciones de (4.1) es asimismo trivial.

Por ejemplo, si f(x) = sen(5x), latnica solucién de (4.1) es la funcién us(x, t) =
sen(5x) exp(—25t).

La linealidad de la ecuacién del calor permite encontrar la solucién de (4.1) también

de manera sencilla, si f es combinacién lineal finita de funciones del conjunto { X, n €
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IN}. Esto es el propésito del ejercicio que sigue, cuya resolucion es absolutamente trivial.
EJERCICIO 3:

Demostrar que, si la funcién f de (4.1) es de la forma f(x) =

m
E a; Xp, (x), siendom € N, ay, ..., ap, nimeros reales cualesquiera y n1, .., i,
i=1 . . . . .
nimeros naturales distintos, entonces la tinica solucién de (4.1) es la funcién

u(x.1) =Y ajun; (x.1), Y (x.1) € Q.

i=1

EJEMPLOS. Si f(x) = 3sen(2x) — 7sen(9x), entonces la tnica solucién de
(4.1) es u(x,t) = 3sen(2x)exp(—4t) — Tsen(9x) exp(—36t). Si f(x) = sen3(x),

entonces como sen>(x) = Zsen(x) — Zsen(Sx), la tinica solucién de (4.1) seria

u(x,t) = Zsen(x) exp(—t) — %sen(3x) exp(—91)

Hemos llegado a uno de los momentos mds importantes del capitulo, ocasionado por
la pregunta que surge de manera légica, después de las disquisiciones anteriores: somos
capaces de encontrar la tinica solucién de (4.1) en muchos casos particulares (aquellos
en los que la temperatura inicial f es una combinacién lineal finita de funciones
Xyn,n € N). Pero, ;cémo encontrarla, si es que podemos, en el caso general? Pensemos
por un momento lo siguiente: si (4.1) tuviese solucidn, entonces f ha de satisfacer la
condicién

feC(0.7].R), f(0)= f(7) =0, (4.13)

puesto que f(x) = u(x,0), Vx € [0,7],yu € C(R). Asi, f(0) = u(0,0) =0y
f(r) =u(mx,0)=0.

Entonces, la pregunta clave que podemos hacernos es:

,serd (4.13) suficiente para la existencia de solucién de (4.1) ?

La experiencia fisica sugiere que la respuesta a la pregunta anterior debe ser afirma-
tiva. Pero aqui es cuando suele comenzar el calvario para el matemaético. La primera
cuestion, obviamente, es: ;qué camino puedo seguir para encontrar la solucién? ;po-
dremos, quizas, aprovechar la solucién obtenida en casos particulares para llegar a la
solucidn en el caso general en que f satisface (4.13) ?

En este momento, a aquellos lectores que hayan trabajado y entendido con precisién
el capitulo anterior, se les puede encender una pequeiia luz y decir algo parecido a lo
siguiente: sabemos que cuando f es combinacion lineal finita de funciones X,,n € N,
entonces la unica solucién de (4.1) es, a su vez, una combinacidn lineal finita de

funciones uy,,n € N. También recordamos que en en el ejercicio 21 del capitulo II, se
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probaba que si f satisface la hipétesis

fecCo,n], f esClatrozosen[0, 7], f(0) = f(x) =0, 4.14)
entonces - -~
f(x)= Z apsen(nx) = Zaan(x) 4.15)
n=1 n=1

uniformemente en [0, 7], donde los coeficientes a, vienen dados por la férmula
2 b g
an = —/ f(x)sen(nx) dx, Vn € N. (4.16)
7T Jo

De hecho, en el ejercicio citado se probaba (4.15) bajo hipdtesis mds generales que (4.14)
. Recordemos también que f es C! a trozos en [0, 7] si existe una particién de [0, 7] :

tlo=0<t1<th <..<ty-1 <tym=m,talque f € Cl[zi_l,zi], Vi e{l,...,m}.

Por el momento, no seamos ambiciosos, y pensemos que f satisface (4.14) . Enton-

ces, debido a (4.15), ;serd la funcién

u(x,t) = Zanun(x,t) =
% n=1 % (4.17)
Z ansen(nx) exp(—n’t) = Z an Xy (x)Zy(t)
n=1 n=1

la dnica solucién de (4.1) ?

La respuesta a la pregunta previa es afirmativa y es lo que vemos a continuacién.
EJERCICIO 4:

Si f satisface (4.14) , demostrar que la tinica solucién de (4.1) es la funcién u dada
en (4.17) , donde los coeficientes estian definidos en (4.16) .

o0
(Sugerencia: (4.14) garantiza que la serie numérica Z |an | es convergente).

n=1
Solucién: Veamos en primer lugar que la serie definida en (4.17) define una funcién

en Q. En efecto, notemos que
lanin (x,1)| = |apsen(nx) exp(—n?t)| < |a,|.¥V n € N, V(x,1) € Q.

Por lo tanto la serie de funciones

o0 o0
Z lanun(x,t)| = Z lapsen(nx) exp(—n>t)]
n=1 n=1
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estd mayorada por la serie de nimeros reales no negativos

oo

> |an] (4.18)

n=1

Ahora bien, si repasamos los ejercicios 15y 21 del capitulo II, vemos que de la hipdtesis
(4.14) , se deduce la convergencia de la serie (4.18) . Esto prueba la convergencia de la
serie que aparece en (4.17) , para cualquier (x,¢) € . Ademds, como cada sumando
de la serie es continuo, la funcién u definida en (4.17) es continua en Q. Claramente,
u(0,t) =u(mr,t) =0,Vt € [0, T]yu(x,0) = f(x), Vx € [0, ].

Mostremos seguidamente que u € C2(Q2) N CA(R). Para ello, si (xo, %) € L2,
vamos a demostrar que la serie (4.17) puede derivarse término a término las veces

necesarias, es decir,

du(xo.10) _ ia dup (xo, to)
dx " ox

n=1

02u(xo, ¢ X 92 ¥
u(xo, to) _ Zan un(xo, fo)

0x2 0x2 ’ (4.19)

n=1

du(xo, to) _ ia dup (X0, 10)
ot " ot '

n=1

Para probar (4.19) , es suficiente con ver que existe alglin nimero real positivo § tal que

0
Z anun(X, t),
n=1

las series

(4.20)

convergen uniformemente en

B = ((x0—8,x0 + 8) x (to — 8,10 + §)) N L.
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Elijamos § tal que #; = t9—& > 0. Entonces, para cualquier (x,?) € B,y para cualquier
n natural, se tiene
|anttn (x, 1)| < lan| exp(=n’t1),

jan 22D | < pja,| exp(—n2ty),

4.21)
92 X
jan 2480 | < n2|a, | exp(—n1y).
jan 2250 | < 12|, | exp(—n1y).
Ademas, las series numéricas
o0
Z |lan| exp(—n?ty),
n=1
oo
> " nlan| exp(=n*1y), 4.22)
n=1

o0
> n?lan| exp(-n’1y).
=1

son convergentes pues los coeficientes a, estdn acotados, independientemente de n € N
y las funciones exponenciales que aparecen son suficientes para la convergencia, a pesar
de la presencia de algunas potencias de n (si este razonamiento no convence al lector,
aplique el criterio del cociente para convergencia de series numéricas, que estudio en

Andlisis de una variable real).

Los razonamientos anteriores concluyen (4.19) y ademas, que u € C 3 ()N Ct1 (2).
También, al ser cada u, solucion de la ecuacidn del calor en €2, ello implica que u lo

es.
Nota importante.

Aunque la mayoria de los lectores lo habrdn observado ya, la discusién realizada
permite probar, de manera sencilla, que si los coeficientes a,,n € N, son acotados
(independientemente de n € IN), entonces la funcién u definida en (4.17) es de clase
C® en cualquier punto (x, ) de Q para el que ¢ > 0. Volveremos sobre este aspecto

un poco més tarde.

EJERCICIO 5:

p . - . 2x
Calciilese la tinica solucién de (4.1) si f(x) = cos(x) — 1 + —.
b4

2x
Solucién: La funciéon cos(x) — 1 + —, cumple la hipétesis (4.14) , por lo que es
T

aplicable el ejercicio anterior. Ademds, en el ejercicio 22 del capitulo II se demostréd
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que

sen(2nx)
cosx —1 + T x Z (1— 4n2)2n

de manera uniforme en [0, 7z]. Por lo tanto, la tnica solucién de (4.1) es

u(x, 1) = —— Z (Se”(z’;;cz) exp(—4n21).

En el ejercicio anterior, la funcién f es de clase C! en [0, 7]. En los dos siguientes
consideramos una funcién que no es de dicha clase, pero que satisface (4.14) . A pesar
de que la temperatura inicial que vamos a considerar es sencilla, se va a poner de
manifiesto que una cosa es probar la existencia de solucion de (4.1) y otra bien distinta

calcularla.
EJERCICIO 6:
Calctlese la unica solucién de (4.1) si

x,s810<x<a,
fx) = a

a—T

(x—m), sia <x <m,
donde a es una constante dada tal que 0 < a < .

Solucién: La funcién f definida anteriormente satisface (4.14) , por tanto, la Gnica
solucién de (4.1) viene dada por (4.17) , donde los coeficientes estdn definidos en (4.16).
Asi,

T
a, = —/ f(x)sen(nx) dx =
b4

0
2 (¢ 2 (" a
—/ xsen(nx)dx+—/
T Jo T Jg ad—

(x —m)sen(nx) dx.
b4

Como / xsen(nx)dx = _reos (nx) + sen(211x) , se tiene (con un poco de paciencia),
n
que
2
a, = _;em—(na)’ VnelN.
n?(a—m)

Consecuentemente, la tnica solucién de (4.1) estd dada por la serie

u(x,t) = Z —%sen(nx) exp(—n>t).

n=1

EJERCICIO 7:
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Calcilese la tnica solucién de (4.1) si

Solucion: Como en el ejercicio anterior, la funcién f definida

anteriormente satisface (4.14), por tanto, la dnica solucién de (4.1) viene dada por
(4.17), donde los coeficientes estan definidos en (4.16). Asi,

a, = E /ﬂ f(x)sen(nx) dx = E /n sen(2x)sen(nx) dx =
T Jo T Jr/2

! /ﬂ [cos((2 —n)x) —cos((2 + n)x)] dx.
T Jr/2

. 1 .
Realizando algunos célculos elementales, obtenemos a, = 3 Ademas, sin € N\ {2},
4 nmw . . . .
entonces a, = ————— sen—-—, sinesimpary a, = 0, sin es par (distinto de dos).
t(n? —4) 2
Por tanto, la Gnica solucién de (4.1) estd dada por la serie

1
u(x,t) = Esen(Zx) exp(—41)+
o0

n+1 4
Z =1 3 msen(nx) exp(—n?t) =

n=1,n impar

1
Esen(2x) exp(—4t)+

% k+1 4 2
];)(—1) TGk 1)2)sen((2k + 1)x) exp(—(2k + 1)%1).

A continuacidn, nuestro objetivo es encontrar (si existe), la inica solucién de (4.1)
cuando f satisface (4.13) . En este caso, por ser f continua en [0, 7], los coeficientes
an, n € N, estdn acotados y por tanto, la férmula (4.17) define una funcién de clase
C° en Q2 que, ademads, es solucion de la ecuacion del calor en 2. También, u(0,¢) =
u(m,t) =0, Yt €[0,T]. El problema es si, a partir de la férmula (4.17) , existe o
tiene sentido u(x, 0). Segun (4.17), u(x, 0) deberia ser

Z apsen(nx), (4.23)
=1
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donde los coeficientes a, estan definidos en (4.16) .

Abhora bien, sabemos de la teoria de series de Fourier (capitulo II), que, usando
exclusivamente la hipétesis (4.13) , no es posible probar la convergencia de la serie

anterior a la funcién f(x).

Llegados a este punto, podemos dejarlo y no intentar solucionar (4.1) bajo la
hipotesis (4.13) , o darle mds vueltas al asunto (que es lo que hacen aquellos que se
proponen entender la naturaleza profunda de las cosas), y tratar de encontrar algtin
otro método que, aprovechando lo que ya sabemos, nos proporcione la tinica solucion

de (4.1) cuando f satisface (4.13) (jojo!, si es que existe, que aiin no lo sabemos).

Entonces, usando lo que ya se conoce y el hecho de que la serie (4.23) no es
necesariamente convergente, dejémosla en paz y vayamos por otro camino que pueda
tener probabilidades de éxito. Para ello, y suponiendo que f* satisface (4.13), definamos

la funcion

o0
Z ansen(nx)exp(—n’t), sit > 0,
u(x,t) = n=1 (4.24)

f(x), sit = 0.

Pensemos la relacidon que tiene esta funcién recién definida con el problema (4.1) .
Por lo que hemos comentado anteriormente, u es de clase C° en cualquier punto
(x,t) € Q parael que t > 0. Ademds, u(0,1) = u(mw,t) =0, V¢t € [0,T]y
u(x,0) = f(x), V¥ x € [0,7]. Asi (jen guardia!, que esto que vamos a afirmar
es importante), que lo Unico que queda, para asegurar que ¥ es la tnica solucién de
(4.1), es comprobar que u € C(R2). Esto se va a conseguir usando dos ideas o hechos

importantes:
1) Expresar de manera mds sencilla (en forma integral), la funcién u(x, t), definida
parat > Oen (4.24) .
2) Elegir una sucesion de funciones { f,} tal que:
2.1) Cada fp, p € N, satisface (4.14) .
2.2) fp — f. uniformemente en [0, ].
Si notamos por u, a la tnica solucién de 4.1, cuando como temperatura inicial

se toma f,, demostraremos que ¥, — u, uniformemente en 2. Como cada u, es

continua en €2, ello implicard que u € C(2). {Manos a la obra!

La expresion de u, de manera mds sencilla, cuando ¢ > 0, es facil, teniendo en
cuenta que los coeficientes a; vienen dados por una integral definida y que, cuando
t > 0, la serie de (4.24) es “buenisima”, desde el punto de vista de la convergencia .

Esto es el objeto del siguiente ejercicio.

EJERCICIO 8:
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Demuéstrese que la funcién definida en (4.24) se puede escribir de la forma

/ﬂ Gx, ¥, t) f(Y¥) dy, sit >0,

u(x,t) = 0 (4.25)
f(x), sit =0,
donde o
G(x,y,t) = Z Esen(nx)sen(nlﬂ) exp(—n>t). (4.26)
n=1 T

Solucién: Observemos que si ¢ > 0, entonces, por la formula (4.16) , tenemos

u(x,t) = Z (%/0 f()sen(ny) dl//) sen(nx)exp(—n?t) =
n=1
(4.27)

k14
0

Z/ (%f(W)Se”(”W)Sen(nX) CXP(_nzt)) W
n=1

Ahora bien,
o0

n=1

=

%f(w)sen (nyr)sen(nx) exp(—n’t)

o0
Z M exp(—n?t),
=1

(para alguna constante M, independiente de n € N), que es una serie convergente,

puesto que ¢ > 0. Por tanto, para (x, ) € Q,t>0, fijo, la serie de funciones

2
Z Zsen(nx)sen(ny) exp(—n?t),
n=1 T
como funcién de ¥ € [0, ], converge uniformemente. Asi pues, estd permitido in-

tercambiar el orden de la suma infinita e integracién en (4.27) , obteniéndose (4.25)

Después de esto, el ejercicio siguiente es trivial, pero muy conveniente para fijar

ideas (asi pues, recomiendo al lector que lo piense con detalle):

EJERCICIO 9:

Si f satisface (4.14) , demuéstrese que la tinica solucién de (4.1) es la funcion dada
por (4.25) .

A continuacién centramos nuestra atencion en la sucesion { f) }, mencionada con

anterioridad. Es facil intuir su existencia si tenemos en cuenta que, al ser f continua

en [0, r], entonces f es uniformemente continua en [0, r]. Ello permite construir f,
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como una funcién “lineal a trozos”.
EJERCICIO 10:

Sea f satisfaciendo (4.13) . Demuéstrese la existencia de alguna sucesién { f)}, tal

que cada fp, p € N, satisface (4.14)y f, — f uniformemente en [0, 7r].

Solucién: Es muy sencilla: mirese con detalle el ejercicio 27 del capitulo I1. All{ se
demuestra que para cualquier ¢ € R, puede encontrarse alguna funcién g, satisfacien-
do (4.14) tal que

|f(x)—g(x)| <& VxeR.

De acuerdo con el ejercicio previo, si f satisface (4.13) , es posible elegir alguna
sucesion { fp} de funciones satisfaciendo (4.14), tal que f, — f, uniformemente en
[0, r]. Notemos por u, a la tinica solucién de (4.1) cuando como temperatura inicial
se toma f,. El objetivo es ahora claro, si queremos demostrar que, cuando f satisface
(4.13) , 1a funcién u definida en (4.25) es continua en S : probaremos que u, — u,
uniformemente en . Ello exige que tengamos algiin resultado previo que nos permita
afirmar que, cuando la diferencia entre f, y f; es pequefia, también lo es la diferencia
entre U , y ug. Tal resultado se puede intuir, después del ejercicio 1, y se conoce con el
nombre de principio del maximo-minimo para la ecuacién del calor. En la mayoria de
los libros de texto sobre el tema, se prueba al comenzar éste. Nosotros hemos preferido
postergarlo un poco, con el objeto de que el alumno se encuentre méds motivado al

leerlo.
Como ya hemos mencionado, el principio del maximo-minimo se

corresponde con el hecho intuitivo siguiente: si la temperatura de los extremos de
la barra se mantiene a cero grados centigrados y la superficie lateral de la misma esta
aislada (asi que no puede entrar ni salir calor), las temperaturas mdxima y minima de
la barra se alcanzan en el tiempo ¢t = 0. Esto no viene sino a confirmar el conocido
hecho de que el calor fluye de las partes mds calientes a las partes mds frias, tendiendo
a alcanzarse una temperatura de equilibrio (es decir, que no depende del tiempo futuro)

cuando el tiempo crece lo suficiente.
EJERCICIO 11:
a) Sea u cualquier solucién de la ecuacién de calor en 2, es deciru € C(Q) N

CZQNCH)y

0%u(x,1) _ Ou(x,1)
ox2 0t

,0<x=<m 0<t<T (4.28)

Notemos

m=min u, M = max u.
01 012
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Entonces

m =min u, M = max u.
Q Q

(véase el Ejercicio 1 para la definicion de d1£2).
b) Sea u cualquier solucién de (4.1) y notemos
m = min f, M = max f.
[0,7] [0,7]
Entonces

m =min ¥, M = max u.
Q Q

Solucién: Al ser f(0) = f(r) = 0, el apartado b) es un caso particular del a).
Para realizar el a), procedemos como en el ejercicio 1: mostremos en primer lugar que
u(x,t) < M, Y(x,t) € Q. En efecto, si ello no fuese asf, entonces debe existir algtin
(x0,10) €  tal que u(xg,to) = maxg u > M. Definamos la funcién v : Q — R,
como

v(x,t) =u(x,t)+ k(t —to),

M — t
conk € (#,O).

Como v(xg, tg) = u(xp, o), se tiene que

max v = v(x1,11) > u(xo,t0) > M,
Q

para algiin (x1,#1) € Q.

También, si (x,1) € 91(R2), entonces v(x,t) = u(x,t) + k(@ —to) < M + k(t —
to) < u(xo, to).

Asfi pues, para (x1, #1) sélo tenemos dos posibilidades:

DO<x1 <m0<t; <T.

D =T0<x <.

En ambos casos, la funcién v(.,#;) : (0,7) — R, (x,t1) — v(x,?1), tiene un

mdéximo absoluto (y por tanto relativo) en x. Por lo tanto

v (x1, 1)
T <. 4.29
xz2 = (4.29)
Aniélogamente, la funcién v(xy,.) : [0,T] — R, (x1,¢) — v(x1,?), tiene un maximo
absoluto en #1. Por lo tanto
dv(xy,11) >0

5 (4.30)

Asi,

?v(x1,11) _ 0v(xy, 1) <0
0x2 ot -
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Pero, de la definicion de v se obtiene

Po(xr, ) xat) _ Pulxn)  dulxn)

_ k>0
x2 ot 9x2 o e

que supone una contradiccién. Esta proviene del hecho de suponer que maxg u > M.
Por tanto, maxg u < M.

De manera analoga se prueba que u es mayor o igual que 7 en Q.

Nota.

Obviamente, la conclusién del apartado a) del ejercicio previo puede aplicarse a
problemas mas generales que (4.1) . Se corresponde con el hecho intuitivo de que las
temperaturas maxima y minima en una barra aislada (cuyos extremos no se mantienen
necesariamente a cero grados centigrados), se han de alcanzar o bien en el tiempo inicial
o bien en los extremos de la barra para algin tiempo no necesariamente el inicial.

Estamos ya en condiciones de enunciar y realizar el ejercicio donde se pone de
manifiesto el resultado mas general que vamos a ver, en lo que concierne a la existencia
de soluciones de (4.1).

EJERCICIO 12:

Demuéstrese que si f satisface (4.13) , entonces la férmula (4.24) (o (4.25)), define
la dnica solucidn de (4.1).

Solucion: Como hemos comentado con anterioridad, s6lo queda por demostrar
que la funcién u, definida en (4.24) , es continua en . Para ello, sea { f »} cualquier
sucesién de funciones que satisfacen (4.14) y tal que f, — f, uniformemente en
[0, 7r]. Para cada p € N, denotemos por u , a la tnica solucién de (4.1) , cuando como

temperatura inicial se elige f,. Entonces, por el ejercicio 9, tendriamos

/n G(x,¥.1) fp(¥) dy, sit >0,
Up(x,t) = 0 (4.31)

fp(x), sit =0.

Como f, converge uniformemente a f en [0, 7], f, es una sucesion de Cauchy
uniforme en [0, rr]. Asi, dado cualquier nimero real y positivo ¢, debe existir algin

indice pg tal que V p,q > po se debe cumplir
| fp(x) = fq(x)| <& VY x€[0,n] (4.32)

Ademas, la funcién u , — ug es solucion de (4.1) , cuando la temperatura inicial es
Jp — fq- De (4.32) se deduce que

—e = fp(x)— fg(x) <e, Vxe[0,mn] (4.33)
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Por lo tanto,

—& < min — < max - <e.
< min (f, = fy) < mix (fp — fy) <

s

Por el apartado b) del ejercicio anterior deducimos,
—e <min (up —ug) <max (u, —uy) <&,
Q Q
O lo que es lo mismo,
lup(x. 1) —uq(x. )] <& ¥ (x,0) €2,V p.q = po.

Esto implica que {u,} es de Cauchy uniforme en €, y por tanto debe existir v € C(RQ)

tal que u, — v, uniformemente en 2.

Ademés, si t > 0, tomando limites en (4.31) cuando p — 400, obtenemos

(recordemos que como ¢ es positivo, podemos intercambiar el limite con la integracién),

v(e1) = fo Gy 0) f(9) dy (4.34)

También, sit = 0, entonces v(x,0) = limp 00 Up(x,0) = limp 00 fp(x) = f(X).

En definitiva, la funcién v coincide con u (definida en (4.25)), en 2. Como v €
C(Q), también u € C(Q).

Comentario.

Si f satisface (4.13), entonces hemos demostrado que (4.1) tiene una dnica solucién.
Ademads, hemos encontrado la férmula que define tal solucién, usando para ello la
temperatura inicial f. De hecho, (4.13) es suficiente y necesaria para que el problema
(4.1) tenga solucion (recuérdese el concepto de solucidn de (4.1) dado en la definicion
1). Sin embargo, hay muchas situaciones de la Fisica donde la temperatura inicial
no satisface las condiciones (4.13) . Un ejemplo muy sencillo es aquel en el que se
estudia el enfriamiento de una barra, calentada de manera uniforme en el tiempo inicial.
Ademads se supone que la superficie lateral de la misma estd aislada y que la temperatura
en sus extremos se mantiene a cero grados centigrados. Esto se corresponde con el caso
en que la funcién f es constante en (4.13) , y por tanto no satisface (salvo en el caso
trivial), las condiciones f(0) = f(xr) = 0.
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El problema a considerar en este caso tiene por planteamiento:

0%u(x,t ou(x,t
u(x, 1) = u(x ), O<x<mO0<t<T,
0x2 ot
u0,1) = u@r,t)=0, 0<t<T,
u(x,0) = c, 0<x<m,

También es claro, desde el punto de vista fisico, que tal problema debe tener solucién

unica. Los matematicos necesitan confirmarlo.

En el caso particular citado, si se quiere tener un teorema sobre existencia y unicidad
de soluciones, es necesario ampliar el concepto de solucidn, pero no tanto como para
perder la unicidad. Puede verse en [39] que el concepto apropiado de solucién es, en
este caso, el siguiente: cualquier funcién u € C(Q\ {(0,0), (r,0)}) NC2(QL)NC(R),
que sea, ademds, acotada en Q.

En otras situaciones, la temperatura inicial no ha de ser ni continua. Por ejemplo, el
problema mencionado con anterioridad de enfriamiento de una barra, donde s6lo una
parte de ésta se calienta uniformemente en el tiempo inicial. Este caso se corresponde

con una temperatura inicial de la forma

0, 0 <x < xo,
f(x) =1 ¢, xo <x <xy,

0, x1 <x<m.

Para estudiar problemas como (4.1) , con temperaturas iniciales como la anterior y méas
generales, es necesario disponer de algunos conocimientos de espacios de funciones de
Sobolev (que determinan el conjunto de las posibles soluciones) asi como de Andlisis
Funcional (que proporciona teoremas abstractos generales sobre existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones lineales abstractas). En cualquier caso, recordemos que
basta la acotacion de los coeficientes de Fourier de f, para demostrar que la funcién u,
definida en (4.24) , es de clase C*° para cualquier tiempo positivo y ademads, u verifica
la ecuacion del calor. En este sentido se pueden consultar las referencias [6] y [13] para

el caso en que f € L%(0, ).
Nota resumen necesaria.

Hagamos un resumen de lo realizado, porque corremos el riesgo de perdernos con
la consideracion de tantos casos. De acuerdo con el concepto de solucién del problema
(4.1) , dado en la definicién 1, una condicién necesaria para que este problema tenga
solucién es que f satisfaga la condicidn (4.13) . Lo que hemos demostrado es que

(4.13) es también suficiente para que (4.1) tenga solucién.
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Para ello, en primer lugar, mediante el método de separacién de variables, se ha
encontrado la solucién explicita de (4.1) cuando f es combinacién lineal finita de
funciones de la forma sen(nx), n € N. En segundo lugar, usando la teoria de series
de Fourier, desarrollada en el capitulo II, hemos encontrado una férmula explicita para
la solucidén de (4.1) cuando f satisface (4.14) . En este caso, f es una “combinacién
lineal infinita” (uniforme en [0, 7]), de funciones de la forma sen(nx), n € N. A
continuacién se ha representado la solucién de (4.1) de una manera mds conveniente: en
forma integral, usando la funcién G, definida en (4.26) . Por tltimo, con la ayuda de esta
representacion integral y del principio del maximo-minimo, hemos demostrado que si f
satisface (4.13) , entonces (4.24) es la Unica solucién de (4.1) . Mds esqueméticamente

aun, el procedimiento ha sido el siguiente:

1) Mediante el método de separacion de variables se calculan las soluciones de (4.1)

para funciones f sencillas.

2) Con la ayuda de la teoria de Series de Fourier, se encuentra la solucién de (4.1)
cuando f es superposicién (combinacién lineal, finita o infinita), de las anteriores

funciones sencillas. Esto suele proporcionar la solucion de (4.1) como una serie infinita.

3) Se obtiene, para el caso anterior, una representacion integral de la solucién de
4.1).

4) Se obtiene la solucién en el caso general.

Tendremos la oportunidad de familiarizarnos con estos procedimientos en otros

problemas que se estudiardn en este texto.

En el siguiente ejercicio resolvemos un problema similar a (4.1) , pero donde la

temperatura en los extremos de la varilla se supone constante y no necesariamente cero.
EJERCICIO 13:

Considérese el problema

O%u(x,1) du(x,t) 0<x<cn 0<f<T
T q.2 = ., =X=7T, = y
0x? ot
u(0,1) = c1., u(m,t) =cy, 0<t<T, (4.35)
u(x,00 = f(x), 0<x<m,

Demuéstrese que si f € C([0, r]) satisface f(0) = c1, f(a) = c2, entonces (4.35)
tiene una unica solucién (obviamente entendemos por solucién cualquier funcién
ueC(Q)n Cf(Q) N Ctl(Q), que satisface (4.35) puntualmente).

X
(Sugerencia: Considérese la funcién v(x,t) = u(x,t) —cy — —(ca —c1) y de-
g

muéstrese que v satisface un problema como (4.1) ).
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Solucion: Realizando el cambio de variable
X
v(x,1) =u(x,t) —cy — —(c2 —c1),
T

es muy facil demostrar que u satisface (4.35), si y solamente si v satisface el problema

9%v(x, 1) v (x. 1)
= ; 0<x=<mO0<t=<T,
dx?2 ot
v(0,1) = v(mt)=0, 0<t<T, (4.36)
v(x,0) = g(x), 0<x<m,

donde g(x) = f(x) —c1 — f(cz — c1). Como g satisface (4.13) , (4.36) tiene una
Unica solucién, lo que implicanque también es asi para (4.35).

Una vez que hemos demostrado la existencia y unicidad de soluciones de (4.1) ,
deberiamos estudiar con mds detalle las propiedades cualitativas de la Ginica solucién.
Comencemos con algo que ya hemos podido intuir: la dependencia continua de la
solucidn respecto de la temperatura inicial f.

EJERCICIO 14:

Sean f, g € C|[0, ] tales que f(0) = f(wr) = g(0) = g(w) = 0. Denotemos
por u s y ug las soluciones respectivas de (4.1) para temperaturas iniciales f y g.

Demuéstrese que si para alguna constante r > 0, se tiene

| f(x) —g(x)| =, Vxel0,n],

entonces
lur(x,t) —ug(x,t)| <r, V(x,t) € Q.

Solucion: Si se piensa que es necesario resolver este ejercicio, es que se han
olvidado demasiado pronto los ejercicios 11 y 12. Por favor, repdsense estos.

EJERCICIO 15:

Sea u la tnica solucion de (4.1) . Demuéstrese que u € C*°(L2).

Solucion: Véase la nota posterior al ejercicio 4.

El ejercicio anterior pone de manifiesto lo que se conoce con el nombre de ‘“‘efecto
regularizante de la ecuacién del calor”, debido a que, en general, u(x, 0) es sélo
continua, pero u(x, t) es de clase C* sit > 0. Curiosamente esto viene a mostrar que
el modelo matemadtico dado por (4.1) , para estudiar la evolucién de la temperatura, no se
corresponde exactamente con la realidad (;es que alguien habia pensado lo contrario?
Si es ast, debe repasar con cuidado cudl es el proceso de modelizacion matemdtica y sus

consiguientes limitaciones. Véanse [5], [7]). Lo 16gico es que el efecto regularizante de
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la temperatura se muestre pasado algin tiempo y no de manera instantnea.

Esta observacién prueba también que, en general, el llamado problema con datos

finales, es decir, el problema

92 t ]

v 1) _ v(x,t)’ O<x<m0<t<T,
0x2 ot
v(0,t) = v(r,t)=0, 0<t<T,
v(x,T) = g(x), 0<x<m,

no tiene solucion. En efecto, si asi fuese, entonces la funcion v tendria que satisfacer un
problema como (4.1) con dato inicial v(x,0), 0 < x < m. Por tanto, deberiamos tener
gx)=v(x,T) e C*®[0, n].

Es mads, la transformacién de variables independientes (x,#) — (x,—t) no deja
invariante la ecuacién del calor, puesto que si u(x, ¢) es solucién de la misma, la funcién

w(x,t) = u(x,—t) satisface la ecuacion

9%v(x,1) . _8v(x,t)
xz or

Se suele decir por ello que “los fenomenos descritos por la ecuacion del calor tienen

un caracter irreversible”.

Otra propiedad cualitativa concerniente a la solucién de (4.1), se refiere a su compor-
tamiento asintético cuando el tiempo crece. Maticemos en primer lugar esta afirmacion,
pues en (4.1) el tiempo es finito.

Observemos en primer lugar que la solucién de (4.1) , dada por la férmula (4.24) ,

existe para cualquier tiempo ¢ positivo. De hecho, consideremos el problema

0%u(x,t) u(x,1)
92 = YRR 0<x=<m0<t,
u(0,t1) = u(r,t)=0, 0<t, (4.37)
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

Designemos por Q' al conjunto
Q' ={(x.1)eR?*:0<x<m0<t}

Entonces podemos definir una solucién de (4.37) como cualquier funcién u € C(R') N
C2(Q') N CH(R'), que satisface (4.37) puntualmente.
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EJERCICIO 16:

Demuéstrese que si f satisface (4.13) , entonces (4.37) tiene una tnica solucién.

Solucién: Probemos primeramente la unicidad. Es fécil, por los conocimientos
previos que tenemos. En efecto, si # y v son dos soluciones de (4.37) , la funcién
w = u — v satisface un problema como (4.37) , para f = 0. Entonces, para cualquier
T > 0, denotando por Q27 al conjunto Q7 = [0, 7] x (0, T], se tiene que w €
c(Qr)ncC )% (Qr)n Ct1 (R27) y satisface un problema como (4.1) , con temperatura
inicial cero. Por el ejercicio 1, w es idénticamente cero en 27. Puesto que 7 > O es
arbitrario, concluimos que w = 0 en .

Por otra parte, la férmula (4.24) proporciona una solucién de (4.37), con lo que
(4.37) tiene una unica solucién.

Nos concentramos ahora en el comportamiento asintético, respecto del tiempo, de
la tinica solucién de (4.37) . En este problema, los extremos de la varilla se mantienen
permanentemente a cero grados centigrados, mientras que la superficie lateral de la
misma esté aislada. Esto puede hacer pensar que la temperatura tienda a cero, cuando el
tiempo diverge a +00, sea quien sea la temperatura inicial f. Efectivamente, esto lo
confirmamos en el resultado siguiente.

EJERCICIO 17:

Sea f satisfaciendo (4.13) y u(x, t) la inica solucién de (4.37) . Demuéstrese que

lim wu(x,t) =0. (4.38)

t—>—+o00

Solucion: Sea 7 > 0 fijo, y supongamos ¢ > ¢. Entonces

o0
lu(x,1)| < Z |an| exp(—n?7).
n=1
Puesto que f es continua en [0, 7], existe alguna constante A > 0, tal que |a,| <
A, Vn € N. Por tanto,

[u(x,t)| < A Z exp(—n>7)

n=1

<A Z exp(—nt) = A exp(—1)
=1

1 —exp(—71)

Como la expresion anterior tiende a cero cuando 7 — +00, el ejercicio estd resuelto.
Observemos que la funcién v = 0, a la que tienden todas las soluciones de (4.1) ,

es la Unica solucién del problema

v”’(x) =0, x € [0, 7], v(0) = v(xw) =0.
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Este problema describe las soluciones de equilibrio (es decir aquellas que no dependen
del tiempo) de la ecuacidn del calor, que, ademds, verifican las condiciones de contorno
dadas en (4.1). El comportamiento asintético mostrado en el ejercicio anterior, por las
soluciones dependientes del tiempo, es posible y deseable en muchas ecuaciones de
tipo parabdlico. Aclaremos esta afirmacion un poco. Se puede considerar por ejemplo
el problema de la difusién del calor en un cuerpo  de R3, acotado, con presencia de
fuentes de calor externas y manteniendo su frontera a cero grados centigrados. Esto
origina un problema del tipo
Axu(x,t) = W + h(x), ¥V (x,1) € Q2 x (0,T],
u(x,t) =0,V (x,t) € 92 x [0, T],

donde A indica el operador Laplaciano respecto de la variable x = (x1, x2, x3) € R3,

es decir,
Pu(x,t)  u(x,t) 0%u(x,t)

2 2 2
0x3 0x5 0x3

Axu(x,t) =

El

y la funcién /i (x) describe la fuente externa de calor.

Las soluciones de equilibrio de este problema satisfacen

Axv(x) = h(x), x € Q,
v(x) =0, x € 092.

En la actualidad, es un tema de gran interés el estudio de aquellos problemas, para los
que el limite asint6tico (cuando el tiempo diverge a +o00) de las soluciones u(x, ¢) del

problema de evolucién considerado, convergen a soluciones v(x) de equilibrio (véase

[57D).

(Qué ocurrird con el comportamiento asintético de la temperatura, si los extremos
de la varilla no se mantienen necesariamente a cero grados centigrados? La intuicién
fisica viene también en nuestra ayuda en este caso: si, por ejemplo, la temperatura en
los extremos de la varilla se mantiene constante (puede ser una constante distinta en
cada extremo), entonces la experimentacién sugiere que la temperatura debe tender a
una temperatura de equilibrio (independiente del tiempo) que s6lo dependa, a su vez,
de la temperatura en los extremos de la varilla. Efectivamente, este es el objetivo del

ejercicio siguiente.

EJERCICIO 18:
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Considérese el problema

9%u(x, 1) u(x,t)
wz YR 0<x=<m0<t,
u(0,1) = cy, u(m,t) =cp, 0<t, (4.39)
u(x,0) = f(x), 0<x<m.

Demuéstrese que si f € C([0, ]) satisface f(0) = c1, f(;r) = ca, entonces (4.39)
tiene una tnica solucién, entendiendo por solucién cualquier funcién u € C(Q’) N
C2(Q) N CH(Q') que satisface (4.39) puntualmente.

Demuéstrese que si u es dicha solucién, entonces

m u(x,t) =c1 4 (ca—e1)o, ¥ x €0, 7). (4.40)
v

t—>+o00

Solucion: Realizando el cambio de variable
X
v(x,1) =u(x,t) —cy — —(c2 —c1),
T

es muy facil demostrar que u satisface (4.39), si y solamente si v satisface el problema

3%v(x,1) dv(x,1)

T2 o 0<x<m0<t,
v(0,¢) = v(r,t)=0, 0<t, “4.41
v(x,0) = gx), 0<x=<m,

donde g(x) = f(x) —c1 — f((:2 — c1). Como g satisface (4.13) , (4.41) tiene una
Unica solucién (ejercicio 16), ]1.2) que implica que también es asi para (4.39).

Finalmente, por el ejercicio 17, lim;— 400 v(x,7) = 0, de donde se deduce (4.40).

El método de separacion de variables se puede aplicar a otros problemas diferentes
de (4.1). Cuesta un poco de tiempo llegar a entender adecuadamente cudles son los
tipos de problemas a los que dicho método se puede aplicar y cuédles no (consultense
[2], [16], [20], [35], [39]). Seguidamente dedicamos nuestra atencién a otro problema
al que si se le puede aplicar tal método. Algunas ideas van a ser similares a las usadas
en el estudio de (4.1). Otras no. Por eso, creo que merece la pena dedicarle un poco de
tiempo.

En términos sencillos, el problema que vamos a estudiar modela la siguiente situa-

cién: tenemos una varilla delgada de longitud 7, cuyos extremos y superficie lateral se
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mantienen aislados. Si la distribucidn inicial de temperatura estd dada por una funcién
f(x) (se supone que la temperatura de la varilla es la misma en cada seccidn transversal
de la misma), estamos interesados en conocer la temperatura u(x, ¢) de la varilla en
la seccidn transversal de abscisa x y en el tiempo ¢ > 0. La interpretacion fisica del
problema sugiere que la solucién debe existir y ser unica. No obstante, se puede intuir
desde el principio que el comportamiento cualitativo de la solucién va a ser diferente
del que se ha mostrado para (4.1). Por ejemplo, no es 16gico pensar ahora que (4.38) se
cumpla.
El problema que acabamos de mencionar se corresponde con el

siguiente modelo matematico ([39]):

0%u(x, 1) ou(x,t) O<yx<m0<t<T
- - 7 = _— X i
dx2 at - -
@O0 _ umd) _o o< (4.42)
ox dx -
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

donde f € C|[0, 7].

Igual que para (4.1) , desde el punto de vista matematico, las cuestiones que podemos
plantearnos son las siguientes:

1) (Cuadl es el concepto apropiado de solucién para (4.42) ?

2) Supuesto que se ha respondido a la pregunta anterior, ;existe solucién? ;es tinica?
(,como se calcula? ;qué propiedades interesantes satisface? etc.

Teniendo en cuenta las derivadas que aparecen en (4.42) , un concepto légico de
solucién parece ser el siguiente:

Una solucién de (4.42) es cualquier funcién u € C(Q) N Cf ()N Ct1 (2) que
satisface (4.42) puntualmente. Que la definicién anterior es apropiada se confirmara en
lo que sigue, cuando veamos que, efectivamente, el problema (4.42) tiene solucién y es
unica.

Comencemos por mostrar que, el problema (4.42) , puede tener a lo mds, una
solucién. Para ello, observemos que el principio del maximo-minimo (ejercicio 11),
no parece ahora directamente aplicable, puesto que las condiciones de contorno, para
x = 0y x = m, son distintas de las consideradas en (4.1) (no obstante, conviene que se
lea la nota posterior al ejercicio que sigue).

La idea bésica para demostrar la unicidad de soluciones de (4.42) va a ser considerar
una cierta integral de energfa, definida a continuacién. Al mismo tiempo, probamos dos

principios de conservacion de la energia para las soluciones de (4.1) y (4.42). En el

. — . u
primero de ellos se ven implicadas las funciones u y P mientras que en el segundo
X
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aparecen las dos derivadas parciales de primer orden de u.
EJERCICIO 19:
Sea f satisfaciendo (4.13) y u cualquier solucién de (4.1) (6 de (4.42)).

a) Demuéstrese que la funcién E : [0, T] — R, definida como

T T 2
o= [ oo [ (52 o]

es constante. Como aplicacion, demuéstrese que (4.42) puede tener, a lo més, una

solucion.

b) Sea f satisfaciendo (4.14) y u cualquier solucién de (4.1) (6 de (4.42) ). De-
muéstrese que la funcién [ : [0, T] — R, definida como

trm ou(x,s)\? 1 (™ (du(x,1)\>
I(t)=/0|:/(;( o )dx:|ds+§/0( o ) dx,

€s constante.

Solucién: Usando el Teorema de derivacion bajo el signo integral y el Teorema

fundamental del Célculo, es claro que

1 T 2
E’(t):/o u(x,t)aug;’l) dx—i—/o (a“g;”)) dx.

Teniendo en cuenta que u verifica la ecuacién del calor, deducimos

kg 2 4 2
E’(t)z/o u(x,t)M dx+/0 (M) dx,

0x2 0x

que, realizando una integracién por partes, proporciona

T 1 2 T 2
E’(t)=u(x,t)8u§;’t)]0—/0 (a“g;’”) a’x+/0 (8”5;”)) dx —

ou(m,t) _u(0.7) ou(0,1)
ox ox

u(m,t)

Ahora, de las condiciones de contorno satisfechas por u, tanto en (4.1) como en (4.42) ,
deducimos E’(t) = 0, V ¢t € (0, T]. Asi pues, E es constante. De hecho,

E(0) = /0 " 20 d.



4.3 Desarrollo del capitulo III 171

por tanto

R LT u(x,s))? I
5/0 u(x,t)dx+/0 |:/0( o )dxi|ds—/0 f(x) dx,

para cualquier ¢ € [0, T].

En particular, si u1 y u» son dos soluciones de (4.42) , la funcién u = u; — us,

verifica un problema como (4.42) con f = 0. Por tanto,
4
/ u?(x,t)dx =0, Vt € (0,T],
0

de donde se obtiene u = 0, en Q.
b) Nuevamente, por el Teorema fundamental del Célculo y el Teorema de derivacion

bajo el signo integral, tenemos

T (ou(x,t) 2 T du(x,t) 0%u(x,t)
I'(t) = d
@) /0 ( o1 ) dx +/0 ox  oxor 0T

que realizando una integracién por partes proporciona

s T Oulx, 1) 2 ou(x,t) du(x, )"
I(I)_/o( ot )dx+ ox o ]0_

_/” u(x,t) 0%u(x, 1) J
o 9 oax2 T

Teniendo en cuenta que u es solucién de la ecuacion del calor y las condiciones de

contorno, obtenemos:

dt dax dt dax at

_/.n (8u(x,l‘))2 dx = 0.
0 ot

Luego, I es constante. Por tanto,
t T 2 T 2
/‘ / ou(x,s) dx | ds + l/ du(x,t) dx —
0 0 8t 2 0 8x

l i / 2
2/0 (f'(x)*dx, Vi e[0,T].

') = /0” (Bu(x,t))2 dx + du(m, 1) du(m,t)  du(0,1) du(0,7)

Nota.
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El razonamiento del ejercicio previo es aplicable para demostrar que (4.1) tiene
solucién Unica (inténtese y compdarense las ventajas e inconvenientes de este método
respecto del usado en el ejercicio 1 ).

Es posible probar un principio del mdximo-minimo (llamado principio del méximo-
minimo fuerte), para las soluciones de la ecuacién del calor, donde se ven implicadas

. ou(0,t) odu(m,t) .. ..
las derivadas y 3 . Con su ayuda, puede probarse también la unicidad

de soluciones de {4.42) . El fector interesado en ello deberia consultar el estupendo
libro [36], un cldsico en principios del mdximo-minimo para ecuaciones diferenciales.

Una vez demostrado que (4.42) puede tener como mucho una solucién, habra que
ver que, al menos, hay una. Como en el problema (4.1) , podemos hacernos nuevamente

la siguiente pregunta: ;Tendrd (4.42) soluciones de la forma
u(x,t) =Y(x)Z(1), (4.43)

para funciones convenientes ¥ : [0, 7] - R,y Z : [0, T] — R?
Procediendo de manera formal llegamos nuevamente a las dos ecuaciones diferen-

ciales ordinarias (4.9) , (4.10) . Adem4s, se ha de cumplir

ou(0,1)
ox

= Y'(0)Z(t) = a”(’;”)

=Y'(m)Z(t) =0,V ¢ € (0, T).

Esto nos conduce a la “condicion natural” que ha de satisfacer la funcién Y en los
extremos del intervalo : Y/(0) = Y’ (;r) = 0. Todo ello origina el siguiente problema

de contorno para Y (x) :
Y'(x) =AY(x) =0, x € [0, 7], Y'(0) = Y'(7) = 0. (4.44)

Ahora, es conocido (véase [15]) que (4.44) tiene solucién no trivial ¥ € C2[0, ], siy
solamente si A = —n?, para algiinn € N U {0}. En este caso, el conjunto de soluciones
de (4.44) es un espacio vectorial real de dimensién uno, engendrado por la funcién
Yn(x) = cos(nx).

Como para el problema (4.1) , la constante A ha de ser la misma en (4.10) y (4.44) .
Para A = —n?,n € N, el conjunto de soluciones de (4.10) es un espacio vectorial real
de dimensién uno engendrado por la funcién Z, (t) = exp(—n?t).

La relacion de las funciones

con nuestro problema original, (4.42) , se pone de manifiesto en el ejercicio siguiente.
EJERCICIO 20:
Demostrar que, si para algiin n € N U {0}, la funcién f de (4.42) es de la forma
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f(x) = Yu(x), entonces, la funcién v, definida en (4.45) , es la unica solucién del
problema (4.42) .
Solucién:

Obviamente,

92 1) 9 t
vgg’ ) = Ungf, ) = —nv,(x,1),V (x,1) € Q.

La comprobacién de las demds condiciones de (4.42) es asimismo trivial.

Por ejemplo, si f(x) = cos(5x), latnica solucién de (4.42) es la funcién vs(x,t) =
cos(5x) exp(—25t).

La linealidad de la ecuacion del calor permite encontrar la solucién de (4.42),
también de manera sencilla, si f* es combinacion lineal finita de funciones del conjunto
{Yn, n € N U {0}}. Esto es el propésito del ejercicio que sigue, cuya resolucion es
absolutamente trivial.

EJERCICIO 21:

m

Demostrar que si la funcién f de (4.42) es de la forma f(x) = Z a;iYn, (x),
. _ i=1
siendom € N, ay, ..., a,, nimeros reales cualesquiera y ny, ..., n,,, nimeros naturales

distintos o cero, entonces la tnica solucién de (4.42) es la funcién

m
v(x,t) = Zaivni(x,t), Y (x,t) € Q.
i=1

EJEMPLOS. Si f(x) = 6cos(2x) — 4cos(9x), entonces la tnica solucién de
(4.42) es v(x,t) = 6cos(2x) exp(—4t) — 4cos(9x) exp(—81¢).

La pregunta que podemos hacernos, llegados a este punto, es la siguiente: ;Como
encontrar la solucién de (4.42) en el caso general? En este momento (da la impresion
de que hemos vivido otro parecido, ;verdad?), a aquellos lectores que hayan trabajado
y entendido con precision el capitulo anterior, asi como lo previo del presente, se les
puede encender nuevamente una pequeiia luz y decir algo parecido a lo siguiente:
sabemos que cuando f es combinacién lineal finita de funciones Y,,n € N U {0},
entonces la tnica solucion de (4.42) es, a su vez, una combinacion lineal finita de
funciones v,,n € N U {0}. También recordamos que en en el ejercicio 24 del capitulo

I1, se probaba que si f satisface la hipétesis
f eCl0,n], f es C!atrozosen [0, 7], (4.46)

entonces o
bo
f(x) = > + ngzl bupcos(nx), 4.47)
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uniformemente en [0, ], donde los coeficientes b, vienen dados por la férmula
2 T
= —/ f(x)cos(nx) dx, Yn € N U {0}. (4.48)
T Jo

De hecho, en el ejercicio citado se probaba (4.47) bajo hip6tesis més generales que
(4.46) .

Entonces, si f satisface (4.46) , ;serd la funcién
v(x,t) = — + Z bpcos(nx) exp(—n“t) (4.49)
2 n=1

la dnica solucion de (4.42) ?
La respuesta a la pregunta previa es afirmativa y es lo que vemos a continuacion.
EJERCICIO 22:
Si f satisface (4.46) , demostrar que la unica solucién de (4.42) es la funcién v

dada en (4.49) , donde los coeficientes estan definidos en (4.48) .
o0

(Sugerencia: (4.46) garantiza que la serie numérica Z |by | es convergente).
n=1
Solucidén: Es similar a la dada en el ejercicio 5.

EJERCICIO 23:
Calcilese la tnica solucién de (4.42) si f(x) = sen(x).

Solucion: En el ejercicio 25 del capitulo II, vimos que

2 cos(2nx) .
=" 4 — ——— = uniformemente en [0, ].
senx - + ’12:1 [—an2 uni [0, ]

Por tanto, la dnica solucién de (4.42) es
cos(2nx
u(x,t) = — —Z ( ) exp(—4n1).

EJERCICIO 24:

Encuéntrese la tnica solucion de (4.42) cuando f(x) = ax + b, Vx € [0, ],
siendo a y b niimeros reales dados.

Solucién: La funcién f(x) = ax + b, V x € [0, 7], satisface (4.46) . Por tanto,

admite un desarrollo como (4.47) . Un célculo elemental muestra que, en este caso,
. . —4a .
bo = am + b,y queparan € N, se tiene b, = 0,sinespary b, = ——,sines
n2m

impar. Asi pues,

am > —4a
ax +b = 5 +b+ ,;1 m cos((2n — 1)(x)),
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uniformemente en [0, 7r]. Por tanto, la tnica solucién de (4.42) es

ﬁ cos((2n — 1)(x)) exp(—(2n — 1)%1),

o0
u(x,t) = T b
(x.0)=—+b+ n;
A continuacién, centramos nuestra atencion en las propiedades
cualitativas de la tnica solucion de (4.42) . Por ejemplo, en los dos ejercicios que
siguen se ponen de manifiesto algunas propiedades relacionadas con la dependencia
continua respecto de la temperatura inicial f.
EJERCICIO 25:
Sean f y g dos funciones satisfaciendo (4.46) tales que | f(x) — g(x)| <&, Vx €
[0, r]. Dendtense por u ¢ y ug, a las tnicas soluciones de (4.42) cuando se eligen, res-

pectivamente, como temperaturas iniciales f y g. Demuéstrese que si ¢ > 0, entonces,

lur(x,t) —ug(x,1)| <2 (% + ’; exp(—nzt)) (4.50)

Solucidon: La funcién u 5 —u, satisface un problema como (4.42) , con temperatura
inicial /' —g. Portanto, u y —ug viene dada por la férmula (4.49) , siendo los coeficientes
by, los coeficientes de Fourier de la funcién f — g. Es claro entonces que para cualquier
n € N U {0}, se tiene

bal < 2 /0 /() — () [cos(nx)] dx < 2.

Por tanto, de (4.49) deducimos (4.50) .

EJERCICIO 26:

Sean f y g dos funciones satisfaciendo (4.46) tales que | f(x) — g(x)| <e, Vx €
[0, r]. Dendtense por u s y ug, a las tnicas soluciones de (4.42) cuando se eligen, res-

pectivamente, como temperaturas iniciales f y g. Demuéstrese que si ¢ > 0, entonces,

T
/ lur(x,t) — ug(x,t)|2 dx < me?. 4.51)
0

Solucién: La funcién u = u s — ug satisface un problema como (4.42) , con
temperatura inicial f — g. Por otra parte, uiando ideas similares a las del ejercicio
19, podemos definir la funcién E(t) = / u?(x,t) dx, para cualquier t > 0, y
andlogamente a lo realizado alli, se prueba (i)ue la funcién E es decreciente. Por tanto,
E(t) < E(0) < me?, Yt > 0. Esto proporciona (4.51) .

Nota.

Usando el principio del médximo fuerte, ya mencionado (véase [36]), puede probarse
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una propiedad idéntica de dependencia continua de la Unica solucién de (4.42) , con
respecto a f, a la demostrada en el ejercicio 14 para (4.1) . También se puede hacer un
desarrollo similar al del ejercicio 12, donde estudiamos (4.1) , para probar la existencia
y unicidad de soluciones de (4.42) cuando f es s6lo continua en [0, 7].

En el problema (4.42) , tanto los extremos de la varilla, como la superficie lateral
de la misma estan aislados. Esto significa que no puede haber pérdida de calor. La
intuicién sugiere que la temperatura en la varilla tenderd, cuando el tiempo crece, a
alguna temperatura de equilibrio (independiente del tiempo). Efectivamente, esto se
confirma en el ejercicio siguiente.

EJERCICIO 27:

Sea f satisfaciendo (4.46) y u(x, t) la Gnica solucién de (4.42) . Demuéstrese que

1
lim  wu(x,t) = Ebo' (4.52)

t—>—+o00

Solucion: Sea 7 > 0, fijo y supongamos ¢ > 7. Entonces

(e.¢]

1 g
lu(x,t) — §b0| < Z |bn| exp(—n~“t).

n=1

Puesto que f es continua en [0, 7], existe alguna constante B > 0, tal que |b,| <
B, Vn € N. Por tanto,

1 > ”
lu(x,t) — §b0| <B ;exp(—n 1)

“BY =g PN
< ; xp(-n) = B =
Como la expresion anterior tiende a cero cuando ¢ — +00, el ejercicio estd resuelto.

Nota.

Observemos el comportamiento cualitativo tan diferente (en lo que se refiere al
comportamiento asintético respecto del tiempo), que tienen las soluciones del problema
(4.1) (ejercicio 17) y (4.42) (ejercicio anterior).

Comentario final.

En este capitulo hemos estudiado dos problemas de tipo mixto, donde aparecian,
junto con la ecuacién del calor, condiciones iniciales y condiciones de contorno. En
ambos se daba como dato inicial una determinada temperatura f. Ademads, en el primero
de ellos se suponia conocida la temperatura en los extremos de [0, 7], mientras que en
el segundo se daba como dato el flujo de calor a través de tales extremos. La clave para
poderlos resolver, usando la teoria de Series de Fourier, se ha encontrado en el hecho

de que, en ambos casos, la temperatura inicial admitia un desarrollo en serie, usando
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precisamente como sumandos de tal desarrollo las funciones propias de los problemas

de valores propios (4.11) y (4.44) .

Es claro que, desde el punto de vista fisico, pueden plantearse otros tipos de proble-
mas. Por ejemplo, en un extremo de la varilla puede darse como dato la temperatura
en cualquier tiempo y en el otro el flujo de calor, o incluso una combinacién de ambos.
Ademais, se puede suponer que la superficie lateral de la varilla no estd aislada, de tal
forma que puede entrar o salir calor. La intuicién fisica sugiere que tales problemas han

de tener solucién Unica. Otra cosa es demostrarlo rigurosamente.

Desde el punto de vista matemaético, los problemas citados se pueden plantear de la

forma
0%u(x, 1) _ Ou(x,1)

0x2 ot

+g(x,1),0<x<m0<t<T,
o u(0,7) + oaux(0,7) = a(r), 0 <t <T, (4.53)
Bru(m,t) + Boux(m,t) = b(t), 0 <t <T,

u(x,0) = f(x), 0 <x <m,

donde f representa la temperatura inicial y la presencia de g significa que hay una
fuente externa de calor, mientras que las otras dos condiciones en (4.53) son condiciones
de contorno que combinan la temperatura y el flujo de calor en los extremos de la varilla

(uy indica la funcién derivada parcial de u, respecto de la variable x).

Bajo ciertas restricciones de regularidad sobre las funciones f, g, a y b, y sobre
el signo de los coeficientes «;, f;, 1 < i < 2, puede demostrarse, bien usando el
método de la energia (usado en este capitulo), bien usando el principio del maximo
fuerte ([36]), que (4.53) tiene, a lo m4s, una solucién. Ya sabemos que a continuacién
viene la siguiente pregunta: ;también a lo menos? Esto es harina de otro costal. No
todos los problemas de la forma (4.53) pueden resolverse por el método de separacién
de variables; pero combinando éste con otros métodos (como aquellos que buscan la
solucién como suma de dos mds elementales, una de ellas estacionaria), puede resolverse

un buen nimero de problemas similares a (4.53) . Véanse [2], [16], [35], [39].

En general, la aplicacion del método de separacién de variables a aquellos problemas
como (4.53) que sean adecuados, conduce a la posibilidad del desarrollo en serie de
una cierta funcién £, definida en [0, ], usando como sumandos de tal desarrollo las

funciones propias (soluciones no triviales) de problemas de contorno de la forma:

Z"(x) —AZ(x) =0, x € [0, 7],
11Z(0) + y2Z'(0) = 0, (4.54)
§1Z(w) + 822" (m) = 0,

donde y;,8;, 1 <i < n, son constantes dadas (véase [2]).
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Observemos que (4.11) y (4.44) son casos particulares de (4.54) .

Los problemas de contorno como (4.54) , donde las condiciones de contorno
aparecen por separado, en los dos puntos extremos de [0, ], se llaman problemas
de contorno del tipo Sturm-Liouville. Sorprendentemente, el conjunto de funciones
propias de (4.54) , convenientemente ortonormalizado, forma siempre (con ciertas
restricciones sobre los coeficientes y;,8;, 1 <i < n), una base del espacio L2[0, r].
Esto permite el uso de métodos similares a los que ya se han tratado en este capitulo
para estudiar (4.53) .

Las anteriores ideas serdn desarrolladas con detalle en otro volumen.

Por dltimo, aquellos que estén interesados en otros aspectos de la ecuacién del
calor, pueden consultar las referencias [10] y [42], como tratados generales, amplios y

actuales sobre la misma. También, [16] es un clédsico digno de consultar y de tener.



Capitulo 5

L.a ecuacion de ondas

5.1. Algunas nociones previas necesarias para entender el ca-
pitulo.

Las mismas que para el capitulo anterior. Ademds, se debe hacer un énfasis especial

en el repaso de los ejercicio 15 y 18 del Capitulo II.

5.2. Presentacion del capitulo y resumen de resultados fun-
damentales.

En este capitulo se estudian, de manera detallada, dos problemas de tipo mixto

asociados a la ecuacion de ondas (unidimensional)

0%u(x,t) . 0%u(x,t)
Xz r?

El primero de ellos responde a la formulacién

%u(x, 1) 0%u(x,1)

) = 52z 0<x<mt>0

u(x,0) = f(x), 0<x<m

(01)

0 0

ul.0) g(x), 0<x<m

ot
u0,t) = u(r,t)=0, t>0,

y modela las vibraciones pequefias de una cuerda flexible, con extremos fijos en los

puntos (0,0) y (7, 0) del eje de abscisas, cuando la posicion inicial de la misma estd
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dada por la funcién f y la velocidad inicial por g.

Si Q = (0, ) x (0, +00), una solucién de (O1) es cualquier funcién u € C2(RQ2)
que satisface (O1) puntualmente.

Demostramos en primer lugar que (O1) puede tener, a lo mds, una solucién, usando
para ello lo que se conoce con el nombre de método de la energia. A continuacidn,
mediante la técnica de separacion de variables probamos que si f y g son adecuadas,
entonces (O1) tiene efectivamente una solucién. El resultado, concretamente, es el

siguiente: Si f' y g satisfacen las condiciones

feC0,x], f(0)= f(m)=0, f"(0F) = f"(x") =0,
g€ CZ[O,T[], g(O) = g(]’[) =0,

entonces (O1) tiene una tinica solucion u dada por la férmula

u(x,t) = Z (Apcos(nt) + Bpsen(nt)) sen(nx),

n=1

donde
2 (7 2 (7
Ap = —/ f(x)sen(nx) dx, B, = —/ g(x)sen(nx)dx, Y n e N.
T Jo nmw Jo

Seguidamente, expresamos esta solucién de una manera mas conveniente, motivando
el método de propagacion de las ondas. Usando este hecho probamos a continuacién
que se pueden rebajar las condiciones de regularidad sobre f y g. Mds concretamente,

si 'y g satisfacen las condiciones

feC?0,x], f(0)= f(x)=0, f"(0") = f"(n") =0,
g e Clo,n], g(0) =g(m) =0,

mostramos que la tinica solucion u de (01) estd dada por la formula (llamada formula
de d’Alembert)

1 1 x+t
u(e,0) = S[Fi (x40 + Fi(x = 0] + 5/ G1(2) d-.

x—t
donde Fi y G son, respectivamente, las extensiones impares y 2w —periddicas de |y
g, a R. Interpretamos, ademds, de manera fisica la anterior expresion.

Después dedicamos nuestra atencion al estudio de algunas propiedades cualitativas
de las soluciones de (O1), tales como el principio de invariabilidad de la energia, la
posibilidad o no de tener principios del mdximo-minimo similares a los que verifican
las soluciones de la ecuacién del calor, dependencia continua respecto de los datos

iniciales,
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mantenimiento de la regularidad de la condiciones iniciales para tiempos positivos,
etc.

Un objetivo basico del anterior estudio es poner de manifiesto las similitudes y
diferencias bésicas con la ecuacion del calor, estudiada en el capitulo anterior.

El otro problema que estudiamos responde a la formulacion:

0%u(x, 1) 0%u(x, 1)

) = 5z 0<x<mt>0

u(x,0) = f(x), 0<x<m

(02)
du(x,0) — o). 0O<x<nm
ot

d d

Mo = Zan=0 >0,

ox ox

que se corresponde con el caso en que los extremos de la cuerda estdn libres. Estudiamos,
la existencia (método de separacion de variables) y unicidad (método de la energia) de
las soluciones de (02). Mencionamos también algunas diferencias cualitativas respecto

de (O1), como por ejemplo el hecho de que las soluciones pueden dejar de ser acotadas.

5.3. Desarrollo del capitulo IV

El primer problema que vamos a considerar en este capitulo responde a la formula-

cion: ) )

“u(x,t) 0“u(x,t)

) = PR 0<x<mt>0

u(x,00 = f(x), 0<x<m

5.1
d 0
ot
u0,t) = u(w,t)=0, t>0.

Como dijimos en la introduccidn, este problema modela la siguiente situacidn:
supongamos una cuerda flexible, con extremos fijos en los puntos (0, 0) y (i, 0) del eje
de abscisas. Se tira de la cuerda hasta que ésta adopte la forma de una curva dada por la
ecuacion y = f(x) y, en el instante inicial, se le imprime, en cada punto de abscisa
x € [0, 7], una velocidad inicial, dada por la funcién g. Entonces la cuerda comienza a
vibrar, representando u(x, t) el desplazamiento vertical de la cuerda, en la coordenada

x(0<x <m)yeltiempo ¢ (¢ > 0). El problema que nos planteamos es obtener
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u(x,t) apartirde fy g.Como en el caso de la ecuacion del calor, la experiencia fisica
sugiere que la funcién u debe existir y ser tinica. Otra cosa bien distinta es probar esta
afirmacidn rigurosamente. Pues bien, este es nuestro primer objetivo.

La primera condicién en (5.1) es una ecuacién en derivadas parciales de segundo

orden, conocida con el nombre de ecuacion de ondas :

0%u(x,t) B 0%u(x,t)
ox2  0r?

Es el modelo més sencillo de ecuacién de tipo hiperbdlico y representa una relacién
entre dos derivadas parciales de segundo orden, modelando las vibraciones de la cuerda
si éstas son pequefias. Si tales vibraciones no fuesen pequefias, tendriamos en general,
una ecuacioén no lineal bastante mas complicada ([16], [39], [41]).

A veces, la ecuacion de ondas aparece en los textos de una forma ligeramente mas

general:
0%v(x, 1) _ g2 0%v(x,1)
X2 a2z
donde k es alguna constante no nula. Esta ecuacién puede reducirse a la anterior
mediante el cambio de variable u(x,t) = v(x, kt).

La segunda condicidn en (5.1) representa la posicion inicial de la cuerda, mientras
que la tercera significa que la velocidad inicial de la misma estd dada por la funcién g.
La ultima relacién expresa el hecho de que, para cualquier tiempo, la cuerda se mantiene
fija en sus extremos.

Observemos, que como en los problemas estudiados en el capitulo III, las condi-
ciones que aparecen asociadas, en este caso a la ecuacion de ondas, son de dos tipos:
condiciones sobre el tiempo inicial y condiciones de contorno. De ahi que (5.1) sea un
problema de tipo mixto.

Como en el caso de la ecuacién de calor (capitulo III), probaremos primeramente
que (5.1) tiene, a lo mds, una solucién. Ello exige, por supuesto, definir previamente
este concepto. A continuacién demostraremos que si f y g son “buenas”, entonces
existe efectivamente una solucién.

Lo anterior marca las directrices generales que se siguen en el estudio de (5.1) . Son
idénticas a las que aparecian en el capitulo anterior. No obstante, conviene desde el
principio llamar la atencién sobre el hecho de que no cabe esperar que las soluciones
de (5.1) se comporten de manera andloga a las de la ecuacion del calor. Esta afirmacion,
que se justifica ya por el origen fisico diferente de los problemas citados, se confirmara
en este capitulo. Pero no me resisto a comenzar con una observacion elemental que
muestra cudles pueden ser algunas de las principales diferencias: recordemos que
cuando estudidbamos el problema de la distribucién de temperatura en una varilla

delgada, con superficie lateral aislada, entonces las temperaturas maximas y minimas
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necesariamente se alcanzaban o en el tiempo inicial o en los extremos de la varilla.
En lenguaje matematico, los valores maximo y minimo de la funcién solucién de tal
problema, se alcanzan con seguridad en una parte de la frontera topoldgica del dominio
de definicién de la funcidn solucidn (si esto comienza a complicarse, sugiero que se lea
el resumen de resultados fundamentales del capitulo anterior). Si ahora pensamos sobre
el significado fisico del problema (5.1) , se puede intuir que las vibraciones médximas
y minimas de la cuerda no se han de alcanzar necesariamente ni en el tiempo inicial,
ni en los extremos de la misma. Aquellos que tienen una formacién fisica adecuada
diran inmediatamente: la causa de tal hecho es la velocidad inicial g considerada.
Efectivamente, esto también se confirmard en este capitulo.

Algtin matematico puede pensar que ya esté bien de historias y que necesita un ejem-
plo concreto que confirme las afirmaciones anteriores. Pues aqui lo tiene: considérense

las funciones
ui(x,t) = sen(x)exp(—t),
uz(x,t) = sen(x)sen(t).

La funcién u es solucion de la ecuacion del calor en [0, 7] x [0, 7], mientras que u5 es
solucidn de la ecuacién de ondas en el mismo dominio que % ;. Notemos que el maximo
de uq en [0, 7] x [0, 7] se alcanza en (z, 0), que se corresponde con un tiempo inicial
t = 0, perteneciente a la frontera topoldgica de [0, r] x [0, 7r]. Sin embargo, el maximo
de u; en [0, ] x [0, 7], se alcanza en (g, %). Es decir, en el interior de [0, 7] x [0, 7]
y no sobre su frontera topolégica.

Otra diferencia notable respecto de la ecuacion del calor es que la ecuacidn de ondas
es invariante mediante los cambios de variable v(x,t) = u(x,—t) 6 v(x,t) = u(—x,t)
(por favor, compruébese esta afirmacion).

Damos a continuacién el concepto de solucién de (5.1) . A la vista de las derivadas
que aparecen en el planteamiento, parece logica la siguiente definicion.

Definicién 1.

Sea Q = (0, ) x (0, +00). Una solucién de (5.1) es cualquier funcién u € C2(R2)
que satisface (5.1) puntualmente.

Inmediatamente demostramos que (5.1) puede tener, a lo mds, una solucién. El
ejemplo mostrado con anterioridad, sugiere que la demostracién de este hecho no puede
estar basada, como ocurri6 en el capitulo previo, en principios del maximo-minimo.
No obstante, usaremos lo que se conoce con el nombre de método de la energia, que
también se utilizé en el capitulo anterior. Este método es uno de los basicos en la teoria
moderna de Ecuaciones en Derivadas Parciales (véase [37]).

EJERCICIO 1:

Demuéstrese que (5.1) puede tener, a lo més, una solucién.

(Sugerencia: Si u es la diferencia entre dos soluciones de (5.1), entonces u satisface
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un problema como (5.1) , con f = g = 0. Estddiese entonces la funcién de energia
T

I(t) = [ ((ux(x, )% + (us(x, t))z) dx, donde u, y u; indican, respectivamente,
0
las derivadas parciales de la funcién u, respecto de las variables x y 7.)
Solucion: Sean u1, 1, dos soluciones de (5.1). Entonces, la funcion u = u1 — u»,

verificau € C2(R2) y el problema

0%u(x,t) 0%u(x,1)
- R v 0<x<mt>0
u(x,0) = 0, 0<x<m
5.2)
dux,0) = 0, 0<x=<m
ot
u(0,1) = u(r,t)=0, t>0.

Definamos la funcién (energia de la onda u en el tiempo ¢) I : [0, +00) — R, como

I(t) = /0 ((ux(x, 1)) + (ue(x,1))?) dx. (5.3)

Como u(x,0) =0, V x € [0, ], deducimos ux(x,0) = 0, V x € [0, ]. También, de
las condiciones iniciales satisfechas por u, se tiene u;(x,0) = 0, V x € [0, 7]. Esto
muestra que /(0) = 0. Ademas, derivando bajo el signo integral y teniendo en cuenta

que u es solucién de la ecuacidn de ondas, obtenemos:

I'(t) = /n Qux (x, Duxr (x, 1) + 2us (x, ug (x, 1)) dx =
0
= /n (Zux(xst)uxt(XJ) +2ut(X,[)“xx(xat)) dx =
0

2/; %(ux(x,t)ut(x,t)) dx =
=2 ux(x, s (x,0)]g =

2uy (7, ug(m, 1) — 2ux (0, £)us (0, 1).

Como u(0,¢t) = u(m,t) =0, V¢t > 0, entonces us(m,t) = us(0,¢) =0, Vi > 0.

En conclusién, I7(¢) = 0, V ¢ > 0. O lo que es lo mismo, la funcién I es constante
en [0, 4+00). Como /(0) = 0, se obtiene I(¢) = 0, ¥V ¢t > 0. Ello obliga a que

Ux(x,1) = us(x,1) = 0,V (x,1) € Q. Asi pues, u debe ser constante en 2. Como
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u(x,0) =0, Vx € [0, ], se obtiene u = 0, en Q.

Una vez que hemos demostrado que (5.1) puede tener como mucho una solucidn,
habra que ver que, por lo menos, hay una. Como en el capitulo anterior, para tratar de
intuir cudl puede ser la forma de la solucién buscada, pensemos que u es una funcién de
dos variables y que las funciones de dos variables mds sencillas que se pueden presentar
son las que vienen dadas por el producto de dos funciones de una variable. Entonces,

podemos hacernos la siguiente pregunta: ;Tendrd (5.1) soluciones de la forma
ux,t) = X(x)T(1), (5.4)

para funciones convenientes X : [0,7] — R,y T : [0, +00) — R?

Procedamos de manera formal. Si la respuesta a la anterior pregunta fuese afirmativa,

entonces necesariamente se ha de cumplir la relacién
X"(x)T (@) = X(x)T" (1), Y (x,t) € [0, 7] x [0, +00) (5.5)

Suponiendo, por un momento, que X(x) no se anula en (0, 7) y que 7'(¢) no se anula

en (0, +00), obtenemos las relaciones

X//(x) B T//(t)
X(x) T’

V(x,t) € (0,7) x (0, +00).

Como x € (0,7) yt € (0,+00) son variables independientes, la tinica posibilidad
para que esto sea asi, es que ambos cocientes sean funciones constantes. Es decir, debe

existir algin A € R, tal que

X//()C) B T//(t)
X(x) T

= A, V(x,t) € (0, 7) x (0, +00).
Esto origina las dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes
X"(x)—AX(x) =0, x €[0, 7], (5.6)
T"(t) — AT(t) =0, t € [0, +00). (5.7)
Ademds, puesto que la solucién buscada u debe ser continua en Q, se ha de cumplir
u(0,1) = X(O0)T(t) = u(m,t) = X(@)T(t) =0,V ¢t € [0, 400).

Esto nos conduce a la “condicién natural” que ha de satisfacer la funciéon X en los

extremos del intervalo : X(0) = X(;r) = 0. Todo ello origina el siguiente problema de
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contorno para X(x) :
X"(x)=AX(x) =0, x €[0, 7], X(0) = X(7) =0. (5.8)

Ahora, es conocido (véase [15]) que (5.8) tiene solucién no trivial X € C2[0, r], si
y solamente si A = —n?, para algiin n € N. En este caso, el conjunto de soluciones
de (5.8) es un espacio vectorial real de dimensién uno, engendrado por la funcién
Xn(x) = sen(nx).

Por otra parte, la constante A ha de ser la mismaen (5.6) y (5.7) . Para A = —n%ne
N, el conjunto de soluciones reales de (5.7) es un espacio vectorial real de dimensién
dos engendrado por las funciones 7,} (1) = cos(nt), T2(t) = sen(nt).

Por tanto, cuando A = —n?

, n € N, cualquier solucion de (5.7) es de la forma
Z,y(t) = Aycos(nt) + Bysen(nt), con A,, B, nimeros reales arbitrarios.

Veamos que el procedimiento anterior permite calcular la tinica solucién de (5.1)
en casos sencillos.

EJERCICIO 2:

Supongamos que en (5.1), las funciones f y g sondelaforma f(x) = asen(nx), g(x) =
bsen(nx), para algin n € N, con a y b nimeros reales dados. Demuéstrese que (5.1)
tiene una dnica solucién. Encuéntrese la férmula explicita de ésta.

Soluciéon: Repasemos el procedimiento anterior, sobre el método de separacion

de variables. Si se ha entendido adecuadamente, es trivial comprobar que la funcién

u(x,t) = (acos(nt) + ésen(nt))sen(nx), es la solucién pedida. En caso contrario,
puede comprobarse diregtamente.

EJERCICIO 3:

Supongamos que en (5.1), 1as funciones f y g sonde laforma f(x) = asen(nx), g(x) =
bsen(mx), siendo n y m nimeros naturales distintos y @ y b nimeros reales dados.
Demuéstrese que (5.1) tiene una tnica solucién. Encuéntrese la férmula explicita de
ésta.

Solucién: Es trivial que la funcién
b
u(x,t) = acos(nt)sen(nx) + —sen(mt)sen(mx)
m

es la solucién pedida.

Teniendo en cuenta que la ecuacién de ondas es lineal (y por tanto la superposicién
de un numeros finito de soluciones de la misma, es también una solucion de ella),
y también lo son las condiciones de contorno en (5.1), los dos ejercicios anteriores
permiten facilmente resolver el siguiente, donde las funciones f y g son combinacién
lineal finita de funciones de la forma sen(nx), n € N.

EJERCICIO 4:
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Supongamos que en (5.1), las funciones f y g son de la forma

p
fx) = Za,-sen(n,-x),

i=1

q
gx) = Z bjsen(m;x),
j=1

siendoa;, 1 <i < p, bj,1 < j < g,nimerosrealesdadosyn;, 1 <i < p, mj;, 1 <
j < g, nimeros naturales distintos.

Demuéstrese (5.1) tiene una dnica soluciéon. Encuéntrese la formula explicita de
ésta.

Solucién: De nuevo es trivial (atencidn a las trivialidades, pues ayudan a entender

casos mds dificiles) comprobar que la funcién

p q b
u(x,t) = ajcos(nit)sen(n;x) + ——sen(m;t)sen(m;x
(x,1) ; (nit)sen(nix) J;mj (mjt)sen(m;x)
es la solucién buscada.

(Qué hemos conseguido hasta ahora? No est4d nada mal, puesto que hemos calculado,
de manera explicita, la dnica solucién de (5.1) en muchos casos particulares: todos
aquellos en los que las funciones f y g son combinacion lineal finita de funciones de
la forma sen(nx), n € N. Pero, jes esto suficiente para estar satisfechos? Pensemos
por un momento en el concepto de solucion de (5.1) , dado en la definicién 1. Si (5.1)
tuviese solucién u € C2(Q), entonces necesariamente la funcién f € C2[0, 7]y
g € C0, 7]. Ademds,

f(0) =u(0,0) = lim u(0,7) =0,
t—>0+

f(r) = u(wx,0) = tl_l;r(r)lJr u(m,t) =0,

u(0,h) —u(0,0) _

g(0) = u(0,0) = hffﬁ ; 0,
u(m,h) —u(m,0) 0

= ,0)= i
g(m) = u(m,0) i, ;

?u(0,0)  0%u(0,0)

10+) =
SO = dx2 ar?

0,

_ Pu(r0) _ Pu0) _
T

S (@)
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(El lector deberia deducir con detalle, las relaciones f"(0%) = f"(w~) = 0, usando
para ello las igualdades u(0,t) = u(m,t) =0, V> 0).

Lo que nos interesa destacar de esto es lo siguiente: si (5.1) tiene solucién, [y
g han de ser funciones con una adecuada regularidad y, ademas, han de satisfacer las

llamadas condiciones de compatibilidad (de existencia de soluciones)

f(0) = f(m) =0, g(0) = g(m) =0,

59
1O+ = (") =o. )

La mayoria de los lectores (al menos esa es mi ilusién), habran tenido la intuicién
de lo que tratamos hacer. En efecto, teniendo en cuenta los resultados del capitulo II,
sabemos que cualquier par de funciones f y g con las caracteristicas anteriores, admiten

unos desarrollos en serie de Fourier, S(f) y S(g), respectivamente, de la forma

ﬂf)ZEZﬁﬂwmﬂ”,ﬁ==%/wfuﬁwmmﬁh,VneN,
n=1 0
(5.10)

S(g) = ;gnsen(n(.)), gn = % /O " e()sen(nx) dx. ¥ n € N,

Luego, teniendo en cuenta los ejercicios anteriores, es 16gico preguntarse: ;serd la

funcién
o0

u(x,t) = Z (fncos(nt) + i—nsen(nt)) sen(nx),

n=1
la dnica solucion de (5.1) ?

Es justo mencionar que, para formular la pregunta anterior, hemos sido valientes,
pero jugamos con ventaja: en el capitulo anterior se ha aplicado un procedimiento
parecido y dio resultado. Aqui va a ocurrir lo mismo. Pero, previo al intento de dar
una respuesta positiva a la pregunta anterior, es bueno y conveniente, hacer algunos
ejercicios elementales sobre regularidad de extensiones impares de funciones definidas
en [0, 7] y sobre la convergencia de ciertas series construidas a partir de los coeficientes

de Fourier de la funcion dada.
EJERCICIO 5:

Seah :[0,7] > R yﬁ : [-m, 7] = R, la extension impar de &. Es decir,

~ ) —h(=x), si x € [-7,0),
hix) = h(x), si x € [0, 7]. G1D

a) Demuéstrese que si & € C[0, ], verifica h(0) = k() = 0, entonces he Cl—m, x]
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y E(—n) = ﬁ(n).
b) Demuéstrese que si h € C1[0, 7], verifica h(0) = h(x) = 0, entonces h €
Cll-m. 7]y ﬁ(—n) = ﬁ(n), ﬁ’(—n"‘) = h~’(7r_). En este caso, la serie numérica
o0
2 b

Z |, | es convergente, donde ki, = —/ h(x)sen(nx)dx,Vn € N.
7T Jo

n=1

¢) Demuéstrese que si 1 € C2[0, 7], verifica h(0) = h(w) = h"(0Y) = h" (") =
0, entonces h € C2[—m, 7]y h(-7) = h(x). W (-xt) = W'(z"), K/(-=t) =

o0

h" (7 7). En este caso, la serie numérica E n|hy| es convergente.

n=1
d) Demuéstrese que si i € C3[0, 7], verifica h(0) = h(w) = h"(0Y) = h"(n7) =
0, entonces i € C3[—m, 7]y h(—7) = h(x), W' (-xt) = h'(z"),

W(—nt)y = W'(z7),h"(=xt) = B”(x7). En este caso, la serie numérica

o0
E n?|hy,| es convergente.
n=1

e) Propdngase el lector dar el enunciado general, a partir de los anteriores.

(Sugerencia: lo de las propiedades de regularidad de las extensiones impares de la
funcion & considerada, es un ejercicio elemental de Andlisis Matemdtico de una variable
real. Para la demostracién de la convergencia de las series citadas, tsense los resultados
del capitulo II que relacionan la regularidad de una funcién con la convergencia de su

serie de Fourier: ejercicios 15 y 18 del capitulo II y las notas y comentarios posteriores).

Solucion: a) Lo unico que se necesita demostrar es la continuidad de % en el punto

x = 0. Ahora bien, observemos que

lim h(x)= Hm h(x) = h(0) =0,
x—>0+ x—0t

lim h(x) = lim —h(—x) = —h(0) = 0.
x—>0— x—>0—

Por tanto lin}) fz(x) = 5(0). Ademads, E(—n) =—h(r)=0=h(r) = ﬁ(n).
x—>

b) Nuevamente, el dnico punto digno de estudiar es x = 0. Aqui se tiene

hk) —h(©) _ . hk) —h(0)

ROT) = 1 = = n'(07").

) k_lfg+ k k—0+ k ©)

y . .

o . h(k) —h(0) . —h(=k)—h(0)

! = 1 —_— = 1 —_— =

W7 = lim —— Pl k

—k)—h
= lim M =h'0").
k—0— —k
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En conclusion,
h(=x),si —m <x <0,
B (x) = 101, six =0,

h(x), si0 <x <.

Portanto h € Cl[—m, ]y B (—nt) = W' (7").
Si ahora aplicamos los resultados del ejercicio 15, del capitulo II, a la funcién h,
deducimos que

};(x) CO + Z[Cncos(nx) + Dysen(nx)],

n=1

uniformemente en [—, 7], donde

|
C, = —/ h(x)cos(nx) dx, Y n € N U {0},
T J-n
1 [" -
D, = —/ h(x)sen(nx) dx, Vn € N.
T J—m

o0
Ademads, alli se probaba que la serie Z(|Cn| + |Dy|) es convergente.
n=1
Trivialmente C, = 0, V n € N U {0} (pues la funcion h~(x)cos(nx) es impar) y
o0

Dy = hy, Y n € N (puesto que la funcion ﬁ(x)cos(nx) es par). Asi, la serie Z |y |

n=1
es convergente.

Para los apartados c) y d), se usan las mismas ideas, respectivamente, que para a) y
b).
Respecto de la convergencia de las series indicadas, si por ejemplo estamos en

el apartado c), entonces, en el ejercicio 18 del capitulo II se probaba que la serie

Z(nlCn| + n|Dy|) es convergente. Esto prueba entonces que la serie Z nlhy| es

n=1 n=1
convergente.

e) Sea h € C¥[0, ], k € N. Entonces si:

e.l) kespary h(0) = h)(01) = h(z) = h (") =0, Vj € N, talque j <k,
J par, se tiene que he Ck[—n. ]y ﬁ(—n) = ﬁ(n), ﬁm)(—n+) = ﬁm)(n_), VYme
N, tal que m < k.

e.2) k es impar y h(0) = h/)(0%) = h(x) = h)(x~) =0, V j € N, tal que
Jj < k —1, j par, se tiene que h e Ckl—m, ]y h(-m) = h(x), ™ (-xt) =
fzm)(n_), Vme N, talquem < k.

o0

En ambos casos, la serie E nk—1 |, | es convergente.

n=1
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La demostracion, si es que se estima necesaria a estas alturas, se puede hacer por
induccion sobre k.

Nota importante.

En el ejercicio previo se han dado condiciones suficientes para que la extension h
(impar y 27-periédica) de una funcién k, definida en [0, 7], sea de clase CK[—x, 7] y
que tanto h , como sus derivadas hasta el orden k, sean, ademas, funciones 27 -periédicas.
Estas condiciones suficientes no son, en absoluto, las mejores. Por ejemplo, imaginemos
que /i cumple:

¢’) h € C?[0, 7], h(0) = h(rr) = 0. Entonces, por el apartado b), tendrfamos
h e Cl—n,n], h(=n) = h(x), W' (—xt) = h'(x 7). Ademés, como

) = { W (=x), x € [-7,0],
h'(x), x € [0, ],
se tiene
W@)Z{—hkwlxekmm,
h’(x), x € (0, 7].

Luego es trivial (cuidado con las trivialidades), que I’ es absolutamente continua en

[, 7]y h' e L?(—m, 7). Por tanto (véanse las notas y comentarios del ejercicio 18,
o0

capitulo II), 1a serie E n|hy| es convergente, a pesar de que % no sea, necesariamente,
n=1
de clase C2[—, r]. Este resultado se usara en el ejercicio que sigue.

EJERCICIO 6:

Demuéstrese que si f y g satisfacen las condiciones

fec?o.n]. f(0)= f(x) =0, f"(0%) = f"(x7) =0,

) (5.12)
g € C7[0,n], g(0) = g(w) =0,
entonces (5.1) tiene una Unica solucién u dada por la férmula
o0
u(x,t) = Z (Apcos(nt) + Bpsen(nt)) sen(nx), (5.13)
n=1
donde
2 T
An=fo= = [ Fsentun) a.
T Jo
(5.14)
&n 2 i
By, =="—=— g(x)sen(nx)dx, Y n e N.
n nm Jo

(Sugerencia: Derivando (formalmente) término a término la serie que define u

hasta el orden dos, se ve que, en realidad, el ejercicio lo tendriamos resuelto si la serie
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o0
numérica Z (n2|An| + n2|Bn|) =
n=1
o0

Z (n2 | fu|l + 1|gn |) es convergente. Ahora bien esto no es dificil de probar usando

n=1
(5.12) y el ejercicio anterior).

Solucién: Conviene dividirla en las siguientes etapas:
1) La funcién u definida en (5.13) es de clase C2(2).
2) La funcién u verifica (5.1).

Respecto de la primera etapa, es suficiente demostrar que las series

Z (Apcos(nt) + Bpsen(nt)) sen(nx),

n=1

Z (—nApsen(nt) + nBycos(nt)) sen(nx),
n=1

Z (nAncos(nt) + nBysen(nt)) cos(nx),
n=1 (5.15)
(n*Ancos(nt) + n*Bysen(nt)) (—sen(nx)),

et

WK

(—nzAnsen(nt) + nancos(nt)) cos(nx),

3
Il
—_

WK

(—nzAncos(nt) — nansen(nt)) sen(nx),

Il
_

n

convergen uniformemente en 2. En efecto, si ello fuese asi, entonces

u(x,t) = Z (Apcos(nt) + Bysen(nt)) sen(nx),

n=1

Uy (x,t) = Z (—nApsen(nt) + nBycos(nt)) sen(nx),
n=1
Uy(x,1) = Z (nAycos(nt) + nBysen(nt)) cos(nx),
n=1 (5.16)
(n*Ancos(nt) + n*Bpsen(nt)) (—sen(nx)),

K

Uxx (X, t) =
n=1

N

Uxr(x, 1) = (—nzA,,sen(nt) + nancos(nz)) cos(nx),

n=1

WK

U (x,t) = (—nzAncos(nt) — nansen(nt)) sen(nx),

n=1

uniformemente en 2. Luego u serfa de clase C2(2).
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Para probar que las series de funciones definidas en (5.15) son uniformemente
convergentes, lo mds sencillo es acotar la correspondiente serie de los valores absolutos
de las funciones, por series numéricas convergentes. A este respecto, observemos que

las series de funciones

oo

Z | (Ancos(nt) + Bpsen(nt)) sen(nx)|,

n=1
o0

Z | (—nApsen(nt) + nBycos(nt)) sen(nx)|,

n=1
o]

Z | (nApcos(nt) + nBysen(nt)) cos(nx)|,
n=1 (5.17)
‘(nzAncos(nt) + nansen(nt)) (—sen(nx))

’

WK

3
I
—

’

WK

|(=n*Ansen(nt) + n* Bycos(nt)) cos(nx)

3
Il
-

WK

}(—nzAncos(nt) — nansen(nt)) sen(nx){ ,

3
Il
—

estan acotadas, todas, por la serie numérica

> " n*(|An| + |Ba)). (5.18)
=1

que, teniendo en cuenta la relacion (5.14) es la misma que la serie numérica

> (2?1 fal + nlgal). (5.19)
n=1

Resumiendo, tendremos demostrada la primera etapa, es decir,

u € C?(Q), si conseguimos demostrar que la serie (5.19) es convergente. Ahora
o0

bien, que la serie E n?| fn| es convergente, es una consecuencia del apartado d)

n=1
del ejercicio anterior. Por otra parte, si definimos la funcién g, como la extension

impar a [—, ] de g, es facil comprobar que, a partir de la hipétesis (5.12) se tiene,
g e Cll-mn], g(=n) = g(n), g(=n") = g/(7™). Ademis, g’ es una funcién

absolutamente continua en [, 7], con §” € L?(—m, m). Asf, teniendo en cuenta la
o0

nota (importante) anterior, la serie E n|gn| es convergente.

n=1

b) Este apartado ya es muy fécil de hacer. No obstante, a pesar de que las ideas

que se usan son sencillas, prefiero exponerlas: por ejemplo, ;por qué la funcién u es
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o0
solucion de la ecuacion de ondas? Pensemos que u = E un, donde, para cada n

n=1
natural, u, viene dada por

Up(x,t) = (Apcos(nt) + Bysen(nt))sen(nx).

Abhora bien, cada funcién u,, n € N, es solucién de la ecuacién de ondas en €2, y el
apartado a) muestra que “se puede intercambiar la suma de la serie que define la funcién

u, con la derivacion, hasta las derivadas parciales de orden dos”. Por tanto,

1)
Uxx = Z (Un)xx,
n=1

o0
U = Z(un)tt, Vnel,

n=1

lo que prueba que u es solucién de la ecuacién de ondas en €2.

o0 o0
Ademads, u(x,0) = Z Apsen(nx) = Z fusen(nx) = f(x), uniformemente
n=1 n=1

en [0, ], debido a las propiedades de regularidad (5.12) de f (ejercicio 21, capitulo II).
o0 o0
Andlogamente, u;(x,0) = Z nBysen(nx) = Z gnsen(nx) = g(x), uniforme-

n=1 n=1
mente en [0, 7], debido a las propiedades de regularidad (5.12) de g (otra vez, ejercicio

21, capitulo II). Por tdltimo, u(0,7) = u(w,t) =0, V¢ > 0.

Estudiemos un caso concreto del problema (5.1), para ver cudles son las principales

dificultades a la hora de la aplicabilidad del teorema anterior.
EJERCICIO 7:

Calciilese la tnica solucién de (5.1) cuando f(x) = sen3(x),g(x) = x(w —
x), Vx €0, n].

Solucién: Calculemos los desarrollos en serie de Fourier (5.10) de las funciones f

y g. Como

3 1
sen3(x) = Zsen(x) — Zsen(3x), vV x €[0, ],

lo anterior es el desarrollo que andamos buscando para f (;alguien lo duda?).

Respecto del desarrollo de g, tenemos
2 1
gn = —/ (=x2 + wx)sen(nx) dx, ¥ n € N.
7T Jo

La primitiva de la funcién (—x? 4 mx)sen(nx) se puede calcular realizando, dos veces,
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una integracion por partes. Resulta as{

/n(—x2 + mx)sen(nx) dx =
0

x2cos(nx) 2xsen(nx) 2cos(nx) nxcos(nx)+nsen(nx) i
n n? n3 n n? o0

que, después de algunos cédlculos elementales, da

0, sin espar,
&n = 8 . .
——. sin esimpar .

Tn

Teniendo en cuenta la férmula (5.13) , la tinica solucion de (5.1) es, en este caso,
3 1
u(x,t) = Zcos(t)sen(x) — Zcos(3t)sen(3x)—|—

oo

Z ﬁsen(@n — Dt)sen((2n — )x).

n=1

Pensemos por un momento si el resultado del ejercicio 6 es del todo satisfactorio
(una de las mejores cualidades que puede cultivar el lector, es el espiritu critico. Ello
le debe llevar a analizar las ventajas e inconvenientes de todo resultado cientifico que
encuentre. De hecho, ningiin resultado cientifico es del todo bueno ni del todo malo;
todos tienen aspectos positivos y negativos). Quizés su gran cualidad sea que permite
calcular explicitamente la solucién de (5.1) (en forma de serie), si los desarrollos en
serie de Fourier de los datos iniciales f y g son conocidos. El gran inconveniente es
que, ademads de los problemas que podamos tener para calcular la solucién en casos
concretos (piénsese en el ejercicio previo, donde los datos son muy simples y a pesar
de eso, el cdlculo de la solucién ya admite una cierta complejidad), las condiciones que
se exigen sobre las condiciones iniciales f y g parecen ser demasiado restrictivas, de
acuerdo con el concepto de solucién expresado en la definicién 1. En efecto, de acuerdo
con tal definicidn, si el problema (5.1) tuviese solucidn, entonces necesariamente f €
C?[0, 7],y g € C'[0, 7]y, ademds, han de satisfacer las condiciones de compatibilidad
(5.9) (condiciones necesarias para la existencia de soluciéon u € C 2(ﬁ) de (5.1) .
Podemos por tanto pensar en rebajar las hipédtesis de regularidad dadas en (5.12) y
demostrar que, a pesar de ello, (5.1) tiene solucién tnica. Este es nuestro objetivo en lo
que sigue. Como en el caso de la ecuacién del calor, el procedimiento constard de los

pasos siguientes:
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1) Expresar la tinica solucién de (5.1), cuando f y g verifican (5.12) , de una manera
mds conveniente para nuestro propdsito.
2) Demostrar que esta dltima manera permite rebajar las hipétesis de regularidad

sobre los datos iniciales.
Esto lo hacemos con detalle en la pagina siguiente.
Nuestro punto de partida es la férmula (5.13) . Teniendo en cuenta las férmulas

elementales de la Trigonometria que transforman productos en sumas (véase el ejercicio

13 del capitulo I), se tiene

u(x,t) = Z[Ancos(nl) + Bpsen(nt)]sen(nx) =

n=1

Z Ap :%sen(n(x +1))+ %sen(n(x — t))] +

n=1

Z B, %cos(n(x —1))— %cos(n(x + t)):| =

n=1 -

(5.20)
Z -An %sen(n(x + 1)) — Bn%cos(n(x + t))i| +
n=1"%
3 -A ! t B ! t =
3 [Angsentnte =0+ Bugeastnte |-
1 1
=5+ + R +nl+ SRk —1) =R -1n).
donde o
Fi:R—>R, Fi(z) = Z Apsen(nz), ¥z € R,
n=1
(5.21)

o0
F, :R—=R, Fr(2) =— Z Bycos(nz), ¥V z € R.

n=1

o0
Pensemos que la hipétesis (5.12) garantiza que la serie Z (n2|An| + n2|Bn|) es

n=1
convergente, con lo que Fy y F> estdn bien definidas.

Ahora viene una pregunta clave: ;qué relacion tienen las funciones F; y F5 con los

datos iniciales f y g? La respuesta la tenemos en el ejercicio que sigue.

EJERCICIO 8:
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Bajo la hipétesis (5.12) , demuéstrese:

a) F1 es la extension impar y 2 —periddica de la funcién f a R (es decir, Fj es
una funcién impar, 27 —periédicay Fy(z) = f(z), V z € [0, n]).

b) F, es la extension impar y 277 —periédica de la funcién g a R (es decir, F; es una

funcién impar, 277 —periddicay F;(z) = g(z), ¥ z € [0, ]).
o0
Solucién: a) Como la serie Z | A, | es convergente (ejercicio 6) , la funcién Fi,
n=1
definida en (5.21) , es claramente impar y 27t — periddica. Ademds, si z € [0, 7], debido
a las propiedades de regularidad de f, se tiene F1(z) = f(z) (ejercicio 21, capitulo

ID).

o0
b) Como la serie Z n|By| es convergente (ejercicio 6) , la funcién F5, definida en
n=1
(5.21), es de clase C!, y su derivada se puede calcular derivando término a término, es
o0 o
decir, Fj(z) = Z nBysen(nz) = Z gnsen(nz). Esta funcion es claramente impar

n=1 n=1
y 2 — periddica. Ademds, si z € [0, ], debido a las propiedades de regularidad de g,

se tiene F,(z) = g(z) (ejercicio 21, capitulo II).

Volvamos a la férmula (5.20) . Tenemos,

u(x,t) = %[Fl(x +1)+ Fa(x +1)] + %[Fl(x —t)—Fx—-1)]=

JRG D+ R0+ RO+ - Be-0l=  (522)
X+t
SAG 0+ Ba-0l+ 5 [ Fe

Estamos ya en condiciones de probar que las restricciones f € C2[0,n], g €
C'0, 7] y (5.9), son necesarias y suficientes para que (5.1) tenga solucién u € C2(R).
EJERCICIO 9:

Demuéstrese que si f y g satisfacen las condiciones

feC?0.n], f(0)= f(x) =0, f"(0") = f"(x7) =0,

2
¢ € Cl[0.7]. g(0) = g(x) =O. 6-23)

entonces (5.1) tiene una unica solucién u dada por la férmula (llamada férmula de
d’ Alembert)

x+t
u(x,t) = %[Fl(x-l—t)-l—Fl(x—t)]—i-%[ G1(z) dz, (5.24)

x—t

donde F; y G son, respectivamente, las extensiones impares y 27 —periddicas de f y
gak.

Solucion: Los apartados b) y c¢) del ejercicio 5 garantizan, respectivamente, que
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la funcién G es de clase C'(R, R) y que la funcién F es de clase C2(R, R) (intente
el lector comprobar esta afirmacién con detalle). Por tanto, la funcién u definida en
(5.24) es de clase C%(R?, R). También, es trivial que (esto es estupendo para repasar

el Teorema fundamental del Cdlculo):

we(e. 1) = SF{G 0+ F{(x= 0]+ (G140 = Gi(x =),
(1) = SR+ 0) = FGr = 0] 4 3[61 () + Gi(x =),
e 1) = S F 40+ B (= 0] 4 5161 (v + 1)~ G =),

1 1
uer (v.1) = SIF{ (x 4+ 1) + F{(x = )] + 3 (G} (x + 1) = G (x = 1))
con lo que u es solucién de la ecuacién de ondas en €2.

Ademas,

u(x,0) = %[Fl(X) + F1(0)] = f(x), YV x €0, 7],

ur(6,0) = SIF{(0) ~ F0] 4 3[G100) + Gr(0)] = (). Vv € [0, 7],

También, si ¢ > 0, entonces

t

u(0,1) = %[Fl(t) + Fi(—t)] + %ft Gi(z)dz =0,

por ser las funciones F; y G impares.

Ademas, por ser Fy y G impares y 2w —periddicas, se tiene

T+t

gﬂm+ﬂ+ﬂm—m+§ﬁﬁcmaw=

%[Fl(—n +1)+ Fi(mr —1)] + %/

u(m,t) =
t

Gi(z+m)dz =0,
t

puesto que la funcién G1(z + ) es impar (G1(—z + ) = G1(—z — ) = —G1(z +
m), Yz eR).

Nota.

La interpretacién fisica de la solucién de (5.1), dada por (5.24), es muy interesante.

La funcién solucién u se puede descomponer como suma de dos funciones u; y usz,
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dadas, respectivamente, por las férmulas:

x+t

1 1
u1(X,t)=§F1(x+t)+§/ Gi(z) dz,
0

1 1[0
uz(x,t)=5F1(x—t)+5/ Gi(z)dz.
x—t

Es trivial comprobar (vamos, compruébese), que tanto 11 como u, son soluciones de la
ecuacion de ondas. Por lo tanto, la tnica solucién de (5.1) es suma (o superposicion) de
dos ondas, u1 y us.

Pensemos un poco més sobre la naturaleza de la onda u. Para cada tiempo ¢,
positivo, la grafica de la funcién u 1, como funcién de la variable x € [0, ], describe la
forma que una cuerda vibrante adoptaria, si su vibracién viniese dada por la funcién
u1. Asi pues, si pudiésemos representar la funcién u1, como funcién de la variable
x € [0, ], para valores distintos del tiempo ¢, tendriamos una visualizacién aproximada
de la vibracién de la cuerda dada por la funcién u;. Ademas, daria la impresion de
que la grafica inicial u1(x,0), x € [0, ] se va desplazando hacia la izquierda (se
conviene, basados en que el coeficiente de ¢, en la expresion x + ¢, es uno, en que tal
desplazamiento tiene velocidad uno). Es muy fécil entender esto si representamos una

situacién concreta, para diferentes valores del tiempo (véase la introduccidon histérica).

Anélogamente, la funcién u, representaria una onda, que se desplaza hacia la

derecha, con velocidad uno.

En conclusidn, la tnica solucién de (5.1) viene dada como superposicion de dos
ondas: una que se desplaza hacia la izquierda, con velocidad uno, y otra que se desplaza
hacia la derecha, también con velocidad uno. De ahi que al método empleado para llegar
a la férmula (5.24) se le conozca con el nombre de método de propagacion de las
ondas. Insistamos en que la primera onda es una funcién de la variable x 4 ¢ mientras

que la segunda lo es de x —t.

Hoy en dia, un tema muy interesante de investigacion es el estudio de ecuaciones

de ondas no lineales de la forma

%u(x,t) B 0%u(x,1) B
dx2 a2

h(u(x,t)).

Para esta clase de problemas (y también para problemas parabdlicos no lineales), la
determinacion de ondas que sean funcion de x + ¢ o de x — ¢ (“travelling waves”), es
un apasionante y dificil tema (véase [37]).

Una vez concluido el problema sobre la existencia y unicidad de soluciones de
(5.1), hemos de dedicar algiin tiempo al examen de las propiedades cualitativas de la

solucién. Esto es importante, pues nos permite evaluar si nuestro modelo se ajusta o
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no a la realidad, y por otra parte, permite comparar las soluciones de la ecuacién de
ondas con las soluciones de otras ecuaciones en derivadas parciales, algunas de ellas ya
estudiadas, como la ecuacion del calor. Comenzamos con una propiedad referente a la
invariabilidad de la energia de la onda solucidn. Esta propiedad es 16gica, puesto que
en la ecuacidn de ondas que estamos considerando en este capitulo, no existe fuerza

externa que actiie sobre la onda solucién.
EJERCICIO 10:

Bajo las hipétesis (5.23) , denotemos por u a la Gnica solucién de (5.1). Definamos

la energia de la onda u, en el tiempo 7, como

I(t) = /O " ((ux(x,1))* + (ue(x,1))%) dx, ¥V >0. (5.25)

Demuéstrese que / es una funcién constante.

Solucion: Si / es la funcién definida anteriormente, entonces

Il(t) = /n (2ux(x»t)uxt(X,t) +2ut(x’t)utt(x9t)) dx =
0
= /” Qux (o, D (x, 1) + 2 (x, Duxx(x, 1)) dx =
0

Z/On %(ux(x,t)u,(x,t)) dx =
=2 Mx(x’l‘)Lll‘(x?l‘)]Ofr =

Uy (m, Dug(m, 1) — 2ux (0, t)us (0, t).

Como u(m,t) = u(0,t) =0, V¢ > 0, entonces us (7, 1) = us(0,¢) =0, Vt > 0.
En conclusién, I7(t) = 0, V ¢t > 0. O lo que es lo mismo, la funcién I es constante

en [0, +00).
Como /(0) = / (u2(x,0) + u(x,0)) dx = / (f'(x)* + g(x)?) dx, tene-
0 0

mos

I(t) = /Oﬂ (f'(x)® + g(x)?) dx, YVt >0,

Nota.

Si en (5.1) hubiésemos considerado la ecuacién de ondas no homogénea, es decir,

la ecuacion
%u(x,t)  0%u(x,t)

dx2 0t2

donde 4 es una funcién continua no nula, entonces el principio de conservacién de

=h(x,1),0<x <mt >0, (5.26)
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la energia no se mantiene necesariamente. Desde el punto de vista fisico, la ecuacién
anterior modela las vibraciones de una cuerda en presencia de alguna fuerza externa h
que depende del punto de abscisa x de la cuerda considerada y del tiempo ¢. Es claro
que esta fuerza externa puede variar la energia / de la onda solucién, atin en el caso en
que la funcién & no dependa del tiempo. Para ver que esto es efectivamente asi, tenemos

el ejercicio que sigue:
EJERCICIO 11:

Demuéstrese que el problema

9%u(x,t 9%u(x,t

lgixz ) = L;(t); )—sen(x), 0<x<mt>0

u(x,0) = 2sen(x), 0<x<m

(5.27)
du(x,0)
—F = 0, 0<x=<m
ot
u(0,t) = wu(mt)=0, t>0

tiene una tnica solucién u. Definase la energia de la onda u, en el tiempo 7, como en el

ejercicio anterior. Demuéstrese que dicha energia no es constante.

(Sugerencia: busquese la unica solucién del problema previo de la forma u(x,t) =
v(x,t) + s(x)).

Solucion: Para aquellos que estan obsesionados con el rigor, diremos que el con-
cepto de solucién de (5.27) , es cualquier funcién u € C?(Q) que satisface (5.27)
puntualmente. Del ejercicio 1 se deduce que (5.27) puede tener, a lo mas, una solucion
(Existird alguna soluciéon? Para pensar sobre esto, elaboremos alguna estrategia, tra-
tando de aprovechar lo que ya sabemos. Para ello, siempre hay que intuir el camino a
seguir y luego ponerse manos a la obra. En este caso, al ser la funcién / una funcién
solo de la variable x, podemos intentar buscar la tinica solucién de (5.27) de la forma

u(x,t) = v(x,t) + s(x). Derivando y sustituyendo, llegamos al problema

9%v(x,t 32v(x, t
%"'Sﬂ(m = %)—sen(x), 0<x<mt>0
v(x,0) +s(x) = 2sen(x), 0<x<m
(5.28)
dv(x,0)
—Z = 0, 0<x=<m
ot

v(0,£) +s(0) = v(m,t)+s(m)=0, t>0.
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Entonces, podemos pensar en elegir s tal que se verifique
s"(x) = —sen(x), 0 < x <, 5(0) = s() =0, (5.29)

y después calcular v.

La tnica solucion de (5.29) es s(x) = sen(x). Entonces, v ha de satisfacer el

problema

0%v(x,1) 0%v(x,1)
ax—2 = 81—2’ 0 <x<umt> 0

v(x,0) = sen(x), 0<x<m

(5.30)
dv(x,0)
— = 0, 0<x<m
ot
v(0,t) = wv(r,t)=0, t>0.

Este problema es del tipo (5.1), ya estudiado. Su tinica solucién es v(x, ) = sen(x)cos(t)
(ejercicio 2). En conclusidn, la unica solucién de (5.27) es la funcién u(x,t) =

senxcost + senx.

La funcién de energia de tal solucién, /(z), definida en (5.25) es
b3
I(I) = / ((Cosx cost + cosx)2 —+ (senx senz)z) dx.
0

Un célculo elemental muestra que /(¢) = (1 + cost), Yt > 0.

Como mencionamos al comenzar el capitulo, una propiedad que no cumplen, en
general, las soluciones de la ecuacion de ondas, es la referente a principios del maximo-
minimo. Esto marca una diferencia profunda con respecto a las soluciones de la ecuacién
del calor. A este respecto, veamos el ejercicio que sigue. En el primer apartado se
muestra que, tanto si la velocidad inicial g es cero, como si no, la oscilacién de la
cuerda puede superar, en algin tiempo positivo, el valor mdximo de la situacion inicial.
En el segundo se muestra que, cuando la velocidad inicial g es cero, entonces los valores
mdaximo y minimo del valor absoluto de la oscilacién de la solucién, deben coincidir

con aquellos del valor absoluto de la situacién inicial.
EJERCICIO 12:
Bajo las hipétesis (5.23) , sea u la tnica solucién de (5.1) .

a) Demostrar que, tanto en el caso en que g = 0, como en el que no, es posible la
desigualdad

max ¥ > max f. (5.31)
Q [0,7]
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b) Demostrar que si g = 0, entonces

max |u| = max | f| (5.32)
Q [0,7]

(Sugerencia: Para el apartado a) busquense ejemplos sencillos, como los del ejercicio
2. Para el apartado b), usese la férmula de d’ Alembert ((5.24) ).

Solucién:

a) Consideremos el problema (5.1) , con f(x) = —sen(x), Vx €[0,7]y g =0.
La tnica solucién de (5.1) es (ejercicio 2) u(x, t) = —cost senx. Entonces, méx§u =
1, mientras que maxpg ] f = 0.

Por otra parte, consideremos el problema (5.1) ,con f =0y g(x) = senx, Vx €
[0, z]. La tnica solucién de (5.1) es (ejercicio 2) u(x,t) = sent senx. Entonces,
maxg u = 1, mientras que maxpg ] f = 0.

b) Si g = 0, es obvio de la férmula de d’ Alembert (5.24) que

max | f| = max |u(x,0)] < max |u| < max|F;| = max|f],
[0,7] x€[0,7] Q [0,7] [0,7]
lo que prueba (5.32).

La préxima propiedad se refiere a la dependencia continua de la tnica solucién u
de (5.1), con respecto a las condiciones iniciales f y g.

EJERCICIO 13:

Sean f1,g1y f2, g2 funciones cumpliendo (5.23) y notemos por uj, u, las solu-
ciones respectivas de (5.1). Demuéstrese que existe alguna

constante k positiva (k < 2) tal que

max [uy —uz| < k(max | f1 — f2| + max|g1 — g2[) (5.33)
Q [0’77:] [O,JT]

Solucién: La funcién u = u; — u, satisface un problema como (5.1), con condicio-

nes iniciales f = f1 — f2, g = g1 — g». Aplicando la férmula (5.24) , para t € [0, 2],

se tiene
[u(x,1)] < maxo )| f ]+t maxp gl <

27 (max[o, 7] | /1 — f2| + max[o ] g1 — &2[)-
Como la funcién u(x, t) es 2w —periddica, con respecto a la variable #, (;por qué?), el
resultado estd probado.
CUESTION. (Podria ponerse una constante k mas pequefia en (5.33) ?
Recordemos que la ecuacion del calor tenfa un efecto regularizante instantaneo
sobre los datos iniciales (véase el ejercicio 15 del capitulo III). Esto no ocurre asi con
la ecuacién de ondas. En ésta, la onda mantiene la regularidad inicial para tiempos

arbitrariamente grandes.
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EJERCICIO 14:
Sea f satisfaciendo (5.23) pero f ¢ C3[0,n],y g = 0. Notemos por u la tinica

solucién de (5.1) . Demostrar que existen valores de ¢ tan grandes como queramos tal

que la funcién u(x, t) considerada como funcién de x € [0, 7] no es de clase C3[0, r].

Solucién: Sea n cualquier nimero natural. Entonces, de la férmula (5.24) , tenemos
u(x,2nm) = f(x), vxel0,n].

Esto acaba el ejercicio.
Nota.

- Recordemos que las soluciones de la ecuacién del calor, estudiada en el capitulo
previo, tendian a cero cuando el tiempo divergia a +00. En el ejercicio que acabamos
de hacer se pone claramente de manifiesto que esto no es asi para las soluciones de
la ecuacién de ondas. De hecho, las soluciones de (5.1) son 2 —periddicas respecto
del tiempo. ;Ha observado ya el lector esta afirmacién? Si no lo ha hecho, tiene la
oportunidad de verlo ahora. En efecto, de la férmula (5.24) , obtenemos

1 x+t+2m
u(x,t +2r) = E[Fl(x +t42n)+ Fi(x —t —2m)] + 5/ Gi1(z) dz.

xX—t—2m

Como Fj es 2mw-periddica, Fi(x +t+2m) = Fi(x +1t), Fi(x—t—-2m) = Fi(x—1).

Ademas,

x+t+2m
/ Gi(z)dz =
xX—t—2m
x—t x+t x+t+2m
/ Gi(z)dz +/ Gi(z)dz +/ Gi(z)dz.
xX—t—2m x—t x+t

Pero, al ser G impar y 27-periddica, se tiene
at+2w
/ Gi1(z)dz =0, VaeR.
a

(Intente el lector probar la afirmacion anterior, que constituye un ejercicio muy reco-

mendable de funciones de una variable real).

x—t x+t+2m
/ Gi1(z)dz = / Gi1(z)dz = 0.
X

—t—2m x+t

Por tanto,

Luego, u(x,t) = u(x,t +2m), ¥Vt > 0. Esta tltima relacién es desde luego inmediata

si las condiciones iniciales f y g satisfacen (5.12) (;por qué?).

- Hay situaciones sencillas cuyas condiciones no se corresponden con las hipdtesis
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del ejercicio 9 sobre las funciones f y g. Por ejemplo, supongamos que, en el tiempo
inicial t = 0, se tira de la cuerda en un punto de abscisa x¢ € (0, 7) hasta una altura
h > 0y luego se suelta la cuerda. Esto se corresponde con un problema como (5.1)

donde g = 0y la posicioén inicial f tiene por férmula

—x, 810 < x < xo,

fo =4 0,

X0 — T

(x —m), sixg <x <.

En este caso, / € C[0, ] pero f ¢ C1[0, 7]. No obstante podemos hacer la reflexién
siguiente: miremos la funcién u definida por la férmula de d’ Alembert (5.24) . Las
funciones F1 y G = 0, tienen perfecto sentido. La tnica diferencia con lo anterior es
que F; no es ahora de clase C?(R, R). De hecho, la derivabilidad de esta funcién falla en
todos aquellos puntos pertenecientes al conjunto S = {xo + 2k, —xo + 2k7, k € Z}.
No obstante F; € C2(R \ S, R). En conclusién, la funcién u definida por (5.24)
es de clase C? (y verifica la ecuacién de ondas), en todos aquellos puntos (x,?) €

[0, ] x [0, +00) tales que ni x + ¢ ni x — ¢ pertenezcan a S.

Los anteriores razonamientos permiten llamar a u, en este caso, una solucion

generalizada del problema (5.1) .

Igual que en el caso del problema de la conduccién del calor, estudiado en el capitulo
anterior, los métodos modernos del Andlisis Funcional y de los espacios de funciones
de Sobolev, permiten definir con rigor el concepto de solucion generalizada y probar
que, bajo condiciones muy amplias sobre las funciones f y g, el problema (5.1) tiene

una unica solucién generalizada (véanse [6], [13]).

En el problema (5.1), hemos supuesto que la cuerda mantiene fijos sus extremos
(en el eje de abscisas), para cualquier tiempo ¢. Desde el punto de vista fisico, es claro
que se pueden considerar otros tipos de problemas; por ejemplo, aquellos donde la
cuerda tiene libres sus extremos. La formulacién matemadtica de esta clase de situaciones

origina el modelo (véase [39]):

2 2
3z$ﬁ = agng 0<x<mt>0
u(x,00 = f(x), 0<x=<m
(5.34)
@%%Q = gx), 0<x=<m

0 0
Moy = Lan=0 t>o0.
0x 0x
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El concepto de solucién para (5.34) es similar al de (5.1). Mds concretamente, una
solucién de (5.34) es cualquier funcién u € C2(R2) que satisface (5.34) puntualmente
(recordemos que 2 = (0, ) x (0, 400)). Inmediatamente probamos que (5.34) puede
tener, a lo mds, una solucién. Para ello, usaremos el mismo método que para el problema
(5.1).

EJERCICIO 15:

Demuéstrese que (5.34) puede tener, a lo m4s, una solucién.

(Sugerencia: Repésese el ejercicio 1).

Solucién: Sean 11, u, dos soluciones de (5.34) . Entonces, la funcién u = uq —u»

verificau € C2(R) y el problema

0%u(x,1) 0%u(x,1) 0<x<mit>0
QA = a5 =X=nm,

dx2 012

u(x,0) = 0, 0<x<wm

(5.35)
du(x,0)
= O’ 0 S X S T
ot
Ux(0,1) = ux(r,t)=0, t>0.

Definamos la funcién (energia de la onda en el tiempo ¢) I : [0, +00) — R, como

I(t) = /0 " ((ux(x, )% + (ue(x,1))?) dx. (5.36)

Andlogamente al ejercicio 1, se tiene I'(t) = 0, V¢t > 0, I(0) = 0. lo que obliga a que
uy(x,1) = us(x,1) = 0,V (x,t) € Q. Asi pues, u debe ser constante en 2. Como
u(x,0) =0, Vx € [0, ], se obtiene u = 0 en Q.

Una vez que hemos demostrado que (5.34) puede tener como

mucho una solucién, habrd que ver que, efectivamente hay una. Podemos hacernos

nuevamente la siguiente pregunta: ;tendrd (5.34) soluciones de la forma
u(x,t) =YX)T (1), (5.37)

para funciones convenientes Y : [0, 7] — R,y Z : [0, +00) — R?
Procediendo como anteriormente, llegamos a los dos problemas de ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:
Y'(x) =AY (x) =0, x € [0, 7], Y'(0) =Y'(%) = 0. (5.38)

T"(t) — AT (1) = 0, t € [0, +-00). (5.39)
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Ahora, es conocido (véase [15]) que (5.38) tiene soluciéon ¥ € C 2[O, 7] no trivial, si'y
solamente si A = —n?, para algiin n € N U {0}. En este caso, el conjunto de soluciones
de (5.38) es un espacio vectorial real de dimension uno, engendrado por la funcién
Y, (x) = cos(nx).

Por otra parte, la constante A ha de ser la misma en (5.38) y (5.39) . Para A =
—n?,n € N, el conjunto de soluciones reales de (5.39) es un espacio vectorial real de
dimensién dos engendrado por las funciones 7,} (1) = cos(nt), T2(t) = sen(nt).

Cuando A = 0, el conjunto de soluciones reales de (5.39) es un espacio vectorial

real de dimensién dos engendrado por las funciones TO1 =1, TO2 (t) =1t.

Veamos que al procedimiento anterior permite calcular la tnica solucién de (5.34) ,

en casos sencillos.
EJERCICIO 16:

Supongamos que en (5.34) , las funciones f y g sondelaforma f(x) = acos(nx), g(x) =
bcos(nx), para algin n € N U {0}, con a y b niimeros reales dados. Demuéstrese que

(5.34) tiene una tnica solucion. Encuéntrese la férmula explicita de ésta.
Solucion: Sin = 0, la dnica solucién de (5.34) es u(x,t) = a + bt. Sin € N, la
funcién u(x,t) = (acos(nt) + ésen(nt))cos(nx), es la solucién buscada.
EJERCICIO 17: "

Supongamos que en (5.34) , las funciones f y g sonde laforma f(x) = acos(nx), g(x) =
bcos(mx), siendo n y m niimeros naturales o cero, distintos, y y @ y b nimeros reales
dados. Demuéstrese que (5.34) tiene una tnica solucién. Encuéntrese la férmula expli-
cita de ésta.

Solucidén: Sin = 0, latnica solucién de (5.34) es u(x,t) = a—i—ésen(mt)cos (mx).
Sim = 0, la tnica solucién de (5.34) es u(x,t) = acos(nt)cos(nx) + bt. Por ultimo,
si ni # ni m son cero, la tnica solucién de (5.34) es u(x,t) = acos(nt)cos(nx) +
b
Esen (mt)cos(mx).

Teniendo en cuenta que la ecuacién de ondas es lineal asi como las condiciones de
contorno en (5.34) , los dos ejercicios anteriores permiten facilmente resolver aquellas
situaciones donde las funciones f y g son combinacién lineal finita de funciones de la

forma cos(nx), n € N U {0}. De todas formas, véase el ejercicio que sigue.
EJERCICIO 18:

Supongamos que en (5.34) , las funciones f y g son de la forma f(x) = ag +

D q

Zaicos(nix), g(x) =bo + Z bjcos(mjx),siendoa;,0<i <p, b;, 0<j <
i=1 j=1

g, nimeros reales dados, n;, 1 <i < p, nimeros naturales distintosy m ;, 1 < j < g,

también nimeros naturales distintos. Demuéstrese que (5.34) tiene una tnica solucidn.

Encuéntrese la férmula explicita de ésta.
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Solucion: Es trivial comprobar que la funcién

P q
b
u(x,t) = ag + bot + Zaicos(nit)cos(nix) + Z —Jsen(mjt)cos(mjx)
ma

i=1 j=17

es la solucion buscada.

De nuevo, la pregunta que podemos hacernos, llegados a este punto, es la siguiente:
(,como encontrar la solucién de (5.34) en el caso general? (en este momento nos da la
impresion de que nos hemos sentido en la misma situacion varias veces, a lo largo del

texto).

Recordemos que bajo determinadas hipdtesis sobre f y g, (véase el ejercicio 24

del capitulo II), entonces

[e.¢]
f(x) = % + Z Jfncos(nx), (5.40)
n=1
uniformemente en [0, 7], donde los coeficientes f, vienen dados por la formula
2 T
fan = —/ f(x)cos(nx) dx, Vn € N U {0}. (5.41)
T Jo
Andlogamente,
o0
glx) = % + 2_:1 gncos(nx), (5.42)

uniformemente en [0, 7], donde los coeficientes g, vienen dados por la férmula
2 T
gn = —/ g(x)cos(nx) dx, Yn € N U {0}. (5.43)
T Jo
Entonces, ;qué condiciones podemos imponer a f y g para que la funcién

u(x,t) = % + %t + Z (fncos(nt) + i—nsen(nt)> cos(nx),

n=1

sea la unica solucién de (5.34) ?

Como para el problema (5.1) , la clave para tener la respuesta a la pregunta anterior,

va a ser que la serie

> @2 fal + nlgnl) (5.44)
n=1

sea convergente. Para saber las condiciones que podemos imponer sobre f y g para
que esto sea asi, es necesario tener ciertos conocimientos sobre la posible regularidad

de las extensiones pares a [—, ] de las funciones f y g, definidas en [0, r]. Esto es
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lo que hacemos a continuacién.
EJERCICIO 19:

Seah:[0,7] = Ryh:[—m 7] = R, laextension par de /; es decir,

h(—x), si x € [-n,0),

. (5.45)
h(x), si x € [0, «].

h(x) = {

a) Demuéstrese que si i € C|[0, 7], entonces h € C[—x, 7]y h(—m) = ﬁ(n).
b) Demuéstrese que si & € C1[0, ], verifica h'(07) = h’(x~) = 0, entonces

he Cl-m, 7]y ﬁ(—n) = ﬁ(n), };’(—n+) = l;/(n_). En este caso, la serie numérica
o0

2 T
Z |, | es convergente, donde ki, = —/ h(x)sen(nx)dx,V n € N.
T Jo

n=1
¢) Demuéstrese que si 1 € C2[0, x], verifica #/(07) = h/(x~) = 0, entonces

heC¥—nnlyh(—n) = h(x).h(=xt) = K (™), k(== ) = h”(zx7). En este
caso, la serie numérica i n|hy| es convergente
d) Demuéstrese quZ_s; h e C3[0, 7], verifica K'(0T) = W (x™) = W"(0T) =
W"(x~) = 0, entonces h € C3[—m, 7]y h(—x) = h(x), k' (=) = W' (77),
h'(—xt) = K/(x7), k" (=) = K" (7). En este caso, la serie numérica
i n?|hy| es convergente

n=1
e) Propdngase el lector dar el enunciado general.

(Sugerencia: lo de las propiedades de regularidad de las extensiones pares de la
funcion & considerada es un ejercicio elemental de Andlisis Matematico de una variable
real. Para la demostracion de la convergencia de las series citadas, tsense los resultados
del capitulo II que relacionan la regularidad de una funcién con la convergencia de su
serie de Fourier: ejercicios 15 y 18 del capitulo II y las notas y comentarios posteriores).

Solucion: a) Lo unico que se necesita demostrar es la continuidad de henel punto

x = 0. Ahora bien, observemos que

lim A(x) = lim h(x) = h(0),

Jlim, 9 = lim, (9 =)
lim h(x) = lim h(=x) = h(0).
x—>0— x—0—

Por tanto limy };(x) = ﬁ(O). Ademads, ﬁ(—n) = h(m) = ﬁ(n).

b) Nuevamente, el tnico punto digno de estudiar es x = 0. Aqui se tiene

Pty = tm MR hO) e 8K —hO)

— =n0O") =0.
k—0+ k k—o0t+ k ( )
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y ~ ~
ﬁ,(O_) = limg - M = kl_i)rgl_ w =
—ll,mk_>0— %;]’1(0) — _h/(o-i-) =0.

En conclusion,
—h'(=x), si —m <x <0,
h(x) = W(OT)=0,six=0,

h(x), si0<x <.
Portanto h € C'[—m, w]y K (=) = /(™) = h'(x~) = 0. Si ahora razonamos
o0

como en el ejercicio 5, deducimos que la serie E |hy| es convergente.
n=1

¢) A partir de la expresién anterior para i, deducimos

(k) —h'(0) . W (k) —0

A" (0%) = i = = h"(0").
ROT) = lim, % o 0"
. . Wk —R©0) . —H(~k)—0
'O) =1 - =1 -~ 7 o =
©7) = lim_ k o- K
R (—k)

lim ———= =1"(0").
m e =00

Asi pues, h”(0) = h”(0%). Por tanto,

h'(=x), si —m <x <0,
R'(x) =1 h"(O%), six =0,

h'(x), si0 < x < 7.

Esto implica que 7 € C2[—, 7]y que /(=) = h"(x7) = h"(z").
d) Es andlogo al b) y al ¢). No obstante, es muy instructivo que el lector compruebe

por si mismo estas analogias.
e) Sea h € Ck[0, 7]. Entonces:
e.l)Sikespary h/)(07) = h)(n") =0, V j <k —1, j impar, se tiene que
heCkl—m ]y ™ (—xt) = ™ (x™), Vm <k.
e.2) Si k es impar y h/)(07) = h/)(x™) = 0, V j < k, j impar, se tiene que
he Ck—m, ]y fzm)(—n"') = ﬁm)(n_), Vm<k.
o
En ambos casos, la serie numérica Z nk—1 || es convergente. La prueba puede
n=1
hacerse, si se estima necesaria, por induccién sobre k.
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Nota importante.

Si h € C3[0, 7] verifica h'(0T) = K (™) = 0, entonces, por el apartado c),
deducimos i € C2[—m, ]y h(-=n) = h(x), K (—xT) = K (z7),

B (—xt) = h"(x™). Ademds, de la expresién de h” en [—r, ], y del hecho
h € C3[0, n], deducimos ficilmente que 1" es absolutamente continua en [-m, 7]y
i € L2(—7, 7). De hecho,

—h"(=x), si —m <x <0,

fz”/(x) — .
h"(x), si0 < x < m.
o0
Por tanto, (véanse las notas y comentarios del ejercicio 18, capitulo II), la serie Z n2|hy,|
=1
es convergente. "
EJERCICIO 20:
Demuéstrese que si f y g satisfacen las condiciones
feCo,x], f1(07) = f'(z7) =0, (5.46)
g€ C?0,x], g'(07) =¢'(x7) =0, '
entonces (5.34) tiene una tnica solucién u dada por la férmula
Ao | Bo -
u(x,t) = - + 71 + Z (Aycos(nt) + Bysen(nt)) cos(nx) (5.47)
n=1
donde
2 b4
Ap = fu = —/ f(x)cos(nx) dx,¥ n e NU{0},
T Jo (5.48)

2 T
Bo = go. By = n _ —/ g(x)cos(nx) dx, Y n e N.
n nim Jo

(Sugerencia: Es posible que a estas alturas sobren las sugerencias, al menos para
aquellos que hayan asimilado lo anterior. No obstante, repdsese el ejercicio 6).

Solucién: Si se ha repasado el ejercicio 6, se ve que todo va de maravillas si la serie

numérica

> 0 (| An] + |Bnl) (5.49)

n=1

es convergente. Ahora bien, esto es lo mismo que decir que la serie numérica

> (021 ful + nlgal) (5.50)
n=1

es convergente, lo que se deduce facilmente de las propiedades de regularidad de f' y g
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(5.46) y del ejercicio y nota anteriores.
EJERCICIO 21:

Calciilese la tnica solucién de (5.34) cuando f(x) = cos®x, g(x) = 2x —
sen(2x), ¥V x € [0, 7].

2

1
Solucién: Teniendo en cuenta que cos“x = 3~ Ecos(2x), VY x € [0, ], este es

el desarrollo en serie de Fourier que necesitamos, para la funcién f. En consecuencia,

0, sin # 2,
Ao =1, A, =
0 " —1, sin=2.
Ademads, un célculo elemental muestra que
Bo = —27‘[,
B, =0, sinespar,
16n?2 -32 .
= ——————, sin esimpar.
"7 7n3(4 —n?) P

Por tanto, la tnica solucién de (5.34) es
1 1
u(x,t) = 3~ Tt — 5cos(2t)c0s(2x)+

o0

16(2n — 1)% — 32
’; (7’[(2}’1 — 1)4(4 _ (2]’1 _ 1)2)S€I’l(2n - 1)t) COS(Zn — l)x

Se pueden estudiar a continuacion las propiedades cualitativas que satisfacen las
soluciones del problema (5.34) . Algunas son similares a las de (5.1), como la de
la constancia de la energia de la onda solucién (ejercicio 10), o la referente a la
regularidad de tal onda (ejercicio 14). Sin embargo, otras pueden cambiar radicalmente.
Por ejemplo, aunque f y g sean tan regulares como queramos (por ejemplo, C *°), la
solucién puede dejar de ser acotada (véase el ejercicio 16). Recomiendo al lector que
estudie detalladamente estas propiedades cualitativas de las soluciones de (5.34) , asi
como otras que se le ocurran. Por ejemplo, ;podria obtenerse en este caso una férmula

andloga a la de d’ Alembert (férmula (5.24) para el problema (5.34) ?
Comentario final.

En este capitulo hemos estudiado dos problemas de tipo mixto, donde aparecian,
junto con la ecuacion de ondas, condiciones iniciales y condiciones de contorno. En
ambos se daban como datos iniciales la posicién y la velocidad de la cuerda en el
tiempo ¢ = 0. Por otra parte, en el primero de ellos se suponia la cuerda fija en sus
extremos, mientras que en el segundo, estos podian ser libres. La idea bdsica para

poderlos resolver, usando la teoria de Series de Fourier, se encuentra en el hecho de
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que, en ambos casos, las condiciones iniciales admitian un desarrollo en serie, usando
como sumandos de tales desarrollos las funciones propias de los problemas de valores
propios (5.8) y (5.38) . Es claro que, desde el punto de vista fisico, pueden plantearse
otros tipos de problemas. Por ejemplo, un extremo de la cuerda puede estar fijo y el
otro no, e incluso puede darse, en cada extremo, una combinacion lineal conveniente de
las condiciones de contorno consideradas en (5.1) y (5.34) .

Como en el caso de la ecuacidn del calor, la aplicacién del método de separacion de
variables a estos problemas conduce a la posibilidad del desarrollo en serie de una cierta
funcién A, definida en [0, 7], usando como sumandos de tal desarrollo las funciones
propias (soluciones no triviales) de problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville,
mencionados en el capitulo anterior.

Las anteriores ideas serdn desarrolladas con detalle en otro volumen.

Por 1ltimo, aquellos que estén interesados en otros aspectos clasicos de la ecuacién

de ondas, pueden consultar las referencias [2], [16], [20], [27], [32], [33], [35] y [36].
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