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Leccion 1

NUmeros complejos. Series. Exponencial compleja

1.1. Introduccidon

Los nimeros complejos son una herramienta bésica de calculo. Son especialmente ttiles
para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace uso constante de ellos siempre que
representamos una sefial por medio de dichas funciones, y no hay que olvidar que ése es el
propésito basico de los “métodos de Fourier”. La Transformada de Fourier Discreta, una herramien-
ta fundamental en el tratamiento digital de sefiales, toma valores complejos. Las transformadas
de Fourier y de Laplace son funciones complejas. La transformada z, al igual que otras transforma-
das de uso frecuente, se define como una serie de ntimeros complejos. La funcién exponencial
compleja desempefia un papel fundamental en el estudio de los sistemas LTI (sistemas lineales
invariantes en el tiempo) y también en la teorfa de las ecuaciones diferenciales lineales.

1.1.1. Estructura de la lecciéon y objetivos
La leccion estd estructurada en tres partes:

» Algebra y operaciones basicas con ntimeros complejos.

Ademas de dar las definiciones basicas y explicar la terminologia, a veces confusa, que se
usa para hablar de ntiimeros complejos, comprobaremos lo ttiles que son las coordena-
das polares para multiplicar nimeros complejos. Aparece asi la llamada forma polar de un
numero complejo y el importante concepto de argumento principal. Un resultado muy ttil
es la formula de De Moivre que nos permitird calcular las raices de orden n de un ntime-
ro complejo. Veremos que las raices complejas no se comportan igual que las reales. Al
terminar esta leccion serds capaz de ver dénde estd el error en expresiones como:

—1=i’=ii=V-1vV-1=/(-1)(-1)=V1=1

1



Estructura de la leccién y objetivos 2

= (V2= (12 =~ = =

También veremos que el médulo de un nimero complejo relaciona la norma euclidea en
R? con el producto complejo y ello proporciona una herramienta muy ttil para trabajar
con la norma euclidea en el plano.

= Sucesiones y series.

Daremos las definiciones basicas de convergencia de sucesiones y series y veremos que el
estudio de una sucesiéon de ntiimeros complejos es equivalente a estudiar dos sucesiones
de ndmeros reales.

= Funciones elementales complejas.

Introduciremos la funcién exponencial compleja y comprobaremos que dicha funcién
contiene a las funciones elementales en el sentido de que todas pueden definirse con faci-
lidad a partir de ella. En particular, las funciones trigonométricas estdn relacionadas con
la funcién exponencial; resultado que no cabe ni siquiera sospechar cuando se estudian
dichas funciones en el contexto real.

Algunas cosas que deberés saber hacer cuando terminemos esta leccién son:

= Sumar, multiplicar y dividir nimeros complejos.

= Calcular el médulo y el argumento principal de un ntimero complejo.

= Interpretar geométricamente la suma y el producto de niameros complejos.

» Usar la férmula de De Moivre para obtener algunas identidades trigonométricas.

» Calcular raices de ntimeros complejos.

= Interpretar geométricamente desigualdades entre médulos de ntimeros complejos.

= Aplicar los criterios mds usados para estudiar la convergencia absoluta de una serie de
numeros complejos.

» Aplicar los criterios de Abel y de Dirichlet para estudiar la convergencia no absoluta de
una serie de nimeros complejos.

» Usar la exponencial compleja para calcular sumas de senos y cosenos.
= Calcular logaritmos y potencias complejas.
Para seguir con comodidad esta lecciéon conviene que repases las funciones trigonométricas

reales y sus “inversas”, su definicién y propiedades basicas. En particular, la funcién arcotan-
gente.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Operaciones basicas con nimeros complejos 3

1.2. Operaciones basicas con niimeros complejos

Definicién 1.1. Consideremos en el conjunto IR? las operaciones de adicién y producto defini-
das por
(a,b) + (c,d) = (a+¢,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Es muy fécil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las opera-
ciones asi definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto.
Ademas, (—a, —b) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) # (0,0) tiene inverso

@) (e gz = (10

a2+ b2 g2 4+ p2

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (IR?, +, -) (léase “el conjunto R? con las ope-
raciones de adicién y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbélicamente por
C y sus elementos se llaman ntimeros complejos.

1.2.0.1. Forma cartesiana de un niimero complejo

El simbolo usual (4, b) para representar pares ordenados no es conveniente para representar
el ntimero complejo (a,b). Para convencerte calcula (1, —1)*. Representaremos los ntimeros
complejos con un simbolismo mds apropiado. Para ello hacemos la identificacién (2,0) = ay
el nimero complejo (0, 1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que

i2=(0,1)(0,1) = (~1,0) = —1
Ahora podemos escribir

Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del namero complejo z = a +iby
escribimos a = Re(z), b = Im(z). El producto ahora es muy facil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac +i*bd +i(ad + bc) = ac — bd + i(ad + bc)

1.2.0.2. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo

Es usual interpretar el nimero complejo x + iy como el vector del plano (x,y) y, en ese
sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical
recibe el nombre de eje imaginario. Si z = x + iy es un nimero complejo (con x e y reales),
entonces el conjugado de z se define como:

Z=x—1y

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Operaciones basicas con nimeros complejos 4

/7
SKF—— — — —

\ .
Az=0x—1y

Figura 1.1: Representacién de un ntimero complejo

y el médulo o valor absoluto de z, se define como:

2= 2+

Geométricamente, Z es la reflexién de z respecto al eje real, mientras que |z | es la distancia
euclidea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (x,y) (ver
figura 1.1). La distancia entre dos niimeros complejos z y w se define como |z — w]|.

La representacion gréfica de la suma es conocida. Dos ntimeros complejos z = a +ib y
w = ¢ + id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 1.2) es z + w. Se comprueba

Figura 1.2: Suma de ntiimeros complejos

facilmente que si z y w son ntimeros complejos se verificaquez =z,z + w =Z+WyZ W = ZW.

Laigualdad |z ? =2z que se deduce directamente de la definicién de médulo de un ntime-
ro complejo, permite probar con facilidad que para todos z, w € C es

a) zw|=|z||lw| y b) [z+w|<|z|+ |w
También son de comprobacién inmediata las desigualdades

méx{|Rez|, |[Imz|} < |z| < |Rez| + |Imz]| (1.1)

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Operaciones basicas con nimeros complejos 5

1.2.0.3. Forma polar y argumentos de un nimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los célculos con productos de
nimeros complejos. Para cualquier nimero complejo z = x + iy # 0 podemos escribir

R
AN AR

X . . . _
Como ( Y ) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

|z]" |z]

Xy
—, ) = (cos ¢, sent}
(,Z| |Z|) ( )

para algtin niimero ¢ € R. Resulta asi que

z=|z|(cos®+isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpreta-
cién grafica vemos en la figura siguiente.

Figura 1.3: Forma polar de un niimero complejo

Dado z€C, z # 0, hay infinitos ntimeros t € R que verifican la igualdad z = |z | (cost,sen t)
cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de todos los argumentos
de un namero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) = {teR:z=|z|(cost+isent)}
Observa que

cos(t) = cos(s)

s, teArg(z) <= { } <= s =t+2km paraalgin keZ

sin(t) = sin(s)

Por tanto, conocido un argumento f, € Arg(z) cualquier otro es de la forma t, 4 2k7 para algin
keZ, es decir, Arg(z) = t, + 2nZ.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Férmula de De Moivre y raices de un niimero complejo 6

De entre todos los argumentos de un ntimero complejo z # 0 hay uno tinico que se encuen-
tra en el intervalo | — 77, 77|, se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z. No
es dificil comprobar que el argumento principal de z = x + iy # 0 viene dado por:

(arctg(y/x) —msiy<0,x<0
—/2siy<0,x=0
arg(z) = { arctg(y/x) six >0
/2 siy>0,x=0

larctg(y/x) + 7 siy>0,x <0

1.2.1. Férmula de De Moivre y raices de un ntimero complejo

Veamos cémo la forma polar permite hacer facilmente productos de ntiimeros complejos.
Consideremos dos ntimeros complejos no nulos

z=|z|(cos?®+isend)

w = |w| (cos ¢ +isen @)
Entonces

zw = |z| |w| (cos ¥ +isend)(cos ¢ +iseng) =
= |zw|[(cos ¥ cos ¢ — senPsen @) + i(sen ® cos ¢ + cos¥sen ¢)| =

= |zw| (cos(® + @) +isen (3 + ¢))

Es decir: para multiplicar dos niimeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus argu-
mentos.

Asi pues, el producto de dos ntimeros complejos es geométricamente un giro (pues se su-
man los argumentos de los nimeros que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el
producto de los médulos de ambos ntimeros).

Acabamos de ver que si z,w son complejos no nulos, & € Arg(z), ¢ € Arg(w), entonces
9+ ¢ € Arg(z + w). Es ahora facil demostrar mediante induccién la siguiente férmula, muy
atil, conocida como férmula de De Moivre.

Proposicion 1.2 (Férmula de De Moivre). Si z es un complejo no nulo, ¢ es un argumento de z y n
es un niimero entero, se verifica que nd € Arg(z"), es decir:

z" = (|z| (cos® +i send))” = |z|" (cos n® +isennd), deArg(z), neZ

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Férmula de De Moivre y raices de un niimero complejo 7

1.2.1.1. Raices de un namero complejo

Dados un ntimero complejo, z # 0, y un namero natural, n > 2, se verifica que hay n
nuimeros complejos w que verifican la igualdad w" = z. Dichos ntimeros se llaman raices n-
ésimas de z y vienen dados por

2k 2k
Zp = ]z[l/” <Cos@+isen@> k=0,1,2,...,n—1

Si los representamos obtenemos 1 puntos sobre una circunferencia de centro (0, 0) y radio {/|z |
que forman un poligono regular de n lados.

Figura 1.4: Raices novenas de la unidad

De entre todas las raices n—ésimas de z vamos a designar con el simbolo {/z a la raiz n-
ésima principal, que se define por

Yz =|z|V" (cos#—#isenarnﬁ>

Observa que en el caso particular de que z sea un nimero real positivo, entonces la raiz prin-
cipal de z (considerado como nimero complejo) coincide con la raiz de z (considerado como
namero real positivo).

En general no es cierto que dados dos niimeros complejos z y w entonces el producto de las
raices n-ésimas principales de z y de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw. Lo que si es
cierto es que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de z y de w es una raiz n-ésima
de zw. Por tanto, {/z {/w, es una raiz n-ésima de z w pero no tiene por qué ser la principal.

Es facil probar que
Vzi/w = Vzw < —7 < arg(z) + arg(w) < 1 < arg(zw) = arg(z) + arg(w)

SiRez > 0Rew > 0, entonces —7t < arg(z) + arg(w) < 7 por lo que, en este caso, v/z {/w =

zw.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejercicios 8

Paran =2,z = w = —1, como arg(—1) = 7, tenemos que

V=1 =cos(m/2) +isen(r/2) =i

V-1vV-1=ii=-1#,/(-1)(-1) = V1=1

es decir v/—1+v/—1 = —1 es una raiz cuadrada de 1 (porque 1 = (—1)(—1)) pero no es la raiz
cuadrada principal de 1.

En este caso

Ahora ya sabes dénde estd el error en lo que sigue:
—1=i?=ii=+V-1V-1=/(-1)(-1) = V1i=1

1.2.2. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a + i b.

) (7-2)(5+3) i) (i—17 i) A+DQRFNB+i)  iv) ;J:
. . ; l
V) %j;&) vi) (14i)72 vii) 12—1;21'1 viii) (1 +1)3

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

DA =7 B hE =2 Ak = &)=

3. Calcula las siguientes cantidades.

4 3i
2—-ivV5

a) [(1+i)(2—1i)| b) ‘ o |1+)*] d) (\/§+z‘(\fz+1)

z
es:
1—2z

a) Un ntimero real; b) Un namero imaginario puro.

4. Calcula los nimeros complejos z tales que

5. Expresa en forma polar los siguientes ntiimeros complejos.

) 3 1+iv/3
V3+i (1+1i)?

a) —V3—i b) —V3+i ¢
6. Expresa los siguientes nimeros en la forma a 4 i b:

, 14+4\° 1+iv3\° ,
a) (—1+iv3)" b) <1_i> c)< - ) d) (—v3+i)B

7. Calcula arg(zw) y arg (%) supuestos conocidos arg z y arg w.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejercicios 9

8. Seaz = x +1iy.Supuesto que |z| =1,z # 1,z # —i, prueba que

z—1 /4 si 1—-x+y>0
arg - | = '
z+1 —3m/4 si 1—-x+y<0

9. Resuelve la ecuacién cuadrdtica az* + bz + ¢ = 0 donde 4, b, ¢, son nimeros complejos co-
nocidos y a # 0.
10. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
az’=14i b)z*=i 0f=-1+ivV3 P =1 €2+ V32iz—6i=0
11. Calcula las soluciones de las ecuaciones:
a)zt +22° 4722 -1824+26=0; b)z*+ (14+2i)z22+2i =0
12. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
|z 4+ w* + |z — w]* = 2(|z]* + |w|?) (z,w € C)

y explica su significado geométrico.

—a

13. Prueba que 1Z <1lsilz|<1lyla| <1ytambiénsi|z|> 1y |a| > 1.

—az
Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigualdades entre mddulos de nimeros com-
plejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

14. Sea x un ntimero real que no es multiplo entero de 27t. Prueba las igualdades

sen n+1x
n> 2

a) 14+cosx+cos2x+---+cosnx = Cos(—x =
sen(z)

2
n+1x
n
n ) 5¢ 2

b) senx +sen2x+---+senux = sen (—x ¥
=)

2
Sugerencia: Si llamamos A ala primera sumay B a la segunda, calctilese A + iB haciendo

uso de la férmula de De Moivre.
15. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) sen3¢ = 3 sen @ — 4 sen’@;

b) cos4p = 8 cos*p — 8 cos?p + 1.

16. Representar graficamente los conjuntos de ntiimeros complejos z que verifican:

|z—3|<3; 2<|z—i|<3; |argz| < m/6; |z—i|+|z+i] =4
z—1| = |z —2i; ;;211, =2, Im(z2)>6 |z—i|=Imz+1
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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17. Encuentra los vértices de un poligono regular de n lados si su centro se encuentra en el punto
z = 0 y uno de sus vértices z; es conocido.

18. Sea |z1| = |z2| = |z3| = 1. Prueba que z1, 22, z3 son vértices de un tridngulo equilétero si, y
sélo si, z1 +zp +z3 = 0.

1.3. Swucesiones y series

Esta seccion tiene un proposito esencialmente teérico; voy a intentar explicarte de la forma
maés sencilla posible los conceptos de sucesién convergente y de serie convergente. Son concep-
tos fundamentales del Andlisis Matemadtico y los encuentras en todas partes: series de Taylor,
series de Fourier, series de potencias complejas, transformada z, ... Los procesos iterativos,
tan frecuentes en los algoritmos de cédlculo, no son sino sucesiones. Las sefiales discretas son
sucesiones. La convolucién de sefiales discretas viene dada por una serie. Las ecuaciones en di-
ferencias finitas, que modelan muchos sistemas LTI, estdn relacionadas con un tipo especial de
sucesiones que se llaman recurrentes. Muestreando a intervalos regulares de tiempo una sefial
analégica obtienes una sucesién. Muchas funciones importantes estan definidas por medio de
una serie (las funciones de Bessel, por ejemplo). Por todo ello creo que es imprescindible que
tengas ideas claras sobre estos temas.

1.3.1. Sucesiones

Sea A un conjunto no vacio. Una sucesién de elementos de A es una aplicacién del con-
junto IN de los niimeros naturales en A. Una sucesién de nimeros reales (complejos) es una
aplicacién del conjunto IN de los nimeros naturales en el conjunto R (C) de los nimeros reales
(complejos).

Dada una sucesién ¢ : N — A suele emplearse una notacién especial para representar-
la. Para n € IN suele notarse ¢(n) en la forma x, = ¢(n) (naturalmente la letra “x” nada tie-
ne de especial y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesién misma se representa por
¢ = {xn}nen, es decir, el simbolo {x,},en debe interpretarse como la aplicacién que a cada
n € N hace corresponder el elemento x,,. Cuando no hay posibilidad de confusién escribimos
simplemente {x,} envez de {x,},en.

En lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de niimeros complejos y, por tanto,
representaremos por {z,} la aplicacién de N en C dada por n — z,. Como R C C, en el
caso particular de que para todo n € N se tenga que z, € R entonces {z,} es una sucesion de
numeros reales. Es decir, las sucesiones de ntimeros complejos incluyen, como caso particular,
a las sucesiones de ntimeros reales.

Naturalmente, dos sucesiones {z,} y {w, } son iguales cuando para todo n € N se verifica
que z, = wy,. No hay que confundir la sucesién {z,}, que es una aplicacién, con su conjunto
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imagen, que es el subconjunto de C formado por todos los niimeros z,, el cual se representa
por {z, : n € N}. Por ejemplo, {(—1)"} y {(—1)""!} son sucesiones distintas con el mismo
conjunto imagen. El niimero z, se llama término n-ésimo de la sucesién; paran = 1, 2, 3 se habla
respectivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesion.

Una forma correcta de imaginar una sucesién es como un vector con infinitas componentes.
La sucesion {z, } puedes verla como el vector (z1,2p, 23, ... ).

Introduciremos ahora una notacién muy ttil en lo que sigue.
Dadosa € Cyr > 0, el conjunto
D(a,r)={z€C:|z—a| <r}
se llama disco abierto de centro a y radio . Observa que un disco abierto no puede ser vacio.
Sia=a+if tenemos que:
D(a,r) ={x+iyeC:|x+iy—a—iB|<r}={(x,y)eR*: (x—a)>+ (y — B)* <r?}
es el circulo de centro («, B) y radio r excluida la circunferencia que lo limita.

Definicion 1.3 (Sucesién convergente). Se dice que una sucesion {z, } converge a un nimero
z€C cuando en cualquier disco abierto D(z, €) estdn todos los términos de la sucesién a partir
de uno de ellos en adelante.

Con mas detalle: una sucesién {z, } se dice que converge a un nimero z si, dado cualquier
nuamero real ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que si n es cualquier nimero natural mayor
oigual que m, se cumple que |z,— z| < e. Simbolicamente:

Ve>0 dmeeN :tn>m, = |z,—z| <e¢
Se dice también que el ntimero z es limite de la sucesiéon {z,} y se escribe lim {z,} = z o,
n—oo
simplemente, lim{z, } = z e incluso, si no hay posibilidad de confusién, {z,} — z.

Se comprueba facilmente que una sucesion convergente tiene un tinico limite.

En Matematicas se dan definiciones para introducir nuevos conceptos y saber de qué es-
tamos hablando, pero las definiciones no suelen ser ttiles para el célculo. Por eso no debes
preocuparte si la definicién anterior te parece dificil de aplicar en casos concretos. Debes hacer
un esfuerzo por comprenderla pero no tendrés que usarla para hacer calculos.

Observa que, en virtud de la definicién dada, se verifica que
{z} =2z <<= |z,—2z|—0

Recordemos que max{|Rez|,|[Imz|} < |z| < |Rez|+ |Imz|. Gracias a esta desigualdad tene-

mos que
|Rez, — Rez|
<|zy —z| < |Rez, —Rez|+ |Imz, — Imz]|
Imz, — Imz|
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Deducimos que |z, —z| — 0 si, y s6lo si, |Rez, —Rez| — 0y |[Imz, —Imz| — 0. Hemos
probado asi el siguiente resultado.

Proposicién 1.4. Una sucesion de niimeros complejos {z, } es convergente si, y solo si, las sucesiones
de niimeros reales {Rez,} y {Imz,} son convergentes. Ademds, en dicho caso

lim{z,} =z <= Rez =1lim{Rez,} y Imz=Ilim{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de niimeros complejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de ntiimeros reales.

El siguiente resultado relaciona las operaciones algebraicas con el concepto de limite. Su
demostracién es un sencillo ejercicio.

Proposicién 1.5. Si {z,} — z y {w,} — w, entonces {z, + w,} — z+w y {z,w,} — zw.
Ademds, si z, #0 paratodon €Ny z # 0, entonces {1/z,} — 1/z.

El siguiente resultado es quizds el més ttil para calcular limites de sucesiones de niimeros
reales.

Proposicién 1.6. Sea f una funcién real de variable real, y sean a,L € R U {+oc0o} U {—oo}. Supon-
gamos que limy_,, f(x) = L. Entonces para toda sucesion {x, } — a se verifica que { f(x,)} — L.

1.3.2. Series

Dada una sucesion, {z, }, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S, }, cuyos térmi-
nos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {z, }, es decir:

S1=2z1, 5 =z14+2, Ss=z1+z+2z3,..., S, =z1+z0+---+zy, ...

La sucesion {S, } asi obtenida se llama serie de término general z,, y es costumbre representarla
por E Z, 0, mas sencillamente,  z,,. El namero S, se llama suma parcial de orden n de la serie

n>1

S zy.

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para su-
cesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series. En particular, es innecesario
volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una serie

o]

g z, es convergente se usa el simbolo g zy, para representar el limite de la serie que suele

n>1 n=1
(0]
llamarse suma de la serie. Naturalmente E z, es el nimero complejo definido por
n=1

[ee] n
Zzn = lim{S,} = lim sz
n=1 e k=1
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Como caso particular de la proposicién 1.4, la serie E z, converge si, y solo si, las series de

n>1

ZRezn y Zlmzn

n=1 n=1

numeros reales

son convergentes .

n n—1
Observa que sila serie ) | z,, converge entonces la sucesion z, = g zj — g zj es diferencia
j=1 j=1
de dos sucesiones que convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

Proposicién 1.7 (Condicion necesaria para la convergencia de una serie). Para que la serie )z,
sea convergente es necesario que lim{z, } = 0.

Ejemplo 1.8 (Serie geométrica). Dado z € C, la sucesién {1 +z +z2 + -+ + z"} se llama se-
rie geométrica de razén z. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los
términos de la sucesion {1,2,22,23, o,z } Es costumbre representar la serie geométrica
de razén z con el simbolo Z z". Dicha serie converge si, y sélo si, |z| < 1, en cuyo caso su

n=0

limite es igual a 1

Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si z # 1, se tiene:

n 1 Zn+l
sz:1+z—|—z2+-~+z”:1_2—1_2 (1.2)
k=0

Zn+1

si |z| < 1 entonces lim

n—oo —Z

= 0 y obtenemos que

n

- 1

E Zn: lim Zk:i (|Z| <1)
n—00 —

n=0

k=0

Si |z| > 1 entonces la sucesién {z"} no converge a 0, por lo que, en virtud de la proposicién
anterior, deducimos que la serie E z" no converge. ¢

n=0

Antes de ver el siguiente ejemplo hay que precisar lo que se entiende por sucesion divergente
porque este término se utiliza mal con frecuencia.

Definicién 1.9 (Sucesiones divergentes). Una sucesion de niimeros reales {x,} se dice que es
positivamente divergente, y escribimos lim{x, } = +oo, si para todo ntimero real K>0 existe
un nimero natural mg €IN, tal que para todo n €IN con n>my se verifica que x,>K.

Una sucesion de niimeros reales {x, } se dice que es negativamente divergente, y escribimos
lim{x,} = —oo,si {—x,} — +o0.

Una sucesion de niimeros complejos {z, } se dice que es divergente, y escribimos lim{z, } = oo
silim {|z,|} = 4oo.
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Ejemplo 1.10 (Serie arménica). Se llama asf la serie de término general 1/#n; es decir, la serie
E —. Se verifica que la serie arménica diverge positivamente

n
n>1

[ee]

Z%_ lim {14+1/2+---+1/n} = 400

n—0o0
n=1

En efecto, para todo n €IN tenemos que

i+1 i+1 1 iy 1 1 1
logn—/l—dx—Z/ —dx\ / —dx— ]<]+§_|_. +j+_

y por tanto

) ) _ =1
nlggo{l+1/2+---+1/n}>nlgxgologn_+oo:>217—+oo
n—=

-1 n—1
Ejemplo 1.11 (Serie arménica alternada). Se llama asi la serie de término general % ; es
-1 n—1
decir, la serie Z (=1
n>1

es igual a log 2.

.Se verifica que la serie armonica alternada es convergente y su suma

i% = log2

n=1

En efecto, sustituyendo z por —x en la igualdad (1.2), obtenemos la siguiente igualdad
vélida para todon €N y todo x # —1:

1 2 3 n,n n+1 xn-i—l
—=1- — (=1 )" — 1.3
Tl o () () (13)
integrando esta igualdad entre 0 y 1 tenemos que:
n - 1 1
(_1)k 1 / x"+
— ) -1 n+1 o~
log2 ; T (1) 1o a dx
de donde
n - 1, nd1 1
(_1>k 1 / L / . 1
log2 — % —| = dx < [ "=
g ; 0 1 + x 0 n-+ 2
de donde se deduce que
n [e°]
-1 k—1 -1 n—1
7}13)10 log2 — Z% :0:>10g2zz%
k=1 n=1
¢
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El siguiente ejemplo te ayudard a entender el concepto de serie convergente. Vamos a ver
que modificando el orden de los términos en una serie convergente podemos obtener otra serie
convergente con distinta suma.

Reordenando términos en la serie armdnica alternada podemos obtener otra serie con dis-
tinta suma.

Como hemos visto, la serie armoénica alternada es la sucesion que se obtiene sumando consecu-
tivamente los términos de la sucesién

(") (. 11 11 11 11 1 1 1
{ o\ Ty ey e Ry o 1 (14)

Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesién poniendo uno positivo seguido de
dos negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos asi la sucesién

{ 1 11 1 11 1 11 1 1 }

Y Try ey 10 127 118 1.5)

Cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamente sus términos, es la sucesion {S, } dada
por:

S5 =1
1
S = 1-3
Sy = 1—%—%—1—%
S = 173737376 8
1 1 1 1 1 1 1
S = 1-3-3%37 57575 10 12
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Tenemos que

G gl 1 1 1 1.1 1 1 L1 11
o= 2 4'3 6 8'5 10 12 2i—1 4n—2 4n
_(poby ot rony 111N o1, 1 1
- 2) 4 \3 6/ 8 \5 10) 12 2n—1 4n—-2) 4n
o1t 1111 P S
2 4 6 8 10 12 22n—1) 4n
N AU SR U SR S O 11
T2 2'3 45 6 2n—1 2n
RN o Vi
2],:1 Ji
Deducimos que
) 1, &K(=11 1
fi S = 3 Jim 3 5 = S o2

j=1

Es claro que lim {S3, — S3,,—1} = lim {S3, — S3,—2} = 0 de donde se sigue que
1
lim{S,} = Elogz

Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie arménica
alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su

suma es ; log 2.

Este ejemplo pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergente no es
una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de nimeros.
Observa que los conjuntos de nimeros (1.4) y (1.5) son los mismos pero las series correspon-

dientes tienen distinta suma; la primera tiene suma log 2 y la segunda ! log 2. Sila suma de una
serie consistiera en sumar los infinitos términos de una sucesién, entonces el orden en que los
sumaramos seria indiferente porque la suma de ntimeros tiene la propiedad conmutativa. De-
bes tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estés haciendo una suma
infinita sino que estds calculando un limite de una sucesiéon cuyos términos se obtiene sumando
consecutivamente los términos de otra sucesiéon dada. Insisto: calcular la suma de una serie no
es una operacién algebraica, no consiste en sumar infinitos términos, es un proceso analitico
que supone un limite.

1.3.2.1. La particularidad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del millén: si las series no son nada més que sucesiones, ;por
qué dedicarles una atencion especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las se-
ries hay una hipétesis implicita que los libros silencian. A saber: se supone que las series son suce-
siones demasiado dificiles de estudiar directamente. La caracteristica que distingue el estudio de
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Algunos criterios de convergencia para series de términos positivos 17

las series es la siguiente: se trata de deducir propiedades dela serie {S,, } = {z1 +z2 + - - - + 24},
a partir del comportamiento de {z,}; es decir, los resultados de la teoria de series dan infor-
macion sobre la sucesion {S, } haciendo hipétesis sobre la sucesion {z, }. ;Por qué esto es asi?,
¢no seria mas 16gico, puesto que lo que queremos es estudiar la serie {S, }, hacer hipétesis di-
rectamente sobre ella? La razén de esta forma de proceder es que, por lo general, no se conoce
una expresion de S, = z1 +z2 + - -+ + 2z, que permita hacer su estudio de forma directa; es
decir, la suma z; + z2 + - - - 4+ 2, no es posible “realizarla” en la préctica. Por ello, en el estudio
de las series se supone implicitamente que la sucesion {z, } es el dato que podemos utilizar. Natu-
ralmente, esto hace que el estudio de las series se preste a muchas confusiones porque, aunque
su objetivo es obtener propiedades de la serie {S, }, las hipétesis hacen siempre referencia a
la sucesion {z,}. Si bien lo pensamos, esta forma de proceder no es del todo nueva. Ya estas
acostumbrado a usar la derivada de una funcién para estudiar propiedades de la funcién; pues
bien, la situacién aqui es parecida: para estudiar la serie {zq + 2, + - - - + z,,} (la funcién) estu-
diamos la sucesion {z,} (la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los siguientes
criterios de convergencia.

1.3.3. Algunos criterios de convergencia para series de términos positivos

Una serie ) a, tal que a, > 0 para todo n €N, se dice que es una serie de términos positivos.
Observa que una serie de términos positivos es una sucesién creciente por lo que o bien es
convergente o es positivamente divergente.

Recuerda que la serie geométrica de término general 2, = x", donde x > 0, converge si
i1
an
>~ ay, el comportamiento de la sucesion {a,+1/a,}.

= x < 1. Estonos lleva a considerar, en el caso general de una serie de términos positivos

Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)
Supongamos que a, > 0 para todo n €N y que existe

lim 2% = [ e RY U {+oo}

n

Entonces se verifica que:

a) Si L <1 laserie ) a, es convergente;

b) Si L > 1 osiL = +0oo, entonces ) a, es divergente.

Andlogamente, puesto que la serie geométrica de término general a, = x", donde x > 0,
converge si v/a, = x < 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie de términos positivos
>~ ay, a considerar el comportamiento de la sucesion { {/a, }.
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Criterio de la raiz o de Cauchy (1821)
Supongamos que para todon €N es a, > 0, y que existe

lim V/a, = LERY U {+c0}.

Entonces se verifica que:

a) Si L <1 laserie ) a, es convergente;

b) Si L > 1 osiL = +oo, entonces ) a, es divergente.

Unas series de términos positivos muy importantes son las siguientes.

Series de Riemann
Dado un ntimero real «, la serie {1+1/2%+1/3%+---+1/n"} sellama serie de Riemann de

exponente «. Dicha serie es convergente si, y sélo si, & > 1.

La importancia de las series de Riemann es consecuencia del siguiente criterio de conver-

gencia.

Criterio limite de comparacién
Dadas dos series de términos positivos Y a, y >_ by, tales que {a,/b,} — LeR{ U {400} se
verifica:

a) SiL = +ooy ) by es divergente también )  a, es divergente.

b) SiL =0y > by, es convergente también > _ a, es convergente.

c) Si LR las series > a, y Y b, son ambas convergentes o ambas divergentes.

Los criterios anteriores pueden aplicarse para estudiar la convergencia absoluta de una
serie. Precisemos este concepto.

Definicién 1.12. Se dice que una serie de niimeros complejos >z, es absolutamente conver-
gente si la serie de términos positivos > | |z, | es convergente.

El siguiente resultado es muy importante en el estudio de las series.
Proposicion 1.13. Si una serie de niimeros complejos >z, es absolutamente convergente entonces

dicha serie también es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho mds fuerte que el
de convergencia. La serie armonica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es
absolutamente convergente.

Cuando una serie no es absolutamente convergente se utilizan los siguientes criterios para

estudiar su convergencia.
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Teorema 1.14. Sea {a, } una sucesion de niimeros reales y {z, } una sucesion de niimeros complejos.

Criterio de Dirichlet. Si {a,} es monétona y converge a cero y la serie _ z,, tiene sumas parciales
acotadas, entonces Y | ayz, converge.

Criterio de Abel. Si {a,} es monétona y acotada y la serie Y z,, converge, entonces A,z €s con-
vergente.

Para estudiar la convergencia de una serie ) | z, de nimeros complejos lo primero que debes
hacer es estudiar la convergencia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos
positivos ) |z,|, para lo que se aplican los criterios de convergencia para series de términos
positivos. Si la serie ) |z,| converge hemos acabado. Cuando la serie ) |z,| no converge se
aplican los criterios de Dirichlet o de Abel para estudiar directamente la convergencia de la

serie ) zy,.

1.3.4. Ejercicios

1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

: .. 2"
i) z,=Yn+ina" (a€R,|a| <1) ii) zn:7—|-12_12
. 1 . 1 ) 1
111) Zn:w‘}_lseng (a>0) ]_V) Z?’l:nsen_+5lcos—

N n " n
(3] 0 e (i

2. Sea {z,} una sucesién de niumeros complejos no nulos y para todo n € N sea ¢, € Arg(z,).
Supongamos que {¢,} — ¢y {|zu|} — p. Justifica que la sucesién {z,} — p(cos ¢ +
iseng).

e\
3. Calcula el limite de la sucesién z,, = (1 + %) .
Sugerencia: Expresa z, = |z,| (cos ¢, + isen ¢,) y usa el ejercicio anterior.
4. Calcula el limite de la sucesién z,, = n <</§ ( cos % + 1 sen %) - 1).
Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesién 7( /2 — 1) es bien conocido.

5. Seaz € C, con |z]| =1,z # 1. Prueba que la sucesion {z" } no converge (;qué pasa si supones
que converge?). Deduce que si ¢ es un ntimero real que no es un mdltiplo entero de 7, las
sucesiones {cos(n¢)} y {sen(n¢)} no convergen.

6. Explica lo que quiere decir la igualdad siguiente.

1 < 2k
=5 Z sen(2k 7rx) para todo x €0, 1]
=1
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7. Estudia la convergencia de las series:

) 1 . cosn +1senn
Y 2y AP
j cost +isenZ
iii) stﬂ;ﬂ iv) Z n - n
nz1 n=1
n
Q+i)" 1 . 1 <1+i\@>
0 XL (Y
~ (14+2i)"n . Vn 2

.. T, T (34 4i)"
vii) Z (COS o + 1 sen ﬁ> Vviii) Zm
n=0

nzl

8. SeapeR con |p| < 1y ?€R. Calcula los limites Zp” cos(nd)y Zp” sen(n ).
n=0 n=0

9. Estudia la convergencia absoluta de las siguientes series.

D= b>z%z" 0> n'z"

n>1 n>l n>1
n" 3n+1) " z"
— f
D> e e)z 5 10- z )Zl+1/2+---+1/n
n>1 n=1 n>1

Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferencia
unidad.

1.4. Funciones elementales complejas

Las funciones complejas no son més que las funciones definidas en subconjuntos de R? con
valores en R? cuando en IR? consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A C C, a
toda funciéon compleja f : A — C se le asocian dos funciones reales: la funcién u = Re f “parte
real de f” y la funcién v = Im f “parte imaginaria de f ” definidas para todo (x,y) = x + iy €
A por:

u(x,y) = Re f(x +iy), o(x,y) = Im f(x +iy)

Naturalmente, f(x +iy) = u(x,y) +iv(x,y).
1.4.1. La funcién exponencial
Una de las formas de definir la exponencial de un ntimero real x es mediante el limite

n
e* = lim <1+f>
n

n—oo
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Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un ntimero complejo seria calcular
el anterior limite para z = x + iy € C. Pues bien se puede probar con facilidad que

lim <1 + x—;zy) = e"(cosy +iseny)

n—o00

Definimos, por tanto, la exponencial compleja como

n—oo

e’ = exp(x+iy) = lim <1 + x:zy) = e*(cosy + iseny)

Observa que
le?| = eR®%, Imzc Arg(e?)

En particular, obtenemos la llamada formula de Euler:

elt

= cost +isent (paratodot € R)

que establece una relacién entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De la
férmula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

eit 1 it it _ o—it
COSth, sent:T (teR)

Se prueba facilmente que e*T% = e* e para todos z, w € C. Se deduce que para todoze€Cy
todokeZ es

o — ez+2km

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funcién periédica con periodo 27i. Natu-
ralmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una funcién inyectiva.
Observa que la exponencial no se anula nunca pues |e? | = eR¢? > 0.

1.4.2. Logaritmos complejos

Dado un nimero complejo z # 0, hay infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecua-
ciéon e” = z. Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo
representaremos por Logz y es el conjunto:

Logz = {log |z | +i(arg(z) + 2kn), ke Z}

De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

logz =log|z| +iarg(z)  paratodoz e C*

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2k7t para algun entero k. Es
importante que observes que la igualdad

logzw = logz + logw
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que es vélida para los logaritmos de los ntiimeros reales positivos, no es siempre cierta para
ntimeros complejos. Por ejemplo:

z‘2n/3) i3n/4) — 1'3_”

1 , log (ei2n/3 ei371/4)

z'177r/12) —i77-[/12) _ Ve

log (e :iz?ﬂ, log (e =log (e =log (e

Lo que estd claro es que el namero log z + logw € Log(zw), es decir, log z + log w es un loga-
ritmo de z w pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

1.4.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos ntiimeros reales a > 0y b € R, la potencia de base a y exponente b se

b

define como a? = ¢/1°87. Ahora, dados a,b € C, con a # 0, sabemos que hay infinitos logaritmos

de a, todos ellos son de la forma loga + i 2k7t, con k € Z. Por ello, cualquier nimero complejo

b(loga+i2kr)

de la forma e donde k € Z, es una potencia de base 2 y exponente b. Representamos

por [a%] el conjunto de todas ellas.
[ab] _ {eb(loga+i2k7r) . kEZ}

Se destaca una:

ab — eb loga

que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que sib = 1/n
donde n €N, el nimero

1 loga .arga arga arga
1/n _ 2 _ ) Arga N o (1/n 8 ; 8
a’" =exp <n 10ga> = exp < » +1i ” > |z | (COS . +isen . )

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por {/a.

1.4.4. Ejercicios
1. Expresalos 8 nimeros £1+1i, + V3 +i enlaforma rei.
2. Calcula el médulo y los argumentos principales de los ntimeros
1+e? 1—e?, —ae'®
donde |¢| < tya > 0.
3. Calcula logz y Logz cuando z es uno de los ntimeros siguientes

i, —i e 3 e 4 —5¢e 1+i

4. Calcula log(3i) + log(—1+i+/3) y log (3i(—1+i+/3)).

i

5. Calcula log(—1 —1i) —logiy log <_1 — l).
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6. Calcula
[(_4)1']/ i—3i/ [1-2/71], [ii], 121‘/ 31—1‘/ ((—i)i)i, (1 —|—i)1+i

7. Estudia, paraz€ C* y n €N, las igualdades:

2) log(exp(z)) = 3 b) expllog(2) = =; ) log(¥/2) = B 1) log(z") = nlog(2)
8. Explica con detalle dénde ests el error en lo que sigue. Como (—z)? = z?; tenemos que

2log(—z) = 2log(z) y, por consiguiente, log(—z) = log(z).
9. Explica con detalle donde est4 el error en las igualdades siguientes:

i = (_1)1/2 — [(_1)3]1/2 — (_1)3/2 — i3 —
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Leccion 2

Ecuaciones Diferenciales

2.1. Introduccion

Una gran cantidad de procesos de todo tipo: fisicos, biolégicos, econémicos, quimicos, ...
se modelan matemdticamente por medio de ecuaciones diferenciales. La mecdnica newtoniana
y el electromagnetismo de Maxwell son ejemplos de teorias fundamentadas en sus respecti-
vas ecuaciones diferenciales. La dindmica de poblaciones o el desarrollo de un tumor pueden
describirse por medio de ecuaciones diferenciales.

Recuerda que la derivada es la herramienta que permite estudiar mateméticamente el cam-
bio de una magnitud respecto a otra, por ello es natural que las ecuaciones diferenciales sean
el modelo por excelencia para representar las relaciones que hay entre las magnitudes que
intervienen en un fenémeno y sus respectivos cambios. En consecuencia, las ecuaciones dife-
renciales son la herramienta apropiada para resolver multitud de problemas.

2.1.1. Estructura de la leccién y objetivos
La leccion esta estructurada en cuatro partes:

= Métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Estudia-
mos algunos tipos sencillos de ecuaciones diferenciales cuya solucién puede expresarse
mediante primitivas.

= Ecuaciones diferenciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Se trata quizds del tipo mds importante de ecuaciones diferenciales para las que se dis-
pone, ademds, de una teoria satisfactoria. Dedicamos particular atencién al caso de coefi-
cientes constantes cuyas técnicas especificas se exponen con detalle.

24
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Aplicaciones.

Vemos algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales a circuitos eléctricos
y sistemas mecdanicos, asi como a sistemas LTI

Transformada de Laplace.

Es una poderosa herramienta de célculo que transforma una ecuacién diferencial en una
ecuacion algebraica.

Algunas cosas que deberds saber hacer cuando terminemos esta leccién son:

2.2,

Reconocer distintos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden (de variables sepa-
radas, exactas, lineales, homogéneas, . ..) y calcular su solucién general.

Calcular la ecuacién diferencial y la envolvente de una familia de curvas dada.

Calcular la solucién general de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coefi-
cientes constantes.

Usar las técnicas de variacion de constantes y de los coeficientes indeterminados para
calcular soluciones particulares de ecuaciones lineales completas con coeficientes cons-
tantes.

Calcular funciones analiticas de una matriz cuadrada. En particular, calcular la exponen-
cial de una matriz.

Calcular la solucién general de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes.

Calcular la funcién de transferencia de un sistema LTI modelado por una ecuacién dife-
rencial.

Utilizar las propiedades de la transformada de Laplace para calcular la transformada de
Laplace directa e inversa de algunas funciones elementales (racionales, exponenciales,
trigonométricas).

Utilizar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales y sistemas de
ecuaciones diferenciales.

Generalidades

Una ecuacién diferencial es una ecuacion en la que se relacionan derivadas de una fun-

cién desconocida con otras funciones. Las ecuaciones siguientes son ejemplos de ecuaciones

diferenciales.
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1) y'—xsenx =1;
2) y" 4+ (x2 = 1)y’ + 3y cosx —4x =2;

3) (x")2+3x"+e'+t2—-1=0;

4) /(Y2 +sen?(x) +1+log(1+ (y')?) =1+ sen(yy’) + e T+,

&4_& —x2+4x
0x2 oy Y

5)
En 1), 2) y 4) se entiende que y es la funcién incégnita y la variable independiente es x. En 3)
se entiende que la funcién incégnita es x y la variable independiente es . En 5) se entiende
que la funcién incégnita es z y las variables dependientes son x e y.

Si en la ecuacién hay derivadas respecto de una sola variable independiente se dice que
es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO); y si hay derivadas parciales respecto a dos o mds
variables independientes se llama ecuacién en derivadas parciales (EDP).

. Lo dy d?y d? .

Es frecuente usar la notacién de Leibnitz —y, —y, &y para representar, respectivamente,
dx’ dx?” dxd

d"y

. : dx” -~ .

orden n de y respecto a x. En Fisica, especialmente en Mecénica, suele usarse la notacién de

las derivadas primera, segunda, tercera y, en general, para representar la derivada de

Newton en la que x, X representan las derivadas primera y segunda de x respecto a la variable
independiente t, que suele ser el tiempo.

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la derivada mds alta que aparece en dicha
ecuacién. La forma més general de representar una EDO de orden n es

F(xy,y"y", ..., y"™) =0 (2.1)

donde F es una funcién de n + 2 variables. Se dice que dicha ecuacién estd dada en forma
implicita.

Una EDO de orden # de la forma
vy =o(xy,y ", ..y Y) (2.2)
donde ® es una funcién de n + 1 variables, se dice que estd dada en forma normal.

Una funcién f : I — R es solucién de la ecuacién diferencial (2.1) en el intervalo I cuando
al sustituir y por f en dicha ecuaciéon obtenemos una identidad:

F(x, f(x), f'(x), f"(x),..., fW(x)) =0  Vxel

En general, la existencia de soluciones de una EDO no estd garantizada y pueden darse
gran diversidad de situaciones.

Suelen distinguirse tres tipos de soluciones de una ecuacién diferencial.
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a) La solucion general de una EDO de orden 1 es una solucién en la que, ademads de la variable
independiente, intervienen n pardmetros o “constantes arbitrarias”.

b) Las soluciones particulares son las que se obtienen a partir de la soluciéon general dando valo-
res especificos a los pardmetros.

¢) Las soluciones singulares son soluciones que no se deducen de la solucién general dando
valores a los pardmetros.

x+C
2
obtenemos la solucién particular y = x2/4; mientras que y = 0 es una solucién singular.

2

2
La ecuacién (y’')* = y tiene como solucién general y = ( > . Haciendo C = 0

Las soluciones de una EDO (o, més apropiadamente, sus gréficas) se llaman también curvas
integrales.

2.21. E.D. de una familia de curvas. Trayectorias

Consideremos una familia F de curvas planas dada por una ecuacién de la forma f(x,y,C) =
0, donde C es un pardmetro real que toma valores en un intervalo I, y para cada valor de C& I
tenemos una curva de dicha familia. Para obtener la ecuacién diferencial de F lo que se hace
es eliminar C en las ecuaciones

Do) | o,0
x,y,C xyC) ,
x dy y' =0

obtenemos de esta forma una ED ®(x,y,y’) = 0 que expresa una propiedad comun a todas
las curvas de F. Naturalmente, la solucion general de la ED ®(x,y,y’) = 0 es la familia dada

f(x,y,C) =0.

Se llaman w-trayectorias de F alas curvas que cortan bajo un angulo constante w a las curvas
de F. La tangente en un punto (x,y) a una curva y = y(x) de la familia F forma un angulo
con el eje de abscisas cuya tangente viene dada por y’ = tg(a). La pendiente en este punto de
la w-trayectoria z = z(x) buscada serd z’ = tg(« + w). Deducimos que

o B _ tglatw) —tg(w) _ 2z’ —tg(w)
y' =tgla) =tgla+w—w) = T+tgla+w)tg(w) 1+z'tg(w)

En consecuencia, sies ®(x,y,y’) = 0la ED de la familia F, la ED que verifican las w-trayectorias
de dicha familia es

/ J—
o (2 2= B@ )
1+z"tg(w)
Para el caso en que w = 71/2 se tiene que z' = —1/y’ por lo que las trayectorias ortogonales de
F satisfacen la ED ®(x,y, —1/y’) = 0.
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Envolvente de una familia de curvas 28

2.2.2. Envolvente de una familia de curvas

Consideremos una familia F de curvas planas dada por una ecuacién de la forma f(x,y,C) =
0, donde C es un pardmetro real que toma valores en un intervalo I y para cada valor de C€ I
tenemos una curva de dicha familia. Supongamos que hay una curva I' con la propiedad de
que por cada punto de I' pasa una curva ¢ de la familia F de tal forma que en el punto de
contacto las curvas I' y ¢ tienen la misma tangente. En tal caso se dice que la curva I es la
envolvente de la familia F.

Para obtener la ecuacién de la curva envolvente de F lo que se hace es eliminar C en las
ecuaciones
f(x,y,C) =0
I (xy,C) _,
aC
Ejemplo 2.1. Sea F la familia de rectas de ecuacién f(x,y,C) =y — Cx —3/C+2 = 0 donde
C > 0. Tenemos que

f(x,y,C)=0:>y+2:Cx+%:(y+2)2:c2x2+%+6x ,
df(x,y,C) —O:>—x+i—0:>C2—§ = (y+2)° =12«
oC - c2 ~

La envolvente es la pardbola de ecuacién (y +2)? = 12x. Puedes ver algunas rectas de la familia
junto a su envolvente en la figura (2.1). ¢

AW

:r}’ W
\\\\\\‘\‘ %
7 N\

Figura 2.1: Envolvente de una familia de rectas

La solucion general de una ED F(x,y,y’) = 0 es una familia de curvas dependiente de un
pardmetro que se podra representar por f(x,y,C) = 0. Es claro que la envolvente de dicha
familia (cuando existe) es también solucién de la ED; pues la pendiente de la envolvente en
cada punto coincide con la de la curva integral que pasa por dicho punto. Se trata de una
solucién singular de la ED.
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2.2.3. Problema de Cauchy. Condiciones de contorno

Con frecuencia interesa obtener solamente una solucién de una EDO que verifica unas de-
terminadas condiciones. Esto da lugar a dos tipos de problemas. Cuando las condiciones que
debe verificar la soluciéon buscada se especifican para un dnico valor de la variable indepen-
diente dichas condiciones reciben el nombre de “condiciones iniciales” y se dice que tenemos
un problema de valores iniciales (PVI) para la EDO dada. Si las condiciones dadas se refieran a mds
de un valor de la variable independiente dichas condiciones reciben el nombre de “condiciones
de contorno” y se dice que tenemos un problema de contorno para la EDO dada.

El caso mds usual de problema de valores iniciales para una EDO de orden 7 es el llamado
problema de Cauchy que consiste en obtener la solucién de dicha ecuacién cuyo valor y el de sus
primeras n — 1 derivadas en un punto xo son dados.

Ejemplo 2.2. El problema de Cauchy
y" —2y' +y =senx
y'(0) =1, y(0) = -1
tiene como solucién y(x) = § (—3e* +5x e* + cosx).

El problema de contorno
y" +y =senx
y'(0) = 7, y(m) =0
tiene como solucién

y(x) = i (27 cos(x) — 2x cos(x) +2sen(x) + 47 sen(x) — 2cos¥(x) sen(x) + cos(x) sen(2x)).

¢

2.3. Métodos de resolucion de EDOs de primer orden

A continuacién vamos a estudiar algunos tipos sencillos de EDO cuyas soluciones pueden
obtenerse con técnicas elementales. Usaremos indistintamente las siglas EDO y ED para refe-
rirnos a ecuaciones diferenciales ordinarias.

Vamos a considerar EDOs de la forma y’ = f(x,y) donde se supone que la funcién f esté de-
finida en un abierto de IR? y es todo lo buena que se precise para justificar en cada caso los
célculos que siguen. Las soluciones que encontraremos pueden venir dadas de tres formas.

a) Explicitamente cuando la solucién obtenida es de la forma y = ¢(x).

b) Implicitamente cuando la solucién obtenida viene dada por una igualdad H(x,y) = 0 que
define a ¥ como funcién (implicita) de x.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Complementos de Célculo



Ecuaciones de variables separadas 30

c) Paramétricamente cuando las curvas integrales vienen dadas en funcién de un parametro,
es decir, por sus ecuaciones paramétricas x = ¢(t), y = §(f).

No hay que pensar que la solucién se podra expresar por medio de funciones elementales.
Esto no puede asegurarse ni auin en el caso mas simple de la ecuacién y’ = f(x) porque puede
ocurrir que la funcién f(x) no tenga primitivas que sean funciones elementales. Por ejemplo,
la solucién de la ecuacién y’ = sen(x?) que cumple la condicién inicial y(xo) = yo es

X

y(x) =yo +/ sen (%) dt

X0
que no puede expresarse por medio de funciones elementales. En general, una EDO se conside-
ra resuelta cuando se logra expresar su solucién mediante la determinacién de ciertas funciones
primitivas las cuales, a su vez, podran o no expresarse por medio de funciones elementales. En
tales casos se dice que la ecuacion se ha resuelto por medio de cuadraturas.

Las EDs del tipo y’ = f(x,y) también suelen expresarse en la forma P(x,y) dx + Q(x,y) dy
P(x,y)

Q(x,y)

notacién diferencial P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 tiene la ventaja de que permite elegir, segin

0, que es otra manera de escribir la igualdad P(x,y) + Q(x,y)y’ =0,0sea, y' = —

interese, la variable independiente iguala x oa y.

Vamos a estudiar tres tipos basicos de ecuaciones.

= Ecuaciones de variables separadas.
» Ecuaciones exactas.
= Ecuaciones lineales.

Veremos que usando las técnicas de cambio de variable o de factor integrante otros tipos de
ecuaciones pueden ser convertidos en alguno de los anteriores.

2.3.1. Ecuaciones de variables separadas

Se llaman asi las ecuaciones que pueden escribirse en la forma
P(x)+Q(y)y' =0 <= P(x)dx +Q(y)dy =0 (2.3)

Es decir, el coeficiente de dx es sélo funcién de x, el de dy es s6lo funcién de y. Sean G(x)
y H(y) primitivas de P(x) y Q(y) respectivamente. Definamos F(x,y) = G(x) + H(y). La
solucién general de (2.3) es la familia de curvas definidas implicitamente por F(x,y) = C
donde C es una constante. Pues si y = ¢(x) es una curva de esta familia se tendra que

Flx9(x)) = C = 0= S Flx,9()) = == (G(x) + H(p(x)) = G'(x) + H'(p(x)g"(x) =

= P(x) + Q(g(x))9'(x)
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lo que prueba que y = ¢(x) es solucién de (2.3).

Reciprocamente, supongamos que y = ¢(x) es una solucion de (2.3) definida en un inter-
valo I. Se tiene entonces que

0=P(x)+Q(y(x))yp'(x) = %F(x,lp(x)) Vxel = F(x,p(x)) =C Vxel

Si la funcién Q(y) no se anula en su intervalo de definicién, entonces la funcién H(y) es
inyectiva por lo que existe su inversa H~! y (en teorfa) podemos despejar y en la igualdad
H(y) = C — G(x) obteniendo y = H™'(C — G(x)).

En la préctica se sobreentiende todo lo anterior y la solucién general de (2.3) se expresa

[Pwdr+ [owdy =c
)+ H(y) = C.

que es otra forma de escribir F(x,y) = G(x

simplemente por

Ejemplo 2.3. Calcular la velocidad critica de escape de la Tierra de un objeto de masa m (en
kilogramos) suponiendo que la tinica fuerza que actta sobre dicho cuerpo es la atracciéon gra-
vitatoria de la Tierra. Tomar como valor del radio de la Tierra R = 6371 Km.

Solucidn. Se trata de calcular la velocidad vy con la que hay disparar verticalmente dicho objeto
para que permanezca alejandose de la Tierra indefinidamente.

Como el movimiento y la accién de la fuerza tienen lugar en una recta que pasa por el
centro de la Tierra, elegimos un sistema de referencia con origen en el centro de la Tierra de
manera que el movimiento tiene lugar en el eje OZ de dicho sistema. De esta forma podemos
prescindir del cardcter vectorial de las magnitudes implicadas y trabajar solamente con sus
moédulos (normas euclideas).

Cuando el objeto se halla a una distancia / (en metros) del centro de la Tierra la fuerza de
atraccion gravitatoria que la Tierra ejerce sobre el mismo es proporcional a su masa e inversa-
mente proporcional a h?, es decir, de la forma F(h) = km/h*. Como F(R) = m g (el peso del
cuerpo en la superficie de la Tierra), deducimos que k = ¢R? y, por tanto, F(h) = mgR?/h?,
donde suponemos R expresado en metros. Sean h(t) la distancia del objeto al centro de la
Tierray v(t) = h'(t) su velocidad en el momento ¢.

Teniendo en cuenta que la aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo y
que la fuerza ejercida se opone al movimiento, la segunda ley de Newton nos dice que

W (6)
() 4!

do _ng2 do , h'(1)

N (0 T A 0 i

que es una ecuacién de variables separadas cuya solucién viene dada por

h/
/v do :—gR2/ (h(S;Zdt +C
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y deducimos que

1
ht)
Como parat = 0 es h(0) = Ry v(0) = v, se sigue que C = v} — 2¢R. Luego

v? = 2¢R? +C

(v(t)* = 2ng% +u5 — 2gR

Puesto que debe verificarse lim h(t) = 4o0, deducimos que tlirf (0(t))? =

t— o0

implica que v3 — 2¢R > 0, es decir, vg > /2¢R = 11180 m/s= 11,18 Km/s.

v% — 2gR, lo que
¢

Ejemplo 2.4. La curva llamada catenaria es la forma que toma un cable colgante bajo la accién

de la gravedad. Los cables del tendido eléctrico son un ejemplo. Queremos obtener la ecuacién

de dicha curva. Supondremos que el cable tiene suficiente caida como para presentar un punto

Py con tangente horizontal. Tomamos dicho punto como origen de coordenadas y el eje OX

coincidiendo con la tangente. Sea p el peso por unidad de longitud del cable. En cada punto

P = P(x,y) del cable hay una tension que seria la fuerza que, cortando el cable por P, marcaria

un dinamoémetro intercalado entre los dos trozos de cable resultantes. Sea Ty la tensiéon en P

y T = T(x,y) la tensién en P(x,y). Para obtener la ecuacién de la curva utilizaremos que, al

estar el cable en equilibrio, la resultante de las fuerzas que acttan en cada punto P(x,y) debe

ser nula. Dichas fuerzas son:

= El peso, W, del trozo de cable entre Py y P.
= La tensién horizontal Tj en el punto Py.

= Latension T en el punto P

Y

T, Py
Figura 2.2: Catenaria

Deberé verificarse que:

Tsenf — W =0, resultante de las componentes verticales.

{ Tcos —Top =0, resultante de las componentes horizontales;
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El peso se obtiene multiplicando p por la longitud del trozo de cable OP. Esto es

W:p/ox 1+ /()2 at
Tsenb = Totg 0 = Toy'(x) = p/ox V14 (y'(2))* dt

Derivando obtenemos

Deducimos que

y' =14 )2

Haciendo en esta ecuacién y’ = z, obtenemos una ED de variables separadas:

z! p 1+22<:>#dz:£dx

:To V1422 Tp

Integrando entre 0 y x, usando que z(0) = 0, obtenemos

_r _ P
argsenhz = Tox <= z = senh < T x)

Finalmente, una nueva integracioén da la ecuacién de la catenaria.

To To (P ) To [ & —
X — = —cosh| =x])]=—1eT + e D
y() p p To 2p

T
Y tomando como eje OX la horizontal que diste ?O de Py, punto que se llama base de la catena-

Ti
ria, serd y(0) = ?0 y, por tanto

2.3.2. Ecuaciones exactas

Supondremos en lo que sigue que P y Q son funciones con derivadas parciales continuas. La
ecuacién diferencial

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (2.4)

se dice que es exacta en un dominio () C R? cuando el campo vectorial F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y))
es conservativo en (), es decir, existe un campo escalar U(x,y), llamado el potencial del campo
F, determinado de manera tinica salvo una constante aditiva, cuyo gradiente

VUG y) = (55 (o), 5 o)
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coincide en todo punto de Q) con F(x, y):
ou ou
ax oY) = Ploy), o(xy) = Qwy) Vixy)eQ (2.5)

Es sabido que, en las hipétesis hechas sobre P y Q, una condicion necesaria para que el campo
F sea conservativo en () es que se verifiquen las igualdades

aP d
@(x,y) = %(x,y) V(x,y)eQ (2.6)

Cuando estas condiciones necesarias se cumplen y, ademds, () es un dominio simplemente

conexo (sin agujeros), entonces el campo vectorial F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) es conservativo
en ().

Supuesto que el campo es conservativo, vamos a calcular la funcién potencial U que se
anula en un punto (a,b) € Q).

%l;[(x y) =P(x,y) = U(x,y) = /;P(W)dt + o)

Derivando esta igualdad respecto de la segunda variable y usando las igualdades (2.5) y (2.6)
y el Teorema Fundamental del Célculo tenemos

Q) =5y e = [ G dr o) = [ G2ndt+9') = Q) - Qay) ')

y deducimos que

¢'(y) =Qay) = oy / Qa,t)dt V(x,y)eQ

luego
X Y
Utry) = [ Pawds+ [ Qe

Observa que para que este calculo sea correcto los segmentos que van de (a,b) a (a,y) y de
(a,y) a (x,y) deben estar contenidos en (). Una vez que tenemos la funcién potencial, las solu-
ciones de la ecuacion exacta (2.4) viene dadas implicitamente por U(x,y) = C donde C es una
constante. Pues cualquier funcién derivable y = y(x) definida en un intervalo I y que verifique
U(x,y(x)) = C para todo x € I debe verificar también que

0 = 55 Ul () = G2 (o) + 5o (x y(0)y' () = Plxy() + Qe y(x)y' ()

lo que prueba que y(x) es solucién de (2.4).

Ejemplo 2.5. Queremos determinar las curvas planas que tienen la propiedad de concentrar
en un punto un haz de rayos paralelos reflejados en ellas. Dichas curvas generan superficies de
revolucién con la misma propiedad que son usadas para construir los radiotelescopios.
Solucién.
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Y En la grafica de la izquierda se ha representado
parte de la curva y de su tangente en un pun-
to P. Se ha supuesto que los rayos incidentes
son paralelos al eje X y que el punto en donde

AT

se concentran los rayos reflejados es el origen.
El angulo de incidencia (el que forma el rayo
y incidente con la tangente en el punto de inci-
dencia), «, debe ser igual al de reflexion (el que

forma el rayo reflejado con la tangente) que es
iguala g — «.

Deberé cumplirse por tanto

2 2
s g, wxey 2 E e

B =8P = T e Y Tty 2y
ydy +xdx F/x2+y2dr =0= |F——2 +1| dx F—L——dy =0.
[x2 442 x2 432
Esta tltima ecuacién es de la forma P(x,y) dx + Q(x,y) dy con
x oP X 0
Ploy) =F 1, Qy) = F—— = Sy = 2L = i)

x2 +y? \/ x4+ y? dy NETERTE ox

Observa que P y Q estén definidas en O = R?\ {(0,0)} que es un dominio no simplemente
conexo por lo que, a priori, no es seguro que la ecuacion sea exacta. Tratemos de calcular una
funcién potencial U.

ou
— #:>U(x,y):xi|:\/x2+y2+(p(y):>

) =1
ax(x Y) ° \/x2+y2

%(x,w:x Y /() = Qv y) = ¢'(y) =0 = g(y) = C

x2+y2

ou ou
: ) _ /2 1 .2 o — - =
Hemos obtenidoasi U(x,y) = x F y/x= +y~ + C.Esclaro que e (x,y) =P(x,y)y 3y (x,y)
Q(x,y) para todo (x,y) € Q. Concluimos que las curvas solucién buscadas vienen dadas
implicitamente por

+4/x%+y? :x+c:>x2+y2:(X+C)2:>y2:20<x+%>

que es una familia de pardbolas con su foco en el origen. Ya Arquimides conocia esta propiedad
de las parédbolas pero ahora hemos probado que son las #inicas curvas que la tienen. ¢
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2.3.3. Ecuaciones lineales

Son de la forma
y'(x) +a(x)y(x) = b(x) 2.7)
donde a y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas en un intervalo I. Vamos

a probar que dados xg € I, yp € R, hay una tnica funcién derivable y: I — R que es solucién
de la ecuacion (2.7) y verifica que y(xg) = yo.

Notemos A la primitiva de a que se anula en x:

Alx) = /xa(s) ds  (x€l)

X0

A(x)

Multiplicando los dos miembros de la ecuacién (2.7) por e obtenemos:

y'(x) e ta(x) e y(x) = eV b(x)

A(x)

ecuacién que, poniendo ¢(x) = y(x) e ™), puede escribirse ¢'(x) = e b(x) y, como debe

ser
¢(x0) = y(x0) = yo, se tiene que:

@(x) =1yo +/ e p(t) dt.

X0

Concluimos que la funcién

y(x) = e 4 <yo + /xeA(t) b(t) dt> (2.8)

X0

es una solucién de la ecuacién (2.7) que verifica la condicién y(xo) = yo. La unicidad es conse-
cuencia inmediata de la forma en que hemos obtenido dicha solucién.

Ejemplo 2.6. Consideremos un depdsito que inicialmente contiene un volumen igual a Vj litros
de agua. A partir de ese instante, en el depésito entran L litros por minuto de agua contami-
nada con p miligramos de mercurio por litro y salen M litros por minuto. Se supone que en
cada instante la concentracion de mercurio en el depésito es uniforme. Calcula la cantidad de
mercurio que hay en el depdsito en cada momento.

Solucién. En cada tiempo ¢ (en minutos) sea V(t) el volumen de agua (en litros) e y(t) la
cantidad de mercurio (en miligramos) que hay en el depésito. Tenemos que V() = Vo + (L —
M). Para calcular y(t) debemos tener en cuenta que la concentracién de mercurio en la entrada
es constante igual a p pero no asi en la salida. La concentracién de mercurio en el depésito en
el tiempo t es igual a y(t)/V (t); por tanto, la cantidad de mercurio que ha salido del depésito

t
en el tiempo f esiguala M / % ds. Deducimos que
0

y(t):th—M/O %ds
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y derivando obtenemos
M

! _—_— =
Se trata de una ecuacién lineal con a(t) = M b(t) = p L. Supuesto que L # M se

tiene

M

A(t)Z/O %dt :%Oog(VO%—t(L—M))—log(Vo)> — log <1+tL‘_/OM>m

y teniendo en cuenta (2.8) y haciendo unos sencillos calculos, obtenemos que la solucién que

verifica y(0) = 0 viene dada por

w0 =i 5 (- (5) )

Sies L = M se obtiene

y(t) =pVo(1—e H/M)

Estudiadas con cierto detalle los tres tipos basicos de EDO1 (EDO de orden 1), en lo que
sigue vamos a estudiar algunos tipos de EDO1 que pueden convertirse en alguno de ellos
usando las técnicas de cambio de variable o de funcién y de factor integrante.

2.3.4. Ecuaciones de variables separables

Se llaman asi las EDO1 que pueden transformarse mediante operaciones sencillas en una EDO1
de variables separadas.

Tipo y’ = f(ax + by + ¢).

Se supone que 4, b, c son numeros reales con b # 0. El cambio de funcién y(x) por z(x) dado
por z = ax + by + c la transforma en una ecuacién de variables separadas en z y x.

z(x) —ax —c z'(x) —a z'(x)

_ — ! _ — = et o
y(X) - b y (.X') b 4 (.X) a bf(z(x)) bf(Z(.X')) +El 1
Hemos obtenido asi la ecuacién
1
m dZ — dx =0

cuya solucién estd dada implicitamente por

1
| wrreat —x=¢

Deshaciendo el cambio de funcién realizado en esta igualdad obtenemos la relacion entre x e y
que define implicitamente las soluciones de la ecuacién dada.
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2.3.5. Ecuaciones homogéneas

Se llaman asi las de la forma

y’=f(z)

x
Para resolverla, cambiamos la funcién y(x) por u(x) donde y(x) = u(x)x. De esta forma obte-
nemos la ecuacion u’'x 4+ u = f(u) que podemos escribir

1

1
mdu—;dx =0

que es de variables separadas.

Las ecuaciones homogéneas pueden definirse también de otra manera equivalente. Una
funcién h(x,y) se dice que es homogénea de grado & € R* si para todo t > 0 se verifica que
h(tx, ty) = t*h(x,y). Es inmediato comprobar que una EDO1 de la forma

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

en la que P(x,y) y Q(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado, puede escribirse como
una ecuacion diferencial homogénea segtn la definicién antes dada.

Ejemplo 2.7. Determinar la trayectoria que sigue un avién cuya velocidad tiene médulo cons-
tante v y siempre estd dirigida hacia el origen de coordenadas, y que sufre el empuje de un
viento lateral con direccién del semieje positivo de abscisas y velocidad constante w.

Solucién

Y En la figura de la izquierda se ha represen-
| T EGRCTELEEEEEEEE tado parte de la trayectoria buscada y de
/ su tangente en un punto P. La tangente lle-
---------- / va la direccion de la resultante de las velo-
/ cidades del avién y del viento lateral. La
/ interseccién de la tangente con el eje X es

/ el punto de abscisa x — y/y’ representado

/ X
x—yly'

en la figura.

Teniendo en cuenta la semejanza de tridngulos, se verifica que:

x—y/y'  w
7olp/y = =A== x—y/y =A\/x*+y? = ydx + A(/x*+y? —x)dy =0
Hemos obtenido una ecuacién homogénea. Es preferible, debido a la forma que (intuitivamen-
te) va a tener la curva solucién, obtener x como funcién de y. Hacemos, pues, x = uy con-
siderando y como la variable independiente y u = u(y) como funcién de y. De esta manera

obtenemos la ecuacién

L dy = ! du
y / AV1+u?
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Tipoy,:f<ax+by+c>

ax + py +

que puede integrase elementalmente obteniendo
1
log(Cy) = —Xlog(u—k Vitu?) = u+ Vi+u? =(Cy)™"

Teniendo en cuenta que (. + V1+u?)(u — V1+u?) = —1 se sigue que u — V1+u? =
—(Cy)"y, finalmente, obtenemos que
(Cy)~* - (Cy)* (Cy)' ™" — (Cy)t ™

u = 5 — X = °C

ax+by+c)

2.3.6. Tipo y/ = f <m

= Sic = v = 0 es una ecuacién homogénea.

» Silas rectas ax + by +c =0y ax+ By + v = 0se cortan en un punto (xg, o) podemos
escribir
ax +by+c=a(x—x9)+b(y—yo)

ax+By+y=alx—x0)+ By —yo)

Los cambios de variable y de funcién dados por t = x — x9, z = y — Yo convierten la
ecuacion en una homogéneaen z, t.

= Si las rectas son paralelas, el cambio de funcién z = ax + by transforma la ecuacién en
una de variables separables en z, x.

2.3.7. Ecuaciones reducibles a exactas. Factores integrantes

Decimos que pu(x,y) es un factor integrante de la ecuacién

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

cuando la ecuacién que resulta al multiplicar dicha ecuacién por u

u(x,y)P(x,y)dx + u(x,y)Q(x,y)dy =0 (2.9)

es una ecuacion exacta.

Por ejemplo, la ecuacién ydx + (x2y — x)dy = 0 no es exacta; pero si la multiplicamos
por u(x,y) = 1/x? obtenemos una ecuacién exacta.

Se sabe que siempre existen factores integrantes aunque esto no es de tan gran ayuda como
puede parecer en un primer momento porque, salvo en algunos casos tipicos, el cdlculo de
un factor integrante es un problema mucho mas dificil que la propia ecuacién que queremos

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Complementos de Célculo



Ecuaciones de Bernoulli 40

resolver. En general, las condiciones que debe verificar una funcién u para que la ecuacién (2.9)
sea exacta son:

) P
—(u(x,yv)P(x,y)) = 5= (u(x,y)Q(x,y)) =
% o 2.10)

)5 (o) + P )3 (5,9) = ) 52 () + Q) T )

En la practica nos interesa obtener solamente una solucién de esta ecuacién en derivadas par-
ciales. Lo que se hace es tratar de encontrar un factor integrante que sea de alguna forma espe-
cial. Suelen buscarse factores integrantes de los siguientes tipos:

x) (depende solamente de x)
y) (depende solamente de y)
x 4+ y) (puede expresarse como funcién de x + y)

xy) (puede expresarse como funcién de xy)

Veamos bajo qué condiciones hay un factor integrate de la forma y(x).Teniendo en cuenta la
ecuacioén (2.10), debe cumplirse que

oP 0Q
y’(x) _ @(xly) - a(x,y)
p(x) Q(x,y)

Esta condicién exige que la funcién de la derecha dependa solamente solamente de x, esto es

5 (69 = 52 y)
1) = g = () = M

Por ejemplo, la ecuacién lineal y’ + a(x)y = b(x), que puede escribirse (a(x)y — b(x))dx +
dy = 0, admite un factor integrante que solamente depende de x. Pues tenemos P(x,y) =

a(x)y —b(x), Q(x,y) = 1, por lo que

Sy = 52 wy)
S vTET R

Deducimos que p(x) = el 204 o5 un factor integrante.

2.3.8. Ecuaciones de Bernoulli

Son de la forma
y' +a(x)y+b(x)y* =0
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donde « es un ntimero real. Si & = 0 se trata de una ecuacién lineal y si « = 1 se trata de una
ecuacién de variables separables. En otro caso, el cambio de funcién z = y!=% la convierte en
la ecuacion lineal z’ + (1 — a)a(x)z = (« — 1)b(x).

Otro método consiste en escribir y(x) = u(x)v(x). Derivando resulta y' = u'v +uv’, y
sustituyendo en la ecuacién obtenemos u'v 4+ uv’ + a(x)uv + b(x)u*v"* = 0, que puede escri-
birse en la forma u'v+ (v’ 4 a(x)v)u + b(x)u*v* = 0. Ahora igualamos a cero el coeficiente
de u, con lo cual tenemos v’ + a(x)v = 0, que es una ecuacién de variables separadas en v,
x. Resolviéndola calculamos v(x). De esta forma, la ecuacién inicial ha quedado reducida a
u'v+ b(x)u*v* = 0, que es una ecuacion de variables separadas que permite calcular u.

2.3.9. Ecuaciones de Ricatti

Son de la forma
y' +a(x)y +b(x)y* = c(x)

No hay métodos generales para resolver este tipo de ecuaciones; pero si de alguna forma somos
capaces de calcular una solucién particular de dicha ecuacién, y,(x), entonces el cambio de
funcién y = yp + z transforma la ecuacion en z’ + (a(x) + 2b(x)y,(x))z + b(x)z% = 0, que es
una de Bernoulli con & = 2. El cambio z = u~! reduce esta tltima ecuacién a una lineal.

2.3.10. Otras formas de resolver la EDO1 lineal

Hemos visto ya dos formas de resolver la ecuaciéon y’ + a(x)y = b(x) . Directamente, como se
hizo al estudiarla por primera vez y calculando un factor integrante para convertirla en una
ecuacion exacta. Otra forma es el método conocido como variacién de constantes. Consiste en lo
siguiente.

Primero se calcula la solucién general de la ecuacién y’ + a(x)y = 0, que es C e~/ 2(*)dx,

donde C es una constante arbitraria. Seguidamente se forma la funcién y(x) = C(x) e~/ #(x)dx
donde hemos sustituido la constante C por una funcién desconocida, C(x), que se calcula im-
poniendo que y(x) sea solucién de la ecuacién dada. De esta forma se obtiene

C(x) = / b(x) el (e gy 4 C

lo que nos vuelve a dar como solucién general de la ecuacién lineal

y(x) = e~ Jalx)dx </b(x) of alx)dx g, —|—C>

Otro método para resolver las ecuaciones lineales consiste en poner y(x) = u(x)v(x). Con ello
y' =u'v+4uv’y, sustituyendo en la ecuacion, u'v + uv’ 4+ a(x)uv = b(x). Que puede escribirse
u'v+ (v +a(x)v)u = b(x). Imponiendo ahora que v’ + a(x)v = 0 podemos calcular v que
viene dada por v(x) = e /2(¥)d¥ La ecuacién inicial ha quedado reducida a u'v = b(x),
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de donde u’(x) = b(x) e/ *®)dx Integrando, u(x) = /b(x) e 1M gy 4 C. Como y(x) =

u(x)v(x), volvemos a obtener la solucién de la ecuacién lineal ya conocida.

2.4. EDO en forma implicita

Consideraremos algunos tipos de EDs de la forma F(x,y,y’) = 0.

Cuando F es una funcién polinémica en y’
Son EDs de la forma

)" +a(xy) )"+ (Y)Y +an(x,y) =0

Lo que se hace es considerar este igualdad como un polinomio en y’ y se calculan sus raices
fi(x,y) (1 <i<mn), conlo cuallaecuacién dada se escribe en la forma

' = Ay = falxy) - (v = fulx,y) =0

y deberemos resolver las n ecuaciones y’ — fi(x,y) = 0.

2.4.1. Ecuaciones de la forma y = f(x,y’)

Para resolver este tipo de ecuaciones, hacemos y’ = p y trataremos de expresar las curvas so-
lucién por medio de sus ecuaciones paramétricas en funciéon del pardmetro p. Para ello serd su-
ficiente con que logremos expresar x como funcién de p. A tal efecto derivamos y = f(x, p)
respecto de x, con lo que tenemos
p— of(x,p) af(xlp)p,
ox op

que es una ED en la incégnita p que, con suerte, puede ser de alguno de los tipos ya estudiados.

Supongamos que podemos expresar su solucion en la forma x = ¢(p, C). Entonces, las curvas
de ecuaciones paramétricas

y = f(e(p.C),p)

donde p es el parametro y C una constante, son soluciones dela ED y = f(x,y’). Los siguientes

{x:¢@£)

casos particulares son de especial interés.

2.4.2. EDsdelaforma y = f(y’)

En este caso, repitiendo el proceso anterior obtenemos

{x/ﬂ?dpﬂw+C
y=f(p)
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Ademads, para p = 0 se tiene la solucién constante y = f(0) que representa una recta horizontal
que es la envolvente de las curvas integrales.

2.4.3. Ecuaciones de Lagrange

Son de la forma
y+xoy) +¢ly) =0
Poniendo y’ = p y derivando respecto de x obtenemos
(p+o(p))dx +x¢'(p)dp +¢'(p)dp =0
Dividiendo por p 4+ ¢(p) obtenemos una ecuacién lineal

dx  ¢'(r) ., ¥'(p)
dP+P+MM +P+MM

en la que consideramos que x es funcion de la variable p. Sea x = ¢(p, C) la solucién de esta

ecuacién. Entonces las soluciones de la ecuacion de partida vienen dadas por

{x:MnQ
y=—¢(p,.Clo(p) —¢(p)

El razonamiento anterior excluye los puntos p en los que p + ¢(p) = 0. Veamos lo que ocurre
en tal caso. Sea A € R tal que A + ¢(A) = 0. Es inmediato comprobar que la funcién dada por
y = Ax —(A) es solucion de la ecuacion de Lagrange. Estas rectas son soluciones singulares
de la ecuacion.

2.4.4. Ecuaciones de Clairaut

Son de la forma
y—xy' +¢y’) =0
Poniendo y’ = p y derivando respecto de x obtenemos (—x+¢'(p))p’ = 0.Si p’ = 0 entonces

y' = p = A porlo que la familia de rectas y = A x — i(A) es solucién dela ED. Si —x + ¢'(p) =
0 obtenemos la solucién singular, envolvente del haz de rectas, dada por

{xzww>
y=py'(p) —v(p)

2.5. Ecuacion diferencial lineal de orden n

La ecuacion diferencial:

y " (x) +aya (x)y "V (@) - a0y () + a0 (x)y(x) = b(x) (211)
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donde a4; (0 < j < n—1)y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas en un
intervalo I, se llama ecuacién diferencial lineal (EDL) de orden n. A diferencia de lo visto para
el caso n = 1, no hay ningtin método general de resolucién de la ecuacién (2.11) cuando es
n > 2. Adquiere asi importancia el siguiente resultado. Notaremos C"(I) las funciones reales
(o complejas) que tienen derivada de orden n continua en el intervalo I.

Teorema de existencia y unicidad. Dados xo € I, (yo, ¥1,---,Yn—1) € R", existe una tnica fun-
cion

y € C"(I) que es solucién de la ecuacién (2.11) en el intervalo I y verifica las condiciones
y(%) =vo,yP(x0) =y, 1<k<n—1.

Los valores xo € I, (Yo, ¥1,---,Yn—1) € R", se suelen llamar condiciones iniciales. Asi, pues,
aunque para n > 2 las soluciones de la ED (2.11), salvo en algunos casos particulares, no pueden
obtenerse de forma explicita, si sabemos que, fijadas unas condiciones iniciales, hay una tinica
solucién de dicha ecuacion que las satisface; ademds dicha solucién estd definida en todo el
intervalo I.

Estudiaremos a continuacién algunas propiedades del conjunto de todas las soluciones de la
ED (2.11). Aprovecharemos para ello la linealidad de la ecuacion.

Es conveniente introducir una notacién apropiada. Notaremos C(I) el espacio de las funcio-
nes reales (o complejas) continuas en . Sea L : C"(I) — C(I) el operador que a cada funcién
y € C"(I) hace corresponder la funcién continua L(y): I — R definida para todo x € I por:

Ly)(x) = 3" (x) + au-a (x)y "V () + - an(x)y' (x) + a0 (2)y(x)

El operador asi definido es evidentemente lineal. La ED (2.11) puede escribirse ahora en la
forma L(y)(x) = b(x) o, simplemente, L(y) = b. La ED L(y) = 0 se llama ED lineal homogénea
de orden n. La ecuacién L(y)(x) = b(x) se llama también ED lineal completa de orden n.
Notaremos por Ker(L) el ntcleo del operador L, es decir, el conjunto de todas las soluciones
delaED L(y) = 0.

Sea X = {yeC"(I): L(y) = b} el conjunto de todas las soluciones de la EDL completa.
Supongamos que conocemos una solucién, ¢, de dicha ED. Entonces podemos escribir:

X ={yeC™(I):L(y) =L(p)} ={yeC"(I): L(y —¢) =0} = {yeC"(I) : y — p€Ker(L) }
= ¢+ Ker(L)

Naturalmente, Ker(L) es un subespacio vectorial de C"(I). Probaremos que tiene dimension
n. Para ello notemos u; el vector de la base canénica de R" cuyas coordenadas son todas nulas
excepto la j-ésima que es igual a 1, y notemos y; la tnica solucién de la ED homogénea que
satisface las condiciones iniciales:

(y;(x0), y) (x0), ..., y" "V (x0)) = uj.
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Comprobemos que las funciones yi,¥2,...,y, forman una base de Ker(L). En efecto, si
y€Ker(L), entonces la funcién

h=y(xo)y1 +y' (x0)y2+ - +y "V (x0)yn

es una solucién de la ED homogénea que verifica

h(x0) = y(x0), h'(x0) = y'(x0),..., h "V (x0) = y "V (x0)

En virtud de la unicidad de la solucién correspondiente a unas condiciones iniciales dadas,

concluimos que h = y. Hemos probado asi que y1,¥2,...,yn €s un sistema de generadores

de Ker(L); ademds dichas funciones son linealmente independientes, pues si c1, ¢y, ..., ¢, son
- n _ LI

nameros tales que ijl ¢cjyj = 0, es decir:

c1y1(x) + coya(x) + - - -+ cuyn(x) =0

para todo x € I, entonces, evaluando esta igualdad en xp obtenemos que c; = 0; derivando

k veces (1 < k < n—1) obtenemos 3>, c]-yj(k)

convierte en ¢y = 0. Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema.

(x) = 0, igualdad que al evaluarla en xj se

Teorema. Las soluciones de la EDL completa (2.11) son las funciones de la forma:

y(x) = ¢(x) +c1yi (x) + caya(x) + -+ +cayn(x)  (x€)

donde ¢ es una solucién particular de dicha ecuacion, y1, 2, ..., y, son cualesquiera n solucio-
nes linealmente independientes de la ED homogéneay ¢, ¢y, ..., c, son constantes arbitrarias.

2.5.1. Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientes constantes

Consideremos la ED
y(”)(x) + an,ly(”_l)(x) + -+ ay' (x) +agy(x) =0 (2.12)

enla que ag,ay,...,a,-1 son nimeros reales. Notando D el operador lineal que a cada funcién
derivable en un intervalo hace corresponder su funcién derivada, y definiendo

L=D"+a, D" '+ 4+a1D+ag

podemos escribir la ED (2.12) en la forma L(y) = 0.

Busquemos soluciones de dicha ecuacién de la forma y(x) = e?* donde A es un ndmero
real o complejo. Un sencillo cdlculo nos da:

L(e™) = (A" +a, (A" 14 FaA4ag)e™
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y deducimos que y(x) = e** es solucién de la ED (2.12) si, y s6lo si, se verifica que
A" a, A" A +ag = 0.

El polinomio x(A) = A" + Ay A" 4o+ @A+ ag, se llama polinomio caracteristico de la
ED (2.12).

Proposicién. Sea p una raiz (real o compleja) de multiplicidad k del polinomio caracteristico
X (A). Entonces las funciones e#*, xet*, x2eh*, ... xk=lel¥ gon soluciones de la ED (2.12).

Demostracion. Sea j € IN. Notando D, la derivaciéon respecto a la variable A, D = D, la
derivacién respecto a la variable x, y teniendo en cuenta que D, (Dy(e*¥)) = Dy(D,(e’*), se
deduce que:

. . . VAN
L(x) ") =L(D{(e™) =D{(L(™) =D{(x(W) ™) =3 (a0 I wwre™ @13
q=0
Igualdad que, con el convenio usual de que la derivada de orden cero de una funcién es la
misma funcién, también es vélida para j = 0.

Supongamos que p es una raiz de multiplicidad k de x(A). Se verifica entonces que las deri-
vadas de x(A) hastaladeorden k—1 inclusive se anulan para A = u. Deducimos asi, teniendo
en cuenta la igualdad (2.13), que para 0 <j<k—1 es:

L(x/e"™) = DI(x(A)e™) = 0.
=p

Teorema. Sean i, 1<j < m, las distintas raices del polinomio caracteristico x(A), con multi-
plicidades respectivas ki, k2, ..., ky (k1 +ka + -+ +ky = n). A cada raiz p; asociamos las k;
soluciones de la ED (2.12):

el xeli¥, x2eij,_“ , xkj—leij

Obtenemos asi n soluciones de la ED (2.12) que son linealmente independientes.

Notese que si y; es una raiz compleja de x(A), entonces las soluciones de la ED (2.12) aso-
ciadas a dicha raiz son funciones complejo-valuadas. Ahora bien, puesto que los coeficientes
ap, a1, ...,a,—1 de la ED (2.12) son nimeros reales, hipétesis que hasta aqui no hemos usado
para nada, se sigue que si y; = «; +if; es una raiz compleja de x(A), también lo es con igual
multiplicidad 7; = a; — if; . En consecuencia las 2k; funciones:

xlet¥ cos(Bjx) = i Leti¥ +xi~leli¥;
- le%¥sen(Bjx) =i(xteli* —xileti*) (1<j<k))
son soluciones de la ED (2.12). Finalmente, teniendo en cuenta que si dos vectores u,v son

linealmente independientes también lo son los vectores u + v, u — v, deducimos el siguiente
resultado.
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Teorema. Sean y;, 1<j< m, las distintas raices del polinomio caracteristico x(A), con multipli-
cidades respectivas ky, kz, ...,k (k1 +ka+ -+ +ky = n). A cada raiz real p; asociamos las k;
soluciones de la ED (2.12):

eij’ xeij’ x2ey]-x, . xkjfley]-x
A cada rafz compleja p; = a; + if; asociamos las 2k; soluciones de la ED (2.12):
i—1 ja;ix . i—1 jaix ) . .
X" e cos(Bix); ¥ eV sen(Bix) (1<j<k))

Obtenemos asi n soluciones de la ED (2.12) que son linealmente independientes.

2.5.2. Calculo de una solucién particular de la EDL completa

Una vez que sabemos calcular la solucién general de la ED (2.12), para obtener la solucién
general de la EDL completa:

y(”)(x) + an,ly(”’l)(x) + -+ my’(x) + aoyo(x) = b(x) (2.14)

donde b es una funcién continua real (o compleja) definida en un intervalo I solamente nece-
sitamos calcular una solucién particular de dicha ecuacién. Las soluciones ya no estaran defi-
nidas en todo R como antes, sino en el intervalo I donde estd definida la funcién b. Para ello
suelen seguirse los siguientes procedimientos.

2.5.2.1. Método de variaciéon de constantes

Supongamos, pues, que conocemos 1 soluciones y1, ¥, ..., Y, linealmente independientes de
la ED homogénea (2.12), y veamos un método, conocido con el nombre de método de Lagrange o
de variacién de constantes, que se utiliza para obtener una solucién particular de la ED completa.
En este método se supone que la solucién particular es de la forma:

¢ =Ciy1 +Cuyp+ -+ Cuyy (2.15)

donde Cy, Cy, ..., C, son funciones derivables en el intervalo I, que se determinan imponiendo
las siguientes condiciones:

Clm(x)  + @k + -+ Cixx) = 0
Clyl(x)  + Gy + -+ Clyix) = 0
Ly P(x) + o @) + -+ Gy ) = 0
Ly V) + Gy V) + o+ G V) = b

Se comprueba facilmente que si se satisfacen estas n condiciones entonces la funcién (2.15) es
solucién de la ED completa. Siempre es posible resolver dicho sistema para expresar las fun-
ciones Cl’, CZ’, ..., C, por medio de funciones conocidas lo que permite calcular las funciones
Cy, G, ..., Gy
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2.5.2.2. Método de los coeficientes indeterminados

Hay algunos casos especiales en que puede hallarse una solucién particular de la ED (2.14) pro-
bando directamente cierto tipo de funciones. Concretamente, si la funcién b(x) es de la forma
b(x) = e** Py(x)cos(Bx), o bien b(x) = e** P, (x)sen(Bx) donde &, f son nameros reales
(pudieran ser uno o los dos iguales a cero) y Py,(x) es una funcién polinémica de grado m.
Entonces lo que hacemos es hallar una solucién particular de la ED:

y W (x) +a, iy V() + -+ ay (%) +aoyo(x) = e@HAX P, (x) (2.16)
Se procede de la siguiente forma:

a) Si w + i B no es raiz del polinomio caracteristico x(A), entonces hay una solucién particular
de la ED (2.16) de la forma ¢(x) = e®+#)*Q, (x), donde Q,(x) es una funcién polinémica
de grado m con coeficientes indeterminados que se calculan imponiendo que la funcién ¢(x)
sea solucién de la ED (2.16).

b) Si a + i es raiz del polinomio caracteristico x(A) con multiplicidad k, entonces hay una
solucién particular de la ED (2.16) de la forma ¢(x) = xFe(®+#)xQ, (x), donde Q,(x) es una
funcién polinédmica de grado m con coeficientes indeterminados que se calculan imponiendo
que la funcién ¢(x) sea solucién de la ED (2.16).

Obtenida una solucién particular de la ED (2.16), su parte real o su parte imaginaria, segtin sea
b(x) = e** Py(x) cos(Bx),0 b(x) = e** P, (x) sen(px), es una solucién particular de la ED (2.14).
Naturalmente, el método también puede aplicarse cuando la funcién b(x) es suma de funcio-
nes de los tipos considerados.

2.6. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Las ecuaciones diferenciales:

yi(x) = any(x) +anya(x) + -+ - + a1y (x) + bi(x)
Yo (x) = amya(x) + anya(x) + -+ - + a2nyn(x) + ba(x)
Y () = amy1(x) + anay2(x) + -+ + aunyn(x) + b (x)
Donde ajj, b]-, 1<, j<n, son funciones reales (o complejas) conocidas, continuas en un intervalo

I, se dice que constituyen un sistema diferencial lineal (SDL, en adelante) de n ecuaciones en
las incégnitas y1, y2, ..., Yn.
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Al igual que en los sistemas de ecuaciones lineales, es conveniente usar la notacién matricial:

an(x) app(x) -+ ap(x) bi(x) y1(x)
an (x) axp(x) -+ axy(x by (x X
Adx) = 21:( ) 22:( ) | 2 :( )  b(x) = zf )  y(r)= yzf )
an1(x) app(x) -+ apy(x) b,x YnX

Lo que permite escribir el sistema en la forma:
y'(x) = A(x)y(x) +b(x) (217)

Cuando b(x) = 0 para todo x € I, el sistema se llama homogéneo, y completo o no homogéneo
en caso contrario.

Teorema de existencia y unicidad. Dados xo € I, (x1, x2, ..., x,) € R", existe una tnica funcién
y : I — R”", que es solucion del sistema diferencial lineal (2.17) y verifica que y(xp) =

(x1,%2,...,%n).

Notaremos C!(I,R") el espacio vectorial de las funciones reales (o complejas) definidas en el
intervalo I con valores en R"” (o en C") que tienen derivada continua. Teniendo en cuenta
la linealidad del operador A : C}(I,R") — C(I,IR") que a cada funcién y € C!(I,R") hace
corresponder la funciéon A(y) definida para todo x € I por A(y)(x) = y'(x) — A(x)y(x), y
razonando de forma analoga a como se hizo para la EDL de orden 7, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema. El conjunto de todas las soluciones del sistema diferencial lineal homogéneo
y'(x) = A(x)y(x) es un subespacio vectorial de dimensién n de C!(I,IR"). Las soluciones
del SDL completo (2.17) son las funciones de la forma:

y(x) = h(x) +c1y1(x) + cay2(x) +- - +eaynlx)  (x€I)

donde h es una solucién particular del SDL completo, y1, y2,...,y¥n son n soluciones lineal-
mente independientes del SDL homogéneo y ¢y, ¢z, ..., ¢, son constantes arbitrarias.

Un conjunto de n soluciones linealmente independientes del SDL homogéneo se dice que es
un sistema fundamental de soluciones.

Notaremos M, el espacio de las matrices cuadradas de orden 7 reales (o complejas). Dadas
n funciones y;j € C'(I,R"), 1<j<n, notaremos Y = (y1 | y2|--- | yn) la matriz o, més propia-
mente, la funcién matricial, Y : I — M, cuyas columnas estdn formadas por las funciones
Y1, ¥2,---,¥n. Naturalmente, por Y’ entendemos la funcién matricial cuyas columnas son las
funciones y;’, 1<j<n. Con estos convenios, podemos considerar la ecuacion diferencial matricial
asociada al SDL:

Y'(x) =A(x)Y(x), YeC(I,M,) (2.18)
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Es evidente que Y es solucién de la ecuacién matricial (2.18) si, y s6lo si, sus columnas son
soluciones del SDL homogéneo. Una matriz cuyas columnas son un sistema fundamental de
soluciones del SDL homogéneo, se llama una matriz fundamental.

El siguiente resultado permite reconocer cudndo 7 soluciones del sistema homogéneo son
linealmente independientes.

Teorema. El determinante de una solucién, Y, de la ED matricial (2.18) o bien es idénticamente
cero o no se anula en ningtin punto del intervalo I, lo que, a su vez, equivale a que Y sea una
matriz fundamental.

Mads adelante veremos cdmo obtener una matriz fundamental de un SDL con coeficientes cons-
tantes. Concluiremos ahora viendo cémo puede obtenerse una solucién particular del SDL
completo, supuesto que conocemos una matriz fundamental Y. Siguiendo la técnica de va-
riaciéon de constantes, se busca una solucién particular de (2.17) de la forma:

h(x) = Y(x)C(x) (2.19)
donde C : I — IR" es una funcién con derivada continua en I. Teniendo en cuenta que:
h'(x) = Y'(x)C(x) + Y(x)C'(x) = A(x)Y(x)C(x) + Y(x)C'(x)

y sustituyendo (2.19) en (2.17), obtenemos Y(x)C’(x) = b(x), lo que permite calcular C’(x) =
Y 1(x)b(x), y asuvez C(x) por:

C(x) = C(xo) +/xxY—1(t)b(t) dt

donde xj es cualquier punto de I. Finalmente, la solucién de (2.17) que verifica la condiciéon
inicial y(xp) = yo, donde yy es un vector dado de R", viene dada por

y(x) = Y(x) [Yl(xo)YO + [ Xy dt] (220

X0

2.6.1. Conversion de una EDL de orden 7 en un SDL de #n ecuaciones

Los resultados anteriores pueden usarse para estudiar la EDL de orden 7. Ello se debe
a que resolver una EDL de orden n equivale a resolver un SDL de n ecuaciones. En efecto,
consideremos la EDL de orden n:

y " (x) +aya (x)y "V (@) - a0y () + a0 (x)y(x) = b(x)
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Poniendo vy =y, y2 = v/,...,y, = y"~1, podemos escribir de forma equivalente la ecuacién

en la forma:
yi(x) = ya(x)
Y2 (x) = ys(x)
Yuo1(x) = yu(x)

Yn(¥) = —ao(x)y1(x) — a1 (x)ya(x) — a2(x)ys(x) - - - = an1(x)yn(x) + b(x)

que es un SDL de n ecuaciones con:

0 1 0 0
0 1 0 0
A(x)= b(x)=
0 0 0 1 0
() () () b(x)

Noétese que, en particular, esto justifica que consideremos tan sélo sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden.

2.6.2. Sistemas de EDs lineales con coeficientes constantes

En lo que sigue consideraremos un SDL homogéneo:

y'(x) = Ay(x) 21)

cuya matriz de coeficientes A, es una matriz constante, esto es, A € M,,. Nuestro problema es
obtener un sistema fundamental de soluciones de dicho sistema. Teniendo en cuenta que una
EDL de orden n puede escribirse como un SDL de n ecuaciones, es razonable esperar que el
sistema (2.21) tenga, por analogia con la EDL de orden n y coeficientes constantes, soluciones
de la forma:

y(x) =e*u (u#0)

donde A es un nimero real o complejo y u es un vector de R” o de C". Sustituyendo y(x) por
e’ *u en (2.21), obtenemos:
Ae*u=Ae* u=e'"Au

que, cancelando el factor e** y reordenando los términos, equivale a:
(A—Au =0, (2.22)

donde I indica la matriz identidad de orden n. Deducimos asi que y(x) = e** u es solucién
de (2.21) si, y s6lo si, A y u # 0 satisfacen (2.22), es decir, A es un valor propio de Ay u es un
vector propio de A asociado con A.
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Proposicién. Supongamos que hay una base de C", {uy, uy, ..., u,}, formada por vectores pro-
piosde A,y sea A; un valor propio ! asociado con u;. Entonces

A2 Ap X

A x X
y1=e"l"uy, y2=e uz,...,yn=¢ Un

es un conjunto fundamental de soluciones del SDL y'(x) = Ay(x).

Recordemos que los valores propios de una matriz A son las raices de su polinomio caracteristi-
co:
A(A) = |A —AT|

Notese también que, por ser la matriz A de nimeros reales, si z es un vector propio asociado
a un valor propio complejo A = a4+ i, (B # 0), dicho vector tiene que tener alguna de sus
coordenadas compleja, es decir serd de la forma z = u +iv donde u, ve R", v # 0. En este
caso también A = & — i B es un valor propio de A y z = u — i v es un vector propio asociado
con A. Las correspondientes soluciones del sistema:

z(x) = e("‘“ﬁ)x(u +iv), z(x)= e("‘_iﬁ)x(u —iv)

son funciones complejas conjugadas. Para obtener soluciones reales lo que se hace es sustituir-
las por:

z(x) +2(x)

5 =e"* (cos(Bx)u—sen(Bx)v), 2(x)—2(x) =e"* (sen(Bx)u+cos(Bx)v)

2i

La hipétesis hecha en la proposicién anterior equivale a que la matriz A sea diagonalizable
sobre C, lo que no siempre es posible.

2.6.3. Funciones analiticas de una matriz

Volvamos a considerar el SDL homogéneo con coeficientes constantes dado por y’ = Ay
donde A € M,,. Dado un vector zy € R", queremos calcular la solucién de dicho sistema que
verifica y(0) = zg. En el caso mds elemental en el que la matriz A es un nimero 4,y zp es
un namero zy, el sistema es ¥y’ = ay y la solucién buscada es y(x) = e?*zy. Con algo de
osadia podemos imaginar que en el caso general la solucién serd de la forma y(x) = eA* z.
Naturalmente, esto plantea dos problemas: definir la exponencial de una matriz y, una vez
definida, comprobar que efectivamente la funcién y(x) = e®* zy es solucién del SDL y' = Ay

Ax

con y(0) = zg. Ademds, veremos que e”** es una matriz fundamental.

Para definir la exponencial de una matriz cuadrada usaremos la serie que define la expo-

nencial:
® Lk 2 3 4 n
L S Tt
ef =) G=ltrt o
k=0
Los valores propios Ay, Ay, ..., pueden ser reales o complejos y pueden repetirse.
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Se trata de una serie de potencias que converge en todo R (y en todo C si interpretamos que
x es un nimero complejo). Como las matrices cuadradas podemos multiplicarlas y sumarlas,
dada una matriz A € M,,, podemos considerar la sucesién de matrices
n k 2 3 n
A A- A A

ZF:I+A+7+§+---+F (2.23)

k=0
Tiene perfecto sentido considerar la convergencia de esta sucesion en M,,. A efectos de con-
vergencia M, no es otra cosa que R7 con g = n?. Pues bien, se demuestra que la serie (2.23)
converge en M,,. Es natural definir el limite de dicha serie como la exponencial de la matriz A.
Seguimos el convenio de que A” = I la matriz identidad.

noaAk O Ak
A def o AT _ A
et = 7}1_{1210 g = E (2.24)
Podemos considerar ahora la funcién y : R — R" dada por

®  kak 2 3 n

X A A A A

Y(x):eAxZOZ <§ T) Zy) = <I+XA+x27+x3?+"'+an+--->ZO
P ! ! |

Derivando respecto a x término a término y notando O € M, la matriz nula, obtenemos que

'(x) = 0+A+xA2+x2A—3+---+x”—1A7n+ zo =
y 2l 1) )%

2 A7 AP ; AT A

— “ e n—=1_-= — X —
—A<I+xA+x - tx §+ +x (n_l)!+...>zo—Ae zo = Ay(x)
Lo que prueba que y(x) = e®¥ zg es la solucién del SDL homogéneo que verifica que y(0) = z.

Pensards que no hemos ganado gran cosa porque el célculo de la exponencial de una ma-
triz no parece nada fécil. Pues de hecho hay una manera muy sencilla de hacerlo usando el
siguiente resultado clave.

Teorema de Cayley-Hamilton. Toda matriz es anulada por su polinomio caracteristico. Es de-
Cir, si
A(Z) - ’A - ZI’ =ag+ a1z —|—a222 4 an_lzn—l +a,z"

es el polinomio caracteristico de la matriz A, se verifica que
A(A) = aol + ;A + ;A% + - +a, A" 14 a,A" = O.
Como el razonamiento que sigue es bastante general, no tenemos por qué limitarnos a la

funcién exponencial. Consideremos, pues, una funcién f que viene dada como la suma de una
serie de potencias en un cierto disco () C C (estas funciones se llaman analiticas).

f(z) = icnz” (zeQ) (2.25)
n=0
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Supondremos que () contiene a los valores propios de la matriz A; condicién que se cumple de
forma evidente cuando (2 = C como sucede cuando f esla funcién exponencial.

Supongamos ahora que P(z) es una funcién polinémica de grado mayor o igual que 1 y sea
R(z) el resto de la divisién de P(z) por A(z). Como A(z) tiene grado n se tendra que el grado
de R(z) es menor o igual que n — 1. Sea A un valor propio de A, es decir, A(A) = 0. Tenemos
que

P(z) = Q(z)A(z) + R(z) = P(A) = Q(A)A(A) + R(A) = R(A) (2.26)

Esto nos dice que cualquier funcién polinémica en A puede ser expresada como una funcién
polinémica en A de grado menor o igual que n — 1. En particular, esto serd cierto para las poten-
cias A con k > n. Deducimos asf que el valor de f(A) dado por la serie (2.25) podra expresarse
en la forma

FA) = &g + A+ apA? -+ Fay A" (2.27)

Si ahora sustituimos z por A en la serie (2.25) y tenemos en cuenta que por el teorema de Cayley
A(A) = O, el razonamiento que acabamos de hacer para un valor propio A también es valido
para A y obtenemos la igualdad

Z cnA" = agl + a1 A + A%+ - -+, 1 A"!
n=0

La definicion de f(A) es ahora clara (y obligada):
f(A) = agl +x 1A +apA% + -+ +a, (A"! (2.28)

Observa que acabamos de dar sentido al significado de f(A) cualquiera sea f en las condiciones
anteriores.

Para el calculo efectivo de f(A) todo lo que hay que hacer es calcular los n ntimeros «y,
(k =0,1,...,n—1), de forma que para cada valor propio A de A se verifique la igualdad
(2.27). Cuando hay n valores propios distintos esto nos proporciona n condiciones que permiten
calcular los ay.

Cuando algtin valor propio A tiene multiplicidad g > 1, entonces se prueba que dicho valor
verifica las g igualdades

FRA) = +FHE) k=0,1,...,g—1

donde hemos puesto H(z) = ag + a1z + apz? + - - +a, 12" L.

En consecuencia, siempre disponemos de n condiciones que permiten calcular los «;.
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2.6.3.1. Regla para calcular f(Ax)

En lo que sigue se supone que x es un numero fijo no nulo y mantenemos las hipotesis
hechas sobre f. Por lo antes visto sabemos que

f(Ax) = apl + a1 A + A%+ - AT

Donde ahora los coeficientes a; dependeran de x. Pongamos

¢(z,x) = f(zx) —ag — a1z — @pz% — -+ — @, 12"}
Los coeficientes se calculan por las condiciones de que para cada valor propio A de A se verifi-
que

p(Ax)=0 (2.29)

Para un valor propio A de multiplicidad g > 1 también hay que exigir que las derivadas de
6rdenes menor o igual que g — 1 con respecto a z de la funcion ¢(z, x) se anulen para z = A.
ok
gq)(zx) AZO k=1,...,9—1 (2.30)
7=
En total disponemos de 1 ecuaciones que permiten calcular los «; (que serdn funciones de x) y
con ello f(Ax).

Poniendo p(z) = ag + a1z + apz? + - - - + &, 12" ! las igualdades (2.29) y (2.30) nos dicen

que para cada valor propio A de multiplicidad g > 1 deben verificarse las g igualdades:

o ®

— = A k=0,...,9—1 231

PRLACE I 0 -envq (2.31)
Es decir, p(z) es el polinomio determinado por las condiciones de que en cada valor propio A
de A los valores de sus derivadas hasta un orden igual al de la multiplicidad de A — 1 coinciden
con las respectivas derivadas respecto a la variable z de f(z x) calculadas en A. El polinomio
p(z) no es, por tanto, otra cosa que un polinomio interpolador para f(z x).

Ax

Finalmente, queda por justificar que e®* es una matriz fundamental, es decir, su deter-

minante es distinto de cero. Para ello basta probar que dicha matriz tiene inversa. Ello es

consecuencia de que si A, B son matrices cuadradas de igual orden que conmutan, es decir,

B_ oA

AB = B A, se verifica que eA* eB. En particular, como A conmuta con —A, se sigue que

eA¥e AY = 0¥ = I, de donde se sigue que e A* es la matriz inversa de eA*.

Ejemplo 2.8. Sea

52 2
A=|2 21
212
Los valores propios de A son A; = 7y A, = 1 doble. Sea f(z) = * y calculemos e**. Sabemos
que
eAY = apl + aj A + ayA? (2.32)
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Pongamos
¢(z,x) = e** —ag — a1z — apz? (2.33)

Las igualdades (2.29) se obtienen sustituyendo en (2.33) z = 7 y z = 1. Resultan asi las dos
ecuaciones
e’ —ng — 7y — 49, = 0, e —apg—a;—ar =0

Como z = 1 es un valor propio doble, obtenemos otra ecuacién derivando una vez respecto
a z en (2.33) y sustituyendo z = 1. Obtenemos asi la ecuacién

xe¥ —a; — 20, =0

Obtenemos asi un sistema de tres ecuaciones lineales cuyas incégnitas son ag, a1, . La solu-
cidén es
1

1
= e¥(35 4% —42x), ;= ~18 e*(—1+e® —24x), ap

1

= 3 e*(—1+e® —6x)

Sustituyendo estos valores en (2.32) obtenemos facilmente

%ex(1+2e6x), %ex(—1+e6x), %ex(—l—ke(”‘)
eAX — %ex(_1+e6x), %ex(5_|_e6x), %ex(_1+e6x)
%ex(—1+e6x), %ex(—1+e6x), %ex(5+e6x)
¢
Finalmente, consideremos el SDL completo
y'(t) = Ay(t) + b(¢) (2.34)

donde A € M, es una matriz cuadrada constante y b es una funcién vectorial con valores en

R". Acabamos de ver que la matriz Y(t) = e’ es una matriz fundamental del correspondiente
SDL homogéneo. En consecuencia, como caso particular de (2.20), deducimos que la solucién

de (2.34) que verifica las condiciones iniciales y(fg) = yo viene dada por

t
y(t) = eAlt—1) yo 4 / A=) b (s) ds (2.35)

to

En particular, si consideramos que el sistema estd inicialmente en reposo, es decir, que las con-
diciones iniciales son y(0) = 0; entonces la solucién es

y(t) = /0 t A=) p(s) ds (2.36)
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2.7. Algunas aplicaciones

2.7.1. Oscilaciones libres y forzadas

Consideremos un cuerpo de masa m suspendido del extremo inferior de un muelle vertical
de masa despreciable. Partiendo de una posicién de equilibrio, en el momento inicial t = 0,
se aplica al cuerpo una fuerza f(f) en direccién hacia abajo que produce un desplazamiento
inicial yo y hace que el cuerpo se ponga en movimiento con una velocidad inicial vp.

A

Posicién de equilibrio Posicién inicial para t = 0

Figura 2.3: Sistema mecanico

Para obtener la ecuaciéon del movimiento fijamos un sistema de referencia cuyo origen si-
tuamos en el centro de gravedad del cuerpo en equilibrio. Llamaremos y(t) al desplazamiento
vertical en el momento t medido respecto de la posicién inicial de equilibrio y elegimos el senti-
do positivo del desplazamiento en la direccién hacia arriba. Debemos tener en cuenta la fuerza
de recuperacion, F,, del muelle que viene dada por la ley de Hooke como F,(t) = —ky(t) donde
k > 0 es una constante. Supondremos también que hay una fuerza de amortiguacioén, F,;, que
es proporcional a la velocidad, es decir, F,(t) = —cy’(t) donde ¢ > 0 es una constante de pro-
porcionalidad (el coeficiente de amortiguamiento). Los signos negativos se deben a que la fuerza
de recuperacién F, y la de amortiguacion F, se oponen siempre al movimiento.

Si es h la longitud del muelle en la posicion inicial de equilibrio, se tendrd que kh —m g = 0.
Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, deducimos que

my"(£) = mg + f(t) —k(y(£) +h) —cy'(t) = f(t) —ky(t) —cy’(t)
que suele escribirse con la notaciéon de Newton en la forma

my+cy+ky = f(t) (2.37)
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Observa que como todas las fuerzas acttian en una misma direcciéon podemos ignorar el caracter
vectorial y trabajar solamente con sus médulos teniendo siempre en cuenta el sentido en el que
actta cada fuerza.

Cuando la fuerza externa aplicada es nula, f = 0, se dice que se trata de oscilaciones libres
que pueden ser con amortiguamiento ¢ > 0 o sin amortiguamiento ¢ = 0. Cuando la fuerza
externa aplicada no es nula se trata de oscilaciones forzadas.

2.7.1.1. Oscilaciones libres no amortiguadas

En las oscilaciones libres se entiende que el cuerpo se somete a un desplazamiento inicial yo y
después se suelta dandole una cierta velocidad inicial vy sin ejercer después sobre él ninguna
fuerza externa. La ecuacién del movimiento (2.37) queda en este caso reducida a

mi+ky =0 (2.38)

que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La ecuacién caracteristica es mA% +k =
0 cuyas raices son

)lei\/k/m, Azz—i\/k/m
Por tanto, las soluciones de la ecuacion (2.38) son las funciones

y(t) = Cysen(wt) + Cycos(wt) w = Vk/m

donde C; y C; son constantes arbitrarias que pueden calcularse cuando se conocen las condi-
ciones iniciales y(0) = yo, y'(0) = vy.

Las soluciones anteriores suelen escribirse, poniendo C; +iC, = A e'? donde A = \/C% + C%
y ¢ = arg(Cy +iCy), en la forma siguiente.
y(t) = Cysen(wt) + Cycos(wt) = Im ((C; +1Cy)(cos(wt) +isen(wt)) = Im(Ae?e'“!) =
=Im(Ae @) = Asen(wt + ¢)

Un movimiento de la forma y(f) = Asen(wt + ¢) se dice que es un movimiento arménico
simple. Dicho movimiento es periédico con periodoiguala T = 271/w. Elnimerov = 1/T es
la frecuencia en ciclos por segundo (hercios). El nimero w es la frecuencia angular o pulsacion
que se mide en radianes por segundo, A es la amplitud, wt + ¢ es la fase y ¢ es la fase inicial.

Es interesante observar que la pulsacién, w, es independiente de las condiciones iniciales y
solamente depende de la masa m y de la constante eléstica k del muelle.

2.7.1.2. Oscilaciones libres amortiguadas

En este caso la ecuacién del movimiento (2.37) queda en la forma

my+cy+ky=0 (2.39)
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que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La ecuacién caracteristica es mA? +
cA +k = 0 cuyas raices son

—c+ Vc? — 4km A —c— Vc?—4km
7 2 =

A =
! 2m 2m

La naturaleza de estas raices determina las caracteristicas del movimiento.
Caso de raices reales

Si la amortiguacion es muy grande de forma que c? — 4km > 0 las dos raices son reales y
negativas. En este caso no hay movimiento oscilatorio, se trata de un movimiento aperiédico
de ecuacién

y(t) = CreM! +Cy et obien  y(t) = (C; + Cot) M (si A=Ay =A)

Si ¢ — 4km > 0 se dice que el movimiento es sobreamortiguado. Cuando ¢? — 4km = 0 se dice
que hay amortiguamiento critico.

Caso de raices complejas

Cuando c¢? — 4km < 0 las raices son complejas

— c k c?
M =Ry = —— iy 22
! 2 2m+l m  4m?

Y las soluciones son

k c
_ a—CH/2 -
y(t) = e V*(Cicos(wt) + Casen(wt)) w = Pl
Que, al igual que antes, puede escribirse de la forma
y(t) = e 12" Asen(wt + @) (2.40)

Se trata de un movimiento oscilatorio cuya amplitud, A e~ /2", decrece exponencialmente.
La pulsaciéon w es ahora menor que en el caso anterior y el periodo serd mayor, es decir, las
oscilaciones amortiguadas son maés lentas.

2.7.1.3. Oscilaciones forzadas

Acabamos de ver que en las oscilaciones libres con amortiguamiento la amplitud del movi-
miento decae exponencialmente. Por ello, en la préactica, el movimiento cesa al poco tiempo y
se dice que se trata de un movimiento transitorio. A veces interesa que dicho movimiento sea
permanente para lo que es preciso aportar energia exterior al sistema por medio de una fuer-
za capaz de sostener la oscilacién. El caso mds interesante corresponde a una fuerza del tipo
f(t) = a sen(bt). La ecuacion (2.37) del movimiento es ahora

my+cy+ky =asen(bt) (2.41)
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Se trata de una EDL completa cuya solucién, como sabemos, se obtiene sumando a la solucién
general de la ED homogénea una solucién particular de la ED completa. Teniendo en cuenta la
forma del término independiente (ver (2.16)), buscaremos una solucién particular de la ED

mij+cy +ky = ae®t (2.42)

que sea dela forma ¢(t) = Me’! donde M es una constante que deberemos calcular y entonces
y(t) = Im ¢(t) serd una solucion particular de (2.41). Sustituyendo en (2.42) obtenemos que

a _a(k—mb?) —iabc

—mMb? 4+ ibcM +kM =a = M = ——— = 3
k —mb= + ibc (k — mb?)* + b2

Poniendo k — mb? — ibc = pe'?, donde p = \/ (k— mb2)2 +b%c? y ¢ = Arg(k — mb? — ibc),
deducimos que

_ _ ibt _ a 2 ibt) _
y(t) =Ime(t) = ImMe"”! = . mb2)2 e Im ((k mb* —ibc) e ) =
_ a Im <peiﬂeibt) _ a sen(bt + 9)

(k—mb?)” + b2c? \/(k—mb2)2+b2c2

La solucién general de la ecuacion (2.41) se obtiene sumando esta solucién particular a la solu-
ciéon general (2.40) de la homogénea antes calculada. Obtenemos asi las soluciones

a

y(t) = e /2 Asen(wt + @) +
v (k= mb2)? +b2c?

sen(bt+ 9) (2.43)

Vemos que el movimiento estd formado por la superposiciéon de un movimiento oscilatorio
amortiguado, que se denomina transitorio porque cesa al cabo de un tiempo, y de un movi-
miento oscilatorio arménico simple que permanece y por ello se llama permanente. El sistema
acaba oscilando con la misma frecuencia, b, que la fuerza exterior aplicada. Ademads la amplitud
final del movimiento depende de dicha frecuencia.

Es facil calcular el valor de la frecuencia de la fuerza aplicada que hace maxima la amplitud
final del movimiento. Dicho valor viene dado por:

c2

k
b=\ T e

(2.44)

Esta frecuencia se llama frecuencia de resonancia que para valores pequeios de ¢/m es proxima
al valor /k/m que es la pulsacién propia del sistema cuando oscila libremente sin amortigua-
miento.

A la frecuencia de resonancia corresponde una amplitud méxima dada por

Ap=——on (2.45)
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Deducimos que, cuando el coeficiente de amortiguamiento, ¢, es muy pequefio, la amplitud de
las oscilaciones forzadas en resonancia puede ser muy grande aunque la amplitud de la fuerza
aplicada a sea pequenia.

Como veremos a continuacion, los circuitos eléctricos son muy parecidos (isomorfos, dirfamos
en matematicas) a los sistemas que estamos estudiando y en ellos se aprovecha el fenémeno de
resonancia para amplificar sefiales; eso es lo que hacen esencialmente los sintonizadores de
radio. Otras veces hay que evitar la resonancia como ocurre en las vibraciones de estructuras
elasticas tales como puentes o en las vibraciones de partes de una maquina como un motor de
automovil donde el aumento de la amplitud de las vibraciones es peligroso o molesto.

2.7.2. Circuitos eléctricos RLC

La intensidad I = I(t) de la corriente a través de un circuito eléctrico estd caracterizada por los
valores de la resistencia R (ohmios), capacitancia C (faradios), inductancia L (henrios) y fuerza
electromotriz (fem) aplicada E = E(t) (voltios). Los valores de R, C y L se suponen constantes
y son propios de cada circuito.

Figura 2.4: Circuito RLC

En el circuito de la figura se han representado los siguientes componentes.

» La fuerza electromotriz aplicada, E(t), cuyo efecto es establecer una diferencia de po-
tencial que da lugar al movimiento de las cargas a través del circuito produciendo una
corriente I(t).

Recuerda que la intensidad I(¢) de la corriente eléctrica mide el flujo de carga Q(f) por
unidad de tiempo a través de una seccién del conductor:

1(¢) = 990

su unidad es el amperio (culombio/segundo).
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= Una resistencia de R ohmios, que se opone al paso de la corriente y que provoca una caida
de potencial dada por
Vr(t) = RI(t)

» Un condensador de capacitancia C, que almacena una carga Q(t). En cada momento la
caida de potencial entre los extremos del condensador viene dada por la igualdad

Ve(t) = %

» Un inductor, con inductancia L. Una corriente variable en un inductor produce un campo
magnético que da lugar a una fem inducida que se opone a la fem aplicada, lo que origina
una caida de potencial dada por

o dI(n)
Vi) = Lo

La fem aplicada produce una diferencia de potencial E(t) en los extremos del circuito que,
por el principio de conservacion de la energia, debe ser igual a la suma de las diferencias de
potencial entre los extremos de cada uno de los componentes del circuito. Como se trata de un
circuito de una sola malla, a lo largo de él circulard la misma intensidad de corriente I = ().
Obtenemos asi la siguiente ED:

dI(t) Q(t)

que puede escribirse de forma equivalente en funcién de la carga g(f):
LQ”+RQ’+%Q:E(t) (2.47)
También podemos derivar la ED (2.46) para obtener en funcién de I(t) la ED:

1
LI"+RI'+ =1 =E'(t) (2.48)

De esta forma hemos obtenido ED lineales de segundo orden con coeficientes constantes for-
malmente idénticas a la obtenida para el caso de oscilaciones forzadas (ecuacién (2.37)). Los
resultados que obtuvimos en el estudio del movimiento oscilatorio pueden ahora interpretarse
en términos de circuitos eléctricos sin mds que tener en cuenta las siguientes correspondencias:

oscilaciones circuito RLC

F(t) =my"(t) (masa) V(t)=LQ"(t) (autoinductancia)
F(t) =cy'(t) (amortiguador) | V(t) = RQ’(t) (resistencia)

F(t) = ky(t) (muelle) V(t) = Q(t)/C (condensador)

Desde un punto de vista matemético, ambos sistemas, el mecanico y el circuito RLC, son el
mismo sistema o, dicho en la jerga matemadtica, son sistermas isomorfos.
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2.7.3. Sistemas LTI

Un sistema es cualquier proceso que transforma sefales de entrada en sefiales de salida. Una
sefial es, simplemente, una funcién. En términos matematicos, podemos representar un sistema
por un operador L que al actuar sobre una sefial x produce una sefial y, lo que se escribe y = L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Para que un concepto tan gene-
ral sea realmente ttil hay que suponer que se cumplen ciertas propiedades.

2.7.3.1. Propiedades de los sistemas

» Linealidad. Se dice que un sistema L es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir,
cualesquiera sean las sefiales de entrada x e y y los ntimeros «, B se verifica que:

L(ax+By) =aLx+pBLy
Esta propiedad suele llamarse principio de superposicion.
= Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistema L es invariante en el tiempo si un ade-

lanto o retraso de la sefial de entrada produce el mismo efecto en la sefial de salida.

Dado a € R, representaremos por 1, el operador de desplazamiento que al actuar sobre una
sefal x la convierte en la sefal (7,x)(t) = x(t — a). Es decir, 7,x es la misma sefal x
adelantada o retrasada segiin que a < 0 o 4 > 0. La invariancia en el tiempo se expresa
por la igualdad:

L(t,x) = t,Lx

De manera mads explicita, si y(t) = (Lx)(t) es la sefial transformada de x y z(t) =
(L(7ax))(t) es la sefnal transformada de 1,x, se verifica que z(t) = y(t — a).

» Estabilidad. Se dice que un sistema L es estable cuando es lineal y continuo. Matemaética-
mente esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe dotarse de signifi-
cado matematico preciso):

[ee] [o0]
L (Z xn> = Z Lx,
n=0 n=0
También suele expresarse la estabilidad por la condiciéon de que el sistema transforme

sefales acotadas (Bounded Inputs) en salidas acotadas (Bounded Outputs). A estos siste-
mas les llaman BIBO en los textos de procesamiento de sefiales.

» Causalidad. Se dice que un sistema L es causal cuando se verifica que
u(t) =o(t) vt <tg= (Lu)(t) = (Lv)(t) YVt <to
Dicho en términos familiares, un sistema es causal cuando su respuesta depende sola-

mente del pasado.

Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo.
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2.7.4. Funcion de transferencia de un sistema LTI

Sea L un sistema LTI y supongamos que dicho sistema admite como entrada una sefial de la
forma e, (t) = e’ donde A € C. Sea y, = L(e;) la respuesta del sistema a dicha sefial. En
virtud de la invariancia en el tiempo, se tendrd que

Ty = TaL(ex) = L(taey)

Tenemos que
Te(t) =ey(t—a) =M =eMe)(t)

—Aa

es decir, T,e) = e e). Como L eslineal, se sigue que

TaYr = L(Tg e)\) = e*)‘”L(e)\) = ei)uly)L

Luego T,y = e “"y,, es decir, para todo t € R se verifica que T,y(t) = yi(t —a) =
e 1y, (t). En esta igualdad a € R es arbitrario por lo que podemos sustituir t = 0y hacer a =
—t con lo que resulta
ya(t) = y(0) e*.Igualdad que podemos escribir en términos funcionales como vy, = y(0) e,.
Esto nos dice que la funcién e, es un vector propio de L (piensaen L como un operador lineal
definido en un espacio vectorial de funciones):

L(ex) =ya(0)er

con valor propio asociado el namero (que, en general, serd un niumero complejo) v, (0). Defi-
namos H(A) = y,(0). La funcién asi definida verifica la igualdad

L(e/\) = H()\) e\
y se llama funcion de transferencia del sistema.

Sustituyendo el niimero A por un nimero de la forma i w donde w € IR, obtenemos como

input la sefial e'“! que es una sinusoide compleja de frecuencia w. La funcién w — H(iw) se

llama la respuesta en frecuencia del sistema.

2.7.5. Sistemas LTI modelados por ecuaciones diferenciales

Consideremos un circuito RC como el de la figura (2.5).

Se suponen conocidos los valores constantes de la resistencia R (ohmios) y la capacidad C
(faradios). Al circuito se aplica una fem E(t) (input) y la salida (output) que nos interesa es la
caida de potencial y(t) a través del condensador. Teniendo en cuenta que y(t) = q(t)/C y que
I(t) = q'(t), obtenemos, como caso particular de la ecuacion (2.47), que

RCy'(t) +y(t) = E(t) (2.49)
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Figura 2.5: Circuito RC

Naturalmente, la fem E(t) se aplica a partir de un cierto instante f( lo que suele expresarse por
la condicién E(t) = 0 para todo f < t. La solucién que nos interesa de la ecuacion (2.49) es la
solucion de estado estacionario que estd determinada por la condicién de que cuando se aplica la
fem el sistema estd en reposo, por lo que y(ty) = 0.

Como caso particular de (2.8), la solucién buscada de la ecuacion (2.49) viene dada por

t 1 t
_ —t/RC s/RC _ —(t—s)/RC)
y(t) RCe /to e E(s)ds RC /_OOE(s)e ds (2.50)

A partir de aqui es facil comprobar que el circuito considerado es un sistema LTI. Para calcular
la respuesta en frecuencia de este sistema consideremos como sefial de entrada E(t) = e'“’. La
salida correspondiente viene dada por

1 ' iws ,—(t—s)/RC 1 —t ' i 1 i
_— ds = — /RC/ s(iw+1/RC ds — iwt
RCJ..S °© T RC® e *TiwRC+1°
. . 1
y deducimos que H(iw) = TWRCTT

En general, los circuitos eléctricos formados por resistencias, condensadores y solenoides a
los que se aplica una fem actian como sistemas LTI. La sefial de entrada, u(t), es la fem apli-
cada y la sefial de salida, y(t), es la diferencia de potencial entre dos puntos del circuito o bien
la intensidad de la corriente en un tramo del mismo. Estos sistemas LTT tienen la particulari-
dad de que la sefial de entrada y la de salida estan relacionadas por una EDL con coeficientes
constantes del tipo

apy™ +a, 1y 4 ay’ +agy = b 4+ by 4 w4 bou (2.51)

Ejemplo 2.9. Consideremos el circuito de la figura (2.6).

Suponemos conocidos los valores (constantes) de L, R y C, asi como la fem aplicada u(t) (in-
put). El problema es obtener la caida de tensién a través de la resistencia, es decir la diferencia
de potencial y(t) (output) entre los puntos 2 y 3. Notaremos V;; = V; — V; la diferencia de po-
tencial entre los puntos i, j. Naturalmente, las intensidades son funciones del tiempo I; = I;(t)
asi como las cargas respectivas q; = g;(t).
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I
L Iy |
— 2 ¢ 1
& 1, R 3 LT,
_71_.11 —’—'VW——W—T
3 |I _
+ g Y
Cq,)u(t)
B I
! «

Figura 2.6: Circuito

Se sabe que la suma algebraica de las diferencias de potencial entre los extremos de los

distintos elementos que forman un circuito cerrado o malla, tomadas todas en el mismo sentido,

es igual a cero.

Malla 1341.

Viz + V34 + Vi1 = 0. Esta igualdad proporciona la ecuacion:

%+Lg:

Malla 1231.
Vio + Va3 + V31 = 0. Esta igualdad proporciona la e

LI+ IsR

Malla 2342.

Vaz + Vag 4 Vo = 0. Esta igualdad proporciona la e

I5R—|—L16/:

Derivando dos veces la ecuacion (2.54) tenemos que

ng”:%—

Derivando dos veces y sustituyendo el valor de u(t

1

1! I,
Seu(t) (1) 6

T

LC?

"

sustituyendo L I, por su valor dado por (2.55)

u(t) (2.52)
cuacion:

Kl (2.53)
cuacion:

q4

= 2.54

L (254)
IZ'R (2.55)

) dado por (2.52), tenemos que:
I /

—%—LM%:
Lo,

_ B3 _ 4 [VR=
c cth
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sustituyendo I/ por su valor dado por (2.54)

_6]3+C]4_ I5R B 13,4—14,

"p
~Lc? Ic c ThER=

sustituyendo ik —g g4 por su valor obtenido sumando (2.53) y (2.54)
L+ LI+1)  IsR o
=T¢ ¢ TrcthRk=

usandoque s =L — L=l — L =2l =1+ I/ — (I + 1)

2I; R,
=5 4 2 L 'R =
ctreth

teniendo en cuenta que y(f) = IR

:y”_}_iy/_}_i
RC LC

Hemos obtenido que la relacién entre la entrada (input) u(t) y la salida (output) y(t) viene
dada por la ED:

"(t) + ——u(t) (2.56)
¢

Ejemplo 2.10. Consideremos el sistema LTI que consiste en el circuito del ejemplo anterior.
Sabemos que entre la sefial de entrada, u(t), y la de salida, y(t), se verifica la relacién dada por
la ED

2 1 1
v+ ﬁy’ ticy= —u'"(t) + ﬁ”(t) (2.57)

Consideremos como entrada del sistema la funcién u(t) = e'“!, donde w € R. Como estamos
suponiendo que se trata de un sistema LTI, la respuesta serd de la forma y(t) = H(iw)e'“!
donde H es la funcién de transferencia del sistema. Teniendo en cuenta la relacién entre las

sefiales de entrada y salida dada por la ecuacién (2.57), deberd verificarse que

de donde se sigue que la respuesta en frecuencia del sistema viene dada por

1

—(w)+ 7
H(iw) = ) 2.LC1
(ZCO) +ﬁlw+ﬁ

Supongamos ahora que R = v/L/C . Poniendo a = 1/RC, se tiene que #%> = 1/L C. Con ello

resulta
a? — (iw)? a—iw

H(iw) = _ a4t
(iw) (iw)2+2a(iw)+a? a+iw
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Por tanto, si representamos por L(u) la respuesta del sistema a la entrada u, hemos probado
que
; X—iw
L(e: ) = H(i fwt _ ! 1wt
(i) (1) = Hliw) e’ = ==
Supongamos ahora que la funcién de entrada, u(t), tiene periodo T'y viene dada por (desarrollo
en serie de Fourier)

u(t) = Z ¢, @'t donde wy =27/T (frecuencia en radianes)

n—=—oo

Puesto que nuestro sistema es estable, tenemos que

o] o]

Lu)(t) = Y cyH(inwg)e ™ = 3" ¢

n=—oo n=-—oo

®—1inwy inwot
"w+inwy

Lo que acabamos de obtener es el desarrollo en serie de Fourier de la respuesta periédica con
periodo T del sistema a la entrada u(t). Observa que como |H(iw)| = 1 para todo w € R, la
energia de la sefial de salida es la misma que la de entrada:

Z |Cn’2: Z |CnH(”‘U0)|2

n=-—oo n=-—oo

2.7.5.1. Funcién de transferencia de un sistema LTI controlado por una EDL

Es muy facil comprobar que la funcién de transferencia de un sistema LTI en el que la sefial de
entrada, u(t), y la de salida, y(t), estan relacionadas por una EDL de la forma

any ™ 4+ a,_ "V 4wy +agy = bpu™ by ™Y 4 b+ bou (2.58)

viene dada por

H(A) = —= (2.59)
donde
AA) = apA" +a, A" P A dag
B(A) = byyA™ + by A" -+ biA + bo
2.7.5.2. Respuesta impulsiva y solucién de estado estacionario

Dada una EDL
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Llamaremos respuesta impulsiva a la solucién del PVI

y(n) -+ an_ly (nfl) + -+ aly/ + aoy =0

y(0) =y'(0) = =y"2(0)
yU0) = 1

Se llama solucién de estado estacionario a la solucién del PVI

y(0) =y'(0) =--- =y 2(0)=y"V©0) = 0

Naturalmente, la solucién de estado estacionario depende de la funcién f(t) que se consi-
dere. Esta dependencia viene dada por el siguiente importante resultado.

Teorema 2.11. Sea ¢ la solucion de estado estacionario y sea h la respuesta impulsiva. Entonces

o(t) = /O ot — x) dx (2.60)

Es decir, el conocimiento de la respuesta impulsiva determina la respuesta del sistema para
cualquier entrada por medio de la integral de convolucién (2.60).

2.8. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta de gran utilidad para resolver problemas
de valores iniciales de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Guiado por
ese objetivo, lo que sigue es una introducciéon muy elemental a dicha transformada.

En lo que sigue consideramos funciones definidas en R que toman valores reales o com-
plejos y que son continuas a trozos en [0, +oo], es decir, en cada intervalo de la forma [0,b]
solamente pueden tener un ntimero finito de discontinuidades de salto.

Definicién 2.12. La transformada de Laplace de una funcién f : R — C se define como la
funcién

LF(s) = /0 " f(t) e dt = lim /O (et dr 2.61)

Uu—00

2.8.0.3. Observaciones

» Consideraremos que en la definicién anterior s es una variable real.

= Como los valores de f en el intervalo | — oo, 0] no intervienen para nada en la defini-
cién anterior, en la teoria de la transformada de Laplace es costumbre suponer que las
funciones se anulan para valores negativos de la variable.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Complementos de Calculo



Transformada de Laplace 70

» La transformada de Laplace de una funcién f solamente estd definida para aquellos va-
lores de s para los que el limite (2.61) existe y es finito. Dichos valores constituyen lo que
se llama el dominio de convergencia de la integral el cual depende en cada caso de la funciéon
f. Se demuestra que si la integral 2.61 existe para un valor sy entonces también existe
para todo s con s > sg. Esto implica que el dominio de convergencia es un intervalo no
mayorado o todo RR.

» Se dice que una funcién f es de orden exponencial si hay algtin nimero 2 € R tal que

Jim f(He "' =0 (2.62)
Teniendo en cuenta que si ¢ > 0 la integral e “'dt = 1/c < +oo, se deduce que

0
si f es una funcién de orden exponencial que verifica 2.62, entonces la transformada de
Laplace de f estd definida para todo s con s > a.

Las funciones polinémicas, las funciones seno y coseno y las exponenciales de la forma
e“* donde ¢ es una constante real o compleja, son funciones de orden exponencial. Es claro
que la suma y el producto de funciones de orden exponencial también es una funcién de
orden exponencial.

En lo que sigue suponemos que las funciones son de orden exponencial. Esto garantiza
la existencia de su transformada de Laplace y es una hipétesis suficiente para que se
verifiquen los resultados que nos interesan.

» Suele emplearse la notacién L(f(t)) (s) para representar la transformada de Laplace de la
funcién f evaluada en un punto s. Esta notacion se presta a veces a confusiones pero es
inevitable usarla y asi lo haremos en lo que sigue.

2.8.0.4. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

LAf+BE) =ALf +BLg

Teorema de derivacion

La transformada de Laplace Lf(s) de una funcién f es una funcién indefinidamente derivable
en su dominio de convergencia y su derivada de orden n viene dada por

L)) = L1 7 (0) (3 269

En particular, Lf(s) es una funcién continua. Ademds, se verifica que lirf Lf(s) = 0.
S— 00
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Teorema de integracién

Supongamos que %irr(} f(t)/t existe y sea F(s) la transformada de Laplace de f. Entonces se

£>0
/SOOF(M) du = L<&> (2.64)

t

verifica que

Transformada de Laplace de una derivada

A) Supongamos que f es continua en |0, +o0[, de orden exponencial y tiene derivada f’ que
es continua a trozos en [0, +oo[. Entonces se verifica la igualdad

LF' (1) (s) = s L(f(1)) (s) — £(07) (2.65)
donde f(0") = lim f(#).

t—0
t>0

B) En las mismas hipétesis anteriores, supongamos que f tiene discontinuidades de salto en
los puntos t; < tp < --- < t;, entonces se verifica que

L(f' (1)) (s) = sL(F(1)) (s) = F(07) =D e "™ (f(t]) — f(t)) (2.66)

j=1

C) Supongamos que f(t), f'(t),...,f" D (t) son continuas en ]0, +-oo[ y de orden exponencial
y que f () (t) es continua a trozos en [0, +-oo[, entonces se verifica que

(D) (5) = s"L(f(D)(5) = 5" (07) =" 2/ (0F) — oo = FV(0T)  (267)

Estas propiedades son las responsables de la extraordinaria utilidad que tiene la transfor-
mada de Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedad de traslacién. Dado un ntimero b > 0 se verifica que
L(H(t=D)f(t—b))(s) = e " L(f(t))(s) (2.68)
donde H es la funcién escalén unidad.

Propiedad de cambio de escala. Dado un niimero real 2 > 0 se verifica que

2(f(a) (s) = 22(F(1)) () 2.69)

a

Teorema de convolucién. Sean f y ¢ funciones de orden exponencial y definamos su convolu-
cién por

frglt) = / Flu)g(t — u)du

Se verifica que la transformada de Laplace de la convolucién de dos funciones es igual al pro-
ducto de sus transformadas de Laplace.

L((f*g) (1) (s) = L(f (1)) (s)L(g(t))(s) (2.70)
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2.8.0.5. Inversién de la transformada de Laplace

Definimos la transformada de Laplace inversa como el operador £ ~! que a una funcién
F(s) = Lf(s) hace corresponder la funcién f.

L F=feLf=F

Se usa la notacion £ ~(F(s)) (t) para indicar la transformada de Laplace inversa de F evaluada
enf.

La definicién anterior estd muy bien pero sirve de muy poco. Si tenemos que aplicar la
definiciéon dada para calcular transformadas inversas de Laplace, necesitamos tener alguna
préctica para que cuando nos den una funcién seamos capaces de construir otra funcién cuya
transformada de Laplace sea dicha funcién. Sin embargo, a pesar de que este procedimiento es
muy rudimentario es el que suele seguirse. Mas adelante veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.13. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y del coseno.

Sea f(t) = ! donde a € C. Tenemos que para s > Re(a) es

® u -1 t=u
L( eat ) (S) — / e{lt e*St dt = lim ef(sfa)t dt = lim |: e(5ﬂ)t:|
0 u=te Jo u—+eo |5 —a t=0
1 —(s—a)u 1
= A ( - ) = 2.71)
Uu——+oo \ S —a s—a s—a

pues para s > Re(a)

‘e—(s—a)u —uRe(s—a)

=e —0 (u — +o0)

Deducimos que para s > 0

L(senw))(s):L(#):%( L1 ) © @72)

s—iw s+iw) s24w

Anélogamente
s

L(cos(wt))(s) = e

(2.73)

Ejemplo 2.14. Transformada de Laplace de una funcién polinémica.

Como caso particular del ejemplo anterior para a = 0, tenemos que la transformada de Laplace
de la funcién escalén unidad, H(t) = 1 parat > 0, H(t) = 0 para t < 0, viene dada por

1
LH(s) = e Usando el teorema de derivacién deducimos que

L") (s) = 57’% (n=1,2,3...) (2.74)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obtener enseguida la transformada de Laplace
de una funcién polinémica.
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Ademads, teniendo en cuenta la propiedad de traslacién ??, deducimos que

n!

L(e”tt”)(s) = m

(n=1,2,3,..., Re(s —a) > 0) (2.75)

2.8.0.6. Transformada inversa de Laplace de una funcién racional

p
Sea R(s) = ﬂ una funcién racional donde P y Q son funciones polindmicas sin raices
Q(s) ’

comunes de grados respectivos n < m y el coeficiente lider de Q es 1. Sean w;, (1 < j < q)
las raices de Q(s) con multiplicidades respectivas k; > 1, (ky +ka + - -+ +k; = m). Es posible
descomponer R(s) en fracciones simples de la forma

kj

R(s) = Z > (Sfﬁ (2.76)

q
j=1 \h=1
Donde los coeficientes C;j, son ntimeros complejos que habra que calcular. Teniendo en cuenta
que la transformada de Laplace inversa es un operador lineal y el resultado obtenido en el

ejemplo anterior, la igualdad (2.76) permite calcular la transformada de Laplace inversa de
R(s).

Cuando todas las raices &; son simples, el cdlculo es muy fécil pues de la igualdad

C‘
R(s) = Z - _faj (2.77)

j=1

se deduce que

Ci = lim(z — aj)R(s) = (2.78)

y, por tanto
LR =) 5 ,(E’Z])>) et (2.79)

j=1

()

Descomponiendo en fracciones simples tenemos que

s+1 2 1 2

s2(s—1) s 2 s—1

Ejemplo 2.15. Vamos a calcular

Por tanto

L*(%) :—L‘1<%> —L—1<l2> +2L‘1<S 21 > =-2—t+2¢
ST(S — S -
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Ejemplo 2.16. Vamos a calcular

;;1<(52 +12)S(2s - 1)2>

La descomposicién en fracciones simples es

252 _ s n 1 n 1
(s2+1)(s—1)2 s24+1 s—1 (s—1)2
Por tanto
L1< 257 >——cost+et+tet
(s24+1)(s —1)2
¢
Ejemplo 2.17. Teniendo en cuenta la igualdad 2.72 y el teorema de derivacién y que
d w = Bw
dss? +w? (s +w?)?
obtenemos 5
Sw
Anélogamente
s?2 —w?
¢

Si los resultados anteriores los combinas con las propiedades de desplazamiento y el teo-
rema de convolucién podrds calcular facilmente transformadas de Laplace de productos de
polinomios por funciones seno y coseno y exponenciales.

Ejemplo 2.18. Calculemos L(sen?(wt)).

Sea f(t) = sen?(wt). Tenemos que f'(t) = 2wsen(wt)cos(wt) = wsen(2wt). Teniendo en
cuenta la igualdad 2.65, se verifica que

Lwsen(2wt)) = s Lsen*(wt))

de donde )

2 2
L(sen®(wt)) = % d ©w

21 4w?  s(s% +4w?)

Ejemplo 2.19. Se trata de calcular

= (awm)
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Puede hacerse una descomposiciéon en fracciones simples pero es mds rapido si nos damos

cuenta de que

1 1 1 1
= — ——— = —L(t*)L(sent
$3(s2+1) s® s24+1 2 (F)Msent)

y usamos el teorema de convolucién (2.70) para deducir que

1 1 1 1 1
= t L — ) ==F t=— (42 t—2
ST 2 (t° xsent) — <53(52+1>> o £ ¥ sen 5 (t° 4 2cos )

2.8.0.7. Resolucién de EDL con la transformada de Laplace

La transformada de Laplace convierte una EDL de coeficientes constantes en una ecuacién
algebraica. Consideremos la EDL con coeficientes constantes

y () +anay I + -+ ay (B +aoy () = £(1) (2.82)

Sea y(t) la solucién que verifica las condiciones iniciales y/)(0) = O para0 < j < n —1 (la

solucién de estado estacionario). Sea Y (s) = L(y(t))(s) la transformada de Laplace de y(t) y

F(s) = L(f(t))(s) la transformada de Laplace de f(t). Tomando transformadas de Laplace en

la igualdad (2.82), y teniendo en cuenta el teorema de derivacién (2.67), obtenemos la igualdad
F(s)

n n—1
B ce. Y(s) = F(s) = Y(s) = 2.83
(8" +ap-18""" 4+ +a1s+ag)Y(s) = F(s) (s) a1+ T ars +ag (2.83)

Para obtener y(t) deberemos calcular la transformada de Laplace inversa de esta funcion.

De hecho, este método se puede aplicar, al menos en teoria, para obtener soluciones con
condiciones iniciales arbitrarias, aunque los cdlculos pueden complicarse.

Podemos obtener una interesante expresion integral para la solucién de estado estacionario
y(t). Para ello, supongamos que h(f) es una funcién tal que

1
s+ a,_15" 14 +ais +ag

= L(h(1)) (s)

Entonces, por el teorema de convolucién

por lo que t
y(t) = /O F(u)h(t — u) du (2.84)

Cuando la EDL (2.82) aparece ligada a un sistema LTI, se dice que la funcién h es la respuesta
impulsiva del sistema y su conocimiento permite obtener la respuesta de estado estacionario del
sistema a cualquier sefal f(t) por medio de la convolucién dada por 2.84.
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Un caso particularmente sencillo es cuando el polinomio Q(s) tiene todas sus raices simples.
Si éstas son «; (1 < j < n), entonces se deduce de (2.79) que

S 1 t i(t—u
"0 =3 o) | Fa et au

Una pequena variante de lo anterior es cuando la EDL (2.82) aparece ligada a un sistema
LTI, en cuyo caso es costumbre escribirla en la forma input-output:

P (6) O (1) -y () + aap(6) = B (0) + by g™ E) 4+ by (1) + o)
(2.85)
Llamando U(s) = L(u(t))(s) y razonando como antes, obtenemos

bys™ + by 18"+ -+ bys + by U
aps" +a, 18"+ -+ a5+ ag

Y(s) = (s) = H(s)U(s)
donde H(s) es la funcién de transferencia del sistema (2.59). La funcién h(t) = L ~Y(H(s))(t) se
llama la respuesta impulsiva del sistema y su conocimiento permite obtener la respuesta y(t)

del sistema para una sefial de entrada u(t) por medio de la integral de convolucién

Y () :/O w(x)h(t — x) dx

Ejemplo 2.20. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales
y"+y=sent y(0) =1, y'(0) =1

Es decir, se trata de calcular una solucién, y(t), de la ecuacién diferencial y”' 4+ y = sent que ve-
rifique las condiciones iniciales y(0) = 1, y’(0) = 1. Notemos Y (s) la transformada de Laplace
de la funcién (desconocida y). Tomando transformadas de Laplace en la ecuacién diferencial y
teniendo en cuenta la férmula 2.67 para la transformada de Laplace de una derivada, obtene-

mos 1

s2Y(s) —sy(0) —y'(0) + Y(s) = 1542

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciales resulta

s+1 1
Y(s) = i TR
Por una parte
ssztrll B szi— 175 S+ 1 = Msent) +Lcost) = Lsent + cost)
Y por otra
ﬁ = %%ﬁ = %LlL(tsen t) = %L(l * fsent)
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Por tanto
_1 1 1 /[t
y(t) = L7'(Y(s)) =sent+cost+ 51 *tsent = sent +cost+ - usenudu
0

1 1 3
= sent+cost+5(—tcost+sent) = cost — Etcost—kfsent

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la solucién correcta.

Ejemplo 2.21. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

"y = sent, 0<t<m
4 4 0, t>rm

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la ecuacién y poniendo Y(s) = Ly(s),

tenemos - . s
s2Y(s) +Y(s) = /0 e “'sentdt = %
Por tanto
_ 1_|_e77'[5 1 e*T[S

Y(s) = (2112 (2112 + (s2+1)2

En el ejemplo anterior hemos visto que

_ 1 1
L 1<m> = E(Sent_ tCOSt)

teniendo en cuenta también la igualdad 2.68, deducimos que

y(t) = %(sent —tcost)+ H(t— ) <%(sen(t — ) — (t— ) cos(t — n)))

es decir .
E(sent —tcost), 0<t<m
y(t) = 1
— —7TCOSst, t>rm
2
¢
Ejemplo 2.22. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
y+z'+y+z = 1
0) =-1, z(0) =2
MSEEVEE0 )
Tomando transformadas de Laplace y poniendo Y (s) = Ly(s), Z(s) = Lz(s), obtenemos
1
sY(s) +1+sZ(s) —2+Y(s) +Z(s) = S
1
sY(s) +1+Z(s) =
s—1
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De estas ecuaciones deducimos que

—s2+s+1 1 2 1
Y(5) = — = - —
(s) s(s—1)2 s s—1 + (s —1)2

y tomando transformadas inversas obtenemos que

y(t) =1—2e" +te, z(t) = 2e' —te!

2.8.0.8. Calculo de la exponencial de una matriz por medio de la transformada de Laplace

Sea A una matriz cuadrada y consideremos la matriz exponencial

12 £ ¢
A =T HtA+ A+ AP+ AT
2 3! n!
Tomando transformadas de Laplace en esta igualdad obtenemos
£(eA)(s) = ST+ S A+ SAZH S AT AT
(e)0) = ST+ gA+ A+ 5 i

Multiplicando los dos lados de esta igualdad por la matriz sI — A se comprueba facilmente que
L(eA)(s)(sI—A) = (sI— A)L(er!)(s) =1
por lo que
Ler)(s)=(sI—A) = et =LY (sI-A)1)(t)
Naturalmente, para calcular transformadas de Laplace de una matriz se calculan las transfor-
madas de Laplace de los elementos de la matriz.

A

También se llega al mismo resultado teniendo en cuenta que la matriz e’ es la solucién de

la ED matricial Y'(f) = AY(t) que verifica Y(0) = I. Tomando transformadas de Laplace en
esta ED se deduce

sUY(1)(s) =T = AL(Y(t))(s) = L(Y(1))(s) = (STI—A) = Y() = e = L ((sT—A) ) (¢)

Ejemplo 2.23. Sea

Tenemos que

s 1
s —1 1 s 1 211 241
I-A)'= = _ | 2+1 241
(s ) (1 s) 52+1<—1 s) it S
24+1 s2+1
Tomando la transformada inversa de Laplace obtenemos
At cos(t) sen(t)
e =
—sen(t) cos(t)
¢
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Ejemplo 2.24. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales pueden resolverse con ayuda de la
transformada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuaciéon
Ap+o — 34,41+ 2a, =0, ay=0 a1 =1

Para ello definamos
y(t) = ay n<t<n+1, n=0,12,...

Con lo cual la ecuacién se convierte en
y(t+2) =3y(t+1) +2y(t) =0 y(0) =0, y(1) =1 (2.86)

Tomando transformadas de Laplace tenemos
Liy(t+2) = / e Sly(t+2)dt =[u=t+2] = / e y(u)du =
0 2

) 2
= ezs/ e *"y(u)du —ezs/ e *"y(u)du
0 0
1 2
= e L(y(h)) —ezs/o e *"y(0)du —ezs/ e *"y(1)du

1
s

e _
= L) - S(1-e)
Anélogamente
Ly(t+1)) = e Ly(1))
Con lo que la ecuacién 2.86 se convierte en

S

S € —S S
& Ly (1) — S(1—e7) =3 £(y(1) +28(y(6)) =0
de donde facilmente se obtiene que

1—es 1

Ly(t)) = sA—2e%) s

Teniendo ahora en cuenta que para a > 0y notando E(f) la funcién parte entera se verifica que

L(aE(t)> = ﬁ (Re(s) > max {0,loga})

concluimos que
L(y(t)) = L<2E<f>> = L<2E<f> - 1)

de donde resulta finalmente

a, =2" -1, n=20,1,2,...

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Complementos de Calculo



Ejercicios 80

2.9. Ejercicios

1. Calcula, usando los ejemplos anteriores y las propiedades de la transformada de Laplace,

sin necesidad de hacer integrales, las transformadas de Laplace de las funciones siguien-
tes:

a) cosh(wt), senh(wt) (seno hiperbodlico y coseno hiperbdlico).
b) e'sen(wt+ ¢), e'fcos(wt+ ).

¢) f(t)=0si0<t<1, f(t)=(t—1)2sit>1.

d) f(t) =sentsit>3, f(f) =0ai0<t<3.

1—et
e) ;

sent
n=

2. Justifica la igualdad
1—e°
EHy __*—7¢€ )
L(“ ) s1—ae>) (Re(s) > max {0,loga})

3. Calcula las transformadas de Laplace inversas de las siguientes funciones

e a5 _ -b

S
fs)sdondeo<ﬂ<b
e72s
s2+1
S

s2+4s+1
s+a
d) log <s—|—b> dondea > 0,b > 0.

a)

b)
c)

s—a
s+a
4. Justifica la igualdad

e)

L—1<%(S)> (1) = /Otf(u)du

Aplicacién: Calcula la transformada de Laplace de la funcién seno integral:

t
Si(t) = / S qu
0

u

5. Supongamos que f es una funcién periédica con periodo T. Sea F(s) la transformadas de
Laplace de f y pongamos

T
Fu(s) = / F(t)e st dt
0
Justifica que
Fi(s)
1—esT
Aplicacién: Calcula la transformada de Laplace de la funcién f(t) = |sen(wt)].

F(s) =
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6. Calcula la solucidn de la ecuacion diferencial
1
my”(6) +ky(t) = { &
0,

donde y(0) = y’(0) = 0y &, m, k son constantes positivas.
7. Calcula la solucién de la ecuacién diferencial

y" (t) + A%y(t) = cos(At)

T
ificay(0) =1,y (57) = 1.
que verifica y(0) Y33
8. Supongamos que la corriente eléctrica I en un circuito verifica

dar 1 !
La+6/() I(u)du =E

donde L, C, E son constantes positivas e I(0) = 0. Calcula I(¢).

9. Una bala de masa m es disparada por un cafién con una velocidad vy dentro de un medio
viscoso. Se sabe que el desplazamiento y(t) en el tiempo t > 0 de la bala satisface la

ecuacién diferencial
my" +ky' =0

donde y(0) = 0, y'(0) = vp. Calcula y(t).

10. Calcula primero la respuesta impulso y después la solucién de estado estacionario del
sistema dado por la ecuacién diferencial

y/l+y1_2y:4e7t

11. Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

x"+y ' +3x = 15e7!
y" —4x'"4+3y = 15sen(2t)

donde x(0) = 35, x'(0) = —48, y(0) =27, y'(0) = —55.
12. Resuelve, usando transformadas de Laplace, la ecuacién en diferencias finitas

Apt2 = Ap1 + ay ap=0, a1 =1
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Leccion 3

Conceptos basicos de la teoria de Series de Fourier

3.1. Introduccion

Esencialmente la teoria de Series de Fourier persigue dos propésitos:
= El andlisis o descomposiciéon de una sefial como suma o superposicién (en general infini-
ta) de sinusoides.
» La sintesis o recomposicion de una sefial a partir de sus sinusoides.
Habréas notado que estoy empleando la palabra “sefial” como sinénimo de “funcién” y asi lo
seguiré haciendo a lo largo de esta leccion con las precisiones que considere necesarias. En

andlisis armoénico las sefiales mds simples son las sinusoides a las que nos hemos referido antes.
Conviene darles un repaso.

3.1.1. Sinusoides

Una sinusoide es una sefial de la forma
Asen(2rtvt + ¢).

El ntimero A > 0 es la amplitud, v > 0 es la frecuencia medida en ciclos por segundo o Her-
cios (Hz), —m < ¢ < 7t es la fase (fase inicial), w = 27tv es la frecuencia medida en radianes
por segundo (que se llama a veces frecuencia angular). El periodo es el tiempo que necesita la
sinusoide para completar un ciclo completo, es decir, el periodo es T = 1/v segundos.

Asen(2rv(t+1/v) + ¢) = Asen(2nvt + 2w + ¢) = Asen(2mtvt + ¢).

En general, una funcién f : R — C se dice que es periédica con periodo T si f(t+T) = f(t)
para todo t €IR. En tal caso cualquier multiplo entero de T es también un periodo de f, esto es,

82



Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier 83

f(t+kT) = f(t) para todo t € R, k € Z. Por convenio, una funcién constante se considera pe-
riédica con cualquier periodo. Salvo este caso, cuando se dice que una funcién es periddica de
periodo T se sobreentiende que T es el nimero positivo mas pequertio que verifica la igualdad
f(t+T) = f(t) para todo t€R.

En la representacion gréfica de la sefial f(t) = Asen(2nvt + ¢) se interpreta f(t) como la
amplitud de la sefial en el instante t. La amplitud A representa la méxima altura que alcanza
dicha gréfica, esto es, el mdximo absoluto de la funcién f (el minimo absoluto es —A). La
frecuencia es el nimero de veces (ciclos) que se repite la grafica en un segundo. El periodo es
el tiempo necesario para que la grafica complete un solo ciclo.

3.2. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier

Un polinomio trigonométrico de orden N es una funcién de la forma

N

ZA” sen(2nmtt/T + ¢n) (3.1)

n=0
En una suma de este tipo el namero T es el periodo fundamental y v = 1/T es la frecuencia funda-
mental (en hercios). A cada uno de los sumandos individuales, cuyas frecuencias son multiplos
enteros de la frecuencia principal, se les llama armdnicos. Esta forma de una suma trigonométri-
ca tiene la ventaja de mostrar explicitamente la amplitud y la fase de cada uno de ellos pero es
muy incémoda para los cdlculos. Por ello es més frecuente escribir esta suma en la forma:

N
%0 + Z(an cos(2ent/T)+by,sen(2ent/T)) (3.2)

n=1
la razén de escribir el término constante en la forma ay/2 es para simplificar las férmulas de
los coeficientes que veremos en seguida.
Se trabaja con mucha mas comodidad con estas sumas si usamos la exponencial compleja.
Usando las ecuaciones de Euler tenemos que:
e27rznt/T_}_e727r1nt/T 27'[1nt/T_e727'[znt/T

5 , sen(2tnt/T) = 5

con ello la suma (3.2) puede ser escrita como:

cos(2mtnt/T) =

N .
Z Cy e27rznt/T (33)
n=—N

La relacién entre estas tres formas distintas de escribir una misma funcién viene dada por las
siguientes igualdades validas para todon =1,2,3,...:

a, —1ib a,+1b
Cp = % C_y= % (34)
a, = Apsengy by, = A, cos ¢y (3.5)
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Supongamos que f es una sefial que podemos representar como un polinomio trigonométrico
con periodo T:

N
f(t): Z Cne27'[int/T
n=—N

entonces se verifica que los coeficientes en esta expresion estdn determinados de forma tnica

por f y vienen dados por:
T
Ch = — e72nznt/Tf(t) dt
T Jo
Las consideraciones anteriores motivan a las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.1. Sea f : R — C una sefal de periodo T integrable en [0, T]. Se definen los
coeficientes de Fourier de f por:

1 (T o
.- / e 2T () dt  (neZ) (3.6)
0
El polinomio trigonométrico:
N .
Sn(t) = D cpe®™T (37)
n=—N

donde los coeficientes ¢, vienen dados por (3.6), se llama polinomio de Fourier de orden N de f.
La sucesion de los polinomios de Fourier de f se llama serie de Fourier de f y la representamos

por g ¢, e¥"1"/T Cuando dicha serie converge escribimos:
ne.

[o0]
m Sy(t) = ) c, e "/T

N—oco
n—=—oo

Teniendo en cuenta 3.4 se deduce que las igualdades 3.6 y 3.7 pueden escribirse de forma

equivalente:
N
Sn(t) = ”2_0 + (aucos(2mnt/T) + bysen(2tnt/T)) (3.8)
n=1
donde:
5 (T
a, = T/ cos(2ent/T)f(t)dt n=0,1,2,... (3.9)
0
2 T
by = T/ sen2mnt/T)f(Hdt n=1,2,... (3.10)
0

Los a, se llaman coeficientes coseno y los by, coeficientes seno de f.
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3.2.1. Observaciones

~

» También se utilizan las notaciones ¢, (f) y f(n) para representar los coeficientes de Fou-
rier ¢, de f.

» Para calcular los coeficientes de Fourier de una sefial de periodo T podemos integrar en
cualquier intervalo de longitud T. Suele ser frecuente, por razones de simetria, elegir el
intervalo [—T/2,T/2].

= Observa que nada hemos dicho atin sobre la relaciéon entre una funcién f y su serie de
Fourier. La pregunta ;de qué modo la serie de Fourier de f representa a f? no tiene una
respuesta facil porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presentaremos algunos re-
sultados en este sentido.

= Observa que si cambias una funcién en un namero finito de puntos esto no afecta pa-
ra nada a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio de integrales.
Igualmente, tampoco debe preocuparnos que una funcién no esté definida en un conjun-
to finito de puntos porque eso no afecta para nada a su integrabilidad ni al valor de su
integral.

» A diferencia de la serie de Taylor de una funcién, la cual solamente estd definida si dicha
funcién es indefinidamente derivable, la tinica condicién para que la serie de Fourier de
una funcién esté definida es que la funcién sea integrable en un intervalo. Te recuerdo que
hay funciones integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto de serie de
Fourier es mucho menos restrictivo que el de serie de Taylor y esa es una de las grandes
ventajas de la teoria de series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.

= En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la hipétesis de periodicidad no es
restrictiva para la aplicacion de la teoria de series de Fourier.

En efecto, si queremos representar una funcién f en un intervalo [a, b] por medio de una

serie de Fourier, lo tinico que se necesita es que dicha funcién esté definida y sea integra-

ble en dicho intervalo. En tal caso la serie de Fourier Z c, e2int/(b—a)

neZ

cuyos coeficientes

son b
cp, = bia/ e—271int/(b—a)f(t) dt (WGZ)

representa (cuando se dan las condiciones de convergencia apropiadas) una funcién pe-

riddica de periodo b — a que coincide con f en el intervalo |a, b].

Podemos considerar esto desde otro punto de vista. Si estamos interesados en representar
por medio de una serie de Fourier una funcién f definida e integrable en un intervalo [a, b]
podemos extender dicha funcién a todo R de manera que la extensién sea una funcién
periddica de periodo T = b — a. Para ello basta repetir la grafica de f en intervalos de
longitud T =b —a (si f(b) = f(a+T) # f(a) seréd preciso cambiar el valor de f en uno
de los extremos del intervalo [a, b]).
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» La consideracién de funciones complejas, si bien desde un punto de vista teérico no pre-
senta ninguna dificultad e incluso hace que la teorfa sea mas elegante y facil de desarro-
llar, desde un punto de vista préctico no afiade nada pues en las aplicaciones siempre se
consideran sefiales reales.

3.2.2. Ejemplos

Ejemplo 3.2. Calcular la serie de Fourier de la funcién 27t-periédica

0, si—m<x<—m/2
flx) =

1, si—n/2<x<m

De acuerdo con la definicién de los coeficientes de Fourier

1 (7 3
aoz—/ dx = =
7T —7t/2 2

(-1

1 7T X=TT 2 . .
ay = — cos(nx) dx = sen(nx)] _ sen(n/2) _ ng o resimpar
T -n/2 e Jx=ony2 nr 0 sinespar
b — 17 sen(nx) dx — —cos(nx)r_7T _ —cos(nm) | cos (nm/2) _
T ) s nT nm nm
o si n es impar
1
— -1+ (=1)"?] si
nn[ + (—=1)"#%] sinespar

Por tanto la serie de Fourier de f es

1 1 1
+— <COS(X) +sen(x) —sen(2x) — 3 cos(3x) + 3 sen(3x) + .. > =

=W =W

+ % Z 2;11_ : ((_1)n—1 cos((2n —1)x) +sen((2n — 1)x) — sen((4n — 2)x))
nx1

Ejemplo 3.3. Sea f : [4,6] — R definida como

1, si4<x<5
flx) = ¢

2, sib<x<g

Vamos a calcular sus coeficientes de Fourier:

5 6
aoz/ dx+/2dx:3
4 5
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Paran > 1: 5 ]
ap :/ cos(nmx) dx +/ 2cos(nmx) dx =0,
4 5

5 6 0, sinespar
b, = / sen(nrmx) dx+/ 2sen(nmx) dx = ¢ _
4 5 prpn sin es impar

Por tanto la serie de Fourier de f es

3 2 1
5~ %Z 5 sen ((2n —1)mx)
nxz1

¢

Ejemplo 3.4 (Funcién impulso rectangular). Se llaman impulsos rectangulares las sefiales que
son nulas salvo en un determinado intervalo de tiempo en el que son constantes. El ejemplo
tipico es la funciéon IT: R — R

1, sil|x|<1/2

IT(x) =
0, en otro caso

Con més generalidad, dado un ntimero a > 0 podemos considerar la funcién I, definida por
IT,(x) =I1(x/a), conlo que

() 1, si|x|<a/2
X)) =
’ 0, en otro caso

Dado un ntiimero T > a podemos considerar la extensién periédica de I1, con periodo T cuya
gréfica es de la forma

wbo
[&)]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
-5 -3 -1 1

—

Figura 3.1: Periodizacioén con periodo 4 de I'l,

Llamemos f a dicha funcién. Los coeficientes de Fourier de f son

1 [7/2 , 1 re/2 , -1 . t=a/2
G = _/ f(t) e—2nznt/T dt = _/ e—27'rznt/T dt = : [e—2mnt/T} —
T ~T/2 T —a/2 2mwin t=—a/2
-1 e~7ina/T _ gmina/T __sen(mna/T)
- mn 2i B n
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para n distinto de cero, y

| &

1 T/2 1 a/2
co = = Hdt = —/ 1dt = =.
‘ T/T/Zf() T o T

Ejemplo 3.5 (Funcién triangular). La funcién “triangular” es la funcién A : R — R definida
por

¢

1—|x| silx|<1,
Alx) =
0 vpara|x| > 1.
Con mas generalidad, dado un ntimero a > 0 podemos considerar la funcién A, definida por
Aq(x) = A(x/a), conlo que

1—‘5
a

, si|x|<a
Aa(x) =
0, para|x|>a.

Dado un nimero T > 0 podemos considerar la extensién periédica de A, con periodo T.

1

8-7-6 54-3.2-1 1 23 456 7 8
Figura 3.2: Periodizacion de periodo 3 de A1,

Calculemos sus coeficientes de Fourier.

T/2 0
- l/ / f(t)e—ZT[int/T dt :/ <1+£> e 27mint/T g4 +/“ <1_£> e 2mint/T q4 _
T /) 1) —a a 0 a
2 [° t 2 T t S W
= T/o (1_E> cos(2mnt/T)dt = T ([(1_E> sen(27tnt/T)]t_O+E/0 sen(2mtnt/T) dt) =

T(1—cos(2rtna/T))  sen*(mna/T)
27%n%a - mn2a/T

Es inmediato comprobar que
1 T/2
= = t) dt =
w=1 [ f0

-T/2

~l=

3.2.3. Series de Fourier seno y coseno

Los coeficientes seno de una funcién par son nulos y los coeficientes coseno de una funcién
impar son nulos. Esto lleva a definir las series de Fourier seno y coseno de una funcién como
sigue.
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Sea f una funcién definida e integrable en el intervalo [0, L]. Podemos extender f al intervalo
[—L, L] de las formas siguientes:

—f(—x), —L<x<0
i) = f(x), 0<x<L
y
f(—x), —L<x<0

Es claro que f; es impar y f, es par y coinciden con f en [0,L]. La funcién f; es llamada la
extension impar de f y fo es llamada la extension par de f.

» La serie de Fourier de la extensién de periodo 2 L de f; se llama la serie de Fourier seno de
f y viene dada por:

L
ansen(nnt/L), b, = %/ f(t)sen(rnt/L)dt
0

n>1

» La serie de Fourier de la extensién de periodo 2 L de f, se llama la serie de Fourier coseno
de f y viene dada por:

ap o 2 L
> +Zun cos(rtnt/L), ay = Z/o f(t)cos(mnt/L)dt

n>1

3.3. Convergencia de las series de Fourier

Una funcién f se dice que es continua a trozos en un intervalo [a,b] si hay una particiéon
a=x)<x <x<...<xy_1<x,=Dbdelintervalo [g,b] de forma que

» f escontinua en cada intervalo |x;, x;11[, parai =0,1,2,...,n— 1,y

= f tiene limites laterales en los puntos x;,i = 0,1,...,n.

Diremos que una funcién f es derivable a trozos en un intervalo [a, b] si hay una particiéon
a=ty <t <ty <...<ty_1 <ty ="delintervalo [a,b] de forma que

» f esderivable en cada intervalo |t;, t;1[, parai =0,1,2,...,m—1,y

» La funcién derivada f' tiene limites laterales en los puntos ¢;,i = 0,1,...,m.

Diremos que una funcion es suave a trozos en un intervalo [a,b] si es derivable a trozos en
dicho intervalo y su derivada es continua a trozos.
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Toda funcién derivable a trozos en un intervalo también es continua a trozos en dicho in-
tervalo. Las funciones continuas a trozos en un intervalo son integrables en dicho intervalo.
Ademés, la integral la podemos calcular como suma de integrales en cada uno de los interva-
los donde la funcién es continua.

El siguiente resultado nos dice que en condiciones razonablemente generales la serie de
Fourier de una funcién converge puntualmente a dicha funcién.

Teorema 3.6 (Riemann, Dirichlet). Sea f : R — C una seiial periédica con periodo T derivable a
trozos en [0, T|. Entonces se verifica que:

1. En todo punto t € R donde f sea continua

Z Ch e27rint/T — f(f)

n=-—oo

2. Si f no es continua en un punto t entonces se verifica que:

< mwint/T __ f(t+) +f(t_)
> qpermmrr = [ LI

n=-—oo

donde f(t+) y f(t—) son, respectivamente, los limites por la derecha y por la izquierda de f en t.

En particular, una funcién continua y derivable a trozos estd determinada de manera iinica por su serie
de Fourier.

3.3.1. Ejercicios

1. a) Sea f(t) = sen(t/3) + sen(t/4). ¢Es f periédica? En caso afirmativo, ;cudl es su
periodo?
b) Sea f(t) = sen(At) + sen(pt). Prueba que para que f sea periddica es necesario y
suficiente que A/pu sea un nimero racional.
¢) ¢Es peri6dica la funcién f(t) = sen(10¢t) + sen ((10 + 71)t)?

2. Considera las distintas formas de escribir la serie de Fourier de una funcién real periddica
de periodo 1:

a (0]
EO + Z a cos(27mtnt) + by, sen(2mnt)

n=1

oo
2 : Cn e2nznt

n—=—oo

a oo
EO + Z Apsen(2mtnt + ¢y,)

n=1
Indica con detalle como se pasa de una a otra, es decir, las relaciones que hay entre los
distintos coeficientes.
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3.

10.

11.

12.

13.

Sea f una sefial derivable a trozos, ¢, sus coeficientes de Fourier, a,, s y b, sus coeficientes
coseno y seno respectivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) fesreal <= c¢_,=0, (neN) < 1,€R, b,eR (n€lN)

b) f espar ccn=2¢, MEN) <= b, =0 (neN)

¢) fesimpar <= ¢, =—c, (MEN) < a,=0 (n€lN)

d) frealypar <= c¢_,=c,€R (n€N)

e) frealeimpar <= c_,=—c,€iR (n€N)
Da una demostracién aceptable de la igualdad de Parseval:
L[ ora =3 jaf
T 0 n=—oo !

~

Prueba que si f : R — C es una funcién suave a trozos se verifica que ?(k) = ikf (k)
para todo k € Z. En otros términos: la serie de Fourier de la derivada de f se obtiene
derivando término a término la serie de Fourier de f.

X
Sea f: R — C periddica y suave a trozos. Definamos F(x) = / f(t) dt paratodo x€R.
0

Prueba que la funcién G : R — C dada por G(x) = F(x) — f(0)x, es periddica y expresa
sus coeficientes de Fourier por medio de los de f.

Calcula las series de Fourier de las extensiones periddicas de las siguientes funciones:

f(x): 0, —T<x<0 f(x)z 0, —2<x<0

7T, O<x<m X, 0<x<2

Calcula la serie de Fourier coseno de la funcién f(x) = x para x€ [0, 77].
Calcula la serie de Fourier seno de la funcién f(x) =1 para x€ [0, rt].
Calcula la serie de Fourier seno de la funcién f(x) = cosx para x € [0, 77].

Seaa € R, a # 0. Si los coeficientes de Fourier de una sefal f son c,, jcudles son los
coeficientes de Fourier de la sefal trasladada g(t) = f(t —a)? ;Y los de la sefal h(t) =

f(at)?.
Calcula las series de Fourier de las funciones |sen | y |cos t|.
Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 1 dada por f(f) = ¢

para0<t <1y f(t+1) = f(t) para todo t € R, justifica la igualdad

i(_l)nﬂ _E
2n+1 4

n=1
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Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

2

Z1
>

14. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 27t dada por f(t) = t
para —T <t <y f(t+2m) = f(t) para todo t €R, justifica la igualdad
* n+1 2
Y=k
n=1
15. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 2 dada por f(t) = |t|

para —1<t <1y f(t+2) = f(t) para todo t € R, justifica la igualdad

2

> 1 T
Z(2n—1)2z§

n=1

16. Dado a € R, a ¢ Z, se define la funcién de periodo 2 f(t) = €™ para —1<t<1y
f(t) = f(t+2). Calcula la serie de Fourier de f y utiliza la igualdad de Parseval para

deducir que
- 1 72

Z (a—n)2  sen?(ma)

n=-—oo

17. Sea f(x) = x (1 — x), (0 < x < 1) y consideremos la extensién impar de f de periodo 2.

a) Calcula la serie de Fourier seno de f.
(—1)" U

b) Justifica que Z m Tk

¢) Calcula la serie de Fourier cosenode f/(x) = 1—2x, (0 < x < 1); y la serie de Fourier
de f"(x) = —2.
d) deduce de lo anterior que:
® 2

1 o (-1 7
WZ_O(an)2 -8’ Z2n+1 T4

3.4. Geometria de las series de Fourier

La teoria de las series de Fourier estd estrechamente relacionada con los aspectos algebrai-
cos y geométricos de los espacios euclideos. Lo caracteristico de la geometria euclidea es el
concepto de ortogonalidad o perpendicularidad y sus consecuencias.
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Definicién 3.7. Representaremos por L%(a,b) el espacio de las funciones f : R — C que son
periédicas con periodo b — a y de cuadrado integrable en [a, b]. Este conjunto con las operacio-
nes usuales de suma de funciones y producto por escalares complejos es un espacio vectorial
complejo.

Para todo par de funciones f, g € L?(a,b) definimos su producto escalar por:

b -
(F19) = 5= | fosar @.11)

y definimos la norma de f € L?(a, b) por:

b
HENGGE ¢ o [ P 6.12)

Definicién 3.8. Dos funciones f,¢ € L?(a,b) se llaman ortogonales si (f | ¢) = 0 en cuyo
caso escribimos f1 g. Un conjunto de funciones B C L?(a, b) se dice ortogonal si para cada
par de elementos distintos f,g € B se tiene que f1 g. Si, ademds para toda funcién f € B es
| fIl = 1 se dice que B es un conjunto ortonormal de funciones. Un conjunto ortonormal, B,
con la propiedad de que la tinica funcién que es ortogonal a todas las funciones del mismo es
la funcidon nula, se llama una base ortonormal.

Ejemplo 3.9. En el espacio L?(0, T) un ejemplo de base ortonormal de funciones especialmente
importante es la formada por las exponenciales complejas:

e = {eZHint/T . HEZ}
Otro ejemplo de base ortonormal es la formada por las funciones trigonométricas:

T = {1, V2cos(2nt/T), V2sen(2nt/T) :nE]N}

De hecho, tenemos las siguientes igualdades:

0 sin#m
1 (7 1 ,
T cos(2nmt/T)cos(2mmt/T)dt = 5 sin=m=#0
0
1 sin=m=20

sin=m#0

1

1" 5
T/ sen(2nmtt/T)sen(2mmt/T)dt = < 2
0 0

en otro caso

1 T
T/ sen(2nmtt/T)cos(2mmt/T)dt =0 Vn,melN
0
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Proposicién 3.10. Supongamos que B = {ey : 1 < k < n} es un conjunto de n funciones ortonormales
en L(a, b) y sea M el subespacio vectorial engendrado por B. Dada una funcién f € L*(a,b) la funcién:

n

Py(f) =D (f | ¢j)e

j=1

se llama la proyeccion ortogonal de f sobre M y tiene las propiedades siguientes:

2. f — Py(f) es ortogonal a M.

3. min{||f — gl : geM} = [|f — Pu(f)|

Demostracién. La primera afirmacién es evidente porque por su definicion Py(f) es combina-
cién lineal de los vectores e, que forman una base de M.

Para probar la segunda afirmacién basta observar que:

n

(f = Px(f) Tee) = (f Tee) =D (f lei)(ej | ex) = (f | ex) = (f [ e) =0

=1

lo que prueba que f — Py(f) es ortogonal a los vectores ¢, y, por tanto, también es ortogonal a
cualquier combinacién lineal de ellos, es decir, a cualquier vector de M.

Para probar el punto 3 basta observar que para toda g € M se verifica que los vectores
f — Pyx(f) y Px(f) — g son ortogonales, por lo que:

1f = 8l = I1(f = Pre()) + (Pre(f) = )I* = IIf = PaclHII + 1Pl f) = 8lI* > 1 = Pl )
Deducimos que || f — Pyi(f)|| < ||f — gl y que la igualdad se da si, y s6lo si, § = Py(f). O

Particularicemos el resultado anterior al espacio L?(0, T) cuando se consideran conjuntos
ortonormales particulares.

Dado N €N, consideremos el conjunto ortonormal
Exn = {ez’””f/T :—N<n< N}

2mint/T

En este caso, representando por e, la funcién t — e ,estoesen(f) = e2mint/T g proyec-

cién ortogonal de f sobre €y es la funcién

N

N 1 T N 1 T ‘ ‘
E : (f lexex(t) = E T (/0 f(t)ex(t) dt> ex(t) = E - (/0 F(t) e kT dt) Q27 ikt/T _
k=—N k
N

k=—N =—N
— Z Cx e27rlkt/T
k=—N
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Donde los coeficientes c; viene dados por (3.6). Pero esta funcién es justamente el polinomio
de Fourier (3.7) de orden N de f .

Dado N €N, consideremos el conjunto ortonormal
Ty = {1, V2sen(2rnt/T), V2cos(2nnt/T): =N <n < N}

En este caso, poniendo por uy(t) = v2cos(2mnt/T) y va(t) = v2sen(2tnt/T), tenemos
que la proyeccién ortogonal de f sobre Ty es la funcién

N N
f’1+Zf|unun +Zf|vnvn =
n=1
= / f(t)dt + Z (/ F(£) V2 cos( 27tnt/T)dt> V2cos(2mnt/T) +
+ (/ F(t) V2 sen( 27rnt/T)dt> V2sen(2mnt/T) =
N
:E—FZ%COS (2tnt/T) +ansen(27rint/T)

Donde los coeficientes a,, b, viene dados por (3.9) y (3.10). Pero esta funcién es justamente el
polinomio de Fourier (3.8) de orden N de f.

El siguiente resultado es uno de los més notables de la teoria de series de Fourier.

Teorema 3.11 (Teorema de Riesz-Fisher). Para toda funcion f € L*(a,b) se verifica que su serie de
Fourier converge a f en la norma de L*(a,b):

N 2

ft) — Z cp eXTikt/(b=a)l gy — 0,

k=—N

N

f(f)— Z CkeZm'kt/(b—a)

k=—N

b
=0 <= Ilim

N—oco

Iim

N—oco

a

La convergencia en lanorma de L?(a, b) se llama convergencia en media cuadrdtica . Terminare-
mos esta seccion con un resultado muy ttil conocido con el nombre de “igualdad de Parseval”.

Proposicién 3.12 (Igualdad de Parseval). Para toda funcién f € L*(a,b) se verifica que

b )
bia/a FOPd =3 e (3.13)

n—=—oo

La igualdad de Parseval 3.13 tiene una interpretacién interesante. El1 nimero ]cn]2 se in-
. j . . 1
terpreta como la energia del armoénico ¢, e'”!, mientras que la integral P / If(H)* dt se
—7T

interpreta como la energia de la sefial (en este sentido se dice que las funciones de L?(—7t, 77)
tienen energfia finita). La igualdad de Parseval expresa, pues, que la energia de la sefial es igual
a la suma de las energias de sus arménicos componentes.
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3.4.1. Suavidad de una sefial y convergencia de su serie de Fourier

La primera afirmacién del siguiente resultado es consecuencia directa de la igualdad de
Parseval.

Proposicién 3.13. Sean {c, } los coeficientes de Fourier de una funcion f.

1. Si f es una funcion de cuadrado integrable, en particular si es continua a trozos, se verifica que
lim{c,} = 0.

2. Si f tiene k — 1 derivadas continuas y tiene derivada de orden k continua a trozos entonces se

k

verifica que lim n*c, = 0.

3.4.2. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia

Una sefial analégica dada por medio de una funcién f(f) se dice que esta dada en el dominio
del tiempo. Supongamos que dicha sefial es T-periddica y derivable a trozos, entonces

f(t) — Z Cn e27rint/T
n=—co
en todo punto de continuidad de f. Las frecuencias de los arménicos complejos que forman
esta serie son 1n/T. El espectro de f se define como el conjunto de pares {(n/T,c,) : n€Z}. El
conocimiento del espectro de la sefial determina a dicha sefial. Podemos considerar una funcién
fdefinida en el conjunto de las frecuencias {n/T : n€Z} por f(n /T) = cy. Se suele decir que

dicha funcién representa a la sefial f en el dominio de la frecuencia. La “grafica” de la funcion ‘ f ‘

se llama el espectro de amplitudes, y la “grafica” de la funcién arg fse llama el espectro de fases.

Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

oo
Z Ay sen(2nmvt + ¢y)
n=0
donde A, > 0 es la amplitud del arménico n-ésimo y ¢, es su fase, entonces, en virtud de las
igualdades 3.4y 3.5, se verifica que ¢, = 5 A, e/ = 1A, e/#=7/2); y eligiendo ¢, €] — 71/2,37/2]
resulta que ¢, — 71/2 = arg(c,), lo que justifica la terminologia empleada. Ten en cuenta que
para una senal real se verifica siempre que ¢, = ¢_, lo que explica el aspecto de las siguientes
“gréficas”. El espectro de amplitudes consiste en lineas espectrales regularmente espaciadas
en las frecuencias n/T. Paran = 1y n = —1 las lineas corresponden a la frecuencia fundamental.
Las demas lineas son llamadas armdénicos de la sefial.

Lo interesante de estas representaciones es que para manipular una sefial analégica es mas
facil hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si la sefial es un sonido las frecuencias
bajas corresponden a los tonos graves y las altas a los agudos, mientras que las amplitudes
representan la intensidad del sonido del arménico correspondiente.
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Figura 3.3: Espectro de amplitudes
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Figura 3.4: Espectro de fases

3.4.3. Ejercicios

1. Usando las propiedades algebraicas del producto escalar en L?(0, T), prueba las siguien-
tes igualdades:

a) |If+gl* = I £1I* + llgl* +2Re(f | )

b) |If+gli* +1f = gllI* =21 £1I* + 21l

o) |If —igll* = I£I* + Igll* — 2Im(f | )

d) 4(f 19) = (If +gl* = IIf = &lI*) +i(llf +igl* — £ —igll*)

2. Comprueba que el conjunto formado por las funciones trigonométricas:
{1,cos(2mnt/T),sen(2mnt/T): ncN}

es ortogonal en L2(0, T).

3.5. Introduccidén a la Transformada de Fourier Discreta

Usualmente lo que conocemos de una sefial es una muestra, esto es, una sefial podemos
verla como un vector cuyas componentes son valores de la sefial en determinados instantes. Si
el tamafio de la muestra es N, este vector estd en el espacio vectorial N-dimensional CN. En
términos muy generales puede afirmarse que el andlisis de esta sefial consiste en representarla
en diferentes bases de CV. Estas bases se eligen de forma que la correspondiente representacién
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pueda ser facilmente interpretada y proporcione informacién ttil sobre la sefial. Un ejemplo de
esto es la Transformada de Fourier Discreta que vamos a ver a continuacién.

Supongamos que conocemos N muestras de una sefial f las cuales se han tomado en ins-

tantes t; igualmente espaciados a lo largo de un intervalo de tiempo [0, T], es decir, t, = kT /N,
dondek =0,1,2,..., N — 1. Conocemos, pues, los N ndmeros!:
f(kT/N) =y, k=0,1,2,...,N—1

Con esta informacién podemos calcular una aproximacién de los coeficientes de Fourier de f.
Para ello, podemos suponer que la sefial f se repite con periodo T, en cuyo caso los coeficientes
de Fourier de f vendrian dados por

1 (T ,
Cp = T/ f(t)e2mnt/T gy
0

Calcularemos de forma aproximada el valor de la integral. Para ello podemos proceder como

sigue:
o NE—:ll/(k+l)T/Nf(t)e_2mnt/T 4 ~ Nz_:llf(kT/N)e—Zinnk/N
" — T Jer/N k=0 N

Lo que nos lleva a tomar como una aproximacién de los coeficientes ¢, los nimeros

1 ‘
Y, = N yew "F donde w = e¥/N nez (3.14)

Observamos que, por ser w™

= 1, se tiene que Y, n = Y, para todo n € Z. Es decir, la suce-
sion {Y, }nez es periddica con periodo N. Por tanto, dicha sucesion repite indefinidamente los

valores (Yo, Y1, Y2, ..., Yn_1). Definamos
wi = (1,0f, W, ..., N-D), k=012,... N—1 @ =edm/N

Recuerda que en CV el producto escalar euclideo estd dado por:
N-1
(Z | W) = Z Z]W] zZ = (Z(),Z], .. .,ZNfl), W = (ZU(),ZUl, .. .,ZUNfl)
j=0

Teniendo en cuenta que w" = 1, es facil comprobar que los vectores wy (0 < k < N — 1) son
ortogonales y tienen norma igual a /N. Dichos vectores forman una base ortogonal de CV.

Observa que podemos escribir las igualdades (3.14) en la forma

1
Vo= wn),  y=oy. . yna), wn = (L' w

211/ o (Nfl)n) _ e21'7r/N

(3.15)
de donde se deduce que (Yo, Y3, ..., Yn_1) sonlas coordenadas del vectory = (yo, y1,---,YN-1)
enlabase wy (0<k<N-—-1)

, W , W

1Es usual en este contexto trabajar con indices que empiezan en 0. La gran mayoria de los textos lo hacen asi.
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Definicién 3.14. La transformaciéon F : CN — CN que a un vector y = (yo,y1,...,yn-1) €CN
hace corresponder el vector Y = (Yp, Y3,...,YN_1) € CN dado por las igualdades

) |
Vo= ww ™ n=012.. N-1 w=e"N (3.16)

se llama la Transformada de Fourier Discreta (DFT) en CN.

La DFT es una biyeccién lineal de CN en CV cuya inversa viene dada por

yn=> Y™ n=012,...,N-1, w=e"N (3.17)

Como ya hemos dicho antes, la DFT de un sefal discreta (o, y1, - - ., yn—1) Se considera siempre
como una sefial discreta periédica con periodo N. A su vez, las igualdades (3.17), nos dicen que
debemos interpretar la sefial (yo,y1,-..,YyN—1) como una sefial discreta periddica con periodo
N.

Podemos escribir:

N-1 N/2
Yn = Zka Zkank+ Z Yk N(U n(k—N) —
= k=N/2+1
N/2 N/2-1
:Zkank+ Z ka :Yo+(—1)nYN/2+ Z (kank+y_kw—nk>
—N/2+1 k=1

Esto nos dice que la segunda mitad de la DFT, es decir, los coeficientes Y para N/2+1 < k <
N — 1, corresponde a frecuencias negativas que se combinan con las positivas para reconstruir
la sefial original. En otras palabras, estos coeficientes no aportan frecuencias nuevas.

Es importante observar también que el polinomio trigonométrico

N/2 N/2-1
P(t) = Z Y, 2t/ T — vy 4 Yn,» Q2T IN/2T Z <Yk Q2MK/T Ly efzmtk/T) (3.18)
=—N/2+1 k=1

verifica, en virtud de (3.17), que P(nT/N) = y, para 0 < n < N — 1. Dicho polinomio esta de-
terminado de forma tinica por la DFT.

3.5.1. Observaciones

e La definicién que hemos dado de la DFT es la mds usual aunque adolece de cierta falta
de simetrfa debido al factor de escala 1/N que figura en la transformada directa pero no en
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su inversa. De hecho, la definicién de la DFT puede variar de unos textos a otros. Es frecuente
ortonormalizar la base formada por los vectores w g, esto es, considerar la base ortonormal

formada por los vectores \/LW wy. Con ello se consigue que en las férmulas anteriores figure

como factor de escala en ambas 1/ v/N.

e Aunque hemos supuesto al principio que el vector y se obtenia tomando N valores igual-
mente espaciados de una funcién periddica a lo largo de un periodo, es claro que se trataba
nada mds que de una motivacién inicial. La TFD (transformada de Fourier discreta) no tiene
ninguna limitacién: el vector y puede ser cualquier elemento de CV. De hecho, la TFD se utili-
za para intentar averiguar las frecuencias presentes en series de datos de cualquier naturaleza.
Pero hay un convenio que se sigue siempre cuando se trabaja con la TFD y que consiste en con-
siderar que el vector y = {yo,y1,Y2,--.,YN—1} €s una muestra de una sucesion infinita periédica de
periodo N. Es decir, dado un entero arbitrario k € Z, definimos y; = y; donde 0 < g < N -1
es el resto de la divisién de k por N. También sabemos que el vector Y = F(y) verifica que
Yiin = Y, es decir, es periddico con periodo N. Esta propiedad se expresa diciendo que la TFD
transforma sefiales periddicas discretas en el dominio del tiempo en sefiales periddicas discretas en el
dominio de la frecuencia.

e El espectro de la sefial y es el conjunto {(n/N,Y,,) : n € Z}. Los espectros de amplitudes y
de fases son, respectivamente, los conjuntos {(n/N, |Y,|) :n€Z} y {(n/N, Arg(Yy,)) : n€Z}.
Dichos conjuntos suelen representarse por segmentos de linea que unen los puntos (n/N,0)
con los puntos del espectro correspondiente. Debido a la periodicidad de los Y, es suficiente
representar dichos espectros para N valores consecutivos de n.

e Para sefiales y reales se verifica que Y_, = Y, donde la barra indica complejo conjugado.
Como Y-, = Yy_, haciendo n = N/2 — k obtenemos que Yy,2.x = Yn/2_x de donde se
deduce que

|Yn/21k| = [Yn/2-] y  Arg(Ynjo4k) = Arg(Yn o) = — Arg(Yn/o-k) (3.19)

esto es el espectro de amplitudes es simétrico respecto a N/2 y el espectro de fases es anti-
simétrico respecto a N /2. Por esta razén, como en la préctica siempre se trabaja con sefiales
reales, es costumbre representar solamente la mitad mds uno de los puntos de dichos espectros corres-
pondientes a los valores 0,1,2,...,N/2. Los cuales son suficientes para recuperar la sefial original
combindndolos con sus conjugados que representan frecuencias negativas.

e Hay una estrecha analogia entre la DFT y las series de Fourier.
Series de Fourier.
= Se considera una sefial continua en el dominio del tiempo, f, con periodo T y, por tanto,
con frecuencia 1/T expresada en Hercios (ciclos por segundo).

= Se trata de descomponer dicha sefial como una serie de sefiales con frecuencias n/T
(multiplos enteros de la frecuencia fundamental). La sefial modelo con frecuencia n/T
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(ciclos por segundo) es sen(27rnt/T). La forma compleja de dicha sefal es la funcién
en(t) — e27‘[int/T'

» El peso que la componente de frecuencia n/T tiene en nuestra sefial viene dado por el
producto escalar:

T .
= (Fle) =1 [ feT ar

o]

» Laserie que representa a la sefial f es g cpe
n=—oo

de la sefial y constituye la representacion de la sefial en el dominio de la frecuencia.

27ikt/T Dicha serie proporciona el espectro

= En el contexto de las series de Fourier las igualdades:

Fin) = % /O F(t) e 2mint/T gy (3.20)
) = > f(n)ermmT (3.21)

se llaman, respectivamente, las ecuaciones de andlisis y de sintesis.
Transformada de Fourier Discreta.

= Se considera una sefial discreta y = (vo, 1, -..y~n—1) formada por N valores que se inter-
pretan como un periodo de una sefal discreta periédica de periodo N.

= Se trata de descomponer dicha sefial como una suma de sefiales con frecuencias n/N
(multiplos enteros de la frecuencia fundamental 1/N). La sefial continua modelo con fre-
cuencia n/ N (ciclos por segundo) es sen(27rnt/N). La forma compleja de dicha sefal es
e2™int/N Puesto que de la sefial original solamente conocemos un periodo formado por

2w int/N

N valores consecutivos, lo que hacemos es discretizar la sefal e evaludndola en

t=0,1,2,...,N — 1y obtenemos asi el vector

W, = (1/6271’171/1\], e2711n2/N, o /e2nzn(N—1)/N)

= El peso que la componente de frecuencia n/N tiene en nuestra sefal viene dado por:

1 N-1 '
o=y | wn) =5 D yee 2N
k=0

Z| =

= La sefal discreta y puede expresarse en la forma 'y = >N ¥,w,. Dicha igualdad se
interpreta como la representacion de la sefial en el dominio de la frecuencia.
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= Los coeficientes Y}, se llaman coeficientes espectrales de la sefial y. Las igualdades:

N-1
1 Y
Y, = NZyke Arnk/N - =0,1,2,...,N—1 (3.22)
k=0
N-1 ‘
Yn = Y, e2nk/N -y —=0,1,2,...,N—1 (3.23)
k=0

se llaman, respectivamente, la ecuacion de anilisis y la ecuacién de sintesis. La frecuencia
fundamental en (3.23) es w = 1/N.

3.5.2. Convolucién y DFT

Como acabamos de explicar, interpretamos los elementos de CN como sucesiones periédi-
cas con periodo N. Esto justifica la siguiente definicion.

Dadoy = (yo,y1,--.,yn-1) €CN y un entero arbitrario k € Z, definimos yx = y, donde g es
el resto de la division de k por N (0 < g < N —1).

Se define la convolucién? (llamada a veces convolucién circular o periédica o ciclica) de
dos elementos de CN, x = (xg,x1,...,xn-1) €Y = (Yo,Y1,---,YN—1) como el elemento z =
(zo,z1,...,z2n-1) de CN definido por:

N-1
Zp = Z XqYk—q kezZ
q=0

Es inmediato que z; es una sucesion peridédica con periodo N. Escribiremos simbdlicamente
z=xQ0Yy.

Fijado un vectory = (yo,1,--.,YN-1), la aplicacién que a un vector x = (xo, x1,...,XN-1)
hace corresponder el producto de convolucién z = y ® x es una aplicacién lineal de CN en CN
que podemos escribir en forma matricial como sigue:

20 Yo YN-1 YN—2 - N X0

21 n Yo YN-1 - Y2 X1

v4) =1 ¥ 1 Yo - Y3 X2 (3.24)
ZN-1 YN-1 YN—2 YN-3 - Yo XN-1

Las propiedades del producto de convolucién se deducen facilmente de la siguiente impor-
tante propiedad.

2Este es uno de los distintos tipos de convolucién mas frecuentes. Las operaciones de convolucién son muy
usadas en el procesamiento de sefales digitales. Los tipos de filtros mds frecuentes acttian sobre la sefial de entrada
“input” haciendo una convolucién con la funcién “respuesta impulsiva” del filtro.
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Dados dos vectores a = (ag,a1,...,an-1) y b = (bo,b1,...,bx_1) en CN notaremos por
ab € CN su producto puntual:

ab = (agbo, a1by, ..., an_1bN_1)

Proposicién 3.15. Sean x = (xo,x1,...,XN-1), ¥ = (Yo, Y1,---,Yn_1) vectores en CN. Entonces se

verifica que:
F(xoy) =NFX)F(y), Flxy)=Fx)oF(y) (3.25)

3.5.3. Ejercicios
1. Comprueba que los vectores
wk:(1,wk,w2k,...,wk(N’1)), k=0,12,..., N—1 w = ¥m/N
forman una base ortogonal de CN.

2. Recuerda que consideramos los elementos de CN como sucesiones periédicas con periodo
N. Explicitamente: dado y = (yo,¥1,---,¥n-1) € CN y un entero arbitrario k € Z, defini-
mos yx = y; donde 0 < g < N — 1 es el resto de la division de k por N. Por ejemplo,
Y-1=YnNn-1,Y-2 = YN-2, YN = Yo, YN+1 = V1.

Se dice que la sucesién (y,) es parsiy_, = y, y se dice que es impar si y_, = —y, para
todoneZ.

Supongamos que (y,) N (Yy). Prueba que:

D) (y-n) = (Vo)

b) (@) = (Y-)

Q) (7_) = (V)

d) (yn)es par (impar) <= (Y},) es par (impar).

e) (yn)esreal <= Y_, =Y, paratodoneZ.

f) (yn) esrealypar <= (Y;)esrealy par.

Q) (yn) esrealeimpar <= (Y,) es imaginario puro e impar.

3. Calcula la transformada de Fourier discreta de las siguientes sucesiones:

a) (1,1,1,1,1,1,1,1)
b) (1,1,1,1,0,0,0,0)
c) (00111100)
d) (1,1 -1,1,-1,1)
e) (00100010)
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N-1 1 N1
4. Justifica que Z 1Y, > = N Z Y]
n=0 n=0

5. SeaZ = F(F(y)). Calcula las componentes Z; de Z en funcién de las componentes y,, de
y.

3.6. Transformada de Fourier

Definicién 3.16. La transformada de Fourier de una funcién f : R — C esla funcién f: JF:R—C
definida por:
F(s) = F(s) = / e 2L A (s€R) (3.26)

—0o0

3.6.0.1. Comentarios

= Usaremos las notaciones fy Jf para representar la transformada de Fourier de la sefial
f. A veces conviene escribir Ff en la forma J(f) para indicar claramente que Jf es la
transformada de Fourier de la funcién f.

“”_ 7
S

= El pardmetro en la definicién 3.26 se interpreta como frecuencias. La funcién f se

interpreta como la representacion de la sefial f en el dominio de la frecuencia.

» La transformada de Fourier convierte una sefial, f(¢), dada en el dominio del tiempo en

~

otra sefial, f(s), en el dominio de la frecuencia.

» Representaremos por L!(IR) el espacio de todas las funciones f : R — C tales que

feL(R).

/ |f(t)| dt < oo.Para que la definicién 3.26 tenga sentido es condicién suficiente que

» Para calcular la transformada de Fourier de una funcién tenemos libertad para modifi-
car como queramos dicha funcién en un conjunto siempre que ello no afecte al valor de
la integral. Por ejemplo, podemos cambiar el valor de la funcién en cualquier conjunto
finito de puntos. Por eso, para calcular la transformada de Fourier de una funcién no
es imprescindible que la funcién esté definida en todo IR, es suficiente, por ejemplo, que
esté definida en todo R excepto en un conjunto finito de puntos.

= No hay acuerdo undnime sobre la definicién de la transformada de Fourier. Algunos
detalles sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en la
exponencial, multiplicar la integral por 1/27 o por 1/ V27, incluir o no incluir 277 en el
exponente de la exponencial.
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3.6.0.2. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una sefial f por sus componentes de frecuen-

cia. El conjunto Q(f) = {s eR: ]?(s) # 0} se llama espectro continuo de la sefial f. Cada fre-

cuencia s € Q(f) tiene como amplitud ‘f(s) ‘ y su fase es arg f(s). La sefal f queda caracterizada

~

completamente por j?en el sentido de que el conocimiento de f permite recuperar f.

Definicién 3.17. La transformada inversa de Fourier de una funcién g : R — C es la funciéon
¢:R — C definida por:

3(t) = / T miste()ds  (tER) (327)

Es usual usar la notacién ¢ = F ¢ para representar la transformada de Fourier inversa de
g. Se verifica el siguiente importante resultado.

Teorema 3.18 (de inversion de Fourier). Si f es una sefial suave a trozos tal que f € L'(R) y también
f€LY(R), se verifica que:

ilamhaile / i f(s)ds  (tER) (3.28)
En particular, en todo punto t €R en el que f sea continua es
£(t) = / e2mist £(s) ds (3.29)

La igualdad (3.26) se llama la ecuacién de andlisis y la igualdad (3.29) se llama ecuacién de
sintesis. Observa que la ecuacion de sintesis permite reconstruir una sefial no periédica a través
de sus componentes de frecuencia y puede verse como una “version continua” de la represen-
tacion de una sefial periédica por su serie de Fourier.

Explicitamente, la igualdad (3.29) afirma que:
f(t) :/ [/ e 2Tisu f(y) du | e¥Tist ds (3.30)

Evidentemente, es mds cémodo escribir esta igualdad en la forma:

f=3715H) (3.31)

Es notable la simetria que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente se
diferencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también la igual-
dad:

g§=5(Fg (3.32)

La transformada de Fourier es una operacién que regulariza y suaviza las funciones. Esto
es lo que dice el siguiente resultado.
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Teorema 3.19. La transformada de Fourier de una sefial integrable, f € L*(IR), es una funcién continua,
acotada y tlirj{l Ff(s) =0.

3.6.1. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente con
la hip6tesis de que las funciones que en ellas intervienen estén en L!(IR) para que sus corres-
pondientes transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipétesis adicionales
en las que no vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades como un formalismo
atil para calcular transformadas de Fourier. Para ello tendrds que memorizar las transforma-
das de Fourier de unas pocas funciones bésicas y a partir de ellas aplicando las propiedades
que siguen, sin necesidad de calcular integrales, podréds deducir las transformadas de Fourier de
muchisimas funciones mas.

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que si a y
son nimeros y f, ¢ sefiales, se verifica la igualdad:

Haf +pg) = adf + BJg

Propiedades de simetria

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y su inversa:

Hf(s) = / Ze—zﬂf” F(H)dt = / o:ocos(27'(st) F(H)dt —i / O; sen(27rs t) £(£) dt
Ff(s) = /ZeZniStf(t) dt = /o;cos(Znst)f(t) dt +i/o:osen(27'(st)f(t) dt

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes propieda-
des de simetria.

1. Ff(s) = F Y (—s).
2. Regla de inversion. F(Jf)(s) = f(—s).

3. Sila funcién f es par entonces se tiene que:

/oo sen(2rtst)f(t)dt = lim ' sen(2mrst)f(t)dt =0

oo a——+00 —a

por lo que

[oe]

F(s) = F 1 (s) = / cos(2s ) f(t)dt =2 /O " cos(2s ) f(1) dt

—o0
y la transformada de Fourier de f coincide con su transformada inversa y es una funcién
par.
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4. Andlogamente, si f es impar su transformada de Fourier también es impar y:

F(s) = —F Uf(s) = i / " sen(2st)f(t)dt = 2i /O " sen(2rs )£ (1)

—00

5. Si f es real entonces Ff (—s) = Ff(s).
6. Si f esreal y par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f es real e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios
puros.

Las siguientes dos propiedades se obtienen facilmente con un sencillo cambio de variable.

Traslacién en el tiempo. Dado un nimero a € R y una sefial f, definimos la sefial 7, f por:

wf(t) = f(t—a)
Se verifica que:
f () =7 f(s)

Es decir, una traslacion en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.

Cambio de escala o dilatacién. Dado un ntiimero a € R* y una sefial f, definimos la sefial o f
por:
oaf(t) = f(at)

Se verifica que:

af (5) = 7 )
Es decir una dilatacién (@ > 1) o una compresiéon (2 < 1) en el dominio del tiempo se co-
rresponde con una compresion o dilatacién en el dominio de la frecuencia més un cambio de
escala.

Propiedad de modulacién. Dado 2 € R, y una sefal f, se verifica que la transformada de
Fourier de la funcién g(t) = e*™/%! f(t) esla funcién 7, f.

Esta propiedad es inmediata pues:

§(S) _ /oo e727ristf(t) e27riat dt = /OO e727ri(sfa)tf(t) dt = f(S o LZ)

—0o0 —0o0

La aplicacién de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se basa
en la siguiente propiedad.

Propiedad de derivacion

Hf')(s) = 2misFf(s)  H=2imtf(t))(s) = (F)'(s)
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Igualdad de Parseval

[ soar = [ ap(e)RG as
En particular

/m f(B) dt = /Z |FF(s)|* ds

—00 —

3.6.2. Ejemplos

Ejemplo 3.20 (La funcién pulso rectangular). Es la funcién dada por

1 |t <1/2

I(t) =
®) 0 |t >1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha funcién en los puntos
+3 pero, para recuperar esta funcién por medio de una transformada de Fourier es necesario
definir su valor en dichos puntosigual a 1/2. Como se trata de una funcién par su transformada
de Fourier viene dada por:

o~

() =2 [ 1 costersndr =2 | " os(2mstydt =2 [sniems) 12 sen(ns)

27s =0 TS
¢

Ejemplo 3.21 (La funcién “cardinal seno” o “funcién de muestreo”). Es la funcién dada para

todo t €RR por
t
Tt
por supuesto, senc(0) = 1.

La transformada de Fourier de esta funcién se deduce facilmente de que, segtin acabamos

—

de ver, Il = sency, como la funcién IT es par, obtenemos

Fsenc = F(FT1) = F(F 1) = I

¢
Ejemplo 3.22 (Decaimiento exponencial truncado). Es la funcién dada por
0, t<0
) =
o { et t>0
Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:
oo oo —t ,—2misq ot
Tra\ —2mist _ (—2mis—1)t _ |l e e _ 1
= t)ydt = dt = ; = :
f(s) /Ooe f(t) /0 ¢ [ 1+27|:15L_0 1+2mis
¢
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Ejemplo 3.23 (La funcién de Laplace). Es la funcién dada por
g(t) =e Il

Para calcular su transformada de Fourier observamos que ¢(t) = f(t) + f(—t) donde f es
el decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:

86) = fO)+ (=) = Tianis VT amis — T4 anis?

Ejemplo 3.24 (La funcién gausiana unidad). Es la funcién definida por:

flt)y=e "

Esta funcion tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier: su
transformada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de que f'(t) =
—27tf(t) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad con lo que, en
virtud de la propiedad de derivacion, resulta:

27isf (s) = <F(5)

Es decir

~

F(s) +27msf (s) =0
Deducimos de aqui que la funcién j? (s) ™ tiene derivada nula por lo que

~

Fs)=Ff(0)e™ =e ™ = f(s)

Donde hemos usado el resultado bien conocido ]?(0) = / e ™ dt = 1.

—00

3.6.3. Ejercicios

1. Supongamos que reproduces en un magnetofén una cinta a velocidad doble de la velo-
cidad a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de cambio de
escala o dilatacion de la transformada de Fourier.

2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer integrales, la
transformada de Fourier de las siguientes funciones:

)1, Jtl<a/2
2 H“(t)_{o, t|>a/2

b) f(t) =TII((t —b)/c) donde IT es la funcién “pulso rectangular”.
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Cn

¢) f(t) esuna funcién escalonada f(t) = Z arI1 <x — b >
k=1

1, 0<x<1
d f(t)=¢ 2, 1<x<2
0, x<0ox>2

cos(mtt), |t| <a/2

e)f(t):{o, It >a/2

L w0t
P F) = e H
) f(t)

cos(2mpt) e (/%)
n f(1) 14 27tit

1
i) f(t) =2te "

3. Calcula mediante integracion la transformada de Fourier de la “funcién tridangulo” defi-

- <
A(t):{1 ], |t <1

0, |t >1

nida por:

4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una sefial f, calcula la transforma-
da de Fourier de la sefial g(t) = f(t) cos(2rat).

b) Calcula la sefial (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene la

gréfica siguiente.

3.7. Convolucién y transformada de Fourier

Procesar una sefial consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la sefal es
analégica y su transformada de Fourier es

fs)=fs)

eit?(s)

, 0 las fa-

donde 9(s) = arg]?(s), podemos estar interesados en modificar las amplitud ‘j?(s)

ses arg f (s) correspondientes a cada frecuencia s, para obtener una nueva sefial que podemos

representar en la forma:
el 9(s) i 0(s)
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donde la funcién p(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la funcién e’ ()
da cuenta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la funcién p(s) e’ ?()
y a concluir que j?(s)p(s) e'?() es la transformacién més general que podemos hacer sobre
nuestra sefial modificando amplitudes y fases. Es natural interpretar la funcién p(s) e!#() como
la transformada de Fourier de una sefial analégica g(t), por tanto g(t) = F~o(s) e!?())(t),y a
preguntarnos qué operacién debemos hacer con las sefiales f(t) y g(t) para obtener una nueva
sefial cuya transformada de Fourier sea precisamente g (s)f (s). Esté claro que dicha operacion
serd el modelo mas general del procesamiento de seftales. Calculemos § (s)f (s).

) f(s) = / i g(t) e st g / o:o Flx)e 25T dx — / O:O [ / Z g(f) e~2mist g~ 2misx dt] F(x) dx

= /0:0 [/o:og(t)e_zms(t”) dt] f(x)dx = /0:0 [/o:og(u—x)f(x) e 2misu du} dx =
= /0:0 [/O:Of(x)g(u—x)e_zmsu dx] du = /0:0 [/o:of(x)g(u —X) dx] e 27su qy

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la funcién

) = [ Flg(u =) ds

Definicién 3.25. La convolucién de dos sefiales f y g es la funcién

n(t) = /o:og(t—x)f(x) dr  teR

dicha funcién se representara por f * g y se llama la convolucién de f y g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresa que la convolucién en el domi-
nio del tiempo se corresponde con la multiplicacién en el dominio de la frecuencia.

Teorema 3.26 (de convolucion). Ff x g)(s) = Ff(s)Tg(s).

Teniendo en cuenta la simetria entre la transformada de Fourier y su inversa, también se
verifica la igualdad:

FHf+g)=(FHEF Y
y, lo que es mds interesante:
J(fg) =If x5
es decir, la multiplicacién en el dominio del tiempo se corresponde con la convolucién en el
dominio de la frecuencia.

3.7.0.1. ;Qué es la convolucién?

Es la segunda vez que aparece en este curso la operaciéon de convolucién. En la lecciéon
anterior vimos la convolucién ciclica de dos sefiales periddicas discretas y ahora surge la con-
volucién de dos sefiales continuas no periddicas. Entre ambas hay ciertas analogias y ambas se
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comportan igual respecto a las respectivas transformadas de Fourier discreta o continua. No
son estos los tnicos tipos de convolucién que se consideran. La convolucién de funciones es
una herramienta muy versatil que tiene distintos significados en distintos campos y no admite
una interpretacion dnica. Se trata de una operacién que no es facilmente visualizable y que
tiene cierta complicacion: para calcular el valor de la convolucién de dos funciones en un so-
lo punto hay que usar todos los valores de ambas funciones y realizar una integracién. En la
tigura 3.5 tienes un intento de visualizacién del cdlculo de la convolucién de la funcién pulso
rectangular, I'l, consigo misma en el punto x = 0.75.

Figura 3.5: Graficas de I1(x) (azul), I1(0.75 — x) (verde), IT(x)I1(0.75 — x) (azul), IT +I1(x) (rojo). El punto azul
es el valor IT* I1(0.55)

Observa que aunque la funcién pulso rectangular es discontinua en los puntos £1/2 su
convolucién es la funcién tridngulo que es continua. Esta es una propiedad importante de la
convolucioén: la convolucion de dos funciones es una funcién al menos tan buena como la mejor de
ambas.

Podemos ver la convolucién como una operacién para promediar y suavizar una funcién
por medio de otra. Consideremos que g es una funcién positiva, concentrada cerca de 0, con
drea total igual a 1:

/_o:og(x)dx =1

Por ejemplo, ¢ podria ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0. En tal caso, la
funcién x — g(t — x) estd concentrada cerca de t y sigue teniendo drea total 1. La integral

| stt=sxdx

puede interpretarse como un promedio de los valores de f(x) cerca de x = t ponderado por los
valores de x +— g(t — x). Si nos movemos a otro punto ' cercano a t y calculamos el valor,
f *g(t'), de la convolucién en t, repetiremos la operacion anterior, es decir, calcularemos una
media ponderada de los valores de f cerca de ' y dicha media incluird, si t' estd cerca de ¢,
valores de f que ya se usaron en el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los valores de
la convolucién f x g(t) y f * g(t') estén més proximos que f(t) y f(#'). Es decir, f * g(t) suaviza

f.
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Por otra parte, este proceso de promediar y reqularizar es lo que hacen los instrumentos de
medida. Por ejemplo, cuando usamos un termémetro para medir la temperatura en un punto
del espacio lo que estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe a que el terméme-
tro no mide la temperatura solamente en un punto, sino que la informacién que proporciona es
realmente un promedio de las temperaturas en una pequefia regién del espacio. La manera de
realizar este promedio depende de las caracteristicas fisicas del instrumento y dicho promedio
se realiza de igual forma en cualquier punto donde situemos el termémetro. De esta forma se
entiende que los datos que proporciona el termémetro son el resultado de una convolucién
de la funcién temperatura con otra funcién, que podemos interpretar como una funcién de
densidad de probabilidad - una gausiana -, que es caracteristica del instrumento concreto que
usemos. Cuanto mds preciso sea el termdémetro mds alta y estrecha serd esta gausiana y mds
“concentrada” serd la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolucién aparece en contextos tan diversos.
En algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauracién de imégenes, lo que se quiere es
invertir el proceso antes descrito, es decir, se dispone de una sefial f que estd “contaminada”
por su convolucién con otra sefial ¢ de manera que lo que nosotros recibimos es la sefial 1 =
f * g. La sefial g se interpreta como un “ruido” y pueden hacerse hipétesis sobre su naturaleza
para intentar separar la sefial f del ruido g que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere
es invertir un proceso de convolucion.

Aqui puedes ver dos fotografias de una comadreja. La primera de ellas esta “corrida” de-
bido a un pequefio movimiento de la cdmara que tomo la foto. Esto es una convolucién. La
segunda es el resultado de someter los datos de la foto a una de-convolucion.

120 _ 120
100
80
60
40
20

80
60

20

3.7.0.2. Propiedades de la convolucién

La operacién de convolucién se comporta de forma parecida a la multiplicacién. Concreta-
mente, se verifican las siguientes propiedades:

» Conmutativa. f*xg = g*f.

» Asociativa. (f*g)xh = f* (gxh).

» Distributiva. (f +g)*xh = f+xh+gxh.

La ualtima propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia facil del teorema de
convolucién.
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3.7.1. Convolucién y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

Un filtro es un sistema LTI que ademads es estable.

Nuestro propésito es ver que los filtros lo que hacen es una convolucién de la sefial de
entrada con una funcién que se llama la respuesta impulsiva del filtro. Consideremos primero
tiltros discretos y después filtros analdgicos.

3.7.1.1. Respuesta impulsiva de un filtro discreto

Representaremos las sefiales discretas por funciones definidas en Z con valores en C. Dadas

dos sefiales u,v : Z — C se define su convolucién como la sefial z dada por
[o0]
z(n) = Z u(k)o(n —k) (nez)
k=—c0

supuesto, claro estd, que dicha serie converge para todo n € Z. La sefial z se llama la convolucion
de las sefales u y v y se representa por u * v. Esta convolucién de sucesiones tiene andlogas
propiedades a la convolucién de funciones por medio de una integral.

La sefial § : Z — C definida por §(n) = 0 paran # 0y 6(0) = 1 se llama sefal impulso
unidad o sefal delta de Dirac discreta. Dada una sefal discreta x : Z — C, para todo n € Z se
verifica la igualdad:

oo
x(n) = Z x(k)o(n — k)
k=—c0
pues dicha suma consta realmente de un dnico sumando no nulo que se obtiene para k = n.
Representaremos por J; la funcién & (n) = d(n — k), es decir, con la notacién ya usada varias
veces, 6y = Txd. La igualdad anterior nos dice que la sucesién de funciones xy = Z,I(\I:_ N X (K)o
converge puntualmente a la funcién x.

Supongamos ahora que L : X — Y un filtro donde X e Y son espacios vectoriales normados
de sucesiones y que se verifica que xy converge a x en la norma de X (es decir, | xy — x|| — 0).
Entonces, la linealidad y continuidad de L permite escribir:

N N o0
Lx=1L (I\lllm Z x(k)5k> = lim Z x(k)L o, = Z x(k)L &k

—00 N—oo

= k=—N k=—o0

Como L es invariante en el tiempo se verifica que L6y = L(7d) = (L 6). Poniendoy = Lx, y
llamando h = L J, la igualdad anterior nos dice que para todo n € Z se verifica que:

[ee] [ee]

ym) = 3 xR @h) () = 3 x(kh(n — k)
k=—c0 k=—0c0
Es decir, y = x * h. En consecuencia, la funcién h, que es es la respuesta del filtro a la funcién
impulso unidad, caracteriza al filtro. Dicha funcién se llama la funcion respuesta impulsiva del
filtro.
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3.7.1.2. Respuesta impulsiva de un filtro analégico

Para un filtro analdgico se demuestra que hay una funcién h llamada la respuesta impulsiva
del filtro con la propiedad de que la respuesta, y(t), del filtro a una entrada x(t), viene dada
por la convolucién

y(t) = / x(s)h(t —s)ds = (x#h)(t)

Resulta asi que todo filtro acttia por convolucién.
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