
Apuntes
de

Análisis Matemático I

María D. Acosta
Camilo Aparicio
Antonio Moreno

Armando R. Villena



II



Índice general

I Continuidad 3

1. Introducción al Análisis de una variable. 5
1.1. Resultados fundamentales enR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Numerabilidad.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12
1.3. Notas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
1.4. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5. Resumen de resultados del Tema 1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.6. Ejercicios del Tema 1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2. Campos escalares y vectoriales continuos. Límite funcional. 23
2.1. Normas y distancias.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2. Topología de un espacio métrico.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3. Compactos, convexos y conexos.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4. Funciones continuas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.5. Límite funcional.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
2.6. Apéndice.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56

2.6.1. A) Teorema de Heine-Borel-Lebesque.. . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.6.2. B) Desigualdad entre la media geométrica y aritmética.. . . . . . . 59
2.6.3. C) Demostración de la caracterización de la continuidad global.. . . 60
2.6.4. D) Otra demostración del Teorema de Heine.. . . . . . . . . . . . . 61
2.6.5. E) Fórmula para el argumento de un número complejo.. . . . . . . 62

2.7. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.8. Resumen de resultados del Tema 2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.9. Ejercicios del Tema 2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.11. Breve biografía de los matemáticos mencionados en los temas 1 y 2. . . . . 89

II Derivación 93

3. Campos escalares y vectoriales derivables. Reglas de derivación. 95
3.1. El espacio de BanachL (RN,RM). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.2. Concepto de derivada.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .104
3.3. Campos escalares derivables. Vector gradiente.. . . . . . . . . . . . . . . .109
3.4. Campos vectoriales derivables. Matriz jacobiana.. . . . . . . . . . . . . . .114

III



IV ÍNDICE GENERAL

3.5. Reglas de derivación.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .118
3.6. Interpretación geométrica del concepto de derivada. Hiperplano tangente.. . 124
3.7. Apéndice A) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.. . . . . . . . . . . . . . . .127
3.8. Apéndice B) Normas duales.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .128
3.9. Apéndice C) Hiperplanos.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .129
3.10. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .131
3.11. Resumen del resultados del Tema 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .132
3.12. Ejercicios del Tema 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .137
3.13. Soluciones a los ejercicios del Tema 3.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .143

4. Teorema del valor medio. Teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder.
Teorema de Picard-Lindelöf. 157
4.1. Teorema del valor medio.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .159
4.2. Teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder.. . . . . . . . . . . . . 165
4.3. Teorema de Picard-Lindelöf.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .170
4.4. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172
4.5. Resumen del resultados del Tema 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .173
4.6. Ejercicios del Tema 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .175
4.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 4.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .179

5. Derivada segunda. Matriz hessiana. 185
5.1. Aplicaciones bilineales.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .186
5.2. Derivada segunda.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .187
5.3. Reglas de derivación.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .191
5.4. Teorema de Schwarz.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .194
5.5. Fórmula de Taylor.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .196
5.6. Campos escalares.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .199
5.7. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .203
5.8. Resumen del resultados del Tema 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .204
5.9. Ejercicios del Tema 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .209
5.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .211

6. Derivadas sucesivas. 221
6.1. Reglas de derivación.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .226
6.2. Derivadas de orden superior de campos escalares.. . . . . . . . . . . . . . .228
6.3. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .232
6.4. Resumen del resultados del Tema 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .233
6.5. Ejercicios del Tema 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .239
6.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 6.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .241

7. Extremos relativos. 245
7.1. Condiciones necesarias y suficientes de extremo relativo. . . . . . . . . . . 245
7.2. Apéndice: Clasificación de formas cuadráticas deN variables . . . . . . . . 253
7.3. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .262
7.4. Resumen de resultados del Tema 7.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .263
7.5. Ejercicios del Tema 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .265



ÍNDICE GENERAL V

7.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 7.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .267

8. Teoremas de la función inversa y de la función implícita. 279
8.1. Teorema de la función inversa.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .280
8.2. Teorema de la función implícita.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .286
8.3. Apéndice: El Teorema de la función inversa se deduce del Teorema de la

función implícita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .292
8.4. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .294
8.5. Resumen de resultados del Tema 8.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .295
8.6. Ejercicios del Tema 8.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .297
8.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 8.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .301

9. Variedades. Extremos condicionados. 309
9.1. Variedades diferenciables.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .310
9.2. Espacios tangente y normal.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .318
9.3. Extremos condicionados.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .321
9.4. Cálculo práctico de puntos críticos condicionados. Función de Lagrange, sis-

tema de Lagrange y multiplicadores de Lagrange.. . . . . . . . . . . . . . .323
9.5. Aplicación del Teorema de Lagrange al cálculo de extremos absolutos.. . . 324
9.6. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .335
9.7. Resumen de resultados.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .336
9.8. Ejercicios del Tema 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .339
9.9. Soluciones de los ejercicios del Tema 9.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .341

III Integración 357

10. Medida de Lebesgue enRN. 359
10.1. σ -álgebras y medidas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .360
10.2. Construcción de la medida de Lebesgue enRN. . . . . . . . . . . . . . . . .364
10.3. Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue. . . . . . . . . . . . . . .369
10.4. Caracterización de la medida de Lebesgue. . . . . . . . . . . . . . . . . . .378
10.5. Comportamiento de la medida de Lebesgue frente a aplicaciones. . . . . . . 379
10.6. Apéndice A: Orden, topología y aritmética en[0,∞]. . . . . . . . . . . . . . 386
10.7. Apéndice B: “Subaditividad del volumen”.. . . . . . . . . . . . . . . . . .388
10.8. Apéndice C: “Descomposición de un isomorfismo lineal.”. . . . . . . . . . 390
10.9. Apéndice D: “Conjuntos ternarios de Cantor y función singular de Lebesgue”392
10.10.Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .395
10.11.Resumen del resultados del Tema 10.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .396
10.12.Ejercicios del Tema 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .399
10.13.Soluciones a los ejercicios del Tema 10.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .403

11. Integral asociada a una medida 413
11.1. Función medible.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .414
11.2. Propiedades de las funciones medibles.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .417
11.3. Funciones simples. Teorema de aproximación de Lebesgue.. . . . . . . . . 420



VI ÍNDICE GENERAL

11.4. Integral de funciones simples positivas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .422
11.5. Integral de una función medible positiva.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .424
11.6. Función integrable e integral.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .428
11.7. Densidad de las funciones simples enL (µ). . . . . . . . . . . . . . . . . .435
11.8. Referencias recomendadas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .435
11.9. Resumen del resultados del Tema 11.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .436
11.10.Ejercicios del Tema 11.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .439
11.11.Soluciones a los ejercicios del Tema 11.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .443

12. Teoremas de convergencia 449
12.1. Teorema de la convergencia monótona .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .450
12.2. Teorema de la convergencia dominada y Lema de Fatou. . . . . . . . . . . 455
12.3. Teorema de la convergencia absoluta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .457
12.4. Teorema de Riesz.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .458
12.5. Subespacios densos enL (RN). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .462
12.6. Resumen del resultados del Tema 12.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .464
12.7. Ejercicios del Tema 12.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .467
12.8. Soluciones a los ejercicios del Tema 12.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .471

13. Técnicas de integración en una variable. 479
13.1. Notación y aditividad de la integral.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .479
13.2. Teorema fundamental del cálculo.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .481
13.3. Integración por partes.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .488
13.4. Cambio de variable.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .489
13.5. Criterio de comparación.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .490
13.6. Funciones definidas por integrales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .493
13.7. Continuidad absoluta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .497
13.8. Resumen de resultados del Tema 13.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .499
13.9. Ejercicios del Tema 13.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .503
13.10.Soluciones a los ejercicios del Tema 13.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .509

14. Técnicas de integración en varias variables. 521
14.1. Teorema de Fubini.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .522
14.2. Teorema de Tonelli.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .530
14.3. Teorema del cambio de variable.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .532
14.4. Coordenadas polares, cilíndricas y esféricas.. . . . . . . . . . . . . . . . .537
14.5. Resumen de resultados del Tema 14.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .540
14.6. Ejercicios del Tema 14.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .545
14.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 14.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .551

IV Referencias 571



1



2



Capítulo I

Continuidad

3





Tema 1

Introducción al Análisis de una variable.

1.1. Resultados fundamentales enR.

Los números reales constituyen la base sobre la cual se asienta el Análisis Matemáti-
co. Consecuentemente, la primera premisa para avanzar provechosamente en este área será
establecer las propiedades del conjuntoR de los números reales.

Codificamos a continuación las propiedades básicas deR que de hecho lo caracterizan.R
es un conjunto provisto de una suma y un producto respecto de los cualeses un cuerpo con-
mutativo. Está dotado además de unarelación de orden total compatible con las operaciones
del cuerpo, esto es, una relación de orden≤ que verifica las siguientes propiedades:

i) a,b∈ R⇒ a≤ b o b≤ a ,

ii) [a,b,c∈ R, a≤ b]⇒ a+c≤ b+c , y

iii) [a,b,c∈ R, a≤ b, 0≤ c]⇒ ac≤ bc.

Nótese, sin embargo, que el cuerpoQ de los números racionales también goza de las
anteriores propiedades por lo que lógicamente no son éstas por sí solas las que caracterizan a
R. La propiedad fundamental deR (que ya lo distingue deQ) es elaxioma del supremo.

Axioma 1.1 (del supremo).Todo conjunto no vacío y mayorado de números reales tiene
supremo, es decir, el conjunto de sus mayorante tiene mínimo.

Es claro que para que un conjunto de números reales tenga supremo ha de ser no vacío y
mayorado. El axioma anterior nos asegura que estas dos condiciones son también suficientes.
El supremo de un conjunto A no vacío y mayorado de números reales se notará en lo sucesivo
supA.

Es fácil comprobar a partir del axioma del supremo que todo conjuntoAde números reales
no vacío y minorado tiene ínfimo, que en lo sucesivo se notará infA. En efecto, si notamos
−A := {−a : a∈ A}, se tiene que

m es minorante deA⇔−m es mayorante de−A
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6 1. Introducción al Análisis de una variable.

De lo anterior se deduce que infA =−sup(−A).

Corolario 1.2. Todo conjunto de números reales no vacío y acotado tiene supremo e ínfimo.

Proposición 1.3 (Caracterización de supremo y de ínfimo).Sea A un conjunto no vacío de
números reales y sea x un número real. Entonces

i) x = supA⇔
{

a≤ x, ∀a∈ A
∀ε > 0, ∃a∈ A : x− ε < a

ii) x = inf A⇔
{

x≤ a, ∀a∈ A
∀ε > 0, ∃a∈ A : a < x+ ε

Demostración:
i) ⇒ Si x = supA, x es mayorante deA y dadoε > 0, x− ε no puede ser mayorante de

A, luego existea∈ A tal quex− ε < a.
⇐ Claramentex es mayorante deA. Sea y un mayorante cualquiera deA. Si fuese

y < x, aplicando la hipótesis al positivoε = x− y, existiríaa∈ A tal quey = x+(y− x) =
x− ε < a, lo cual es absurdo pues y es un mayorante deA. Así puesx≤ y, lo que prueba que
x es el mínimo de los mayorantes deA.

ii) Análoga ai).

Comenzamos ya a exponer las primeras consecuencias del axioma del supremo que cons-
tituyen los pilares sobre los que se sustenta el Análisis Matemático.

Teorema 1.4.Sea{xn} una sucesión monótona de números reales. Se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) Si{xn} es creciente y mayorada, entonces{xn}→ sup{xn : n∈ N}.

ii) Si{xn} es decreciente y minorada, entonces{xn}→ inf{xn : n∈ N}.

Demostración:
i) Es claro que{xn : n∈ N} es un conjunto no vacío y mayorado. Sea

L = sup{xn : n∈ N} .

Fijadoε > 0 existem∈ N tal queL− ε < xm, de donde se deduce que

L− ε < xm≤ xn≤ L < L+ ε, ∀n≥m ,

donde se ha utilizado que la sucesión{xn} es creciente.
ii) Utilizando i) se obtiene que

lim xn =− lim(−xn) =−sup{−xn : n∈ N}= inf{xn : n∈ N}.
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Definición 1.5. Sean{xn}, {yn} dos sucesiones de números reales. Diremos que{yn} es una
subsucesióno sucesión parcialde{xn} si existe una aplicación

σ : N −→ N

estrictamente creciente tal que
yn = xσ(n), ∀n∈ N .

Teorema 1.6 (de los intervalos encajados).Sea{In} una sucesión decreciente de intervalos
cerrados no vacíos tal que{`(In)} → 0 (donde`(In) denota la longitud del intervalo In).
Entonces existe un número real x tal que∩∞

n=1In = {x}.

Demostración:
∩∞

n=1In puede tener a lo sumo un punto. En efecto, six,y∈∩∞
n=1In, |x−y| ≤ `(In), ∀n∈N,

y en consecuenciax = y.
Veamos que dicho conjunto no es vacío. Si para cada natural n notamosIn = [an,bn],

entonces{an} es creciente y mayorada. El teorema anterior nos asegura que

{an}→ x := sup{an : n∈ N} .

En consecuencia para cada naturalm la sucesión{am+h}h∈N, parcial de{an}, también con-
verge ax, de donde deducimos, al ser

am≤ am+h≤ bm, ∀h∈ N ,

quex∈ Im, para todo naturalm, es decir,

x∈ ∩∞
n=1In .

Definición 1.7. Una sucesión{xn} de números reales es deCauchysi

∀ε > 0, ∃m∈ N : p,q≥m⇒ |xp−xq|< ε.
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Teorema 1.8 (de complitud deR). EnR, toda sucesión de Cauchy es convergente.

Demostración:
Sea{xn} una sucesión de Cauchy de números reales. Veamos que{xn} está acotada. En

efecto, por definición,

∃m∈ N : n≥m⇒−1 < xn−xm < 1, o seaxm−1 < xn < xm+1,

de donde se deduce que{xn} está acotada.
Para cada natural n definimos

an := inf{xk : k≥ n} y bn := sup{xk : k≥ n}

(los conjuntos que aparecen en las definición son no vacíos y acotados). Es inmediato que
{[an,bn]} es una sucesión decreciente de intervalos cerrados y acotados. Fijadoε > 0 existe
m tal que

p,q≥m⇒ |xp−xq|< ε.

De la expresiónxp < xq + ε, ∀p,q≥m se deduce que

bn := sup{xp : p≥ n} ≤ xq + ε, ∀n,q≥m ,

que podemos escribir en la formabn− ε ≤ xq, ∀n,q≥m, de donde obtenemos

bn− ε ≤ inf{xq : q≥ n} := an .

Hemos probado quen≥m⇒ bn−an≤ ε. El teorema anterior nos asegura que∩∞
n=1[an,bn] =

{x}, para algúnx real. Se tiene ahora paran≥m que

|xn−x| ≤ bn−an≤ ε ,

es decir la sucesión{xn} converge ax.

El procedimiento usado en la demostración del teorema de complitud deR, que asigna a
cada sucesión acotada{xn} dos sucesiones de números reales{an} y {bn} dadas por

an := inf{xk : k≥ n} y bn := sup{xk : k≥ n} ,

es especialmente útil. Cuando la sucesión{xn} no está acotada, al menos una de estas dos
sucesiones no está definida (enR). Esta dificultad desaparece considerando el siguiente con-
junto:

Definición 1.9 (El conjunto [−∞,+∞]). Sean−∞, +∞ dos objetos matemáticos distintos
que no son números reales. En el conjunto[−∞,+∞] = R∪{−∞,+∞} se extiende el orden
usual deR definiendo−∞ < x < +∞, ∀x∈ R.

A partir del Corolario1.2se obtiene el siguiente resultado:
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Corolario 1.10. Todo subconjunto no vacío de[−∞,+∞] tiene supremo e ínfimo.

Definición 1.11 (de límite en[−∞,+∞]). Se dice que una sucesión{xn} de elementos de
[−∞,+∞] tiende haciax∈ [−∞,+∞], lo que notaremos por{xn} → x, si se verifica alguna
de las siguientes tres afirmaciones claramente excluyentes:

i) {xn} → x ∈ R si ∀ε > 0, ∃m ∈ N : n ≥ m ⇒ x − ε < xn < x + ε

({xn} converge a x).

ii) {xn} → +∞ si ∀K ∈ R, ∃m ∈ N : n ≥ m ⇒ K < xn

({xn} diverge positivamente).

iii) {xn} → −∞ si ∀K ∈ R, ∃m ∈ N : n ≥ m ⇒ xn < K
({xn} diverge negativamente).

La siguiente proposición extiende al conjunto[−∞,+∞] las siguientes conocidas propie-
dades en el caso de que las sucesiones sean de números reales.

Proposición 1.12.Sean{xn},{yn},{zn} tres sucesiones de elementos de[−∞,+∞] y sean
x,y∈ [−∞,+∞]. Entonces

i) [xn≤ yn, ∀n∈ N, {xn}→ x, {yn}→ y]⇒ x≤ y .

ii) [xn≤ yn≤ zn, ∀n∈ N, {xn}→ x, {zn}→ x]⇒{yn}→ x.

Obsérvese que dei) se deduce que

[{xn}→ x,{xn}→ y]⇒ x = y.

Esto nos permite definir, en el caso de que{xn} tienda a un elemento de[−∞,+∞], el {xn}
como el únicox∈ [−∞,+∞] tal que{xn}→ x, en cuyo caso escribiremos limxn = x.

Ahora del Teorema1.4se deduce el siguiente resultado.

Proposición 1.13.Sea{xn} una sucesión monótona de elementos de[−∞,+∞]. Se verifican
las siguiente afirmaciones:

i) Si{xn} es creciente, entonces{xn}→ sup{xn : n∈ N}.

ii) Si{xn} es decreciente, entonces{xn}→ inf{xn : n∈ N}.

Definición 1.14 (de límite superior y límite inferior). El límite superiorde una sucesión
{xn} en[−∞,+∞] es el elemento de[−∞,+∞] definido por

limsup xn := lim bn
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donde para cada n natural
bn := sup{xk : k≥ n}

(la sucesión{bn} es una sucesión decreciente de elementos de[−∞,+∞] que obligadamente
tiene límite).

El límite inferiorde una sucesión{xn} en[−∞,+∞] es el elemento de[−∞,+∞] definido
por

liminf xn := lim an

donde para cada n natural
an := inf{xk : k≥ n}

(la sucesión{an} es una sucesión creciente de elementos de[−∞,+∞] que obligadamente
tiene límite).

Nótese que para cadan∈ N se tiene quean≤ bn y por tanto liman≤ lim bn o lo que es
lo mismo

liminf xn≤ limsup xn.

Ahora de la definición de límite y de la Proposición1.12ii) se deduce fácilmente la siguiente
caracterización de la existencia de límite en[−∞,+∞].

Proposición 1.15.Una sucesión{xn} en[−∞,+∞] tiene límite si, y sólo si,

liminf xn = limsup xn.

En consecuencia en el caso de que la sucesión sea de números reales, ésta es convergente
si, y sólo si,

liminf xn = limsup xn ∈ R.

Teorema 1.16 (Bolzano-Weierstrass).Toda sucesión acotada de números reales admite (al
menos) una subsucesión convergente.

Demostración:
Sea{xn} una sucesión acotada de números reales. SeaL := limsupxn. Es claro queL∈R.

Vamos a definir por inducción una aplicaciónσ : N → N estrictamente creciente tal que

{xσ(n)} → L .

Por definición de límite superior, la sucesión{bn} definida por

bn := sup{xk : k≥ n}, ∀n∈ N

decrece aL. Luego
∃m1 ∈ N : L≤ bm1 < L+1.

Por definición debm1 y la caracterización del supremo

∃σ(1)≥m1 : bm1−1 < xσ(1) ≤ bm1.
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Por tanto
L−1 < xσ(1) < L+1.

De nuevo y análogamente

∃m2 > σ(1) : L≤ bm2 < L+
1
2

y por definición debm2

∃σ(2)≥m2 : bm2−
1
2

< xσ(2) ≤ bm2.

De ambas desigualdades se sigue que

L− 1
2

< xσ(2) < L+
1
2
.

Supongamos definidoσ(n) conn≥ 2 tal queσ(n) > σ(n−1) y

L− 1
n

< xσ(n) < L+
1
n

.

Por definición deL

∃mn+1 > σ(n) : L≤ bmn+1 < L+
1

n+1
.

y por definición debmn+1 y la caracterización del supremo, razonando igual que antes, obte-
nemos

∃σ(n+1)≥mn+1 : L− 1
n+1

< xσ(n+1) < L+
1

n+1
.

Queda así definida{xσ(n)} que verifica

|L−xσ(n)|<
1
n

, ∀n∈ N,

y en consecuencia
{xσ(n)}→ L .
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1.2. Numerabilidad.

Sabemos que existen conjuntos finitos e infinitos y que los primeros se clasifican atendien-
do a su número de elementos. Para desarrollar la teoría del Análisis Matemático es importante
clasificar los subconjuntos infinitos atendiendo también a su “tamaño”. Los conjuntos nume-
rables son los conjuntos infinitos “más pequeños”.

Probaremos queQ es numerable (de hecho existef : N→ Q biyectiva con lo queQ =
{rn : n∈ N}, dondern = f (n), ∀n∈ N, es unaenumeracióndeQ ) .

Sin embargo,R no es numerable.

Definición 1.17 (de conjunto numerable).Un conjuntoA se dicenumerablesi es vacío o si
existe f : A → N inyectiva.

Ejemplos 1.18 (de conjuntos numerables).

a) Todo conjunto finito es numerable.

b) N es un conjunto infinito numerable.

c) Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

d) Z es numerable. En efecto, la aplicaciónf : Z→ N definida por

f (0) = 1 , f (n) = 2n+1 , f (−n) = 2n ,∀n∈ N

es claramente biyectiva.

e) N×N es numerable. En efecto, la aplicaciónf : N×N −→ N definida por

f (a,b) = 2a3b ,∀(a,b) ∈ N×N

es inyectiva.

f) Q es numerable. En efecto, la aplicación deQ enZ×N que a cada número racionalr

le hace corresponder(p,n) ∈ Z×N, donde
p
n

es la fracción irreducible der con deno-

minador positivo, es inyectiva. Sabemos que existe una aplicación inyectiva deZ×N
enN (de hecho existe una biyección). Así podemos definir una aplicación inyectiva de
Q enN, esto es,Q es numerable.

Hemos descrito ya una biyección deN sobreZ. En el ejercicio 1.6 se presenta una biyec-
ción usual deN sobreN×N.
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Teorema 1.19.Sea A⊂ N infinito. Entonces existe una aplicación f: N → A biyectiva.

Demostración:
Seaf (1) = min A. Supuesto definidosf (1) , f (2) , . . . , f (n), sea

f (n+1) = min{a∈ A\{ f (1) , f (2) , . . . , f (n)}}.

Claramentef (n) < f (n+1), ∀n∈ N de donde se deduce quef es inyectiva. Veamos quef
es sobreyectiva. Seab∈ A un elemento fijo y definimos

k := max{n∈ N : f (n)≤ b}

(el conjunto anterior es no vacío y finito, de hecho, tieneb elementos a lo sumo). Es claro que
f (k)≤ b. Si fuesef (k) < b, entonces se tendría

b∈ A\{ f (1) , . . . , f (k)},

y, en consecuencia, se seguiría de la definición def que f (k+ 1) ≤ b, lo que contradice la
definición dek. Hemos probado quef (k) = b.

Corolario 1.20. Existe una biyección deN sobreQ.

Demostración:
Seag :Q → N inyectiva, entoncesQ y g(Q) son biyectivos. El resultado se deduce del

teorema anterior.

Nuestro próximo objetivo es probar que la unión numerable de conjuntos numerables es
numerable y queR no es numerable. Para ello usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.21.Un conjunto A no vacío es numerable si, y sólo si, existe g:N → A sobreyectiva.

Demostración:
Supongamos queA es numerable y seaf : A → N inyectiva. Seab∈A fijo. La aplicación

g : N → A definida por

g( f (a)) = a, ∀a∈ A
g(n) = b, ∀n∈ N\ f (A) (si f (A) 6= N)

es claramente sobreyectiva.
Supongamos ahora que existeg :N → A sobreyectiva. La aplicaciónf : A → N definida

por f (a) = min{n∈ N : g(n) = a} es inyectiva.

Proposición 1.22.La unión numerable de conjuntos numerables es numerable. Es decir si I
es un conjunto numerable y Ai es un conjunto numerable para cada i∈ I, entonces el conjunto
A = ∪i∈IAi es un conjunto numerable.
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Demostración:
Podemos suponer queI 6= /0 6= Ai . Existen funciones

g : N −→ I , fi : N −→ Ai , ∀i ∈ I

sobreyectivas.
Definimosh : N×N −→ A por

h(m,n) = fg(n)(m) .

Veamos queh es sobreyectiva. Dadoa∈ A, elegimosi ∈ I tal quea∈ Ai , entonces elegi-
mosm,n∈ N tales queg(n) = i y fi(m) = a. Al serN×N numerable se puede construir una
aplicación deN sobreN×N, y en consecuencia existe también una aplicación deN sobreA.
En virtud del lema anterior hemos probado queA es numerable.

Teorema 1.23.El conjuntoR de los números reales no es numerable.

Demostración:
Basta probar que el intervalo[0,1] no es numerable. Si lo fuese existiría una aplicación

f :N → [0,1] sobreyectiva. Dividimos[0,1] en tres intervalos cerrados de igual longitud y al
menos en uno de ellos, que notamosI1, no está el puntof (1). Dividimos I1 en tres intervalos
de igual longitud y al menos en uno de ellos, que notamosI2, no estáf (2). En el n-ésimo
pasoIn es un intervalo que no contiene al puntof (n) y cuya longitud es un tercio de la del
intervaloIn−1.

La sucesión{In} así definida es una sucesión decreciente de intervalos cerrados no vacíos
deR verificado què (In) = 1

3n , para todo natural n. El teorema de los intervalos encajados
(Teorema1.6) nos asegura que existex∈ [0,1] tal que∩∞

n=1In = {x}. Esto es absurdo pues al
ser f sobreyectiva ha de existirk∈ N tal que f (k) = x con lo quex 6∈ Ik y con mayor motivo
x 6∈ ∩∞

n=1In.

Para familiarizarse, de una manera “informal” y agradable, con el duro concepto de la
numerabilidad recomendamos la lectura del Capítulo 2 de [Thi] titulado “Fábulas”.

1.3. Notas

Nota 1.24. Existen diversos procedimientos para presentar el cuerpo de los números reales.
En los métodos “constructivos”, los axiomas de Peano definen los números naturales (“Los
números naturales los hizo Dios y los demás los hizo el hombre”, Kronecker).

Axiomas de Peano. Existe un conjuntoN, un elemento 1 enN y una aplicación σ :N→N
que a cada natural n le hace corresponder otro natural σ(n), llamado su siguiente, verificando:

i) σ es inyectiva.

ii) 1 /∈ σ(N) (1 no es el siguiente de ningún natural).

iii) Principio de inducción.Si A es un subconjunto de N que satisface:
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a) 1∈ A,

b) a∈ A⇒ σ(a) ∈ A,

entonces A = N.

A partir de los números naturales, de manera fácil, se obtienen los números enteros y
racionales. Después, para la construcción de los reales a partir de los racionales, hay di-
versos procedimientos: el método de Cantor parte de familias de sucesiones de Cauchy de
números racionales [Lin], en otros procedimientos se parte de sucesiones de intervalos enca-
jados de números racionales [BaGa], que en esencia constituye una variante del método de
pares de sucesiones monótonas convergentes de números racionales [Rey] y, por último, la
construcción a partir de las cortaduras de Dedekind de números racionales [Gau]. Todos los
métodos constructivos conducen a conjuntos que gozan de las mismas propiedades. Los mé-
todos “axiomáticos” admiten la existencia de un conjunto que goza de algunas propiedades,
elegidas de tal forma que de ellas puedan deducirse todas las demás [ApPa, Capítulo I]. Así
los métodos que llevan a “ejemplificaciones” deR construyen estructuras matemáticamente
idénticas, entendiendo por tal que, aunque los conjuntos resultantes sean diferentes, sin em-
bargo, tienen exactamente las mismas propiedades. Por ello hablamos deel cuerpoR de los
números reales.

Más formalmente, cuando decimos que dos ejemplificaciones cualesquieraR y R′ de los
números reales son matemáticamente idénticas estamos afirmando que existe una biyección
f : R→ R′ que conserva la estructura de cuerpo ordenado, esto es,

i) f (x+y) = f (x)+ f (y) ,

ii) f (xy) = f (x) f (y) y

iii) x≤ y⇔ f (x)≤ f (y) .

En [McBo] puede consultarse una demostración detallada de la unicidad del cuerpo de los
números reales.

Nota 1.25. Del estudio hecho en la sección segunda es fácil obtener el siguiente importante
resultado:
Sea A un conjunto numerable. Entonces A es finito o equipotentea N, es decir, existe una
biyección de A sobre N.
Demostración:

Si A es vacío entoncesA es finito. En otro caso, seaf : A→ N inyectiva, es claro queA
y f (A) son equipotentes. Sif (A) es finito,A también lo es, mientras que sif (A) es infinito,
aplicando el Teorema1.19tenemos quef (A) es equipotente aN y por tantoA es equipotente
aN.

1.4. Referencias recomendadas.

[ApPa], [BaGa], [Gau], [Lin], [McBo], [Rey], [SoSi], [Thi].
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1.5. Resumen de resultados del Tema 1.

El conjunto R de los números reales. R es el “único” cuerpo conmutativo con una
relación de orden≤ verificando:

i) a,b∈ R⇒ a≤ b o b≤ a (orden total),

ii) [a,b,c∈ R, a≤ b]⇒ a+c≤ b+c (compatibilidad del orden con la suma), y

iii) [a,b,c∈ R, a≤ b, 0≤ c]⇒ ac≤ bc (compatibilidad del orden con el producto),

que satisface el axioma del supremo, esto es, todo conjunto no vacío y mayorado de números
reales tiene supremo (el conjunto de sus mayorante tiene mínimo).

Teorema de los intervalos encajados. Sea {In} una sucesión decreciente de intervalos
cerrados no vacíos tal que {`(In)} → 0 (donde `(In) denota la longitud del intervalo In).
Entonces ∩∞

n=1In = {x} para algún x∈ R.

Teorema de complitud deR. En R, toda sucesión de Cauchy es convergente.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Toda sucesión acotada de números reales admite una
sucesión parcial convergente.

Conjunto numerable. Un conjuntoA se dicenumerablesi es vacío o si existef : A → N
inyectiva.

Es fácil deducir de la definición que el conjuntoZ de los números enteros y el conjunto
Q de los números racionales son numerables.

Teorema. El conjunto R de los números reales no es numerable.

Teorema. Todo conjunto numerable o es finito o equipotente a N.
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1.6. Ejercicios del Tema 1.

1.1 (Propiedad arquimediana)
Seanx,y∈ R con 0< x. Probar que existen∈ N tal quey < nx. El enunciado equivale
a la siguiente afirmación:N no está mayorado (⇔{1

n}→ 0).

Indicación:Si se supone, razonando por reducción al absurdo, queN está mayorado,
tendría supremo. Seaα = supN. Entoncesn≤ α, ∀n∈ N y, por la caracterización de
supremo, ha de existir un naturalm tal queα − 1 < m, de dondeα < m+ 1 y esto
contradice el hecho de queα es el supremo de los naturales y, por tanto, mayorante.

1.2 Seanx,y∈ R conx < y. Probar que se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Densidad deQ enR). Existea∈Q tal quex < a < y.

ii) (Densidad deR\Q enR). Existeα ∈ R\Q tal quex < α < y.

Indicación:Parai): Sean∈ N tal que
1
n

< y−x. Comprobar que el racional

a :=
E(nx)+1

n
,

dondeE : R→ Z es la función parte entera definida por

E(x) := max{p∈ Z : p≤ x} ,

verificax < a < y.
Paraii). Seaβ un irracional positivo. Elijamos en virtud dei) un racional no nuloa tal
que x

β
< a < y

β
. Comprobar que el irracionalα := aβ verificax < α < y.

1.3 i) Probar que toda sucesión de números reales convergente es de Cauchy.

ii) Probar que toda sucesión de números reales de Cauchy que admite una subsuce-
sión convergente es convergente.

iii) Deducir el teorema de complitud deR a partir del teorema de Bolzano-Weierstrass.

1.4 Sea{xn} una sucesión de números reales positivos. Probar que

liminf
xn+1

xn
≤ liminf n

√
xn≤ limsup n

√
xn≤ limsup

xn+1

xn
.

En particular

{
xn+1

xn

}
7−→ x⇒{ n

√
xn} 7−→ x . Por ejemplo{ n

√
n} 7−→ 1 y{ n

√
n!} 7−→

+∞.

Indicación: Para probar la primera desigualdad nótese para cadan ∈ N,

an := inf
{

xk+1
xk

: k≥ n
}

. Si liman = 0 no hay nada que probar. En otro caso, seaα ∈R
tal que 0< α < lim an y seam∈ N tal queα < am. Paran > m se tiene que

α
n−m < amam+1...an−1≤

xm+1

xm

xm+2

xm+1
...

xn

xn−1
=

xn

xm
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es decir n
√

xmα
n
√

α−m < n
√

xn. Deducir que

α = lim n
√

xmα
n
√

α−m≤ liminf n
√

xn

para concluir que

liminf
xn+1

xn
= lim an≤ liminf n

√
xn.

La segunda desigualdad es bien conocida y la tercera se demuestra de manera análoga
a la primera.

1.5 Probar que la aplicaciónf : R→]−1,1[ definida porf (x) :=
x

1+ |x|
es una biyección

estrictamente creciente.

Calcular su inversa. ¿Esf−1 estrictamente monótona?. ¿Creciente o decreciente?. En
general, ¿cómo es la función inversa de una biyección estrictamente creciente entre
números reales?.

Extender, conservando el orden,f a una biyección̂f : [−∞,+∞]→ [−1,1].

1.6 Una forma natural de enumerarN2 (biyecciónσ :N−→N2) viene dada en el siguiente
esquema

(1,1) → (1,2) (1,3) · · · · · · (1,m)
↓ ↓ ↓

(2,1) ← (2,2) (2,3) · · · · · · (2,m)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
↓

(m,1) ← (m,2) ← (m,3) ← ··· (m,m)

es decir, los pares asociados a los primeros naturales son

(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),

(1,3),(2,3),(3,3),(3,2),(3,1), · · · ,

(1,m),(2,m),(3,m) · · · ,(m,m) · · · ,(m,3),(m,2),(m,1).

Con la enumeración descrita antes, calcular

a) σ(11),σ(13),σ(15).

b) σ(k).

c) σ−1(4,1),σ−1(1,4).

d) σ−1(n,m).
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Indicación para el apartado b):(1,1) 7−→ 1 ,(n,1) 7−→ n2. Para numerar las

(n+1)2−n2 = 2n+1

parejas que orlan el cuadrado anterior por una columna de(n+ 1)−parejas y una fila
(n+1)−parejas, obsérvese que

(1,n+1) 7−→ n2 +1 , (2,n+1) 7−→ n2 +2 , · · · (n+1,n+1) 7−→ n2 +n+1

y

(n+1,1) 7−→ (n+1)2 , (n+1,2) 7−→ (n+1)2−1 , · · · (n+1,n+1) 7−→ (n+1)2−n= n2+n+1.

En [SoSi], Capítulo I puede encontrarse una amplia colección de ejercicios con solucio-
nes.
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1.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 1.

1.1 El supremo de un conjunto no puede ser menor que uno de sus elementos. Para probar
queN no es acotado tomarx = 1.[

∀ε > 0,∃m∈ N : n≥m⇒ 1
n

< ε

]
⇔ [∀K > 0,∃m∈ N : n≥m⇒ K < n] ,

sin más que relacionarε y K mediante la expresiónKε = 1.

1.2 i) E(nx)
n ≤ x < E(nx)+1

n ⇒ x < a≤ x+ 1
n < x+(y−x) = y.

ii) El producto de un racional por un irracional es irracional.

1.3 i) Sea{xn}→ x. Seaε > 0

∃m∈ N : n≥m⇒ |x−xn|< ε.

p,q≥m⇒ |xp−xq| ≤ |xp−x|+ |x−xq|< 2ε.

ii) |x−xn| ≤ |x−xσ(n)|+ |xσ(n)−xn|< 2ε, puesn≤ σ(n), ∀n∈ N.

iii) Como toda sucesión{xn} de Cauchy es acotada, el teorema de B-W nos asegura
que existe{xσ(n)}→ x. El resultado se sigue deii).

1.4 Seguir las indicaciones

1.5 f−1(y) = y
1−|y| , ∀y∈ R.

La función inversa de una biyección estrictamente creciente entre números reales es
también estrictamente creciente.

1.6 a) σ(11) = (2,4) , σ(13) = (4,4) , σ(15) = (4,2) .

b) Si el naturalk es un cuadrado perfecto, entoncesσ(k) = (
√

k,1). En otro caso,
existen dos naturalesa,b tales quea2 < k < (a+1)2 y k = a2 +b. Entonces

σ(k) = (b,a+1) si b≤ a+1, σ(k) = (a+1,2a−b+2) si a+1≤ b≤ 2a.

c) σ−1(4,1) = 16 , σ−1(1,4) = 10 .

d)

σ
−1(n,m) =


(m−1)2 +n si n≤m

(n−1)2 +n+n−m= n2−m+1 si n≥m
.





Tema 2

Campos escalares y vectoriales continuos.
Límite funcional.

En este tema, por abstracción de las propiedades de la norma y la distancia euclídea, se
presentan las nociones de espacio normado y espacio métrico. La topología usual deRN es la
generada por la norma euclídea, esto es, los abiertos son uniones de bolas abiertas euclídeas.
El Teorema de Hausdorff, resultado principal de este tema, afirma que dicha topología coin-
cide con la topología asociada a cualquier norma enRN. Probamos también las extensiones
aRN de los Teoremas de complitud y de Bolzano-Weierstrass.

Definimos los compactos deRN como los subconjuntos cerrados y acotados. Presentamos
dos caracterizaciones de los compactos que son estupendas herramientas en las demostracio-
nes por compacidad (aquellas cuyos enunciados están ligados a la noción de compacto). La
primera afirma que toda sucesión en un compacto se acumula (Teorema2.28) y la segunda
que todo compacto verifica el axioma de Heine-Borel (Teorema2.31). Introducimos también
las nociones de convexidad y conexión enRN que son las extensiones geométrica y topoló-
gica, respectivamente, de la noción de intervalo deR.

Definimos la continuidad de funciones reales de varias variables reales y probamos que
tales funciones conservan los compactos y los conexos. El Teorema de Dini da condiciones
suficientes para que una sucesión de funciones que, en principio, converge sólo puntualmen-
te converja uniformemente. El Teorema de Heine nos asegura que las funciones continuas
definidas en compactos son de hecho uniformemente continuas.

Terminamos la lección estudiando el concepto de límite funcional (indispensable para
definir el concepto de función derivable) y la relación que existe entre éste y la continuidad.

En lo sucesivo, para cada naturalN, RN denota el espacio vectorial real de las
N-uplas de números reales, es decir,

RN := {x = (x1, ...,xN) : x1, ...,xN ∈ R}

con las definiciones usuales de suma y producto por escalares

x+y := (x1 +y1, ...,xN +yN), λx := (λx1, ...,λxN).

A las componentesx1, ...,xN de laN-upla que define el vectorxse les denominancoordenadas
de dicho vector. Cuando haya lugar a confusión, y en especial cuando se esté trabajando

23
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con sucesiones enRN, denotaremos a las coordenadas de un vectorx ∈ RN en la forma
x = (x(1), ...,x(N)). Así, por ejemplo, si{xn} es una sucesión de vectores enRN a la coorde-
nadak-ésima del términoxn se le denotaráxn(k).

2.1. Normas y distancias.

Recordemos que lanorma euclídeaen RN, es decir, la aplicación‖ · ‖2 : RN −→ R+
0

definida por

‖x‖2 :
√

(x|x) =
√

x2
1 + · · ·+x2

N (x∈ RN)

goza de las siguientes propiedades:

i) ‖x‖2 = 0⇔ x = 0 .

ii) ‖λx‖2 = |λ | ‖x‖2, ∀λ ∈ R, ∀x∈ RN.

iii) ‖x+y‖2≤ ‖x‖2 +‖y‖2, ∀x,y∈ RN.

A (RN,‖.‖2) se le llamael espacio euclídeo(de dimensiónN).

Ello nos invita a dar la siguiente definición.

Definición 2.1. Si X es un espacio vectorial real, unanormaenX es una función‖ ·‖ : X −→
R+

0 verificando

i) ‖x‖= 0⇔ x = 0 .

ii) ‖λx‖= |λ | ‖x‖, ∀λ ∈ R, ∀x∈ X (homogeneidad).

iii) ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖, ∀x,y∈ X (desigualdad triangular) .

El par ordenado(X,‖ · ‖) se llamaespacio normado.

Observaciones 2.2.

a) En i) basta exigir sólo la condición

‖x‖= 0⇒ x = 0,

ya que deii) se deduce que‖0‖= 0.

b) De la definición se sigue que también se puede prescindir en la definición de que la
norma toma valores no negativos, ya que

0 = ‖x−x‖ ≤ ‖x‖+‖x‖= 2‖x‖⇒ ‖x‖ ≥ 0.
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c) De ii) y iii ) se deduce fácilmente que

| ‖x‖−‖y‖ | ≤ ‖x±y‖, ∀x,y∈ X.

d) Por último, deiii ) se deduce fácilmente por inducción que

‖x1 +x2 + · · ·+xn‖ ≤ ‖x1‖+‖x2‖+ · · ·+‖xn‖, ∀x1, · · · ,xn ∈ X.

Ejemplos 2.3.

1. (R, | · |) es un espacio normado. De hecho, enR todas las normas son producto del valor
absoluto por una constante positiva.

2. Algunas normas enRN.
Además de la norma euclídea, enRN consideraremos entre otras lanorma de lasuma
y la norma del máximo, dadas, respectivamente, por

‖x‖1 := |x1|+ · · ·+ |xN|,
‖x‖∞ := max{|x1|, · · · , |xN|}

(x∈ RN)

No es difícil comprobar (hágase como ejercicio) que ambas son normas y que se veri-
fica la desigualdad (véase el Ejemplo2.13)

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2≤ ‖x‖1≤ N‖x‖∞ (x∈ RN).

Es conveniente dibujar la esfera unidad (elementos que tienen norma 1) en dimensión
2 para tener una idea de cómo se comporta la norma. Si consideramos la bola unidad
cerrada asociada a una norma, esto es,

B := {x∈ R2 : ‖x‖ ≤ 1},

ocurre que a bolas menores corresponden mayores normas.

3. En el espacio vectorialC [a,b] de las funciones reales continuas definidas en el intervalo
cerrado y acotado[a,b], se puede definir, por la propiedad de compacidad, la norma
dada por

‖ f‖∞ = max{| f (x)| : x∈ [a,b]} ( f ∈ C [a,b]).

Compruébese que de hecho es una norma.

Recordemos ahora que ladistancia euclídeaenRN, es decir, la aplicación

d2 : RN×RN −→ R+
0

definida por
d2(x,y) = ‖x−y‖2 (x,y∈ RN),

verifica las siguientes propiedades:
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1. d2(x,y) = 0⇔ x = y .

2. d2(x,y) = d2(y,x), ∀x,y∈ RN .

3. d2(x,z)≤ d2(x,y)+d2(y,z), ∀x,y,z∈ RN .

Ello nos invita a dar la siguiente definición.

Definición 2.4.Unadistancia (o métrica) definida en un conjunto no vacíoE es una función
d : E×E −→ R+

0 que verifica:

1. d(x,y) = 0⇔ x = y.

2. d(x,y) = d(y,x), ∀x,y∈ E (propiedad simétrica).

3. d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z), ∀x,y,z∈ E (desigualdad triangular).

Al par ordenado(E,d) se le denominaespacio métrico.

Observaciones 2.5.

a) Una aplicaciónd : E×E −→ R que verifique 1), 2) y 3) no toma valores negativos, ya
que

0 = d(x,x)≤ d(x,y)+d(y,x) = 2d(x,y).

b) |d(x,y)−d(y,z)| ≤ d(x,z), ∀x,y,z∈ E.
En efecto, usando 2) y 3) se tiene

d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y) = d(x,z)+d(y,z)⇒

⇒ d(x,y)−d(y,z)≤ d(x,z),

Intercambiandox porz y usando 2) se obtiene

d(y,z)−d(x,y)≤ d(x,z),

por tanto,
|d(x,y)−d(y,z)| ≤ d(x,z), ∀x,y,z∈ E.

c) De 3) se deduce por inducción la desigualdad

d(x1,xn)≤ d(x1,x2)+ · · ·+d(xn−1,xn), ∀x1, · · · ,xn ∈ E.
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Ejemplos 2.6.

1. Subespacio métrico.
Es claro que todo subconjuntoA no vacío de un espacio métrico(E,d) también es un
espacio métrico, sin más que considerar enA la restricción de la distancia deE. El
conjuntoA, dotado de esta métrica, es un subespacio métrico de(E,d).

2. Distancia asociada a una norma.
Si (X,‖ · ‖) es un espacio normado, ladistancia en X asociada a la normaviene dada
por

d(x,y) := ‖x−y‖ (x,y∈ X).

Compruébese que efectivamente es una distancia. En particular, la distancia usual en
un subconjuntoA deR viene dada por

d(x,y) = |x−y|, ∀x,y∈ A.

3. Espacio métrico producto.
Dadosn espacios métricos(E1,d1),(E2,d2),...,(En,dn), podemos definir una distancia
en el productoE1×E2× ...×En por

d((x1, ...,xn),(y1, ...,yn)) := max{d1(x1,y1), ...,dn(xn,yn)}.

2.2. Topología de un espacio métrico.

Definición 2.7. Sea(E,d) un espacio métrico. Dadosa ∈ E, r ≥ 0, la bola abierta(resp.
cerrada) de centroa y radior son los conjuntos dados por

B(a, r) := {x∈ E : d(x,a) < r},

B(a, r) := {x∈ E : d(x,a)≤ r}.

La esferade centroa y radior es, por definición, el conjunto

S(a, r) := {x∈ E : d(x,a) = r}.

Un subconjuntoO de un espacio métrico(E,d) se diceabiertosi verifica la siguiente condi-
ción:

∀a∈O, ∃r > 0 : B(a, r)⊂O .

Es fácil ver que una bola abierta es un conjunto abierto, que los conjuntos abiertos son
aquellos que se pueden expresar como unión de bolas abiertas y, si notamos porℑ a la familia
de todos los conjuntos abiertos, se verifica:
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i) /0,E ∈ ℑ.

ii) A ⊂ ℑ⇒
⋃

O∈A O∈ ℑ.

iii) O1,O2 ∈ ℑ⇒O1∩O2 ∈ ℑ.

Por tanto,ℑ es unatopologíaenE.

Dado que todo espacio normado(X,‖.‖) es un espacio métrico con la distancia definida
pord(x,y) := ‖y−x‖ (x,y∈X), la topología de un espacio normadoes la topología asociada
a la métrica descrita.

Definición 2.8. Sea(E,d) un espacio métrico y seaℑ la familia de sus conjuntos abiertos.
Un subconjuntoF deE escerradosi su complementario es abierto, esto es, siE\F ∈ ℑ. Si
notamosF a la familia de los conjuntos cerrados, es fácil comprobar que se verifica:

i) /0,E ∈F .

ii) B ⊂F ⇒
⋂

F∈B F ∈F .

iii) F1,F2 ∈F ⇒ F1∪F2 ∈F .

Es fácil probar que las bolas cerradas y las esferas son conjuntos cerrados.
SeaA un subconjunto deE, un elementox∈ E se dice que esadherentea A si para cada

positivor se verifica
B(x, r)∩A 6= /0.

Se llamaadherenciao cierre de A al conjunto de todos los valores adherentes deA, que
notaremos porA . Es inmediato queA⊂ A.

Un elementox∈ E se dice que esinterior deA si se verifica que

∃r > 0 : B(x, r)⊂ A.

Notaremos por
◦
A al conjunto de todos los puntos interiores deA, conjunto que claramente

verifica
◦
A⊂ A.

Por último, llamaremosfronteradeA al conjuntoFr(A) := A\
◦
A.

Ejemplo 2.9. Pruébese que siA⊂ R está mayorado (resp. minorado) y no es vacío entonces

supA∈ A (resp. infA∈ A). HallarQ,R\Q,{1
n : n∈ N}.

El siguiente resultado, cuya demostración se deja como ejercicio (¡también!), resume las
primeras propiedades que relacionan los conceptos anteriores.

Proposición 2.10.Sea(E,d) un espacio métrico y notemos porℑ a la familia de sus abiertos
y porF a la de sus cerrados. Cada subconjunto A de E verifica:
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i) (O∈ ℑ,O⊂ A)⇒O⊂
◦
A.

ii)
◦
A∈ ℑ.

iii)
◦
A es el mayor abierto incluido en A, en consecuencia,

◦
A es la unión de todos los abier-

tos incluidos en A.

iv) A∈ ℑ⇔ A =
◦
A.

v) (F ∈F ,A⊂ F)⇒ A⊂ F.

vi) A∈F .

vii) A es el menor cerrado que contiene a A y coincide con la intersección de todos los
cerrados que contienen a A.

viii) A∈F ⇔ A = A.

ix)
◦

(E \A)= E \A, equivalentemente
◦
A= E \E \A.

x) E\
◦
A= E \A, equivalentementeA = E \ (

◦
E \A).

De la igualdadE\
◦
A= E\A, se deduce queFr(A) = A∩ (E\A).

A continuación extendemos el concepto de convergencia enR a espacios métricos.

Definición 2.11 (Convergencia en espacios métricos).Se dice que una sucesión{xn} de
elementos de un espacio métrico(E,d) esconvergentesi existe un elementox∈ E tal que

∀ε > 0, ∃m∈ N : n≥m⇒ d(xn,x) < ε,

equivalentemente, si{d(xn,x)} → 0. Si se verifica la condición anterior, diremos que{xn}
converge ax y en tal caso escribiremos{xn}→ x.
Es fácil comprobar (ejercicio) que el elementox que verifica la condición de convergencia es
único y se llamalímite de la sucesión{xn}, y entonces escribiremosx = lim xn.

El concepto de sucesión de Cauchy en un espacio métrico es también copia literal del
dado paraR.

Definición 2.12 (sucesión de Cauchy).Una sucesión{xn} de elementos de un espacio mé-
trico (E,d) es deCauchysi se verifica

∀ε > 0, ∃m∈ N : p,q≥m⇒ d(xp,xq)≤ ε,

equivalentemente,

∀ε > 0, ∃m∈ N : [n≥m, h∈ N]⇒ d(xn+h,xn)≤ ε.
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Es inmediato comprobar que en un espacio métrico toda sucesión convergente es de Cau-
chy.(Q, |.|) es un ejemplo de que el recíproco de esta afirmación no es cierto. Aquellos espa-
cios métricos que verifican que toda sucesión de Cauchy es convergente se llamancompletos.
Un espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es unespacio de Banach.
El espacio normado(C [0,2],‖.‖1), es decir, el espacio vectorial de las funciones reales con-
tinuas definidas en[0,2] con la norma integraldada por

‖ f‖1 :=
∫ 2

0
| f (x)|dx,

no es completo1 (véase Ejercicio 2.3).
Un subconjuntoA de un espacio métrico(E,d) se dice completo si el espacio métrico

(A,d) es completo, es decir, si toda sucesión enA que sea de Cauchy converge a un elemento
deA.

Ejemplo 2.13 (Convergencia en(RN,‖ · ‖2). Si {xn} es una sucesión enRN denotaremos
por xn(k) a la coordenadak-ésima del términoxn. Probaremos que la convergencia enRN se
reduce a la convergencia coordenada a coordenada, esto es:

{xn}
‖·‖2→ x⇔{xn(k)}→ x(k), ∀k = 1,2, · · · ,N

dondex = (x(1), ...,x(N)).
Demostración:

Probemos primeramente que para todo vectorx∈ RN se verifica

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2≤ N‖x‖∞ (1)

Denotando porx(k) a las componentes del vectorx, se prueba fácilmente la primera des-
igualdad, ya que

‖x‖2∞ := max{|x(k)| : k = 1, ...,N}2 =

max{x(k)2 : k = 1, ...,N} ≤
N

∑
k=1

x(k)2 = ‖x‖22.

Y por otro lado

‖x‖2 :=

√√√√ N

∑
k=1

x(k)2≤
√
‖x‖2∞+ N... +‖x‖2∞ =

√
N‖x‖∞ ≤ N‖x‖∞.

De la primera desigualdad de (1) se sigue que si una sucesión{xn} enRN tiene límitex,
entonces{xn(k)}→ x(k) para todok = 1, ...,N. Supongamos ahora que

{xn(k)}→ x(k), ∀k = 1, ...,N.

1La no complitud del espacio(C [0,2],‖.‖1) no es consecuencia de la norma elegida, sino de que es necesario
ampliar sensiblemente el conjunto de funciones integrables para conseguir la complitud y que en consecuencia
las cosas marchen bien. Algo análogo ocurre conQ y su “completación” aR
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Entonces, dadoε > 0, para cadak = 1, · · · ,N existe un naturalmk tal que sin≥mk entonces
|xn(k)−x(k)|< ε

N . Luego, si tomamosm := max{m1, · · · ,mN}, se obtiene paran≥m que

‖xn−x‖2≤ N‖xn−x‖∞ = N max{|xn(1)−x(1)|, ..., |xn(N)−x(N)|}< N
ε

N
= ε.

Es muy fácil probar que en(RN,‖ · ‖2) se verifica

{xn} es de Cauchy⇔{xn(k)} es de Cauchy∀k = 1,2, · · · ,N.

Como consecuencia del Teorema de complitud deR, se tiene que(RN,‖·‖2) es un espacio
de Banach.

Estúdiese la convergencia en(RN,‖.‖1) y en(RN,‖.‖∞).

Ejemplo 2.14 (Convergencia en(C [a,b],‖·‖∞)). De la definición de la norma‖.‖∞ se sigue
que

{ fn}
‖·‖∞→ f ⇔ (∀ε > 0,∃m∈ N : n≥m⇒ | fn(x)− f (x)| ≤ ε, ∀x∈ [a,b]).

La convergencia en(C [a,b],‖.‖∞) es laconvergencia uniforme, que implica la convergencia
puntual pero el recíproco no es cierto (véanse los Ejercicios 2.2 y 2.4).

Proposición 2.15 (Caract. secuencial de la adherencia en esp. métricos).Sea A un sub-
conjunto de un espacio métrico E y x∈ E. Equivalen:

i) x es un punto adherente a A.

ii) Existe una sucesión en A que converge a x.

En consecuencia, como A∈F ⇔ A⊃ A, un subconjunto A de un espacio métrico es cerrado
si, y sólo si, A contiene los límites de todas las sucesiones en A convergentes.

Demostración:
i)⇒ ii) Supongamos quex es un punto adherente aA, por tanto

B

(
x,

1
n

)
∩A 6= /0, ∀n∈ N.

En consecuencia, para cada naturaln, podemos elegir un elementoan ∈ A que verifique
d(an,x) < 1

n. Es claro que la sucesión{an}, así construida, cuyos términos están enA, con-
verge ax.

ii)⇒ i) Supongamos que{an} es una sucesión enA convergente ax. Por tanto, para cada
ε > 0, existe un naturalm tal que

n≥m⇒ an ∈ B(x,ε),
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y en consecuencia,B(x,ε)∩A 6= /0, para todoε > 0.

El siguiente resultado es útil para justificar que ciertos espacios métricos son completos.
Su demostración hace uso de la anterior caracterización secuencial de la adherencia.

Proposición 2.16.

i) Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado.

ii) Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.

Demostración:
i) Supongamos queA es un subconjunto completo de un espacio métricoE. Seax∈A, por

tanto, en vista de la Proposición2.15, existe una sucesión{an} de elementos deA convergente
a x. La sucesión{an} es de Cauchy y, por serA completo, ha de converger a un elemento de
A, por tanto,x∈ A. Hemos probado queA⊂ A, y, por tanto,A es cerrado.

ii) SeaA un subconjunto cerrado de un espacio métrico completoE. Fijamos una sucesión
{an} de Cauchy enA. Por serE completo, existe un elementox ∈ E que es el límite de la
sucesión{an}, por tanto, usando de nuevo la Proposición2.15, x es adherente aA, y por ser
A cerrado, concluimos quex∈ A, luegoA es completo.

Observación 2.17.Nótese que, como consecuencia de la caracterización secuencial de la
adherencia (Proposición2.15), en un espacio métrico es suficiente conocer las sucesiones
convergentes y sus límites para conocer los conjuntos cerrados, y, por tanto, la topología.

Nota 2.18. El concepto de convergencia de una sucesión es topológico, esto es, depende de
la topología del espacio métrico, pero no de la distancia concreta que se utilice. Esto significa
simplemente que si dos distanciasd y d∗ generan la misma topología, entonces las sucesiones
convergentes coinciden para ambas distancias. En efecto, supongamos que{xn} converge ax
en la distanciad. Dadoε > 0, puesto queBd∗(x,ε) es un abierto que contiene ax y d genera
la misma topología qued∗, ha de existirr > 0 tal queBd(x, r) ⊂ Bd∗(x,ε). Como estamos
suponiendo que{xn} converge en la distanciad, ha de existir un naturalm verificando que

n≥m⇒ d(xn,x) < r.

En vista de la elección der se tiene también qued∗(xn,x) < ε paran≥m, y, por tanto{xn}
converge también ax en la distanciad∗.

Probaremos que “dos normas cualesquiera en RN generan la misma topología”. Para pre-
parar la prueba de este importantísimo resultado introducimos el siguiente concepto.
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Definición 2.19.Dos normas‖·‖ y ||| · ||| en un mismo espacio vectorialX se dicenequivalentes
si existen constantesm,M > 0 verificando

m‖x‖ ≤ |||x||| ≤M‖x‖, ∀x∈ X.

Es inmediato probar que la relación binaria que hemos definido entre normas es de equi-
valencia.

Proposición 2.20.Sean‖ · ‖ y ||| · ||| dos normas en el espacio vectorial X. Equivalen las
siguientes condiciones:

i) Las normas‖ · ‖ y ||| · ||| son equivalentes.

ii) Ambas normas generan la misma topología.

Demostración:
i)⇒ ii) SeaO un abierto para la topología asociada a‖ · ‖. Dadoa∈ O, exister > 0 tal

que
B‖·‖(a, r)⊂O,

pero, por ser, ambas normas equivalentes, existe una constantem> 0 tal que

m‖x‖ ≤ |||x||| , ∀x∈ X.

Por tanto, se tiene
B||| · |||(a,mr)⊂ B‖·‖(a, r)⊂O,

y O es abierto para la topología asociada a la norma||| . |||. La inclusión contraria es conse-
cuencia de la otra desigualdad ente las normas.

ii)⇒ i) Por ser las bolas abiertas conjuntos abiertos, existe una constantes> 0 tal que

B||| · |||(0,s)⊂ B‖·‖(0,1).

Seax∈ X un elemento no nulo, entonces, es claro que se verifica∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ sx
2|||x|||

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣< s⇒
∥∥∥∥ sx

2|||x|||

∥∥∥∥< 1⇒ s
2
‖x‖ ≤ |||x|||

En vista de la hipótesis, ambas normas están en las mismas condiciones, luego también se
puede probar que existe una constanteM tal que|||x||| ≤M‖x‖, ∀x∈ X.

Para probar el Teorema de Hausdorff, en primer lugar, generalizaremos al espacio euclí-
deo el Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definición 2.21 (conjunto acotado).Un subconjuntoA de un espacio métrico(E,d) se dice
acotadosi existenM > 0 y x0 ∈ E tales queA⊂ B(x0,M). Así, un subconjuntoA de un
espacio normado(X,‖ · ‖), es acotado si existeM > 0 tal que

‖a‖< M, ∀a∈ A .
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Pruébese que toda sucesión convergente es acotada. De hecho, toda sucesión de Cauchy
en un espacio métrico es también acotada.

Teorema 2.22 (Bolzano-Weierstrass en(RN,‖ · ‖)2)). (RN,‖ · ‖2) verifica la propiedad de
Bolzano-Weierstrass, es decir, toda sucesión acotada en(RN,‖ · ‖2) admite una parcial con-
vergente.

Demostración:
Haremos la prueba por inducción sobre la dimensión del espacio. ParaN = 1, se trata del

Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es conocido enR. Supongamos que se verifica para
RN. EnRN+1 se tiene que

‖(x,y)‖2 =
√

x(1)2 + · · ·+x(N)2 +y2, ∀(x,y) ∈ RN×R. (∗)

Fijamos una sucesión acotada enRN+1, que podemos suponer de la forma{(xn,yn)}, donde
xn ∈ RN, yn ∈ R, para cada naturaln. En vista de (∗), las sucesiones{xn} e {yn} son acota-
das. Por hipótesis de inducción, la primera admite una parcial convergente, que escribiremos
{xσ(n)}, ahora bien, por ser{yσ(n)} acotada (parcial de una acotada), el Teorema de Bolzano-
Weierstrass nos asegura que admite una parcial convergente que escribiremos{yσ(τ(n))}2.
Finalmente, la sucesión enRN+1 dada por{(xσ(τ(n)),yσ(τ(n)))} es una parcial convergente de
{(xn,yn)}.

Teorema 2.23 (Hausdorff).Todas las normas enRN son equivalentes.

Demostración:
Probaremos que si‖ · ‖ es una norma cualquiera enRN, entonces equivale a la norma

euclídea. Notamos por{e1,e2, · · · ,eN} a la base canónica deRN. Dado cualquier vectorx∈
RN que se escriba de la formax = x(1)e1 + · · ·+x(N)eN, se tiene

‖x‖= ‖x(1)e1 + · · ·+x(N)eN‖ ≤ (por la desigualdad triangular)

≤ |x(1)| ‖e1‖+ · · ·+ |x(N)| ‖eN‖ ≤

≤ (‖e1‖+ · · ·+‖eN‖)‖x‖∞

≤ (‖e1‖+ · · ·+‖eN‖)‖x‖2,

luego, tomandoM = ‖e1‖+ · · ·+‖eN‖ se tiene que

‖x‖ ≤M‖x‖2, ∀x∈ RN.

Ahora definimos
m := inf{‖x‖ : ‖x‖2 = 1}.

2Obsérvese que si notamos{yn}= {xσ(n)}, entonces{yτ(n)}= {xσ(τ(n))}
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Probaremos quem es un mínimo3. Sabemos que por serm el ínfimo del conjunto anterior,
existe una sucesión{xn} de elementos deRN verificando

‖xn‖2 = 1, {‖xn‖}→m

(véanse el Ejemplo2.9y la Proposición2.15).
Como (RN,‖ · ‖2) verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass (Teorema2.22), ha de

existir un elementox0 ∈ RN y una sucesión parcial{xσ(n)} de{xn} tal que

{xσ(n)}
‖·‖2→ x0,

con lo que se tiene
‖x0‖2 = lim {‖xσ(n)‖2}= 1,

en particularx0 6= 0. Por la desigualdad ya probada entre las normas se tiene

| ‖xσ(n)‖−‖x0‖ | ≤ ‖xσ(n)−x0‖ ≤M‖xσ(n)−x0‖2, ∀n∈ N,

y en virtud de la convergencia en la norma euclídea de{xσ(n)} ax0, concluimos que{‖xσ(n)‖}
converge a‖x0‖, por tantom= ‖x0‖> 0.

Queremos probar ahora que

m‖x‖2≤ ‖x‖, ∀x∈ RN,

desigualdad que es cierta six = 0. Six 6= 0, se tiene∥∥∥∥ x
‖x‖2

∥∥∥∥
2
= 1⇒m≤

∥∥∥∥ x
‖x‖2

∥∥∥∥⇒m‖x‖2≤ ‖x‖.

Dado que “no existe más espacio vectorial real de dimensión N que RN”, podemos decir
queen “cualquier” espacio vectorial real finito-dimensional todas las normas son equivalentes
(véase problema 2.8). En realidad, tal propiedad caracteriza la finito-dimensionalidad de un
espacio vectorial.

Como corolario del teorema anterior y de la Proposición2.20se obtiene:

Corolario 2.24. Existe una única topología enRN que proceda de una norma a la que lla-
maremos la topología de la norma.

En todo lo que sigue, se supondrá queRN está dotado de la topología de la norma, cuyos
abiertos no son más que uniones de bolas abiertas para alguna norma. En el caso deR, los
abiertos son uniones de intervalos abiertos.

La segunda consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de sucesión de
Cauchy enRN es independiente de la norma. Este hecho, junto con el Teorema de complitud
deR y el Ejemplo2.13nos prueban el siguiente resultado.

3De haber pospuesto la demostración de este teorema a la obtención de la propiedad de compacidad (Propo-
sición2.51), esto habría sido inmediato. En efecto, dado que la función norma‖ · ‖ es continua en(RN,‖ · ‖2)
(nótese que| ‖x‖−‖y‖ | ≤ ‖x− y‖ ≤M‖x− y‖2) y que la esfera unidad para la norma euclídeaS‖·‖2(0,1) es
compacta, por la propiedad de compacidad, el conjunto{‖x‖ : ‖x‖2 = 1} tiene mínimo.
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Teorema 2.25 (complitud).EnRN, toda sucesión de Cauchy es convergente, esto es,RN es
un espacio de Banach con cualquier norma.

La tercera consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de acotación enRN

es independiente de la norma.
El Teorema2.22admite ahora el siguiente enunciado.

Teorema 2.26 (Bolzano-Weierstrass).RN verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesión acotada admite una parcial convergente.
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2.3. Compactos, convexos y conexos.

Dedicamos esta sección a presentar tres tipos distinguidos de subconjuntos deRN: los
compactos, los convexos y los conexos.

En la demostración del Teorema de Hausdorff sólo se ha tenido en cuenta queS‖.‖2(0,1)
es un conjunto acotado y cerrado.4 Ello nos motiva a destacar estos subconjuntos deRN.

Definición 2.27.Un subconjuntoK deRN escompactosi es cerrado y acotado.

Decir cuáles de los siguientes conjuntos son compactos:N, {1
n : n ∈ N}, {a}, B(a, r),

B(a, r), S(a, r), [a,b]∪ [c,d], {(x,y) ∈ R2 : x > 0}.

Obsérvese que el punto crucial de la demostración del tan citado Teorema de Hausdorff
consiste en probar que toda sucesión en la esferaS‖.‖2(0,1) se acumula, es decir, admite una
parcial convergente a un punto de dicha esfera. Esto nos motiva la siguiente caracterización
de los compactos deRN que será una herramienta básica en futuras demostraciones y que a
su vez nos permite extender dicho concepto a espacios métricos cualesquiera.

Teorema 2.28 (Caracterización de los compactos deRN). Sea K un subconjunto deRN.
Equivalen:

i) K es compacto (cerrado y acotado deRN).

ii) Toda sucesión de puntos de K admite una sucesión parcial que converge a un punto de
K.

Demostración:
i)⇒ ii) Sea{xn} una sucesión enK. Por hipótesis,{xn} es acotada y, por el Teorema de

Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesión{xσ(n)} convergente a un vectorx que necesaria-
mente ha de pertenecer aK, por serK un conjunto cerrado.

ii)⇒ i) K es cerrado: Seax∈ K y {xn} una sucesión enK convergente ax. Por hipótesis,
existe{xσ(n)}→ y∈K. Puesto que también{xσ(n)}→ x, deducimos de la unicidad del límite
quex∈ K. Hemos probado queK ⊂ K y por tantoK es cerrado.

K es acotado: Supongamos queK no es acotado. Se tiene entonces que
K\B(0,n) 6= /0, ∀n∈N, luego podemos elegir para cada naturaln, un elementoxn∈K\B(0,n).
La sucesión{xn} así elegida no puede tener ninguna parcial convergente ya que‖xn‖ ≥ n,
∀n ∈ N, y, por tanto, todas sus parciales son no acotadas. Hemos probado que siK es no
acotado, entonces no se verificaii).

4Del Teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue que toda sucesión en un conjunto acotado admite una parcial
convergente; si además el conjunto es cerrado, la caracterización secuencial de la adherencia (Proposición2.15)
nos asegura que el límite se queda en el conjunto.
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Definición 2.29. Un subconjuntoK de un espacio métrico escompactosi toda sucesión de
puntos deK admite una sucesión parcial que converge a un punto deK.

Recordamos que en un espacio métrico(E,d) todo subconjuntoA⊂ E es también un
espacio métrico con la distancia inducida. Como todo espacio métrico tiene una topología
que procede de la distancia, a la topología asociada a la restricción ded al subconjuntoA
se le llamatopología inducidaenA. En cualquier espacio métrico, los abiertos son uniones
de bolas abiertas. Ahora bien, una bola abierta enA no es más que un conjunto del tipo
{x∈ A : d(x,a) < r}, dondea∈ A y r ≥ 0, pero este conjunto no es otra cosa queB(a, r)∩A.
Por tanto, siG es un abierto deA, existe un abiertoO de E tal queG = O∩A, esto es, los
abiertos de Ao abiertos relativos en Ano son otra cosa que las intersecciones conA de los
abiertos deE. Recíprocamente, es muy fácil probar que los conjuntos que se escriben como
intersección de un abierto deE conA son, de hecho, abiertos deA.

Los cerrados deA son los complementos enA de los abiertos deA. Por razones similares,
también los cerrados deA se obtienen intersecandoA con los cerrados deE.

Por ejemplo,]1
2,1] es abierto de]0,1] y no es abierto. ¿Cuales son los abiertos y los

cerrados deZ?

Nota 2.30.Es interesante observar que en espacios métricos coinciden los subconjuntos com-
pactos (anterior definición) y los subespacios compactos (con la topología inducida).

Es fácil probar que todo subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acota-
do5, pero el recíproco no es cierto (véase el ejercicio 2.5).

El siguiente teorema caracteriza la compacidad en los espacios métricos en términos de
su topología y permite definir dicho concepto en espacios topológicos generales.

Teorema 2.31 (Heine-Borel-Lebesgue).Sea K un subconjunto de un espacio métrico(E,d).
Equivalen:

i) K es compacto.

ii) K verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, siU es una familia de abiertos de E tales que
K ⊂

⋃
U∈U U, entonces existen n∈ N y U1, · · · ,Un ∈U tal que K⊂

⋃n
i=1Ui .

La demostración puede verse en el apéndice (véase también el ejercicio 2.27).

La propiedad arquimediana deR nos asegura que{]1
n,1[: n∈ N} (respectivamente{]−

n,n[: n∈ N}) es un recubrimiento por abiertos del conjunto]0,1[ (resp.R). Pruébese que en
ninguno de los casos anteriores se puede extraer un subrecubrimiento finito de los recubri-
mientos ¿Contradice este hecho el teorema anterior?

5La verificación de este hecho es una simple adaptación deii)⇒ i) del Teorema2.28, entendiendo comoi)
ser cerrado y acotado en un espacio métrico
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El axioma de Heine-Borel (afirmaciónii) del anterior teorema) se toma como definición
de compacidad en un espacio topológico cualquiera y es una valiosa herramienta en muchas
demostraciones (véase por ejemplo el Teorema de Dini, Teorema2.52).

Nota 2.32.Obsérvese que en al axioma de Heine-Borel se pueden sustituir simultáneamente
los abiertos por abiertos relativos y la inclusión por igualdad, es decir, la compacidad sólo
depende de la topología del conjunto en cuestión. Con más precisión, a nivel de espacios
topológicos también coinciden los subconjuntos compactos y los subespacios compactos.

Finalizamos esta sección presentando dos extensiones de la noción de intervalo deR a
subconjuntos deRN, una de naturaleza geométrica y otra de naturaleza topológica.

Recordemos la siguiente caracterización geométrica de los intervalos deR, un subconjun-
to I deR es un intervalo si, y sólo si, para cualesquierax,y∈ I conx≤ y, se tiene que[x,y]⊂ I
(es de resaltar que para probar esta caracterización se requiere el axioma del supremo). Como
obviamente se tiene

[x,y] = {x+ t(y−x) : 0≤ t ≤ 1},
entoncesI es un intervalo si, y sólo si, para cualesquierax,y ∈ I y cualquiert ∈ [0,1], se
verificax+ t(y−x) ∈ I . En efecto, basta considerar la desigualdad

min{x,y} ≤ (1− t)x+ ty≤max{x,y}, ∀t ∈ [0,1].

La propiedad anterior que, como acabamos de recordar, caracteriza a los intervalos tiene
perfecto sentido enRN y, por tanto, nos invita a generalizar el concepto de intervalo de la
siguiente forma:

Definición 2.33.Un subconjuntoA deRN esconvexosi se verifica

a,b∈ A⇒ a+ t(b−a) ∈ A, ∀t ∈ [0,1],

es decir, para cualesquiera dos elementosa,b en A, el segmento de extremosa y b está
contenido enA.

Obviamente el anterior concepto tiene sentido en cualquier espacio vectorial. Es inme-
diato comprobar que enRN las bolas abiertas son conjuntos convexos, e igual ocurre con
las bolas cerradas. Como caso particular, por supuesto, se obtiene que los intervalos son
conjuntos convexos. Al fin y al cabo, intentamos abstraer una propiedad que tienen (y que de
hecho caracteriza a) los intervalos.

Para presentar la otra generalización de intervalo, la conexión, nos inspiraremos en esta
otra caracterización topológica de los intervalos:

Proposición 2.34.Sea C⊂ R. Equivalen:

i) C es un intervalo.

ii) No existen particiones no triviales de C en abiertos relativos, esto es, si O1,O2 son
abiertos en C tales que O1∩O2 = /0 y C= O1∪O2, entonces O1 = /0 o bien O2 = /0.
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Demostración:
i)⇒ ii) SeaC un intervalo y, razonando por reducción al absurdo, supongamos queC

es la unión disjunta de dos abiertosO1 y O2 deC no vacíos. Sean entoncesa∈ O1,b∈ O2.
Podemos suponer sin perder de generalidad quea < b. ComoC es un intervalo, se tiene que
[a,b]⊂C. Definamos

c := sup([a,b]∩O1).

Como[a,b] es cerrado, es claro quec∈ [a,b]⊂C. Si c∈O1, entoncesc< b, y al ser[a,b] un
intervalo yO1 un abierto deC, se tiene que existeδ > 0 tal que

[c,c+δ [⊂ [a,b]

]c−δ ,c+δ [ ∩C⊂O1

⇒ [
c,c+δ

[
⊂ [a,b]∩O1,

lo que contradice la definición dec.
Un razonamiento análogo (hágase) muestra quec /∈ O2, lo que lleva a contradicción.

Hemos probado que un intervalo no admite particiones no triviales en abiertos relativos.
ii)⇒ i) Si C no fuese un intervalo, entonces existirían números realesx,y∈C y un real

z /∈C tales quex < z< y. Entonces, la partición

C = (]−∞,z[ ∩C)∪ (]z,+∞[ ∩C)

contradice ii).

Definición 2.35. Un conjuntoC de un espacio métrico esconexosi verifica que la única
partición deC en dos abiertos relativos es la trivial.

En la siguiente sección probaremos que, en los espacios normados, todo conjunto convexo
es conexo, en particular, los segmentos y las bolas son conexos. Claramente un conjunto
formado por dos elementos no es conexo.

Por supuesto, la definición de conexión puede darse en espacios topológicos.
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2.4. Funciones continuas.

Recordemos que “la” topología deRN es la topología de la norma.

Definición 2.36 (campo escalar y vectorial).SeanM,N∈N y A⊂RN. Uncampo escalaren
A es una función deA enR. Una funciónf = ( f1, . . . , fM) : A→RM se llamacampo vectorial
enA, y a los campos escalaresfi , parai = 1, . . . ,M, se les denominacampos escalaresde f
o funciones componentes def .

Definición 2.37 (campo vectorial continuo).SeanM,N ∈ N, A⊂ RN, a∈ A y f : A→ RM

un campo vectorial. Se dice quef escontinuoen el puntoa si para toda sucesión{an} enA
convergente aa, se tiene que la sucesión{ f (an)} converge af (a), es decir:[

∀{an} enA,{an}→ a
]
⇒{ f (an)}→ f (a)

donde la convergencia de las sucesiones es relativa a las topologías deRN y RM.
Se dice que la funciónf es continua enB⊂ A si lo es en todos los puntos deB. Se dice

que la funciónf es continua si es continua enA.

Como consecuencia inmediata del Ejemplo2.13, el estudio de la continuidad de los cam-
pos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes como se recoge en el
siguiente enunciado.

Proposición 2.38 (Reducción a campos escalares).Sean M,N∈N, A⊂RN, f =( f1, . . . , fM) :
A→ RM un campo vectorial en A y a un punto de A. Entonces

f es continuo en a⇔ fi es continuo en a, ∀i = 1, . . . ,M.

El concepto de continuidad se extiende literalmente a funciones definidas entre espacios
métricos:

Definición 2.39.Sean(E,d),(F,ρ) espacios métricos,A⊂E, f : A→ F y a∈A. Se dice que
la función f escontinuaen el puntoa si[

∀{an} enA,{an}
d→ a
]
⇒{ f (an)}

ρ→ f (a)

Se dice que la funciónf es continua enB⊂ A si lo es en cada punto deB. Se dice quef es
continua si es continua enA.

Como la convergencia de una sucesión es un concepto topológico, el concepto de conti-
nuidad también es topológico, es decir, depende de las topologías de los espacios métricos
pero no de las métricas concretas que se utilicen.

Los siguientes resultados se demuestran rutinariamente y se dejan como ejercicios.
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Proposición 2.40 (Regla de la cadena para la continuidad).Sean E1, E2, E3 espacios
métricos, A⊂ E1, f : A→ E2, B⊂ E2, g : B→ E3 y supongamos que f(A) ⊂ B. Si f es
continua en un punto a de A y g es continua en f(a), entonces la composición g◦ f es
continua en a. Como consecuencia, si f y g son continuas, entonces g◦ f es continua.

Pongamos ahora de manifiesto la buena convivencia entre el álgebra y la topología de un
espacio normado(X,‖.‖). Esto es,

1. La suma en(X,‖.‖) es continua, es decir, la aplicación deX×X en X definida por
(x,y) → x+y. En efecto, si{(xn,yn)}→ (x,y), entonces

‖(x+y)− (xn +yn)‖ ≤ ‖x−xn‖+‖y−yn‖ ≤ 2 max{‖x−xn‖,‖y−yn‖}→ 0.

2. El producto por escalares enX es continuo, es decir la aplicación deR×X enX definida
por (λ ,x) → λx. En efecto, si{λn}→ λ , {xn}→ x, se tiene

‖λx−λnxn‖ ≤ ‖(λ −λn)x+λn(x−xn)‖ ≤ |λ −λn| ‖x‖+ |λn| ‖x−xn‖ ≤

(‖x‖+ |λn|) max{|λ −λn|,‖x−xn‖}→ 0,

donde se ha tenido en cuenta que{λn} es acotada.

En particular, el producto enR es continuo.

3. La norma‖.‖ es continua, es decir la aplicación deX enR definida porx → ‖x‖. Basta
tener en cuenta la desigualdad

|‖x‖−‖xn‖| ≤ ‖x−xn‖.

Ahora es inmediata la demostración del siguiente resultado:

Corolario 2.41. Sean (E,d) un espacio métrico,(X,‖.‖) un espacio normado y
a∈ A⊂ E.

i) Si f,g : A→ X son continuas en a yλ ∈ R, entonces f+g y λ f son continuas en a.

ii) Si f : A→ R y g : A→ X son continuas en a, entonces f g es continua en a.

iii) Si f : A→ R es continua en a y f(x) 6= 0, ∀x∈ A, entonces
1
f

es continua en a.

iv) Si f,g : A→ R son continuas en a y g(x) 6= 0, ∀x∈ A, entonces
f
g

es continua en a.

Proposición 2.42 (Continuidad de la restricción).Sean E y F espacios métricos, B⊂A⊂E
y f : A→ F, y consideremos la aplicación restricción de f a B, f|B : B→ F definida por
f|B(x) := f (x), ∀x∈B. Entonces f|B es continua en todo punto de B en el que f sea continua.
En consecuencia, si la función f es continua, entonces su restricción a B también lo es.
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Es importante destacar que la continuidad no se transfiere a extensiones (las funciones
definidas en un sólo punto son continuas, luego si la continuidad se transfiriese a extensiones,
concluiríamos que todas las funciones son continuas). Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado parcial.

Proposición 2.43 (Carácter local de la continuidad).Sean E,F espacios métricos, A⊂ E,
f : A→ F y b∈B⊂A. Si B es un “entorno relativo” de b (existe r> 0 tal que B(b, r)∩A⊂B)
y f|B es continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f: E→ F, B⊂ E es
abierto y si f|B es continua, entonces f es continua en B.

Demostración:
Sear > 0 tal queB(b, r)∩A⊂ B. Si {an} es una sucesión enA convergente al puntob,

entonces
∃m∈ N : n≥m⇒ an ∈ B(b, r),

con lo que paran≥mse tiene quean ∈ B. Así{am+n}n∈N es una sucesión enB que converge
al puntob, ya que es parcial de la sucesión{an}. Por ser f|B continua enb se tiene que
{ f (am+n)}n∈N→ f (b) y, por tanto, también{ f (an)}→ f (b).

Ejemplos 2.44 (funciones continuas).

1. Las proyecciones deRN enR son continuas, es decir las aplicacionesπk : RN → R
(k = 1, . . . ,N) definidas porπk(x1, . . . ,xN) = xk.

2. Toda función polinómica deRN enR es continua.

3. Toda función racionalR=
P
Q

enN variables es continua en su conjunto de definición:

{(x1, . . . ,xN) ∈ RN : Q(x1, . . . ,xN) 6= 0}.

4. Las funciones elementales reales de variable real (exponencial, logaritmo, raíces, fun-
ciones trigonométricas) son continuas en su dominio de definición.

La siguiente caracterización proporcionará la manera satisfactoria de introducir en espa-
cios topológicos el concepto de continuidad en un punto.

Proposición 2.45 (ε-δ -caracterización de la continuidad). Sean(E,d), (F,ρ) espacios
métricos, A⊂ E, f : A→ F y a∈ A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua en a.

ii) ∀ε > 0, ∃δ > 0 :

{
x∈ A

d(x,a) < δ

}
⇒ ρ( f (x), f (a)) < ε, equivalentemente

∀ε > 0, ∃δ > 0 : f (B(a,δ )∩A)⊂ B( f (a),ε).
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Demostración:
i)⇒ ii) Supongamos que no se verificaii). Entonces existe un positivoε0 con la siguiente

propiedad:

∀δ > 0, ∃aδ ∈ A :

{
d(aδ ,a) < δ

ρ( f (aδ ), f (a))≥ ε0
,

en particular

∀n∈ N, ∃an ∈ A :

{
d(an,a) < 1

n
ρ( f (an), f (a))≥ ε0

.

Es inmediato que la sucesión{an} enA así definida converge haciaa mientras que{ f (an)}
no converge af (a).

ii)⇒ i) Sea{an} una sucesión enA convergente haciaa. Fijemosε > 0 y tomemosδ > 0
tal que

[x∈ A, d(x,a) < δ ]⇒ ρ( f (x), f (a)) < ε.

Como{an}→ a, existe un naturalm tal que sin≥mse verifica qued(an,a) < δ , y por tanto

ρ( f (an), f (a)) < ε.

Hemos probado quef es continua ena.

Es importante observar que, en laε-δ -caracterización de la continuidad, el número po-
sitivo δ depende tanto del número positivoε elegido, como del puntoa de A prefijado. En
general, para un mismoε positivo pueden aparecer distintosδ dependiendo del puntoa deA
del que se trate.

En el caso en que, para cadaε > 0 fijo pueda encontrarse un positivoδ común, válido
para todos los puntos deA, la función gozará de propiedades adicionales que la diferencian
de las funciones que son únicamente continuas.

Definición 2.46 (continuidad uniforme). Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos,A⊂ E y
f : A→ F una función. Se dice quef esuniformemente continuasi

∀ε > 0,∃δ > 0 : [x,y∈ A,d(x,y) < δ ]⇒ ρ( f (x), f (y)) < ε

No es difícil comprobar que una funciónf : A→ F es uniformemente continua si, y sólo
si, se verifica la condición

an,bn ∈ A, ∀n∈ N, {d(an,bn)}→ 0⇒ ρ( f (an), f (bn))→ 0.

Es inmediato que sif es uniformemente continua, entoncesf es continua. El recíproco
no es cierto, de hecho existen funciones continuas muy sencillas que no son uniformemente
continuas:

La función f : R+→ R definida porf (x) =
1
x

es continua y, sin embargo, no es unifor-

memente continua ya que para cada naturaln se tiene que∣∣∣∣ f ( 1
2n

)
− f

(
1
n

)∣∣∣∣= n.
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(Como consecuencia
1
f

puede no ser uniformemente continua aunque lo seaf ).

La función f :R→R definida porf (x) = x2 es continua y, sin embargo, no es uniforme-
mente continua ya que para cada naturaln se tiene que∣∣∣∣ f(n+

1
n

)
− f (n)

∣∣∣∣> 2.

(Como consecuencia el producto de funciones uniformemente continuas no tiene por qué
serlo).

En general, el producto por escalares en un espacio normado(X,‖.‖) es continuo pero no
es uniformemente continuo ya que para cada vectorx no nulo y para cada naturaln se tiene

d

((
1
n
,nx

)
,

(
1
2n

,nx

))
=

1
2n

y

∥∥∥∥ f

(
1
n
,nx

)
− f

(
1
2n

,nx

)∥∥∥∥=
∣∣∣∣1− 1

2

∣∣∣∣‖x‖=
1
2
‖x‖.

Es claro que toda restricción de una función uniformemente continua también lo es.

Proposición 2.47 (Caracterización de la continuidad global).Sean(E,d), (F,ρ) espacios
métricos, A⊂ E y f : A→ F. Denotemos porℑF (resp.ℑA) la familia de los abiertos de F
(resp. abiertos relativos de A) y porFF (resp.FA) la familia de los cerrados de F (resp.
cerrados relativos de A). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua, equivalentemente (Proposición2.45):

∀a∈ A, ∀ε > 0, ∃δa > 0 :

{
x∈ A

d(x,a) < δa

}
⇒ ρ( f (x), f (a)) < ε.

ii) La imagen inversa por f de cualquier abierto de F es un abierto relativo de A:

O∈ ℑF ⇒ f−1(O) ∈ ℑA.

iii) La imagen inversa por f de cualquier cerrado de F es un cerrado relativo de A:

C∈FF ⇒ f−1(C) ∈FA.

iv) La función f aplica valores adherentes de cualquier subconjunto de A en valores ad-
herentes de la imagen de dicho conjunto, esto es:

f (B∩A)⊂ f (B), ∀B⊂ A.

Es importante destacar que en las sentenciasii) y iii ) el calificativo relativo es obligado.
Si no fuese así, entonces todos los conjuntos de un espacio métrico serían cerrados (cada
subconjuntoS se puede escribir de la formaS= f−1({0}) donde f : S→ R es la función
constantemente cero, y por tantoS es la imagen inversa por una función continua de un
cerrado), y en consecuencia también abiertos.

Si la función toma valores reales y está definida en todo el espacio métrico, se tiene el
siguiente resultado que permite reconocer subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio
métrico de forma muy sencilla.
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Corolario 2.48. Sean(E,d) un espacio métrico y f: E→R una aplicación continua. Deno-
temos porℑ (resp.F ) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo
a∈ R se tiene que:

i) {x∈ E : f (x) < a} ∈ ℑ.

ii) {x∈ E : f (x) > a} ∈ ℑ.

iii) {x∈ E : f (x)≤ a} ∈F .

iv) {x∈ E : f (x)≥ a} ∈F .

v) {x∈ E : f (x) = a} ∈F .

Ejemplo 2.49. Los conjuntos

A =
{

(x,y) ∈ R2 : 0 < x,y <
1
x

}
y

B = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x2 +y2−sen(xy) < 2, yex > 2}

son abiertos deR2.
En efecto, puesto queA = A1∩A2, donde

A1 = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x} y A2 = {(x,y) ∈ R2 : xy< 1}

el resultado se sigue de la continuidad de la aplicación proyección primeraπ1 : R2 → R y
de la aplicación polinómicaP : R2 → R definida porP(x,y) = xy, y del hecho de que

A1 = π
−1
1 (]0,+∞[) y A2 = P−1(]−∞,1[).

La prueba de queB es abierto es análoga a la anterior sin más que considerar las funciones
continuas deR2 enR

f (x,y) = x2 +y2−sen(xy) , g(x,y) := yex,

ya que
B = f−1(]0,2[)∩g−1(]2,+∞[).

Probaremos ahora que la compacidad y la conexión se conservan por funciones continuas.

Teorema 2.50 (Conservación de la compacidad por continuidad).Sean E,F espacios mé-
tricos, K un subconjunto compacto de E y f: K→ F continua. Entonces f(K) es compacto.
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Demostración:
Sea {yn} una sucesión enf (K). Tomemos una sucesión{xn} en K tal que

f (xn) = yn, ∀n ∈ N. Al ser K compacto∃{xσ(n)} → x ∈ K. La continuidad def nos ase-
gura que{ f (xσ(n))}→ f (x), es decir:

{yσ(n)}→ f (x) ∈ f (K).

Hemos probado quef (K) es compacto.

Corolario 2.51 (Propiedad de compacidad).Sean E un espacio métrico, K un subconjunto
compacto de E y f: K → R una función continua. Entonces f está acotada y alcanza su
máximo y su mínimo absolutos.

Demostración:
f (K) es un compacto deR, luego cerrado y acotado, de donde se deduce fácilmente que

el conjuntof (K) tiene máximo y mínimo.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que una sucesión de funciones que,
en principio, converge sólo puntualmente, converja de hecho uniformemente. La demostra-
ción que damos a continuación es un buen ejemplo de utilización del axioma de Heine-Borel.

Teorema 2.52 (Dini). Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y{ fn} una
sucesión monótona de funciones continuas de K enR que converge puntualmente en K a una
función continua f . Entonces la convergencia es uniforme en K.

Demostración:
Seaε > 0. Para cada naturaln definimos

Un := {x∈ K : | fn(x)− f (x)|< ε}.

La continuidad de las funcionesfn y f nos permite asegurar queUn es un abierto relativo
de K. La monotonía de la sucesión{ fn} nos dice que{Un} es una sucesión creciente de
abiertos relativos. La convergencia puntual implica que dicha familia recubreK. Por último,
la compacidad deK (axioma de Heine-Borel y la Nota2.32), nos permite afirmar que existe
m natural tal queK = Um, y por tanto:

n≥m⇒ | fn(x)− f (x)|< ε, ∀x∈ K.

El siguiente resultado prueba que las funciones continuas definidas en compactos son de
hecho uniformemente continuas.

Teorema 2.53 (Heine).Sean E y F espacios métricos, K⊂ E un subconjunto compacto y
f : K→ F una función continua. Entonces f es uniformemente continua.
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Demostración:
Notemos pord y ρ las distancias deE y F , respectivamente. Supongamos quef no es

uniformemente continua. Entonces existeεo > 0 tal que

∀δ > 0, ∃xδ ,yδ ∈ K : d(xδ ,yδ ) < δ y ρ( f (xδ ), f (yδ ))≥ εo.

En consecuencia

∀n∈ N, ∃xn,yn ∈ K : d(xn,yn) <
1
n

y ρ( f (xn), f (yn))≥ εo.

ComoK es compacto,∃{xσ(n)}→ x∈ K. Se tiene, para cada naturaln, que

d(yσ(n),x)≤ d(yσ(n),xσ(n))+d(xσ(n),x) <
1

σ(n)
+d(xσ(n),x),

de donde se deduce que{yσ(n)}→ x. Por último, la continuidad def nos asegura que

{ f (xσ(n))}→ f (x) y { f (yσ(n))}→ f (x)

lo que contradice queρ( f (xn), f (yn))≥ εo, ∀n∈ N.

En el Apéndice D del tema se da otra demostración del Teorema de Heine que usa el
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

Queda claro que, en virtud de la Nota2.32, en los enunciados del Teorema de Dini y de
Heine podemos suponer queK es un espacio métrico compacto (en lugar de un subconjunto
compacto de un espacio métrico).

Recordemos que siX eY son conjuntos,A,B⊂Y, y f : X→Y, entonces

f ( f−1(A)) = A∩ f (X)

y
f−1(A∪B) = f−1(A)∪ f−1(B) , f−1(A∩B) = f−1(A)∩ f−1(B).

Teorema 2.54 (Conservación de la conexión por la continuidad).Sean E,F dos espacios
métricos, C un subconjunto conexo no vacío de E y f: C→ F continua. Entonces f(C) es
conexo.

Demostración:
Seaf (C) = U ∪V una partición def (C) en abiertos relativos. SiO es un abierto deF tal

queU = O∩ f (C), entonces

f−1(U) = f−1(O∩ f (C)) = f−1(O)∩ f−1( f (C)) = f−1(O)∩C = f−1(O),

lo que prueba quef−1(U) es un abierto relativo deC. Análogamentef−1(V) también es un
abierto relativo deC. Así, en vista del comentario anterior al teorema,{ f−1(U), f−1(V)} es
una partición deC en abiertos relativos, y al serC conexo uno de los dos es vacío. Como en
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este caso, al serU,V ⊂ f (C), se verifica quef ( f−1(U)) = U , f ( f−1(V)) = V, concluimos
que o bienU = /0 o bienV = /0. Así, la única partición def (C) en abiertos relativos es la
trivial.

La anterior proposición generaliza el teorema del valor intermedio: “Una función real
continua definida en un intervalo si toma dos valores toma todos los intermedios” ¿Por qué?

Corolario 2.55. Los segmentos enRN son conexos.

Demostración:
El segmento [x,y] es la imagen del intervalo[0,1] por la función continua

f (t) = x+ t(y−x). En general, los segmentos de extremosx e y ([x,y], [x,y[, ]x,y], ]x,y[) son
conexos (hágase!).

A continuación mostramos que un conjuntoC que verifique la propiedad que aparece
en el Teorema2.54, para cualquier función continua valuada en{0,1}, ha de ser conexo. A
pesar de la sencillez de la prueba, esta caracterización resulta muy útil para probar ciertas
propiedades de estabilidad de los conjuntos conexos.

Proposición 2.56 (Caracterización de la conexión).Sea C un subconjunto no vacío de un
espacio métrico. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) C es conexo.

ii) Toda función continua de C en{0,1} es constante.

Demostración:
i)⇒ ii) Es consecuencia del teorema anterior y de que los únicos intervalos no vacíos

contenidos en{0,1} son{0} y {1}.
ii)⇒ i) Supongamos, razonando por reducción al absurdo, queC no es conexo. SeaC =

U ∪V una partición no trivial deC en abiertos relativos. Entonces la funciónf : C→ {0,1}
definida por

f (x) :=
{

0 si x∈U
1 si x∈V

es continua (por el carácter local de la continuidad), y verificaf (C) = {0,1}, y por tanto,ii)
no es cierta.

Los siguientes resultados nos ayudan a probar la conexión de ciertos subconjuntos.

Proposición 2.57.Todo conjunto comprendido entre un conexo y su cierre es conexo, es decir
si C es conexo y C⊂ D⊂C, entonces D es conexo.
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Demostración:
Si D = /0 es claro. SupongamosD 6= /0 y seaf : D→ {0,1} una aplicación continua. Por

serC conexo, en vista de la Proposición2.56ha de serf|C constante. ComoD ⊂C y f es
continua se tiene que

f (D) = f (C∩D)⊂ f (C).

Por tanto,f es constante.

Proposición 2.58.Sea{Ci : i ∈ I} una familia de conexos de un espacio métrico tal que dos
cualesquiera tienen intersección no vacía. Entonces

⋃
i∈I Ci es conexo.

Demostración:
Sea f :

⋃
∈I Ci → {0,1} continua. Queremos probar quef es constante. Sean

x,y∈
⋃

i∈I Ci . Existen entoncesr,s∈ I tales quex∈Cr e y∈Cs. Como f|Cr
y f|Cs

son cons-
tantes y existec∈Cr ∩Cs concluimos quef (x) = f (c) = f (y).

Corolario 2.59. Todo convexo deRN es conexo.

Demostración:
SeaC un subconjunto convexo deRN y tomemosc∈C. EntoncesC=∪x∈C[c,x] es conexo

por ser unión de conexos con al menos el puntoc en común.
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2.5. Límite funcional.

Recordemos que “la” topología deRN sigue siendo la topología de la norma.

Definición 2.60. Sean(E,d) un espacio métrico yA un subconjunto no vacío deE. Se dice
que α ∈ E es unpunto de acumulaciónde A si existe una sucesión{an} de puntos deA
distintos deα y convergente aα, equivalentemente, si

B(α,ε)∩ (A\{α}) 6= /0, ∀ε > 0.

Denotaremos porA′ al conjunto de los puntos de acumulación deA. Se dice que un punto
a∈ A es unpunto aisladodeA si existeε > 0 tal queB(a,ε)∩A = {a}.

Es inmediato que todo punto adherente aA o es de acumulación deA o es aislado. En
consecuencia los puntos deA o son de acumulación o son aislados.

Definición 2.61. Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos,A⊂ E, f : A→ F , α un punto de
acumulación deA y ` ∈ F . Se dice quef tiende à cuandox tiende aα, y se notaf (x)→ `
cuandox→ α, si para toda sucesión de puntos deA distintos deα y convergente aα, se
verifica que la sucesión imagen converge a`, es decir:

[ ∀{an} enA , an 6= α , {an}
d→ α ]⇒{ f (an)}

ρ→ `.

Supuesta la existencia de un tal`, de la unicidad del límite secuencial se sigue que tal ele-
mento es único, se llamalímite de la funciónf en el puntoα y se nota

lim
x→α

f (x) = `.

Como consecuencia inmediata del Ejemplo2.13, el estudio de la existencia del límite de
los campos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes, tal como se recoge
en el siguiente enunciado.

Proposición 2.62 (Reducción a campos escalares).Sean M,N naturales,
A⊂RN, f = ( f1, ..., fM) : A→RM un campo vectorial en A yα un punto de acumulación de
A. Entonces

f tiene límite enα ⇔ fi tiene límite enα, ∀i = 1, ...,M.

En tal caso,
lim
x→α

f (x) = ( lim
x→α

f1(x), ..., lim
x→α

fM(x)).

Proposición 2.63 (Álgebra de límites).Sean A⊂ RN, α un punto de acumulación de A,
f ,g : A→ R y λ ∈ R. Se verifica:
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i) Si f,g tienen límite enα, entonces f+g y λ f tienen límite enα y

lim
x→α

( f +g)(x) = lim
x→α

f (x)+ lim
x→α

g(x),

lim
x→α

(λ f )(x) = λ lim
x→α

f (x).

ii) Si f,g tienen límite enα, entonces f g tiene límite enα y

lim
x→α

( f g)(x) = lim
x→α

f (x) lim
x→α

g(x).

iii) Si f,g tienen límite enα, g(x) 6= 0 ∀x∈ A, y limx→α g(x) 6= 0, entonces
f
g

tiene límite

enα y

lim
x→α

f
g
(x) =

limx→α f (x)
limx→α g(x)

.

Notas 2.64.
a) Puesto que en los espacios métricos la convergencia secuencial depende sólo de la topo-
logía, se tiene que, al igual que ocurría con la continuidad, también el concepto de límite
funcional es de carácter topológico: depende de las topologías de los espacios métricos pero
no de las métricas concretas que se utilicen.
b) Puede ocurrir que el puntoα no pertenezca al conjuntoA, pero que sea de acumulación.
En el caso en queα pertenezca aA, el valor que tome la funciónf enα no afecta para nada
a la existencia del límite, ni al valor de éste.
c) Nótese que, en la Definición2.61, basta exigir la condición

[ ∀{an} enA , an 6= α , {an}
d→ α ]⇒{ f (an)} es convergente.

En efecto, si{an} y {a′n} son dos sucesiones que verifican la hipótesis anterior, entonces
la sucesión “mezcla”{a1,a

′
1,a2,a

′
2, . . . ,an,a

′
n, . . .} está en las mismas circunstancias, y por

tanto, la sucesión imagen

{ f (a1), f (a
′
1), f (a2), f (a

′
2), . . . , f (an), f (a

′
n), . . .}

es convergente, lo que conlleva a que

lim f (an) = lim f (a
′
n).

La relación entre la continuidad de una función en un punto y la existencia de límite
funcional en dicho punto se recoge en el siguiente resultado:

Proposición 2.65.Sean E,F espacios métricos, A⊂ E, f : A→ F y a un punto de A.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
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ii) Si a es un punto de acumulación de A, entonces f es continua en a si, y sólo si,
limx→a f (x) = f (a).

La demostración se deja como ejercicio.

El siguiente resultado recoge el utilísimo proceso de cambio a coordenadas polares a
la hora de estudiar límites de funciones de dos variables reales. Claramente, vía el uso de
traslaciones, no es restrictivo el llevar a cabo el estudio del límite en el punto(0,0).

Recordemos que la función paso a coordenadas polares es la función deR+
0 ×R enR2

definida por
(ρ,ϑ)→ (ρ cosϑ ,ρ senϑ),

que es una aplicación sobreyectiva, aplica el eje{0}×R en (0,0), y que es periódica de
periodo 2π en la variableϑ . En consecuencia, esta aplicación induce una biyección de la
franjaR+×]−π,π] sobreR2\{(0,0)}. En efecto: dado(x,y) ∈R2\{(0,0)} existe un único
(ρ,ϑ) ∈ R+×]−π,π] tal que

x = ρ cosϑ ,y = ρ senϑ .

De hecho,ρ y ϑ son el módulo y el “argumento principal” de(x,y), y (ρ,ϑ) se pueden
obtener a a partir de(x,y) mediante las expresionesρ =

√
x2 +y2 y

ϑ =

{
π si x∈ R−,y = 0

2 arctan
y

ρ +x
en otro caso.

Al par (ρ,ϑ) se le llamacoordenadas polaresdel punto(x,y).

Proposición 2.66 (coordenadas polares).Sean f: R2 \ {(0,0)} → R una función ỳ un
número real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) lim(x,y)→(0,0) f (x,y) = `.

ii) ∀ε > 0, ∃δ > 0 : 0< ‖(x,y)‖< δ ⇒ | f (x,y)− `|< ε.

iii) limρ→0 f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) = ` uniformemente enϑ , es decir:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : [0 < ρ < δ , ϑ ∈ R ]⇒ | f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)− `|< ε.

iv) Para cualquier sucesión{ρn} de positivos convergente a cero y cualquier sucesión de
reales{ϑn} (si queremos|ϑn| ≤ π), se verifica que

{ f (ρn cosϑn,ρn senϑn)}→ `.
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Demostración:
i)⇒ ii) Se deja como ejercicio (véase laε−δ -caracterización de la continuidad).
ii)⇒ iii ). Seaε > 0 fijo. Por hipótesis

∃δ > 0 : 0< ‖(x,y)‖2 < δ ⇒ | f (x,y)− `|< ε.

Ahora, siρ es tal que 0< ρ < δ , entonces para todo realϑ se verifica que

‖(ρ cosϑ ,ρ senϑ)‖2 = ρ < δ ,

luego se tiene que
| f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)− `|< ε.

iii )⇒ iv) Sean{ρn} una sucesión de números reales positivos convergente a cero y{ϑn}
una sucesión de números reales. Paraε > 0 fijo, por hipótesis

∃δ > 0 : (0 < ρ < δ ,ϑ ∈ R)⇒ | f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)− `|< ε.

Como{ρn}→ 0, entonces

∃m∈ N : n≥m⇒ 0 < ρn < δ ,

y por tanto, en vista de la hipótesis

n≥m ⇒ | f (ρn cosϑn,ρn senϑn)− `|< ε.

En consecuencia,
{ f (ρn cosϑn,ρn senϑn)}→ `.

iv)⇒ i) Sea{(xn,yn)} una sucesión enR2 \ {(0,0)} convergente a(0,0). Para cada na-
turaln tomemosρn := ‖(xn,yn)‖2 y ϑn ∈ R tal que

xn = ρn cosϑn ,yn = ρn senϑn.

De la continuidad de la norma se sigue que{ρn}→ 0, y por tanto poriv)

{ f (xn,yn)}= { f (ρn cosϑn,ρn senϑn)}→ `.

Corolario 2.67 (Límites direccionales).Sea f:R2\{(a,b)}→R. Si existelim(x,y)→(a,b) f (x,y)=
` entonces, para todoϑ ∈]−π,π] existe

lim
ρ→0

f (a+ρ cosϑ ,b+ρ senϑ) = `.

Los anteriores límites se llaman límites direccionalesen la direcciónϑ .
En consecuencia, de existir límite han de existir todos los límites direccionales y ser

iguales al límite.
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En la práctica es usual para calcular los límites direccionales def (x,y) en el punto(a,b),
considerar las rectasy= b+m(x−a) (de pendientemy que pasa por(a,b)) y hallar el límite

lim
x→a

f (x,b+m(x−a)).

Obsérvese que de no existir un límite direccional o en el caso de que dos límites direc-
cionales sean distintos podemos afirmar que no hay límite. Supuesto que todos los límites
direccionales existen y son iguales, éste es el candidato a límite, aunque puede que no haya
límite (véase Ejercicio2.27, g).
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2.6. Apéndice.

2.6.1. A) Teorema de Heine-Borel-Lebesque.

Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Sea K un subconjunto de un espacio métrico. Equi-
valen:

i) K es compacto, esto es, toda sucesión de puntos de K admite una sucesión parcial
convergente a un punto de K.

ii) K verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, si U es una familia de abiertos de E tales que
K ⊂

⋃
U∈U U , entonces existen n∈ N y U1, · · · ,Un ∈U tal que K ⊂

⋃n
i=1Ui .

En la demostración del teorema anterior usaremos los dos siguientes resultados auxiliares,
de interés en sí mismos:

Proposición 2.68.Sea{xn} una sucesión de un espacio métrico E y x∈E. Son equivalentes:

a) La sucesión{xn} admite una parcial convergente a x.

b) Para cada positivoε, el conjunto{n∈ N : xn ∈ B(x,ε)} es infinito.

Demostración:
Por definición de convergencia es claro quea)⇒ b).
b)⇒ a) Supongamosb) cierto y definamosσ : N−→ N de la siguiente manera:

σ(1) = min {n∈ N : xn ∈ B(x,1)}.

Supuesto definidoσ(k), parak≤ n, definimos

σ(n+1) = min

{
m∈ N : m> σ(n),xm∈ B

(
x,

1
n+1

)}
.

Así conseguimos una sucesión parcial{xσ(n)} que, por la forma de construirla, claramente
converge ax.

Lema 2.69 (del número de Lebesgue).Sea K un subconjunto compacto de un espacio mé-
trico. Entonces para todo recubrimiento por abiertosU de K existe r> 0 tal que

x∈ K⇒∃U ∈U : B(x, r)⊂U.

En tal caso se dice que r es un número de Lebesgue asociado al recubrimientoU .
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Demostración:
Si no existiera un número de Lebesgue, entonces habría un recubrimiento por abiertosU

deK tal que

n∈ N⇒
(
∃xn ∈ K : B

(
xn,

1
n

)
 U, ∀U ∈U

)
.

Por hipótesis{xn} admite una parcial convergente a un elementox de K. Por tanto, ha de
existir un conjuntoU ∈U tal quex∈U , y, por ser este conjunto abierto, para algún positivo
ρ se verificaB(x,ρ) ⊂ U . Ahora, elegimos1

N < ρ

2 , y sabemos que existen > N tal que
d(xn,x) < ρ

2 . Entonces, siy∈ B(xn,
ρ

2), se tiene

d(x,y)≤ d(x,xn)+d(xn,y) < ρ.

Así

B

(
xn,

ρ

2

)
⊂ B(x,ρ)⊂U.

Como 1
n < 1

N < ρ

2 , obtenemos queB(xn,
1
n)⊂ B(xn,

ρ

2)⊂U , lo que contradice la elección de
xn.

Demostración del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.
i) ⇒ ii) Probamos primero que dado un positivoε, existe un subconjunto finito

F ⊂ K tal queK ⊂
⋃

x∈F B(x,ε). De no ser así, tomemos

x1 ∈ K, x2 ∈ K \B(x1,ε),

y en general,
xn+1 ∈ K \∪n

i=1B(xi ,ε).

Obtendríamos así una sucesión enK verificando qued(xn,xm) ≥ ε si n 6= m, o sea{xn}
es una sucesión sin parciales convergentes (pues ni siquiera pueden ser de Cauchy), lo que
contradice la hipótesis.

Ahora probamos queK verifica el axioma de Heine-Borel. Fijamos un recubrimiento por
abiertosU de K. Sear un número de Lebesgue asociado al recubrimiento. Sabemos que
existe un conjunto finitoF ⊂ K tal queK ⊂

⋃
x∈F B(x, r). Ahora bien, cada una de las bolas

anteriores está contenida en algún abierto del recubrimiento por serr un numero de Lebesgue,
por tanto, éste admite un subrecubrimiento finito, como queríamos demostrar.



58 2. Continuidad y límite funcional.

ii)⇒ i) Sea{xn} una sucesión enK y supongamos que no admite ninguna parcial con-
vergente a ningún elemento deK. Por la Proposición2.68, ha de ocurrir

y∈ K⇒∃ry > 0 : {n∈ N : xn ∈ B(y, ry)} es finito.

Como la familia de conjuntos
{B(y, ry) : y∈ K}

es un recubrimiento por abiertos deK, por hipótesis, deben de existir elementos
y1, · · · ,ym tales que

K ⊂ B(y1, ry1)∪·· ·∪B(ym, rym),

lo cual es una contradicción, ya que en tal caso

N= {n∈ N : xn ∈ K} ⊂
{

n∈ N : xn ∈
m⋃

j=1

B(y j , ry j )
}

sería finito, ya que cada una de las bolasB(yi , ryi) cuya unión recubreK contiene a un número
finito de términos de la sucesión.
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2.6.2. B) Desigualdad entre la media geométrica y aritmética.

Proposición.Sea n un natural mayor o igual que 2. Entonces

0≤ a1,a2, ...,an⇒ n
√

a1a2...an≤
a1 +a2 + ...+an

n

y la igualdad ocurre si, y sólo si, a1 = a2 = ... = an.
Demostración:

Si alguno de losai es nulo la proposición es inmediata. También es inmediato que si todos
losai son iguales se da la igualdad. Queda así reducida la demostración a probar la siguiente
implicación:

[ 0 < a1,a2, ...,an, a1 < a2 ]⇒ n
√

a1a2...an <
a1 +a2 + ...+an

n

que a su vez se deduce de probar

[ 0 < x1,x2, ...,xn, x1x2...xn = 1, x1 < 1 < x2 ]⇒ n < x1 +x2 + ...+xn (∗)

(basta aplicar (*) a los númerosxi = ai
n√a1a2...an

, i = 1,2, ...,n). Vamos a demostrar (*) por
inducción.

Comprobemos la implicación paran = 2.

x1 < 1 < x2 ⇒ (1−x1)(1−x2) < 0 ⇔ 1+x1x2 < x1 +x2 ⇒ 2 < x1 +x2.

Supongamos (*) cierta paran y probémosla paran+1. Sean

0 < x1,x2, ...,xn,xn+1, x1x2...xnxn+1 = 1, x1 < 1 < x2

y consideremos los siguientesn números(x1x2),x3, ...,xn,xn+1. Es claro que todos son posi-
tivos y su producto vale 1. Tanto si todos son iguales (en cuyo caso son todos iguales a 1)
como si no (en cuyo caso aplicamos la hipótesis de inducción) tenemos que

n≤ x1x2 +x3 + ...+xn +xn+1

y por tanto (usando la desigualdad 1+x1x2 < x1+x2 vista en la prueba paran= 2) concluimos
que

n+1≤ x1x2 +x3 + ...+xn +xn+1 +1 =

= (1+x1x2)+x3 + ...+xn +xn+1 <

< x1 +x2 +x3 + ...+xn +xn+1.
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2.6.3. C) Demostración de la caracterización de la continuidad global.

Demostración de la Proposición2.47.
i)⇒ ii) SeaO⊂ F abierto. Sif−1(O) es vacío no hay nada que demostrar. En otro caso

seaa ∈ f−1(O) fijo. Tomemosε > 0 tal queB( f (a),ε) ⊂ O. La hipótesis nos asegura la
existencia de un positivoδa tal que

f (B(a,δa)∩A)⊂ B( f (a),ε),

y en consecuencia
B(a,δa)∩A⊂ f−1(O).

Hemos probado quef−1(O) contiene la intersección deA con una bola centrada en cada uno
de sus puntos, luegof−1(O) es un abierto relativo de A.

ii)⇒ iii ) Si C es un cerrado deF , entonces

A\ f−1(C) = f−1(F\C)

es un abierto relativo deA, y por tantof−1(C) es un cerrado relativo deA.

iii )⇒ iv) SeaB⊂ A. Por hipótesis,f−1
(

f (B)
)

es un cerrado relativo deA que, eviden-

temente, contiene aB, por tanto, ha de contener al cierre deB en la topología relativa aA,
esto es,

B∩A⊂ f−1
(

f (B)
)

.

Aplicando f obtenemosf (B∩A)⊂ f (B).

iv)⇒ i) Si no ocurrei), entonces

∃a∈ A,∃ε0 > 0 : ∀δ > 0,∃xδ ∈ A verificando

{
d(xδ ,a) < δ

ρ( f (xδ ), f (a))≥ ε0

y por tantoB := {xδ : δ > 0} es un subconjunto deA tal quea ∈ B y f (a) /∈ f (B), y en
consecuencia no se verificaiv).
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2.6.4. D) Otra demostración del Teorema de Heine.

Muchas veces la compacidad se usa para “uniformizar” una condición que a priori no pa-
rece ser uniforme. Como muestra de esta idea, daremos una nueva demostración del Teorema
de Heine, que es directa.

Teorema de Heine. Sea F un espacio métrico, K un espacio métrico compacto y f : K→
F una función continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Notemos pord y ρ las distancias deK y F , respectivamente. Por laε-δ -
caracterización de continuidad, dado un positivoε, para cada puntox deK existe un positivo
δ (x) tal que

y∈ K,d(y,x) < δ (x)⇒ ρ( f (y), f (x)) < ε.

Ahora, variando el puntox, recubrimos el compacto por una unión de abiertos, sin más que
considerar

K ⊂
⋃

x∈K B
(

x, δ (x)
2

)
.

Por serK compacto, se tiene que, en vista del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue, pode-
mos obtener un subrecubrimiento finito. Esto es, existen elementos
x1,x2, · · · ,xn ∈ K tales que

(?) K ⊂
n⋃

i=1

B

(
xi ,

δi

2

)
,

donde hemos notado porδi a los positivos que verifican la condición de continuidad en el
puntoxi .

Tomamosδ = min{δi
2 : 1≤ i ≤ n} y si x,y∈ K verifican qued(x,y) < δ , entonces, por

(?), se verifica que, para algúni se tienex∈B
(

xi ,
δi
2

)
, por tanto, comoδ ≤ δi obtenemos que

x,y∈ B(xi ,δi) y usando la continuidad def enxi se tiene que

ρ( f (x), f (xi)) < ε, ρ( f (y), f (xi)) < ε.

Finalmente, usando la desigualdad triangular se deduce que

ρ( f (y), f (x)) < 2ε.
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2.6.5. E) Fórmula para el argumento de un número complejo.

Proposición. Para todo z= x+ iy ∈ C∗, si definimos ϑ por{
ϑ = 2arctan

y
x+ |z|

si z∈ C∗\R−

ϑ = π si z∈ R−

entonces ϑ es el único número real en ]−π,π] que verifica que

z= |z| (cosϑ + i senϑ).

Demostración.Supuesto que existan dos elementosϑ ,ϑ0 que verifiquen lo anterior, entonces,
se tendría que

cosϑ = cosϑ0, senϑ = senϑ0,

por tanto,
cos(ϑ −ϑ0) = cosϑ cosϑ0 +senϑ senϑ0 = 1,

de dondeϑ −ϑ0 ∈ 2πZ y comoϑ ,ϑ0 ∈]−π,π], entoncesϑ = ϑ0.
Comprobamos ahora la existencia y únicamente lo hacemos en el caso de que

z∈ C∗\{R−}. Tomamos

ϑ = 2arctan
y

x+ |z|
,

por tanto tanϑ2 = y
x+|z| , de donde

cosϑ = cos2
ϑ

2
−sen2

ϑ

2
=

cos2 ϑ

2 −sen2 ϑ

2

cos2 ϑ

2 +sen2 ϑ

2

=
1− tan2 ϑ

2

1+ tan2 ϑ

2

=

=
(x+ |z|)2−y2

(x+ |z|)2 +y2 =
x2 +x2 +y2 +2|z|x−y2

x2 +y2 + |z|2 +2x|z|
=

2x(x+ |z|)
2|z|(|z|+x)

=
x
|z|

.

Análogamente se tiene

senϑ = 2sen
ϑ

2
cos

ϑ

2
=

2senϑ

2 cosϑ

2

sen2 ϑ

2 +cos2 ϑ

2

=
2tanϑ

2

1+ tan2 ϑ

2

=

=
2 y

x+|z|
y2

(x+|z|)2 +1
=

2y(x+ |z|)
y2 +(x+ |z|)2 =

2y(x+ |z|)
y2 +x2 +x2 +y2 +2x|z|

=
2y(x+ |z|)
2|z|(|z|+x)

=
y
|z|

.

Dado z∈ C∗ se llamaargumentode z a todo número realt que verifique la igualdad
z= |z|(cost + i sent).
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2.7. Referencias recomendadas.

[Ber], [Bra], [Bri], [Cra], [Fe], [Jur], [MaHo], [SoSi] y [Stro].
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2.8. Resumen de resultados del Tema 2.

Espacio normado. Si X es un espacio vectorial real, unanormaen X es una función
‖ · ‖ : X −→ R+

0 verificando

i) ‖x‖= 0⇔ x = 0 .

ii) ‖λx‖= |λ | ‖x‖, ∀λ ∈ R, ∀x∈ X (homogeneidad).

iii) ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖, ∀x,y∈ X (desigualdad triangular).

El par ordenado(X,‖ · ‖) se llama espacio normado.

Espacio métrico. Una distancia(o métrica) definida en un conjunto no vacíoE es una
funciónd : E×E −→ R+

0 que verifica:

1. d(x,y) = 0⇔ x = y.

2. d(x,y) = d(y,x), ∀x,y∈ E (propiedad simétrica).

3. d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z), ∀x,y,z∈ E (desigualdad triangular).

Al par ordenado(E,d) se le denomina espacio métrico.

Topología de un espacio métrico. Sea(E,d) un espacio métrico.
Dadoa∈ E, r ≥ 0, la bola abierta(resp. cerrada) de centroa y radio r son los conjuntos

dados por

B(a, r) := {x∈ E : d(x,a) < r}, B(a, r) := {x∈ E : d(x,a)≤ r}.

La esferade centroa y radior es el conjuntoS(a, r) := {x∈ E : d(x,a) = r}.
Un subconjuntoO de un espacio métrico(E,d) se dice abiertosi verifica:

∀a∈O,∃r > 0 : B(a, r)⊂O.

Así pues, un subconjunto es abierto si puede expresarse como unión de bolas abiertas.
Todo espacio normado es un espacio topológico con la topología asociada a la distancia

definida pord(x,y) := ‖x−y‖.

Convergencia. Una sucesión{xn} de elementos de un espacio métrico(E,d) es convergente
a x si {d(xn,x)} → 0. El concepto de convergencia es topológico, esto es, si en un espacioE
dos distanciasd y d∗ generan la misma topología, entonces las sucesiones convergentes en
(E,d) y en(E,d∗) son las mismas (y además tienen los mismos límites).

La convergencia en el espacio normado(C [a,b],‖.‖∞) se llama convergencia uniforme,
esto es,

{ fn}
‖.‖∞−→ f ⇔ [ ∀ε > 0, ∃m∈ N : n≥m⇒ | fn(x)− f (x)| ≤ ε, ∀x∈ [a,b] ] .

Una sucesión{xn} de elementos de un espacio métrico(E,d) es de Cauchysi se verifica

∀ε > 0, ∃m∈ N : p,q≥m⇒ d(xp,xq)≤ ε,
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equivalentemente,

∀ε > 0, ∃m∈ N : [n≥m, h∈ N]⇒ d(xn+h,xn)≤ ε.

Toda sucesión convergente es de Cauchy, pero el recíproco no es cierto. Aquellos espacios
métricos que verifican que toda sucesión de Cauchy es convergente se llaman completos. Un
espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es un espacio de Banach.

Normas equivalentes. Dos normas‖ · ‖ y ||| · ||| en un mismo espacio vectorialX se dicen
equivalentessi existen constantesm,M > 0 verificando

m‖x‖ ≤ |||x||| ≤M‖x‖, ∀x∈ X,

equivalentemente, (Proposición2.20) si ambas normas generan la misma topología.

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en RN son equivalentes.
Como consecuencia, existe una única topología enRN que proceda de una norma, a la que

llamamos topología de la norma enRN. Los abiertos enRN son las uniones de bolas abiertas
para cualquier norma.

Teorema de complitud.En RN, toda sucesión de Cauchy es convergente, esto es, RN es
un espacio de Banach con cualquier norma.

Conjunto acotado. Un subconjuntoA de un espacio métrico(E,d) se dice acotadosi
A⊂ B(x0,M) para convenientesx0 ∈ E, M > 0.

Toda sucesión de Cauchy es acotada.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. RN verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesión acotada en RN admite una parcial convergente.

Compactos. EnRN los subconjuntos cerrados y acotados se llaman compactos.
Los compactos deRN se caracterizan como aquellos subconjuntosK en los que toda

sucesión de puntos deK admite una sucesión parcial convergente a un punto deK (Teorema
2.28). Esta caracterización es la que se toma como definición de compacto en un espacio
métrico.

En un espacio métrico elTeorema de Heine-Borel-Lebesgueafirma que un subconjunto
K es compacto si, y sólo si, verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abier-
tos deK admite un subrecubrimiento finito, esto es, siU es una familia de abiertos deE
tales queK ⊂

⋃
U∈U U , entonces existenn∈ N y U1, · · · ,Un ∈U tal queK ⊂

⋃n
i=1Ui . Esta

caracterización es la que se toma como definición de compacto en un espacio topológico.
En general, siA es un subconjunto de un espacio métrico(E,d), los abiertos deA o

abiertos relativosson las intersecciones de los abiertos deE con A. A dicha topología en
A se le llama la topología inducida.

Nota: La compacidad de un subconjuntoK de un espacio topológico es una propiedad
intrínseca del espacio topológico(K, topología inducida).

Convexos. Un subconjuntoA deRN es convexosi

[a,b] := {a+ t(b−a) : t ∈ [0,1]} ⊂ A, ∀a,b∈ A.
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Conexos. Un subconjuntoC deRN es conexosi verifica que la única partición deC en
dos abiertos relativos es la trivial. Todo convexo deRN es conexo.

Función continua. Sean(E,d),(F,ρ) espacios métricos,A⊂ E, f : A→ F y a∈ A. Se
dice que la funciónf es continuaen el puntoa si[

∀{an} enA,{an}
d→ a
]
⇒{ f (an)}

ρ→ f (a)

El concepto de continuidad entre espacios métricos es topológico.
El estudio de la continuidad de los campos vectoriales se reduce al de sus campos escala-

res componentes: Sif = ( f1, . . . , fM) : A⊂ RN→ RM es un campo vectorial ya es un punto
deA, entonces

f es continuo ena⇔ fi es continuo ena, ∀i = 1, ...,M.

Regla de la cadena para funciones continuas. Sean E1, E2, E3 espacios métricos, A⊂
E1, f : A→ E2, B⊂ E2, g : B→ E3 y supongamos que f (A) ⊂ B. Si f es continua en un
punto a de A y g es continua en f (a), entonces la composición g◦ f es continua en a. Como
consecuencia, si f y g son continuas, entonces g◦ f es continua.

Álgebra de las funciones continuas. Sean (E,d) un espacio métrico, (X,‖.‖) un espacio
normado y a∈ A⊂ E.

i) Si f ,g : A→ X son continuas en a y λ ∈ R, entonces f +g y λ f son continuas en a.

ii) Si f : A→ R y g : A→ X son continuas en a, entonces f g es continua en a.

iii) Si f : A→ R es continua en a y f (x) 6= 0, ∀x∈ A, entonces
1
f

es continua en a.

iv) Si f ,g : A→ R son continuas en a y g(x) 6= 0, ∀x∈ A, entonces
f
g

es continua en a.

Carácter local de la continuidad. Sean E,F espacios métricos, A⊂ E, f : A→ F y
b∈ B⊂ A. Si B es un “entorno relativo” de b (existe r > 0 tal que B(b, r)∩A⊂ B) y f|B es
continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f : E→ F , B⊂ E es abierto y si
f|B es continua, entonces f es continua en B.

ε−δ -caracterización de la continuidad. Sean (E,d), (F,ρ) espacios métricos, A⊂ E,
f : A→ F y a∈ A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua en a.

ii) ∀ε > 0, ∃δ > 0 :

{
x∈ A

d(x,a) < δ

}
⇒ ρ( f (x), f (a)) < ε , equivalentemente,

∀ε > 0, ∃δ > 0 : f (B(a,δ )∩A)⊂ B( f (a),ε).
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Como consecuencia de la caracterización de la continuidad global (Proposición2.47) se
tiene:

Sean (E,d) un espacio métrico y f : E→ R una aplicación continua. Denotemos por ℑ
(resp. F ) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo a∈ R se tiene
que:

i) {x∈ E : f (x) < a} ∈ ℑ.

ii) {x∈ E : f (x) > a} ∈ ℑ.

iii) {x∈ E : f (x)≤ a} ∈F .

iv) {x∈ E : f (x)≥ a} ∈F .

v) {x∈ E : f (x) = a} ∈F .

Los compactos se conservan por funciones continuas (Teorema2.50) y, como consecuen-
cia las funciones continuas en un compacto valuadas enR alcanzan su mínimo y su máximo
absolutos (Propiedad de compacidad: Corolario2.51). Asimismo, los conexos se conservan
por funciones continuas (Teorema2.54).

Teorema de Dini. Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y { fn} una
sucesión monótona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
función continua f . Entonces la convergencia es uniforme en K.

Continuidad uniforme . Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos,A⊂ E y f : A→ F una
función. Se dice quef es uniformemente continuasi

∀ε > 0, ∃δ > 0 : [x,y∈ A, d(x,y) < δ ]⇒ ρ( f (x), f (y)) < ε

Teorema de Heine. Sean E y F espacios métricos, K ⊂ E compacto y f : K → F una
función continua. Entonces f es uniformemente continua.

Límite funcional . Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos,A⊂ E, f : A→ F , α un punto
de acumulación deA y ` ∈ F . Se dice què es el límite def enα (o que f tiende à cuando
x tiende aα, y se notaf (x)→ ` cuandox→ α), si

[ ∀{an} enA, an 6= α, {an}
d→ α ]⇒{ f (an)}

ρ→ `.

El concepto de límite funcional entre espacios métricos es también topológico.

Reducción a campos escalares. Sean M,N naturales, A⊂RN, f = ( f1, ..., fM) : A→RM

un campo vectorial en A y α un punto de acumulación de A. Entonces

f tiene límite en α ⇔ fi tiene límite en α, ∀i = 1, ...,M.

En tal caso,
lim
x→α

f (x) = ( lim
x→α

f1(x), ..., lim
x→α

fM(x)).
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Álgebra de límites. Sean A⊂RN, α un punto de acumulación de A, f ,g : A→R y λ ∈R.
Se verifica:

i) Si f ,g tienen límite en α , entonces f +g y λ f tienen límite en α y

lim
x→α

( f +g)(x) = lim
x→α

f (x)+ lim
x→α

g(x),

lim
x→α

(λ f )(x) = λ lim
x→α

f (x).

ii) Si f ,g tienen límite en α , entonces f g tiene límite en α y

lim
x→α

( f g)(x) = lim
x→α

f (x) lim
x→α

g(x).

iii) Si f ,g tienen límite en α , g(x) 6= 0 ∀x∈ A, y limx→α g(x) 6= 0, entonces f
g tiene límite

en α y

lim
x→α

f
g
(x) =

limx→α f (x)
limx→α g(x)

.

Relación entre límite funcional y continuidad. Sean E,F espacios métricos, A⊂ E,
f : A→ F y a un punto de A.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

ii) Si a es un punto de acumulación de A, entonces f es continua en a si, y sólo si,
limx→a f (x) = f (a).

Coordenadas polares. Existe una biyección de R+×]− π,π] sobre R2 \ {(0,0)}. Esto
es, dado (x,y) ∈ R2\{(0,0)} existe un único (ρ,ϑ) ∈ R+×]−π,π] tal que

x = ρ cosϑ ,y = ρ senϑ .

Al par (ρ,ϑ) se le llama coordenadas polares del punto (x,y).

Proposición (coordenadas polares). Sean f : R2\{(0,0)} → R una función y ` un nú-
mero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) lim(x,y)→(0,0) f (x,y) = `.

ii) ∀ε > 0,∃δ > 0 : 0< ‖(x,y)‖< δ ⇒ | f (x,y)− `|< ε.

iii) limρ→0 f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) = ` uniformemente en ϑ , es decir:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : [ 0 < ρ < δ , ϑ ∈ R ]⇒ | f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)− `|< ε.
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iv) Para cualquier sucesión {ρn} de positivos convergente a cero y cualquier sucesión de
reales {ϑn} (si queremos |ϑn| ≤ π), se verifica que

{ f (ρn cosϑn,ρn senϑn)}→ `.

Límites direccionales. Sea f : R2\{(a,b)}→ R. Si existe

lim
(x,y)→(a,b)

f (x,y) = `,

entonces, para cada ϑ ∈]−π,π], existe

lim
ρ→0

f (a+ρ cosϑ ,b+ρ senϑ) = `.

Los anteriores límites se llaman límites direccionalesen la dirección ϑ .
En consecuencia, de existir límite han de existir todos los límites direccionales y ser

iguales al límite.
En la práctica es usual para calcular los límites direccionales de f (x,y) en el punto (a,b),

considerar las rectas y= b+m(x−a) (de pendiente my que pasa por (a,b)) y hallar el límite

lim
x→a

f (x,b+m(x−a)).
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2.9. Ejercicios del Tema 2.

Los problemas en los que aparezca el símbolo * se suponen conocidos. En clase nos
dedicaremos a los demás.

Se recomienda (con las debidas precauciones) el uso de Mathematica (o programas
similares) para dibujar las funciones que aparezcan en los problemas, especialmente en
los que se pretende estudiar la convergencia puntual y uniforme, y en los problemas de
cálculo de límites.

2.1 Probar que en el espacio vectorialC [a,b] de las funciones reales continuas definidas
en el intervalo[a,b] la aplicación

‖ f‖∞ := max{| f (x)| : x∈ [a,b]}

es una norma.

2.2 Probar que la sucesión de funciones{ fn} definidas por

fn(x) := xn, ∀x∈ [0,1], ∀n∈ N

converge puntualmente en[0,1] pero no converge uniformemente en[0,1[. Pruébese
que, de hecho,{ fn} no admite parciales convergentes enC [0,1]. Sin embargo,{ fn}
converge uniformemente en[0,α] con 0< α < 1.

Indicación: Úsese la monotonía de{ fn} para probar que no hay parciales convergentes.

2.3 Consideremos el espacio vectorialC [0,2] de las funciones continuas definidas en[0,2].
Probar que

i) (C [0,2],‖.‖∞) es un espacio de Banach.

ii) (C [0,2],‖.‖1) es un espacio normado no completo, donde‖ f‖1 :=
∫ 2

0 | f (x)|dx.

iii) ¿Son equivalentes las anteriores normas?

Indicación:

i) { fn} ‖.‖∞-Cauchy⇒ { fn(a)} es de Cauchy para todoa ∈ [0,2]. El Teorema de
complitud nos sugiere la siguiente candidata a límite:

f (a) := lim fn(a), (a∈ [0,2]).

Utilizando la condición de Cauchy “a tope” pruébese quef es acotada y que{ fn}
converge uniformemente af . El Teorema de conservación de la continuidad por con-
vergencia uniforme asegura quef es continua.

ii) Pruébese que sig(a) 6= 0, entonces, usando la continuidad deg ena, existeδ > 0

tal que
∫ 2

0 |g(x)|dx≥ |g(a)|
2

δ .
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Sea{ fn} la sucesión decreciente de funciones continuas dada por

fn(x) :=
{

xn si x∈ [0,1]
1 six∈ [1,2] ∀n∈ N.

Probar que{ fn} es‖.‖1-Cauchy utilizando que∫ 2

0
| fn+h− fn| ≤

∫ 1

0
fn =

1
n+1

.

Para demostrar que dicha sucesión no es convergente en(C [0,2],‖.‖1), obsérvese que
si f fuese la función límite, entonces para cada 0< a < 1 se tendría

0≤
∫ a

0
| f | ≤

∫ a

0
| fn|+

∫ a

0
| fn− f | ≤ a fn(a)+‖ fn− f‖1→ 0,

de donde se deduce quef (a) = 0 y por continuidadf (1) = 0.

Por otra parte

0≤
∫ 2

1
|1− f |=

∫ 2

1
| fn− f | ≤ ‖ fn− f‖1→ 0

obliga a quef (1) = 1.

iii ) Para cada naturaln basta considerar la función

fn(x) :=
{
−nx+1 si x∈ [0, 1

n]
0 six∈ [1

n,2]

También se puede usar que la norma‖ · ‖∞ es completa y‖ · ‖1 no lo es.

2.4 Probar que la sucesión de funciones

fn(x) :=
(

1+
x
n

)n
, ∀x∈ R, ∀n∈ N

y
gn(x) := n

(
n
√

x−1
)
, ∀x∈ R+, ∀n∈ N

convergen puntualmente en su dominio pero no uniformemente.

Probar también que convergen uniformemente en todo intervalo compacto.
Indicación: Úsese la desigualdad entre la media geométrica y aritmética para probar la
monotonía de la sucesión y aplíquese el Teorema de Dini. En el segundo caso puede
calcularse‖gn‖∞ (en acotados) derivando.

2.5 a) Constrúyase una sucesión{ fn} de funciones en la esfera unidad deC [0,1] tal que
‖ fp− fq‖∞ = 1, ∀p 6= q.

Indicación: Tómese, por ejemplo,

f1(x) :=


1 six∈ [0, 1

2]

−2(x−1) si x∈ [1
2,1]

, f2(x) :=


1 six∈ [0, 1

22 ]

−22(x− 1
2) si x∈ [ 1

22 ,
1
2]

0 six∈ [1
2,1].
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b) ¿Es compacta la bola unidad cerrada deC [0,1]?

2.6 Sea A un subconjunto de un espacio de Banach. Probar que equivalen las
siguientes afirmaciones.

i) A es completo.

ii) A es cerrado.

2.7 Probar que el cierre de un subespacio de un espacio normado es un subespacio y que
los subespacios deRN son cerrados.

Indicación. Véase el Ejercicio 2.6.

2.8 Pruébese que no existe más espacio normado de dimensiónN queRN con una conve-
niente norma. Es decir, si(X,‖.‖) es un espacio normado de dimensiónN, entonces
existe una norma||| . ||| enRN y una biyección lineal

f : (X,‖.‖)→ (RN, ||| . |||)

isométrica (i.e.,||| f (x) |||= ‖x‖ para todox enX). Dedúzcase que en todo espacio finito-
dimensional hay una única topología que proceda de una norma.

Indicación: Sea f : X→ RN una biyección lineal (¡descríbase!). Basta comprobar que
||| f (x) ||| := ‖x‖ es una norma enRN.

2.9 SeaN un número natural y seanα0,α1, ...,αN números reales distintos. En el espacio
vectorialX de todas las funciones polinómicas de grado menor o igual queN definimos:

‖ f‖ :=
N

∑
k=0

| f (αk)|, ( f ∈ X).

Probar que

i) ‖ · ‖ es una norma enX.

ii) La topología que genera esta norma no depende de la elección de los realesαk.

iii) Una sucesión{pn} enX converge uniformemente en un intervalo[a,b] si, y sólo
si, existenN + 1 números reales distintos del intervalo[a,b], β0,β1, ...,βN, tales
que{pn(βk)} converge parak = 0,1, ...,N.

Indicación. Úsese que siN es un número natural,x0, ...,xN son números reales distintos
y y0, ...,yN son números reales cualesquiera, existe un único polinomiop de grado
menor o igual queN tal que

yi := p(xi) parai = 0,1, ...,N.
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De hecho el polinomiop viene dado por la expresión

p(x) =
N

∑
i=0

yi
Πr 6=i(x−xr)
Πr 6=i(xi−xr)

.

2.10 Sean M un subespacio vectorial de(RN,‖ · ‖) y x0 ∈ RN. Probar que existe
m0 ∈M que materializa la distancia dex0 aM, es decir,

‖x0−m0‖= dist (x0,M) := inf{‖x0−m‖ : m∈M}.

(Se dice que los subespacios deRN sonproximinales, por verificarse lo anterior).

Indicación: Justificar la existencia de una sucesión acotada{mn} enM tal que

{‖x0−mn‖}→ dist (x0,M).

2.11 SeaM un subespacio propio deRN. Probar que existe un vectorx de la esfera unidad
tal que dist(x,M) = 1.

Indicación: Seax0∈RN \M y seam0∈M tal que‖x0−m0‖= dist (x0,M). Considerar
el vector normalizado dex0−m0.

2.12 Probar que todo espacio normadoX eshomeomorfoa su bola abiertaB(0,1), es decir,
existe una biyección bicontinua (continua con inversa continua) deX sobreB(0,1).

Indicación: Véase el Ejercicio 1.5.

2.13 SeanE,F espacios métricos,A⊂ E y f : A→ F una función. Probar que sif conserva
las sucesiones convergentes, entoncesf es continua.

2.14 Sea(E,d) un espacio métrico. Pruébese que

i) La distanciad : E×E −→ R es continua.

ii) Si A⊂ E es un subconjunto no vacío, definimos

dist(x,A) = inf{d(x,a) :∈ A} (x∈ E).

Pruébese que la funciónx 7→ d(x,A) es continua enE. De hecho, la afirmación
anterior es consecuencia de la siguiente desigualdad:

|dist(x,A)−dist(y,A)| ≤ d(x,y), ∀x,y∈ E.
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2.15 SeaA un subconjunto no vacío de un espacio métrico(E,d). Se define el diámetro de
A como

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y∈ A} ∈ R+
0 ∪{+∞}.

Pruébese que:

1. diam(A) = diam(A).

2.
◦
A= {x∈ E : dist(x,E \A) > 0} y A = {x∈ E : dist(x,A) = 0}. Deducir que
en un espacio métrico todo conjunto abierto se puede expresar como una unión
numerable de conjuntos cerrados y que cada conjunto cerrado se puede expresar
como una intersección numerable de abiertos.

3. Si x es un vector de un espacio normado yr > 0, entoncesB(x, r) = B(x, r) y
diam(B(x, r)) = 2r. ¿Son ciertas las anteriores igualdades para un espacio métri-
co cualquiera?

Indicación: Usar el Corolario2.48y el Ejercicio2.14.

2.16 Lema de Uryshon para espacios métricos.

SeanA y B subconjuntos no vacíos, cerrados y disjuntos de un espacio métricoE.
Probar que existe una aplicación continuaf : E→ R verificando:

0≤ f ≤ 1 , f (A) = {0} , f (B) = {1}.

Deducir que existen subconjuntos abiertosU,V deE tales que:

A⊂U , B⊂V , U ∩V = /0.

Indicación: Considérese la función

f (x) =
dist(x,A)

dist(x,A)+dist(x,B)
(x∈ E).

Para probar la continuidad de esta función, úsese el Ejercicio2.14.

2.17 Decimos que una familia de subconjuntos de un conjunto tiene la propiedad de la
intersección finitasi la intersección de cualquier subfamilia finita tiene intersección
no vacía. Probar que un espacio topológicoK es compacto si, y sólo si, toda familia
{Fi}i∈I de cerrados deK tal que∩i∈I (Fi) = /0 no verifica la propiedad de la intersección
finita.

2.18 Pruébese que una función realf ∈ C 1[a,b] es uniformemente continua. De hecho,
existe una constanteM ≥ 0 tal que

| f (y)− f (x)| ≤M|y−x|, ∀x,y∈ [a,b].

Indicación:Teorema del valor medio.
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2.19 SeaA un conjunto no cerrado de un espacio métrico(E,d). Probar que existe una
aplicación continuaf : A→ R que no es uniformemente continua.

Indicación: Fijadox0 ∈ A\A, considerar la función

f (a) :=
1

d(a,x0)
, (a∈ A)

y utilizar el Ejercicio2.14.

2.20 Seaf : R∗×R∗→ R la función definida por:

f (x,y) = (x+y)sen
π

x
sen

π

y
.

i) Estudiar la existencia de límite de la funciónf en los puntos(0,0), (0,1) y (0,π).
ii) ¿Esf uniformemente continua?

2.21 Límite a lo largo de una curva.

SeanE,F espacios métricos,A un subconjunto deE, α un punto de acumulación de
A y f : A→ F . Seaγ : [0,1]→ E una aplicación continua verificando queγ(]0,1[) ⊂
A\{α} y γ(0) = α. Probar que si existe el límite limx→α f (x), entonces existe el límite
limt→0 f (γ(t)) y además

lim
x→α

f (x) = lim
t→0

f (γ(t)).

2.22 Límites iterados.

Sean I ,J intervalos de R que tienen a 0 como punto de acumulación,
A = I ×J\{(0,0)} y f : A→ R. Consideremos las siguientes afirmaciones:

a1) [x∈ I \{0}⇒ ∃ limy→0 f (x,y) := f1(x)
a2) [y∈ J\{0}⇒ ∃ limx→0 f (x,y) := f2(y)
b) ∃ lim(x,y)→(0,0) f (x,y) = `.

Probar queai) y b) implican quefi tiene límite` en 0. Los límites

lim
x→0

(lim
y→0

f (x,y)), lim
y→0

(lim
x→0

f (x,y)),

cuando existen, se llamanlímites iteradosde f en(0,0).

2.23 * Estudiar la existencia de los límites iterados y del límite en(0,0) de las siguientes
funciones definidas enR2\{(0,0)}:

f (x,y) =
x2−y2

x2 +y2 , g(x,y) =
y3

(x2 +y2)
3
2

; w(x,y) =
{

y sen 1
x si x 6= 0

0 si x = 0
;

u(x,y) =
x2y2

x2 +y2 ; v(x,y) =

{
x|y|y si y 6= 0
0 si y = 0

; h(x,y) =
xy

x2 +y2 .
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2.24 * Estudiar la existencia de límite en(0,0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiado deR2:

f (x,y) =
xy2

x2 +y4 ; g(x,y) =
x2y

(x2 +y2)
3
2

; h(x,y) =
(

1
x2 +

1
y2

)
sen(xy)

u(x,y) = cot x seny; v(x,y) =
x3 +y3

x2 +y2 .

2.25 * Estudiar la continuidad de la funciónf : R2→ R dada por

f (x,y) =
{

x2 si |x| ≤ |y|
y2 si |x|> |y| .

Indicación. Obsérvese que min{x2,y2} = 1
2[x2 + y2− |x2− y2|]. También puede pro-

barse quef es continua en los puntos(x,y) tales que|x| = |y| y usar el carácter local
de la continuidad.

2.26 * Estudiar la continuidad de la funciónf : R2→ R3 definida por

f (x,y) =

(
ex2−y2

,
log(1+ |x|)√

1+x2 +y4
, seny cosx

)
.

2.27 * Estudiar la existencia de límite en(0,0) de las siguientes funciones definidas en
R+×R+

f (x,y) =
senx+seny

x+y
; g(x,y) =

x
y

sen(x2 +y2) ;

h(x,y) =
xey +yex

x+y
; φ(x,y) = x E

(y
x

)
.

2.28 * Estudiar para qué números positivosα la función

f (x,y) =
sen(xy)

(x2 +y2)α
, ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}

tiene límite en(0,0).

2.29 * Demostrar que

lim
(x,y)→(0,b)

ex−eyx

x
= 1−b , lim

(x,y)→(0,0)

1−cos x cos y√
x2 +y2

= 0.
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2.30 * Estudiar la existencia de límite en(0,0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiado deR2:

f (x,y) =
x4 +3x2y2 +2xy3

(x2 +y2)2 ; g(x,y) =
2x5 +2y3(2x2−y2)

(x2 +y2)2 ;

h(x,y) =
y(x2 +y2)

x
; u(x,y) =

x2 +y2√
x2 +y2 +1−1

.

2.31 * SeaK un cuerpo un cuerpo conmutativo con una relación de orden≤ verificando

i) a,b∈ R⇒ a≤ b o b≤ a (orden total),

ii) [a,b,c∈ R, a≤ b]⇒ a+c≤ b+c (compatible con la suma), y

iii) [a,b,c∈ R, a≤ b, 0≤ c]⇒ ac≤ bc (compatible con el producto)

Se dota aK de la topología del orden (los abiertos deK son las uniones de intervalos
abiertos). Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) K verifica el axioma del supremo.

ii) K verifica el axioma de Bolzano (Toda función continua definida en un intervalo
que toma valores positivos y negativos se anula).

iii) K es conexo.

Como consecuenciaR es el único cuerpo ordenado que verifica el axioma de Bolzano,
y también es el único cuerpo ordenado conexo
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2.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 2.

2.1 Lo único no rutinario es la propiedad triangular que se deduce de

|( f +g)(x)| ≤ | f (x)|+ |g(x)| ≤ ‖ f‖∞ +‖g‖∞, ∀x∈ [a,b].

2.2 La sucesión{ fn} converge puntualmente a la función

f : [0,1]→ R, f (x) :=
{

0 si x < 1
1 si x = 1

.

( fn− f )(1− 1
n) = (1− 1

n)n→ e−1, luego no hay convergencia uniforme en[0,1[.

Por ser fn monótona, si admitiese una parcial convergente, ella sería convergente en
contra de lo probado.

Para probar la convergencia uniforme en[0,α], dadoε > 0 tómesem=
log ε

log α
.

2.3 Seguir las indicaciones.

2.4 No hay convergencia uniforme enR, pues

| fn(n)− f (n)|= |2n−en| →+∞, | fn(−2n)− f (−2n)|= |(−1)n−e−2n|.

Nótese que la sucesión{|(−1)n−e−2n|} no tiene límite.

Además se tiene|gn(nn)−g(nn)|= |n(n−1− log n)| →+∞,

|gn(n−n)−g(n−n)|= |1+n(log(n)−1)| →+∞.

Prueba de la monotonía:Dadox∈ [−a,a], paran> a se tiene que

∣∣∣∣xn
∣∣∣∣< 1, por tanto,

usando la desigualdad de las medias para

a1 = . . . = an = 1+
x
n
, an+1 = 1,

se obtiene
n+1

√(
1+

x
n

)n
≤

n(1+ x
n)+1

n+1
≤ 1+

x
n+1

,

esto es, paran > a, se tiene

fn(x)≤ fn+1(x), ∀x∈ [−a,a].

Basta ahora aplicar el Teorema de Dini a la sucesión de funciones anterior. Para el caso
de la segunda sucesión de funciones, se usa la misma técnica, obteniéndose para cada
x∈ R+

gn+1(x)≤ gn(x)⇔ n+1
√

x≤ n n
√

x+1
n+1

,
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expresiones que se deducen de la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética
sin más que observar que(

1+
x
n

)n
=
(

1+
x
n

)n
·1 y x =

(
n
√

x
)n ·1 .

2.5 a)

fn(x) :=


1 six∈ [0, 1

2n ]

−2n(x− 1
2n−1) si x∈ [ 1

2n ,
1

2n−1 ]

0 six∈ [ 1
2n−1 ,1]

‖ fn‖∞ = fn(0) = 1 , ‖ fn+h− fn‖∞ = ( fn− fn+h)( 1
2n+h−1) = 1.

2.6 Rutinario. Proposición2.16.

2.7 Rutinario.

2.8 Seguir las indicaciones y aplicar el Teorema de Hausdorff.

2.9 i) Rutinario.

ii) y iii ) Por el ejercicio anterior, todas las normas enX son equivalentes ya que la
dimensión deX esN+1.

2.10 Por definición de ínfimo, existe una sucesión{mn} enM tal que

{‖x0−mn‖}→ dist (x0,M).

La sucesión{mn} es acotada pues como

∃m∈ N : n≥m⇒‖x0−mn‖< dist (x0,M)+1

se tiene que

n≥m⇒‖mn‖ ≤ ‖mn−x0‖+‖x0‖< dist (x0,M)+1+‖x0‖.

Ahora, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass,∃ {mσ(n)} → m0 ∈ RN. ComoM es
cerrado, por ser un subespacio finito-dimensional, se tiene quem0 ∈M. Finalmente

{
∥∥x0−mσ(n)

∥∥}→ dist (x0,M)

{
∥∥x0−mσ(n)

∥∥}→ ‖x0−m0‖

⇒‖x0−m0‖= dist (x0,M).
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2.11 Nótesex :=
x0−m0

‖x0−m0‖
. Se tiene quedist(x,M)≤‖x‖= 1 y para todom∈M se verifica

que

‖x−m‖=
∥∥∥∥ x0−m0

‖x0−m0‖
−m

∥∥∥∥=
‖x0− (m0 +‖x0−m0‖m)‖

‖x0−m0‖
≥ dist(x0,M)
‖x0−m0‖

= 1.

2.12 Considérensef : X→ B(0,1) dada porf (x) :=
x

1+‖x‖
y su inversa

f−1(y) :=
y

1−‖y‖
.

2.13 Sea{an} una sucesión enA convergente a un puntoa∈ A. La sucesión

{a1,a,a2,a,a3,a, ...}

es claramente convergente haciaa, luego por hipótesis también es convergente la suce-
sión

{ f (a1), f (a), f (a2), f (a), f (a3), f (a), ...}.
Como la subsucesión de los términos pares converge af (a), igual le ocurre a la de los
términos impares, es decir,{ f (an)}→ f (a).

2.14 i) La continuidad de la aplicación distancia se sigue de:

|d(x,y)−d(xn,yn)| ≤ |d(x,y)−d(y,xn)|+ |d(xn,y)−d(xn,yn)| ≤

d(x,xn)+d(y,yn)≤ 2 d((x,y),(xn,yn)).

ii) Nótese que dados elementosx,y∈ E y a∈ A se verifica:

dist(x,A)≤ d(x,a)≤ d(x,y)+d(y,a),

y reorganizando los términos de la desigualdad anterior tenemos

dist(x,A)−d(x,y)≤ d(y,a), ∀a∈ A.

Tomando ínfimo en la expresión anterior se obtiene

dist(x,A)−d(x,y)≤ dist(y,A),

esto es,
dist(x,A)−dist(y,A)≤ d(x,y).

Basta intercambiar los papeles dex ey para obtener

|dist(x,A)−dist(y,A)| ≤ d(x,y),

de donde se deduce inmediatamente la continuidad de la función
x 7→ dist(x,A).
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2.15 1. Suponemos queA es acotado, pues en otro caso queda la igualdad∞ = ∞. Es
claro que diam(A) ≤ diam(A). Para probar la otra desigualdad, seanx,y ∈ A
y tomemos dos sucesiones{xn},{yn} en A con {xn} → x, {yn} → y. Para cada
naturaln, se tiene

d(x,y)≤ d(x,xn)+d(xn,yn)+d(yn,y)≤ d(x,xn)+ diam(A)+d(yn,y)

y en consecuencia, tomando límitesd(x,y) ≤ diam(A),∀x,y ∈ A, equivalente-
mente diam(A)≤ diam(A).

2.
x∈ A ⇐⇒ [∃{an}→ x conan ∈ A] ⇐⇒ dist(x,A) = 0.

x∈
◦
A⇐⇒ x /∈ E \A ⇐⇒ dist(x,E \A) > 0.

En consecuencia,

◦
A=

⋃
n∈N

{
x∈ E : dist(x,E \A)≥ 1

n

}
.

y

A =
⋂

n∈N

{
y∈ E : dist(y,A) <

1
n

}
.

3. Por ser el cierre de un conjunto el menor cerrado conteniéndolo, se tiene que

B(x, r)⊂ B(x, r).

Para la otra inclusión, nótese que sid(x,y) = r, entoncesy∈ B(x, r) pues

{x+
n

n+1
(y−x)}→ y ,

y para cada naturaln es

x+
n

n+1
(y−x) ∈ B(x, r).

Del primer apartado se sigue que

diam(B(x, r)) = diamB(x, r) = diam(B(x, r)) = 2r,

ya que sia,b∈ B(x, r),

d(a,b)≤ d(a,x)+d(x,b)≤ r + r = 2r,

y por tanto
diam(B(x, r))≤ 2r.

La otra desigualdad se sigue de que, dados∈ SX se tiene que

x− rs,x+ rs∈ B(x, r) y d(x+ rs,x− rs) = ‖2rs‖= 2r.

Con la métrica trivial se tiene que diam(B(x,1)) = 0, y si ademásE tiene más
de un puntoB(x,1) = {x} 6= E = B(x,1).
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2.16 Dado un subconjunto /06= A de un espacio métrico, es fácil comprobar que la función

x 7→ dist(x,A),

es continua (Ejercicio2.14).

Definimos entonces la funciónf : R−→ R por

f (x) :=
dist(x,A)

dist(x,A)+dist(x,B)
, ∀x∈ E,

que está bien definida puesA y B son cerrados disjuntos. De la continuidad de la aplica-
ción distancia se deduce la continuidad def . Es inmediato que esta aplicación verifica
que 0≤ f ≤ 1, f (A) = {0} y f (B) = {1}. Por último, sean

U :=
{

x∈ E : f (x) <
1
2

}
, V :=

{
x∈ E : f (x) >

1
2

}
que son abiertos por la continuidad def y que claramente verificanA⊂U , B⊂ V y
U ∩V = /0.

2.17 Úsese el axioma de Heine-Borel y el paso a complementos.

2.18 Seguir la indicación.

2.19 Seax0∈A\A. Es claro quef (a) := 1
d(a,x0)

, ∀a∈A, es continua. Sea{an} una sucesión

enA tal qued(x0,an) < 1
n, ∀n∈ N. Se tiene entonces que la sucesión{ f (an)} no está

acotada (n < f (an), ∀n ∈ N), lo que impide que f sea uniformemente continua. En
efecto, sif fuese uniformemente continua, fijadoε > 0 existiríaδ > 0 tal que

[x,y∈ A,d(x,y) < δ ]⇒ | f (x)− f (y)|< ε,

de donde se deduce que la función f conservaría las sucesiones de Cauchy.

2.20 i) Como| f (x,y)| ≤ ‖(x,y)‖1 se tiene que lim(x,y)→(0,0) f (x,y) = 0.

Para(x,y) ∈ R∗×R∗ cerca de(0,1) se tiene

| f (x,y)| ≤ 2
∣∣sen

π

y

∣∣,
luego lim(x,y)→(0,1) f (x,y) = 0.

Veamos quef no tiene límite en(0,π). Seaan = ( 2
2n+1,π), ∀n∈ N. Entonces

f (an) = (
2

2n+1
+π)(−1)nsen 1→

{
π sen 1 sin es par
−π sen 1 sin es impar

.

ii) Para probar quef no es uniformemente continua basta utilizar que hay dos suce-
siones que convergen a(0,π) cuyas sucesiones imágenes tienen límites distintos. En
efecto

{d(a2n,a2n−1)}→ 0 y {| f (a2n)− f (a2n−1)|} → 2π sen 1.
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2.21 De existir límite tienen que existir los límites a lo largo de cualquier curva y ser iguales
al límite. La demostración es inmediata por sucesiones:

[{tn}→ 0, tn 6= 0]⇒ [{γ(tn)}→ α,γ(tn) 6= α]⇒{ f (γ(tn))→ lim
x→α

f (x).

2.22 La afirmación de b) equivale a la siguiente condición

∀ε > 0,∃δ > 0 :

{
0 < ‖(x,y)‖∞ < δ

(x,y) ∈ A

}
⇒ | f (x,y)− `| ≤ ε.

Supongamos que se verifica a1. Fijemosx∈ I\{0} con|x|< δ . Al tomar límite cuando
y→0 en la expresión anterior nos queda| f1(x)−`| ≤ ε o, lo que es igual, limx→0 f1(x)=
`. Hemos probado que limx→0(limy→0 f (x,y)) = `. La demostración del otro caso es
análoga.

2.23 f : Como limx→0(limy→0 f (x,y)) = 1 y limy→0(limx→0 f (x,y)) =−1 no existe límite.

g: De limx→0g(x,y) =
(

y
|y|

)3
se sigue que no existe limy→0(limx→0g(x,y)) y por tanto

tampocog tiene límite.

h: Los límites iterados valen cero, pero comoh(t, t) = 1
2 (si t > 0), concluimos que no

existe límite.

u: Los límites iterados valen cero, luego de existir límite este es cero.

|u(x,y)|= |xy|2

x2 +y2 ≤
1
4
(x2 +y2)→ 0⇒ lim

(x,y)→(0,0)
u(x,y) = 0.

v: No existe limy→0v(x,y). Como limy→0(limx→0v(x,y)) = 0, de existir límite este es
cero. De|v(x,y)| ≤ |x| se sigue que lim(x,y)→(0,0) v(x,y) = 0.

w: No existe limx→0w(x,y). Como limx→0(limy→0w(x,y)) = 0, de existir límite este es
cero. De|w(x,y)| ≤ |y| se sigue que lim(x,y)→(0,0) w(x,y) = 0.

Sumando las dos últimas funciones obtenemos una función que no tiene límites iterados
y sin embargo tiene límite.

2.24 f : Como f (0, t) = 0 y f (t2, t) = 1
2 no existe límite.

g: Comog(0, t) = 0 y g(t, t) = |t|
t

1
2
√

2
no existe límite.

h: Comoh(t, t)→ 2 y h(2t, t)→ 5
2 no existe límite.

u: Comou(t, t)→ 1 y u(t,−t)→−1 no existe límite.

v: Comov(t,0) = t, de existir límite ha de ser cero.

|v(x,y)| ≤ |x
3|+ |y3|
x2 +y2 =

|x3|
x2 +y2 +

|y3|
x2 +y2 ≤

|x3|
x2 +

|y3|
y2 = ‖(x,y)‖1,

luego lim(x,y)→(0,0) v(x,y) = 0.
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2.25 f (x,y) = min {x2,y2} = 1
2[x2 + y2−|x2− y2|] y por tanto continua por la continuidad

de los polinomios, del valor absoluto, la regla de la cadena, etc.

También se puede hacer directamente teniendo en cuenta el carácter local de la conti-
nuidad y el estudio de la función en las bisectrices de los cuadrantes.

2.26 La función f es continua por serlo cada unas de sus tres campos escalares componentes.

2.27 Para encontrar el candidato a límite o demostrar que no existe, estúdiense los límites
direccionales pues de existir límite han de existir todos y ser iguales al límite. De haber
candidato a límite, para probar si tal candidato es o no el límite hay que acudir a la
definición y utilizar convenientes acotaciones.

f : lim(x,x)→(0,0) f (x,x) = 1.∣∣∣∣senx+seny
x+y

−1

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣senx −x
x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣seny −y
y

∣∣∣∣→ 0.

g: g(x,y) = x(x2+y2)
y

sen(x2+y2)
(x2+y2) . Como el segundo factor tiene límite 1, basta estudiar el

primero,g1, que tiene límite direccional cero en todas las direcciones. Perog1 no está
acotada en un entorno de(0,0) (ya queg1(1

n, 1
n4) = n+ 1

n5 ) por lo que no existe el límite.

h: lim(x,x)→(0,0) h(x,x) = 1.∣∣∣∣xey +yex

x+y
−1

∣∣∣∣≤ |ey−1|+ |ex−1| → 0,

luego lim(x,y)→(0,0) h(x,y) = 1.

Φ: Como 0≤ E(y
x)≤

y
x⇒ 0≤Φ(x,y)≤ y se tiene que lim(x,y)→(0,0) Φ(x,y) = 0.

2.28 Acotaciones útiles:

|xy| ≤ 1
2(x2 +y2), ∀(x,y) ∈ R2, |senx| ≤ |x|, |arctanx| ≤ |x|, ∀x∈ R.

Se tiene que|sen(xy)| ≤ |xy| ≤ 1
2(x2 +y2) con lo que

α < 1⇒ | f (x,y)| ≤ 1
2
(x2 +y2)1−α ⇒ lim

(x,y)→(0,0)
f (x,y) = 0.

Por otra parte, siα = 1 no existe límite puesf (x,0) = 0 y f (x,x) = sen(x2)
2x2 → 1

2.

Y si α > 1 tampoco existe el límite ya quef (x,x) = sen(x2)
x2

x2(1−α)

2α no está acotada.
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2.29
ex−eyx

x
=

ex−1
x

+
1−exy

x
=

ex−1
x

+y
1−exy

yx
→ 1−b,

puesex−1
x → 1 six→ 0 (derivada de la exponencial).

(x,y)→ (0,b)⇒ xy→ 0⇒ 1−exy

yx
→−1.

∣∣∣∣∣1−cos x cos y√
x2 +y2

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣(cos x)(1−cos y)+1−cos x√

x2 +y2

∣∣∣∣∣≤ |1−cos y|+ |1−cos x|√
x2 +y2

≤

∣∣∣∣1−cos y
y

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1−cos x
x

∣∣∣∣→ 0 (derivada del coseno).

2.30 f : f (x,0) = 1, f (0,y) = 0, luego no existe límite.

g: Comog(x,0) = 2x, de existir límite este es cero.

|g(ρ cosϑ ,ρ senϑ)|= ρ|2cos5ϑ +2sen3ϑ(2cos2ϑ −sen2ϑ)| ≤ 8ρ,

luego lim(x,y)→(0,0) g(x,y) = 0.

h: Comoh(x,0) = 0, de existir límite este es cero.

|h(ρ cosϑ ,ρ senϑ)|= ρ
2|tg ϑ |.

Sea{ρn}→ 0. Para cadan, seaϑn con 0< ϑn < π

2 tal queρ2
ntg ϑn = 1. La proposición

del cambio a coordenadas polares nos prueba que no existe límite deh pues

sup
{

ρ
2tg ϑ : 0 < ϑ <

π

2

}
= +∞, ∀ρ > 0.

u: Comou(x,0) = x2
√

x2+1−1
=
√

x2 +1+ 1→ 2, de existir este límite, valdría 2. De

|u(ρcosϑ ,ρ senϑ)−2|= |
√

ρ2 +1−1| ≤ ε si 0< ρ < ε, se concluye que

lim
(x,y)→(0,0)

u(x,y) = 2.

2.31
i) =⇒ ii)

Es el conocido Teorema de los ceros de Bolzano. Seaf : [a,b]→K una función conti-
nua verificando que

f (a) < 0 < f (b) .

Sea
C := {x∈ [a,b] : f (x) < 0}
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que es no vacío y mayorado. Sea

c := supC.

Probemos quef (c) = 0. Es claro quec∈ [a,b] y que f (c)≤ 0, y en consecuenciac< b.
Supongamos, razonando por reducción al absurdo, quef (c) < 0. Por continuidad de la
función f enc, existiríaδ > 0 tal que

f (c+δ ) < 0,

lo que contradice la elección dec.

ii) =⇒ iii )

Razonando por reducción al absurdo, supongamosK es la unión disjunta de dos abier-
tosO1 y O2 no vacíos. Tendríamos entonces que la funciónf :K→K definida por

f (x) =
{
−1, ∀x∈O1

1, ∀x∈O2

sería continua (carácter local de la continuidad) tomaría valores positivos y negativos
y no se anularía. Hemos probado que siK verifica el axioma de Bolzano, entoncesK
es conexo.

iii ) =⇒ i)

SeaA⊂ K no vacío y mayorado. NotamosM(A) el conjunto de sus mayorantes. Vea-
mos queK \M(A) es abierto. En efecto sim∈ K \M(A), existea∈ A tal quem< a,
con lo cual

]←,a[⊂K\M(A).

Si suponemos queM(A) no tiene mínimo, sería también abierto. En efecto siM ∈
M(A), existiríaM′ ∈ M(A) conM′ < M, y en consecuencia

]M′,→ [⊂M(A).

Tendríamos entonces que{K\M(A),M(A)} sería una desconexión deK. Hemos pro-
bado queK es conexo, entoncesK verifica el axioma del supremo.
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2.11. Breve biografía de los matemáticos mencionados en
los temas 1 y 2

Arquímedes de Siracusa,(287-212 a.C.).
Nació en Siracusa, Sicilia. Estudió con los sucesores de Euclides en Alejandría, con los

que se mantuvo después en contacto y les comunicaba sus avances. Fue bastante conocido
por sus contemporáneos como el inventor de algunas “eficaces” máquinas de guerra.

Es considerado como uno de los más grandes matemáticos de todos los tiempos. Usó
el método de exhaucción, que fue el origen de la integración, y que le permitió calcular
áreas, volúmenes y superficies. Dió una aproximación del númeroπ, así como un método
para aproximar raíces cuadradas. En mecánica, descubrió resultados fundamentales sobre el
centro de gravedad de cuerpos. El famoso resultado que lleva su nombre, da el peso de un
cuerpo inmerso en un líquido.

Muchos de sus trabajos han sobrevivido hasta la actualidad, como: Sobre equilibrios en
el plano, Cuadratura de la parábola, Sobre la esfera y el cilindro, Sobre espirales, Medida de
un círculo.

Arquímedes murió durante la toma de Siracusa en la Segunda Guerra Púnica.

Bolzano, Bernhard (1781-1848).
Filósofo, lógico y matemático checo de origen italiano. Además de sus importantes traba-

jos en el campo de los fundamentos de la lógica, anticipó importantes concepciones relativas
a la teoría de conjuntos y creó la primera función continua no derivable en ningún punto.

Borel, Emile (1871-1956)
Matemático y político francés. Ocupó los cargos de diputado (1924) y ministro de Marina

(1925). Trabajó con éxito en diferentes áreas de la Matemática, especialmente sobre funcio-
nes complejas, topología, variable real y teoría de la medida. Algunas de sus aportaciones
fueron fundamentales para la moderna teoría de la integración.

También actuó como representante de la comunidad matemática al público general.
Trabajó como profesor en la universidades de Lille y la Sorbona y en la “Ecole Normale

Supérieure”. Publicó más de 300 trabajos, entre artículos y libros. También fue editor de
una importante colección de libros, en la cual publicó su obra “Lecons sur la théorie des
fonctions”. En 1921 fue nombrado miembro de la Académie des Sciences y presidente de
ésta en 1934; recibió la primera medalla de oro de la CNRS.

Como conferenciante impresionaba, con su aire de distinción y dignidad. Parece ser que
la demostración del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (caracterización de la compacidad en
RN) se debe únicamente a él.

Cantor, Georg (1854-1918).
Matemático alemán de origen ruso. Se le considera el creador de la llamada teoría de con-

juntos y de la teoría de los números transfinitos. Su obra impulsó una revisión en profundidad
de los fundamentos de las matemáticas.
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Cauchy, barón Augustin (1789-1857).
Matemático francés. Autor de más de 700 memorias en diversos campos de la ciencia,

introdujo métodos rigurosos en el campo del análisis y creó la llamada teoría de las funciones
analíticas.

Dedekind, Richard (1831-1916).
Matemático alemán. Alumno de Gauss, e introductor en el campo del análisis de las

nociones que permiten precisar el concepto de número inconmensurable. Se le deben trabajos
relativos, entre otros, a las integrales eulerianas, a los números irracionales, a las ecuaciones
y funciones algebraicas, etc.

Dini, Ulisse (1845-1918)
Matemático italiano nacido en Pisa. Se doctoró en Ciencias en 1864. Desde 1866 de-

sempeñó varias cátedras en la Universidad de Pisa, entre otras la de Análisis Matemático y
Física Matemática. Fue diputado del Parlamento italiano y senador. Escribió varios artículos
y tres libros:Analisi infinitesimali(1878),Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabi-
li reali (1878) ySopra la serie de Fourier(1880). Sus conocidos teorema y criterio aparecen,
respectivamente, en el primer y tercer libro.

Euclides(año 300 a. C.)
Matemático griego, fundador de la escuela de Alejandría (año 322 a. C.). Además de

sus aportaciones a otros campos del saber como la óptica, su principal obra fue la llamada
Elementos, considerada la obra de geometría por excelencia, un completo tratado sobre la
geometría clásica y la lógica, y que contiene el famoso postulado que lleva su nombre. Esta
obra ha sido usada durante varios siglos, y en ella Euclides recogió el trabajo de Pitágoras e
Hipócrates, entre otros.

Euclides estableció postulados (conjunto de hipótesis de trabajo) a partir de los cuales de-
mostraba resultados. También fue autor de varias obras más sobre geometría plana, geometría
esférica y perspectiva. Posiblemente ha sido el matemático más influyente en la historia de la
geometría. Tal influencia llegó incluso hasta Galileo o Newton.

Hausdorff, Felix (1868-1942)
Matemático alemán que desarrolló nociones básicas como las de límite, continuidad,

conexión y compacidad. Fundamentó la topología. En 1897 empezó a publicar sus traba-
jos sobre geometría, números complejos y probabilidad. También se interesó en el trabajo
de Cantor sobre teoría de conjuntos y en el de Hilbert. Una de sus revolucionarias ideas,
los espacios de dimensión no entera, juegan un importante papel en la teoría de los siste-
mas dinámicos y en la descripción de los populares fractales. Su interés no se limitaba a las
matemáticas, sino que alcanzaba también, por ejemplo, al arte o la filosofía.

Heine, Heinrich Eduard (1821-1881)
Matemático alemán. Heine hizo sus principales contribuciones de las matemáticas en el

campo del análisis (polinomios de Legendre, funciones de Bessel y Lamé, etc.). Formuló el
concepto de continuidad uniforme y el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Fue alumno de
Gauss en la universidad y su tesis doctoral fue dirigida por Dirichlet. Activo miembro de la
Academia Prusiana de Ciencias, recibió la Medalla de Gauss en 1877.
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Kronecker, Leonard (1823-1891).
Alumno en Berlín de Kummer, se opuso a las teorías de Cantor, Dedekind y Weierstrass.

Fue uno de los más celebres algebristas del siglo XIX. Kronecker consideró la aritmética
fundada en los números naturales como la única verdadera “creación divina”. Estudió las
propiedades de los números y la teoría de los cuerpos de números algebraicos. A él se debe el
resultado que establece que un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas es compatible
si, y sólo si, la matriz de los coeficientes tiene el mismo rango que la matriz que se obtiene
al adjuntar a la anterior la columna de los términos independientes. También introdujo la
llamada funciónδ de Kronecker, que vale uno o cero, según dos elementos sean iguales o
distintos, es decir,

δi, j =


1 si i = j,

0 si i 6= j

Lebesgue, Henri(1875-1941)
Matemático francés. Desarrolló durante la primera década del siglo XX la integral que lle-

va su nombre. Entró en 1894 en la “Ecole Normale Superieure”; Borel era en aquella época
profesor y Lebesgue siguió las enseñanzas de Borel acerca de numerosas materias, en parti-
cular los trabajos de Cantor y la definición de medida. Lebesgue tomó conciencia de la falta
de rigor del curso de Borel. Se cuestionó los métodos tradicionales de la Matemática y tras su
graduación, estuvo trabajando de forma intensa durante dos años en la biblioteca.¿Cómo se
desarrollaron sus primeros trabajos? Él cuenta “mi teoría de la integración data de la época
en que yo tenía veintiuna horas de clase (y veintitrés años)”. Dicha teoría permite integrar
una clase más amplia de funciones que la integral de Riemann, y también con mejores pro-
piedades de convergencia. Lebesgue no lidera ningún grupo de investigación. Sin embargo
sus habilidades pedagógicas eran muy reconocidas.

Además, es autor de numerosos trabajos sobre teoría de funciones de variable real.

Peano, Giuseppe(1858-1932).
Lógico y matemático italiano. Además de la exposición rigurosamente deductiva de diver-

sos campos de las matemáticas, creó un sistema de símbolos para la descripción y enunciados
de las proposiciones lógicas y matemáticas sin necesidad de recurrir al lenguaje ordinario.

Weierstrass, Karl (1815-1897).
Matemático alemán. Desarrolló un trabajo de gran rigor en el campo del análisis y fue

la cabeza de la escuela de analistas que acometió la revisión sistemática de las diferentes
ramas del análisis matemático. Su nombre ha quedado indisolublemente unido a la teoría de
funciones elípticas.
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Capítulo II

Derivación
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Tema 3

Campos escalares y vectoriales
derivables. Reglas de derivación.

La manera natural de extender a campos vectoriales el concepto de función real de varia-
ble real derivable es introducir el concepto de derivada en el sentido de Fréchet:

Un campo vectorialf definido enA⊂RN y con valores enRM es derivable, en el sentido
de Fréchet, en un puntoa interior deA si existeT ∈L (RN,RM), el espacio de los campos
vectoriales deRN enRM, verificando

lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

= 0

en cuyo caso la aplicaciónT es única, se denomina la derivada de la funciónf en el punto
a y se nota porD f (a). Los conceptos de derivabilidad y derivada son algebraico-topológicos
(no dependen de las normas elegidas enRN y RM).

Así el estudio de la derivada de Fréchet para campos vectoriales requiere estar familia-
rizado con el espacio de BanachL (RN,RM) de los campos vectoriales lineales deRN en
RM. Empezamos estableciendo el isomorfismo que existe entre este espacio vectorial y el las
matrices MM×N(R). Dicho isomorfismo hace corresponder a la composición de campos el
producto de las correspondientes matrices.

Es claro que el único campo vectorial lineal acotado es el nulo y que dos campos vec-
toriales lineales que toman los mismos valores en la esfera unidad coinciden (!Hágase!). A
cadaT ∈L (RN,RM) le asignamos el número real

‖T‖ := max{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1}.

Probamos que tal aplicación es una norma enL (RN,RM), y que paraT ∈L (RN,RM) se
tiene

‖T(x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖, ∀x∈ RN

con lo que todo campo vectorial lineal es lipschitziano; probamos también que‖T‖ es la
constante de Lipschitz deT (véase Definición3.2).
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Estudiamos también los isomorfismos topológicos enRN

Iso (RN) = {T ∈L (RN) : detAT 6= 0}

que serán esenciales a la hora de establecer el Teorema de la función inversa. Probamos que
Iso (RN) es un abierto deL (RN) y que la aplicación inversiónJ : Iso (RN)→L (RN) dada
por

J(T) := T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es continua.
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3.1. El espacio de BanachL (RN,RM).

En lo sucesivo, para cada dos naturalesN y M, L (RN,RM) denotará el espacio vectorial
de los campos vectoriales lineales deRN enRM, es decir, el conjunto de las aplicaciones
T : RN→ RM tales que

T(x+y) = T(x)+T(y), T(λx) = λT(x), ∀x,y∈ RN, ∀λ ∈ R,

con las operaciones usuales de suma y producto por escalares. En el caso de queN = M
escribiremos simplementeL (RN) en lugar deL (RN,RN).

Conviene dejar sentado desde el primer momento que el espacio vectorialL (RN,RM) y
el espacio vectorialMM×N(R) de las matricesM×N de números reales son matemática-
mente indistinguibles. Para cadaT ∈L (RN,RM) definimosAT ∈MM×N(R) por

(3.1.1) AT :=
(

Ti(ej)
)

1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

,

dondeT1, . . . ,TM son los campos escalares componentes deT y {e1, . . . ,eN} es la base ca-
nónica deRN. La aplicación deL (RN,RM) en MM×N(R) definida porT → AT es un
isomorfismo deL (RN,RM) sobre MM×N(R), cuyo inverso es la aplicación deMM×N(R)
sobreL (RN,RM) definida porA→ TA dondeTA es la aplicación lineal deRN enRM dada
por

(3.1.2)
(

TA(x)
)t

:= Axt , ∀x∈ RN.

En particular, siT ∈L (RN,R), entoncesAT ∈ RN y si A∈ RN, entonces la correspondiente
aplicaciónTA actúa de la forma siguiente

(3.1.3) TA(x) = (A|x), ∀x∈ RN,

donde hemos notado por(·|·) el producto escalar enRN.

Además esta identificación deL (RN,RM) con MM×N(R) tiene la importante siguiente
propiedad. SiT ∈L (RN,RM) y S∈L (RM,RP), entonces

(3.1.4) A(ST) = ASAT ,

donde, como es usual, notamos por yuxtaposición la composición de los operadoresSy T, es
decir

(ST)(x) = S(T(x)),∀x∈ RN.

En efecto, six∈ RN se tiene que

(ASAT)xt = AS(ATxt) = AS

(
T(x)

)t
= (S(T(x)))t = ((ST)(x))t = A(ST)x

t .
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Sabemos que un campo vectorial es continuo si, y sólo si, lo son sus campos escalares
componentes. En el caso particular de campos vectoriales lineales esto es automático, pues
en vista de3.1.3, los campos escalares componentes son polinomios.

Es claro que siM 6= N, entonces no existen biyecciones lineales deRN sobreRM. Ade-
más, las biyecciones lineales deRN sobreRN son automáticamente bicontinuas, es decir, son
homeomorfismos lineales. Es usual la siguiente nomenclatura:

Definición 3.1 (Isomorfismo topológico).Si X eY son espacios normados, una aplicación
T : X −→Y es unisomorfismo topológicosi T es una aplicación biyectiva, lineal y continua
cuya inversa también es continua.

Por el comentario anterior a la definición, toda biyección linealT : RN→ RN es un iso-
morfismo topológico. En lo que sigue, notaremos Iso(RN) al conjunto de los isomorfismos
topológicos deRN sobreRN.

A partir de3.1.4se obtiene que

Iso (RN) = {T ∈L (RN) : detAT 6= 0}

y si T ∈ Iso (RN), entonces
A(T−1) = (AT)−1.

Veremos enseguida que los campos vectoriales lineales son de hecho algo más que uni-
formemente continuos.

Definición 3.2 (función lipschitziana).Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos. Una función
f : E→ F eslipschitzianasi ∃K ≥ 0 tal que

ρ( f (x), f (y))≤ Kd(x,y), ∀x,y∈ E. (∗)

A la menor de las constantes que verifican la condición (∗) se le llama laconstante de
Lipschitzde f . Evidentemente las funciones lipschitzianas con constante de Lipschitz 0 no
son otra cosa que las funciones constantes.

Es inmediato probar que las funciones lipschitzianas son uniformemente continuas. En
efecto, dadoε > 0, si f es lipschitziana de razónK, seaδ := ε

K+1. Se tiene que

[d(x,y) < δ ] ⇒ ρ( f (x), f (y))≤ K d(x,y) < ε.

La función f : R→ R definida por

f (x) =
√
|x| (x∈ R)

es uniformemente continua y, sin embargo, no es lipschitziana. En efecto, six,y∈R, se tiene
que √

|x| ≤
√
|x−y|+ |y| ≤

√
|x−y|+

√
|y|,
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es decir √
|x|−

√
|y| ≤

√
|x−y|,

y en consecuencia, intercambiando los papeles dex ey, que∣∣∣ √|x|−√|y| ∣∣∣≤√|x−y|

de donde se deduce inmediatamente que es uniformemente continua (¡Hágase!).

Si fuese lipschitziana de razónK > 0, tendríamos que∣∣∣∣ 1√
n
−0

∣∣∣∣≤ K
1
n
, ∀n∈ N

o lo que es lo mismo
n≤ K2,∀n∈ N

y los naturales estarían acotados.

Ejemplos 3.3 (funciones lipschitzianas).

a) Sea(X,‖ · ‖) un espacio normado. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:

La norma enX:
|‖x‖−‖y‖| ≤ ‖x−y‖.

La suma enX:

‖(x1 +y1)− (x2 +y2)‖ ≤ ‖x1−x2‖+‖y1−y2‖ ≤ 2‖(x1,y1)− (x2,y2)‖∞.

Sabemos que el producto por escalares ni siquiera es uniformemente continuo.

b) Sea(E,d) un espacio métrico. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:

La distancia de E:

|d(x1,y1)−d(x2,y2)| ≤ |d(x1,y1)−d(y1,x2)|+ |d(y1,x2)−d(x2,y2| ≤

d(x1,x2)+d(y1,y2)≤ 2d((x1,y1),(x2,y2)).

La distancia a un subconjunto no vacíoA deE:

|dist(x,A)−dist(y,A)| ≤ d(x,y).

En efecto, parax,y∈ E, se tiene

d(x,a)≤ d(x,y)+d(y,a), ∀a∈ A,

y en consecuencia
dist(x,A)≤ d(x,y)+dist(y,A),
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o lo que es lo mismo

dist(x,A)−dist(y,A)≤ d(x,y).

Ahora, intercambiando los papeles dex ey, se tiene la desigualdad

dist(y,A)−dist(x,A)≤ d(x,y),

que unida a la anterior lleva a∣∣ dist(x,A)−dist(y,A)
∣∣≤ d(x,y).

En consecuencia, si(E,d) es un espacio métrico,A un subconjunto no vacío deE
y a un número real, entonces los conjuntos

U := {x∈ E : dist(x,A) > a} y V := {x∈ E : dist(x,A) < a}.

son abiertos (ver caracterización topológica de la continuidad global).

La siguiente proposición prueba que una aplicación lineal deRN enRM es lipschitziana,
y además da la constante de Lipschitz.

Proposición 3.4.Sean N,M ∈ N y T : RN→ RM lineal. Entonces se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) ‖T‖ alcanza el máximo en la esfera unidad y en consecuencia podemos definir

‖T‖ := max{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1}.

ii) T es lipschitziana, de hecho se verifica que

(3.1.5) ‖T(x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖,∀x∈ RN.

Además

‖T‖= min{K ≥ 0 : ‖T(x)‖ ≤ K‖x‖, ∀x∈ RN}= max{‖T(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

La primera igualdad nos asegura que‖T‖ es la constante de Lipschitz de T .

Demostración:
i) Como T es continua y la esfera unidad es compacta,i) es consecuencia de la continuidad

de la aplicación norma, de la regla de la cadena para funciones continuas y de la propiedad
de compacidad.

ii) Es claro que ∥∥∥T
( x
‖x‖

)∥∥∥≤ ‖T‖, ∀x∈ RN\{0},
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y usando queT es lineal, tenemos

‖T(x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖, ∀x∈ RN\{0}.

Dado que esta última expresión es también válida para cero, podemos escribirla equivalente-
mente en la forma

‖T(x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖, ∀x∈ RN.

De la anterior desigualdad se deduce queT es lipschitziana, ya que six,y∈ RN, obtenemos

‖T(x)−T(y)‖= ‖T(x−y)‖ ≤ ‖T‖ ‖x−y‖,

es decir, T es lipschitziana.
Sea ahoraK ≥ 0 tal que

‖T(x)‖ ≤ K ‖x‖, ∀x∈ RN.

Se sigue que‖T‖= max{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1} ≤ K, y por tanto

‖T‖= min{K ≥ 0 : ‖T(x)‖ ≤ K ‖x‖, ∀x∈ RN},

es decir,‖T‖ es la constante de Lipschitz deT.
Finalmente, la propiedad de compacidad nos asegura queT alcanza el máximo en la bola

unidad cerrada. Es claro que

‖T‖ ≤max{‖T(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}

y 3.1.5nos asegura que también

max{‖T(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤ ‖T‖.

Hemos probado que
‖T‖= max{‖T(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

El teorema de Hausdorff nos asegura que todas las normas definibles en el espacio vecto-
rial L (RN,RM) son equivalentes (es de dimensiónM×N). En el siguiente resultado presen-
tamos la forma usual de normar este espacio.

Teorema 3.5 (El espacio de BanachL (RN,RM)). La función que a cada aplicación lineal
T : RN→ RM le hace corresponder el número real

‖T‖ := max{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1}

es una norma enL (RN,RM), denominada norma de operadores. AdemásL (RN,RM) es un
espacio de Banach.
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Demostración:
Veamos que la función‖ · ‖ : L (RN,RM)→ R es una norma. ParaT,S∈L (RN,RM) y

λ ∈ R, se tiene:

i)
‖T‖= 0⇒

(
‖T(x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖,∀x∈ RN)⇒ T = 0.

ii)

‖λT‖= max{‖(λT)(x)‖ : ‖x‖= 1}= max{|λ |‖T(x)‖ : ‖x‖= 1}= |λ | ‖T‖.

iii)

‖(T +S)(x)‖= ‖T(x)+S(x)‖ ≤ ‖T(x)‖+‖S(x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖+‖S‖ ‖x‖,∀x∈ RN,

donde se ha usado3.1.5. Hemos probado que

‖(T +S)(x)‖ ≤ (‖T‖+‖S‖) ‖x‖, ∀x∈ RN

y en consecuencia, en vista de la proposición anterior, concluimos que

‖T +S‖ ≤ ‖T‖+‖S‖.

FinalmenteL (RN,RM), al ser de dimensión finita, es completo para cualquier norma, en
particular, para la norma de operadores.

Hállense la norma de operadores deL ((R2,‖.‖1),R), L ((R2,‖.‖2),R) (úsese en este
caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Apéndice A) yL ((R2,‖.‖∞),R).

El siguiente resultado generaliza el hecho de queR∗ sea abierto, ya que Iso(R) se iden-
tifica conR∗ (¿Por qué?).

Proposición 3.6.Iso (RN) es un abierto deL (RN).

Demostración:
La aplicación deL (RN) enR definida por

T→ detAT (T ∈L (RN))

es continua (¡Hágase!). En consecuencia

Iso (RN) = {T ∈ L (RN) : detAT 6= 0}

es un abierto deL (RN).

Veamos para finalizar esta sección que, al igual que la aplicación deR∗ enR dada por
x→ 1

x es continua, también la aplicación de Iso(RN) en L (RN) dada porT → T−1 es
continua.

Proposición 3.7 (Continuidad de la aplicación inversión).La aplicación inversión J:
Iso (RN)→L (RN) definida por

J(T) := T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es continua.
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Demostración:
Si S,T ∈L (RN), es claro queST∈L (RN). Veamos ahora la relación entre las normas

de los tres operadores. Parax∈ RN se tiene que

‖(ST)(x)‖= ‖S(T(x))‖ ≤ ‖S‖‖T(x)‖ ≤ ‖S‖‖T‖‖x‖,

y por tanto,

(3.1.6) ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

SeanT ∈ Iso (RN) y {Tn} una sucesión en Iso(RN) convergente aT. Para cada naturaln
se tiene que, en vista de la desigualdad anterior

‖J(Tn)−J(T)‖= ‖T−1
n −T−1‖= ‖T−1

n (T−Tn)T−1‖ ≤ ‖T−1
n ‖ ‖T−Tn‖ ‖T−1‖,

de donde se deduce la continuidad deJ enT sin más que comprobar que la sucesión{‖T−1
n ‖}

está acotada. Para cada naturaln tenemos, usando la desigualdad recién obtenida concluimos
que ∣∣∣∣ 1

‖T−1‖
− 1

‖T−1
n ‖

∣∣∣∣= ∣∣∣∣‖T−1
n ‖−‖T−1‖
‖T−1‖ ‖T−1

n ‖

∣∣∣∣≤
≤ ‖T

−1
n −T−1‖

‖T−1‖ ‖T−1
n ‖

≤

≤ ‖T
−1
n ‖ ‖T−Tn‖ ‖T−1‖
‖T−1‖ ‖T−1

n ‖
= ‖T−Tn‖.

Por tanto

lim
1

‖T−1
n ‖

=
1

‖T−1‖
,

en consecuencia
lim ‖T−1

n ‖= ‖T−1‖,

y en particular, la sucesión{‖T−1
n ‖} está acotada.
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3.2. Concepto de derivada.

El concepto de derivada es de los que más han influido en el desarrollo de la matemática.
Nuestro objetivo es el estudio de la derivabilidad, así como el cálculo de la derivada cuando
ello proceda, de las funcionesf : A → RM, dondeA⊂ RN, siendoM y N dos naturales
prefijados.

Esencialmente el estudio de la derivabilidad de un campo vectorialf en un puntoa
responde al problema de sif es aproximable por una función afín (continua) en el pun-
to a, es decir, por una funcióng de la formag(x) = c+ T(x), ∀x ∈ RN, dondec ∈ RM y
T ∈L (RN,RM). La parte lineal de la mejor aproximación afín de la funciónf en el pun-
to a es la derivada de ésta ena y las propiedades de esta mejor aproximación (equivalen-
temente de la derivada) repercuten de manera natural sobre las propiedades locales de la
función en el puntoa. Así, el cálculo diferencial es una potente herramienta para estudiar
el comportamiento local de funciones. El cálculo diferencial para aplicaciones entre espacios
normados fue iniciado por Fréchet en 1.925, si bien la paternidad ha de ser compartida con
muchos otros matemáticos como Stolz, Young, etc.

Empezaremos recordando la noción de derivada para funciones reales de variable real, así
como su interpretación geométrica.

Definición 3.8 (derivada de funciones reales de variable real).SeanA⊂ R, a∈ A∩A′ y
f : A → R una función. Se dice quef es derivable en el puntoa si existe

lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

,

en cuyo caso el valor de tal límite se notaf ′(a) y se denomina laderivadade la funciónf en
el puntoa.

La derivabilidad de una función tiene la siguiente magnífica caracterización en términos
de existencia de una mejor aproximación afín, cuya interpretación es clara.

Proposición 3.9 (Caracterización de la derivabilidad).Sean A⊂R,a∈A∩A′ y f : A → R
una función. Equivalen:

i) f es derivable en a.

ii) Existe una función afín (continua) g: R → R verificando que g(a) = f (a) y que

lim
x→a

f (x)−g(x)
x−a

= 0.

En ese supuesto la función g es única y viene dada por

g(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a), ∀x∈ R.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 105

La Definición3.8y la Proposición3.9pueden extenderse literalmente a funciones vecto-
riales de una variable real.

Definición 3.10 (derivada elemental para funciones deR aRM). SeanM un natural,A⊂R,
a∈A∩A′ y f : A→ RM una función. Se dice quef eselementalmente derivableen el punto
a si existe

lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

,

en cuyo caso el valor de tal límite (un vector deRM) se denomina laderivada elementalde f
en el puntoa y se notaf ′(a). Se dice quef es derivable elementalmente en un subconjunto
B⊂ A si es derivable elementalmente en cada punto deB.

SeaA1 ⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable elementalmente. La aplicación
x→ f ′(x) deA1 enRM se denomina laaplicación derivada elementalde f y se notaf ′.

Proposición 3.11 (Caracterización de la derivabilidad elemental).Sean M un natural,
A⊂ R, a∈ A∩A′ y f = ( f1, ..., fM) : A→ RM una función. Equivalen:

i) f es derivable elementalmente en a.

ii) f1, ..., fM son derivables en a.

iii) Existe una función afín (continua) g: R→ RM verificando que g(a) = f (a) y que

lim
x→a

f (x)−g(x)
x−a

= 0.

En ese supuesto, f′(a) = ( f ′1(a), ..., f ′M(a)), la función g es única y viene dada por

g(x) = f (a)+(x−a) f ′(a), ∀x∈ R.

Demostración:
i)⇔ ii) Basta observar que parax∈ A\{a} es

f (x)− f (a)
x−a

=
(

f1(x)− f1(a)
x−a

, . . . ,
fM(x)− fM(a)

x−a

)
y aplicar entonces la Proposición2.62sobre la reducción del límite a campos escalares.

ii)⇔ iii ) Es consecuencia inmediata de las Proposiciones3.9y 2.62.

El intento de llevar la Definición3.10al caso en que el dominio de la aplicación sea un
subconjunto de un espacio de dimensión mayor que 1 tropieza con la imposibilidad de dar
sentido al límite que en ella aparece. Sin embargo, la caracterización de la derivabilidad de
una función en un punto por la existencia de una mejor aproximación afín a la función en
el punto (afirmacióniii ) de la proposición anterior) es perfectamente trasladable al ámbito
deseado si se cae en la cuenta de que
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lim
x→a

f (x)−g(x)
x−a

= 0 ⇐⇒ lim
x→a

f (x)−g(x)
|x−a|

= 0.

La anterior propiedad tiene sentido para funciones definidas en un subconjuntoA deRN y
con valores enRM, sin más que sustituir el valor absoluto por una norma‖ · ‖ enRN y la
función afín deR enRM por una función afín deRN enRM.

Parece pues que en el ambiente siguiente:A⊂ RN, a∈ A∩A′, y f : A→ RM, la función
f debe considerarse derivable ena cuando exista una función afín (continua)g : RN→ RM

verificando queg(a) = f (a) y que

lim
x→a

f (x)−g(x)
‖x−a‖

= 0.

Como quiera que una tal aplicación afíng ha de tener la forma

g(x) = f (a)+T(x−a), ∀x∈ RN

para conveniente aplicación linealT : RN→ RM, la condición anterior es equivalente a

lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

= 0.

Es importante observar que la condición anterior es topológica, es decir involucra sola-
mente las topologías deRN y RM y no las concretas normas que se tomen. En efecto, fijada
una norma enRN, al ser la noción de límite topológica concluimos que la condición es inde-
pendiente de la norma elegida enRM. Ahora si||| · ||| es otra norma enRN, entonces se tiene
parax∈ A\{a} que

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

=
|||x−a|||
‖x−a‖

f (x)− f (a)−T(x−a)
|||x−a|||

y como por la equivalencia de‖ · ‖ y ||| · |||, existen 0< k,K tales quek≤ |||x−a|||
‖x−a‖

≤ K, se

sigue, teniendo en cuenta de nuevo que la noción de límite es topológica, que

lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

= 0 ⇐⇒ lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
|||x−a|||

= 0.

Examinamos a continuación la repercusión que tiene la propiedad anterior sobre la conti-
nuidad def ena. De ella deducimos que

lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a) = 0,

lo que prueba quef es continua al serT continua.
Para garantizar la unicidad de la aplicación linealT : RN→ RM verificando la condición

requerida, necesitamos poder acercarnos al puntoa en cualquier dirección, esto es, si para
cadax∈ S(RN) notamos

Ax = {t ∈ R : a+ tx∈ A},
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deberá ser 0∈ A′x para todox en S(Rn) (véase Ejercicio3.2). Es importante notar al
respecto que la condición topológica más expeditiva para garantizar la anterior propiedad
es quea sea un punto interior deA y esta condición será asumida en adelante. En este caso,
seaδ > 0 tal queB(a,δ )⊂ A. Parax∈ S(RN) y t ∈R con 0< |t|< δ , se tiene quea+ tx∈ A
y ∥∥∥∥ f (a+ tx)− f (a)

t
−T(x)

∥∥∥∥=
‖ f (a+ tx)− f (a)− tT(x)‖

|t|
=

‖ f (a+ tx)− f (a)−T(a+ tx−a)‖
‖a+ tx−a‖

,

de donde deducimos que

(*) lim
t→0

f (a+ tx)− f (a)
t

= T(x)

expresión que nos asegura la unicidad deT dado que una aplicación lineal está determinada
por el comportamiento en la esfera unidad (¡Hágase!).

Estamos ya en condiciones de definir de manera coherente el concepto de derivada.

Definición 3.12 (función derivable Fréchet).SeanM,N ∈ N,A⊂ RN, a∈
◦
A, y f : A→ RM

una función. Se dice quef es derivable(en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto
a si existe una aplicación linealT deRN enRM verificando

(**) lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

= 0

donde‖ · ‖ es cualquier norma enRN. En tal caso la aplicaciónT es única, se denomina la
derivada de una función en un puntoo diferencial de f en ay se nota porD f (a). Se dice que
f es derivable en un subconjuntoB⊂ A si es derivable en cada punto deB.

SeaA1 ⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable. La aplicaciónx 7→ D f (x) deA1

enL (RN,RM) se denomina la aplicación derivadade f y se notaD f .
Se dice quef es declaseC 1 ena, y se notaf ∈C1(a), si f es derivable en un entorno de

a y la aplicaciónD f es continua ena. Se dice quef es de claseC1 en un subconjuntoB⊂ A
si es de claseC1 en cada punto deB.

Se dice quef es de claseC1 cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definición
(que necesariamente será abierto). Notamos porC1(A) al conjunto de las funciones de clase
C1 en el abiertoA.

Queda claro que siN≥ 2 se deriva en puntos interiores, lo que por comodidad, no siempre
se resaltará en adelante.

Notas 3.13.
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1. Resaltamos que los conceptos de derivabilidad y de derivada de una función en un pun-
to involucran sólamente las topologías deRN y RM y no las normas concretas elegidas.
Es decir, son conceptos algebraico-topológicos.

2. Obsérvese que la Proposición3.11tiene ahora la siguiente lectura para puntos interio-

res: SeanA⊂R, a∈
◦
A, M ∈N y f = ( f1, . . . , fM) : A → RM una función. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable elementalmente ena.

ii) f1, . . . , fM son derivables ena.

iii) f es derivable ena.

Además en el caso de quef sea derivable ena, la relación entre ambas derivadas viene
dada, en virtud de (*), por

D f (a)(x) = x f ′(a), ∀x∈ R,

mientras que la función afíng viene dada por

g(x) = ( f (a)−a f ′(a))+x f ′(a)

(nótese queD f (a) es la aplicación lineal asociada ag). En particular, se obtiene que

D f (a)(1) = f ′(a) = ( f ′1(a), ..., f ′M(a)).

3. Si f es derivable en el puntoa, entoncesf es continua ena.

De acuerdo con la definición, el estudio de la derivabilidad de una función en un punto
conlleva dos problemas: el conocimiento deT dado por (*) y la verificación de (**).

Fijado un vector no nulox, se dice que la funciónf es derivable ena en la dirección dex
si existe

lim
t→0

f (a+ tx)− f (a)
t

,

en cuyo caso el valor de tal límite (que es un vector deRM) se notaf ′(a;x) y se denomina
la derivada de f en a en la dirección de x. Parax = 0 el anterior límite tiene sentido y vale
cero, por lo que es natural definir tambiénf ′(a;0) = 0. La condición (*) se traduce ahora
diciendo que la condición necesaria para quef sea derivable ena es la existencia def ′(a; .),
o sea deben existir todas las derivadas direccionales def ena, siendo en tal caso la candidata
a derivada def ena la aplicaciónT dada porT(x) = f ′(a;x) para todox∈RN (supuesto que
sea lineal). Es inmediato (¡Hágase!) que si la funciónf es derivable ena en las direcciones
de los vectores de la esfera unidad, también lo es en la dirección de cualquier vectorx, y en
tal caso

f ′(a;x) = ‖x‖ f ′
(

a;
x
‖x‖

)
, ∀x∈ RN \{0}.
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3.3. Campos escalares derivables. Vector gradiente.

Proposición 3.14 (Reducción de la derivabilidad a campos escalares).Sea
A ⊂ RN, y f = ( f1, . . . , fM) : A → RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en

a∈
◦
A si, y sólo si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso

D f (a)(x) = (D f1(a)(x), ...,D fM(a)(x)), ∀x∈ Rn.

Además f∈C1(a) si, y sólo si, fi ∈C1(a) para i = 1, . . . ,M.

Demostración:
El enunciado es consecuencia de que para una aplicación linealT = (T1, ...,TM) deRN en

RM se verifica para cadax∈ A\{a}

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

=

=
(

f1(x)− f1(a)−T1(x−a)
‖x−a‖

, ...,
fM(x)− fM(a)−TM(x−a)

‖x−a‖

)
y de la Proposición2.62. De la misma proposición se deduce también que la continuidad en
a de la aplicaciónD f se reduce a la continuidad de las aplicacionesD f1, ...,D fM ena, ya que
son las componentes de la aplicaciónD f .

En vista del resultado anterior, en el resto de la sección, estudiaremos los campos escalares
derivables. Salvo mención expresa en contra, los resultados que se obtengan son válidos
también para campos vectoriales.

Definición 3.15 (Derivadas parciales. Vector gradiente).SeaA⊂ RN, a∈ A y f un cam-
po escalar enA. Para cada 1≤ i ≤ N, supongamos queai es un punto de acumulación del
conjunto

Ai := {xi ∈ R : (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN) ∈ A}.

Si la función deAi enR definida porxi 7→ f (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN) es derivable enai , se
dice quef tienederivada parcialrespecto de la variable i-ésima en el puntoa. En tal caso el
valor del límite

lim
xi→ai

f (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN)− f (a)
xi−ai

se denomina la derivada parcial def respecto de la variable i-ésima en el puntoa y se nota
Di f (a) (o también∂ f

∂xi
(a)).

Es consecuencia de la definición que el cálculo de la derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima del campo escalarf en un punto genéricox= (x1, ...,xN) se ha de llevar a cabo
derivando la función real de variable real que resulta al considerar constantes las variablesx j

( j 6= i) y por tanto las reglas de derivación ordinarias se podrán utilizar.
Si Ai ⊂ A es el conjunto de puntos dondef tiene derivada parcial respecto de la va-

riable i-ésima, entonces el campo escalar enAi definido porx 7→ Di f (x) se denomina la
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aplicación derivada parcialde f respecto de la variable i-ésima y se notaDi f (o también
∂ f
∂xi

).
Se dice que el campo escalarf tienegradienteen el puntoa si admite derivadas parciales

ena con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos elvector gradientede f en
a por:

∇ f (a) := (D1 f (a), ...,DN f (a)) ∈ RN.

Si C es el conjunto de puntos deA dondef tiene gradiente, entonces el campo vectorial enC
definido porx → ∇ f (x) se denominaaplicación gradientede f y se nota∇ f .

Proposición 3.16 (Condición necesaria de deriv. y candidata a derivada).Sean A⊂RN y
f un campo escalar en A derivable en un punto a. Entonces f tiene gradiente en a con

Di f (a) = D f (a)(ei), ∀i ∈ {1, . . . ,N},

donde{e1, . . . ,eN} es la base canónica deRN.
En consecuencia,

D f (a)(x) = (∇ f (a) | x), ∀x∈ RN.

Demostración:
Parai ∈ {1, . . . ,N} se tiene que

D f (a)(ei) = lim
t→0

f (a+ tei)− f (a)
t

= lim
xi→ai

f (a+(xi−ai)ei)− f (a)
xi−ai

=

lim
xi→ai

f (a1, . . . ,ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN)− f (a)
xi−ai

= Di f (a),

donde se ha utilizado (*) de la sección anterior. El resto es consecuencia de la linealidad de
D f (a).

Notas 3.17.

1. La condición anterior no es suficiente. El campo escalar enR2

f (x,y) =
x6

(y−x2)2 +x6 (x,y) 6= (0,0), f (0,0) = 0

tiene gradiente en(0,0) igual a(0,0) y, sin embargo, no es ni tan siquiera continuo en
(0,0) (tómesey = x2).

2. Supongamos que el campo escalarf es derivable ena y tiene derivada no nula. Puesto
que

D f (a)(x) = (∇ f (a) | x), ∀x∈ RN
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se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apéndice A) que

|D f (a)(x)| ≤
∥∥∥∇ f (a)

∥∥∥
2
‖x‖2

y que, parax ∈ RN\{0}, la igualdad se alcanza si, y sólo si, existeλ ∈ R∗ tal que
x = λ∇ f (a), de donde se deduce que la derivada def en el puntoa es máxima en la
dirección dada por el vector gradiente.

3. Obsérvese que las derivadas parciales no son otra cosa que las derivadas direcciona-
les según los vectores de la base canónica. Es claro que pueden existir las derivadas
parciales y no existir una derivada direccional (véase el Ejercicio 3.4).

Proposición 3.18 (Condición suficiente de derivabilidad). Sean A ⊂ RN,

a ∈
◦
A y f un campo escalar en A. Supongamos que∇ f existe en un entorno de a y que

∇ f es continuo en a. Entonces f es derivable en a.

Demostración:
Dadoε > 0, por hipótesis, existeδ > 0 tal que

‖x−a‖1 < δ ⇒


x∈ A
∃∇ f (x)
|Di f (x)−Di f (a)| ≤ ε, para i = 1, . . . ,N.

Parax = (x1, . . . ,xN) ∈ RN tal que 0< ‖x−a‖1 < δ podemos escribir

f (x)− f (a)− (∇ f (a) |x−a) =

N

∑
i=1

(
f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN)−Di f (a)(xi−ai)

)
luego, si probamos que para cadai ∈ {1, . . . ,N} se verifica que

| f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN)−Di f (a)(xi−ai)| ≤

≤ ε|xi−ai |,
entonces tendremos que

| f (x)− f (a)− (∇ f (a)|x−a)| ≤
N

∑
i=1

ε|xi−ai |= ε‖x−a‖1

y en consecuenciaf será derivable ena.
Veamos que son ciertas las citadas desigualdades. Sixi = ai , la desigualdad es obvia.

Supuestoxi 6= ai , podemos aplicar el Teorema del valor medio para encontraryi entrexi y ai

tal que
f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN) =

Di f (a1, . . . ,ai−1,yi ,xi+1, . . . ,xN)(xi−ai),

de donde se deduce la desigualdad anunciada a partir de las condiciones impuestas aδ .
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Ejemplo 3.19. La condición suficiente del anterior resultado no es necesaria. En efecto, el
campo escalarf : R2 → R definido por

f (x,y) = (x2 +y2) sen

(
1√

x2 +y2

)
, ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, f (0,0) = 0,

es derivable en(0,0). En efecto, es inmediato que

D1 f (0,0) = D2 f (0,0) = 0

y que
f (x,y)√
x2 +y2

→ 0, cuando(x,y)→ (0,0).

Sin embargo∇ f no es continuo en(0,0). En efecto, como para(x,y) 6= (0,0) se tiene

D1 f (x,y) = 2x sen

(
1√

x2 +y2

)
− x√

x2 +y2
cos

(
1√

x2 +y2

)
,

basta observar que

D1 f
( 1

nπ
,0
)

=
2

nπ
sen(nπ)− cos(nπ) = (−1)n+1, ∀n∈ N

para concluir queD1 f no es continua en(0,0). Como f (x,y) = f (y,x), para cualquier(x,y),
igual le ocurre aD2 f .

Probaremos enseguida que un campo escalar es de claseC1 si, y sólo si, tiene gradiente
continuo. Sin embargo, no hemos obtenido ninguna caracterización de la derivabilidad de un
campo escalar en términos del gradiente. A continuación resumimos toda la información para
el estudio de la derivabilidad de campos escalares.

Nota 3.20 (Estudio de la derivabilidad de campos escalares).SeanA⊂ RN, a ∈
◦
A y f

un campo escalar esA. Para el estudio de la derivabilidad def en a se sugiere seguir los
siguientes pasos:

1. Existencia de∇ f (a). Si no existe∇ f (a) entoncesf no es derivable ena. En caso con-
trario, la candidata a derivada es la aplicaciónx 7→ (∇ f (a) | x).

2. Continuidad def ena. Si f no es continua ena, entonces no es derivable ena. De serf
continua ena, entoncesf puede ser no derivableena (véase la funcióng del Ejercicio
3.3, que es continua, con gradiente y no es derivable en(0,0)).

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si ∇ f es continuo ena entoncesf es derivable
en a. No se puede deducir de esto quef es de claseC 1 en a, salvo que se globalice
como se prueba en el teorema siguiente.
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4. Definición de derivabilidad. Según que la expresión

f (x)− f (a)− (∇ f (a) | x−a)
‖x−a‖

tienda a cero o no, cuandox→ a, f es derivable o no.

Teorema 3.21 (Caracterización de los campos escalares de claseC 1). Sean A un abierto
deRN y f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f ∈ C 1(A).

ii) ∇ f ∈ C (A), esto es, f tiene gradiente en cada punto de A y el campo vectorial∇ f es
continuo.

Demostración:
i) ⇒ ii) Puesto quef es derivable, por la Proposición3.16se sigue quef tiene gradiente

en cada punto deA, y además para cada 1≤ i ≤ N, se tiene

Di f (a) = D f (a)(ei), ∀a∈ A,

luego
Di f = Eei ◦D f ,

dondeEei : L (RN,R)−→ R es la evaluación en el vectorei , esto es,

Eei(T) = T(ei), ∀T ∈ L(RN,R),

aplicación que es lineal y (automáticamente) continua. En vista de la regla de la cadena para
funciones continuas, obtenemos queDi f es continua. Finalmente, como las funcionesDi f
son las componentes de∇ f , concluimos que∇ f es continuo a.

ii) ⇒ i) Por la Proposición3.18, f es derivable. Además se tiene que

D f (a) = D1 f (a)π1 + · · ·+DN f (a)πN,

dondeπk es la proyecciónk-ésima deRN, para 1≤ k≤ N.
Equivalentemente,

D f = α1◦D1 f + · · ·+αN ◦DN f ,

donde, para cadai = 1,2, · · · ,N, αi : R −→L (RN,R) es la aplicación lineal (continua) de-
finida porαi(t) = tπi . Basta, en consecuencia, utilizar la regla de la cadena para funciones
continuas y que la suma de funciones continuas es continua para concluir queD f : A−→
L (RN,R) es continua.
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3.4. Campos vectoriales derivables. Matriz jacobiana.

Definición 3.22 (matriz jacobiana).SeanA⊂RN, a∈A y f : A → RM un campo vectorial.
Se dice quef tiene matriz jacobiana en el puntoa si cada uno de los campos escalares
componentes tiene gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define lamatriz jacobianade f
ena por

Jf (a) :=


D1 f1(a) ... D j f1(a) ... DN f1(a)

... ... ... ... ...
D1 fi(a) ... D j fi(a) ... DN fi(a)

... ... ... ... ...
D1 fM(a) ... D j fM(a) ... DN fM(a)

=
(
D j fi(a)

)
1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

.

En el casoM = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

Obsérvese que losN números que componen la fila i-ésima de la matriz jacobiana son las
componentes del vector∇ fi(a), en consecuencia, en virtud de las Proposición3.14y 3.18, si
el campo vectorial admite matriz jacobiana continua en el puntoa, entonces es derivable en
dicho punto y, en virtud de la Proposición3.14y del Teorema3.21, si A es abierto y el campo
escalar admite matriz jacobiana continua, entonces es de claseC 1. La condición necesaria de
derivabilidad y la candidata a derivada se codifican en el siguiente resultado.

Proposición 3.23.Sean A⊂ RN y f : A → RM un campo vectorial. Si f es derivable en

a∈
◦
A, entonces f tiene matriz jacobiana en a y

(D f (a)(x))t = Jf (a)xt , ∀x∈ RN.

Demostración:
Los campos escalares componentes def son derivables ena. En consecuencia, en virtud

de la Proposición3.16, dichos campos escalares tienen gradiente ena, es decirf tiene matriz
jacobiana ena. Se tiene además que

AD f (a) =
(
D fi(a)(ej)

)
1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

=
(
D j fi(a)

)
1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

,

donde se ha utilizado la Proposición3.14. El resto es consecuencia de la igualdad (3.1.2) de
la sección 3.1.
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Ejemplos 3.24.

1) Toda función constante deRN enRM es de claseC 1 con

D f (a) = 0, ∀a∈ RN.

2) Toda aplicación linealT deRN enRM es de claseC 1 con

DT(a) = T, ∀a∈ RN.

3) Toda aplicación bilinealT deRM×RN enRP (es decir, lineal en ambas variables) es
de claseC 1 con derivada dada por

DT(a,b)(x,y) = T(x,b)+T(a,y), ∀(a,b),(x,y) ∈ RM×RN.

Calculemos en primer lugar las derivadas deT en las direcciones de la base canónica.
Para ello si{e1, . . . ,eM} es la base canónica deRM, y { f1, . . . , fN} es la base canónica
deRN, entonces{(e1,0), . . . ,(eM,0),(0, f1), . . . ,(0, fN)} es la base canónica deRM×
RN. Claramente se tiene

T((a,b)+ t(ei ,0))−T(a,b)
t

=
T((a+ tei ,b))−T(a,b)

t
=

T(a,b)+ tT(ei ,b))−T(a,b)
t

= T(ei ,b) (i = 1, . . . ,M),

es decir,
T ′ ((a,b);(ei ,0)) = T(ei ,b) (i = 1, . . . ,M)

Haciendo el mismo tipo de cálculo obtenemos que

T ′
(
(a,b);(0, f j)

)
= T(a, f j) ( j = 1, . . . ,N).

Hemos probado que

JT(a,b) =


T1(e1,b) . . . T1(eM,b) T1(a, f1) . . . T1(a, fN)
T2(e1,b) . . . T2(eM,b) T2(a, f1) . . . T2(a, fN)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
TP(e1,b) . . . TP(eM,b) TP(a, f1) . . . TP(a, fN)

 .

Por tanto de serT derivable en(a,b), su derivada en(a,b) habría de ser, en virtud de
la Proposición3.23,

(x,y) 7−→
(
JT(a,b)(x,y)t)t = T(x,b)+T(a,y).

Como la matriz jacobiana es continua, basta tener en cuenta el comentario que sigue a
la Definición3.22, para concluir queT ∈ C 1(RM×RN).

Otra forma:
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Una aplicación bilinealT verifica que

‖T(x,y)‖ ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖, ∀(x,y) ∈ RM×RN,

donde
‖T‖= max{‖T(x,y)‖ : ‖x‖= ‖y‖= 1}

(¡Pruébese!). Así

‖T(x,y)−T(a,b)−T(x−a,b)−T(a,y−b)‖
‖(x−a,y−b)‖

=
‖T(x−a,y−b)‖
‖(x−a,y−b)‖

≤

‖T‖‖x−a‖‖y−b‖
‖(x−a,y−b)‖

≤ ‖T‖‖(x−a,y−b)‖2

‖(x−a,y−b)‖
= ‖T‖‖(x−a,y−b)‖,

donde se ha utilizado la desigualdad comentada. Basta tomar límite en(a,b) para con-
cluir queT es derivable en(a,b) y su derivada es la aplicación que se ha enunciado
antes. La aplicaciónDT :RM+N≡RM×RN−→L (RM×RN,RP) es claramente lineal
(por la bilinealidad deT), por tanto hemos probado queT ∈ C 1(RM×RN).

4) La aplicación sumaσ : RN×RN −→ RN dada por

σ(a,b) = a+b, ∀a,b∈ RN,

y la aplicación producto por escalares dada por

π(λ ,a) = λa, ∀λ ∈ R,a∈ RN,

son de claseC1, por ser, en el primer caso lineal, y en el segundo una aplicación bilineal.
Por tanto, se tiene

Dσ(a,b) = σ , ∀a,b∈ RN, Dπ(α,a)(λ ,x) = αx+λa, ∀α,λ ∈ R, ∀a,x∈ RN.

5) La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) dada por

J(T) = T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es de claseC 1 con derivada definida por

DJ(T)(S) =−T−1ST−1, ∀S∈L (RN).

En efecto, es claro que la aplicación que se anuncia comoDJ(T) es una aplicación
lineal. ParaS,T ∈ Iso (RN) se verifica que

S−1−T−1− [−T−1(S−T)T−1] = S−1−T−1 +T−1(S−T)T−1 =

= S−1(T−S)T−1 +T−1(S−T)T−1 = (T−1−S−1)(S−T)T−1.
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Así, ∥∥∥S−1−T−1−
(
−T−1(S−T)T−1

)∥∥∥
‖S−T‖

≤ ‖T−1−S−1‖ ‖T−1‖→ 0 (S→ T),

donde se ha utilizado la continuidad deJ.

Finalmente, veamos que

DJ : Iso (RN)−→L (L (RN),L (RN))

es continua. EscribamosDJ = Φ◦ (J,J), dondeΦ : L (RN)×L (RN)→L (L (RN))
(se entiendeL (L (RN),L (RN))) está definida por

Φ(F,G)(S) =−FSG, ∀F,G,S∈L (RN).

En efecto, paraT ∈ Iso (RN) y S∈L (RN), tenemos que

(Φ◦ (J,J))(T)(S) = Φ(T−1,T−1)(S) =−T−1ST−1 = DJ(T)(S).

ComoΦ es una aplicación bilineal (entre espacios de dimensión finita),Φ es continua.
De la continuidad deJ se sigue la continuidad de la función vectorial(J,J), luegoDJ
es continua en virtud de la regla de la cadena para funciones continuas.

6) Cualquier norma‖ · ‖ : RN −→ R no es derivable en 0 (lo que generaliza la no deriva-
bilidad del valor absoluto en 0). En efecto, six es un vector no nulo, entonces sit ∈R∗
se tiene que

‖tx‖−0
t

=
|t|
t
‖x‖,

función que no tiene límite cuandot→ 0. Luego no existe ninguna derivada direccional.
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3.5. Reglas de derivación.

1) Linealidad.
SeanA⊂ RN y f ,g : A−→ RM funciones derivables ena y λ ∈ R. Entoncesf + g y
λ f son derivables ena con

D( f +g)(a) = D f (a)+Dg(a)

D(λ f )(a) = λD f (a).

Además, sif ,g∈ C 1(a), entoncesf +g,λ f ∈ C 1(a).
La comprobación se deja como ejercicio.

2) Regla de la cadena.
SeanA⊂RN,B⊂RM, f : A−→RM tal que f (A)⊂B y g : B−→RP. Supongamos que
f es derivable ena y queg es derivable enf (a). Entonces la composiciónh = g◦ f es
derivable ena con

Dh(a) = Dg( f (a))◦D f (a)

y en consecuencia
Jh(a) = Jg( f (a))Jf (a).

Además, sif ∈ C 1(a),g∈ C 1( f (a)), entoncesh∈ C 1(a).

Demostración:
Notemosb= f (a). Puesto quef es derivable ena y g es derivable enb, existen funciones

r : A−→ R, s : B−→ R,

tales quer es continua ena conr(a) = 0, s es continua enb cons(b) = 0, y
‖ f (x)− f (a)−D f (a)(x−a)‖= r(x)‖x−a‖, ∀x∈ A

‖g(y)−g(b)−Dg(b)(y−b)‖= s(y)‖y−b‖, ∀y∈ B.

Parax∈ A se tiene

‖h(x)−h(a)− (Dg(b)◦D f (a))(x−a)‖=
‖g( f (x))−g(b)−Dg(b)( f (x)−b)+Dg(b)( f (x)− f (a)−D f (a)(x−a))‖ ≤
‖g( f (x))−g(b)−Dg(b)( f (x)−b)‖+‖Dg(b)( f (x)− f (a)−D f (a)(x−a)‖ ≤

s( f (x)) ‖ f (x)− f (a)‖+‖Dg(b)‖ r(x) ‖x−a‖=
s( f (x)) ‖ f (x)− f (a)−D f (a)(x−a)+D f (a)(x−a)‖+‖Dg(b)‖ r(x) ‖x−a‖ ≤

s( f (x))
[
‖ f (x)− f (a)−D f (a)(x−a)‖+‖D f (a)‖‖x−a‖

]
+‖Dg(b)‖r(x)‖x−a‖=

s( f (x))
[

r(x) ‖x−a‖+ ‖D f (a)‖‖x−a‖
]
+‖Dg(b)‖ r(x) ‖x−a‖

de donde se sigue el resultado, pues limx→a r(x) = 0, y, como f es continua ena, también
limx→as( f (x)) = 0.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 119

Supuesta la continuidad deD f ena y la deDg enb, probaremos ahora la continuidad de
Dh ena. Por serg de claseC 1 enb, existeε > 0 tal queg es derivable enB(b,ε)⊂B; usando
que f ∈ C 1 ena, existeδ1 > 0 tal quef es derivable enB(a,δ1)⊂ A. La continuidad def en
a nos asegura la existencia deδ2 > 0 tal quef (B(a,δ2))⊂B(b,ε). Tomandoδ = min{δ1,δ2}
tenemos, aplicando la fórmula que ya hemos probado

Dh(x) = Dg( f (x))◦D f (x), ∀x∈ B(a,δ ).

En consecuencia,Dh = Φ ◦ (Dg ◦ f ,D f ), donde Φ es la aplicación bilineal de
L (RM×Rp)×L (RN,RM) enL (RN,Rp) definida por

Φ(T,S) = T ◦S, ∀(T,S) ∈L (RM,Rp)×L (RN,RM).

Así pues,Dh es continua por la regla de la cadena para funciones continuas y la regla de
continuidad de las funciones vectoriales (Dg◦ f es continua ena pues f es continua ena y
Dg es continua enf (a) y D f es continua ena).

Notas 3.25.

a) Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se involucran
derivadas elementales.

i) En el casoA⊂ R f−→ B⊂ RM g−→ RP se tiene que

(g◦ f )′(a) = Dg( f (a))( f ′(a)).

En efecto,

(g◦ f )′(a) = D(g◦ f )(a)(1) = Dg( f (a))(D f (a)(1)) = Dg( f (a))( f ′(a)),

donde se ha utilizado la Nota3.13.2.

ii) En el caso

A⊂ R f−→ B⊂ R g−→ R

se tiene que
(g◦ f )′(a) = f ′(a)g′( f (a)),

y por tanto, la regla de la cadena recién enunciada generaliza la conocida para
funciones de variable real. En efecto, por el caso anterior

(g◦ f )′(a) = Dg( f (a))( f ′(a)) = f ′(a)Dg( f (a))(1) = f ′(a)g′( f (a)),

donde se ha vuelto a utilizar la Nota3.13.2.
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b) Veamos ahora la regla de la cadena para las derivadas parciales.

Las entradas deJh(a) vienen dadas por

D jhi(a) =
M

∑
k=1

Dkgi( f (a))D j fk(a), (1≤ i ≤ P, 1≤ j ≤ N),

expresión que se conoce comoregla de la cadena para las derivadas parciales.

Si consideramos el casoP = 1, con lo queg y h son campos escalares, la anterior
expresión se escribe

D jh(a) =
M

∑
k=1

Dkg( f (a))D j fk(a), (1≤ j ≤ N),

o bien, si notamos porx1, · · · ,xN las coordenadas enRN, y por y1, · · · ,yM las coorde-
nadas enRM, se tendrá

∂h
∂x j

(a) =
M

∑
k=1

∂g
∂yk

( f (a))
∂ fk
∂x j

(a), (1≤ j ≤ N). (∗)

Si se identifican las variables con las funciones, es decir,

z≡ z(y1, · · · ,yM),
w≡ z(y1(x1, · · · ,xN), · · · ,yM(x1, · · · ,xN)) = w(x1, · · · ,xN)

queda finalmente

∂w
∂x j

(a) =
M

∑
k=1

∂z
∂yk

( f (a))
∂yk

∂x j
(a), (1≤ j ≤ N),

expresión en la que se debe saber reconocer(∗).
Ejemplo. Seaz= z(x,y) un campo escalar derivable. Si cambiamos a coordenadas pola-

res, esto es, hacemos {
x = ρ cosϑ

y = ρ senϑ
,

entonces la funciónw(ρ,ϑ) := z(ρ cosϑ ,ρ senϑ) es derivable y sus derivadas parciales vie-
nen dadas por

∂w
∂ρ

= ∂z
∂x(ρ cosϑ ,ρ senϑ)cosϑ + ∂z

∂y(ρ cosϑ ,ρ senϑ)senϑ

∂w
∂ϑ

=− ∂z
∂x(ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ senϑ + ∂z

∂y(ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ cosϑ

Proposición 3.26 (Carácter local de la derivabilidad y de la derivada).Sea A⊂RN,a∈
◦
A

y f : A−→ RM. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable en a.

ii) f|U es derivable en a para algún entorno U⊂ A del punto a.

Además, en caso de que sean ciertas las afirmaciones anteriores, entonces las derivadas de
ambas funciones ( f y la restricción de f a U) coinciden.
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Demostración:
Es consecuencia del carácter local del límite.

Nota. Supongamos que el conjuntoA es unión disjunta de dos subconjuntosA1 y A2 y
f1 : A1−→ RM, f2 : A2−→ RM son campos vectoriales tales que

f (x) =
{

f1(x) si x∈ A1

f2(x) si x∈ A2

Por el resultado anterior, la derivabilidad def en
◦

A1 y en
◦

A2 no es más que la derivabilidad

de f1 en
◦

A1 y de f2 en
◦

A2, respectivamente (cuyo estudio posiblemente se puede llevar a
cabo mediante el uso de las reglas de derivación). En los puntos de(Fr(A1)∪Fr(A2))∩A,
posiblemente haya que hacer un estudio particular.

Proposición 3.27 (Derivación de la función inversa).

a) Sea A⊂RN,a∈
◦
A y f : A−→RN un campo vectorial. Supongamos que f es inyectiva,

derivable en a y que f(a) ∈
◦

f (A), entonces

f−1 es derivable en f(a)⇔
{

detJf (a) 6= 0
f−1 es continua en f(a)

Además, si se verifica lo anterior, se tiene

D f−1( f (a)) = D f (a)−1,

y en consecuencia,
Jf−1( f (a)) = Jf (a)−1.

b) Sean A y B subconjuntos abiertos deRN y f un homeomorfismo de A sobre B. Si
f ∈ C 1(a) para algún a∈ A condetJf (a) 6= 0, entonces f−1 ∈ C 1( f (a)).

Demostración:
a)⇒ f−1 es continua enf (a) por ser derivable. Como

f ◦ f−1 = Id f (A), f−1◦ f = IdA,

la regla de la cadena nos da

D f (a)◦D f−1( f (a)) = IdRN , D f−1( f (a))◦D f (a) = IdRN

con lo queD f (a) ∈ Iso (RN) y D f−1( f (a)) = D f (a)−1, por tanto detJf (a) 6= 0.
⇐ Al ser f derivable ena, existe una funciónr : A−→ R continua ena conr(a) = 0 que

verifica además

‖ f (x)− f (a)−D f (a)(x−a)‖= r(x) ‖x−a‖, ∀x∈ A.
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Se tiene que

x−a = D f (a)−1(D f (a)(x−a))

= D f (a)−1
(

D f (a)(x−a)− ( f (x)− f (a))+( f (x)− f (a)
)

=−D f (a)−1
(

f (x)− f (a)−D f (a)(x−a))
)

+D f (a)−1( f (x)− f (a).

(3.5.1)

En consecuencia,

x−a−D f (a)−1( f (x)− f (a)) =−D f (a)−1( f (x)− f (a)−D f (a)(x−a))

y por tanto

(3.5.2) ‖x−a−D f (a)−1( f (x)− f (a))‖ ≤ ‖D f (a)−1‖ r(x) ‖x−a‖.

También se sigue de3.5.1que

‖x−a‖ ≤ ‖D f (a)−1‖ r(x) ‖x−a‖+‖D f (a)−1‖ ‖ f (x)− f (a)‖⇒

⇒
(

1− r(x) ‖D f (a)−1‖
)
‖x−a‖ ≤ ‖D f (a)−1‖ ‖ f (x)− f (a)‖

y cuandor(x) <
1

‖D f (a)−1‖
tendremos

‖x−a‖ ≤ ‖D f (a)−1‖
1− r(x) ‖D f (a)−1‖

‖ f (x)− f (a)‖

y por tanto, en vista de3.5.2,

‖x−a−D f (a)−1( f (x)− f (a))‖ ≤ r(x)
‖D f (a)−1‖2

1− r(x) ‖D f (a)−1‖
‖ f (x)− f (a)‖

de donde se sigue el resultado, pues limx→a r(x) = 0 (¿Por qué?).

b) Como Iso(RN) es un abierto por la Proposición3.6, la continuidad de la aplicación
x 7→ D f (x) en el puntoa garantiza la existencia de un abiertoU deRN tal que

a∈U ⊂ A y D f (x) ∈ Iso (RN), ∀x∈U.

El apartado a) asegura quef−1 es derivable en cada punto deV := f (U) (que es un abierto
deRN tal que f (a) ∈V ⊂ B) y

D f−1(y) = (D f ( f−1(y)))−1, ∀y∈V.

En consecuencia,D f−1 = J◦D f ◦ f−1, lo que prueba la continuidad deD f−1 en f (a) y, por
tanto, f−1 ∈ C 1( f (a)).
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Notas 3.28.

1. Este resultado generaliza para puntos interiores el visto para funciones reales de una
variable real. En efecto, siI ⊂ R es un intervalo yf : I −→ R es una función (real de

variable real),a∈
◦
I y b = f (a).

Supongamos quef es continua, inyectiva y derivable ena. Entoncesb es un punto
interior de f (I) y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f ′(a) 6= 0 y f−1 es continua enb.

ii) f−1 es derivable enb.

Además, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiene:( f−1)′(b) = 1
f ′(a) . En efecto,

D f (a) ∈ Iso (R)⇔ f ′(a) 6= 0 y D f−1(b) = D f (a)−1⇔ ( f−1)′(b) =
1

f ′(a)
.

2. Es bueno resaltar que la regla antes establecida no es el Teorema de la función inversa.
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3.6. Interpretación geométrica del concepto de derivada.
Hiperplano tangente.

Definición 3.29.Unavariedad afínes el trasladado por un vector de un subespacio vectorial.
SeanA⊂ RN y f : A→ RM. Si f es derivable en el puntoa, entonces la variedad afín de

RN×RM que pasa por el punto(a, f (a)) con variedad de dirección Graf(D f (a)), esto es

(a, f (a))+Graf (D f (a))

que coincide con la gráfica de la aproximación afín

g(x) = f (a)+D f (a)(x−a)

En efecto,

{(x,g(x)) : x∈ RN}= {(a+(x−a), f (a)+D f (a)(x−a)) : x∈ RN}
= (a, f (a))+Graf (D f (a)).

Dicha variedad afín deRN×RM es la “más próxima” a Graf( f ) en el punto(a, f (a)). Se de-
nominavariedad afín tangente a la gráfica de f en el punto(a, f (a)). Obsérvese que la apli-
caciónx 7→ (x,D f (a)(x)) deRN en Graf(D f (a)) es un isomorfismo y en consecuencia la
variedad afín tangente a la gráfica def en el punto(a, f (a)) es afínmente isomorfa aRN.

Un subconjuntoH de un espacio vectorialX es unhiperplano vectorialsi es un subespa-
cio maximal, es decir, siH 6= X y el único subespacio vectorial que contiene estrictamente a
H esX. El Teorema de extensión de la base nos permite afirmar que los hiperplanos vectoria-
les son los subespacios de codimensión uno. El trasladadoA por un vectora de un hiperplano
vectorialH se llama unhiperplano(afín), es decir,A = a+H. Para la caracterización de los
hiperplanos vectoriales y de los hiperplanos (afines) véase el apéndice C.

Supuesto que un campo escalarf es derivable ena, la variedad afín tangente a la gráfica
de f en el punto(a, f (a)) es el hiperplano deRN+1 dado por

{(a, f (a))+
(
x,D f (a)(x)

)
: x∈ RN}.

En virtud de la Proposición3.16este hiperplano se escribe ahora{
(a, f (a))+

(
x,(∇ f (a)|x)

)
: x∈ RN}=

{(
x, f (a)+

(
∇ f (a)|x−a

))
: x∈ RN

}
.

Por tanto, el hiperplano tangentea la gráfica del campo escalarf en el punto
(a, f (a)) = (a1, . . . ,aN, f (a1, . . . ,aN)) es el hiperplano de ecuación

xN+1 = f (a)+D1 f (a)(x1−a1)+ ...+DN f (a)(xN−aN).

A continuación caracterizamos la variedad afín tangente a la gráfica de una función en
un punto, en particular, los hiperplanos tangentes. Para ello recordamos, en primer lugar, que
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unacurva enRN es una aplicación continuaγ de un intervaloI deR enRN. Normalmente la
forma más cómoda de visualizar una curva es considerar suimagen (enRN, al menos cuando
N ≤ 3) en lugar de sugráfica enRN+1. Supongamos queγ es derivable en un puntot0 ∈ I
conγ ′(t0) 6= 0, entonces la recta que pasa por el puntoγ(t0) con direcciónγ ′(t0), esto es,

{γ(t0)+ tγ ′(t0) : t ∈ R}

es larecta tangente aγ en el puntoγ(t0).

Claramente Im(γ) = πRN(Graf (γ)) (donde hemos identificado de forma naturalRN+1 =
R×RN). Si la curva se visualiza enRN, es natural visualizar también enRN la tangente en
un punto como la proyección de la recta tangente a la gráfica deγ en el punto(t0,γ(t0)). Esta
viene dada por

{(t0,γ(t0))+(t, tγ ′(t0)) : t ∈ R}= {(t0,γ(t0))+ t(1,γ ′(t0)) : t ∈ R}

y su proyección es
{γ(t0)+ tγ ′(t0) : t ∈ R},

que es la recta tangente aγ enγ(t0) cuandoγ ′(t0) 6= 0.

Seguidamente mostramos que para un campo vectorial derivablef , la variedad afín tan-
gente a la gráfica def en el punto(a, f (a)) coincide con el conjunto de todas las rectas
tangentes a las curvas cuya imagen está contenida en Graf( f ) y que pasan por el punto
(a, f (a)).

Proposición 3.30.Sea A⊂ RN un abierto y f: A−→ RM una función derivable. Si a∈ A y
u∈ RN×RM, equivalen:

i) u∈Graf (D f (a)).
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ii) Existenδ > 0 y γ : [−δ ,δ ]−→ RN×RM continua tal que

γ([−δ ,δ ])⊂Graf ( f ), γ(0) = (a, f (a)) y γ
′(0) = u.

Demostración:
i) ⇒ ii) Notaremos porπ1 y π2 a las proyecciones deRN×RM sobreRN y RM, respecti-

vamente. Siu∈Graf (D f (a)), seaδ > 0 tal que

[a−δπ1(u),a+δπ1(u)]⊂ A

y consideremos la curvaγ : [−δ ,δ ]−→ RN×RM definida por

γ(t) = (a+ tπ1(u), f (a+ tπ1(u))).

Es claro queγ([−δ ,δ ])⊂Graf ( f ), γ(0) = (a, f (a)) y

γ
′(0) = (π1(u),D f (a)(π1(u))),

donde se han utilizado las reglas elementales de derivación. Por otra parte, como
u∈Graf (D f (a)), entoncesu =

(
π1(u), D f (a)(π1(u))

)
y en consecuenciaγ ′(0) = u.

ii) ⇒ i) Supongamos ahora queγ es una curva verificando las condiciones requeridas en
ii). Entonces, como Im(γ)⊂Graf ( f ), se verifica que

f ◦π1◦ γ = π2◦ γ

y las reglas elementales de derivación nos aseguran que

D f (a)(π1(γ ′(0))) = π2(γ ′(0)),

esto es,u = γ ′(0) ∈Graf (D f (a)).
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3.7. Apéndice A) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposición.
|(x|y)| ≤ ‖x‖2 ‖y‖2, ∀x,y∈ RN,

donde (·|·) denota el producto escalar en RN, esto es

(x|y) :=
N

∑
k=1

xkyk,

y la igualdad ocurre si, y sólo si, los vectores son linealmente dependientes.

Demostración:
Seanx,y∈ RN. Si y = 0 se da la igualdad y la condición (¿Por qué?). En caso contrario,

la desigualdad de Cauchy-Schwarz equivale a probar

0≤ (x|x)(y|y)− (x|y)2

(y|y)
,

desigualdad que probamos a continuación. En efecto

(x|x)(y|y)− (x|y)2

(y|y)
= (x|x)− (x|y)

(y|y)
(x|y)

= (x|x)−2
(x|y)
(y|y)

(x|y)+
(x|y)
(y|y)

(x|y)

= (x|x)−2
(x|y)
(y|y)

(x|y)+
(

(x|y)
(y|y)

)2

(y|y)

=
(

x− (x|y)
(y|y)

y
∣∣∣ x− (x|y)

(y|y)
y

)
≥ 0

Finalmente, si por ejemploy = αx para convenienteα ∈ R, entonces

(x|y)2 = (x|αx)2 = α
2‖x‖42 = ‖x‖22 ‖αx‖22 = ‖x‖22 ‖y‖22.
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3.8. Apéndice B) Normas duales.

Proposición. Si consideramos en RN la norma ‖.‖1 (resp. ‖.‖2, ‖.‖∞), entonces la norma
de operadores en L (RN,R)≡ RN es ‖.‖∞ (resp. ‖.‖2, ‖.‖1).

Demostración:
Sabemos que los espacios vectorialesL (RN,R) y RN son matemáticamente indistingui-

bles vía la correspondencia que a cadaa∈ RN le asigna la forma lineal

x 7−→ (a|x).

1. El dual de
(
RN,‖.‖1

)
es isométricamente isomorfo a

(
RN,‖.‖∞

)
.

Se tiene que
|(a|x)| ≤ ‖a‖∞ ‖x‖1 (a,x∈ RN),

y en consecuencia
‖a‖ ≤ ‖a‖∞.

Por otra parte sik∈ {1, ...,N} es tal que‖a‖∞ = |ak|, tomadox0 = ek se tiene también
que

‖a‖ ≥ |(a|x0)|= |ak|= ‖a‖∞.

Hemos probado que‖a‖= ‖a‖∞ y que la norma dual se alcanza enx0.

2. El dual de
(
RN,‖.‖2

)
es isométricamente isomorfo a

(
RN,‖.‖2

)
.

La prueba es análoga al caso anterior. La primera desigualdad es en este caso la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz y el punto donde se alcanza la norma dual es por ejemplo

x0 =
a
‖a‖2

.

3. El dual de
(
RN,‖.‖∞

)
es isométricamente isomorfo a

(
RN,‖.‖1

)
.

La prueba es también análoga al primer caso siendo ahorax0 (vector donde se alcanza
la norma dual) cualquier vector que verifique∣∣x0(k)

∣∣= 1, ak x0(k)≥ 0 , k∈ {1, ...,N}.
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3.9. Apéndice C) Hiperplanos.

Proposición. Sea H un subconjunto de RN. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) H es un hiperplano vectorial.

ii) H es el núcleo de una forma lineal no nula.

Además, dos formas lineales no nulas determinan el mismo hiperplano vectorial, si y sólo si,
son proporcionales.
Demostración:

i)⇒ ii) Seae∈ RN \H. Se tiene queRN = H
⊕

< e>, es decir:

∀x∈ RN,∃!h∈ H, ∃!λ ∈ R : x = h+λe.

La aplicaciónf : RN→ R definida por

f (x) = λ si x = h+λe (h∈ H,λ ∈ R)

es un funcional lineal no nulo cuyo núcleo esH.
ii)⇒ i) Seaf un funcional no nulo tal queH = Ker( f ). Se tiene queH es un subespacio

vectorial deRN. Probemos queH es maximal. Supongamos queSes un subespacio vectorial
deRN que contenga estrictamente aH. Fijadoy∈ S\H, se tiene para cada vectorx∈RN que

x =
(

x− f (x)
y

f (y)

)
+ f (x)

y
f (y)

∈ S

ya quex− f (x) y
f (y) ∈ H y f (x) y

f (y) ∈ S. Hemos probado queS= RN.

Por último, seanf ,g funcionales lineales no nulos. Si existe un realλ tal queg = λ f ,
es claro queKer( f ) = Ker(g). Recíprocamente, siKer( f ) = Ker(g), dado un vectora ∈
RN \Ker( f ) se tiene queg = g(a)

f (a) f ya quex− f (x)
f (a) a ∈ Ker( f ),∀x∈ RN, y por tanto

0 = g(x)− f (x)
f (a)

g(a), ∀x∈ RN.

Corolario . Un subconjunto A de RN es un hiperplano, si y sólo si, existen un funcional
no nulo f y un número real α tales que

A = {x∈ RN : f (x) = α},

es decir, existen A1, ...,AN,α ∈ R tales que

A = {x∈ RN : A1x1 + ...+ANxN = α}.

Demostración:
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Supongamos queA = a+H para convenientesa∈ RN y H hiperplano vectorial. Sif es
un funcional no nulo tal queH = Ker( f ), entonces se verifica que

A = {x∈ RN : f (x) = f (a)}.

Recíprocamente, supongamos queA = {x ∈ RN : f (x) = α} para convenienteα ∈ R.
Puesto quef es sobreyectiva (¡Hágase!), podemos elegira∈ RN tal que f (a) = α. Se tiene
entonces que

A = f−1(α) = {x∈ RN : f (x) = α}= {x∈ RN : x−a∈ Ker( f )}= a+Ker( f ).

Proposición. Sean f un funcional lineal no nulo y x0 un vector de RN, entonces

dist
(

x0, f−1(α)
)

=
| f (x0)−α|
‖ f‖

.

En consecuencia, si el funcional f viene dado por

f (x) = A1x1 + ...+ANxN, ∀x∈ RN,(A2
1 + ...+A2

N > 0)

y se considera en RN la norma euclídea, entonces la fórmula anterior es

dist
(
x0,A

)
=
|A1x0(1)+ ...+ANx0(N)−α|√

A2
1 + ...+A2

N

.

Demostración:
Basta probar que dist

(
x0,Ker( f )

)
= | f (x0)|

‖ f‖ . En efecto, seaa tal que f (a) = α, entonces,
en virtud de la linealidad def , se tiene que

dist
(

x0, f−1(α)
)

= dist
(
x0−a,Ker( f )

)
.

Al ser f lipschitziana de razón‖ f‖, se tiene para cadax∈ Ker( f ) que

| f (x0)|= | f (x0−x)| ≤ ‖ f‖‖x0−x‖ (∗)

de donde se deduce que
| f (x0|
‖ f‖

≤ dist
(
x0,Ker( f )

)
.

Por definición de norma de un aplicación lineal, existe una sucesión{xn} en la esfera unidad

de
(
RN,‖ · ‖

)
tal que‖ f‖ < n+1

n | f (xn)|,∀n∈ N. Al ser
{

x0− f (x0) xn
f (xn)

}
una sucesión en

Ker( f ), se tiene para cadan natural que

dist
(
x0,Ker( f )

)
≤
∥∥∥x0−

(
x0− f (x0)

xn

f (xn)

)∥∥∥=
∣∣∣ f (x0)

f (xn)

∣∣∣< n+1
n
| f (x0)|
‖ f‖

,
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de donde deducimos tomando límites que dist
(
x0,Ker( f )

)
≤ | f (x0)|

‖ f‖ . Hemos probado que

dist
(
x0,Ker( f )

)
=
| f (x0)|
‖ f‖

.

Nótese que también se puede razonar que la desigualdad (*) es, de hecho, una igualdad por
alcanzarse la norma de operadores.

La última expresión se deduce de la anterior sin más que recordar que la norma euclídea
es autodual.

3.10. Referencias recomendadas.

[BRV], [Cra], [Fe], [FeSa], [MaHo], [Jur] y [MaHo].
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3.11. Resumen del resultados del Tema 3

L (RN,RM)≡ MM×N(R).
El espacio vectorialL (RN,RM) y el espacio vectorial MM×N(R) de las matrices

M × N de números reales son matemáticamente indistinguibles. Para cadaT en
L (RN,RM) definimosAT ∈MM×N(R) por

AT :=
(

Ti(ej)
)

1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

,

dondeT1, · · · ,TM son los campos escalares componentes deT y {e1, ...,eN} es la base ca-
nónica deRN. La aplicación deL (RN,RM) en MM×N(R) definida porT → AT es un
isomorfismo deL (RN,RM) sobre MM×N(R), cuyo inverso es la aplicación deMM×N(R)
sobreL (RN,RM) definida porA→ TA dondeTA es la aplicación lineal deRN enRM dada
por (

TA(x)
)t

:= Axt ,∀x∈ RN.

Isomorfismo topológico. Si X e Y son espacios normados, una aplicación
T : X −→ Y es unisomorfismo topológicosi T es una aplicación biyectiva, lineal y conti-
nua cuya inversa también es continua. SiX = Y = RN, toda aplicación lineal y biyectiva es
un isomorfismo topológico. Notaremos Iso(RN) al conjunto de los isomorfismos deRN en
RN.

Iso(RN) := {T ∈L (RN) : detAT 6= 0}.

Función lipschitziana.Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos. Se dice quef : E→ F es
lipschitziana si existeK ≥ 0 verificando

ρ( f (x), f (y))≤ Kd(x,y), ∀x,y∈ E.

La menor constante que verifica esta desigualdad se denomina la constante de Lipschitz de
T.

El espacio de BanachL (RN,RM). Norma del espacioL (RN,RM).
La función que a cada aplicación lineal T :RN→RM le hace corresponder el número real

‖T‖ := max{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1}

es una norma en L (RN,RM), denominada norma de operadores. L (RN,RM) es un espacio
de Banach. Además se verifica que

‖T(x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖,∀x∈ RN

‖T‖= min{K ≥ 0 : ‖T(x)‖ ≤ K‖x‖, ∀x∈ RN}= max{‖T(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

La primera igualdad nos asegura que‖T‖ es la constante de Lipschitz deT.
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Proposición. Iso (RN), el conjunto de los isomorfismos de RN en RN, es un abierto de
L (RN) y la aplicación inversión J : Iso (RN)→L (RN) definida por

J(T) := T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es continua.

Función derivable Fréchet.SeanM,N ∈ N, A⊂ RN, a∈
◦
A, y f : A→ RM una función.

Se dice quef es derivable(en el sentido de Fréchet) o diferenciableen el puntoa si existe
una aplicación linealT deRN enRM verificando

lim
x→a

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

= 0

donde se consideran normas cualesquiera enRN y RM. En tal caso la aplicaciónT es única,
se denomina la derivada de la funciónf en el puntoa o diferencial def ena y se nota por
D f (a). Se dice quef es derivable en un subconjuntoB⊂ A si es derivable en cada punto de
B.

SeaA1⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable. La aplicaciónx → D f (x) deA1

enL (RN,RM) se denomina la aplicación derivadade f o la diferencial def y se notaD f .
Se dice quef es de claseC1 ena, y se notaf ∈C1(a), si f es derivable en un entorno de

a y la aplicaciónD f es continua ena. Se dice quef es de claseC1 en un subconjuntoB⊂ A
si es de claseC1 en cada punto deB.

Se dice quef es de claseC1 cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definición
(que necesariamente será abierto). Notamos porC1(A) al conjunto de las funciones de clase
C1 en el abiertoA.

Reducción de la derivabilidad a campos escalares.Sean A un subconjunto de RN y

f = ( f1, . . . , fM) : A → RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en a∈
◦
A si, y sólo

si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso

D f (a)(x) = (D f1(a)(x), ...,D fM(a)(x)), ∀x∈ Rn.

Además f ∈C1(a) si, y sólo si, fi ∈C1(a) para i = 1, . . . ,M.

Derivadas parciales. Vector gradiente.SeaA⊂ RN, a∈ A y f un campo escalar enA.
Para cada 1≤ i ≤ N, supongamos queai es un punto de acumulación del conjunto

Ai := {xi ∈ R : (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN) ∈ A}.

Si la función deAi enR definida porxi → f (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN) es derivable enai ,
se dice quef tiene derivada parcialrespecto de la variable i-ésima en el puntoa. En tal caso
el valor del límite

lim
xi→ai

f (a1, . . .ai−1,xi ,ai+1, . . . ,aN)− f (a)
xi−ai

se denomina la derivada parcial def respecto de la variable i-ésima en el puntoa y se nota
Di f (a) (o también∂ f

∂xi
(a)).
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Es consecuencia de la definición que el cálculo de la derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima del campo escalarf en un punto genéricox= (x1, ...,xN) se ha de llevar a cabo
derivando la función real de variable real que resulta al considerar constantes las variablesx j

( j 6= i) y por tanto las reglas de derivación ordinarias se podrán utilizar.
Si Ai ⊂ A es el conjunto de puntos dondef tiene derivada parcial respecto de la va-

riable i-ésima, entonces el campo escalar enAi definido porx 7→ Di f (x) se denomina la
aplicación derivada parcialde f respecto de la variable i-ésima y se notaDi f (o también∂ f

∂xi
).

Se dice que el campo escalarf tiene gradienteen el puntoa si admite derivadas parciales
ena con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector gradientede f ena
por:

∇ f (a) := (D1 f (a), ...,DN f (a)) ∈ RN.

Si C es el conjunto de puntos deA dondef tiene gradiente, entonces el campo vectorial enC
definido porx → ∇ f (x) se denomina aplicación gradientede f y se nota∇ f .

Estudio de la derivabilidad de campos escalares.

SeanA⊂RN, a∈
◦
A y f un campo escalar enA. Para el estudio de la derivabilidad def en

a se sugiere seguir los siguientes pasos:

1. Continuidad def ena. Si f no es continua ena, entonces no es derivable ena. De serf
continua ena, entoncesf puede no ser derivableena (véase la funcióng del Ejercicio
3.4, que es continua, tiene gradiente y no es derivable en(0,0)).

2. Existencia de∇ f (a). Si no existe∇ f (a), entoncesf no es derivable ena. En caso

contrario, la candidata a derivada es la aplicaciónx→
(

∇ f (a) | x
)

.

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si ∇ f es continuo ena entoncesf es derivable
ena. No se puede deducir de esto quef es de claseC 1 ena, salvo que se globalice.

4. Definición de derivabilidad. Según que la expresión

f (x)− f (a)−
(

∇ f (a) | x−a
)

‖x−a‖

tienda a cero o no, cuandox→ a, f es derivable o no.

Matriz jacobiana. SeanA⊂ RN, a∈ A y f : A → RM un campo vectorial. Se dice que
f tiene matriz jacobiana en el puntoa si cada uno de los campos escalares componentes tiene
gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define la matriz jacobianade f ena por

Jf (a) :=


D1 f1(a) ... D j f1(a) ... DN f1(a)

... ... ... ... ...
D1 fi(a) ... D j fi(a) ... DN fi(a)

... ... ... ... ...
D1 fM(a) ... D j fM(a) ... DN fM(a)

=
(
D j fi(a)

)
1≤ i ≤M
1≤ j ≤ N

.
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En el casoM = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

Proposición.Sean A⊂RN y f : A → RM un campo vectorial. Si f es derivable en a∈
◦
A,

entonces f tiene matriz jacobiana en a y

(D f (a)(x))t = Jf (a)xt , ∀x∈ RN.

Conviene recordar:

- Toda aplicación linealT deRN enRM es de claseC 1 con

DT(a) = T, ∀a∈ RN.

- Toda aplicación bilinealT deRM×RN enRP (es decir, lineal en ambas variables) es
de claseC 1 con derivada dada por

DT(a,b)(x,y) = T(x,b)+T(a,y), ∀(a,b),(x,y) ∈ RM×RN.

- La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) dada por

J(T) = T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es de claseC 1 con derivada definida por

DJ(T)(S) =−T−1ST−1, ∀S∈L (RN).

- Linealidad.
SeanA⊂ RN y f ,g : A−→ RM funciones derivables ena y λ ∈ R. Entoncesf + g y
λ f son derivables ena con

D( f +g)(a) = D f (a)+Dg(a)

D(λ f )(a) = λD f (a).

Además, sif ,g∈ C 1(a), entoncesf +g,λ f ∈ C 1(a).

- Regla de la cadena.
SeanA⊂RN,B⊂RM, f : A−→RM tal que f (A)⊂B y g : B−→RP. Supongamos que
f es derivable ena y queg es derivable enf (a). Entonces la composiciónh = g◦ f es
derivable ena con

Dh(a) = Dg( f (a))◦D f (a)

y en consecuencia
Jh(a) = Jg( f (a))Jf (a).

Además, sif ∈ C 1(a),g∈ C 1( f (a)), entoncesh∈ C 1(a).
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- La derivabilidad es un concepto local.

- Derivada de la función inversa.

SeaA⊂RN,a∈
◦
A y f : A−→RN un campo vectorial. Supongamos quef es inyectiva,

derivable ena y que f (a) ∈
◦

f (A), entonces

f−1 es derivable enf (a)⇔
{

detJf (a) 6= 0
f−1 es continua enf (a)

Además, si se verifica lo anterior, se tiene

D f−1( f (a)) = D f (a)−1,

y en consecuencia,
Jf−1( f (a)) = Jf (a)−1.

Si ademásA y B son subconjuntos abiertos deRN, f es un homeomorfismo deA sobre
B y f ∈ C 1(a) para algúna∈ A con detJf (a) 6= 0, entoncesf−1 ∈ C 1( f (a)).

Interpretación geométrica.Si un campo escalar f es derivable en un punto a, entonces la
gráfica de f tiene un hiperplano tangente en el punto (a, f (a)) que viene dado por la expresión

xN+1 = f (a)+D1 f (a)(x1−a1)+ . . .+DN f (a)(xN−aN).

Dicho hiperplano coincide con el conjunto de todas las rectas tangentes en (a, f (a)) a las
curvas cuya imagen está contenida en la gráfica de f y que pasan por el punto (a, f (a)).
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3.12. Ejercicios del Tema 3

3.1 SeaT ∈L (R2) y supongamos que (
a b
c d

)
es la matriz asociada aT en términos de la base canónica. Pruébese que si consideramos
las normas‖ ‖1 y ‖ ‖∞ enR2 se obtiene que la norma del operadorT viene dada por

max
{
|a|+ |c|, |b|+ |d|

}
(para‖ ‖1)

max
{
|a|+ |b|, |c|+ |d|

}
(para‖ ‖∞).

3.2 Probar que si en la definición de derivada en un punto el espacio normadoRN es de
dimensión mayor que 1 y no exigimos que el puntoa sea interior, en general, no se
puede asegurar que la aplicación lineal que aparece en la definición sea única.

Indicación: Estudiar la derivabilidad en el punto(0,0) de la aplicación

f : R×{0} → R, f (x,0) = x, ∀x∈ R.

3.3 Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y derivabilidad en el ori-
gen de las siguientes funciones:

f (x,y) =
xy

x2 +y4 , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, f (0,0) = 0,

g(x,y) =
x2y

x2 +y4 , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, g(0,0) = 0,

h(x,y) =
x2y2

x2 +y4 , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, h(0,0) = 0.

y

k(x,y) =
x6(x2 +y2)

(y−x2)2 +x6 , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, k(0,0) = 0.

3.4 Justificar que una función racional deN variables es de claseC 1 en su conjunto de
definición.

3.5 Seaf : R2 → R la función definida por:

f (x,y) =
x3 +x2y
|y|+x2 si (x,y) 6= (0,0); f (0,0) = 0.

Estudiar la continuidad y derivabilidad def .
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3.6 Paraα ∈ R+ seafα : R2 → R la función definida por:

fα(x,y) =
|xy|α

x2−xy+y2 si (x,y) 6= (0,0); fα(0,0) = 0.

Estudiar la continuidad y derivabilidad defα .

3.7 Estudiar la continuidad y derivabilidad en(0,0) de la funciónf : R2 −→ R definida
por:

f (x,y) =
1−cosx cosy√

x2 +y2
si (x,y) 6= (0,0); f (0,0) = 0.

3.8 Seanf un campo escalar definido enA⊂ RN y a∈
◦
A. Probar que equivalen:

i) f es derivable ena.

ii) Existenh : A → RN continua ena conh(a) = 0 y b∈ RN:

f (x)− f (a)− (b|x−a) = (h(x)|x−a), ∀x∈ A

donde(.|.) denota el producto escalar usual deRN.

3.9 SeanA un abierto deRN y f un campo escalar definido enA con derivadas parciales
acotadas enA. Probar quef es continuo. Dar un ejemplo que muestre que un tal campo
escalar puede no ser derivable.

Indicación: Considerar el campo escalar definido enR2 por

f (x,y) =
xy√

x2 +y2
si (x,y) 6= (0,0); f (0,0) = 0.

3.10 * (Condición suficiente de derivabilidad).

SeanA⊂ R2, (a,b) ∈
◦
A y f : A→ R un campo escalar. Supongamos queD1 f existe

en un entorno de(a,b) y es continua en(a,b) y que existeD2 f (a,b). Probar quef es
derivable en(a,b).

Estudiar un resultado análogo para campos escalares deN variables.

Indicación: Seaε > 0, tómeseδ > 0 tal que

‖(x,y)− (a−b)‖1 < δ ⇒


(x,y) ∈ A
∃D1 f (x,y)
|D1 f (x,y)−D1 f (a,b)|< ε

| f (a,y)− f (a,b)−D2 f (a,b)(y−b)| ≤ ε|y−b|
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Para(x,y) ∈ R2 con 0< ‖(x,y)− (a,b)‖1 < δ , se puede escribir

f (x,y)− f (a,b)−D1 f (a,b)(x−a)−D2 f (a,b)(y−b) =

[ f (x,y)− f (a,y)−D1 f (a,b)(x−a) ]+ [ f (a,y)− f (a,b)−D2 f (a,b)(y−b) ]

y basta aplicar el teorema del valor medio al primer sumando (cuandox 6= a) para
probar la derivabilidad def en(a,b).

3.11 SeanA⊂R y f ,g : A→R3 funciones derivables ena∈
◦
A. Consideremos las funciones

h : A→ R y ϕ : A→ R3 definidas por

h(x) := ( f (x)|g(x)), ϕ(x) := f (x)∧g(x), ∀x∈ A

(h es el producto escalar def y g, ϕ es el producto vectorial def porg). Calcularh′(x)
y ϕ ′(x).

3.12 Sea f un campo escalar derivable enA = R+×R+. Considérese el campo escalarh
definido enΩ = R+×]0, π

2 [ por

h(ρ,ϑ) := f (ρ cos ϑ ,ρ senϑ), ∀(ρ,ϑ) ∈Ω.

Probar que equivalen

i) x
∂ f
∂y

(x,y)−y
∂ f
∂x

(x,y) = f (x,y), ∀(x,y) ∈ A.

ii)
∂h
∂ϑ

(ρ,ϑ) = h(ρ,ϑ), ∀(ρ,ϑ) ∈Ω.

Deducir que las soluciones dei) son de la forma:

f (x,y) = ϕ

(√
x2 +y2

)
exp
(

arctan
y
x

)
,

dondeϕ : R+→ R es una función derivable.

3.13 Seaf : RN → RM derivable en cero y homogénea de grado 1, es decir:

f (tx) = t f (x), ∀x∈ RN \{0}, ∀t ∈ R+.

Probar quef es lineal.

3.14 Teorema de Euler.
Seap un número real. Una funciónf : RN\{0} → R se llamahomogénea de grado p
si verifica:

f (tx) = t p f (x), ∀x∈ RN \{0}, ∀t ∈ R+.

Demostrar que para una función derivablef : RN\{0} → R equivalen:
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i) f es homogénea de gradop.

ii) [D f (x)](x) = p f(x), ∀x∈ RN\{0}.

3.15 * La identificación canónica de(C, |.|) con(R2,‖.‖2) nos permite tener una visión real
de una funciónf : C→ C. A saber, la funciónf : C→ C dada por

x+ iy = z 7→ f (z) = u+ iv,

puede verse comof : R2→ R2 dada por

(x,y) 7→ f (x,y) = (u(x,y),v(x,y)).

Probar que paraz0 = a+ ib equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es derivable en(a,b) conJf (a,b) =
(

A −B
B A

)
.

ii) limz→z0

f (z)− f (z0)
z−z0

= A+ iB.

3.16 * SeanA un abierto convexo deRN y f : A→RN una función derivable enA verificando
que:

N

∑
i, j=1

Di f j(x)hih j > 0, ∀x∈ A, ∀h∈ RN\{0}.

Probar quef es inyectiva.

3.17 *

a) Probar que‖ · ‖1 es derivable sólo en los puntos del conjunto

R2\{(x,y) ∈ R2 : xy= 0}

con

∇‖.‖1(x,y) =
(

x
|x|

,
y
|y|

)
.

Estudiar la derivabilidad de‖.‖1 enRN.

b) Probar que‖.‖2 es derivable en los puntos del conjuntoR2\{(0,0)} con

∇‖.‖2(x,y) =

(
x√

x2 +y2
,

y√
x2 +y2

)
.

Estudiar la derivabilidad de‖.‖2 enRN.
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c) Probar que‖.‖∞ es derivable sólo en los puntos del conjunto

R2\{(x,y) ∈ R2 : |x|= |y|}

con

∇‖.‖∞(x,y) =


(

0, y
|y|

)
si |y|> |x|(

x
|x| ,0

)
si |y|< |x|

.

Estudiar la derivabilidad de‖.‖∞ enRN.

3.18 * SeanA⊂ RN, a∈
◦
A y f : A → RM una función. Probar que equivalen las siguientes

afirmaciones:

1. f es derivable ena.

2. Existe f ′(a; ·), dicha aplicación deRN enRM es lineal y

lim
t→0

f (a+ tx)− f (a)
t

= f ′(a;x)

es uniforme enx variando en cualquier subconjunto acotado deRN.

3.19 * Probar que si

f (x,y) =
x6
√

x2 +y2

(y−x2)2 +x6 , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}, f (0,0) = 0

y a= (0,0), entonces limt→0
f (a+ tu)− f (a)

t
= 0 no es uniforme cuandou varía en la

esfera unidad euclídea deR2.
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3.13. Soluciones a los ejercicios del Tema 3.

3.1 Sea(x,y) ∈ R2, entonces

T(x,y) = (ax+by,cx+dy).

Por tanto

‖T(x,y)‖1 = |ax+by|+ |cx+dy| ≤
(
|a|+ |c|

)
|x|+

(
|b|+ |d|

)
|y| ≤

≤
(
|x|+ |y|

)
max

{
|a|+ |c|, |b|+ |d|

}
.

Asimismo, se tiene, para(x,y) ∈ B∞(0,1)

‖T(x,y)‖∞ = max
{
|ax+by|, |cx+dy|

}
≤max

{
|a|+ |b|, |c|+ |d|

}
.

Es muy fácil comprobar que las dos desigualdades que hemos obtenido para la norma
del operador son de hecho igualdades. En el primer caso, basta evaluar el operador en
los vectores de la base canónica, en el segundo en los vectores(1,1),(1,−1).

3.2 Seaf :R×{0}→ R definida porf (x,0) = x, ∀x∈R. Compruébese quef admite por
“derivada” en(0,0) cualquierT de la forma(1,b) conb∈ R.

3.3 f no es continua ena = (0,0), puesf (y2,y) =
1
2y

,∀y∈ R∗. f no tiene derivada

ena según el vectoru = (1,1), pues

f (a+ tu)− f (a)
t

=
f (t, t)

t
=

1
t + t3 , ∀t ∈ R∗.

En consecuenciaf no es derivable ena.

g es continua ena = (0,0), pues|g(xy)| ≤ |y|, ∀(x,y) ∈ R2. g admite ena todas
las derivadas direccionales. En efecto, fijadou∈R2\{(0,0)}, tenemos que siu=
(x,y), entonces

g(a+ tu)−g(a)
t

=
g(tx, ty)

t
=

x2y
x2 + t2y4 ,

y tomando límite cuandot→ 0 (distinguiendo los casosx = 0 y x 6= 0) se obtiene
que

(*) g′(a;(x,y)) =
{

y si x 6= 0
0 si x = 0

g no es derivable ena pues la aplicación deR2 enR (x,y)→ g′(a;(x,y)) no es
lineal (si lo fuese sería de la formaAx+By, lo que no permite (*)).
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h es continua ena, pues|h(x,y)| ≤ y2, ∀(x,y) ∈ R2. h admite ena todas las deri-
vadas direccionales. En efecto, fijadou∈ R2\{(0,0)}, tenemos que siu = (x,y),
entonces

h(a+ tu)−h(a)
t

=
h(tx, ty)

t
=

tx2y2

x2 + t2y4 ,

y tomando límite cuandot→ 0 (distinguiendo los casosx = 0 y x 6= 0) se obtiene
queh′(a; ·) = 0, luego hay candidato a derivada.h es derivable ena. En efecto
parau 6= 0 se verifica

h(u)−h(a)−h′(a;u−a)
‖u−a‖

=
h(u)
‖u‖

=
x2y2

(x2 +y4)
√

x2 +y2
=: ϕ(x,y)

con

|ϕ(x,y)| ≤ y2√
x2 +y2

≤ |y|.

k es continua ena, pues|k(x,y)| ≤ x2 + y2, ∀(x,y) ∈ R2. k admite ena todas las
derivadas direccionales. En efecto, fijadou ∈ R2\{(0,0)}, tenemos que siu =
(x,y), entonces

k(a+ tu)−k(a)
t

=
k(tx, ty)

t
=

t5x6(x2 +y2)
(y− tx2)2 + t4x6 ,

y tomando límite cuandot→ 0 (distinguiendo los casosy = 0 ey 6= 0) se obtiene
quek′(a; ·) = 0. Y tiene candidata a derivada puesk′(a; ·) es lineal.k es derivable
ena. En efecto parau 6= 0 se verifica

k(u)−k(a)−k′(a;u−a)
‖u‖

=
k(u)
‖u‖

=
x6
√

x2 +y2

(y−x2)2 +x6 =: ϕ(x,y)

y |ϕ(x,y)| ≤
√

x2 +y2.

3.4 Sabemos que una función racional deN variables está, de forma natural, definida en
un conjunto abierto deRN y es continua. Como las derivadas parciales de una función
racional son también funciones racionales definidas en el mismo conjunto, concluimos
que las derivadas parciales de una función racional son continuas y por tanto en virtud
del Teorema3.21la función es de claseC 1 en su conjunto de definición.

3.5 Estudio en(0,0).

Continuidad: Como

| f (x,y)| ≤
∣∣∣∣x3 +x2y

x2

∣∣∣∣≤ |x|+ |y|= ‖(x,y)‖1, ∀(x,y) ∈ R2

deducimos quef es continua en(0,0).
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Derivabilidad: Es inmediato queD1 f (0,0) = 1 y D2 f (0,0) = 0, con lo que si

g(x,y) :=
f (x,y)−x
‖(x,y)‖2

=
x(xy−|y|)

(|y|+x2)
√

x2 +y2

se tiene que

g(x,x) =
x− |x|x√
2(1+ |x|)

que no tiene límite cuandox → 0. Hemos probado que la funciónf no es derivable en
(0,0).

Estudio en el eje de abscisas salvo el punto(0,0).

Consideremos el punto(a,0) cona 6= 0.

Continuidad: Como cociente de continuas con denominador distinto de cerof es con-
tinua en(a,0).

Derivabilidad:

f (a,y)− f (a,0)
y

= a
a− |y|y
a2 + |y|

que no tiene límite cuandoy→ 0. Así no existeD2 f (a,0) y en consecuenciaf no es
derivable en(a,0).

Estudio fuera del eje de abscisas.

La función es de claseC 1 pues tiene derivadas parciales continuas.

3.6 De

−1
2

(x2 +y2)≤−xy≤ 1
2
(x2 +y2) =⇒ 1

2
(x2 +y2)≤ x2−xy+y2≤ 3

2
(x2 +y2)

se tiene que

0≤ 2|xy|α

3(x2 +y2)
≤ f (x,y)≤ 2|xy|α

x2 +y2 ≤
(

x2 +y2

2

)α−1

Estudio en(0,0).

Continuidad: f es continua⇐⇒ 1 < α

1 < α =⇒ | f (x,y)| ≤
(

x2+y2

2

)α−1
→ 0 luego continua.

0 < α ≤ 1⇒ 1≤ f (x,x),∀x∈]0,1[ y por tanto no continua.

Derivabilidad: f es derivable⇐⇒ 3
2

< α

3
2

< α =⇒ | f (x,y)|√
x2 +y2

≤ (x2 +y2)
α−

3
2

2α−1 → 0, luego derivable.
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1 < α ≤ 3
2

=⇒ 1√
2
≤ f (x,x)√

2|x|
,∀x∈]0,1[ y por tanto no derivable.

También puede estudiarse la continuidad y derivabilidad mediante el paso a coordena-
das polares. ¡Hágase!.

Estudio en los ejes coordenados salvo el punto(0,0).

Continuidad: f es continua para cualquierα > 0.

El numerador es continuo, el denominador también y no se anula.

Derivabilidad: f es derivable⇔ 1 < α.

En efecto, por razones de simetría, basta estudiar la función en un punto de la forma
(a,0) cona 6= 0. Es claro queD1 f (a,0) = 0. Por otra parte

f (a,y)− f (a,0)
y

=
|a|α

a2−ay+y2

|y|α

y
(∗)

que tiende a cero cuandoy → 0 pues 1< α. Así D2 f (a,0) = 0. Se tiene que

0≤

∣∣∣∣∣ f (a+x,y)√
x2 +y2

∣∣∣∣∣≤ |a+x|α

|(a+x)2− (a+x)y+y2|
|y|α−1→ 0.

Para 0< α ≤ 1 la expresión(∗) no tiene límite, es decir no existeD2 f (a,0) y por tanto
la función f no es derivable en(a,0).

Estudio fuera de los ejes coordenados.

La función es de claseC 1 pues tiene derivadas parciales continuas.

3.7 Continuidad: f es continua en(0,0).

La funcióng(x,y) = 1−cosx cosy, ∀x,y∈R es claramente de claseC 1 enR2. Como
D1g(0,0) = D2g(0,0) = 0, se tiene

f es continua en(0,0)⇔ g es derivable en(0,0),

y por tantof es continua en(0,0).

Derivabilidad: f no es derivable en(0,0).

f (x,0)
x

=
1−cosx

x|x|
=

1−cosx
x2

x
|x|

que no tiene límite cuandox → 0 ya que el primer factor tiende a12 y el segundo no
tiene límite. Así no existeD1 f (0,0) y por tantof no es derivable en(0,0).

3.8 Es inmediato que para funciones reales de variable real equivalen las siguientes afirma-
ciones:

i) f es derivable ena.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 147

ii) Existenh : A→ R continua ena conh(a) = 0 y b∈ R:

f (x)− f (a)−b(x−a) = h(x)(x−a),∀x∈ A.

Se trata de probar que esta caracterización sigue siendo cierta para campos escalares
sustituyendo el producto de números reales por el producto escalar de vectores:

i) f es derivable ena.

ii) Existenh : A→ Rn continua ena conh(a) = 0 y b∈ Rn:

f (x)− f (a)− (b|x−a) = (h(x)|x−a),∀x∈ A.

i)⇒ ii) Por hipótesis exister : A → R continua ena conr(a) = 0 tal que:

f (x)− f (a)− (∇ f (a)|x−a) = r(x)‖x−a‖2, ∀x∈ A.

Es fácil probar queb = ∇ f (a) y la funciónh : A → Rn definida por

h(x) :=


r(x)(x−a)
‖x−a‖2

si x 6= a

0 six = a

cumple la afirmaciónii), pues para todox∈ A

(h(x)|x−a) = r(x)‖x−a‖2, ‖h(x)‖2 = |r(x)|.

ii)⇒ i) La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos asegura

| f (x)− f (a)− (b|x−a)|= |(h(x)|x−a)| ≤ ‖h(x)‖2‖x−a‖2

expresión que nos dice que la funciónf es derivable ena y que∇ f (a) = b.

3.9 Seaa∈ A. Consideremosr > 0 tal que‖x−a‖1 < r ⇒ x∈ A. Parax∈ RN con‖x−
a‖1 < r se tiene:

f (x)− f (a) = f (x1,x2, . . . ,xN)− f (x1,x2, . . . ,xN−1,aN)+

f (x1,x2, . . . ,xN−1,aN)− f (x1,x2, . . . ,xN−2,aN−1,aN)+

. . . . . . . . . . . . . +

f (x1,a2, . . . ,aN)− f (a1, . . . ,aN).

Si para algúni ∈ {1, . . . ,N} esxi = ai , entonces el correspondiente sumando es nulo.
En otro caso aplicando el teorema del valor medio podemos encontraryi entrexi y ai

tal que
f (a1, . . . ,ai−1,xi , . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai ,xi+1, . . . ,xN) =

Di f (a1, . . .ai−1,yi ,xi+1, . . . ,xN)(xi−ai).
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En consecuencia

| f (x)− f (a)| ≤M[|x1−a1|+ . . .+ |xN−aN|] = M‖x−a‖1,

dondeM es una cota de las derivadas parciales def .

Nota: Una tal funciónf es más que continua ena, sin embargo, no tiene por qué ser
derivable ena. Por ejemplo, el campo escalar definido enR2 por

f (x,y) =
xy√

x2 +y2
; f (0,0) = 0

tiene derivadas parciales acotadas y no es derivable enR2.

∂ f
∂x

(x,y) =
y√

x2 +y2
− x2y

(x2 +y2)
√

x2 +y2
=

y3

(x2 +y2)
√

x2 +y2

y en consecuencia ∣∣∣∣∂ f
∂x

(x,y)
∣∣∣∣≤ y2

(x2 +y2)
|y|√

x2 +y2
≤ 1.

La simetría def nos da también que
∣∣∣∂ f

∂y(x,y)
∣∣∣ ≤ 1. Por último como no existe límite

de xy
x2+y2 cuando(x,y) → (0,0), la función f no es derivable en(0,0).

3.10 (Condición suficiente de derivabilidad).

Sea f un campo escalar definido enA⊂ R2 tal queD1 f es continua en(a,b) ∈
◦
A y

existeD2 f (a,b). Seaε > 0 y tomemosδ > 0 tal que

‖(x,y)− (a,b)‖1 < δ ⇒


(x,y) ∈ A
∃D1 f (x,y)
|D1 f (x,y)−D1 f (a,b)|< ε

| f (a,y)− f (a,b)−D2 f (a,b)(y−b)| ≤ ε|y−b|

.

Para(x,y) ∈ R2 con 0< ‖(x,y)− (a,b)‖1 < δ , se tiene que

f (x,y)− f (a,b)−D1 f (a,b)(x−a)−D2 f (a,b)(y−b) =[
f (x,y)− f (a,y)−D1 f (a,b)(x−a)

]
+
[

f (a,y)− f (a,b)−D2 f (a,b)(y−b)
]
.

Si x= a el primer sumando es nulo. En otro caso consideremos la función del intervalo
I de extremosa y x enR definida por

σ : t → f (t,y)−D1 f (a,b)t.

El teorema del valor medio nos asegura que existec∈
◦
I tal que

σ(x)−σ(a) = σ
′(c)(b−a) = [D1 f (c,y)−D1 f (a,b)](x−a),
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y por tanto

| f (x,y)− f (a,y)−D1 f (a,b)(x−a)|= |D1 f (c,y)−D1 f (a,b)||x−a|< ε|x−a|,

donde se ha utilizado una de las condiciones impuestas aδ .

Utilizando la otra condición impuesta aδ se tiene que

| f (x,y)− f (a,b)−D1 f (a,b)(x−a)−D2 f (a,b)(y−b)| ≤

ε|x−a|+ ε|y−b|= ε‖(x,y)− (a,b)‖1,
lo que prueba la derivabilidad del campo escalarf en el punto(a,b).

CasoRN.

Sea f un campo escalar definido en A⊂ RN tal que D1 f , . . . ,DN−1 f sean continuas en

a∈
◦
A y exista DN f (a). Entonces f es derivable en a.

Demostración:

Seaε > 0. Tomemosδ > 0 tal que

‖x−a‖1 < δ ⇒


x∈ A
∃Di f (x), parai = 1, ...,N−1
|Di f (x)−Di f (a)|< ε parai = 1, ...,N−1
| f (a1, ...,aN−1,xN− f (a)−DN f (a)(xN−aN)| ≤ ε|xN−aN|

Seax∈ RN tal que 0< ‖x−a‖1 < δ . Escribiendo

f (x)− f (a)− (∇ f (a)|x−a) =
N

∑
i=1

[ f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN)−

−Di f (a)(xi−ai)] ,

basta probar que para cadai ∈ {1, . . . ,N}, se verifica

| f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN)−Di f (a)(xi−ai)| ≤

≤ ε|xi−ai |.
En efecto, parai = N es la última condición impuesta aδ . Seai = 1, . . . ,N−1. Sixi =
ai , la desigualdad es claramente cierta. Supuestoxi 6= ai , podemos aplicar el teorema
del valor medio para encontraryi entrexi y ai tal que

f (a1, . . . ,ai−1,xi ,xi+1, . . . ,xN)− f (a1, . . . ,ai−1,ai ,xi+1, . . . ,xN) =

Di f (a1, . . . ,ai−1,yi ,xi+1, . . . ,xN)(xi−ai),

de donde se deduce la desigualdad anunciada en sentido estricto a partir de las condi-
ciones impuestas aδ .

Nota: Es claro que el papel jugado porN lo puede jugar cualquier otro naturalm con
1≤m≤ N−1.
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3.11 Como

h(x) := ( f (x)|g(x)) =
3

∑
i=1

fi(x)gi(x)

se tiene que

h′(x) =
3

∑
i=1

[ f ′i (x)gi(x)+ fi(x)g′i(x)] = ( f ′(x)|g(x))+( f (x)|g′(x)).

Como

ϕ(x) := f (x)∧g(x) =

∣∣∣∣∣∣
i j k

f1(x) f2(x) f3(x)
g1(x) g2(x) g3(x)

∣∣∣∣∣∣
= ( f2(x)g3(x)− f3(x)g2(x),− f1(x)g3(x)+ f3(x)g1(x), f1(x)g2(x)− f2(x)g1(x))

se tiene que

ϕ
′(x) = ( f ′2(x)g3(x)+ f2(x)g′3(x)− f ′3(x)g2(x)− f3(x)g′2(x), .... , .... )

= ( f ′2(x)g3(x)− f ′3(x)g2(x),− f ′1(x)g3(x)+ f ′3(x)g1(x), f ′1(x)g2(x)− f ′2(x)g1(x))

+( f2(x)g′3(x)− f3(x)g′2(x),− f1(x)g′3(x)+ f3(x)g′1(x), f1(x)g′2(x)− f2(x)g′1(x))

=

∣∣∣∣∣∣
i j k

f ′1(x) f ′2(x) f ′3(x)
g1(x) g2(x) g3(x)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

i j k
f1(x) f2(x) f3(x)
g′1(x) g′2(x) g′3(x)

∣∣∣∣∣∣= f ′(x)∧g(x)+ f (x)∧g′(x).

3.12 Equivalen:

i) x∂ f
∂y(x,y)−y∂ f

∂x(x,y) = f (x,y), ∀(x,y) ∈ A.

ii) ∂h
∂ϑ

(ρ,ϑ) = h(ρ,ϑ), ∀(ρ,ϑ) ∈Ω.

La regla de la cadena para las derivadas parciales nos da

∂h
∂ϑ

(ρ,ϑ) =
∂ f
∂x

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)(−ρ senϑ)+
∂ f
∂y

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)(ρ cos ϑ)

es decir

∂h
∂ϑ

(ρ,ϑ) =−y
∂ f
∂x

(x,y)+x
∂ f
∂y

(x,y), si (x,y) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ)

de donde se obtienei)⇔ ii).

Es fácil comprobar que las soluciones deii) son de la forma

h(ρ,ϑ) = ϕ(ρ)eϑ , conϕ : R+→ R derivable

con lo que las soluciones dei) son de la forma

f (x,y) = f (ρ cos ϑ ,ρ senϑ) = h(ρ,ϑ) = ϕ(ρ)eϑ

y al estar en el primer cuadrante, concluimos que

f (x,y) = ϕ(
√

x2 +y2)exp
(

arctan
y
x

)
, conϕ : R+→ R derivable
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3.13 Las funciones homogéneas de grado uno derivables en 0 son lineales, y por tanto de
claseC 1.

Como f es derivable en 0, es continua en 0. Seax un vector no nulo, se tiene

f (0) = lim
t→0,t>0

f (tx) = lim
t→0,t>0

t f (x) = 0

con lo que, por ser derivable en 0, ha de ser

D f (0)(x) = f ′(0;x) = lim
t→0+

f (tx)− f (0)
t

= lim
t→0+

f (tx)
t

= lim
t→0+

t f (x)
t

= f (x).

Hemos probado quef = D f (0).

3.14 Teorema de Euler.

∃p∈ R : f (tx) = t p f (x),∀x∈ RN \{0},∀t ∈ R+ ⇔

⇔ D f (x)(x) = p f(x),∀x∈ RN \{0}

⇒] Parax∈ RN\{0} se tiene que

f (x+ tx)− f (x)
t

=
(1+ t)p−1

t
f (x) → p f(x), cuandot→ 0

(donde se ha usado la expresión de la derivada en el punto 1 de la función potencial),
es decir

D f (x)(x) = f ′(x;x) = p f(x),∀x∈ RN\{0}.

⇐] Fijadox∈ RN\{0}, definimosg : R+ → R porg(t) := f (tx)
t p , ∀t ∈ R+. La función

g es derivable pues, la regla de la cadena, nos asegura que la función real de variable
realϕ : t→ f (tx) es derivable con

ϕ
′(t) = D f (tx)(x),∀t ∈ R+

por lo que, para cualquiert deR+, tenemos

g′(t) =
t pD f (tx)(x)− ptp−1 f (tx)

t2p =
t p−1(D f (tx)(tx)− p f(tx))

t2p = 0

y al serR+ un intervalo deducimos queg es constante, así

g(t) = g(1) = f (x),∀t ∈ R+⇔ f (tx) = t p f (x),∀t ∈ R+.

La arbitrariedad dex concluye la demostración.
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3.15 Basta observar la igualdad de los siguientes pasos

lim
z→z0

f (z)− f (z0)
z−z0

= A+ iB

lim
z→z0

f (z)− f (z0)− (A+ iB)(z−z0)
z−z0

= 0

lim
z→z0

| f (z)− f (z0)− (A+ iB)(z−z0)|
|z−z0|

= 0

lim
x+iy→a+ib

| f (x+ iy)− f (a+ ib)− (A+ iB)((x−a)+ i(y−b))|
|x−a+ i(y−b)|

= 0

lim
(x,y)→(a,b)

‖ f (x,y)− f (a,b)− (A(x−a)−B(y−b),A(y−b)+B(x−a))‖2
‖(x−a,y−b)‖2

= 0

lim
(x,y)→(a,b)

∥∥∥∥∥ f (x,y)− f (a,b)−
[(

A −B
B A

)(
x−a
y−b

)]T
∥∥∥∥∥

2

‖(x−a,y−b)‖2
= 0

lim
(x,y)→(a,b)

f (x,y)− f (a,b)−D f (a,b)(x−a,y−b)
‖(x−a,y−b)‖2

= 0

3.16 [
f derivable,

n

∑
i, j=1

Di f j(x)hih j > 0,∀x∈ A,∀h∈ Rn\{0}

]
⇒ f es inyectiva.

Paraa,b∈ A, definimos la funcióng : [0,1] → R por

g(t) = ( f (a+ t(b−a))|b−a),∀t ∈ [0,1].

Razonando, por reducción al absurdo, sif (a) = f (b) para algunosb 6= a, se tendría

g(1)−g(0) = ( f (b)− f (a)|b−a) = 0

y el teorema del valor medio aseguraría que existeϑ ∈]0,1[:

0 = g′(ϑ) = (D f (a+ϑ(b−a))(b−a)|b−a)

lo que contradice la hipótesis, ya que

(D f (x)(h)|h) =
n

∑
i, j=1

Di f j(x)hih j > 0.
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3.17 Sabemos que cualquier norma no es derivable en el origen.

a) ‖·‖1
Estudio en los ejes coordenados.

‖.‖1 no es derivable en los ejes coordenados.

Consideremos un punto(a,0) cona 6= 0. Se tiene que

‖(a,y)‖1−‖(a,0)‖1
y

=
|y|
y

que no tiene límite cuandoy → 0. Es decir no existeD2‖·‖1(a,0) y en consecuencia
‖·‖1 no es derivable en(a,0). Análogamente‖·‖1 no es derivable en(0,b) conb 6= 0.

Estudio fuera de los ejes coordenados.

Consideremos un punto(a,b) conab 6= 0. Se tiene que

‖(x,b)‖1−‖(a,b)‖1
x−a

=
|x|− |a|
x−a

→ a
|a|

cuandox → a.

Es decirD1‖ · ‖1(a,b) = a
|a| . AnálogamenteD2‖ · ‖1(a,b) = b

|b| .

Resumiendo

∇‖ · ‖1(x,y) =
(

x
|x|

,
y
|y|

)
, ∀(x,y) ∈ R2\{(x,y) ∈ R2 : xy= 0}.

Al ser el gradiente continuo la función‖·‖1 es de claseC 1 en el conjunto considerado.

CasoRN.

Consideremos un puntoa = (a1, . . . ,aN)

Si∃k∈{1, ...,N} : ak = 0 entonces‖.‖1 no es derivable ena. En caso contrarioD‖.‖1(a)(x)=
∑N

k=1
ak
|ak| . Además la función‖·‖1 es de claseC 1 en el conjunto en cuestión.

b) ‖·‖2
Consideremos un punto(x,y) 6= (0,0). Utilizando las reglas de derivación se tiene que

∇‖.‖2(x,y) =

(
x√

x2 +y2
,

y√
x2 +y2

)
, ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}.

Al ser el gradiente continuo la función‖·‖1 es de claseC 1 en el conjunto considerado.

CasoRN.

Consideremos un puntoa = (a1, . . . ,aN) 6= (0, . . . ,0). Se tiene que

D‖.‖2(a)(x) =
(a|x)
‖a‖2

,
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que es una generalización de la derivada de| · |. Además la función‖·‖2 es de claseC 1

en el conjunto en cuestión.

c) ‖·‖∞

Estudio en las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un punto(a,b) con 0< |a| = |b|. Parax∈ R con 0< |x| < |a| se tiene
que

‖(a+x,b)‖∞−‖(a,b)‖∞
x

=
{ |a+x|−|a|

x si ax> 0
0 siax< 0

.

Como |a+x|−|a|
x → a

|a| cuandox → 0, concluimos que no existeD1‖·‖∞(a,b). Análo-
gamente no existeD2‖·‖∞(a,b). En consecuencia

‖.‖∞ no es derivable en las diagonales de los cuadrantes.

Estudio fuera de las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un punto(a,b) con 0< |a| < |b|. Parax∈ R con 0< |x| < |b|− |a|, se
tiene que

‖(a+x,b)‖∞−‖(a,b)‖∞
x

=
|b|− |b|

x
= 0

pues|a+x| ≤ |a|+ |x|< |b|, y paray∈ R con 0< |y|< |b|− |a| se tiene que

‖(a,b+y)‖∞−‖(a,b)‖∞
y

=
|b+y|− |b|

y
→ b
|b|

pues|b+y| ≥ |b|− |−y| > |a|. En consecuencia el gradiente de la función‖·‖∞ es el
que se anuncia. Análogamente para puntos de la forma 0< |b|< |a|. Por último como
el gradiente es continuo la función‖·‖∞ es de claseC 1 en el conjunto que se considera.

CasoRN.

Consideremos un puntoa = (a1, . . . ,aN). Si ∃k,q∈ {1, ...,N} : |ak|= |aq|= |a‖∞, en-
tonces‖.‖∞ no es derivable ena. Si∃1k∈{1, ...,N} : |ak|= ‖a‖∞ entoncesD‖.‖∞(a)(x)=
ak
|ak|xk. Además la función‖·‖∞ es de claseC 1 en el conjunto en cuestión.

3.18 i)⇒ ii) Por serf derivable ena, se tiene que

f ′(a;x) = D f (a)(x), ∀x∈ RN

con lo que existef ′(a; ·) y es lineal.

SeanB⊂RN acotado yM ∈R tal que‖x‖< M, ∀x∈B. Por serf derivable ena, existe
δ > 0 tal que

‖y−a‖< δ ⇒‖ f (y)− f (a)− f ′(a;y−a)‖<
ε

M
‖y−a‖.

Seax ∈ B\{0} y tomemos|t| < δ

M . Entonces el vectory = a+ tx verifica ‖y− a‖ =
|t|‖x‖< δ

M M, luego, en virtud de la desigualdad anterior se tiene

‖ f (a+ tx)− f (a)− f ′(a; tx)‖<
ε

M
|t|‖x‖< ε|t|,
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esto es ∥∥∥∥ f (a+ tx)− f (a)− t f ′(a;x)
t

∥∥∥∥< ε,

y por tanto ∥∥∥∥ f (a+ tx)− f (a)
t

− f ′(a;x)
∥∥∥∥< ε, ∀x∈ B.

ii)⇒ i) SeaT ∈ L (RN,RM) la función definida porT(x) = f ′(a;x), ∀x ∈ RN. Sea
x∈ A\{a}. Notamosh := x−a con lo queh 6= 0, y se tiene que

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

=
f (a+h)− f (a)−T(h)

‖h‖
=

f
(

a+‖h‖ h
‖h‖

)
− f (a)−‖h‖T

(
h
‖h‖

)
‖h‖

=
f
(

a+‖h‖ h
‖h‖

)
− f (a)

‖h‖
−T

(
h
‖h‖

)
=

f
(

a+‖h‖ h
‖h‖

)
− f (a)

‖h‖
− f ′

(
a;

h
‖h‖

)
→ 0 cuandoh→ 0

pues el límite es uniforme enS(RN). Hemos probado que

f (x)− f (a)−T(x−a)
‖x−a‖

→ 0 cuandox→ a

y por tantof es derivable ena conD f (a) = T.

3.19 En efecto, dada{tn} sucesión de]0,1[ convergente a cero, tómese la sucesión{un} en
la esfera unidad euclídea deR2 dada porun = (

√
1− t2

n, tn), y nótese que

f (a+ tnun)− f (a)
tn

=
t4
n(1− t2

n)3

t6
n + t4

n(1− t2
n)3 =

(1− t2
n)3

t2
n +(1− t2

n)3 → 1.

Alternativamente: Siu∈ SR2, entonces existeϑ ∈]−π,π] conu = (cosϑ ,senϑ). Sea

g(t,ϑ) :=
f (t(cosϑ ,senϑ))− f (0,0)

t
=

t3|t|cos6ϑ

(senϑ − t cos2ϑ)2 + t4cos6ϑ
.

Si el límite en 0 det 7→ f (tu)− f (0)
t

fuese uniforme enu∈ SR2, entonces,

∀ε > 0,∃δ > 0 : |t|< δ ⇒ |g(t,ϑ)| ≤ ε,∀ ϑ ∈]−π,π].

Por tanto, si{tn}→ 0, se tendría queg(tn,ϑn)→ 0 para cualquier sucesión{ϑn}.
En este caso se tiene que si{ϑn} → 0 y 0< ϑn < π

2 para cadan, entonces tomamos

tn =
senϑn

cos2ϑn
→ 0 y g(tn,ϑn) =

t4
n cos6ϑ

0+ t4
n cos6ϑn

= 1, para cada naturaln. Luego el límite

anterior no es uniforme enu∈ SR2.





Tema 4

Teorema del valor medio. Teoremas del
punto fijo de Banach y de Schauder.
Teorema de Picard-Lindelöf.

En la primera sección obtenemos una generalización del Teorema del valor medio real:

f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a) para convenientec∈]a,b[

a campos escalares

f (b)− f (a) = (∇ f (c)|b−a) para convenientec∈]a,b[.

Fijadas dos normas enRN yRM, probamos el importante resultado conocido como Teorema del valor medio
o Desigualdad de Lagrangepara campos vectoriales

‖ f (a)− f (b)‖ ≤ ‖b−a‖sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[},

donde se considera enL (RN,RM) la norma de operadores.
Finalmente para las normas euclídeas probamos también una práctica desigualdad para

campos vectoriales

‖ f (b)− f (a)‖2≤ ‖b−a‖2 sup

{√
∑
i, j

D j fi(x)2 : x∈]a,b[

}
,

que se puede recordar como que la norma de operadores se mayora por la “norma euclídea”
de la correspondiente matriz.

En la segunda sección definimos las funciones contractivascomo las funciones lipschit-
zianas de constante de Lipschitz menor que 1. Obtenemos el importantísimo resultado teórico-
práctico conocido como Teorema del punto fijo de Banachpara espacios métricos completos
(4.12) y deducimos de él el Teorema de Schauderpara campos vectoriales deRN en RN

(4.15).

Los Teoremas del valor medio y de Schauder serán herramientas fundamentales en la
demostración del Teorema de la función inversa.

157
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Dedicamos la última sección a demostrar otra importante consecuencia del Teorema del
punto fijo de Banach, el Teorema de Picard-Lindelöfsobre la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales (4.18).
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4.1. Teorema del valor medio.

Es conocido el siguiente importante resultado:

Teorema 4.1 (valor medio real).Sean a,b ∈ R con a 6= b y sea I el intervalo cerrado de

extremos a y b. Si f: I → R es una función continua en I y derivable en
◦
I , entonces existe

c∈
◦
I tal que

f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a).

Este teorema admite una generalización inmediata al caso de campos escalares definidos
enRN. Recordemos que sia y b son dos puntos distintos deRN, entonces los segmentos
cerrado y abierto de extremosa y b son respectivamente los conjuntos

[a,b] = {a+ t(b−a) : t ∈ [0,1]} y ]a,b[= {a+ t(b−a) : t ∈]0,1[}.

Teorema 4.2 (valor medio para campos escalares).Sean a,b∈ RN verificando que a6= b
y que[a,b] ⊂ A⊂ RN. Si f : A→ R es un campo escalar continuo en[a,b] y derivable en
]a,b[, entonces existe c∈]a,b[ tal que

f (b)− f (a) =
(
∇ f (c)|b−a

)
.

Demostración:
La prueba de este teorema consiste en aplicar el Teorema del valor medio real a la función

auxiliar σ : [0,1]→ R definida por

σ(t) = f (a+ t(b−a)).

Puesto queσ es la composición conf de la función de[0,1] enA definida por

t 7→ a+ t(b−a),

la regla de la cadena para funciones continuas nos permite afirmar queσ es continua en[0,1].
La nota 3.25 a) nos garantiza queσ es derivable en]0,1[ con

σ
′(t) = Dσ(t)(1) = D f (a+ t(b−a))(b−a) =

(
∇ f (a+ t(b−a))|b−a

)
.

Así, la funciónσ cumple las hipótesis del Teorema del valor medio real y, por tanto, existe
ϑ ∈]0,1[ tal que

f (b)− f (a) = σ(1)−σ(0) =
(
∇ f (a+θ(b−a))|b−a

)
.

Es usual que el puntoc que aparece en el enunciado del teorema anterior no se sepa cal-
cular. El siguiente corolario nos da una mayoración de la distancia entre los valores tomados
por un campo escalar en los extremos del segmento obtenida usando la desigualdad3.1.5.
No se debe olvidar que tal estimación es la responsable de la mayoría de las aplicaciones del
Teorema del valor medio real.
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Corolario 4.3. Sean a,b∈RN con a6= b tales que[a,b]⊂A⊂RN. Si f : A→R es un campo
escalar continuo en[a,b] y derivable en]a,b[, entonces

| f (b)− f (a)| ≤ ‖b−a‖sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}.

donde‖ · ‖ es una norma enRN y el supremo está tomado en[−∞,+∞].

Simples ejemplos de funciones con valores enR2 prueban que no es posible la extensión
literal del Teorema del valor medio real a campos vectoriales. He aquí uno de ellos.

Ejemplo 4.4. Seaf : R→ R2 el campo vectorial dado por

f (x) = (cosx,senx).

Es claro quef es continuo en[0,2π] y derivable en]0,2π[ con

f ′(x) = (−senx,cosx) 6= (0,0), ∀x∈]0,2π[.

Se tiene pues parax∈]0,2π[ que

(0,0) = f (2π)− f (0) 6= 2π f ′(x).

Nuestro próximo objetivo es probar que el corolario anterior sí puede extenderse a campos
vectoriales. Esta extensión es la que se conoce como Teorema del valor medio, y también
como Fórmula del incremento finitoo Desigualdad de Lagrange.

Teorema 4.5 (valor medio). Sean a,b ∈ RN verificando que a6= b y que
[a,b] ⊂ A ⊂ RN. Si f : A→ RM es un campo vectorial continuo en[a,b] y derivable en
]a,b[, entonces

‖ f (b)− f (a)‖ ≤ ‖b−a‖sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}.

Demostración:
Si el conjunto

{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}

no está mayorado, no hay nada que probar. En otro caso sea

M := sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}.

Consideremos, como en la prueba del Teorema4.2, la función auxiliarσ : [0,1]→ RM

definida por
σ(t) := f (a+ t(b−a)).

Sabemos queσ es continua en[0,1] y derivable en]0,1[ con (ver Nota 3.25 a))

σ
′(t) = D f (a+ t(b−a))(b−a), ∀t ∈]0,1[,
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y por tanto

‖σ ′(t)‖ ≤ ‖D f (a+ t(b−a)‖‖b−a‖ ≤M‖b−a‖, ∀t ∈]0,1[.

Puesto que
‖ f (b)− f (a)‖= ‖σ(1)−σ(0)‖,

el teorema estará probado si comprobamos que

‖σ(1)−σ(0)‖ ≤M‖b−a‖.

La prueba de dicha desigualdad es consecuencia inmediata del siguiente resultado técnico
que tiene importancia en sí mismo.

Proposición 4.6.Seanσ : [0,1]→ RM y g : [0,1]→ R funciones continuas en[0,1], deriva-
bles en]0,1[ y que verifican

‖σ ′(t)‖ ≤ g′(t), ∀t ∈]0,1[.

Entonces
‖σ(1)−σ(0)‖ ≤ g(1)−g(0).

Demostración:
Probaremos que para cadaε > 0 se verifica

‖σ(1)−σ(0)‖ ≤ g(1)−g(0)+2ε,

resultado del que se sigue el enunciado dada la arbitrariedad deε.
Fijemosε > 0 y consideremos el conjunto

A := {t ∈ [0,1] : ‖σ(t)−σ(0)‖< g(t)−g(0)+ εt + ε}.

Es claro que 0∈ A. Seaa := sup(A). De la continuidad deσ y g se deduce inmediatamente
que

(4.1.1) ‖σ(a)−σ(0)‖ ≤ g(a)−g(0)+ εa+ ε,

y queA es un abierto relativo de[0,1] y por tanto 0< a. Veamos quea= 1 y en consecuencia

‖σ(1)−σ(0)‖ ≤ g(1)−g(0)+2ε,

como se pretende demostrar.
La prueba de quea = 1 la haremos por reducción al absurdo. Supongamos por tanto que

a < 1 y veamos que entonces existes> 0 tal quea+ s∈ A, en contra del hecho de sera el
supremo deA. En efecto, de la derivabilidad deσ y g en a, podemos tomars > 0 tal que
a+s< 1 y

(4.1.2)
‖σ(a+s)−σ(a)−sσ ′(a)‖

s
<

ε

2
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y

(4.1.3)
|g(a+s)−g(a)−sg′(a)|

s
<

ε

2
.

Se tiene que

‖σ(a+s)−σ(0)‖= ‖σ(a+s)−σ(a)−sσ
′(a)+sσ

′(a)+σ(a)−σ(0)‖ ≤

‖σ(a+s)−σ(a)−sσ
′(a)‖+s‖σ ′(a)‖+‖σ(a)−σ(0)‖<

ε

2
s+sg′(a)+g(a)−g(0)+ εa+ ε =

(donde hemos utilizado4.1.2, la desigualdad de la hipótesis y4.1.1)

=
ε

2
s+
(

sg′(a)−g(a+s)+g(a)
)

+g(a+s)−g(0)+ εa+ ε <

ε

2
s+

ε

2
s+g(a+s)−g(0)+ εa+ ε = g(a+s)−g(0)+ ε(a+s)+ ε.

(donde se ha utilizado4.1.3)
Así a+s∈ A lo que concluye la demostración.

Fin de la demostración del teorema:
Cosideremos la funcióng : [0,1]→ R definida por

g(t) := M‖b−a‖t,

la Proposición4.6nos asegura que‖σ(1)−σ(0)‖≤ g(1)−g(0), o equivalentemente‖ f (b)−
f (a)‖ ≤M‖b−a‖, es decir

‖ f (b)− f (a)‖ ≤ ‖b−a‖sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}.

El Teorema del valor medio será aplicado reiteradas veces a lo largo de este curso. Basta
como botón de muestra los siguientes resultados que generalizan los correspondientes para
funciones reales de variable real (hemos comentado que la desigualdad del Corolario 4.3 es
la responsable de la mayoría de las aplicaciones).

Corolario 4.7. Sean A un abierto convexo deRN y f : A→RM un campo vectorial derivable
verificando que existe un número real M tal que

‖D f (x)‖ ≤M, ∀x∈ A,

entonces f es lipschitziano con constante de Lipschitz≤M.
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Demostración:
Dadosx,y ∈ A , veamos que‖ f (y)− f (x)‖ ≤ M‖y− x‖. Ello es claro six = y. En otro

caso el Teorema del valor medio aplicado af en el segmento[x,y]⊂ A nos da que

‖ f (y)− f (x)‖ ≤ ‖y−x‖sup{‖D f (z)‖ : z∈]x,y[}

y el resultado se sigue sin más que aplicar la hipótesis.

Corolario 4.8. Sean A un abierto conexo deRN y f : A→ RM un campo vectorial derivable
verificando que

D f (x) = 0, ∀x∈ A,

entonces f es constante.

Demostración:
Seaa un punto deA y definamos

B := {x∈ A : f (x) = f (a)}.

B es un cerrado relativo (f es continua) y no es vacío (a ∈ B). Veamos queB es abierto.
Fijemosb∈ B y tomemosρ > 0 tal queB(b,ρ)⊂ A. Al serB(b,ρ) un convexo el corolario
anterior nos dice que la restricción def a B(b,ρ) es constante, es decirB(b,ρ)⊂ B. Hemos
probado queB es un conjunto abierto. Al serA conexo no queda más remedio que serB = A,
es decir,f es constante.

Aunque el Teorema de valor medio es, como se acaba de comprobar, una valiosa herra-
mienta teórica, si recordamos que fijadas dos normas enRN y RM es

‖D f (a)‖ := max{‖D f (a)(x)‖ : ‖x‖= 1},

concluimos que la aplicación prácticade dicho teorema no es fácil (piénsese que en el Teore-
ma4.5intervienen tres normas: una enRN, otra enRM y la correspondiente enL (RN,RM))

Terminamos esta sección obteniendo una versión prácticadel Teorema del valor medio
cuando se consideran las normas euclídeas enRN y RM cuya prueba consiste en obtener una
mayoración calculablede la norma de operadores (la “norma euclídea” de la matriz asociada).

Corolario 4.9 (Teorema práctico del valor medio).Sean a,b ∈ RN con a 6= b tales que
[a,b]⊂ A⊂RN. Si f : A→RM es un campo vectorial continuo en[a,b] y derivable en]a,b[,
entonces

‖ f (b)− f (a)‖2≤ ‖b−a‖2 sup

{√
∑
i, j

D j fi(x)2 : x∈]a,b[

}
.
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Demostración:
Para cadax∈]a,b[ se tiene

‖D f (x)‖ := max{‖D f (x)(y)‖2 : ‖y‖2 = 1}=

max

{√
M

∑
i=1

(
∇ fi(x)|y

)2
: ‖y‖2 = 1

}
≤

√
M

∑
i=1
‖∇ fi(x)‖22 =

√
∑
i, j

D j fi(x)2 ,

donde se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
El corolario es ahora una consecuencia inmediata del Teorema4.5.

Usamos en un ejemplo concreto el resultado que acabamos de probar.

Ejemplo 4.10. Probar que el campo vectorialf : R2−→ R2 definido por

f (x,y) =
(

sen(x+y),
√

1+x2 +y2
)

((x,y) ∈ R2)

es lipschitziana con constante de Lipschitz menor o igual que
√

3.

Para cada(x,y) ∈ R2 se tiene que

Jf (x,y) =

(
cos(x+y) cos(x+y)

x√
1+x2+y2

y√
1+x2+y2

)
,

y, en consecuencia,

∑
i, j

D j fi(x)2 = 2 cos2(x+y)+
x2 +y2

1+x2 +y2 ≤ 3.

El enunciado se deduce del Corolario4.9.
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4.2. Teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder.

El principio de contracción de Banach está basado en un proceso iterativo que permite
obtener aproximaciones hacia un punto fijo cada vez mejores, incluso se puede saber el nú-
mero de iteraciones suficientes para obtener una aproximación del punto fijo con un cierto
margen de error.

Definición 4.11 (función contractiva).Sean(E,d) y (F,ρ) espacios métricos. Una función
f : E→ F es contractivasi ∃α ∈ [0,1[ tal que

ρ( f (x), f (y))≤ α d(x,y), ∀x,y∈ E.

Es decir, las funciones contractivas son las funciones lipschitzianas cuya constante de
Lipschitz es menor que 1.

Teorema 4.12 (punto fijo de Banach).Sea(E,d) un espacio métrico completo y sea f:
E→ E una función contractiva. Entonces existe un único punto a de E fijo por f , es decir tal
que f(a) = a.

De hecho, dado a0 en E, la sucesión{an} definida mediante la expresión

an+1 := f (an), ∀n∈ N∪{0},

verifica
{d(a,an)}↘ 0.

Además si0≤ α < 1 es tal que

(4.2.1) d( f (x), f (y))≤ α d(x,y), ∀x,y∈ E,

entonces para cada n∈ N se verifica la desigualdad:

d(an,a)≤ αn

1−α
d(a1,a0).

Demostración:

Unicidad: Supongamos quea,b ∈ E son tales quef (a) = a y f (b) = b, se tiene que
d(a,b) = d( f (a), f (b)) ≤ α d(a,b) y por tanto 0≤ (1−α)d(a,b) ≤ 0. De donde se sigue
quea = b. Hemos probado que no puede haber más de un punto fijo.

Existencia: Seaa0 ∈ E. Paran≥ 0, definimosan+1 := f (an). La sucesión{an} así obte-
nida es de Cauchy. En efecto, veamos que para cada naturaln, se verifica la siguiente des-
igualdad:

d(an+1,an)≤ α
n d(a1,a0).

La desigualdad es obvia paran = 1 por serf contractiva. Supongamos que se verifica paran
y probémosla paran+1. Se tiene

d(an+2,an+1) = d( f (an+1), f (an))≤ α d(an+1,an)≤ α
n+1 d(a1,a0)



166 4. Teoremas del valor medio y del punto fijo de Banach.

donde se ha tenido en cuenta la definición de la sucesión{an} y se ha utilizado que la función
f es contractiva verificando4.2.1.

Ahora paran,h∈ N se tiene:

d(an+h,an)≤ d(an+h,an+h−1)+d(an+h−1,an+h−2)+ · · ·+d(an+1,an)≤(
α

n+h−1 +α
n+h−2 + · · ·+α

n)d(a1,a0) =
αn−αn+h

1−α
d(a1,a0)≤

αn

1−α
d(a1,a0).

De la anterior expresión se sigue que la sucesión{an} es de Cauchy, y por tanto, en virtud de
la complitud deE, convergente. Seaa el límite de{an}. La continuidad de la funciónf nos
permite deducir que

a = lim an = lim an+1 = lim f (an) = f (lim an) = f (a).

Tomando límite enh en la expresión

d(an+h,an)≤
αn

1−α
d(a1,a0),

la continuidad de la aplicación distancia nos permite obtener que

d(a,an)≤
αn

1−α
d(a1,a0), ∀n∈ N.

Por último para todo naturaln se tiene que

d(a,an+1) = d( f (a), f (an))≤ α d(a,an).

Corolario 4.13. Sean E un espacio métrico completo y sea f: E→ E una aplicación. Su-
pongamos que existe n∈ N tal que fn es contractiva. Entonces f tiene un único punto fijo.

Demostración:

El Teorema del punto fijo de Banach (4.12) nos asegura quef n tiene un único punto fijo
a∈ E. Veamos quea es también punto fijo def . En efecto

f n(a) = a⇒ f n( f (a)
)

= f
(

f n(a)
)

= f (a)⇒ f (a) = a,

donde se ha utilizado que la funciónf n tiene un único punto fijo.
Como cada punto fijo def , también es punto fijo def n, entonces,a es el único punto fijo

de f .

Ejemplo 4.14. Seaf : R2→ R2 el campo vectorial definido por

f (x,y) =
(

sen(x+y),
√

1+x2 +y2
)
.

Probar que existe un únicop∈ R2 tal que f (p) = 2p.
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El ejemplo 4.10 nos asegura que la función
f
2

es contractiva. Para obtener el resultado

basta aplicar el Teorema4.12a dicha función.

El siguiente resultado, consecuencia del Teorema4.12, será una pieza fundamental en la
demostración del teorema de la función inversa.

Teorema 4.15 (Schauder).Sean U⊂ RN abierto yϕ : U → RN una función contractiva. Si
f := iU −ϕ (donde iU es la aplicación inclusión de U enRN), entonces se verifica:

i) f (U) es un abierto deRN.

ii) f es un homeomorfismo (biyección bicontinua) de U sobre f(U) (de hecho, f y f−1

son lipschitzianas).

iii) Si además U= RN, entonces f es un homeomorfismo deRN sobre sí mismo.

La afirmación primera, que es la verdadera aportación de Schauder, es un punto crucial en
la demostración del Teorema de la función inversa. Por razones didácticas conviene empezar
demostrando la siguiente normalización de4.15.

Lema 4.16 (versión normalizada del Teorema de Schauder).Sean D la bola unidad abier-
ta deRN, ϕ : D→ RN una función contractiva yα ∈ [0,1[ tal que

‖ϕ(y)−ϕ(x)‖ ≤ α ‖y−x‖, ∀x,y∈ D.

Supongamos además queϕ(0) = 0. Entonces si f:= iD−ϕ (donde iD es la aplicación inclu-
sión de D enRN) se verifica:

B(0,1−α)⊂ f (D).

Demostración:
Seay∈ B(0,1−α). Consideremos la función auxiliarg : D→ RN definida por

g(x) := y+ϕ(x).

Fijemosρ tal que
‖y‖

1−α
< ρ < 1, y veamos queB(0,ρ) es invariante porg. Para cadaz de

B(0,ρ) se tiene

‖g(z)‖ ≤ ‖g(z)−g(0)‖+‖g(0)‖ ≤ α‖z−0‖+‖y‖ ≤ αρ +(1−α)ρ = ρ.

Aplicando el Teorema del punto fijo de Banach (4.12) a la función contractivag en el espacio
métrico completoB(0,ρ) (cerrado de un completo) obtenemos

∃!x∈ B(0,ρ) tal quex = g(x) , es decirx = y+ϕ(x).

Equivalentementey= x−ϕ(x), es deciry= f (x). ComoB(0,ρ)⊂D, se sigue quey∈ f (D).
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Nota: El anterior lema no se puede mejorar, es decir el radio de la bola de centro 0 contenida
en f (D) es óptimo. En efecto: la aplicaciónϕ : D→RN definida porϕ(x) := αxes contractiva
de razónα y la función f asociada es tal que

f (D) = {x−ϕ(x) : x∈ D}= {(1−α)x : x∈ D}= B(0,1−α).

Demostración del Teorema de Schauder:

i) Dadoa∈U , tomemosr > 0 tal queB(a, r)⊂U . Probemos que siα es la constante de
Lipschitz deϕ se tiene que

B( f (a),(1−α)r)⊂ f (B(a, r)).

Consideremos la funciónϕ : D→ RN definida por

ϕ(x) :=
1
r

(
ϕ(a+ rx)−ϕ(a)

)
.

Claramenteϕ(0) = 0. Veamos que la aplicaciónϕ es también contractiva con constante
de Lipschitz menor o igual queα. Para cualesquierax1,x2 ∈ D se tiene

‖ϕ(x1)−ϕ(x2)‖=
1
r
‖ϕ(a+ rx1)−ϕ(a+ rx2)‖ ≤

α

r
‖(a+ rx1)− (a+ rx2)‖= α‖x1−x2‖.

Aplicando el Lema4.16, si f := iD−ϕ, entonces

(4.2.2) B(0,1−α)⊂ f (D).

Puesto que es inmediato comprobar que

f (x) =
1
r

(
f (a+ rx)− f (a)

)
, ∀x∈ D,

se sigue que

f (D) =
1
r

(
f (a+ rD)− f (a)

)
=

1
r

(
f (a+B(0, r))− f (a)

)
=

1
r

(
f (B(a, r))− f (a)

)
,

y por tanto, teniendo en cuenta la inclusión anterior (4.2.2), se tiene que

B(0,1−α)⊂ 1
r

(
f (B(a, r))− f (a)

)
,

lo que implicaf (a)+ r B(0,1−α)⊂ f (B(a, r)), es decir

B( f (a),(1−α)r)⊂ f (B(a, r)).

Hemos probado que siB(a, r) ⊂U , entoncesB( f (a),(1−α)r) ⊂ f (U) y, por tanto,
f (U) es abierto.
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ii) Comencemos comprobando quef es lipschitziana. Parau,v∈U se tiene

‖ f (u)− f (v)‖= ‖u−ϕ(u)− (v−ϕ(v))‖= ‖u−v− (ϕ(u)−ϕ(v))‖ ≤

‖u−v‖+‖ϕ(u)−ϕ(v)‖ ≤ (1+α)‖u−v‖.

También parau,v∈U se tiene

‖ f (u)− f (v)‖= ‖u−ϕ(u)− (v−ϕ(v))‖ ≥

‖u−v‖−‖ϕ(u)−ϕ(v)‖ ≥ (1−α)‖u−v‖,

lo que prueba quef es inyectiva y también quef−1 : f (U)→ RN es lipschitziana:

‖ f−1( f (u))− f−1( f (v))‖= ‖u−v‖ ≤ 1
1−α

‖ f (u)− f (v)‖, ∀u,v∈U.

En consecuenciaf es un homeomorfismo deU sobref (U).

iii) Sólo falta probar quef es sobreyectiva, lo que es una consecuencia inmediata de lo
probado en i) pues al serB(0, r)⊂ RN, ∀r > 0 se sigue que

B( f (0),(1−α)r)⊂ f (RN), ∀r > 0

y, por tanto,f (RN) = RN.

Notas:

Aunqueii)⇒ i) en virtud del siguiente resultado:

Teorema 4.17 (Brouwer de invarianza del dominio).Si U es un abierto deRN y f :U→RN

es un homeomorfismo de U sobre f(U), entonces f(U) es abierto enRN.

La demostración de éste, que puede verse en [HoYo, Teorema 6-53], es más complicada que
la prueba de i).

De i) y ii) se deduce que la aplicaciónf esabierta(aplica abiertos en abiertos). En efecto,
si O ⊂ U es abierto, entoncesf (O) = ( f−1)−1(O) es un abierto relativo def (U), luego
abierto deRN.

Por otra parte en iii) se puede probar la sobreyectividad def directamente del Teorema
4.12. En efecto: dadoy∈ RN, consideremos la aplicación auxiliarg : RN→ RN definida por
g(x) := y+ϕ(x), que es también contractiva. Aplicando el Teorema4.12a g obtenemos que
existe un (único)x∈ RN tal quex = g(x), es decir,y = f (x).
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4.3. Teorema de Picard-Lindelöf.

Teorema 4.18 (Picard-Lindelöf). Sean a,b números reales con a< b y sea
f : [a,b]×R→ R una función continua. Supongamos que además∃M ≥ 0 tal que

| f (t,x)− f (t,y)| ≤ M|x−y|, ∀t ∈ [a,b], ∀x,y∈ R

( f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una única
Φ ∈ C 1[a,b] tal que

Φ(a) = 0 y Φ′(t) = f (t,Φ(t)), ∀t ∈ [a,b].

Demostración:
SeaF : C [a,b]→ C [a,b] el operador dado por

(4.3.1) F(ϕ)(t) :=
∫ t

a
f (s,ϕ(s))ds, ∀ϕ ∈ C [a,b], ∀t ∈ [a,b].

F está bien definido y probaremos por inducción que se verifica para cadan ∈ N la si-
guiente desigualdad:

(4.3.2) |Fn(ϕ)(t)−Fn(ψ)(t)| ≤ Mn

n!
(t−a)n‖ϕ−ψ‖∞, ∀ϕ,ψ ∈ C [a,b], ∀t ∈ [a,b].

Paran = 1 se tiene para cadaϕ,ψ ∈ C [a,b] y para cadat ∈ [a,b] que

|F(ϕ)(t)−F(ψ)(t)|=
∣∣∣∫ t

a
f (s,ϕ(s))ds−

∫ t

a
f (s,ψ(s))ds

∣∣∣≤
∫ t

a

∣∣∣ f (s,ϕ(s))− f (s,ψ(s))
∣∣∣ds≤

∫ t

a
M|ϕ(s)−ψ(s)|ds≤M‖ϕ−ψ‖∞(t−a),

y la desigualdad4.3.2es cierta paran = 1.
Supongamos dicha desigualdad cierta paran, entonces para cadaϕ,ψ ∈ C [a,b] y para

cadat ∈ [a,b] se tiene que

|Fn+1(ϕ)(t)−Fn+1(ψ)(t)|= |F(Fn(ϕ))(t))−F(Fn(ψ))(t))|=∣∣∣∫ t

a
f (s,Fn(ϕ)(s))ds−

∫ t

a
f (s,Fn(ψ)(s))ds

∣∣∣≤∫ t

a
| f (s,Fn(ϕ)(s))− f (s,Fn(ψ)(s))|ds≤

∫ t

a
M|Fn(ϕ)(s)−Fn(ψ)(s)|ds

donde hemos utilizado la desigualdad de la hipótesis y la monotonía de la integral. Así, en
virtud de la hipótesis de inducción, tenemos

|Fn+1(ϕ)(t)−Fn+1(ψ)(t)| ≤
∫ t

a
M

1
n!

Mn‖ϕ−ψ‖∞(s−a)nds=

Mn+1

n!
‖ϕ−ψ‖∞

(t−a)n+1

n+1
=

Mn+1

(n+1)!
‖ϕ−ψ‖∞(t−a)n+1,
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esto es, se verifica la desigualdad (4.3.2) paran+1.
Ahora bien, (4.3.2) nos asegura que

‖Fn(ϕ)−Fn(ψ)‖∞ ≤
(M(b−a))n

n!
‖ϕ−ψ‖∞, ∀ϕ,ψ ∈ C [a,b], ∀n∈ N

y teniendo en cuenta que
(
C [a,b],‖ · ‖∞

)
es un espacio de Banach (véase Ejercicio 2.3), que

la sucesión

{
(M(b−a))n

n!

}
converge a cero y el Corolario4.13obtenemos que existe una

única funciónΦ ∈ C [a,b] tal queF(Φ) = Φ. Luego teniendo en cuenta la definición (4.3.1)
concluimos que

Φ(t) =
∫ t

a
f (s,Φ(s))ds, ∀t ∈ [a,b].

Así Φ ∈ C 1[a,b] y se verifica

Φ(a) = 0 y Φ′(t) = f (t,Φ(t)), ∀t ∈ [a,b],

donde se ha utilizado el Teorema fundamental del cálculo para la integral de Riemann.

Para más información sobre esta sección se puede consultar [Guz, Capítulo 4].
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4.4. Referencias recomendadas.

[Guz], [MaHo], [HoYo].
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4.5. Resumen del resultados del Tema 4

Teorema del valor medio para campos escalares. Sean a,b∈RN verificando que a 6= b
y que [a,b] ⊂ A⊂ RN. Si f : A→ R es un campo escalar continuo en [a,b] y derivable en
]a,b[, entonces existe c∈]a,b[ tal que

f (b)− f (a) =
(
∇ f (c)|b−a

)
.

Proposición. Sean σ : [0,1]→RM y g : [0,1]→R funciones continuas en [0,1], derivables
en ]0,1[ y que verifican

‖σ ′(t)‖ ≤ g′(t), ∀t ∈]0,1[.

Entonces
‖σ(1)−σ(0)‖ ≤ g(1)−g(0).

Teorema del valor medio. Sean a,b∈RN tal que a 6= b y que [a,b]⊂A⊂RN. Si f : A→
RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en ]a,b[, entonces

‖ f (b)− f (a)‖ ≤ ‖b−a‖sup{‖D f (x)‖ : x∈]a,b[}.

Teorema práctico del valor medio. Sean a,b∈ RN verificando que a 6= b y que [a,b]⊂
A⊂RN. Si f : A→RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en ]a,b[, entonces

‖ f (b)− f (a)‖2≤ ‖b−a‖2 sup

{√
∑
i, j

D j fi(x)2 : x∈]a,b[

}
.

Definición. Sean (E,d) y (F,ρ) espacios métricos. Una función f : E→ F es contractiva
si ∃α ∈ [0,1[ tal que

ρ( f (x), f (y))≤ α d(x,y), ∀x,y∈ E.

Teorema del punto fijo de Banach. Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea f :
E→ E una función contractiva. Entonces existe un único punto a de E fijo por f , es decir tal
que f (a) = a. De hecho, dado a0 en E, la sucesión {an} definida mediante la expresión

an+1 := f (an), ∀n∈ N∪{0},

verifica
{d(a,an)}↘ 0.
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Además si 0≤ α < 1 es tal que

d( f (x), f (y))≤ α d(x,y), ∀x,y∈ E,

entonces para cada n∈ N se verifica la desigualdad:

d(an,a)≤ αn

1−α
d(a1,a0).

Teorema de Schauder. Sean U ⊂ RN abierto y ϕ : U → RN una función contractiva. Si
f := iU −ϕ (donde iU es la aplicación inclusión de U en RN), entonces se verifica:

i) f (U) es un abierto de RN.

ii) f es un homeomorfismo (biyección bicontinua) de U sobre f (U) (de hecho f es bilips-
chitziana).

iii) Si además U = RN, entonces f es un homeomorfismo de RN sobre sí mismo.

Teorema de Picard-Lindelöf. Sean a,b ∈ R con a < b y sea f : [a,b]×R→ R una
función continua. Supongamos que además ∃M ≥ 0 tal que

| f (t,x)− f (t,y)| ≤ M|x−y|, ∀t ∈ [a,b], ∀x,y∈ R

( f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una única función
Φ ∈ C 1[a,b] tal que

Φ(a) = 0 y Φ′(t) = f (t,Φ(t)), ∀t ∈ [a,b].
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4.6. Ejercicios del Tema 4

4.1 SeanA⊂RN abierto conexo yf : A−→RM un campo vectorial con derivada constante.
Probar quef es la restricción aA de una función afín deRN enRM.
Indicación:Considerar el campo vectorialg : A−→ RM definido por

g(x) := f (x)−D f (a)(x) para convenientea∈ A.

4.2 Probar que la ecuaciónx = arctgx+1 tiene una única solución y aproximarla hasta las
milésimas.
Indicación:Considerar la función

f (x) := arctgx+1, ∀x∈ [1,+∞[ .

4.3 SeaA⊂RN un abierto convexo y seaf : A−→A una aplicación continua. Supongamos
que f es derivable enA y que

Sup
{
∑
i, j

Di f j(x)2 : x∈ A
}

< 1.

Probar quef tiene un único punto fijo enA .
Indicación:Utilizar el Corolario4.9.

4.4 Probar que(0,0) es la única solución en el conjuntoC del sistema de ecuaciones que
se indica, dondeC es el conjunto dado por

C := {(x,y) ∈ R2 : |x|, |y| ≤ 1}

y el sistema de ecuaciones viene dado por{
senx seny = 2x
x2 +y2 = 4y

Indicación:Aplicar el Teorema del punto fijo de Banach (4.12) al campo vectorial
f : C−→ R2 dado por

f (x,y) =
(

senx seny
2

,
x2 +y2

4

)
,

considerando enR2 la norma euclídea.
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4.5 Seaf : R2−→ R2 el campo vectorial definido por

f (x,y) = (1+senx,arctgy).

Probar que existe un únicop∈ R2 tal que f (p) = 2p.
Indicación:Ver Ejemplo 4.13.

4.6 Seaf : B(0,1)⊂ RN −→ RM un campo vectorial continuo. Supongamos quef (0) = 0
y que f es derivable enB(0,1) con‖D f (x)‖ ≤ ‖ f (x)‖, ∀x∈ B(0,1). Probar que

f (x) = 0, ∀x∈ B(0,1).

Indicación:Utilizar el Teorema del valor medio para probar que

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖ Sup{‖ f (y)‖ : y∈ [0,x]}.

Utilizar ahora la propiedad de compacidad para probar la existencia dey1 ∈ [0,x] tal
que

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖ ‖ f (y1)‖.

Iterar el proceso.

4.7 * Seaf : A⊂ RN −→ RN un campo vectorial de claseC 1 ena∈ A. Probar que:

i)

∀ε > 0, ∃δ > 0 :

{
B(a,δ )⊂ A y f es derivable enB(a,δ )
x,y∈ B(a,δ )⇒‖ f (x)− f (y)−D f (a)(x−y)‖ ≤ ε‖x−y‖

ii) Si además, suponemos queD f (a) es un isomorfismo topológico enRN, pruébese
que existeρ > 0 tal queB(a,ρ) ⊂ A y f es un homeomorfismo deB(a,ρ) sobre
su imagen.

4.8 * SeanA ⊂ RN abierto, f : A→ RM un campo vectorial de claseC 1 y K ⊂ A un
compacto. Probar que:

∀ε > 0, ∃δ > 0 :

{
{x∈ RN : dist(x,K) < δ} ⊂ A
‖h‖< δ ⇒‖ f (x+h)− f (x)−D f (x)(h)‖ ≤ ε‖h‖, ∀x∈ K

( f es uniformementederivable enK).

Indicación:Úsese el axioma de Heine-Borel para conseguir la primera condición. Des-
pués, el Teorema de Heine, para conseguir continuidad uniforme de la diferencial en un
compacto deA que contenga aK. Finalmente, basta usar el Teorema del valor medio
como en la parte i) del Ejercicio4.7.
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4.9 * Sea(E,d) un espacio métrico completo y seaf : E −→ E una aplicación. Suponga-
mos que existe una serie convergente de números reales∑n≥1αn tal que

d
(

f n(x), f n(y)
)
≤ αn d(x,y), ∀x,y∈ E, ∀n∈ N.

Entoncesf tiene un único punto fijo. De hecho six0 es cualquier punto deE, la sucesión
{ f n(x0)} converge a dicho punto.
Indicación:Utilizar la misma argumentación que en la demostración del Teorema del
punto fijo de Banach cambiando la sucesión{αn} que allí aparece por la sucesión
{αn}.
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4.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 4.

4.1 Fijemosa∈ A. El campo vectorialg : A−→ RM dado por

g(x) := f (x)−D f (a)(x)

es derivable con derivadaDg(x) = D f (x)−D f (a) = 0. El Corolario4.8 nos asegura
queg es constante. Así

f = b+D f (a)|A para convenienteb∈ RM,

es decir,
f (x) = f (a)+D f (a)(x−a), ∀x∈ A.

4.2 El espacio métrico
(
[1,+∞[, | · |

)
es completo (cerrado de un completo). Es inmediato

que f ([1,+∞[)⊂ ([1,+∞[). Como

f ′(x) =
1

1+x2 , ∀x∈ ([1,+∞[,

se sigue del Teorema del valor medio real que[
x,y∈ [1,+∞[

]
⇒ | f (x)− f (y)|= | f ′(θ)||x−y|= 1

1+θ 2 |x−y|

para convenienteθ > 1 y, por tanto,

x,y∈ [1,+∞[
]
⇒ | f (x)− f (y)| ≤ 1

2
|x−y|,

esto es,f es contractiva. El Teorema del punto fijo nos asegura que existe un único
puntoa ∈ [1,+∞[ tal quea = arctga+ 1. Como la función deR enR dada porx 7→
arctgx+1−x tiene derivada negativa, deducimos que la ecuaciónx= arctgx+1 tiene
una única solución.

El Teorema del punto fijo nos asegura además que para cada naturaln es

|a−an| ≤
|a1−a0|

2n−1 .

En particular si tomamosa0 = 1, obtenemos que|a− an| ≤ π

2n+1 , que nos permite
conocer el puntoa con la aproximación deseada, en este casoa11 = 2′13222. . . , esto
es,a = 2′132. . . .

4.3 Seanx,y∈ A conx 6= y. Aplicamos el Corolario4.9a la funciónf en el segmento[x,y]
para obtener que

‖ f (y)− f (x)‖2≤ ‖y−x‖2 Sup

{√
∑
i, j

D j fi(x)2 : x∈ A

}
.
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Así, notandoα := Sup

{√
∑i, j D j fi(x)2 : x∈ A

}
< 1, se tiene que

‖ f (y)− f (x)‖2≤ α ‖y−x‖2,∀x,y∈ A.

Por continuidad, también

‖ f (y)− f (x)‖2≤ α ‖y−x‖2,∀x,y∈ A.

El Teorema del punto fijo de Banach nos asegura la existencia del punto fijo def enA.

4.4 El conjuntoC := {(x,y) ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} es completo (cerrado deR2). Es
inmediato que la aplicaciónf : C−→ R2 dada por

f (x,y) =
(senx seny

2
,
x2 +y2

4

)
,

verifica f (C)⊂C.

f es diferenciable y la matriz jacobiana viene dada por

1
2

cosxseny senxcosy

x y


Usando la versión práctica del Teorema del Valor medio (Corolario4.9) se tiene que

‖D f (x,y)‖2≤ 1
4

(
cos2xsen2y+sen2xcos2y+x2 +y2)≤

1
4

(
sen2y+sen2x+x2 +y2)
≤ 1

4

(
2sen21+x2 +y2)≤

≤ 1
4

(
2sen21+2

)
≤

≤ 1
2

(
sen21+1

)
< 1,

por tanto,f es lipschitziana con constante de Lipschitz menor que 1, esto es, contrac-
tiva. ComoC es completo, por el Teorema del punto fijo de Banach,f tiene un único
punto fijo.

4.5 Parax,y∈ R2 se tiene que

Jf (x,y) =

(
cosx 0

0 1
1+y2

)
,



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 181

y en consecuencia,

∑
i, j

D j fi(x)2 = cos2x+
1

(1+y2)2 ≤ 2.

El Corolario (4.9) nos asegura quef es lipschitziana con constante de Lipschitz menor
o igual que

√
2. Así f

2 es contractiva. El resultado se sigue del Teorema del punto fijo.

4.6 Seax∈ B(0,1)\{0}. Se tiene que

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖ Sup{‖D f (y)‖ : y∈]0,x[} ≤

‖x‖ Sup{‖ f (y)‖ : y∈]0,x[} ≤ ‖x‖ Sup{‖ f (y)‖ : y∈ [0,x]},
donde se ha utilizado el Teorema del valor medio y la desigualdad de la hipótesis. La
propiedad de compacidad nos asegura la existencia dey1 ∈ [0,x] tal que

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖ ‖ f (y1)‖.

Repitiendo el proceso, existey2 ∈ [0,y1]⊂ [0,x] tal que‖ f (y1)‖ ≤ ‖y1‖ ‖ f (y2)‖, y en
consecuencia

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖2 ‖ f (y2)‖.
Se prueba ahora por inducción que para cadan natural se tiene

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖n ‖ f (yn)‖ para convenienteyn ∈ [0,x],

y por tanto para cada naturaln se tiene que

‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖n Sup{‖ f (y)‖ : y∈ [0,x]}= ‖x‖n max{‖ f (y)‖ : y∈ [0,x]},

donde se ha vuelto a utilizar la propiedad de compacidad.

Como‖x‖ < 1, se sigue que{‖x‖n} → 0 y por tantof (x) = 0. La arbitrariedad dex
nos asegura quef se anula enB(0,1). Por último la continuidad def nos asegura que
dicha función se anula también enB(0,1).

4.7 *

i) Seaε > 0 fijo. Tomemosδ > 0 tal que si‖x−a‖< δ , entonces

a∈ A f es derivable enx y ‖D f (x)−D f (a)‖ ≤ ε.

La funcióng : B(a,δ )→ RN definida por

g(z) := f (z)−D f (a)(z)

es derivable con derivadaDg(z) = D f (z)−D f (a),∀z∈ B(a,δ ).

Para cadax,y∈ B(a,δ ), el Teorema del valor medio(4.5) aplicado a la funcióng en el
segmento[x,y], nos asegura que

‖ f (x)− f (y)−D f (a)(x−y)‖= ‖g(x)−g(y)‖ ≤ ‖x−y‖ Sup{‖Dg(z)‖ : z∈]x,y[}
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= ‖x−y‖Sup{‖D f (z)−D f (a)‖ : z∈]x,y[} ≤ ε‖x−y‖.

ii) Seaε > 0. Tomemosδ > 0 como en i). Seanx,y∈ B(a,δ ), se tiene que

‖D f (a)(x−y)‖−‖ f (x)− f (y)‖ ≤ ‖D f (a)(x−y)− f (x)− f (y)‖ ≤ ε‖x−y‖,

donde se han usado la propiedad triangular y el apartado i). Así

‖D f (a)(x−y)‖− ε‖x−y‖ ≤ ‖ f (x)− f (y)‖,

pero al serD f (a) un isomorfismo, se tiene también que

‖x−y‖ ≤ ‖D f (a)−1‖‖ D f (a)(x−y)‖

y por tanto ( 1
‖D f (a)−1‖

− ε

)
‖x−y‖ ≤ ‖ f (x)− f (y)‖.

Sea ahoraε ∈R+ conε < 1
‖D f (a)−1‖ . Si notamosρ a su correspondienteδ , se tiene que

( 1
‖D f (a)−1‖

− ε

)
‖x−y‖ ≤ ‖ f (x)− f (y)‖, ∀x,y∈ B(a,ρ),

expresión que nos da la inyectividad def y la continuidad de su inversa.

Este ejercicio hace buena la expresión “f hereda localmente las propiedades deD f (a)”.
Conviene resaltar que este ejercicio no es el Teorema de la función inversa que nos ase-
gurará además quef es localmente una función abierta(la demostración de dicho teo-
rema requiere también el uso de otra herramienta fundamental, el Teorema de Schauder
(4.15)).

4.8 * Consideramos la funcióng : K −→ R dada por

g(x) = dist(x,RN\A) (x∈ K).

ComoA es una abierto que contiene aK, entoncesRN\A es un cerrado enRN cuya
intersección conK es vacía. Por tanto, dist(x,RN\A) > 0 para todox ∈ K. Como la
función distancia a un conjunto es continua, entonces por la propiedad de compacidad,
g alcanza el mínimo enK. Si r := ming(K), entonces se tiene que

x∈ RN,dist(x,K) < r ⇒ x /∈ RN\A⇒ x∈ A.

Seaε > 0 fijo. Para conseguir la otra condición, aplicamos el Teorema de Heine a la
diferencial def y al compacto

K′ :=
{

y∈ RN : dist(y,K)≤ r
2

}
,

conjunto que contiene aK. Dado un positivoε, por la continuidad uniforme deD f en
K′ existe un positivoδ < r que verifica
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(4.7.1) x,y∈ K′,‖x−y‖< δ ⇒‖D f (x)−D f (y)‖< ε.

Ahora bien, por la elección deδ < r
2 es inmediato que se verifica

y∈ RN,dist(y,K) < δ ⇒ y∈ A.

Además, six∈ K, se tiene que un elemento de la formax+h con‖h‖< δ verifica que
x+h∈ K′, por tanto en vista de4.7.1tenemos

(4.7.2) ‖D f (x)−D f (y)‖< ε.

La desigualdad del enunciado es consecuencia del Teorema del valor medio. Consi-
deremos la funcióng : B(a,δa)→ RM dada porg(z) = f (z)−D f (a)(z). Dadosx,y∈
B(a,δa) conx 6= y, se tiene

‖ f (y)− f (x)−D f (a)(x−y)‖= ‖g(y)−g(x)‖ ≤

‖y−x‖ Sup{‖Dg(z)‖ : z∈]x,y[}=

‖y−x‖Sup{‖D f (z)−D f (a)‖ : z∈]x,y[} ≤ ε ‖y−x‖,
donde se ha vuelto a utilizar la desigualdad de (4.7.2).

4.9 * Aunque la existencia y unicidad del punto fijo def se puede deducir del Corolario
(4.13), haremos una demostración independiente con el fin de que el ejercicio genera-
lice el Teorema del punto fijo (tómeseαn = αn, ∀n∈ N).
Unicidad:Supongamos quea,b∈ E son tales quef (a) = a y f (b) = b, se tiene para
cadan natural qued(a,b) = d( f n(a), f n(b)) ≤ αn d(a,b) de donde se deduce, por
converger a cero la sucesión{αn}, quea = b.
Existencia:La sucesión{xn}= { f n(x0)} es de Cauchy. En efecto paran,h∈N, se tiene

d(xn+h,xn)≤ d(xn+h,xn+h−1)+ · · ·+d(xn+1,xn) =

d
(

f n+h−1(x1), f n+h−1(x0)
)
+ · · ·+d

(
f n(x1), f n(x0)

)
≤

αn+h−1 d(x1,x0)+ · · ·+αn d(x1,x0)≤ d(x1,x0)
∞

∑
k=n

αk.

Como la serie∑n≥1αn es convergente, la sucesión

{
∑∞

k=nαk

}
converge a cero y se

puede concluir que{xn} es una sucesión de Cauchy, y por tanto convergente.

Seaa := lim xn, se tiene entonces que

d( f (a),a)≤ d( f (a),xn+1)+d(xn+1,a) = d( f (a), f (xn))+d(xn+1,a)≤

α1d(a,xn)+d(xn+1,a)→ 0,

de donde se deduce quef (a) = a.





Tema 5

Derivada segunda. Matriz hessiana.

Recordemos que la derivabilidad de un campo vectorialf en un puntoa garantiza la exis-
tencia de una mejor aproximación afín de la funciónf en dicho punto, esto es, la existencia
de una aplicación linealT deRN enRM tal que

lim
x→a

f (x)−
(

f (a)+T(x−a)
)

‖x−a‖
= 0 .

Para una funciónf de variable real, sif ′ es de nuevo derivable, es conocido que se verifica

lim
x→a

f (x)−
[

f (a)+ f ′(a)(x−a)+ 1
2 f ′′(a)(x−a)2

]
|x−a|2

= 0 .

Ahora bien, sif : A⊂ RN −→ RM es un campo vectorial y la aplicaciónD f es derivable en
un puntoa, probaremos que existe una aplicación linealSdeRN enL (RN,RM) tal que

lim
x→a

f (x)−
[

f (a)+T(x−a)+ 1
2S(x−a)(x−a)

]
‖x−a‖2

= 0 ,

dondeT = D f (a) y a la aplicaciónS la llamaremos diferencial segunda def ena, (D2 f (a)).
Este resultado se conoce como Fórmula infinitesimal del resto (véase el Teorema5.8).

También mejoraremos la información que obtuvimos en el Teorema del valor medio, esto
es, la desigualdad

‖ f (x)− f (a)‖ ≤ ‖x−a‖sup{‖D f (z)‖ : z∈]a,x[}.

Si el campo vectorialf es dos veces derivable, obtendremos el siguiente resultado que se
conoce como Fórmula de Taylor (véase el Teorema5.10), esto es,

‖ f (x)− [ f (a)+D f (a)(x−a)]‖ ≤ ‖x−a‖2sup{‖D2 f (z)‖ : z∈]a,x[}.

Los resultados conocidos y los que obtendremos en este tema se resumen en el siguiente y
sugestivo esquema:

185
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{
Definición de derivada −→ Fórmula infinitesimal del resto

Teorema del valor medio−→ Fórmula de Taylor

}
.

Como la derivada segunda es un operador lineal con valores en el espacio de las aplica-
ciones lineales, empezaremos identificando este espacio de operadores con las aplicaciones
bilineales.

Bajo esta identificación, probaremos que la diferencial segunda es simétrica, resultado
que se conoce come Teorema de Schwarz (Teorema5.6).

5.1. Aplicaciones bilineales.

Para cadaT ∈L (RN,L (RM,RP)), si definimos

Φ(x,y) = T(x)(y) (x∈ RN,y∈ RM) (∗)

es fácil comprobar queΦ :RN×RM −→RP es una aplicación bilineal, esto es,Φ es lineal en
cada variable. Recíprocamente, siΦ :RN×RM −→RP es una aplicación bilineal, la igualdad
(∗) define una aplicación linealT :RN−→L (RM,RP). Como el espacioL (RN,L (RM,RP))
es un espacio normado si se considera la norma de operadores, y la anterior identificación en-
tre operadores y formas bilineales es lineal, entonces la norma del espacio de operadores
induce otra en el espacioL 2(RN×RM,RP) de las aplicaciones bilineales deRN×RM en
RP. ParaT ∈L (RN,L (RM,RP)) se tiene entonces

‖T‖= max
{
‖T(x)‖ : x∈ RN,‖x‖= 1

}
=

= max
{
‖T(x)(y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖= 1,‖y‖= 1

}
,

escribiendo la igualdad anterior en términos deΦ, la aplicación bilineal asociada aT, se tiene
que

‖Φ‖= max
{
‖Φ(x,y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖= 1,‖y‖= 1

}
.

Si N = M, notaremos simplemente porL 2(RN,RP) al conjunto de las aplicaciones bili-
neales deRN×RN enRP. CuandoP= 1 y N = M, las aplicaciones bilineales deRN×RN en
R se identifican con las matrices cuadradas de ordenN de números reales. SiA∈MN×N(R),
la forma bilineal asociadaΦA viene dada por

ΦA(x,y) = TA(x)(y) =
(
xAt | y

)
= xAtyt (x,y∈ RN),

donde estamos usando las identificaciones

L 2(RN,R)≡L (RN,L (RN,R))≡L (RN,RN)≡MN×N.

Si suponemos queA =
(
ai j ), como

ΦA(ei ,ej) =
(
eiA

t | ej
)

=
(
(ani) | ej

)
= a ji ,
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entonces, es claro que la forma bilinealΦA es simétrica si, y sólo si, la matrizA lo es, en cuyo
caso

ΦA(x,y) = xAyt .

Proposición 5.1.

i) La aplicación‖ ‖ : L 2(RN×RM,RP)−→ R dada por

‖Φ‖= max
{
‖Φ(x,y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖= 1,‖y‖= 1

}
es una norma enL 2(RN×RM,RP).

ii) Se verifica

‖Φ‖= max
{
‖Φ(x,y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖ ≤ 1,‖y‖ ≤ 1

}
=

= min
{

K ≥ 0 : ‖Φ(x,y)‖ ≤ K‖x‖ ‖y‖, ∀x∈ RN,∀y∈ RM}
iii) Φ es continua.

Demostración:
i) y ii) Basta usar que la identificación deL 2(RN×RM,RP) enL (RN,L (RM,RP)) es una
isometría y que las igualdades análogas se verifican enL (RN,L (RM,RP)).
iii) Como consecuencia de la igualdad

Φ(x,y)−Φ(a,b) = Φ(x−a,y−b)+Φ(x−a,b)+Φ(a,y−b),

y en vista de ii) se tiene

‖Φ(x,y)−Φ(a,b)‖ ≤ ‖Φ‖
(
‖x−a‖ ‖y−b‖+‖x−a‖ ‖b‖+‖a‖ ‖y−b‖

)
,

de donde se deduce la continuidad deΦ.

5.2. Derivada segunda.

Recordemos que siA⊂ R y f : A−→ R es derivable, se dice quef es dos veces de-
rivable si la funciónf ′ : A−→ R es derivable. Para campos vectoriales, se puede trasladar
la misma definición sin más que tener en cuenta que la aplicación derivada toma valores en
L (RN,RM), esto es, en el espacio vectorial de las matrices de ordenM×N que se identifica
conRM×N, en el que, en virtud del Teorema de Hausdorff, todas las normas son equivalentes.
Usualmente enL (RN,RM) consideraremos la norma de operadores.
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Definición 5.2 (Campos vectoriales dos veces derivables).Sean A ⊂ RN,
f : A−→ RM y seaA1 ⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable. Se dice quef es

dos veces derivableena∈
◦

A1 si la funciónD f : A1−→L (RN,RM)≡RM×N es derivable en
a, en cuyo caso la aplicación

D(D f )(a) ∈L (RN,L (RN,RM))≡L 2(RN,RM)

se denomina laderivada segundade f ena o diferencial segundade f ena y se notaD2 f (a).
La aplicación cuadrática deRN enRM asociada aD2 f (a) se notad2 f (a). Esto es,

d2 f (a)(x) := D2 f (a)(x,x), ∀x∈ RN.

Diremos quef esdos veces derivable en un subconjunto B de Asi es dos veces derivable en
cada punto deB.

SeaA2 ⊂ A el conjunto de puntos deA donde f es dos veces derivable. La aplicación
D2 f : A2−→L (RN,L (RN,RM))≡L 2(RN,RM) definida por

x→ D2 f (x)

se llamaderivada segundade f o diferencial segunda def . Se dice quef es declaseC 2 en a
si es dos veces derivable en un entorno dea y la funciónD2 f es continua ena.

Se dice quef esdos veces derivable(resp.de claseC 2) enA cuando lo sea en todos los
puntos de su conjunto de definición (que necesariamente será abierto). Notamos porC 2(A)
al conjunto de las funciones de claseC 2 en el abiertoA.

Nota 5.3. SeanA⊂ R, f : A−→ RM. Si f es derivable en un puntoa∈
◦
A, sabemos que

D f (a)(x) = x f ′(a), ∀x∈ R,

equivalentemente,
f ′(a) = D f (a)(1).

Supongamos ahora quef es derivable en un entornoU dea. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f es dos veces derivable ena (en el sentido de la definición anterior).

ii) f ′ es derivable ena.

Además, si son ciertas las afirmaciones anteriores, entonces se verifica

D2 f (a)(s, t) = st f′′(a), ∀s, t ∈ R,

equivalentemente,
D2 f (a)(1,1) = f ′′(a).
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Demostración:
En efecto, sabemos que la aplicaciónE : L (R,RM) −→ RM definida por

E(T) = T(1), ∀T ∈L (R,RM)

es un isomorfismo deL (R,RM) sobreRM y la relación entref ′ y D f viene determinada por
este isomorfismo. Por tanto, la composición

U
D f−→L (R,RM) E−→ RM

no es más quef ′. Como la segunda función es derivable por ser lineal y su inversa también,
entonces, gracias a la regla de la cadena,D f es derivable ena si, y sólo si,f admite segunda
derivada ena. Además, si esto ocurre, usando la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que,
por serE linealDE(T) = E, ∀T ∈L (R,RM), obtenemos

f ′′(a) = D( f ′)(a)(1) = D(E ◦D f )(a)(1) =

=
(

DE(D f (a))◦D(D f )(a)
)
(1) =

= E
(

D(D f )(a)(1)
)

=
(

D(D f )(a)(1)
)
(1) = D2 f (a)(1,1).

Como la aplicación(s, t) 7→ D2 f (a)(s, t) es bilineal, entonces

D2 f (a)(s, t) = stD2 f (a)(1,1) = st f′′(a) (s, t ∈ R).

Ejemplos 5.4 (Funciones dos veces derivables).

1. Toda función constantef : RN −→ RM es de claseC 2 con

D2 f (a) = 0, ∀a∈ RN.

2. Toda aplicación linealT : RN −→ RM es de claseC 2 con

D2T(a) = 0, ∀a∈ RN.

3. Toda aplicación bilinealT : RN×RM −→ RP es de claseC 2 con derivada segunda en
(a,b) ∈ RN×RM definida por

D2T(a,b)
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= T(x1,y2)+T(x2,y1), ∀(x1,y1),(x2,y2) ∈ RN×RM.

En efecto, como

DT(a,b)(x,y) = T(a,y)+T(x,b), ∀(a,b),(x,y) ∈ RN×RM,
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DT es una aplicación lineal deRN×RM enL (RN×RM,RP), luegoDT es de clase
C 1, es decir,T es de claseC 2. Calculemos ahora la derivada segunda deT en(a,b) ∈
RN×RM. Se tiene

D2T(a,b)
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
=
[
D(DT)(a,b)(x1,y1)

](
x2,y2

)
=(

DT(x1,y1)
)
(x2,y2) = T(x1,y2)+T(x2,y1), ∀(x1,y1),(x2,y2) ∈ RN×RM.

Nótese la simetría deD2T(a,b).

4. En vista de los ejemplos 2 y 3, la aplicación sumaσ : RN×RN −→ RN dada por

σ(a,b) = a+b, ∀a,b∈ RN

y la aplicación producto por escalaresπ : R×RN −→ RN dada por

π(α,a) = αa, ∀α ∈ R, a∈ RN

son de claseC 2 con
D2

σ(a,b) = 0, ∀a,b∈ RN

y

D2
π(α,a)

(
(λ1,x1),(λ2,x2)

)
= λ1x2 +λ2x1, ∀α,λ1,λ2 ∈ R, a,x1,x2 ∈ RN.

5. La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) dada por

J(T) = T−1, ∀T ∈ Iso (RN)

es de claseC 2 con derivada segunda enT ∈ Iso (RN) definida por

D2J(T)(R,S) = T−1ST−1RT−1 +T−1RT−1ST−1, R,S∈L (RN).

En efecto, sabemos queJ es derivable con derivada

DJ = Φ◦ (J,J)

de Iso(RN) enL (L (RN)), dondeΦ es la aplicación bilineal deL (RN)×L (RN) en
L (L (RN)) definida por

Φ(F,G)(S) =−FSG, ∀F,G,S∈L (RN).
Las reglas de derivación y los ejemplos de funciones derivables garantizan queDJ es
de claseC 1, y en consecuenciaJ es de claseC 2, con derivada segunda dada por

D2J(T)(R,S) = D(DJ)(T)(R)(S) = D(Φ◦ (J,J))(T)(R)(S) =[
DΦ(T−1,T−1)◦D(J,J)(T)

]
(R)(S) =

DΦ(T−1,T−1)(DJ(T)(R),DJ(T)(R))(S) =
DΦ(T−1,T−1)(−T−1RT−1,−T−1RT−1)(S) =(

Φ(T−1,−T−1RT−1)+Φ(−T−1RT−1,T−1)
)
(S) =

−T−1S(−T−1RT−1)− (−T−1RT−1)ST−1 =
= T−1ST−1RT−1 +T−1RT−1ST−1, ∀R,S∈L (RN).
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5.3. Reglas de derivación.

i) Linealidad. SeanA⊂ RN, a∈ A y f ,g : A−→ RM funciones dos veces derivables en
a y seaλ ∈ R. Entoncesf +g y λ f son dos veces derivables ena con

D2( f +g)(a) = D2 f (a)+D2g(a), D2(λ f )(a) = λD2 f (a).

Además, sif ,g∈ C 2(a), entoncesf +g∈ C 2(a) y λ f ∈ C 2(a).
Demostración:

La comprobación de esta regla es rutinaria.

ii) Regla de la cadena.SeanA⊂RN,B⊂RM, f : A−→RM tal que f (A)⊂ B y g : B−→
RP. Supongamos quef es dos veces derivable ena∈ A y queg es dos veces derivable
en f (a). Entonces la composiciónh = g◦ f es dos veces derivable ena con

D2h(a)(x1,x2) =

= D2g( f (a))
(

D f (a)(x1),D f (a)(x2)
)

+Dg( f (a))
(

D2 f (a)(x1,x2)
)

para cualesquierax1,x2 ∈ RN.

Además sif ∈ C 2(a) y g∈ C 2( f (a)), entoncesh∈ C 2(a).
Demostración:

Teniendo en cuenta las hipótesis, podemos tomarU y V entornos dea y f (a), respecti-
vamente, tales quef es derivable enU , g es derivable enV, y f (U)⊂V. La regla de la
cadena para la derivada primera garantiza que la funciónh es derivable enU , y además
que

Dh(x) = Dg( f (x))◦D f (x), ∀x∈U.

Por tanto
Dh = Ψ◦Φ,

dondeΦ es la aplicación deU enL (RM,RP)×L (RN,RM) dada por

Φ(x) =
(
(Dg◦ f )(x),D f (x)

)
, ∀x∈U,

y Ψ es la aplicación deL (RM,RP)×L (RN,RM) enL (RN,RP) definida por

Ψ(R,S) = R◦S.

Comog es dos veces derivable (resp. de claseC 2) en f (a) podemos asegurar queDg
es derivable (resp. de claseC 1) en f (a). En consecuencia, la regla de la cadena para
la derivada primera nos dice queDg◦ f es derivable (resp. de claseC 1) ena, luego la
función componente primera deΦ es derivable (resp. de claseC 1) ena. Como f es dos
veces derivable (resp. de claseC 2) en a, la función componente segunda deΦ , esto
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es,D f , es derivable (resp. de claseC 1) ena. En consecuencia,Φ es derivable (resp. de
claseC 1) ena.

Por otra parte, la funciónΨ es una aplicación bilineal y, por tanto, de claseC 1 en
L (RM,RP)×L (RN,RP).

Al serDh= Ψ◦Φ, el resultado es consecuencia de la regla de la cadena para la derivada
primera.

Probemos ahora la fórmula. Parax1,x2 ∈ RN, se tiene que

D2h(a)(x1,x2) = D(Dh)(a)(x1)(x2) = D(Ψ◦Φ)(a)(x1)(x2) =(
DΨ(Φ(a))◦DΦ(a)

)
(x1)(x2) = DΨ(Φ(a))

(
DΦ(a)(x1)

)
(x2) =

DΨ
(

Dg( f (a)),D f (a)
)(

D(Dg◦ f )(a)(x1),D(D f )(a)(x1)
)

(x2) =

DΨ
(

Dg( f (a)),D f (a)
)(

D(Dg)( f (a))
(
D f (a)(x1)

)
,D(D f )(a)(x1)

)
(x2) =

Dg( f (a))
(

D(D f )(a)(x1)(x2)
)

+D(Dg)( f (a))
(

D f (a)(x1)
)(

D f (a)(x2)
)

=

Dg( f (a))
(

D2 f (a)(x1,x2)
)

+D2g( f (a))
(

D f (a)(x1),D f (a)(x2)
)
.

Nota 5.5. Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se
involucran derivadas elementales.

En el caso de queA⊂ R f−→ B⊂ RM g−→ RP se tiene que

(g◦ f )′′(a) = D2(g◦ f )(a))(1,1) = D2g( f (a))(D f (a)(1),D f (a)(1))+

Dg( f (a))
(
D2 f (a)(1,1)

)
= D2g( f (a))

(
f ′(a), f ′(a)

)
+Dg( f (a))

(
f ′′(a)

)
,

donde se han utilizado la Nota5.3y la regla de la cadena.

En el caso especial de queM = 1 se obtiene

(g◦ f )′′(a) = g′′( f (a))( f ′(a))2 +g′( f (a))( f ′′(a)).

El carácter local de la derivabilidad y de la derivada permiten ahora obtener la siguiente
regla.

iii) Carácter local de la derivada segunda.SeanA⊂RN, a∈A y f : A−→RM un campo
vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es dos veces derivable ena.
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ii) Existe algún entornoU dea incluido enA tal que f|U es dos veces derivable ena.

Además, en caso de que sean ciertas las anteriores afirmaciones, las derivadas segundas
ena de ambas funciones coinciden.

iv) Derivación de la función inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos deRN y f un
homeomorfismo deA sobreB. Si f es dos veces derivable ena (resp. de claseC 2 en
a) para algúna∈ A y D f (a) ∈ Iso (RN), entoncesf−1 es dos veces derivable enf (a)
(resp. de claseC 2 en f (a)).
Demostración:

La continuidad de la aplicaciónx 7→ D f (x) en el puntoa garantiza la existencia de un
abiertoU deRN tal que

a∈U ⊂ A, D f (x) ∈ Iso (RN), ∀x∈U.

La regla de derivación de la función inversa (Proposición3.27) asegura entonces que
f−1 es derivable enf (U) con

D f−1(y) =
(

D f ( f−1(y))
)−1

, ∀y∈ f (U).

En consecuencia,
D f−1 = J◦D f ◦ f−1,

lo que prueba queD f−1 es derivable enf (a), es decirf−1 es dos veces derivable en
f (a). Es claro también que sif es de claseC 2 ena, entoncesD f−1 es de claseC 1 en
f (a), es decir,f−1 es de claseC 2 en f (a).

v) SeaA ⊂ RN y f : A −→ RM una función dos veces derivable ena ∈ A y T ∈
L (RM,RP), entoncesT ◦ f es dos veces derivable ena con

D2(T ◦ f )(a) = T ◦D2 f (a).

Como consecuencia, sif ∈ C 2(a), entoncesT ◦ f ∈ C 2(a).
Demostración:

ComoT es de claseC 2, la regla de la cadena garantiza queT ◦ f es dos veces derivable
(resp. de claseC 2) ena con

D2(T ◦ f )(a)(x1,x2) =

D2T( f (a))
(

D f (a)(x1),D f (a)(x2)
)

+DT( f (a))
(

D2 f (a)(x1,x2)
)

=

0+DT( f (a))
(

D2 f (a)(x1,x2)
)

=

T
(

D2 f (a))(x1,x2)
)

=(
T ◦D2 f (a)

)
(x1,x2),

donde se ha empleado queDT(y) = T, ∀y∈ RM, y, por tanto,D2T = 0.
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vi) Reducción a campos escalares.SeanA⊂ RN y f : A −→ RM un campo vectorial.
Si f = ( f1, . . . , fM), entoncesf es dos veces derivable ena∈ A si, y sólo si, cadafk es
dos veces derivable ena parak = 1, . . . ,M, en cuyo caso

D2 f (a)(x1,x2) =
(

D2 f1(a)(x1,x2), . . . ,D2 fM(a)(x1,x2)
)

Ademásf ∈ C 2(a) si, y sólo si,fk ∈ C 2(a) parak = 1, . . . ,M.
Demostración:

Parak = 1, . . . ,M, notaremos porπk a la proyecciónk-ésima deRM y por Ik a la inyec-
ciónk-ésima deR enRM. Como

f1 = π1◦ f , . . . , fM = πM ◦ f y f = I1◦ f1 + . . .+ IM ◦ fM,

la linealidad de la derivada segunda y la regla de la cadena aseguran quef es dos veces
derivable ena si, y sólo si las funciones componentes lo son. El mismo argumento es
válido en caso de quef ∈ C 2. Además, el anterior apartado asegura que

D2 fk(a) = πk ◦D2 f (a), k = 1, . . . ,M

y
D2 f (a) = I1◦D2 f1(a)+ . . .+ IM ◦D2 fM(a),

es decir,

D2 f (a)(x1,x2) =
(

D2 f1(a)(x1,x2), . . . ,D2 fM(a)(x1,x2)
)
, ∀x1,x2 ∈ RN.

5.4. Teorema de Schwarz.

Teorema 5.6 (Schwarz).Sean A⊂ RN y f : A → RM un campo vectorial. Supongamos
que f es dos veces derivable en un punto a∈ A. Entonces la aplicación bilineal D2 f (a) es
simétrica, esto es,

D2 f (a)(x1,x2) = D2 f (a)(x2,x1), ∀x1,x2 ∈ RN.

Demostración:
Dadoε > 0, elegimosδ > 0 tal que six∈ B(a,2δ ) entonces se verifica

(5.4.1) x∈ A, f es derivable enx y ‖D f (x)−D f (a)−D(D f )(a)(x−a)‖ ≤ ε

2
‖x−a‖

Seanh,k∈ RN con 0< ‖h‖,‖k‖< δ fijos. Consideremos la función

ϕ : B(0,δ )⊂ RN −→ RM

definida por

ϕ(x) = f (a+h+x)− f (a+x)−D(D f )(a)(h)(x), (x∈ B(0,δ )).
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Es claro queϕ es derivable enB(0,δ ) con

Dϕ(x) = D f (a+h+x)−D f (a+x)−D(D f )(a)(h), ∀x∈ B(0,δ ),

donde se ha usado queD(D f )(a)(h)∈L (RN,RM) y en consecuenciaD(D(D f )(a)(h))(x) =
D(D f )(a)(h). Aplicando aϕ el Teorema del valor medio (Teorema4.5) en el segmento[0,k]
obtenemos

‖ϕ(k)−ϕ(0)‖ ≤ ‖k‖ sup{‖Dϕ(x)‖ : x∈]0,k[}.
Para cadax∈ [0,k] se tiene

‖Dϕ(x)‖= ‖D f (a+h+x)−D f (a+x)−D(D f )(a)(h)‖ ≤

‖D f (a+h+x)−D f (a)−D(D f )(a)(h+x)‖+‖−D f (a+x)+D f (a)+D(D f )(a)(x)‖ ≤

≤ ε

2
‖h+x‖+ ε

2
‖x‖ ≤ ε

(
‖h‖+‖x‖

)
≤ ε

(
‖h‖+‖k‖

)
,

donde se ha utilizado la desigualdad5.4.1. En consecuencia,

‖ϕ(k)−ϕ(0)‖ ≤ ‖k‖ε
(
‖h‖+‖k‖

)
≤ ε

(
‖h‖+‖k‖

)2
.

Hemos probado que

‖ f (a+h+k)− f (a+k)− f (a+h)+ f (a)−D(D f )(a)(h)(k)‖ ≤ ε

(
‖h‖+‖k‖

)2
.

De la simetría de la función

(h,k) −→ f (a+h+k)− f (a+h)− f (a+k)+ f (a)

y de la propiedad triangular se deduce

‖D(D f )(a)(h)(k)−D(D f )(a)(k)(h)‖ ≤ 2ε
(
‖h‖+‖k‖

)2
.

Sean ahorax1,x2 ∈RN vectores no nulos (en otro caso la igualdad del enunciado es inmedia-
ta); se tiene para cualquiert > 0 que

‖D2 f (a)(x1,x2)−D2 f (a)(x2,x1)‖(
‖x1‖+‖x2‖

)2 =

‖D2 f (a)(tx1, tx2)−D2 f (a)(tx2, tx1)‖(
‖tx1‖+‖tx2‖

)2 =

‖D(D f )(a)(tx1)(tx2)−D(D f )(a)(tx2)(tx1)‖(
‖tx1‖+‖tx2‖

)2 ,

y por tanto, tomandot > 0 de manera que 0< ‖tx1‖,‖tx2‖< δ , concluimos que

‖D2 f (a)(x1,x2)−D2 f (a)(x2,x1)‖(
‖x1‖+‖x2‖

)2 ≤ 2ε

de donde se deduce el enunciado dada la arbitrariedad deε.
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5.5. Fórmula de Taylor.

Definición 5.7 (Polinomio de Taylor de orden dos). Sea A ⊂ RN y
f : A−→RM una función dos veces derivable en un puntoa∈A. La funciónP2 :RN −→ RM

definida por

P2(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)

se denominapolinomio de Taylor de orden 2 de f en a, donde hemos escritod f(a) en lugar
deD f (a) y

d2 f (a)(x) = D f 2(a)(x,x), ∀x∈ RN.

Teorema 5.8 (Fórmula infinitesimal del resto).Sean A⊂ RN y f : A −→ RM un campo
vectorial dos veces derivable en un punto a∈ A . Entonces se verifica

lim
x→a

f (x)−P2(x)
‖x−a‖2

= 0.

Demostración:
Por hipótesis, dadoε > 0, elegimosδ > 0 verificando

(5.5.1) ‖x−a‖< δ ⇒


x∈ A
f es derivable enx
‖D f (x)−D f (a)−D(D f )(a)(x−a)‖ ≤ ε‖x−a‖

La funcióng : B(a,δ ) −→ RM definida por

g(x) = f (x)− f (a)−d f(a)(x−a)− 1
2

d2 f (a)(x−a), ∀x∈ B(a,δ )

es derivable con

Dg(x) = D f (x)−D f (a)−D2 f (a)(x−a), ∀x∈ B(a,δ ).

En efecto, la única parte que merece ser comentada es la derivación de la funciónQ :RN −→ RM

definida por

Q(x) =
1
2

d2 f (a)(x−a) =
1
2

D2 f (a)(x−a,x−a), ∀x∈ RN.

De la derivación de una aplicación bilineal y de la regla de la cadena deducimos queQ es
derivable enx∈ RN con

DQ(x)(z) =
1
2

(
D2 f (a)(x−a,z)+D2 f (a)(z,x−a)

)
, ∀z∈ RN.

Finalmente el Teorema de Schwarz (Teorema5.6) garantiza que

DQ(x) = D(D f )(a)(x−a).
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Sea ahorax∈RN con 0< ‖x−a‖< δ . Se tiene que[a,x]⊂B(a,δ ) y la funcióng es continua
en [a,x] y derivable en]a,x[. Aplicando el Teorema del valor medio al campo vectorialg en
el segmento[a,x] obtenemos que

‖g(x)−g(a)‖ ≤ ‖x−a‖ sup
{
‖D f (z)−D f (a)−D(D f )(a)(z−a)‖ : z∈]a,x[

}
≤

≤ ‖x−a‖sup
{

ε‖z−a‖ : z∈]a,x[
}

= ε‖x−a‖2,

donde se ha utilizado5.5.1. Por otra parte, por ser

‖g(x)−g(a)‖=
∥∥ f (x)−

(
f (a)+d f(a)(x−a)+

1
2

d2 f (a)(x−a)
)∥∥,

hemos concluido la demostración.

Teorema 5.9 (Fórmula de Taylor con resto de Lagrange para campos esc.).Sean A⊂RN

y a,x∈ A con a6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f: A −→ R es una
función de claseC 1 en[a,x] y dos veces derivable en]a,x[, entonces existe c∈]a,x[ tal que

f (x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (c)(x−a).

Demostración:
La demostración de este resultado consiste en aplicar la Fórmula de Taylor clásica a la

función auxiliarσ : [0,1] −→ R definida por

σ(t) = f (a+ t(x−a)).

La regla de la cadena asegura queσ es de claseC 1 en [0,1] y dos veces derivable en]0,1[
con

σ
′(t) = d f(a+ t(x−a))(x−a), ∀t ∈ [0,1].

Usando la Nota5.5, obtenemos

σ
′′(t) = d2 f

(
a+ t(x−a)

)
(x−a), ∀t ∈ [0,1].

Así, la funciónσ cumple las hipótesis de la Fórmula de Taylor y, por tanto, existet0 ∈]0,1[
tal que

σ(1) = σ(0)+σ
′(0)+

1
2

σ
′′(t0),

es decir,

f (x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a+ t0(x−a))(x−a).

Teorema 5.10 (Fórmula de Taylor).Sean A⊂RN y a,x∈A con a6= x, tales que el segmento
[a,x] está incluido en A. Si f: A −→ RM es un campo vectorial de claseC 1 en [a,x] y dos
veces derivable en]a,x[, entonces

‖ f (x)− f (a)−d f(a)(x−a)‖ ≤ 1
2
‖x−a‖2sup

{
‖D2 f (z)‖ : z∈]a,x[

}
.
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Demostración:
Si el conjunto {

‖D2 f (z)‖ : z∈]a,x[
}

no está mayorado, no hay nada que probar. En otro caso, sea

K := sup
{
‖D2 f (z)‖ : z∈]a,x[

}
.

La prueba de este teorema consiste en aplicar la Proposición4.6 a las funciones
σ : [0,1] −→ RM y g : [0,1] −→ R definidas por

σ(t) = f
(

a+ t(x−a)
)

+(1− t)D f
(

a+ t(x−a)
)
(x−a)

y

g(t) =
−1
2

K ‖x−a‖2(1− t)2.

σ y g son continuas en[0,1] y derivables en]0,1[ con

σ
′(t) = D f

(
a+ t(x−a)

)
(x−a)−D f

(
a+ t(x−a)

)
(x−a)+

+(1− t)D2 f
(

a+ t(x−a)
)
(x−a,x−a) =

= (1− t)D2 f
(

a+ t(x−a)
)
(x−a,x−a)

y
g′(t) = K ‖x−a‖2(1− t).

En consecuencia, ∥∥σ
′(t)
∥∥≤ g′(t), ∀t ∈]0,1[.

Por tanto,
‖σ(1)−σ(0)‖ ≤ g(1)−g(0),

es decir,

‖ f (x)− f (a)−d f(a)(x−a)‖ ≤ 1
2
‖x−a‖2 K.

En vista de las reglas de derivación (Sección 5.4, apartado vi)), para conocer la derivada
segunda de un campo vectorial, es suficiente conocer las derivadas segundas de los campos
escalares componentes. Por esta razón nos limitamos al estudio de la derivada segunda de
campos escalares.
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5.6. Campos escalares.

Definición 5.11 (Derivadas parciales segundas. Matriz hessiana).Sean
A ⊂ RN, a ∈ A y f un campo escalar enA. Sea j ∈ {1, . . . ,N} y A j ⊂ A el conjunto de
puntos dondef tiene derivada parcial respecto de la variablej-ésima. Sii ∈ {1, . . . ,N} y el
campo escalarD j f en A j tiene derivada parcial respecto de la variablei-ésima en el punto
a, entonces se dice quef tienederivada parcial segunda(o de segundo orden) respecto de

las variablesj e i en el puntoa. En tal caso notaremosD(i, j) f (a) o bien
∂ 2 f

∂xi∂x j
(a) a esta

derivada parcial de segundo orden. En caso de quei = j, escribiremos simplemente
∂ 2 f

∂x2
i

(a) .

Si A(i, j) ⊂ A es el conjunto de puntos dondef tiene derivada parcial segunda respecto de las
variablesj e i, entonces el campo escalar enA(i, j) definido por

x 7→ D(i, j) f (x)

es la aplicación derivada parcial segundade f respecto de las variablesj e i y se nota por

D(i, j) f ó también
∂ 2 f

∂xi∂x j
.

Se dice que el campo escalarf tiene matriz hessiana en el puntoa si f admite cualquier
derivada parcial de segundo orden ena. En tal caso se define lamatriz hessianade f ena por

H f (a) =

D(1,1) f (a) . . . D(N,1) f (a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D(1,N) f (a) . . . D(N,N) f (a)

=
(

D(i, j) f (a)
)

1≤i, j≤N
.

Si C es el conjunto de puntos deA donde f tiene matriz hessiana, entonces la aplicación de
C enMN×N(R)

(
≡ RN2)

dada por
x 7→ H f (x)

esla aplicación matriz hessianade f y se nota porH f .

El siguiente resultado es una caracterización de la existencia de derivada segunda para
campos escalares en función del gradiente. Recoge también que si un campo escalar tiene
derivada segunda, entonces las derivadas parciales segundas cruzadas son iguales.

Teorema 5.12.Sean A⊂RN, a∈ A y f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) f es dos veces derivable en a.

ii) f es derivable en un entorno de a y el gradiente de f es derivable en a.

En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que

D2 f (a)(ei ,ej) = D(i, j) f (a) (1≤ i, j ≤ N).

En consecuencia, la matriz Hf (a) es simétrica y se verifica

D2 f (a)(x,y) = xHf (a)yt , ∀x,y∈ RN.

Además
f ∈ C 2(a)⇔ ∇ f ∈ C 1(a).
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Demostración:
i) ⇒ ii)
SeaU un entorno abierto dea incluido enA tal que f es derivable enU . Para cadaj ∈
{1, . . . ,n} existeD j f enU y

D j f (x) = D f (x)(ej), ∀x∈U,

y en consecuencia,
D j f = E j ◦D f

dondeE j es el funcional de evaluación enej , esto es, la aplicación lineal deL (RN,R) enR
definida por

E j(T) = T(ej).

La regla de la cadena garantiza ahora queD j f es derivable ena, y en el caso de quef ∈C 2(a)
se tiene queD j f ∈ C 1(a). Además las derivadas parciales segundas def en a se pueden
calcular de la siguiente manera:

D(i, j) f (a) = Di(D j f )(a) = Di(E j ◦D f )(a) =

D
(

E j ◦D f
)
(a)(ei) =

(
E j ◦D(D f )(a)

)
(ei) = E j

(
D(D f )(a)(ei)

)
=

= D(D f )(a)(ei)(ej) = D2 f (a)(ei ,ej),

para cualquieri ∈ {1, ..,N}. El Teorema de Schwarz garantiza queD2 f (a) es simétrica, por
tantoH f (a) también.

ii) ⇒ i)
SeaU un entorno abierto dea incluido enA tal que f es derivable enU . Se tiene que

D f (x)(y) =
(

∇ f (x) | y
)
, ∀x∈U, ∀y∈ RN.

Si notamos porφ a la identificación usual deRN conL (RN,R) dada por

φ(x)(y) = (x | y), ∀x,y∈ RN,

entoncesD f = φ ◦∇ f .
Como∇ f es derivable ena y φ es lineal, la regla de la cadena asegura queD f es derivable

en a, esto es,f es dos veces derivable ena, y en el caso de que∇ f ∈ C 1(a) se tiene que
D f ∈ C 1(a), esto es,f ∈ C 2(a).

El resultado anterior junto con el teorema de caracterización de los campos escalares de
claseC 1 (Teorema3.21) prueban el siguiente resultado:

Corolario 5.13. Sean A⊂ RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) f es dos veces derivable en A.
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ii) ∇ f es derivable en A.

Además,
f ∈ C 2(A)⇔ H f ∈ C (A).

A pesar de que el Teorema anterior afirma que sif es dos veces derivable ena, las deri-
vadas parciales cruzadas coinciden, hay ejemplos sencillos de campos escalares donde esto
no ocurre. Incluimos uno de ellos:

Ejemplo 5.14. Consideremos el campo escalar enR2 dado por

f (x,y) =
xy(x2−y2)

x2 +y2 si (x,y) 6= (0,0); f (0,0) = 0.

Se tiene que
D1 f (0,0) = 0

D1 f (x,y) =
x4y+4x2y3−y5

(x2 +y2)2 si (x,y) 6= (0,0)

por tanto,

D(2,1) f (0,0) = lim
y→0

D1 f (0,y)−D1 f (0,0)
y

= lim
y→0

−y5

y5 =−1

D2 f (0,0) = 0, D2 f (x,y) =
x5−4x3y2−xy4

(x2 +y2)2 si (x,y) 6= (0,0),

de donde

D(1,2) f (0,0) = lim
x→0

D2 f (x,0)−D2 f (0,0)
x

= lim
x→0

x5

x5 = 1.

La regla de la cadena para las derivadas parciales segundas se deduce a partir de la fórmula
obtenida en la regla de la cadena para la diferencial segunda, si bien conviene codificar que
se obtiene simplemente derivando parcialmente en la expresión obtenida para las derivadas
parciales primeras.

Ejemplo 5.15 (Laplaciano en polares).Seaz= z(x,y) un campo escalar enR2 dos veces
derivable. Si cambiamos a coordenadas polares, esto es, hacemos

x = ρ cosϑ , y = ρ senϑ

y notamos
w(ρ,ϑ) = z(ρ cosϑ ,ρ senϑ),

entonces derivando parcialmente en las expresiones

∂w
∂ρ

(ρ,ϑ) =
∂z
∂x

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)cosϑ +
∂z
∂y

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)senϑ
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∂w
∂ϑ

(ρ,ϑ) =
∂z
∂x

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)(−ρ senϑ)+
∂z
∂y

(ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ cosϑ

obtenemos
∂ 2w
∂ρ2 =

∂

∂ρ

(
∂w
∂ρ

)
=

∂

∂ρ

(
∂z
∂x

cosϑ +
∂z
∂y

senϑ

)
=

∂

∂ρ

(
∂z
∂x

)
cosϑ +

∂z
∂x

∂

∂ρ
(cosϑ)+

∂

∂ρ

(
∂z
∂y

)
senϑ +

∂z
∂y

∂

∂ρ
(senϑ) =(

∂ 2z
∂x2 cosϑ +

∂ 2z
∂y∂x

senϑ

)
cosϑ +0+

(
∂ 2z

∂x∂y
cosϑ +

∂ 2z
∂y2 senϑ

)
senϑ +0 =

∂ 2z
∂x2 cos2ϑ +

∂ 2z
∂y2 sen2ϑ +2senϑ cosϑ

∂ 2z
∂y∂x

,

∂ 2w
∂ϑ∂ρ

=
∂

∂ϑ

(
∂w
∂ρ

)
=

∂

∂ϑ

(
∂z
∂x

cosϑ +
∂z
∂y

senϑ

)
=

∂

∂ϑ

(
∂z
∂x

)
cosϑ +

∂z
∂x

∂

∂ϑ
(cosϑ)+

∂

∂ϑ

(
∂z
∂y

)
senϑ +

∂z
∂y

∂

∂ϑ
(senϑ) =(

∂ 2z
∂x2(−ρ senϑ)+

∂ 2z
∂y∂x

(ρ cosϑ)
)

cosϑ +
∂z
∂x

(−senϑ)+(
∂ 2z

∂x∂y
(−ρ senϑ)+

∂ 2z
∂y2(ρ cosϑ)

)
senϑ +

∂z
∂y

cosϑ

y

∂ 2w
∂ϑ 2 =

∂

∂ϑ

(
∂w
∂ϑ

)
=

=
∂

∂ϑ

(
∂z
∂x

(−ρ senϑ)+
∂z
∂y

(ρ cosϑ)
)

=

∂

∂ϑ

(
∂z
∂x

)
(−ρ senϑ)+

∂z
∂x

∂

∂ϑ
(−ρ senϑ)+

∂

∂ϑ

(
∂z
∂y

)
(ρ cosϑ)+

∂z
∂y

∂

∂ϑ
(ρ cosϑ) =(

∂ 2z
∂x2(−ρ senϑ)+

∂ 2z
∂y∂x

(ρ cosϑ)
)

(−ρ senϑ)+
∂z
∂x

(−ρ cosϑ)+(
∂ 2z

∂x∂y
(−ρ senϑ)+

∂ 2z
∂y2(ρ cosϑ)

)
(ρ cosϑ)+

∂z
∂y

(−ρ senϑ) =

−ρ

(
∂z
∂x

cosϑ +
∂z
∂y

senϑ

)
+ρ

2
(

∂ 2z
∂x2 sen2ϑ +

∂ 2z
∂y2 cos2ϑ −2

∂ 2z
∂y∂x

senϑ cosϑ

)
.

En consecuencia, el laplaciano dez, definido por

∆z= D(1,1)z+D(2,2)z
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se expresa en coordenadas polares de la siguiente manera

∆z(ρ cosϑ ,ρ senϑ) =
∂ 2w
∂ρ2 (ρ,ϑ)+

1
ρ2

∂ 2w
∂ϑ 2(ρ,ϑ)+

1
ρ

∂w
∂ρ

(ρ,ϑ).

5.7. Referencias recomendadas.

[MaHo].
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5.8. Resumen del resultados del Tema 5

Aplicaciones bilineales.

Se verifica queL (RN,L (R,RP))≡L 2(RN×RM,RP)) (conjunto de aplicaciones bili-
neales deRN×RM enRP). La identificación viene dada por

T 7→Φ, donde Φ(x,y) = T(x)(y) (x∈ RN,y∈ RM).

La expresión de la norma inducida por esta identificación en el espacio de las aplicaciones
bilineales es

‖Φ‖= max
{
‖Φ(x,y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖= 1,‖y‖= 1

}
=

= max
{
‖Φ(x,y)‖ : x∈ RN,y∈ RM,‖x‖ ≤ 1,‖y‖ ≤ 1

}
.

CuandoP = 1 y N = M, las aplicaciones bilineales deRN×RN enR se identifican con
MN×N(R); si A∈MN×N(R), la forma bilineal asociadaΦA viene dada por

ΦA(x,y) =
(
xAt | y

)
= xAtyt (x,y∈ RN).

AdemásΦA es simétrica si, y sólo si,A es simétrica, en cuyo caso

ΦA(x,y) = xAyt .

Campos vectoriales2 veces derivables.
SeanA⊂RN, f : A−→RM y seaA1⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable. Se dice
que f es dos veces derivable ena∈ A1 si la funciónD f : A1−→L (RN,RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicación

D(D f )(a) ∈L (RN,L (RN,RM))≡L 2(RN×RN,RM)

se denomina la derivada segunda def ena y se notaD2 f (a).
Si A⊂ R y f : A−→ RM es un campo vectorial 2 veces derivable en un puntoa ∈ A,

entonces
D2 f (a)(1,1) = f ′′(a),

Propiedades de la derivada segunda y de las funciones2 veces derivables.

i) Linealidad. SeanA⊂RN, a∈ A y f ,g : A−→RM funciones 2 veces derivables ena y
seaλ ∈ R. Entoncesf +g y λ f son 2 veces derivables ena con

D2( f +g)(a) = D2 f (a)+D2g(a), D2(λ f )(a) = λD2 f (a).

Además, sif ,g∈ C 2(a), entoncesf +g∈ C 2(a) y λ f ∈ C 2(a).



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 205

ii) Regla de la cadena.SeanA⊂RN,B⊂RM, f : A−→RM tal que f (A)⊂ B y g : B−→
RP. Supongamos quef es 2 veces derivable ena∈ A y queg es 2 veces derivable en
f (a). Entonces la composiciónh= g◦ f es 2 veces derivable ena. Además se tiene que

D2h(a)(x1,x2) =

= D2g( f (a))
(

D f (a)(x1),D f (a)(x2)
)

+Dg( f (a))
(

D2 f (a)(x1,x2)
)

para cualesquierax1,x2 ∈ RN.

En el caso particular de queA⊂ R se obtiene

(g◦ f )′′(a) = D2g( f (a))
(

f ′(a), f ′(a)
)

+Dg( f (a))( f ′′(a)).

iii) Carácter local de la derivada segunda.SeanA⊂RN, a∈A y f : A−→RM un campo
vectorial. Entoncesf es 2 veces derivable ena si, y sólo si, existe algún entornoU ⊂ A
dea tal que f|U es 2 veces derivable ena, en cuyo caso las derivadas segundas ena de
ambas funciones coinciden.

iv) Derivación de la función inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos deRN y f un
homeomorfismo deA sobreB. Si f es 2 veces derivable ena (resp. de claseC k ena)
para algúna∈ A y D f (a) ∈ Iso (RN), entoncesf−1 es 2 veces derivable enf (a) (resp.
de claseC 2 en f (a)).

vi) Reducción a campos escalares.SeanA⊂ RN y f : A −→ RM un campo vectorial.
Si f = ( f1, . . . , fM), entoncesf es 2 veces derivable ena∈ A si, y sólo si, cadafi es 2
veces derivable ena parai = 1, . . . ,M, en cuyo caso

D2 f (a) =
(

D2 f1(a), . . . ,D2 fM(a)
)

Por tanto, una campo vectorial es de clase 2 en un punto cuando todas sus componentes
lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de clase 2 y su diferencial segunda es nula. Toda aplicación
bilineal T : RN×RM −→ RP es de claseC 2 con derivada segunda en(a,b) ∈ RN×RM

definida por

D2T(a,b)
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= T(x1,y2)+T(x2,y1), ∀(x1,y1),(x2,y2) ∈ RN×RM,

La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) es de claseC 2.

Teorema de Schwarz para la derivada segunda.
Sea A⊂ RN, f : A−→ RM un campo vectorial. Supongamos que f es2 veces derivable en
un punto a∈ A. Entonces la aplicación bilineal D2 f (a) es simétrica, esto es,

D2 f (a)
(
x,y
)

= D2 f (a)
(
y,x
)
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para cualesquiera x,y∈ RN.

Polinomio de Taylor de orden2.
SeaA⊂RN y f : A−→RM una función. Supongamos quef es 2 veces derivable en un punto
a∈ A, entonces la funciónP2 : RN −→ RM definida por

P2(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)

se llama polinomio de Taylor de orden 2 def ena. El polinomio de Taylor de orden 2 de una
función en un puntoa verifica

P2(a) = f (a), DP2(a) = D f (a), D2P2(a) = D2 f (a).

Fórmula infinitesimal del resto.
Sea A⊂ RN y f : A−→ RM un campo vectorial. Supongamos que f es2 veces derivable en
un punto a∈ A, entonces se verifica

lim
x→a

f (x)−P2(x)
‖x−a‖2

= 0.

Fórmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares.
Sean A⊂ RN y a,x ∈ A con a 6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f:
A −→ R es una función de claseC 1 en [a,x] y dos veces derivable en]a,x[, entonces existe
c∈]a,x[ tal que

f (x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (c)(x−a).

Fórmula de Taylor.
Sean A⊂ RN y a,x ∈ A con a 6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f:
A −→ RM es un campo vectorial de claseC 1 en [a,x] y dos veces derivable en]a,x[,
entonces

‖ f (x)− f (a)−d f(a)(x−a)‖ ≤ 1
2
‖x−a‖2sup

{
‖D2 f (z)| : z∈]a,x[

}
.

RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES.

Derivadas parciales sucesivas. Matriz hessiana.
SeanA⊂ RN, a ∈ A y f un campo escalar enA. Sea j ∈ {1, . . . ,N} y A j ⊂ A el conjunto
de puntos donde está definidaD j( f ). Si i ∈ {1, . . . ,N} y el campo escalarD j f en A j tiene
derivada parcial respecto de la variablei-ésima en el puntoa, entonces se dice quef tiene
derivada parcial segunda (o de segundo orden) respecto de las variablesj e i en el puntoa.
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En tal caso notaremosD(i, j) f (a) o bien
∂ 2 f

∂xi∂x j
(a) a ésta derivada parcial de segundo orden.

En caso de quei = j escribiremos simplemente
∂ 2 f
∂ 2xi

(a) . La aplicación

x 7→ D(i, j) f (x)

definida en el conjunto dondef tiene derivas parciales respecto de las variablesj e i, es la
aplicación derivada parcial segunda def respecto de estas variables y se nota porD(i, j) f ó

también
∂ 2 f

∂xi∂x j
.

Se dice que el campo escalarf tiene matriz hessiana en el puntoa si f admite cualquier
derivada parcial de segundo orden ena. En tal caso se define la matriz hessiana def ena por

H f (a) =

D(1,1) f (a) . . . D(N,1) f (a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D(1,N) f (a) . . . D(N,N) f (a)

=
(

D(i, j) f (a)
)

1≤i, j≤N
.

Si C es el conjunto de puntos deA donde f tiene matriz hessiana, entonces la aplicación de
C enMN×N(R)

(
≡ RN2)

dada por
x 7→ H f (x)

es la aplicación matriz hessiana def y se nota porH f .
El Teorema de Schwarz afirma que sif es dos veces derivable ena, la matriz hessiana es

simétrica.

Caracterización de campos escalares2 veces derivables.
Sean A⊂ RN, a∈ A y f un campo escalar en A. Entonces f es2 veces derivable en a si, y
sólo si, f es derivable en un entorno de a y gradiente de f es derivable en a.

En el caso de que f sea dos veces diferenciable en a, se tiene que

D2 f (a)(x,y) = xHf (a)yt , ∀x,y∈ RN,

equivalentemente,
D(i, j) f (a) = D2 f (a)(ei ,ej) (1≤ i, j ≤ N).

Caracterización de campos escalares2 veces derivables en términos del vector gra-
diente.
Sean A⊂RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) f es dos veces derivable en A.

ii) ∇ f es derivable en A.

Además,
f ∈ C 2(A)⇔ H f ∈ C (A).
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5.9. Ejercicios del Tema 5

5.1 Seaf : R2−→ R la función definida por:

f (x,y) =
arctan(x)seny−xy

x2 +y2 si (x,y) 6= (0,0), f (0,0) = 0.

Probar quef es de claseC 1 enR2. CalcularD(1,2) f (0,0) y D(2,1) f (0,0). ¿Es f dos
veces derivable en(0,0)?

5.2 Seap un número real yf : RN\{0} −→ R una función dos veces derivable y homogé-
nea de gradop. Probar que

D2 f (x)(x,x) = p(p−1) f (x), ∀x∈ RN\{0}.

Probar también que las derivadas parciales de primer ordenDi f son funciones homo-
géneas de gradop−1 y deducir, cuandop = 1 que el determinante Hessiano def es
nulo en todo punto.
Indicación: El Teorema de Euler y la relación entre diferencial y derivada direccional
permiten comprobar la fórmula para la derivada segunda. Directamente, la definición
de las derivadas parciales permite comprobar que son funciones(p−1)-homogéneas.
Por último, expresar el Teorema de Euler en términos de las derivadas parciales. Deri-
vando en esta expresión de nuevo parcialmente, se puede comprobar parap= 1 que un
sistema de ecuaciones lineales matriz de coeficientes la matriz hessiana tiene solución
no trivial, de donde se concluye la condición sobre el determinante del hessiano.

5.3 Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de las siguientes funciones en el punto que
se indica:

f (x,y) = sen(x2 +3xy) en (0,0),

g(x,y) =
arctan(xy)
1+x2 +y2 en (0,0)

h(x,y) = log(x2 +y2) en (1,1).

5.4 Utilizar la fórmula infinitesimal del resto para probar que

lim
(x,y)→(0,0)

exseny− (1+xy)
x2 +y2 = 0.

5.5 SeaA⊂ RN un abierto conexo yf : A−→ RM una función dos veces derivable tal que
D2 f es constante. Probar que existenb ∈ RM,T ∈ L (RN,RM) y
S∈L 2(RN,RM) tales que

f (x) = b+T(x)+S(x,x), ∀x∈ A.
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5.6 SeaT una isometría lineal de
(
RN,‖ · ‖2

)
en sí mismo yf un campo escalar de clase

C 2 en un abiertoΩ deRN. Justificar que:

∆( f ◦T)(x) = ∆ f
(
T(x)

)
, ∀x∈ T−1(Ω)

donde∆ f (x) := ∑N
i=1

∂ 2 f

∂x2
i

(x).

Indicación: a) Pruébese queT conserva el producto escalar; para ello basta desarrollar
‖x+y‖22 con el fin de expresar el producto escalar en función de la norma euclídea.
b) Calcular las derivadas parciales que aparecen en le definición del operador laplaciano
(∆) (regla de la cadena para las derivadas parciales segundas). Traducir a) en términos
de la matriz asociada aT para obtener el enunciado.

5.7 Obtener las funcionesf : R+ −→ R de claseC 2 tales que:

∆
(

f ◦‖ · ‖2
)
(x) = 0, ∀x∈ RN\{0}.

Indicación: Calcular las derivadas parciales de segundo orden que intervienen en el
laplaciano y resolver la ecuación diferencial en la que se traduce la hipótesis.
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5.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 5

5.1 Es inmediato queD1 f (0,0) = D2 f (0,0) = 0. Por comodidad de notación definimos

g(x,y) := arctan(x)sen(y)−xy, ∀x,y∈ R.

Derivabilidad de f :
Es claro que

g(x,y) = (arctan(x)−x)seny+x(sen(y)−y),

por tanto,

|g(x,y)|(
x2 +y2

)3/2
≤ |arctan(x)−x|

x2 +y2

|seny|
(x2 +y2)

1
2

+
|x|

(x2 +y2)
1
2

|sen(y)−y|
x2 +y2 ≤

≤ |arctan(x)−x|
x2

|seny|
|y|

+
|sen(y)−y|

y2 .

Es claro que el límite de la función anterior es cero, ya que

lim
x→0

arctan(x)−x
x2 = 0 = lim

y→0

sen(y)−y
y2 .

Para comprobar que el límite en(0,0) de la función
|g(x,y)|(

x2 +y2
)3/2

vale cero, también

puede usarse la fórmula infinitesimal del resto. En tal caso basta tener en cuenta que el
polinomio de Taylor de orden 3 deg en el punto(0,0) es nulo y que el denominador
no es mas que‖(x,y)‖32.

Continuidad de las derivadas parciales:

Las derivadas parciales fuera del origen son:

D1 f (x,y) =
D1g(x,y)
x2 +y2 −

2x(
x2 +y2

)1/2

g(x,y)(
x2 +y2

)3/2

D2 f (x,y) =
D2g(x,y)
x2 +y2 −

2y(
x2 +y2

)1/2

g(x,y)(
x2 +y2

)3/2

Queremos probar que ambas tienden a cero. Es inmediato de lo ya demostrado que los
segundos sumandos tienden a cero. Probaremos que igual le ocurre a los primeros.

En efecto, por ser

D1g(x,y) =
1

1+x2 sen(y)−y,

|D1g(x,y)|
x2 +y2 =

1
1+x2

|sen(y)−y−x2y|
x2 +y2 ≤
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≤ 1
1+x2

( |sen(y)−y|
y2 +

x2|y|
x2

)
−→ 0.

Por otra parte,
D2g(x,y) = arctan(x)cos(y)−x,

por tanto,

|D2g(x,y)|
x2 +y2 | ≤

|(arctan(x)−x) cosy|
x2 +y2 +

|x (cos(y)−1)|
x2 +y2 ≤

≤ |(arctan(x)−x) cosy|
x2 +

|x (cos(y)−1)|
y2 → 0.

Como es claro quef ∈ C 1(R2\{(0,0)}), acabamos de probar quef ∈ C 1(R2).

Cálculo de las derivadas parciales segundas en el origen:

D1 f (0,y)−D1 f (0,0)
y

=
sen(y)−y

y3 −→ −1
6

=: D(2,1) f (0,0)

D2 f (x,0)−D2 f (0,0)
x

=
arctan(x)−x

x3 −→ −1
3

=: D(1,2) f (0,0).

Al no ser iguales las derivadas parciales segundas cruzadas, el Teorema5.6 (la dife-
rencial segunda es simétrica, por tanto la matriz hessiana también sif es dos veces
derivable) nos permite concluir quef no es dos veces derivable en(0,0).

5.2 El Teorema de Euler nos asegura que :

D f (x)(x) = p f(x), ∀x∈ RN\{0}.

Dado un vector no nulox deRN, definimos la función

g(t) = f (tx) (t > 0),

y usando la regla de la cadena para la diferencial segunda en el caso de que la primera
función función sea de variable real, se obtiene que

g′′(t) = D2 f (tx)(x,x).

Teniendo en cuenta queg(t) = t p f (x), se tiene también que

g′′(t) = p(p−1)t p−2 f (x)

y basta evaluar en 1.

Para comprobar que las derivadas parciales de primer orden son homogéneas de grado
p−1 se puede usar la definición de derivada parcial y, por supuesto, la homogeneidad
de f . En vista de la igualdad, para 1≤ i ≤ N,x∈ RN\{0}, t ∈ R∗,s> 0

f (sx+ tei)− f (sx)
t

= sp
f

(
x+

t
s
ei

)
− f (x)

t
= sp−1

f

(
x+

t
s
ei

)
− f (x)

t
s
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tomando límite(t→ 0) se obtiene

Di f (sx) = sp−1Di f (x),

esto es,Di f es homogénea de gradop−1.

La homogeneidad de las derivadas parciales de primer orden se puede obtener también
del teorema de Euler, ya que

p f(x) = D f (x)(x) = (∇ f (x) | x) =
N

∑
j=1

x jD j f (x).

Derivando respecto dexi (i = 1, . . . ,N), obtenemos

pDi f (x) = Di f (x)+
N

∑
j=1

x jDi(D j f )(x)

y al ser f dos veces derivable, las derivadas parciales segundas cruzadas son iguales y,
por tanto,

(5.10.1) (p−1)Di f (x) =
N

∑
j=1

x jD j(Di f )(x) = D
(
Di f
)
(x)(x)

lo que nos asegura, en virtud del Teorema de Euler, que las derivadas parciales primeras
son homogéneas de gradop−1.

Si p = 1, como, parax∈ RN\{0} se tiene

H f (x) =

D1(D1 f )(x) . . . DN(D1 f )(x)
. . . . . . . . .

D1(DN f )(x) . . . DN(DN f )(x)

 ,

y la expresión5.10.1nos asegura que el sistema de ecuaciones lineales con matriz de
coeficientesH f (x) tiene una solución no trivial, por serx 6= 0, por tanto, el determinante
del hessiano def enx es nulo.

También puede usarse el Problema3.14. Como hemos probado queDi f es 0-homogénea
(p = 1), sabemos que

D(Di f )(x)(x) = 0, ∀x∈ RN\{0}.

Es decir,

0 =< ∇(Di f )(x),x >=
N

∑
j=1

D( j,i) f (x)x j , ∀x∈ RN\{0},∀i ∈ {1, . . . ,N},

esto es,
H f (x)xt = 0, ∀x∈ RN\{0}.

Por tanto, detH f (x) = 0, para todo vector no nulox deRN.
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Otra forma de obtener la condición sobre la diferencial segunda:

Llamamosg≡ D f , con lo que, por serf dos veces derivable enRN\{0} tenemos

g : RN\{0} −→L (RN,R), Dg : RN\{0} −→L (RN,L (RN,R))≡L 2(RN,R),

y se tiene paraa∈ RN\{0}

Dg(a)(x) = lim
t→0

g(a+ tx)−g(a)
t

y como la evaluación en un punto es una función continua en el espacio de operadores,
tenemos

Dg(a)(x,x) = lim
t→0

g(a+ tx)(x)−g(a)(x)
t

,

por tanto,

(5.10.2) Dg(x)(x,x) = lim
t→0

g(x+ tx)(x)−g(x)(x)
t

.

En cada punto,g es lineal, por ser la diferencial def , luego usando el Teorema de
Euler, obtenemos la cadena de igualdades

g(x+ tx)(x)−g(x)(x)
t

=

g(x+ tx)((1+ t)x)
1+ t

−g(x)(x)

t
=

=

p f((1+ t)x)
1+ t

− p f(x)

t
= p f(x)

(1+ t)p−1−1
t

,

tomando límite en cero, y usando la igualdad5.10.2concluimos que

Dg(x)(x,x) = p(p−1) f (x).

5.3 Para calcular las derivadas sucesivas en los puntos en cuestión se puede derivar y susti-
tuir ó utilizar la definición de derivada parcial. Derivando con respecto a ambas varia-
bles se obtiene

D1 f (x,y) = (2x+3y)cos(x2 +3xy), D2 f (x,y) = 3x cos(x2 +3xy),

por tanto
D(1,1) f (x,y) = 2cos(x2 +3xy)− (2x+3y)2sen(x2 +3xy),

D(1,2) f (x,y) = 3cos(x2 +3xy)− (3x)(2x+3y)sen(x2 +3xy),

D(2,2) f (x,y) =−9x2sen(x2 +3xy).

Evaluando en(0,0) se tiene

H f (0,0) =
(

2 3
3 0

)
,



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 215

por tanto,

P2(x,y) = f (0,0)+
(
∇ f (0,0)|(x,y)

)
+

1
2
(x,y)H f (0,0)

(
x
y

)
=

= x2 +3xy

Ahora calculamos las derivadas parciales deg.

D1g(x,y) =
y 1

(1+x2y2) −2xarctan(xy)

(1+x2 +y2)2 , D2g(x,y) =
x 1

(1+x2y2) −2yarctan(xy)

(1+x2 +y2)2 ,

Evaluando en 0, se tieneD1g(0,0) = D2g(0,0) = 0. Para calcular las derivadas parcia-
les de segundo orde usamos la definición

D(1,1)g(0,0) = lim
t→0

D1g(t,0)−D1g(0,0)
t

= 0,

D(1,2)g(0,0) = lim
t→0

D1g(0, t)−D1g(0,0)
t

= 1,

D(2,2)g(0,0) = lim
t→0

D2g(0, t)−D2g(0,0)
t

= 0.

El Hessiano deg en(0,0) es

Hg(0,0) =
(

0 1
1 0

)
,

y el polinomio de Taylor de orden 2

Q2(x,y) = g(0,0)+
(
∇g(0,0)|(x,y)

)
+

1
2
(x,y)Hg(0,0)

(
x
y

)
= xy

Hacemos los cálculos parah. Primero evaluamos la función,h(1,1) = log2.

D1h(x,y) =
2x

x2 +y2 , D2h(x,y) =
2y

x2 +y2 .

Por tanto∇h(1,1) = (1,1).

D(1,1)h(1,1) = lim
t→0

D1h(1+ t,1)−D1(1,1)
t

= lim
t→0

2(1+t)
(1+t)2+1−1

t
= 0.

D(2,1)h(1,1) = lim
t→0

D1h(1,1+ t)−D1(1,1)
t

= lim
t→0

2
(1+t)2+1−1

t
=−1.

Comoh(x,y) = h(y,x), entoncesD(2,2)h(1,1) = D(1,1)h(1,1) = 0, así la matriz hessiana
en(1,1) es

Hh(1,1) =
(

0 −1
−1 0

)
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y el polinomio de Taylor de orden 2

R2(x,y) = h(1,1)+
(
∇h(1,1)|(x−1,y−1)

)
+

1
2
(x−1,y−1)Hh(1,1)

(
x−1
y−1

)
=

= log2+(x−1)+(y−1)− (x−1)(y−1).

5.4 Sabemos que

lim
(x,y)−→(0,0)

f (x,y)−P2(x,y)
‖(x,y)‖2

= 0,

siendoP2 el polinomio de Taylor de orden 2 def en(0,0) y

f (x,y) = exseny.

Basta pues calcular las derivadas parciales de orden menor o igual que 2 y evaluarlas
en(0,0). Se tiene que

D1 f (x,y) = seny exseny, D2 f (x,y) = x cosy exseny,

D(1,1) f (x,y) = exseny sen2y, D(1,2) f (x,y) = exseny cosy
(
1+xseny

)
,

D(2,2) f (x,y) = x exseny(−seny+xcos2y
)
,

Evaluando en(0,0) la función y las derivadas parciales de orden menor o igual que
dos, se obtienen los siguientes valores

f D1 D2 D(1,1) D(1,2) D(2,2)
1 0 0 0 1 0

Por tanto,
P2(x,y) = 1+xy.

El enunciado es entonces consecuencia del Teorema5.8.

5.5 Por hipótesis, sabemos queD2 f es constante enA, la llamamosB, por tantoB ∈
L 2(RN,RM). Fijamos un elementoa∈ A, llamamosL = D f (a) y definimos el campo
vectorial enA dado por

g(x) = f (x)−
(

f (a)+L(x−a)+
1
2

B(x−a,x−a)
)

(x∈ A)

que toma valores enRM. Como f es diferenciable,L lineal y B bilineal, entoncesg es
diferenciable enA. Además, derivando y usando queB≡D2 f (a) es simétrica (Teorema
de Schwarz) tenemos

Dg(x) = D f (x)−L−B(x−a) (x∈ A)
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ComoDg es derivable, usando que el segundo sumando es constante y el último es
afín, tenemos

D2g(x) = D2 f (x)−B = 0.

En vista de queA es abierto y conexo, el Corolario4.8nos asegura queDg es constante
y, por serDg(a) = 0, sabemos queDg es idénticamente cero. Aplicando de nuevo
el Corolario4.8 obtenemos queg es constante y basta evaluar ena para terminar el
problema. Obtenemos entonces que se verifica el enunciado para

b = f (a)−D f (a)(a)+
1
2

D2 f (a)(a,a),

T(x) = D f (a)(x)−D2 f (a)(a,x),

S(x,x) =
1
2

D2 f (a)(x,x),

se obtiene el enunciado.

5.6 Como para cualesquierax,y∈ RN se tiene que

‖x+y‖22 =
(
x+y | x+y

)
= ‖x‖22 +‖y‖22 +2

(
x | y

)
,

si T es un operador lineal que conserva la norma, también conserva el producto escalar,
es decir, (

T(x) | T(y)
)

=
(
x | y

)
, ∀x,y∈ RN. (∗)

Si escribimosT = (T1, . . . ,TN), y j = Tj(x), la regla de la cadena para las derivadas
parciales nos da parai = 1, . . . ,N

∂ ( f ◦T)
∂xi

(x) =
N

∑
j=1

∂ f
∂y j

(T(x))
∂Tj

∂xi
(x).

Si {e1, . . . ,eN} es la base canónica deRN, se tiene que

∂Tj

∂xi
(x) = DiTj(x) = DTj(x)(ei) = Tj(ei),

donde se ha utilizado queTj es lineal.

Derivando otra vez se tiene

∂ 2( f ◦T)
∂x2

i

(x) =
N

∑
j=1

N

∑
k=1

∂ 2 f
∂yk∂y j

(T(x))
∂Tk

∂xi
(x)Tj(ei)

es decir,
∂ 2( f ◦T)

∂x2
i

(x) =
N

∑
j=1

N

∑
k=1

∂ 2 f
∂yk∂y j

(T(x))Tk(ei)Tj(ei),

y por tanto,

N

∑
i=1

∂ 2( f ◦T)
∂x2

i

(x) =
N

∑
i=1

N

∑
j=1

N

∑
k=1

∂ 2 f
∂yk∂y j

(T(x))Tk(ei)Tj(ei) =
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(5.10.3) =
N

∑
j=1

N

∑
k=1

∂ 2 f
∂yk∂y j

(T(x))
N

∑
i=1

Tk(ei)Tj(ei).

Hemos probado antes queT conserva el producto escalar, luego(
T(ek) | T(ej)

)
=
(
ek | ej) = δk j,

esto es, siM es la matriz asociada aT, la igualdad anterior nos dice que el producto de
la fila k-ésima deMt por la columnaj-ésima deM esδk j, luego

MtM = I ⇒MMt = I .

Traduciendo de nuevo esta última condición tenemos

N

∑
i=1

Tk(ei)Tj(ei) =
(
(Tk(e1), . . . ,Tk(eN))|(Tj(e1), . . . ,Tj(eN))

)
= δk j.

Sustituyendo en5.10.3tenemos

N

∑
i=1

∂ 2( f ◦T)
∂x2

i

(x) =
N

∑
j=1

∂ 2 f

∂y2
j

(Tx).

Otra demostración alternativa usando la regla de la cadena para la derivada segunda:

D2( f ◦T)(x)(u,v) =

D2 f (T(x))
(
DT(x)(u),DT(x)(v)

)
+D f (x)

(
D2T(x)(u,v)

)
=

D2 f (T(x))
(
T(u),T(v)

)
+0 = D2 f (T(x))

(
T(u),T(v)

)
,

y en consecuencia

D(i,i)( f ◦T)(x) = D2( f ◦T)(x)(ei ,ei) = D2 f (T(x))
(
T(ei),T(ei)

)
=

T(ei)H f (T(x))T(ei)t = ei
(
MtH f (T(x))M

)
et

i ,

donde, como antes,M es la matriz asociada aT, esto es

T(x)t = Mxt .

Así

∆( f ◦T)(x) =
N

∑
i=1

D(i,i)( f ◦T)(x) = traza
(
MtH f (T(x))M

)
.

Análogamente

∆ f (T(x)) =
N

∑
i=1

D(i,i) f (T(x)) =
N

∑
i=1

D2 f (T(x))(ei ,ei) =
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N

∑
i=1

eiH f (x)et
i = traza

(
H f (T(x))

)
.

Al serT una isometría, hemos probado que

MMt = I .

Finalmente,

∆( f ◦T)(x) = traza
(
MtH f (T(x))M

)
= traza

(
H f (T(x))

)
= ∆ f (T(x)),

donde se ha utilizado que

A,B∈MN×N(R)⇒ traza(AB) = traza(BA).

5.7 Notamos, por comodidad,

g(x) = f
(
‖x‖2

)
, ∀x∈ RN\{0}.

Se tiene parai = 1, . . . ,N

Dig(x) = f ′
(
‖x‖2

) xi

‖x‖2
,

por tanto,

D(i,i)g(x) = f ′′
(
‖x‖2

) x2
i

‖x‖22
+ f ′

(
‖x‖2

) ‖x‖22−x2
i

‖x‖32
de donde se deduce que

∆g(x) = f ′′
(
‖x‖2

)
+ f ′

(
‖x‖2

)(N−1)‖x‖22
‖x‖32

=

f ′′
(
‖x‖2

)
+ f ′

(
‖x‖2

)(N−1)
‖x‖2

.

Por tanto, las soluciones de∆g(x) = 0 verifican la ecuación diferencial

t f ′′(t)+(N−1) f ′(t) = 0.

Supuesto quef ′(t) > 0 para un cierto valor det > 0 se tiene, que la función

h(t) = log f ′(t)

verificah′(t) = 1−N
t . Integrando, obtenemos

h(t) = (1−N) log(t)+A.

Por tanto,
f ′(t) = Bt1−N,

para cierta constanteB y así, siN = 2, entonces

f (t) = Blog(t)+K,

mientras que siN > 2, se tiene

f (t) = Ct2−N +K,

dondeC y K son constantes arbitrarias.





Tema 6

Derivadas sucesivas.

Sabemos que la derivada de una función es una aplicación lineal, la derivada segunda es
bilineal y ocurre que la derivadak-ésima es una aplicaciónk-lineal. Antes de nada, presenta-
remos la notación que usaremos para estas aplicaciones.

Definición 6.1. Si k es un natural, notaremos por

L k(RN,RM)≡L k(RN× k. . .×RN,RM)

al conjunto de las aplicaciones deRN× k. . . ×RN enRM que sonk-lineales, esto es, lineales
en cada variable. Este conjunto es un espacio vectorial definiendo las operaciones de forma
puntual y es fácil probar que se puede identificar

L m+n(RN,RM)≡L m(RN,L n(RN,RM))

de la siguiente forma natural

T
(
x1, . . . ,xm+n

)
= T

(
x1, . . . ,xm

)(
xm+1, . . . ,xm+n

)
∀x1, . . . ,xm+n ∈ RN.

En particular, sik > 1, se tiene

L k(RN,RM)≡L (RN,L k−1(RN,RM)).

El espacioL k(RN,RM) se puede normar si definimos

‖T‖= max{‖T(x1,xk, . . . ,xk)‖ : xi ∈ RN,‖xi‖= 1,1≤ i ≤ k} (T ∈L k(RN,RM)).

La norma verifica propiedades análogas a las que aparecen en la Proposición5.1.
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Definición 6.2 (Funciónk veces derivable).SeaA⊂RN y f : A−→RM una función yk un
natural mayor que 1. SeaAk−1⊂ A el conjunto de puntos dondef esk−1 veces derivable y
seaDk−1 f : Ak−1−→L k−1(RN,RM) la aplicación derivada(k−1)-ésima def . Se dice que

f esk veces derivableena∈
◦
Ak−1 si la funciónDk−1 f es derivable en dicho punto, en cuyo

caso a la aplicación

D(Dk−1 f )(a) ∈L (RN,L k−1(RN,RM))≡L k(RN,RM)

se llamaderivada k-ésimade f ena y se notaDk f (a). A Dk f (a) se le asocia la aplicación
dk f (a) : RN −→ RM definida por:

dk f (a)(x) := Dk f (a)(x, k. . .,x), ∀x∈ RN.

Se dice quef esk veces derivable en un subconjuntoB⊂ A si esk veces derivable en cada
punto deB.

SeaAk ⊂ A el conjunto de puntos deA dondef esk veces derivable. La aplicación

x−→ Dk f (x)

deAk enL k(RN,RM) se denomina laaplicación derivada k-ésimade f y se notaDk f .
Se dice quef es declaseC k en a, y se notaf ∈ C k(a), si esk veces derivable en un

entorno deay la funciónDk f es continua ena. Se dice quef es de claseC k en un subconjunto
B⊂ A si es de claseC k en cada punto deB.

Se dice quef esk veces derivable (resp.C k) cuando lo sea en todos los puntos de su
conjunto de definición (que necesariamente será abierto). Notamos porC k(A) al conjunto de
las funciones de claseC k en el abiertoA.

Finalmente se dice quef es de claseC ∞ en a ∈ A (resp.B ⊂ A) si f ∈ C k(a) (resp.
f ∈ C k(B)), ∀k∈ N.

Si m,n ∈ N, entonces la identificación de los espaciosL m+n(RN,RM)
y L m(RN,L n(RN,RM)) nos permite comprobar (mediante una sencilla inducción) quef
esm+n veces derivable en un puntoa si, y sólo si, esn veces derivable en un entorno dea y
la funciónDn f esm veces derivable ena, en cuyo caso

Dm+n f (a)≡ Dm(Dn f )(a).

A partir de ahora presentamos para la derivadak-ésima los resultados obtenidos en el tema
anterior para la derivada segunda. Conviene tener presente que el paso de la derivada(k−1)-
ésima a la derivadak-ésima es idéntico al paso de la derivada primera a la derivada segunda.

Nota 6.3. SeaA⊂ R, f : A−→ RM un campo vectorial yk > 1. Supongamos quef esk
veces derivable en un puntoa∈ A. Entonces, la relación entre la derivada def y la derivada
elemental viene dada por

Dk f (a)(s1, . . . ,sk) = s1 . . .sk f (k)(a), ∀s1, . . . ,sk ∈ R,

equivalentemente
f (k)(a) = dk f (a)(1).
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Sabemos que la diferencial segunda es una aplicación bilineal simétrica (Teorema5.6).
También es cierto el resultado análogo para la diferencialk-ésima:

Teorema 6.4 (Schwarz).Sea A⊂RN, f : A−→RM un campo vectorial y k> 1. Supongamos
que f es k veces derivable en un punto a∈ A. Entonces la aplicación k-lineal Dk f (a) es
simétrica, esto es,

Dk f (a)
(
x1, . . . ,xk

)
= Dk f (a)

(
xσ(1), . . . ,xσ(k)

)
para cualesquiera x1, . . . ,xk ∈ RN y cualquier permutaciónσ del conjunto{1, . . . ,k}.

Demostración:
Sabemos que parak= 2 es cierto (Teorema5.6). Para probar el caso general, basta razonar

por inducción sobrek. Seak > 2 y supongamos cierto el teorema de Schwarz para funciones
k−1 veces derivables en un punto. Seanx1, . . . ,xk ∈ R, por hipótesis de inducción sabemos
que

D2(Dk−2 f )(a)
(
x1,x2

)
= D2(Dk−2 f )(a)

(
x2,x1

)
y en consecuencia

Dk f (a)
(
x1,x2,x3, . . . ,xk

)
= Dk f (a)

(
x2,x1,x3, . . . ,xk

)
.

Para probar que si 2≤ i < j ≤ k, entonces

Dk f (a)
(
x1, . . . ,xi , . . . ,x j , . . . ,xk

)
= Dk f (a)

(
x1, . . . ,x j , . . . ,xi , . . . ,xk

)
,

basta tener en cuenta que six está en un cierto entorno dea se verifica

Dk−1 f (x)
(
x2, . . . ,xi , . . . ,x j , . . . ,xk

)
=

Dk−1 f (x)
(
x2, . . . ,x j , . . . ,xi , . . . ,xk

)
, ∀x∈U,

esto es,
Dk−1 f = E(i, j) ◦Dk−1 f ,

dondeE(i, j) es la aplicación lineal enRN que intercambia las componentesi-ésima yj-ésima.
Basta usar la regla de la cadena y el hecho de que una permutación es composición de tras-
posiciones para terminar la demostración.

Definición 6.5 (Polinomio de Taylor de ordenk). SeaA⊂RN y f : A−→RM una función.
Supongamos quef esk veces derivable en un puntoa∈ A, entonces la funciónPk : RN −→
RM definida por

Pk(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)+ · · ·+ 1
k!

dk f (a)(x−a)

se llamapolinomio de Taylor de orden kde f ena.

El Problema6.6 afirma que sif es un polinomio de gradok, entonces, el polinomio
de Taylor de ordenk en cualquier punto coincide conf . Primero aprenderemos a derivar
polinomios homogéneos.
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Lema 6.6.Sea T∈L k(RN,RM) una aplicación simétrica. Entonces la aplicación P:RN−→
RM definida por:

P(x) := T(x,
k· · ·,x), ∀x∈ RN,

es derivable. Además, para cada a∈ RN se tiene

DP(a)(x) = kT(a,k−1. . . ,a,x), ∀x∈ RN.

Demostración:
Fijemosa∈ RN, entonces, para cadax∈ RN\{a} se verifica que

P(x) = T(x, k. . .,x) = T(a+(x−a), k. . .,a+(x−a)) =

=
k

∑
i=0

(
k
i

)
T(a,k−i. . .,a,x−a, i. . .,x−a) =

= P(a)+kT(a,k−1. . . ,a,x−a)+
k

∑
i=2

(
k
i

)
T(a,k−i. . .,a,x−a, i. . .,x−a),

y por tanto

P(x)−P(a)−kT(a,k−1. . . ,a,x−a)
‖x−a‖

=
k

∑
i=2

(
k
i

)
T(a,k−i. . .,a,x−a, i. . .,x−a)

‖x−a‖
.

Como para todoi ∈ {2, . . . ,k} se tiene que

‖T(a,k−i. . .,a,x−a, i. . .,x−a)‖ ≤ ‖T‖ ‖a‖k−i‖x−a‖i ,

se sigue que

lim
x→a

T(a,k−i. . .,a,x−a, i. . .,x−a)
‖x−a‖

= 0,

lo que termina la demostración.

Comprobaremos ahora que el polinomio de Taylor de ordenk de una funciónf en un
puntoa tiene susk primeras derivadas ena iguales a las de la función.

Proposición 6.7.Sea A⊂ RN y f : A−→ RM un campo vectorial. Supongamos que f es k
veces derivable en un punto a∈ A y que Pk : RN −→ RM es el polinomio de Taylor de orden
k de f en a, esto es,

Pk(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)+ . . .+
1
k!

dk f (a)(x−a).

Entonces Pk es de claseC ∞ y se verifica

DPk(x) = D f (a)+d(D f )(a)(x−a)+
1
2

d2(D f )(a)(x−a)+ . . .+

+
1

(k−1)!
dk−1(D f )(a)(x−a).

Además,
DnPk(a) = Dn f (a) (n≤ k) y DnPk(x) = 0, ∀n > k.
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Demostración:
Basta probar queDPk es el polinomio de Taylor de la funciónD f en el puntoa. Para cada
m∈ {2, . . . ,k}, la funciónϕ : RN −→ RM dada por

ϕ(x) = dm f (a)(x−a)

es composición de la funcióng : RN −→ RN dada porg(x) = x−a y de la funcióndm f (a) :
RN −→ RM. Luego, el lema anterior y la regla de la cadena, permiten afirmar queϕ es
derivable y que para cadax∈ RN se verifica

Dϕ(x) = D(dm f (a)◦g)(x) = D(dm f (a))(g(x))◦Dg(x) =

= D(dm f (a))(x−a)◦ IdRN = D(dm f (a))(x−a) =

= mDm f (a)(x−a,m−1. . . ,x−a, ·) =

= mDm−1(D f )(a)(x−a,m−1. . . ,x−a)(·) = mdm−1(D f )(a)(x−a),

donde se ha utilizado la expresión de la derivada que da el lema anterior. De aquí se sigue
inmediatamente quePk es derivable y su derivada viene dada por

DPk(x)= D f (a)+d(D f )(a)(x−a)+
1
2

d2(D f )(a)(x−a)+. . .+
1

(k−1)!
dk−1(D f )(a)(x−a),

que es el polinomio de Taylor deD f ena de ordenk−1. En particular,DPk(a) = D f (a). El
resultado se sigue aplicando el mismo argumento.

Teorema 6.8 (Fórmula infinitesimal del resto).Sea A⊂ RN y f : A −→ RM un campo
vectorial. Supongamos que f es k veces derivable en un punto a∈ A, entonces se verifica

lim
x→a

f (x)−Pk(x)
‖x−a‖k

= 0.

Demostración:
Razonamos por inducción sobrek, por lo que supondremos conocida la fórmula infinitesimal
del resto para funcionesk−1 veces derivables en un punto.

Dado un positivoε, como f esk veces derivable ena, existeδ > 0 tal que

(6.0.1) ‖x−a‖< δ ⇒


x∈ A

f es k−1 veces derivable enx
‖D f (x)−Qk−1(x)‖ ≤ ε‖x−a‖k−1

dondeQk−1 es el polinomio de Taylor de ordenk−1 deD f ena, esto es

Qk−1(x) = D f (a)+d(D f )(a)(x−a)+ . . .+
1

(k−1)!
dk−1(D f )(a)(x−a).

La demostración se concluye probando que para cadax∈ B(a,δ )\{a} se verifica que

‖ f (x)−Pk(x)‖ ≤ ε‖x−a‖k,
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lo cual será consecuencia del Teorema del valor medio aplicado a la funcióng : B(a,δ ) −→
RM definida por

g(z) = f (z)−Pk(z), ∀z∈ B(a,δ )

en el segmento[a,x]. En efecto, por el Teorema4.5y la proposición anterior tenemos

‖g(x)−g(a)‖ ≤ sup
{
‖Dg(z)‖ : z∈]a,x[

}
‖x−a‖ ≤

= sup
{
‖D f (z)−Qk−1(z)‖ : z∈]a,x[

}
‖x−a‖=

= sup
{

ε‖z−a‖k−1 : z∈]a,x[
}

= ε‖x−a‖k.

Ejemplos 6.9.

1. Toda función constantef deRN enRM es de claseC ∞ conDk f (a) = 0, ∀a∈RN,∀k∈
N.

2. Toda aplicación linealT deRN enRM es de claseC ∞ con

DkT(a) = 0, ∀a∈ RN, ∀k≥ 2.

3. Toda aplicación bilinealT deRN×RM en enRP es de claseC ∞ con

DkT(a,b) = 0, ∀(a,b) ∈ RN×RM, ∀k≥ 3.

4. La aplicación sumaσ : RN×RN −→ RN y la aplicación producto por escalaresπ :
R×RN −→ RN son de claseC ∞.

5. La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) dada por

J(T) = T−1, T ∈ Iso (RN)

es de claseC ∞.

Escribiendo la aplicación derivada primera deJ como ya hicimos en el Ejemplo 5.4.5,
DJ = φ ◦ (J,J), el resultado se sigue de la regla de la cadena (véase Sección 5.8.2) y
del Ejemplo6.9.3.

6.1. Reglas de derivación.

Por la forma de definir la diferencialk-ésima, ésta verifica análogas propiedades a las de
la derivada segunda.

1. Linealidad. El conjunto de las funcionesk veces derivables en un puntoa es un espacio
vectorial en el que la aplicación

f 7→ Dk f (a)

es lineal.
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2. Regla de la cadena.La composición de funciones de clasek es una función de clase
k. La afirmación análoga es cierta para las funcionesk veces derivables.

3. Carácter local de la derivadak-ésima.Un campo vectorial esk veces derivable en
un puntoa si la restricción def a un entorno del puntoa esk veces derivable, y en tal
caso, las derivadas de ordenk de ambas funciones coinciden.

4. Derivación de la función inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos deRN y f un
homeomorfismo deA sobreB. Si f es de claseC k en a ∈ A y D f (a) ∈ Iso (RN),
entoncesf−1 es de claseC k en f (a). Para comprobar esta afirmación, basta escribir
la aplicación derivada primera def−1 como en la Sección 5.4, apartado iv), esto es,
D f−1 = J◦D f ◦ f−1, y el resultado se sigue entonces usando inducción y la regla de
la cadena (apartado 2).

5. SeanA⊂ RN, f : A−→ RM un campo vectorial yT ∈ L (RM,RP). Si f esk veces
derivable en un puntoa∈ A, entoncesT ◦ f esk veces derivable ena con

Dk(T ◦ f )(a) = T ◦Dk f (a)

Por tanto, sif ∈ C k(a), entoncesT ◦ f ∈ C k(a).

6. Reducción del estudio de la derivabilidad a campos escalares.
SeaA ⊂ RN y f : A −→ RM un campo vectorial. Entoncesf es k veces derivable
en a ∈ A si, y sólo si, cada función componentefi es k veces derivable ena para
i = 1, . . . ,M, en cuyo caso

Dk f (a) = (Dk f1(a), . . . ,Dk fM(a)).

Teorema 6.10 (Fórmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares).Sea
A⊂ RN, a,x∈ A con a6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f: A−→ R es
una función de claseC k en[a,x] y k+1 veces derivable en]a,x[, entonces existe c∈]a,x[ tal
que

f (x) = Pk(x)+
1

(k+1)!
dk+1 f (c)(x−a),

donde Pk(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, esto es,

Pk(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)+ . . .+
1
k!

dk f (a)(x−a).

Demostración:
Para demostrar este resultado aplicaremos la fórmula de Taylor clásica a la función auxiliar
σ : [0,1]−→ R definida por

σ(t) = f (a+ t(x−a)).

Sabemos que
σ
′(t) = d f(a+ t(x−a))(x−a), ∀t ∈ [0,1],
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y usando la regla de al cadena es fácil probar que

σ
(m)(t) = dm f (a+ t(x−a))(x−a).

Finalmente basta tener en cuenta que existet0 ∈]0,1[ tal que

σ(1) = σ(0)+
1
2

σ
′(0)+ . . .+

1
k!

σ
(k)(0)+

1
(k+1)!

σ
(k+1)(t0),

de donde se deduce el resultado.

Teorema 6.11 (Fórmula de Taylor).Sean A⊂RN y a,x∈A con a6= x, tales que el segmento
[a,x] está incluido en A. Si f: A−→ RM es una función de claseC k en [a,x] y k+ 1 veces
derivable en]a,x[, entonces

‖ f (x)−Pk(x)‖ ≤
‖x−a‖k+1

(k+1)!
sup{‖Dk+1 f (z)‖ : z∈]a,x[},

donde Pk(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, es decir,

Pk(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)+ . . .+
1
k!

dk f (a)(x−a).

Demostración:
Supongamos que el conjunto

{‖Dk+1 f (z)‖ : z∈]a,x[}

está mayorado, ya que en otro caso, no hay nada que demostrar. SeaK el supremo de este
conjunto. Para probar este resultado, basta aplicar la Proposición4.6 a las funcionesσ :
[0,1]−→ RM y g : [0,1]−→ R definidas por

σ(t) = f (a+ t(x−a))+(1− t)d f(a+ t(x−a))(x−a)+ . . .+

+
1
k!

(1− t)kdk f (a+ t(x−a))(x−a)

y

g(t) =
−1

(k+1)!
K‖x−a‖k+1(1− t)k+1.

6.2. Derivadas de orden superior de campos escalares.

Definición 6.12 (Derivadas parciales sucesivas).SeaA⊂ RN,a∈ A y f un campo escalar
enA. Seani2, . . . , ik ∈ {1, . . . ,N} y A(i2,...,ik) ⊂A el conjunto de puntos dondef tiene derivada
parcial de ordenk−1 respecto de las variablesik, . . . , i2. Si i1∈ {1, . . . ,N} y el campo escalar
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D(i2,...,ik) f enA(i2,...,ik) tiene derivada parcial respecto de la variablei1 en el puntoa, entonces
se dice quef tienederivada parcial de orden krespecto de las variablesik, . . . , i1 en el punto
a y la derivadaDi1(D(i2,...,ik) f )(a) se notaD(i1,...,ik) f (a), esto es

D(i1,...,ik) f (a) = Di1Di2 . . .Dik f (a).

Quedan así definidas inductivamente lasNk derivadas parcialesk-ésimas del campo escalar
f en el puntoa.

SiA(i1,...,ik)⊂Aes el conjunto de puntos dondef tiene derivada parcial de ordenk respecto
de las variablesik, . . . , i1, entonces el campo escalar enA(i1,...,ik) definido por

x−→ D(i1,...,ik) f (x)

se denomina laaplicación derivada parcial de orden kde f respecto de las variablesik, . . . , i1
y se notaD(i1,...,ik) f .

Teorema 6.13.Sean A⊂ RN,a ∈ A y f un campo escalar en A y k≥ 2. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f es k veces derivable en a.

ii) f es k−1 veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k−1 son derivables en a.

En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que

D(i1,...,ik) f (a) = Dk f (a)
(
ei1, . . . ,eik

)
para cualesquiera i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,N}, donde{e1, . . . ,eN} es la base canónica deRN. En
consecuencia, a partir del Teorema de Schwarz, se verifica que

D(iσ(1),...,iσ(k)) f (a) = D(i1,...,ik) f (a)

para cualesquiera i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,N} y cualquier permutaciónσ del conjunto{1, . . . ,k}.
Se tiene, por tanto,

Dk f (a)
(
x1, . . . ,xk

)
=

N

∑
i1,...,ik=1

D(i1,...,ik) f (a)πi1(x1) . . .πik(xk)

para cualesquiera x1, . . . ,xk ∈RN, donde, para cada i∈ {1, . . . ,N},πi denota la i-ésima pro-
yección deRN.

Además

f ∈ C k(a)⇔ D(i1,...,ik−1) f ∈ C 1(a), ∀i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . ,N}.

Este resultado parak = 2 es el Teorema5.12. Ahora, un argumento inductivo permite
probar el resultado parak > 2.
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Corolario 6.14. Sean A⊂ RN un abierto, f un campo escalar en A y k> 1. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f es k veces derivable en A.

ii) Todas las derivadas parciales de orden k−1 son derivables en A.

Además,
f ∈ C k(A)⇔ D(i1,...,ik−1) f ∈ C 1(A), ∀i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . ,N}.

Notación 6.15.SeanA⊂RN y f un campo escalar enA que esk veces derivable en un punto
a∈ A.

La simetría que garantiza el Teorema6.13asegura que el orden en el que se efectúen las
derivadas parciales sucesivas del campo escalarf en a es irrelevante. En consecuencia, las
derivadas parciales de ordenk se pueden reorganizar con el fin de simplificar la notación.
Este hecho permite definir, parak1, . . . ,kN ∈ N∪{0} tales quek1 + · · ·+kN = k

D(k1,...,kN) f (a) := Dk1
1 . . .DkN

N f (a) = D
(1,k1...,1,...,N,kN...,N)

f (a).

Conviene observar que el número de derivadas parciales de ordenk eventualmente distin-
tas ha quedado reducido deNk a

(N+k−1)!
k!(N−1)!

(
RCk

N =
(

N+k−1
k

))
.

Pongamosa = (a1, . . . ,aN), entonces elpolinomio de Taylor de orden kde f ena es el poli-
nomioPk : RN −→ R definido por

Pk(x) = f (a)+
(
∇ f (a)|x−a

)
+

1
2
(x−a)H f (a)(x−a)t +

1
3!

d3 f (a)(x−a)+ . . .+

+
1
k!

dk f (a)(x−a),

que, de nuevo en virtud del Teorema6.13, adquiere ahora el siguiente aspecto

f (a)+
k

∑
r=1

∑
r1+...+rN=r

1
r1! . . . rN!

D(r1,...,rN) f (a)(x1−a1)r1 . . .(xN−aN)rN

para cualquierx = (x1, . . . ,xN) ∈ RN, ya que el sumando

D(r1,...,rN) f (a)(x1−a1)r1 . . .(xN−aN)rN

se repite
r!

r1! . . . rN!

(
RPr1,...,rN

r

)
veces.
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Nota 6.16. Para obtener la fórmula de Taylor (6.10) para campos escalares, hay que susti-
tuir los correspondientes polinomios de Taylor por la fórmula que acabamos de presentar y
también 1

(k+1)! d
k+1 f (c)(x−a) por

∑
k1+...+kN=k+1

1
k1! . . .kN!

D(k1,...,kN) f (c)(x1−a1)k1 . . .(xN−aN)kN ,

expresión que sabemos tiene(N+k)!
(k+1)!(N−1)! sumandos.
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6.3. Referencias recomendadas.

[MaHo].



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 233

6.4. Resumen del resultados del Tema 6

Aplicaciones multilineales.

El conjuntoL m+n(RN,RM) de las aplicaciones (m+ n)-lineales deRN× m+n. . . ×RN en
RM se identifica conL m(RN,L n(RN,RM)) y para T∈ L m+n(RN,RM), la identificación
viene dada por

T
(
x1, . . . ,xm+n

)
= T

(
x1, . . . ,xm

)(
xm+1, . . . ,xm+n

)
∀x1, . . . ,xm+n ∈ RN.

En particular, si k> 1, se tiene

L k(RN,RM)≡L (RN,L k−1(RN,RM)).

La norma deL k(RN,RM) viene dada por

‖T‖= max{‖T(x1,xk, . . . ,xk)‖ : xi ∈ RN,‖xi‖= 1,1≤ i ≤ k} (T ∈L k(RN,RM)).

Campos vectorialesk veces derivables.
SeanA⊂RN, f : A−→RM y seaA1⊂ A el conjunto de puntos dondef es derivable. Se dice
que f es dos veces derivable ena∈ A1 si la funciónD f : A1−→L (RN,RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicación

D(D f )(a) ∈L (RN,L (RN,RM))≡L 2(RN×RN,RM)

se denomina la derivada segunda def ena y se notaD2 f (a).
Si k ≥ 2, seaAk−1 ⊂ A el conjunto de puntos dondef es k− 1 veces derivable y sea

Dk−1 f : Ak−1−→L k−1(RN,RM) la aplicación derivada(k−1)-ésima def . Se dice quef es
k veces derivable ena∈ Ak−1 si la funciónDk−1 f es derivable en dicho punto, en cuyo caso
a la aplicación

D(Dk−1 f )(a) ∈L (RN,L k−1(RN,RM))≡L k(RN,RM)

se llama derivadak-ésima def en a y se notaDk f (a). A Dk f (a) se le asocia la aplicación
dk f (a) : RN −→ RM definida por:

dk f (a)(x) := Dk f (a)(x, k. . .,x), ∀x∈ RN.

SeaAk ⊂ A el conjunto de puntos deA dondef esk veces derivable. La aplicación

x−→ Dk f (x)

deAk enL k(RN,RM) se denomina la aplicación derivadak-ésima def y se notaDk f .
Se dice quef es de claseC k en a, y se notaf ∈ C k(a), si esk veces derivable en un

entorno dea y la funciónDk f es continua ena. Se dice quef esk veces derivable (resp.
C k) cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definición (que necesariamente será
abierto).C k(A) es el conjunto de las funciones de claseC k en el abiertoA.
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Finalmente se dice quef es de claseC ∞ ena∈ A si f ∈ C k(a) para todok.
Si A⊂ R y f : A−→ RM es un campo vectorialk veces derivable en un puntoa ∈ A,

entonces
f (k)(a) = Dk f (a)(1, k. . .,1) = dk f (a)(1).

Propiedades de la derivadak-ésima y de las funcionesk veces derivables.

i) Linealidad. SeanA⊂RN, a∈ A y f ,g : A−→RM funcionesk veces derivables ena y
seaλ ∈ R. Entoncesf +g y λ f sonk veces derivables ena con

Dk( f +g)(a) = Dk f (a)+Dkg(a), Dk(λ f )(a) = λDk f (a).

Además, sif ,g∈ C k(a), entoncesf +g∈ C k(a) y λ f ∈ C k(a).

ii) Regla de la cadena.SeanA⊂RN,B⊂RM, f : A−→RM tal que f (A)⊂ B y g : B−→
RP. Supongamos quef esk veces derivable ena∈ A y queg esk veces derivable en
f (a). Entonces la composiciónh = g◦ f esk veces derivable ena.

Además sif ∈ C k(a) y g∈ C k( f (a)), entoncesh∈ C k(a).

iii) Carácter local de la derivadak-ésima.SeanA⊂RN, a∈ A y f : A−→RM un campo
vectorial. Entoncesf esk veces derivable ena si, y sólo si, existe algún entornoU ⊂ A
dea tal que f|U esk veces derivable ena, en cuyo caso las derivadask-ésimas ena de
ambas funciones coinciden.

iv) Derivación de la función inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos deRN y f un
homeomorfismo deA sobreB. Si f esk veces derivable ena (resp. de claseC k ena)
para algúna∈ A y D f (a) ∈ Iso (RN), entoncesf−1 esk veces derivable enf (a) (resp.
de claseC k en f (a)).

vi) Reducción a campos escalares.SeanA⊂ RN y f : A −→ RM un campo vectorial.
Si f = ( f1, . . . , fM), entoncesf esk veces derivable ena∈ A si, y sólo si, cadafi esk
veces derivable ena parai = 1, . . . ,M, en cuyo caso

Dk f (a) =
(

Dk f1(a), . . . ,Dk fM(a)
)

Por tanto, una campo vectorial es de clasek en un punto cuando todas sus componentes
lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de claseC ∞ y su diferencial segunda es nula. Toda aplica-
ción bilinealT :RN×RM −→RP es de claseC ∞ con derivada segunda en(a,b) ∈RN×RM

definida por

D2T(a,b)
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= T(x1,y2)+T(x2,y1), ∀(x1,y1),(x2,y2) ∈ RN×RM,

por tantoD3T ≡ 0, por tanto,DkT ≡ 0 parak≥ 3.
La aplicación inversiónJ : Iso (RN)−→L (RN) es de claseC ∞.
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Teorema de Schwarz para la derivadak-ésima.
Sea A⊂RN, f : A−→RM un campo vectorial y k> 1. Supongamos que f es k veces derivable
en un punto a∈ A. Entonces la aplicación k-lineal Dk f (a) es simétrica, esto es,

Dk f (a)
(
x1, . . . ,xk

)
= Dk f (a)

(
xσ(1), . . . ,xσ(k)

)
para cualesquiera x1, . . . ,xk ∈ RN y cualquier permutaciónσ del conjunto{1, . . . ,k}.

Polinomio de Taylor de ordenk.
SeaA⊂RN y f : A−→RM una función. Supongamos quef esk veces derivable en un punto
a∈ A, entonces la funciónPk : RN −→ RM definida por

Pk(x) = f (a)+d f(a)(x−a)+
1
2

d2 f (a)(x−a)+ . . .+
1
k!

dk f (a)(x−a)

se llama polinomio de Taylor de ordenk de f ena. El polinomio de Taylor de ordenk de una
función en un puntoa verifica

Pk(a) = f (a), DnPk(a) = Dn f (a) (n≤ k) y DnPk(x) = 0, ∀n > k.

Fórmula infinitesimal del resto.
Sea A⊂ RN y f : A−→ RM un campo vectorial. Supongamos que f es k veces derivable en
un punto a∈ A, entonces se verifica

lim
x→a

f (x)−Pk(x)
‖x−a‖k

= 0.

Fórmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares.
Sea A⊂RN, a,x∈ A con a6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f: A−→R
es una función de claseC k en [a,x] y k+1 veces derivable en]a,x[, entonces existe c∈]a,x[
tal que

f (x) = Pk(x)+
1

(k+1)!
dk+1 f (c)(x−a),

donde Pk(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.

Fórmula de Taylor.
Sean A⊂RN y a,x∈ A con a6= x, tales que el segmento[a,x] está incluido en A. Si f: A−→
RM es una función de claseC k en[a,x] y k+1 veces derivable en]a,x[, entonces

‖ f (x)−Pk(x)‖ ≤
‖x−a‖k+1

(k+1)!
sup{‖Dk+1 f (z)‖ : z∈]a,x[},

donde Pk(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.

RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES.

Derivadas parciales sucesivas.
SeanA⊂ RN, a∈ A y f un campo escalar enA.
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Seani2, . . . , ik ∈ {1, . . . ,N} y A(i2,...,ik) ⊂ A el conjunto de puntos dondef tiene derivada
parcial de ordenk−1 respecto de las variablesik, . . . , i2. Si i1∈ {1, . . . ,N} y el campo escalar
D(i2,...,ik) f enA(i2,...,ik) tiene derivada parcial respecto de la variablei1 en el puntoa, entonces
se dice quef tiene derivada parcial de ordenk respecto de las variablesik, . . . , i1 en el punto
a y la derivadaDi1(D(i2,...,ik) f )(a) se notaD(i1,...,ik) f (a), esto es

D(i1,...,ik) f (a) = Di1Di2 . . .Dik f (a).

SiA(i1,...,ik)⊂Aes el conjunto de puntos dondef tiene derivada parcial de ordenk respecto
de las variablesik, . . . , i1, entonces el campo escalar enA(i1,...,ik) definido por

x−→ D(i1,...,ik) f (x)

se denomina la aplicación derivada parcial de ordenk de f respecto de las variablesik, . . . , i1
y se notaD(i1,...,ik) f .

Caracterización de campos escalaresk veces derivables (k≥ 2).
Sean A⊂ RN, a∈ A y f un campo escalar en A. Entonces f es k veces derivable en a si, y
sólo si, f es k−1 veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k−1 son derivables en a

Si f es k veces derivable en a, se tiene que

Dk f (a)
(
ei1, . . . ,eik

)
= D(i1,...,ik) f (a),

equivalentemente,

Dk f (a)
(
x1, . . . ,xk

)
=

N

∑
i1,...,ik=1

D(i1,...,ik) f (a)πi1(x1) . . .πik(xk)

para cualesquiera x1, . . . ,xk ∈RN, donde, para cada i∈ {1, . . . ,N},πi denota la i-ésima pro-
yección deRN.

Además

f ∈ C k(a) ⇔ D(i1,...,ik−1) f ∈ C 1(a) ∀i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . ,N}.

Parak1, . . . ,kN ∈ N∪{0} tales quek1 + · · ·+kN = k se define

D(k1,...,kN) f (a) = Dk1
1 . . .DkN

N f (a) = D
(1,

k1···,1,··· ,N,
kN···,N)

f (a).

El Teorema de simetría de Schwarz permite reducir el número de derivadas parciales
distintas. Teniendo en cuenta este resultado se obtiene la siguiente expresión del polinomio
de Taylor de ordenk de un campo escalar en el puntoa.

Pk(x) = f (a)+(∇ f (a) | x−a)+
1
2
(x−a)H f (a)(x−a)t+

k

∑
r=3

∑
r1+···+rN=r

1
r1! · · · rN!

D(r1,...,rN) f (a)(x1−a1)r1 . . .(xN−aN)rN
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para cualquierx = (x1, . . . ,xN) ∈ RN.

Caracterización de la existencia de derivada de ordenk.
Sean A⊂ RN un abierto, f un campo escalar en A y k> 1. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f es k veces derivable en A.

ii) Todas las derivadas parciales de orden k−1 son derivables en A.

Además,
f ∈ C k(A)⇔ D(i1,...,ik−1) f ∈ C 1(A), ∀i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . ,N}.
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6.5. Ejercicios del Tema 6

6.1 Ordenar el polinomio 2x3y+x2y2 +3x+y+1 en potencias dex−1 ey−2.

6.2 Seaf el campo escalar enR2 definido por

f (x,y) = exseny.

¿Cuál es la Fórmula de Taylor de orden 2 con resto de Lagrange en el segmento[
(0,0),(x,y)

]
?

6.3 SeaA un subconjunto abierto deRN y f un campo vectorial de claseC ∞ deA enRM.
Supongamos que existeC > 0 tal que

‖Dk f (x)‖ ≤Ck, ∀x∈ A,k∈ N.

Probar que sia∈ A y r > 0 son tales queB(a, r)⊂ A, entonces la serie

∑
k≥1

1
k!

dk f (a)(x−a)

converge uniformemente enB(a, r) y

f (x) = f (a)+
∞

∑
k=1

1
k!

dk f (a)(x−a), ∀x∈ B(a, r).

6.4 * Demostrar por inducción sobrek la regla de derivación 5) de la Sección 6.1.
Indicación: Supóngase el resultado cierto parak, y aplíquese la regla de la cadena.

6.5 * Seak > 1 y T una aplicaciónk-lineal de
(
RN
)k

enRM.

i) Probar queT es derivable ena con

DT(a1, . . . ,ak)(x1, . . . ,xk) =

= T(x1,a2, . . . ,ak)+T(a1,x2,a3, . . . ,ak)+ . . .+T(a1, . . . ,ak−1,xk)

para cualesquieraa1, . . . ,ak,x1, . . . ,xk ∈ RN.

ii) Deducir de i) el Lema6.6.

6.6 * SeaP un polinomio de gradok enRN. Probar queP es de claseC ∞ y que para
cada naturalr ≥ k, el polinomio de Taylor de ordenr deP en cualquier puntoa∈ RN

coincide conP. Deducir que si existea∈ RN tal que

P(a) = 0 y D(i1,...,iN)P(a) = 0, i1, . . . , iN ∈ N∪{0}, 1≤ i1 + . . .+ iN ≤ k,

entoncesP(x) = 0, ∀x∈ RN.
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6.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 6.

6.1 Como f es un polinomio de grado 4, entoncesf coincide con su polinomio de Taylor
de orden 4 en cualquier punto, luego

f (x,y) = f (1,2)+
4

∑
r=1

∑
r1+r2=r

1
r1!r2!

D(r1,r2) f (1,2) (x−1)r1(y−2)r2.

A continuación, calculamos las derivadas parciales de orden menor o igual que cuatro
de f y escribiremos en un cuadro la evaluación de éstas en(1,2).

D1 f (x,y) = 6x2y+2xy2 +3,

D2 f (x,y) = 2x3 +2x2y+1,

D(2,0) f (x,y) = 12xy+2y2,

D(1,1) f (x,y) = 6x2 +4xy,

D(0,2) f (x,y) = 2x2,

D(3,0) f (x,y) = 12y,

D(2,1) f (x,y) = 12x+4y,

D(1,2) f (x,y) = 4x,

D(0,3) f (x,y) = 0,

D(4,0) f (x,y) = 0,

D(3,1) f (x,y) = 12,

D(2,2) f (x,y) = 4,

D(1,3) f (x,y) = 0,

D(0,4) f (x,y) = 0,

Valores def y deD(i, j) f en(1,2) (i + j ≤ 4)

f D1 D2 D(2,0) D(1,1) D(0,2) D(3,0) D(2,1) D(1,2) D(0,3)

14 23 7 32 14 2 24 20 4 0

D(4,0) D(3,1) D(2,2) D(1,3) D(0,4)

0 12 4 0 0

con lo que, calculando las derivadas parciales y evaluando en(1,2) se tiene

f (x,y) = 14+
(
23(x−1)+7(y−2)

)
+
(
16(x−1)2 +14(x−1)(y−2)+(y−2)2)+(

4(x−1)3 +10(x−1)2(y−2)+2(x−1)(y−2)2)+(
2(x−1)3(y−2)+(x−1)2(y−2)2)
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6.2 Usaremos el Teorema6.10, paraa = (0,0), por lo que existet0 ∈]0,1[ tal que

f (x,y) = P2(x,y)+ ∑
r1+r2=3

1
r1!r2!

D(r1,r2) f (t0x, t0y)xr1yr2,

dondeP2(x,y) es el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto(0,0). Por el Ejercicio
5.4sabemos que

P2(x,y) = 1+xy,

y además las derivadas parciales de orden 2 son

D(2,0) f (x,y) = exseny sen2y,

D(1,1) f (x,y) = exseny cosy
(
1+xseny

)
,

D(0,2) f (x,y) = x exseny(−seny+xcos2y
)
,

de donde
D(3,0) f (x,y) = exsenysen3y

D(2,1) f (x,y) = exsenysenycosy
(
2+xseny

)
,

D(1,2) f (x,y) = exseny(−seny−xsen2y+2xcos2y+x2senycosy
)
,

D(0,3) f (x,y) = x exsenycosy
(
−1−3xseny+x2cos2y

)
.

Por tanto, en vista de la forma que tiene el polinomio de orden 2 en(0,0) de esta
función y del Teorema6.10se tiene

f (x,y) = 1+xy+
1
3!

D(3,0) f (t0x, t0y)x3 +
1
2!

D(2,1) f (t0x, t0y)x2y+

1
2!

D(1,2) f (t0x, t0y)xy2 +
1
3!

D(0,3) f (t0x, t0y)y3

6.3 La sucesión de sumas parciales de la serie

f (a)+ ∑
k≥1

1
k!

dk f (a)(x−a)

esPk(x), dondePk es el polinomio de Taylor de ordenk de f ena.

La fórmula de Taylor garantiza que si 0< ‖x−a‖< r, entonces

‖ f (x)−Pk(x)‖ ≤
1

(k+1)!
‖x−a‖k+1sup{‖Dk+1 f (z)‖ : z∈]a,x[} ≤

≤ 1
(k+1)!

‖x−a‖k+1Ck+1≤ (rC)k+1

(k+1)!
,

luego

‖ f (x)−Pk(x)‖ ≤
(rC)k+1

(k+1)!
, ∀x∈ B(a, r),
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y en consecuencia

sup
{
‖ f (x)−Pk(x)‖ : x∈ B(a, r)

}
≤ (rC)k+1

(k+1)!
→ 0.

Hemos probado quef −Pk converge a cero uniformemente enB(a, r), por tanto

f (x) = f (a)+
∞

∑
k=1

1
k!

dk f (a)(x−a), ∀x∈ B(a, r).

6.4 Sabemos que es cierta parak = 1. Supongámosla cierta parak. Como f esk+1 veces
derivable ena, seaU un entorno abierto dea incluido enA dondef esk veces derivable.
Por la hipótesis de inducción

Dk(T ◦ f )(x) = T ◦Dk f (x), ∀x∈U,

es decir,
Dk(T ◦ f ) = T ◦Dk f .

La regla de la cadena nos dice queDk(T ◦ f ) es derivable ena, es decir,T ◦ f esk+1
veces derivable ena y se tiene que

D(Dk(T ◦ f )) = D(T ◦Dk f ) = T ◦D(Dk f ) = T ◦Dk+1 f

y en consecuencia, para cualesquierax1, . . . ,xk+1 ∈ RN, se tiene

Dk+1(T ◦ f )(a)(x1, . . . ,xk+1) = T
(

Dk+1 f (a)(x1, . . . ,xk+1)
)
.

6.5 i) Si T ∈L k(RN,RM), probaremos que

DT
(
a1, . . . ,ak)(x1, . . . ,xk

)
=

= T
(
x1,a2, . . . ,ak

)
+T

(
a1,x2,a3, . . . ,ak

)
+ . . .+T

(
a1, . . . ,ak−1,xk

)
para cualesquieraa1, . . . ,ak,x1, . . . ,xk ∈RN. Nótese que la candidata a diferencial
en(a1, . . . ,ak) es una aplicación lineal.

Probaremos la afirmación parak = 3. En efecto,

T
(
x1,x2,x3

)
= T

(
a1 +(x1−a1),a2 +(x2−a2),a3 +(x3−a3)

)
=

= T
(
a1,a2,a3

)
+T

(
x1−a1,a2,a3

)
+T

(
a1,x2−a2,a3

)
+T

(
a1,a2,x3−a3

)
+

+T
(
x1−a1,x2−a2,a3

)
+T

(
x1−a1,a2,x3−a3

)
+T

(
a1,x2−a2,x3−a3

)
+

+T
(
x1−a1,x2−a2,x3−a3

)
,

por tanto∥∥∥T
(
x1,x2,x3

)
−T
(
a1,a2,a3

)
−
(

T
(
x1−a1,a2,a3

)
+T
(
a1,x2−a2,a3

)
+T
(
a1,a2,x3−a3

))∥∥∥=
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= ‖T
(
x1−a1,x2−a2,a3

)
+T

(
x1−a1,a2,x3−a3

)
+

+T
(
a1,x2−a2,x3−a3

)
+T

(
x1−a1,x2−a2,x3−a3

)
‖ ≤

≤ ‖T‖
(
‖x1−a1‖ ‖x2−a2‖ ‖a3‖+‖x1−a1‖ ‖a2‖ ‖x3−a3‖+

+‖a1‖ ‖x2−a2‖ ‖x3−a3‖+‖x1−a1‖ ‖x2−a2‖ ‖x3−a3‖
)
.

Finalmente, es claro que dividiendo la expresión anterior por
‖(x1−a1,x2,−a2,x3−a3)‖ se obtiene una función que tiende al cero en el punto
(a1,a2,a3).

ii) Para probar esta afirmación, basta usar el apartado anterior y la regla de la cadena
para la composición

x 7→ (x,
k· · ·,x) 7→ T(x,

k· · ·,x).

Si llamamosΦ a la primera aplicación, por ser ésta lineal, se tiene

DP(a) = D(T ◦Φ)(a) = DT(Φ(a))◦Φ.

Por tanto,

DP(a)(x) = DT(a,
k· · ·,a)(x,

k· · ·,x) = kT(x,a
k−1· · · ,a).

donde hemos usado la simetría deT.

6.6 En vista del problema anterior, la diferencial deP es de nuevo un polinomio de grado
k−1, por tanto,P es de claseC ∞. Además, comoDk es constante, entoncesDk+1≡ 0,
por tanto, el Teorema6.11 nos asegura queP coincide con su polinomio de Taylor
de ordenm en cada punto, param≥ k. En consecuencia, siP(a) = 0 y las derivadas
parciales de orden menor o igual quek se anulan, entoncesP≡ 0.



Tema 7

Extremos relativos.

Dedicamos esta lección a generalizar, en lo posible, a campos escalares el estudio de ex-
tremos relativos de funciones reales de variable real. A este respecto recordamos los siguien-
tes resultados, condiciones necesarias y suficientes para la existencia de extremos relativos
de funciones reales de variable real.

7.1. Condiciones necesarias y suficientes de extremo relati-
vo

Proposición (Condición necesaria de extremo relativo).Sea I un intervalo abierto, f :
I → R una función real de variable real y supongamos que f alcanza un extremo relativo en
un punto a de I en el que f es derivable. Entonces f ′(a) = 0.

Proposición (Condiciones necesaria y suficiente de extremo relativo).Sea I un inter-
valo abierto, a un punto de I , k un número natural con k≥ 2 y f : I → R una función k−1
veces derivable en I y k veces derivable en el punto a. Supongamos además que

f ′(a) = f ′′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0 y f (k)(a) 6= 0.

Entonces:

a) Si k es impar, entonces f no alcanza un extremo relativo en el punto a.

b) Si k es par, se tiene

i) Si f (k)(a) > 0 entonces f alcanza en a un mínimo relativo.

ii) Si f (k)(a) < 0 entonces f alcanza en a un máximo relativo.

Se incluye también la definición de forma cuadrática deN variables y la clasificación de
Sylvester de las mismas lo que nos ayudará a conseguir un cálculo práctico de los extremos
relativos.

245
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Recordemos en primer lugar la siguiente

Definición 7.1 (extremo relativo).Seaf un campo escalar definido enA⊂ RN. Se dice que
f alcanza en un puntoa∈ A un máximo relativosi existe un entorno abiertoU dea tal que
U ⊂ A y

f (x)≤ f (a), ∀x∈U.

Se dice quef alcanza en el puntoa ∈ A un máximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU dea tal queU ⊂ A y

f (x) < f (a), ∀x∈U\{a}.

Las definiciones para mínimo se obtienen cambiando el sentido de las desigualdades. La
expresiónextremo relativosignifica o bien máximo relativo, o bien mínimo relativo.

Proposición 7.2 (Condición necesaria de existencia de extremo relativo).
Sea f un campo escalar definido en A⊂ RN. Si f alcanza un extremo relativo en un pun-
to a∈ A y f tiene gradiente en a, entonces∇ f (a) = 0.

Demostración:
Seani ∈ {1, . . . ,N} y seagi la función real de variable real definida en un entorno de

cero porgi(t) = f (a+ tei), donde como es habitual{e1, . . . ,eN} es la base canónica deRN.
gi alcanza un extremo relativo en cero y además es derivable en 0. En consecuencia, por el
resultado real de variable real, 0= g′i(0) = Di f (a).

Definición 7.3 (punto crítico). Sea f un campo escalar definido enA⊂ RN. Los puntos de
A donde f tiene gradiente nulo se llamanpuntos críticosde f . Es decir son las soluciones
del sistema de ecuaciones (no necesariamente lineal)∇ f (x) = 0 definido en los puntos en los
que f tiene gradiente.

Nota 7.4. El mismo argumento utilizado en la demostración anterior asegura que sif alcanza
un extremo relativo en un puntoa∈ A y f tiene derivada direccional ena según el vectoru,
entoncesf ′(a;u) = 0.

Los siguientes ejemplos muestran que la condición no es suficiente y que no se tiene
información en los puntos en quef no tiene gradiente (si bien, la nota anterior podría sernos
de ayuda en tal caso).

Ejemplos 7.5.

a) La función f (x,y) = x2−y2,∀(x,y)∈R2, es derivable en(0,0) y ∇ f (0,0) = (0,0). Sin
embargo,f no alcanza en(0,0) un extremo relativo:

α 6= 0⇒ f (α,0) > 0, f (0,α) < 0.
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b) La función f (x,y) = |x|+ |y|,∀(x,y) ∈ R2, no tiene gradiente en(0,0) y alcanza en
(0,0) un mínimo estricto, ya quef (0,0) = 0 y f (x,y) > 0, ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}.

c) La función f (x,y) = |x|+ y, ∀(x,y) ∈ R2, no tiene gradiente en(0,0) y no alcanza en
(0,0) extremo relativo:α 6= 0⇒ f (0,α) = α (lo que también se deduce de la nota
anterior ya quef ′((0,0);(0,1)) = 1).

Teorema 7.6 (Condic. neces. y sufic. de existencia de extremo relativo).
Sean f un campo escalar definido en A⊂ RN y a∈ A un punto crítico de f . Supongamos
que f es dos veces derivable en a y que D2 f (a) es no nula.

i) (Condiciones suficientes)

Si d2 f (a)(x) < 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un máximo relativo estricto.

Si d2 f (a)(x) > 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un mínimo relativo estricto.

ii) (Condiciones necesarias)

Si f alcanza en a un máximo relativo, entonces d2 f (a)(x)≤ 0, ∀x∈ RN.

Si f alcanza en a un mínimo relativo, entonces d2 f (a)(x)≥ 0, ∀x∈ RN.

Demostración:
Obsérvese que el polinomio de Taylor de segundo orden def ena es

f (a)+
1
2

d2 f (a)(x−a), ∀x∈ RN.

i) Sea‖·‖ una norma cualquiera deRN y denotemos porS(RN) la esfera unidad para dicha
norma. Si

d2 f (a)(x) < 0, ∀x∈ RN\{0},

la propiedad de compacidad nos permite asegurar que

∃c > 0 : d2 f (a)(u)≤−c, ∀u∈ S(RN).

Desnormalizando obtenemos

d2 f (a)(x)≤−c‖x‖2, ∀x∈ RN.

La fórmula infinitesimal del resto nos asegura que existeδ > 0 tal queB(a,δ )⊂A y que para
x∈ RN con 0< ‖x−a‖< δ se verifica∣∣∣∣ f (x)− f (a)− 1

2
d2 f (a)(x−a)

∣∣∣∣< c
2
‖x−a‖2,

de donde se deduce que

f (x)− f (a)=
[

f (x)− f (a)− 1
2

d2 f (a)(x−a)
]
+

1
2

d2 f (a)(x−a)<
c
2
‖x−a‖2− c

2
‖x−a‖2 = 0.
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Hemos probado quef alcanza un máximo relativo estricto ena.

ii) Por definición de máximo relativo existeδ > 0 tal queB(a,δ ) ⊂ A y parax∈ B(a,δ ) se
verifica f (x)≤ f (a). Si u∈ S(RN) y t es un real con 0< |t|< δ , se tiene entonces que

0≥ f (a+ tu)− f (a)
t2 =

f (a+ tu)− f (a)− 1
2d2 f (a)(tu)

t2 +
1
2

d2 f (a)(tu)
t2 =

f (a+ tu)− f (a)− 1
2d2 f (a)(tu)

‖tu‖2
+

1
2

d2 f (a)(u)

y basta, teniendo en cuenta la fórmula infinitesimal del resto, tomar límite cuandot → 0
para obtenerd2 f (a)(u)≤ 0. Si ahorax es un vector no nulo, se tiene que

d2 f (a)(x) = ‖x‖2d2 f (a)
(

x
‖x‖

)
≤ 0.

Hemos probado qued2 f (a)(x) ≤ 0, ∀x∈ RN, ya que esta desigualdad es claramente válida
parax = 0.

Los resultados para mínimos se obtienen considerando la función− f .

Nota 7.7. En la utilización práctica del teorema convendrá tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartadoii):

Si d2 f (a)(x) ≤ 0, ∀x∈ RN, entonces de tener f un extremo relativo en a, éste ha de ser
máximo.

Análogamente, si d2 f (a)(x)≥ 0, ∀x∈ RN, entonces de tener f un extremo relativo en a,
éste ha de ser mínimo.

En efecto, sif alcanzase ena un mínimo relativo, entonces tendríamos para todox ∈
RN qued2 f (a)(x) ≥ 0, y en consecuenciad2 f (a) = 0, luego tambiénD2 f (a) = 0 en con-
tra de la hipótesis [nótese queD2(d2 f (a))(x) = 2D2 f (a) pues para 1≤ i, j ≤ N se tiene
D(i, j)(d2 f (a))(x) = 2D(i, j) f (a)].

Ejemplos 7.8.El teorema no se puede mejorar como nuestran los siguientes ejemplos:

a) La función f (x,y) = x2−y4,∀(x,y) ∈ R2, verifica que

d2 f (0,0)(x,y) = 2x2≥ 0 , ∀(x,y) ∈ R2,

y sin embargo no tiene ningún extremo en(0,0).

b) La función f (x,y) = x2+y4,∀(x,y) ∈R2, alcanza un mínimo relativo estricto en(0,0)
y sin embargo

d2 f (0,0)(x,y) = 2x2, ∀(x,y) ∈ R2,

se anula en{(0,y) : y∈ R}.
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Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema7.6 ponen de relieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios
que permitan decidir el “signo” del polinomiod2 f (a).

Definición 7.9 (forma cuadrática). Una forma cuadráticaen RN es una aplicaciónQ :
RN → R de la formaQ(x) = xHQxt , ∀x ∈ RN, dondeHQ ∈MN×N(R) es una matriz si-
métrica.

Fijada una base enRN, la matriz asociada a una forma cuadrática es única (véase la
Proposición7.21y la Definición7.22). Concretamente,

d2 f (a)(x) =
N

∑
i, j=1

xiD(i, j) f (a)x j = xHf (a)xt ,

esto es, la matriz hessianaH f (a) es la matriz asociada a la forma cuadráticad2 f (a) cuando
se considera la base canónica.

Definición 7.10 (Clasificación de las formas cuadráticas).Una forma cuadráticaQ enRN

se dice que es
definida positivasi Q(x) > 0,∀x∈ RN\{0},
(semidefinida) positivasi Q(x)≥ 0,∀x∈ RN,
Análogamente se definen las formas definidas negativas y (semidefinidas) negativas.
indefinidasi toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

En dimensión 1 las formas cuadráticas vienen dadas porQ(x) = ax2 (a∈ R), luego son
definidas positivas (sia > 0), definidas negativas (sia < 0) o nulas (sia = 0).

Sin embargo, en dimensión mayor que 1 se dan todas las posibilidades enumeradas en la
definición. Así por ejemplo

Q(x,y) = x2 +y2, ∀(x,y) ∈ R2 es definida positiva,

Q(x,y) = x2, ∀(x,y) ∈ R2 es positiva (no definida),

Q(x,y) = x2−y2, ∀(x,y) ∈ R2 es indefinida.

Como ya se ha comentado, es interesante disponer de un criterio útil y cómodo de clasifica-
ción de las formas cuadráticas. A ello nos dedicamos a continuación.

Definición 7.11 (submatrices principales).DadosN,k naturales, conk≤N y H =(ai j )1≤i, j≤N

una matriz cuadrada de ordenN, se dice que una matrizK es unasubmatriz principaldeH
de ordenk si existe una aplicación estrictamente creciente

σ : {1, . . . ,k}→ {1, . . . ,N}

tal queK =
(
aσ(i)σ( j)

)
1≤i, j≤k

.

El número total de submatrices principales es
(N

1

)
+ . . .+

( N
N−1

)
+
(N

N

)
= 2N−1. De ellas

destacaremos lasN siguientes (las esquinas izquierdas superiores)

Hk =
(
ai j
)

1≤i, j≤k , k = 1, . . . ,N.
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La demostración del siguiente criterio puede verse en el apéndice de este tema.

Proposición 7.12 (Criterio de Sylvester).Sea Q una forma cuadrática enRN, y H =(
ai j
)

1≤i, j≤N la matriz asociada a Q. Entonces se tiene:

Q es definida

{
positiva
negativa

}
⇔
{

det(Hk) > 0
(−1)kdet(Hk) > 0

}
k = 1, ...,N

Q es

{
positiva
negativa

}
⇔
{

det(K)≥ 0
(−1)orden(K)det(K)≥ 0

}
∀K submatriz principal de H

Q es indefinida⇔∃K,L subm. princ. de H: det(K) < 0 y (−1)orden(L)det(L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida sidet(K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Ejemplos 7.13.

a) Clasificar las formas cuadráticas de dos variables, es decir

Q(x,y) = ax2 +2bxy+cy2,∀(x,y) ∈ R2 dondea,b,c∈ R.

ComoH =
(

a b
b c

)
, y el determinante deH esD = ac−b2, se tiene

Q es definida

{
positiva
negativa

}
⇔ D > 0 y

{
a > 0
a < 0

}

Q es

{
positiva
negativa

}
⇔ D≥ 0 y

{
a,c≥ 0
a,c≤ 0

}

Q es indefinida⇔ D < 0

b) Clasificar la forma cuadrática asociada a la matriz

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

.

La forma cuadrática es indefinida pues det

(
0 1
1 0

)
< 0.
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Los resultados Teorema7.6, Nota 7.7 y Proposición7.12 nos permiten enunciar el si-
guiente resultado práctico.

Proposición 7.14 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativo).Sea f un campo
escalar definido en A⊂ RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto crítico
a∈ A y que

H f (a) =

 D(1,1) f (a) ... D(N,1) f (a)
... ... ...

D(1,N) f (a) ... D(N,N) f (a)

 6= 0.

Para k= 1, . . . ,N, sean Hk =
(
D(i, j) f (a)

)
1≤i, j≤k

las submatrices principales “esquinas”.
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

i) Sidet(Hk) > 0, k = 1, . . . ,N, entonces f alcanza en a un mínimo relativo estricto.

ii) Si(−1)kdet(Hk) > 0, k= 1, . . . ,n, entonces f alcanza en a un máximo relativo estricto.

iii) Si det(K) ≥ 0, para cualquier submatriz principal K de Hf (a), entonces de alcanzar
f en a un extremo relativo ha de ser mínimo.

iv) Si (−1)orden(K)det(K) ≥ 0, para cualquier submatriz principal K de Hf (a), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser máximo.

v) Si existen K y L submatrices principales de Hf (a) tales quedet(K) < 0 y
(−1)orden(L)det(L) < 0 (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de Hf (a) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.

El resultado anterior para el caso más simple y habitual.

Proposición 7.15 (Condiciones de extremo relativo paraf : R2→ R). Sea f un campo
escalar definido en A⊂ R2. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto crítico
(a,b) ∈ A y que Hf (a,b) 6= 0. Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

i) Sidet(H f (a,b)) > 0y D(1,1) f (a,b) > 0entonces f alcanza en(a,b) un mínimo relativo
estricto.

ii) Si det(H f (a,b)) > 0 y D(1,1) f (a,b) < 0 entonces f alcanza en(a,b) un máximo rela-
tivo estricto.

iii) Si det(H f (a,b)) ≥ 0, D(1,1) f (a,b) ≥ 0 y D(2,2) f (a,b) ≥ 0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser mínimo.

iv) Si det(H f (a,b)) ≥ 0, D(1,1) f (a,b) ≤ 0 y D(2,2) f (a,b) ≤ 0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser máximo.

v) Sidet(H f (a,b)) < 0, entonces f no alcanza en(a,b) un extremo relativo.
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Terminamos esta lección dando un teorema para la existencia de extremos relativos invo-
lucrando derivadas de orden superior a dos que generaliza el análogo en dimensión uno.

Proposición 7.16 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativo).Sean f un campo
escalar definido en A⊂ RN y k un natural mayor que2. Supongamos que f es k veces
derivable en un punto crítico a∈ A, que todas las derivadas parciales hasta las de orden
k−1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden k no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Si k es impar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.

b) Si k es par, se tiene:

i) Si dk f (a)(x) > 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un mínimo relativo estricto.

ii) Si dk f (a)(x) < 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un máximo relativo estricto.

iii) Si dk f (a)(x) ≥ 0, ∀x∈ RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser mínimo.

iv) Si dk f (a)(x) ≤ 0, ∀x∈ RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser máximo.

v) Si [∃x,y∈RN : dk f (a)(x) < 0 < dk f (a)(y)], entonces f no alcanza ningún extre-
mo relativo en a.

Notas 7.17.

a) En el caso particular del resultado anterior para subconjuntos deR, para
i = 1, . . . ,k, se tiene

di f (a)(x) = f (i)(a)xi , ∀x∈ R,

por lo que recaemos en los resultados conocidos para funciones reales de variable real
(recordados en la introducción):

- Si k es impar,f no alcanza ena un extremo relativo.

- Sik es par se verifica:f (k)(a)
{

< 0
> 0

}
si, y sólo si,f alcanza enaun

{
máximo
mínimo

}
relativo estricto.

b) Al no contar con criterios que faciliten la clasificación de formas de gradok≥ 4, las
hipótesis de las afirmaciones que aparecen en la parteb) son sólo comprobables en
casos particulares.
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7.2. Apéndice: Clasificación de formas cuadráticas deN
variables

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema7.6, y su generalización aN variables, ponen de relieve el interés que tiene para
nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el “signo” del polinomiod2 f (a),
y en general dedk f (a) parak par. Puesto que parak≥ 4 no parece que existan criterios con
utilidad práctica, nos centramos en el casok = 2.

En lo que sigueN es un número natural,{e1, . . . ,eN} es la base canónica deRN y (·|·) es
el producto escalar euclídeo

(x|y) := x1y1 + . . .+xNyN.

Es fácil comprobar que el producto escalar euclídeo goza de las siguientes propiedades:

1. (λx+y|z) = λ (x|z)+(y|z), ∀x,y,z∈ RN, ∀λ ∈ R.

2. (x|λy+z) = λ (x|y)+(x|z), ∀x,y,z∈ RN, ∀λ ∈ R.

3. (x|y) = (y|x), ∀x,y∈ RN.

Es decir, es una forma bilineal y simétrica en el sentido que se recoge en la siguiente defini-
ción.

Definición 7.18 (forma bilineal). Una forma bilineal en RN es una aplicaciónB : RN ×
RN → R lineal en ambas variables, es decir:

i) B(λx+y,z) = λB(x,z)+B(y,z), ∀x,y,z∈ RN, ∀λ ∈ R.

ii) B(x,λy+z) = λB(x,y)+B(x,z), ∀x,y,z∈ RN, ∀λ ∈ R.

Si además verifica:

iii) B(x,y) = B(y,x), ∀x,y∈ RN,

se dice entonces queB es unaforma bilineal simétrica.

Definición 7.19 (forma cuadrática). Una forma cuadráticaenRN es una aplicaciónQ :
RN→ R tal queQ(x) = B(x,x), ∀x∈ RN para alguna forma bilinealB.

Definición 7.20 (operador autoadjunto).Una aplicación linealT : RN → RN se dice que
es unoperador autoadjuntosi verifica

(T(x)|y) = (x|T(y)), ∀x,y∈ RN.
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Es inmediato que siT es un operador autoadjunto enRN, entonces la aplicación

(x,y) → (x|T(y))

es una forma bilineal simétrica. De hecho toda forma bilineal y simétrica responde a una
expresión de este tipo:

Proposición 7.21.Sea Q una forma cuadrática enRN. Entonces

i) Existe una única forma bilineal simétrica B tal que Q(x) = B(x,x), ∀x∈RN. De hecho

se tiene que B(x,y) = Q(x+y)−Q(x−y)
4 , ∀x,y ∈ RN. En consecuencia, si Q no es nula,

entonces Q es un polinomio homogéneo de grado dos en N variables.

ii) Existe un único operador autoadjunto T tal que B(x,y) = (x|T(y)), ∀x,y ∈ RN. De
hecho se tiene la siguiente (equivalente) expresión Q(x) = (x|T(x)), ∀x∈ RN.

Demostración:
i) Supuesta la existencia veamos la unicidad: SiB es una forma bilineal simétrica enRN

tal queQ(x) = B(x,x), ∀x∈ RN, entonces para cualesquierax,y∈ RN se tiene

Q(x+y) = B(x+y,x+y) = B(x,x)+2B(x,y)+B(y,y)

Q(x−y) = B(x−y,x−y) = B(x,x)−2B(x,y)+B(y,y),

y en consecuencia

B(x,y) =
Q(x+y)−Q(x−y)

4
,

luegoB está determinada porQ.
Existencia: Es rutina convencerse de que la aplicaciónB : RN×RN → R definida por

B(x,y) :=
Q(x+y)−Q(x−y)

4

es una aplicación bilineal simétrica tal queB(x,x) = Q(x), ∀x∈ RN.

ii) Supuesta la existencia, veamos la unicidad: SiT es un operador (lineal autoadjunto) en
RN tal que

B(x,y) = (x|T(y)), ∀x,y∈ RN,

entonces para todox∈ RN se verifica que

T(x) =
N

∑
k=1

(ek|T(x))ek =
N

∑
k=1

B(ek,x)ek,

y por tanto el operadorT está determinado porB.
Veamos ahora la existencia: Es claro que la expresión

T(x) =
N

∑
k=1

B(ek,x)ek, ∀x∈ RN
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define un operador lineal enRN. Además

B(x,y) = B

(
N

∑
k=1

(x|ek)ek,y

)

=
N

∑
k=1

(x|ek)B(ek,y)

=

(
x|

N

∑
k=1

B(ek,y)ek

)
= (x|T(y)), ∀x,y∈ RN.

La simetría deB nos prueba queT es autoadjunto.
Finalmente, es claro que la condiciónB(x,y) = (x|T(y)), ∀x,y ∈ RN implica

Q(x) = (x|T(x)), ∀x∈ RN.
El recíproco también es cierto. Supongamos queQ(x)= (x|T(x)),∀x∈RN. Entonces(x,y) → B(x,y)
y (x,y) → (x|T(y)) son formas bilineales simétricas que determinan la misma forma cua-
drática, luego coinciden.

El producto escalar euclídeo verifica también la propiedad

4. (x|x) > 0, ∀x∈ RN\{0},

es decir, es una forma bilineal simétrica que es definida positiva en el sentido de la Definición
7.10.

Definición 7.22 (Matriz de una forma cuadrática. Autovectores. Autovalores).SeaQ una
forma cuadrática enRN. La matriz simétricaH = (B(ei ,ej))1≤i, j≤n, dondeB es la forma
bilineal simétrica asociada aQ, se denominamatriz asociadaa Q con respecto a la base
canónica.

Es inmediato queB(x,y) = xHyt , ∀x,y∈RN (dondex≡ (x1, . . . ,xN)), o equivalentemente
Q(x) = xHxt , ∀x∈ RN.
Resaltemos queH es también la matriz asociada, con respecto a la base canónica, al único
operador lineal autoadjuntoT asociado aQ. En efecto, de

(T(x)|y) = (x|T(y)) = B(x,y) = xHyt = (xH|y), ∀x,y∈ RN,

se deduce queT(x) = xH, ∀x∈ RN, y por tanto (H = Ht)

(T(x))t = Hxt , ∀x∈ RN.

Un autovectordeQ es un vectoru no nulo tal queT(u) = λu para algún realλ . Al número
real λ , que es claramente único, se le llama suautovalor . Equivalentemente (Proposición
7.21):

B(x,u) = λ (x|u), ∀x∈ RN.
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El producto escalar euclídeo verifica también la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apén-
dice A de la lección 3):

5. (x|y)2≤ (x|x)(y|y) ∀x,y∈ RN,

que como pone de manifiesto el siguiente enunciado, es consecuencia de las anteriores.

Proposición 7.23 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).Toda forma bilineal simétrica posi-
tiva B verifica:

B(x,y)2≤ B(x,x)B(y,y), ∀x,y∈ RN.

Demostración:
Seanx,y∈ RN. Se tiene:

0≤ B(x+λy,x+λy) = B(y,y)λ 2 +2B(x,y)λ +B(x,x), ∀λ ∈ R,

con lo que
0≥ ∆ = 4B(x,y)2−4B(x,x)B(y,y),

y por tanto
B(x,y)2≤ B(x,x)B(y,y).

Sabemos que en dimensión finita las formas bilineales son continuas y por tanto las for-
mas cuadráticas también lo son. La propiedad de compacidad y la, en apariencia ingenua,
desigualdad anterior nos van a permitir demostrar la existencia de autovectores.

Lema 7.24 (Existencia de autovectores).Toda forma cuadrática tiene un autovector.

Demostración:
SeaQ una forma cuadrática y denotemos porB a su forma bilineal simétrica asociada. La

propiedad de compacidad asegura la existencia de un vectoru de la esfera unidad euclídea
S2(RN) tal que

λ := B(u,u)≥ B(x,x), ∀x∈ S2(RN).

Para probar queu es un autovector yλ su autovalor, definimos

F(x,y) := λ (x|y)−B(x,y), ∀x,y∈ RN.

Es claro queF es una forma bilineal simétrica positiva por lo que verifica la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

F(x,y)2≤ F(x,x)F(y,y), ∀x,y∈ RN

y comoF(u,u) = 0, se sigue queF(x,u) = 0,∀x∈ RN, es decir

B(x,u) = λ (x|u), ∀x∈ RN.
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Recordemos que una aplicación linealF : RN→ RN es unatransformación ortogonalsi
es una isometría para la norma euclídea:

‖F(x)‖2 = ‖x‖2, ∀x∈ RN,

equivalentemente (en virtud de la fórmula de polarización en la Proposición7.21 i)) si con-
serva el producto escalar:

(F(x)|F(y)) = (x|y), ∀x,y∈ RN.

El siguiente resultado nos permite conocer mejor estas aplicaciones

Proposición 7.25.Sean F: RN→ RN una aplicación lineal, y A la matriz asociada a F con
respecto a la base canónica:

(F(x))t = Axt , ∀x∈ RN.

Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) F es ortogonal.

ii) AtA = I. En consecuencia A (y por tanto F) es inversible y A−1 = At .

iii) F transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

iv) F es la aplicación cambio entre dos bases ortonormales.

Demostración:
i)⇒ ii) El elemento(i, j) de la matrizAtA es:

ei(AtA)et
j = (eiA

t)(Aet
j) = (F(ei))(F(ej))t = (F(ei)|F(ej)) = (ei |ej) = δi j .

ii)⇒ iii ) Sea{u1, . . . ,uN} una base ortonormal. Se tiene

(F(ui)|F(u j)) = (F(ui))(F(u j))t = (uiA
t)(Aut

j) = ui(AtA)ut
j = uiu

t
j = (ui |u j) = δi j .

iii )⇒ iv) Por hipótesis{F(e1), . . . ,F(eN)} es una base ortonormal. Del hecho de queF
es el operador de cambio de esta base a la canónica se sigue inmediatamente el siguiente
desarrollo:

F(x1, . . . ,xN) = (y1, . . . ,yN)⇔ F

(
N

∑
i=1

xiei

)
=

N

∑
i=1

yiei ⇔
N

∑
i=1

xiF(ei) =
N

∑
i=1

yiei .

iv)⇒ i) Sean{u1, . . . ,uN},{v1, . . . ,vN} bases ortonormales tales que

F(x1, . . . ,xN) = (y1, . . . ,yN)⇔
N

∑
i=1

xiui =
N

∑
i=1

yivi .

Entonces

N

∑
i=1

x2
i =

∥∥∥∥∥ N

∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥ N

∑
i=1

yivi

∥∥∥∥∥
2

2

=
N

∑
i=1

y2
i ⇒‖x‖2 = ‖F(x)‖2, ∀x∈ RN.
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Teorema 7.26 (principal). Para cada forma cuadrática Q enRN existe una base ortonor-
mal {u1, . . . ,uN} deRN compuesta de autovectores de Q. Además si{λ1, . . . ,λN} son sus
correspondientes autovalores, entonces

Q(x) = λ1a2
1 + . . .+λNa2

N, ∀x = a1u1 + . . .+aNuN ∈ RN.

En términos de matrices, H= A−1∆A donde H es la matriz asociada a Q con respecto a la
base canónica,

∆ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λN


y A es la matriz inversible asociada a la función cambio de la base canónica a la base
{u1, . . . ,uN}. En consecuencia,

det(H) = λ1 . . .λN.

Demostración:
SeanB,T respectivamente la forma bilineal simétrica y el operador autoadjunto asociados

aQ. La demostración es por inducción sobre la dimensión del espacio.
Para dimensión uno se tiene paraλ = B(1,1) queQ(x) = λx2, ∀x∈ R con lo que

T(x) = λx, ∀x∈ R

y el vector 1 es un autovector, y por tanto en este caso es la base canónica la que “diagonaliza”,
siendo innecesario cambiar de base.

Consideremos ahora un naturalN > 1. El lema anterior nos asegura queQ tiene un auto-
vectoru1 que supondremos de norma uno, es decir, para convenienteλ1 real

B(x,u1) = λ1(x|u1), ∀x∈ RN.

Sea
V = {u1}⊥ := {y∈ RN : (u1|y) = 0}.

V es un subespacio vectorial deRN de dimensiónN−1 y la restricción deQ aV es, obvia-
mente, una forma cuadrática. Si{v1, . . . ,vN−1} es una base ortonormal fijada deV, entonces
es claro que el isomorfismoϕ : RN−1→ V que aplica la base canónica deRN−1 en la base
deV fijada

ϕ(x1, . . . ,xN−1) := x1v1 + . . .+xN−1vN−1

preserva el producto escalar

(x|y) = (ϕ(x)|ϕ(y)), ∀x,y∈ RN−1.

Vía ϕ, podemos considerar la forma cuadrática restricción deQ aV como una forma cuadrá-
tica enRN−1, esto es, podemos definir

Qϕ(x) := Q(ϕ(x)), ∀x∈ RN−1
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para obtener una forma cuadrática enRN−1 cuya forma bilineal simétrica asociada es:

Bϕ(x,y) := B(ϕ(x),ϕ(y)), ∀x,y∈ RN−1.

La hipótesis de inducción aplicada aBϕ nos asegura queRN−1 tiene una base ortonormal
{w2, . . . ,wN} de autovectores deQϕ . Es decir, para cadai = 2, . . . ,N hay un conveniente
número realλi tal que

Bϕ(y,wi) = λi(y|wi), ∀y∈ RN−1.

Veamos ahora queϕ(w2), . . . ,ϕ(wn) son también autovectores deQ. Ello es consecuencia de
que la anterior igualdad puede escribirse en la forma

B(v,ϕ(wi)) = λi(v|ϕ(wi)), ∀v∈V,

y de que para cadax ∈ RN, existenα real y v ∈ V, tales quex = αu1 + v, con lo que para
i = 2, . . . ,N se tiene:

B(x,ϕ(wi)) = αB(u1,ϕ(wi))+B(v,ϕ(wi)) =

αλ1(u1|ϕ(wi))+λi(v|ϕ(wi)) = λi(v|ϕ(wi)) =

λi(αu1|ϕ(wi))+λi(v|ϕ(wi)) = λi(x|ϕ(wi)),

donde se ha utilizado queu1 es un autovector deB y que ϕ(wi) ∈ V. Consideremos para
i = 2, . . . ,N, ui = ϕ(wi); y veamos que entonces{u1, . . . ,uN} es la base buscada. En efecto,
dicha base es ortonormal y además para todox = a1u1 + . . .+aNuN se tiene que

Q(x) = B(x,x) = B(a1u1 + . . .+aNuN,x) = a1B(u1,x)+ . . .+aNB(uN,x) =

λ1a1(u1|x)+ . . .+λNaN(uN|x) = λ1a2
1 + . . .+λNa2

N.

En consecuencia, siF es la transformación ortogonal enRN determinada por el cambio de la
base canónica a la base ortonormal{u1, . . . ,uN}, y A es su matriz asociada, se sigue que

Q(x) = (F(x))∆(F(x))t = xAt∆Axt ,

con lo queH = At∆A, y basta recordar queAt = A−1.

Es claro que las formas cuadráticas diagonales

Q(x) = α1x2
1 + . . .+αNx2

N

se clasifican a simple vista (según el signo de los coeficientes). Como el teorema principal
asegura que toda forma cuadrática “es” diagonal sin más que cambiar de base, se sigue inme-
diatamente el siguiente criterio de clasificación.
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Proposición 7.27 (Primer criterio de clasificación de formas cuadráticas).Sean Q una
forma cuadrática enRN y λ1, . . . ,λN sus autovalores. Entonces se tiene:

Q es definida

{
positiva
negativa

}
⇔
{

λk > 0
λk < 0

}
k = 1, ...,N

Q es

{
positiva
negativa

}
⇔
{

λk ≥ 0
λk ≤ 0

}
k = 1, ...,N

Q es indefinida⇔∃p,q∈ {1, ...,N} : λp < 0 < λq

Volviendo a la definición de autovectores y autovalores de una forma cuadráticaQ enRN

(Definición 7.22), es inmediato que, siH es la matriz asociada aQ con respecto a la base
canónica,I es la matriz identidad yλ es un número real, entoncesu es un autovector deQ
con autovalorλ si, y sólo si, sus coordenadas son solución no nula del sistema homogéneo

(λ I −H)

 x1
...

xN

= 0.

La existencia de solución no nula para tal sistema sabemos que equivale, por la regla de
Cramer, a que det(λ I −H) = 0. Así, como consecuencia del Teorema principal, losN auto-
valores deQ son lasN raíces (reales) del polinomio de gradoN, det(λ I −H).

Definición 7.28 (polinomio característico).SeaQ una forma cuadrática enRN. El polino-
mio de gradoN con coeficientes realesP(λ ) = det(λ I−H), dondeI es la matriz identidad y
H es la matriz asociada aQcon respecto a la base canónica, se denominapolinomio característico
deQ.

La dificultad de aplicación del primer criterio estriba en conocer el signo de las raíces del
polinomio característico. Empezaremos probando un resultado de polinomios con coeficien-
tes y raíces reales que nos permita salvar esta dificultad.

Proposición 7.29.Sea P(λ ) = λ N−A1λ N−1 +A2λ N−2 + . . .+(−1)NAN un polinomio mó-
nico con coeficientes reales y raíces realesλ1, ...,λN. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) λk > 0, ∀k∈ {1, . . . ,N}.

ii) Ak > 0, ∀k∈ {1, . . . ,N}.

Asimismo equivalen también:

iii) λk ≥ 0, ∀k∈ {1, . . . ,N}.

iv) Ak ≥ 0, ∀k∈ {1, . . . ,N}.
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Demostración:
ComoP(λ ) = (λ −λ1) . . .(λ −λN), al desarrollar e igualar coeficientes se tiene queAk

es la suma de todos los productos dek elementos del conjunto{λ1, . . . ,λN}, k = 1, . . . ,N, de
donde se deduce la implicacióni)⇒ ii). Para probar la implicación contraria basta observar
queλ ≤ 0⇒ P(λ ) 6= 0. En efecto:P(0) = (−1)NAN 6= 0, y siλ < 0 y N es par (resp. impar)
todos los sumandos deP(λ ) son positivos (resp. negativos).

La equivalenciaiii )⇔ iv) se prueba análogamente.

El siguiente criterio nos permite clasificar una forma cuadrática si conocemos el signo de
los coeficientes del polinomio característico (¡no hace falta conocer el signo de las raíces de
dicho polinomio!)

Proposición 7.30 (Segundo criterio de clasificación de formas cuadráticas).Sean Q una
forma cuadrática enRN y

P(λ ) = λ
N−A1λ

N−1 +A2λ
N−2 + . . .+(−1)NAN

su polinomio característico. Entonces se tiene:

Q es definida

{
positiva
negativa

}
⇔
{

Ak > 0
(−1)kAk > 0

}
k = 1, ...,N

Q es

{
positiva
negativa

}
⇔
{

Ak ≥ 0
(−1)kAk ≥ 0

}
k = 1, ...,N

Q es indefinida⇔∃p,q∈ {1, ...,N} : Ap,(−1)qAq < 0

(En consecuencia, Q es indefinida si para un k par Ak es negativo).

Demostración:
El primer criterio de clasificación de formas cuadráticas (Proposición7.27) nos asegura

queQ es definida positiva si, y sólo si,λk > 0,k = 1, . . . ,N, lo que equivale a su vez, en virtud
de la Proposición7.29, a queAk > 0, k = 1, . . . ,N.

Para obtener ahora el criterio para formas definidas negativas nótese queQ es definida
negativa si, y sólo si,−Q es definida positiva, y que siH denota la matriz asociada aQ con
respecto a la base canónica, entonces el polinomio característico de−Q es

det(λ I − (−H)) = det((−1)(−λ I −H)) = (−1)Ndet(−λ I −H) =

(−1)NP(−λ ) = λ
N +A1λ

N−1 +A2λ
N−2 + . . .+AN.

Finalmente en los casos en que la forma cuadrática es positiva o negativa la demostración es
análoga.
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Es bien conocido que siH =
(
ai j
)

1≤i, j≤N es la matriz asociada con respecto a la base

canónica de la forma cuadráticaQ enRN, entonces el polinomio característico deQ

P(λ ) = λ
N−A1λ

N−1 +A2λ
N−2 + . . .+(−1)NAN

es tal queAk (1≤ k≤ N) es la suma de todos los menores principales deH de ordenk. En
consecuencia, la aplicación del criterio anterior conlleva el cálculo de un elevado número de
determinantes. El siguiente criterio es más fácil de aplicar (requiere calcular menos determi-
nantes). Recuérdese el concepto de submatrices principales dado en la Definición7.11.

Proposición 7.31 (Condición de Sylvester).Sea Q una forma cuadrática enRN, y H =(
ai j
)

1≤i, j≤N la matriz de Q. Entonces se tiene:

Q es definida

{
positiva
negativa

}
⇔
{

det(Hk) > 0
(−1)kdet(Hk) > 0

}
k = 1, ...,N

Q es

{
positiva
negativa

}
⇔
{

det(K)≥ 0
(−1)orden(K)det(K)≥ 0

}
∀K submatriz principal de H

Q es indefinida⇔∃K,L subm. princ. de H: det(K) < 0 y (−1)orden(L)det(L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida sidet(K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Demostración:
⇒] Basta tener en cuenta que siQ(x) es definida (resp. semidefinida) positiva/negativa

entonces las formas cuadráticas que resultan de hacer nulas algunas coordenadas del vector
genéricox mantienen el carácter definido (resp. semidefinido) positivo/negativo. Aunque la
nueva forma cuadrática cambie de autovalores, en virtud del Teorema7.26, los nuevos au-
tovalores siguen conservando el signo y su producto es igual al determinante de la matriz
asociada, que es una submatriz principal deH.
⇐] La demostración de esta implicación puede verse en [Stro, §6.2, §6.3]. Utiliza el

método de eliminación de Gauss (procedimiento de factorización triangular).

7.3. Referencias recomendadas.

[Stra], [MaHo].
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7.4. Resumen de resultados del Tema 7.

Extremo relativo. Seaf un campo escalar definido enA⊂RN. Se dice quef alcanza en
un puntoa∈ A un máximo relativo si existe un entorno abiertoU dea tal queU ⊂ A y

f (x)≤ f (a), ∀x∈U.

Se dice quef alcanza en el puntoa ∈ A un máximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU dea tal queU ⊂ A y

f (x) < f (a), ∀x∈U\{a}.

Análogas definiciones se hacen para mínimos. La expresión extremo relativosignifica o bien
máximo relativo, o bien mínimo relativo.

Condición necesaria de existencia de extremo relativo. Puntos críticos.Sea f un cam-
po escalar definido en A⊂ RN. Si f alcanza un extremo relativo en un punto a∈ A y f tiene
gradiente en a, entonces ∇ f (a) = 0. Más aún, si f alcanza un extremo relativo en un punto
a∈ A y f tiene derivada direccional en a según el vector u, entonces f ′(a;u) = 0.

Los puntos de A donde f tiene gradiente nulo se llaman puntos críticos de f . Es decir son
las soluciones del sistema de ecuaciones (no necesariamente lineal) ∇ f (x) = 0 definido en
los puntos en los que f tiene gradiente.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo.Sean f un
campo escalar definido en A⊂ RN y k un natural mayor o igual que 2. Supongamos que f
es k veces derivable en un punto crítico a∈ A, que todas las derivadas parciales hasta las de
orden k−1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden k no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Si k es impar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.

b) Si k es par, se tiene:

i) Si dk f (a)(x) > 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un mínimo relativo estricto.

ii) Si dk f (a)(x) < 0, ∀x 6= 0, entonces f alcanza en a un máximo relativo estricto.

iii) Si dk f (a)(x) ≥ 0, ∀x∈ RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser mínimo.

iv) Si dk f (a)(x) ≤ 0, ∀x∈ RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser máximo.

v) Si [∃x,y∈RN : dk f (a)(x) < 0 < dk f (a)(y)], entonces f no alcanza ningún extre-
mo relativo en a.

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo ponen de re-
lieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el
“signo” del polinomiodk f (a).
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Formas cuadráticas y su clasificación. Submatrices principales.Una formacuadrática
enRN es una aplicaciónQ : RN → R de la formaQ(x) = xHQxt , ∀x ∈ RN, dondeHQ ∈
MN×N(R) es una matriz simétrica (que se prueba ser única).

Una forma cuadráticaQ enRN se dice que es
definida positivasi Q(x) > 0,∀x∈ RN\{0},
(semidefinida) positivasi Q(x)≥ 0,∀x∈ RN,

Análogas definiciones se dan para forma cuadrática definida negativa y (semidefinida)
negativa.
indefinidasi toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

DadosN,k naturales, conk≤N y H = (ai j )1≤i, j≤N una matriz cuadrada de ordenN, se di-
ce que una matrizK es una submatriz principaldeH de ordenk si existe una aplicación estric-
tamente creciente σ : {1, . . . ,k} → {1, . . . ,N} tal que
K =

(
aσ(i)σ( j)

)
1≤i, j≤k

.

Como consecuencia del criterio de Sylvester (Proposición7.12), y de las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo, se obtiene el siguiente resultado
práctico.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo.Sea f un cam-
po escalar definido en A⊂RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto crítico
a∈ A y que

H f (a) =

 D(1,1) f (a) ... D(N,1) f (a)
... ... ...

D(1,N) f (a) ... D(N,N) f (a)

 6= 0.

Para k = 1, . . . ,N, sean Hk =
(
D(i, j) f (a)

)
1≤i, j≤k

las submatrices principales “esquinas”.
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

i) Si det(Hk) > 0, k = 1, . . . ,N, entonces f alcanza en a un mínimo relativo estricto.

ii) Si (−1)kdet(Hk) > 0, k = 1, . . . ,N, entonces f alcanza en a un máximo relativo estric-
to.

iii) Si det(K)≥ 0, para cualquier submatriz principal K de H f (a), entonces de alcanzar f
en a un extremo relativo ha de ser mínimo.

iv) Si (−1)orden(K)det(K) ≥ 0, para cualquier submatriz principal K de H f (a), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser máximo.

v) Si existen K y L submatrices principales de H f (a) tales que det(K) < 0 y
(−1)orden(L)det(L) < 0 (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de H f (a) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.
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7.5. Ejercicios del Tema 7

7.1 Una función realf definida en un abierto y convexoA deRN se diceconvexasi verifica:

f ((1−α)x+αy)≤ (1−α) f (x)+α f (y), ∀x,y∈ A, ∀α ∈ [0,1].

i) Se supone quef es derivable enA. Probar que:

[ f es convexa]⇔ [ f (x)≥ f (a)+D f (a)(x−a), ∀x,a∈ A].

Deducir que sif es convexa yD f (a) = 0, entoncesf alcanza ena un mínimo
absoluto.

ii) Se supone quef es dos veces derivable enA. Probar que:

[ f es convexa]⇔ [D2 f (a)(x,x)≥ 0, ∀a∈ A, ∀x∈ RN].

iii) Probar que la funciónf :]−1,1[×]−1,1[→ R definida por

f (x,y) =−
√

1−x2
√

1−y2

es convexa. Estudiar sus extremos.

7.2 (* ) Estudiar los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones:

f1(x,y) =
x−y

1+x2 +y2 ; f2(x,y) = senxcosy ; f3(x,y) = sen(xy) ;

f4(x,y) = x3 +y3−3axy(a∈ R) ; f5(x,y) = x4 +y4−4a2xy (a∈ R∗) ;

f6(x,y) = (x2 +2y2)e−(x2+y2) ; f7(x,y) =
xy

(1+x)(1+y)(1+xy)
(x,y > 0) ;

f8(x,y,z) = x2 +y2 +3z2−xy+2xz+yz; f9(x,y,z) = xy+xz+yz.

7.3 Estudiar los extremos relativos de:

i) Dadoa > 0, la función f : R+×R+× N. . .×R+→ R definida por:

f (x1,x2, . . . ,xN) = x1x2 . . .xN +aN+1
N

∑
i=1

1
xi

.

ii) Dadosa1,a2, . . . ,aN ∈ R, la función f : RN→ R definida por:

f (x1,x2, . . . ,xN) =

(
N

∑
i=1

aixi

)
e−‖x‖

2
2 .

(Si quiere simplificarse algo, hágase paraN = 2 oN = 3.)
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7.4 Dadosn puntos(ai ,bi) ∈ R2, determinar las condiciones que han de cumplirα y β

para que la rectaγ de ecuacióny = αx+β sea tal que la cantidad

S(α,β ) =
N

∑
i=1

(bi−αai−β )2

sea mínima.

7.5 Dadosm puntosai ∈ RN calcular el menor valor de la función

f (x) :=
m

∑
i=1
‖x−ai‖22.

7.6 Teorema de Rolle generalizado.

SeanA un subconjunto abierto acotado deRN y f : A→ R una función continua enA,
constante en Fr(A) y derivable enA. Probar queD f (x) = 0 para algúnx deA.

7.7 Seaf :R2→R definida porf (x,y) = x2y−4x2−2y2. Justificar que para todo subcon-
junto compactoK ⊂ R2 la función f alcanza su valor mínimo enK en un punto de la
frontera deK, es decir:

min f (K) = min f (Fr(K)).

7.8 (* ) Seanf un campo escalar continuo definido en un abiertoA deRN y a un punto de
A. Supongamos quef es derivable enA\{a}, que existeδ > 0 tal queB(a,δ ) ⊂ A y
que se verifica

(x−a|∇ f (x)) < 0 (resp. > 0), ∀x∈ B(a,δ )\{a} .

Entoncesf alcanza un máximo (resp. mínimo) relativo estricto en el puntoa.

7.9 Sea f : R2 → R la función dada porf (x,y) := x2 +(1− x)3y2. Demostrar que dicha
función tiene un único punto crítico en el que alcanza un mínimo estricto y que no
alcanza ningún extremo absoluto. ¿Puede presentarse tal situación para una función de
R enR?

7.10 SeanA= {(x,y,z)∈R3 : x+y+z= 1} y f : A → R la función dada porf (x,y,z) = xyz.
Estudiar los extremos “locales” def .

Indicación: Puede usarse la Nota7.4. Mejor es reformular el problema en los siguientes
términos: de la condiciónx+y+z= 1, despejamosz= 1−x−y, con lo que se nos pide
es hallar los extremos de la funciónf : R2→ R definida porf (x,y) := xy(1−x−y).
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7.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 7.

7.1 i) ⇒ Seana,x∈A. Si a= x no hay nada que demostrar. En otro caso para 0< α ≤
1, se tiene

f (a+α(x−a))− f (a)
α

≤ (1−α) f (a)+α f (x)− f (a)
α

= f (x)− f (a)

y basta tomar límite cuandoα → 0+ para obtener

D f (a)(x−a)≤ f (x)− f (a).

⇐ Seanx,y∈ A. Queremos probar que para 0≤ α ≤ 1, se verifica

f ((1−α)x+αy)≤ (1−α) f (x)+α f (y).

Notemosa = (1−α)x+αy. Por hipótesis

f (x)≥ f (a)+D f (a)(x−a)
f (y)≥ f (a)+D f (a)(y−a)

}
⇒

(1−α) f (x)+α f (y)≥ f (a)+D f (a)((1−α)(x−a)+α(y−a))= f (a)= f ((1−α)x+αy)

En consecuencia, sif es convexa yD f (a) = 0, se tiene

D f (a) = 0⇒ f (a)≤ f (x), ∀x∈ A,

es decirf alcanza ena un mínimo absoluto.

ii) ⇒ Seana∈ A,x∈ SRN . Existeδ > 0 tal que 0< t < δ ⇒ a+ tx∈ A. Pori):

0≤ f (a+ tx)− f (a)−D f (a)(tx)
t2 =

f (a+ tx)− f (a)−D f (a)(tx)− 1
2 D2 f (a)(tx, tx)

t2 +
1
2

D2 f (a)(x,x)

y al tomar límite cuandot → 0, la fórmula infinitesimal del resto nos asegura
que 0≤ D2 f (a)(x,x).
⇐ La fórmula de Taylor con resto de Lagrange para funciones valuadas enR,

nos asegura que sia,x∈ A, cona 6= x, entonces∃c∈]a,b[ tal que

f (x)− f (a)−D f (a)(x−a) =
1
2

D2 f (c)(x−a,x−a)

con lo que por hipótesisf (x)− f (a)−D f (a)(x−a) ≥ 0, que nos dice quef es
convexa por lo demostrado eni).
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iii) Es inmediato comprobar que el único punto crítico es el(0,0). Calculemos la
matriz hessiana

H f (x,y) =

 1
1−x2

√
1−y2
√

1−x2
−xy√

1−x2
√

1−y2

−xy√
1−x2
√

1−y2
1

1−y2

√
1−x2√
1−y2

 .

En consecuencia para todo(x,y) ∈]−1,1[×]−1,1[, se tiene

detH1 > 0, detH2 =
1−x2y2

(1−x2)(1−y2)
> 0,

de donde deducimos por el criterio de Sylvester qued2 f (x,y) es definida positiva
para todo(x,y) ∈]− 1,1[×]− 1,1[. El apartadoii) nos dice quef es convexa.
Claramentef alcanza en(0,0) un mínimo absoluto estricto.

7.2 f1

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔
{

x2 = y2⇔ | x |=| y |
2xy+1 = 0⇒ xy< 0

Puntos críticos: A = (
√

2
2 , −

√
2

2 ); B = (−
√

2
2 ,

√
2

2 ).

Matriz hessiana: Haciendo uso de que las derivadas parciales primeras son nulas en los
puntos críticos, basta trabajar con la matriz

∆(x,y) =
(
−x+y x+y
−x−y y−x

)
;det (∆(x,y)) = 2(x2 +y2)

(aunque no es simétrica en los puntos en cuestión si lo es)

Solución:
f alcanza enA un máximo relativo estricto.
f alcanza enB un mínimo relativo estricto.

Extremos absolutos:

| f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) |=
∣∣∣∣ ρ

1+ρ2(cosϑ −senϑ)
∣∣∣∣≤ 2ρ

1+ρ2 → 0, (ρ → +∞),

y por tanto lim‖(x,y)‖→+∞ f (x,y) = 0.

Si una función alcanza valores mayores (resp. menores) que el límite en∞, entonces
alcanza su máximo (resp mínimo) absoluto que claramente son también relativos.

f alcanza enA su máximo absoluto igual a
√

2
2

f alcanza enB su mínimo absoluto igual a−
√

2
2
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En efecto, seaR > 1 tal que‖(x,y)‖2 > R⇒ | f (x,y)| < 1
2. La continuidad def en

B((0,0),R) nos asegura quef tiene máximo y mínimo absoluto enB((0,0),R), y en
consecuenciaf tiene máximo y mínimo absoluto (que se alcanza enB((0,0),R)).

f2

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔
{

cosxcosy = 0
senxseny = 0

}
⇔


cosx = seny = 0
o
senx = cosy = 0

Puntos críticos: A =
(
(2p+1)π

2 ,qπ
)

;B =
(
pπ,(2q+1)π

2

)
, p,q∈ Z.

Matriz hessiana:

H f (x,y) =
(
−senxcosy −cosxseny
−cosxseny −senxcosy

)
; det(H f (x,y)) = sen2x−sen2y

Solución: PuntosA: Si p+ q ∈ 2Z (p,q tienen la misma paridad), entonces hay un
máximo relativo estricto. En caso contrario hay un mínimo relativo estricto. En los
puntosB no hay extremo pues det(H f ) < 0. La superficie es como un cartón de huevos.

Extremos absolutos: f está acotada por 1 y toma valores 1 y−1, luego tiene máximo y
mínimo absolutos iguales a 1 y−1, que son alcanzados en infinitos puntos.

f3

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔
{

ycosxy= 0
xcosxy= 0

Puntos críticos: A = (0,0);B = (a,b) conab= (2k+1)π
2 ,k∈ Z

Matriz hessiana:

H f (x,y) =
(

−y2sen(xy) cos(xy)−xysen(xy)
cos(xy)−xysen(xy) −x2sen(xy)

)
Solución: EnA no alcanza extremo. En los puntosB, si k∈ 2Z hay un posible máximo
relativo, y sik /∈ 2Z hay un posible mínimo relativo.

En los puntosB hay máximo y mínimo pues|sen(xy)| ≤ 1.

Extremos absolutos: f está acotada por 1 y toma valores 1 y−1, luego tiene máximo y
mínimo absolutos iguales a 1 y−1, que son alcanzados en infinitos puntos.

f4

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔
{

3(x2−ay) = 0
3(y2−ax) = 0
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Puntos críticos: A = (0,0);B = (a,a)

Matriz hessiana:

H f (x,y) =
(

6x −3a
−3a 6y

)
Solución: En el puntoA no hay extremo pues sia = 0 se anulan la primera y segunda
derivada y no la tercera. En el puntoB, si a > 0 hay un mínimo relativo, y sia < 0 hay
un máximo relativo.

Extremos absolutos: f no está ni mayorada ni minorada (f (x,0) = x3, ∀x∈ R), luego
no tiene ni máximo ni mínimo absolutos.

f5

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔
{

4(x3−a2y) = 0
4(y3−a2x) = 0

Puntos críticos:A = (0,0);B = (a,a);C = (−a,−a)

Matriz hessiana:

H f (x,y) =
(

12x2 −4a2

−4a2 12y2

)
Solución: f no alcanza enA un extremo y alcanza enB y C un mínimo relativo estricto.

Extremos absolutos: f no está mayorada (f (x,0) = x4, ∀x∈R), luego no tiene máximo
absoluto (también por no tener máximo relativo).

f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) = ρ
4(cos4ϑ +sen4ϑ)−4a2

ρ
2cosϑ senϑ ≥

ρ
4(cos4ϑ +sen4ϑ)−4a2

ρ
2≥ ρ

2(ρ2
α−4a2) → +∞, cuandoρ → +∞,

siendoα = Min{cos4ϑ +sen4ϑ : ϑ ∈ [0,2π]}> 0.

SeaR > 0 tal que‖(x,y)‖ > R⇒ f (x,y) > 1. La continuidad def en B((0,0),R)
nos asegura quef tiene mínimo absoluto enB((0,0),R) que será≤ f (0,0) = 0, y
en consecuenciaf tiene mínimo absoluto (que se alcanza enB((0,0),R), de hecho lo
alcanza en los puntosB y C).

f6

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔

{
2(x−x3−2xy2)e−(x2+y2) = 0
2(2y−x2y−2y3)e−(x2+y2) = 0

Puntos críticos: A = (0,0);B = (0,1);C = (0,−1);D = (1,0);E = (−1,0)
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Matriz hessiana: Derivando con “picardía” sabiendo lo que se anula y suprimiendo
factores que no influyen en el signo:

H f (x,y)'
(

1−3x2−2y2 −4xy
−4xy 2−x2−6y2

)
(aunque no es simétrica, en los puntos en cuestión si lo es).

Solución: EnA hay un mínimo relativo estricto, enB y C un máximo relativo estricto y
enD y E no hay extremo.

Extremos absolutos: 0≤ f (x,y), ∀(x,y) ∈ R2, de hechof (x,y) > 0 si (x,y) 6= (0,0),
luego tiene mínimo absoluto (que lo alcanza en el puntoA). Es claro que lim‖(x,y)‖→+∞ f (x,y)=
0, de donde, como se vió paraf1, deducimos quef tiene máximo absoluto (que lo al-
canza en los puntosB y C).

f7

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔

{
y(1+y)(1−x2y)

d2 = 0
x(1+x)(1−xy2)

d2 = 0

Puntos críticos: A = (1,1)

Matriz hessiana:

H f (x,y)∼=
(

−2xy 1−x2y(2−y)
1−xy2(2−x) −2xy

)
Solución: EnA hay un máximo relativo estricto.

Extremos absolutos: Podemos extender de manera continuaf aR+
0 ×R

+
0 definiéndola

como 0 en la frontera. Además

0≤ f (x,y) <
1

(1+x)(1+y)
→ 0, cuando‖(x,y)‖→ +∞

y por tanto lim‖(x,y)‖→+∞ f (x,y) = 0. Así f tiene máximo absoluto enR+
0 ×R

+
0 , que al

no ser 0 estará enR+×R+ (de hecho lo alcanza enA).

Como f no alcanza mínimo relativo enR+×R+, tampoco tiene mínimo absoluto en
R+×R+.

f8

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔


2x−y+2z= 0
−x+2y+z= 0
2x+y+6z= 0
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Puntos críticos: A(0,0,0)

Matriz hessiana:

H f (x,y,z) =

 2 −1 2
−1 2 1
2 1 6

 ; det(H f (x,y,z)) = 4 ; etc.

Solución: EnA hay un mínimo relativo estricto.

Extremos absolutos: f coincide con su polinomio de Taylor de orden 2 en cualquier
punto (Ejercicio6.6), es decir: 2f = (x y z)H(x y z)t que es una forma cuadrática
definida positiva. En consecuencia

0 = f (0,0,0) < f (x,y,z), ∀(x,y,z) 6= (0,0,0)

luego f tiene mínimo absoluto (que lo alcanza en(0,0,0)).

Como f (x,0,0) = x2, f no está mayorada y no tiene máximo absoluto (si queremos
también se deduce de no tener ningún máximo relativo).

f9

∂ f
∂x = 0
∂ f
∂y = 0

}
⇔


y+z= 0
x+z= 0
x+y = 0

Puntos críticos: A = (0,0,0)

Matriz hessiana:

H f (x,y,z) =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 ; det(H f (x,y)) = 2 ; etc.

Solución: EnA no se alcanza extremo (det(H2) =−1).

Extremos absolutos: f no está ni mayorada ni minorada (f (x,1,0) = x, ∀x∈R), luego
no tiene ni máximo ni mínimo absolutos (también se puede razonar que al no tener
extremos relativos no puede tener extremos absolutos).

7.3 i)

Di f (x) = 0⇔ aN+1

xi
= x1 . . .xN , i = 1, . . . ,N.

Punto crítico: A = (a, . . . ,a).

[Dii f (A) = 2aN−2 , Di j f (A) = aN−2]⇒ H f (A) = aN−2H,
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dondeH =


2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

 y

det(H) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 1
0 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 −1 −1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣=∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 −1 −1 . . . −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 −1 . . . −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣=∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 N

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 N+1

∣∣∣∣∣∣∣∣= N+1

(en el primer paso se resta la última columna de las demás, en el segundo se le suma
a la última fila la primera fila, en el tercero se le suma a la última fila la segunda fila,
. . ., con lo que se triangula la matriz). Repitiendo el proceso con las otras submatrices
principales esquinas izquierda obtenemos que sus determinantes valen respectivamente
2,3, . . . ,N+1. El criterio de Sylvester nos asegura que

Solución: f alcanza enA un mínimo relativo estricto. Con un razonamiento topológico
consistente en considerar cuadrados muy grandes del primer cuadrante (en dimensión
dos) se concluye que también es absoluto.

ii) Suponemos que algúnai es no nulo (pues en otro casof es la función nula). Se
tiene

Di f (x) = 0⇔ ai = 2(a|x)xi , i = 1, . . . ,n

luego (multiplicando porai y sumando lasn expresiones)

‖a‖22 = 2(a|x)2⇔‖a‖2 =
√

2|(a|x)|

es decir
2(a|x) =

√
2‖a‖2 o 2(a|x) =−

√
2‖a‖2

y por tanto:

Puntos críticos: A = a√
2‖a‖2

;B = −a√
2‖a‖2

(conviene comprobar las soluciones en el sistema original).

Calculando las derivadas parciales segundas, se obtiene:

H f (A) =
−
√

2
‖a‖2

e−
1
2H0, H f (B) =

√
2

‖a‖2
e−

1
2H0,
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donde

H0 = ‖a‖22I +

 a2
1 a1a2 . . . a1an

. . . . . . . . .
a1an a2an . . . a2

n


con lo quexH0xt = ‖a‖22 ‖x‖22 +(a|x)2.

Solución: A: Definida negativa, luego máximo relativo estricto.B: Definida positiva,
luego mínimo relativo estricto.

7.4 “La suma de los cuadrados de las diferencias entre las ordenadas de los puntos y las
correspondientes ordenadas de la recta sea mínima” (recta de mínimos cuadrados).

∂S
∂α

= 0
∂S
∂β

= 0

}
⇔
{

α‖a‖22 +β ∑n
i=1ai = (a|b)

α ∑n
i=1ai +nβ = ∑n

i=1bi
(∗)

dondea = (a1, ..,an), b = (b1, ..,bn).

El sistema es lineal (cosa rara) y su determinante esn‖a‖22−(∑n
i=1ai)

2. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz nos dice(

n

∑
i=1

ai

)2

= (a|1)2≤ ‖a‖22‖1‖22 = n‖a‖22 (∗∗)

con lo que el determinante del sistema es no negativo y es nulo si, y sólo si, losai son
constante (a = C1).

En este caso losn puntos están en una recta paralela al ejeOY y hay infinitas rectas
solución de(∗), todas las rectas que pasan por(C,b), con b = 1

n ∑n
i=1bi (media de

ordenadas), ya queb es el punto en que la funciónx → ∑n
i=1(bi−x)2 toma su mínimo

absoluto. Es decir, las rectasy = αx+β conb = αC+β .

Supongamos ahora que al menos hay dos valoresai distintos. En este caso hay una
única solución de(∗):

α0 =
(a | b)−nab

‖a‖22−na2 ,β0 =
‖a‖22b− (a | b)a
‖a‖22−na2

Ahora

HS(α,β ) = 2

(
∑n

i=1a2
i ∑n

i=1ai

∑n
i=1ai n

)
define una forma cuadrática definida positiva (por(∗∗)), luegoS tiene un mínimo rela-
tivo estricto y absoluto en(α0,β0).

También, de

S(α,β ) = (
n

∑
i=1

a2
i )α

2 +nβ
2 +2(

n

∑
i=1

ai)αβ −2(
n

∑
i=1

aibi)α−2(
n

∑
i=1

bi)β +
n

∑
i=1

b2
i ,
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se sigue queS(α,β )→+∞ cuando‖(α,β )‖∞→+∞, y, por tanto, podemos asegurar
que

∃K > 0 : ‖(α,β )‖∞ > K⇒ S(α,β ) > S(α0,β0)

Así, al alcanzar por compacidad la restricción de la funciónSal compacto

{(α,β ) ∈ R2 : ‖(α,β )‖∞ ≤ K}

un mínimo absoluto, podemos asegura que la funciónS alcanza un mínimo absoluto
que es también relativo por lo que a la fuerza ha de alcanzarse en(α0,β0).

7.5

Dk f (x) = 2
m

∑
i=1

(x(k)−ai(k)) = 0⇔ x(k) =
1
m

m

∑
i=1

ai(k) , k = 1, . . . ,n.

Punto crítico: u = 1
m ∑m

i=1ai (baricentro de losm puntos).

Un razonamiento topológico nos asegura que la funciónf alcanza en el puntou un mí-
nimo absoluto. Def (x)≥‖x−a1‖22≥ (‖x‖2−‖a1‖2)2, se sigue que lim‖x‖2→+∞ f (x) =
+∞ y por tanto f tiene un mínimo absoluto. También se puede razonar directamente
como sigue:

f (x) =
m

∑
i=1
‖x−ai‖22 =

m

∑
i=1
‖(x−u)+(u−ai)‖22

=
m

∑
i=1

((x−u)+(u−ai) | (x−u)+(u−ai))

=
m

∑
i=1
‖x−u‖22 +

m

∑
i=1
‖u−ai‖22 +2

m

∑
i=1

(x−u | u−ai)

= m‖x−u‖22 +
m

∑
i=1
‖u−ai‖22 +2

(
x−u |

m

∑
i=1

(u−ai)

)

= m‖x−u‖22 +
m

∑
i=1
‖u−ai‖22

≥
m

∑
i=1
‖u−ai‖22 = f (u), ∀x∈ Rn.

7.6 Teorema de Rolle generalizado.

A es compacto, luego la funciónf alcanza el máximo y el mínimo. Razonamos por
disyunción de casos:

- Si la función f alcanza ambos en la frontera, son iguales el valor máximo y el mínimo
de f que, por tanto, es constante y la derivada se anula en cualquier punto deA.

- Si alguno no lo alcanza en la frontera, al alcanzarse en un punto interior la condición
necesaria de extremo relativo nos asegura que∃a∈ A : D f (a) = 0.
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7.7 Puntos críticos:
2xy−8x = 0
x2−4y = 0

}
A = (0,0);B = (4,4);C = (−4,4).

Matriz hessiana:

H f (0,0) =
(
−8 0
0 −4

)
;H f (4,4) =

(
0 8
8 −4

)
;H f (−4,4) =

(
0 −8
−8 −4

)
.

Solución: f alcanza enA un máximo relativo estricto y no alcanza extremo enB y C.

Así el mínimo no se puede alcanzar en el interior deK luego se tiene que alcanzar en
la frontera.

7.8 Este ejercicio generaliza el bien conocido hecho para funciones reales de variable real:

f ′(x)(x−a)
{

< 0
> 0

}
⇒ f tiene ena un

{
máximo
mínimo

}
relativo estricto.

Queremos probar que

x∈ B(a,δ )\{a}⇒ f (x) < f (a) (resp. f (x) > f (a)).

Seax un tal punto. Aplicamos el T.V.M. a la funciónf en el segmento[a,x] para obtener
c = a+ t(x−a) ∈]a,x[ (con 0< t < 1) tal que

f (x)− f (a) = (∇ f (c) | x−a) =
(

∇ f (c)
∣∣c−a

t

)
=

1
t
(∇ f (c)|c−a) < 0 (resp. > 0).

7.9 Los puntos críticos son solución del sistema

2x−3(1−x)2y2 = 0
2(1−x)3y2 = 0

}
x6=1⇔ x = y = 0.

Veamos quex 6= 1: six = 1⇒ x = 0 absurdo.

Punto crítico: A = (0,0).

H f (0,0) =
(

2 0
0 2

)
Solución: f alcanza en(0,0) un mínimo relativo estricto.

Por otra parte al verificarse que

f (0,n) = n2 → +∞ y f (2,n) = 4−n2 → −∞,

concluimos quef no tiene extremos absolutos.
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En funciones deR enR no se puede presentar la anterior situación. En efecto sif
alcanza en un puntoa un mínimo relativo estricto y suponemos que no es mínimo
absoluto, entonces toma valores mayores y menores quef (a) en una de las semirrectas
]−∞,a[ o ]a,+∞[. El teorema del valor intermedio nos asegura que también toma el
valor f (a). Finalmente concluimos por el teorema de Rolle quef tiene un punto crítico
distinto dea.

7.10 La solución más fácil es plantearse hallar los extremos def :R2→R dada porf (x,y) :=
xy(1−x−y).

Puntos críticos:
y(1−2x−y) = 0
x(1−x−2y) = 0

}
a = (1,0), b = (0,1), c = (0,0), d =

(1
3, 1

3

)
.

Matriz hessiana:

H f (x,y) =
(

−2y 1−2x−2y
1−2x−2y −2x

)
con lo que

H f (1,0) =
(

0 −1
−1 −2

)
; H f (0,1) =

(
−2 −1
−1 0

)
;

H f (0,0) =
(

0 1
1 0

)
; H f

(
1
3
,
1
3

)
=
( −2

3
−1
3

−1
3

−2
3

)
.

Solución: f no alcanza ningún extremo en los puntosa,b y c pues det(H2) < 0, y f
alcanza un máximo relativo y absoluto end.

Otra solución: Decimos quea es un máximo local def : A ⊂ R3→ R si existe un
entorno abiertoU dea (enR3) tal que

f (x)≤ f (a), ∀x∈U ∩A.

Análogamente se define mínimo local y el adjetivo estricto tiene el significado usual.
Un extremo local es un máximo o un mínimo local.

Las direcciones admisiblesen el conjuntoA vienen definidas por los vectores(u,v,w)
no nulos tales que existeδ > 0 verificando

x+ tu+y+ tv+z+ tw = 1, si |t|< δ

equivalentemente

t(u+v+w) = 0, si |t|< δ ⇔ u+v+w = 0.

Consideramosf definida en todoR3. Se tiene para(x,y,z) ∈ A

D f (x,y,z)(u,v,w) = uyz+xvz+xyw,∀(u,v,w) ∈ R3,
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y si nos limitamos a las direcciones admisibles

0 = f ′((x,y,z);(u,v,w)) = uyz+xvz+xyw, ∀(u,v,w) ∈ R3 :

{
u2 +v2 +w2 > 0
u+v+w = 0

En consecuencia los posibles extremos locales son, por tanto, las soluciones del sistema{
uyz+xvz+xyw= 0
x+y+z= 1

donde

{
u2 +v2 +w2 > 0
u+v+w = 0

Eligiendo como direcciones admisibles(1,1,−2) y (1,−2,1), se tiene que{
yz+xz−2xy= 0
yz−2xz+xy= 0

}
⇒ xy= xz= yz,

de donde se deduce que el punto(x,y,z) puede tener dos coordenadas nulas o ninguna.

Posibles extremos locales: a = (1,0,0), b = (0,1,0), c = (0,0,1), d =
(1

3, 1
3, 1

3

)
.

Como la restricción def al compacto

K := {(x,y,z) ∈ R+
0 ×R

+
0 ×R

+
0 : x+y+z= 1}

alcanza un máximo y un mínimo absoluto, concluimos quef alcanza end un máximo
local.

Veamos quef no alcanza ena, b y c un extremo. En efecto basta considerar por ejemplo
las sucesiones{(1+ 2

n, −1
n , −1

n )} y {(1+ 1
n, 1

n, −2
n )}, ya que f toma, respectivamente,

valores positivos y negativos.



Tema 8

Teoremas de la función inversa y de la
función implícita.

Dedicamos esta lección al estudio de dos de los resultados más sobresalientes del cálculo
diferencial: los Teoremas de la función inversa (8.5) y de la función implícita (8.12) para
campos vectoriales, los cuales son formulaciones equivalentes del mismo resultado (véanse la
demostración del Teorema8.12y el Apéndice). Ambos teoremas responden, como veremos,
al “principio general”, ya aludido, según el cualuna función derivable hereda localmente las
propiedades de su derivada.

De lo dicho se deduce que es una cuestión de gusto personal decidir por cual de ellos se
ha de empezar. Nos inclinamos por el Teorema de la función inversa que se puede motivar a
partir de los resultados conocidos para funciones reales de variable real.

La primera sección está dedicada al Teorema de la función inversa y la segunda al Teore-
ma de la función implícita. Ambos resultado se motivan con ejemplos.

También se incluye un apéndice en el que se prueba el Teorema de la función inversa a
partir del Teorema de la función implícita.

279
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8.1. Teorema de la función inversa.

Empezamos recordando el siguiente resultado que es consecuencia del Teorema del valor
medio real (4.1):

Sea I un intervalo y f: I → R una función derivable con f′(x) 6= 0, ∀x∈ I. Entonces f
es estrictamente monótona y ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

f ′(x) > 0, ∀x∈ I o f ′(x) < 0, ∀x∈ I .

Si además hacemos uso de la regla de derivación de la función inversa (Proposición3.27)
obtenemos

Teorema global de la función inversa para funciones reales. Sean I ⊂ R un intervalo
abierto y f : I →R una función derivable con derivada distinta de cero en todo punto. Enton-
ces, f es inyectiva (de hecho es estrictamente monótona) y su función inversa f−1 : f (I)→R
es derivable, siendo

( f−1)′( f (x)) =
1

f ′(x)
, ∀x∈ I .

Puesto que la imagen por una función continua y estrictamente monótona de un intervalo
abierto es un intervalo abierto, se sigue que, en las condiciones del enunciado del teorema an-
terior, f (I) es un intervalo abierto de R y la función biyectiva
f : I → f (I) es mucho más que un homeomorfismo, ya que es derivable (por hipótesis) y
su inversa también es derivable (por tesis). Formulamos a continuación este hecho dando una
definición adecuada.

Definición 8.1 (difeomorfismo).SeanA,B abiertos deRN.
Se dice quef : A→ B es undifeomorfismosi f es biyectiva derivable yf−1 también es

derivable. En tal caso escribiremosf ∈ Dif(A,B).
Se dice quef : A→ RN es undifeomorfismo en Asi f (A) es un abierto deRN y f ∈

Dif(A, f (A)).
Se dice quef : A→ RN es undifeomorfismo localsi para cadaa∈ A existe un entorno

abiertoU dea contenido enA tal que f es un difeomorfismo enU .
En caso de quef ∈ Dif(A,B), y que tantof como f−1 sean de claseC k, diremos quef

es un difeomorfismo de claseC k. Análogamente se definen los difeomorfismos enA de clase
C k y los difeomorfismos locales de claseC k.

Por ejemplo, la función exponencial es un difeomorfismo enR de claseC ∞ .

El siguiente ejemplo muestra que en dimensión mayor que 1 no se puede esperar un
resultado similar al resultado para funciones reales que acabamos de recordar.
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Ejemplo 8.2. La función f : R2→ R2 (determinada por la exponencial compleja) dada por

f (x,y) = (ex cosy , ex seny)
(
(x,y) ∈ R2)

)
,

es una función derivable que tiene derivada inversible en todo punto

det
(
Jf (x,y)

)
= e2x 6= 0, ∀(x,y) ∈ R2,

y no es (globalmente) inyectiva

f (x,y) = f (x,y+2π), ∀(x,y) ∈ R2.

Por localización del teorema recordado obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.3 (local de la función inversa para funciones reales).Sea A⊂ R y sea f: A→
R. Supongamos que f es de claseC 1 en un punto a∈

◦
A y que f′(a) 6= 0. Entonces existe

un entorno abierto U de a contenido en A tal que V:= f (U) es un abierto deR, f es un
difeomorfismo de U sobre V, f−1 : V→U es una función de claseC 1 en f(a) y

( f−1)′( f (x)) =
1

f ′(x)
, ∀x∈U.

Demostración:
Por ser f ∈ C 1(a) y f ′(a) 6= 0, existe un intervalo abiertoU centrado en el puntoa,

contenido enA y tal que f ′(x) 6= 0, ∀x∈U . Aplicando el Teorema global a la funciónf|U , y
teniendo en cuenta el comentario que sigue a dicho teorema, podemos asegurar quef es un
difeomorfismo deU sobreV tal que

( f−1)′( f (x)) =
1

f ′(x)
, ∀x∈U.

Finalmente, puesto que la anterior igualdad puede escribirse en la forma

( f−1)′ = g◦ f ′ ◦ f−1,

donde porg denotamos a la función real inversión dada porg(x) = 1
x, ∀x∈ R

∗, se sigue que
f−1 ∈ C 1( f (a)) ya quef ∈ C 1(a).

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que es esencial exigir quef sea de claseC 1 en
a para obtener el resultado anterior.

Ejemplo 8.4. La función f : R→ R definida por

f (x) = x+2 x2 sen
(1

x

)
; f (0) = 0
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es derivable en todo punto con

f ′(0) = 1 , f ′(x) = 1+4 x sen
(1

x

)
−2 cos

(1
x

)
(x 6= 0)

( f ′ no es continua en 0). Veamos que la funciónf ni siquiera admite una inversa local en 0.
En efecto, si existiese un intervalo abiertoI , con 0∈ I , tal que la funciónf fuese inyectiva
en I , entoncesf sería (estrictamente) monótona enI , y en consecuenciaf ′ sería de signo

constante enI , pero esto es imposible puesf ′
( 1

2nπ

)
= −1, ∀n∈ N y f ′(0) = 1 .

El Teorema local (8.3) sí se generaliza para campos vectoriales.Habida cuenta que los ejem-
plos de campos escalares de claseC 1 en un punto que no sean de claseC 1 en un entorno de
dicho punto no son frecuentes, enunciaremos el resultado para campos vectoriales de clase
C 1 en un abierto.

Teorema 8.5 (función inversa).Sean A⊂ RN un abierto y f: A→ RN un campo vectorial
de claseC 1 (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe a∈ A tal que

det
(
Jf (a)

)
= det

D1 f1(a) . . . DN f1(a)
. . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(a) . . . DN fN(a)

 6= 0.

Entonces existe un entorno abierto U de a contenido en A tal que V:= f (U) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de claseC 1 de U sobre V, y para cada x∈U se verifica

Jf−1

(
f (x)

)
=

D1 f1(x) . . . DN f1(x)
. . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(x) . . . DN fN(x)

−1

.

Además, si para k natural mayor que1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
de claseC k) en a, entonces f−1 es k veces derivable (resp. f−1 es de claseC k) en f(a) .

Demostración:
NotemosS= D f (a)−1, y consideremos el campo vectorialϕ : A→ RN dado por

ϕ := iA−S◦ f .

La linealidad de la derivada y la regla de la cadena nos aseguran queϕ en de claseC 1, siendo
para cadax∈ A

Dϕ(x) = IdRN−S◦D f (x).

Al ser Dϕ(a) = 0 y det
(
Jf (a)

)
6= 0, se sigue que existe una bola abiertaU centrada ena y

contenida enA, tal que

‖Dϕ(x)‖ ≤ 1
2

y det
(
Jf (x)

)
6= 0, ∀x∈U.

El Corolario 4.7 nos asegura queϕ es contractiva enU . Aplicando ahora el Teorema de
Schauder (4.15, apartados i) y ii)) a la funcióniU −ϕ|U = S◦ f|U , obtenemos que
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i) G := S( f (U)) es un abierto deRN.

ii) S◦ f es un homeomorfismo deU sobreG.

Puesto queS∈ Iso(RN) , se sigue finalmente que:

a) V := f (U) = S−1(G) es un abierto deRN.

b) f = S−1◦ (S◦ f ) es un homeomorfismo deU sobreV.

La demostración del Teorema se concluye utilizando la regla de derivación de la inversa
(Proposición3.27y el apartado 4 de la Sección 6.1).

Nota 8.6. La condición det
(
Jf (a)

)
6= 0 equivale a afirmar que el sistema lineal

D f (a)(x) = y

tiene solución globalúnica:

x = D f (a)−1(y), ∀y∈ RN.

El Teorema de la función inversa asegura la existencia de un entorno abiertoU dea tal que
f (U) es un abierto deRN y para caday = (y1,y2, . . . ,yN) ∈ f (U) el sistema deN ecuaciones
conN incógnitas 

f1(x1,x2, . . . ,xN) = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
fN(x1,x2, . . . ,xN) = yN

tiene una única soluciónx = (x1,x2, . . . ,xN) ∈U . Además la función inversa

f−1 =
(
( f−1)1,( f−1)2, . . . ,( f−1)N

)
así definida es de claseC 1 en f (U) (equivalentemente sus campos escalares componentes
( f−1)1,( f−1)2, . . . ,( f−1)N tienen gradiente continuo).

Queda justificada la frase, tantas veces citada,f hereda localmente propiedades de su
derivada.

Sabemos (Ejemplo8.2) que para dimensión mayor que uno no es cierta la versión global
del Teorema de la función inversa, sin embargo, si imponemos la inyectividad, sí probaremos
una versión global, que requiere la siguiente:

Proposición 8.7.Sean A⊂ RN un abierto y f: A→ RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicación abierta.
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Demostración:
SeaO⊂ A abierto. Veamos quef (O) es abierto. Por hipótesis para cadax ∈ A existe

Ux entorno abierto dex contenido enA tal queVx := f (Ux) es un abierto deRN y f es un
difeomorfismo deUx sobreVx. Se tiene entonces quef (O∩Ux) es un abierto relativo deVx y
por tanto abierto deRN. Por último al ser

f (O) = f
(
∪x∈O

(
O∩Ux

))
= ∪x∈O f

(
O∩Ux

)
,

concluimos quef (O) es abierto.

Corolario 8.8 (Teorema “global” de la función inversa). Sean A⊂ RN un abierto, k un
natural y f : A→ RN un campo vectorial. Supongamos que f es de claseC k en A y que

det
(
Jf (x)

)
6= 0, ∀x∈ A.

Entonces f es un difeomorfismo local de claseC k en A, y por tanto una aplicación abierta.
Si además f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de claseC k en A.

Demostración:
Aplicando el Teorema de la función inversa (8.5) en cada punto deA se obtiene quef es

un difeomorfismo local de claseC k enA y por tanto, en virtud de la Proposición8.7, f (A) es
abierto.

Si ademásf es inyectiva, en vista del carácter local de la derivabilidad, al serf un di-
feomorfismo local de claseC k concluimos quef es un difeomorfismo de claseC k en A.

Nota 8.9. Que f sea un difeomorfismo en un abiertoA⊂ RN suele interpretarse como que
dicha función define nuevas coordenadas enf (A). De hecho es usual denominarcambios de
coordenadasa los difeomorfismos:las coordenadas según f de un punto y de f(A) son las
coordenadas cartesianas del punto x de A tal que f(x) = y.

Aunque, en general cuando se aplica el Teorema de la función inversa, no se conoce la
función f−1, el enunciado del Teorema nos permite calcular su matriz jacobiana. Ilustramos
este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 8.10 (coordenadas polares).Recordemos quef : A=R+×]−π,π[→R2 definida
por

f (ρ,ϑ) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ)

es la aplicación que da el cambio a coordenadas polares, que sabemos es inyectiva.
f es de claseC ∞ verificando

det
(
Jf (ρ,ϑ)

)
= ρ > 0, ∀(ρ,ϑ) ∈ A.
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El Corolario (8.8) garantiza que dicha aplicación es un difeomorfismo de claseC ∞ deA
sobref (A) =R2\{(x,0) : x≤ 0}. Además, para cada(x,y) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ) se verifica
que

Jf−1(x,y) = Jf (ρ,ϑ)−1 =
(

cosϑ −ρ senϑ

senϑ ρ cosϑ

)−1

=
1
ρ

(
ρ cosϑ ρ senϑ

−senϑ cosϑ

)

=

 cosϑ senϑ

−senϑ

ρ

cosϑ

ρ

=


x√

x2 +y2

y√
x2 +y2

−y
x2 +y2

x
x2 +y2

 .

En el ejemplo anterior, de manera excepcional, se conoce la función inversa:

f−1(x,y) =
(√

x2 +y2 , 2 arctan
( y

x+
√

x2 +y2

))
, ∀(x,y) ∈ f (A),

es decir,las coordenadas polares del punto(x,y) .

¡Un buen ejercicio es calcular directamenteJf−1(x,y)!
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8.2. Teorema de la función implícita.

Nos ocupamos ahora de establecer el Teorema de la función implícita a partir del de la
función inversa. Empezamos analizando dos ejemplos que nos van a motivar dicho teorema.

Ejemplos 8.11.

a) Seana,b,c∈ R, conb 6= 0 y f : R2→ R el campo escalar dado por

f (x,y) := ax+by+c.

Es inmediato que el conjunto

{(x,y) ∈ R2 : f (x,y) = 0}

es una recta no vertical, y por tanto para cada número realx existe un único número real
y tal que f (x,y) = 0, es decir, dicha ecuación define implícitamentea y como función
dex. De hecho, tal función es calculable en este caso:

y = ϕ(x) :=−a
b

x− c
b
.

b) Seaf : R2→ R el campo escalar dado por

f (x,y) = x2 +y2−1.

En este caso el conjunto
{(x,y) ∈ R2 : f (x,y) = 0}

es la circunferencia unidad, y por tanto la ecuaciónf (x,y) = 0 no define implícitamente
ay como función dex, ya que si

|x|> 1 ⇒ no existe ningún realy
|x|= 1 ⇒ y = 0 es el único real
|x|< 1 ⇒ existen dos reales(y =

√
1−x2 , y =−

√
1−x2)

 : f (x,y) = 0.

Este ejemplo pone de manifiesto que tenemos que localizarpara abordar con éxito los
problemas de existencia y unicidad de funciones determinadas implícitamente, en el
siguiente sentido. Sea(a,b) ∈ R2 con f (a,b) = 0.

i) Problema de existencia:¿Existe un entorno abiertoU dea y una función (conti-
nua, derivable,. . .) ϕ : U → R verificando que

b = ϕ(a) y f (x,ϕ(x)) = 0, ∀x∈U ?
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ii) Problema de unicidad:¿Es esta función única en el sentido de existir un entorno
abiertoΩ de(a,b) con la propiedad

{(x,y) ∈Ω : f (x,y) = 0}= {(x,ϕ(x)) : x∈U}?

La respuesta a ambas preguntas en este ejemplo es la siguiente:

Si |a| ≥ 1 no existe una talϕ.

Si |a|< 1

U =]−1,1[ y

{
ϕ(x) =

√
1−x2 con Ω = R×R+ si b > 0

ϕ(x) =−
√

1−x2 con Ω = R×R− si b < 0
.

En este sencillo ejemplo vale el mismo entornoU para cualquiera con |a| < 1.
En general los entornosU y Ω dependen del punto(a,b) en cuestión.

El Teorema de la función implícita da condiciones suficientes para dar respuesta positiva
a los problemas de existencia y unicidad de determinaciones implícitas.

Teorema 8.12 (función implícita). Sean G⊂ RN×RM un conjunto abierto y f: G→ RM

un campo vectorial de claseC 1 (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que existe(a,b) ∈G tal que f(a,b) = 0 y que

det

DN+1 f1(a,b) . . . DN+M f1(a,b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(a,b) . . . DN+M fM(a,b)

 6= 0.

Entonces existen un entorno abiertoΩ de(a,b) contenido en G, un entorno abierto U de a y
una funciónϕ : U → RM de claseC 1 tal que

{(x,y) ∈Ω : f (x,y) = 0}= {(x,ϕ(x)) : x∈U}.

Se tiene también que para todo x∈U se verifica que

det

DN+1 f1(x,ϕ(x)) . . . DN+M f1(x,ϕ(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,ϕ(x)) . . . DN+M fM(x,ϕ(x))

 6= 0.

y que

Jϕ(x) =−

DN+1 f1(x,y) . . . DN+M f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,y) . . . DN+M fM(x,y)

−1D1 f1(x,y) . . . DN f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fM(x,y) . . . DN fM(x,y)


donde y= ϕ(x).

Además si para k natural mayor que1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
claseC k) en(a,b) , entoncesϕ es k veces derivable (resp.ϕ es de claseC k) en a.
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Demostración:
Consiste en aplicar el Teorema de la función inversa (8.5) en el punto(a,b) al campo

vectorialF : G→ RN×RM definido por

F(x,y) := (x, f (x,y)), ∀(x,y) ∈G.

F es de claseC 1 con matriz jacobiana en cada(x,y) ∈G dada por

JF(x,y) =


I 0

D1 f1(x,y) . . . DN f1(x,y) DN+1 f1(x,y) . . . DN+M f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fM(x,y) . . . DN fM(x,y) DN+1 fM(x,y) . . . DN+M fM(x,y)


Por tanto

(8.2.1) det
(
JF(x,y)

)
= det

DN+1 f1(x,y) . . . DN+M f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,y) . . . DN+M fM(x,y)

 , ∀(x,y) ∈G,

y en particular
det
(
JF(a,b)

)
6= 0.

El Teorema de la función inversa nos garantiza la existencia de un entorno abiertoΩ de
(a,b) enRN×RM contenido enG tal queF : Ω→ F(Ω) es un difeomorfismo de claseC 1.

No quita generalidad suponer queF(Ω) es de la formaU ×W, dondeU es un entorno
abierto dea enRN y W es un entorno abierto de cero enRM. En efecto,(a,0) = F(a,b) ∈
F(Ω) y si r > 0 es tal queBRN×RM((a,0), r)⊂F(Ω), entonces existes> 0 tal queBRN(a,s)×
BRM(0,s)⊂ BRN×RM((a,0), r). Se tiene que

U := BRN(a,s) , W := BRM(0,s) y Ω := F−1(U×W)

cumplen las condiciones requeridas.
Nótese que forzosamente el difeomorfismo inversoF−1 tendrá la forma

F−1(x,z) = (x,h(x,z)), ∀(x,z) ∈U×W

para conveniente campo vectorialh : U ×W→ RM de claseC 1, puesF−1 es de claseC 1.
Definimos ahora el campo vectorialϕ : U → RM por

ϕ(x) := h(x,0), ∀x∈U.

La funciónϕ es de claseC 1, y, como(a,b) = F−1(a,0) = (a,h(a,0)) = (a,ϕ(a)), se verifica
queϕ(a) = b. Además para cadax∈U se tiene que

(x,ϕ(x)) = (x,h(x,0)) = F−1(x,0) ∈Ω⊂G

y también que

(x, f (x,ϕ(x))) = F(x,ϕ(x)) = F(x,h(x,0) = F
(
F−1(x,0)

)
= (x,0),
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en consecuencia
f (x,ϕ(x)) = 0, ∀x∈U.

Hemos probado queϕ está determinada implícitamente porf .
Los cálculos que acabamos de hacer muestran la inclusión

{(x,ϕ(x)) : x∈U} ⊂ {(x,y) ∈Ω : f (x,y) = 0}.

La unicidad deϕ consiste en justificar que la inclusión anterior es de hecho una igualdad:

(x,y) ∈Ω
f (x,y) = 0

}
⇒ (x,0) = (x, f (x,y)) = F(x,y) ∈U×W,

con lo cualx∈U y (x,y) = F−1(x,0) = (x,h(x,0)) = (x,ϕ(x)) y en consecuenciay = ϕ(x).
Ahora (8.2.1) y el Teorema de la función inversa nos aseguran que

det

DN+1 f1(x,ϕ(x)) . . . DN+M f1(x,ϕ(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,ϕ(x)) . . . DN+M fM(x,ϕ(x))

= det
(
JF(x,ϕ(x))

)
6= 0, ∀x∈U.

Calculemos finalmente la matriz jacobiana deϕ. Para cada x ∈ U y para cada
i = 1,2, . . . ,M se tiene que

fi(x,ϕ(x)) = 0.

Así, para cadaj = 1,2, . . . ,N, la regla de la cadena para las derivadas parciales nos asegura

D j fi(x,ϕ(x))+
M

∑
k=1

DN+k fi(x,ϕ(x))D jϕk(x) = 0,

(el elemento(i, j) de la matriz nula). En consecuencia para cadax∈U , si notamosy = ϕ(x),
se tiene:D1 f1(x,y) . . . DN f1(x,y)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fM(x,y) . . . DN fM(x,y)

+

DN+1 f1(x,y) . . . DN+M f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,y) . . . DN+M fM(x,y)

 Jϕ(x) = 0,

de donde se puede despejarJϕ(x) para obtener la expresión del enunciado.

Finalmente las perfecciones adicionales de la funciónf se transfieren a la función implí-
cita ϕ. Ello es consecuencia de que una tal perfección la tieneF y por tantoF−1 y h. Luego,
la función implícitaϕ = h◦g (dondeg(x) = (x,0), ∀x∈U) tiene también dicha perfección.

Nota 8.13.La condición

det

DN+1 f1(a,b) . . . DN+M f1(a,b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(a,b) . . . DN+M fM(a,b)

 6= 0
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equivale a afirmar que en el sistema lineal

D f (a,b)(x,y) = 0

se puede despejary de manera globalen función dex∈ RN:

yt =−

DN+1 f1(a,b) . . . DN+M f1(a,b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(a,b) . . . DN+M fM(a,b)

−1D1 f1(a,b) . . . DN f1(a,b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fM(a,b) . . . DN fM(a,b)

xt .

El Teorema de la función implícita asegura la existencia de entornosU dea y Ω de(a,b)
tales que para cadax = (x1,x2, . . . ,xN) ∈U el sistema deM ecuaciones conM incógnitas

f1(x1,x2, . . . ,xN,y1,y2, . . . ,yM) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fM(x1,x2, . . . ,xN,y1,y2, . . . ,yM) = 0

tiene una única solucióny = (y1,y2, . . . ,yM) tal que(x,y) ∈Ω. Además la función implícita

ϕ = (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕM)

así definida es de claseC 1 enU (equivalentemente sus campos escalares componentesϕ1,ϕ2, . . . ,ϕM

tienen gradiente continuo).
Queda una vez más justificada la frasef hereda localmente propiedades de su derivada.

Acabamos este tema presentando la manera práctica de calcular las derivadas de la fun-
ción implícita. Aunque, en general no se conoce de manera “explícita” la funciónϕ (esto
sólo es posible en casos muy particulares como los ejemplos8.11), siempre podemos calcu-
lar su matriz jacobiana. En muchos casos no interesa calcular toda la matriz jacobiana sino
solamente algunas derivadas (parciales) de los campos escalares componentes de la función
implícita. Procediendo como se ha hecho en la demostración del Teorema de la función implí-
cita para el cálculo de la matriz jacobiana deϕ, fijado j ∈ {1,2, . . . ,N}, se calcula la derivada
parcial j-ésima de cada una de las ecuaciones del sistema:

fi(x,ϕ(x)) = 0 (i = 1,2, . . . ,M),

para obtener el sistema

(8.2.2)
∂ fi
∂x j

+
M

∑
k=1

∂ fi
∂yk

∂yk

∂x j
= 0, i = 1,2, . . . ,M.

deM ecuaciones lineales conM incógnitas, donde

∂yk

∂x j
≡ ∂ϕk

∂x j
, k = 1,2, . . . ,M.

Para cadax∈U el determinante del sistema es

det

DN+1 f1(x,ϕ(x)) . . . DN+M f1(x,ϕ(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,ϕ(x)) . . . DN+M fM(x,ϕ(x))

 6= 0,
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lo que permite despejar
∂ϕk

∂x j
, k = 1,2, . . . ,M.

Sabemos que la igualdad matricial que nos daJϕ(x) es la solución de todos los sistemas
8.2.2para j = 1,2, . . . ,N. La ventaja de esta expresión es que se puede volver a derivar, por
la regla de la cadena para las derivadas parciales, para obtener nuevos sistemas de ecuacio-
nes lineales que permiten despejar (todos tienen el mismo determinante distinto de cero) las
derivadas parciales de orden superior de los campos escalares componentes de la función
implícita ϕ.

En el ejemplo (8.11) b), se tiene queD2 f (x,y) = 2y 6= 0 si y 6= 0, con lo quef (x,y) = 0
define localmente ay como función implícita dex en los puntos tales quef (x,y) = 0 con
y 6= 0. Se tiene

2x+2yy′ = 0 ⇐⇒ y′ =−x
y

.

Para obtener la derivada segunda dey se vuelve a derivar en la ecuación anterior

1+(y′)2 +yy′′ = 0 ,

y basta sustituiry′ para despejary′′.
Análogamente se obtienen las derivadas sucesivas.
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8.3. Apéndice: El Teorema de la función inversa se deduce
del Teorema de la función implícita.

Supongamos fijado el ambiente del enunciado del Teorema de la función inversa (8.5) y
definamos el campo vectorialF : RN×A−→ RN por

F(y,x) = f (x)−y, ∀(y,x) ∈ RN×A

(nótese el intercambio de los papeles de las variablesx ey).
La demostración consiste en aplicar el Teorema de la función implícita (8.12) al campo

vectorialF en el punto( f (a),a).

ClaramenteF( f (a),a) = 0 y F es de claseC 1 con

det

DN+1F1( f (a),a) . . . DN+NFN( f (a),a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1FN( f (a),a) . . . DN+NFN( f (a),a)

= det
(
Jf (a)

)
6= 0.

El Teorema de la función implícita nos asegura que existen
V entorno abierto def (a) enRN

ϕ : V→ RN de claseC 1

Ω entorno abierto de( f (a),a) enRN×A

tales que {
(y,ϕ(y)) ∈ RN×A , F(y,ϕ(y)) = 0 , ∀y∈V
{(y,x) ∈Ω : F(y,x) = 0}= {(y,ϕ(y)) : y∈V} .

Teniendo en cuenta la concreta definición deF , se sigue en nuestro caso que{
(1) ϕ(V)⊂ A y f (ϕ(y)) = y , ∀y∈V
(2) {(y,x) ∈Ω : y = f (x)}= {(y,ϕ(y)) : y∈V} .

De (1) se deduce queϕ es inyectiva y tiene af|ϕ(V) como inversa por la izquierda. En
consecuencia,ϕ : V→ ϕ(V) es biyectiva con inversaf|ϕ(V). Veamos que

ϕ(V) = {x∈ A : ( f (x),x) ∈Ω}.

⊆ Si x∈ ϕ(V), por(1) se tiene quex∈A, f (x)∈V y ϕ( f (x)) = x . Ahora, por(2), podemos
concluir que( f (x),x) ∈Ω .

⊇ Si x∈A es tal que( f (x),x)∈Ω, entonces por(2) se obtiene quef (x)∈V y x= ϕ( f (x)),
de donde se desprende quex∈ ϕ(V) .
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Si notamosU := ϕ(V), veamos que se verifica la tesis de Teorema de la función inversa.
En efecto de la igualdad anterior se sigue queU es un abierto deRN ya queU = ( f , IdA)−1(Ω)
es la imagen inversa del abiertoΩ por la función continua de A (abierto) enRN×RN definida
por

x 7−→ ( f (x),x).

Además,a∈U ya que( f (a),a) ∈Ω.
También hemos probado que el campo vectorialf es un difeomorfismo de claseC 1 deU

sobreV.

A partir del jacobiano de la función implícita, parax∈U , si notamosy= f (x) (x = ϕ(y))
, tenemos que

Jf−1
(

f (x)
)

= Jϕ(y) =

−

DN+1F1(y,x) . . . DN+NF1(y,x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1FN(y,x) . . . DN+NFN(y,x)

−1D1F1(y,x) . . . DNF1(y,x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1FN(y,x) . . . DNFN(y,x)

=

−

D1 f1(x) . . . DN f1(x)
. . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(x) . . . DN fN(x)

−1(
−I
)

=
(

Jf (x)
)−1

.

Finalmente las perfecciones adicionales de la funciónf se transfieren a su inversa local.
Ello es consecuencia de que una tal perfección la tieneF y por tantoϕ, es decir la inversa
local de f .
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8.4. Referencias recomendadas.

[Cra], [MaHo], [Jur].
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8.5. Resumen de resultados del Tema 8.

Definición (difeomorfismo). Sean A,B abiertos de RN.
Se dice que f : A→ B es un difeomorfismo si f es biyectiva derivable y f−1 también es

derivable. En tal caso escribiremos f ∈ Dif(A,B).
Se dice que f : A→ RN es un difeomorfismo en A si f (A) es un abierto de RN y f ∈

Dif(A, f (A)).
Se dice que f : A→ RN es un difeomorfismo local si para cada a∈ A existe un entorno

abierto U de a contenido en A tal que f es un difeomorfismo en U .
En caso de que f ∈ Dif(A,B), y que tanto f como f−1 sean de clase C k, diremos que f

es un difeomorfismo de clase C k. Análogamente se definen los difeomorfismos en A de clase
C k y los difeomorfismos locales de clase C k.

Por ejemplo, la función exponencial es un difeomorfismo enR de claseC ∞ .

Teorema de la función inversa. Sean A⊂RN un abierto y f : A→RN un campo vectorial
de clase C 1 (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe a∈ A tal que

det
(
Jf (a)

)
= det

D1 f1(a) . . . DN f1(a)
. . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(a) . . . DN fN(a)

 6= 0.

Entonces existe un entorno abierto U de a contenido en A tal que V := f (U) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de clase C 1 de U sobre V, y para cada x∈U se verifica

Jf−1

(
f (x)

)
=

D1 f1(x) . . . DN f1(x)
. . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(x) . . . DN fN(x)

−1

.

Además, si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
de clase C k), entonces f−1 es k veces derivable (resp. f−1 es de clase C k).

Proposición. Sean A⊂ RN un abierto y f : A→ RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicación abierta.

Teorema “global” de la función inversa. Sean A⊂RN un abierto, k un natural y f : A→
RN un campo vectorial. Supongamos que f es de clase C k en A y que

det
(
Jf (x)

)
6= 0, ∀x∈ A.

Entonces f es un difeomorfismo local de clase C k en A, y por tanto una aplicación abierta. Si
además f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de clase C k en A.

Teorema de la función implícita. Sean G⊂RN×RM un conjunto abierto y f : G→RM

un campo vectorial de clase C 1 (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que existe (a,b) ∈G tal que f (a,b) = 0 y que

det

DN+1 f1(a,b) . . . DN+M f1(a,b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(a,b) . . . DN+M fM(a,b)

 6= 0.
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Entonces existen un entorno abierto Ω de (a,b) contenido en G, un entorno abierto U de a y
una función ϕ : U → RM de clase C 1 tal que

{(x,y) ∈Ω : f (x,y) = 0}= {(x,ϕ(x)) : x∈U}.

Se tiene también que para todo x∈U se verifica que

det

DN+1 f1(x,ϕ(x)) . . . DN+M f1(x,ϕ(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,ϕ(x)) . . . DN+M fM(x,ϕ(x))

 6= 0.

y que

Jϕ(x) =−

DN+1 f1(x,y) . . . DN+M f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DN+1 fM(x,y) . . . DN+M fM(x,y)

−1D1 f1(x,y) . . . DN f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fM(x,y) . . . DN fM(x,y)


donde y = ϕ(x).

Además si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
clase C k), entonces ϕ es k veces derivable (resp. ϕ es de clase C k).
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8.6. Ejercicios del Tema 8.

8.1 Seaf : RN→ RN un campo vectorial de claseC 1 verificando

‖x−y‖ ≤ ‖ f (x)− f (y)‖, ∀x,y∈ RN.

Probar quef es un difeomorfismo deRN sobreRN.
Indicación: Deducir de la desigualdad quef verifica las hipótesis del Teorema
global de la función inversa, Corolario (8.8). Probar quef (RN) es cerrado y deducir
por conexión quef (RN) = RN.

8.2 SeaF : R2→ R2 el campo vectorial dado por

F(x,y) = (x+ f (y),y+ f (x)),

donde f : R→ R es una función derivable con| f ′(t)| ≤ α < 1, ∀t ∈ R. Probar queF
es un difeomorfismo deR2 sobreR2.
Indicación:Utilizar el Teorema de Schauder con

ϕ(x,y) := (− f (y),− f (x)), ∀(x,y) ∈ R2.

8.3 Justificar que el campo vectorial

f (x) =
x√

1+‖x‖22
, ∀x∈ RN

es un difeomorfismo de claseC ∞ deRN sobre la bola unidad euclídeaB‖·‖2(0,1).

8.4 Justificar que cada una de las siguientes funciones es un difeomorfismo de claseC ∞

sobre su imagen

(Coordenadas esféricas)

f (ρ,ϑ ,ϕ)= (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ),∀(ρ,ϑ ,ϕ)∈R+×]−π,π[×]
−π

2
,
π

2
[

g(x,y) = (x−y,xy), ∀(x,y) ∈ {(x,y) ∈ R2 : x+y > 0}

h(x,y,z) = (x−xy,xy−xyz,xyz), ∀(x,y,z) ∈ {(x,y,z) ∈ R3 : xy 6= 0}

Indicación:Utilizar en los tres casos el Teorema global de la función inversa (Corolario
8.8).
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8.5 Justificar que el campo vectorialf : R2→ R2 dado por

f (x,y) = (cosx+cosy, senx+seny)

es un difeomorfismo local en todo punto de{(x,y) ∈ R2 : x−y /∈ πZ} ¿Qué ocurre en
los puntos de la forma(a,a+ pπ) con p∈ Z?
Indicación:Utilizar el Teorema de la función inversa en los puntos del conjunto{(x,y)∈
R2 : x− y /∈ πZ} . Comprobar que en cualquier entorno del resto de puntos deR2 la
función f no es inyectiva.

8.6 (*) Una función de un abiertoA deR2 enR2 definida por

f (x,y) = (u(x,y),v(x,y))

se dice que verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemannsi

∂u
∂x

=
∂v
∂y

,
∂u
∂y

=− ∂v
∂x

.

Probar que sif es de claseC 1, con derivada no nula en cada punto deA y se verifican
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces es un difeomorfismo local en todo punto
de A. Si además es inyectiva, entonces su inversa también verifica las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.
Indicación:Utilizar el Teorema8.5y el Corolario8.8.

8.7 Justificar la existencia de un campo vectorialf = ( f1, f2) de claseC ∞ de un abiertoU
deR2 enR2 verificando

f (1,−1) = (1,1) y

{
x2 +y2−2 f1(x,y) f2(x,y) = 0

x3 +y3 + f1(x,y)3− f2(x,y)3 = 0

}
, ∀(x,y) ∈U.

CalcularD f (1,−1) y
∂ 2 f1
∂x2 (1,−1) .

Indicación:Utilizar el Teorema de la función implícita para un conveniente campo
vectorial deR2×R2→ R2.

8.8 Justificar la existencia de una funciónϕ de claseC ∞ definida en un entornoU de cero
enR con valores enR tal que

1−ϕ(x)e x +xe ϕ(x) = 0, ∀x∈U

Obtener el polinomio de Taylor de segundo orden deϕ enx = 0 .
Indicación:Utilizar el Teorema de la función implícita.
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8.9 Probar que las ecuaciones {
xy5 +yu5 +zv5 = 1
x5y+y5u+z5v = 1

definen auy avcomo funciones implícitas de(x,y,z) en un entorno del punto(0,1,1,1,0).

Calcular
∂u
∂y

(0,1,1) y
∂ 2u
∂y2 (0,1,1) .

Indicación:Utilizar el Teorema de la función implícita para un conveniente campo vec-
torial.

8.10 Justificar la existencia de dos abiertos difeomorfosA y B deR2 verificando que(1,1)∈
A , (0,1) ∈ B y que para cada(x,y) ∈ A existe un único(u,v) ∈ B tal que:{

x eu +y ev = 1+e
u ex +v ey = e

Calcular la matriz jacobiana en(1,1) (resp.(0,1)) de

(x,y) 7−→
(
u(x,y),v(x,y)

) (
resp. (u,v) 7−→

(
x(u,v),y(u,v)

))
.

Indicación:Utilizar los Teoremas de la función implícita y de la función inversa.

8.11 SeanP,N naturales,A un abierto deRP y f : A→ RN un campo vectorial de claseC 1

en un puntoa∈ A. Probar que:

i) Si P < N y D f (a) es inyectiva, entonces existen entornos abiertosU dea enRP,
V de 0 enRN−P, W de f (a) enRN y g∈ Dif(W,U×V) tal que

(g◦ f )(x) = (x1, . . . ,xP,0, . . . ,0), ∀x = (x1, . . . ,xP) ∈U.

ii) Si N < P y D f (a) es sobreyectiva, entonces existen abiertoU,V enRP cona∈V
y g∈ Dif(U,V) tal que

( f ◦g)(x) = (x1, . . . ,xN), ∀x = (x1, . . . ,xP) ∈U.

Indicación:Aplicar en ambos supuestos el Teorema de la función inversa a conveniente
campo vectorial deRN (resp.RP) enRN (resp.RP).
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8.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 8.

8.1 La desigualdad nos asegura quef es inyectiva. Seax∈ RN. Se tiene que

‖u‖ ≤
∥∥∥ f (x+ tu)− f (x)

t

∥∥∥ , ∀u∈ RN \{0}, ∀t ∈ R∗

donde hemos vuelto a utilizar la hipótesis, esto es,D f (x) es inyectiva, y por tanto
biyectiva (aplica vectores linealmente independientes en vectores linealmente indepen-
dientes). Hemos probado que

D f (x) ∈ Iso(RN), ∀x∈ RN .

El Teorema global de la función inversa (Corolario8.8) nos asegura que

f es abierta y quef ∈ Dif(RN, f (RN)).

Finalmente, comof (RN) es abierto, bastará probar, por razones de conexión, que
f (RN) es también cerrado. En efecto, seay ∈ f (RN) y sea{ f (xn)} −→ y. La des-
igualdad de la hipótesis nos asegura, al ser{ f (xn)} de Cauchy, que{xn} es también
de Cauchy, luego convergente. Si{xn} −→ x, la continuidad def nos asegura que
{ f (xn)} −→ f (x). Hemos probado quef (RN) es cerrado, y por tantof (RN) = RN .

Conviene resaltar que hay que utilizar el Teorema global de la función inversa (o el Teo-
rema de Schauder4.15si se quiere) para asegurar quef (RN) es abierto, pues aunque
la desigualdad del enunciado da la continuidad de la función inversa eso no garantiza
que dicho conjunto sea abierto.

8.2 Consideremos la función auxiliar

ϕ(x,y) := (− f (y),− f (x)), ∀x,y∈ R2.

Se tiene que

‖ϕ(x,y)−ϕ(u,v)‖1 = | f (x)− f (u)|+ | f (y)− f (v)|=

|x−u|| f ′(c)|+ |y−v|| f ′(d)| ≤ α(|x−u|+ |y−v|) = α‖(x,y)− (u,v)‖1,
esto es,ϕ es contractiva. Ahora el Teorema de Schauder (4.15) nos asegura queF ≡
IdR2−ϕ es un homeomorfismo deR2 sobreR2. Por otra parte

det
(
JF(x,y)

)
= 1− f ′(x) f ′(y) 6= 0,

asíDF(x,y) ∈ Iso(R2). El ejercicio se concluye utilizando la regla de derivación de la
función inversa (Proposición3.27y el apartado 4 de la Sección 5.8).

Obsérvese que no se puede utilizar directamente el Teorema de la función inversa (falta
la hipótesis de ser de claseC 1, y claro está tampoco obtenemos queF−1 sea de clase
C 1).
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8.3 Es fácil comprobar (utilizando un procedimiento similar al empleado en el Ejercicio
2.12) que f es una biyección deRN sobreB2(0,1). Se tiene que

f (x) =

(
x1√

1+x2
1 + · · ·+x2

N

, . . . ,
xN√

1+x2
1 + · · ·+x2

N

)

y que

f−1(y) =

(
y1√

1−y2
1−·· ·−y2

N

, . . . ,
yN√

1−y2
1−·· ·−y2

N

)

y basta aplicar, puesto que los campos escalares son de claseC ∞, el Corolario (6.14).

8.4 En todos los casos se utiliza el Teorema global de la función inversa (Corolario8.8).
Las funciones son claramente de claseC ∞ en sus respectivos abiertos de definición.
Tan sólo hay que probar que

i) det
(
Jf (x)

)
6= 0.

ii) f es inyectiva.

Coordenadas esféricas

f (ρ,ϑ ,ϕ)= (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ),∀(ρ,ϑ ,ϕ)∈R+×]−π,π[×
]−π

2
,
π

2

[
i) det

(
Jf (x)

)
= ρ2 cosϕ > 0, puesϕ ∈

]−π

2
,
π

2

[
.

ii) Veamos quef es una biyección de

A := R+×]−π,π[×
]−π

2
,
π

2

[
sobre B := R3\{(x,0,z) : x≤ 0},

esto es,
∀(x,y,z) ∈ B, ∃1(ρ,ϑ ,ϕ) ∈ A : f (ρ,ϑ ,ϕ) = (x,y,z)

a dicha terna se denomina las coordenadas esféricas del punto(x,y,z).

Inyectividad:En efecto

ρ cosϑ cos ϕ = r cosα cosβ

ρ senϑ cos ϕ = r senα cos β

ρ senϕ = r senβ

⇒
 ‖ f (ρ,ϑ ,ϕ)‖22 = ρ2 = r2⇒ ρ = r

así senϕ = senβ ,ϕ,β ∈]− π

2 , π

2 [⇒ ϕ = β

por tanto∃k∈ Z : ϑ = α +2kπ ⇒ ϑ = α

.

Sobreyectividad:Sea(x,y,z) ∈ B, se tiene[
ρ =

√
x2 +y2 +z2, x2+y2 > 0

]
⇒−1<

z
ρ

< 1⇒∃ϕ ∈
]−π

2
,
π

2

[
: z= ρ senϕ.
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Como
(x,y) ∈ R2\{(x,0) : x≤ 0},

utilizando las coordenadas polares (8.10), sabemos que

∃1(r,ϑ) ∈ R+×]−π,π[:
{

x = r cosϑ

y = r senϑ
,

y en consecuencia, teniendo en cuenta que−π

2 < ϕ < π

2 , concluimos que

r =
√

x2 +y2 =
√

ρ2−z2 = ρ cosϕ.

g(x,y) = (x−y,xy), ∀(x,y) ∈ {(x,y) ∈ R2 x+y > 0}

i) det
(
Jg(x,y)

)
= x+y > 0.

ii)
x−y = a−b

xy= ab

}
⇒ x−a = y−b

(x−a)y = a(b−y)

}
⇒ (x−a)y =−a(x−a).

Si x = a, entoncesy = b y hemos terminado; en otro casox− a 6= 0 lo que
obligaría a quey =−a y en consecuenciax =−b lo cual es absurdo pues sería
x+y =−(a+b) en contra de quex+y, a+b∈ R+ .

h(x,y,z) = (x−xy,xy−xyz,xyz), ∀(x,y,z) ∈ {(x,y,z) ∈ R3 : xy 6= 0}

i) det
(
Jh(x,y,z)

)
= x2y 6= 0.

ii)
x−xy= a−ab

xy−xyz= ab−abc
xyz= abc

⇒ (sumando las tres igualdades)x = a .

Comoa 6= 0, de la primera ecuación se deduce quey= b . Por último comoab 6= 0,
de la tercera ecuación concluimos quez= c .

8.5 Como det
(
Jf (x,y)

)
= sen(y−x), ∀(x,y) ∈ R2, se verifica que

det
(
Jf (x,y)

)
= 0⇐⇒ x−y∈ πZ .

El Teorema de la función inversa nos asegura que la funciónf es un difeomorfismo
local en todo punto(a,b) tal quea−b∈ R\πZ.

Seap∈ Z. Veamos quef no es inyectiva en ningún entorno del punto(a,a+ pπ). En
efecto, para todoδ > 0, se verifica
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1. Si p es par:

f (a+δ ,a+ pπ−δ ) = f (a+δ ,a−δ ) = f (a−δ ,a+δ ) = f (a−δ ,a+ pπ +δ ).

2. Si p es impar:

f (a+δ ,a+ pπ +δ ) = f (a+δ ,a+π +δ ) = (0,0) = f (a,a+π) = f (a,a+ pπ),

donde se ha utilizado que:

cosx+cos(x+π) = 0 y senx+sen(x+π) = 0 , ∀x∈ R.

8.6 Como

det
(

Jf (x,y)
)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣=
(

∂u
∂x

)2
+
(

∂u
∂y

)2
=
(

∂v
∂x

)2
+
(

∂v
∂y

)2
=: α > 0,

el Teorema de la función inversa nos asegura que la funciónf es un difeomorfismo
local en todo punto deA.

Si ademásf es inyectiva, el Teorema global de la función inversa nos asegura que
f ∈ Dif(A, f (A)). Por último

Jf−1(u,v) = Jf (x,y)−1 =
1

α2


∂v
∂y

−∂v
∂x

−∂u
∂y

∂u
∂x

=
(

A B
−B A

)
,

esto es,f−1 verifica las condiciones de Cauchy-Riemann.

8.7 Se trata de definir un campo vectorialg que verifique en el punto(1,−1,1,1) las hi-
pótesis del Teorema de la función implícita y que nos permita justificar la existencia
de los campos escalaresf1 y f2 verificando las condiciones del enunciado. Este campo
vectorial no puede ser otro que

g(x,y,u,v) :=
(
x2 +y2−2uv , x3 +y3 +u3−v3), ∀(x,y,u,v) ∈ R4.

g es de claseC ∞, verifica queg(1,−1,1,1) = (0,0) y como

Jg(1,−1,1,1) =
(

2 −2 −2 −2
3 3 3 −3

)
,

al ser

∣∣∣∣−2 −2
3 −3

∣∣∣∣ = 12 6= 0, existen un entornoU de (1,−1) y un campo vectorialf :

U → R2 de claseC ∞ tal que

g
(
x,y, f1(x,y), f2(x,y)

)
= (0,0), ∀(x,y) ∈U.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 305

El Teorema de la función implícita nos asegura además que

Jf (1,−1) =−
(
−2 −2
3 −3

)−1 (2 −2
3 3

)
=
(

0 −1
1 0

)
.

Derivando dos veces en el sistema respecto de la variablex y sustituyendo los valores
conocidos, nos queda

∂ 2 f1
∂x2 +

∂ 2 f2
∂x2 = 1

∂ 2 f1
∂x2 −

∂ 2 f2
∂x2 = 0

=⇒ ∂ 2 f1
∂x2 (1,−1) =

1
2

.

8.8 El campo escalar definido enR2 por

f (x,y) = 1−yex +xey,

verifica las hipótesis del Teorema de la función implícita en el punto(0,1), puesf es
de claseC ∞, f (0,1) = 0 y D2 f (0,1) = −1 6= 0. Así existen un entornoU de 0 y una
funciónϕ : U →R de claseC ∞ tales quef (x,ϕ(x)) = 0, ∀x∈R. Derivando dos veces
y sustituyendo los valores deϕ y de su derivada en 0, obtenemos

ϕ
′(0) = e−1 , ϕ

′′(0) = 2e2−4e+1 ,

lo que nos permite calcular el polinomio de Taylor

P2 = 1+
ϕ ′(0)

1!
x+

ϕ ′′(0)
2!

x2 .

8.9 El campo escalarf : R3×R2→ R2 dado por

f (x,y,z,u,v) =
(
xy5 +yu5 +zv5−1 , x5y+y5u+z5v−1

)
,

cumple las hipótesis del Teorema de la función implícita en el punto(0,1,1,1,0), lue-
go existen los campos escalaresu,v cumpliendo las condiciones del enunciado. Los
cálculos habituales nos dan

J(u,v)(0,1,1) =


−1
5

−1
5

0

1
5
−24

5
0

 ;
∂ 2u
∂y2 (0,1,1) =

6
25

.
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8.10 El campo vectorialf : R2×R2→ R2 dado por

f (x,y,u,v) =
(
xeu +yev−1−e , uex +vey−e

)
,

cumple las hipótesis del Teorema de la función implícita en el punto(1,1,0,1), luego
existen un entorno abiertoU de (1,1) y un campo vectorialϕ : U → R2 de claseC ∞

verificando

ϕ(1,1) = (0,1) y f (x,y,ϕ1(x,y),ϕ2(x,y)) = (0,0), ∀(x,y) ∈U.

Los cálculos habituales dan

Jϕ(1,1) =−
(

1 e
e e

)−1(1 e
0 e

)
=

1
e−1

(
1 0
−1 1−e

)
y en consecuencia

det
(
Jϕ(1,1)

)
=

1
1−e

6= 0.

Así el campo vectorialϕ cumple las condiciones del Teorema de la función inversa,
lo que nos asegura la existencia de una entorno abiertoA de (1,1) contenido enU y
un entorno abiertoB de (0,1) tales queϕ ∈ Dif(A,B). Por último, el Teorema de la
función inversa nos asegura también que

Jϕ−1(0,1) = Jϕ(1,1)−1 =
(

e−1 0
−1 −1

)
.

8.11

i) P < N (Hay más campos escalares que variables). ComoD f (a) es inyectiva, el
rango de la matrizJf (a) es máximo y hayP vectores linealmente independientes
en

{∇ f1(a), . . . ,∇ fN(a)},

que podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros. En este su-
puesto, definimos el campo vectorialΦ : A×RN−P−→ RN dado por

Φ(x1, . . . ,xP,yP+1, . . . ,yN) :=(
f1(x1, . . . ,xP), . . . , fP(x1, . . . ,xP), fP+1(x1, . . . ,xP)+yP+1, . . . , fN(x1, . . . ,xP)+yN

)
,

esto es,Φ(x,y) := f (x)+(0,y). Es claro queΦ es de claseC 1 en(a,0) y que

JΦ(a,0) =


∇ f1(a)

. . . 0
∇ fP(a)

∇ fP+1(a)
. . . I

∇ fN(a)
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y en consecuencia det
(
JΦ(a,0)

)
6= 0. El Teorema de la función inversa nos ase-

gura la existencia de entornos abiertosU de a enRP, V de 0 enRN−P, W de
Φ(a,0)(= f (a)) enRN tales queΦ ∈ Dif(U ×V,W). Si notamosg = Φ−1, se
tiene queg ∈ Dif(W,U ×V). Para cadax ∈U se tiene que(x,0) ∈U ×V, y en
consecuencia(g◦Φ)(x,0) = (x,0). Hemos probado que

g( f (x)) = g(Φ(x,0)) = (x,0), ∀x∈U,

esto es,

(g◦ f )(x) = (x1, . . . ,xP,0, . . . ,0), ∀x = (x1, . . . ,xP) ∈U .

ii) N < P (Hay más variables que campos escalares). ComoD f (a) es sobreyectiva, el
rango de la matrizJf (a) es máximo y hayN vectores columna linealmente inde-
pendientes, que podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros.
En este supuesto, definimos el campo vectorialΦ : A−→ RP dado por

Φ(x1, . . . ,xP) :=
(

f1(x1, . . . ,xP), . . . , fN(x1, . . . ,xP),xN+1, . . . ,xP
)
.

Es claro queΦ es de claseC 1 ena y que

JΦ(a) =


D1 f1(a) . . . DN f1(a) DN+1 f1(a) . . . DP f1(a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fN(a) . . . DN fN(a) DN+1 fN(a) . . . DP fN(a)

0 I


y en consecuencia det

(
JΦ(a,0)

)
6= 0. El Teorema de la función inversa nos asegu-

ra la existencia de abiertosU,V en RP con a ∈ V tales que
Φ ∈ Dif(V,U). Si notamosg = Φ−1, se tiene queg∈ Dif(U,V). Para cadax∈U
se tiene que

x = Φ(g(x)) =
(

f1(g(x)), . . . , fN(g(x)),gN+1(x), . . . ,gP(x)
)
.

Hemos probado que

( f ◦g)(x) = (x1, . . . ,xN), ∀x = (x1, . . . ,xP) ∈U.
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Variedades. Extremos condicionados.

Es bien conocido que parak,N naturales conk < N, las variedades afinesde dimensiónk
enRN son los conjuntosM de la forma

M =
{
(x1, . . . ,xN) ∈ RN : ai1x1 + · · ·+aiNxN +bi = 0 para i = 1, . . . ,N−k

}
donde la matriz de números realesA =

(
ai j
)

tiene rango máximo, esto es,N− k, y bi ∈ R
parai = 1, . . . ,N−k.

El Teorema de Cramer permite despejarN−k variables del sistema de ecuaciones lineales
que defineM en función de las otrask, obteniéndose las conocidas ecuaciones paramétricas
deM.

Es totalmente natural considerar también los subconjuntosM deRN asociados a un sis-
tema de ecuaciones no necesariamente lineal:

M =
{
(x1, . . . ,xN) ∈ RN : gi(x1, . . . ,xN) = 0 , para i = 1, . . . ,N−k

}
.

Inspirados en el Teorema de la función implícita8.12, y con el propósito de garantizar que
N− k de las variables puedan (teóricamente) despejarse en función de las restantes, es ra-
zonable considerar la situación de que el campo vectorialg = (g1, . . . ,gN−k) sea tal que sus
campos escalares componentes tengan gradiente continuo y que la matriz jacobiana tenga
rango máximo, esto es

rango
(
Jg(x)

)
= N−k.

Mediante adecuada reordenación de las variables podemos entonces aplicar el citado Teo-
rema de la función implícita para obtener representaciones paramétricas locales deM, y es
esperable que la “variedad tangente” en cada puntoa deM sea la variedad afín determinada
por el sistema de ecuaciones

Jg(a) xt = 0.

Dedicamos la primera sección de este tema a dar la definición de variedad diferenciable
que acabamos de motivar. Probamos un resultado importante (Teorema9.2) en el que carac-
terizamos las variedades, y cuya demostración usa esencialmente los Teoremas de la función
inversa (8.5) y de la función implícita para campos vectoriales (8.12).

309



310 9. Variedades. Extremos condicionados.

En la sección segunda se introducen las nociones de espacios tangente y normal a una
variedad que serán útiles a la hora de estudiar, en la última sección, los extremos de campos
escalares condicionados por una variedad diferenciable.

9.1. Variedades diferenciables.

Definición 9.1 (implícita de variedad diferenciable).SeanN natural yk entero con 0≤ k≤
N. Se dice que un subconjunto no vacíoM deRN es unavariedad(diferenciable) enRN de
dimensiónk si para cadaa∈M existen,{

G entorno abierto dea enRN

g : G→ RN−k de claseC 1 verificando rango
(
Jg(x)

)
= N−k, ∀x∈G

tales queM∩G = {x∈G : g(x) = 0}.

En el caso de que se pueda conseguir una funcióng como antes que determine la totalidad
deM, diremos que la variedadM está globalmente determinada porg.

Hablando coloquialmente la anterior definición presenta las variedades diferenciables en
RN como los conjuntos de ceros de una funcióng de claseC 1, esto es, como los conjuntos
formados por los puntos que se someten a la ligazón impuesta por una funcióng de clase
C 1 que expresa la dependencia entre las variables de los puntos que componen la variedad.
La noción de dimensión responde al grado de libertad de las variables y se justifica vía el
“principio” de inherencia local de propiedades globales de la derivada. Nótese que en cada
punto a de la variedad el conjunto de puntos ligados porDg(a), esto es KerDg(a), tiene
dimensiónk puesto que

dim
(
Ker Dg(a)

)
= N−dim

(
Im Dg(a)

)
= N− rango

(
Jg(a)

)
.

No es inmediato que el enterok que aparece en la definición de variedad esté determinado
de forma única, con lo que la frase,M es una variedad de dimensiónk, queda en el aire. El
Corolario9.4 justificará el concepto de dimensión de una variedad en el caso 0< k < N .

Los dos casos extremos, las variedades de dimensión 0 y de dimensiónN enRN, son
fáciles de describir:

M⊂RN es una variedad de dimensión0 si, y sólo si, M es un conjunto de puntos aislados
y por tanto numerable. Si además M es compacta, el conjunto es finito.

En efecto, supongamos queM es una variedad de dimensión 0. Fijemosa∈M y conside-
remosG y g como en la definición. La funcióng verifica que

rango
(
Jg(x)

)
= N, ∀x∈G,
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por lo que el Teorema de la función inversa nos asegura la inyectividad deg en un entorno
abiertoU dea contenido enG, y por tanto

M∩U = {x∈U : g(x) = 0}= {a}.

De donde se concluye quea es un punto aislado deM. Si ademásM es compacta el conjunto
es finito.

Recíprocamente, siM es un conjunto de puntos aislados deRN nos basta considerar para
a en M un entorno abiertoG de a tal queM ∩G = {a} y comog : G−→ RN la función
definida porg(x) = x−a.

M ⊂ RN es una variedad de dimensión N si, y sólo si, M es un abierto deRN.

En efecto, seaM una variedad de dimensiónN enRN. Si paraa∈M consideramosGa y
g : Ga −→ R0 ≡ {0} (espacio vectorial de dimensión cero), como en la definición, se tiene
queM∩Ga = g−1(0) es un abierto deGa y por tanto abierto deRN. Así

M = ∪a∈M(M∩Ga)

es un abierto.
Recíprocamente, siM es un abierto, basta considerar la funcióng : M −→ {0} dada por

g(x) = 0, la cual determina globalmenteM.

Nos concentramos por tanto en el estudio de las variedades de dimensiónk deRN con
0 < k < N.

Teorema 9.2 (Definiciones usuales equivalentes).Sean k,m,N números naturales con k+
m= N. Para M⊂ RN no vacío equivalen:

i) M es una variedad de dimensión k enRN. Es decir, para cada a∈M, existen{
G entorno abierto de a enRN

g : G→ Rm de claseC 1 verificando rango
(
Jg(x)

)
= m, ∀x∈G

tales que M∩G = {x∈G : g(x) = 0}.

ii) (Definición explícita)M es localmente la gráfica de funciones de claseC 1 definidas en
abiertos deRk y con valores enRm. Es decir, para cada a∈M, previa una reordenación
de las variables enRN, existen

Ω entorno abierto de a enRN

ϕ : U → Rm de claseC 1 , donde U= π(Ω) siendo
π : RN→ Rk la proyección(x1, . . . ,xN) 7−→ (x1, . . . ,xk)

tales que M∩Ω = {(y,ϕ(y)) : y∈U} .
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a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

iii) (Definición por parametrizaciones cartesianas locales)Para cada a∈M, existen
Ω entorno abierto de a enRN

U abierto deRk

p : U → RN homeomorfismo de claseC 1 de U sobre p(U)

tales que

{
p(U) = M∩Ω
rango

(
Jp(y)

)
= k, ∀y∈U

.

La terna(Ω,U, p) se denomina una parametrización cartesiana local de M en a.

b1

b2

b3

b4

b5

iv) (Definición por difeomorfismos espaciales)Para cada a∈M, existen
W abierto deRN

G entorno abierto de a enRN

Φ : W→G difeomorfismo de claseC 1

tales queΦ
(
W∩ (Rk×{0})

)
= M∩G.

De hecho si(Ω,U, p) es una parametrización cartesiana local de M en a, entonces
existeΦ satisfaciendo la condición anterior y además:

W∩ (Rk×{0})⊂U×{0} y Φ(x) = p(x1, . . . ,xk), ∀x∈W∩ (Rk×{0}).
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c1

c2

c3

c4
c5

Demostración:
Seaa∈M.

i)⇒ ii) Seag : G −→ Rm como eni). Como el rango de la matrizJg(a) es máximo
hay m vectores columna linealmente independientes, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los últimos, esto es,

det

Dk+1g1(a) . . . DNg1(a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Dk+1gm(a) . . . DNgm(a)

 6= 0.

Bajo esta hipótesis adicional consideremos la proyecciónπ :RN−→Rk dada por(x1, . . . ,xN) 7−→
(x1, . . . ,xk) y denotemosb := π(a). El Teorema de la función implícita aplicado a la función
g en el puntoa, nos asegura que existen U entorno abierto deb enRk

ϕ : U → Rm de claseC 1

Ω entorno abierto dea incluido enG

tales que

{
1) (y,ϕ(y)) ∈G y g(y,ϕ(y)) = 0, ∀y∈U
2) {x∈Ω : g(x) = 0}= {(y,ϕ(y)) : y∈U} .

Es claro que la igualdad conjuntista 2) puede escribirse en la forma

M∩Ω = {(y,ϕ(y)) : y∈U} .

Finalmente, cambiandoΩ por Ω∩π−1(U) conseguimos queU = π(Ω) .

ii)⇒ iii ) Sea(Ω,U,ϕ) como en ii). La aplicaciónp : U −→ RN definida por

p(y) = (y,ϕ(y)),

es inyectiva (lo es su primera componente), luego biyectiva deU sobre su imagen que es
M∩Ω y por tanto se cumple que

p(U) = M∩Ω.

p es de claseC 1 ya que lo son sus componentes. Ademásp−1 : M∩Ω−→U es la restricción
aM∩Ω deπ, luego es claramente continua.

Hemos probado quep es un homeomorfismo de claseC 1 deU sobreM∩Ω .
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Finalmente es claro que

Jp(y) =

 I
. . . . .
Jϕ(y)

 , ∀y ∈U

luego rango
(
Jp(y)

)
= k, ∀y∈U .

iii )⇒ iv) Sea(Ω,U, p) una parametrización cartesiana local deM en a. Seab el único
punto deU tal quep(b) = a. Como el rango de la matrizJp(b) es máximo hayk vectores
linealmente independientes en{∇p1(b), . . . ,∇pN(b)}, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los primeros. En este supuesto definimos el campo vectorialΦ : U×Rm−→
RN dado porΦ(y,z) = p(y)+(0,z), esto es,

Φ(y1, . . . ,yk,zk+1, . . . ,zN) =(
p1(y1, . . . ,yk), . . . , pk(y1, . . . ,yk), pk+1(y1, . . . ,yk)+zk+1, . . . , pN(y1, . . . ,yk)+zN

)
.

Es claro queφ es de claseC 1 en(b,0) con

JΦ(b,0) =


∇p1(b)

. . . . . . 0
∇pk(b)

∇pk+1(b)
. . . . . . I
∇pN(b)


y en consecuencia det

(
JΦ(b,0)

)
6= 0. El Teorema de la función inversa aplicado a la función

Φ en el punto(b,0) nos asegura que existen
U∗ entorno abierto deb contenido enU
V entorno abierto de 0 enRm

Ω∗ entorno abierto dea contenido enΩ

tales queΦ es un difeomorfismo de claseC 1 de U∗×V sobreΩ∗. Es inmediato que la
restricción deΦ aU∗×{0} coincide con la restricción de la parametrizaciónp aU∗, con lo
que tenemos sendas inclusiones

M ⊃ p(U∗) = Φ(U∗×{0})⊂Ω∗,

luego

(9.1.1) p(U∗)⊂M∩Ω∗.

Comop es un homeomorfismo deU sobreM∩Ω, yU∗ es un abierto deU se sigue quep(U∗)
es un abierto deM∩Ω . Luego, teniendo en cuenta la definición de topología relativa, existe
un abiertoO deRN tal que p(U∗) = (M∩Ω)∩O y teniendo en cuenta9.1.1concluimos que

p(U∗) = (M∩Ω∗)∩O = M∩ (Ω∗∩O).
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Ahora, si notamosG := Ω∗∩O, tenemos queG es un entorno abierto dea tal quep(U∗) =
M∩G y, como hemos resaltado antes, el difeomorfismoφ extiende a la aplicaciónp : U∗ −→
M∩G .

Finalmente tómeseW := Φ−1(G) .

iv)⇒ i) Sea(W,G,Φ) como en iv). Consideremos el campo vectorialg : G−→ Rm dado
por

g(x) = (π ◦Φ−1)(x),

dondeπ :RN −→Rm es la proyección dada por(x1, . . . ,xN) 7−→ (xk+1, . . . ,xN) . Se tiene que
g es de claseC 1 con

rango
(
Jg(x)

)
= m, ∀x∈G

ya que rango
(
JΦ−1(x)

)
= N, ∀x∈G. Comprobemos finalmente que

M∩G = {x∈G : g(x) = 0}.

En efecto,

M∩G = Φ
(
W∩ (Rk×{0})

)
= Φ

(
Φ−1(G)∩ (Rk×{0})

)
= G∩Φ(Rk×{0})

= {x∈G : Φ−1(x) ∈ Rk×{0}}= {x∈G :
(
π ◦Φ−1)(x) = 0}

= {x∈G : g(x) = 0} .

Nota 9.3.

a) Perfecciones adicionales de alguna de las aplicacionesg,ϕ, p,Φ inciden en las co-
rrespondientes perfecciones en el resto. Ello es consecuencia de que el procedimiento
seguido para la “obtención” de cada una involucra a los Teoremas de la inversa y de la
función implícita y a construcciones analíticas magníficas (de claseC ∞).

b) Las variedades enRN de dimensiónk conk< N tienen interior vacío. En efecto, en otro
caso, la definición de variedad por difeomorfismos espaciales nos llevaría a la existen-
cia de un difeomorfismo de un abierto deRk sobre un abierto deRN, y en consecuencia
ambos espacios serían topológicamente isomorfos, con lo que se concluiríak = N .

Corolario 9.4 (Dimensión de una variedad).Sean N un natural y M un subconjunto de
RN que admite en cada punto parametrizaciones cartesianas locales. Sean(Ωi ,Ui , pi) para
i = 1,2 dos de estas parametrizaciones tales que el conjunto

C := M∩Ω1∩Ω2

es no vacío. Entonces la aplicación

p−1
2 ◦ p1 : p−1

1 (C)−→ p−1
2 (C)

es un difeomorfismo de claseC 1 y en consecuencia el número k asociado a ambas parame-
trizaciones coincide.
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Demostración:
Parai = 1,2, se tiene quep−1

i (C) = p−1
i (Ω1∩Ω2) es un abierto relativo del abiertoUi , y

por tanto abierto. Es inmediato quepi : p−1
i (C) −→C es un homeomorfismo y por tanto la

aplicación
p−1

2 ◦ p1 : p−1
1 (C)−→ p−1

2 (C)

es un homeomorfismo.
Dadoa∈C, veamos quep−1

2 ◦ p1 es de claseC 1 en un entorno abierto dep−1
1 (a) con-

tenido enp−1
1 (C) , con lo que el carácter local de la continuidad y derivabilidad nos asegura

quep−1
2 ◦ p1 es de caseC 1 en p−1

1 (C) . En efecto, al ser
(
Ω1∩Ω2, p−1

2 (C), p2
)

una parame-
trización cartesiana local deM ena , sabemos que existen

W abierto deRN

G entorno abierto dea enRN

Φ : W→G difeomorfismo de claseC 1

tales que 
W∩ (Rk×{0})⊂ p−1

2 (C)×{0}
Φ
(
W∩ (Rk×{0})

)
= M∩G

p2◦π|W∩(Rk×{0}) = Φ|W∩(Rk×{0})

dondeπ denota la proyección en las primerask coordenadas.
Finalmente nótese que

p−1
2 ◦ p1|p−1

1 (G) =
(
π ◦Φ−1◦ p1

)
|p−1

1 (G),

igualdad que prueba quep−1
2 ◦ p1 es de claseC 1 en p−1

1 (G) . Sin más que intercambiar los
papelesp−1

1 ◦ p2 es también de claseC 1 . Luegop−1
2 ◦ p1 es un difeomorfismo de claseC 1

como se quería demostrar. Ahora, la unicidad dek se justifica razonando como en la Nota b)
de (9.3) .

Ejemplos 9.5.

a) Seank,N ∈ N conk < N . Las variedades afines de dimensiónk enRN son variedades
diferenciables enRN de dimensiónk (véase el Ejercicio9.1).

b) La esfera unidad euclídea enRN

S‖·‖2(0,1) := {x∈ RN : ‖x‖2 = 1}

es una variedad de dimensiónN−1.

La aplicacióng : RN −→ R definida por

g(x) = ‖x‖2−1
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es de claseC ∞ enG := RN \{0}, y para cadaa∈G, el Ejercicio3.17nos da

Dg(a)(x) =
(a|x)
‖a‖2

,

esto es,

Jg(a) =
(a1, . . . ,aN)
‖a‖2

,

y por tanto rango
(
Jg(a)

)
= 1.

La variedad determinada porg es

{x∈G : ‖x‖2−1 = 0}= S‖·‖2(0,1) .

c) SeaN > 1 . La esfera unidad

S‖·‖1(0,1) := {x∈ RN : ‖x‖1 = 1}

no es una variedad enRN, pero está muy cerca de serlo.

El conjunto
M = {x∈ S‖·‖1(0,1) : xi 6= 0 , para i = 1, . . . ,N}

es una variedad enRN de dimensiónN−1 globalmente determinada por la aplicación
g : G−→ R de claseC ∞ definida por

g(x) = ‖x‖1−1,

donde
G = {x∈ RN : xi 6= 0 , para i = 1, . . . ,N} .

En efecto, para cadaa∈G, en vista del Ejercicio3.17, se tiene

Dg(a)(x) =
N

∑
i=1

ai

|ai |
xi , ∀x∈ RN ,

es decir,
Jg(a) =

( a1

|a1|
, . . . ,

aN

|aN|

)
,

y por tanto rango
(
Jg(a)

)
= 1, ∀a∈G .

El motivo por el cualS‖·‖1(0,1) no es una variedad diferenciable es totalmente intuible:
los puntos que hemos excluido deS‖·‖1(0,1) para obtenerM son puntos“esquinas” deS‖·‖1(0,1).
Comprobemos seguidamente que la intuición es correcta. Por comodidad trabajaremos
en R2. Si S‖·‖1(0,1) fuese una variedad, existiría un entorno abiertoU de(1,0) enR2

y un campo escalarh : U −→ R de claseC 1 tales que{
rango

(
Jh(x,y)

)
= 1, ∀(x,y) ∈U

U ∩S‖·‖1(0,1) = {(x,y) ∈U : h(x,y) = 0} .
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Si consideramosu+ = (1,1), u− = (1,−1), se tiene que

(1,0)+ tu± ∈ S‖·‖1(0,1), ∀t ∈]−1,0[ ,

y en consecuencia

Dh(1,0)(u±) = lim
t→0−

h((1,0)+ tu±)−h(1,0)
t

= 0.

Puesto que{u+,u−} generaR2, se concluye queDh(1,0) = 0, lo que contradice el
hecho de que rango

(
Jh(1,0)

)
= 1 .

Pese a queS‖·‖1(0,1) no es una variedad, sin embargo es unión disjunta de dos varie-
dades:M (de dimensión 1) y{(1,0),(−1,0),(0,1),(0,−1)} (de dimensión 0).

9.2. Espacios tangente y normal.

Puesto que las variedades son localmente gráficas de funciones derivables, la Sección 3.6
justifica las siguientes definiciones.

Definición 9.6 (espacios tangente y normal).Seank,N ∈ N conk < N,M una variedad de
RN de dimensiónk y a un punto deM.

Se dice queu∈RN es un vector tangente aM ena si existe una curva contenida enM que
pasa por el puntoa y que tiene tangente ena con direcciónu, esto es,

∃δ > 0,∃γ :]−δ ,δ [−→ RN continua tal queγ
(
]−δ ,δ [⊂M con

{
γ(0) = a
γ ′(0) = u

.

Se define el espacio tangenteTM(a) a la variedadM ena como el conjunto de vectores
tangentes aM en el puntoa. Veremos enseguida queTM(a) es un subespacio vectorial deRN

.
El complemento ortogonal enRN del espacio tangente ena, que notaremosTM(a)⊥, se

llama espacio normal aM ena, esto es,

TM(a)⊥ = {x∈ RN : (x|u) = 0, ∀u∈ TM(a)}.

A la variedad afína+ TM(a) (resp.a+ TM(a)⊥ ) se le llama la variedad afín tangente
(resp. normal) a la variedadM en el puntoa.

Sik= 1 (resp. 2,N−1) la variedad afín tangente recibe el nombre de recta(resp. plano, hiperplano)
tangente aM en el puntoa.

El siguiente resultado describe estos espacios a través de las funciones “determinación
implícita” g y “parametrización cartesiana”p .
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Proposición 9.7.Sean k,m,N ∈N con m+k = N, M una variedad enRN de dimensión k, a
un punto de M y TM(a) el espacio tangente a M en a .

i) Si g es una función que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces

TM(a) = Ker Dg(a),

con lo que TM(a) es un subespacio vectorial de dimensión k, y

a+TM(a) = {x∈ RN : Dg(a)(x−a) = 0}.

Además
{∇g1(a), . . . ,∇gm(a)}

es una base del espacio vectorial normal TM(a)⊥ .

ii) Si (Ω,U, p) es una parametrización cartesiana local de M en a y b es el único punto
de U tal que p(b) = a, entonces

TM(a) = Im Dp(b).

Los vectores columna de la matriz Jp(b) son una base de TM(a) y por tanto

a+TM(a)⊥ = {x∈ RN :
(
D j p(b)|x−a

)
= 0, ∀ j = 1, . . . ,k}.

Demostración:
Probaremos en primer lugar que

(9.2.1) Im Dp(b)⊆ TM(a)⊆ Ker Dg(a).

Empezamos probando la inclusión ImDp(b) ⊆ TM(a). Seau un vector de ImDp(b).
Tomemosv∈Rk tal queDp(b)(v) = u. Puesto que U es abierto podemos tomarδ > 0 tal que
]b−δv,b+δv[⊂U . Consideremos la funciónγ :]−δ ,δ [−→ RN definida por

γ(t) = p(b+ tv).

Puesto quep es derivable y con imagen contenida enM, se sigue queγ es una curva contenida
enM y con tangente en todo punto. Además{

γ(0) = p(b) = a
γ ′(0) = Dγ(0)(1) = Dp(b)(v) = u

.

Probamos ahora la inclusiónTM(a) ⊆ Ker Dg(a) . Seau ∈ TM(a) y tomemosδ > 0 y

γ :]− δ ,δ [−→ M continua con

{
γ(0) = a
γ ′(0) = u

. Puesto queγ
(
]− δ ,δ [

)
⊂ M, se tiene que

la función g◦ γ está definida y es nula en un entorno de 0, luego el carácter local de la
derivabilidad nos asegura que

0 = D(g◦ γ)(0) = Dg(a)◦Dγ(0),
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y por tanto

0 = (Dg(a)◦Dγ(0))(1) = Dg(a)
(
Dγ(0)(1)

)
= Dg(a)

(
γ
′(0)
)

= Dg(a)(u).

Ahora, para que se de la igualdad en9.2.1nos basta observar que los espacios extremos
tienen la misma dimensión:

dim
(
Ker Dg(a)

)
= N−dim

(
Im Dg(a)

)
= N−m= k = rango

(
Jp(b)

)
= dim

(
Im Dp(b)

)
.

Hemos probado que
Im Dp(b) = TM(a) = Ker Dg(a).

Determinaremos ahora bases de los espacios tangenteTM(a) y normalTM(a)⊥ a la varie-
dadM en el puntoa. Si{e1, . . . ,ek} es la base canónica deRk se tiene que{Dp(b)(e1), . . . ,Dp(b)(ek)}
generanTM(a). Además, son linealmente independientes por ser los vectores columna de la
matrizJp(b) que tiene rangok, y por tanto constituyen una base deTM(a).

ComoDg(a)(x) = 0, ∀x∈ TM(a), o lo que es lo mismo,(
∇g j(a)|x

)
= 0, ∀x∈ TM(a) ( j = 1, . . . ,m),

se tiene que
{∇g1(a), . . . ,∇gm(a)}

son vectores deTM(a)⊥. Además son linealmente independientes por ser los vectores fila de
la matrizJg(a) que tiene rangom, luego constituyen una base deTM(a)⊥ , ya que

dim
(
TM(a)⊥

)
= N−dim

(
TM(a)

)
= N−k = m.

Nota 9.8. Puesto que usualmente las variedades nos vendrán dadas (globalmente) por “de-
terminaciones implícitas”g, y el cálculo de parametrizaciones cartesianas locales puede ser
complicado, en la práctica suele ser más útil la descripción del espacio tangente dado por
TM(a) = Ker Dg(a). Para la determinación de una base deTM(a) se puede proceder como
sigue:

CalculadaJg(a), las ecuaciones implícitas deTM(a) vienen dadas por

Jg(a)xt = 0,

y el teorema de Cramer nos permite pasar a las ecuaciones paramétricas deTM(a). Los vecto-
res que se obtienen al ir haciendo cada uno de losk parámetros iguales a 1 y el resto iguales
a 0, determinan una base deTM(a).

Por ejemplo, siTM(a) es de dimensiónN−1 (hiperplano), y

TM(a) = {x∈ RN : a1x1 + · · ·+aNxN = 0},

entonces, supuestoa1 6= 0, los vectores{
(−a2,a1,0, . . . ,0),(−a3,0,a1,0, . . . ,0), . . . ,(−aN, ,0, . . . ,0,a1)

}
son una base deTM(a) (son vectores deTM(a) linealmente independientes).
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Ejemplo 9.9. Variedades afín tangente y afín normal a la esfera unidad euclídea
M = S‖·‖2(0,1) en un puntoa.

La funcióng : RN \{0} −→ R definida por

g(x) = ‖x‖2−1

determina globalmente la variedadM . Para cadaa∈M, sabemos que

∇g(a) = (a1, . . . ,aN).

La variedad afín tangente a la variedadM en el puntoa es el hiperplano deRN de ecuación

a+TM(a) = {x∈ RN : (∇g(a)|x−a) = 0}
= {x∈ RN : a1(x1−a1)+ · · ·+aN(xN−aN) = 0}
= {x∈ RN : a1x1 + · · ·+aNxN = 1}.

La variedad afín normal aM ena es la recta

a+TM(a)⊥ = {a+ t∇g(a) : t ∈ R},

es decir, la recta de ecuaciones paramétricas dadas (cambiando 1+ t por t) por
x1 = a1t
. . . . . .
xN = aNt

(t ∈ R).

9.3. Extremos condicionados.

Dedicamos esta sección al estudio de los extremos de campos escalares definidos en sub-
conjuntos abiertos deRN condicionados por una variedad diferenciable. Conviene tener pre-
sente que en el Tema 7 se trató este problema en el caso particular de variedades de dimensión
N, es decir abiertos deRN. Ahora vamos a desarrollar la teoría para variedades de dimensión
k con 0< k < N.

Definición 9.10 (Extremo condicionado). Sean X un espacio topológico,
f : X→ R una función yC un subconjunto deX.

Se dice quef alcanza en un puntoa ∈ C un máximo condicionadopor C si existe un
entorno abiertoU dea tal que

f (x)≤ f (a), ∀x∈U ∩C.

Se dice quef alcanza en un puntoa∈C unmáximo condicionado por C estrictosi existe un
entorno abiertoU de a tal que

f (x) < f (a), ∀x∈U ∩C\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
mínimo condicionadoy mínimo condicionado estricto. Un extremoes o bien un máximo
condicionado, o bien un mínimo condicionado.
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El estudio de los extremos de campos escalares condicionados por conjuntos que admiten
una parametrización resulta sencillo, ya que se reduce al estudio de un problema de extremos
relativos.

Proposición 9.11 (Relación entre extremos condicionados y relativos).
Sean X un espacio topológico, f: X −→ R una función, C un subconjunto de X y a un
punto de C. Si U es un espacio topológico, p: U −→C es un homeomorfismo de U sobre
p(U) con a∈ p(U) y b es el único punto de U tal que p(b) = a, entonces equivalen:

i) f alcanza en a un máximo (resp. mínimo) condicionado por C.

ii) f ◦ p alcanza en b un máximo (resp. mínimo) relativo .

También se da la equivalencia para extremos condicionados estrictos y extremos relativos
estrictos.

La anterior proposición reduce el problema de la determinación de los extremos de un
campo escalarf condicionado por una variedadM, al estudio de los extremos relativos de la
composición def con parametrizaciones cartesianas locales deM. A este respecto resaltamos
la importancia de la implicación i)⇒ iii) del Teorema9.2.

¿Cómo proceder habida cuenta de que las parametrizaciones cartesianas locales de una
variedad no suelen ser conocidas? La respuesta a esta cuestión fundamental nos la da el
siguiente resultado debido a Lagrange que proporciona una condición necesaria de extremo
condicionado que es similar a la condición necesaria de existencia de extremo relativo.

Teorema 9.12 (Lagrange (Condición necesaria de extremo condicionado)).Sean k,m,N∈
N con k+m= N y M una variedad enRN de dimensión k, G un abierto deRN que contiene
a M y f : G−→ R un campo escalar derivable. Si la función f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una función que determina
localmente M en a, entonces existen únicos números realesα1, . . . ,αm∈ R tales que

D( f +α1g1 + . . .+αmgm)(a) = 0.

Demostración:
Sea(Ω,U, p) una parametrización cartesiana local deM ena y seab∈U tal quep(b)=a.

La Proposición9.11y la condición necesaria de extremo relativo nos aseguran que

D( f ◦ p)(b) = 0.

La regla de la cadena nos dice en consecuencia que

D f (a)◦Dp(b) = 0,

expresión que se escribe equivalentemente

D f (a)(Im Dp(b)) = {0}.
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Al ser, en virtud de la Proposición9.7, Im Dp(b) = TM(a), concluimos que

D f (a)(TM(a)) = 0, o equivalentemente∇ f (a) ∈ TM(a)⊥.

La citada Proposición9.7nos dice también que{∇g1(a), . . . ,∇gm(a)} es una base deTM(a)⊥,
de donde se deduce la existencia y unicidad de escalaresα1, . . . ,αm tales que

∇ f (a)+α1∇g1(a)+ . . .+αm∇gm(a) = 0,

o equivalentemente
D f (a)+α1Dg1(a)+ . . .+αmDgm(a) = 0.

De la linealidad de la derivada se sigue finalmente el enunciado.

A la vista del teorema anterior parece conveniente hacer un esfuerzo para codificar el pro-
ceso que se ha de seguir para determinar los candidatos a extremos condicionados. Aunque
el Teorema de Lagrange se ha establecido para variedades no necesariamente globalmente
determinadas, las siguientes dos razones justifican que la versión práctica de los resultados
obtenidos se haga para variedades globalmente determinadas: por una parte, nuestro estudio
es local y vía localización podemos limitarnos a variedades globalmente determinadas y, por
otra, nuestro principal interés es la determinación de extremos de campos escalares condicio-
nados por conjuntos que se puedan descomponer en unión finita de variedades globalmente
determinadas.

9.4. Cálculo práctico de puntos críticos condicionados. Fun-
ción de Lagrange, sistema de Lagrange y multiplicado-
res de Lagrange.

Seank,m,N ∈N conk+m= N, G⊂RN un conjunto abierto yg : G−→Rm una función
de claseC 1 tal que rango(Jg(x)) = m, ∀x∈G.

SeaM = {x∈G : g(x) = 0} la variedad de dimensiónk determinada porg y supongamos
que f : G−→ R es un campo escalar derivable. En este ambiente, lafunción de Lagrange
L : G×Rm−→ R viene definida por

L(x,λ ) = f (x)+λ1g1(x)+ . . .+λmgm(x) (x∈G,λ ∈ Rm)

dondeλ = (λ1, . . . ,λm) y g = (g1, . . . ,gm).
Es claro que el gradiente deL en un punto(x,λ ) deG×Rm viene dado por

∇L(x,λ ) =
(

D1L(x,λ ), . . . ,DNL(x,λ ),g1(x), . . . ,gm(x)
)
.

El Teorema de Lagrange (9.12) tiene ahora la siguiente lectura:

Los extremos de f condicionados por M proceden de puntos críticos de la función de
Lagrange L.
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Esto es, se obtienen de las soluciones del sistema{
∇L(x,λ ) = 0
x∈G

Reescribiendo el sistema anterior se tiene
Di f (x)+λ1Dig1(x)+ . . .+λmDigm(x) = 0 (1≤ i ≤ N)
g j(x) = 0 (1≤ j ≤m)
x∈G

que es un sistema (posiblemente no lineal) deN + m ecuaciones conN + m incógnitas, lla-
madosistema de Lagrange. Si

a = (a1, . . . ,aN), α = (α1, . . . ,αm)

es una solución del sistema de Lagrange, entonces en vista del Teorema de Lagrange (9.12) α

está determinado de forma única y a sus coordenadas se les llama los
multiplicadores de Lagrangepara el puntoa.

Para justificar una primera aplicación vistosa del Teorema de Lagrange empecemos re-
cordando el procedimiento ya codificado para funciones de una variable. La propiedad de
compacidad asegura que siI es un intervalo compacto deR y f : I −→R es una función con-
tinua, entoncesf tiene extremos absolutos. Es claro que para detectar los puntos deI en los
que la funciónf alcanza sus valores máximo y mínimo absolutos basta localizar los puntos

de
◦
I en los que alcanza extremos relativos y contrastar los valores extremos relativos tomados

con los valores de la función en los extremos deI . Si suponemos además quef es derivable

en
◦
I , entonces los únicos puntos en los quef puede alcanzar el máximo o el mínimo son los

extremos del intervalo y aquellos puntos de
◦
I en los que se anulaf ′.

El estudio se complica si la funciónf está definida en un compacto deRN con N ≥ 2,
pues en este caso la frontera del compacto puede ser un conjunto infinito.

9.5. Aplicación del Teorema de Lagrange al cálculo de ex-
tremos absolutos.

La teoría de extremos relativos y el Teorema de Lagrange nos permiten llevar a cabo el
estudio de los extremos absolutos de un campo escalarf derivable sobre un subconjunto de
RN que se pueda expresar como unión finita de variedades. Es claro que si el campo escalar
f alcanza en un punto un extremo absoluto, entoncesf alcanza en dicho punto un extremo
condicionado por la variedad a la que pertenece el punto. Por tanto

Si la variedad es de dimensiónN, esto es, un abierto deRN, entonces los posibles
puntos candidatos a quef alcance un extremo absoluto tienen que ser puntos críticos
de f .
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Si la variedad es de dimensión 0, esto es, un conjunto de puntos aislados deRN, enton-
ces todos los puntos de la variedad son candidatos ya quef alcanza en ellos un extremo
condicionado por la variedad.

Finalmente si la variedad es de dimensiónk con 0< k< N, entonces los posibles puntos
en los quef alcance un extremo absoluto tienen que ser soluciones del correspondiente
sistema de Lagrange.

Así, el procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Detectar los puntos críticos de la función sobre cada una de las variedades en las que
se ha descompuesto el conjunto.

2. Evaluar la función en todos estos puntos y finalmente comparar estos valores entre sí.

Ejemplos 9.13.

a) Calcular los extremos absolutos de la función definida por

f (x,y) = 2xy, ((x,y) ∈ R2)

condicionados por el conjunto

K =
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1
}

.

La propiedad de compacidad nos asegura quef alcanza el máximo y el mínimo abso-
lutos enK. Si el punto dondef alcanza un extremo absoluto pertenece al interior deK,
entoncesf alcanza en él un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, el punto es solución del sistema

∇ f (x,y) = 0⇔
{

D1 f (x,y) = 0
D2 f (x,y) = 0

}
⇔
{

2y = 0
2x = 0

}
⇔ (x,y) = (0,0).

En otro caso el punto pertenece a la frontera deK, esto es, al conjunto

M = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 = 1}.

Estudiamos ahora los extremos condicionados porM. Obsérvese queM es la variedad
enR2 de dimensión uno determinada globalmente por la función

g(x,y) = x2 +y2−1, ((x,y) ∈ R2\{(0,0)}).

Función de Lagrange: L : R2\{(0,0)}×R−→ R definida por

L(x,y,λ ) = 2xy+λ (x2 +y2−1).

Sistema de Lagrange:
2y+2λx = 0
2x+2λy = 0
x2 +y2 = 1

⇒ x(1−λ
2) = 0⇒ λ =±1.
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Solución: (√2
2

,
−
√

2
2

)
,

(−√2
2

,

√
2

2

)
(λ = 1),(√2

2
,

√
2

2

)
,

(−√2
2

,
−
√

2
2

)
(λ =−1),

Sólo falta comparar los valores que tomaf en cada uno de estos puntos:

f (0,0)= 0, f
(√2

2
,

√
2

2

)
= f
(−√2

2
,
−
√

2
2

)
= 1, f

(−√2
2

,

√
2

2

)
= f
(√2

2
,
−
√

2
2

)
=−1

En consecuencia el máximo def enK vale 1 y se alcanza en los puntos
(√

2
2 ,
√

2
2

)
y(

−
√

2
2 , −

√
2

2

)
. El mínimo vale−1 y se alcanza en

(
−
√

2
2 ,

√
2

2

)
y
(√

2
2 , −

√
2

2

)
.

b) Determinar las constantes de equivalencia óptimas de las normas‖·‖1 y ‖·‖p enR3,
donde(1 < p < ∞).

El problema consiste en determinar la mayor constanteα y la menor constanteβ tales
que

α‖x‖1≤ ‖x‖p≤ β‖x‖1, ∀x∈ R3,

o equivalentemente,

α ≤ ‖x‖p≤ β , ∀x∈ R3 : ‖x‖1 = 1,

y por tanto, se trata de determinar los valores máximo y mínimo absolutos de la función
‖·‖p sobre la esfera unidad para la norma‖·‖1.

Por razones de simetría, podemos restringir nuestra atención a la intersección de la
esfera con el primer octante, es decir, al conjunto

K :=
{

(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 1,0≤ x,y,z
}

.

Asimismo, debido al crecimiento de la función deR+
0 enR dada port −→ t1/p, pode-

mos plantearnos el problema en los siguientes términos:

Determinar los extremos absolutos de la funciónf definida por

f (x,y,z) = xp +yp +zp (x,y,z∈ R+
0 )

en el conjunto

K :=
{

(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 1,0≤ x,y,z
}

.

La continuidad def y la compacidad deK nos garantizan la existencia de los extremos
absolutos.

El conjuntoK es una unión disjunta de(
3
1

)
+
(

3
2

)
+
(

3
3

)
= 7

variedades diferenciables. En efecto:
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3 variedades de dimensión0:

M1 = {(1,0,0)}, M2 = {(0,1,0)}, M3 = {(0,0,1)}

3 variedades de dimensión1:

M4 = {(x,y,0) ∈ R3 : x+y = 1,0 < x,0 < y}

que está globalmente determinada por la función definida por

g(x,y,z) = (x+y+z−1,z), (x,y,z) ∈G := R+×R+×R

y análogamente las variedades

M5 = {(x,0,z) ∈ R3 : x+z= 1,0 < x,0 < z},

M6 = {(0,y,z) ∈ R3 : y+z= 1,0 < y,0 < z}.

Una variedad de dimensión2:

M7 =
{

(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 1,0 < x,y,z
}

,

que está globalmente determinada por la función definida por

g(x,y,z) = x+y+z−1, (x,y,z) ∈G = R+×R+×R+.

Calculemos los posibles extremos de la funciónf condicionados porM4. Puesto quef
es derivable enR3 y la variedadM4 puede verse como la variedad globalmente deter-
minada por la funcióng : G = R+×R+×R−→ R2 definida por

g(x,y,z) = (x+y+z−1,z)

se puede aplicar el Teorema de Lagrange.

Función de Lagrange: L : G×R2−→ R definida por

L(x,y,z,λ ,µ) = xp +yp + |z|p +λ (x+y+z−1)+ µz.

Sistema de Lagrange: 

pxp−1 +λ = 0
pyp−1 +λ = 0

p signo(z)|z|p−1 +λ + µ = 0
x+y+z= 1

z= 0
x,y > 0

Solución:

a =
(1

2
,
1
2
,0
)
, (α,β ) =

(
−p

2p−1 ,
p

2p−1

)
.

Este punto es el único enM4 en el quef puede alcanzar un extremo absoluto enK.
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El mismo procedimiento se sigue para las variedadesM5 y M6, que nos proporcionan

las soluciones
(

1
2,0, 1

2

)
y
(

0, 1
2, 1

2

)
, respectivamente.

De manera análoga podemos calcular los posibles extremos de la funciónf condicio-
nados porM7 aplicando el Teorema de Lagrange.

Función de Lagrange: L : G×R−→ R definida por

L(x,y,z,λ ) = xp +yp +zp +λ (x+y+z−1).

Sistema de Lagrange: 
pxp−1 +λ = 0
pyp−1 +λ = 0
pzp−1 +λ = 0
x+y+z= 1

x,y,z> 0

Solución:

a =
(1

3
,
1
3
,
1
3

)
, α =

−p
3p−1 .

Este punto es el único deM7 dondef puede alcanzar un extremo absoluto enK.

Por consiguiente cada variedad aporta un único punto, por tanto hay siete candidatos.
Basta evaluar la función en ellos para concluir que el máximo def en K es 1 y este
valor lo alcanza en los puntos que aportan las variedades de dimensión 0 y el valor
mínimo es 1

3p−1 y lo alcanza en el punto que aporta la variedad de dimensión 2.

Como consecuencia de nuestros resultados se sigue que, si1
p + 1

q = 1, entonces

(
1

3p−1

) 1
p

=
1

3
1
q

≤ ‖x‖p≤ 1, ∀x∈ R3,‖x‖1 = 1,

y las cotas obtenidas son inmejorables. En consecuencia, las constantes de equivalencia
óptimas de las normas‖ · ‖1 y ‖ · ‖p enR3 son

1

3
1
q

‖x‖1≤ ‖x‖p≤ ‖x‖1, ∀x∈ R3.

Nota: El estudio enRN es análogo. El conjunto

K =
{

x∈ RN : x1 + . . .+xN = 1,0≤ x1, . . . ,xN

}
es unión disjunta de (

N
1

)
+
(

N
2

)
+ . . .+

(
N
N

)
= 2N−1

variedades. Cada una aporta un único posible extremo absoluto def . Al igual que
ocurre en dimensión 3, el máximo se alcanza en los puntos críticos de las variedades
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de dimensión 0 (puntos) y el mínimo en el punto
(

1
N , . . . , 1

N

)
que es el que aporta la

variedad de dimensiónN−1. Se obtiene, como consecuencia, el siguiente resultado:

Sean N∈ N y p∈ R con 1 < p < ∞. Las constantes de equivalencia óptimas de las
normas‖ · ‖1 y ‖ · ‖p enRN son:

1

N
1
q

‖x‖1≤ ‖x‖p≤ ‖x‖1, ∀x∈ RN, donde
1
p

+
1
q

= 1.

c) DadoN ∈ N, calcular el mayor valor de la funciónf definida por

f
(
x1, . . . ,xN

)
= x1 . . .xN, ∀x = (x1, . . . ,xN) ∈ RN

en el conjunto

K =
{

x∈ RN : ‖x‖2 = 1,0≤ xi , i = 1, . . . ,N
}

.

La continuidad def y la compacidad deK garantizan la existencia de máximo absoluto.
Nótese que, como en el ejemplo anterior,K es unión disjunta de 2N−1 variedades yf
se anula en todas salvo en

M =
{

x∈ RN : ‖x‖2 = 1,0 < xi , i = 1, . . . ,N
}

.

Es claro entonces que los puntos deK en los quef alcanza su máximo absoluto han
de ser puntos deM. Vamos por tanto a calcular los candidatos a extremos def condi-

cionados porM, la variedad globalmente determinada por la funcióng : G = R+× N· · ·
×R+ −→ R definida por

g
(
x1, · · · ,xN

)
= x2

1 + . . .+x2
N−1.

Función de Lagrange: L : G×R−→ R definida por

L
(
x1, . . . ,xN,λ

)
= x1 . . .xN +λ (x2

1 + . . .+x2
N−1).

Sistema de Lagrange: 
x2 . . .xN +2λx1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1 . . .xN−1 +2λxN = 0

x2
1 + · · ·+x2

N = 1
x1, . . . ,xN > 0

Solución:

a =
( 1√

N
, . . . ,

1√
N

)
, α =

−N

2
√

NN
.

Ya que este punto es el único candidato se sigue que en él la funciónf alcanza el
máximo absoluto, que necesariamente (al ser único) es estricto. Se tiene pues que:

x1x2 · · ·xN ≤
( 1

N

)N/2
, ∀x∈ K,

y se da la igualdad si, y sólo si,

x1 = x2 = · · ·= xN.
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Nota: La solución del ejercicio anterior es equivalente a la importante desigualdad entre
las medias aritmética y geométrica. Demuéstrese (Ejercicio9.5).

En la lectura que hicimos del Teorema de Lagrange hemos señalado que es condición
necesaria para quef alcance ena un extremo condicionado por la variedadM el hecho de
que existaα ∈Rm tal que(a,α) sea un punto crítico de la función de Lagrange:∇L(a,α) = 0.
Si denotamos porLα a la función parcial de la función de Lagrange obtenida fijandoα, esto
es,Lα : G−→ R definida por

Lα(x) = L(x,α), (x∈G),

(nótese queLα es una función sólo deN variables). Es claro que entonces se verifica que

DLα(a) = 0.

El siguiente resultado traduce en el contexto de extremos condicionados, las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos cuando la primera derivada no
nula es la segunda.

Teorema 9.14 (Condiciones neces. y suf. de extremo condicionado).Sean
k,m,N ∈ N con k+ m= N, y M una variedad enRN de dimensión k, G un abierto deRN

que contiene a M y f: G−→ R un campo escalar derivable. Sean a∈M,g una función que
determina localmente M en a yα ∈ Rm tales que(a,α) es un punto crítico de la función de
Lagrange L.

Si las funciones f y g son dos veces derivables en a y

d2Lα(a)|TM(a)

es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si

d2Lα(a)(u) < 0, ∀u∈ TM(a)\{0},
entonces f alcanza en a un máximo condicionado por M estricto.

Si
d2Lα(a)(u) > 0, ∀u∈ TM(a)\{0},

entonces f alcanza en a un mínimo condicionado por M estricto.

ii) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un máximo condicionado por M, entonces

d2Lα(a)(u)≤ 0, ∀u∈ TM(a)\{0}.

Si f alcanza en a un mínimo condicionado por M, entonces

d2Lα(a)(u)≥ 0, ∀u∈ TM(a)\{0}.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 331

Demostración:
Puesto queg es dos veces derivable ena, podemos considerar una parametrización carte-

siana local(Ω,U, p) deM tal quep es dos veces derivable enb = p−1(a). La estrategia de la
demostración pasa por la Proposición9.11y consiste en aplicar a la funciónf ◦ p en el punto
b las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos.

Comop es dos veces derivable enb y f es dos veces derivable ena, se sigue quef ◦ p es
dos veces derivable enb.

Puesto queg◦ p = 0, se tiene queg j ◦ p = 0, ∀ j ∈ {1, . . . ,m}, luego

(α1g1 + . . .+αmgm)◦ p = 0,

y en consecuencia, comoLα = f +(α1g1 + · · ·+αmgm), tenemos que

f ◦ p = Lα ◦ p.

Comprobemos queb es un punto crítico def ◦ p, esto esD( f ◦ p)(b) = 0. En efecto,

D( f ◦ p)(b) = D(Lα ◦ p)(b) = DLα(a)◦Dp(b) = 0

puesDLα(a) = 0 por hipótesis.
Además, sabemos que paray∈ Rk se verifica (ver Sección 5.3,ii )

D2( f ◦ p)(b)(y,y) = D2(Lα ◦ p)(b)(y,y) =

D2Lα(a)
(

Dp(b)(y),Dp(b)(y)
)

+DLα(a)
(

D2p(b)(y,y)
)

=

= D2Lα(a)
(

Dp(b)(y),Dp(b)(y)
)
.

Finalmente, puesto que en virtud de la Proposición9.7, Dp(b) es una biyección deRk sobre
TM(a) podemos cambiar en el enunciadod2Lα(a)(u) por d2( f ◦ p)(b)(y) y bastará tener en
cuenta la Proposición9.11para concluir la demostración del teorema.

Nota: En la utilización práctica del teorema convendrá tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartado ii):
Si

d2Lα(a)(u)≤ 0, ∀u∈ TM(a),

entonces sif tiene un extremo condicionado ena por M, éste ha de ser máximo. Análoga-
mente, si

d2Lα(a)(u)≥ 0, ∀u∈ TM(a),

entonces de alcanzarf ena un extremo condicionado porM, éste ha de ser mínimo.
A la aplicación práctica del resultado anterior dedicaremos el resto del tema.
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Estudio práctico de las condiciones de extremo en los puntos críticos.

Nos interesa estudiar la forma cuadráticad2Lα(a) restringida aTM(a). SeaH(a) la matriz
hessiana deLα ena, esto es, la matriz asociada con respecto a la base canónica deRN de dicha
forma cuadrática

H(a) =
(
D(i, j)Lα(a)

)
1≤i, j≤N.

Elegida una base{v1, . . . ,vk} deTM(a), consideremos el isomorfismo deRk sobreTM(a) que
aplica la base canónica deRk sobre{v1, . . . ,vk} y que está dado por

Φ(y) = Φ(y1, . . . ,yk) := y1v1 + . . .+ykvk.

Este isomorfismo se puede expresa en términos de una cierta matriz en la forma

Φ(y) = yK(a), ∀y∈ Rk.

Es claro queK(a) es la matriz cuyos vectores fila son los vectores básicos deTM(a) elegidos.
La forma cuadráticaQ enRk obtenida restringiendod2Lα(a) a TM(a) previa composición
conΦ viene dada por

Q(y) := d2Lα(a)(Φ(y)), ∀y∈ Rk

y queda entonces determinada en términos de una matriz como sigue:

Q(y) = Φ(y)H(a)Φ(y)t = yK(a)H(a)(yK(a))t = yK(a)H(a)K(a)tyt .

Luego la matriz asociada a la forma cuadráticaQ respecto de la base canónica deRk es

H = K(a)H(a)K(a)t .

La información que ahora se puede dar sobre el punto en cuestión requiere aplicar la teoría
de extremos relativos, obteniéndose el siguiente criterio

i) Si det(Hi) > 0, i = 1, . . . ,k, entoncesf alcanza ena un mínimo condicionado porM
estricto, dondeHi es la submatriz principal esquina izquierda superior de ordeni de la
matrizH.

ii) Si (−1)idet(Hi) > 0, i = 1, . . . ,k, entoncesf alcanza en a un máximo condicionado por
M estricto, dondeHi es la submatriz principal esquina izquierda superior de ordeni de
la matrizH .

iii) Si det(E)≥ 0, para cualquier submatriz principalE deH, entonces de alcanzarf ena
un extremo condicionado porM, ha de ser mínimo.

iv) Si (−1)orden(E)det(E) ≥ 0, para cualquier submatriz principalE deH, entonces de
alcanzarf ena un extremo condicionado porM, ha de ser máximo.

v) Si existenE y F submatrices principales deH tales que(−1)orden(E)det(E) > 0 y
(−1)orden(F)det(F) < 0, (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna
submatriz principal de orden par deH es negativo), entoncesf no alcanza ena un
extremo condicionado porM.
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Ejemplo 9.15. Determinar las dimensiones del ortoedro enR3 de volumen fijo una unidad y
superficie lateral mínima.

La condición a la que están sujetas las variables es la nulidad de la función

g : G = R+×R+×R+ −→ R dada porg(x,y,z) = xyz−1.

La variedadM = {(x,y,z)∈G : xyz= 1} (enR3 de dimensión 2 que defineg) no es compacta.
La función a minimizar enM es f : G−→ R definida por

f (x,y,z) = 2(xy+xz+yz).

Función de Lagrange: L : G×R−→ R dada por

L(x,y,z,λ ) = 2(xy+xz+yz)+λ (xyz−1).

Sistema de Lagrange: 
2(y+z)+λyz= 0
2(x+z)+λxz= 0
2(x+y)+λxy= 0

xyz= 1
x,y,z> 0

Solución:
a = (1,1,1), α =−4.

Se tiene que la aplicación de Lagrange parcialLα : G−→ R está definida por

Lα(x,y,z) = 2(xy+xz+yz)−4(xyz−1),

luego

H(a) =
(
D(i, j)Lα(a)

)
1≤i, j≤3 =

 0 −2 −2
−2 0 −2
−2 −2 0

 .

Por otra parteJg(a) = (1,1,1), luego

TM(a) = {(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 0},

y por tanto dos vectores linealmente independientes de dicho espacio son, por ejemplo,
(1,−1,0) y (1,0,−1). Luego

K(a) =
(

1 −1 0
1 0 −1

)
,

con lo que

H =
(

1 −1 0
1 0 −1

) 0 −2 −2
−2 0 −2
−2 −2 0

 1 1
−1 0
0 −1

=
(

4 2
2 4

)
.

Puesto que det(H) = 12 y det(H1) = 4 concluimos quef alcanza ena= (1,1,1) un mínimo
condicionado porM estricto.
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Aunquea sea mínimo estricto y además sea el único punto crítico, la justificación de
que es mínimo absoluto no es fácil. Usaremos la desigualdad entre las medias geométrica y
aritmética:

En nuestro caso si 0< x,y,z se tiene que

3
√

x2y2z2≤ xy+xz+yz
3

y se da la igualdad si, y sólo si,xy= xz= yzsi, y sólo six = y = z. Como en nuestro caso ha
de serxyz= 1, se concluye que

3≤ xy+xz+yz

y se da la igualdad si, y sólo si,x = y = z= 1. Hemos obtenido que

f alcanza en(1,1,1) un mínimo condicionado por M absoluto estricto, esto es, el ortoe-
dro enR3 de volumen1 y superficie lateral mínima es el cubo.

Nota: Para más información, véase el Ejercicio9.6.
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9.6. Referencias recomendadas.

[Cra].
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9.7. Resumen de resultados.

Definiciones de variedad. Seank,m,N números naturales conk+m= N. ParaM ⊂ RN

no vacío equivalen:

a) (Definición implícita) M es una variedad de dimensiónk enRN. Es decir, para cada
a∈M, existen{

G entorno abierto dea enRN

g : G→ Rm de claseC 1 verificando rango
(
Jg(x)

)
= m, ∀x∈G

tales queM∩G = {x∈G : g(x) = 0}.
En el caso de que se pueda conseguir una funcióng como antes que determine la tota-
lidad deM, diremos que la variedadM está globalmente determinada porg.

b) (Definición por parametrizaciones cartesianas locales) Para cadaa∈M, existen
Ω entorno abierto dea enRN

U abierto deRk

p : U → RN homeomorfismo de claseC 1 de U sobre p(U)

tales que

{
p(U) = M∩Ω
rango

(
Jp(y)

)
= k, ∀y∈U

.

La terna(Ω,U, p) se denomina una parametrización cartesiana local deM ena.

Proposición. Sean k,m,N ∈N con m+k = N, M una variedad en RN de dimensión k, a
un punto de M y TM(a) el espacio tangente a M en a .

i) Si g es una función que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces

TM(a) = Ker Dg(a),

con lo que TM(a) es un subespacio vectorial de dimensión k, y

a+TM(a) = {x∈ RM : Dg(a)(x−a) = 0}.

Además
{∇g1(a), . . . ,∇gm(a)}

es una base del espacio vectorial normal TM(a)⊥ .

ii) Si (Ω,U, p) es una parametrización cartesiana local de M en a y b es el único punto de
U tal que p(b) = a, entonces

TM(a) = Im Dp(b).

Los vectores columna de la matriz Jp(b) son una base de TM(a) y por tanto

a+TM(a)⊥ = {x∈ RN :
(
D j p(b)|x−a

)
= 0, ∀ j = 1, . . . ,k}.
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Extremo condicionado.SeanX un espacio topológico,f : X→ R una función yC un
subconjunto deX.

Se dice quef alcanza en un puntoa ∈ C un máximo condicionadopor C si existe un
entorno abiertoU dea tal que

f (x)≤ f (a), ∀x∈U ∩C.

Se dice quef alcanza en un puntoa∈C un máximo condicionado porC estrictosi existe un
entorno abiertoU de a tal que

f (x) < f (a), ∀x∈U ∩C\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
mínimo condicionadoy mínimo condicionado estricto. Un extremo condicionadoes o bien
un máximo condicionado, o bien un mínimo condicionado.

Teorema de Lagrange (Condición necesaria de extremo condicionado). Sean k,m,N∈
N con k+m= N y M una variedad en RN de dimensión k, G un abierto de RN que contiene
a M y f : G−→ R un campo escalar derivable. Si la función f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una función que determina
localmente M en a, entonces existen únicos números reales α1, . . . ,αm∈ R tales que

D( f +α1g1 + . . .+αmgm)(a) = 0.

Teorema (Condiciones neces. y sufic. de extremo condicionado). Sean k,m,N ∈N con
k+m= N, y M una variedad en RN de dimensión k, G un abierto de RN que contiene a M y
f : G−→R un campo escalar derivable. Sean a∈M,g una función que determina localmente
M en a y α ∈ Rm tales que (a,α) es un punto crítico de la función de Lagrange L.

Si las funciones f y g son dos veces derivables en a y

d2Lα(a)|TM(a)

es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si

d2Lα(a)(u) < 0, ∀u∈ TM(a)\{0},
entonces f alcanza en a un máximo condicionado por M estricto.

Si
d2Lα(a)(u) > 0, ∀u∈ TM(a)\{0},

entonces f alcanza en a un mínimo condicionado por M estricto.

ii) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un máximo condicionado por M, entonces

d2Lα(a)(u)≤ 0, ∀u∈ TM(a)\{0}.

Si f alcanza en a un mínimo condicionado por M, entonces

d2Lα(a)(u)≥ 0, ∀u∈ TM(a)\{0}.
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Véanse además los apartados sobre:

Aplicación del Teorema de Lagrange al cálculo de extremos absolutos.

Estudio práctico de las condiciones de extremo en los puntos críticos.
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9.8. Ejercicios del Tema 9

9.1 Seank,N ∈ N conk < N. Probar que una variedad afín de dimensiónk enRN es una
variedad (diferenciable) de dimensiónk enRN .

9.2 (*) SeaN un número natural mayor que uno. Probar que no existe una parametrización
cartesiana global deS‖·‖2(0,1) . Calcular parametrizaciones cartesianas locales de dicha
variedad.

Calcula una parametrización cartesiana global de la variedadM del Ejemplo9.5.c).

9.3 SeaN un número natural mayor que uno. Probar que el conjunto

M = {x∈ RN : ‖x‖∞ = 1 y ∃1i ∈ {1, . . . ,N} tal que |xi |= 1}

es una variedad enRN de dimensiónN−1 que está globalmente determinada.

9.4 Justificar que cada uno de los subconjuntos deR3 es una variedad y calcular los espa-
cios tangente y normal en el punto(a,b,c) que se indica:

1. (Elipsoide)

M =
{

(x,y,z) ∈ R3 :
x2

α2 +
y2

β 2 +
z2

γ2 = 3
}

(α,β ,γ > 0) ; (a,b,c) = (α,β ,−γ).

2. (Paraboloide hiperbólico)

M =
{
(x,y,z) ∈ R3 : z= x2−y2} ; (a,b,c) = (0,0,0).

3. (Hélice)

M =
{
(cost ,sent , t) : t ∈ R

}
; (a,b,c) = (−1,0,π).

4. (Borde de la bóveda de Viviani)

M =
{

(x,y,z)∈R2×R+ : x2+y2+z2 = 1,
(

x− 1
2

)2
+y2 =

1
4

}
; (a,b,c)= (0,0,1).
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5. (Toro)

M =
{

(x,y,z) ∈ R3 :
(√

x2 +y2−2
)2 +z2 = 1

}
; (a,b,c) = (3,0,0).

9.5 Probar que paraa = (a1, . . . ,aN) conai ≥ 0 (i = 1, . . . ,N) son equivalentes

i) a1 · · ·aN ≤
(

1
N

)N
2 (
‖a‖2 = 1

)
.

ii) N
√

a1 · · ·aN ≤
a1 + · · ·+aN

N
.

Además en ambos casos se da la igualdad si, y sólo si,a1 = · · ·= aN .

9.6

i) Determinar las dimensiones del ortoedro enR3 de superficie lateral seis unidades
y volumen máximo ¿Existe un ortoedro de volumen mínimo con dicha superficie
lateral?

ii) ¿Existe un ortoedro de superficie lateral máxima con volumen fijo una unidad?

9.7 Determinar las dimensiones del ortoedro de mayor volumen que se puede inscribir en
el elipsoide

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 (a,b,c > 0).

9.8 Calcular la distancia mínima de un punto a un plano enR3.

9.9 Determinar los extremos absolutos de las siguientes funciones en el conjuntoK indica-
do:

f (x,y) = 2x2−3y2−2x, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 5
}

g(x,y) = 10xy−x2y−xy2, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : 0≤ x,0≤ y,x+y≤ 10
}

h(x,y) = x2 +y2−xy−x−y, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : 0≤ x,0≤ y,x+y≤ 3
}

u(x,y) = x2−2xy+y2, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 2x
}

.

v(x,y) = y−x, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2−2x = 0
}

.

9.10 Estudiar los extremos la función

f (x,y,z) = xyz, ∀(x,y,z) ∈ R3

condicionados por el conjunto{
(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 1

}
.
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9.9. Soluciones de los ejercicios del Tema 9.

9.1 Si la variedad afín viene dada como en la motivación, esto es,

M = {x∈ RN : Axt +b = 0},

donde la matriz de números realesA=
(

ai j

)
1≤i≤N−k
1≤ j≤N

tiene rango máximo, es decir,N−

k, y b∈ RN−k, entonces es inmediato queM es una variedad globalmente determinada
por la funcióng : RN −→ RN−k definida por

g(x) = Axt +b

que es de claseC ∞ y, como Jg(x) = A, ∀x ∈ RN, se verifica también que
rango

(
Jg(x)

)
= N−k, ∀x∈ RN.

Es claro que el espacio tangente aM en cualquier punto es{x∈ RN : Axt = 0}.

Si por el contrario la variedad viene dada porM = a+S, cona∈RN y Sun subespacio
de dimensiónk deRN. Consideramos el espacio cociente

RN/S∼= Rm,

conm= N−k y la aplicación proyección canónicaT : RN −→ Rm dada por

T(x) = x+S≡ (xk+1, . . . ,xN)

(Sea{u1, . . . ,uk} una base del subespacioS. Dicha base se puede prolongar de manera
que

{u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,uN}

sea una base deRN. Sea ahorax1u1+ · · ·+xNuN un representante de la clase, entonces

(x1u1 + · · ·+xnuN)+S 7−→ (xk+1, . . . ,xN).

Es claro queT es una aplicación lineal y sobreyectiva, luego el rango de la matriz
asociada aT esm, y Ses el núcleo deT. La aplicacióng : RN −→ Rm definida por

g(x) = T(x−a) = T(x)−T(a)

es derivable en todo punto con derivadaDg(x) = T, ∀x∈ RN, luegog es de claseC ∞.
La variedad diferenciable determinada globalmente porg es

{x∈ RN : g(x) = 0}= {x∈ RN : T(x−a) = 0}=

{x∈ RN : x−a∈ S}= {x∈ RN : x∈ a+S}= M.
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9.2 S‖·‖2(0,1) es un compacto deRN luego no puede ser homeomorfo a un abierto deRN−1.
En consecuenciaS‖·‖2(0,1) no admite una parametrización cartesiana global. Sin em-
bargoS‖·‖2(0,1) sí tiene parametrizaciones locales sencillas. Por ejemplo siaN 6= 0,
tómeseU la bola unidad euclídea abierta deRN−1 y

p(y) =


(

y,
√

1−‖y‖22
)

si aN > 0, con Ω = U×R+(
y,−
√

1−‖y‖22
)

si aN < 0, con Ω = U×R−
.

Veamos en primer lugar el caso particularN = 2. SeanΩ± = R×R± los semiplanos
abiertos, y consideremos el abierto deR

U := {x∈ R : 0 < |x|< 1}=]−1,0[∪]0,1[.

Consideremos por último las parametrizaciones

p±(x) :=
(
x,±(1−|x|)

)
, ∀x∈U.

Entonces

(Ω+,U, p+) es una parametrización cartesiana local para todo punto deM con
ordenada positiva.

(Ω−,U, p−) es una parametrización cartesiana local para todo punto deM con
ordenada negativa.

Una parametrización cartesiana global se consigue separando el dominio de definición

de ambas: Si notamos

{
U− = U−1 =]−2,−1[∪]−1,0[
U+ = U +1 =]0,1]∪]1,2[ , entonces la aplicación

p : U−∪U+ −→ R2 dada por

p(x) =
{

p−(x+1) si x∈U−

p+(x−1) si x∈U+

es una parametrización cartesiana global deM.

Veamos ahora el caso general. Sean

Ω+ = {x∈ RN : 0 < xN} y Ω− = {x∈ RN : xN < 0}

los dos semiespacios abiertos deRN. Consideremos el abierto deRN−1 dado por

U = {(x1, . . . ,xN−1) ∈ RN−1 : x1, . . . ,xN−1 6= 0, |x1|+ · · ·+ |xN−1|< 1}.

Las aplicacionesp± : U −→ RN dadas por

p±(x1, . . . ,xN−1) =
(
x1, . . . ,xN−1,±(1−|x1|− · · ·− |xN−1|)

)
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son respectivamente parametrizaciones cartesianas locales deM∩Ω±. En consecuen-
cia, si consideramos los abiertos

U− = U− (1, . . . ,1) y U+ = U +(1, . . . ,1),

entonces(RN,U+∪U−, p) , donde

p(x1, . . . ,xN−1) =
{

p−
(
(x1, . . . ,xN−1)+(1, . . . ,1)

)
si (x1, . . . ,xN−1) ∈U−

p+
(
(x1, . . . ,xN−1)+(1, . . . ,1)

)
si (x1, . . . ,xN−1) ∈U+ ,

es una parametrización cartesiana global deM .

9.3 La función

g(x) = ‖x‖∞−1, ∀x∈G = {x∈ RN : ∃1i ∈ {1, . . . ,N} tal que|xi |= ‖x‖∞}

es de claseC ∞ verificandoJg(a) =
(

0, . . . ,0,
ai

|ai |
,0, . . . ,0

)
, para cadaa∈G con|ai |=

‖a‖∞, y en consecuencia

rango
(
Jg(a)

)
= 1, ∀a∈G.

Así M es una variedad enRN de dimensiónN−1.

9.4 Todos los casos son variedades propias enR3 y en consecuencia de dimensión 2 (resp.
1). Se trata pues de describir el plano (resp. la recta) tangente y la recta (resp. el plano)
normal a la variedadM en el punto(a,b,c).

Conviene recordar que siA2 +B2 +C2,α2 +β 2 + γ2 > 0, entonces se tiene que

π ≡ A(x−a)+B(y−b)+C(z−c) = 0

r ≡


x = a+αt
y = b+β t
z= c+ γt

 (t ∈ R)

=⇒

π⊥ ≡


x = a+At
y = b+Bt
z= c+Ct

 (t ∈ R)

r⊥ ≡ α(x−a)+β (y−b)+ γ(z−c) = 0

1. (Elipsoide) La función

g(x,y,z) =
x2

α2 +
y2

β 2 +
z2

γ2 −3, ∀(x,y,z) ∈G = R3\{(0,0,0)}

es de claseC ∞ conJg(x,y,z) =
( 2x

α2 ,
2y
β 2 ,

2z
γ2

)
, y en consecuencia

rango
(
Jg(x,y,z)

)
= 1, ∀(x,y,z) ∈G.
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Así M es una variedad enR3 de dimensión 2.

Plano tangente:ComoJg(α,β ,−γ) =
( 2

α
,

2
β

, −2
γ

)
, la ecuación del plano tan-

gente es
1
α

(x−α)+
1
β

(y−β )− 1
γ
(z− γ) = 0.

Recta normal: 
x = α +

t
α

y = β +
t
β

z=−γ− t
γ

(t ∈ R).

2. (Paraboloide hiperbólico) Es la gráfica de la función de claseC ∞ definida por

ϕ(x,y) = x2−y2, ∀(x,y) ∈ R2

Así M es una variedad enR3 de dimensión 2.

Plano tangente:Como
∂ϕ

∂x
(0,0) =

∂ϕ

∂y
(0,0) = 0, la ecuación del plano tangente

esz= 0 .

Recta normal: 
x = 0
y = 0
z= t

(t ∈ R).

3. (Hélice) La función
p(t) = (cost,sent, t), ∀t ∈ R,

es de claseC ∞ con p′(t) = (−sent,cost,1), y en consecuencia

rango
(
p′(t)

)
= 1, ∀t ∈ R.

Así M es una variedad enR3 de dimensión 1.

Recta tangente:Comop′(π) = (0,−1,1), la ecuación de la recta tangente es
x = −1
y = −t
z= π + t

(t ∈ R).

Plano normal:
−y+(z−π) = 0.
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4. (Borde de la bóveda de Viviani) La función

g : G = R×R×R+ \
{(1

2
,0,z

)
: z∈ R

}
−→ R2

dada por
g(x,y,z) = (x2 +y2 +z2−1,x2−x+y2)

es de claseC ∞ conJg(x,y,z) =
(

2x 2y 2z
2x−1 2y 0

)
, y en consecuencia

rango
(
Jg(x,y,z)

)
= 2, ∀(x,y,z) ∈G

(se han suprimido los puntos de la recta perpendicular al planoOXYque pasa por
el cetro de la circunferencia

(
x− 1

2

)2 +y2 = 1
4)

Así M es una variedad enR3 de dimensión 1.

Recta tangente:Como Jg(0,0,1) =
(

0 0 2
−1 0 0

)
, un vector de dirección de la

recta tangente es por ejemplo(0,1,0), y en consecuencia la ecuación de la recta
tangente es 

x = 0
y = t
z= 1

(t ∈ R).

Plano normal:y = 0.

5. (Toro) La función

g : G = R3\{(0,0,z) : z∈ R}∪{(x,y,0) : x2 +y2 = 4} −→ R

dada por
g(x,y,z) =

(√
x2 +y2−2

)2 +z2−1

es de claseC ∞ con

Jg(x,y,z) =

(
2(
√

x2 +y2−2)x√
x2 +y2

,
2(
√

x2 +y2−2)y√
x2 +y2

, 2z

)
,

y en consecuencia

rango
(
Jg(x,y,z)

)
= 1, ∀(x,y,z) ∈G

(hay que quitar los puntos del ejeOZ y la circunferencia eje interior del toro, esto
es, el conjunto de centros de las circunferencias que describen el toro).

Así M es una variedad enR3 de dimensión 2.

Plano tangente:ComoJg(3,0,0) = (2,0,0), la ecuación del plano tangente esx−
3 = 0 .
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Recta normal: 
x = 3+ t
y = 0
z= 0

(t ∈ R).

9.5 i)⇒ ii) Si a = 0 no hay nada que probar, en otro caso aplicandoi) al vector
a
‖a‖2

, se

tiene que
a1 . . .aN(
‖a‖2

)N ≤ ( 1
N

)N
2 ,

o lo que es lo mismo

N
√

a2
1 · · ·a2

N ≤
a2

1 + · · ·+a2
N

N

de donde se deduce ii) sin más que observar que tan arbitrarios son losai como losa2
i .

ii)⇒ i) Se tiene que

N
√

a2
1 · · ·a2

N ≤
a2

1 + · · ·+a2
n

N
,

lo que en el caso de que‖a‖2 = 1 equivale a

a1 · · ·aN ≤
( 1

N

)N
2
.

Sabemos que en ambos casos se da la igualdad si, y sólo si,a1 = · · ·= aN .

9.6 i) La condición viene dada por la funcióng : R+×R+×R+ −→ R dada por

g(x,y,z) = xy+xz+yz−3.

La variedadM enR3 de dimensión 2 que define

M = {(x,y,z) ∈ R+×R+×R+ : xy+xz+yz= 3}

no es compacta. La función a minimizar sobreM es f : R+×R+×R+ −→ R
definida por

f (x,y,z) = xyz.

Función de Lagrange: L : R+×R+×R+×R−→ R definida por

L(x,y,z,λ ) = xyz+λ (xy+xz+yz−3)

Sistema de Lagrange: 
yz+λ (y+z) = 0
xz+λ (x+z) = 0
xy+λ (x+y) = 0
xy+xz+yz= 3

x,y,z> 0
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Solución:

a = (1,1,1), α =
−1
2

.

Haciendo un estudio paralelo al realizado en el Ejemplo9.15obtendríamos

H =
(

1 −1 0
1 0 −1

)0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

 1 1
−1 0
0 −1

=
(
−1 −1

2
−1

2 −1

)
.

y concluiríamos quef alcanza ena = (1,1,1) un máximo estricto condicionado.
La justificación topológica de que es máximo absoluto ahora no es difícil consi-
derando el compacto

K = {(x,y,z) ∈ R+
0 ×R

+
0 ×R

+
0 : xy+xz+yz= 3}.

Utilizando la desigualdad de las medias tenemos:

3
√

x2y2z2≤ xy+xz+yz
3

,

además se da la igualdad si, y sólo si,xy= xz= yz, esto es,x = y = z.

Al haber un sólo punto crítico, concluimos que no existe un ortoedro de volumen
mínimo con dicha superficie lateral. Una prueba alternativa de este hecho es la
siguiente: Dado un naturaln, tomando los valores

x =
1
n
,y = 1,z=

3n−1
n+1

⇒ xyz=
3n−1

n(n+1)
.

ii) No existe un ortoedro de superficie lateral máximo con volumen una unidad, pues
hay un sólo punto crítico. Una prueba alternativa es la siguiente: dado un natural
n, si tomamos

x = n,y =
1
n
,z= 1 ⇒ xy+xz+yz→+∞.

9.7 Se puede hacer un estudio utilizando la función de Lagrange

L : R+×R+×R+×R−→ R

definida por

L(x,y,z,λ ) = 8xyz+λ

(x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 −1
)
,

pero es mejor proceder usando la desigualdad de las medias:

3

√
x2y2z2

a2b2c2 ≤
x2

a2 + y2

b2 + z2

c2

3
=

1
3
⇔ 8xyz≤ 8

√
3

9
abc,
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y se da la igualdad si, y sólo si,

x2

a2 =
y2

b2 =
z2

c2 ,

y como se verifica
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1,

concluimos que lasolución es

x =
a
√

3
3

, y =
b
√

3
3

, z=
c
√

3
3

,

que corresponde al valor del parámetroα =
−4
√

3abc
9

.

9.8 Sea
π ≡ Ax+By+Cz= D con A2 +B2 +C2 > 0

y el punto(a,b,c). Queremos hacer mínimo

d =
√

(x−a)2 +(y−b)2 +(z−c)2, ((x,y,z) ∈ π),

ó lo que es igual, hacer mínimod2.

Función de Lagrange: L : R4−→ R dada por

L(x,y,z,λ ) = (x−a)2 +(y−b)2 +(z−c)2 +λ (Ax+By+Cz−D).

Sistema de Lagrange:
2(x−a)+λA = 0
2(y−b)+λB = 0
2(z−c)+λC = 0
Ax+By+Cz= D

⇒ 2
(

A(x−a)+B(y−b)+C(z−c)
)

=−λ (A2 +B2 +C2),

es decir,
2
(

D− (Aa+Bb+Cc)
)

=−λ (A2 +B2 +C2),

equivalentemente

λ =
2(Aa+Bb+Cc−D)

A2 +B2 +C2 .

Solución:

(x,y,z), α =
2(Aa+Bb+Cc−D)

A2 +B2 +C2 ,

con lo que

d2 = (x−a)2 +(y−b)2 +(z−c)2 =
α2
(

A2 +B2 +C2
)

4
=
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=
(Aa+Bb+Cc−D)

A2 +B2 +C2

2

,

es decir,

d =
|Aa+Bb+Cc−D|√

A2 +B2 +C2
.

La justificación de que es mínimo absoluto es fácil (ver Ejercicio2.10que utiliza la
propiedad de Bolzano-Weierstrass.)

9.9 Los conjuntosK son compactos y las funciones son continuas luego alcanzan el máxi-
mo y el mínimo absolutos. Es claro que los extremos absolutos son también extremos
condicionados (relativos en el caso de abiertos). Si el punto dondef alcanza un extre-
mo absoluto pertenece al interior deK, entoncesf alcanza en él un extremo relativo y
en consecuencia las derivadas parciales def en dicho punto son nulas. En otro caso,
el punto pertenece a la frontera deK y se estudia como extremos condicionados (la
frontera deK ó es una variedad ó es unión finita de variedades disjuntas).

f

f (x) = 2x2−3y2−2x. K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 5
}

.

En este casoK es un círculo de centro el origen y radio
√

5.

Estudio en el interior: {
∂ f
∂x(x,y) = 4x−2
∂ f
∂y(x,y) =−6y

}
.

El único punto crítico esa =
(1

2
,0
)

.

Estudio en la frontera:

Función de Lagrange:L : (R2\{(0,0)})×R−→ R definida por

L(x,y,λ ) = 2x2−3y2−2x+λ (x2 +y2−5).

Sistema de Lagrange:
(2+λ )x = 1
(λ −3)y = 0
x2 +y2 = 5

⇒
{

y = 0⇒ x =±
√

5,λ = ±1√
5
−2

λ = 3,x = 1
5,y =±

√
124
5

}

Solución:

b =
(√

5,0
)
,α =

1√
5
−2; c =

(
−
√

5,0
)
,α =− 1√

5
−2;

d =
(1

5
,

√
124
5

)
,β = 3; e=

(1
5
,−
√

124
5

)
,β = 3.
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En consecuencia,f alcanza el máximo enc y vale 10+2
√

5, mientras que el mínimo
vale−380

25 =−15,2 y se alcanza end y e.

g

g(x,y) = 10xy−x2y−xy2, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : 0≤ x,0≤ y,x+y≤ 10
}

K es el triángulo de vértices(0,0),(0,10),(10,0).

Estudio en el interior: {
∂g
∂x(x,y) = 10y−2xy−y2

∂g
∂y(x,y) = 10x−x2−2xy

}
.

El único punto crítico esa =
(10

3
,
10
3

)
.

Estudio en la frontera:
La frontera es unión disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M1 = {(0,0),(0,10),(10,0)} (de dimensión cero),

M2 = {(x,y) ∈ R2 : x = 0,0 < y < 10},

M3 = {(x,y) ∈ R2 : y = 0,0 < x < 10},

M4 = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x,0 < y, x+y = 10},

de dimensión uno.

La funcióng(x,y) = (10− x− y)xy se anula en todos los puntos de la frontera y en el
interior deK toma valores positivos, luego alcanza el mínimo en la frontera y éste vale

cero y el máximo lo alcanza en el punto crítico del interior y vale
(10

3

)3
.

h

h(x,y) = x2 +y2−xy−x−y, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : 0≤ x,0≤ y,x+y≤ 3
}

K es el triángulo de vértices(0,0),(0,3),(3,0).

Estudio en el interior: {
∂h
∂x(x,y) = 2x−y−1
∂h
∂y(x,y) = 2y−x−1

}
.

El único punto crítico esa = (1,1).

Estudio en la frontera:
La frontera es unión disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M1 = {(0,0),(0,3),(3,0)} (de dimensión cero),

M2 = {(x,y) ∈ R2 : x = 0,0 < y < 3},
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M3 = {(x,y) ∈ R2 : y = 0,0 < x < 3},

M4 = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x,0 < y, x+y = 3},

de dimensión uno.

En las variedadesM2 y M3 los puntos críticos son

c =
(

0,
1
2

)
, β =

−1
2

y d =
(1

2
,0
)
, γ =

−1
2

.

Estudiamos los extremos condicionados deh enM4.

Función de Lagrange: L : R+×R+×R−→ R definida por

L(x,y,λ ) = x2 +y2−xy−x−y+λ (x+y−3).

Sistema de Lagrange: 
2x−y−1+λ = 0
2y−x−1+λ = 0

x+y = 3

Solución:

b =
(3

2
,
3
2

)
, α =

−1
2

.

Evaluando se obtiene queh alcanza el máximo en(0,3) y (3,0) y éste vale 6; el mínimo
vale -1 y se alcanza ena = (1,1).

u

u(x,y) = x2−2xy+y2, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 2x
}

.

K es el círculo de centro(1,0) y radio 1. La propiedad de compacidad nos asegura
que f alcanza el máximo y el mínimo absolutos enK. Si el punto dondef alcanza un
extremo absoluto pertenece al interior deK, esto es, al conjunto

{(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 < 2x},

entoncesf alcanza en él un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, es solución del sistema

∇ f (x,y) = 0 ⇔
{

D1 f (x,y) = 0
D2 f (x,y) = 0

}
⇔ x = y.

Puntos críticos:{(x,x) : 0 < x < 1}.
Estudio en la frontera:

M = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2−2x = 0}.
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Estudiamos ahora los extremos condicionados porM. Obsérvese queM es la variedad
enR2 de dimensión uno determinada globalmente por la función de claseC ∞

g(x,y) = x2 +y2−2x, ∀(x,y) ∈G = R2\{(1,0)},

pues
rango

(
Jg(x,y)

)
= 1, ∀(x,y) ∈G.

Función de Lagrange: L : G×R−→ R definida por

L(x,y,λ ) = x2−2xy+y2 +λ (x2 +y2−2x).

Sistema de Lagrange:
x−y = λ (1−x)

x−y = λy
x2 +y2 = 2x

⇒ λ (1−x−y) = 0⇒

⇒


b = (0,0),α = 0; c = (1,1),α = 0

d =
(

2+
√

2
2 , −

√
2

2

)
,β =−2−

√
2; e=

(
2−
√

2
2 ,

√
2

2

)
,γ =−2+

√
2

y−x = λy

Finalmente, evaluandou se obtiene que

u(x,x) = 0, u(d) = 3+2
√

2, u(e) = 3−2
√

2.

En consecuencia, el máximo se alcanza end y el mínimo vale cero y se alcanza en los
puntos del conjunto{(x,x) : 0≤ x≤< 1}.

v

v(x,y) = y−x, K :=
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2−2x = 0
}

.

La función

g(x,y) = x2 +y2−2x, ∀(x,y) ∈G = R2\{(1,0)}

es de claseC ∞ y verifica

rango
(
Jg(x,y)

)
= 1, ∀(x,y) ∈G

por lo queM es la variedad de dimensión uno enR2 globalmente determinada por
g. De hechoM es la circunferenciaC((1,0),1), luego es compacta, lo que asegura la
existencia de extremos absolutos.

En este caso, el interior del conjunto es vacío.

Estudio en la frontera:
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Función de Lagrange: L : G×R−→ R definida por

L(x,y,λ ) = y−x+λ (x2 +y2−2x).

Sistema de Lagrange:
−1+2λx−2λ = 0

1+2λy = 0
x2 +y2−2x = 0

⇔


1 = 2λ (x−1)
−1 = 2λy

x2 +y2 = 2x
⇔ (λ 6= 0)

{
y = 1−x

x2 +y2 = 2x
⇔ 2x2−4x+1= 0.

Solución:

a =
(2+

√
2

2
,
−
√

2
2

)
,α =

√
2

2
; b =

(2−
√

2
2

,

√
2

2

)
,β =

−
√

2
2

Concluimos quev alcanza el máximo enb y ena el mínimo, y estos valen−1+
√

2 y
−1−

√
2, respectivamente.

9.10

f (x,y,z) = xyz, ∀(x,y,z) ∈M = {(x,y,z) ∈ R3 : x+y+z= 1}.

Función de Lagrange: L : R4−→ R definida por

L(x,y,z,λ ) = xyz+λ (x+y+z−1).

Sistema de Lagrange: 
yz+λ = 0
xz+λ = 0
xy+λ = 0

x+y+z= 1

⇒ yz= xz= xy

Soluciones:
a =

(1
3
,
1
3
,
1
3

)
, α =

−1
9

; b = (1,0,0), β = 0,

c = (0,1,0), β = 0; d = (0,0,1), β = 0

HLα
(x,y,z) = HLβ

(x,y,z) =

0 z y
z 0 x
y x 0


Ha =

1
3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , Hb =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , Hc =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , Hd =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Jg = (1,1,1) ⇒ K(x,y,z) =
(

1 −1 0
0 1 −1

)



354 9. Variedades. Extremos condicionados.

(
1 −1 0
0 1 −1

)0 1 1
1 0 1
1 1 0

 1 0
−1 1
0 −1

=
(
−2 1
1 −2

)
f alcanza ena un máximo condicionado estricto.

(
1 −1 0
0 1 −1

)0 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0
−1 1
0 −1

=
(

0 1
1 −2

)
f no alcanza enb un extremo condicionado.

(
1 −1 0
0 1 −1

)0 0 1
0 0 0
1 0 0

 1 0
−1 1
0 −1

=
(

0 −1
−1 0

)
f no alcanza enc un extremo condicionado.

(
1 −1 0
0 1 −1

)0 1 0
1 0 0
0 0 0

 1 0
−1 1
0 −1

=
(
−2 1
1 0

)
f no alcanza end un extremo condicionado.

Una prueba alternativa de que enb no se alcanza un extremo condicionado es la si-
guiente: para cada naturaln se tiene

f
(

1,
1
n
,
−1
n

)
< 0 < f

(
1,

1
n
,
1
n

)
.

El mismo argumento se puede usar también para los puntosc y d.
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Tema 10

Medida de Lebesgue enRN.

Desde la antigüedad el hombre ha tenido que enfrentarse al problema de medir longitudes,
áreas y volúmenes; si bien de hecho la historia está llena de acontecimientos que así lo avalan,
hay que constatar que la formalización de la teoría de la medida es reciente.

La medida de Lebesgue enRN es una extensión de la noción elemental de volumen de
un intervalo acotadoN-dimensional a una muy amplia clase de subconjuntos deRN. Puesto
que la medida de Lebesgue tiene diferente significado en espacios de distinta dimensión, es
usual fijar la dimensiónN ∈ N, lo que haremos desde este momento, y en consecuencia no
será necesario indicarla explícitamente en la notación.

El procedimiento que seguiremos para construir la medida de Lebesgue enRN consistirá
en definir directamente la medida exterior de Lebesgue a partir del volumen de un intervalo
acotado y restringir dicha medida exterior a la amplia clase de los conjuntos medibles, clase
que describiremos utilizando la topología (Teorema10.15), aunque se probará también que
no hay que disponer de la topología para conocer los conjuntos de dicha clase (Teorema
10.16).

En términos generales el problema de medir enRN consiste en asignar a cada subconjunto
A deRN su medidaµ(A), con la que se pretende cuantificar su tamaño. Naturalmente esta
asignación ha de poseer ciertas cualidades que nos dicta la razón, a saber

µ(A)≥ 0 y µ(A1∪ . . .∪An) = µ(A1)+ . . .+ µ(An)

para cualesquiera conjuntosA1, . . . ,An disjuntos entre sí. No obstante, el desarrollo exitoso
de la teoría exige que la anterior condición de aditividad sea válida para cualquier sucesión
{An} de conjuntos disjuntos entre sí, esto es

µ (∪∞
n=1An) =

∞

∑
n=1

µ(An).

Es también natural requerir que la medida asignada a los intervalosN-dimensionales ven-
ga dada por la fórmula tradicional. No todos los subconjuntos deRN se pueden someter a
estas reglas. Aquellos que sí lo hacen constituyen una familia, los conjuntos medibles, que
goza de las propiedades que seguidamente codificamos. Conviene resaltar que el trabajo con
medidas involucra inexorablemente el conjunto[0,∞] (véase el Apéndice A en el que se re-
cogen las nociones usadas habitualmente en dicho conjunto).

359
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10.1. σ -álgebras y medidas.

Definición 10.1 (σ -álgebra y medida). Una σ -álgebraen un conjunto no vacíoΩ es una
familia A ⊂P(Ω) que verifica las siguientes propiedades:

i) Ω ∈A .

ii) A∈A ⇒ AC := Ω\A∈A .

iii) [An ∈A , ∀n∈ N]⇒∪∞
n=1An ∈A .

Los elementos deA se llamanconjuntos mediblesy el par(Ω,A ) se llamaespacio medible.
Dado un espacio medible(Ω,A ), una medida sobre A es una aplicación

µ : A → [0,∞] σ -aditiva, es decir:

[
An ∈A , ∀n∈ N,Ai ∩A j = /0 (i 6= j)

]
⇒ µ (∪∞

n=1An) =
∞

∑
n=1

µ(An).

Es natural queµ( /0) = 0 lo que ocurre, como veremos, si existeA∈A tal queµ(A) < ∞. Por
ello, se supondrá siempre que existe un conjunto de medida finita.

La terna(Ω,A ,µ) se llama unespacio de medida.
Se dice que un espacio de medida(Ω,A ,µ) escompletosi cualquier subconjunto de un

conjunto de medida cero es medible, esto es

[A∈A ,µ(A) = 0,B⊂ A]⇒ B∈A ,

de lo cual se deducirá enseguida que, en tal caso,µ(B) = 0.

Proposición 10.2 (Propiedades de lasσ -álgebras y de las medidas).Sea(Ω,A ) un espa-
cio medible.

1) Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) /0∈A .

b) A,B∈A ⇒ A∪B∈A .

c) [An ∈A , ∀n∈ N]⇒∩∞
n=1An ∈A .

d) A,B∈A ⇒ A∩B∈A .

e) A,B∈A ⇒ A\B∈A .
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2) Si µ es una medida sobreA , entonces:

i) µ( /0) = 0.

ii) [A,B∈A ,A∩B = /0]⇒ µ(A∪B) = µ(A)+ µ(B) (aditividad).

iii) [A,B∈A ,A⊂ B]⇒ µ(A)≤ µ(B) (monotonía).

iv) [An ∈A ,An⊂ An+1, ∀n∈ N]⇒ µ(∪∞
n=1An) = lim µ(An)(crecimiento continuo).

v) [An∈A ,An⊃An+1, ∀n∈N,µ(A1)< ∞]⇒ µ(∩∞
n=1An)= lim µ(An) (decrecimiento continuo).

vi) [A,B∈A ]⇒ µ(A∪B)≤ µ(A)+ µ(B) (subaditividad).

vii) [An ∈A , ∀n∈ N]⇒ µ(∪∞
n=1An)≤ ∑∞

n=1 µ(An) (σ -subaditividad).

Demostración:
1

a) Es consecuencia dei) y ii) de la definición ya queΩC = /0.
b) Basta hacer eniii ) de la definiciónA = A1,B = A2 = A3 = ...

c) Es consecuencia deii) y iii ) de la definición ya que∩∞
n=1An =

(
∪∞

n=1AC
n

)C
.

d) Se prueba comob) pero utilizandoc).
e) Es consecuencia de la igualdadA\B= A∩BC usandod) y el axiomaii) de la definición.
2

i) TomemosA∈A tal queµ(A) < ∞, entonces

µ(A) = µ(A∪ /0∪ /0. . .) = µ(A)+ µ( /0)+ µ( /0)+ . . . ,

luegoµ( /0) = 0.
ii) µ(A∪B) = µ(A∪B∪ /0∪ /0∪ . . .) = µ(A)+ µ(B)+0+0+ . . . = µ(A)+ µ(B).
iii ) µ(A)≤ µ(A)+ µ(B\A) = µ(A∪ (B\A)) = µ(B).
iv) PongamosB1 = A1 y Bn+1 = An+1\An, ∀n∈ N. Se tiene que:

An = ∪n
k=1Bk, ∀n∈ N y, en consecuencia, ∪∞

n=1 An = ∪∞
k=1Bk

con lo que

µ(∪∞
n=1An) = µ(∪∞

k=1Bk) =
∞

∑
k=1

µ(Bk) =

lim
(
µ(B1)+ . . .+ µ(Bn)

)
= lim µ (∪n

k=1Bk) = lim µ(An),

donde se ha utilizado el axioma deσ -aditividad, el concepto de serie y la propiedad de aditi-
vidad finita.

v) La propiedad de aditividad finita nos asegura paran∈ N que

µ(A1) = µ(A1\An)+ µ(An),

y también que
µ(A1) = µ (∩∞

n=1An)+ µ (A1\∩∞
n=1 An) ,

con lo que al serµ(A1) < ∞, utilizando ademásiv), se tiene

µ(A1)−µ (∩∞
n=1An) = µ (A1\∩∞

n=1 An) = µ (∪∞
n=1(A1\An)) =
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lim µ(A1\An) = lim(µ(A1)−µ(An)) = µ(A1)− lim µ(An)

de donde obviamente se deduce la propiedadv).
vi) µ(A∪B) = µ(A∪ (B\A)) = µ(A)+ µ(B\A)≤ µ(A)+ µ(B).
vii) PongamosBn = ∪n

k=1Ak,∀n∈ N. Se tiene que

µ (∪∞
n=1An) = µ (∪∞

n=1Bn) = lim µ(Bn)≤ lim
n

∑
k=1

µ(Ak) =
∞

∑
n=1

µ(An),

donde se han utilizadoiv), vi) y el concepto de serie.

Nota 10.3. Obsérvese que ahora laσ -subaditividad asegura que, en cualquier espacio de
medida,la unión numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.

Definición 10.4 (Propiedad c.p.d.).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Se dice que una
propiedadP(ω) relativa a un punto genéricoω ∈Ω se verificacasi por doquiercon respecto a
µ (µ-c.p.d.), o bien, para casi todo punto deΩ con respecto a µ

(µ-ct ω ∈ Ω), si el conjunto de puntos donde dicha propiedad no se verifica es un conjunto
de medida cero. Se omite la referencia a la medidaµ si no hay lugar a confusión.

Por ejemplo, la función parte enteraE :R→R es continua c.p.d. ya que el conjuntoZ de
puntos de discontinuidad tiene medida cero (según la Nota10.3).

Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida y{Pn} es una sucesión de propiedades relativas a
un punto genéricoω ∈ Ω tal que cada una de lasPn se verifica c.p.d., entonces se verifican
todas simultáneamente c.p.d., es decir, si se considera la propiedadP determinada por: “P se
verifica enω si, y sólo si, todas lasPn se verifican enω”, entoncesP se verifica c.p.d. En
efecto, si para cadan naturalEn ⊂ Ω es el conjunto de medida cero en el que no se verifica
Pn, entonces el conjunto

E := {ω ∈Ω : P no se verifica enω}

es de medida cero, puesE = ∪n∈NEn.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 363

Ejemplos 10.5 (σ -álgebras y medidas).

a) La σ -álgebra generada por una familia de subconjuntos deΩ.

La familia P(Ω) constituida por todos los subconjuntos deΩ es unaσ -álgebra enΩ.
Si {Ai : i ∈ I} es una familia deσ -álgebras enΩ, entoncesA = ∩i∈IAi es unaσ -
álgebra enΩ. En consecuencia siD es una familia de subconjuntos deΩ, entonces la
intersección de todas lasσ -álgebras enΩ que contienen aD (entre las cuales hay al
menos una:P(Ω)) es la menorσ -álgebra enΩ que contiene aD y recibe el nombre
deσ -álgebra generada porD .

b) La σ -álgebra de Borel y la medida de Borel-Lebesgue.

Todo espacio topológico(X,ℑ) se considerará un espacio medible con la
σ -álgebra generada por la familiaℑ de los abiertos deX. A estaσ -álgebra se la llama
σ -álgebra de Borel.

La σ -álgebra de Borel enRN es laσ -álgebra generada por la familiaℑ de los abiertos
deRN, se nota porB y sus elementos se denominan conjuntosborelianos.

Es claro que los conjuntos cerrados son borelianos, así como queB está generada
también por la familiaF de los cerrados deRN. De hechoB contiene las siguientes
familias de subconjuntos topológicamente relevantes:

i) Conjuntos del tipoGδ que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
intersección numerable (y decreciente, si se quiere) de abiertos.

ii) Conjuntos del tipoFσ que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
unión numerable de cerrados. Es inmediato comprobar que un conjuntoB del tipo
Fσ se puede expresar como unión numerable y creciente de conjuntos compactos.
En efecto siB = ∪∞

n=1Fn, es una expresión deB como unión de cerrados, también
B se puede expresar de la formaB = ∪∞

n=1Kn, donde para cadan

Kn = B(0,n)∩ (F1∪ . . .∪Fn).

Se verá más adelante queB es laσ -álgebra generada por los intervalos acotados de
RN (ver Corolario10.9). La relevancia de estaσ -álgebra radica en el hecho de que
existe una única medida sobre B que extiende el volumen de los intervalos acotados
(ver Teorema10.15). Esta medida recibe el nombre demedida de Borel-Lebesgue, se
nota porλ y se puede describir de la siguiente manera:

λ (B) = inf

{ ∞

∑
n=

v(In) : B⊂ ∪n∈NIn, In intervalos acotados

}
, ∀B∈B

(ver de nuevo10.15).

La expresión que define la medida de Borel-Lebesgue tiene perfecto sentido para cual-
quier subconjunto deRN dando lugar a la llamadamedida exterior de Lebesgue, λ ∗.
Desgraciadamenteλ ∗ no es una medida sobre laσ -álgebraP(RN) (ver ejercicios
10.8y 10.9).
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c) La σ -álgebra y la medida de Lebesgue.

La σ -álgebra de Lebesgue enRN (que presentamos en el Teorema10.5), se nota por
M y es la mayorσ -álgebra enRN que contiene a los intervalos acotados y sobre la cual
la medida exterior de Lebesgue es aditiva (ver ejercicio10.4). De hecho la restricción
de λ ∗ a M es la única medida sobreM que extiende el volumen de los intervalos
acotados (ver Teorema10.15). Esta medida recibe el nombre de medida de Lebesgue y
la notaremos también porλ .

CuriosamenteM es sólo un ligero agrandamiento deB, de hecho es la “completación”
deB, es decir:

M = {B∪Z : B∈B,Z⊂ A∈B conλ (A) = 0}

y paraB∪Z conB∈B y Z ⊂ A∈B con λ (A) = 0 se defineλ (B∪Z) = λ (B) (ver
una vez más10.15junto con10.13). Es conocido sin embargo que existen extensiones
de la medida de Lebesgue, aunque no hay ninguna forma razonable de medir en todo
P(RN).

d) La σ -álgebra y la medida inducida.

Si (Ω,A ) es un espacio medible yE es un subconjunto medible deΩ no vacío, es
inmediato comprobar que

AE := {E∩A : A∈A } (= {A∈A : A⊂ E})

es unaσ -álgebra enE, que se denominaσ -álgebra inducida.

Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida yE es un subconjunto medible no vacío deΩ,
es inmediato probar que la restricción,µE, de µ a la σ -álgebraAE es una medida
sobreAE que se denominamedida inducida. En lo sucesivo cualquier subconjunto
medible no vacío de un espacio medible (resp. de medida) se considerará como un
espacio medible (resp. de medida) con laσ -álgebra (resp. la medida) inducida. La
terna(E,AE,µE) se denominaespacio de medida inducido.

10.2. Construcción de la medida de Lebesgue enRN.

Comenzamos ahora la construcción de la medida de Lebesgue enRN. Como anunciá-
bamos, el germen de dicha construcción es el volumen de los intervalos de dimensiónN,
concepto que precisamos a continuación.

Definición 10.6 (Volumen de un intervalo de dimensiónN). Un intervalo enRN o intervalo de dimensión N
es un conjunto de la forma

I = I1× I2×·· ·× IN
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dondeI1, I2, . . . , IN son intervalos (cada uno de ellos de cualquier tipo, abierto, cerrado o
semiabierto, acotado o no) enR. Cuando el intervaloI es acotado y no vacío se define su
volumenpor:

v(I) := (supI1− inf I1) · · ·(supIN− inf IN).

Por coherencia convenimos quev( /0) = 0.
Si N = 1 el volumen 1-dimensional de un intervalo acotadoI ⊂R se llama lalongitudde

I y se representa por`(I). ParaN = 2 (N = 3) el volumen 2-dimensional (3-dimensional) de
un intervalo acotado enR2 (R3), que no es otra cosa que un rectángulo (ortoedro) de lados
paralelos a los ejes, es elárea(volumen) de dicho rectángulo (ortoedro).

Notaremos porJ a la familia de losintervalos acotadosdeRN.

Para algunas demostraciones es más cómodo restringirse a una familia más pequeña de
intervalos acotados.

Definición 10.7 (cubo diádico de dimensiónN). Dado a = (a1, . . . ,aN) ∈ RN y δ > 0,
llamamosN-cubode ladoδ y vérticea al intervalo acotado

Q(a,δ ) = [a1,a1 +δ [×[a2,a2 +δ [×...× [aN,aN +δ [.

Para cadan∈N notaremos porPn el conjunto de todos losN-cubos de lado1
2n con vértice en

un puntox deRN cuyas coordenadas sean múltiplos enteros de1
2n . Es decir:

Pn =
{

Q

(
x,

1
2n

)
: x∈ RN,2nx∈ ZN

}
.

Tales intervalos acotados se denominancubos diádicosde dimensiónN.

No es difícil probar que para cada naturaln la familiaPn constituye una partición (nume-
rable) deRN.

EnRN tenemos el siguiente resultado acerca de la expresión de un conjunto abierto como
unión de cubos diádicos disjuntos, que será frecuentemente usado.

Proposición 10.8 (Descomposición canónica en cubos diádicos).Todo conjunto abierto no
vacío G enRN es unión de una sucesión{Qn} de N-cubos diádicos dos a dos disjuntos y
cuya adherencia está contenida en G. Además si K⊂G y K es compacto entonces se verifica
que K⊂ ∪m

n=1Qn para algún m∈ N.

Demostración:
Paran= 1 seaS1 el conjunto de losN-cubos diádicos de lado12 cuya adherencia está con-

tenida enG. Paran∈N, n> 1 seaSn el conjunto de losN-cubos diádicos de lado12n cuya ad-
herencia está contenida enG y no están contenidos en ningún
N-cubo diádico de lado mayor que12n cuya adherencia esté contenida a su vez enG. Como
∪∞

n=1Sn es una familia numerable deN-cubos diádicos, podemos considerar una enumera-
ción {Qn : n ∈ N} de ésta. Probamos ahora que la sucesión{Qn} satisface las propiedades
deseadas.
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Para cada naturaln definimos

Fn :=
{
∪{Q : Q∈ Sn} si Sn 6= /0
/0 siSn = /0

Es claro que∪∞
p=1Qp = ∪∞

n=1Fn y queG⊃ ∪∞
n=1Fn. Veamos queG⊂ ∪∞

n=1Fn. Para ello sea

x∈G; por serG abierto enRN existeρ > 0 tal queB∞(x,ρ)⊂G. Sean∈ N tal que 1
2n < ρ

y seaQ∈ Pn tal quex ∈ Q (la familia Pn es una partición deRN). Para todoy∈ Q se tiene
que‖y− x‖∞ ≤ 1

2n < ρ, así resulta queQ⊂ G; por tanto, o bienQ∈ Sn, o bienQ⊂ Q′ con
Q′ ∈ Sm y m< n. En cualquier caso se tiene queQ⊂ ∪∞

n=1Fn por lo quex∈ ∪∞
n=1Fn. Hemos

demostrado así queG = ∪∞
p=1Qp.

Veamos queQp∩Qq = /0 parap 6= q. SeaQp ∈ Sm y Qq ∈ Sn. Si m= n entoncesQp y Qq

sonN-cubos diádicos distintos de igual lado y por tanto se tiene queQp∩Qq = /0. Sim 6= n,
Qp y Qq sonN-cubos diádicos de distinto lado y, por definición de los conjuntosSn, el de
menor lado no está contenido en el de mayor lado, luego se tiene queQp∩Qq = /0.

Sea ahoraK ⊂G compacto. SiG =RN entoncesQp ∈ S1, ∀p∈N y la existencia demes
inmediata. En otro caso, sea:

α = inf{‖y−x‖∞ : x∈ K, y∈ RN \G}.

Por serK compacto yRN\G cerrado y ambos disjuntos, ha de serα > 0. Sean0 el más
pequeño número natural tal que12n0 < α. Si ahorax∈ K y Q∈ Pn0 es tal quex∈Q, se tiene
queQ⊂G por lo cual, o bienQ∈ Sn0, o bienQ⊂Q′ conQ′ ∈ Sm y m< n0, así resulta que

K ⊂ ∪n0
n=1Fn.

ComoK es un conjunto acotado es claro que para todon∈ N el conjunto

{Q : Q∈ Sn,Q∩K 6= /0}

es finito, en consecuencia la familia

{Q : Q∈ Sn,Q∩K 6= /0,1≤ n≤ n0}

es finita y, según acabamos de ver,K está contenido en la unión de dicha familia, luego
∃m∈ N tal queK ⊂ ∪m

n=1Qn.
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Corolario 10.9. La σ -álgebra generada porJ coincide con laσ -álgebra de BorelB.

Demostración:
SeaA la σ -álgebra generada porJ . En vista del resultado anterior se tiene queℑ⊂A

y por tantoB ⊂ A . Veamos queJ ⊂ B y en consecuenciaA ⊂ B. En efecto, basta
pensar que un intervalo acotado de dimensiónN es la intersección de 2N semiespacios que
obviamente son borelianos por ser abiertos o cerrados.

Si A es un subconjunto deRN, la manera más natural en la que cabe pensar medirA es
sin duda la que da la siguiente definición.

Definición 10.10 (Medida exterior de Lebesgue). La medida exterior de
Lebesguees por definición la aplicaciónλ ∗ : P(RN)→ [0,∞] dada por

λ
∗(A) := inf

{
∞

∑
n=1

v(In) : A⊂ ∪n∈NIn, In ∈J , ∀n∈ N

}
, ∀A⊂ RN

(obviamente, existen sucesiones{In} que verifican las condiciones exigidas).

Probemos que también

λ
∗(A) = inf

{
∞

∑
n=1

v(In) : A⊂ ∪n∈NIn, In ∈J , In abierto, ∀n∈ N

}
, ∀A⊂ RN

Para abreviar notamos porα(A) al segundo miembro de la igualdad a demostrar. Es claro
queλ ∗(A) ≤ α(A). Si λ ∗(A) = ∞, entoncesλ ∗(A) = α(A). Si λ ∗(A) < ∞, para probar que
α(A) ≤ λ ∗(A) observemos que siI = I1× . . .× IN es un intervalo acotado, y si para 0< δ

definimos
I(δ ) :=] inf I1−δ ,supI1 +δ [×·· ·×] inf IN−δ ,supIN +δ [.

se tiene queI(δ ) es un intervalo abierto acotado conI ⊂ I(δ ) y claramente se verifica que

v(I(δ ))→ v(I) cuandoδ → 0.

Ahora, dadoε > 0, tomemos una sucesión{In} enJ tal que

A⊂ ∪∞
n=1In y

∞

∑
n=1

v(In)≤ λ
∗(A)+

ε

2
.

Como acabamos de ver, existe para cadan∈ N un intervalo abierto acotadoJn tal que

In⊂ Jn y v(Jn)≤ v(In)+
ε

2n+1 .

Concluimos que

α(A)≤
∞

∑
n=1

v(Jn)≤
∞

∑
n=1

(
v(In)+

ε

2n+1

)
=

ε

2
+

∞

∑
n=1

v(In)≤ λ
∗(A)+ ε
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y por tantoα(A)≤ λ ∗(A).

Seguidamente exponemos las propiedades básicas de la medida exterior de Lebesgue.

Proposición 10.11 (Propiedades de la medida exterior de Lebesgue).La aplicaciónλ ∗ :
P(RN)→ [0,∞] definida por

λ
∗(A) := inf

{
∞

∑
n=1

v(In) : A⊂ ∪n∈NIn, In ∈J ,∀n∈ N

}
,∀A⊂ RN

satisface las siguientes propiedades:

i) λ ∗( /0) = 0.

ii) [A,B⊂ RN,A⊂ B]⇒ λ ∗(A)≤ λ ∗(B) (monotonía).

iii) [An⊂ RN, ∀n∈ N]⇒ λ ∗
(
∪∞

n=1An
)
≤ ∑∞

n=1λ ∗(An) (σ -subaditividad).

Demostración:
i) Es inmediata ya que el vacío es un intervalo acotado de volumen cero.
ii) Es consecuencia de que si una sucesión{In} de elementos deJ cubreB también

cubreA.
iii ) Si ∑∞

n=1λ ∗(An) = ∞, no hay nada que probar. En otro caso seaε > 0. Para cadan∈N
tomemos una sucesión{Im,n}m∈N de elementos deJ que cubreAn y tal que

∞

∑
m=1

v(Im,n)≤ λ
∗(An)+

ε

2n .

DenotemosA = ∪∞
n=1An. Si σ es cualquier biyección deN sobreN×N, deA⊂ ∪∞

k=1Iσ(k)
deducimos, teniendo en cuenta el Apéndice A sobre[0,∞], que

λ
∗(A)≤

∞

∑
k=1

v(Iσ(k)) =
∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

v(Im,n)≤
∞

∑
n=1

λ
∗(An)+ ε

y la arbitrariedad deε demuestra laσ -subaditividad.

Definición 10.12 (medida exterior).Unamedida exterioren un conjunto no vacíoΩ es por
definición una aplicaciónµ∗ : P(Ω)→ [0,∞] verificando:

i) µ∗( /0) = 0.

ii) [A,B⊂Ω,A⊂ B]⇒ µ∗(A)≤ µ∗(B) (monotonía).

iii) [An⊂Ω, ∀n∈ N]⇒ µ∗
(
∪∞

n=1An
)
≤ ∑∞

n=1 µ∗(An) (σ -subaditividad).

Proposición 10.13 (Regularidad de la medida exterior de Lebesgue).Dado
A⊂ RN, existe B boreliano tal que A⊂ B y λ ∗(A) = λ ∗(B).
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Demostración:
Si λ ∗(A) = ∞ podemos tomarB = RN. En otro caso para cadan∈ N existe una sucesión

{Im,n}m∈N de intervalos abiertos acotados que cubreA tal que

∞

∑
m=1

v(Im,n)≤ λ
∗(A)+

1
n
.

En consecuencia el conjuntoGn =∪∞
m=1Im,n es un abierto que contiene aAy verificaλ ∗(Gn)≤

λ ∗(A) + 1
n. Finalmente el conjuntoB = ∩∞

n=1Gn es un boreliano (de tipoGδ ) que verifica
A⊂ B⊂Gn, ∀n∈ N, luego

λ
∗(A)≤ λ

∗(B)≤ λ
∗(Gn)≤ λ

∗(A)+
1
n
,

con lo queλ ∗(A) = λ ∗(B).

Del resultado anterior y de las propiedades de la medida de Borel-Lebesgue se deduce el
siguiente resultado, cuya demostración tenemos que posponer hasta haber probado efectiva-
mente queλ ∗|B es una medida.

Proposición 10.14 (Crecimiento cont. de la medida exterior de Lebesgue).Si{An} es una
sucesión creciente de subconjuntos deRN, entonces

λ
∗ (∪∞

n=1An) = lim λ
∗(An).

10.3. Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue

Disponemos ya del bagaje necesario para presentar el teorema fundamental de la lección
en el que se describe el espacio de medida(RN,M ,λ ).

Teorema 10.15 (Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue).

i) La familia de subconjuntos deRN

M = {B∪Z : B∈B, λ
∗(Z) = 0}

es unaσ -álgebra enRN que contiene a la familia de los intervalos acotados.

ii) La restricción aM (resp.B) de la medida exterior de Lebesgue, denotada porλ , es la
única medida sobreM (resp.B) que extiende el volumen de los intervalos acotados.

Obsérvese que los conjuntos de medida cero deM son simplemente aquellos subcon-
juntos Z deRN tales queλ ∗(Z) = 0. En consecuencia el espacio de medida(RN,M ,λ )
es completo. Es interesante observar que los conjuntos de medida cero tienen interior vacío
(Hágase!).
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Demostración:
i) Es claro queRN ∈M . Si A∪Z ∈M , conA∈B y λ ∗(Z) = 0, entonces, en virtud de

la regularidad de la medida exterior de Lebesgue, existeB∈B tal queZ ⊂ B y λ ∗(B) = 0.
En esta situación podemos escribir

(A∪Z)C = AC∩ZC = AC∩ [BC∪ (ZC∩B)] = [AC∩BC]∪ [AC∩ (ZC∩B)],

y por tanto(A∪Z)C = A′∪Z′, siendoA′ = AC∩BC ∈B y Z′ = AC∩ (ZC∩B) que satisface
λ ∗(Z′)≤ λ ∗(B) = 0, por lo que(A∪Z)C ∈M .

Si ahora{An∪Zn} es una sucesión de elementos deM , entonces

∪∞
n=1(An∪Zn) = (∪∞

n=1An) ∪ (∪∞
n=1Zn) ∈M

puesto que∪∞
n=1An ∈B y λ ∗

(
∪∞

n=1Zn
)
≤ ∑∞

n=1λ ∗(Zn) = 0.
Finalmente el Corolario10.9nos asegura queJ ⊂M (si se quiere una demostración

alternativa de este hecho, sin utilizar el citado corolario, basta pensar que un intervalo acotado
es unión de un intervalo abierto y el conjuntoZ unión de sus eventuales caras que claramente
verificaλ ∗(Z) = 0).

ii) La prueba de este apartado es laboriosa. Comprobaremos en primer lugar que la res-
tricción deλ ∗ aM es una medida. Supuesto queλ ∗ sea aditiva en laσ -álgebraM obsérvese
que para cualquierE ∈M necesariamente ha de satisfacerse que

λ
∗(A) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A\E), ∀A⊂ RN.

En efecto, dadoA⊂ RN seaB∈B como en10.13. Se tiene

λ
∗(A) = λ

∗(B) = λ
∗(B∩E)+λ

∗(B\E)≥ λ
∗(A∩E)+λ

∗(A\E)

y la subaditividad deλ ∗ (es inmediato que una medida exterior es subaditiva) nos permite
concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad. Es natural entonces considerar
la familia

C = {E ⊂ RN : λ
∗(A) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A\E), ∀A⊂ RN},

es decir, la familia de los conjuntos que “parten bien respecto a la medida exterior” cualquier
conjunto.

Probaremos seguidamente las siguientes afirmaciones:

a) C es unaσ -álgebra yλ ∗ es una medida sobreC .

b) La σ -álgebraM está contenida en laσ -álgebraC .

Como consecuencia de estos apartados se concluye queλ es una medida.

a) Es inmediato comprobar queRN ∈ C y que para cualquierA∈ C tambiénAC ∈ C .

DadosE,F ∈ C y A⊂ RN, tenemos:

λ
∗(A) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A∩EC) =
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λ
∗(A∩E∩F)+λ

∗(A∩E∩FC)+λ
∗(A∩EC∩F)+λ

∗(A∩EC∩FC).

Al sustituirA porA∩ (E∪F) queda

λ
∗(A∩ (E∪F)) = λ

∗(A∩E∩F)+λ
∗(A∩E∩FC)+λ

∗(A∩EC∩F), (1)

y por tanto

λ
∗(A) = λ

∗(A∩ (E∪F))+λ
∗(A∩EC∩FC) = λ

∗(A∩ (E∪F))+λ
∗(A∩ (E∪F)C).

Obtenemos así queE∪F ∈ C . Por inducción se sigue que la unión finita de conjuntos deC
pertenece aC .

Sean ahoraE,F ∈ C disjuntos, por (1) se tiene:

λ
∗(A∩ (E∪F)) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A∩F), ∀A⊂ RN.

Si ahoraE1,E2, . . . ,En ∈ C son disjuntos dos a dos, obtenemos por inducción que:

λ
∗(A∩ (E1∪ . . .∪En)) = λ

∗(A∩E1)+ . . .+λ
∗(A∩En), ∀A⊂ RN. (2)

Sea finalmente una sucesión{En} de elementos deC disjuntos dos a dos y pongamosFn =
E1∪ . . .∪En, ∀n∈ N, y E = ∪∞

n=1En. Entonces

λ
∗(A) = λ

∗(A∩Fn)+λ
∗(A\Fn) =

n

∑
k=1

λ
∗(A∩Ek)+λ

∗(A\Fn)≥

≥
n

∑
k=1

λ
∗(A∩Ek)+λ

∗(A\E),

donde se ha usado (2) y la monotonía deλ ∗. Haciendo quen → ∞ y usando la
σ -subaditividad y la subaditividad deλ ∗, obtenemos

λ
∗(A)≥

∞

∑
n=1

λ
∗(A∩En)+λ

∗(A\E)≥ λ
∗ (∪∞

n=1(A∩En))+λ
∗(A\E) =

= λ
∗(A∩E)+λ

∗(A\E)≥ λ
∗(A),

lo que demuestra queE ∈ C y que:

λ
∗(A) =

∞

∑
n=1

λ
∗(A∩En)+λ

∗(A\E), ∀A⊂ RN. (3)

TomandoA = E en (3) obtenemos laσ -aditividad deλ ∗, es decir[
En ∈ C ,∀n∈ N,Ei ∩E j = /0(i 6= j)

]
⇒ λ

∗ (∪∞
n=1En) =

∞

∑
n=1

λ
∗(En).

Probemos finalmente que la unión numerable de elementos deC pertenece aC . En primer
lugar siE,F ∈C , se tiene queE∩F =(EC∪FC)C∈C y en consecuenciaE\F = E∩FC∈C .
Sea ahora una sucesión cualquiera{En} de elementos deC . Definimos por recurrencia

F1 := E1 y Fn+1 := En+1\∪n
k=1 Ek.
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De lo ya demostradoFn ∈ C , ∀n∈ N. Claramente dichos conjuntos son disjuntos dos a dos
por lo que concluimos que

∪∞
n=1En = ∪∞

n=1Fn ∈ C .

b) Supongamos queSes un semiespacio deRN del tipo:

{(x1, . . . ,xN) ∈ RN : xi < α} (resp.≤,>,≥),

para algúni con 1≤ i ≤ N y algúnα ∈ R. Veamos queS∈ C . Si A⊂ RN y A⊂ ∪∞
n=1In con

In ∈J , ∀n∈ N, entonces los intervalosIn∩S recubrenA∩Sy los intervalosIn\S recubren
A\Sy por tanto se verifica

λ
∗(A∩S)+λ

∗(A\S)≤
∞

∑
n=1

v(In∩S)+
∞

∑
n=1

v(In\S) =
∞

∑
n=1

(v(In∩S)+v(In\S)) =
∞

∑
n=1

v(In).

Consecuentementeλ ∗(A∩S) + λ ∗(A\S) ≤ λ ∗(A) y la subaditividad de la medida exterior
nos permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y que por tanto
S∈ C . Como cualquier intervalo acotado deRN se puede expresar como la intersección de
2N semiespacios del tipo anterior y éstos pertenecen aC podemos asegurar que también
los intervalos acotados pertenecen aC . ComoB es laσ -álgebra que generaJ podemos
ahora concluir queB ⊂ C . Supongamos finalmente queZ ⊂ RN verifica queλ ∗(Z) = 0.
Para cualquierA⊂ RN se tiene entonces

λ
∗(A∩Z)+λ

∗(A\Z) = λ
∗(A\Z)≤ λ

∗(A),

donde se ha utilizado la monotonía deλ ∗. La subaditividad deλ ∗ nos permite concluir que
la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y por tantoZ ∈ C . Hemos probado que
M ⊂ C (de hecho probaremos enseguida que ambasσ -álgebras coinciden).

Una vez probado queλ es una medida, demostraremos ahora que extiende el volumen de
los intervalos acotados, esto es,

λ (I) = v(I), ∀I ∈J .

Esta es sin duda la parte más difícil del teorema que de hecho requiere la utilización del
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (Apéndice A del Tema 2). Supongamos queI es un in-
tervalo acotado deRN. Es claro queλ (I) ≤ v(I), puesI es un recubrimiento de sí mismo.
En consecuencia siv(I) = 0, tambiénλ (I) = 0. Para probar la igualdad en el casov(I) > 0,
observemos que siI = I1× . . .× IN, y para cadaδ tal que

0 < δ <
1
2

min{supI1− inf I1, . . . ,supIN− inf IN}

definimos
I(δ ) = [inf I1 +δ ,supI1−δ ]× . . .× [inf IN +δ ,supIN−δ ],

se tiene queI(δ ) es un intervalo cerrado tal queI(δ )⊂ I y

v(I(δ ))→ v(I) cuandoδ → 0.
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Fijadoε > 0, podemos en consecuencia tomar un intervalo cerradoK contenido enI tal que

v(I) < v(K)+ ε.

Sea{In} una sucesión de intervalos abiertos y acotados deRN que recubranI y tal que

∞

∑
n=1

v(In)≤ λ (I)+ ε.

Puesto queK es compacto ha de ocurrir queK ⊂ I1∪ . . .∪ Im para convenientem∈ N (Teo-
rema de Heine-Borel-Lebesgue). Se verifica entonces que

v(K)≤ v(I1)+ . . .+v(Im)≤
∞

∑
n=1

v(In)≤ λ (I)+ ε

(para comprobar la primera desigualdad véase el Apéndice B sobre "Subaditividad del volu-
men"), y por tantov(I) < λ (I)+2ε. Como quiera que la anterior desigualdad es válida para
cualquier positivoε podemos concluir quev(I)≤ λ (I) y en consecuenciaλ (I) = v(I).

Por último, probaremos la unicidad anunciada en el teorema haciendo uso de la magnífica
relación existente entre la medida de Lebesgue y la topología deRN que recogemos en el
siguiente resultado.

Teorema 10.16.Para E⊂ RN equivalen:

i) E ∈M .

ii) E ∈ C , esto es,λ ∗(A) = λ ∗(A∩E)+λ ∗(A\E), ∀A⊂ RN.

iii) ∀ε > 0, ∃G abierto : E ⊂G y λ ∗(G\E) < ε.

iv) ∃A de tipo Gδ : E ⊂ A y λ ∗(A\E) = 0.

v) ∀ε > 0, ∃F cerrado : F ⊂ E y λ ∗(E\F) < ε.

vi) ∃B de tipo Fσ : B⊂ E y λ ∗(E\B) = 0.

Para todo conjunto medible E se verifican:

λ (E) =
{

inf{λ (G) : G abierto,E ⊂G} (regularidad exterior deλ )
sup{λ (K) : K compacto,K ⊂ E} (regularidad interior deλ )

}

La caracterización de los conjuntos medibles dada porii) se debe a Carathéodory y no
requiere usar la topología.
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Demostración:
Comenzamos probando que paraE ⊂ RN se verifica

λ
∗(E) = inf{λ (G) : G abierto,E ⊂G},

lo que es una generalización de la regularidad exterior. Notemos por comodidad

α = inf{λ (G) : G abierto,E ⊂G}.

Por monotonía esλ ∗(E)≤ α por lo que siλ ∗(E) = ∞ entonces tambiénα = ∞. En otro caso,
dadoε > 0 tomemos una sucesión{In} de intervalos abiertos acotados cuya unión contenga
aE, y tal que

∞

∑
n=1

v(In) < λ
∗(E)+ ε.

EntoncesG = ∪n∈NIn es un abierto que contiene aE, con lo que usando la definición de
medida exterior de Lebesgue, tenemos

α ≤ λ (G) = λ
∗(G)≤

∞

∑
n=1

v(In) < λ
∗(E)+ ε.

Siendoε > 0 arbitrario, se sigue queα ≤ λ ∗(E).

i)⇒ ii) En el teorema anterior se ha probado queM ⊂ C , donde

C = {E ⊂ RN : λ
∗(A) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A\E), ∀A⊂ RN}.

ii)⇒ iii ) Si λ ∗(E) < ∞, fijemosε > 0 y tomemos un abiertoG conE ⊂ G y λ (G) <

λ ∗(E)+ ε. Por ii)

λ (G) = λ
∗(G∩E)+λ

∗(G\E) = λ
∗(E)+λ

∗(G\E).

En consecuencia
λ
∗(G\E) < ε.

En el caso en queλ ∗(E) = ∞, definamosEn = E∩B∞(0,n),∀n∈N. Como para cada natural
n se verifican

En ∈ C y λ
∗(En)≤ λ (B∞(0,n)) = (2n)N < ∞,

por lo ya demostrado, existe un abiertoGn conteniendo aEn y tal que

λ
∗(Gn\En) <

ε

2n .

PongamosG = ∪n∈NGn; G es abierto, y comoE = ∪n∈NEn, G cubre aE. Además como
G\E ⊂ ∪n∈N(Gn\En) se tiene

λ
∗(G\E)≤ λ

∗ (∪n∈N(Gn\En))≤
∞

∑
n=1

λ
∗(Gn\En) < ε

donde se ha empleado la monotonía y laσ -subaditividad.
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iii )⇒ iv) Para cada naturaln seaGn un abierto tal que

E ⊂Gn y λ
∗(Gn\E) <

1
n
.

DefiniendoA = ∩n∈NGn se obtiene un conjunto de tipoGδ conE ⊂ A y, puesto queA\E ⊂
Gn\E, ∀n∈ N, se tiene

λ
∗(A\E)≤ λ

∗(Gn\E) <
1
n
, ∀n∈ N,

y por tantoλ ∗(A\E) = 0.

iv)⇒ i) La hipótesis nos dice queA,A\E ∈M (A es boreliano yλ ∗(A\E) = 0 por lo
que ambos pertenecen aM ), luegoE = A\(A\E) ∈M .

Hemos probado quei)⇔ ii)⇔ iii )⇔ iv).
Para comprobar que tambiéni)⇔ v)⇔ vi) basta tener en cuenta que

E ∈M ⇔ EC ∈M

y quev) (resp.vi)) son las escrituras deiii ) (resp.iv)) para el conjuntoEC.

Probemos finalmente la regularidad interior. SeaE medible y notemos

α = sup{λ (K) : K compacto,K ⊂ E}.

Es claro queα ≤ λ (E). Para probar la otra desigualdad consideremos para cada naturaln el
conjuntoEn = E∩B∞(0,n). Puesto que{En} es una sucesión creciente de conjuntos medibles
con uniónE, por el crecimiento continuo

λ (E) = lim λ (En).

Porv), para cada naturaln existeFn compacto contenido enEn tal que

λ (En\Fn) <
1
n
.

En consecuencia,{Fn} es una sucesión de compactos contenidos enE tales que

λ (En) = λ (Fn)+λ (En\Fn), ∀n∈ N,

y por tanto, tomando limite obtenemos

λ (E) = lim λ (Fn).

Hemos probado queλ (E)≤ α.

Nótese quevi) es un refinamiento de la definición de conjunto medible puesto que asegura
que un tal conjunto medibleE se puede expresar de la formaE = B∪Z conB del tipoFσ ,
λ ∗(Z) = 0 y B∩Z = /0.
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Demostración de la unicidad de la medida de Lebesgue.
Seaµ una medida definida sobre laσ -álgebraM (resp.B) que extiende el volumen

de los intervalos acotados. Probemos que para cualquier conjunto medibleE se tiene que
µ(E)≤ λ (E). En efecto sea{In} una sucesión de intervalos acotados tales que

E ⊂ ∪∞
n=1In.

De la monotonía y laσ -subaditividad de la medidaµ se deduce que

µ(E)≤ µ (∪∞
n=1In)≤

∞

∑
n=1

µ(In) =
∞

∑
n=1

v(In)

y en consecuencia
µ(E)≤ λ

∗(E) = λ (E).

Conviene resaltar que hemos probado que cualquier medida que extienda el volumen de los
intervalos (definida sobre cualquierσ -álgebra que contenga aJ ) es más pequeña que la
medida exterior de Lebesgue.

Probemos ahora la desigualdad contraria. SeaG un abierto deRN. Si {Qn} es la des-
composición canónica deG en cubos diádicos de dimensiónN (Proposición10.8) se tiene
que

µ(G) = µ (∪∞
n=1Qn) =

∞

∑
n=1

µ(Qn) =
∞

∑
n=1

v(Qn) =
∞

∑
n=1

λ (Qn) = λ (∪∞
n=1Qn) = λ (G),

donde se ha utilizado laσ -aditividad de las medidas.
SeaK un compacto deRN. Si I es un intervalo abierto acotado que contenga aK se tiene

de lo ya demostrado que

µ(K) = µ(I)−µ(I \K) = λ (I)−λ (I\K) = λ (K).

Ahora la regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que para cada con-
junto medible LebesgueE se tiene

λ (E) = sup{λ (K) : K compacto,K ⊂ E},

y por tanto
λ (E) = sup{µ(K) : K compacto,K ⊂ E} ≤ µ(E),

donde se ha utilizado la monotonía de la medidaµ.

Ahora ya podemos probar la Proposición10.14.
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Demostración del crecimiento continuo de la medida exterior de Lebesgue.
Como para cadan natural se tiene queAn ⊂ ∪∞

n=1An, deducimos de la monotonía de la
medida exterior queλ ∗(An)≤ λ ∗

(
∪∞

n=1An
)
, y en consecuencia

lim λ
∗(An)≤ λ

∗ (∪∞
n=1An) .

Para probar la desigualdad contraria podemos suponer que limλ ∗(An) < ∞. Para cada natural
n se puede elegir un borelianoBn tal queAn⊂ Bn y λ ∗(An) = λ (Bn). NotemosCn = ∪n

k=1Bk.
Es claro que{Cn} es una sucesión creciente de borelianos tal que

λ
∗(An)≤ λ (Cn),∀n∈ N.

Probemos por inducción que

λ
∗(An) = λ (Cn),∀n∈ N.

Se tiene queλ ∗(A1) = λ (C1) y para cadan natural que

λ (Cn+1)−λ (Cn) = λ (Cn+1\Cn) = λ (Bn+1\(Bn+1∩Cn)) =

λ (Bn+1)−λ (Bn+1∩Cn)≤ λ (Bn+1)−λ
∗(An) = λ

∗(An+1)−λ
∗(An),

donde se ha utilizado la hipótesis de inducción. Del desarrollo anterior y teniendo en cuenta
de nuevo la hipótesis de inducción

λ (Cn+1)≤ λ
∗(An+1),

y por tanto
λ (Cn+1) = λ

∗(An+1).

Por último, utilizando el crecimiento continuo de la medida de Borel-Lebesgue, concluimos

λ
∗ (∪∞

n=1An)≤ λ (∪∞
n=1Cn) = lim λ (Cn) = lim λ

∗(An).

A continuación estudiamos el magnífico comportamiento de la medida de Lebesgue frente
a las transformaciones afines. Empezamos probando quesi ϕ : RN→ RN es una aplicación
continua, entonces ϕ−1(B) ∈B, ∀B∈B. En efecto, la familia

{B∈B : ϕ
−1(B) ∈B}

es unaσ -álgebra que contiene los abiertos, luego coincide con laσ -álgebra de Borel y por
tanto

ϕ
−1(B) ∈B, ∀B∈B.

En particularlos homeomorfismos de RN sobre RN conservan los borelianos. Conviene lla-
mar la atención sobre el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre con los borelianos, la ima-
gen inversa por una función continua de un medible puede no serlo. De hechoexisten homeo-
morfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles (ver ejercicio10.9). Sin
embargo si es cierto queel trasladado de un medible es medible. En efecto, como las traslacio-
nes conservan los conjuntos borelianos, basta probar que sia∈ RN y Z⊂ RN conλ (Z) = 0,
entonces λ (a + Z) = 0, lo cual se deduce de que
v(I) = v(a+ I), ∀I ∈J .
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10.4. Caracterización de la medida de Lebesgue

Teorema 10.17 (Caracterización de la medida de Lebesgue).

i) Si µ es una medida sobreM (resp. B) invariante por traslaciones y tal que
α := µ([0,1[N) < ∞, entoncesµ = αλ .

ii) La medida de Lebesgue es la única medida sobreM invariante por traslaciones para
la que la medida del intervalo[0,1[N es1.

Demostración:

i) Notemos

Q0 = [0,1[N y Qn =
1
2nQ0, ∀n∈ N.

Para cada naturaln, Q0 es unión de 2nN intervalos trasladados deQn dos a dos disjuntos, por
lo que usando queµ es invariante por traslaciones, se tiene que

α = µ(Q0) =
2nN

∑
j=1

µ(Qn) = 2nN
µ(Qn),

esto es,

µ(Qn) =
α

2nN = αv(Qn).

Utilizando de nuevo queµ es invariante por traslaciones deducimos que

µ(Q) = α v(Q), para cualquier cubo diádico.

La descomposición de un abierto en unión de diádicos disjuntos (Proposición10.8) nos
asegura que

µ(G) = αλ (G) para cualquier conjunto abierto G.

Sea ahoraK un compacto y tomemosI intervalo abierto acotado conteniendo aK. Entonces
comoµ(I) < ∞, tenemos

µ(K) = µ(I)−µ(I\K) = αλ (I)−αλ (I\K) = α[λ (I)−λ (I \K)] = αλ (K).

ParaE ∈M , en virtud de las regularidades de la medida de Lebesgue y de la monotonía de
µ, se tiene que

αλ (E) = α sup{λ (K) : K ⊂ E compacto}= sup{αλ (K) : K ⊂ E compacto}=

sup{µ(K) : K ⊂ E compacto} ≤ µ(E).

αλ (E) = α inf{λ (G) : E ⊂G abierto}= inf{αλ (G) : E ⊂G abierto}=

inf{µ(G) : E ⊂G abierto} ≥ µ(E).
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ii) Veamos queλ es invariante por traslaciones. Para cadaa ∈ RN, definimos
µ : M → [0,∞] por

µ(E) = λ (a+E), ∀E ∈M

y basta probar, en virtud del teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue, que
µ es una medida sobreM que extiende el volumen de los intervalos. Sea{En} una sucesión
de conjuntos medibles disjuntos. Se tiene que

µ (∪∞
n=1En) = λ (a+∪∞

n=1En) = λ (∪∞
n=1(a+En)) =

∞

∑
n=1

λ (a+En) =
∞

∑
n=1

µ(En),

donde se utilizado que los conjuntosa+En son disjuntos dos a dos. Finalmente

µ(I) = λ (a+ I) = v(a+ I) = v(I), ∀I ∈J .

La unicidad es consecuencia inmediata dei).

10.5. Comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
aplicaciones

Proposición 10.18.Sea T: RN → RN una aplicación lineal. Para todo conjunto medible
E ⊂ RN se verifica que el conjunto T(E) es medible y

λ (T(E)) = |detT|λ (E),

donde notamosdetT al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometría euclídea, entonces

λ (T(E)) = λ (E), ∀E ∈M .

Demostración:
Supongamos que detT 6= 0. EntoncesT es un isomorfismo y por lo tanto aplica borelia-

nos en borelianos. Esto nos permite definirµ : B→ [0,∞] por

µ(B) = λ (T(B)), ∀B∈B

que es claramente una medida invariante por traslaciones y tal queµ([0,1[N) < ∞ (por ser
T([0,1[N) acotado). Así, en virtud del Teorema10.17i), se sigue que existeαT ≥ 0 tal que

µ(B) = αTλ (B), ∀B∈B,

y por tanto
λ (T(B)) = αTλ (B), ∀B∈B.
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Si ahoraZ es de medida cero, entonces, en virtud de la regularidad de la medida exterior de
Lebesgue, existeB boreliano conZ⊂ B tal queλ (B) = 0. Se tiene pues que

T(Z)⊂ T(B) ⇒ λ
∗(T(Z))≤ λ (T(B)) = αTλ (B) = 0 ⇒ λ

∗(T(Z)) = 0.

En consecuencia,
λ (T(E)) = αTλ (E), ∀E ∈M .

Seguidamente probamos queαT = 1 en el caso particular de queT sea una isometría. En
efecto, tomando comoE la bola unidad euclídeaB, al serT(B) = B, obtenemos

λ (B) = λ (T(B)) = αTλ (B).

AsÝ αT = 1 y vale el enunciado pues al serT una isometría, su matriz asociada es ortogonal
y en consecuencia tiene determinante±1(véase la Proposición7.25). Hemos probado que si
T es una isometría, entonces

λ (T(E)) = λ (E), ∀E ∈M .

En el caso general en queT sea una aplicación lineal con detT 6= 0, es sabido (véase
Apéndice C) que existen isometrías linealesQ1 y Q2 y una aplicación linealD, tal queD(ei) =
αiei (1≤ i ≤ N), dondeα1, . . . ,αN son reales positivos, tales que

T = Q1DQ2.

Es inmediato comprobar que

λ (D([0,1]N)) = λ ([0,α1]× . . .× [0,αN]) =
N

∏
j=1

α j = detD = |detT|,

y en consecuencia,αD = detD, como queríamos demostrar. Hemos probado el enunciado
para el operador diagonalD.

Por el resultado ya probado para isometrías y para operadores diagonales, concluimos que
para cadaE ∈M se verifica

λ (T(E)) = λ ((Q1DQ2)(E)) = λ ((DQ2)(E)) = detD λ (Q2(E)) =

= |detT| λ (Q2(E)) = |detT| λ (E).

Supongamos finalmente que detT = 0. En esta situaciónT(RN) está incluido en un hiper-
plano de RN y por tanto existe una isometría linealQ verificando que
Q(T(RN))⊂ {0}×RN−1. En consecuencia, por lo ya demostrado,

λ (T(RN)) = λ (Q(T(RN)))≤ λ ({0}×RN−1) = 0

y de ello deducimos que
λ (T(E)) = 0, ∀E ∈M .

Finalizamos la lección estudiando el comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
las aplicaciones de claseC 1.
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Lema 10.19.Sea G⊂ RN un abierto no vacío. Existe entonces una sucesión{Bn} de bolas
abiertas euclídeas disjuntas entre sí de manera que

λ

(
G\

∞⋃
n=1

Bn

)
= 0.

Demostración.Supongamos en primer lugar queλ (G) < ∞ . Pongamos

G =
∞⋃

k=1

Qk

(descomposición canónica en cubos diádicos (Proposición10.8)). Como

λ (G) =
∞

∑
k=1

λ (Qk)

existep1 ∈ N tal que
p1

∑
k=1

λ (Qk) >
λ (G)

2
.

Parak = 1,2, . . . , p1 seanak el centro deQk y lk el lado. Consideremos

B2

(
ak,

lk
2

)
⊂Qk (k = 1,2, . . . , p1).

Se tiene que

λ

(
B2

(
ak,

lk
2

))
= λ

(
B2

(
0,

lk
2

))
= λ

(
lk
2

B2(0,1)
)

=
(

lk
2

)N

λ (B2(0,1)) =

(lk)N λ (B2(0,1))
2N = λ (Qk) C,

donde se han utilizado el Teorema10.17y la Proposición10.18. Así existe una constanteC
con 0< C < 1 tal que

λ

(
B2

(
ak,

lk
2

))
= C λ (Qk), ∀k = 1,2, . . . , p1 .

Nos interesa una buena mayoración de la medida del conjuntoG\
⋃p1

k=1Bk, se tiene que

λ

(
G\

p1⋃
k=1

Bk

)
= λ (G)−

p1

∑
k=1

λ (Bk) = λ (G)−C
p1

∑
k=1

λ (Qk)≤

λ (G)−C
λ (G)

2
=
(

1−C
2

)
λ (G) .

Consideramos ahora el abiertoG\
⋃p1

k=1Bk y se aplica el proceso anterior para obtener

Bp1+1, . . . ,Bp2
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bolas euclídeas disjuntas entre sí contenidas enG\
⋃p1

k=1Bk (y por tanto disjuntas con las
Bk, k = 1,2, . . . , p1) de manera que

λ

(
G\

p2⋃
k=1

Bk

)
= λ

((
G\

p1⋃
k=1

Bk)

)
\

p2⋃
p1+1

Bk)

)
≤

(
1−C

2

)
λ

((
G\

p1⋃
k=1

Bk)

))
≤
(

1−C
2

)2

λ (G),

donde se han utilizado propiedades elementales de la medida de Lebesgue.
Por un proceso de inducción, en el pason-ésimo, existe unpn ∈ N y bolas euclídeas

disjuntas entre sí
B1, . . . ,Bpn

tales que

λ

(
G\

pn⋃
k=1

Bk

)
≤
(

1−C
2

)n

λ (G) .

Así

λ

(
G\

pn⋃
k=1

Bk

)
≤
(

1−C
2

)n

λ (G), ∀n∈ N

y por tanto

λ

(
G\

∞⋃
k=1

Bk

)
= 0 .

Supongamos ahora el caso en queλ (G) = ∞. La descomposición canónica de un abierto
en cubos diádicos (Proposición10.8), nos permite escribir

G =
∞⋃

n=1

Qn.

Aplicamos lo ya probado a cada
◦
Qn, y basta ordenar las bolas euclídeas en una sucesión.

Proposición 10.20.Sean G⊂ RN abierto, f : G→ RN y K≥ 0 tales que

‖ f (x)− f (y)‖2≤ K‖x−y‖2, ∀x,y∈G.

Entonces
λ
∗( f (E))≤ KN

λ
∗(E), ∀E ⊂G.

Demostración.Si λ ∗(E) = ∞ no hay nada que probar. En otro caso, fijadoε > 0 existeH
abierto conE ⊂ H ⊂G tal que

λ (H) < λ
∗(E)+ ε

(regularidad de la medida exterior de Lebesgue (Proposición10.13)).
Pongamos

H =
∞⋃

n=1

B2(an, rn)∪Z,
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donde{B2(an, rn)} es una sucesión de bolas euclídeas abiertas disjuntas dos a dos yZ es un
conjunto de medida cero (Lema10.19). Se tiene entonces que

f (E)⊂ f (H) =
∞⋃

n=1

f (B2(an, rn))∪ f (Z)⊂ B2( f (an),Krn)∪ f (Z) ,

donde se ha utilizado la hipótesis de lipschitzianidad.
Por un lado se tiene que

λ

(
∞⋃

n=1

B2( f (an),Krn)

)
≤

∞

∑
n=1

λ (B2( f (an),Krn)) =

∞

∑
n=1

KN
λ (B2( f (an), rn)) = KN

λ (H) .

Por otra parte seaL ⊂ G es un abierto tal queZ ⊂ L ⊂ G con λ (L) < ε (regularidad
exterior de la medida de Lebesgue (Teorema10.16)).

La descomposición canónica de un abierto en cubos diádicos nos da

L =
∞⋃

n=1

Qn .

Para cadan notemosbn al centro ysn el semilado del cubo diádicoQn; así

Qn = B∞(bn,sn), ∀n∈ N

y por tantoL =
⋃∞

n=1B∞(bn,sn). Tenemos pues que

f (Z)⊂ f (L)⊂ f

(
∞⋃

n=1

B∞(bn,sn)

)
⊂

∞⋃
n=1

B∞( f (bn),
√

Nsn)

y también

λ
∗( f (Z))≤

∞

∑
n=1

(√
N
)N

sN
N =

∞

∑
n=1

(√
N
)N (2sn)N

2N =
(√

N
2

)N ∞

∑
n=1

(2sn)N =

(√
N

2

)N

λ (L) <

(√
N

2

)N

ε .

Resumiendo, fijadoε > 0, hemos probado que

λ
∗( f (E))≤ KN

λ (H)+
(√

N
2

)N

ε ≤ KN(λ ∗(E)+ ε)+
(√

N
2

)N

ε

y la arbitrariedad deε prueba la proposición.
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Lema 10.21.Sea A⊂ RN cualquiera. Cada recubrimiento abiertoU de A admite un subre-
cubrimiento numerable.

Demostración.PongamosU = {Gi : i ∈ I} Se tiene que

A⊂
⋃
i∈I

Gi .

Para cadax∈ A existei ∈ I tal quex∈Gi . Por serGi abierto existenbx ∈Gi ∩QN y rx ∈Q+

tales que
x∈ B2(bx, rx)⊂Gi .

Es claro que
A⊂ ∪x∈AB2(bx, rx)

y que la familia{B2(bx, rx) : x ∈ A} es numerable (¡Obsérvese que estas bolas se repiten
muchas veces!) Sea{Bn} una enumeración de dichas bolas y notemosUn a un abierto tal que
Bn⊂Un ∈U . Es Claro que

A⊂
∞⋃

n=1

Un.

Proposición 10.22.Sean G⊂RN abierto y f : G→RN una función de claseC 1. Se verifican
las siguientes propiedades:

i) f (Z) es de medida cero para todo Z⊂G de medida cero.

ii) f (E) es medible para todo E⊂G medible.

Demostración.i) Para cada naturaln seaGn = {x∈ G : ‖D f (x)‖ < n}. Es claro queGn es
abierto y que basta probar que

λ ( f (Z∩Gn)) = 0, ∀n∈ N.

Es sabido queGn se puede expresar como una unión numerable de bolas abiertas (no necesa-
riamente disjuntas entre sí (véase el Lema10.21)) . Pongamos

{B2(bx, rx) : x∈Gn}= {B2(bk, rk) : k∈ N}.

El teorema del valor medio nos asegura que para cadak natural la funciónf verifica

‖ f (x)− f (y)‖2≤ n‖x−y‖2, ∀x,y∈ B2(bk, rk),

y de la Proposición10.20se deduce que

λ
∗( f (Z∩Gn))≤

∞

∑
k=1

λ
∗( f (Z∩B2(bk, rk))≤ nN

∞

∑
k=1

λ
∗(Z∩B2(bk, rk)) = 0.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 385

ii) SeaE ⊂ G medible. El apartadov) del Teorema10.16nos proporciona una sucesión
{Fn} de cerrados contenidos enE tal queλ

(
E\∪∞

n=1 Fn
)
= 0. Consideremos para cadan∈N

el compacto
Kn = (F1∪ . . .∪Fn)∩B(0,n).

Se tiene entonces que

Kn⊂ E, ∀n∈ N y λ (E\∪∞
n=1 Kn) = 0.

Como
f (E) = f (∪∞

n=1Kn∪ (E\∪∞
n=1 Kn)) = ∪∞

n=1 f (Kn)∪ f (E\∪∞
n=1 Kn) ,

concluimos quef (E) es medible pues la continuidad conserva la compacidad y el apartado
i) nos asegura quef

(
E\∪∞

n=1 Kn
)

es medible (de hecho es un conjunto de medida cero).
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10.6. Apéndice A: Orden, topología y aritmética en[0,∞].

El conjunto
[0,∞] := {x∈ R : 0≤ x}∪{∞}

se considera como un conjunto totalmente ordenado, extendiendo el orden usual deR+
0 me-

diante el convenio
x≤ ∞, ∀x∈ [0,∞].

Es inmediato que todo subconjunto de[0,∞] tiene supremo e ínfimo. En[0,∞] se considera
la topología del orden, para la cual los conjuntos de la forma[0,α[ y ]β ,∞] conα,β ∈ Q+,
forman una subbase numerable. Dicha topología coincide con la topología de la compacta-
ción por un punto deR+

0 . De esta forma[0,∞] se convierte en un espacio métrico compacto
(homeomorfo al intervalo[0,1]). Es inmediato que toda sucesión monótona creciente de ele-
mentos de[0,∞] es convergente (al supremo del conjunto de sus términos).

Si extendemos la operación suma en[0,∞] mediante

x+∞ = ∞+x = ∞, ∀x∈ [0,∞]

tenemos claramente que la suma es asociativa y conmutativa y que 0 es el elemento neutro.
Además la suma es compatible con el orden:

[x,y∈ [0,∞],x≤ y]⇒ x+z≤ y+z, ∀z∈ [0,∞].

Si ∑n≥1an es una serie de elementos de[0,∞], entonces, al ser creciente la sucesión de sumas
parciales, dicha serie es convergente (aunque su término general no tienda a cero).

Notemos que la suma es continua, es decir:[
a,b,an,bn ∈ [0,∞], ∀n∈ N,

{
{an}→ a
{bn}→ b

}]
⇒{an +bn}→ a+b.

Como consecuencia se tiene, por ejemplo, que

[an,bn ∈ [0,∞], ∀n∈ N]⇒
∞

∑
n=1

(an +bn) =
∞

∑
n=1

an +
∞

∑
n=1

bn. (∗)

Más aún, sia : N×N→ [0,∞] es una sucesión doble de[0,∞] y σ es una biyección deN
sobreN×N, se tiene:

∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n =
∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

am,n =
∞

∑
k=1

aσ(k).

En efecto. Veamos, por ejemplo, la igualdad

∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n =
∞

∑
k=1

aσ(k).
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Claramente paraN ∈ N fijo, se tiene

M

∑
m=1

N

∑
n=1

am,n≤
∞

∑
k=1

aσ(k), ∀M ∈ N,

luego
N

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n =
∞

∑
m=1

N

∑
n=1

am,n≤
∞

∑
k=1

aσ(k),

(donde se ha utilizado(∗)) y por tanto

∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n≤
∞

∑
k=1

aσ(k).

Recíprocamente, paraK ∈ N fijo, existenM,N ∈ N tales que

K

∑
k=1

aσ(k) ≤
M

∑
m=1

N

∑
n=1

am,n,

luego
K

∑
k=1

aσ(k) ≤
∞

∑
m=1

N

∑
n=1

am,n =
N

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n≤
∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n

(donde se vuelve a utilizar(∗)), y por tanto

∞

∑
k=1

aσ(k) ≤
∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

am,n.

Aplicando lo ya demostrado abm,n = an,m y a la biyecciónτ ◦σ :N→N×N, dondeτ(m,n) =
(n,m), se obtiene la otra igualdad.

La definición de producto es algo más problemática. Extendemos el producto usual en
R+

0 mediante el convenio:

x ∞ = ∞ x = ∞, ∀x∈]0,∞], 0 ∞ = ∞ 0 = 0 .

Es inmediato comprobar que este producto es asociativo, conmutativo y distributivo res-
pecto de la suma, así como que 1 es el elemento neutro. El haber definido

0 ∞ = ∞ 0 = 0

hace evidente que el producto no sea continuo. No obstante es claro que si{an} y {bn} son
sucesiones crecientes de elementos de[0,∞], {an} → a y {bn} → b, entonces{anbn} → ab.
En particular,

[a,an ∈ [0,∞],∀n∈ N]⇒ a
∞

∑
n=1

an =
∞

∑
n=1

a an.
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10.7. Apéndice B: “Subaditividad del volumen”.

Si un intervalo acotado está incluido en la unión de un número finito de intervalos acota-
dos, esto es I ⊂ I1∪ I2∪ . . .∪ In, entonces

v(I)≤ v(I1)+ . . .+v(In).

Demostración:

i) Empezaremos probando que si un intervalo acotadoI es unión finita de intervalos
I1, . . . , In disjuntos dos a dos, entonces

v(I) = v(I1)+ . . .+v(In) (aditividad del volumen enJ ).

Fijemos j ∈ {1, . . . ,N}, sean S,T semirrectas disjuntas cuya unión seaR y
pongamos

Ŝ:= {x = (x1, . . . ,xN) ∈ I : x j ∈ S},

T̂ := {x = (x1, . . . ,xN) ∈ I : x j ∈ T}. (∗)

Se deduce directamente de la definición de volumen que

v(I) = v(Ŝ)+v(T̂)

puesto què(π j(I)) = `(π j(I ∩Ŝ))+`(π j(I ∩ T̂)), mientras que parak 6= j es`(πk(I)) =
`(πk(I ∩ Ŝ)) = `(πk(I ∩ T̂)).

Probaremos la proposición por inducción sobre el número de intervalos que intervienen
en la descomposición. Acabamos de demostrar que el enunciado es cierto siempre que
en la partición intervienen sólo dos intervalos. Sean> 2 un natural tal que el enunciado
es cierto para todos los números naturales precedentes. Sea I un intervalo acotado de
RN tal que I = I1∪ . . .∪ In para intervalos disjuntos. SeanI1 = A1× . . .×AN, In =
B1× . . .×BN las expresiones deI1 e In como producto de intervalos acotados deR,
sea j ∈ {1, . . . ,N} tal queA j ∩B j = /0 (por serI1∩ In = /0 tal j existe), seanS y T
semirrectas disjuntas deR tales que

A j ⊂ S,B j ⊂ T,S∪T = R

y definamosŜy T̂ como en(∗). Por serI1⊂ Ŝ, In⊂ T̂ tenemos:

Ŝ= (Ŝ∩ I1)∪ . . .∪ (Ŝ∩ In−1), T̂ = (T̂ ∩ I2)∪ . . .∪ (T̂ ∩ In)

expresiones dêS y T̂ como uniones den−1 intervalos acotados dos a dos disjuntos.
Aplicando la hipótesis de inducción y quev( /0) = 0, tenemos:

v(I) = v(Ŝ)+v(T̂) =(
v(Ŝ∩ I1)+ · · ·+v(Ŝ∩ In−1)

)
+
(
v(T̂ ∩ I2)+ · · ·+v(T̂ ∩ In)

)
=
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v(Ŝ∩ I1)+v(T̂ ∩ I1)

)
+ · · ·+

(
v(Ŝ∩ In)+v(T̂ ∩ In)

)
= v(I1)+ · · ·+v(In),

ya que parak = 1, . . . ,n
Ik =

(
Ŝ∩ Ik

)
∪
(
T̂ ∩ Ik

)
es una partición disjunta deIk en dos intervalos.

ii) Probemos que la diferencia de dos intervalos acotados se puede expresar como unión
finita disjunta de intervalos acotados.

Como la intersección de dos intervalos es un intervalo, es suficiente probar que para
cada intervaloI deRN, el conjuntoRN\I se puede expresar como unión finita de inter-
valos disjuntos dos a dos. Para evitar casos triviales, podemos suponer que /06= I 6=RN.

Probaremos que es cierta la afirmación anterior por inducción sobreN. ParaN = 1, es
claro que el complemento de un intervalo es una semirrecta o bien es unión disjunta de
dos semirrectas, por tanto,R\I se expresa como unión de, como máximo, dos intervalos
disjuntos. Supuesto que es cierta la afirmación paraN, y para cualquier intervalo deRN,
seaI un intervalo deRN+1, luegoI coincide con el producto deN+1 intervalos deR,
que llamaremosI j (1≤ j ≤ N + 1). Si notamosJ := I1× . . .× IN, entoncesJ es un
intervalo deRN. Por hipótesis de inducción, existe una familia finita{C1, . . . ,Cn} de
intervalos deRN, dos a dos disjuntos, tales que

RN\J = ∪n
i=1Ci ;

tambiénR\IN+1 se puede expresar como unión de dos intervalos disjuntos, que llama-
mosJ1,J2. Entonces, es claro que

RN+1\I =
(
(RN\J)×R

)
∪
(
J× (R\IN+1)

)
= ∪n

i=1(Ci×R)∪ (J×J1)∪ (J×J2).

Es fácil comprobar que los conjuntos que aparecen en la descomposición anterior son
intervalos deRN+1 disjuntos dos a dos.

La subaditividad del volumen es consecuencia dei) y de la monotonía del volumen. En
efecto, si notamos

J = I1∪ (I2\I1)∪ (I3\(I2∪ I1)) . . . = I1∪ (I2\I1)∪ ((I3\I2)\I1) . . . .

se tiene que
v(I)≤ v(J)≤ v(I1)+ · · ·+v(In)

donde se han utilizado la monotonía del volumen y el apartadoii) ya que, por ejemplo,

I2 = (I2\ I1)∪ (I2∩ I1).
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10.8. Apéndice C: “Descomposición de un isomorfismo li-
neal.”

Si T ∈ Iso (RN), probaremos que existen dos isometrías Q1,Q2 ∈L (RN) (norma euclí-
dea) y un operador diagonal D en RN con valores propios positivos tales que Q1DQ2 = T.

Demostración:
La idea de la demostración está tomada de [RaWe,

∮
4.5, p. 98]. Antes de iniciar la

demostración, es inmediato comprobar la siguiente identidad algebraica para una matrizB
cuadrada de ordenN:

(xBt |z) = (x|zB), ∀x,z∈ RN

Para comprobar la igualdad, como ambas expresiones definen aplicaciones bilineales, basta
comprobar que coinciden sobre el producto de vectores de una base. En efecto, si 1≤ i, j ≤N
tenemos

(eiB
t |ej) = ((b1i , . . . ,bNi)|ej) = b ji = (ei |(b j1, . . . ,b jN)) = (ei |ejB) (∗)

SeaA la matriz asociada aT (en términos de la base canónica), esto es,

T(x) = xAt , ∀x∈ RN.

Entonces, la matrizS= AtA es simétrica y no singular por serT un isomorfismo.
Además, la forma cuadrática asociada aS es definida positiva, ya que, si

x∈ RN\{0}, usando (∗) y queA es una matriz inversible, tenemos

(S(x)|x) = (xAtA|x) = (xAt |xAt) = ‖xAt‖22 > 0.

Por tanto el operadorS tieneN valores propios reales y positivos, que llamamosλ1, . . . ,λN

(algunos pueden tener multiplicidad mayor que 1 y en tal caso aparecen en la lista repetidos
tantas veces como indique su orden de multiplicidad). En general, ocurre que vectores propios
asociados a distintos valores propios son ortogonales (es muy fácil de comprobar). Si un valor
propio tiene multiplicidadk > 1, en el subespacio propio asociado, que tiene dimensiónk,
se puede obtener un sistema ortonormal conk elementos. Así podemos conseguir una base
ortonormal{y1, . . . ,yN} deRN tal que

S(y j) = λ jy j (1≤ j ≤ N).

Llamamosµ j =
√

λ j > 0. Los operadores lineales que intervendrán en la descomposición de
T verifican (por definición)

Q2(y j) = ej , D(ej) = µ jej , Q1(ej) =
1
µ j

T(y j) (1≤ j ≤ N).

Es claro queQ2 es una isometría , ya que transforma la base ortonormal{y1, . . . ,yn} en
otra ortonormal (la base canónica). También es claro queD es diagonal, con valores propios
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positivos y que se verifica queT = Q1DQ2, ya que es ambos operadores lineales coinciden
sobre la base{e1, . . . ,eN}.

Sólo resta probar queQ1 es una isometría y para ello, en vista de la Proposición7.25,
basta comprobar la imagen de la base canónica es una base ortonormal. En efecto, se tiene
que

(Q1(ek)|Q1(ej)) =
1

µkµ j
(T(yk)|T(y j)) =

1
µkµ j

(ykA
t |y jA

t) =

1
µkµ j

(yk|y jA
tA) =

1
µkµ j

(yk|S(y j)) =
λ j

µkµ j
(yk|y j) = δk, j ,

donde se ha usado(∗), que la base es ortonormal y queλ j = µ2
j (1≤ j ≤ N).
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10.9. Apéndice D: “Conjuntos ternarios de Cantor y fun-
ción singular de Lebesgue”

Probamos que para cadaα ∈ [0,1[ existe un conjunto ternario de CantorCα de medida
α (en particular el conjunto de Cantor original es de medida cero y no numerable). Los
conjuntos de Cantor son diseminados (despreciables topológicamente, esto es: compactos de
interior vacío) y tienen medida tan cerca a la unidad como se quiera.

Definición 10.23 (Conjuntos ternarios de Cantor).SeaI0 = [0,1]. Tomemosρ ∈]0, 1
2[, en

principio sin restricción adicional.
El primer paso de la construcción de los conjuntos ternarios de Cantor consiste en su-

primir del intervaloI0 el intervalo abierto centrado en el punto medio deI0 con longitudρ,
intervalo que notaremosI1,1.

En el segundo paso se suprimen de cada uno de los dos intervalos que quedan, los inter-
valos abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con longitudρ2, intervalos
que notaremosI2,1, I2,2.

En el tercero se suprimen de cada uno de los cuatro intervalos que quedan, los intervalos
abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con longitudρ3, intervalos que
notaremosI3,1, I3,2, I3,3, I3,4.

Y así sucesivamente.
Es claro que la suma de las longitudes de los intervalos que hemos suprimido es

ρ
(
1+2ρ +(2ρ)2 + · · ·+(2ρ)n + · · ·

)
.

Estaría feo que la suma de las longitudes de los intervalos que quitamos fuese mayor que 1,
es decir, hemos de imponer que

ρ

1−2ρ
≤ 1 ⇐⇒ ρ ≤ 1

3
.

Resumiendo,

ρ ∈]0,
1
3
] .

El conjunto ternario de Cantor asociado aρ y que notaremosCρ es el siguiente

Cρ = I0\
(
I1,1∪ (I2,1∪ I2,2)∪ (I3,1∪ I3,2∪ I3,3∪ I3,4)∪·· ·

)
,

cuya medida es claramente

λ (Cρ) =
1−3ρ

1−2ρ
.

Habida cuenta que la función

ρ 7−→ g(ρ) =
1−3ρ

1−2ρ
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es continua, estrictamente decreciente y verifica que

lim
ρ→0

g(ρ) = 1 y que g
(1

3

)
= 0 ,

deducimos que

g
(
]0,

1
3
]
)

= [0,1[ .

Hemos probado que siα ∈ [0,1[, existe un conjunto ternario de Cantor con medidaα . En
particular, el conjunto de Cantor original,C1

3
, que en lo sucesivo lo notaremos simplemente

porC es de medida cero.

Probamos ahora que existe una funciónf : [0,1]→ [0,1] creciente, continua y tal que
f (C) = [0,1] (de lo que se deduce que el conjunto de Cantor originalC no es numerable). Di-
cha función se suele utilizar para construir un homeomorfismo deR sobreR que no conserva
los conjuntos de medida cero (véase el Ejercicio10.9). Más adelante veremos también que
esta función uniformemente continua no es absolutamente continua.

Definición 10.24 (Función singular de Lebesgue).SeanIn,k (k = 1,2, . . . ,2n−1) los inter-
valos que se suprimen en el pason-ésimo de la construcción del conjunto de Cantor original.
Definimos la función singular de Lebesguef : [0,1]→ [0,1] como

f (x) =

{
0 , si x = 0
2k−1

2n , si x∈ In,k para n∈ N, k∈ {1, . . . ,2n−1}

y
f (x) = sup{ f (t) : t ∈ [0,1]\C , t < x} , ∀x∈C\{0} .

El proceso para obtener la expresión def en el intervaloIn,k se puede describir como sigue:
una vez definidaf en 0 como 0 y en 1 como 1, en cada uno de los intervalos que se suprimen
en la construcción deC se definef como el valor medio de los valores que toma en los puntos
más próximos a dicho intervalo para los cuales ya está definida.

Nótese que parax∈ In,k se tiene que

f (x) =
2k−1

2n =
k−1
2n−1 + k

2n−1

2

y que por tanto, sik es par el intervalo anterior en el que está ya definidaf es In−1, k
2
, y si

k es impar el intervalo posterior en el que está ya definidaf es In−1, k+1
2

. En ambos casos

el otro intervalo colindante es o bien de la formaIp,q con 1≤ p≤ n−2 o bien{0},{1} si
k = 1, k = 2n−1. Es claro quef es creciente y que

f ([0,1])⊃
{

2k−1
2n : n∈ N , k∈ {i, . . . ,2n−1}

}
que es un conjunto denso en[0,1]. Por otra parte, puesto quef es creciente, si no fuese
continua en un puntoa ∈ [0,1], alguno de los intervalos] f (a−), f (a)[ , ] f (a), f (a+)[ no
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sería vacío y no estaría contenido enf ([0,1]), contradiciendo la inclusión antes mencionada.
Por continuidadf toma enC todos los valores del conjunto anterior, y al serf (C) compacto,
concluimos quef (C) = [0,1]. Además es evidente quef es derivable en[0,1] \C con
derivada nula en dichos puntos.

Conviene saber que existen funciones de[0,1] en[0,1] continuas y estrictamentecrecien-
tes con derivada nula casi por doquier.
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10.10. Referencias recomendadas.

[Jur], [Ber], [Guz], [LuMa], [RaWe] y [Ru].
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10.11. Resumen del resultados del Tema 10.

EnRN se define la medida exterior de Lebesgueλ ∗ por:

λ
∗(A) := inf

{
∞

∑
n=1

v(In) : A⊆ ∪n∈NIn, In ∈J , ∀n∈ N

}
, ∀A⊂ RN

dondeJ es la familia de los intervalos acotados deRN. En la anterior definición se pueden
tomar los intervalos abiertos.

EnRN se destacan las siguientesσ -álgebras:

1. La σ -álgebra de Borel,B, generada porℑ (abiertos). También está generada porF
(cerrados), así como porJ .

2. La σ -álgebra de Lebesgue,M , definida por

M := {B∪Z : B boreliano yλ
∗(Z) = 0}

= {E ⊂ RN : λ
∗(A) = λ

∗(A∩E)+λ
∗(A\E), ∀A⊂ RN}=: C

(la segunda descripción debida a Caratheodory la hemos usado como un instrumento de de-
mostración).

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) B  M  P(RN) (Ejercicios10.6y 10.8).

b) M es la mayorσ -álgebra que contieneJ y sobre la queλ ∗ es aditiva (Ejercicio10.4).

c) λ ∗ no es aditiva enP(RN)⇔M 6= P(RN) (Ejercicio10.8).

SeaE ⊂ RN. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) E ∈M .

ii) ∀ε > 0,∃G∈ ℑ : E ⊂G y λ ∗(G\E) < ε.

iii) ∃A∈Gδ (intersec. numerable de abiertos) :E ⊂ A y λ ∗(A\E) = 0.

iv) ∀ε > 0,∃F ∈F : F ⊂ E y λ ∗(E\F) < ε.

v) ∃B∈ Fσ (unión numerable de cerrados) yλ ∗(E\B) = 0.
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Nótese quev) es un refinamiento de la definición de conjunto medible y que los cerrados
se pueden tomar acotados (es decir: compactos).

Teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue.
La medida de Lebesgue λ es la restricción de λ ∗ a M y es la única medida sobre M que

extiende el volumen de los intervalos acotados.

SeaE ∈M , se tiene

λ (E) =
{

inf{λ (G) : G abierto,E ⊂G}
sup{λ (K) : K compacto,K ⊂ E}

}
regularidad

{
exterior
interior

}
deλ .

Teorema de caracterización de la medida de Lebesgue.

i) Si µ es una medida sobre M (resp. B) invariante por traslaciones y tal que
α := µ([0,1[N) < ∞, entonces µ = αλ .

ii) La medida de Lebesgue es la única medida sobre M invariante por traslaciones para la
que la medida del intervalo [0,1[N es 1.

Medida de Lebesgue y homeomorfismos.
Todo homeomorfismo de RN sobre RN conserva los conjuntos borelianos. Sin embargo

existen homeomorfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles.

Medida de Lebesgue y aplicaciones lineales.
Sea T : RN→ RN una aplicación lineal. Para todo conjunto medible E ⊂ RN se verifica

que el conjunto T(E) es medible y

λ (T(E)) = |detT|λ (E),

donde notamos detT al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometría euclídea, entonces

λ (T(E)) = λ (E), ∀E ∈M .

Medida de Lebesgue y aplicaciones de claseC 1.
Sean G⊂ RN abierto y f : G→ RN una función de clase C 1. Se verifican las siguientes

propiedades:

i) f (Z) es de medida cero para todo Z⊂G de medida cero.

ii) f (E) es medible para todo E ⊂G medible.

Conjunto ternario de Cantor
Es un subconjuntoC de [0,1] no numerable, de medida cero y tal que todos sus puntos

son de acumulación.

Función singular de Lebesgue
Es una funciónf : [0,1]→ [0,1] continua y creciente con derivada nula casi por doquier.

Ademásf (C) = [0,1] (de lo que se deduce queC es no numerable).
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10.12. Ejercicios del Tema 10

10.1 (*) Probar que

i) Dos cubos diádicos o bien son disjuntos o uno de ellos contiene al otro.

ii) Para todon∈ N se verifica que la familiaPn de losN-cubos diádicos de lado12n

constituye una partición deRN.

10.2 Teorema de Carathéodory.

Sea µ∗ una medida exterior en un conjunto no vacío Ω. Probar que la familia

A := {E ⊂Ω : µ
∗(A) = µ

∗(A∩E)+ µ
∗(A∩EC), ∀A⊂Ω}

es σ -álgebra y la restricción de µ∗ a A es una medida completa .

10.3 Probar queM es la mayorσ -álgebra que contiene los intervalos acotados y sobre la
queλ ∗ es aditiva.

10.4 (*) Expresión analítica del Conjunto de Cantor

Probar queC es el conjunto de los números realesx que se pueden expresar de la forma

x =
∞

∑
n=1

αn

3n , conαn ∈ {0,2},∀n∈ N.

Probar también queC es compacto y que todos sus puntos son de acumulación.

Indicación: Si para cada naturaln notamosJn,k (k = 1,2, . . . ,2n) los intervalos que
quedan en la construcción del conjunto de Cantor, esto es,

C = ∩∞
n=1Cn,

donde

Cn =
2n⋃

k=1

Jn,k, ∀n∈ N.

Entonces cada intervaloJn,k tiene la forma[
n

∑
j=1

α j

3 j ,
n

∑
j=1

α j

3 j +
1
3n

]
, conα1, . . . ,αn ∈ {0,2}.

Probar también que:

1. 1
4 está enC y no es extremo de ningún intervalo de los que se suprimen en la
construcción deC.

2. C contiene irracionales. Dar un ejemplo.
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3. C+C = [0,2]

Indicación: Seaa∈ [0,2] y seaa
2 = ∑∞

n=1
αn
3n , conαn ∈ {0,1,2}. Considerar

x =
∞

∑
n=1

βn

3n conβn =
{

αn si αn ∈ {0,2}
2αn si αn = 1

;

y =
∞

∑
n=1

γn

3n conγn =
{

αn si αn ∈ {0,2}
0 si αn = 1

10.5 (*) Expresión analítica de la función singular de Lebesgue

Probar que

f

(
∞

∑
n=1

αn

3n

)
=

∞

∑
n=1

αn

2n+1 .

10.6 Existencia de conjuntos no medibles.

i) Probar que la familia{x+Q : x∈ R} es una partición deR.
Indicación: La relaciónx' y si y−x∈Q es una relación de equivalencia enR.

ii) Pongamos{x+Q : x∈ R} = {Ai : i ∈ I} (Ai 6= A j , parai 6= j) y para cadai ∈ I
seaxi ∈ Ai ∩ [0,1]. Probar que el conjuntoE = {xi : i ∈ I} no es medible.
Indicación: Si {qn : n∈ N} es una numeración de[−1,1]∩Q, entonces[0,1] ⊆
∪∞

n=1(qn +E)⊂ [−1,2] y los conjuntosqn +E son disjuntos entre sí.

iii) Probar que cualquier subconjunto medible deE tiene medida cero.
Indicación: Si A⊂ E, entonces∪∞

n=1(qn+A)⊂ [−1,2] y los conjuntosqn+A son
disjuntos entre sí.

iv) SeaM ⊂ R conλ ∗(M) > 0. Probar queM contiene un subconjunto no medible.
Indicación: M = ∪q∈QM∩ (q+E).

10.7 Probar que la existencia de conjuntos no medibles equivale a la no aditividad deλ ∗.

10.8 Probar que existe un conjuntoZ ⊂ R de medida cero que no es boreliano y existe un
homeomorfismoϕ deR sobreR tal queϕ(Z) no es medible.

Indicación: Prolongar la función singular de Lebesgue,f , por

f (x) =
{

0 si x≤ 0
1 si x≥ 1

y considerar la funciónϕ : R→ R definida por

ϕ(x) = x+ f (x), ∀x∈ R.

Probar queλ (ϕ([0,1]\C)) = 1 y deducir de ello queλ (ϕ(C)) = 1. SeaE ⊂ ϕ(C) no
medible. TomarZ := ϕ−1(E).
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10.9 SeanA un abierto deRN y f : A→ RM una función de claseC 1 con N < M. Probar
que f (A) es de medida cero.

10.10 Toda variedad diferenciable enRN de dimensiónk < N es de medida cero.

10.11 Seanx1,x2, . . . ,xN,a∈ RN y

P :=

{
x∈ RN : x = a+

N

∑
n=1

tnxn, tn ∈ [0,1],1≤ n≤ N

}

(N-paralelogramo enRN, generalización del paralelogramo enR2 y del paralelepípedo
enR3). Probar que

λ (P) = |det(x1,x2, . . . ,xN)|.

Deducir de lo anterior el área del triángulo.

10.12 (*) Probar que toda aplicaciónf : RN→ RN lipschitziana para cualquier norma con-
serva los conjuntos de medida cero y los conjuntos medibles.

Indicación:Aplíquense el Teorema de Haussdorf, la Proposición10.20y la prueba del
apartadoii) de la Proposición10.22.

10.13 (*) Medida interior. Medibilidad original de Lebesgue.

Recordamos que para cadaA⊂ RN la medida exterior deA, λ ∗(A), verifica

λ
∗(A) = inf {λ (G) : G abierto A⊂G} .

Definimos ahora la medida interiordeA, λ∗(A), como sigue

λ∗(A) := sup{λ (K) : K compactoK ⊂ A} .

Sabemos también que siA es un conjunto medible, entonces

λ∗(A) = λ
∗(A)(= λ (A)).

Probar

1. λ∗(A)≤ λ ∗(A), ∀A⊂ RN .

2. Que existeA⊂ R no medible tal queλ∗(A) = λ ∗(A) .

Indicación:considerar un conjunto no medible del intervalo[0,1].

3. Si λ ∗(A) < ∞, EntoncesA es medible si, y sólo si,λ∗(A) = λ ∗(A) .

4. A es medible si, y sólo si,

λ∗(A∩B(0,n)) = λ
∗(A∩B(0,n)), ∀n∈ N.
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5. Si A es medible yB⊂ A , entonces

λ (A) = λ∗(B)+λ
∗(A\B).

6. Definición de Lebesgue de medibilidad.SeaA acotado y seaI un intervalo acota-
do que contiene aA

a) Comprobar que
λ∗(A) = v(I)−λ

∗(I \A).

El númerov(I)−λ ∗(I \A) es la definición de medida interior deA dada por
Lebesgue (obsérvese la independencia del intervaloI elegido).

b) Lebesgue definió la medibilidad de un conjuntoA acotado por la propiedad

v(I)−λ
∗(I \A) = λ

∗(A),

dondeI es un intervalo acotado que contiene aA. Comprobar que un conjunto
acotado es medible en el sentido anterior si, y sólo si, es medible.

c) Lebesgue definió también la medibilidad de un conjuntoA cualquiera por
la propiedad de queA∩ I fuese medible para cualquier intervalo acotadoI .
Comprobar que esta medibilidad coincide con la medibilidad.

10.14 (*) Probar que el producto cartesiano de conjuntos medibles es medible.

Indicación: Seanp,q naturales fijos. Probar que

i) Si Z⊂Rp es de medida cero, yk es un natural, entoncesZ× [−k,k]q es un conjun-
to de medida cero enRp+q. Deducir que también es de medida cero el conjunto
Z×Rq.

ii) Si E ⊂ Rp es medible yC⊂ Rq es cerrado, entoncesE×C es medible.

iii) Si E ⊂ Rp es medible yB⊂ Rq es unFσ , entoncesE×B es medible.
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10.13. Soluciones a los ejercicios del Tema 10.

10.1 i) SeanQ1 = Q
(
a, 1

2n

)
∈ Pn,Q2 = Q

(
b, 1

2m

)
∈ Pm con intersección no vacía. Supon-

gamos por ejemplo quen≤my seaz∈Q1∩Q2. Notandoa j ,b j ,zj la coordenada
j-ésima dea,b,z respectivamente, tenemos que por serz∈ Q1∩Q2 se verifica
para 1≤ j ≤ d

max{a j ,b j} ≤ zj < min

{
a j +

1
2n ,b j +

1
2m

}
(∗)

en particulara j ≤ zj < b j + 1
2m por lo que 2ma j < 2mb j + 1 y, puesto que 2ma j

y 2mb j son números enteros, se tiene que 2ma j ≤ 2mb j , es decir,a j ≤ b j , para
1≤ j ≤ d, lo que junto con (*) implica queb∈Q1.

Si esn = m razonando igual con la desigualdad

b j ≤ zj < a j +
1
2n

se obtiene queb j ≤ a j ,1≤ j ≤ d, por lo quea = b y, en este casoQ1 = Q2.

Si n< m, comob∈Q1 se tiene 0≤ b j−a j <
1
2n por lo que 0≤ 2m(b j−a j) < 2m

2n y,
como ésta es una desigualdad entre números enteros, se deduce que 0≤ 2m(b j −
a j) ≤ 2m

2n −1 esto es, 0≤ b j −a j ≤ 1
2n − 1

2m para 1≤ j ≤ d. Si ahorax ∈ Q2 se
tiene 0≤ x j−b j < 1

2m para 1≤ j ≤ d, y sumando esta desigualdad con la anterior
obtenemos que 0≤ x j − a j < 1

2n , para 1≤ j ≤ d, es decirx ∈ Q1, por lo que
Q2⊂Q1.

ii) Después de lo visto en el apartadoi) basta tener en cuenta que dadox ∈ RN es

x∈Q
(

E (2nx)
2n , 1

2n

)
∈ Pn, donde parax = (x1,x2, . . . ,xN) ∈ RN hemos notado

E (x) = (E(x1),E(x2), . . . ,E(xN))

siendoE la función “parte entera”.

10.2 El teorema de Carathéodory está hecho en teoría salvo que la medidaµ∗ es completa,
esto es

[Z ∈A ,µ(Z) = 0,B⊂ Z]⇔ B∈A .

En efecto seaA⊂Ω, comoµ∗(B) = 0 se tiene

µ
∗(A∩B)+ µ

∗(A\B)≤ µ
∗(B)+ µ

∗(A) = µ
∗(A),

donde se utilizado la monotonía de la medida exterior. La subaditividad deµ∗ nos
permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad.
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10.3 SeaA unaσ -álgebra que contiene a los intervalos acotados y sobre la que la medi-
da exterior es aditiva. Por contener los intervalos contiene a laσ -álgebraB de los
borelianos. Como laσ -álgebraM la hemos caracterizado porE ∈M si, y sólo si

λ
∗(A)≥ λ

∗(A∩E)+λ
∗(A∩EC), ∀A⊂ RN,

bastará probar que todo conjuntoE ∈ A cumple tal desigualdad para concluir que
A ⊂M , es decirM es la mayorσ -álgebra que contiene los intervalos acotados y
sobre la queλ ∗ es aditiva. SeaE∈A . La regularidad de la medida exterior de Lebesgue
nos asegura que para cadaA⊂ RN existeB boreliano tal queA⊂ B y λ ∗(A) = λ ∗(B).
Así para cadaA⊂ RN, se tiene

λ
∗(A) = λ

∗(B) = λ
∗
(
(B∩E)∪ (B∩EC)

)
=

λ
∗(B∩E)+λ

∗(B∩EC)≥ λ
∗(A∩E)+λ

∗(A∩EC),

donde se ha utilizado queB∩E,B∩EC ∈A .

10.4 Fijadosα j ∈ {0,2}, ∀ j ∈N, es claro que la serie∑ j≥1
α j

3 j es convergente (es de térmi-
nos positivos y sumas parciales acotadas por 1). Así

∞

∑
j=1

α j

3 j ∈ [0,1].

Veamos que para cadan∈N y para cadak = 1, . . . ,2n los intervalosJn,k tienen la forma[
n

∑
j=1

α j

3 j ,
n

∑
j=1

α j

3 j +
1
3n

]
, conα1, . . . ,αn ∈ {0,2}.

Paran = 1 se verifican las expresiones. En efecto

J1,1 =
[
0,

1
3

]
=
[

0
3
,
1
3

]
y J1,2 =

[
2
3
,1

]
=
[

2
3
,
2
3

+
1
3

]
. (1)

Supongamos que las expresiones son ciertas paran y las probaremos paran+1. Sea

Jn,k =
[
a,a+

1
3n

[
. (2)

Dicho intervalo da lugar a dos: su tercio izquierda

Jn+1,2k−1 =
[
a,a+

1
3n+1

]
=
[
a+

0
3n+1 ,a+

1
3n+1

]
y su tercio derecha

Jn+1,2k =
[
a+

2
3n+1 ,a+

1
3n

]
=
[
a+

2
3n+1 ,a+

2
3n+1 +

1
3n+1

]
,
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ya que
1
3n =

2
3n+1 +

1
3n+1 .

En virtud de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que, para cadan∈ N,

1
3n =

2
3n+1 +

2
3n+2 + . . .

concluimos que

x =
∞

∑
j=1

α j

3 j conα j ∈ {0,2}⇔ x∈C.

En efecto. Sea{α j} conα j ∈ {0,2},∀ j ∈N y seax= ∑∞
j=1

α j

3 j . Para cadan∈N se tiene

n

∑
j=1

α j

3 j ≤ x =
n

∑
j=1

α j

3 j +
∞

∑
j=n+1

α j

3 j ≤
n

∑
j=1

α j

3 j +
∞

∑
j=n+1

2
3 j =

n

∑
j=1

α j

3 j +
1
3n ,

lo que implica quex∈Cn,∀n∈ N, esto esx∈C.

En cuanto a la otra implicación, fijadox∈C, se construye inductivamente una sucesión
{α j} conα j ∈ {0,2},∀ j ∈ N tal que

n

∑
j=1

α j

3 j ≤ x≤
n

∑
j=1

α j

3 j +
1
3n ,∀n∈ N.

Definimos

α1 =
{

0 si x∈ J1,1

2 si x∈ J1,2
(ver (1)).

Supuesto definidosα1, . . . ,αn, si tomamos en(2) a = ∑n
j=1

α j

3 j , entoncesx ∈ Jn,k y
definimos

αn+1 =
{

0 si x∈ Jn+1,2k−1
2 si x∈ Jn+1,2k

.

Es claro queC es cerrado y acotado. Veamos que todos sus puntos son de acumulación.
Seax∈C. Para cadan∈ N existek∈ N con 1≤ k≤ 2n tal quex∈ Jn,k = [an,bn]. Sea
cn uno de los extremos deJn,k tal quex 6= cn. Entonces{cn}→ x.

Demostremos ahora los últimos tres puntos:

1.
1
4

=
2
32 +

2
34 + . . .

2.

a =
2
3

+
0
32 +

2
33 +

0
34 +

0
35 +

2
36 + . . .

3. Está hecho en la indicación, pues es claro quex,y∈C y a
2 = x

2 + y
2.
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10.5 Veamos ahora que

f

(
∞

∑
n=1

αn

3n

)
=

∞

∑
n=1

αn

2n+1 .

Para cada sucesión{αn} conαn ∈ {0,2},∀n∈ N, notaremos

∞

∑
n=1

αn

2n+1 := g

(
∞

∑
n=1

αn

3n

)
.

Empezaremos probando que la expresión es cierta para los extremos de los intervalos
Jn,k conn natural yk = 1,2, . . . ,2n. Paran = 1 es cierta. En efecto:

J1,1

{
f (0) = 0 y g(0) = 0

f
(1

3

)
= 1

2 y g
(1

3

)
= g

(
2
32 + 2

33 + . . .
)

= 1
22 + 1

23 + . . . = 1
2

y

J1,2

{
f
(2

3

)
= 1

2 y g
(2

3

)
= 1

2

f (1) = 1 y g(1) = g
(

2
3 + 2

32 + . . .
)

= 1
2 + 2

22 + . . . = 1

J1,2

{
f
(2

3

)
= 1

2 y g
(2

3

)
= 1

2

f (1) = 1 y g(1) = g
(

2
3 + 2

32 + . . .
)

= 1
2 + 2

22 + . . . = 1

Supongamos que las expresiones son ciertas paran y las probaremos paran+1. Sea

Jn,k =
[
a,a+

1
3n

]
.

Tan sólo hemos de comprobar que

g

(
a+

1
3n+1

)
= f

(
a+

1
3n+1

)[
:=

f (a)+ f
(
a+ 1

3n

)
2

=:

]

= f

(
a+

2
3n+1

)
= g

(
a+

2
3n+1

)
Teniendo en cuenta la hipótesis de inducción obtenemos que

f

(
a+

1
3n

)
= g

(
a+

1
3n

)
= g

(
a+

2
2n+1 +

2
2n+2 + . . .

)
=

g(a)+
1

2n+1 +
1

2n+2 + . . . = g(a)+
1
2n = f (a)+

1
2n ,

y en consecuencia

f

(
a+

1
3n+1

)
= f

(
a+

2
3n+1

)
=
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f (a)+ f
(
a+ 1

3n

)
2

=
f (a)+ f (a)+ 1

2n

2
= f (a)+

1
2n+1 .

Calculemos ahora, utilizando nuevamente la hipótesis de inducción, los valores deg en
dichos puntos:

g

(
a+

1
3n+1

)
= g

(
a+

2
3n+2 +

2
3n+3 + . . .

)
=

g(a)+
1

2n+2 +
1

2n+3 + . . . = g(a)+
1

2n+1 = f (a)+
1

2n+1

y

g

(
a+

2
3n+1

)
= g(a)+

1
2n+1 = f (a)+

1
2n+1 .

Por último seax un elemento del conjunto de CantorC, y sea

x =
∞

∑
n=1

αn

3n conαn ∈ {0,2}

Si para cada naturaln notamosxn = ∑n
k=1

αk
3k , es claro que{xn}→ x y que cadaxn es un

extremo izquierdo de un intervaloJn,k, luego para dichos puntos vale la fórmula, esto
es

f (xn) =
n

∑
k=1

αk

2k+1 .

Por continuidad

f (x) = lim f (xn) =
∞

∑
n=1

αn

2n+1 .

10.6 i) La relaciónx' y⇔ y−x∈Q es una relación de equivalencia y la clase de equi-
valencia dex esx+Q.

ii) Como para cadai ∈ I se tiene que

Ai ∩ [0,1] 6= /0

(de hechoAi = x+Q= R), podemos escribir

Ai = xi +Q, conxi ∈ [0,1].

Al serE = {xi : i ∈ I}, se tiene queE ⊂ [0,1].
Veamos que[0,1] ⊂ ∪∞

n=1(qn + E). En efecto:x ∈ [0,1]⇒ x+ Q = xi + Q, para
convenientei ∈ I . En consecuenciax− xi ∈ Q∩ [−1,1] y por tantox− xi = qn,
para convenienten∈ N, luegox∈ qn +E.

Veamos ahora que los conjuntosqn +E son disjuntos:

(qn +E)∩ (qm+E) 6= /0⇒ qn +xi = qm+x j ⇒ i = j (partición)⇒ n = m.

La inclusión∪∞
n=1(qn +E)⊂ [−1,2] es obvia.
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Finalmente, siE fuese medible, entonces sería

1 = λ ([0,1])≤
∞

∑
n=1

λ (qn +E)≤ λ ([−1,2]) = 3

y la invarianza por traslaciones nos da el absurdo puesλ (E) no puede ser 0 ni
mayor que 0.

iii) Losqn +A son disjuntos entre sí, pues lo son losqn +E.

iv) {q+E : q∈Q} es una partición numerable deR (se prueba como enii)). E es no
medible, luego losq+ E son también no medibles y los únicos subconjuntos de
q+E que son medibles son los de medida cero. Se tiene

0 < λ
∗(M) = λ

∗

(⋃
q∈Q

M∩ (q+E)

)
≤

∞

∑
n=1

λ
∗(M∩ (qn +E)).

Si losM∩(qn+E) fuesen todos medibles, serían de medida cero y en consecuen-
cia

∞

∑
n=1

λ
∗(M∩ (qn +E)) = 0

lo que es absurdo. Hemos probado queM tiene subconjuntos no medibles.

10.7 Sabemos queM = C , esto es

E ∈M ⇔ λ
∗(A)≥ λ

∗(A∩E)+λ
∗(A∩EC), ∀A⊂ RN.

Si E ⊂ RN es no medible, entonces existe un subconjuntoA deRN tal que

λ
∗((A∩E)∪ (A∩EC) = λ

∗(A) < λ
∗(A∩E)+λ

∗(A∩EC)

y λ ∗ no es aditiva.

Supongamos queλ ∗ no es aditiva. SeanA,B subconjuntos disjuntos deRN tales que

λ
∗(A∪B) < λ

∗(A)+λ
∗(B).

Se tiene entonces que

λ
∗(A∪B) < λ

∗((A∪B)∩A)+λ
∗((A∪B)∩AC)

y el conjuntoA no es medible.
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10.8 Es claro queϕ es un homeomorfismo estrictamente creciente deR sobreR, así como
que

ϕ([0,1]) = [0,2]

y en consecuencia
ϕ([0,1]\C) = [0,2]\ϕ(C).

Se tiene que
[0,1]\C = ∪∞

n=1∪2n−1

k=1 In,k

y por tanto
ϕ([0,1]\C) = ∪∞

n=1∪2n−1

k=1 ϕ(In,k)

de donde se deduce

2−λ (ϕ(C)) = λ ([0,2]\ϕ(C)) =
∞

∑
n=1

2n−1

∑
k=1

λ (ϕ(In,k)).

Teniendo en cuenta ahora que para cadan∈ N y k∈ {1, . . . ,2n−1} es

f (x) =
2k−1

2n ,∀x∈ In,k

obtenemos que

2−λ (ϕ(C)) =
∞

∑
n=1

2n−1

∑
k=1

λ

(
2k−1

2n + In,k

)
=

∞

∑
n=1

2n−1

∑
k=1

λ (In,k),

y en consecuencia

2−λ (ϕ(C)) =
∞

∑
n=1

2n−1

∑
k=1

1
3n =

∞

∑
n=1

2n−1

3n =
1
2

∞

∑
n=1

(
2
3

)n

= 1.

Hemos probado que
λ (ϕ(C)) = 1.

SeaE ⊂ ϕ(C) no medible (ejercicio10.6) y definamosZ = ϕ−1(E). Z es de medida
cero (es un subconjunto deC) y no es boreliano (si lo fuese, también lo seríaϕ(Z)).
Hemos probado que los homeomorfismos no conservan los conjuntos medibles.

10.9 DefinamosB := A×RM−N ⊆ RM y g : B→ RM por

g(x,y) = f (x), ∀(x,y) ∈ B.

El conjuntoB es abierto deRM y g es de claseC 1 enB. El conjuntoA×{0} ⊂ B es de
medida cero enRM por estar contenido en un hiperplano, en consecuencia, al aplicar
las funciones de claseC 1 conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero, se
sigue queg(A×{0}) = f (A) es de medida cero.
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10.10 SeaM una variedad diferenciable enRN de dimensiónk < N. Sabemos que dadox∈
M, existeρ > 0,U ⊂Rk abierto yp : U→RN de claseC 1 tal queB(x,ρ)∩M ⊂ p(U),
y como p(U) es de medida cero (ejercicio anterior) se sigue queB(x,ρ)∩M es de
medida cero enRN. La bolaB(x,ρ) contiene una bolaB con centro y radio racionales
tal quex∈ B; la familiaB de tales bolas es numerable. Ya que

M = ∪B∈B(B∩M) y B∩M tiene medida cero,

se sigue queM tiene medida cero.

10.11 Consideremos la aplicación linealT : RN→ RN dada por

T(ek) = xk, ∀k∈ {1,2. . . ,N}.

Es claro que si notamosI = [0,1]N, entoncesT(I) = P−a. En consecuencia

λ (P) = λ (P−a) = λ (T(I)) = |detT|λ (I) = |detT|= |det(x1,x2, . . . ,xN)|,

donde se ha utilizado que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y el
comportamiento de la medida de Lebesgue frente a las aplicaciones lineales.

Probemos finalmente la fórmula del área del triángulo. Es claro que el área de un trián-
guloA es la mitad del área del paralelogramo con lo que

A =
1
2
|det(x,y)|.

Como podemos trasladar y girar, no quita generalidad suponer quex=(b,0) ey=(a,h)
conb,h > 0. Así

A =
1
2

∣∣∣∣ b 0
a h

∣∣∣∣= bh
2

.

10.12 Del Teorema de Hausdorff se deduce quef es también lipschitziana para‖ · ‖2. La
Proposición10.20nos asegura quef conserva los conjuntos de medida cero. Ahora,
la demostración del apartadoii) de la Proposición10.22nos dice quef conserva los
conjuntos medibles.

10.13 1. SeanK ⊂A⊂G , K compacto yG abierto. La monotonía de la medida de Lebes-
gue nos asegura queλ (K)≤ λ (G). Así λ (K)≤ λ ∗(A) y tambiénλ∗(A)≤ λ ∗(A).

2. SeaE un subconjunto no medible del intervalo[0,1] (véase ejercicio10.6). El
conjuntoA = E∪]1,+∞[ es no medible yλ∗(A) = ∞.

3. Basta probar que siλ∗(A) = λ ∗(A) < ∞, entoncesA es medible. Seaε > 0, toma-
mosK ⊂ A⊂G con

λ∗(A)− ε

2
< λ (K) y λ (G) < λ

∗(A)+
ε

2
.

Se tiene que

λ∗(G\A)≤ λ∗(G\K)≤ λ (G\K) = λ (G)−λ (K) < ε,

y esto es equivalente a la medibilidad deA.
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4. Acabamos de probar que para cadan ∈ N el conjuntoA∩B(0,n) es medible y
A =

⋃∞
n=1(A∩B(0,n)).

5. SeaC medible conA\B⊂C⊂ A conλ ∗(A\B) = λ (C). Se tiene

λ (A) = λ (C)+λ (A\C) = λ
∗(A\B)+λ (A\C)≤ λ

∗(A\B)+λ∗(B),

donde se ha utilizado queA\C⊂ B.
Sea ahoraε > 0 y seaK ⊂ B compacto tal queλ∗(B)− ε < λ (K). Se tiene que

λ (A) = λ (K)+λ (A\K) > λ∗(B)− ε +λ
∗(A\B).

Así
λ (A)≥ λ∗(B)+λ

∗(A\B).

6. a) Es consecuencia del apartado 5. sin más que cambiarA por I y B porA.
b) Comoλ ∗(A)< ∞, sabemos (apartado 3.), que es medible si, y sólo si,λ∗(A)=

λ ∗(A), lo que coincide con la definición de Lebesgue.
c) Es consecuencia del apartado 4.

10.14 SeanA,B conjuntos medibles acotados deRp,Rq respectivamente. Queremos probar
queA×B es un conjunto medible deRp+q. En efecto, seanI ,J intervalos acotados de
Rp,Rq respectivamente tales queA⊂ I ,B⊂ J. Se tiene queA×B⊂ I ×J

i) Basta observar que siZ⊂ ∪∞
n=1In, entonces

Z× [−k,k]q⊂ ∪∞
n=1(In× [−k,k]q) := ∪∞

n=1Jn y v(Jn) = (2k)qv(In),

y que la unión numerable de conjuntos de medida cero lo es.

ii) Al serE medible se puede expresar como

E = ∪∞
n=1Cn∪Z

donde para cadan, Cn es cerrado deRp, y Z es de medida cero. Se sigue que

E×C = ∪∞
n=1(Cn×C)∪ (Z×C).

Para cadan naturalCn×C es cerrado deRp+q, y, en virtud dei), Z×C es de
medida cero como subconjunto deZ×Rq, por tantoE×C es medible.

iii) Es consecuencia deii), de la distributividad del producto cartesiano y de que la
unión numerable de medibles es medible.
Sea finalmenteF medible deRq. ExistenB un Fσ deRq y Z un conjunto de
medida cero deRq tales queF = B∪Z. Se tiene

E×F = (E×B)∪ (E×Z)

y basta aplicari), iii ) y que la unión de dos medibles es medible.





Tema 11

Integral asociada a una medida

Hacia finales del siglo XIX resultó claro para muchos matemáticos que la integral de Rie-
mann debía cambiarse por algún tipo de integral capaz de integrar más funciones y sobre todo
mejor avenida con los procesos de convergencia. Se hacía necesaria una integral que tuvie-
se teoremas de convergencia que, en condiciones muy generales, permitiesen intercambiar
el límite y la integral. Entre los intentos hechos en esta dirección, los más notables fueron
debidos a Jordan, Borel, Young y Lebesgue. La construcción de Lebesgue resultó ser la más
exitosa.

Esquemáticamente, he aquí la idea principal:
La teoría de la integral de Riemann tiene como punto de partida la consideración para

cada funciónf acotada sobre un intervalo[a,b] de las llamadas sumas de Riemann

m

∑
j=1

f (x j)λ (I j),

dondeI1, . . . , Im son intervalos disjuntos cuya unión es[a,b]; x j ∈ I j , y λ (I j) denota, la longi-
tud deI j (1≤ j ≤m).

Lebesgue descubrió que se obtenía una teoría de la integración completamente satisfactoria
si se permitía que los conjuntosI j de la suma anterior pertenecieran a una clase más amplia
de subconjuntos de la recta, los llamados “conjuntos medibles", y si la clase de las funciones
que se consideran se amplía a la que él llamó “funciones medibles” apareciendo así lo que
se denominansumas de Lebesguede f correspondientes a particiones en la imagen de dicha
función:

n

∑
k=1

ykλ
(

f−1(Jk)
)
,

dondeJ1, . . . ,Jn son intervalos disjuntos cuya unión esR; yk ∈ Jk, y λ
(

f−1(Jk)
)

denota la
medida del conjunto mediblef−1(Jk) parak = 1, . . . ,n. Es de destacar que esta idea, sencilla
pero brillante, de considerar particiones de la imagen def en vez de en el dominio def dio
lugar a la teoría de la medida y la integral de Lebesgue.

La divulgación de dicha idea se suele expresar con el siguiente símil: “Si Riemann y
Lebesgue tuviesen que contar un montón de monedas sobre una mesa éstos procederían de

413



414 11. Integral asociada a una medida.

distinta forma. Riemann cuadricularía la mesa, contaría las monedas de cada cuadrícula y
sumaría; sin embargo, Lebesgue clasificaría las monedas, contaría las que hay de cada clase
y sumaría”.

El paso de la teoría de integración de Riemann a la de Lebesgue es un proceso de com-
pletación similar al paso deQ aR, por lo que no es de extrañar que la integral de Lebesgue
disponga de mejores resultados de convergencia.

Sabemos que la medida de Lebesgueλ está muy relacionada con la topología. En esta
lección presentamos una versión abstracta de la integral de Lebesgue, relativa a una medida
arbitrariaµ sobre cualquier espacio medible(X,A ). Esta teoría abstracta, que no es en forma
alguna más difícil que el caso particular de la recta real, muestra que una gran parte de la
teoría de la integración es independiente de cualquier topología en el conjunto subyacente y,
por supuesto, nos proporciona un instrumento de mucha mayor aplicabilidad.

Como hemos comentado, la clase de las funciones medibles juega un papel fundamental
en la teoría de la integración. Dicha clase tiene algunas propiedades básicas en común con
otra clase muy importante de funciones, la clase de las funciones continuas. Es útil tener en
consideración estas analogías: por una parte los conceptos de espacio topológico, conjunto
abierto y función continua y por otra los de espacio medible, conjunto medible y función
medible. Esta relación es más clara si el marco en que se tratan es abstracto, y esto (más que
el mero deseo de generalidad) es lo que motiva el enfoque elegido.

11.1. Función medible.

Definición 11.1 (Función medible).Sean(X,A ) e (Y,B) espacios medibles. Se dice que
f : X −→Y es unafunción mediblessi la imagen inversa porf de cada conjunto medible de
Y es un conjunto medible deX, es decir,

(11.1.1) f−1(B) ∈A , ∀B∈B.

Es inmediato que la composición de funciones medibles es medible.
Recordemos que todo espacio topológico, salvo mención expresa, se considerará un es-

pacio medible con laσ -álgebra de Borel.
Teniendo en cuenta que

f−1(Y) = X, f−1(Y\B) = X\ f−1(B) y f−1(∪n∈NBn) = ∪n∈N f−1(Bn),

podemos afirmar que la familia {
B⊂Y : f−1(B) ∈A

}
es unaσ -álgebra enY. En consecuencia, para comprobar quef es medible basta verificar la
condición 11.1.1 para una familia de subconjuntos deY que genere la
σ -álgebraB. En particular, las funciones continuas deRN enRM son medibles si se con-
sidera enRN cualquierσ -álgebra que contenga a los borelianos (por ejemploM ) y enRM
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la σ -álgebra de Borel. En cuyo caso, basta comprobar la condición11.1.1para los intervalos
abiertos acotados pues sabemos que todo abierto es unión numerable de intervalos abiertos
acotados (véase la tantas veces citada Proposición10.8).

Ejemplos 11.2 (funciones medibles).

1. Toda función constantef deX enY es medible.

2. La restricción a un subconjunto medible (con laσ -álgebra inducida) de una función
medible es medible.

3. Recordemos que la función característica de un subconjuntoA deX, χA, es la función
deX enR definida por

χA(x) =
{

1 si x∈ A
0 si x /∈ A

.

Se tiene queχA es medible en(X,A ) si, y sólo si,A∈ A . En efecto, basta observar
que para cualquier subconjuntoB deR se verifica que

χ
−1
A (B) =


X si 0,1∈ B
A si 0 /∈ B,1∈ B
X\A si 0∈ B,1 /∈ B
/0 si 0,1 /∈ B

.

4. Sea(X,A ) un espacio medible. SiE ∈A y f : E −→ R, entonces af le asociamos la
función f χE : X −→ R (prolongación por cero fuera deE) dada por

f χE(x) =
{

f (x) si x∈ E
0 si x∈ X\E.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) f es medible en(E,AE).

ii) f χE es medible en(X,A ).

En efecto, paraB abierto deR se tiene que
i) ⇒ ii)

( f χE)−1(B) = {x∈ X : ( f χE)(x) ∈ B}={
EC∪{x∈ E : f (x) ∈ B}= EC∪ f−1(B) si 0∈ B
{x∈ E : f (x) ∈ B}= f−1(B) si 0 /∈ B

ii) ⇒ i)
La inclusión deE enX es medible, luego la restricción def χE aE es medible, por ser
composición de medibles (f = f χE ◦ iE).
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5. Sean(X,A ,µ) un espacio de medida completo eY un espacio topológico. Sif ,g :
X −→Y son funciones iguales c.p.d., entoncesf es medible si, y sólo si, lo esg.

En efecto, supongamos por ejemplo que la funciónf es medible y que el conjunto
Z = {x∈ X : f (x) 6= g(x)} es de medida cero. ParaB medible deY se tiene que

g−1(B) = (g−1(B)∩Z)∪ (g−1(B)∩ZC) = (g−1(B)∩Z)∪ ( f−1(B)∩ZC)

es medible ya queg−1(B)∩Z es medible por serµ completa, yf−1(B)∩ZC es medible
por serf medible.

Obsérvese que si la medida no es completa dos funciones iguales c.p.d. no tienen que
ser simultáneamente medibles. En efecto, si es A un subconjunto no medible de un
conjuntoZ de medida cero, entonces las funcionesf ,g : X −→ R definidas por

f (x) = 0, ∀x∈ X, g(x) =


0 si x∈ X\Z
1 si x∈ A
2 si x∈ Z\A

son iguales c.p.d. pues
{x∈ X : f (x) 6= g(x)}= Z.

f es medible y sin embargo, como

g−1({1}) = {x∈ X : g(x) = 1}= A,

y {1} es un boreliano, concluimos queg no es medible.

6. Sean(RN,M ,λ ) el espacio de medida de Lebesgue yE ∈M . Son medibles las si-
guientes funciones reales definidas enE:

i) Las continuas.

ii) Las continuas c.p.d.

iii) Las iguales c.p.d. a una medible.

iv) Las composiciones de una medible con una continua.

En efecto,
i) y iv) se han probado antes.
ii) Sea f : E−→R continua c.p.d. SeaZ el subconjunto deE de medida cero en el que
f no es continua.f|E\Z es medible por ser continua yf|Z es claramente medible. En
consecuencia, siB⊂ R es abierto, entonces

f−1(B) =
(

f|E\Z
)−1(B)∪

(
f|Z
)−1(B) ∈M ,

y, por tanto,f es medible.
iii) Consecuencia del apartado 5.

Nota: Es conveniente advertir que en el espacio medible(RN,M ) cualquier conjunto
susceptible de ser construido con las técnicas básicas de la Teoría de conjuntos es medible
y, en consecuencia, cualquier función definida mediante el uso de las técnicas habituales del
Análisis es medible.
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11.2. Propiedades de las funciones medibles.

Proposición 11.3 (Caracterización de las funciones medibles).Sean (Ω,A )
un espacio medible y f: Ω−→ R una función. Equivalen:

i) f es medible.

ii) {ω ∈Ω : f (ω) < α} ∈A , ∀α ∈ R.

iii) {ω ∈Ω : f (ω)≥ α} ∈A , ∀α ∈ R.

iv) {ω ∈Ω : f (ω)≤ α} ∈A , ∀α ∈ R.

v) {ω ∈Ω : f (ω) > α} ∈A , ∀α ∈ R.

Demostración:
Es obvio que la primera afirmación implica cualquiera de las restantes. Para probar el

recíproco es suficiente demostrar que cualquiera de las familias de intervalos siguientes

a) {]−∞,α[: α ∈ R}

b) {[α,+∞[: α ∈ R}

c) {]−∞,α] : α ∈ R}

d) {]α,+∞[: α ∈ R}
generan laσ -álgebra de Borel deR, para lo que basta comprobar que laσ -álgebra generada
contiene a los intervalos abiertos acotados.

Por ejemplo, en el caso b) basta observar que

[α,+∞[= R\]−∞,α[, ]α,+∞[=
∞⋃

n=1

[
α +

1
n
,+∞

[
y
]
α,β

[
=
]
−∞,β

[
∩
]
α,+∞

[
.

Los otros casos se dejan como ejercicio (¡Hágase!).

Dadasf ,g : Ω→ R se definen las funcionesf ∨g, f ∧g, f +, f− : Ω→ R por

( f ∨g)(ω) := max{ f (ω),g(ω)}, ( f ∧g)(ω) := min{ f (ω),g(ω)},
f + := 0∨ f , f− := 0∨ (− f ).

Es inmediato comprobar

f = f +− f−, | f |= f + + f−, f ∨g =
1
2
( f +g+ | f −g|), f ∧g =

1
2
( f +g−| f −g|).

Proposición 11.4 (Estabilidad algebraica de las funciones medibles). Sean
(Ω,A ) un espacio medible, f,g : Ω −→ R funciones medibles,α un número real y p un
positivo, entonces las funciones

f +g, α f , f g, | f |p, f + y f−

son también medibles. En consecuencia, el conjunto de las funciones medibles reales es una
subálgebra del álgebra de las funciones reales definidas enΩ. Si además suponemos que f
no se anula, entonces la función1

f también es medible.
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Demostración:
Empezaremos probando que la funciónh : Ω−→ R2 definida por

h(ω) = ( f (ω),g(ω)), ∀ω ∈Ω

es también medible. SiG es un abierto deR2, entonces, de nuevo la Proposición10.8nos
asegura la existencia de dos sucesiones

{
In
}
,
{

Jn
}

de intervalos acotados deR tales que
G =

⋃∞
n=1 In×Jn con lo que concluimos que

h−1(G) =
∞⋃

n=1

h−1(In×Jn) =
∞⋃

n=1

[
f−1(In)∩g−1(Jn)

]
∈A .

Como las funciones deR2 enR

(x,y) 7→ x+y, (x,y) 7→ xy

son continuas, se deduce que las funciones obtenidas por composiciones conh de éstas son
medibles, esto esf +g y f g son medibles.

Como las funciones deR enR

x 7→ αx, x 7→ |x|p, x 7→max{x,0}, y x 7→max{−x,0}

son continuas, deducimos queα f , | f |p, f + y f− son medibles.
Por último, sif no se anula, basta componer la función mediblef con la función continua

x 7→ 1
x deR∗ enR para obtener la medibilidad de1f .

Proposición 11.5 (Estabilidad analítica de las func. medibles).Sea(Ω,A ) un espacio
medible. Si

{
fn
}

es una sucesión de funciones medibles definidas enΩ, entonces se verifican
las siguientes propiedades:

i) El conjunto E= {ω ∈ Ω : { fn(ω)} es mayorada} es medible y si dicho conjunto no
es vacío, la función f: E −→ R definida por f(ω) = sup{ fn(ω) : n∈ N}, ∀ω ∈ E, es
medible.

ii) El conjunto E= {ω ∈ Ω : { fn(ω)} es minorada} es medible y si dicho conjunto no
es vacío, la función f: E −→ R definida por f(ω) = inf{ fn(ω) : n∈ N}, ∀ω ∈ E, es
medible.

iii) El conjunto E= {ω ∈ Ω : limsup fn(ω) ∈ R} es medible y si dicho conjunto no es
vacío, la función f: E −→ R definida por f(ω) = limsup fn(ω), ∀ω ∈ E, es medible.

iv) El conjunto E= {ω ∈ Ω : liminf fn(ω) ∈ R} es medible y en caso de ser no es vacío,
la función f : E −→ R definida por f(ω) = liminf fn(ω), ∀ω ∈ E, es medible.

v) El conjunto E= {ω ∈Ω : { fn(ω)} es convergente} es medible y si dicho conjunto no
es vacío la función f: E −→ R definida por f(ω) = lim fn(ω), ∀ω ∈ E, es medible.
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Demostración:

i) Es inmediato que

E =
∞⋃

m=1

[
∞⋂

n=1

{ω ∈Ω : fn(ω)≤m}

]
,

y, por tanto,E ∈A . Por otra parte, supuestoE 6= /0, para cadaα ∈ R se tiene que

{ω ∈ E : f (ω)≤ α}=
∞⋂

n=1

{ω ∈ E : fn(ω)≤ α}=

= E
⋂
∩∞

n=1{ω ∈Ω : fn(ω)≤ α}
es medible, de donde se deduce quef es medible.

ii) Aplíquese i) a la sucesión{− fn}.

iii) El conjunto
F = {ω ∈Ω : { fn(ω)} es mayorada}

es medible por i). Es claro que siF = /0, entonces tambiénE = /0. SupuestoF 6= /0,
consideremos, para cada naturaln, la funcióngn : F −→ R definida por

gn(ω) = sup{ fk(ω) : k≥ n}, ∀ω ∈ F,

que es medible por i). Es claro que

E = {ω ∈ F : {gn(ω)} es minorada}

que es medible por ii). SupuestoE 6= /0 se tiene quef (ω) = inf{gn(ω) : n∈N} también
es medible por ii).

iv) Aplíquese iii) a la sucesión{− fn}.

v) Sean
F1 = {ω ∈Ω : limsup fn(ω) ∈ R}
F2 = {ω ∈Ω : liminf fn(ω) ∈ R},

conjuntos que son medibles (por iii) y iv)). Es claro que siF1∩F2 = /0, entoncesE = /0.
SupuestoF1∩F2 6= /0, las funcionesg : F1 −→ R definida porg(ω) = limsup fn(ω),
∀ω ∈ F1 y h : F2 −→ R definida porh(ω) = liminf fn(ω), ∀ω ∈ F2 son medibles por
iii) y iv), respectivamente. Entonces

E = {ω ∈ F1∩F2 : g(ω) = h(ω)}= F1∩F2∩ (g−h)−1({0})}

es medible y finalmente, supuestoE 6= /0, como f (ω) = g(ω)(= h(ω)),∀ω ∈ E, con-
cluimos que la funciónf también es medible.



420 11. Integral asociada a una medida.

11.3. Funciones simples. Teorema de aproximación de Le-
besgue.

Consideramos ahora las funciones medibles más sencillas: las funciones simples. Será
clave en la teoría el hecho de que cualquier función medible positiva es límite puntual de una
sucesión creciente de funciones simples positivas.

Definición 11.6 (Función simple).Sea(Ω,A ) un espacio medible. Una funcións : Ω −→
R es unafunción simplesi es medible y su imagen es un conjunto finito, esto es,s(Ω) ={

α1, . . . ,αm
}

para convenientesm∈ N y α1, . . . ,αm∈ R. Claramente los conjuntos

Ai := {ω ∈Ω : s(ω) = αi} (i = 1, . . . ,m),

son medibles y forman una partición deΩ. La funcións se expresa entonces en la forma

s=
m

∑
i=1

αiχAi .

Proposición 11.7 (Estabilidad algebraica de las func. simples).Sea(Ω,A ) un espacio
medible. En el espacio vectorial de las funciones reales definidas enΩ, se verifica que el
conjunto de las funciones simples es el subespacio vectorial generado por las funciones ca-
racterísticas de los conjuntos medibles. Además si s y t son simples, entonces st es simple.

Demostración:
Inmediata de la definición, de la estabilidad algebraica de las funciones medibles y del

Ejemplo11.2.2.

El siguiente resultado es uno de los máximos exponentes del “saber hacer"de
Lebesgue. Como ya hemos comentado, a diferencia de lo que se hace en la integral de Rie-
mann, en la que se subdivide el dominio de la función para aproximarla por funciones esca-
lonadas, lo que se hará para la integral que pretendemos definir es subdividir la imagen de la
función para conseguir aproximarla por funciones simples positivas.

Teorema 11.8 (de aproximación de Lebesgue).Sean(Ω,A ) un espacio medible y f: Ω−→
[0,∞[ una función medible. Entonces, existe una sucesión creciente

{
sn
}

de funciones simples
positivas que converge puntualmente a f enΩ.

Si además f está mayorada, entonces existe una sucesión creciente de funciones simples
positivas

{
sn
}

que converge uniformemente a f enΩ.
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Demostración:
Fijadon natural, definimos

En =
{

ω ∈Ω : n≤ f (ω)
}

y, parak = 1,2, . . . ,n2n,

En,k :=
{

ω ∈Ω :
k−1
2n ≤ f (ω) <

k
2n

}
.

Como f es medible, los conjuntosEn y En,k también lo son. Definimos entonces la función
simple

sn :=
n2n

∑
k=1

k−1
2n χEn,k +nχEn.

(obsérvese que los conjuntos cuyas funciones características aparecen en la definición ante-
rior forman una partición deΩ).

Probemos que la sucesión
{

sn
}

así obtenida es puntualmente creciente, es decir,

sn(ω)≤ sn+1(ω), ∀n∈ N, ∀ω ∈Ω.

Dado un naturaln y ω ∈Ω, entonces siω ∈ En, se tiene

sn(ω) = n =
n2n+1

2n+1 ≤ f (ω),

y, por tanto,sn(ω)≤ sn+1(ω). En otro caso, siω ∈ En,k, entonces al ser[k−1
2n ,

k
2n

[
=
[2k−2

2n+1 ,
2k−1
2n+1

[
∪
[2k−1

2n+1 ,
2k

2n+1

[
.

o bienω ∈ En+1,2k−1 o bienω ∈ En+1,2k. En el primer caso

sn(ω) =
k−1
2n = sn+1(ω),

mientras que en el segundo

sn(ω) =
k−1
2n <

2k−1
2n+1 = sn+1(ω).

Veamos ahora que paraω ∈Ω se verifica{
sn(ω)

}
→ f (ω).

Seaω ∈Ω y sean un natural tal quef (ω) < n. Se tiene entonces que

sn(ω)≤ f (ω) < sn(ω)+
1
2n .

Así, paran suficientemente grande, se verifica que

(11.3.1) 0≤ f (ω)−sn(ω) <
1
2n ,
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de donde se obtiene la convergencia anunciada.
Finalmente, si ademásf está mayorada, tenemos que

∃m∈ N : En = /0, ∀n≥m,

con lo cual de11.3.1deducimos que

0≤ f (ω)−sn(ω) <
1
2n , ∀ω ∈Ω, ∀n≥m.

Hemos probado que en este caso la convergencia es uniforme.

11.4. Integral de funciones simples positivas.

En el caso en que dispongamos de una medidaµ sobreA , hay una forma natural de defi-
nir la integral de una función simple positiva. Comprobamos en primer lugar que la definición
que daremos de integral es independiente de la expresión de la función simple que elijamos.
Supongamos que se da la igualdad

m

∑
i=1

αiχAi =
n

∑
j=1

β j χB j ,

dondem,n∈ N, 0≤ αi ,β j < +∞ ∀i, j y {A1, . . . ,Am},{B1, . . . ,Bn} son dos particiones de
Ω en conjuntos medibles, entonces comprobaremos que se verifica la igualdad

m

∑
i=1

αiµ(Ai) =
n

∑
j=1

β j µ(B j).

En efecto, usando que la medida es aditiva y que si para ciertos índicesi, j se verifica que
Ai ∩B j 6= /0, entonces evaluando la función simple en esta intersección se tieneαi = β j ,
obtenemos

m

∑
i=1

αiµ(Ai) =
m

∑
i=1

αiµ

(
Ai∩
(
∪n

j=1 B j

))
=

m

∑
i=1

αiµ

(
∪n

j=1(Ai ∩B j)
)

=

=
m

∑
i=1

αi

n

∑
j=1

µ(Ai ∩B j) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

αiµ(Ai ∩B j) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

αiµ(Ai ∩B j) =

=
n

∑
j=1

m

∑
i=1

β j µ(Ai ∩B j) =
n

∑
j=1

β j

m

∑
i=1

µ(Ai ∩B j) =
n

∑
j=1

β j µ

(
∪m

i=1(B j ∩Ai)
)

=
n

∑
j=1

β j µ(B j).
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Definición 11.9 (Integral de una función simple positiva). Sea (Ω,A ,µ) un
espacio de medida. Sis = ∑m

i=1αiχAi : Ω −→ [0,∞[, donde{A1, . . . ,Am} es una partición
de Ω en conjuntos medibles, entonces se define la integral de la función simples como el
elemento de[0,∞] dado por: ∫

Ω
s dµ :=

m

∑
i=1

αiµ(Ai).

Proposición 11.10 (Prop. de la integral de las funciones simples positivas).Sea(Ω,A ,µ)
un espacio de medida. Si s, t : Ω −→ [0,∞[ son funciones simples yα ∈ [0,∞[, entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

i)
∫

Ω(s+ t) dµ =
∫

Ω s dµ +
∫

Ω t dµ.

ii)
∫

Ω(αs) dµ = α
∫

Ω s dµ.

iii)
[
s≤ t

]
⇒
∫

Ω s dµ ≤
∫

Ω t dµ .

iv)
∫

Ω s dµ = 0 si, y sólo si, s= 0 c.p.d.

Demostración:
Pongamos

s=
m

∑
i=1

αiχAi y t =
n

∑
j=1

β j χB j ,

con m,n naturales,α1, . . . ,αm,β1, . . . ,βn ∈ [0,∞[ y {A1, . . . ,Am},{B1, . . .Bn} particiones de
Ω en conjuntos medibles.

i) Es claro que
{Ai ∩B j : 1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n}

es una partición deΩ en conjuntos medibles (algunos de los cuales pueden ser el vacío
y por tanto se pueden suprimir). Se tiene que

s+ t =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

(αi +β j)χAi∩B j .

Por tanto, ∫
Ω
(s+ t) dµ =

m

∑
i=1

n

∑
j=1

(αi +β j)µ(Ai ∩B j) =

m

∑
i=1

αi

n

∑
j=1

µ(Ai ∩B j)+
n

∑
j=1

β j

m

∑
i=1

µ(Ai ∩B j).

Usando que los conjuntos{B1, . . . ,Bn},{A1, . . . ,Am} son particiones deΩ y la aditivi-
dad de la medida se tiene que

n

∑
j=1

µ(Ai ∩B j) = µ(Ai),
m

∑
i=1

µ(Ai ∩B j) = µ(B j).
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Usando estas igualdades válidas para 1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n, se obtiene que∫
Ω
(s+ t) dµ =

∫
Ω

s dµ +
∫

Ω
t dµ.

ii) Se tiene que ∫
Ω
(αs) dµ =

m

∑
i=1

ααiµ(Ai) = α

m

∑
i=1

αiµ(Ai) = α

∫
Ω

s dµ.

iii) Comos≤ t por hipótesis, entonces siω ∈ Ai ∩B j 6= /0 tenemos que
s(ω) = αi ≤ β j = t(ω). Por tanto

∫
Ω

s dµ =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

αiµ(Ai ∩B j)≤
m

∑
i=1

n

∑
j=1

β j µ(Ai ∩B j) =
∫

Ω
t dµ.

iv) Se tiene que∫
Ω

s dµ = 0⇔
m

∑
i=1

αiµ(Ai) = 0⇔ αiµ(Ai) = 0, i = 1, . . . ,m⇔


αi = 0
ó 1≤ i ≤m
µ(Ai) = 0

⇔ s= 0 c.p.d..

De la proposición anterior se deduce que∫
Ω

s dµ = max

{∫
Ω

t dµ : t simple positiva, t ≤ s

}
.

Podemos, por tanto, extender la definición de integral de la siguiente forma:

11.5. Integral de una función medible positiva.

Definición 11.11 (Integral de una función medible positiva). Sea (Ω,A ,µ)
un espacio de medida. Sif : Ω −→ [0,∞[ es una función medible, se define la integral de
f como el elemento de[0,∞] dado por∫

Ω
f dµ := sup

{∫
Ω

s dµ : s simple,0≤ s≤ f

}
.
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El siguiente resultado junto con el Teorema de aproximación de Lebesgue permiten obte-
ner cómodamente las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas.

Proposición 11.12.Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida y f: Ω −→ [0,∞[ una función
medible. Si

{
sn
}

es una sucesión creciente de funciones simples positivas que converge pun-
tualmente a f enΩ, entonces ∫

Ω
f dµ = lim

∫
Ω

sn dµ.

Demostración:
De la definición de integral para funciones medibles positivas se deduce que∫

Ω
sn dµ ≤

∫
Ω

f dµ, ∀n∈ N,

y, por tanto,

lim
∫

Ω
sn dµ ≤

∫
Ω

f dµ.

Para probar la otra desigualdad, seasuna función simple positiva cons≤ f y sea 0< ρ < 1.
Para cada naturaln definimos

Fn :=
{

ω ∈Ω : sn(ω)≥ ρs(ω)
}

.

Obtenemos así una sucesión creciente de conjuntos medibles tal que
⋃∞

n=1Fn = Ω. En efecto,
para cadaω ∈Ω, se tiene

f (ω) = 0 ⇒ ω ∈ F1

f (ω) > 0 ⇒ ρs(ω) < f (ω) (ρ < 1) ⇒∃n∈ N : ω ∈ Fn

.

Supuesto ques= ∑m
k=1αkχAk, para cada naturaln se verifica que

ρ

m

∑
k=1

αk µ(Ak∩Fn) =
m

∑
k=1

ρ αk µ(Ak∩Fn) =∫
Ω

ρ s χFn dµ ≤
∫

Ω
sn χFn dµ ≤

∫
Ω

sn dµ,

(11.5.1)

donde se ha utilizado la definición deFn y la monotonía de la integral11.10.iii). Para cada
k∈ {1, . . . ,m},

{
Ak∩Fn

}
n∈N es una sucesión creciente de conjuntos medibles tal que

∞⋃
n=1

(
Ak∩Fn

)
= Ak,

y por tanto se sigue de la propiedad de crecimiento continuo deµ que

µ(Ak) = lim
n

µ
(
Ak∩Fn

)
.
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Tomando límite cuandon→ ∞ en11.5.1obtenemos que

ρ

m

∑
k=1

αkµ(Ak)≤ lim
∫

Ω
sn dµ,

es decir,

ρ

∫
Ω

s dµ ≤ lim
∫

Ω
sn dµ.

Tomando ahora en la desigualdad anterior límite cuandoρ → 1 obtenemos que∫
Ω

s dµ ≤ lim
∫

Ω
sn dµ.

Considerando por último la arbitrariedad des, concluimos que∫
Ω

f dµ ≤ lim
∫

Ω
sn dµ.

Proposición 11.13 (Prop. de la integral de las funciones medibles posit.).Sea(Ω,A ,µ)
un espacio de medida. Si f,g : Ω −→ [0,∞[ son funciones medibles y
α ∈ [0,∞[, entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i)
∫

Ω( f +g) dµ =
∫

Ω f dµ +
∫

Ω g dµ.

ii)
∫

Ω(α f ) dµ = α
∫

Ω f dµ.

iii)
[

f ≤ g
]
⇒
∫

Ω f dµ ≤
∫

Ω g dµ .

iv)
∫

Ω f dµ = 0 si, y sólo si, f= 0 c.p.d.

Además si f= g c.p.d., entonces
∫

Ω f dµ =
∫

Ω g dµ.

Demostración:

i) El Teorema de aproximación de Lebesgue nos asegura la existencia de dos sucesiones
crecientes{sn} y {tn} de funciones simples positivas con{sn}↗ f y {tn}↗ g. En con-
secuencia{sn + tn} es también una sucesión creciente de funciones simples positivas
con{sn + tn}↗ f +g. En virtud de la proposición anterior se tiene que∫

Ω
( f +g) dµ = lim

∫
Ω
(sn + tn) dµ =

= lim
∫

Ω
sn dµ + lim

∫
Ω

tn dµ =
∫

Ω
f dµ +

∫
Ω

g dµ.

ii) Es inmediata de la definición.
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iii) Si s : Ω−→ [0,∞[ es una función simple cons≤ f , entoncess≤ g, y por tanto∫
Ω

s dµ ≤
∫

Ω
g dµ.

En consecuencia ∫
Ω

f dµ ≤
∫

Ω
g dµ.

En el argumento hemos utilizado dos veces la definición de integral de una función
medible positiva.

iv) Sea
{

sn
}

una sucesión creciente de funciones simples positivas convergente af .

Supuesto que
∫

Ω f dµ = 0, entonces
∫

Ω sn dµ = 0, ∀n ∈ N, y en virtud del apartado
iv) de la Proposición11.10essn = 0 c.p.d., ∀n∈ N, de donde concluimos quef = 0
c.p.d. (pues{ω ∈Ω : f (ω) 6= 0} ⊂ ∪n∈N{ω ∈Ω : sn(ω) 6= 0}).
Supongamos ahora quef = 0 c.p.d. Entonces, como 0≤ sn≤ f , se tiene que

sn = 0 c.p.d., ∀n∈ N,

luego ∫
Ω

sn dµ = 0, ∀n∈ N

y por tanto
∫

Ω f dµ = 0.

Finalmente, como para cualesquiera dos funciones medibles positivasf y g se verifica

f ≤ | f −g|+g,

de los apartados iii) y i) anteriores se deduce que∫
Ω

f dµ ≤
∫

Ω
| f −g| dµ +

∫
Ω

g dµ.

Si suponemos quef = g c.p.d., entonces, teniendo en cuenta iv) deducimos que∫
Ω

f dµ ≤
∫

Ω
g dµ.

De igual forma ∫
Ω

g dµ ≤
∫

Ω
f dµ,

por lo que ∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
g dµ.

Nota: De la última afirmación se deduce que para calcular la integral de una función
medible positiva pueden ignorarse, si así se desea, los valores que toma dicha función en un
conjunto de medida cero. Esto es, el conocimiento de una función medible positiva en algún
subconjunto medibleE de Ω tal queµ(Ω\E) = 0, es suficiente para calcular la integral de
dicha función.
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11.6. Función integrable e integral.

Definición 11.14 (Función integrable e integral de una función integrable).Sea(Ω,A ,µ)
un espacio de medida. Diremos que una función mediblef : Ω−→ R es integrable si la fun-
ción medible positiva| f | tiene integral finita. Sif es integrable, entonces las funcionesf + y
f− son medibles positivas y tienen integral finita, puesto quef + ≤ | f | y f− ≤ | f |, podemos
definir ∫

Ω
f dµ :=

∫
Ω

f + dµ−
∫

Ω
f− dµ.

NotaremosL (µ) al conjunto de las funcionesf : Ω−→ R integrables, es decir,

L (µ) :=
{

f : Ω−→ R : f es medible con
∫

Ω
| f | dµ < ∞

}
.

Claramente si una función medible positiva tiene integral finita, entonces ésta es integra-
ble y su integral coincide con la integral como función medible positiva (lo cual legitima
la notación introducida). Más generalmente, conviene observar que sig y h son funciones
medibles positivas tales que∫

Ω
g dµ < ∞,

∫
Ω

h dµ < ∞ y f = g−h,

entonces
f ∈L (µ) y

∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
g dµ−

∫
Ω

h dµ.

En efecto, es claro que| f | es medible y las propiedades de la integral de una función medible
positiva nos aseguran que∫

Ω
| f | dµ =

∫
Ω
|g−h| dµ ≤

∫
Ω
(g+h) dµ =

∫
Ω

g dµ +
∫

Ω
h dµ < ∞.

Por otra parte, al serf + +h = f−+g, se sigue que∫
Ω

f + dµ +
∫

Ω
h dµ =

∫
Ω

f− dµ +
∫

Ω
g dµ,

y en consecuencia ∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
g dµ−

∫
Ω

h dµ.

Proposición 11.15 (Propiedades deL (µ) y de la integral). Sea(Ω,A ,µ) un espacio de
medida. Si f,g : Ω −→ R son funciones integrables yα es un número real, se verifican las
siguientes afirmaciones:

i) f +g es integrable con
∫

Ω( f +g) dµ =
∫

Ω f dµ +
∫

Ω g dµ.

ii) α f es integrable con
∫

Ω(α f ) dµ = α
∫

Ω f dµ.
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iii)
[

f ≤ g
]
⇒
∫

Ω f dµ ≤
∫

Ω g dµ.

iv) |
∫

Ω f dµ| ≤
∫

Ω | f | dµ.

Además si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces

f es integrable⇔ g es integrable,

en cuyo caso ∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
g dµ.

Demostración:

i) Puesto quef +g = ( f + +g+)− ( f−+g−), el resultado se deduce de la aditividad de
la integral para funciones medibles positivas y de la observación hecha antes.

ii) Sabemos queα f es medible y que∫
Ω
|α f | dµ =

∫
Ω
|α| | f | dµ = |α|

∫
Ω
| f | dµ < ∞,

y por tantoα f es integrable. Por otra parteα f = α f +−α f−, por lo que siα ≥ 0 se
tiene que ∫

Ω
(α f ) dµ =

∫
Ω
(α f +) dµ−

∫
Ω
(α f−) dµ =

= α

∫
Ω

f + dµ−α

∫
Ω

f− dµ = α

∫
Ω

f dµ,

mientras que siα < 0, entonces∫
Ω
(α f ) dµ =

∫
Ω
(−α f−) dµ−

∫
Ω
(−α f +) dµ =

=−α

∫
Ω

f− dµ +α

∫
Ω

f + dµ = α

∫
Ω

f dµ.

iii) Se tiene que
f +− f− ≤ g+−g−⇒ f + +g− ≤ g+ + f−⇒

⇒
∫

Ω

(
f + +g−

)
dµ ≤

∫
Ω

(
g+ + f−

)
dµ ⇒∫

Ω
f + dµ +

∫
Ω

g− dµ ≤
∫

Ω
g+ dµ +

∫
Ω

f− dµ ⇒

⇒
∫

Ω
f + dµ−

∫
Ω

f− dµ ≤
∫

Ω
g+ dµ−

∫
Ω

g− dµ,

es decir, ∫
Ω

f dµ ≤
∫

Ω
g dµ.
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iv) Como| f | es claramente integrable y−| f | ≤ f ≤ | f |, los apartados anteriores nos dan

−
∫

Ω
| f | dµ ≤

∫
Ω

f dµ ≤
∫

Ω
| f | dµ,

es decir, ∣∣∣∣∫Ω
f dµ

∣∣∣∣≤ ∫Ω
| f | dµ.

Finalmente sif ,g son medibles e iguales c.p.d., entonces| f |= |g| c.p.d. y la Proposi-
ción11.13garantiza que ∫

Ω
| f | dµ =

∫
Ω
|g| dµ,

lo que prueba quef es integrable si, y sólo si, lo esg. Por otra parte, como| f −g|= 0
c.p.d., sif y g son integrables, entonces concluimos que∣∣∣∣∫Ω

f dµ−
∫

Ω
g dµ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫Ω
( f −g) dµ

∣∣∣∣≤ ∫Ω
| f −g| dµ = 0,

donde se ha aplicado nuevamente la Proposición11.13.

Nota: De la última afirmación de la proposición anterior se deduce que para estudiar
la integrabilidad, y el valor de la integral cuando proceda, de una función medible pueden
ignorarse los valores que dicha función toma en un conjunto cualquiera de medida cero.

Proposición 11.16. Sean (Ω,A ,µ) un espacio de medida, E∈ A , E ⊂ D ⊂ Ω y
f : D −→ R una función. Entonces f|E ∈ L (µE) si, y sólo si, fχE ∈ L (µ), en cuyo ca-
so ∫

E
f|E dµE =

∫
Ω

f χE dµ.

Demostración:
Sabemos quef|E es medible en(E,AE) si, y sólo si, f χE es medible en(Ω,A ), por lo

que para la demostración daremos por supuesta la medibilidad de ambas funciones.
Supongamos en primer lugar que 0≤ f . Tomemos una sucesión creciente de funciones

simples positivas{sn} que converge puntualmente af χE. Es claro entonces que
{

sn|E
}

es una
sucesión creciente de funciones simples positivas definidas enE que converge puntualmente
a f|E. Por la Proposición11.12aplicada a las funcionesf|E y f χE tenemos que∫

E
f|E dµE = lim

∫
E

sn|E dµE y
∫

Ω
f χE dµ = lim

∫
Ω

snχE dµ.

Observemos que para cadan∈ N se verifica que

sn(ω) = 0, ∀ω ∈ EC,

luego si

sn =
m

∑
k=1

αkχAk
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para convenientesm∈ N,α1, . . . ,αm ∈ [0,∞[ y {A1, . . . ,Am} partición deΩ en conjuntos
medibles, necesariamente ha de ocurrir que

αk = 0, si 1≤ k≤m y Ak∩EC 6= /0,

luego
m

∑
k=1

αkµE(Ak∩E) =
m

∑
k=1

αkµ(Ak),

y, por tanto ∫
E

sn|E dµE =
∫

Ω
snχE dµ.

Ahora, de las anteriores expresiones se sigue que∫
E

f|E dµE =
∫

Ω
f χE dµ,

de donde se obtiene el enunciado. Finalmente, paraf arbitraria, aplicando lo anterior a| f |
obtenemos que∫

E
| f|E| dµE =

∫
E
| f ||E dµE =

∫
Ω
| f |χE dµ =

∫
Ω
| f χE| dµ,

por lo que
f|E ∈L (µE) ⇔ f χE ∈L (µ).

Además, es ese supuesto, dado que

f|E = f +
|E− f−|E y f χE = f +

χE− f−χE,

de nuevo aplicando lo anterior af + y f− obtenemos que∫
E

f|E dµE =
∫

E
f +
|E dµE−

∫
E

f−|E dµE =
∫

Ω
f +

χE dµ−
∫

Ω
f−χE dµ =

∫
Ω

f χE dµ.

Definición 11.17 (Integral de func. en conjunto medible y definida c.p.d.).Sean(Ω,A ,µ)
un espacio de medida,D⊂Ω y f : D−→ R una función. SiE ∈A conE ⊂ D, entonces se
dice quef esintegrable en Esi se verifica quef|E es una función integrable en el espacio de
medida(E,AE,µE), y en tal caso definimos laintegral de f en Epor∫

E
f dµ :=

∫
E

f|E dµE.

En virtud del resultado anterior este concepto se puede también expresar en términos del
espacio de medida inicial. En efecto,f es integrable enE si se verifica quef χE es integrable
en el espacio de medida(Ω,A ,µ), y en tal caso la integral def enE viene dada por∫

E
f dµ =

∫
Ω

f χE dµ.
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Una función f definida c.p.d. enΩ es integrable si lo es en un conjunto medibleE con
µ(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos∫

Ω
f dµ :=

∫
E

f dµ.

Esta definición no depende del conjunto medibleE. Obsérvese que siF es cualquier
otro conjunto medible conµ(FC) = 0 en el quef esté definida y sea integrable, entonces
f χE = f χF c.p.d. pues coinciden enE∩F (con f ) y

µ

(
(E∩F)C

)
= µ

(
EC∪FC

)
≤ µ

(
EC
)

+ µ

(
FC
)

= 0,

con lo que ∫
F

f dµ =
∫

Ω
f χF dµ =

∫
Ω

f χE dµ =
∫

E
f dµ.

Proposición 11.18 (Aditividad respecto del conjunto de integración).Sean
(Ω,A ,µ) un espacio de medida, D⊂ Ω y f : D −→ R una función. Si
E,F ∈ A son disjuntos con E∪F ⊂ D, entonces f es integrable en E∪F si, y sólo si, f
es integrable en E y en F, y en tal caso∫

E∪F
f dµ =

∫
E

f dµ +
∫

F
f dµ.

Demostración:
Puesto que

f χE∪F = f χE + f χF ,

de las propiedades de las funciones medibles se sigue inmediatamente que

f χE∪F es medible si, y sólo si,f χE y f χF son medibles.

En tal caso, de las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas se tiene
que ∫

E∪F
| f | dµ =

∫
E
| f | dµ +

∫
F
| f | dµ,

de donde se deduce que

f es integrable enE∪F si, y sólo si, lo es enE y enF .

En ese supuesto, se verifica la fórmula del enunciado.

Ejemplos 11.19.

1. Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Entonces el espacio vectorialF generado por las
funciones características de los conjuntos de medida finita es un subespacio deL (µ).
Además ∫

Ω

m

∑
i=1

αiχEi dµ =
m

∑
i=1

αiµ(Ei), ∀
m

∑
i=1

αiχEi ∈ F.
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En efecto, es claro que siE es un conjunto medible conµ(E) < ∞, entonces la fun-
ción χE, al ser medible positiva con integral acotada, es integrable y su integral es∫

Ω χE dµ = µ(E). El resto es consecuencia de la linealidad de la integral.

De hechoF es el espacio vectorial de las funciones simples integrables (¡Comprué-
bese!). En el próximo teorema comprobaremos que cualquier función integrable es
“aproximable” por funciones deF.

2. Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida:

i) Si f : Ω −→ R es una función medible y existeg : Ω −→ R integrable tal que
| f | ≤ g, entoncesf es integrable.

ii) Si E ∈A conµ(E) < ∞ y f : E −→ R es medible y acotada, entoncesf es inte-
grable. En particular, toda función continua definida en un subconjunto compacto
deRN es integrable (respecto de la medida de Lebesgue).

En efecto, para probar i) basta tener en cuenta la monotonía de la integral para funciones
medibles positivas y la definición de función integrable. Ahora ii) es consecuencia de
que| f | ≤MχE, dondeM es una cota def .

Es obligado advertir, sin embargo, que el cálculo de la integral de una tal función in-
cluso en las situaciones más sencillas es todavía inabordable. La función

f (x,y) = x+y, ∀(x,y) ∈ [0,1]× [0,1]

es un ejemplo de ello.

3. Si el lector conoce la integral de Riemann puede deducir inmediatamente que toda
función integrable en el sentido de Riemann es integrable y que ambas integrales coin-
ciden. En efecto, sean[a,b] un intervalo compacto deR y f : [a,b]−→ R una función
integrable Riemann. No quita generalidad suponer que 0≤ f , pues en otro caso basta
tener presente quef = f +− f−.

Para cada naturaln se considera la partición de[a,b]

Pn =
{

xk = a+k
b−a

2n : k = 0,1, . . . ,2n
}

y las funciones simplesen,En : [a,b]−→ [0,+∞[ definidas por

en =
2n

∑
k=1

mkχ[xk−1,xk[ + f (b)χ{b}, En =
2n

∑
k=1

Mkχ[xk−1,xk[ + f (b)χ{b}

donde parak = 1, . . . ,2n,

mk = inf
(

f ([xk−1,xk])
)

y Mk = sup
(

f ([xk−1,xk])
)
.
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Es inmediato comprobar que para cada naturaln se verifica que∫
[a,b]

endλ = I( f ,Pn) :=
2n

∑
k=1

mk(xk−xk−1),

∫
[a,b]

Endλ = S( f ,Pn) :=
2n

∑
k=1

Mk(xk−xk−1),

y
en≤ en+1≤ f ≤ En+1≤ En.

Si notamos
e= lim en y E = lim En,

se tiene quee y E son medibles y acotadas y el ejemplo anterior garantiza que son
integrables. Además la Proposición11.12nos asegura que∫

[a,b]
e dλ = lim

∫
[a,b]

en dλ =
∫ b

a
f (x) dx= lim

∫
[a,b]

En dλ =
∫
[a,b]

E dλ .

Consecuentemente la función medible positivaE−e tiene integral cero y por tanto

e= E = f c.p.d.

La Proposición11.15garantiza quef es integrable y que∫
[a,b]

f dλ =
∫
[a,b]

e dλ =
∫
[a,b]

E dλ =
∫ b

a
f (x) dx.

El ejemplo anterior legitima la introducción de la siguiente notación. SeanI ⊂ R un
intervalo de extremosα y β con−∞≤ α < β ≤+∞ y f : I −→R integrable (respecto
de la medida de Lebesgue). Entonces se usa la notación∫

β

α

f (x) dx

para designar la integral
∫

I f dλ .

Análogamente cuando se consideran funciones integrables enRN su integral se nota
por ∫

RN
f (x1, . . . ,xN) d(x1, . . . ,xN).

4. El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el conjunto de las funciones integrables
(Lebesgue) es estrictamente mayor que el de funciones integrables según Riemann. La
función f : R→ R definida por

f (x) =
{

0 si x /∈Q
x si x∈Q ,

es integrable con integral nula (puesf = 0 c.p.d.) y, sin embargo, no está definida en
un intervalo compacto, ni es acotada y sólo es continua en un punto.
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11.7. Densidad de las funciones simples enL (µ).

Teorema 11.20 (densidad).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Entonces el espacio vec-
torial F de las funciones simples integrables es denso enL (µ), es decir: dada una función
integrable f existe una sucesión

{
fn
}

de funciones deF tal que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

Además se puede conseguir que{
fn
}
→ f puntualmente enΩ.

Demostración:
Seaf una función integrable, entoncesf + y f− son también funciones integrables. Sean

{sn} y {tn} dos sucesiones crecientes de funciones simples positivas tales que

{sn}→ f +, {tn}→ f−

(por ejemplo las dadas por el Teorema de aproximación de Lebesgue11.8). Sabemos que∫
Ω

f + dµ = lim
∫

Ω
sn dµ y

∫
Ω

f− dµ = lim
∫

Ω
tn dµ

(Proposición11.12). Pongamos para cada naturaln, fn := sn−tn. Es inmediato que{ fn}→ f .
Al ser

0≤ sn≤ f +, 0≤ tn≤ f− (n∈ N),

concluimos que
sn, tn ∈ F, ∀n∈ N,

y, por tanto,fn ∈ F, ∀n∈ N.
Veamos que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

En efecto, para cada naturaln se tiene que∫
Ω
| fn− f | dµ =

∫
Ω
|sn− tn− ( f +− f−)| dµ ≤

∫
Ω
|sn− f +| dµ +

∫
Ω
|tn− f−| dµ =

∫
Ω

f + dµ−
∫

Ω
sn dµ +

∫
Ω

f− dµ−
∫

Ω
tn dµ,

y basta tener en cuenta que la última sucesión tiene límite cero.

11.8. Referencias recomendadas.

[Jur], [Ber], [Guz] y [Ru].



436 11. Integral asociada a una medida.

11.9. Resumen del resultados del Tema 11.

Función medible.
Sean(X,A ) y (Y,B) espacios medibles. Una funciónf : X −→Y se dice medible si

f−1(B) ∈A , ∀B∈B

equivalentemente, si la condición anterior se verifica para una familia de conjuntos que genere
la σ -álgebraB.

En el espacio medible(RN,M ) cualquier función real definida mediante el uso de las
técnicas habituales del Análisis es medible.

Función simple.
Sea(Ω,A ) un espacio medible. Una funcións : Ω−→R es una función simple si es medible
y su imagen es finita, esto es,s(Ω) = {α1, . . . ,αm}. Claramente los conjuntos

Ai := {ω ∈Ω : s(ω) = αi} (i = 1, . . . ,m)

son medibles y forman una partición deΩ. La funcións se expresa entonces en la forma

s=
m

∑
i=1

αiχAi .

Teorema de aproximación de Lebesgue.
Sean(Ω,A ) un espacio medible y f: Ω −→ [0,∞[ una función medile. Entonces existe una
sucesión creciente{sn} de funciones simples positivas que converge puntualmente a f enΩ.

Si además f está mayorada, entonces existe una sucesión creciente de funciones simples
positivas{sn} que converge uniformemente a f enΩ .

Integral de una función simple positiva.
Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sis= ∑m

i=1αiχAi : Ω−→ [0,∞[ es una función simple,
se define la integral des como el elemento de[0,∞] dado por:∫

Ω
s dµ :=

m

∑
i=1

αiµ(Ai).

Integral de una función medible positiva.
Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sif : Ω−→ [0,∞[ es una función medible, se define la
integral def como el elemento de[0,∞] dado por:∫

Ω
f dµ := sup

{∫
Ω

s dµ : s simple, 0≤ s≤ f

}
.
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Proposición
Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida y f: Ω−→ [0,∞[ una función medible. Si

{
sn
}

es
una sucesión creciente de funciones simples positivas que converge puntualmente a f enΩ,
entonces ∫

Ω
f dµ = lim

∫
Ω

sn dµ.

Función integrable e integral de una función.
Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Diremos que una función mediblef : Ω −→ R es
integrable si la función medible positiva| f | tiene integral finita. Sif es integrable definimos
la integral def por ∫

Ω
f dµ :=

∫
Ω

f + dµ−
∫

Ω
f− dµ.

Propiedades de la integral.
Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Si f,g : Ω −→ R son funciones integrables yα es un
número real, se verifican las siguientes afirmaciones:

i) f +g es integrable y
∫

Ω( f +g) dµ =
∫

Ω f dµ +
∫

Ω g dµ.

ii) α f es integrable y
∫

Ω(α f ) dµ = α
∫

Ω f dµ.

iii)
[

f ≤ g
]
⇒
∫

Ω f dµ ≤
∫

Ω g dµ.

iv) |
∫

Ω f dµ| ≤
∫

Ω | f | dµ.

Además si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces

f es integrable⇔ g es integrable,

en cuyo caso
∫

Ω f dµ =
∫

Ω g dµ.

Integral de una func. en un conjunto y de una func. definida c.p.d.
Una función f definida en un conjunto que contenga a un conjunto medibleE se dice inte-
grable enE si f|E es integrable en(E,AE,µE), en cuyo caso se define la integral def enE
por ∫

E
f dµ :=

∫
E

f|EdµE =
∫

Ω
f χEdµ.

Una función f definida c.p.d. enΩ es integrable si lo es en un conjunto medibleE con
µ(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos∫

Ω
f dµ :=

∫
E

f dµ.
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Aditividad de la integral respecto del conjunto de integración.
Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida,D ⊂ Ω y f : D −→ R una función. SiE,F ∈ A con
E∩F = /0 y E∪F ⊂D, entoncesf es integrable enE∪F si, y sólo si,f es integrable enE y
enF , en cuyo caso

∫
E∪F f dµ =

∫
E f dµ +

∫
F f dµ.

Teorema de densidad.
Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Entonces el espacio vectorialF de las funciones simples
integrables es denso enL (µ), es decir, dada una función integrablef existe una sucesión
{ fn} de funciones deF tal que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

Además se puede conseguir que{ fn}→ f puntualmente enΩ.
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11.10. Ejercicios del Tema 11.

11.1 Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida yf : Ω −→ [0,∞[ una función medible. Probar,
sin utilizar la Proposición11.12, que∫

Ω
f dµ = 0⇔ f = 0 c.p.d.

Indicación: Basta considerar, para cada naturaln, el conjunto

En :=
{

ω ∈Ω : f (ω) >
1
n

}
.

Justificar queµ(En) = 0,∀n ∈ N y deducir, utilizando el crecimiento continuo de la

medidaµ, queµ

({
ω ∈Ω : f (ω) > 0

})
= 0.

11.2 Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida yf : Ω−→R una función integrable. Probar que
f = 0 c.p.d. si, y sólo si,∫

E
f dµ = 0 para cadaE ∈A .

11.3 Sea(Ω,A ) un espacio medible. Probar que si
{

fn
}

es una sucesión de funciones me-
dibles enΩ, entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) El conjuntoE =
{

ω ∈Ω : ∑n≥1 fn(ω) es convergente
}

es medible y si dicho con-

junto no es vacío la funciónf : E −→ R definida porf (ω) = ∑∞
n=1 fn(ω), ∀ω ∈

E, es medible.

ii) El conjuntoE =
{

ω ∈Ω : ∑n≥1 fn(ω) es absolutamente convergente
}

es me-

dible.

11.4 Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Dadasf ,g,h : Ω−→ R, probar que

i) Si f es integrable yg es medible acotada, entoncesf g es integrable.

ii) Si f es medible yg,h son integrables cong≤ f ≤ h, entoncesf es integrable
(toda función medible comprendida entre dos integrables es integrable).

iii) Si f es medible yg,h son integrables, entoncesh∨ ( f ∧ g) y h∧ ( f ∨ g) son
integrables, donde las funcionesf ∨g y f ∧g, se definen por:

( f ∨g)(ω) = max
{

f (ω),g(ω)
}

y ( f ∧g)(ω) = min
{

f (ω),g(ω)
}

para todoω enΩ.
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Nota: El producto de dos funciones integrables no tiene por qué ser integrable. Más
tarde daremos un ejemplo.

11.5 Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida yf : Ω −→ R medible con 0≤ f < 1. Probar
que existe una sucesión

{
An
}

de conjuntos medibles tales que

f =
∞

∑
n=1

1
2n χAn

uniformemente enΩ. Probar también que∫
Ω

f dµ =
∞

∑
n=1

1
2n µ(An).

Indicación: Para cadan≥ 2 considerar la función 2n(sn−sn−1), donde
{

sn
}

es la suce-
sión que se construye en la demostración del Teorema de aproximación de Lebesgue.
Para probar la última igualdad utilizar la Proposición11.12.

11.6 Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida yf : Ω−→ R medible. Supóngase que
{

fn
}

es
una sucesión de funciones medibles deΩ enR tal que para cada naturaln

µ

({
ω ∈Ω : f (ω) 6= fn(ω)

})
<

1
2n .

Probar que
{

fn
}

converge af c.p.d.

Indicación: Para cada naturaln, considérese

An =
{

ω ∈Ω : f (ω) 6= fn(ω)
}

y Bn =
∞⋃

k=n

Ak.

SeaB =
⋂∞

n=1Bn. Probar queµ(B) = 0 y que
{

fn
}
→ f enBC.

11.7 (* ) Teorema de Luzin.
Seaf :RN −→R una función medible. Probar que para cada positivoε, existeF ⊂RN

cerrado tal que
λ (FC) < ε y f|F es continua.

Indicación: Probar el teorema para

i) Funciones simples (SiA es medible, tómeseC cerrado yG abierto tales queC⊂
A⊂ G y λ (G\C) < ε y considérese el cerradoF = C∪ (GC) que cumple que
λ (FC) < ε y (χA)|F es continua.

ii) Funciones medibles acotadas (considerar una sucesión de funciones simples que
converja uniformemente af (Teorema de aproximación de Lebesgue)).

iii) Funciones medibles (componerf con un homeomorfismo deR sobre]−1,1[).
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11.8 SeaC00(RN) =
{

f : RN −→ R : f es continua de soporte compacto
}

, donde el sopor-
te de f es el conjunto

sop ( f ) = {x∈ RN : f (x) 6= 0}.

Probar que

i) Si f ∈ C00(RN), entoncesf es integrable.

ii) (* ) Una función f : RN −→ R es medible si, y sólo, existe una sucesión{ fn} en
C00(RN) tal que

{
fn
}
→ f c.p.d.

Indicación: Para cadan∈N aplicar el Teorema de Luzin para obtenerFn⊂RN cerrado
conλ (FC

n ) < 1
2n y f|Fn

continua. Aplicar ahora el Teorema de Tietze (una función real
continua definida en un cerrado se puede extender de manera continua a todoRN).
Además si la función es acotada, entonces la extensión puede ser elegida con la misma
cota a la función continuaf|Fn

para obtenergn : RN −→ R continua tal que

λ

({
x∈ RN : f (x) 6= gn(x)

})
<

1
2n .

Para cadan, seaϕn una función continua con 0≤ ϕn≤ 1 verificando

ϕn(x) =

 1 si x∈ B(0,n)
(Lema de Uryshon, Ejercicio2.16)

0 si x /∈ B(0,n+1)

Por último para cadan seafn := gnϕn.

11.9 (* ) Teorema de Egorov.
Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida y

{
fn
}

una sucesión de funciones medibles enΩ
que converge c.p.d. af . Dados un conjuntoE de medida finita y un positivoε, probar
que existeA⊂ E medible tal queλ (A) < ε y

{
fn
}

converge uniformemente af en
E\A.

Indicación: Parak,m∈ N definir

Ek,m :=
∞⋃

n=m

{
ω ∈ E : | fn(ω)− f (ω)| ≥ 1

k

}
y probar que limm→∞ µ

(
Ek,m

)
= 0. Si ε > 0, para cadak ∈ N existemk ∈ N tal que

µ
(
Ek,mk

)
< ε

2k . ConsiderarA =
⋃∞

k=1Ek,mk y probar que

µ(A) < ε, | fn(ω)− f (ω)|< 1
k
, ∀ω ∈ E\A, n≥mk.
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11.11. Soluciones a los ejercicios del Tema 11.

11.1 Supongamos que
∫

Ω f dµ = 0. Para cada naturaln, definimos

En :=
{

ω ∈Ω : f (ω) >
1
n

}
.

Obtenemos así una sucesión creciente de conjuntos medibles verificando que

∞⋃
n=1

En =
{

ω ∈Ω : f (ω) > 0
}

.

Es claro que
1
n

χEn ≤ f , ∀n∈ N

y por tanto
1
n

µ(En) =
∫

Ω

1
n

χEn dµ ≤
∫

Ω
f dµ, ∀n∈ N.

Deducimos de esto que
µ(En) = 0, ∀n∈ N,

y del crecimiento continuo de la medidaµ concluimos que

µ

({
ω ∈Ω : f (ω) > 0

})
= 0,

por tanto f = 0 c.p.d.

Nota: Aunque no se utiliza la Proposición11.12, se utiliza la propiedad de crecimiento
continuo de una medida que es la base de su demostración.

11.2 Es claro que sif = 0 c.p.d., entonces
∫

E f dµ = 0, ∀E ∈ A . Supongamos ahora que∫
E f dµ = 0, ∀E ∈A . Consideremos el conjunto medible

E :=
{

ω ∈Ω : f (ω)≥ 0
}

.

Se tiene entonces ∫
Ω

f + dµ =
∫

E
f + dµ =

∫
E

f dµ = 0,

y el ejercicio anterior (Proposición11.13.iv) nos asegura quef + = 0 c.p.d. Análoga-
mentef− = 0 c.p.d., luegof = 0 c.p.d.

11.3 i) Basta aplicar el apartado v) de la Proposición11.5a la sucesión de sumas parcia-

les de la serie:
{

∑n
k=1 fk(ω)

}
.
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ii) Basta aplicar el apartado v) de la Proposición11.5a la sucesión{
n

∑
k=1

| fk(ω)|

}
.

11.4 i) | f g| es medible (Proposición11.4) y si |g| < K se sigue de las propiedades de la
integral de las funciones medibles positivas (Proposición11.13) que∫

Ω
| f (ω)| |g(ω)| dµ ≤

∫
Ω

K| f (ω)| dµ = K
∫

Ω
| f (ω)| dµ < ∞.

ii)

g≤ f ≤ h⇒ | f | ≤ |g|∨ |h|= 1
2

(
|g|+ |h|+ ||g|− |h||

)
,

y f es integrable, ya que es medible y se verifica la desigualdad anterior.

iii) Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones medibles y de las funciones
integrables, las siguientes expresiones

f ∨g =
1
2

(
f +g+ | f −g|

)
, f ∧g =

1
2

(
f +g−| f −g|

)
nos aseguran queh∨ ( f ∧g) y h∧ ( f ∨g) son medibles yh∨g y h∧g son inte-
grables. Basta ahora tener en cuenta el apartado ii) y las desigualdades

h≤ h∨ ( f ∧g)≤ h∨g, h∧g≤ h∧ ( f ∨g)≤ h

para concluir queh∨ ( f ∧g) y h∧ ( f ∨g) son integrables.

11.5 Sea
{

sn
}

la sucesión creciente de funciones simples positivas que converge uniforme-
mente haciaf que se construye en la demostración del Teorema de aproximación de
Lebesgue (11.8). La función medible positiva 2s1 sólo toma los valores{0,1}, luego
es la función característica de un conjunto medible. Llamamos

A1 :=
{

ω ∈Ω : 2s1(ω) = 1
}

=
{

ω ∈Ω :
1
2
≤ f (ω) < 1

}
.

Paran≥ 2 se tiene que

ó bien sn(ω) = sn−1(ω), ó biensn(ω) = sn−1(ω)+
1
2n ,

de donde se deduce que la función medible positiva

2n(sn−sn−1
)

sólo toma también los valores{0,1}, luego es la función característica de un conjunto
medibleAn. Es fácil comprobar que

An =
2n−1⋃
k=1

{
ω ∈Ω :

2k−1
2n ≤ f (ω) <

2k
2n

}
.
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La sucesión de sumas parciales de la serie

∑
n≥1

1
2n χAn,

equivalentemente
s1 +(s2−s1)+ · · ·+(sn−sn−1)+ · · · ,

es la sucesión
{

sn
}

que converge uniformemente af enΩ.

Finalmente la Proposición11.12nos asegura que∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
sndµ = lim

n

∑
k=1

1
2k µ(Ak) =

∞

∑
n=1

1
2n µ(An).

11.6 Para cada naturaln, consideremos

An =
{

ω ∈Ω : f (ω) 6= fn(ω)
}

, Bn =
∞⋃

k=n

Ak.

La sucesión
{

Bn
}

es decreciente y

µ(Bn) = µ

( ∞⋃
k=n

Ak

)
≤

∞

∑
k=n

µ(Ak) <
∞

∑
k=n

1
2k =

1
2n−1 .

La propiedad de decrecimiento continuo deµ, nos asegura que

µ(B) = µ

( ∞⋂
n=1

Bn

)
= lim µ(Bn)≤ lim

1
2n−1 = 0.

Se tiene que

BC =
( ∞⋂

n=1

Bn

)C
=

∞⋃
n=1

(
∞⋃

k=n

Ak

)C

=
∞⋃

n=1

( ∞⋂
k=n

AC
k

)
=

=
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

(
AC

k

)
=

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

{
ω ∈Ω : f (ω) = fk(ω)

}
.

Así
ω ∈ BC⇒∃m∈ N : k≥m, entonces fk(ω) = f (ω),

y en consecuencia hemos probado que

{ fn(ω)}→ f (ω), ∀ω ∈ BC.

11.7 Teorema de Luzin.
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i) Si A es medible, tomamosC cerrado yG abierto tales queC⊂A⊂G y λ (G\C) <
ε y consideramos el cerradoF =C∪(GC) que cumple queλ (FC) = λ (G\C) < ε

y (χA)|F es continua (enC vale 1 y enR\G vale 0 y ambos son cerrados, de donde
se deduce que la imagen inversa de cualquier cerrado deR es cerrada)

Sea ahoras= ∑m
k=1 αkχAk. SeanF1, . . . ,Fm cerrados tales que

(
χAk

)
|Fk

sea con-

tinua y λ (FC
k ) < ε

m. El conjuntoF = F1∩ . . .∩ Fm es cerrado,s|F es continua
y

λ (FC) = λ

(
(FC

1 )∪ . . .∪ (FC
m)
)
≤ λ (FC

1 )+ . . .+λ (FC
m) < ε.

ii) Sea f medible acotada, entonces existe una sucesión
{

sn
}

de funciones simples
que converge uniformemente af (basta aplicar el Teorema de aproximación de
Lebesgue af + y f−). Por i)

∀n∈ N, ∃Fn⊂ RN cerrado : λ (FC
n ) <

ε

2n y sn|Fn
continua.

SeaF=
⋂∞

n=1Fn, conjunto que es cerrado. Se tiene que

λ (FC) = λ

( ∞⋃
n=1

FC
n

)
≤

∞

∑
n=1

λ (FC
n ) < ε.

sn|F es continua, para todon
sn|F → f|F uniformemente

}
⇒ f|F es continua.

iii) Seaϕ : R−→]−1,1[ un homeomorfismo, por ejemplo

ϕ(x) =
x

1+ |x|
, ∀x∈ R.

La funciónϕ ◦ f es medible acotada, luego por ii) existeF cerrado tal queλ (FC)<
ε y ϕ ◦ f|F = (ϕ ◦ f )|F es continua. Pero entonces

f|F = ϕ
−1◦ (ϕ ◦ f|F)

también es continua.

11.8 Sea
C00(RN) =

{
f : RN→ R : f es continua de soporte compacto

}
,

donde el soporte def es el conjunto

sop ( f ) = {x∈ RN : f (x) 6= 0}.

i) Si f ∈ C00(RN), probaremos quef es integrable.

La propiedad de compacidad nos asegura la existencia deM > 0 tal | f | ≤M, con
lo que si sop( f ) = K se tiene que

| f | ≤MχK ∈L (λ ).
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ii) Ahora probaremos quef es medible si, y sólo si, existe una sucesión
{

fn
}

en
C00(RN) tal que

{
fn
}
→ f c.p.d.

Es claro que si existe
{

fn
}

en C00(RN) tal que
{

fn
}
→ f c.p.d., entoncesf es

medible (límite c.p.d. de medibles).

Recíprocamente, para cadan∈ N, si aplicamos el Teorema de Luzin, obtenemos
un cerradoFn ⊂ RN con λ (FC

n ) < 1
2n y f|Fn

continua. Usamos ahora el Teorema
de Tietze (una función real continua definida en un cerrado se puede extender de
manera continua a todoRN). Además si la función es acotada, entonces la exten-
sión puede ser elegida con la misma cota de la función continuaf|Fn

. Obtenemos
entonces una funcióngn : RN −→ R continua tal que

λ

({
x∈ RN : f (x) 6= gn(x)

})
<

1
2n .

Para cadan, seaϕn una función continua enRN con 0≤ ϕn≤ 1 verificando

ϕn(x) =

 1 si x∈ B(0,n)
(Ejercicio2.16)

0 si x /∈ B(0,n+1)
.

Por último, para cada naturaln, definimos fn := gnϕn. Comprobemos quefn ∈
C00(RN) y que

{
fn
}
→ f c.p.d. En efecto, el Ejercicio11.6asegura que

{
gn
}
→ g

c.p.d. Six∈ RN es un punto de convergencia de esta sucesión, también lo es de{
fn
}

sin más que observar que six∈ B(0,m), entonces

n≥m ⇒ fn(x) = gn(x).

11.9 Teorema de Egorov.

Parak,m∈ N, definimos

Ek,m :=
∞⋃

n=m

{
ω ∈ E : | fn(ω)− f (ω)| ≥ 1

k

}
.

Es inmediato que para cada naturalk, la sucesión
{

Ek,m
}

m∈N es decreciente y como

E\
∞⋂

m=1

Ek,m =
∞⋃

m=1

(
E\Ek,m

)
=

=
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

{
ω ∈ E : | fn(ω)− f (ω)|< 1

k
si n≥m

}
que es casi todoE (contiene los puntos donde

{
fn
}

converge af , en consecuencia

µ

(
E\

∞⋂
m=1

Ek,m

)
= µ(E),
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y al serµ(E) < ∞ , se sigue que

µ

( ∞⋂
m=1

Ek,m

)
= 0.

Comoµ(E) < ∞, la propiedad de decrecimiento continuo nos asegura que

lim
m→∞

µ
(
Ek,m

)
= 0.

Si ε > 0, es claro que para cadak∈ N existemk ∈ N tal que

µ
(
Ek,mk

)
<

ε

2k .

Si notamosA =
⋃∞

k=1Ek,mk, es inmediato comprobar que

µ(A) < ε y | fn(ω)− f (ω)|< 1
k
, ∀ω ∈ E\A,n≥mk,

pues

µ(A)≤
∞

∑
k=1

µ
(
Ek,mk

)
<

∞

∑
k=1

ε

2k = ε,

y

E\A = E\
∞⋃

k=1

Ek,mk =
∞⋂

k=1

(
E\Ek,mk

)
=

=
∞⋂

k=1

{
ω ∈ E : | fn(ω)− f (ω)|< 1

k
si n≥mk

}
.



Tema 12

Teoremas de convergencia

Es usual en Análisis Matemático trabajar con funciones que están definidas como límite
(en algún sentido) de una sucesión de funciones. Es fundamental, por tanto, ser capaces de
deducir la integrabilidad de una tal función a partir del conocimiento de la integrabilidad de
las funciones que la aproximan y, en su caso, relacionar el valor de la integral de la función
límite con el valor de las integrales de las funciones aproximantes.

En esta lección obtendremos los teoremas de convergencia para la integral de
Lebesgue. El Teorema de la convergencia monótona (TCM12.1) y su primera consecuen-
cia, el Teorema de la convergencia dominada (TCD12.5), nos permitirán, en condiciones
razonables, intercambiar el límite y la integral. El Lema de Fatou (12.7), otra consecuencia
del T.C.M., nos proporcionará un resultado aceptable incluso careciendo de convergencia.
Probaremos también la complitud del espacioL (µ) (12.9) lo cual nos permitirá mostrar
comoL (µ) se puede obtener a partir deF (el espacio de las funciones simples integrables)
de igual modo que los números reales se obtienen a partir de los números racionales.

Para la integral de Lebesgue enRN disponemos de un subespacio deF(RN) especial-
mente tangible: las funciones escalonadas. También disponemos de una clase especialmente
destacada de funciones: las funciones continuas de soporte compacto. Terminaremos la lec-
ción probando el Teorema de densidad12.12que afirma que ambas clases de funciones son
densas en el espacioL (λ ) de las funciones integrables enRN.

Recordemos que si(Ω,A ,µ) es un espacio de medida y{ fn} es una sucesión de funcio-
nes deΩ enR, se dice que{ fn} converge casi por doquier, o bien que{ fn(ω)} converge para
casi todo puntoω deΩ, si el conjunto de puntosω ∈ Ω en los que la sucesión{ fn(ω)} no
es convergente es de medida cero. En ese caso, dada una funciónf deΩ enR, se dice que
la sucesión{ fn} converge casipor doquier af , o bien, que la sucesión{ fn(ω)} converge a
f (ω) para casi todoω ∈Ω (abreviadamente{ fn}→ f c.p.d. of (ω) = lim fn(ω), ct ω ∈Ω)
si el conjunto

{ω ∈Ω : { fn(ω)} no converge af (ω)}
es de medida cero.

449
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12.1. Teorema de la convergencia monótona .

En 1906 el matemático italiano Beppo Levi publicó un interesante resultado sobre la inte-
gración término a término de series de funciones positivas, una versión equivalente de dicho
resultado se refiere a la integración término a término de sucesiones crecientes de funciones
y es conocida como “Teorema de la convergencia monótona”.

Teorema 12.1 (convergencia monótona (TCM)).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Si
{ fn} es una sucesión monótona de funciones integrables enΩ verificando que la sucesión
de sus integrales

{∫
Ω fn dµ

}
está acotada, entonces{ fn} convergec.p.d. a una función f

integrable enΩ y ∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Demostración:
Sea{ fn} una sucesión monótona de funciones integrables enΩ verificando que la suce-

sión de sus integrales
{∫

Ω fn dµ
}

está acotada. Supongamos en primer lugar que{ fn} es una
sucesión creciente de funciones positivas y seaM > 0 tal que∫

Ω
fn dµ ≤M, ∀n∈ N.

Como las funcionesfn son medibles, el conjunto{ω ∈Ω : lim fn(ω) ∈ R} es medible (Pro-
posición11.5.v), y por tanto el conjunto

E := {ω ∈Ω : lim fn(ω) = +∞}

también es medible. Probaremos queµ(E) = 0. FijemosK > 0 y para cadan natural consi-
deremos el conjunto medible

En = {ω ∈Ω : fn(ω)≥ K}.

Se tiene que

K µ(En) =
∫

En

K dµ ≤
∫

En

fn dµ ≤
∫

Ω
fn dµ ≤M,

y por tantoµ(En)≤
M
K

. Como la sucesión de funciones es creciente, entonces la sucesión de

conjuntos{En} también lo es, por tanto, por el crecimiento continuo de la medida sabemos
que

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
= lim µ(En)≤

M
K

.

ComoE⊂
⋃∞

n=1En, entoncesµ(E)≤ M
K

. De la arbitrariedad deK, obtenemos queµ(E) = 0.

Seaf : Ω−→ R la función definida por

f (ω) =
{

0 si ω ∈ E
lim fn(ω) si ω ∈ EC .



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 451

Como f = lim fnχEC, f es medible y claramente{ fn} −→ f c.p.d. Probaremos que∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ

(y en consecuencia la funciónf = | f | será integrable). Fijadon∈ N el conjunto

{ω ∈Ω : fn(ω) 6=
(

fnχEC

)
(ω)}= {ω ∈Ω : fn(ω)

(
1−χEC(ω)

)
6= 0}=

E∩{ω ∈Ω : fn(ω) 6= 0}

es de medida cero yfnχEC ≤ f . En consecuencia∫
Ω

fn dµ =
∫

Ω
fnχEC dµ ≤

∫
Ω

f dµ,

y por tanto

lim
∫

Ω
fn dµ ≤

∫
Ω

f dµ.

Para probar la otra desigualdad, seas una función simple positiva cons≤ f y sea 0<
ρ < 1. Para cada naturaln definimos el conjunto

Fn := {ω ∈Ω : ρs(ω)≤ fn(ω)}.

Obtenemos así una sucesión creciente de conjuntos medibles tal que
⋃∞

n=1Fn = Ω . En efecto,

para cadaω ∈ Ω
{

si f (ω) = 0⇒ ω ∈ F1

si f (ω) > 0⇒ ρs(ω) < f (ω) (ρ < 1) ⇒∃n∈ N : ω ∈ Fn
Supuesto

ques= ∑m
k=1αkχAk, para nadan natural se verifica que

ρ

m

∑
k=1

αk µ(Ak∩Fn) =
m

∑
k=1

ρ αk µ(Ak∩Fn) =∫
Ω

ρ s χFn dµ ≤
∫

Ω
fn χFn dµ ≤

∫
Ω

fn dµ,

(12.1.1)

donde se han utilizado la definición deFn y la monotonía de la integral. Para cadak ∈
{1, . . . ,m}, {Ak∩Fn}n∈N es una sucesión creciente de conjuntos medibles tal que

⋃∞
n=1

(
Ak∩

Fn
)

= Ak , y por tanto se deduce del crecimiento continuo de la medidaµ que µ(Ak) =
limn µ(Ak∩Fn). Tomando límite cuandon→ ∞ en12.1.1obtenemos en consecuencia que

ρ

m

∑
k=1

αk µ(Ak)≤ lim
∫

Ω
fn dµ,

es decir
ρ

∫
Ω

s dµ ≤ lim
∫

Ω
fn dµ.

Tomando ahora en la desigualdad anterior límite cuandoρ → 1 obtenemos que∫
Ω

s dµ ≤ lim
∫

Ω
fn dµ.
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Considerando por último la arbitrariedad des, concluimos que∫
Ω

f dµ ≤ lim
∫

Ω
fn dµ.

Supongamos ahora que{ fn} es una sucesión creciente sin ninguna otra limitación. La
sucesión{ fn− f1} es también creciente y ademásfn− f1≥ 0, ∀n∈ N. Como claramente la
sucesión

{∫
Ω( fn− f1) dµ

}
está mayorada, podemos asegurar que

{ fn− f1} −→ g c.p.d.

para una cierta función integrableg y que∫
Ω

g dµ = lim
∫

Ω
( fn− f1) dµ.

Definimos entoncesf = g+ f1 y observamos que{ fn} −→ f c.p.d. y que∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
(g+ f1) dµ = lim

∫
Ω
( fn− f1) dµ +

∫
Ω

f1 dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Por último, si la sucesión{ fn} es decreciente notemos que basta aplicar lo ya demostrado
a la sucesión{− fn} . En efecto, si{− fn} −→ g c.p.d. cong integrable y∫

Ω
g dµ = lim

∫
Ω
(− fn) dµ,

entonces{ fn} −→ f =−g c.p.d. y∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
(−g) dµ =−

∫
Ω

g dµ =

− lim
∫

Ω
(− fn) dµ =− lim

(
−
∫

Ω
fn dµ

)
= lim

∫
Ω

fn dµ.

Es conveniente codificar el siguiente resultado práctico que será utilizado en la prueba del
Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas12.3.

Corolario 12.2 (versión práctica del TCM). Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida y{ fn}
es una sucesión monótona de funciones integrables enΩ verificando que la sucesión de sus
integrales

{∫
Ω fn dµ

}
está acotada. Si f: Ω :→ R es una función medible tal que{ fn} −→

f c.p.d., entonces f es integrable enΩ y∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.
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Demostración:
Por el Teorema12.1existeg : Ω→ R integrable tal que

{ fn} −→ g c.p.d. y
∫

Ω
g dµ = lim

∫
Ω

fn dµ.

Comprobemos quef = g c.p.d. Si

A = {ω ∈Ω : g(ω) = lim fn(ω)} y B = {ω ∈Ω : f (ω) = lim fn(ω)} ,

entoncesA,B∈A y µ(AC) = 0 = µ(BC). De la inclusión

A∩B⊂ {ω ∈Ω : f (ω) = g(ω)},

se obtiene que{ω ∈ Ω : f (ω) 6= g(ω)} ⊂ (A∩B)c = Ac∪Bc, y el primer conjunto, que es
medible, tiene medida cero. Comof y g son medibles, y hemos obtenido que coinciden c.p.d.,
se sigue quef es integrable y su integral coincide con la deg.

Corolario 12.3 (teorema de la conver. crec. para func. medibles positivas TCC)).Sea
(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Si{ fn} es una sucesión creciente de funciones medibles
positivas enΩ que convergec.p.d. a una función medible positiva f , entonces∫

Ω
f dµ = lim

∫
Ω

fn dµ.

Demostración:
La sucesión

{∫
Ω fn dµ

}
es creciente. Si es acotada, el resultado se sigue del Corolario

anterior. Si no es acotada, entonces lim
∫

Ω fn dµ = ∞ y al verificarse que∫
Ω

fn dµ ≤
∫

Ω
f dµ, ∀n∈ N,

deducimos que también
∫

Ω f dµ = ∞.

La última consecuencia inmediata del Teorema12.1que resaltamos nos asegura la con-
tinuidad absoluta de una medida definida por integración de una función medible positiva.

Corolario 12.4. Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida y f una función medible positiva en
Ω. Entoncesν : A −→ [0,∞] definida por

ν(E) =
∫

E
f dµ, ∀E ∈A

es una medida absolutamente continuarespecto deµ, es decir:

[E ∈A ,µ(E) = 0] =⇒ ν(E) = 0.

Además si f es integrable, entonces: dadoε > 0 existeδ > 0 de manera queν(E) < ε para
todo conjunto medible E conµ(E) < δ .
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Demostración:
SeaE =

⋃
n∈NEn, donde{En} es una sucesión de elementos disjuntos deA . Obsérvese

que

f χE = f
∞

∑
n=1

χEn =
∞

∑
n=1

f χEn,

ν(E) =
∫

E
f dµ =

∫
Ω

f χE dµ y

ν(En) =
∫

En

f dµ =
∫

Ω
f χEn dµ

donde se ha utilizado que la integral extendida a un conjunto medible de una funciónf
medible positiva coincide con la integral de la prolongación por cero def fuera de dicho
conjunto. Se tiene que

ν(E) =
∫

Ω
f χE dµ =

∫
Ω

lim
( n

∑
k=1

f χEk

)
dµ =

lim
∫

Ω

( n

∑
k=1

f χEk

)
dµ = lim

n

∑
k=1

∫
Ω

f χEk dµ =
∞

∑
k=1

∫
Ω

f χEk dµ =
∞

∑
k=1

ν(Ek)

donde se ha utilizado el Corolario anterior. Asíν es una medida. Por último siµ(E) = 0,
entonces el apartado iv) de la Proposición11.13nos asegura que

∫
Ω f χE dµ = 0, esto es,

ν(E) = 0. Hemos probado queν es absolutamente continua respectoµ.
Supongamos ahora quef es una función integrable. Seaε > 0. Para cada naturaln sea

An = {ω ∈Ω : f (ω)≤ n}. Se tiene queAn ∈A , ∀n∈N y que f χAn↗ f . El Corolario12.2
garantiza que ∫

Ω
f χAn dµ ↗

∫
Ω

f dµ.

Existe entoncesn ∈ N tal que
∫

Ω
(

f − f χAn

)
dµ <

ε

2
. Tomamosδ =

ε

2n
, si E ∈ A con

µ(E) < δ , entonces

ν(E) =
∫

E
f dµ =

∫
E

(
f − f χAn

)
dµ +

∫
E

f χAn dµ

≤
∫

Ω

(
f − f χAn

)
dµ +

∫
E

n dµ <
ε

2
+n

ε

2n
= ε.

En la lección siguiente se verá un ejemplo que muestra que es esencial exigir quef sea
integrable para queν verifique la última propiedad del corolario anterior.
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12.2. Teorema de la convergencia dominada y Lema de Fa-
tou

En la práctica no siempre nos encontramos con sucesiones monótonas de funciones, por lo
que el Teorema12.1no puede ser utilizado en tales ocasiones. Afortunadamente, la limitación
que impone la monotonía se suprime en el siguiente teorema de convergencia, que a cambio
exige la condición de dominación de la sucesión. La dominación suele acaecer con frecuencia
y normalmente no es difícil su comprobación.

Teorema 12.5 (convergencia dominada (TCD)).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea
{ fn} una sucesión de funciones integrables que convergec.p.d.enΩ a una función medible
f y supongamos que existe una función integrable g tal que

| fn| ≤ g, c.p.d. , ∀n∈ N.

Entonces f es integrable y

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

En consecuencia ∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Demostración:
SeaE ∈A conµ(EC) = 0 tal que para cadaω ∈ E se verifica

{ fn(ω)} −→ f (ω) y | fn(ω)| ≤ g(ω), ∀n∈ N.

Para cada naturaln es| fn χE| ≤ g χE y en consecuencia| f χE| ≤ g χE con lo quef χE es
integrable y, por tanto,f es integrable.

Para cada naturaln, seagn : E −→ R la función definida por

gn(ω) = sup{| f (ω)− fk(ω)| : k≥ n}.

Se tiene que 0≤ gn χE ≤ 2g χE, con lo quegn χE, que es medible, también es integrable.
Como

{
gn χE

}
es una sucesión decreciente de funciones integrables positivas que converge

a cero, el Corolario12.2garantiza que

lim
∫

Ω
gn χE dµ = 0.

Como| f − fn|χE ≤ gn χE, ∀n∈ N, se tiene que

0≤
∫

Ω
| f − fn|dµ =

∫
Ω
| f − fn|χE dµ ≤

∫
Ω

gn χE dµ, ∀n∈ N

y por tanto concluimos que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.
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Finalmente, al verificarse∣∣∣∫
Ω

f dµ−
∫

Ω
fn dµ

∣∣∣= ∣∣∣∫
Ω
( f − fn) dµ

∣∣∣≤ ∫
Ω
| f − fn| dµ,

se tiene en consecuencia que ∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Nota 12.6.Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibilidad
de f en el teorema (véase el apartado v) de la Proposición11.5y el Ejemplo11.2.5).

Mostraremos seguidamente que, incluso careciendo de convergencia puntual de la suce-
sión de funciones, podemos conseguir un resultado del mismo tipo.

Teorema 12.7 (Lema de Fatou).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea{ fn} una suce-
sión de funciones medibles y positivas enΩ tal que

liminf
∫

Ω
fn dµ < ∞.

Entonces, existe una función f integrable enΩ tal que

liminf fn = f c.p.d. y
∫

Ω
f dµ ≤ liminf

∫
Ω

fn dµ.

Demostración:
Para cada naturaln, consideremos la funcióngn : Ω−→ R definida por

gn(ω) = inf{ fk(ω) : k≥ n}.

Se tiene que 0≤ gn ≤ fk, parak ≥ n, luego 0≤
∫

Ω gn dµ ≤
∫

Ω fk dµ, parak ≥ n, y en

consecuencia 0≤
∫

Ω gn dµ ≤ inf
{∫

Ω fk dµ : k≥ n
}

y, por tanto,

0≤
∫

Ω
gn dµ ≤ liminf

∫
Ω

fn dµ < ∞.

Como la sucesión{gn} es creciente, el Teorema12.1nos asegura que{gn} converge c.p.d.
hacia una función integrablef y que

∫
Ω f dµ = lim

∫
Ω gn dµ . Hemos probado que∫

Ω
f dµ ≤ liminf

∫
Ω

fn dµ.

En el Ejercicio12.2.i) se da un ejemplo de una sucesión de funciones que cumple la
hipótesis del Lema de Fatou para la cual la desigualdad del enunciado es estricta.
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12.3. Teorema de la convergencia absoluta

Con frecuencia nos encontramos con el problema de integrar funciones definidas como
la suma de una serie de funciones (piénsese por ejemplo en las funciones definidas por una
serie de potencias). La conjunción de los Teoremas12.1y 12.5nos permiten a continuación
establecer un procedimiento muy natural para resolver este problema de integración.

Teorema 12.8 (convergencia absoluta (TCA)).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea
∑n≥1 fn una serie de funciones integrables enΩ y supongamos que

∞

∑
n=1

∫
Ω
| fn| dµ < ∞.

Entonces la serie∑n≥1 fn converge absolutamentec.p.d., existe una función f integrable en
Ω tal que∑∞

n=1 fn = f c.p.d.y además

lim
∫

Ω

∣∣∣ f − n

∑
k=1

fk
∣∣∣ dµ = 0.

En consecuencia ∫
Ω

f dµ =
∞

∑
n=1

∫
Ω

fn dµ.

Demostración:
Para cadan∈ N, seaGn = ∑n

k=1 | fk| . {Gn} es una sucesión creciente de funciones inte-
grables tal que ∫

Ω
Gn dµ =

n

∑
k=1

∫
Ω
| fk| dµ ≤

∞

∑
n=1

∫
Ω
| fn| dµ < ∞.

El Teorema (12.1) garantiza, en consecuencia, la existencia de una función integrableG tal
que{Gn} converge aG c.p.d. Este hecho nos permite afirmar que la serie∑n≥1 fn converge
absolutamente c.p.d., esto es el conjunto medible

E =
{

ω ∈Ω :
∞

∑
n=1
| fn(ω)|< ∞

}
verifica queµ(EC) = 0. Como toda serie absolutamente convergente es convergente podemos
definir la función mediblef : Ω−→ R por

f (ω) =

 ∑∞
n=1 fn(ω) si ω ∈ E

0 si ω ∈ EC
,

es decir,

f =
∞

∑
n=1

fn χE.
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Como el conjunto medible
{

ω ∈Ω : ∑∞
n=1 fn(ω) 6= f (ω)

}
es un subconjunto deEC, se sigue

que es de medida cero, y en consecuencia

∞

∑
n=1

fn = f c.p.d.

Veamos que la funciónf cumple las condiciones del teorema. Para ello consideremos la
sucesión{Fn} de funciones integrables enΩ definida por

Fn =
n

∑
k=1

fk, ∀n∈ N.

Obsérvese que{Fn} −→ f c.p.d. y que es fácil comprobar que|Fn| ≤ G c.p.d. ,∀n∈ N. El
Teorema (12.5) nos permite concluir quef es integrable y que

lim
∫

Ω
| f −Fn| dµ = 0.

Por tanto,∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
Fn dµ = lim

∫
Ω

( n

∑
k=1

fk
)
dµ = lim

n

∑
k=1

∫
Ω

fk dµ =
∞

∑
n=1

∫
Ω

fn dµ

12.4. Teorema de Riesz.

Los teoremas de convergencia precedentes culminan ahora con el siguiente resultado.

Teorema 12.9 (Riesz).Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea{ fn} una sucesión de fun-
ciones integrables enΩ tal que

lim
p,q−→∞

∫
Ω
| fp− fq| dµ = 0,

es decir:
∀ε > 0, ∃m∈ N : p,q≥m=⇒

∫
Ω
| fp− fq| dµ < ε.

Existe entonces una función f integrable enΩ tal que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0

y existe, además, una sucesión parcial{ fσ(n)} que convergec.p.d.a f .



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 459

Demostración:
La condición satisfecha por{ fn} permite construir una sucesión parcial{ fσ(n)} de{ fn}

verificando

(12.4.1)
∫

Ω
| fσ(n+1)− fσ(n)| dµ <

1
2n , ∀n∈ N.

En efecto, definamos por inducción una aplicaciónσ : N −→ N de la siguiente forma:σ(1)
es el menor de los números naturalesk para los cuales se verifica que:∫

Ω
| fp− fq| dµ <

1
2

siempre quep,q≥ k.

Dadon∈N supongamos definidosσ(1) < σ(2) < · · ·< σ(n) números naturales cumpliendo
que paraj = 1,2, . . . ,n se verifica∫

Ω
| fp− fq| dµ <

1
2 j siempre quep,q≥ σ( j).

La condición satisfecha por{ fn} nos permite afirmar que el conjunto{
k∈ N : k > σ(n) y

∫
Ω
| fp− fq| dµ <

1
2n+1 para q, p≥ k

}
no es vacío. Definimosσ(n+1) como el mínimo de dicho conjunto. Es claro que la aplicación
σ es estrictamente creciente y además verifica las desigualdades12.4.1.

El Teorema12.8garantiza entonces que la serie de funciones∑n≥1Fn definida por

F1 = fσ(1) , Fn+1 = fσ(n+1)− fσ(n), ∀n∈ N

converge c.p.d. a una funciónf integrable enΩ y además

lim
∫

Ω

∣∣∣∣∣ f − n

∑
k=1

Fk

∣∣∣∣∣ dµ = 0.

Obsérvese que∑n
k=1Fk = fσ(n), ∀n∈ N. Por tanto{ fσ(n)} converge c.p.d. af y

lim
∫

Ω
| f − fσ(n)| dµ = 0.

De esto último deducimos que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

En efecto, seaε > 0 y seam∈ N tal que[
p,q≥m=⇒

∫
Ω
| fp− fq| dµ <

ε

2

]
y
[
n≥m=⇒

∫
Ω
| f − fσ(n)| dµ <

ε

2

]
.

Entonces paran≥m tenemos que∫
Ω
| f − fn| dµ ≤

∫
Ω
| f − fσ(n)| dµ +

∫
Ω
| fσ(n)− fn| dµ <

ε

2
+

ε

2
= ε
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donde hemos utilizado quen≤ σ(n), ∀n∈ N .

La aplicación‖ · ‖1 : L (µ)−→ R+
0 definida por

‖ f‖1 =
∫

Ω
| f | dµ

satisface claramente las propiedades

1. ‖α f‖1 = |α|‖ f‖1, ∀α ∈ R, ∀ f ∈L (µ) (homogeneidad).

2. ‖ f +g‖1≤ ‖ f‖1 +‖g‖1, ∀ f ,g∈L (µ) (desigualdad triangular).

La única deficiencia de‖ · ‖1 (para ser una norma) es que puede ser‖ f‖1 = 0 sin que la
función f sea cero. Este problema desaparece al considerar el espacioL1(µ) definido como
sigue

L1(µ) = L (µ)/N(µ)

dondeN(µ) es el subespacio vectorial deL (µ) definido por

N(µ) = { f : Ω−→ R : f es medible y f = 0 c.p.d.}.

En consecuencia,
f +N(µ) = g+N(µ)

si, y sólo si,
f = g c.p.d., esto es,µ({ω ∈Ω : f (ω) 6= g(ω)}) = 0.

En el caso de que(Ω,A ,µ) sea un espacio de medida completo la descripción deN(µ) es
más simple:

N(µ) = { f : Ω−→ R : f = 0 c.p.d.}.
EsencialmenteL1(µ) no es otra cosa que que el mismo espacioL (µ) en el que se consi-

dera la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera natural‖·‖1
se convierte en una norma enL1(µ) sin más que definir‖ f +N(µ)‖1 = ‖ f‖1 (¡Compruébe-
se!).

La convergencia respecto de la norma‖ · ‖1 se denominaconvergencia en media. El Teo-
rema de Riesz proporciona la complitud deL1(µ).

Teorema 12.10 (complitud de L1(µ)). Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida. Entonces(
L1(µ),‖ · ‖1

)
es un espacio de Banach.

Ejemplo: El espacio de Banach(`1,‖ · ‖1).
Consideremos el caso particular en queΩ = N, A = P(N), y µ es la medida definida

por

µ(A) =
{

número de elementos deA si A es finito
∞ si A no es finito
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paraA subconjunto deN. Entonces toda función (sucesión)x :N→R es medible. Calculemos
la integral de|x| parax : N→ R. Como

|x1|χ{1}+ · · ·+ |xn|χ{n}↗ |x|,

el Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas (12.3) nos dice
que ∫

N
[|x1|χ{1}+ · · ·+ |xn|χ{n}] dµ =

n

∑
k=1

|xk| ↗
∫
N
|x| dµ,

esto es, ∫
N
|x| dµ =

∞

∑
n=1
|xn|.

Así, el espacioL (µ) es el conjunto de las series absolutamente convergentes. Como sólo el
conjunto vacío tiene medida cero, en este caso no hay diferencia entreL1(µ) y L (µ) pues
N(µ) = {0}. Al espacioL1(µ) resultante lo notaremos̀1. Una sucesiónx : N→ R está en
`1 si, y sólo si, la serie∑n≥1 |xn| es convergente, esto es,

`1 =

{
x : N→ R :

∞

∑
n=1
|xn|< ∞

}
.

Ahora el Teorema de la convergencia dominada (12.5) nos permite calcular la integral de
x∈ `1. En efecto, como

x1χ{1}+ · · ·+xnχ{n}→ x,

y

|x1χ{1}+ · · ·+xnχ{n}| ≤ |x|, ∀n∈ N

concluimos que ∫
N
[x1χ{1}+ · · ·+xnχ{n}] dµ =

n

∑
k=1

xk→
∫
N

x dµ,

esto es, ∫
N

x dµ =
∞

∑
n=1

xn.

Finalmente el Teorema de Riesz (12.9) nos asegura que la norma

‖x‖1 :=
∞

∑
n=1
|xn| ∀x∈ `1

es completa.
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12.5. Subespacios densos enL (RN).

Cuando tratamos la integral de Lebesgue enRN podemos considerar dos clases espe-
cialmente destacadas de funciones: las funciones escalonadas y las funciones continuas de
soporte compacto. Como anunciamos en la introducción probaremos, como primera conse-
cuencia de los teoremas de convergencia, la densidad en

(
L (λ ),‖ · ‖1

)
de ambas clases de

funciones.

Definición 12.11.h : RN −→ R es una función escalonadasi existenm natural,α1, . . . ,αm

reales eI1, . . . , Im intervalos acotados tales queh se puede escribir de la forma

h =
m

∑
k=1

αk χIk.

Es claro que el conjuntoE(RN) de todas las funciones escalonadas enRN es un subespa-
cio del espacioF(RN) de las funciones simples integrables y que

∫
h dλ =

m

∑
k=1

αk v(Ik).

Teorema 12.12 (densidad).

i) El espacio vectorialC00(RN) de las funciones continuas de soporte compacto es denso
en
(
L (λ ),‖ · ‖1

)
, es decir, dada una función integrable f existe una sucesión{ fn} en

C00(RN) tal que
lim ‖ f − fn‖1 = 0.

ii) El espacio vectorialE(RN) de las funciones escalonadas es denso en
(
L (λ ),‖ · ‖1

)
,

es decir, dada una función integrable f existe una sucesión{ fn} enE(RN) tal que

lim ‖ f − fn‖1 = 0.

Además se puede conseguir en ambos casos que la sucesión converja tambiénc.p.d.

Demostración:
Teniendo en cuenta el Teorema11.20 bastará probar que dadosE ∈ M con

λ (E) < ∞ y ε > 0, existeg∈ C00(RN)(resp.h∈ E(RN)) tal que

‖χE−g‖1 < ε (resp. ‖χE−h‖1 < ε).
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i) La regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un compacto

K ⊂E tal queλ (E\K) <
ε

2
. SeaG un abierto acotado tal queK ⊂G. La funciónϕ :RN −→

R definida por

ϕ(x) =
dist(x,RN \G)

dist(x,RN \G)+dist(x,K)
, ∀x∈ RN,

es continua con 0≤ ϕ ≤ 1 y ademásϕ(x) =
{

1 si x∈ K
0 si x /∈G

, ∀x∈RN . Es claro que{ϕn} es

una sucesión decreciente enC00(RN) que converge aχK. El Corolario12.2nos asegura que

existem∈ N tal que‖χK−ϕm‖1 <
ε

2
. Tomemosg = ϕm. Se verifica entonces

‖χE−g‖1≤ ‖χE−χK‖1 +‖χK−g‖1 = λ (E \K)+‖χK−g‖1 < ε.

ii) La regularidad exterior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un abierto

G tal queE ⊂ G y λ (G\E) <
ε

2
. La Proposición10.8(de descomposición canónica de un

abierto en cubos diádicos) nos asegura que existe una sucesión{In} de intervalos acotados
disjuntos dos a dos tal queG =

⋃∞
n=1 In. Es claro que

{
∑n

k=1 χIk

}
es una sucesión creciente

en E(RN) que converge aχG . Comoλ (G) = λ (G\E)+ λ (E) < ∞ el Corolario12.2nos

asegura ahora que existem∈ N tal que
∥∥χG−∑m

k=1 χIk

∥∥
1 <

ε

2
. Tomemosh = ∑m

k=1 χIk . Se

verifica entonces

‖χE−h‖1≤ ‖χE−χG‖1 +‖χG−h‖1 = λ (G\E)+‖χG−h‖1 < ε.

Ahora es clara la densidad deC00(RN) y E(RN) en L (λ ) así como que, para una
función integrablef dada, por el procedimiento habitual podemos construir una sucesión
{ fn} en dichos espacios tal que

lim ‖ f − fn‖1 = 0.

Aplicando a dicha sucesión el Teorema de Riesz (12.9) se obtiene una función integrablef0
y una sucesión parcial{ fσ(n)} de{ fn} tales que

‖ f0− fn‖1−→ 0 y { fσ(n)} −→ f0 c.p.d.

Como
‖ f0− f‖ ≤ ‖ f0− fn‖1 +‖ fn− f‖1, ∀n∈ N,

deducimos que‖ f − f0‖1 = 0 y en consecuenciaf = f0 c.p.d. Así la sucesión de funciones
{ fσ(n)} deC00(RN) (resp.E(RN)) verifica

‖ f − fσ(n)‖1−→ 0 y { fσ(n)} −→ f c.p.d.
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12.6. Resumen del resultados del Tema 12.

Teorema de la convergencia monótona (TCM).Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida.
Si { fn} es una sucesión monótona de funciones integrables en Ω verificando que la sucesión
de sus integrales

{∫
Ω fn dµ

}
está acotada, entonces { fn} converge c.p.d. a una función f

integrable en Ω y ∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Corolario (versión práctica del TCM). Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea { fn}
una sucesión monótona de funciones integrables en Ω verificando que la sucesión de sus
integrales

{∫
Ω fn dµ

}
está acotada. Si f : Ω→ R es una función medible tal que { fn} −→

f c.p.d., entonces f es integrable en Ω y∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Corolario (teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas
(TCC). Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Si { fn} es una sucesión creciente de funciones
medibles positivas en Ω que converge c.p.d. a una función medible positiva f , entonces∫

Ω
f dµ = lim

∫
Ω

fn dµ.

Corolario . Sean (Ω,A ,µ) un espacio de medida y f una función medible positiva en Ω.
Entonces ν : A −→ [0,∞] definida por

ν(E) =
∫

E
f dµ, ∀E ∈A

es una medida absolutamente continua respecto de µ , es decir:

[E ∈A ,µ(E) = 0] =⇒ ν(E) = 0.

Además si f es integrable, entonces, dado ε > 0 existe δ > 0 de manera que ν(E) < ε para
todo conjunto medible E con µ(E) < δ .

Teorema de la convergencia dominada (TCD).Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medi-
da. Sea { fn} una sucesión de funciones integrables que converge c.p.d.en Ω a una función
medible f y supongamos que existe una función integrable g tal que

| fn| ≤ g, c.p.d. , ∀n∈ N.

Entonces f es integrable y

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.
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En consecuencia ∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

Nota. Si (Ω,A ,µ) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibilidad def
en el T.C.D.

Lema de Fatou.Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Si { fn} es una sucesión de funcio-
nes medibles y positivas en Ω tal que

liminf
∫

Ω
fn dµ < ∞,

entonces existe una función f integrable en Ω tal que

liminf fn = f c.p.d. y
∫

Ω
f dµ ≤ liminf

∫
Ω

fn dµ.

Teorema de la convergencia absoluta (TCA).Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea
∑n≥1 fn una serie de funciones integrables en Ω y supongamos que

∞

∑
n=1

∫
Ω
| fn| dµ < ∞.

Entonces la serie ∑n≥1 fn converge absolutamente c.p.d., existe una función f integrable en
Ω tal que ∑∞

n=1 fn = f c.p.d.y además

lim
∫

Ω

∣∣∣∣∣ f − n

∑
k=1

fk

∣∣∣∣∣ dµ = 0.

En consecuencia ∫
Ω

f dµ =
∞

∑
n=1

∫
Ω

fn dµ.

Teorema de Riesz.Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Sea { fn} una sucesión de fun-
ciones integrables en Ω tal que

lim
p,q−→∞

∫
Ω
| fp− fq| dµ = 0,

es decir:
∀ε > 0, ∃m∈ N : p,q≥m=⇒

∫
Ω
| fp− fq| dµ < ε.

Existe entonces una función f integrable en Ω tal que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0

y existe, además, una sucesión parcial { fσ(n)} que converge c.p.d.a f .
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El espacio L1(µ).
L1(µ) = L (µ)/N(µ), dondeN(µ) = { f : Ω −→ R : f es medible y f = 0 c.p.d.}

EsencialmenteL1(µ) no es otra cosa que que el mismo espacioL (µ) en el que se considera
la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera natural‖ · ‖1 se
convierte en una norma enL1(µ) sin más que definir‖ f +N(µ)‖1 = ‖ f‖1. La convergencia
respecto de la norma‖ · ‖1 se denominaconvergencia en media.

Teorema de complitud de L1(µ). Sea (Ω,A ,µ) un espacio de medida. Entonces
(
L1(µ),‖·

‖1
)

es un espacio de Banach.

Teorema de densidad.
i) El espacio vectorial C00(RN) de las funciones continuas de soporte compacto es den-

so en
(
L (λ ),‖ · ‖1

)
, es decir, dada una función integrable f existe una sucesión { fn} en

C00(RN) tal que
lim ‖ f − fn‖1 = 0.

ii) El espacio vectorial E(RN) de las funciones escalonadas es denso en
(
L (λ ),‖ · ‖1

)
,

es decir, dada una función integrable f existe una sucesión { fn} en E(RN) tal que

lim ‖ f − fn‖1 = 0.

Además se puede conseguir en ambos casos que la sucesión converja también c.p.d. af .
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12.7. Ejercicios del Tema 12.

12.1 Sean(Ω,A ,µ) un espacio de medida,{ fn} una sucesión de funciones medibles yf ,g
dos funciones medibles. Probar las siguientes afirmaciones:

i) Si { fn} −→ f c.p.d. y{ fn} −→ g c.p.d. Entoncesf = g c.p.d.

ii) Si { fn} −→ f c.p.d. y f = g c.p.d. Entonces{ fn} −→ g c.p.d.

12.2 Considerar las siguientes sucesiones{ fn} de funciones reales de variable real

i) fn =
1
2n

χ[−n,n] ; ii) fn = n2
χ[ 1

n+1 , 1
n ].

Estudiar en cada caso la convergencia puntual y comparar
∫

lim fn con lim
∫

fn.

12.3 Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida conµ(Ω) < ∞ y sea{ fn} una sucesión de fun-
ciones medibles enΩ que converge puntualmente a una funciónf . Supongamos que
existe una constanteM ≥ 0 tal que| fn| ≤M, ∀n∈ N. Probar quef es integrable y que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0

Dar un ejemplo mostrando que la hipótesisµ(Ω) < ∞ no puede ser suprimida.

12.4 Calcular lim
∫

fn para cada una de las siguientes sucesiones{ fn} de funciones de]0,1[
enR :

i)
nx

1+n2x2 ; ii)
1
n

log(x+n)e−xcos(x) ; iii )
1+nx

(1+x)n .

12.5 Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida conµ(Ω) < ∞ y sea{ fn} una sucesión de fun-
ciones integrables enΩ que converge uniformemente a una funciónf . Probar quef es
integrable y que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0

Dar un ejemplo mostrando que la hipótesisµ(Ω) < ∞ no puede ser suprimida.

12.6 Dar un ejemplo de una sucesión de funciones integrables{ fn} tal que

‖ fn‖1≤ 1, ∀n∈ N

y que no tiene ninguna sucesión parcial convergente en media.
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12.7 Considerar la siguiente sucesión de intervalos deR:

I1 = [0,1] ,

I2 =
[
0,

1
2

]
, I3 =

[1
2
,1
]

,

I4 =
[
0,

1
4

]
, I5 =

[1
4
,
2
4

]
, I6 =

[2
4
,
3
4

]
, I7 =

[3
4
,1
]

. . . . . . . . . . . . . . .

Probar que la sucesión
{

χIn

}
converge en media a cero y no converge en ningún punto

de[0,1]. Obtener una sucesión parcial de
{

χIn

}
que converja a cero c.p.d.

12.8 Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida yA un subconjunto denso enL (µ) (por ejemplo
F,C00(RN),E(RN) cuando se consideran las funciones integrables enRN). Probar que
para f : Ω−→ R medible equivalen las siguientes afirmaciones.

i) f es integrable.

ii) Existe una sucesión{ fn} enA de Cauchy en media que converge c.p.d. a la fun-
ción f .

En cuyo caso se tiene además∫
Ω

f dµ = lim
∫

fn dµ.

Se resalta la analogía con el método de Cantor de construcción de un modelo de núme-
ros reales a partir de los números racionales.
Indicación:Utilizar el Teorema de Riesz y el Ejercicio12.1.

12.9 Para cada naturaln sea

fn(x) = an sen(nx)+bn cos(nx), ∀x∈ R,

donde{an},{bn} son dos sucesiones de números reales. Se supone que{ fn} −→ 1
c.p.d. en[0,2π]. Deducir que la sucesión{|an|+ |bn|} no está acotada.
Indicación:Utilizar el Ejercicio12.3.

12.10 Probar que la sucesión de funciones{ fn} definidas por

fn(x) = sen(nx), ∀x∈ R, ∀n∈ N

no tiene ninguna parcial que que converge c.p.d. enR.
Indicación:Si existiese una tal sucesión parcial

{
fσ(n)

}
considerar la sucesión{gn}

definida para cadan natural

gn =
(

fσ(n+1)− fσ(n)
)2

χ[0,2π].
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12.11 Sea(Ω,A ,µ) un espacio de medida yf ∈L (µ). Probar que

n µ
(
{ω ∈Ω : | f (ω)| ≥ n}

)
−→ 0.

Si f no es integrable, ¿es cierto la anterior afirmación para funciones medibles positi-
vas? En caso negativo, dése un contraejemplo.

12.12 Dada f ∈ L (RN) definamos para cadah ∈ RN la función fh : RN −→ R dada por
fh(x) = f (x+h), ∀x∈ RN. Probar que limh→0

∫
| f − fh|= 0 .

Indicación:Probarlo en primer lugar para funciones continuas de soporte compacto.

12.13 *Teorema de Lebesgue de caracterización las funciones Riemann integrables.Sea
f : [a,b] −→ R acotada. Entoncesf es Riemann integrable si, y sólo si, f es continua
c.p.d.
Indicación:Para cadan natural considerar la partición de[a,b]

Pn = {xk = a+k
b−a

2n : k = 0,1, . . . ,2n}

y las funciones simplesen,En : [a,b]−→ R definidas por

en =
2n

∑
k=1

mk χ[xk−1,xk[ + f (b)χ{b} , En =
2n

∑
k=1

Mk χ[xk−1,xk[ + f (b)χ{b}

donde parak = 1, . . . ,2n,

mk = inf( f ([xk−1,xk[)) y Mk = sup( f ([xk−1,xk[)).

Probar que

i)
∫
[a,b] en dλ = I( f ,Pn) y

∫
[a,b] En dλ = S( f ,Pn).

ii) en≤ en+1≤ f ≤ En+1≤ En, ∀n∈ N.

iii) Si e= lim en y E = lim En, entonces

a) f es continua c.p.d. si, y sólo si,e= E c.p.d.

b) Las funcionesey E son integrables y además∫
[a,b]

e dλ =
∫ b

a
f (x)dx y

∫
[a,b]

E dλ =
¯∫ b

a
f (x)dx

∫
[a,b]

en λ

iv) f es integrable Riemann si, y sólo si,E = ec.p.d.
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12.14 * SeaG un abierto deRN. Dada una funciónf integrable enG y un número positivo
ε existe una funciónϕ de soporte compacto que admite derivadas parciales continuas
de todos los órdenes (ϕ ∈ C∞

00(RN)), tal que sopϕ ⊂G y
∫

G | f −ϕ|< ε.
Indicación:En virtud del Teorema de densidad (12.12apartado ii)) basta con aproxi-
mar la función característica de un intervalo acotado contenido enG por una función
de C∞

00(RN). Estudiar esta aproximación en primer lugar en el casoN = 1. En esta

situación observar que sia,b,δ ∈ R con a < b y 0 < δ <
b−a

2
, entonces la función

ϕ : R−→ R definida por

ϕ(x) =
γ(x−a)γ(b−x

γ(x− (b−δ ))+ γ((a+δ )−x)+ γ(x−a)γ(b−x)
, ∀x∈ R

dondeγ(x) =
{

e−
1
x si x > 0

0 six≤ 0
verifica las siguientes propiedades:

i) ϕ ∈ C∞
00(R).

ii) sop (ϕ)⊂ [a,b].

iii) 0≤ ϕ(x)≤ 1, ∀x∈ R.

iv) ϕ(x) = 1, ∀x∈ [a+δ ,b−δ ].

v) ϕ(x) = 0, ∀x /∈ [a,b].
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12.8. Soluciones a los ejercicios del Tema 12.

12.1 Consideremos los siguientes conjuntos medibles

A = {ω ∈Ω : { fn(ω)}→ f (ω)} , B = {ω ∈Ω : { fn(ω)}→ g(ω)}

y D = {ω ∈Ω : f (ω) = g(ω)}.

i) µ(AC) = µ(BC) = 0=⇒ µ
(
(A∩B)C

)
= 0. El resultado se sigue de queA∩B⊂D.

ii) µ(AC) = µ(DC) = 0=⇒ µ
(
(A∩D)C

)
= 0. El resultado se sigue de queA∩D⊂B.

12.2 Todas las funciones que aparecen es este ejercicio son integrables, de hecho son fun-
ciones simples integrables.

i) fn = 1
2nχ[−n,n] . { fn} −→ 0 enR (de hecho converge uniformemente).∫

fn = 1, ∀n∈ N ;
∫

0 = 0 6= 1 = lim
∫

fn.

Es fácil comprobar que no hay monotonía ni acotación. Se puede hacer direc-
tamente o bien pensando que en el caso de que existiera monotonía el T.C.M.
daría la igualdad y en el caso de que existiese acotación el T.C.D. daría también
la igualdad. Este ejercicio muestra asimismo que el Lema de Fatou no se puede
aspirar a probar la igualdad.

ii) fn = n2χ[ 1
n+1 , 1

n ] . { fn} −→ 0 enR .∫
fn =

n
n+1

, ∀n∈ N ;
∫

0 = 0 6= 1 = lim
∫

fn.

12.3 Las funciones constantes son integrables. En efecto la función constantemente igualM
, M χΩ, es simple integrable con integral igual aM µ(Ω). El ejercicio es consecuencia
del T.C.D.

El apartado i) del ejercicio anterior muestra que la hipótesisµ(Ω) < ∞ no puede ser
suprimida.

12.4 En todos los ejercicios se verifica que{ fn} −→ 0 c.p.d. Como no hay monotonía hay
que utilizar el ejercicio anterior para concluir que lim

∫
fn = 0. El problema estriba en

la mayorar las sucesiones.

i)
nx

1+n2x2

0≤ (1−nx)2 =⇒ 0≤ nx≤ 1+n2x2

2
, ∀n∈ N=⇒M =

1
2

.
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ii)
1
n

log(x+n)e−xcos(x)

| fn(x)| ≤
log(1+n)

n
=

log(1+n)− log(1)
n

≤

≤ 1
1+ϑ

≤ 1, (0 < ϑ < n) ∀n∈ N

donde se ha utilizado el Teorema del valor medio. AsíM = 1.

iii)
1+nx

(1+x)n

1+nx≤ (1+x)n, ∀n∈ N=⇒M = 1 .

12.5 Para todo naturaln la función | f − fn| es medible. La monotonía de la integral para
funciones medibles positivas nos asegura que∫

Ω
| f − fn| dµ ≤ µ(Ω) ‖ f − fn‖∞.

La sucesión
{
‖ f − fn‖∞

}
en [0,∞] converge a cero por hipótesis. Seam∈ N tal que{

‖ f − fm‖∞
}
≤ 1. Como

∫
Ω | f − fm| dµ ≤ µ(Ω) concluimos quef − fm es integrable

y en consecuenciaf = fm+( f − fm) también es integrable. Como
{
‖ f − fn‖∞

}
−→ 0,

concluimos que

lim
∫

Ω
| f − fn| dµ = 0.

El apartado i) del Ejercicio 12.2 muestra que la hipótesisµ(Ω) < ∞ no puede ser su-
primida.

12.6 Se trata de dar un ejemplo de una sucesión de funciones integrables que sea acotada en
media y no tenga ninguna parcial convergente (L (λ ) es de dimensión infinita).

fn = χ[n,n+1[N , ∀n∈ N.

Las funciones son simples integrables con‖ fn‖1 = 1, ∀n∈ N y

p 6= q =⇒ | fp− fq|= fp + fq y en consecuencia‖ fp− fq‖1 = 2 .

Así { fn} no tiene ninguna parcial de Cauchy, luego no tiene ninguna parcial conver-
gente.

12.7 Se trata de dar un ejemplo que ponga de manifiesto que en el Teorema de Riesz (12.9)
la sucesión que converge c.p.d. tiene que ser una “sucesión parcial” de la dada. La
siguiente sucesión de intervalos deR:

I1 = [0,1] ,

I2 =
[
0,

1
2

]
, I3 =

[1
2
,1
]

,

I4 =
[
0,

1
4

]
, I5 =

[1
4
,
2
4

]
, I6 =

[2
4
,
3
4

]
, I7 =

[3
4
,1
]

. . . . . . . . . . . . . . .
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es tal que{l(In)}−→ 0, y en consecuencia
{

χIn

}
converge en

(
L ([0,1]),‖·‖1

)
a cero.

Seax∈ [0,1]. Es obvio quex pertenece a infinitosIn y no pertenece a infinitosIn, así la
sucesión

{
χIn

}
toma infinitas veces el valor cero e infinitas veces el valor 1 y por tanto

no es convergente. Por último la sucesión
{

χI2n

}
converge a cero c.p.d. (de hecho en

R\{0}).

12.8 i)⇒ ii) Sea{gn} una sucesión enA tal que{gn} −→ f en
(
L (µ),‖ · ‖1

)
. El Teorema

de Riesz (12.9) nos asegura la existencia de una función integrableg tal que

{gn} −→ g en
(
L (µ),‖ · ‖1

)
y ∃{gσ(n)} −→ g c.p.d.

Es claro quef = g c.p.d. La sucesión{ fn} = {gσ(n)} cumple las condiciones de la
afirmaciónii) (véase el Ejercicio 12.1)

ii)⇒ i) Sea{ fn} una sucesión verificandoii). El Teorema de Riesz nos asegura que
existe una función integrableg tal que

{ fn} −→ g en
(
L (µ),‖ · ‖1

)
y ∃{ fσ(n)} −→ g c.p.d.

de donde se deduce del Ejercicio 12.1 quef = g c.p.d. Comof es medible concluimos
que también es integrable. Por último de

‖ f − fn‖1≤ ‖g− fn‖1 +‖ f −g‖1, ∀n∈ N

se deduce que{ fn} converge en media af y en particular∫
Ω

f dµ = lim
∫

Ω
fn dµ.

12.9 Un fácil cálculo nos da que
∫ 2π

0 fn(x) dx= 0, ∀n∈ N. Como

| fn(x)| ≤ |an|+ |bn|, ∀x∈ [0,2π], ∀n∈ N,

si, razonando por reducción al absurdo, la sucesión{|an|+ |bn|} estuviese acotada se
podría aplicar el Ejercicio12.3y se llegaría a la siguiente contradicción:

2π =
∫ 2π

0
dx=

∫ 2π

0
lim fn(x) dx= lim

∫ 2π

0
fn(x) dx= 0.

12.10 Razonando por reducción al absurdo, si una sucesión parcial
{

fσ(n)
}

convergiese
c.p.d., considerando la sucesión de funciones (Riemann) integrables

{gn}=
{(

fσ(n+1)− fσ(n)
)2

χ[0,2π]

}
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se tendría con un sencillo cálculo que∫
gn(x) dx=

∫ 2π

0

(
fσ(n+1)(x)− fσ(n)(x)

)2
dx= π +π−0 = 2π, ∀n∈ N,[

sen2x =
1−cos2x

2
, senpx senqx=

1
2
(cos(p−q)x−cos(p+q)x)

]
|gn| ≤ 4 χ[0,2π], ∀n∈ N

y el Ejercicio12.3nos daría el siguiente absurdo:

2π = lim
∫

gn(x) dx=
∫

lim gn(x) dx=
∫

0 dx= 0.

12.11 Seaf ∈L (µ). Para cada naturaln seaAn := {ω ∈Ω : | f (ω)| ≥ n}. Se tiene que

0≤ n χAn ≤ | f |, ∀n∈ N.

Como{n χAn} −→ 0, el T.C.D. nos asegura que

{n µ(An)}=
{∫

Ω
n χAn dµ

}
−→ 0.

La función f :]0,1[→ R dada porf (x) = 1
x,∀x ∈]0,1[ es medible positiva y sirve de

contraejemplo.

12.12 Dada f ∈L (µ) definimos para cadah∈ RN la función fh : RN −→ R dada por

fh(x) = f (x+h), ∀x∈ RN.

Probemos en primer lugar quefh ∈L (µ). Es inmediato que si{sn} es una sucesión
creciente de funciones simples integrables que converge af + y definimos

sh
n(x) = sn(x+h), ∀x∈ RN,

entonces la sucesión
{

sh
n

}
es una sucesión creciente de funciones simples integrables

que converge af +
h y claramente∫

sh
n(x) dx=

∫
sn(x)dx, ∀n∈ N.

En consecuencia del T.C.M. se deduce quefh es integrable y que∫
fh(x) dx=

∫
f (x) dx.
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Seaε > 0. El Teorema12.12nos asegura que existeϕ ∈C00(RN) tal que‖ f −ϕ‖1 <
ε

3
.

Seah∈ RN y notemosϕh(x) = ϕ(x+h), ∀x∈ RN. Se tiene que

ϕh ∈ C00(RN) y que ‖ fh−ϕh‖1 <
ε

3
.

Así

‖ f − fh‖1≤ ‖ f −ϕ‖1 +‖ fh−ϕh‖1 +‖ϕ−ϕh‖1≤
2ε

3
+‖ϕ−ϕh‖1.

Veamos finalmente que el último sumando se puede controlar. En efecto, se puede
suponer que‖h‖< 1 para conveniente norma deRN. Se tiene que

K =
{

x∈ RN : dist(x,sop (ϕ))≤ 1
}

es un compacto deRN verificando sop(ϕ), sop (ϕh) = sop (ϕ)−h⊂ K. La conti-
nuidad uniforme deϕ−ϕh (Teorema de Heine) nos asegura la existencia deδ > 0 tal
que

‖h‖< δ =⇒‖ϕ−ϕh‖∞ <
ε

3 λ (K)+1
.

El resto es consecuencia de la desigualdad∫
|ϕ(x)−ϕh(x)| dx≤ ‖ϕ−ϕh‖∞ λ (K).

12.13 i) y ii) son conocidas (véase el Ejemplo 10.19.3). Probamos iii):

Apartadoa), esto es

f es continua c.p.d.⇐⇒ e= E c.p.d.

SeaZ1 =
⋃∞

n=1Pn.

⇒ SeanZ2 = {x∈ [a,b] : f no es continua enx} y Z = Z1∪Z2. Probamos que para
cadax∈ [a,b]\Z se verifica quee(x) = E(x). En efecto, seaε > 0, existe δ > 0 tal

t ∈]x−δ ,x+δ [∩[a,b]⇒ | f (x)− f (t)| ≤ ε

Es claro que existe un naturaln y un intervaloI dePn tal queI ⊂]x−δ ,x+ δ [, con lo
que

0≤ En(x)−en(x) = Mk−mk ≤
f (t1)− f (t2)+ ε ≤ | f (x)− f (t1)|+ | f (x)− f (t2)|+ ε ≤ 3 ε,

para convenientest1, t2 ∈ I . Hemos probado quee(x) = E(x).
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⇐ SeaZ3 = {x∈ [a,b] : e(x) < E(x)} y Z?= Z1∪Z3. Seax∈ [a,b] \Z′. Veamos
que f es continua enx. Dadoε > 0 existe un naturaln tal que En(x)−en(x)≤ ε. SeaI

un intervalo dePn tal quex∈
◦
I , y seaδ > 0 tal que]x−δ ,x+δ [⊂ I . Se tiene entonces

que
t ∈]x−δ ,x+δ [=⇒ | f (x)− f (t)| ≤ En(x)−en(x)≤ ε .

Apartadob). SeaM una cota def , esto es,−M ≤ f (x)≤M, ∀x∈ [a,b]. Es claro que
para cada naturaln es−M ≤ en≤ En≤M. Por otra parte{en} y {En} son sucesiones
monótonas de funciones integrables que convergen puntualmente ae y E respectiva-
mente, y además

−M(b−a)≤
∫
[a,b]

en dλ ≤
∫
[a,b]

en dλ ≤M(b−a).

El T.C.M. nos da que ∫
[a,b]

e dλ = lim
∫
[a,b]

en dλ

o lo que es lo mismo ∫
[a,b]

e dλ = lim I( f ,Pn)

y en consecuencia el Teorema de Darboux nos asegura que∫
[a,b]

e dλ =
∫ b

a
f (x)dx .

De manera análoga ∫
[a,b]

E dλ =
¯∫ b

a
f (x)dx .

Probemos finalmente iv). Acabamos de probar que

f es integrable Riemann⇐⇒
∫
[a,b]

(E−e) dλ = 0

lo que equivale, en virtud del apartado iv) de la Proposición 10.13, a que
E = e c.p.d. que a su vez es equivalente, según hemos probado en el apartadoa), a
que f sea continua c.p.d.

12.14 CasoN = 1:∫
G

∣∣χ[a,b]−ϕ
∣∣= ∫ b

a
(1−ϕ) =

∫ a+δ

a
(1−ϕ)+

∫ b

b−δ

(1−ϕ)≤ δ +δ = 2 δ .

Caso general: SeaI = I1×·· ·× IN . Se tomaϕ : RN −→ R la función definida por

ϕ(x1, . . . ,xN) = ϕ1(x1) · · ·ϕN(xN) ,
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dondeϕ1, . . . ,ϕN son las funciones asociadas aI1, . . . , IN por el procedimiento dado en
la indicación. Se tiene que∫

G
|χI −ϕ|=

∫
I1×···×IN

(1−ϕ)≤ λ (I1×·· ·× IN)−λ (I ′1×·· ·× I ′N) ,

donde
I ′k ⊂ IK y l(Ik) = l(I ′k)+2 δk (k = 1, . . . ,N).

Así

λ (I1×·· ·× IN)−λ (I ′1×·· ·× I ′N)−→ 0 cuando δ = max{δ1, . . . ,δN} −→ 0.





Tema 13

Técnicas de integración en una variable.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de Lebesgue enR, esto es, la integral
asociada al espacio de medida(R,M ,λ ). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares básicos que sostienen la teoría de la integración, podemos ahora abordar la
cuestión fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una función f : I −→ R, dondeI es un intervalo deR, es integrable y, en caso afirmativo,
calcular su integral. Es usual notarL (I) al conjunto de las funciones integrables enI .

Es importante tener presente que el problema de integración planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la función (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones características de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la función sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integración:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad def aunque no el valor de la integral.

- Métodos que proporcionan la integrabilidad def y el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la función sea integra-
ble.

El lector tendrá cuidado en lo sucesivo de advertir con precisión la información que cada
resultado proporciona al respecto.

13.1. Notación y aditividad de la integral.

Notación 13.1.SeanI un intervalo deR y f : I → R una función real. Al ser

χI = χ◦
I

c.p.d.

479
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la función f es integrable enI si, y sólo si, lo es en
◦
I ; en cuyo caso∫

I
f dλ =

∫
◦
I

f dλ .

Este hecho nos permite considerar, a efectos de integración, sólo intervalos deR de la
forma]α,β [ con

−∞≤ α < β ≤+∞.

Si f ∈L (]α,β [) notaremossu integralpor∫
β

α

f (x) dx.

Es usual definir ∫
α

β

f (x) dx :=−
∫

β

α

f (x) dx.

Conviene resaltar que la notación es coherente con la ya utilizada para la integral de
Riemann

El siguiente resultado es una herramienta indispensable en muchas demostraciones.

Proposición 13.2 (Aditividad de la integral respecto del intervalo de integración).

i) Sean f:]α,β [→ R una función yγ ∈]α,β [. Entonces

f ∈L 1(]α,β [) ⇔ f ∈L 1(]α,γ[)∩L 1(]γ,β [),

en cuyo caso ∫
β

α

f (x) dx=
∫

γ

α

f (x)dx+
∫

β

γ

f (x) dx.

ii) Seanα,β ,γ ∈ [−∞,+∞] y f :]a,b[−→ R una función integrable, donde
a = min{α,β ,γ} y b= max{α,β ,γ}. Entonces∫

β

α

f (x) dx=
∫

γ

α

f (x) dx+
∫

β

γ

f (x) dx.

Demostración:
i) Es un caso particular de la Proposición11.18.
ii) La fórmula que se pretende demostrar es equivalente a∫

β

α

f (x) dx+
∫

γ

β

f (x) dx+
∫

α

γ

f (x) dx= 0, (∗)

fórmula que es trivial si dos de los tres puntos que aparecen en ella coinciden, pues en tal
caso se reduce a ∫ b

a
f (x) dx+

∫ a

b
f (x) dx= 0.

Además, si se permutan de cualquier forma los puntosα,β y γ, el primer miembro de la
fórmula (∗) permanece ó queda multiplicado por−1. Ello permite suponer queα < γ < β ,
en cuyo caso la fórmula es cierta por el apartado i).
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13.2. Teorema fundamental del cálculo.

El teorema fundamental del cálculo pone de manifiesto que la derivación y la integración
son operaciones inversas, esto es(∫ x

a
f (t) dt

)′
= f (x) para casi todo puntox∈]α,β [,

f (x) = f (a)+
∫ x

a
f ′(t) dt para todo puntox∈]α,β [.

Antes de concretar estas afirmaciones conviene introducir un concepto más débil que el
de integrabilidad.

Definición 13.3 (integrabilidad local e integral indefenida).Una funciónf :]α,β [→ R es
localmente integrablesi es integrable en cada intervalo compacto contenido en]α,β [. Fijado
un puntoa∈]α,β [, se define laintegral indefenida de f de origen apor

F(x) :=
∫ x

a
f (t) dt, ∀x∈]α,β [.

Es inmediato de la proposición anterior que toda función integrable es localmente inte-
grable. Probaremos enseguida que la función

f (x) =
1
x
, ∀x∈]0,1[

es localmente integrable pero no integrable. También es claro que dos integrales indefinidas
se diferencian en una costante.

Es fácil comprobar que toda función localmente integrable es medible. En efecto, sean
{an} y {bn} sucesiones de números reales del intervalo]α,β [ conan≤ bn, ∀n∈N tales que
{an}↘ α y {bn}↗ β , entoncesf χ[an,bn]→ f c.p.d. y es claro quef es medible, ya que cada
función f χ[an,bn] es medible por ser integrable.

Resaltamos también que en virtud de la propiedad de compacidad las funciones continuas
son localmente integrables.

Teorema 13.4 (fundamental del cálculo).Sea f:]α,β [→ R una función localmente inte-
grable y sea a∈]α,β [ un punto fijo. La integral indefinida de f de origen a , esto es

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt, ∀x∈]α,β [

verifica las siguientes afirmaciones:

i) Es continua.

ii) Es derivable c.p.d. con F′ = f c.p.d. Además F es derivable en cada punto x del
intervalo]α,β [ en el que f es continua con F′(x) = f (x).
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Demostración.i) Seanx,xn ∈]α,β [ con {xn} → x. Vamos a probar que{F(xn)} → F(x).
Fijamos[c,d]⊂]α,β [ tal que

x,xn ∈ [c,d], ∀n∈ N.

Notamos por últimoIn el intervalo de extremosx,xn. Se tiene que

f χIn −→ 0 , | f χIn| ≤ | f | ∈L ([c,d]).

Como

|F(xn)−F(x)|=
∣∣∣∣∫ xn

x
f (t) dt

∣∣∣∣≤ ∫ d

c
f (t) |χIn(t)| dt,

concluimos, en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teorema12.5), que

{F(xn)} −→ F(x).

La demostración de este apartado para funciones integrables Riemann es una consecuen-
cia inmediata de la acotación de la funciónf y de las propiedades de la integral.

ii) Supongamos quef es continua en un puntox∈]α,β [. Dadoε > 0, la continuidad de
f enx nos asegura que existeδ > 0 tal que

(y∈ [a,b], 0 < |y−x|< δ )⇒ | f (y)− f (x)|< ε.

Para un taly se verifica∣∣∣∣F(y)−F(x)
y−x

− f (x)
∣∣∣∣= 1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

a
f (t) dt−

∫ x

a
f (t) dt− (y−x) f (x)

∣∣∣∣=
1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

x
f (t)dt− (y−x) f (x)

∣∣∣∣= 1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

x
f (t) dt−

∫ y

x
f (x) dt

∣∣∣∣=
1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

x

(
f (t)− f (x)

)
dt

∣∣∣∣≤ 1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

x
| f (t)− f (x)| dt

∣∣∣∣≤ 1
|y−x|

∣∣∣∣∫ y

x
ε dt

∣∣∣∣= ε,

donde se ha utilizado la aditividad respecto del intervalo de integración (Proposición13.2).
Hemos probado que la funciónF es derivable enx y queF ′(x) = f (x).

Hemos demostrado este apartado para funciones continuas.

También es cierto para funciones Riemann integrables, ya que la funciónf es continua
c.p.d. en virtud del teorema de Lebesgue de caracterización de las funciones Riemann inte-
grables (Ejercicio12.13).

Para funciones integrables (Lebesgue) la demostración de este apartado es muy laboriosa
y requiere la presentación de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Análisis
Matemático.
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Teorema 13.5 (regla de Barrow).Sea f:]α,β [→ R una función que admite primitiva, esto
es existe G:]α,β [→ R derivable tal que

G′(x) = f (x), ∀x∈]α,β [.

Se verifican las siguientes afirmaciones

i) f es medible.

ii) Si f :]α,β [→ [0,+∞[ , entonces∫
β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x) .

iii) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene límites (reales) enα,β , y∫
β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x).

Demostración.Sea[a,b] ⊂]α,β [ fijo. Consideramos la sucesión{Gn} de funciones reales
definidas en[a,b] por:

(13.2.1) Gn(x) :=
G
(
x+ 1

n

)
−G(x)

1
n

, ∀x∈ [a,b]

(si m es un natural tal queb+ 1
m < β y n≥m, entoncesx+ 1

n ∈]α,β [, ∀x∈ [a,b]).
Al serG una primitiva def , es claro que

(13.2.2) {Gn(x)} −→ f (x), ∀x∈ [a,b] .

Consideramos ahora dos sucesiones{an} y {bn} en]α,β [ con

an < bn, ∀n∈ N, {an}↘ α , {bn}↗ β .

Se verifica que

(13.2.3) f χ[an,bn]→ f .

i) En virtud de13.2.2 la función f[a,b] es medible como limite de una sucesión de funcio-
nes continuas, y en virtud de13.2.3la función f también es medible por ser límite de una
sucesión de funciones medibles.

Lo parte complicada de la demostración de los apartadosii) y iii) es la prueba de la que
nos atrevemos a bautizar comoregla de Barrow para intervalos compactos, esto es

(13.2.4)
∫ b

a
f (x) dx= G(b)−G(a), ∀ [a,b]⊂] α,β [.
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ii) Supuesto que13.2.4es válida para funciones medibles positivas, de13.2.3y del teore-
ma de la convergencia creciente para funciones medibles positivas (Corolario12.3), se sigue
que

G(bn)−G(an) =
∫ bn

an

f (x) dx↗
∫

β

α

f (x) dx,

esto es ∫
β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x).

Nótese que al serG creciente existen los límites

lim
x→α

G(x) ∈ [−∞,+∞[ , lim
x→α

G(x) ∈]−∞,+∞]

y por consiguientef es integrable si, y sólo si, ambos límites (que existen) son reales.

Finalmente la prueba de la igualdad13.2.4es una fácil consecuencia de la parte sencilla
del teorema fundamental del cálculo (Teorema13.4) si la función f es continua, en efecto

(F(x)−G(x))′ = 0,∀x∈ [a,b],

y por consiguiente ambas funciones se diferencian en una constante, que se calcula y es igual
aG(b)).

También es una fácil consecuencia del teorema del valor medio sif es integrable Rie-
mann.

En el caso de considerar funciones positivas generales empezamos probando que la fun-
ción f es localmente integrable. Para ello consideramos las funciones definidas en13.2.1. Se
tiene que ∫ b

a
Gn(x) dx=n

(∫ b

a
G

(
x+

1
n

)
dx−

∫ b

a
G(x) dx

)
=n

(∫ b+ 1
n

a+ 1
n

G(x) dx−
∫ b

a
G(x) dx

)

=n

(∫ b+ 1
n

b
G(x) dx−

∫ a+ 1
n

a
G(x) dx

)

≤n

(∫ b+ 1
n

b
G(b) dx−

∫ a+ 1
n

a
G(a) dx

)
= G(b)−G(a),

donde se han utilizado la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el teorema
fundamental del cálculo (Teorema13.4).

Ahora el lema de Fatou (Teorema12.7) nos asegura que∫ b

a
f (x)dx≤ liminf

∫ b

a
Gn(x) dx≤G(b)−G(a).
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Finalmente vemos que la igualdad13.2.4es ya una consecuencia del teorema de la con-
vergencia dominada (Teorema12.5). La funciónpositiva f[a,b+ 1

m] es integrable y en virtud de

13.2.2 ∫ b

a
n

(
G(1+

1
n
)−G(x)

)
dx −→

∫ b

a
f (x) dx,

y el resultado es ahora consecuencia de la siguiente cuenta ya conocida

n

(∫ b

a
G

(
x+

1
n

)
dx−

∫ b

a
G(x) dx

)
= n

(∫ b+ 1
n

a+ 1
n

G(x) dx−
∫ b

a
G(x) dx

)
=

n

(∫ b+ 1
n

b
G(x) dx−

∫ a+ 1
n

a
G(x) dx

)
−→G(b)−G(a),

donde se han vuelto a utilizar la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el
teorema fundamental del cálculo (Teorema13.4). Queda así probada lña validez de13.2.4
para funciones positivas.

iii) Supuesto probada13.2.4para funciones reales, seaγ ∈]α,β [. Existem∈ N tal que

n≥m ⇒ an < γ.

Paran≥m se tiene que ∫
γ

an

f (x) dx= G(γ)−G(an).

Habida cuenta que{
f χ[an,γ]

}
→ f χ]α,γ[ y | f χ[an,γ]| ≤ | f | , ∀n∈ N ,

la integrabilidad de| f | nos permite utilizar el teorema de la convergencia dominada (Teorema
12.5) para concluir que {∫

γ

an

f (x) dx

}
→
∫

γ

α

f (x) dx

En consecuencia la sucesión{G(an)} es convergente y∫
γ

α

f (x) dx= G(γ)− lim
x→α

G(x).

Análogamente existe el límite deG enβ y∫
β

γ

f (x) dx= lim
x→β

G(x)−G(γ) .

Finalmente, la aditividad de la integral respecto del intervalo de integración nos permite con-
cluir ∫

β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x).

Como en el apartado manterior la prueba de la igualdad13.2.4es también una fácil si la
función f es integrable Riemann. Para funciones integrables (Lebesgue) es muy laboriosa y
requiere la presentación de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Análisis
Matemático. Por ello nos limitamos a considerar la siguiente clase de funciones
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Definición 13.6 (Acotación local). f :]α,β [→R se dice localmente acotada si es acotada en
cada intervalo compacto contenido en]α,β [.

Es claro que toda función medible localmente acotada es localmente integrable. Obsérve-
se que toda función continua es localmente acotada.

Probamos finalmente, para estan funciones (no tan particulares), la regla de Barrow para
intervalos compactos . El teorema del valor medio nos asegura la existencia de 0< θn < 1 tal
queGn(x) = f (x+ θn

n ), con lo que para cadax∈ [a,b] se verifica que

|Gn(x)| ≤ ‖ f[a,b+ 1
m]‖∞ ∈L ([a,b]),

y se puede utilizar nuevamente el teorema de la convergencia dominada para concluir que∫ b

a
f (x)dx= G(b)−Ga).

Es bueno resaltar que la última afirmación es inmejorable en el sentido de que es cierta
siempre que tenga sentido formularse.

Por otra parte es claro que cualquier función que se obtenga sumando aG una función
constante es también primitiva def . Probamos a continuación que de esta forma se obtienen
todas las primitivas def . En efecto, siH es otra primitiva def , entonces la funciónG−H es
derivable con derivada cero luego constante (teorema del valor medio).

Nota 13.7 (criterio de integrabilidad). Una función

f :]α,β [→ [0,+∞[

que admite primitiva es integrable, si, y sólo si, su primitivaG tiene límites (reales) enα,β .
En el caso de funciones integrablesf :]α,β [→ R, la condición anterior es necesaria. Se

podría pensar aventuradamente que toda función

f :]α,β [→ R

con primitivaG que tenga tiene límites (reales) enα,β es integrable. El siguiente ejemplo
pone de manifiesto que esto no es así.

Ejemplo 13.8. Consideremos la funciónf : R+→ R definida por

f (t) =
sent

t
.

El teorema fundamental del cálculo (Teorema13.4) nos asegura que la funciónG : R+→
R dada por

G(x) =
∫ x

1
f (t) dt

es una primitiva de la funciónf enR+.
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Como f (x)→ 1 cuandox→ 0 y el intervalo]0,1[ es acotado, podemos deducir que la
función f es integrable en]0,1[, esto es, existe limx→0G(x). Para probar que también existe
limx→+∞ G(x) ∈ R, basta con comprobar, en virtud del teorema de complitud deR, que si
{an} es una sucesión de]1,+∞[, con {an} ↗ +∞, entonces

{
G(an)

}
es una sucesión de

Cauchy. Este hecho se deduce inmediatamente de la siguiente desigualdad: Para cualesquiera
a, b∈ R con 1< a < b se verifica que∣∣∣∣∫ b

a

sent
t

dt

∣∣∣∣= ∣∣∣∣[−cost
t

]b

a
−
∫ b

a

cost
t2 dt

∣∣∣∣≤ 1
a

+
1
b

+
∫ b

a

dt
t2 =

2
a

.

Si f fuese integrable, también lo sería| f |, lo que es imposible ya que∫ nπ

0

∣∣∣sent
t

∣∣∣ dt =
n

∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

|sent|
t

dt ≥
n

∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

|sent|
kπ

dt =
2
π

(
1+

1
2

+ · · ·+ 1
n

)
.

Es digno de resaltar que, utilizando técnicas de la integral de Lebesgue (teoremas de
Fubini, Tonelli, de la convergencia dominada y la integración por partes) se prueba que

lim
x→+∞

∫ x

0

sent
t

dt =
∫ +∞

0

sent
t

dt =
π

2
.

(ver Ejercicio14.10).

�

Ahora la regla de Barrow (Teorema??) nos permite discutir la integrabilidad y calcular
la integral en su caso de las funciones potenciales y de la exponencial.

Ejemplo 13.9 (Función potencial).Para cadaρ real seafρ : R+ −→ R la función definida
por

fρ(x) = xρ , ∀x∈ R+.

Entonces se verifica:

i) fρ 6∈L (R+), ∀ρ ∈ R.

ii) Si β ∈ R+, entoncesfρ ∈L (]0,β [) si y sólo si,ρ >−1, siendo∫
β

0
xρ dx=

β ρ+1

ρ +1

y, en particular, ∫ 1

0

dx√
x

= 2.

iii) Si α ∈ R+, entoncesfρ ∈L (]α,+∞[) si, y sólo si,ρ <−1, y en tal caso∫ +∞

α

xρ dx=−αρ+1

ρ +1

y en particular ∫ +∞

1

dx
x2 = 1.
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iv) Si 0< α < β < +∞, entoncesfρ ∈L (]α,β [), ∀ρ ∈ R, siendo

∫
β

α

xρ dx=


β ρ+1−αρ+1

ρ+1 si ρ 6=−1

log
(

β

α

)
si ρ =−1

.

fρ es una función positiva y medible que, para cualquier realρ, admite primitiva enR+

dada por

G(x) =


xρ+1

ρ+1 si ρ 6=−1

log(x) si ρ =−1
.

Puesto que

lim
x→0

G(x) =
{
−∞ si ρ +1≤ 0
0 si ρ +1 > 0

y

lim
x→+∞

G(x) =
{

+∞ si ρ +1≥ 0
0 si ρ +1 < 0

el enunciado se sigue de la regla de Barrow. �

Ejemplo 13.10 (Función exponencial).La función f : R+→ R definida por

f (x) = e−x, ∀x∈ R+

es integrable y ∫ +∞

0
e−xdx= 1.

Es medible positiva y admite primitiva enR+ dada por

G(x) =−e−x.

13.3. Integración por partes.

Otro método de cálculo de integrales es la fórmula de integración por partes.

Proposición 13.11 (Fórmula de integración por partes).Sean u,v :]α,β [→ R funciones
derivables tales que u′v y uv′ son integrables. Entonces existen

lim
x→α

u(x)v(x) y lim
x→β

u(x)v(x)

y se verifica ∫
β

α

u(t)v′(t) dt = lim
x→β

u(x)v(x)− lim
x→α

u(x)v(x)−
∫

β

α

u′(t)v(t) dt.
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Demostración:
uves una primitiva de la funciónu′v+uv′ que es integrable y en consecuencia el resultado

se deduce directamente de la regla de Barrrow (Teorema (??).

Hay que observar que la utilidad de la anterior fórmula depende de la habilidad que se
tenga para expresar el integrando en la forma adecuada.

13.4. Cambio de variable.

Los dos siguientes resultados teóricos de este apartado son particularizaciones para inte-
grales simples de los correspondientes para integrales múltiples (Teoremas14.9y 14.10).

Teorema 13.12 (Cambio de variable para funciones medibles positivas).Sean I y J inter-
valos abiertos de R, φ un difeomorfismo de claseC 1 de I sobre J y
f : J−→ [0,+∞[ una función medible. Entonces∫

J
f (x) dx=

∫
I

f (φ(t))|φ ′(t)| dt.

Teorema 13.13 (Cambio de variable).Sean I y J intervalos abiertos deR, φ un difeomor-
fismo de claseC 1 de I sobre J y f: J→ R una función medible. Entonces

f ∈L (J) ⇔ ( f ◦φ)|φ ′| ∈L (I),

en cuyo caso ∫
J

f (x) dx=
∫

I
f (φ(t))|φ ′(t)| dt.

La práctica del cambio de variable para funciones reales de variable real se resume en el
siguiente:

Corolario 13.14. (Fórmula del cambio de variable).Sean−∞ ≤ α < β ≤ +∞, f una
función real medible definida en]α,β [ y φ :]a,b[→]α,β [ un difeomorfismo de claseC 1 .
Entonces

f ∈L (]α,β ])⇐⇒ ( f ◦φ)φ ′ ∈L (]a,b[)

y en caso afirmativo vale la siguiente fórmula del cambio de variable:

∫
β

α

f (x) dx=
∫

φ−1(β−)

φ−1(α+)
f (φ(t))φ ′(t) dt.



490 13. Integrales simples.

Demostración.Es sabido que una función derivableφ :]a,b[→]α,β ] es un difeomorfismo si,
y sólo si,

φ
′(t) 6= 0, ∀t ∈]a,b[ ,

en cuyo caso es bien conocido (teorema del valor medio) queφ es estrictamente monótona y
lo mismo le ocurre aφ−1. Sólo se puede dar una de las siguiente posibilidades excluyentes
entre sí:

1. φ ′(t) > 0, ∀t ∈]a,b[.

2. φ ′(t) < 0, ∀t ∈]a,b[.

Que se traducen en

1. |φ ′|= φ ′ , φ−1(α+) = a y φ−1(β−) = b .

2. |φ ′|=−φ ′ , φ−1(α+) = b y φ−1(β−) = a .

La fórmula del cambio de variable es ahora consecuencia del teorema de cambio de va-
riable (Teorema13.13), sin más que recordar que

( f ◦φ)|φ ′| ∈L (I) ⇔ ( f ◦φ)φ ′ ∈L (I).

El Ejercicio 13.0 contiene abundantes ejemplos en los que se puede aplicar esta fórmula.

Nota 13.15.Utilizando el teorema fundamental del cálculo (Teorema13.4) se prueba una
versión más general del teorema del cambio de variable donde sólo se le exige a la funciónφ

que sea un difeomorfismo, es decirφ ′(t) 6= 0,∀t ∈ I .

13.5. Criterio de comparación.

En el estudio de la integrabilidad de una función localmente integrablef : I →R definida
en un intervaloI de R es decisivo el comportamiento de la función en los extremos del
intervalo. Puesto que sabemos que para cadac∈ I :

f es integrable enI si, y sólo si,f es integrable enI∩]−∞,c] y enI ∩ [c,+∞[,

se sigue que podemos centrar nuestro estudio en intervalos semiabiertos y, por una simple
cuestión de simetría, nos bastará con enunciar los resultados para intervalos de la forma:

[α,β [ con−∞ < α < β ≤+∞.

Es importante destacar que la idea que subyace en lo que sigue es la siguiente propiedad
elemental:
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Si f : I −→ R es una función medible para la que existe una función g : I → R integrable
tal que | f | ≤ g, entonces f es integrable.

El primer resultado muestra que siβ < +∞ y la función es acotada en las cercanías deβ ,
entoncesf es integrable.

Proposición 13.16.Sean−∞ < α < β < +∞ y f : [α,β [−→ R una función localmente
integrable. Supongamos que existen c∈ [α,β [ y M > 0 tales que

| f | ≤M, ∀x∈ [c,β [

(lo cual ocurre en particular si f tiene límite finito enβ ). Entonces f es integrable.

Demostración:
Como f es integrable en[α,c] por hipótesis y es también integrable en[c,β [ por ser

acotada, concluimos quef es integrable.

Conviene resaltar que en esta proposición es esencialβ < +∞, recuérdese que∫ +∞

1

dx
x

= +∞ .

Ejemplos 13.17.

a) La función de]0,1[ enR definida porx 7−→ sen
1
x

es medible (por ser continua) y al

ser acotada (pese a que no tiene límite en 0), es integrable.

b) La condición no es necesaria. La función de]0,1[ enR definida porx 7−→ 1√
x

no está

acotada y, sin embargo, es integrable de hecho

∫ 1

0

dx√
x

= 2.

�

Proposición 13.18 (Criterio de comparación).Sean−∞ < α < β ≤+∞ y f,g : [α,β [−→R
funciones localmente integrables con g(x) 6= 0, ∀x∈ [α,β [. Supongamos que

lim
x→β

f (x)
g(x)

= L.

Entonces

i) Si L∈ R∗, f es integrable si, y sólo si, g es integrable.

ii) Si L= 0 y g es integrable, entonces f es integrable.

iii) Si L=±∞ y f es integrable, entonces g es integrable.
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Demostración:
i) Existec∈]α,β [ tal que

|L|
2

<

∣∣∣∣ f (x)
g(x)

∣∣∣∣< 2|L|, ∀x∈ [c,β [

y, en consecuencia,

|L|
2
|g(x)|< | f (x)|< 2|L| |g(x)|, ∀x∈ [c,β [

de donde se deduce quef es integrable en[c,β [ si, y sólo si,g es integrable en[c,β [. Como
f y g son integrables en[α,c], de lo anterior deducimos i).

ii) Existec∈]α,β [ tal que ∣∣∣∣ f (x)
g(x)

∣∣∣∣< 1, ∀x∈ [c,β [

y en consecuencia

| f (x)|< |g(x)|, ∀x∈ [c,β [

de donde, supuestog integrable, deducimos quef es integrable en[c,β [. Como f es integrable
en[α,c] de lo anterior concluimos quef es integrable en[α,β [.

iii) Existe c∈]α,β [ tal que

∣∣∣∣ f (x)
g(x)

∣∣∣∣> 1, ∀x∈ [c,β [ y en consecuencia

| f (x)|> |g(x)|,∀x∈ [c,β [

de donde, supuestof integrable, deducimos queg es integrable en[c,β [. Comog es integrable
en[α,c] de lo anterior concluimos queg es integrable en[α,β [.

Ejemplo 13.19.La función f : R→ R definida por

f (x) = e−x2
, ∀x∈ R,

es localmente integrable por ser continua. Por simetría, nos podemos limitar a estudiar su
integrabilidad en[0,+∞[ y basta comparar cone−x que es integrable[0,+∞[ (Ejemplo13.10)
ya que

e−x2

e−x = ex−x2
→ 0 cuando x→+∞.

�
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13.6. Funciones definidas por integrales

En esta sección(Ω,A ,µ) es un espacio de medida,C un conjunto yf : C×Ω→ R una
función tales que

∀t ∈C, la función ω 7−→ f (t,ω) es integrable enΩ.

Se trata de estudiar propiedades de la funciónF : C→ R definida por integrales de la
siguiente forma

F(t) :=
∫

Ω
f (t,ω) dµ ,∀t ∈C,

a partir de propiedades de la funciónf . Concretamente estamos interesados en dar condicio-
nes suficientes que permitan asegurar la continuidad, derivabilidad y el cálculo de su derivada.

Teorema 13.20 (de continuidad de funciones definidas por integrales).Sean(E,d) un
espacio métrico,(Ω,A ,µ) un espacio de medida y f: E×Ω→R una función satisfaciendo
las siguientes condiciones:

i) ∀t ∈ E, la funciónω 7−→ f (t,ω) es integrable enΩ.

ii) ∀ω ∈Ω, la función t 7−→ f (t,ω) es continua en E.

iii) Existe g: Ω→ R integrable tal que

| f (t,ω)| ≤ g(ω), ∀t ∈ E, ∀ω ∈Ω .

Entonces la función F: E→ R, definida por

F(t) =
∫

Ω
f (t,ω) dµ ,

es continua en E.

Demostración.Seat0 ∈ E y sea{tn} una sucesión enE convergente at0. Para cada naturaln
seaΦn : Ω→ R la función definida por

Φn(ω) = f (tn,ω), ∀ω ∈Ω.

Por la hipótesis i) cadaΦn es integrable enΩ, y la aplicaciónω 7−→ f (t0,ω) es medible (de
hecho también integrable). Por la hipótesis ii) se tiene que

{Φn(ω)} −→ f (t0,ω), ∀ω ∈Ω.

Por último la hipótesis iii) nos asegura la mayoración:

|Φn(ω)| ≤ g(ω), ∀ω ∈Ω.
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Así el teorema de la convergencia dominada (Teorema12.1) nos permite concluir que

lim
∫

Ω
Φn(ω) dµ =

∫
Ω

f (t0,ω) dµ,

es decir, {∫
Ω

f (tn,ω) dµ

}
−→

∫
Ω

f (t0,ω) dµ,

o lo que es igual,
{F(tn)} −→ F(t0).

Teorema 13.21 (de derivación de funciones definidas por integrales).Sean I un inter-
valo deR, (Ω,A ,µ) un espacio de medida y f: I ×Ω→ R una función satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) ∀t ∈ I, la funciónω 7−→ f (t,ω) es integrable enΩ.

ii) ∀ω ∈Ω, la función t 7−→ f (t,ω) es derivable en I.

iii) Existe g: Ω→ R integrable tal que∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,ω)
∣∣∣∣≤ g(ω), ∀t ∈ I , ∀ω ∈Ω .

Entonces la función F: I → R, definida por

F(t) =
∫

Ω
f (t,ω) dµ ,

es derivable en I con

F ′(t) =
∫

Ω

∂ f
∂ t

(t,ω) dµ, ∀t ∈ I .

Demostración.Seat0 ∈ I y sea{tn} una sucesión de puntos deI distintos det0 y convergente
a t0. Para cada naturaln y para cadaω ∈Ω, la función f (·,ω), en virtud de la hipótesis ii), es
derivable en el intervalo determinado por los puntost0 y tn. El Teorema del valor medio nos
garantiza, en consecuencia, la existencia de un puntocn del intervalo abierto de extremost0
y tn tal que ∣∣∣∣ f (tn,ω)− f (t0,ω)

tn− t0

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂ f
∂ t

(cn,ω)
∣∣∣∣ .

La hipótesis iii) nos asegura ahora que∣∣∣∣ f (tn,ω)− f (t0,ω)
tn− t0

∣∣∣∣≤ g(ω), ∀ω ∈Ω.
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Si para cada naturaln se defineΦn : Ω→ R por

Φn(ω) =
f (tn,ω)− f (t0,ω)

tn− t0
,

obtenemos una sucesión de funciones integrables enΩ (hipótesis i)), tal que

|Φn(ω)| ≤ g(ω), ∀ω ∈Ω.

Es claro que para cadaω ∈Ω se verifica que

{Φn(ω)} −→ ∂ f
∂ t

(t0,ω),

y como como la funciónω −→ ∂ f
∂ t

(t0,ω) es medible (para cadat ∈ I la función ω 7−→
∂ f
∂ t

(t,ω) es medible por ser límite de funciones medibles), el teorema de la convergencia

dominada (Teorema12.5) nos asegura que dicha función es integrable y que

lim
∫

Ω

f (tn,ω)− f (t0,ω)
tn− t0

dµ =
∫

Ω

∂ f
∂ t

(t0,ω),

es decir,
F(tn)−F(t0)

tn− t0
7−→

∫
Ω

∂ f
∂ t

(t0,ω),

o lo que es igual que la funciónF es derivable ent0 con

F ′(t0) =
∫

Ω

∂ f
∂ t

(t0,ω).

Nota 13.22.El apartadoiii ) de ambos teoremas, la mayoración por una función integrable,
es la condición más difícil de verificar. A este respecto conviene resaltar que tanto la conti-
nuidad como la derivabilidad son propiedades locales, lo que facilita en ocasiones la tarea de
encontrar tal mayoración. También un apropiado cambio de variable puede facilitar la tarea
de estudiar la continuidad y derivabilidad.

El siguiente ejemplo estudia una de las funciones importantes del Análisis.

Ejemplo 13.23 (La funciónΓ). SeaΓ : R+→ R la función definida por

Γ(t) =
∫ +∞

0
xt−1e−x dx.

Probar que

i) Γ es derivable y dar una expresión de su derivada.

ii) limt→0Γ(t) = +∞ .
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En efecto: consideremos la funciónf : R+×R+ :→ R definida por

f (t,x) = xt−1e−x.

Es fácil comprobar (ver Ejercicio13.3) que

t ∈ R+ =⇒ xt−1e−x ∈L 1(R+),

es decir, está definida la función

Γ(t) =
∫ +∞

0
xt−1e−x dx, ∀t ∈ R+.

Derivando respecto a la variablet, se tiene que

∂ f
∂ t

(t,x) = xt−1 lnx e−x, ∀t ∈ R+.

La dificultad, como ya hemos comentado, está en comprobar la hipótesisiii ) del Teorema
13.21: la existencia de una funcióng : Ω :−→ R integrable tal que∣∣∣∣∂ f

∂ t
(t,ω)

∣∣∣∣≤ g(ω), ∀t ∈ R+, ∀ω ∈Ω,

viene en nuestra ayuda el carácter local. Sea 0< t0. Tomemosα,β ∈ R tales que

0 < α < t0 < β .

Comprobemos que dicha hipótesis se verifica paraI ×Ω =]α,β [×R+. En efecto, como

α−1 < t−1 < β −1 =⇒ xt−1≤max
{

xα−1,xβ−1
}
≤ xα−1 +xβ−1,

se tiene que∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,x)
∣∣∣∣= xt−1e−x| lnx| ≤

(
xα−1 +xβ−1

)
e−x| lnx|, ∀(t,x) ∈]α,β [×R+,

con lo cual basta probar que(
xα−1 +xβ−1

)
e−x| lnx| ∈L 1(R+).

En ]0,1[ esta función se comporta comoxρ lnx que es fácil comprobar (véase el Ejercicio
13.3) es integrable si, y sólo si,ρ >−1. En[1,+∞[ se comporta comox−2 que es integrable.
En efecto

xρe−x lnx
x−2 =

xρ+2 lnx
ex =

xρ+3

ex

lnx
x
−→ 0 cuando x−→+∞.

Por último el carácter local de la derivabilidad nos asegura que la funciónΓ es derivable con

Γ′(t) =
∫ +∞

0
xt−1e−x lnx dx,∀t ∈ R+.
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Veamos ahora el apartadoii). Sea{tn} una sucesión de positivos decreciente a cero. Para
cada naturaln consideremos la funciónfn :]0,1[→ R definida por

fn(x) = xtn−1e−x.

{ fn} es una sucesión creciente de funciones medibles positivas que converge a la función

f (x) = x−1e−x, ∀x∈]0,1[

que es medible positiva pero no integrable (véase el Ejercicio13.3). El Teorema de la con-
vergencia creciente para funciones medibles positivas (Corolario12.3) nos asegura que∫ 1

0
xtn−1e−x dx↗

∫ 1

0
x−1e−x dx= +∞.

La afirmación ii) es ahora consecuencia de la desigualdad

Γ(t)≥
∫ 1

0
xt−1e−x dx, ∀t ∈ R+.

�

13.7. Continuidad absoluta

Proposición 13.24.Sea f : [a,b]→ R una función integrable, y F: [a,b]→ R la función
definida por

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt, ∀x∈ [a,b]

verifica que para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que si
{
]ai ,bi [

}
i=1,2,...,n es un conjunto finito de

subintervalos de[a,b] disjuntos dos a dos con
n

∑
i=1

(bi−ai) < δ , entonces

n

∑
i=1
|F(bi)−F(ai)|< ε .

Demostración.Seaε > 0. Sabemos (ver Corolario12.4) que existeδ > 0 tal que[
E ⊂ [a,b] medible conλ (E) < δ

]
=⇒

∫
E
| f (x)|dx< ε .

Sea finalmente{]ai ,bi [}i=1,2,...,n un conjunto finito de subintervalos de[a,b] disjuntos con
n

∑
i=1

(bi−ai) < δ . El conjuntoE =
n⋃

i=1

]ai ,bi [ verifica queλ (E) < δ y, en consecuencia,

n

∑
i=1
|F(bi)−F(ai)|=

n

∑
i=1

∣∣∣∣∫ bi

ai

f (t) dt

∣∣∣∣≤ n

∑
i=1

∫ bi

ai

| f (t)| dt =
∫

E
| f (t)| dt < ε .
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Definición 13.25.Función absolutamente continua. Una función f : [a,b]→ R se dice
absolutamente continua si para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que si

{
]ai ,bi [

}
i=1,2,...,n es un

conjunto finito de subintervalos de[a,b] disjuntos dos a dos con∑n
i=1(bi−ai) < δ , entonces

n

∑
i=1
| f (bi)− f (ai)|< ε .

Nótese que la condición anterior proporciona paran = 1 la continuidad uniforme de la
función f . Sin embargo no toda función uniformemente continua es absolutamente continua.
La función singular de Lebesgue (10.24) es uniformemente continua y no es absolutamente
continua como consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 13.26.Sea f: [a,b] −→ R una función absolutamente continua. Entonces f es
derivable c.p.d.en[a,b], la función f′ es integrable en[a,b] y se verifica que

f (x)− f (a) =
∫ x

a
f ′(t) dt, ∀x∈ [a,b] .

Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden
reconstruir a partir de su derivada.

La demostración de este teorema requiere también la utilización de técnicas complejas
impropias de un primer curso de Análisis
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13.8. Resumen de resultados del Tema 13.

Teorema fundamental del cálculo (TFC) Sea f :]α,β [→ R una función localmente
integrable y sea a∈]α,β [ un punto fijo. La integral indefinida de f de orige a , esto es

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt, ∀x∈]α,β [

verifica las siguientes afirmaciones:

i) Es continua.

ii) Es derivable c.p.d. con F ′ = f c.p.d. Además F es derivable en cada punto x del
intervalo ]α,β [ en el que f es continua con F ′(x) = f (x).

Es claro que dos integrales indefinidas se diferencian en una constante.

Teorema (Regla de Barrow) Sea f :]α,β [→ R una función que admite primitiva, esto
es existe G :]α,β [→ R derivable tal que

G′(x) = f (x), ∀x∈]α,β [.

Se verifican las siguientes afirmaciones

i) f es medible.

ii) Si f :]α,β [→ [0,+∞[ , entonces∫
β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x) .

iii) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene límites (reales) en α,β , y∫
β

α

f (x) dx= lim
x→β

G(x)− lim
x→α

G(x).

Cualquier función que se obtenga sumando aG una función constante es también primi-
tiva de f y de esta forma se obtienen todas las primitivas def .

Criterio de integrabilidad Una función f :]α,β [→ [0,+∞[
que admite primitiva es integrable, si, y sólo si, su primitiva G tiene límites (reales) en

α,β .
En el caso de funciones integrables f :]α,β [→R, la condición anterior es sólo necesaria.

Fórmula de integración por partes Sean u,v :]α,β [→R funciones derivables tales que
u′v y uv′ son integrables. Entonces existen

lim
x→α

u(x)v(x) y lim
x→β

u(x)v(x)
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y se verifica ∫
β

α

u(t)v′(t) dt = lim
x→β

u(x)v(x)− lim
x→α

u(x)v(x)−
∫

β

α

u′(t)v(t) dt.

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivasSean I y J interva-
los abiertos de R, φ un difeomorfismo de clase C 1 de I sobre J y f : J→ [0,+∞[ una función
medible. Entonces ∫

J
f (x) dx=

∫
I

f (φ(t))|φ ′(t)| dt.

Teorema de cambio de variableSean I y J intervalos abiertos deR, φ un difeomorfismo
de clase C 1 de clase C 1 I sobre J y f : J→ R una función medible. Entonces

f ∈L (J) ⇔ ( f ◦φ)|φ ′| ∈L 1(I),

en cuyo caso ∫
J

f (x) dx=
∫

I
f (φ(t))|φ ′(t)| dt.

Fórmula del cambio de variable Sean −∞≤ α < β ≤+∞, f una función real medible
definida en ]α,β [ y φ :]a,b[→]α,β [ un difeomorfismo de clase C 1 . Entonces

f ∈L 1(]α,β ])⇐⇒ ( f ◦φ)φ ′ ∈L 1(]a,b[)

y en caso afirmativo vale la siguiente fórmula del cambio de variable:

∫
β

α

f (x) dx=
∫

φ−1(β−)

φ−1(α+)
f (φ(t))φ ′(t) dt.

Criterio de comparación Sean −∞ < α < β ≤+∞ y f ,g : [α,β [→ R funciones local-
mente integrables con g(x) 6= 0, ∀x∈ [α,β [. Supongamos que

lim
x→β

f (x)
g(x)

= L.

Entonces

i) Si L ∈ R∗, f es integrable si, y sólo si, g es integrable.

ii) Si L = 0 y g es integrable, entonces f es integrable.

iii) Si L =±∞ y f es integrable, entonces g es integrable.
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Teorema de continuidad de funciones definidas por integralesSean (E,d) un espacio
métrico, (Ω,A ,µ) un espacio de medida y f : E×Ω→ R una función satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) ∀t ∈ E, la función ω 7−→ f (t,ω) es integrable en Ω.

ii) ∀ω ∈Ω, la función t 7−→ f (t,ω) es continua en E.

iii) Existe g : Ω→ R integrable tal que

| f (t,ω)| ≤ g(ω), ∀t ∈ E, ∀ω ∈Ω .

Entonces la función F : E→ R, definida por

F(t) =
∫

Ω
f (t,ω) dµ ,

es continua en E.

Teorema de derivación de funciones definidas por integralesSean I un intervalo de
R, (Ω,A ,µ) un espacio de medida y f : I ×Ω→ R una función satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) ∀t ∈ I , la función ω 7−→ f (t,ω) es integrable en Ω.

ii) ∀ω ∈Ω, la función t 7−→ f (t,ω) es derivable en I .

iii) Existe g : Ω→ R integrable tal que∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,ω)
∣∣∣∣≤ g(ω), ∀t ∈ I , ∀ω ∈Ω .

Entonces la función F : I → R, definida por

F(t) =
∫

Ω
f (t,ω) dµ ,

es derivable en I con

F ′(t) =
∫

Ω

∂ f
∂ t

(t,ω) dµ, ∀t ∈ I .

Definición de función absolutamente continuaUna función f : [a,b]→R se dice abso-
lutamente continua si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si

{
]ai ,bi [

}
i=1,2,...,n es un conjunto

finito de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a dos con ∑n
i=1(bi−ai) < δ , entonces

n

∑
i=1
| f (bi)− f (ai)|< ε .

Teorema de caracterización de las integrales indefinidasSea f : [a,b]→ R una fun-
ción. Equivalen las siguiente afirmaciones
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1. f es absolutamente continua.

2. f es derivable c.p.d.en [a,b], la función f ′ es integrable en [a,b] y se verifica que

f (x)− f (a) =
∫ x

a
f ′(t) dt, ∀x∈ [a,b] .

Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden
reconstruir a partir de su derivada.
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13.9. Ejercicios del Tema 13.

13.0.Probar que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:

∫ 1

0

dx
1+ex = 1+ ln

(
2

1+e

)
,
∫ 1

2

0

dx√
20+8x−x2

= arcsen

(
2
3

)
−arcsen

(
7
12

)
,∫ 3

0

dx√
9−x2

=
π

2
,
∫ 1

0

x2
√

1−x6
dx=

π

6
,∫ +∞

1

x−1
x3−3x2 +x+5

dx=
3π + ln2

10
,
∫ +∞

0

x
3+x4 dx=

√
3π

12∫ +∞

−∞

dx
ex +e−x =

π

2
,
∫

π

−π

cos2x dx=
∫

π

−π

sen2x dx= π ,∫ +∞

0
e−αxcos(βx) dx=

α

α2 +β 2 ,
∫ +∞

0
e−αxsen(βx) dx=

β

α2 +β 2 (α > 0,β ∈ R),∫ 1

−1

√
1−x2 dx=

π

2
,
∫

π

−π

(1+cosx)2 dx= 3π ,
∫ π

2

− π

2

|senx|3 dx=
4
3

,∫ π

2

0
sen2ϑ cos2ϑ dϑ =

π

16
,
∫ 1

0

(
1−ρ

2
3

) 3
2

ρ dρ =
8
35∫ +∞

0

dx
1+x2 +y2 =

π

2
√

1+y2
,
∫ 1

0

dy√
1+y2

= ln(1+
√

2) ,∫ +∞

0

dx
(1+y)(1+yx2)

=
π

2(1+y)
√

y
(y > 0),

∫ +∞

0

dy
(1+y)

√
y

= π ,
∫ 1

0
lnx dx=−1,∫ +∞

0

dy
(1+y)(1+yx2)

=
∫ +∞

0

1
1−x2

(
1

1+y
− x2

1+yx2

)
dy=

2lnx
x2−1

(x 6=±1).

13.1 Para cualquier subconjuntoE medible de]0,1[ se define

ν(E) =
∫

E

dx
x

.

Probar queν es una medida en]0,1[ absolutamente continua respecto de la medida de
Lebesgueλ en]0,1[ y sin embargo

0 < δ <
1
2

=⇒ ν(]δ ,2δ [) = ln2 y λ (]δ ,2δ [) = δ .

¿Contradice este hecho la segunda parte del Corolario12.4?

13.2 Dar un ejemplo de una función integrable en]0,1[ cuyo cuadrado no lo es.
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13.3 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

a) xρ e−γ x (ρ ∈ R, γ > 0) en R+.

b)
x

ex−1
en R+.

c) xρ lnx (ρ ∈ R) en R+.

d)
1√
x

sen
1
x

en ]0,1[.

e) xα−1(1−x)β−1 (α,β ∈ R) en ]0,1[.

f) lnx ln(1+x) en ]0,1[.

g) xρ senx (ρ ∈ R) en ]1,+∞[.

Indicación:Usar en cada caso el criterio de comparación.

a): En 0, comparar conxρ ; en+∞, comparar conx−2.

b): En 0 tiene límite; comparar con
x
ex en+∞ y usar el apartado anterior.

c): Comparar conxα para convenienteα.

d): Comparar con
1√
x
.

e): En cero, comparar conxα−1; en 1, comparar con(1−x)β−1.

f): En 0 y en 1, la función tiene límite.

g): Si ρ < −1, comparar conxρ ; si ρ = −1, ver Ejemplo13.9; por último si−1 < ρ,
usar el caso anterior.

13.4 Justificar, haciendo uso en cada caso de un conveniente teorema de convergencia, las
siguientes igualdades:

i)

lim
∫ 1

0

nxlnx
1+n2x2 dx= 0.

ii)

lim
∫ 1

0

n
√

x
1+n2x2 dx= 0.

iii)

lim
∫ 1

0

n
3
2x

1+n2x2 dx= 0.
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iv)

lim
∫ +∞

0

(
1+

x2

n

)−n

sen
(x

n

)
dx= 0

v)

lim
∫ +∞

0

dx(
1+ x

n

)n
x

1
n

= 1.

vi)

lim
∫ n

0

(
1− x

n

)n
xα−1dx=

∫ +∞

0
e−xxα−1dx (α > 0).

vii) ∫ +∞

0

x
1+ex dx=

∞

∑
n=1

(−1)n+1

n2 .

viii) ∫ +∞

0

e−ax

1+e−bxdx=
∞

∑
n=0

(−1)n

a+nb
(a,b > 0) y deducir que

∞

∑
n=0

(−1)n

2n+1
=

π

4
,

∞

∑
n=0

(−1)n

n+1
= ln2.

ix) ∫ +∞

0

xe−ax

1−e−bxdx=
∞

∑
n=0

1
(a+nb)2 (a,b > 0).

x) ∫ 1

0

xp

1−x
ln

(
1
x

)
dx=

∞

∑
n=1

1
(p+n)2 (p >−1).

Indicación:Se emplea el teorema de la convergencia dominada (Teorema12.5) en todos
los apartados salvo en vii), ix) y x) en los que se utiliza el teorema de la convergencia
absoluta (Teorema12.8). La dificultad de comprobar las hipótesis del teorema de la
convergemcia dominada es siempre la mayoración de la sucesión de funciones. Con-
viene tener presenta la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética así como
la siguiente identidad

0 < |r|< 1 =⇒ 1
1+ r

=
∞

∑
n=0

(−1)n rn,

que es consecuencia de la expresión que da la suma de los infinitas términos de una

progresión geométrica de razón menor que uno y de la igualdad
1

1+ r
=

1
1− (−r)

.

13.5 Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:
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i)

F(t) =
∫ +∞

0

e−x−e−tx

x
dx, ∀t ∈ R+.

ii)

F(t) =
∫

π

0
ln(1+ t cosx) dx, ∀t ∈]−1,1[.

13.6 Probar que la funciónF : R→ R definida por

F(t) =
∫ +∞

−∞
cos(tx) e

−x2
2 dx,

es derivable. Utilizar el método de integración por partes en la expresión deF ′ para
obtener queF ′(t) =−tF(t), ∀t ∈R. Deducir de ello que la función deRenRdada por

t 7−→ F(t) e
t2
2

tiene derivada nula. Por último concluir, utilizando el Teorema del valor medio, que

F(t) = C e
−t2

2 , ∀t ∈ R,

donde

C =
∫ +∞

−∞
e
−x2

2 dx.

Esta constante se calcula en el Ejercicio14.7, concretamenteC =
√

2π .

13.7 Probar que

1. La función
f (x) =

√
x, ∀x∈ [0,1]

es absolutamente continua.

2. La función

g(x) =

{
0 si x = 0

xsen
(

π

2x

)
si x∈]0,1]

no es absolutamente continua.

13.8 Sea f :]α,β [→ R una función localmente integrable. Probar quef es integrable si, y
sólo si, el conjunto {∫ t

s
| f (x)|dx : α < s< t < β

}
está acotado. En caso afirmativo∫

β

α

f (x) dx= lim
∫ tn

sn

f (x) dx
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para cualesquiera sucesiones{sn} y {tn} en]α,β [ con

sn < tn, ∀n∈ N, {sn}↘ α, {tn}↗ β .

13.9 Estudiar la derivabilidad de la función

F(t) :=
∫ +∞

0

sen(tx)
1+x2 dx ,∀t ∈ R+

Indicación: Realizar el cambio de variabley = tx y aplicar el teorema de derivación
(Teorema13.21)

13.10 SeanI ,J intervalos abiertos deR y f : I ×J→ R una función continua verificando

1. Para cadat deI la funciónx 7−→ f (t,x) está enL 1(J).

2. Para cadax enJ la funciónt 7−→ f (t,x) es de claseC 1(J).

3. La función

∣∣∣∣∂ f (t,x)
∂ t

∣∣∣∣ está dominada por una función integrable.

Seag : I → J una función de claseC 1. Probar que paraa∈ J,la función

F(t) :=
∫ g(t)

a
f (t,x) dx, ∀t ∈ I

es derivable con derivada

F ′(t) =
∫ g(t)

a

∂ f (t,x)
∂ t

dx+ f (t,g(t)) g′(t) ,∀t ∈ I .

Indicación: Considerar la función

φ : I ×J→ R

dada por

φ(u,v) =
∫ v

a
f (u,x) dx .
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13.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 13.

13.1 La función f es medible (positiva) por ser continua. La primera parte del Corolario
12.4nos asegura queν es una medida en]0,1[ absolutamente continua respecto deλ .
No se contradice la segunda parte del citado teorema puesf no es integrable (véase el
Ejemplo13.9).

13.2 La funciónx 7−→ 1√
x

es integrable y su cuadrado,x 7−→ 1
x

, no lo es (véase el Ejemplo

13.9).

13.3 a) xρ e−γx ∈L 1(R+)⇐⇒ ρ >−1 , para cadaγ ∈ R+ .

En efecto, six∈]0,1[ se tiene quexρ e−γ ≤ xρ e−γx ≤ xρ , esto es, la función se
comporta comoxρ . Así (véase Ejemplo13.9) la función es integrable en]0,1[ si,
y sólo si,ρ > −1. En [1,+∞[ se compara conx−2 (ver Criterio de comparación
(Proposición13.18)) y la función es integrable:

lim
x→+∞

xρ e−γx

x−2 = lim
x→+∞

xρ+2

eγx = 0.

b)
x

ex−1
∈L 1(R+) .

En efecto, en]0,1[ la función es integrable pues es continua y tiene límite en 0 y
en 1. En[1,+∞[ se comporta comox e−x, que acabamos de ver que es integrable.
En efecto,

lim
x→+∞

ex

ex−1
= 1.

c) xρ lnx /∈L 1(R+) .

En [1,+∞[ la función es integrable si, y sólo siρ < −1. En el casoρ < −1,
tomemosα ∈ R con ρ < α < −1, y basta comparar conxα , que sabemos es
integrable (véase Ejemplo13.9):

lim
x→+∞

xρ lnx
xα

= lim
x→+∞

lnx
xα−ρ

= 0.

Si por el contrarioρ ≥ −1, entonces basta compara con
1
x

para concluir que la

función no es integrable. En efecto:

lim
x→+∞

1
x

xρ lnx
= lim

x→+∞

1
xρ+1 lnx

= 0.
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En ]0,1[ la función es integrable si, y sólo siρ >−1. En el casoρ >−1, tomemos
α ∈ R con ρ > α > −1, y basta comparar conxα , que sabemos es integrable
(véase Ejemplo13.9):

lim
x→0

xρ lnx
xα

= lim
x→0

xρ−α lnx = 0.

Si por el contrarioρ ≤ −1, entonces basta comparar con
1
x

para concluir que la

función no es integrable. En efecto:

lim
x→0

1
x

xρ lnx
lim
x→0

x−(ρ+1)

lnx
= 0.

d)
1√
x

sen
1
x
∈L 1(]0,1[) .

En efecto, ∣∣∣∣ 1√
x

sen
1
x

∣∣∣∣≤ 1√
x
∈L 1(]0,1[).

También se puede razonar que la función es continua y tiene límite en 0 y en 1.

e) xα−1(1−x)β−1 ∈L 1(]0,1[)⇐⇒ α,β > 0 .

En efecto,

xα−1(1−x)β−1 ∈L 1(]0, 1
2[)⇐⇒ α−1 >−1

xα−1(1−x)β−1 ∈L 1(]1
2,1[)⇐⇒ β −1 >−1

}
=⇒

xα−1(1−x)β−1 ∈L 1(]0,1[)⇐⇒ α,β > 0.

f) lnx ln(1+x) ∈L 1(]0,1[) .

En efecto, es una función continua y tiene límite en 0 y en 1:

lim
x→0

lnx ln(1+x) = lim
x→1

lnx ln(1+x) = 0.

Para calcular el primer límite téngase en cuenta que

lnx ln(1+x) = ln(1+x)lnx = ln
(
(1+x)

1
x

)x lnx

lim
x→0

(1+x)x = e y lim
x→0

x lnx = 0.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 511

g) xρ senx∈L 1(]1,+∞[)⇐⇒ ρ <−1 .

En efecto,

|xρ senx| ≤ xρ =⇒
[
ρ <−1 =⇒ xρ senx∈L 1(]1,+∞[)

]
.

Si ρ = −1, entonces
senx

x
/∈L (]1,+∞[) (Ejemplo13.8). Por último si−1 < ρ,

al ser|xρ senx| ≥
∣∣∣senx

x

∣∣∣, concluimos quexρ senx /∈L 1(]1,+∞[).

13.4 Es suficiente usar el teorema de la convergencia dominada (Teorema12.5) para las
sucesiones de funciones{ fn} en la mayoría de los apartados. En los restantes se usa el
teorema de la convergencia absoluta (Teorema12.8).

i) fn(x) =
nxlogx
1+n2x2 . Es claro que la sucesión de funciones{ fn} converge puntual-

mente a cero y además six∈]0,1[, entonces se verifica que

| fn(x)| ≤ | logx|.

Aplicando el método de integración por partes y la Regla de Barrow (Teorema
13.5), se obtiene que la funciónx 7→ logx es integrable en]0,1[ y basta aplicar
el criterio de comparación y la medibilidad de las funciones de la sucesión y el

hecho de que cada una de las funciones racionalesx 7→ nx
1+n2x2 está dominada

por
1
2

(
para esto basta derivar la anterior función para cadan y evaluar en el único

punto crítico, o bien, desarrollar la desigualdad 0≤ (1−nx)2
)
. Por último, como

consecuencia del Teorema de la convergencia dominada, la sucesión de integrales
anterior converge a cero.

ii) Esta vez es claro que la sucesión de funciones también converge puntualmente a
cero y se aplica el mismo argumento del apartado anterior a las funciones

fn(x) =
nx

1+n2x2

1√
x
≤ 1√

x
,

que son claramente integrables en]0,1[.

iii) De nuevo se trata de la sucesión de las integrales de una sucesión de funciones que
converge puntualmente a cero en]0,1[. Para usar el teorema de la convergencia
dominada, basta considerar la cadena de desigualdades siguiente

x∈]0,1[⇒ | fn(x)|=
(nx)

3
2

1+n2x2

1√
x
≤ 1√

x
∈L 1(]0,1[),

donde hemos usado que la funciónt 7→ t
3
2

1+ t2 está acotada por 1
(

hacer el cambio

x = t
1
2 y derivar la funciónx 7→ x3

1+x4

)
.
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iv) Por la continuidad de la función seno en cero, y por ser la sucesión{(
1+ x2

n

)−n}
convergente a exp(−x2), la sucesión de funciones{ fn} dada por

fn(x) =
(

1+
x2

n

)−n
sen

x
n

converge puntualmente a cero.

Usando además que la sucesión
(

1+ x2

n

)−n
claramente verifica al desigualdad

(
1+

x2

n

)n
= 1+n

x2

n
+ . . .≥ 1+x2,

de donde se obtiene la desigualdad

| fn(x)| ≤
1

1+x2

Por último, la integrabilidad enR+ de la última función (basta usar el criterio
de comparación) y el teorema de la convergencia dominada nos asegura que la
sucesión de integrales del enunciado converge a cero.

v) Es inmediato comprobar que en este caso la sucesión de funciones

fn(x) =
1(

1+ x
n

)n
x

1
n

converge puntualmente a la funciónx 7→ e−x. Paran≥ 2 se tiene que

| fn(x)| ≤
1√
x

∀x∈]0,1[, | fn(x)| ≤
1(

1+ x
2

)2 ∀x≥ 1

Las funciones que se han usado para mayorar son integrables, por tanto, aplicando
el teorema de la convergencia dominada se obtiene que la sucesión de integrales

converge a
∫ +∞

0
e−x dx= 1 (Ejemplo13.10).

vi) Para cada naturaln, consideremos la función integrable dada por

fn(x) =
(

1− x
n

)n
xα−1

χ]0,n[.

Aplicando la desigualdad de las medias para los números

a1 = . . . = an = 1− x
n
, an+1 = 1,

queda ((
1− x

n

)n
) 1

n+1

≤ n−x+1
n+1

= 1− x
n+1
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de donde se deduce inmediatamente la desigualdad(
1− x

n

)n
≤
(

1− x
n+1

)n+1
.

Se tiene entonces
| fn(x)| ≤ e−xxα−1 ∈L 1(R+),

donde se ha usado lo probado en el problema anterior. Por último, el teorema de
la convergencia monótona o de la convergencia dominada nos da la igualdad.

vii) Parax > 0 se tiene

x
1+ex =

x
ex

1
1+e−x =

x
ex

∞

∑
n=0

(−1)ne−nx =

=
∞

∑
n=0

(−1)nxe−(n+1)x =
∞

∑
n=1

(−1)n+1xe−nx.

Aplicaremos el teorema de la convergencia absoluta a la sucesión de funciones
integrables

fn(x) = (−1)n+1xe−nx, ∀x∈ R+
0 , ∀n∈ N.

Integrando por partes, calculamos∫ +∞

0
| fn|=

∫ +∞

0
xe−nx dx=

1
n2 .

Por tanto, al ser la serie∑
n≥1

1
n2 convergente, se puede aplicar el teorema de la

convergencia absoluta, obteniéndose así el enunciado del apartado vii).

viii) Primero desarrollamos en serie de la misma forma que en el apartado anterior,
obteniéndose

e−ax

1+e−bx = e−ax
∞

∑
n=0

(−1)ne−bnx =
∞

∑
n=0

(−1)ne−(a+bn)x.

En este caso, al integrar término a término se obtiene la serie armónica y, por tan-
to, no podemos usar el teorema de la convergencia absoluta como en el apartado
anterior. En cambio, sí podremos usar el teorema de la convergencia dominada
para la sucesión de funciones

fn(x) =
n

∑
k=0

(−1)ke−(a+bk)x =
n

∑
k=0

e−ax
(
−e−bx

)k
, ∀x∈ R+

0 ,∀n∈ N.

Calculando las sumas parciales de la serie anterior, tenemos

| fn(x)|=
|(−1)n+1e−(a+bn)xe−bx−e−ax|

1+e−bx ≤

≤ 2e−ax

1+e−bx ≤ 2e−ax∈L 1(R+) .



514 13. Integrales simples.

Por último, tenemos que paraa = 1,b = 2∫ +∞

0

e−x

1+e−2x dx=−arctan(e−x)
]x=+∞

x=0
=

π

4
,

Paraa = 1,b = 1, obtenemos∫ +∞

0

e−x

1+e−x dx=− log(1+e−x)
]x=+∞

x=0
= log2.

ix) De nuevo podemos aplicar el teorema de la convergencia absoluta. En este caso,
desarrollamos en serie de la siguiente forma:

xe−ax

1−e−bx = xe−ax
∞

∑
n=0

e−nbx =
∞

∑
n=0

xe−(a+bn)x.

Tomamos la sucesión de funciones

fn(x) = xe−(a+bn)x, ∀x∈ R+
0 ,∀n∈ N.

Aplicando el método de integración por partes, obtenemos que∫ +∞

0
| fn|=

∫ +∞

0
xe−(a+bn)x dx=

[
tomandou = x,v′ = e−(a+nb)x

]
=

1
(a+nb)2

y teniendo en cuenta que la serie∑
n≥1

∫ +∞

0
| fn| es convergente, el teorema de la

convergencia absoluta nos da el resultado que se enunció.

x) Se tiene que

xp

1−x
log
(1

x

)
= xp log

(1
x

) ∞

∑
b=0

xn =
∞

∑
n=0

xn+p log
(1

x

)
(0 < x < 1).

Ahora aplicaremos de nuevo el teorema de la convergencia absoluta para la suce-
sión de funciones integrables

fn(x) = xn+p log
(1

x

)
, ∀x∈]0,1], ∀n∈ N∪{0},

lo que es posible, al ser∫ 1

0
| fn|=

∫ 1

0
xn+p log

(1
x

)
dx=[

int. partesu =− logx,v′ = xn+p
]

=
1

(n+ p+1)2 ,

tenemos que la serie

∑
n≥1

∫ 1

0
| fn|

es convergente. Obtenemos entonces que∫ 1

0

xp

1−x
log
(1

x

)
dx=

∞

∑
n=0

1
(n+ p+1)2 =

∞

∑
n=1

1
(p+n)2 .
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13.5 i) Seaf : R+×R+ :−→ R la función definida por

f (t,x) =
e−x−e−tx

x
.

Seat ∈ R+. La función deR+ enR dada porx 7−→ e−x−e−tx

x
es integrable. En

efecto, es localmente integrable por ser continua, y tiene límite en 0 igual at−1,
y en+∞ se compara conx−2. Así está definida la función

F(t) =
∫ +∞

0

e−x−e−tx

x
dx, ∀t ∈ R+.

Derivando respecto a la variablet, se tiene que

∂ f
∂ t

(t,x) = e−tx, ∀t ∈ R+.

Sea 0< t0. Tomemosα ∈ R tal que 0< α < t0. Parat ∈]α,+∞[ es∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,x)
∣∣∣∣≤ e−αx ∈L 1(R+),

el teorema de derivación (Teorema13.21) paraI ×Ω =]α,+∞[×R+ y el carácter
local de la derivabilidad nos aseguran que la funciónF es derivable (en particular
continua) con

F ′(t) =
∫ +∞

0
e−tx dx, ∀t ∈ R+,

es decir

F ′(t) =
1
t
⇒ F(t) = ln(t)+C .

Evaluando la funciónF en el punto 1, obtenemos queC = 0. Así

F(t) = ln(t), ∀t ∈ R+ .

ii) Seaf :]−1,1[×]0,π[:−→ R la función definida por

f (t,x) = ln(1+ t cosx).

Seat ∈]−1,1[. La función de]0,π[ enR dada porx 7−→ ln(1+ t cosx) es inte-
grable (continua y tiene límite en los extremos del intervalo de integración). Así
está definida la función

F(t) =
∫

π

0
ln(1+ t cosx) dx, ∀t ∈]−1,1[.

Derivando respecto a la variablet, se tiene que

∂ f
∂ t

(t,x) =
cosx

1+ t cosx
, ∀t ∈]−1,1[.
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Seat0 ∈]−1,1[. Tomemosα ∈ R tal que|t0|< α < 1. Parat ∈]−α,+α[ es∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,x)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣ cosx

1+ t cosx

∣∣∣∣≤ |cosx|
1−|t||cosx|

≤ 1
1−α|cosx|

∈L 1(]0,π[),

el teorema de derivación (Teorema13.21) para I ×Ω =]−α,+α[×]0,π[ y el
carácter local de la derivabilidad nos aseguran que la funciónF es derivable (en
particular continua) con

F ′(t) =
∫

π

0

cosx
1+ t cosx

dx, ∀t ∈]−1,1[.

13.6 Seaf : R×R→ R la función definida por

f (t,x) = cos(tx) e
−x2

2 .

Seat ∈ R. La función deR enR dada porx 7−→ cos(tx) e
−x2

2 es integrable. En efecto

| f (t,x)| ≤ e
−x2

2 ∈ L 1(R) (véase el Ejemplo13.19, de hecho en el Ejercicio14.7 se
calcula dicha integral). Así está definida la función

F(t) =
∫ +∞

−∞
cos(tx) e

−x2
2 dx, ∀t ∈ R.

Derivando respecto a la variablet, se tiene que

∂ f
∂ t

(t,x) =−xsen(tx) e
−x2

2 , ∀t ∈ R.

Parat ∈ R es ∣∣∣∣∂ f
∂ t

(t,x)
∣∣∣∣≤ |x|e−x2

2 ∈L 1(R).

En efecto, dicha función es medible positiva y por simetría se tiene∫ +∞

−∞
|x|e

−x2
2 dx= 2

∫ +∞

0
x e

−x2
2 dx= 2

[
−e

−x2
2

]x=+∞

x=0
= 2(−0+1) = 2,

luego es integrable (por tener integral finita). El teorema de derivación (Teorema13.21)
nos asegura que la funciónF es derivable (en particular continua) con

F ′(t) =
∫ +∞

−∞
−x sen(tx) e

−x2
2 dx= 0−

∫ +∞

−∞
t cos(tx) e

−x2
2 dx=−tF(t) ,

donde se ha utilizado el método de integración por partes. Así la función deR enR
definida por

t 7−→ F(t) e
t2
2

tiene derivada nula. En consecuencia, en virtud del teorema del valor medio, existe
C∈ R, tal que

F(t) = C e
−t2

2 , ∀t ∈ R,



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 517

y basta evaluar la constante en cero

C = F(0) =
∫ +∞

−∞
e
−x2

2 .

Esta constante se calcula en el Ejercicio14.7, concretamenteC =
√

2π.

Hemos probado que

F(t) =
√

2π e
−t2

2 , ∀t ∈ R.

13.7 1. Para probar que la funciónf es absolutamente continua basta tener en cuenta que

f (x) =
∫ x

0

1
2
√

x
, ∀x∈ [0,1] ,

y el resultado se sigue de la Proposición13.24.

2. La funcióng no es absolutamente continua, en efecto seaδ > 0. Tomemosn0∈N
tal que

1
4n0

< δ . Consideremos los subintervalos disjuntos del intervalo[0,1]

Ik = [ak,bk] =
[

1
4k+1

,
1
4k

]
, k = n0 , n0 +1 , . . . ,n0 +n .

Es claro que
n0+n

∑
k=n0

`(Ik) < δ ,

mientras que

n0+n

∑
k=n0

|g(bk)−g(ak)|=
n0+n

∑
k=n0

1
4k+1

>
1
4

n0+n

∑
k=n0

1
k+1

> 1

si n es suficientemente grande pues la serie

∑
k≥n0

1
k+1

es divergente.

13.8 Sea

M := sup

{∫ t

s
| f (x)|dx : α < s< t < β

}
∈ [0,∞].

Si f es integrable, entonces∫ t

s
| f (x)|dx≤

∫
β

α

| f (x)| dx (α < s< t < β )
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y en consecuenciaM ∈ R.

Recíprocamente supongamosM ∈ R, consideremos{sn} y {tn} sucesiones en]α,β [
con

sn < tn para cada naturaln y {sn}↘ α, {tn}↗ β .

Para cada naturaln definimos la funciónfn = | f | χ[sn,tn]. Como{ fn} ↗ | f | y la suce-
sión{

∫
fn} esta acotada, la versión práctica del teorema de la convergencia monótona

(Corolario12.2) nos asegura que| f | ∈L 1(]α,β [), y en consecuencia, al serf medible,
tambiénf ∈L 1(]α,β [). Finalmente sean{sn},{tn} como en el enunciado, considere-
mos para cada naturaln la funcióngn = f χ]sn,tn[, es claro que la sucesión{gn}→ f , así,
en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teorema12.5), concluimos que

∫
β

α

f (x) dx= lim
∫ tn

sn

f (x) dx .

Obsérvese que la fórmula anterior es válida aunque las sucesiones no sean monótonas,
esto es, basta que

sn < tn para cada naturaln y {sn}→ α, {tn}→ β .

13.9 Aplicaremos el Teorema de derivación. Para ello, empezamos por comprobar que la
funciónx 7→ sentx

1+x2 es integrable enR+ para cadat > 0 fijo. Basta usar que la función
anterior es medible por ser continua, el criterio de comparación, la desigualdad

∣∣ sentx
1+x2

∣∣≤ 1
1+x2 , ∀x > 0

y la regla de Barrow para la función positivax 7→ 1
1+x2 , cuya primitiva (arctan) tiene

límites en 0 y en+∞.

Ahora podemos aplicar el Teorema del cambio de variable. Para cadat > 0 fijo, hace-
mos el cambioy = tx, con lo que obtenemos

F(t) =
∫ +∞

0

seny

1+ y2

t2

y
t

dy=
∫ +∞

0

tyseny
t2 +y2 dy .

Ahora aplicaremos el Teorema de derivación para la función

f (t,x) =
txsenx
t2 +x2 (t,x > 0) .

a) El Teorema del cambio de variable (por el argumento anterior) nos asegura que para
cadat > 0 fijo la función,x 7→ f (t,x) es integrable enR+.

b) Es claro que para cadax > 0 fijo, la funciónt 7→ f (t,x) es derivable enR+ con
derivada

∂ f
∂ t

(t,x) =
xsenx(t2 +x2)− txsenx(2t)

(t2 +x2)2 .
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c) Para comprobar la última hipótesis del Teorema de derivación, basta acotar, para
cada 0< α < β y t ∈ [α,β ], como sigue∣∣∂ f

∂ t
(t,x)

∣∣≤
|xsenx|
t2 +x2 +

2t2x
(t2 +x2)2 ≤

|xsenx|
α2 +x2 +

2β 2x
(α2 +x2)2 .

La primera función de la desigualdad anterior es integrable, por ser continua en[0,1],
luego integrable en[0,1] y, por ser comparable en+∞ con |xsenx|

1+x2 , que hemos probado al
principio del ejercicio que es integrable. La segunda función obviamente es localmente
integrable y comparable en+∞ con 1

x3 , que es integrable enR+.

13.10 Veamos que la funciónφ tiene derivadas parciales continuidad y, por tanto, es una
función de claseC 1 .

Derivabilidad respecto deu. Fijamosu∈ I . La función

u 7−→
∫ v

a
f (v,x du

es derivable por el teorema fundamental del cálculo (para funciones continuas) con
derivadaf (u,v), ∀v∈ J .

Derivabilidad respecto deu. Fijamosv ∈ I . El teorema de derivación para funciones
definidas por integrales a la función

u 7−→
∫ v

a
f (u,x) dx

(se cumplen las condiciones del enunciado) y nos sale derivable con deriva

u 7−→
∫ v

a

∂ f (u,x)
∂u

dx ,

función que es continua por el teorema de continuidad para funciones definidas por
integrales.

Hemos probado que la funciónφ es de claseC 1 . Observemos ahora que

F(t) = φ)t,g(t)), ∀t ∈ I .

Por la regla de la cadanaF es derivable y su derivada es

F ′(t) =
∂φ(t,g(t))

∂u
1+

∂φ(t,g(t))
∂v

g′(t) ,

esto es

F ′(t) =
∫ g(t)

a

∂ f (t,x)
∂ t

dx+ f (t,g(t)) g′(t) .





Tema 14

Técnicas de integración en varias
variables.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de Lebesgue enRN, esto es, la integral
asociada al espacio de medida(RN,M ,λ ). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares básicos que sostienen la teoría de la integración, podemos ahora abordar la
cuestión fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una funciónf : E −→ R, dondeE es un subconjunto medible deRN, es integrable y, en caso
afirmativo, calcular su integral. Es usual notarL 1(E) al conjunto de las funciones integrables
enE.

Es importante tener presente que el problema de integración planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la función (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones características de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la función sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integración:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad def aunque no el valor de la integral.

- Métodos que proporcionan la integrabilidad def y el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la función sea integra-
ble.

El lector tendrá cuidado en lo sucesivo de advertir con precisión la información que cada
resultado proporciona al respecto.

Para calcular integrales múltiples no se dispone de ningún procedimiento elemental com-
parable a la regla de Barrow (Teorema13.5), pero se dispone de un resultado fundamental que
relaciona la integral enRN con integraciones sucesivas en espacios de menor dimensión, lo
que en última instancia permite evaluar integrales múltiples realizando integraciones iteradas
en cada una de las variables. Este resultado es el Teorema de Fubini.
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14.1. Teorema de Fubini.

Teorema 14.1 (Fubini). Sean p y q naturales y f: Rp×Rq −→ R una función integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casi todo y∈ Rq, la función definida enRp por

x 7−→ f (x,y)

es integrable enRp y la función definida casi por doquier enRq por

y 7−→
∫
Rp

f (x,y) dx

es integrable enRq.

ii) Para casi todo x∈ Rp la función definida enRq por

y 7−→ f (x,y)

es integrable enRq y la función definida casi por doquier enRp por

x 7−→
∫
Rq

(x,y) dy

es integrable enRp.

iii) ∫
Rp×Rq

f (x,y) d(x,y) =
∫
Rq

[∫
Rp

f (x,y) dx

]
dy=

∫
Rp

[∫
Rq

f (x,y) dy

]
dx.

Demostración.Designemos porF el conjunto de todas las funcionesf :Rp+q→R integra-
bles que satisfacen i), ii) y iii). La demostración consiste en probar queF = L 1(Rp+q),
lo que haremos en varias etapas. Puesto que los papeles dep y q son intercambiables, es
suficiente comprobar i) y la primera igualdad de iii).

a) F es un espacio vectorial: La demostración es consecuencia inmediata de que la unión
de dos conjuntos de medida cero es de medida cero y de las propiedades de la integral de
Lebesgue.

b) F es estable por paso al límite de sucesiones monótonas: Si{ fn} es una sucesión
monótona de funciones deF que converge puntualmente hacia una función integrablef ,
entoncesf ∈F .

En efecto, podemos suponer que{ fn} es creciente (en otro caso consideraríamos{− fn}).
En primer lugar, como para todo(x,y) ∈ Rp×Rq se verifica que

fn(x,y)≤ f (x,y),
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la monotonía de la integral nos asegura que∫
Rp×Rq

fn(x,y) d(x,y)≤
∫
Rp×Rq

f (x,y) d(x,y), ∀n∈ N (1)

y se deduce de la versión práctica del teorema de la convergencia monótona (Corolario12.2)
para funciones deL 1(Rp+q)), que∫

Rp×Rq
fn(x,y) d(x,y) −→

∫
Rp×Rq

f (x,y) d(x,y). (2)

Utilizando que la unión numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero, se deduce
la existencia deZ ⊂ Rq de medida (q-dimensional) cero tal que para todoy∈ Rq\Z y para
todon∈ N, la aplicación

x 7−→ fn(x,y)

es integrable enRp y la función definida casi por doquier enRq por

Fn(y) =
∫
Rp

fn(x,y) dx

es integrable enRq, siendo además∫
Rq

Fn(y) dy=
∫
Rq

[∫
Rp

fn(x,y) dx

]
dy=

∫
Rp×Rq

fn(x,y) d(x,y).

La sucesión{Fn} es claramente creciente (podemos definirFn(y) = 0, ∀y ∈ Z). La de-
sigualdad (1) nos permite, en consecuencia, aplicar el Corolario12.2 para funciones de
L 1(Rq)), para deducir que para casi todoy∈ Rq, la sucesión{Fn(y)} es convergente, luego
acotada. Ahora, como para caday∈ Rq es{

fn(x,y)
}
≤ f (x,y),

de nuevo el Corolario12.2para funciones deL 1(Rp)), nos asegura que para casi todoy∈Rq

la función
x 7−→ f (x,y)

es integrable enRp y que ∫
Rp

fn(x,y)dx→
∫
Rp

f (x,y) dx.

Puesto que por hipótesis∫
Rq

[∫
Rq

fn(x,y) dx

]
dy=

∫
Rp×Rq

fn(x,y) d(x,y), ∀n∈ N (3)

de nuevo la desigualdad (1)nos permite aplicar el Corolario12.2para funciones deL 1(Rq)),
para afirmar que la función definida casi por doquier enRq por

y 7−→
∫
Rp

f (x,y) dx
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es integrable enRq y además∫
Rq

[∫
Rp

fn(x,y) dx

]
dy −→

∫
Rq

[∫
Rp

f (x,y) dx

]
dy.

Por último, teniendo ahora en cuenta (2) y (3), concluimos que∫
Rp×Rq

f (x,y) d(x,y) =
∫
Rq

[∫
Rp

f (x,y) dx

]
dy.

c) Si E ⊂ Rp+q≡ Rp×Rq es medible conλ (E) < ∞, entoncesχE ∈F .

La demostración de este apartado la dividiremos en varios subapartados:

c.1)Si I es un intervalo acotado deRp y J es un intervalo acotado deRq, entoncesχI×J ∈
F .
En efecto,

χI×J(x,y) = χI (x)χJ(y), ∀(x,y) ∈ Rp×Rq

y, consecuentemente, fijadoy∈ Rq la función definida enRp por

x→ χI×J(x,y)

es la función {
χI si y∈ J
0 si y /∈ J

que es integrable con integral∫
Rp

χI×J(x,y) dx=
{

v(I) si y∈ J
0 si y /∈ J

}
= v(I)χJ(y),

lo que prueba i).
Probemos la primera igualdad de iii)∫

Rp×Rq
χI×J(x,y) d(x,y) = λ (I ×J) = v(I)v(J) =

=
∫
Rq

v(I)χJ(y) dy=
∫
Rq

[∫
Rp

χI×J(x,y) dx

]
dy.

c.2)Si G⊂ Rp+q es un conjunto abierto conλ (G) < ∞, entoncesχG ∈F .
PongamosG = ∪∞

n=1In para conveniente sucesión{In} de intervalos acotados deRp+q

disjuntos dos a dos (Proposición10.8). Entonces

χG =
∞

∑
n=1

χIn.
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Definamos

fn =
n

∑
k=1

χIk, ∀n∈ N.

Por los apartados a) y c.1),fn ∈F , ∀n∈ N. Por b), concluimos queχG ∈F .

c.3)Si A⊂ Rp+q es un conjuntoGδ conλ (A) < ∞, entoncesχA ∈F .
En efecto, sea{Gn} una sucesión decreciente de conjuntos abiertos deRp+q tal que

λ (Gn) < ∞, ∀n∈ N y A =
∞⋂

n=1

Gn.

Entonces
{

χ
Gn

}↘ χA. El apartado b) nos permite asegurar queχA ∈F .

c.4)Si Z⊂ Rp+q es un conjunto de medida cero, entoncesχZ ∈F .
En efecto, existe una sucesión{Gn} de conjuntos abiertos deRp+q tal que

Z⊂Gn+1⊂Gn, ∀n∈ N y {λ (Gn)}↘ 0.

Sea A=
⋂∞

n=1Gn. Este conjunto satisface

Z⊂ A, λ (A) = 0 y χA ∈F (subapartado anterior).

Se tiene, por tanto, que

0 = λ (A) =
∫
Rp×Rq

χA(x,y) d(x,y) =
∫
Rp

[∫
Rp

χA(x,y) dx

]
dy,

y en consecuencia, en virtud de la Proposición11.13iv),∫
Rp

χA(x,y) dx= 0, (c.p.d. y∈ Rq)

y, fijado uno de estos y, también

χA(x,y) = 0,(c.t. x∈ Rp).

Al ser
0≤ χZ(x,y)≤ χA(x,y),

concluimos que para casi todoy∈Rq, la aplicaciónx→ χZ(x,y) es cero c.p.d., y por lo tanto
integrable. De nuevo la Proposición11.13iv) nos asegura que para casi todoy∈ Rq es∫

Rp
χZ(x,y) dx= 0,

y, por tanto, la aplicación definida casi por doquier enRq por

y→
∫
Rp

χZ(x,y) dx
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es nula c.p.d. y por tanto, integrable. Hemos probado i) paraχZ. Otra vez la Proposición11.13
iv) nos dice que ∫

Rq

[∫
Rp

χZ(x,y) dx

]
dy= 0

y como

0 = λ (Z) =
∫
Rp×Rq

χZ(x,y) d(x,y)

la primera igualdad de iii) queda probada.

Estamos ya en condiciones de verificar el apartadoc). SeaE⊂Rp+q un conjunto medible
con medida finita. El Teorema10.16nos asegura la existencia de un conjuntoGδ , A, y un
conjunto de medida ceroZ tales que

A = E∪Z y E∩Z = /0.

Se tiene que
χE = χA−χZ.

Comoλ (A) < ∞, virtud de los apartados c.3), c.4) y a), concluimos queχE ∈F .

d) Si f : Rp+q−→ R es una función integrable, entoncesf ∈F .
En efecto, en virtud del apartado a), bastará probar quef + y f− están enF . Veamos

que f + ∈ F (la comprobación de quef− ∈ F es idéntica). El Teorema de aproximación
de Lebesgue11.8nos asegura que existe una sucesión creciente{sn} de funciones simples
positivas que converge af +. Es claro que las funcionessn son integrables y, virtud de los
apartados a) y c), cadasn ∈F . Por último el apartado b) nos permite concluir quef + ∈F .

Nota 14.2. i) y ii) se resumen diciendo que la funciónf tiene integrales iteradas y iii) que
ambas son iguales e iguales a la integral de la funciónf .

Corolario 14.3. Supongamos que E⊂ Rp+q es medible, entonces:

i) Para cada casi todo x∈ Rp, el conjunto

E(x) := {y∈ Rq : (x,y) ∈ E}

es medible.

ii) Para cada casi todo y∈ Rq, el conjunto

E(y) := {x∈ Rp : (x,y) ∈ E}

es medible.

Demostración.Si λ (E) < ∞, basta aplicar el Teorema de Fubini aχE. En otro caso, la pro-
piedad es cierta para cada conjuntoEn = E∩B∞(0,n), y basta pensar que

E =
∞⋃

n=1

En.
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Fórmula 14.4 (del teorema de Fubini en conjuntos medibles).

a) En el plano.Si E⊂ R2 es un conjunto medible y f∈L 1(E) , entonces∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

β1

α1

[∫
E(x)

f (x,y) dy

]
dx=

∫
β2

α2

[∫
E(y)

f (x,y) dx

]
dy,

siendo
α1 = inf E1, β1 = supE1, α2 = inf E2, β2 = supE2

donde
E1 = π1(E), y E2 = π2(E)

(π1,π2 son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada x∈]α1,β1[ (resp.
y∈]α2,β2[) es

E(x) = {y∈ R : (x,y) ∈ E} (resp. E(y) = {x∈ R : (x,y) ∈ E}).

En particular, cuando E= I ×J, siendo I,J intervalos deR, entonces∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

I

[∫
J

f (x,y) dy

]
dx=

∫
J

[∫
I

f (x,y) dx

]
dy.

Demostración.Teniendo en cuenta el teorema de Fubini y el hecho de que

χE(x,y) = χ]α1,β1[(x)χE(x)(y), ct x∈ R,∀y∈ R

se tiene que:∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫
R2

f (x,y)χE(x,y) d(x,y) =
∫
R

[∫
R

f (x,y)χE(x,y) dy

]
dx=

=
∫
R

[∫
R

f (x,y)χ]α1,β1[(x)χE(x)(y) dy

]
dx=

∫
R

[∫
R

f (x,y) χE(x)(y) dy

]
χ]α1,β1[(x) dx=

=
∫
]α1,β1[

[∫
E(x)

f (x,y) dy

]
dx=

∫
β1

α1

[∫
E(x)

f (x,y) dy

]
dx.

Finalmente, un intercambio de papeles, da la otra igualdad.

Ejemplo: Área del círculo.

Sea E= {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ r2} (r > 0). Calcularemosλ (E). Se tiene

λ (E) =
∫

E
d(x,y) =

∫ r

−r

[∫ √r2−x2

−
√

r2−x2
dy

]
dx=

∫ r

−r
2
√

r2−x2 dx=

[
c. v. x = r sent

]
= 2r2

∫ π

2

− π

2

cos2 t dt
[
utilizar que cos2 t =

1+cos2t
2

]
= πr2.
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b) En el espacioR3. Sea E⊂ R3 un conjunto medible y f∈L 1(E). La integral de la
función f se puede calcular mediante una integración simple y una integración doble
o mediante tres integraciones simples (¿Cuántas posibilidades hay? P3 + 2V2

3 = 18).
Por ejemplo, podemos calcular la integral de f como sigue:∫

E
f (x,y,z) d(x,y,z) =

∫
β3

α3

[∫
E(z)

f (x,y,z) d(x,y)
]

dz,

siendo
α3 = inf E3, β3 = supE3

donde E3 = π3(E), y para cada z∈]α3,β3[ es

E(z) = {(x,y) ∈ R2 : (x,y,z) ∈ E}.

Ejemplo: Volumen de la esfera.
Sea E= {(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ r2} (r > 0). Calculamosλ (E). Se tiene

λ (E) =
∫

E
d(x,y,z) =

∫ r

−r

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz=

=
∫ r

−r

[∫
{(x,y)∈R2:x2+y2≤r2−z2}

d(x,y)
]

dz=

=
∫ r

−r
π(r2−z2) dz= π

[
r2z− z3

3

]z=r

z=−r
=

4
3

πr3.

donde se han usado los cálculos del ejemplo anterior.

Obsérvese que el Teorema de Fubini da una condición necesaria para que una función
f : Rp+q ≡ Rp×Rq −→ R sea integrable; a saber: ambas integrales iteradas deben existir y
ser iguales. Tal condición no es, sin embargo, suficiente.

Ejemplos 14.5.

a) La función f :]0,1[×]0,1[−→ R definida por

f (x,y) =
x2−y2

(x2 +y2)2 ,

admite las dos integrales iteradas pero no son iguales y en consecuenciaf no es inte-
grable. En efecto, como

∂

∂x

(
−x

x2 +y2

)
=

x2−y2

(x2 +y2)2

se tiene, utilizando la regla de Barrow que∫ 1

0

x2−y2

(x2 +y2)2 dx=
−x

x2 +y2

]x=1

x=0
=
−1

1+y2 ,
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y, por tanto∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y) dx

]
dy=

∫ 1

0

−1
1+y2 dy=−arctany

]y=1

y=0
=
−π

4
.

Análogamente se prueba que∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y) dy

]
dx=

π

4
.

b) La función f : R×R−→ R definida por

f (x,y) =
xy

(x2 +y2)2 ,

admite las dos integrales iteradas y son iguales, pero, sin embargo, no es integrable. En
efecto, si lo fuese ∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f (x,y) dx

]
dy=

=
∫ +∞

−∞

[∫ 0

−∞
f (x,y) dx+

∫ +∞

0
f (x,y) dx

]
dy=

=
∫ +∞

−∞

[∫ +∞

0
(− f (x,y)+ f (x,y)) dx

]
dy=

∫ +∞

−∞
0 dy= 0,

donde se ha utilizado quef (−x,y) =− f (x,y), ∀(x,y) ∈ R.

Análogamente se prueba que∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f (x,y) dy

]
dx= 0.

Veamos que no es integrable. Si fuesef integrable también lo sería| f | con lo que, en
virtud del Teorema de Fubini, se tendría que∫

R2
| f (x,y)| d(x,y) =

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
| f (x,y)| dy

]
dx,

pero ∫ +∞

−∞
| f (x,y)| dx=

∫ +∞

−∞

|x| |y|
(x2 +y2)2 dx=

|y|
∫ +∞

0

2x
(x2 +y2)2 dx= |y|

[
−1

x2 +y2

]x=+∞

x=0
=

1
|y|

,

y, en consecuencia, ∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
| f (x,y)| dx

]
dy= +∞

pues la función deR+ enR definida pory→ 1
y no es integrable (véase el Ejemplo

13.9).

Obsérvese que se ha usado el hecho de que la existencia de las integrales iteradas de| f | es
una condición necesaria para la integrabilidad def . El siguiente resultado afirma que dicha
condición es también suficiente para que una función medible sea integrable.
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14.2. Teorema de Tonelli.

Teorema 14.6 (Tonelli).Sean p y q naturales cualesquiera y sea f:Rp+q≡Rp×Rq−→R
una función medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:∫

Rp

[∫
Rq
| f (x,y)| dy

]
dx,

∫
Rq

[∫
Rp
| f (x,y)| dx

]
dy.

Entonces f es integrable.

Demostración.Para cadan∈ N, la función fn : Rp+q−→ R definida por

fn = (| f |∧n)χB(0,n)

es integrable (puesto que está dominada pornχB(0,n)). El Teorema de Fubini nos dice ahora
que ∫

Rp×Rq
fn(x,y) d(x,y) =

∫
Rq

[∫
Rp

fn(x,y) dx

]
dy=

∫
Rp

[∫
Rq

fn(x,y) dy

]
dx ,

y, en consecuencia, las integrales iteradas defn están mayoradas por la integral iteradas de
| f | que hemos supuesto finita. Así la sucesión{∫

fn
}

está mayorada. Puesto que la sucesión{ fn} es creciente y converge puntualmente a| f |, la
versión práctica del teorema de la convergencia monótona ( Corolario12.2) nos asegura que
la función| f | es integrable y en consecuenciaf también lo es.

Combinando los teoremas de Fubini y Tonelli, codificamos el siguiente importante crite-
rio de integrabilidad.

Corolario 14.7 (Criterio de integrabilidad). Sean p y q naturales. Una función medible
f : Rp+q −→ R es integrable si, y sólo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es
finita: ∫

Rp

[∫
Rq
| f (x,y)| dy

]
dx,

∫
Rq

[∫
Rp
| f (x,y)| dx

]
dy.

En tal caso ambas coinciden, existen las integrales iteradas de f y son iguales a la integral
de f .

Paraf : RN −→ [0,+∞[ medible, el conjunto ordenado def es por definición

Pf :=
{
(x,y) ∈ RN+1 : 0 < y < f (x)

}
.

No es difícil comprobar que la funciónφ : RN+1−→ R dada por

φ(x,y) = f (x)−y
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es medible. En efecto,Φ = f ◦π1−π2 y todo se reduce a probar quef ◦π1 es medible. Si
G⊂ R es abierto, entonces

( f ◦π1)−1(G) = f−1(G)×R
que es medible (véase Ejercicio10.14). Finalmente, el conjunto

Pf =
{
(x,y) ∈ RN+1 : 0 < φ(x,y)

}
∩
(
RN×R+)

es medible.

A continuación haciendo uso del corolario anterior daremos una muy importante inter-
pretación de la integral de una función en términos de la medida de Lebesgue.

Proposición 14.8 (Medida del conjunto ordenado).Sea f : RN → [0,+∞[ una función
medible. Entonces f es integrable si, y sólo si, el conjunto ordenado de f tiene medida finita,
en cuyo caso ∫

RN
f (x) dx= λ

(
Pf
)
.

Demostración.Como la funciónχPf :RN+1→ [0,+∞[ es medible podemos aplicarle el coro-
lario anterior para deducir queχPf es integrable (es decirλ

(
Pf
)
< +∞) si, y sólo si, la integral

iterada ∫
RN

[∫
R

χPf (x,y) dy

]
dx

es finita. Puesto que
χPf (x,y) = χA(x)χ]0, f (x)[(y)

donde
A =

{
x∈ RN : f (x) > 0

}
,

se tiene para cadax∈ RN que∫
R

χPf (x,y) dy= χA(x) f (x) = f (x).

Concluimos en consecuencia que la finitud de la integral iterada deχPf antes considerada
equivale a la integrabilidad def y que en tal caso se tiene:

λ
(
Pf
)

=
∫
RN+1

χPf (x,y) d(x,y) =
∫
RN

f (x) dx.

Ejemplo: área del círculo.
SeaE = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1}. Se trata de calcularλ (E). Por la invarianza deλ por

isometrías esλ (E) = 2λ
(
Pf
)
, siendof :]−1,1[→ R la función definida por

f (x) =
√

1−x2,∀x∈]−1,1[.

Así

λ (E) = 2
∫ 1

−1

√
1−x2 dx= π.
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14.3. Teorema del cambio de variable.

Teorema 14.9 (cambio de variable para funciones medibles positivas).
Sean Ω y G abiertos deRN, φ un difeomorfismo de claseC 1 de Ω sobre G y
f : G→ [0,+∞[ una función medible. Entonces∫

φ(E)
f (x) dx=

∫
E

f (φ(t)) | detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible.

Demostración.La Proposición10.22nos asegura queφ y φ−1 aplican conjuntos medibles
en conjuntos medibles, esto es,

E ⊂Ω es medible⇔ φ(E) es medible.

Observemos ahora que la integral del segundo miembro de la fórmula del enunciado tiene
sentido por ser( f ◦ φ) | detJφ | medible positiva. En efecto,| detJφ | es medible por ser
continua. Veamos quef ◦φ es medible. SiU es un abierto de[0,+∞[, entonces

( f ◦φ)−1(U) = φ
−1( f−1(U)

)
que es medible por el comentario anterior. Si la igualdad es cierta, en particular lo será para
f = 1, es decir ∫

φ(E)
dx=

∫
E
| detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible,

equivalentemente

λ (φ(E)) =
∫

E
| detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible,

lo que es cierto siφ es lineal (ver Proposición10.18) y en otro caso se aproxima por una
aplicación lineal.

Probaremos la anterior igualdad en dos etapas:

a) Fijados a∈Ω y ρ > 1 existe δ > 0 tal que B(a,δ )⊂Ω y se verifica que

ρ
−1
∫

E
|detJφ (t)| dt ≤ λ (φ(E))≤

∫
E
|detJφ (t)| dt, ∀E ⊂ B(a,δ ) medible.

En efecto, si notamosT = Dφ(a), obsérvese que existeε ∈]0,1[ tal que

ρ
−1≤

(
1− ε

∥∥T−1
∥∥)N

1+ ε
<

(
1+ ε

∥∥T−1
∥∥)N

1− ε
≤ ρ.

Fijemos un talε y denotemos

α := 1− ε
∥∥T−1

∥∥ y β := 1+ ε
∥∥T−1

∥∥ .

Así la anterior cadena de desigualdades puede escribirse:

ρ
−1≤ αN

1+ ε
<

β N

1− ε
≤ ρ.
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Ahora, tomemosδ > 0 tal queB(a,δ )⊂Ω y

‖x−a‖< δ ⇒


‖Dφ(x)−T‖< ε (1)

1− ε <
detJφ (x)
detJφ (a)

< 1+ ε (2) .

del teorema del valor medio (Teorema4.5) y de (1) se deduce que

x,y∈ B(a,δ )⇒
{
‖φ(x)−φ(y)‖ ≤ β‖T(x)−T(y)‖
α‖T(x)−T(y)‖ ≤ ‖φ(x)−φ(y)‖ .

En efecto, six = y no hay nada que probar. En otro caso

‖φ(x)−φ(y)‖ ≤ ‖φ(x)−φ(y)−T(x−y)+T(x−y)‖=

‖(φ(x)−T(x))− (φ(y)−T(y))‖+‖T(x−y)‖ ≤
‖x−y‖sup{‖Dφ(z)−T‖ : z∈]x,y[}+‖T(x−y)‖ ≤

ε‖x−y‖+‖T(x−y)‖= ε
∥∥T−1(T(x−y))

∥∥+‖T(x−y)‖ ≤

ε
∥∥T−1

∥∥ ‖T(x−y)‖+‖T(x−y)‖= β‖T(x)−T(y)‖,
y así mismo

‖T(x)−T(y)‖ ≤ ‖φ(x)−φ(y)−T(x−y)‖+‖φ(x)−φ(y)‖=

‖(φ(x)−T(x))− (φ(y)−T(y))‖+‖φ(x)−φ(y)‖ ≤
‖x−y‖sup{‖Dφ(z)−T‖ : z∈]x,y[}+‖φ(x)−φ(y)‖ ≤

ε‖x−y‖+‖φ(x)−φ(y)‖= ε‖T−1(T(x−y))‖+‖φ(x)−φ(y)‖ ≤
ε‖T−1‖ ‖T(x−y)‖+‖φ(x)−φ(y)‖,

luego
α‖T(x)−T(y)‖ ≤ ‖φ(x)−φ(y)‖.

Las desigualdades anteriores se escriben también

x,y∈ B(a,δ )⇒
{ ∥∥(φ ◦T−1

)
(T(x))−

(
φ ◦T−1

)
(T(y))

∥∥≤ β‖T(x)−T(y)‖∥∥(T ◦φ−1
)
(φ(x))−

(
T ◦φ−1

)
(φ(y))

∥∥≤ 1
α
‖φ(x)−φ(y)‖.

Equivalentemente

u,v∈ T(B(a,δ ))⇒
∥∥(φ ◦T−1)(u)−

(
φ ◦T−1)(v)∥∥≤ β‖u−v‖

u,v∈ φ(B(a,δ ))⇒
∥∥(T ◦φ

−1)(u)−
(
T ◦φ

−1)(v)∥∥≤ 1
α
‖u−v‖.

Al verificar φ ◦T−1 y T ◦ φ−1 las desigualdades anteriores en los abiertosT(B(a,δ ))
y φ(B(a,δ )) respectivamente, las Proposiciones10.20y 10.22, nos aseguran ahora que si
E ⊂ B(a,δ ) es medible, entonces

λ (φ(E)) = λ
((

φ ◦T−1)(T(E))
)
≤ β

N
λ (T(E)) = β

N|detJφ (a)|λ (E)
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| detJφ (a) | λ (E) = λ (T(E)) = λ
((

T ◦φ
−1)(φ(E))

)
≤ α

−N
λ (φ(E)).

Hemos probado que siE ⊂ B(a,δ ) es medible, entonces se verifica que

α
N | detJφ (a) | λ (E)≤ λ (φ(E))≤ β

N | detJφ (a) | λ (E). (∗)

Por otra parte (2) se escribe también

(1− ε) | detJφ (a) |<| detJφ (t) |< (1+ ε) | detJφ (a) |, ∀t ∈ B(a,δ ) ,

y en consecuencia para cadaE ⊂ B(a,δ ) medible se verifica también∫
E
(1− ε) | detJφ (a) | dt ≤

∫
E
| detJφ (t) | dt ≤

∫
E
(1+ ε) | detJφ (a) | dt ,

o equivalentemente

(1− ε) | detJφ (a) | λ (E)≤
∫

E
| detJφ (t) | dt ≤ (1+ ε) | detJφ (a) | λ (E) . (∗∗)

La conjunción de (*) y (**) prueba el apartadoa).

b) Para todo conjunto medible E incluido en Ω se verifica:

λ (φ(E)) =
∫

E
| detJφ (t) | dt.

Fijemosρ > 1. Comprobemos queΩ se puede expresar como unión numerable de bolas
abiertas, en cada una de las cuales se cumplen las desigualdades del apartadoa). En efecto,
para cadax∈Ω existeδ (x) > 0 tal que se cumplen las condiciones del apartado a). Entonces,
el recubrimiento

U = {B(x, ,δ (x)) : x∈Ω}

admite, en virtud del Lema10.21, un subrecubrimiento numerable.
SeaE ⊂ Ω medible. Es inmediato queE se puede expresar como una unión numerable

de conjuntos medibles disjuntos entre sí

E =
∞⋃

n=1

En con En⊂ B(bn, rn), ∀n∈ N.

El apartadoa) nos garantiza que para cada naturaln se tiene

ρ
−1
∫

En

| detJφ (t) | dt ≤ λ (φ(En))≤ ρ

∫
En

| detJφ (t) | dt.

Como la aplicación

E→
∫

E
| detJφ (t) | dt
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es una medida sobre laσ -álgebraM (Ω) (Corolario12.4), la suma de las anteriores desigual-
dades proporciona la siguiente:

ρ
−1
∫

E
| detJφ (t) | dt ≤ λ (φ(E))≤ ρ

∫
E
| detJφ (t) | dt.

Por último de la arbitrariedad deρ se deduce el apartadob).

c) Para toda función simple positiva s definida en G se verifica que∫
φ(E)

s(x) dx=
∫

E
s(φ(t)) | detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible.

Por linealidad de la integral basta probar que siE ⊂Ω es medible, entonces∫
φ(E)

χA(x)dx=
∫

E
χA(φ(t)) | detJφ (t) | dt, ∀A⊂G medible,

o lo que es lo mismo∫
φ(E)∩A

dx=
∫

E∩φ−1(A)
| detJφ (t) | dt, ∀A⊂G medible

es decir

λ (φ(E)∩A) =
∫

E∩φ−1(A)
| detJφ (t) | dt, ∀A⊂G medible

lo que se deduce fácilmente deb) por serφ una aplicación biyectiva.

d) Para toda función medible positiva f definida en G se verifica que∫
φ(E)

f (x) dx=
∫

E
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible.

El teorema de aproximación de Lebesgue (Teorema11.8) nos asegura que existe una suce-
sión creciente{sn} de funciones simples positivas que converge af y basta aplicarc) y el
teorema de convergencia creciente para funciones medibles positivas (Teorema12.3).

Teorema 14.10 (cambio de variable).SeanΩ y G abiertos deRN, φ un difeomorfismo de
claseC 1 deΩ sobre G, E⊂Ω medible y f: φ(E)→ R una función medible. Entonces

f ∈L 1(φ(E))⇔ ( f ◦φ) | detJφ |∈L 1(E),

en cuyo caso ∫
φ(E)

f (x) dx=
∫

E
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt.
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Demostración.Por definición,f es integrable enφ(E) si
∫

φ(E) | f (x) | dx < ∞, lo que es
equivalente, en virtud del teorema anterior, a que∫

E
| f | (φ(t)) | detJφ (t) | dt =

∫
E
| ( f (φ(t)) | |detJφ (t)| dt < ∞,

es decir( f ◦φ) | detJφ | es integrable enE.
En el caso de quef sea integrable enφ(E) aplicamos nuevamente el teorema anterior

para obtener ∫
φ(E)

f (x) dx=
∫

φ(E)
f +(x) dx−

∫
φ(E)

f−(x) dx=∫
E

f +(φ(t)) | detJφ (t) | dt−
∫

E
f−(φ(t)) | detJφ (t) | dt =∫

E

[
f (φ(t)) | detJφ (t) |

]+
dt−

∫
E

[
f (φ(t)) | detJφ (t) |

]−
dt =∫

E
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt.

Corolario 14.11. (Fórmula de cambio de variable).En las condiciones del teorema del
cambio de variable (Teorema14.10), obsérvese que si ademásλ

(
GC
)

= 0, entonces: Para
cualesquiera E⊂ RN medible y f: E→ R medible se verifica

f ∈L 1(E)⇔ ( f ◦φ)|detJφ | ∈L 1(
φ
−1(E)

)
.

en cuyo caso se tiene la siguiente fórmula del cambio de variable∫
E

f (x) dx=
∫

φ−1(E)
f (φ(t))|detJφ (t)| dt .

Demostración.En efecto, comoλ (E\G) = 0, es claro que

f ∈L 1(E)⇔ f ∈L 1(E∩G)

en cuyo caso ∫
E

f (x) dx=
∫

E∩G
f (x) dx.

El teorema del cambio de variable (Teorema14.10) nos asegura ahora que

f ∈L 1(E∩G)⇔ ( f ◦φ) | detJφ |∈L 1(
φ
−1(E∩G)

)
,

en cuyo caso ∫
E∩G

f (x) dx=
∫

φ−1(E∩G)
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt.

Puesto queφ−1(E∩G) = φ−1(E) se sigue de ambos resultados que

f ∈L 1(E)⇔ ( f ◦φ) | detJφ |∈L 1(
φ
−1(E)

)
,
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en cuyo caso ∫
E

f (x) dx=
∫

φ−1(E)
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt,

lo que prueba la fórmula del cambio de variable que es la manera habitual de utilizar el
Teorema14.10para calcular integrales.

Nota 14.12.Para reconocer queφ es un difeomorfismo de claseC 1 deΩ sobreφ(Ω) es usual
utilizar el teorema “global” de la función inversa (Corolario8.8). En la práctica el conjunto
de integraciónφ(E) es conocido y el problema radica en encontrar un cambio de variable
adecuado y en conocerE, esto es, el conjunto deRN que se aplica mediante el difeomorfismo
φ en el conjunto de partida. Es usual también, una vez efectuado el cambio de variable,
utilizar el teorema de Fubini (Teorema14.1) para calcular la integral.

14.4. Coordenadas polares, cilíndricas y esféricas.

a) Coordenadas polares en el plano.

Dadas por el difeomorfismoφ de claseC ∞, del abiertoΩ = R+×]− π,π[ sobre el
abiertoG = R2\{(x,0) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ)

con
detJφ (ρ,ϑ) = ρ > 0,∀(ρ,ϑ) ∈Ω.

La fórmula del cambio de variable deviene paraE ⊂ R2 medible y f : E→ R medible
en

f ∈L 1(E)⇔ ρ f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) ∈L 1(
φ
−1(E)

)
,

en cuyo caso∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ d(ρ,ϑ).

Ejemplo: área del círculo.

SeaE = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ r2} conr > 0. Se trata de calcularλ (E). Se tiene

λ (E) =
∫

E
d(x,y) =

∫
]0,r[×]−π,π[

ρ d(ρ,ϑ) =
∫ r

0

[∫
π

−π

ρ dϑ

]
dρ = πr2,

donde se han utilizado los teoremas de Fubini, del cambio de variable y la regla de
Barrow.
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b) Coordenadas cilíndricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfismoφ de claseC ∞, del abiertoΩ = R+×]−π,π[×R sobre el
abiertoG = R3\{(x,0,z) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ ,z) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z)

con
detJφ (ρ,ϑ ,z) = ρ > 0,∀(ρ,ϑ ,z) ∈Ω.

La fórmula del cambio de variable viene dada ahora paraE⊂R3 medible y f : E→R
medible, por

f ∈L 1(E)⇔ ρ f (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z) ∈L 1(
φ
−1(E)

)
,

en cuyo caso∫
E

f (x,y,z) d(x,y,z) =
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z)ρ d(ρ,ϑ ,z)

Ejemplo: volumen del cilindro.

SeaE = {(x,y,z) ∈R3 : x2+y2≤ r2,0≤ z≤ h} conr,h> 0. Se trata de calcularλ (E).
Se tiene

λ (E) =
∫

E
d(x,y,z) =

∫
]0,r[×]−π,π[×]0,h[

ρ d(ρ,ϑ ,z) =

∫ r

0

[∫
π

−π

[∫ h

0
ρ dz

]
dϑ

]
dρ = πr2h.

c) Coordenadas esféricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfismoφ de claseC ∞, del abiertoΩ = R+×]− π,π[×
]−π

2 , π

2

[
sobre el abiertoG = R3\{(x,0,z) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ ,ϕ) = (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ)

con
detJφ (ρ,ϑ ,ϕ) = ρ

2cosϕ > 0,∀(ρ,ϑ ,ϕ) ∈Ω.

La fórmula del cambio de variable viene dada ahora paraE⊂R3 medible y f : E→R
medible por

f ∈L 1(E)⇔ ρ
2cosϕ f (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ) ∈L 1(

φ
−1(E)

)
,

en cuyo caso∫
E

f (x,y,z)d(x,y,z)=
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ)ρ2cosϕd(ρ,ϑ ,ϕ).
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Ejemplo: volumen de la esfera.

SeaE = {(x,y,z)∈R3 : x2+y2+z2≤ r2} conr > 0. Se trata de calcularλ (E). Se tiene

λ (E) =
∫

E
d(x,y,z) =

∫
]0,r[×]−π,π[×]−π

2 , π

2 [
ρ

2cosϕ d(ρ,ϑ ,ϕ) =

∫ r

0

[∫
π

−π

[∫ π

2

−π

2

ρ
2cosϕdϕ

]
dϑ

]
dρ =

∫ r

0

[∫
π

−π

2ρ
2dϑ

]
dρ =

∫ r

0
4πρ

2dρ =
4
3

πr3.
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14.5. Resumen de resultados del Tema 14.

Teorema de Fubini Sean p y q naturales y f : Rp×Rq −→ R una función integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casi todo y∈ Rq, la función definida en Rp por

x→ f (x,y)

es integrable en Rp y la función definida casi por doquier en Rq por

y−→
∫
Rp

f (x,y) dx

es integrable en Rq.

ii) Para casi todo x∈ Rp la función definida en Rq por

y−→ f (x,y)

es integrable en Rq y la función definida casi por doquier en Rp por

x→
∫
Rq

(x,y) dy

es integrable en Rp.

iii) ∫
Rp×Rq

f (x,y) d(x,y) =
∫
Rq

[∫
Rp

f (x,y) dx

]
dy=

∫
Rp

[∫
Rq

f (x,y) dy

]
dx.

Fórmula del teorema de Fubini en conjuntos medibles

a) En el plano.Si E ⊂ R2 es un conjunto medible y f ∈L 1(E) , entonces∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

β1

α1

[∫
E(x)

f (x,y) dy

]
dx=

∫
β2

α2

[∫
E(y)

f (x,y) dx

]
dy,

siendo
α1 = inf E1, β1 = supE1, α2 = inf E2, β2 = supE2

donde
E1 = π1(E), y E2 = π2(E)

(π1,π2 son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada x∈]α1,β1[ (resp.
y∈]α2,β2[) es

E(x) = {y∈ R : (x,y) ∈ E} (resp. E(y) = {x∈ R : (x,y) ∈ E}).

En particular, cuando E = I ×J, siendo I ,J intervalos de R, entonces∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

I

[∫
J

f (x,y) dy

]
dx=

∫
J

[∫
I

f (x,y) dx

]
dy.
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b) En el espacioR3. Sea E ⊂ R3 un conjunto medible y f ∈ L 1(E). La integral de la
función f se puede calcular mediante una integración simple y una integración do-
ble o mediante tres integraciones simples (¿Cuántas posibilidades hay?). Por ejemplo,
podemos calcular la integral de f como sigue:∫

E
f (x,y,z) d(x,y,z) =

∫
β3

α3

[∫
E(z)

f (x,y,z) d(x,y)
]

dz,

siendo
α3 = inf E3, β3 = supE3

donde E3 = π3(E), y para cada z∈]α3,β3[ es

E(z) = {(x,y) ∈ R2 : (x,y,z) ∈ E}.

Teorema de Tonelli Sean p y q naturales cualesquiera y sea f : Rp+q≡ Rp×Rq−→ R
una función medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:∫

Rp

[∫
Rq
| f (x,y)| dy

]
dx,

∫
Rq

[∫
Rp
| f (x,y)| dx

]
dy.

Entonces f es integrable.

Criterio de integrabilidad Sean p y q naturales. Una función medible f : Rp+q−→ R
es integrable si, y sólo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es finita:∫

Rp

[∫
Rq
| f (x,y)| dy

]
dx,

∫
Rq

[∫
Rp
| f (x,y)| dx

]
dy.

En tal caso existen las dos y coinciden. Entonces también existen las integrales iteradas de f
y son iguales a la integral de f .

Medida del conjunto ordenado Sea f : RN→ [0,+∞[ una función medible. Entonces
f es integrable si, y sólo si, el conjunto ordenado de f

Pf :=
{
(x,y) ∈ RN+1 : 0 < y < f (x)

}
tiene medida finita, en cuyo caso ∫

RN
f (x) dx= λ

(
Pf
)
.

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivasSean Ω y G abiertos
deRN, φ un difeomorfismo de clase C 1 de Ω sobre G y f : G→ [0,+∞[ una función medible.
Entonces ∫

φ(E)
f (x) dx=

∫
E

f (φ(t)) | detJφ (t) | dt, ∀E ⊂Ω medible.
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Teorema de cambio de variable Sean Ω y G abiertos de RN, φ un difeomorfismo de
clase C 1 de Ω sobre G, E ⊂Ω medible y f : φ(E)→ R una función medible. Entonces

f ∈L 1(φ(E))⇔ ( f ◦φ) | detJφ |∈L 1(E),

en cuyo caso ∫
φ(E)

f (x) dx=
∫

E
f (φ(t)) | detJφ (t) | dt.

Fórmula de cambio de variable En las condiciones del teorema del cambio de variable
(Teorema 14.10), obsérvese que si además λ

(
GC
)

= 0, entonces: Para cualesquiera E ⊂ RN

medible y f : E→ R medible se verifica

f ∈L 1(E)⇔ ( f ◦φ)|detJφ | ∈L 1(
φ
−1(E)

)
.

en cuyo caso se tiene la siguiente fórmula de cambio de variable∫
E

f (x) dx=
∫

φ−1(E)
f (φ(t))|detJφ (t)| dt .

Coordenadas polares en el plano.Dadas por el difeomorfismo φ de clase C ∞ del abierto
Ω = R+×]−π,π[ sobre el abierto G = R2\{(x,0) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ)

con
detJφ (ρ,ϑ) = ρ > 0,∀(ρ,ϑ) ∈Ω.

La fórmula del cambio de variable deviene para E ⊂ R2 medible y f : E→ R medible en

f ∈L 1(E)⇔ ρ f (ρ cosϑ ,ρ senϑ) ∈L 1(
φ
−1(E)

)
,

en cuyo caso ∫
E

f (x,y) d(x,y) =
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ d(ρ,ϑ).

Coordenadas cilíndricas en el espacio.Dadas por el difeomorfismo φ de clase C ∞ del
abierto Ω = R+×]−π,π[×R sobre el abierto G = R3\{(x,0,z) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ ,z) = (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z)

con
detJφ (ρ,ϑ ,z) = ρ > 0,∀(ρ,ϑ ,z) ∈Ω.

La fórmula de cambio de variable viene dada ahora para E ⊂ R3 medible y f : E→ R
medible, por

f ∈L 1(E)⇔ ρ f (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z) ∈L 1(
φ
−1(E)

)
,
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en cuyo caso ∫
E

f (x,y,z) d(x,y,z) =
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ ,ρ senϑ ,z)ρ d(ρ,ϑ ,z)

Coordenadas esféricas en el espacio.Dadas por el difeomorfismo φ de clase C ∞ del
abierto Ω =R+×]−π,π[×

]−π

2 , π

2

[
sobre el abierto G=R3\{(x,0,z) : x≤ 0}, definido por

φ(ρ,ϑ ,ϕ) = (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ)

con
detJφ (ρ,ϑ ,ϕ) = ρ

2cosϕ > 0,∀(ρ,ϑ ,ϕ) ∈Ω.

La fórmula del cambio de variable viene dada ahora para E ⊂ R3 medible y f : E→ R
medible por

f ∈L 1(E)⇔ ρ
2cosϕ f (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ) ∈L 1(

φ
−1(E)

)
,

en cuyo caso∫
E

f (x,y,z)d(x,y,z) =
∫

φ−1(E)
f (ρ cosϑ cosϕ,ρ senϑ cosϕ,ρ senϕ)ρ2cosϕd(ρ,ϑ ,ϕ).
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14.6. Ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

i)
f (x,y) = e−xy−2e−2xy en ]0,1[×]1,+∞[

ii)

f (x,y) = (x−y)e−(x−y)2
en R+×R+.

iii)

f (x,y) = sen

(
1

x−y

)
en {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1}.

iv)
f (x,y) = e−(x+y) en {(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y < x}.

v)

f (x,y) = e−xy en
{

(x,y) ∈ R2 : 1 < x, 0 < y <
1
x

}
.

vi)
f (x,y) = e−|x−y| en ]−1,1[×R.

vii)

f (x,y) =
x

(x2 +y2)
√

1−x
en {(x,y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < x}.

viii)

f (x,y) =
cos(xy)

(1+y2)
√

senx
en ]0,1[×R+.

ix)

f (x,y,z) =
1

(x2 +y2 +z2)α en R3 (α ∈ R).

14.2 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

i) (x,y)→ xy
(x2+y2)α (α > 0 es un parámetro).

ii) 1 < α < 2 =⇒ (x,y)→ senx seny
(x2+y2)α .
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14.3 Seanx1, . . . ,xN,a∈ RN y sea

T :=

{
x∈ RN : x = a+

N

∑
k=1

tkxk,
N

∑
k=1

tk ≤ 1, 0≤ tk, 1≤ k≤ N

}

el (N+1)-edro enRN (generalización del triángulo enR2 y del tetraedro enR3). Probar
que

λ (T) =
1
n!
|det(x1, . . . ,xN)|.

Indicación:Tomar como variables lastk y proceder por inducción sobreN, para calcular
la medida del conjunto{

t ∈ RN :
N

∑
k=1

tk ≤ 1, 0≤ tk, 1≤ k≤ N

}
.

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Bóveda de Viviani:

E =

{
(x,y,z) ∈ R3 :

(
x− 1

2

)2

+y2≤ 1
4

}⋂
{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ 1, 0≤ z

}
.

ii)

E =
{

(x,y,z) ∈ R+×R+×R+ : x
2
3 +y

2
3 +z

2
3 ≤ 1

}
.

Indicación:Hacer uso de la transformación{
x = ρ cos3ϑ

y = ρ sen3ϑ
.

iii)

E =
{

(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2≤ (1−z)2, x2 +y2≤ z
2
, z≤ 1

}
.

Indicación:E es la intersección de un cono y un paraboloide (un cucurucho de
helado invertido).

iv)
E =

{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ 3, x2 +y2−z2≤ 1

}
.

Indicación:E es la intersección de un hiperboloide (diábolo) y una esfera.
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14.5 Área de la cardioide.
La curva enR2, cuya ecuación en coordenadas polares viene dada por

ρ = 2a(1+cosϑ) (a∈ R+, −π < ϑ ≤ π)

se llama unacardioide. Sea

E = {(ρ cosϑ ,ρ senϑ) : −π < ϑ ≤ π, 0≤ ρ ≤ 2a(1+cosϑ)} .

Calcularλ (E).

14.6 Sólidos de revolución.
SeaE ⊂ R+

0 ×R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S=
{

(x,y,z) ∈ R3 :
(√

x2 +y2,z
)
∈ E
}

(sólido de revolución obtenido al girar el conjuntoE contenido en el planoXZ en torno
al ejeOZ). Probar queSes medible y que

λ (S) = 2π

∫
E

x d(x,z).

Aplicación: probar que

a) El volumen del toro engendrado por la rotación en torno al ejeOZ del círculo

(x−1)2 +(z−1)2≤ 1
4

(salvavidas) es
π2

2
.

b) El conjunto

E =
{

(x,z) ∈ R2 : 1 < x, 0 < z<
1
x2

}
tiene área uno y que el sólido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.

14.7 Integral de Gauss.
Probar que ∫ +∞

0
e−ax2

dx=
1
2

√
π

a
(a > 0).

Indicación:Probar, utilizando el Teorema del cambio de variable, que la funciónf :
R+×R+→ R definida por

f (x,y) = e−a(x2+y2) (x,y∈ R+)

es integrable y calcular su integral.
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14.8 Probar que la función

f (x,y) =
1

1+x2 +y2

es integrable en]0,+∞[×]0,1[ y deducir que:∫ π

2

0

arctg(cosx)
cosx

dx=
π

2
ln(1+

√
2).

14.9 Probar que ∫ +∞

0

lnx
x2−1

dx=
1
2

∫
R+×R+

d(x,y)
(1+x2y)(1+y)

=
π2

4
.

Deducir que ∫ 1

0

lnx
x−1

dx=
π2

6
y obtener a partir de ello que

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.

14.10 Probar que

lim
t→+∞

∫ t

0

senx
x

dx=
π

2
.

En el Ejemplo13.8se probó la existencia de dicho límite, ahora se trata de calcularlo

Indicaciones:

a) Probar, usando los Teoremas de Fubini y Tonelli, que la función

F(x,y) = e−xysenx

es integrable en]0,n[×]0,∞[ y que∫ n

0

senx
x

dx=
∫ +∞

0

[∫ n

0
e−xysenx dx

]
dy.

b) Para cada naturaln, seafn :]0,+∞[→ R la función definida por

fn(y) =
∫ n

0
e−xysenx dx.

Probar, integrando por partes, que

{ fn(y)} −→
1

1+y2 ,

Probar además que

| fn(y)| ≤
2

1+y2 , ∀n∈ N.
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c) Deducir finalmente, utilizando el teorema de la convergencia dominada (Teorema
12.5) que

lim
t→+∞

∫ t

0

senx
x

dx=
π

2
.

14.11 Calcular las siguientes integrales:

i) ∫
E

x√
1+x2 +y2

d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : y2≤ 2x, 0≤ x≤ 2}.

ii) ∫
E

√
xy d(x,y) con E =

{
(x,y) ∈ R2 : 0≤ y,

(
2x+y

4

)2

≤ x
6

}
.

iii) ∫
E

2xy(2−3x)
x2 +2y2 d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y, y2≤ 1

2
−x}.

iv) ∫
E
(x+y) d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : y2≤ x+2, x2≤ y+2}.

v) ∫
E

y2 d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ R2}.

vi) ∫
E

x2 +y2√
1+x2 +y2

d(x,y) con E =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 < 1, 0 < y

}
.

vii) ∫
E

(
x2

a2 +
y2

b2

)
d(x,y) con E =

{
(x,y) ∈ R2 :

x2

a2 +
y2

b2 < 1

}
.

viii) ∫
E

d(x,y)

(1+x2 +y2)
3
2

con E =
{

(x,y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y <
1√
3

}
.

ix) ∫
E

d(x,y,z)

(1+x+y+z)3

con
E =

{
(x,y,z) ∈ R3 : 0≤ x, 0≤ y, 0≤ z, x+y+z≤ 1

}
.

x) ∫
E
(x2 +y2 +z2) d(x,y,z)

con

E =
{

(x,y,z) ∈ R3 : 0≤ x, 0≤ y, 0≤ z,
x
a

+
y
b

+
x
c
≤ 1
}

(a,b,c > 0).
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14.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

i) f (x,y) = e−xy−2e−2xy /∈L 1(]0,1[×]1,+∞[)
Este ejercicio se puede hacer hallando las integrales iteradas de la funciónf que
son distintas y por el teorema de Fubini (Teorema14.1) la función no es integrable.
El método es peligroso pues si después de hacer las cuentas fuesen iguales de ahí
no se deduce nada y el trabajo se habría perdido.

Como ∫ 1

0

(
e−xy−2e−2xy) dy=

e−2x−e−x

x
y ∫ +∞

1

(
e−xy−2e−2xy) dx=

e−y−e−2y

y

de ser las integrales iteradas iguales concluiríamos que∫ +∞

1

e−x−e−2x

x
dx= 0 ,

lo que es absurdo pues el integrando es negativo.

ii) f (x,y) = (x−y)e−(x−y)2
/∈L 1(R+×R+)

iii) f (x,y) = sen
(

1
x−y

)
∈L 1({(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1})

En efecto,f es continua, está acotada y el conjunto de integración es de medida
finita.

iv) f (x,y) = e−(x+y) ∈L 1({(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y < x})
En efecto,f es medible positiva y∫ +∞

0

[∫ x

0
e−x−ydy

]
dx=

∫ +∞

0
e−x
[∫ x

0
e−ydy

]
dx=

∫ +∞

0
e−x(1−e−x)dx=

1
2

.

Si se quiere integrar en el otro orden hay que tener en cuenta que

{(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y < x}= {(x,y) ∈ R2 : 0 < y, y < x} .∫ +∞

0

[∫ +∞

y
e−x−ydx

]
dy=

1
2

.
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v) f (x,y) = e−xy /∈L 1
({

(x,y) ∈ R2 : 1 < x, 0 < y < 1
x

})
En efecto la funciónf es medible positiva. Como∫ +∞

1

[∫ 1
x

0
e−xy dy

]
dx=

∫ +∞

1

[
−1

x
e−xy

] 1
x

0
dx=

∫ +∞

1

(
1− 1

e

)1
x

= +∞ ,

f no es integrable en virtud del teorema de Fubini.

vi) f (x,y) = e−|x−y| ∈L 1(]−1,1[×R)
En efecto la funciónf es medible positiva. Como∫ 1

−1

[∫ +∞

−∞
e−|x−y|dy

]
dx=

∫ 1

−1

[∫ x

−∞
ey−x dy−

∫ +∞

x
ex−ydy

]
dx=

∫ 1

−1

([
ey−x]x

−∞ +
[
−ex−y]+∞

x

)
dx=

∫ 1

−1
2 dx= 4,

Luego por el teorema de Tonelli (Teorema14.6) la función f es integrable y por
el teorema de Fubini ∫

]−1,1[×R
f (x,y) d(x,y) = 4.

vii) f (x,y) = x
(x2+y2)

√
1−x
∈L 1({(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y < x}) En efecto la fun-

ción f es medible positiva. Como∫ 1

0

[∫ x

0

x

(x2 +y2)
√

1−x
dy
]

dx=
π

2

Luego por el teorema de Tonelli la funciónf es integrable y por el teorema de
Fubini ∫

{(x,y)∈R2: 0<x<1, 0<y< 1
x}

f (x,y) d(x,y) =
π

2

viii) f (x,y) = cos(xy)
(1+y2)

√
senx ∈L 1(]0,1[×R+)

| f (x,y)| ≤ g(x,y) =
1

1+y2)
√

senx

La funcióng es medible positiva y∫ +∞

0
g(x,y) dy=

π

4
1√

senx

que es integrable en]0,1[
(
comparar con1√

x

)
, luego por por el teorema de Tonelli

la funcióng es integrable e igual le ocurre a la funciónf (medible y acotada por
una integrable).
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ix) f (x,y,z) = 1
(x2+y2+z2)α /∈L 1(R3)(α ∈ R)

Veamos que la funciónf no es integrable enR3. Usando el teorema de cambio
de variable (Teorema14.10) para coordenadas esféricas, y el criterio de integra-
bilidad (Corolario14.7), la integrabilidad def en la bola unidad equivale a la
integrabilidad de la funciónρ 7→ ρ2−2α en ]0,1[ (respect. en]1,+∞[), lo cual
ocurre si, sólo si,α < 3

2 (respectivamenteα > 3
2).

En consecuencia,f no es integrable para ningún valor deα.

Para los valores deα en los quef es integrable en la bola unidad euclídea, te-
niendo en cuenta que en este caso, el determinante del jacobiano del cambio de
variable en(ρ,θ ,ϕ) esρ2cosϕ, usando los teoremas del cambio de variable y de
Fubini, se verifica∫

B(0,1)
f (x,y,z) d(x,y,z) =

∫ 1

0

[∫ π

−π

[∫ π

2

− π

2

ρ
2−2α cosϕ dϕ

]
dθ

]
dρ =

4π

∫ 1

0
ρ

2−2α dϕ =
4π

3−2α
.

Análogamente ∫
R3\B(0,1)

f (x,y,z) d(x,y,z) =
4π

2α−3
.

14.2 i) (x,y)→ xy
(x2+y2)α ∈L 1({(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 > 1})⇐⇒ α > 2 .

En efecto: la fórmula de cambio de variable a coordenadas polares nos dice que

f ∈L 1({(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 > 1}
)
⇐⇒ ρ

3−2α cosϑ senϑL 1(]1,+∞[×]−π,π[) ,

lo que equivale, en virtud del criterio de integrabilidad (Corolario14.7), a la finitud
de la integral ∫ +∞

1

[∫
π

−π

ρ
3−2α |cosϑ senϑ | dϑ

]
dρ,

lo que a su vez equivale a la finitud de∫ +∞

1
ρ

3−2α dρ ,

esto esα > 2 .

ii) 1 < α < 2 =⇒ (x,y)→ senx seny
(x2+y2)α ∈L 1(R2) .

Notemos
f (x,y) =

senx seny

(x2 +y2)α , ∀(x,y) ∈ R2\{(0,0)}.

La aditividad de la integral respecto el recinto de integración nos asegura que

f ∈L 1(R2)⇐⇒ f ∈L 1(B(0,1))∩L 1(R2\B(0,1)) .
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Si hacemos la mayoración

| f (x,y)| ≤ 1

(x2 +y2)α

no llegamos a nada pues

1

(x2 +y2)α /∈L 1(R2).

Sin embargo esta mayoración es buena para trabajar enR2\B(0,1). En efecto,

1 < α ⇐⇒ ρ
1−2α ∈L 1(]1,+∞[)⇐⇒ 1

(x2 +y2)α
∈L 1(R2\B(0,1))

=⇒ f ∈L 1(R2\B(0,1)).

Para trabajar enB(0,1) hay que afinar más y utilizar la acotación

|senx| ≤ |x| , |seny| ≤ |y|.

En efecto,

α < 2⇐⇒ ρ
3−2α ∈L 1(]0,1[)⇐⇒ |x| |y|

(x2 +y2)α
∈L 1(B(0,1))

=⇒ f ∈L 1(B(0,1)).

En ambos casos se han utilizado la fórmula de cambio de variable para coordena-
das polares, la integrabilidad de las funciones potenciales, el criterio de integrabi-
lidad y que toda función medible acotada por una integrable es integrable.

14.3 Seanx1, . . . ,xN,a∈ RN y sea

T :=

{
x∈ RN : x = a+

N

∑
k=1

tkxk,
N

∑
k=1

tk ≤ 1, 0≤ tk, 1≤ k≤ N

}

el (N+1)-edro enRN (generalización del triángulo enR2 y del tetraedro enR3). Probar
que

λ (T) =
1

N!
|det(x1, . . . ,xN)|.

Para cada naturalN, consideramos el conjunto

AN :=
{

t ∈ RN :
N

∑
k=1

tk ≤ 1,0≤ tk (1≤ k≤ N)
}

y la aplicación linealS: RN −→ RN dada por

S(ek) = xk (1≤ k≤ N) .
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Por serS lineal y llevar la base canónica en los vectores{x1, . . . ,xN} tenemos que

S(t) = S(t1e1 + . . .+ tNeN) = t1S(e1)+ . . .+ tNS(eN) = t1x1 + . . .+ tNxN,

y en consecuencia
S(AN) = T−a .

Obtenemos entonces que

λ (T) = λ (T−a) = λ (S(AN)) = |detS| λ (AN) = |det(x1, . . . ,xN)| λ (AN)

y probaremos por inducción que

λ (AN) =
1

N!
.

ParaN = 1 es inmediato. Supongamos que es cierto para un naturalN y lo probaremos
paraN+1. Así

λ (AN+1) =
∫
RN+1

χAN+1 d(t1, . . . , tN+1) =

=
∫ 1

0

[∫
{t∈RN: ∑N

k=1 tk≤1−tN+1, 0≤tk (1≤k≤N}
d(t1, . . . , tN)

]
dtN+1.

Como el conjunto{
t ∈ RN :

N

∑
k=1

tk ≤ 1− tN+1, 0≤ tk,1≤ k≤ N

}

es la imagen deAN mediante la homotecia de razón 1− tN+1, usando las propiedades
de la medida de Lebesgue y la hipótesis de inducción, concluimos que

λ (AN+1) =
∫ 1

0

[
(1− tN+1)N

λ (AN)
]

dtN+1 =
1

N+1
λ (AN) =

1
N+1

1
N!

=
1

(N+1)!
.

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Bóveda de Viviani: Intersección de un cilindro circular con la semiesfera, esto
es,

E =

{
(x,y,z) ∈ R3 :

(
x− 1

2

)2

+y2≤ 1
4

}⋂
{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ 1, 0≤ z

}
.

El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integración. La bóveda de
Viviani se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la función

(x,y) 7−→
√

1−x2−y2
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sobre el recinto de integración

F = B2

((
1
2
,0

)
,
1
2

)
=

{
(x,y) ∈ R2 :

(
x− 1

2

)2

+y2)≤ 1
4

}
.

La Proposición14.8nos asegura que

λ (E) =
∫

F

√
1−x2−y2 d(x,y).

El integrando nos aconseja utilizar coordenadas polares. Haciendo enF el cambio{
x = ρ cosϑ

y = ρ senϑ
, queda

ρ(ρ−cosϑ)≤ 0⇐⇒ ρ ≤ cosϑ c.p.d.
(
=⇒−π

2
≤ ϑ ≤ π

2

)
,

esto es, para cada valor de la variableϑ entre−π

2 y π

2 la variableρ varía en
]0,cosϑ ]. Así

φ
−1(F) =

{
(ρ,ϑ) : −π

2
≤ ϑ ≤ π

2
, 0 < ρ ≤ cosϑ

}
.

La fórmula del cambio de variable (Corolario14.11) nos da que

λ (E) =
∫

φ−1(F)

√
1−ρ2 ρ d(ρ,ϑ).

Ahora el teorema de Fubini (Teorema14.1) nos hace concluir que

λ (E) =
∫ π

2

− π

2

[∫ cosϑ

0

√
1−ρ2 ρ dρ

]
dϑ =

∫ π

2

− π

2

[−(1−ρ2)
3
2

3

]ρ=cosϑ

ρ=0

dϑ =

1
3

(
π−

∫ π

2

− π

2

|senϑ |3dϑ

)
=

1
3

(
π−2

∫ π

2

0
sen3ϑ dϑ

)
=

3π−4
9

.

ii) El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integración. Dicho conjunto
se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la función

(x,y) 7−→
(

1−x
2
3 −y

2
3

) 3
2

sobre el recinto de integración

F =
{

(x,y) ∈ R+×R+ : x
2
3 +y

2
3 ≤ 1

}
.

La Proposición14.8nos asegura que

λ (E) =
∫

F

(
1−x

2
3 −y

2
3

) 3
2

d(x,y).
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Haciendo uso de la transformación indicada, esto es, el difeomorfismoφ de clase
C1 del abiertoR+×

]
0, π

2

[
sobre el abiertoR+×R+ dado por{

x = ρ cos3ϑ

y = ρ sen3ϑ

}
=⇒

∣∣det Jφ (ρ,ϑ)
∣∣= 3 ρ sen2θ cos2ϑ > 0.

Utilizando enF el citado cambio de variable nos queda

ρ
2
3(cos2ϑ +sen2ϑ)≤ 1⇐⇒ ρ

2
3 ≤ 1⇐⇒ 0 < ρ ≤ 1,

es decir, para cada valor de la variableϑ entre 0 y
π

2
, la variableρ varía en]0,1].

Así
φ
−1(F) =

{
(ρ,ϑ) : 0≤ ϑ ≤ π

2
, 0 < ρ ≤ 1

}
c.p.d..

La fórmula del cambio de variable (Corolario14.10) nos da que

λ (E) =
∫

φ−1(F)

(
1−ρ

2
3

) 3
2
3 ρ sen2θ cos2ϑ d(ρ,ϑ).

Ahora el Teorema de Fubini14.1nos hace concluir que

λ (E) =
∫ π

2

0

[∫ 1

0

(
1−ρ

2
3

) 3
2
3 ρ sen2θ cos2ϑ dρ

]
dϑ =[∫ π

2

0
sen2ϑ cos2ϑ dϑ

][∫ 1

0

(
1−ρ

2
3

) 3
2
3 ρ dρ

]
=

π

16
× 8

35
=

π

70
,

donde se han usado dos resultados del Ejercicio 13.0
(
en el segundo se aconseja

el cambio de variableρ =
(
1−x2

) 3
2
)
.

iii) El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integración. Se trata de
calcular el volumen del sólido interior al cono{

(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2≤ (1−z)2}
y al paraboloide {

(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2≤ z
2
, z≤ 1

}
por debajo del vértice del cono

V = (0,0,1)

(un cucurucho de helado invertido). Se tiene que

λ (E) =
∫
R3

χE d(x,y,z) =
∫

E
d(x,y,z).

Lo primero es resolver el sistema{
x2 +y2 = (1−z)2

x2 +y2 =
z
2

=⇒ 2z2−5z+2 = 0⇐⇒
{

z= 1
2

z= 2
.
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La soluciónz= 2 es superior al vérticeV del cono.

Primer método:El Teorema de Fubini nos da

λ (E) =
∫ 1

0

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz=

∫ 1
2

0

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz+
∫ 1

1
2

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz=

∫ 1
2

0

[∫
{(x,y)∈R2: x2+y2≤ z

2}
d(x,y)

]
dz+

∫ 1

1
2

[∫
{(x,y)∈R2: x2+y2≤(1−z)2}

d(x,y)
]

dz=

π

∫ 1
2

0

z
2

dz+π

∫ 1

1
2

(1−z)2 dz=
π

16
+

π

24
=

5π

48
,

donde se ha utilizado la fórmula del área de los círculos de radios

√
z
2

y 1− z

respectivamente.

Segundo método:Si proyectamos el círculo de intersección de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integración

F =
{

(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1
4

}
.

Para cada(x,y) ∈ F la variablez varía entre el paraboloide y el cono. Así el
Teorema de Fubini nos da también

λ (E) =
∫

F

[∫ 1−
√

x2+y2

2(x2+y2)
dz

]
d(x,y) =∫

F

(
1−
√

x2 +y2−2(x2 +y2)
)

d(x,y) =∫
]0, 1

2 [×]−π,π[

(
1−ρ−2ρ

2)
ρ d(ρ,ϑ) =

∫ 1
2

0

[∫
π

−π

(
1−ρ−2ρ

2)
ρ dϑ

]
dρ = 2π

∫ 1
2

0

(
ρ−ρ

2−2ρ
3)dρ =

5π

48
,

donde se han utilizado la fórmula del cambio de variable a coordenadas polares y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

iv) El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integración. Se trata de
calcular el volumen del sólido que el hiperboloide (diábolo)

{(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2−z2≤ 1}

delimita con la esfera

{(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ 3}.
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Se tiene que

λ (E) =
∫
R3

χE d(x,y,z) =
∫

E
d(x,y,z).

Lo primero es resolver el sistema{
x2 +y2 +z2 = 3
x2 +y2−z2 = 1

=⇒ 3−z2 = 1+z2⇐⇒ z=±1.

Por razones de simetría nos limitamos al conjunto

{(x,y,z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2≤ 3, x2 +y2−z2≤ 1, 0≤ z},

con lo que la única solución esz= 1.

Primer método:El Teorema de Fubini nos da

λ (E) = 2
∫ √3

0

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz=

2

(∫ 1

0

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz+
∫ √3

1

[∫
E(z)

d(x,y)
]

dz

)
=

2
∫ 1

0

[∫
{(x,y)∈R2: x2+y2≤1+z2}

d(x,y)
]

dz+

2
∫ √3

1

[∫
{(x,y)∈R2: x2+y2≤3−z2}

d(x,y)
]

dz=

2π

(∫ 1

0
(1+z2) dz+

∫ √3

1
3−z2 dz

)
=

2π

((
1+

1
3

)
+
(

3
√

3−3−
√

3+
1
3

))
=

4(3
√

3−2)π
3

,

donde se ha utilizado la fórmula del área de los círculos de radios
√

1+z2 y√
3−z2 respectivamente.

Segundo método:Si proyectamos el círculo de intersección de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integración

F =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 2

}
,

que interesa descomponer de la forma

F = F1∪F2 =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ 1

}
∪
{
(x,y) ∈ R2 : 1 < x2 +y2≤ 2

}
.

Para cada(x,y) ∈ F1 la variablezvaría entre el planoOXY y la esfera y para cada
(x,y) ∈ F2 la variablez varía entre el hiperboloide y la esfera. Así el Teorema de
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Fubini nos da también

λ (E) = 2

(∫
F1

[∫ √3−x2−y2

0
dz

]
d(x,y)+

∫
F2

[∫ √3−x2−y2

√
x2+y2−1

dz

]
d(x,y)

)
=

2

(∫
F1

√
3−x2−y2 d(x,y)+

∫
F2

(√
3−x2−y2−

√
x2 +y2−1

)
d(x,y)

)
=

2

(∫
]0,1]×]−π,π[

√
3−ρ2 ρ d(ρ,ϑ)+

∫
]1,
√

2[×]−π,π[

(√
3−ρ2−

√
ρ2−1

)
ρ d(ρ,ϑ)

)
=

2

(∫ 1

0

[∫
π

−π

√
3−ρ2 ρ dϑ

]
dρ +

∫ √2

1

[∫
π

−π

(√
3−ρ2−

√
ρ2−1

)
ρ dϑ

]
dρ

)
=

−4π× 2
3
× 1

2

([
(3−ρ

2)
3
2

]1

0
+
[
(3−ρ

2)
3
2

]√2

1
+
[
(ρ2−1)

3
2

]√2

1

)
=

−4π

3

([
(3−ρ

2)
3
2

]√2

0
+
[
(ρ2−1)

3
2

]√2

1

)
=

4(3
√

3−2)π
3

,

donde se han utilizado la fórmula del cambio de variable a coordenadas polares y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

14.5 Área de la cardioide.
La curva enR2, cuya ecuación en coordenadas polares viene dada por

ρ = 2a(1+cosϑ) (a∈ R+, −π < ϑ ≤ π)

se llama unacardioide. Sea

E = {(ρ cosϑ ,ρ senϑ) : −π < ϑ ≤ π, 0≤ ρ ≤ 2a(1+cosϑ)} .

Calcularλ (E).

Conviene dibujarla cardioide lo que justifica su nombre. Se tiene queE es un compacto
luego medible con medida finita y

λ (E) =
∫

E
d(x,y) .

Es fácil ver que siφ es el cambio a polares, entonces

φ
−1(E) = {(ρ,ϑ) :−π < ϑ < π,0 < ρ < 2a(1+cosϑ} c.p.d.

La fórmula de cambio de variable (Corolario14.11) a coordenadas polares nos da

λ (E) =
∫

φ−1(E)
ρ d(ρ,ϑ) .

El teorema de Fubini (Teorema14.1) nos hace concluir

λ (E) =
∫

π

−π

[∫ 2a(1+cosϑ)

0
ρ dρ

]
dϑ = 2a2

∫
π

−π

(1+cosϑ)2 = 6a2
π .
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14.6 Sólidos de revolución.
SeaE ⊂ R+

0 ×R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S=
{

(x,y,z) ∈ R3 :
(√

x2 +y2,z
)
∈ E
}

(sólido de revolución obtenido al girar el conjuntoE contenido en el planoXZ en torno
al ejeOZ). Probar queSes medible y que

λ (S) = 2π

∫
E

x d(x,z).

En efecto consideremos el difeomorfismo de claseC ∞

φ : R+×]−π,π[×R−→ R3\{(x,0,z) : x≤ 0}

que da el cambio a coordenadas cilíndricas. Utilizando dichas coordenadas cuando
ϑ = 0 el sólido de revolución se confunde conE, y para otro valor de la variableϑ
las variables(ρ,z) se mueven en el girado deE, que se comporta comoE a todos los
efectos, así

χφ−1(S)(ρ,ϑ ,z) = χE(ρ,z) χ]−π,π[(ϑ), c.t. (ρ,ϑ ,z)

es decir

φ
−1(S) = {(ρ,ϑ ,z) : (ρ,z) ∈ E, −π < ϑ < π} ≡ E×]−π,π[

de donde se deduce queφ−1(S) es medible y por tantoSes medible. Se tiene que

λ (S) =
∫

S
d(x,y,z) =

∫
φ−1(S)

ρ d(ρ,ϑ ,z) =
∫

E

[∫
π

−π

ρ dϑ

]
d(ρ,z) =

2π

∫
E

ρ d(ρ,z) = 2π

∫
E

x d(x,z),

donde se han utilizado la fórmula de cambio de variable a coordenadas cilíndricas y el
teorema de Fubini.

Aplicación: probar que

a) El volumen del toro engendrado por la rotación en torno al ejeOZ del círculo

(x−1)2 +(z−1)2≤ 1
4

(salvavidas) es
π2

2
.

En efecto, haciendo el cambio{
x = 1+ρ senϑ

y = 1+ρ cos ϑ

se tiene que∫
E

x d(x,z) =
∫ 1

2

0

[∫
π

−π

(1+ρ cos ϑ)ρ dϑ

]
dρ =

∫ 1
2

0
2π ρ dρ =

π

4
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b) El conjunto

E =
{

(x,z) ∈ R2 : 1 < x, 0 < z<
1
x2

}
tiene área uno y que el sólido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.
En efecto

λ (E) =
∫ +∞

1

[∫ 1
x2

0
dz

]
dx=

∫ +∞

1

dx
x2 =

[
−1

x

]∞

1
= 1

λ (S) = 2π

∫
E

xd(x,z) = 2π

∫ +∞

1

[∫ 1
x2

0
x dz

]
dx= 2π

∫ +∞

1

dx
x

= +∞ .

14.7 Integral de Gauss.
Seag : R+×]0, π

2 [→ R la función definida por

g(ρ,ϑ) = f (ρ cosϑ ,ρ senϑ)ρ = ρ e−aρ2
.

El teorema del cambio de variable (Teorema14.10) nos asegura que

f ∈L (R+×R+)⇐⇒ g∈L
(
R+×

]
0,

π

2

[)
,

en cuyo caso sus integrales coincide. Se tiene que∫ +∞

0

[∫ π

2

0
ρ e−aρ2

dϑ

]
dρ =

π

2

∫ +∞

o
ρ e−aρ2

dρ =
π

2

[−e−aρ

2a

]ρ=+∞

ρ=0
=

π

4a
,

donde se ha utilizado la regla de Barrow (Teorema13.5). Los teoremas de Tonelli y
Fubini (Teoremas14.6y 14.1) nos aseguran queg es integrable y que∫

R+×]0, π

2 [
ρ e−aρ2

d(ρ,θ) =
π

4a
.

Ahora el teorema del cambio de variable nos asegura la integrabilidad def y que∫
R+×R+

e−a(x2+y2) d(x,y) =
π

4a
.

Una nueva aplicación del teorema de Fubini nos dice que la funciónx 7−→ e−ax2
es

integrable enR+ y que

π

4a
=
∫
R+

[∫
R+

e−a(x2+y2) dy

]
dx=

∫
R+

e−ax2
[∫
R+

e−ay2
dy

]
dx=[∫

R+
e−ax2

dx

][∫
R+

e−ay2
dy

]
=
[∫
R+

e−ax2
dx

]2

,

esto es, ∫ +∞

0
e−ax2

dx=
1
2

√
π

a
(a > 0).
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14.8 Probar que la función

f (x,y) =
1

1+x2 +y2

es integrable en]0,+∞[×]0,1[ y deducir que:∫ π

2

0

arctg(cosx)
cosx

dx=
π

2
ln(1+

√
2).

En efecto, la funciónf es medible positiva, con lo que en virtud del criterio de integra-
bilidad (Corolario14.7) es integrable si, y sólo si, la siguinte integral es finita

∫ 1

0

[∫ +∞

0

dx
1+x2 +y2

]
dy=

∫ 1

0


∫ +∞

0

1
1+y2

dx

1+
(

x√
1+y2

)2

 dy=

∫ 1

0

 1√
1+y2

∫ +∞

0

dx√
1+y2

1+
(

x√
1+y2

)2

 dy=

∫ 1

0

[[
arctan

(
x√

1+y2

)]x=+∞

x=0

1√
1+y2

]
dy=

π

2

∫ 1

0

dy√
1+y2

=
π

2

[
log(y+

√
1+y2) = argsenhy

]y=1

y=0
=

π log(1+
√

2)
2

.

El teorema de Fubini (Teorema14.1) nos asegura ahora que

π log(1+
√

2
2

=
∫ +∞

0

[∫ 1

0

dx
1+x2 +y2

]
dx=

=
∫ +∞

0
arctan

( 1√
1+x2

) dx√
1+x2

=
(

x = tant
)

=
∫ π

2

0

arctan(cost)
cost

dt .

Hemos probado que ∫
π/2

0

arctan(cosx)
cosx

dx=
π log(1+

√
2)

2

14.9 La función f : R+×R+ −→ R definida por

f (x,y) =
1

2(1+y)(1+x2y)
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es medible positiva, el criterio de integrabilidad (Corolario14.7) nos dice quef es
integrable si, y sólo si, la siguiente integral es finita

1
2

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

1
(1+y)(1+yx2)

dx
]

dy=

=
1
2

∫ +∞

0

[ 1
(1+y)

√
y

[
arctan

√
yx
]x=∞

x=0

]
dy=

π

2

∫ +∞

0

1
2(1+y)

√
y

dy=

=
π

2

[
arctan

√
y
]y=+∞

y=0
=

π2

4
.

El teorema de Fubini (Teorema14.1) nos asegura ahora que

π2

4
=

1
2

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

dy
(1+y)(1+yx2)

]
dx .

Como se verifica c.p.d. la identidad

f (x,y) =
1

2(1−x2)

(
1

1+y
− x2

1+yx2

)
,

(salvo en la semirrectax = 1,y > 0), entonces se tiene que∫ +∞

0

dy
(1+y)(1+yx2)

=
∫ +∞

0

1
1−x2

(
1

1+y
− x2

1+yx2

)
dy=

=
1

1−x2

[
log

(
1+y

1+yx2

)]y=+∞

y=0
=

1
1−x2

[
log

(
1
x2

)
− log1

]
=

2logx
x2−1

y, en consecuencia, ∫ +∞

0

logx
x2−1

dx=
π2

4
.

Como ∫ +∞

0

logx
x2−1

dx=
∫ 1

0

logx
x2−1

dx+
∫ +∞

1

logx
x2−1

dx=
(

x =
1
t

)
=

=
∫ 1

0

logx
x2−1

dx+
∫ 0

1

logt
1− t2 dt = 2

∫ 1

0

logx
x2−1

dx ,

concluimos que ∫ 1

0

logx
x2−1

=
π2

8
.

Llamamos ahora

A =
∫ 1

0

logx
x−1

dx, B =
∫ 1

0

logx
x+1

dx .

Obsérvese que no hay problema de integrabilidad, ya que en el punto 1 tienen límite y
en el punto 0, al ser

lim
x→0

logx
x−1
logx

=−1 6= 0, lim
x→0

logx
x+1
logx

= 1 6= 0 ,
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basta usar el criterio de comparación para comprobar que ambas funciones son integra-
bles, ya que la función log es integrable en]0,1[.

Se sigue pues

A+B =
∫ 1

0

2xlogx
x2−1

dx=
(
x2 = t

)
=

A
2

A−B = 2
∫ 1

0

logx
x2−1

dx=
π2

4

 ⇒ A =
∫ 1

0

logx
x−1

dx=
π2

6
.

Por último, como

0 < x < 1⇒ 1
1−x

=
∞

∑
n=0

xn ,

se tiene que ∫ 1

0

logx
x−1

dx=
∫ 1

0

( ∞

∑
n=0

(− logx)xn
)

dx ,

y como paran∈ N∪{0} se verifica la igualdad

∫ 1

0
−(logx)xn dx=

[ u =− logx, u′ = −1
x

v′ = xn, v = xn+1

n+1

]
=
∫ 1

0

xn

n+1
dx=

1
(n+1)2

y la serie∑n≥1
1
n2 es convergente, en virtud del teorema de la convergencia absoluta

(Teorema12.8) tenemos que

∫ 1

0

logx
x−1

dx=
∫ 1

0

(
∞

∑
n=0

(− logx)xn

)
dx =

=
∞

∑
n=0

(∫ 1

0
(− logx)xn dx

)
=

∞

∑
n=1

1
n2 .

Hemos probado, por tanto que
∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.

14.10 a) F es medible, por ser continua, y para cadan natural es

(14.7.1)
∫ +∞

0
|F(x,y)|dy=

[
−|senx|

x
e−xy

]y=+∞

y=0
=
|senx|

x
∈L 1(]1,n[),

pues esta función es continua y tiene límite en 0 y enn. El criterio de integra-
bilidad (Corolario14.7) nos usegura queF es integrable en]0,n[×]0,+∞[. El
teorema de Fubini nos dice ahora que∫ n

0

[∫ +∞

0
F(x,y)dy

]
dx=

∫ +∞

0

[∫ n

0
F(x,y)dx

]
dy.
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Procediendo como en la igualdad14.7.1calculamos la primera integral del primer
miembro, obteniendo que∫ n

0

senx
x

dx=
∫ +∞

0

[∫ n

0
e−xy senx dx

]
dy.

b) El teorema de Fubini asegura que cadafn está definida c.p.d. (de hecho esta defi-
nida en todo punto) y que es integrable. Integrando por partes dos veces se tiene
para cadan natural que

fn(y) =
[
−e−xy cosx

]x=n

x=0
−y

∫ n

0
e−xy cosx dx=

1−e−ny cosn−y
∫ n

0
e−xy cosx dx=

1−eny cosn−y

([
e−xy senx

]x=n

x=0
+y

∫ b

0
e−xy senx ax

)
=

1−eny cosn−y
(
e−ny senn+y fn(y)

)
,

luego

fn(y) =
1−e−ny (cosn+y senn)

1+y2 , ∀n∈ N,

y en consecuencia

{ fn(y)} −→
1

1+y2 .

Además, para cada naturaln se verifica también que∣∣∣∣cosn+ysenn
eny

∣∣∣∣≤ 1+y
ey ≤ 1,

de donde se sigue para cada naturaln que

| fn(y)| ≤
2

1+y2 ∈L 1(]0,+∞[).

c) Como el límite existe, basta calcular

lim
∫ n

0

senx
x

dx .

El apartadob) nos permite aplicar el teorema de la convergencia dominada (Teo-
rema12.5) a la sucesión{ fn} para obtener, teniendo en cuenta el apartadoa),
que

lim
∫ n

0

senx
x

dx= lim
∫ +∞

0
fn(y) dy=

∫ +∞

0

dy
1+y2 =

[
arctgy

]y=+∞

y=0
=

π

2
.

Hemos probado que

lim
t→+∞

∫ t

0

senx
x

dx=
π

2
.
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14.11 i) ∫
E

x√
1+x2 +y2

d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : y2≤ 2x, 0≤ x≤ 2}.

La función anterior es continua enR2, por tanto, es integrable sobre compactos y
E es compacto. Usando el Teorema de Fubini, tenemos∫

E

x√
1+x2 +y2

d(x,y) =
∫ 2

−2

[∫ 2

y2
2

x√
1+x2 +y2

dx
]

dy=

D =
∫ 2

−2

[√
1+x2 +y2

]x=2

x= y2
2

]
dy=

∫ 2

−2

√
5+y2 dy−

∫ 2

−2
(
y2

2
+1) dy=

=
(

6+
5
2

log5
)
− 20

3
=
−2
3

+
5
2

log5 .

ii) ∫
E

√
xy d(x,y) con E =

{
(x,y) ∈ R2 : 0≤ y,

(
2x+y

4

)2

≤ x
6

}
.

De la segunda condición se deduce quex≥ 0 y entonces ha de verificarse que
x
2

+
y
4
≤
√ x

6, es decir, 2x+ y≤ 4√
6

√
x; como además,y≥ 0, entoncesE es la

región deR2 del primer cuadrante limitada por la funciónf : R+ −→ R dada por

f (x) =
4√
6

√
x−2x,

Como además,
(

x
2

)2
≤ x

6⇒ x≤ 2
3, entonces

∫
E

√
xy d(x,y) =

∫ 2/3

0

[∫ 4
√

x
6−2x

0

√
xy dy

]
dx=

=
∫ 2/3

0

3
2
√

xy
3
2

]y= 4√
6

√
x−2x

y=0
dx=

∫ 2/3

0

3
2

√
x
( 4√

6

√
x−2x

) 3
2

dx= . . .

iii) ∫
E

2xy(2−3x)
x2 +2y2 d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : 0 < x, 0 < y, y2≤ 1

2
−x}.

∫
E

2xy(2−3x)
x2 +2y2 d(x,y) =

∫ 1/2

0

[∫ √1/2−x

0

2xy(2−3x)
x2 +2y2 dy

]
dx=

=
∫ 1/2

0

[x(2−3x)
2

log(x2 +2y2)
]y=
√

1/2−x

y=0
dx=

=
∫ 1/2

0

x(2−3x)
2

log
x2−2x+1

x2 dx= . . .



568 14. Técnicas de integración en varias variables.

iv) ∫
E
(x+y) d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : y2≤ x+2, x2≤ y+2}.

El dominio es la región comprendida en el interior de dos parábolas

∫
E
(x+y) d(x,y) =

∫ −1

−1−
√

5
2

[∫ √x+2

x2−2
(xy+y) dy

]
dx+

+
∫ −1+

√
5

2

−1

[∫ √x+2

−
√

x+2
(x+y) dy

]
dx+

∫ 2

−1+
√

5
2

[∫ √x+2

x2−2
(x+y) dy

]
dx= · · ·

v) ∫
E

y2 d(x,y) con E = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2≤ R2}.

∫
E

y2 d(x,y) =
∫

π

−π

[∫ R

0
ρ

3sen2θ dρ

]
dθ =

R4

4

∫
π

−π

sen2θ dθ =
πR4

4
.

vi) ∫
E

x2 +y2√
1+x2 +y2

d(x,y) con E =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 < 1, 0 < y

}
.

E es medible con medida finita yf χE está acotada por 1, luegof χE es integrable.

∫
E

x2 +y2√
1+x2 +y2

d(x,y) =
∫

π

0

[∫ 1

0

ρ3√
1+ρ2

dρ

]
dθ =

{
u = ρ2

v′ = ρ(1+ρ2)
1
2

∫
π

0

[
ρ

2(1+ρ
2)

1
2
− 2

3
(1+ρ

2)
3
2

]ρ=1

ρ=0
=

(2−
√

2)π
3

.

vii) ∫
E

(
x2

a2 +
y2

b2

)
d(x,y) con E =

{
(x,y) ∈ R2 :

x2

a2 +
y2

b2 < 1

}
.

E es medible y tiene medida finta, por ser compacto y ademásf χE está da por

1, por tantof χE es integrable. Haciendo el cambio de variable

{
x = aρ cosθ

y = bρ senθ
,

se tiene que el valor absoluto del determinante del jacobiano del cambio de va-
riable esabρ (estamos suponiendo quea,b > 0). La función que da el cambio de
variable es

Φ : R+×
]
−π,π

[
−→ R2

la dada por

Φ(ρ,θ) = (aρ cosθ ,bρ senθ) (ρ > 0,θ ∈]−π,π[)
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es de clase infinito, inyectiva y su imagen es el conjuntoR2\{(x,0) : x≤ 0}. Así
el Teorema global de la función inversa nos asegura queΦ es un difeomorfismo
de clase infinito y podemos aplicar el teorema del cambio de variable (Corolario
8.8), obteniéndose∫

E

(
x2

a2 +
y2

b2

)
d(x,y) =

∫
π

−π

[∫ 1

0
abρ

3 dρ

]
dθ =

abπ

2
.

viii) ∫
E

d(x,y)

(1+x2 +y2)
3
2

con E =
{

(x,y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y <
1√
3

}
.

El recinto de integración es un rectángulo de lados 1 y
1√
3

. En general, si

α = arctan

(
b
a

)
,

en el cambio a coordenadas polares de tiene:

0 < θ < α ⇒ 0 < ρ <
a

cosθ
; α < θ <

π

2
⇒ 0 < ρ <

b
senθ

.

En nuestro casoα = arctan
1√
3

=
π

6

I :=
∫

E

1

(1+x2 +y2)
3
2

d(x,y) =

=
∫ π

6

0

[∫ 1
cosθ

0

ρ

(1+ρ2)
3
2

]
dθ +

∫ π

2

π

6

[∫ 1√
3cosθ

0

ρ

(1+ρ2)
3
2

]
dθ =

=
(

π

6
−arctan

√
7

7

)
+
(

arctan

√
7

3
− π

6

)
=

= arctan

√
7

3
−arctan

√
7

7
.

ix) ∫
E

d(x,y,z)

(1+x+y+z)3

con
E =

{
(x,y,z) ∈ R3 : 0≤ x, 0≤ y, 0≤ z, x+y+z≤ 1

}
.∫

E

1
(1+x+y+z)3 d(x,y,z)=

∫ 1

0

[∫
{(x,y)∈R2:x+y≤−z}

1
(1+x+y+z)3 d(x,y)

]
dz=

∫ 1

0

[∫ 1−z

0

[∫ 1−y−z

0
f rac1(1+x+y+z)3 dx

]
dy

]
dz=
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∫ 1

0

[∫ 1−z

0

[
−1

2(1+x+y+z)2

]x=1

x=0
dy

]
dz= · · ·

x) ∫
E
(x2 +y2 +z2) d(x,y,z)

con

E =
{

(x,y,z) ∈ R3 : 0≤ x, 0≤ y, 0≤ z,
x
a

+
y
b

+
x
c
≤ 1
}

(a,b,c > 0).

∫
E
(x2 +y2 +z2) d(x,y,z) =∫ c

0

[∫
{(x,y)∈R2: 0≤x, 0≤y, x

a+ y
b≤1− z

c}
(x2 +y2 +z2) d(x,y)

]
dz=

∫ c

0

[∫ b
(

1− z
c

)
0

[∫ a
(

1− z
c−

y
b

)
0

(x2 +y2 +z2) dx
]

dy
]

dz= · · ·
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