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Capitulo |

Continuidad






Tema l

Introduccion al Analisis de una variable.

1.1. Resultados fundamentales eR.

Los numeros reales constituyen la base sobre la cual se asienta el Analisis Matemati-
co. Consecuentemente, la primera premisa para avanzar provechosamente en este area sera
establecer las propiedades del conjuRtde los nimeros reales.

Codificamos a continuacioén las propiedades basic&aqlee de hecho lo caracterizag.
es un conjunto provisto de una suma y un producto respecto de los esalasuerpo con-
mutativa Esta dotado ademas de urtacion de orden total compatible con las operaciones
del cuerpg esto es, una relacion de ord€mue verifica las siguientes propiedades:

) aabeR=a<bob<a,
i) [a,b,ceR,a<bj=a+c<b+c,y
i) [a,b,ceR, a<b, 0<c]=ac<bc

Notese, sin embargo, que el cuer@ode los numeros racionales también goza de las
anteriores propiedades por lo que l6gicamente no son éstas por si solas las que caracterizan a
R. La propiedad fundamental de(que ya lo distingue d@®) es elaxioma del supremo

Axioma 1.1 (del supremo).Todo conjunto no vacio y mayorado de numeros reales tiene
supremo, es decir, el conjunto de sus mayorante tiene minimo.

Es claro que para que un conjunto de nimeros reales tenga supremo ha de ser no vacio y
mayorado. El axioma anterior nos asegura que estas dos condiciones son también suficientes.
El supremo de un conjunto A no vacio y mayorado de nimeros reales se notara en lo sucesivo
SUpA.

Es facil comprobar a partir del axioma del supremo que todo confudéonimeros reales
no vacio y minorado tiene infimo, que en lo sucesivo se notara lfh efecto, si notamos
—A:={—a:ac A}, setiene que

mes minorante dé& < —mes mayorante de- A
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De lo anterior se deduce que Af= —sup(—A).

Corolario 1.2. Todo conjunto de niumeros reales no vacio y acotado tiene supremo e infimo.

Proposicion 1.3 (Caracterizacion de supremo y de infimo)Sea A un conjunto no vacio de
nameros reales y sea x un numero real. Entonces

i) X = SUpA < a<x VacA

- Ve>0,dJacA: x—e<a
.. . x<a VaeA
) x_|an<:>{ Ve>0,dJacA: a<Xx+¢

Demostracion:

i) Si X = supA, x es mayorante d&y dadoe > 0, x— € no puede ser mayorante de
A, luego existea € Atal quex—¢ < a.

Claramentex es mayorante dA. Sea y un mayorante cualquiera AeSi fuese
y < X, aplicando la hipotesis al positivo= x —y, existiriaa € A tal quey = x+ (y—X) =
X— € < @, lo cual es absurdo pues y es un mayorantd.d&si puesx <y, lo que prueba que
x es el minimo de los mayorantes Ale
i) Andloga a). .

Comenzamos ya a exponer las primeras consecuencias del axioma del supremo que cons-
tituyen los pilares sobre los que se sustenta el Andlisis Matemético.

Teorema 1.4.Sea{x,} una sucesion monétona de numeros reales. Se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) Si{xn} es creciente y mayorada, entondes} — sup{x,: ne N}.

i) Si{x,} es decreciente y minorada, entondegs} — inf{x,: n€ N}.

Demostracion:
i) Es claro qugx, : ne N} es un conjunto no vacio y mayorado. Sea

L =sup{X,: ne N}.
Fijadoe > 0 existem e N tal queL — € < X, de donde se deduce que
L—e<Xn<xs<L<L+eg Vn>m,

donde se ha utilizado que la suces{éq} es creciente.
ii) Utilizandoi) se obtiene que

limxp = —1lim(—x,) = —sup{—X»: n€ N} = inf{x, : n e N}.
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Definicion 1.5. Sean{xn}, {yn} dos sucesiones de nameros reales. Diremogyiees una
subsucesion sucesion parciatie {x,} si existe una aplicacion

c.:N — N

estrictamente creciente tal que
Yn = Xs5(n)s YneN.

Teorema 1.6 (de los intervalos encajadospBea{l,} una sucesion decreciente de intervalos
cerrados no vacios tal qué/(l,)} — 0 (donde/(l,) denota la longitud del intervaloy).
Entonces existe un nimero real x tal qufe 1, = {x}.

Demostracion:

MNh_41!n puede tener a lo sumo un punto. En efect®, gic N _;In, [X—Y| <4(In), VneN,
y en consecuencia=y.

Veamos que dicho conjunto no es vacio. Si para cada natural n notamosy, by),
entonceqan} es creciente y mayorada. El teorema anterior nos asegura que

{an} — x:=sup{a,:ne N} .

En consecuencia para cada natundh sucesion am.h}hen, parcial de{a,}, también con-
verge ax, de donde deducimos, al ser

am < amh < bm, Yhe N,
qguex € I, para todo naturah, es decir,

X € Np_qln -

Definicion 1.7. Una sucesiofx,} de numeros reales es @auchysi

Ve >0, Ime N:p,g>m=|xp—Xg| <€.
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Teorema 1.8 (de complitud deR). EnR, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion:
Sea{xn} una sucesion de Cauchy de numeros reales. Veamogghestéa acotada. En
efecto, por definicién,

dIneN:n>m= —-1<X3—Xn<1 0seaXm—1<Xy<Xn+1,

de donde se deduce q{ig,} esté acotada.
Para cada natural n definimos

an:=inf{x:k>n} y b,:=sup{x:k>n}

(los conjuntos que aparecen en las definicibn son no vacios y acotados). Es inmediato que
{[an,bn]} es una sucesién decreciente de intervalos cerrados y acotados.d-ija@iexiste
mtal que

P,g> M= [Xp—Xq| < €.

De la expresionx, < xq+ €, Vp,q > mse deduce que
bn:=sup{Xp: p>n} <xq+¢&,Vn,g>m,
que podemos escribir en la forrba— & < x4, ¥n,q > m, de donde obtenemos
bh—e <inf{Xq:q>n}:=a,.

Hemos probado que> m=- b, —a, < €. El teorema anterior nos asegura qiie; [an, bn] =
{x}, para algurxreal. Se tiene ahora pana> mque

Xn—X <bh—an<e¢,
es decir la sucesiofx,} converge &. .
El procedimiento usado en la demostracion del teorema de complitRgdglee asigna a
cada sucesion acotadl®,} dos sucesiones de numeros redlag y {b,} dadas por
an:=inf{x:k>n} y bpn:=sup{x:k>n},

es especialmente Gtil. Cuando la sucesigg} no esta acotada, al menos una de estas dos
sucesiones no esta definida {&n Esta dificultad desaparece considerando el siguiente con-
junto:

Definicion 1.9 (El conjunto [—o, +]). Sean—o, +c dos objetos matematicos distintos
que no son numeros reales. En el conjupt®, 40| = RU {—n, +0} se extiende el orden
usual deR definiendo—oco < X < +00, VX € R.

A patrtir del Corolariol.2 se obtiene el siguiente resultado:
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Corolario 1.10. Todo subconjunto no vacio ¢lec, 4| tiene supremo e infimo.

Definicion 1.11 (de limite en[—o,4]). Se dice que una sucesid¢r,} de elementos de
[—00, +00] tiende haciac € [—o, +0], lo que notaremos pdix,} — X, Si se verifica alguna
de las siguientes tres afirmaciones claramente excluyentes:

) {Xn} = xR si Ve >0, dme N: n>m= X—€ < X <X+E€
({xn} converge a 3.

i) {Xn} — +oo si VK € R, dm € N : n >m= K < X
({xn} diverge positivamenje

i) {Xn} — —o si VK € R, dm € N : n>m= x < K
({xn} diverge negativameniye
La siguiente proposicion extiende al conjufiteo, +oo| las siguientes conocidas propie-

dades en el caso de que las sucesiones sean de numeros reales.

Proposicion 1.12.Sean{xn},{yn},{zn} tres sucesiones de elementos|deo, ]| y sean
X,y € [—00,400], Entonces

) Xn <Yn, VNEN, {Xn} — X, {yn} — Y] = x<y.

i) [Xa<yn<z, VNEN, {Xn} — X {zn} = X = {yn} —x.

Obsérvese que d¢ se deduce que

[{Xa} = X {X} — Y= x=V.

Esto nos permite definir, en el caso de qug} tienda a un elemento de-co, 4], el {X,}
como el Unicox € [—o, 40| tal que{x,} — X, en cuyo caso escribiremos liry = x.
Ahora del Teorema.4 se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 1.13.Sea{x,} una sucesion monotona de elemento$-ee, +]. Se verifican
las siguiente afirmaciones:
i) Si{xn} es creciente, entonc¢s,} — sup{x,: ne€ N}.

i) Si{xn} es decreciente, entoncés,} — inf{x,: ne N}.

Definicion 1.14 (de limite superior y limite inferior). El limite superiorde una sucesion
{Xn} en[—oo, +0] es el elemento de-, +] definido por

limsup x, :=lim by
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donde para cada n natural
bn :=sup{x: k>n}

(la sucesiorbn} es una sucesion decreciente de elementgs-ée-+o| que obligadamente
tiene limite).
El limite inferior de una sucesiofix,} en[—o, 4] es el elemento de-, +oo] definido
por
liminf X, :=Ilim a,

donde para cada n natural
an:=inf{x: k>n}

(la sucesion{a,} es una sucesion creciente de elementos-a@e +| que obligadamente
tiene limite).

Notese que para cadec N se tiene quey, < b, y por tanto lima, <lim b, 0 lo que es
lo mismo
liminf x, < limsup X,.

Ahora de la definicién de limite y de la Proposiciti 2ii) se deduce facilmente la siguiente
caracterizacion de la existencia de limite[emo, +o].

Proposicion 1.15.Una sucesionX,} en[—oo, +oo] tiene limite si, y solo si,

liminf x, = limsup X,.

En consecuencia en el caso de que la sucesion sea de niumeros reales, ésta es convergente
si, y sélo si,
liminf x, = limsup x, € R.

Teorema 1.16 (Bolzano-Weierstrass)Toda sucesion acotada de numeros reales admite (al
menos) una subsucesion convergente.

Demostracion:
Sea{xn} una sucesion acotada de niumeros realesL Sedim supx,. Es claro qué € R.
Vamos a definir por induccion una aplicacién N — N estrictamente creciente tal que

{Xo(n)} — L.
Por definicion de limite superior, la sucesifin} definida por
bn:=sup{x:k>n}, VneN

decrece &.. Luego
dJmeN: L<bm<L+1

Por definicion déoy, y la caracterizacion del supremo

36(1) > bm1 —-1< X (1) < bml.
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Por tanto
L—1<XG(1) <L+1

De nuevo y analogamente
1
dmp > o(1): Lgbmz<L+§
y por definicion deom,
1
do(2) > my : by, — > <Xg(2) < Brm, -
De ambas desigualdades se sigue que
1 1
L—E <XG(2) < L+§

Supongamos definide(n) conn > 2 tal quec(n) > o(n—1)y
1 1
L_F] <X0'(n)<L+ﬁ-

Por definicién de.

1
3 L<b L4+ ——.
M1 > o(n) < bm,,, < +n+1

y por definicion deby, ., y la caracterizacion del supremo, razonando igual que antes, obte-
nemos

1 1
Jo(N+1) =My L—m < Xs(nt1) < L+m'

Queda asi definidéx; ) } que verifica

1
|L—X0(n)| < n’ Vne N,

y en consecuencia
{Xc(n)} — L.
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1.2. Numerabilidad.

Sabemos que existen conjuntos finitos e infinitos y que los primeros se clasifican atendien-
do a su nimero de elementos. Para desarrollar la teoria del Analisis Matematico es importante
clasificar los subconjuntos infinitos atendiendo también a su “tamafio”. Los conjuntos nume-
rables son los conjuntos infinitos “mas pequefos”.

Probaremos qu® es numerable (de hecho existeN — Q biyectiva con lo qué) =
{rn: ne N}, donder, = f(n), Vn € N, es unaenumeracioreQ ) .

Sin embargo,R no es numerable.

Definicion 1.17 (de conjunto numerable).Un conjuntoA se dicenumerablesi es vacio o si
existef : A — N inyectiva.

Ejemplos 1.18 (de conjuntos numerables).
a) Todo conjunto finito es numerable.
b) N es un conjunto infinito numerable.
¢) Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
d) Z es numerable. En efecto, la aplicacibnZ — N definida por
f(0)=1, f(n)=2n+1, f(—n)=2n,¥Yne N
es claramente biyectiva.
e) N x N es numerable. En efecto, la aplicacitnN x N — N definida por
f(a,b) = 223" V(a,b) e Nx N
es inyectiva.

f) Q es numerable. En efecto, la aplicacion@enZ x N que a cada numero racional
le hace correspondép,n) € Z x N, donde” es la fraccion irreducible decon deno-

n

minador positivo, es inyectiva. Sabemos que existe una aplicacion inyectiza-del

enN (de hecho existe una biyeccion). Asi podemos definir una aplicacion inyectiva de
Q enN, esto es(Q es numerable.

Hemos descrito ya una biyeccion NesobreZ. En el ejercicio 1.6 se presenta una biyec-
cion usual de&N sobreN x N.
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Teorema 1.19.Sea AC N infinito. Entonces existe una aplicacion N — A biyectiva.

Demostracion:
Seaf (1) = min A. Supuesto definido§(1) , f(2),..., f(n), sea

f(n+1)=minfac A\{f(1), f(2),..., f(n)}}.

Claramentef (n) < f(n+1), Vn € N de donde se deduce qfiess inyectiva. Veamos quie
es sobreyectiva. Séac A un elemento fijo y definimos

ki=max{ne N: f(n) <b}

(el conjunto anterior es no vacio y finito, de hecho, tieeéementos a lo sumo). Es claro que
f(k) <b. Sifuesef (k) < b, entonces se tendria

be A\{f(1),..., f(K},

Yy, en consecuencia, se seguiria de la definiciori dee f(k+ 1) < b, lo que contradice la
definicion dek. Hemos probado qug(k) = b. .

Corolario 1.20. Existe una biyeccion di sobreQ.

Demostracion:
Seag: Q@ — Ninyectiva, entonce® y g(Q) son biyectivos. El resultado se deduce del
teorema anterior. .

Nuestro préximo objetivo es probar que la unibn numerable de conjuntos numerables es
numerable y qu&® no es numerable. Para ello usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.21.Un conjunto A no vacio es numerable si, y s6lo si, existé g— A sobreyectiva.

Demostracion:
Supongamos qu& es numerable y sefla: A — Ninyectiva. Sed € Afijo. La aplicacion
g:N — Adefinida por

g(f(a))=a, VacA
gin)=b, VneN\f(A) (sif(A)#N)

es claramente sobreyectiva.
Supongamos ahora que exigteN — A sobreyectiva. La aplicacioh: A — N definida
por f(a) =min{n€ N: g(n) = a} es inyectiva. .

Proposicion 1.22.La union numerable de conjuntos numerables es numerable. Es decir si |
es un conjunto numerable y s un conjunto numerable para cadal, entonces el conjunto
A = Uil Ay €S un conjunto numerable.
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Demostracion:
Podemos suponer qlie 0 # A;. Existen funciones

g:N — 1, fi:N — A,Viel

sobreyectivas.
Definimosh: N x N — Apor

h(m,n) = fgny(mM) .

Veamos qud es sobreyectiva. Dadoe A, elegimosg € | tal quea € A;, entonces elegi-
mosm,n € N tales queg(n) =iy fi(m) = a. Al serN x N numerable se puede construir una
aplicaciéon deN sobreN x N, y en consecuencia existe también una aplicacioN debreA.

En virtud del lema anterior hemos probado dues numerable. .

Teorema 1.23.El conjuntoR de los numeros reales no es numerable.

Demostracion:

Basta probar que el interval@, 1] no es numerable. Si lo fuese existiria una aplicacion
f:N — [0,1] sobreyectiva. Dividimof0, 1] en tres intervalos cerrados de igual longitud y al
menos en uno de ellos, que notamgso esté el puntd(1). Dividimos|; en tres intervalos
de igual longitud y al menos en uno de ellos, que notamoso estaf (2). En el n-ésimo
pasol, es un intervalo que no contiene al purit@) y cuya longitud es un tercio de la del
intervalol,_1.

La sucesiorIn} asi definida es una sucesion decreciente de intervalos cerrados no vacios
deR verificado que/(ly) = 3—1n para todo natural n. El teorema de los intervalos encajados
(Teoremal.6) nos asegura que existes [0, 1] tal quen;y_;In = {x}. Esto es absurdo pues al
serf sobreyectiva ha de existire N tal quef (k) = x con lo quex £ I, y con mayor motivo

Xgm(r)]o:lln |

Para familiarizarse, de una manera “informal” y agradable, con el duro concepto de la
numerabilidad recomendamos la lectura del Capitulo 2 08 fitulado “Fabulas”.

1.3. Notas

Nota 1.24. Existen diversos procedimientos para presentar el cuerpo de los nimeros reales.
En los métodos “constructivos”, los axiomas de Peano definen los nimeros naturales (“Los
nameros naturales los hizo Dios y los demas los hizo el hombre”, Kronecker).

Axiomas de Peano. Existe un conjunto N, un elemento 1 en N y una aplicacién 6 : N — N
que a cada natural n le hace corresponder otro natural ¢ (n), llamado su siguiente, verificando:

i) O es inyectiva.
i) 1¢ o(N) (1 no es el siguiente de ningtin natural).

iif) Principio de induccionSi A es un subconjunto de N que satistace:
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a) leA
b) ac A= oc(a) €A

entonces A= N.

A partir de los nimeros naturales, de manera facil, se obtienen los niumeros enteros y
racionales. Después, para la construccion de los reales a partir de los racionales, hay di-
versos procedimientos: el método de Cantor parte de familias de sucesiones de Cauchy de
nameros racionales [n], en otros procedimientos se parte de sucesiones de intervalos enca-
jados de numeros racionaless[=4, que en esencia constituye una variante del método de
pares de sucesiones mondétonas convergentes de numeros racigegles jpor ultimo, la
construccion a partir de las cortaduras de Dedekind de nameros racicnalgsTjodos los
meétodos constructivos conducen a conjuntos que gozan de las mismas propiedades. Los mé-
todos “axiomaticos” admiten la existencia de un conjunto que goza de algunas propiedades,
elegidas de tal forma que de ellas puedan deducirse todas las demyésCapitulo I]. Asi
los métodos que llevan a “ejemplificaciones’®eonstruyen estructuras matematicamente
idénticas, entendiendo por tal que, aunque los conjuntos resultantes sean diferentes, sin em-
bargo, tienen exactamente las mismas propiedades. Por ello hablaglasidepoR de los
nameros reales

Mas formalmente, cuando decimos que dos ejemplificaciones cualesguiekade los
nameros reales son matematicamente idénticas estamos afirmando que existe una biyeccion
f : R — R’ que conserva la estructura de cuerpo ordenado, esto es,

) f(x+y)=f(x)+f(y),
i) f(xy)=f()f(y) vy
i) x<ye f(x)<f(y).

En | ] puede consultarse una demostracion detallada de la unicidad del cuerpo de los
nameros reales.

Nota 1.25. Del estudio hecho en la seccién segunda es facil obtener el siguiente importante
resultado:
Sea A un conjunto numerable. Entonces A es finito o equipotentea N, es decir, existe una
biyeccion de A sobre N.
Demostracion:

Si A es vacio entonceA es finito. En otro caso, sda: A — N inyectiva, es claro qua
y f(A) son equipotentes. Si(A) es finito,A también lo es, mientras que §A) es infinito,
aplicando el Teorema 19tenemos qud (A) es equipotente B y por tantoA es equipotente
aN, [

1.4. Referencias recomendadas.
[ 1 [ 1, [Gad, [Lin], [ 1, [Reyl, [SoS], [Thi].
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1.5. Resumen de resultados del Tema 1.

El conjunto R de los nimeros realesR es el “Unico” cuerpo conmutativo con una
relacion de order< verificando:

i) a,beR=a<bob<a(orden total),
i) [a,b,ceR, a<b]= a+c<b+c(compatibilidad del orden con la suma), y
i) [a,b,ce R, a<b, 0<c|]= ac< bc(compatibilidad del orden con el producto),

gue satisface el axioma del supremo, esto es, todo conjunto no vacio y mayorado de nimeros
reales tiene supremo (el conjunto de sus mayorante tiene minimo).

Teorema de los intervalos encajadosSea {In} una sucesién decreciente de intervalos
cerrados no vacios tal que {{(l,)} — O (donde /(1) denota la longitud del intervalo lp).
Entonces NY_;In = {X} para algiin x € R.

Teorema de complitud deR. En R, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Teorema de Bolzano-WeierstrassToda sucesion acotada de nimeros reales admite una
sucesion parcial convergente.

Conjunto numerable. Un conjuntoA se dicenumerablesi es vacio o si existe: A — N
inyectiva.

Es facil deducir de la definicion que el conjuriade los nimeros enteros y el conjunto
Q de los numeros racionales son numerables.

Teorema El conjunto R de los niimeros reales no es numerable.

Teorema Todo conjunto numerable o es finito o equipotente a N.
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1.6. Ejercicios del Tema 1.

1.1 (Propiedad arquimediana)
Searnx,y € R con 0< x. Probar que existe € N tal quey < nx. El enunciado equivale
a la siguiente afirmaciéN no esta mayorada= {%} — 0).

Indicacion: Si se supone, razonando por reduccion al absurdoNogsta mayorado,
tendria supremo. Sea= supN. Entonces) < o, Vn € Ny, por la caracterizacion de
supremo, ha de existir un natumaltal quea — 1 < m, de dondex < m+1 y esto
contradice el hecho de quees el supremo de los naturales y, por tanto, mayorante.

1.2 Searx,y € R conx < y. Probar que se verifican las siguientes afirmaciones:
i) (Densidad deQQ enR). Existeae Q tal quex<a<y.
i) (Densidad deR \ Q enR). Existea € R\ Q tal quex < o < y.

o : 1 .
Indicacion:Parai): Sean € N tal queﬁ < y—x. Comprobar que el racional

E(nx)+1
n )

dondeE : R — Z es la funcién parte entera definida por
E(X):=max{peZ:p<x},

verificax < a<y.
Paraii ). Seaf un irracional positivo. Elijamos en virtud dgun racional no nul@a tal
que% <a< % Comprobar que el irracional := af} verificax < a <.

1.3 i) Probar que toda sucesion de numeros reales convergente es de Cauchy.

i) Probar que toda sucesion de numeros reales de Cauchy que admite una subsuce-
sion convergente es convergente.

iii) Deducir el teorema de complitud tkea partir del teorema de Bolzano-Weierstrass.

1.4 Sea{xn} una sucesion de numeros reales positivos. Probar que

liminf 22 < liminf U¥n < limsupy/X, < IimsupXTl.
n
En particular{xg‘(—“} — X={¥Xn} — X.Porejempld yn} — 1y{V/nl} —
n

+00.
Indicacion: Para probar la primera desigualdad noétese para cada N,
a, .= inf {% k> n}. Silima, = 0 no hay nada que probar. En otro caso,@eaR
tal que O< a < lim a, y seam € N tal quea < ay. Paran > mse tiene que
Xmi1Xmi2  Xn X

Xm Xm+1 Xn—1  Xm

"™ < amamy1...8n-1 <
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es deciry/X,av' o™ < /X,. Deducir que
o = lim {/x,a v a—m < liminf /%,

para concluir que

liminf XL — lim ay < liminf 7/%.
La segunda desigualdad es bien conocida y la tercera se demuestra de manera analoga
a la primera.

1.5 Probar que la aplicacioh: R —] — 1,1[ definida porf (x) := es una biyeccion

X
. . 1+ x|
estrictamente creciente.

Calcular su inversa. ¢Hs ! estrictamente monétona?. ¢, Creciente o decreciente?. En
general, ¢como es la funcion inversa de una biyeccion estrictamente creciente entre
nameros reales?.

Extender, conservando el ordena una biyecci6rf : [—oo, 4+-00] — [—1,1].

1.6 Una forma natural de enumeniif (biyecciono : N — N?) viene dada en el siguiente

esquema
(1,1) — (1,2 (1,3) - -+ (1,m)

! ! !

(2,1) «— (2,2 (2,3) -+ -+ (2,m)

!

(ml) « (m2) « (mM3) « - (mm)

es decir, los pares asociados a los primeros naturales son
(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),

(1,3),(2,3),(3,3),(3,2),(3,1),---,
(1,m),(2,m),(3,m)--- ., (mm)---,(m,3),(m,2),(m,1).
Con la enumeracion descrita antes, calcular
a) 0(11),0(13),0(15).

b) (k).
c) 671(4,1),071(1,4).

d) o~1(n,m).
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Indicacion para el apartado b)1,1) — 1, (n,1) — n?. Para numerar las
(n+1)2—n?=2n+1

parejas que orlan el cuadrado anterior por una columna del)—parejas y una fila
(n+1)—parejas, obsérvese que

(1,n+1) |—>n2—|—1, (2,n+1) »—>n2+2,--- (n+1,n+1) — P +n+1
y

(n+1,1)— (n—1—1)2, (n+1,2) — (n+1)2—1,--- (n+1,n+1) — (n+1)2—n:n2+n—|—1_

En [SoS], Capitulo | puede encontrarse una amplia coleccion de ejercicios con solucio-
nes.
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1.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 1.

1.1 El supremo de un conjunto no puede ser menor que uno de sus elementos. Para probar
gueN no es acotado tomar= 1.

1
v8>0,3meN:n2m:>ﬁ<e & [VK>0,9meN:n>m=K <n|,

sin mas que relacionary K mediante la expresioke = 1.

12 i) EM oy cEMOHL oy ca<x+Laxt(y—x) =

i) El producto de un racional por un irracional es irracional.

1.3 i) Sea{xn} — x. Seae >0
dneN:n>m=|x—X| < €.

.0 > M= [xp —¥q) < [Xp— x| + X~ Xg| < 2¢.

i) [X—Xn| < |X—Xg(n)| + [Xs(n) — *n| < 2¢, puesn < o(n), Vn € N.

iif) Como toda sucesiofx,} de Cauchy es acotada, el teorema de B-W nos asegura
que existe{X, () } — X. El resultado se sigue dig.

1.4 Seguir las indicaciones

1.5 f~1(y) = 1_LM vy € R.
La funcioén inversa de una biyeccion estrictamente creciente entre numeros reales es

también estrictamente creciente.

1.6 a) o(11) = (2,4), 6(13) = (4,4) , o(15) = (4,2)..

b) Si el naturalk es un cuadrado perfecto, entoneg®) = (v'k,1). En otro caso,
existen dos naturalesb tales quea® < k < (a+1)? y k= a®+ b. Entonces

(k)= (ba+1)sib<a+1, ok =(a+12a—b+2)sia+1<b<?2a

c) c0%(4,1) =16, c71(1,4) =10.

d)
(m—1)2+n sin<m

(n—12+n+n-m=n°—m+1 sin>m






Tema 2

Campos escalares y vectoriales continuos.
Limite funcional.

En este tema, por abstraccion de las propiedades de la norma y la distancia euclidea, se
presentan las nociones de espacio normado y espacio métrico. La topologia iYalsda
generada por la norma euclidea, esto es, los abiertos son uniones de bolas abiertas euclideas.
El Teorema de Hausdorff, resultado principal de este tema, afirma que dicha topologia coin-
cide con la topologia asociada a cualquier norm&&nProbamos también las extensiones
aRN de los Teoremas de complitud y de Bolzano-Weierstrass.

Definimos los compactos d& como los subconjuntos cerrados y acotados. Presentamos
dos caracterizaciones de los compactos que son estupendas herramientas en las demostracio-
nes por compacidad (aquellas cuyos enunciados estan ligados a la nocién de compacto). La
primera afirma que toda sucesion en un compacto se acumula (Tedr&g8hg la segunda
gue todo compacto verifica el axioma de Heine-Borel (Teor2i@dg. Introducimos también
las nociones de convexidad y conexiénRh que son las extensiones geométrica y topold-
gica, respectivamente, de la nocién de interval®de

Definimos la continuidad de funciones reales de varias variables reales y probamos que
tales funciones conservan los compactos y los conexos. El Teorema de Dini da condiciones
suficientes para que una sucesion de funciones que, en principio, converge solo puntualmen-
te converja uniformemente. El Teorema de Heine nos asegura que las funciones continuas
definidas en compactos son de hecho uniformemente continuas.

Terminamos la leccion estudiando el concepto de limite funcional (indispensable para
definir el concepto de funcion derivable) y la relacion que existe entre éste y la continuidad.

En lo sucesivo, para cada natufdl RN denota el espacio vectorial real de las
N-uplas de nimeros reales, es decir,

RN := {x= (X1, ..., %) : X, ..., Xy € R}
con las definiciones usuales de sumay producto por escalares
X+Yi= (X1 + Y1, XN +YN);, AX = (AXg, . AXN).

Alas componentes, ..., Xy de laN-upla que define el vectarse les denominacoordenadas
de dicho vector. Cuando haya lugar a confusion, y en especial cuando se esté trabajando
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con sucesiones eRN, denotaremos a las coordenadas de un vecto®N en la forma
x = (X(1),...,x(N)). Asi, por ejemplo, s[x,} es una sucesion de vectoresRha la coorde-
nadak-ésima del términay, se le denotar#, (k).

2.1. Normasy distancias.

Recordemos que laorma euclidesen RN, es decir, la aplicaciofi - || : RN — R{

definida por
X2 V(XX) = /384 +x3 (xeRN)

goza de las siguientes propiedades:

i) [X|2=0<x=0.
i) [ AX]2= |A] [X]2, VA € R, ¥x € RN,
i) [[x+yll2 < [IX|2+[Iyll2, Y%y € RY.

A (RN, ||.||2) se le llameael espacio euclidetde dimensiom).

Ello nos invita a dar la siguiente definicion.
Definicion 2.1. Si X es un espacio vectorial real, unarmaenX es una funcion - || : X —
R{ verificando
i) |X|=0<x=0.
i) |AX|| = |A] [[X]l, VA €R, ¥x€ X (homogeneidad

i) x4yl <X+ lyll, ¥,y € X (desigualdad trianguljr

El par ordenaddX, || - ||) se llamaespacio normado

Observaciones 2.2.

a) Eni) basta exigir sélo la condicién
|IX|| =0=x=0,
ya que dei) se deduce qug0|| = 0.

b) De la definicion se sigue que también se puede prescindir en la definicion de que la
norma toma valores no negativos, ya que

0= [Ix=x] < |Ix[ +[Ix][ = 2l[x|| = [Ix][ > O.
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c) Deii) yiii) se deduce facilmente que

IXIE= VI < lix ], X,y € X

d) Por ultimo, deiii ) se deduce facilmente por induccion que

a4 50+ -+ 50l < 3l + ¢l -+ [l ¥, 0 € X

Ejemplos 2.3.

1. (R,|-]) es un espacio normado. De hechoRetodas las normas son producto del valor
absoluto por una constante positiva.

2. Algunas normas eRN.
Ademas de la norma euclidea, BN consideraremos entre otrasiarma de lasuma
y la norma del maximodadas, respectivamente, por

[IX[[1 1= |Xa| + -+ [xn],

x € RN
Xl = max{ o], g} XEED)

No es dificil comprobar (hdgase como ejercicio) que ambas son normas y que se veri-
fica la desigualdad (véase el Ejemgld 3
IXlles < [1X12 < [IX[l1 < NJIXe0 (xE€RY).

Es conveniente dibujar la esfera unidad (elementos que tienen norma 1) en dimension
2 para tener una idea de como se comporta la norma. Si consideramos la bola unidad
cerrada asociada a una norma, esto es,

B:={xeR?: x| <1},
ocurre que a bolas menores corresponden mayores normas.

3. Enel espacio vectori& [a, b] de las funciones reales continuas definidas en el intervalo
cerrado y acotadfa,b], se puede definir, por la propiedad de compacidad, la norma
dada por

IIflle = max{|f(X)|:x€[ab]} (fe%]ahbl).

Compruébese que de hecho es una norma.

Recordemos ahora quedistancia euclide@nRN, es decir, la aplicacion

dQZRNXRN—ﬂRS_

definida por
da(x,y) = [Ix=yll2  (xyeRY),
verifica las siguientes propiedades:
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1. da(x,y) =0 x=Yy.
2. do(x,y) = da(y,X), ¥x,y € RN .
3. da(x,2) < da(x,y) +da(y,2), VX, y,z€ RN |

Ello nos invita a dar la siguiente definicion.

Definicion 2.4. Unadistancia (o métricg definida en un conjunto no vadioes una funcién
d: E x E— R{ que verifica:

1. d(x,y) =0 x=Yy.
2. d(x,y) =d(y,x), Vx,y € E (propiedad simétrida

3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,2), ¥x,y,z€ E (desigualdad triangular

Al par ordenaddE, d) se le denominaspacio métrico

Observaciones 2.5.

a) Una aplicaciérd : E x E — R que verifique 1), 2) y 3) no toma valores negativos, ya

que
0=d(x,x) < d(x,y)+d(y,x) = 2d(X,y).

b) |d(X,y) _d(ya Z)| S d(X,Z), vx7y7Z€ E.
En efecto, usando 2) y 3) se tiene

d(x,y) <d(x,z2) +d(zy) =d(x,2) +d(y,z) =
= d(x,y) —d(y,2) <d(x,2),

Intercambiandx por zy usando 2) se obtiene
d(y,2) —d(x,y) < d(x,2),

por tanto,
|d(X7y> _d(ya Z)| < d(X,Z), vXay7ZE E.

c) De 3) se deduce por induccién la desigualdad

d(x1,%n) < d(Xg,%2) + - +d(Xp_1,%n), VX1, ,Xn € E.
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Ejemplos 2.6.

1. Subespacio métrico.
Es claro que todo subconjungono vacio de un espacio métri¢g,d) también es un
espacio métrico, sin mas que considerarAela restriccion de la distancia de. El
conjuntoA, dotado de esta métrica, es un subespacio métri¢g db.

2. Distancia asociada a una norma.
Si (X, || |I) es un espacio normado, déstancia en X asociada a la nornvéene dada
por

dixy):=lx=yl (xyeX).

Compruébese que efectivamente es una distancia. En particular, la distancia usual en
un subconjunt® deR viene dada por

d(X,y) = |X_y|, VX,yG A

3. Espacio métrico producto.
Dadosn espacios métricogE,, ds),(Ez,d2),...,(En,dn), podemos definir una distancia
en el productde; x E» x ... x E, por

d((X1,-.,%n), (Y1, .-+, ¥n)) := max{di(X1,¥1),...,Adn(Xn,¥n) }-

2.2. Topologia de un espacio métrico.
Definicion 2.7. Sea(E,d) un espacio métrico. Dadasc< E, r > 0, la bola abierta(resp.
cerradg de centraay radior son los conjuntos dados por

B(a,r) :={xeE:d(x,a) <r},

B(ar):={xeE:d(x,a) <r}.

La esferade centraay radior es, por definicion, el conjunto

Sa,r):={xeE:d(x,a)=r}.

Un subconjunt® de un espacio métricde,d) se diceabiertosi verifica la siguiente condi-
cion:

Vae O, dr >0: B(a,r)cO.

Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto, que los conjuntos abiertos son
aquellos que se pueden expresar como union de bolas abiertas y, si notamead@&amilia
de todos los conjuntos abiertos, se verifica:



28 2. Continuidad y limite funcional.

i) 0,E el
i) o CO=UogeyOecll
i) 01,02 0=01N0; €[
Por tanto/[] es unaopologiaenE.

Dado que todo espacio normag, ||.||) es un espacio métrico con la distancia definida
pord(x,y) := ||ly—X|| (x,y € X), latopologia de un espacio normads la topologia asociada
a la métrica descrita.

Definicion 2.8. Sea(E,d) un espacio métrico y sea la familia de sus conjuntos abiertos.
Un subconjuntd= de E escerradosi su complementario es abierto, esto e\t € . Si
notamos¥# a la familia de los conjuntos cerrados, es facil comprobar que se verifica:

i) 0.Ec 7.
iy B e = FURC.Z.

Es facil probar que las bolas cerradas y las esferas son conjuntos cerrados.
SeaA un subconjunto d&, un elementx € E se dice que eadherentea A si para cada
positivor se verifica
B(x,r)NA# 0.

Se llamaadherenciao cierre de A al conjunto de todos los valores adherentesAdgue
notaremos poA . Es inmediato qué C A.
Un element € E se dice que emterior de A si se verifica que

ar > 0:B(x,r) C A

Notaremos po;& al conjunto de todos los puntos interioresAleconjunto que claramente
verificaAC A.
Por Gltimo, llamaremofronteradeA al conjuntoFr (A) := A\ A.

Ejemplo 2.9. Pruébese que #i C R esta mayorado (resp. minorado) y no es vacio entonces
SUpA € A (resp. infA € A). HallarQ,R\ Q, {1 :ne N}.

El siguiente resultado, cuya demostracion se deja como ejercicio (jtambién!), resume las
primeras propiedades que relacionan los conceptos anteriores.

Proposicion 2.10.Sea(E,d) un espacio métrico y notemos o la familia de sus abiertos
y por.# ala de sus cerrados. Cada subconjunto A de E verifica:
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) (Oc0,0CA) = O0CA
i) Ac O.

[¢] o
iif) A es el mayor abierto incluido en A, en consecuengias la union de todos los abier-
tos incluidos en A.

iv) Ae D@A:,Z\.
v) (Fe #,ACF)=ACF
vi) Ac 7.

vii) A es el menor cerrado que contiene a A y coincide con la interseccion de todos los
cerrados que contienen a A.

vii) A€ Z < A=A

iX) (EiA): E\A, equivalentementg= E \E\A.

o

X) E\ A=E \ A, equivalentement®=E\ (E\ A).

De la igualdacE\ A= E\A, se deduce quEr(A) = AN (E\A).
A continuacion extendemos el concepto de convergenciR@espacios métricos.

Definicion 2.11 (Convergencia en espacios métricose dice que una sucesidr,} de
elementos de un espacio métrid, d) esconvergentei existe un elementoc E tal que

Ve >0, Ime N:n>m= d(X,,x) < €,

equivalentemente, gid(xn,X)} — 0. Si se verifica la condicion anterior, diremos dug}
converge xy en tal caso escribiremdsn} — x.

Es facil comprobar (ejercicio) que el elemertgue verifica la condicion de convergencia es
Unico y se llamdimite de la sucesiofx, }, y entonces escribiremos= lim x.

El concepto de sucesion de Cauchy en un espacio métrico es también copia literal del
dado pard.

Definicion 2.12 (sucesion de Cauchy)Jna sucesioqx,} de elementos de un espacio mé-
trico (E,d) es deCauchysi se verifica

Ve >0, Ime N: p,g>m= d(Xp,Xq) < &,
equivalentemente,

Ve>0,ImeN: [n>m heN] = d(Xpin,Xn) <€
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Es inmediato comprobar que en un espacio métrico toda sucesion convergente es de Cau-
chy.(Q,|.|) es un ejemplo de que el reciproco de esta afirmacion no es cierto. Aquellos espa-
cios métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente sebanpéatos
Un espacio normado y completo para la métrica asociada a la normasgagio de Banach
El espacio normad@#’[0,2],]|.]|1), es decir, el espacio vectorial de las funciones reales con-
tinuas definidas ef®, 2] con la norma integralada por

2
Ifll:= [ 1f0oldx

no es completb(véase Ejercicio 2.3).

Un subconjuntA de un espacio métricE,d) se dice completo si el espacio métrico
(A,d) es completo, es decir, si toda sucesioreue sea de Cauchy converge a un elemento
deA.

Ejemplo 2.13 (Convergencia en{(RN, || - [|2). Si {x.} es una sucesion éRN denotaremos
por xn(K) a la coordenadk-ésima del términa,. Probaremos que la convergencia®hse
reduce a la convergencia coordenada a coordenada, esto es:

Do} xe (o} — x(), tk=1,2,- N
dondex = (X(1),...,X(N)).
Demostracion:
Probemos primeramente que para todo vectoRN se verifica
[1X[leo < [|X[|2 < NJ[x][e (1)

Denotando pok(k) a las componentes del vectqrse prueba facilmente la primera des-
igualdad, ya que
1X12 := max{|x(K)| :k=1,...,N}? =

N
max{x(k)? 1 k=1,...N} < 5 x(k)* = ||x]}3.
K=1
Y por otro lado

N
Ixll2:= ] > x(k)? < \/HXII%+ N 4x12 = VNIIX]feo < NX][eo.
k=1

De la primera desigualdad de (1) se sigue que si una sucpsiprenRN tiene limitex,
entoncegx(k)} — x(k) paratoddk = 1,...,N. Supongamos ahora que

(k) } — x(k), Vk=1,...,N.

La no complitud del espaci¢?’[0,2], ||.||1) no es consecuencia de la norma elegida, sino de que es necesario
ampliar sensiblemente el conjunto de funciones integrables para conseguir la complitud y que en consecuencia
las cosas marchen bien. Algo anélogo ocurre@agnsu “completacion” &
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Entonces, dade > 0, para cad&a = 1,---,N existe un naturaiy tal que sin > my entonces
%n(K) —X(K)| < §- Luego, si tomamosi:= max{my,---,my}, se obtiene para> mque

&

X0 = Xl2 < N[Xn = Xlles = N- max{[*n(1) = X(1)], ..., ¥a(N) =x(N)[} <N

=E.

Es muy facil probar que efRN, || - ||2) se verifica
{Xn} es de Cauchy< {xn(k)} es de Cauchyvk=12--- N.

Como consecuencia del Teorema de complitult gee tiene quéRN, || - ||2) es un espacio
de Banach.

Estudiese la convergencia €RN, ||.|[1) y en (RN, ||.||«).

Ejemplo 2.14 (Convergencia eri%’[a,b], || - ||»)). De la definicion de la normja||. se sigue
que

(£} e f o (Ve > 0,3meN:n>m= [fa(x) — F(X)| <&, ¥x € [a,b]).

La convergencia eff¢’[a, b], ||.||») es laconvergencia uniformeque implica la convergencia
puntual pero el reciproco no es cierto (véanse los Ejercicios 2.2y 2.4).

Proposicion 2.15 (Caract. secuencial de la adherencia en esp. métricoSga A un sub-
conjunto de un espacio métrico E y¥E. Equivalen:

I) X es un punto adherente a A.
ii) Existe una sucesion en A que converge a Xx.

En consecuencia, comoAZ < A D A, un subconjunto A de un espacio métrico es cerrado
si, y s6lo si, A contiene los limites de todas las sucesiones en A convergentes.

Demostracion:
i) = ii) Supongamos quees un punto adherentefapor tanto

B(x,%) NA#£0, YneN.

En consecuencia, para cada naturapodemos elegir un elementy € A que verifique
d(an,X) < % Es claro que la sucesidma,}, asi construida, cuyos términos estanfelcon-
verge ax.

ii) = i) Supongamos qufa,} es una sucesion éaconvergente & Por tanto, para cada
€ > 0, existe un naturahtal que

n>m= a, € B(x¢),
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y en consecuenci&(x, ) NA# 0, para tode > 0. .

El siguiente resultado es util para justificar que ciertos espacios métricos son completos.
Su demostracion hace uso de la anterior caracterizacion secuencial de la adherencia.

Proposicién 2.16.

i) Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado.

i) Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.

Demostracion:

i) Supongamos qu&es un subconjunto completo de un espacio méficdeax € A, por
tanto, en vista de la Proposici@ril5 existe una sucesidm, } de elementos d& convergente
ax. La sucesior{a,} es de Cauchy y, por sércompleto, ha de converger a un elemento de
A, por tantox € A. Hemos probado que& C A, y, por tanto A es cerrado.

i) SeaA un subconjunto cerrado de un espacio métrico compekdjamos una sucesion
{an} de Cauchy er\. Por serE completo, existe un elementoc E que es el limite de la
sucesion{a, }, por tanto, usando de nuevo la Proposictdb; x es adherente A, y por ser
A cerrado, concluimos quec A, luegoA es completo. .

Observacion 2.17.Notese que, como consecuencia de la caracterizacion secuencial de la
adherencia (ProposiciGi 15, en un espacio métrico es suficiente conocer las sucesiones
convergentes y sus limites para conocer los conjuntos cerrados, y, por tanto, la topologia.

Nota 2.18. El concepto de convergencia de una sucesién es topoldgico, esto es, depende de
la topologia del espacio métrico, pero no de la distancia concreta que se utilice. Esto significa
simplemente que si dos distancehg d* generan la misma topologia, entonces las sucesiones
convergentes coinciden para ambas distancias. En efecto, suponganigsquenverge

en la distancia. Dadoe > 0, puesto qudy- (X, €) es un abierto que contienexd d genera

la misma topologia qud*, ha de existir > 0 tal queBgy(x,r) C Bg+(x,€). Como estamos
suponiendo quéx,} converge en la distancd ha de existir un naturah verificando que

n>m= d(Xp,X) <T.

En vista de la eleccion dese tiene también qud* (x,,X) < € paran > m, y, por tanto{x, }
converge tambiénaen la distancial*.

Probaremos quedos normas cualesquiera en RN generan la misma topologia”. Para pre-
parar la prueba de este importantisimo resultado introducimos el siguiente concepto.
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Definicion 2.19.Dos normag) - || v || - || en un mismo espacio vectoriélse dicerequivalentes
si existen constantas, M > 0 verificando

mi[x|| < [[[x[[ < MI[x]|, vx € X.

Es inmediato probar que la relacidén binaria que hemos definido entre normas es de equi-
valencia.

Proposicion 2.20.Sean|| - || y ||-|| dos normas en el espacio vectorial X. Equivalen las
siguientes condiciones:

i) Las normag|-| y||-[|| son equivalentes.

i) Ambas normas generan la misma topologia.

Demostracion:
i) = ii) SeaO un abierto para la topologia asociadg-d. Dadoa € O, exister > 0 tal
que
BH,H(a,r) c O,

pero, por ser, ambas normas equivalentes, existe una constandetal que
miix|| < [[Ix][[, vx € X.

Por tanto, se tiene
By . (& mr) C By (ar)co,

y O es abierto para la topologia asociada a la nofim La inclusion contraria es conse-
cuencia de la otra desigualdad ente las normas.
ii) = i) Por ser las bolas abiertas conjuntos abiertos, existe una corstabtéal que

BHH” (0,8) C BH.H(O, 1).

Seax € X un elemento no nulo, entonces, es claro que se verifica
il <s= || <1= g <t
2]Ix| 2| 20T

En vista de la hipétesis, ambas normas estan en las mismas condiciones, luego también se
puede probar que existe una constavitial que||x|| < M||x||, ¥x € X. .

Para probar el Teorema de Hausdorff, en primer lugar, generalizaremos al espacio eucli-
deo el Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicion 2.21 (conjunto acotado).Un subconjuntd de un espacio métriode, d) se dice
acotadosi existenM > 0 y xg € E tales queA C B(Xp,M). Asi, un subconjunt@ de un
espacio normad@X, || - ||), es acotado si existd > 0 tal que

lla]] <M, VaecA.
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Pruébese que toda sucesion convergente es acotada. De hecho, toda sucesion de Cauchy
en un espacio meétrico es también acotada.

Teorema 2.22 (Bolzano-Weierstrass e(RN, | - [|)2)). (RN, || - ||2) verifica la propiedad de
Bolzano-Weierstrass, es decir, toda sucesion acotad®8n|| - ||2) admite una parcial con-
vergente.

Demostracion:

Haremos la prueba por induccion sobre la dimension del espacioNRarg se trata del
Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es conocid®.eBupongamos que se verifica para
RN. EnRN+1 se tiene que

[xY)ll2 = /X(D)2 4+ X(N)2 +Y2, V(xy) € RN xR, (+)

Fijamos una sucesion acotada®M*!, que podemos suponer de la forf{a,,yn)}, donde

X, € RN, y, € R, para cada natural. En vista de £), las sucesionefx,} e {yn} son acota-

das. Por hipétesis de induccion, la primera admite una parcial convergente, que escribiremos
{Xs(n) }» ahora bien, por s€ly,(n) } acotada (parcial de una acotada), el Teorema de Bolzano-

Weierstrass nos asegura que admite una parcial convergente que escril{iygmqg}z.
Finalmente, la sucesion &\ +! dada PO (Xs(z(n))s Yo (z(n))) } €S UNa parcial convergente de

{0, ¥n) }- .

Teorema 2.23 (Hausdorff). Todas las normas eRN son equivalentes.

Demostracion:

Probaremos que di- || es una norma cualquiera &\, entonces equivale a la norma
euclidea. Notamos pdey, e, ---,en} a la base candnica ®&. Dado cualquier vectox €
RN que se escriba de la forma= x(1)ey + - - - +x(N)ey, se tiene

IX|]| = |IX(L)er+---+x(N)en|| < (por la desigualdad triangular)
< @) lef[+-- -+ IX(N)[ flen]] <
< (llewfl 4+ [len])Ixe

< (llewfl+--- +[len] 12,
luego, tomand®! = ||eq|| +--- + ||en|| se tiene que

x| < M|x][2, ¥x € RN,

Ahora definimos
m:=inf{[x|| : [x]2 = 1}.

2Obsérvese que si notampg,} = {Xs(n }, entoncedy; ) } = {Xs(z(n)) }
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Probaremos qum es un minimé. Sabemos que por ser el infimo del conjunto anterior,
existe una sucesiofx,} de elementos dBN verificando

Xallz= 1, {[[*all} —m

(véanse el Ejempld.9y la Proposicior.15).
Como (RN, || - ||2) verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass (Teorénid), ha de
existir un elementap € RN y una sucesion parcidks(n } de{x} tal que

]2

Xsm)} — Xo,
con lo que se tiene
[%oll2 =Tim {|Xgmll2} = 1,
en particularg # 0. Por la desigualdad ya probada entre las normas se tiene
| [[Xs(m Il = %ol | < [[Xs(n) —Xoll < M|[Xg(n) —Xoll2, VN E N,

y envirtud de la convergencia en la norma euclideggg, } axo, concluimos qué |[X )| }
converge dXpl|, por tantom = ||xo|| > O.
Queremos probar ahora que

mix]|2 < |Ix]|, ¥xeRY,

desigualdad que es ciertaxsi 0. Six # 0, se tiene

Dado que to existe mds espacio vectorial real de dimensién N que RN”, podemos decir
queen “cualquier” espacio vectorial real finito-dimensional todas las normas son equivalentes
(véase problema 2.8). En realidad, tal propiedad caracteriza la finito-dimensionalidad de un
espacio vectorial.

Como corolario del teorema anterior y de la Proposiéiétse obtiene:

X

[X[|2

X
1= mgH—H:»meHngxH. .
2 X2

Corolario 2.24. Existe una Unica topologia éRN que proceda de una norma a la que lla-
maremos la topologia de la norma

En todo lo que sigue, se supondra @i¥esta dotado de la topologia de la norma, cuyos
abiertos no son mas que uniones de bolas abiertas para alguna norma. En elRakis de
abiertos son uniones de intervalos abiertos.

La segunda consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de sucesion de
Cauchy erRN es independiente de la norma. Este hecho, junto con el Teorema de complitud
deR y el Ejemplo2.13nos prueban el siguiente resultado.

3De haber pospuesto la demostracion de este teorema a la obtencion de la propiedad de compacidad (Propo-
sicion 2.51), esto habria sido inmediato. En efecto, dado que la funcion niprinas continua efRN, || - ||2)
(n6tese qué ||| — [ly]| | < [[x—y|| < M|Ix—y][2) y que la esfera unidad para la norma eucliSea (0,1) es
compacta, por la propiedad de compacidad, el conj{iut : ||x||2 = 1} tiene minimo.



36 2. Continuidad y limite funcional.

Teorema 2.25 (complitud). En RN, toda sucesion de Cauchy es convergente, esi@'ess
un espacio de Banach con cualquier norma.

La tercera consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de acot&&6n en
es independiente de la norma.
El Teorema2.22admite ahora el siguiente enunciado.

Teorema 2.26 (Bolzano-Weierstrass)RN verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesion acotada admite una parcial convergente.
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2.3. Compactos, convexos y conexos.

Dedicamos esta seccion a presentar tres tipos distinguidos de subconjuiit¥s|ds
compactos, los convexos y los conexos.
En la demostracion del Teorema de Hausdorff sélo se ha tenido en cuer§g g@e1)

es un conjunto acotado y cerraddllo nos motiva a destacar estos subconjuntoR e

Definicion 2.27.Un subconjuntd deRN escompactasi es cerrado y acotado.

Decir cuales de los siguientes conjuntos son compa&tp$% :ne N}, {a}, B(a,r),
B(ar), S(ar), [ablulc.d], {(xy) € RZ:x> 0}.

Obsérvese que el punto crucial de la demostracion del tan citado Teorema de Hausdorff
consiste en probar que toda sucesion en la esfgfd0, 1) se acumula, es decir, admite una
parcial convergente a un punto de dicha esfera. Esto nos motiva la siguiente caracterizacion
de los compactos d&N que ser& una herramienta bésica en futuras demostraciones y que a
su vez nos permite extender dicho concepto a espacios métricos cualesquiera.

Teorema 2.28 (Caracterizacion de los compactos d&V). Sea K un subconjunto deV.
Equivalen:

) K es compacto (cerrado y acotado B&).

i) Toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial que converge a un punto de
K.

Demostracion:

i) = ii) Sea{x,} una sucesion el. Por hipotesis{x,} es acotada y, por el Teorema de
Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesion, } convergente a un vectaigue necesaria-
mente ha de perteneceKapor serK un conjunto cerrado.

i) = i) K es cerrado: Seac Ky {x,} una sucesion ek convergente a. Por hipétesis,
existe{Xs(n) } — Yy € K. Puesto que tambi€fx, ) } — X, deducimos de la unicidad del limite
quex € K. Hemos probado qu€ C K y por tantoK es cerrado.

K es acotado: Supongamos qu€ no es acotado. Se tiene entonces que
K\B(0,n) #0, Vne N, luego podemos elegir para cada natarain elementa, € K\B(0,n).

La sucesion{x,} asi elegida no puede tener ninguna parcial convergente yaxglie> n,
Vn € N, y, por tanto, todas sus parciales son no acotadas. Hemos probadokjes sio
acotado, entonces no se verifica .

4Del Teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue que toda sucesion en un conjunto acotado admite una parcial
convergente; siademas el conjunto es cerrado, la caracterizacién secuencial de la adherencia (PBop8sicion
nos asegura que el limite se queda en el conjunto.
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Definicién 2.29. Un subconjuntdK de un espacio métrico é@mpactcsi toda sucesion de
puntos de&K admite una sucesion parcial que converge a un punko. de

Recordamos que en un espacio métiiEod) todo subconjuntdA C E es también un
espacio métrico con la distancia inducida. Como todo espacio métrico tiene una topologia
gue procede de la distancia, a la topologia asociada a la restriccidmldgubconjuntoA
se le llamaopologia inducidaen A. En cualquier espacio métrico, los abiertos son uniones
de bolas abiertas. Ahora bien, una bola abiertaher es mas que un conjunto del tipo
{xeA:d(x,a) <r},dondeac Ayr > 0, pero este conjunto no es otra cosa B(er) N A.

Por tanto, siG es un abierto dé, existe un abiert® deE tal queG = ONA, esto es, los
abiertos de Ao abiertos relativos en Ao son otra cosa que las intersecciones &ate los
abiertos deE. Reciprocamente, es muy facil probar que los conjuntos que se escriben como
interseccion de un abierto @econA son, de hecho, abiertos de

Los cerrados dé son los complementos énde los abiertos dA. Por razones similares,
también los cerrados dkese obtienen intersecandacon los cerrados de.

Por ejemplo,]%,l] es abierto dg0,1] y no es abierto. ¢Cuales son los abiertos y los
cerrados d&.?

Nota 2.30.Es interesante observar que en espacios métricos coinciden los subconjuntos com-
pactos (anterior definicidén) y los subespacios compactos (con la topologia inducida).

Es facil probar que todo subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acota-
do®, pero el reciproco no es cierto (véase el ejercicio 2.5).

El siguiente teorema caracteriza la compacidad en los espacios métricos en términos de
su topologia y permite definir dicho concepto en espacios topoldgicos generales.

Teorema 2.31 (Heine-Borel-Lebesgueea K un subconjunto de un espacio métfiead).
Equivalen:

i) K es compacto.

i) K verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es,%i es una familia de abiertos de E tales que
K C Uyes U, entonces existen@N y Uy, --- ,Up € % tal que KC |J, U;.

La demostracién puede verse en el apéndice (véase también el ejercicio 2.27).

La propiedad arquimediana denos asegura quﬁ%, 1[: n € N} (respectivament¢| —
n,n[: n € N}) es un recubrimiento por abiertos del conjujidl| (resp.R). Pruébese que en
ninguno de los casos anteriores se puede extraer un subrecubrimiento finito de los recubri-
mientos ¢ Contradice este hecho el teorema anterior?

SLa verificacion de este hecho es una simple adaptacidin éei) del Teoreme.28 entendiendo comi
ser cerrado y acotado en un espacio métrico
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El axioma de Heine-Borel (afirmacidn del anterior teorema) se toma como definicion
de compacidad en un espacio topolégico cualquiera y es una valiosa herramienta en muchas
demostraciones (véase por ejemplo el Teorema de Dini, Tedteifia

Nota 2.32. Obsérvese que en al axioma de Heine-Borel se pueden sustituir simultaneamente
los abiertos por abiertos relativos y la inclusion por igualdad, es decir, la compacidad solo
depende de la topologia del conjunto en cuestion. Con mas precision, a nivel de espacios
topologicos también coinciden los subconjuntos compactos y los subespacios compactos.

Finalizamos esta seccion presentando dos extensiones de la nocién de intefRedo de
subconjuntos d&N, una de naturaleza geométrica y otra de naturaleza topoldgica.

Recordemos la siguiente caracterizacion geométrica de los intervaiysidesubconjun-
tol deR es un intervalo si, y sélo si, para cualesquiesac | conx <y, se tiene quex,y] C |
(es de resaltar que para probar esta caracterizacion se requiere el axioma del supremo). Como
obviamente se tiene
Xy = {X+t(y—x):0<t <1},
entonced es un intervalo si, y sélo si, para cualesquienac | y cualquiert € [0,1], se
verificax+t(y—X) € |. En efecto, basta considerar la desigualdad

min{x,y} < (1—t)x+ty <max{x,y}, vt € [0,1].

La propiedad anterior que, como acabamos de recordar, caracteriza a los intervalos tiene
perfecto sentido elRN y, por tanto, nos invita a generalizar el concepto de intervalo de la
siguiente forma:

Definicion 2.33. Un subconjunt deRN esconvexosi se verifica
abeA=a+t(b—a)eA vtel0,1],

es decir, para cualesquiera dos elemeitdsen A, el segmento de extremasy b esta
contenido erA.

Obviamente el anterior concepto tiene sentido en cualquier espacio vectorial. Es inme-
diato comprobar que eRN las bolas abiertas son conjuntos convexos, e igual ocurre con
las bolas cerradas. Como caso particular, por supuesto, se obtiene que los intervalos son
conjuntos convexos. Al fin y al cabo, intentamos abstraer una propiedad que tienen (y que de
hecho caracteriza a) los intervalos.

Para presentar la otra generalizacidon de intervalo, la conexion, nos inspiraremos en esta
otra caracterizacion topoldgica de los intervalos:

Proposicion 2.34.Sea CC R. Equivalen:

1) C esun intervalo.

i) No existen particiones no triviales de C en abiertos relativos, esto es;, 8)on
abiertos en C tales que{0 0, =0y C= 0O, UO,, entonces @= 0 o bien @ = 0.
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Demostracion:
i) = ii) SeaC un intervalo y, razonando por reduccion al absurdo, supongamo§€ que
es la union disjunta de dos abiertds y O, deC no vacios. Sean entoncas Op,b € O..
Podemos suponer sin perder de generalidachgud. ComoC es un intervalo, se tiene que
[a,b] C C. Definamos
c:=sup[a,b/N0Oy).

Comola,b] es cerrado, es claro qee: [a,b] C C. Sic e Og, entonces < b, y al ser[a, b] un
intervalo yO; un abierto de&C, se tiene que exisi& > 0 tal que

[c,c+d[C [a,b]
= [c,c+68[ Clab/nOy,
Jc=68,c+d8[NCC O

lo que contradice la definicion ae
Un razonamiento anélogo (hagase) muestra @@eO,, lo que lleva a contradiccion.
Hemos probado que un intervalo no admite particiones no triviales en abiertos relativos.
ii) = i) SiC no fuese un intervalo, entonces existirian nimeros reajes C y un real
z¢ Ctales quex < z< y. Entonces, la particion

C= (-, NC)U(]z+»[NC)

contradice ii). .

Definicion 2.35. Un conjuntoC de un espacio métrico eonexosi verifica que la Unica
particion deC en dos abiertos relativos es la trivial.

En la siguiente seccion probaremos que, en los espacios normados, todo conjunto convexo
es conexo, en particular, los segmentos y las bolas son conexos. Claramente un conjunto
formado por dos elementos no es conexo.

Por supuesto, la definicion de conexion puede darse en espacios topoldgicos.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 41

2.4. Funciones continuas.

Recordemos que “la” topologia @&\ es la topologia de la norma.

Definicion 2.36 (campo escalar y vectorial)SearM,N € Ny Ac RN. Uncampo escalaen
Aes una funcién da enR. Una funcionf = (fy,..., fiy) : A— RM se llamacampo vectorial
enA, y alos campos escalarés parai = 1,..., M, se les denomineampos escalarede f

o funciones componentes de

Definicion 2.37 (campo vectorial continuo).SeanM,N e N,Ac RN, ac Ay f : A—RM
un campo vectorial. Se dice qdeescontinuoen el puntca si para toda sucesiéfa,} enA
convergente a, se tiene que la sucesidti(a,)} converge & (a), es decir:

[¥{an} enA {an} — & = {f(an)} — f(a)

donde la convergencia de las sucesiones es relativa a las topolo@is/deM.
Se dice que la funcioh es continua eB C A si lo es en todos los puntos & Se dice
gue la funcionf es continua si es continua &n

Como consecuencia inmediata del Ejempld3 el estudio de la continuidad de los cam-
pos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes como se recoge en el
siguiente enunciado.

Proposicion 2.38 (Reduccion a campos escalare§ean MN € N, ACRN, f = (fy,..., fu):
A — RM un campo vectorial en Ay a un punto de A. Entonces
f es continuo en & fj escontinuoenavi=1,...,M.

El concepto de continuidad se extiende literalmente a funciones definidas entre espacios
métricos:

Definicion 2.39.Sean(E, d), (F,p) espacios métricodyC E, f : A— F yac A. Se dice que
la funcion f escontinuaen el puntaa si

d
[V{an} enA {an} S a] = {f(an)} 2 f(a)
Se dice que la funciom es continua el C A si lo es en cada punto d& Se dice qud es
continua si es continua en

Como la convergencia de una sucesion es un concepto topolégico, el concepto de conti-
nuidad también es topoldgico, es decir, depende de las topologias de los espacios métricos
pero no de las métricas concretas que se utilicen.

Los siguientes resultados se demuestran rutinariamente y se dejan como ejercicios.
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Proposicion 2.40 (Regla de la cadena para la continuidad)Sean k, E,, E3 espacios
métricos, AC E;, f: A— Ey, BC Ep, g: B— Ez y supongamos que(A) C B. Si f es
continua en un punto a de Ay g es continua €a)fentonces la composicionogf es
continua en a. Como consecuencia, si f y g son continuas, entondeggycontinua.

Pongamos ahora de manifiesto la buena convivencia entre el algebra y la topologia de un
espacio normadgX, ||.||). Esto es,

1. La suma enX, ||.||) es continua, es decir, la aplicacion ¥e< X en X definida por
(X,y) — Xx+Y. En efecto, s{(xn,yn)} — (X,y), entonces

I(x+Y) = (a4 Yn) | < [IX=Xall + [[y = Yall <2 max{[x—Xall, ][y —¥nll} — O.

2. Elproducto por escalares &res continuo, es decir la aplicacionBe X enX definida
por (A,X) — Ax. Enefecto, siAn} — A, {xn} — X, se tiene

14X = AnXal| < [[(A = An)X+ An(X =Xn)[| < |4 = An] [[X][ + |An] [[X=Xn]| <

(X[ 4 12n[) max{|A = An|, [[X—Xal[} — O,
donde se ha tenido en cuenta dug} es acotada.
En particular, el producto €R es continuo.

3. Lanormal|.|| es continua, es decir la aplicacionXienR definida poix — ||x||. Basta
tener en cuenta la desigualdad

[ IIXIE = [%al| T < f1x =X

Ahora es inmediata la demostracion del siguiente resultado:
Corolario 2.41. Sean (E,d) un espacio métrico,(X,||.||) un espacio normado vy
acACE.

i) Sif,g: A— X son continuas en a¥ € R, entonces f g yAf son continuas en a.

i) Sif:A—Ryg:A— X soncontinuas en a, entonces fg es continua en a.

L : 1 .
i) Si f:A— Rescontinuaenay(k)#0, ¥xeA, entoncesf— es continua en a.

. . . f .
iv) Si f,g: A— R son continuas en ay(g) #0, ¥x € A, entoncesa es continua en a.

Proposicion 2.42 (Continuidad de la restriccién).Sean E y F espacios métricosiBA C E

y f:A— F, y consideremos la aplicacion restriccion de f a B :fB — F definida por
fia(x) := f(x), ¥x € B. Entonces es continua en todo punto de B en el que f sea continua.
En consecuencia, si la funcion f es continua, entonces su restriccion a B también lo es.
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Es importante destacar que la continuidad no se transfiere a extensiones (las funciones
definidas en un solo punto son continuas, luego si la continuidad se transfiriese a extensiones,
concluiriamos que todas las funciones son continuas). Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado parcial.

Proposicion 2.43 (Caracter local de la continuidad).Sean EF espacios métricos, & E,
f:A—FybeBCA.SiBesun"“entorno relativo” de b (existex0tal que Bb,r)NAC B)
y fig es continua en b, entonces f es continua en b. En particular; & ¥ F, BC E es
abierto y si fg es continua, entonces f es continua en B.

Demostracion:
Sear > 0 tal queB(b,r)NA C B. Si{an} es una sucesion ehconvergente al puntb,
entonces
dmeN: n>m= ay<B(b,r),

con lo que para > mse tiene quey, € B. Asi {am+n}nen €S UNa sucesion éhque converge
al puntob, ya que es parcial de la sucesifa,}. Por serfg continua enb se tiene que

{f(amsn) }neny — f(b) y, por tanto, tambiéf f(a,)} — f(b). .

Ejemplos 2.44 (funciones continuas).

1. Las proyecciones d&N enR son continuas, es decir las aplicaciomgs RN — R
(k=1,...,N) definidas povrg(X1,...,XN) = Xk

2. Toda funcién polinémica d&N enR es continua.

3. Toda funcidén racionaR = 6 enN variables es continua en su conjunto de definicion:

{(Xla"'axN) < RN : Q(Xla"',XN) 7& 0}

4. Las funciones elementales reales de variable real (exponencial, logaritmo, raices, fun-
ciones trigonomeétricas) son continuas en su dominio de definicion.

La siguiente caracterizacion proporcionara la manera satisfactoria de introducir en espa-
cios topolégicos el concepto de continuidad en un punto.

Proposicion 2.45 ¢-§-caracterizacion de la continuidad). Sean(E,d), (F,p) espacios
meétricos, AC E, f: A— F y ae A. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) fescontinuaen a.

XeA
d(x,a) < 6

Ve >0,36 >0: f(B(a,6)NA) C B(f(a),e).

i) ve>0,36>0: { } = p(f(x), f(a)) < &, equivalentemente
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Demostracion:
i) = ii) Supongamos que no se verifica Entonces existe un positivg con la siguiente
propiedad:
d(as,a) < 6
Vo >0, dag € A: ’ ,
° {P(f(aé)af<a))280

en particular

p(f(an) f(a)) > & -
Es inmediato que la sucesida,} enA asi definida converge hacmientras que f(an) }
no converge d(a).
i) = i) Seaf{an} una sucesion ef convergente hacia Fijemose > 0y tomemos) > 0
tal que

1
vYneN, HaneA:{ d(a”’a)<n

xeA d(x,a) < 8] = p(f(x),f(a) <e.
Como{an} — a, existe un naturah tal que sin > mse verifica quel(a,,a) < &, y por tanto

p(f(an). f(a) <e.

Hemos probado quées continua ea. .

Es importante observar que, enda-caracterizacion de la continuidad, el nUmero po-
sitivo 8 depende tanto del numero positigeelegido, como del punta de A prefijado. En
general, para un mismopositivo pueden aparecer distini®slependiendo del puntode A
del que se trate.

En el caso en que, para caga O fijo pueda encontrarse un positidgocomun, valido
para todos los puntos d& la funcién gozara de propiedades adicionales que la diferencian
de las funciones que son Unicamente continuas.

Definicion 2.46 (continuidad uniforme). Sean(E,d) y (F,p) espacios métrico#\ C E y
f : A— F una funcion. Se dice qukeesuniformemente continusi

Ve>0,36 >0:[x,yec Ad(xy) <d]=p(f(x),f(y) <e

No es dificil comprobar que una funcidn A — F es uniformemente continua si, y s6lo
si, se verifica la condicion

an,bh € A, Vne N, {d(an,bn)} — 0= p(f(an), f(bn)) — 0.

Es inmediato que si es uniformemente continua, entondess continua. El reciproco
no es cierto, de hecho existen funciones continuas muy sencillas que no son uniformemente
continuas:

La funciéonf : Rt — R definida porf (x) = ” es continua y, sin embargo, no es unifor-
memente continua ya que para cada natusa tiene que

(2) 1 (2) -
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1 . ,
(Como consecuencr? puede no ser uniformemente continua aunque ldf $ea

La funciéonf : R — R definida porf (x) = x? es continua y, sin embargo, no es uniforme-
mente continua ya que para cada natarse tiene que

f(n+%>—f(n)

(Como consecuencia el producto de funciones uniformemente continuas no tiene por qué
serlo).

En general, el producto por escalares en un espacio norfXafid|) es continuo pero no
es uniformemente continuo ya que para cada vectarnulo y para cada naturalse tiene

d }nx inx —i f}nx—finx
n’ "\ 2n’ - 2n y n’ 2n’

Es claro que toda restriccion de una funcién uniformemente continua también lo es.

> 2.

1 1
= (1—=||X|| = =%l

Proposicion 2.47 (Caracterizacion de la continuidad global)Sean(E,d), (F, p) espacios

métricos, ACE y f: A— F. Denotemos potr (resp.[Ja) la familia de los abiertos de F
(resp. abiertos relativos de A) y pofr (resp..#a) la familia de los cerrados de F (resp.
cerrados relativos de A). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua, equivalentemente (Proposickofh’):

) xeA
Vae A, Ve >0, 35a>0.{ d(x ) < &, }:> p(f(x),f(a) <e.

i) Laimagen inversa por f de cualquier abierto de F es un abierto relativo de A:
Oclr= f10)eUa

iii) Laimagen inversa por f de cualquier cerrado de F es un cerrado relativo de A:

Ce Zr = f1C) e Za

iv) La funcion f aplica valores adherentes de cualquier subconjunto de A en valores ad-
herentes de la imagen de dicho conjunto, esto es:

f(BNA) cC f(B), VBC A

Es importante destacar que en las sentericiasiii ) el calificativo relativo es obligado.
Si no fuese asi, entonces todos los conjuntos de un espacio métrico serian cerrados (cada
subconjuntoS se puede escribir de la forng= f~1({0}) dondef : S— R es la funcion
constantemente cero, y por tarffees la imagen inversa por una funcién continua de un
cerrado), y en consecuencia también abiertos.

Si la funcion toma valores reales y esta definida en todo el espacio métrico, se tiene el
siguiente resultado que permite reconocer subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio
métrico de forma muy sencilla.
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Corolario 2.48. Sean(E,d) un espacio métrico y fE — R una aplicacion continua. Deno-
temos porl] (resp..#) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo
ac R se tiene que:

i) {xeE:f(x)<a}el.
i) {xeE:f(x)>a}el.
i) {xeE:f(x)<a}ec.Z.
iv) {(x€E: f(x)>a}e.Z.

v) {xeE: f(x)=a}e.Z.

Ejemplo 2.49. Los conjuntos

A= {(x,y) eR?: 0<xy< )—1(}

B={(xy) € R?: 0<x*+y*—sen(xy) < 2, y&>2}

son abiertos d&2.
En efecto, puesto que= A; N Ay, donde

AL ={(xy) eR?: 0<x}yAr={(xy) eR?: xy< 1}

el resultado se sigue de la continuidad de la aplicacion proyeccién primei® — Ry
de la aplicacion polinémick : R> — R definida poP(x,y) = xy, y del hecho de que

A= 7[1_1<]O’—|—oo[) yAr= P_l(] — o, 1[)

La prueba de quB es abierto es analoga a la anterior sin mas que considerar las funciones

continuas d&R?2 enR

f(xy) =X +y* —sen(xy) , g(x.y) := ye,

ya que
B= f~(]0,2)) ng~*(]2, +e0]).

Probaremos ahora que la compacidad y la conexion se conservan por funciones continuas.

Teorema 2.50 (Conservacion de la compacidad por continuidadean EF espacios mé-
tricos, K un subconjunto compacto de E yK — F continua. Entonces(K) es compacto.
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Demostracion:

Sea {yn} una sucesion enf(K). Tomemos una sucesiofx,} en K tal que
f(Xa) = yn, Vn € N. Al serK compactoi{xn } — X € K. La continuidad def nos ase-
gura que{ f (Xs(n)) } — f(x), es decir:

Yot = f(x) € £(K).

Hemos probado qu&(K) es compacto. .

Corolario 2.51 (Propiedad de compacidad) Sean E un espacio métrico, K un subconjunto
compacto de E y f K — R una funcién continua. Entonces f esta acotada y alcanza su
maximo y su minimo absolutos.

Demostracion:
f(K) es un compacto dR, luego cerrado y acotado, de donde se deduce facilmente que
el conjuntof (K) tiene maximo y minimo. .

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que una sucesion de funciones que,
en principio, converge solo puntualmente, converja de hecho uniformemente. La demostra-
cion que damos a continuacién es un buen ejemplo de utilizacién del axioma de Heine-Borel.

Teorema 2.52 (Dini). Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrich yuna
sucesion monotona de funciones continuas de R gue converge puntualmente en K a una
funcion continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.

Demostracion:
Seage > 0. Para cada naturaldefinimos

Un:={xeK:|fa(x) — f(X)| < €}.

La continuidad de las funciondg y f nos permite asegurar qlg es un abierto relativo
de K. La monotonia de la sucesidrfy} nos dice que{U,} es una sucesion creciente de
abiertos relativos. La convergencia puntual implica que dicha familia re¢utfer altimo,

la compacidad d& (axioma de Heine-Borel y la Not& 32, nos permite afirmar que existe
m natural tal queK = Uy, y por tanto:

n>m=|fh(x) — f(X)| <&, VxeK.

El siguiente resultado prueba que las funciones continuas definidas en compactos son de
hecho uniformemente continuas.

Teorema 2.53 (Heine).Sean E y F espacios métricos,.(KE un subconjunto compacto y
f : K — F una funcién continua. Entonces f es uniformemente continua.
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Demostracion:
Notemos pod y p las distancias d& y F, respectivamente. Supongamos dueo es
uniformemente continua. Entonces exisje> 0 tal que

Vo >0, 3xs,ys € K: d(X5,y5) < 0 Y p(f(xs), f(¥s)) > €.

En consecuencia

1
VneN, Ixn,Yn € K d(Xn,Yn) < sy p(f(Xn), f(¥n)) > &o.

ComoK es compactoEJ{xG(n)} — X € K. Se tiene, para cada naturalque

d(Yomn):X) < d(Yo(n):Xsm)) +dXem):X) < — = +d(X(n),X),

de donde se deduce q{i;, } — X. Por ultimo, la continuidad dé nos asegura que

{fem)} = Ty {FYom)} — F(X)
lo que contradice que(f(xn), f(yn)) > &, VYneN. .

En el Apéndice D del tema se da otra demostracion del Teorema de Heine que usa el
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

Queda claro que, en virtud de la Ndia82, en los enunciados del Teorema de Diniy de
Heine podemos suponer gees un espacio métrico compacto (en lugar de un subconjunto
compacto de un espacio métrico).

Recordemos que X eY son conjuntosA/BC Y,y f : X — Y, entonces

f(f71(A) =ANF(X)
f~YauB) =t AufiB), f1AanB) =f1ANnfB).

Teorema 2.54 (Conservacion de la conexion por la continuidadSean EF dos espacios
meétricos, C un subconjunto conexo no vacio de E: € - F continua. Entonces(€C) es
conexo.

Demostracion:
Seaf(C) =U UV una particion def (C) en abiertos relativos. $) es un abierto d€ tal
queU = 0On f(C), entonces

f-lu)=f11tonfC)=fttonfifcC)=ftonc=t10),

lo que prueba qué—1(U) es un abierto relativo d&. Analogamente ~1(V) también es un
abierto relativo d&. Asi, en vista del comentario anterior al teoref, 2(U), f~1(V)} es
una particion d€€ en abiertos relativos, y al s€rconexo uno de los dos es vacio. Como en
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este caso, al s&t,V C f(C), se verifica quef (f~1(U)) = U, f(f~%(V)) =V, concluimos
que o biend = 0 o bienV = 0. Asi, la unica particion dé(C) en abiertos relativos es la
trivial. .

La anterior proposicion generaliza el teorema del valor intermedi@a “funcion real
continua definida en un intervalo si toma dos valores toma todos los intermedios” ¢,Por qué?

Corolario 2.55. Los segmentos €N son conexos.

Demostracion:

El segmento[x,y] es la imagen del intervald0,1] por la funcion continua
f(t) = x+t(y—x). En general, los segmentos de extremesy ([x,Y], [X, Y[, ]X,¥],]x,y[) son
conexos (hagase!). .

A continuacién mostramos que un conjui@oque verifique la propiedad que aparece
en el Teorem&.54, para cualquier funcion continua valuada{génl}, ha de ser conexo. A
pesar de la sencillez de la prueba, esta caracterizacion resulta muy Gtil para probar ciertas
propiedades de estabilidad de los conjuntos conexos.

Proposicion 2.56 (Caracterizacion de la conexion)Sea C un subconjunto no vacio de un
espacio meétrico. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) C es conexo.
i) Toda funcion continua de C €@, 1} es constante.

Demostracion:

i) = ii) Es consecuencia del teorema anterior y de que los Unicos intervalos no vacios
contenidos ef0,1} son{0} y {1}.

ii) = i) Supongamos, razonando por reduccion al absurdoCaquees conexo. S€a=
U UV una particion no trivial d€ en abiertos relativos. Entonces la funcibnC — {0,1}

definida por
. ] 0 sixeU
f(x)._{ 1 sixeV

es continua (por el caracter local de la continuidad), y verifi€a = {0,1}, y por tanto,i)
no es cierta. ]

Los siguientes resultados nos ayudan a probar la conexién de ciertos subconjuntos.

Proposicion 2.57.Todo conjunto comprendido entre un conexo y su cierre es conexo, es decir
siC es conexoy € D C C, entonces D es conexo.
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Demostracion:

SiD = 0 es claro. Supongam@s+# 0 y seaf : D — {0,1} una aplicacién continua. Por
serC conexo, en vista de la Proposici@rb6 ha de serfc constante. Com® C Cyfes
continua se tiene que

f(D) = f(CND) c T(C).

Por tanto,f es constante. L]

Proposicion 2.58.Sea{C; : i € 1} una familia de conexos de un espacio métrico tal que dos
cualesquiera tienen interseccion no vacia. EntoriggsC; es conexo.

Demostracion:

Sea f : Ug G — {0,1} continua. Queremos probar que es constante. Sean
X,y € Uil Gi. Existen entoncess € | tales quex € C; ey € Cs. Comofic, y fic, son cons-
tantes y existe € C; NCs concluimos qué (x) = f(c) = f(y). .

Corolario 2.59. Todo convexo d&N es conexo.

Demostracion:
SeaC un subconjunto convexo @ y tomemosg € C. Entonce€ = Uycc|[c, X es conexo
por ser unién de conexos con al menos el purga coman. .
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2.5. Limite funcional.

Recordemos que “la” topologia & sigue siendo la topologia de la norma.

Definicion 2.60. Sean(E,d) un espacio métrico A un subconjunto no vacio de Se dice
que a € E es unpunto de acumulacidde A si existe una sucesiofa,} de puntos deA
distintos dex y convergente &, equivalentemente, si

B(a,e)N(A\{a}) #0, Ve > 0.

Denotaremos pof’ al conjunto de los puntos de acumulacionAleSe dice que un punto
ac Aes unpunto aisladadeA si existee > 0 tal queB(a,e) NA = {a}.

Es inmediato que todo punto adherentd a es de acumulacién d& o es aislado. En
consecuencia los puntos A son de acumulacion o son aislados.

Definicion 2.61. Sean(E,d) y (F,p) espacios métricos\ C E, f : A— F, o un punto de
acumulacion dé\y ¢ € F. Se dice qud tiende & cuandox tiende ac, y se notaf (x) — ¢

cuandox — «, Si para toda sucesion de puntosAlédistintos dex y convergente ax, se
verifica que la sucesion imagen converge @s decir:

[V{an} enA, an# o, {an} S a] = {f(an)} > 7.

Supuesta la existencia de un falde la unicidad del limite secuencial se sigue que tal ele-
mento es Unico, se llanamite de la funcionf en el puntox y se nota

lim f(x)=¢.

X—Q

Como consecuencia inmediata del Ejempld3 el estudio de la existencia del limite de
los campos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes, tal como se recoge
en el siguiente enunciado.

Proposicion 2.62 (Reduccion a campos escalareslSean MN naturales,
ACRN, f=(fy,..., fm) : A— RM un campo vectorial en Ag un punto de acumulacién de
A. Entonces

f tiene limite enx < fj tiene limite er, Vi =1,...,M.

En tal caso,
lim f(x) = (lim fl(x),...,)!ima fm(X))-

X—Q X—Q

Proposicion 2.63 (Algebra de limites).Sean A- RN, a un punto de acumulacion de A,
f,g:A— RyA €R. Se verifica:
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i) Sif g tienen limite erm, entonces f g yAf tienen limite eroc y

lim (+9)(x) = lim (x) + lim g(x),

X—Q X—Q

lim(Af)(x) =24 )!i_rgf(x).

X—Q

i) Si f,gtienen limite erx, entonces fg tiene limite eny

lim (fg)(x) = )!mc f(x) lim g(x).

X—a X—Q

i) Si f,gtienen limite er, g(x) # 0 Vx € A, ylimy_.g(x) # 0, entoncesé tiene limite

enay

o limy g f(X)
i ™ = imeo)”

Notas 2.64.

a) Puesto que en los espacios métricos la convergencia secuencial depende solo de la topo-
logia, se tiene que, al igual que ocurria con la continuidad, también el concepto de limite
funcional es de caracter topolégico: depende de las topologias de los espacios métricos pero
no de las métricas concretas que se utilicen.

b) Puede ocurrir que el puni@ no pertenezca al conjuniy pero que sea de acumulacion.

En el caso en que pertenezca &, el valor que tome la funciéh en o no afecta para nada

a la existencia del limite, ni al valor de éste.

c) Notese que, en la DefiniciGh61, basta exigir la condicion

[V{an} enA  an# o, {an} 9 | = {f(an)} es convergente

En efecto, si{a,} y {a,} son dos sucesiones que verifican la hipétesis anterior, entonces
S u , / / / 2 . . .

la sucesion “mezclaiag,a;,az,a,,...,an,a,,...} €sta en las mismas circunstancias, y por

tanto, la sucesion imagen

/

{f(an). f(ay), f (@), f(ag),.... f(an), f(a),...}

es convergente, lo que conlleva a que

lim f(an) =lim f(a,).

La relacion entre la continuidad de una funcién en un punto y la existencia de limite
funcional en dicho punto se recoge en el siguiente resultado:

Proposicion 2.65.Sean EF espacios métricos, & E, f: A— F y a un punto de A.

i) Siaesun punto aislado de A, entonces f es continua en a.
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i) Si a es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en a si, y soélo si,

La demostracién se deja como ejercicio.

El siguiente resultado recoge el utilisimo proceso de cambio a coordenadas polares a
la hora de estudiar limites de funciones de dos variables reales. Claramente, via el uso de
traslaciones, no es restrictivo el llevar a cabo el estudio del limite en el p®o

Recordemos que la funcion paso a coordenadas polares es la fun(mg‘mdﬁ enR?
definida por

(p,¥) — (p cosd,p sendy),

que es una aplicacion sobreyectiva, aplica el{€fgx R en (0,0), y que es periddica de
periodo Zr en la variable’d. En consecuencia, esta aplicacion induce una biyeccion de la
franjaR* x] — &, 7] sobreR?\ {(0,0)}. En efecto: daddx,y) € R?\ {(0,0)} existe un tnico
(p,¥) e RT x] —r, ] tal que

X=p COSVY ,y=p sendv.

De hecho,p y ¥ son el médulo y el “argumento principal” d&,y), y (p,?) se pueden
obtener a a partir de&s,y) mediante las expresionps= \/x2+y2y

/4 sixeR7,y=0
v=92 arctanL en otro caso.
p+X

Al par (p,9) se le llamacoordenadas polaredel punto(x,y).

Proposicion 2.66 (coordenadas polaresBSean f: R?\ {(0,0)} — R una funcion y/ un
numero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

1) 1imxy) (0,0 fF(XYy) =~
i) Ye>0,36>0: 0<||(x,y)]| <d=|f(xy) —¢ <e.
iii) limp_o f(p cos®,p send) = ¢ uniformemente egt, es decir:

Ve>0,30>0: [0<p <, deR]=|f(pcosd,p send)—/{| <e.

iv) Para cualquier sucesiofip,} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion de
reales{dn} (si queremosv| < x), se verifica que

{f(pn cOSOn, pn SENDVR)} — L.
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Demostracion:
i) = ii) Se deja como ejercicio (véaseda- §-caracterizacion de la continuidad).
ii) = iii ). Seae > 0 fijo. Por hipétesis

36 >0:0<||(X,Y)|2<d=|f(Xy)—¢| <e.
Ahora, sip es tal que & p < 8, entonces para todo redlse verifica que
|(p cost,p send)|2=p < 6,

luego se tiene que
|f(p cos®,p send) — /| < e.

iii) = iv) Sean{pn} una sucesion de numeros reales positivos convergente a ¢8rQ y
una sucesiéon de numeros reales. Rara0 fijo, por hipotesis

30>0:(0<p<9d,9€R)=|f(pcost,p send)—/| <e.
Como{pn} — 0, entonces
dJmeN :n>m=0<py <9,
y por tanto, en vista de la hipotesis
n>m = |f(pnCOSVh,pn SENY,) — | < €.

En consecuencia,
{f(pn COSOn, pn SENDN)} — 7.

iv) = i) Sea{(x,yn)} una sucesion eR?\ {(0,0)} convergente 40,0). Para cada na-
turaln tomemospy, := ||(Xn,Yn)|l2 Y On € R tal que

Xn = Pn COSDn ,Yn = pn S€N V.
De la continuidad de la norma se sigue dpg} — 0, y por tanto poiv)

{f(Xn,yn)} = {f(pn COSﬁn,pn sen ﬁn)} — /.

Corolario 2.67 (Limites direccionales).Sea f: R?\ {(a,b)} — R. Si existdim (xy)—(ab) FOXY) =
¢ entonces, para todé €] — «, 7| existe

IimO f(a+p cosd,b+p sendd) = /.
p—

Los anteriores limites se llaman limites direccionadeda direccions.
En consecuencia, de existir limite han de existir todos los limites direccionales y ser
iguales al limite.
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En la practica es usual para calcular los limites direccionalé$dg) en el puntaa, b),
considerar las rectas= b+ m(x— a) (de pendienteny que pasa pofa,b)) y hallar el limite

)I(@af(x,ber(x—a)).

Obsérvese que de no existir un limite direccional o en el caso de que dos limites direc-
cionales sean distintos podemos afirmar que no hay limite. Supuesto que todos los limites
direccionales existen y son iguales, éste es el candidato a limite, aunque puede que no haya
limite (véase Ejercici@.27, g).
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2.6. Apendice.

2.6.1. A) Teorema de Heine-Borel-Lebesque.

Teorema de Heine-Borel-LebesgueSea K un subconjunto de un espacio métrico. Equi-
valen:

i) K es compacto, esto es, toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial
convergente a un punto de K.

i) K verifica el axioma de Heine-Borel todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, si 7/ es una familia de abiertos de E tales que
K C Uyeg U, entonces existenn € N y Uy, -+ ,Up € % tal que K C L1 U;.

En la demostracién del teorema anterior usaremos los dos siguientes resultados auxiliares,
de interés en si mismos:
Proposicion 2.68.Sea{x,} una sucesién de un espacio métrico Eeyk. Son equivalentes:
a) La sucesionxn} admite una parcial convergente a x.
b) Para cada positive, el conjunto{n € N : x, € B(x,€)} es infinito.

Demostracion:
Por definicion de convergencia es claro glie> b).
b) = a) Supongamob) cierto y definamos : N — N de la siguiente manera:

o()=min{neN:x,eB(x,1)}.

Supuesto definido (k), parak < n, definimos

) 1
1) = ; Bl X,—— | ¢-
o(n+1) =min {meN m> o (N),Xm € (X’n+1)}

Asi conseguimos una sucesion pardigl, } que, por la forma de construirla, claramente
converge . .

Lema 2.69 (del nimero de Lebesgue)Sea K un subconjunto compacto de un espacio mé-
trico. Entonces para todo recubrimiento por abiertesde K existe r> O tal que

xeK=3U e :B(x,r) CU.

En tal caso se dice que r es un niumero de Lebesgue asociado al recubrifiento
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Demostracion:
Si no existiera un numero de Lebesgue, entonces habria un recubrimiento por &aiertos
deK tal que

1
neN= (HxneK:B(xn,ﬁ> ¢cuU, W e%).

Por hipotesis{x,} admite una parcial convergente a un elementte K. Por tanto, ha de
existir un conjuntdJ € % tal quex € U, y, por ser este conjunto abierto, para algun positivo
p se verificaB(x,p) C U. Ahora, elegimosé < %, y sabemos que existe> N tal que
d(xn,X) < 5. Entonces, sy € B(x,, 5), se tiene

d(X,y) <d(X,%:) +d(Xn,y) < p.
Asi
B(xn,%) C B(x,p) C U.

1 1 P 1 p . .,
Como; < < 5, obtenemos quB(xn, =) C B(xn, 5) C U, lo que contradice la eleccion de
Xn. |

Demostraciéon del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue
i) = ii) Probamos primero que dado un positigp existe un subconjunto finito
F C K tal queK C Uycg B(X,€). De no ser asi, tomemos

x1 € K, x2eK\B(xg,¢),

y en general,
XrH_]_ c K \ Uple(X| ; 8)

Obtendriamos asi una sucesion kerverificando qued(xn,Xm) > € Si n # m, 0 sea{xy}
€S una sucesion sin parciales convergentes (pues ni siquiera pueden ser de Cauchy), lo que
contradice la hipotesis.

Ahora probamos quk verifica el axioma de Heine-Borel. Fijamos un recubrimiento por
abiertos7 de K. Sear un numero de Lebesgue asociado al recubrimiento. Sabemos que
existe un conjunto finité C K tal queK C Uycg B(x,r). Ahora bien, cada una de las bolas
anteriores esta contenida en algun abierto del recubrimiento pouserumero de Lebesgue,
por tanto, éste admite un subrecubrimiento finito, como queriamos demostrar.
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i) =) Sea{xn} una sucesion e y supongamos que no admite ninguna parcial con-
vergente a ningun elemento He Por la Proposicido.68 ha de ocurrir

yeK=3ry>0:{neN:xyeB(y,ry)} esfinita
Como la familia de conjuntos
{B(y,ry) :ye K}
es un recubrimiento por abiertos de€, por hipotesis, deben de existir elementos

Y1,---,Ymtales que
K C B(y]_7 ryl) U e U B(ym, rym),

lo cual es una contradiccion, ya que en tal caso
m
N={neN:x,eK}C {neN:xne UB(yj,ry]—)}
j=1

seria finito, ya que cada una de las b@&g,ry,) cuya union recubr& contiene a un nimero
finito de términos de la sucesion.
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2.6.2. B) Desigualdad entre la media geométrica y aritmética.

Proposicion. Sea n un natural mayor o igual que 2. Entonces

atax+..+an
n

0<a,a,....,an = Jara...a, <

y la igualdad ocurre si, y s6lo si, a3 = ap = ... = ap.
Demostracion:

Si alguno de los; es nulo la proposicion es inmediata. También es inmediato que si todos
los a; son iguales se da la igualdad. Queda asi reducida la demostracion a probar la siguiente
implicacion:

a1 +ag+...+ap
n

[0<ag,ap,...,an, &1 < & | = Vagap...an <

gue a su vez se deduce de probar
[0 < X1,X2, .0 Xny X1Xo.. Xn =1, X1 <1< Xo | =>N<Xg+ X2+ ...+ Xn (%)
(basta aplicar (*) a los nUmerog =

induccion.
Comprobemos la implicacion pana= 2.

{‘/ﬁﬁ’i =1,2,...,n). Vamos a demostrar (*) por

X1 <1l<X = (1-X1)(1—X%2) <0 & 1+X1X0<X1+X2 = 2< X1+ Xo.
Supongamos (*) cierta paray probémosla para+ 1. Sean

0 < X1,X2, .., Xy X1, XaXo . XnXnr1 =1, X1 <1< X

y consideremos los siguientasiimerogxix2), Xs, ..., Xn, Xn+-1. ES claro que todos son posi-
tivos y su producto vale 1. Tanto si todos son iguales (en cuyo caso son todos iguales a 1)
como si no (en cuyo caso aplicamos la hip6tesis de induccién) tenemos que

N < X1Xo 4+ X3+ ... +Xn 4+ Xnt1

y por tanto (usando la desigualdad £1xo < X3 + X2 vista en la prueba pare= 2) concluimos
que
N+1<XXo+X3+... + Xn+Xnr1+ 1=
= (L+XX2) + X3+ ... +Xn+Xny1 <

< X1+ X2+ X3+ ... +Xn+ Xns1-



60 2. Continuidad y limite funcional.

2.6.3. C) Demostracion de la caracterizacion de la continuidad global.

Demostracién de la Proposiciéh47.

i) = ii) SeaO C F abierto. Sif ~(O) es vacio no hay nada que demostrar. En otro caso
seaa ¢ f~1(0) fijo. Tomemose > 0 tal queB(f(a),e) C O. La hipbtesis nos asegura la
existencia de un positivd, tal que

f(B(a,da) NA) C B(f(a),¢),

yen consecuencia
B(a, &) NAC f1(0).

Hemos probado qué(O) contiene la interseccion decon una bola centrada en cada uno
de sus puntos, luegb1(O) es un abierto relativo de A.

ii) = iii ) SiC es un cerrado dE, entonces
A\F7H(C) = fH(F\C)

es un abierto relativo d&, y por tantof ~1(C) es un cerrado relativo d&

iii ) = iv) SeaB C A. Por hipotesisf ~1 ( f(B) ) es un cerrado relativo d&que, eviden-
temente, contiene B, por tanto, ha de contener al cierre Blen la topologia relativa A,
esto es,

BNAC f1 (ﬁ)

Aplicando f obtenemod (BNA) C f(B).
iv) = i) Si no ocurre), entonces

d(xs,a) < 6

Jae A deg > 0: Vo > 0,3xs € Averificando
0 ° { p(f(x5),f(a)) = &

y por tantoB := {xs : § > 0} es un subconjunto dA tal queac By f(a) ¢ f(B), y en
consecuencia no se verifiog. .
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2.6.4. D) Otra demostracion del Teorema de Heine.

Muchas veces la compacidad se usa para “uniformizar” una condicion que a priori no pa-
rece ser uniforme. Como muestra de esta idea, daremos una nueva demostracion del Teorema
de Heine, que es directa.

Teorema de Heine Sea F un espacio métrico, K un espacio métrico compactoy f : K —
F una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.

DemostracionNotemos pod y p las distancias d& y F, respectivamente. Por &0-
caracterizacion de continuidad, dado un posiiypara cada puntwdeK existe un positivo
o(x) tal que

ye K,d(y,x) < 6(x) = p(f(y), f(X) <e.
Ahora, variando el puntg, recubrimos el compacto por una unién de abiertos, sin mas que
considerar
K € Uyer B (% 252)

Por selK compacto, se tiene que, en vista del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue, pode-
mos  obtener un  subrecubrimiento finito. Esto es, existen elementos
X1,X2,- -, Xy € K tales que

8 <cUe(x.3)

donde hemos notado pér a los positivos que verifican la condicion de continuidad en el
puntox;.
Tomamosd = min{% :1<i<n}ysixye K verifican qued(x,y) < 8, entonces, por

(%), se verifica que, para alglise tienex € B (xi, %) , por tanto, com® < §; obtenemos que
X,y € B(X, ) y usando la continuidad dieenx; se tiene que

P(F(X), F(x)) <&, p(f¥), F(x)) <&

Finalmente, usando la desigualdad triangular se deduce que

p(f(y), f(x) < 2e.
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2.6.5. E) Formula para el argumento de un nimero complejo.
Proposicion Para todo z= X+ iy € C*, si definimos ¥ por

X+12]

9= 2arctan—— si ze C*\R~
== Si ze R~

entonces ¥ es el tnico niimero real en | — 7, 7t| que verifica que

z= |z (cost +iseny).

DemostraciénSupuesto que existan dos elementosy que verifiquen lo anterior, entonces,
se tendria que
COSY = Cc0Svy, sem) = sendy,

por tanto,
coq ¥ — ¥p) = cosy costp + senmd semdp = 1,

de dondes — 9 € 277 y como ¥, ¥y €] — 7, 7|, entoncesy = V.
Comprobamos ahora la existencia y Unicamente lo hacemos en el caso de que

ze C*\{R™}. Tomamos
y

X+2’

¥ = 2arcta

por tanto targ = #Z' de donde

coyd —serf? 1-tarfd
cost = co? 2 —sert S — z 2 = 2
2 2 cogy+sers l4tarry

_(xH 2Py RV 2dx—y? 2X(x+Z)  x

S (x+HZ)2+y? Ry P+ 2d  2(17+x) (2
Analogamente se tiene

5 2sen? cos? 2tan?
semd = 2sen— CoS— = 192 219: 213:
2 2 serf+cogy l4tarry

20w yx+ld)
Ty V2 (x4 1Z)2
1 V)

2y(x+ 7)) _(x4E) Y

Ry +2x  22(2d+x) 12

Dadoz € C* se llamaargumentode z a todo numero real que verifique la igualdad
z=|z|(cost +isert).
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2.8. Resumen de resultados del Tema 2.

Espacio normada Si X es un espacio vectorial real, unarmaen X es una funcién
| ]| : X — Ry verificando

i) IX]=0&x=0.
i) |AX]|=|A]|IX|l, VA € R, ¥x€ X (homogeneidad
i) x4yl <X +]yll, ¥x,y€ X (desigualdad triangulpr

El par ordenadd¢X, || - ||) se llama espacio normado

Espacio métrica Una distancia(o métricg definida en un conjunto no vackbes una
funciéond : E x E — Ry que verifica:

1. d(x,y) =0 x=Yy.
2. d(x,y) =d(y,x), ¥x,y € E (propiedad simétrida

3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,2), ¥x,y,z€ E (desigualdad triangular

Al par ordenaddE, d) se le denomina espacio métrico

Topologia de un espacio métricoSea(E,d) un espacio métrico.
Dadoa < E,r > 0, la bola abiertdresp. cerradade centroa y radior son los conjuntos
dados por

B(a,r):={xeE:d(x,a) <r}, B(ar):={xeE:d(x,a)<r}.

La esferade centraay radior es el conjunt&(a,r) := {x€ E:d(x,a) =r}.
Un subconjuntd® de un espacio métricde, d) se dice abiertsi verifica:

Vae O,dr >0:B(a,r) C O.

Asi pues, un subconjunto es abierto si puede expresarse como union de bolas abiertas.
Todo espacio nhormado es un espacio topologico con la topologia asociada a la distancia
definida pord(x,y) := || x—Y]|l.

Convergencia Una sucesiokix, } de elementos de un espacio métiiEod) es convergente
axsi{d(x,,X)} — 0. El concepto de convergencia es topoldgico, esto es, si en un eEpacio
dos distanciasl y d* generan la misma topologia, entonces las sucesiones convergentes en
(E,d) y en(E,d*) son las mismas (y ademas tienen los mismos limites).

La convergencia en el espacio normd@da,bl, ||.||~) se llama convergencia uniforme
esto es,

{fn} LY PN [Ve >0, Ime N: n>m=|fy(x) — f(Xx)| <&, Vxe[aDb]].
Una sucesiofx,} de elementos de un espacio métrind) es de Cauchgi se verifica

Ve >0, Ime N:p,g>m= d(Xp,Xq) <€,
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equivalentemente,
Ve >0, dmeN: [n>m, he N| = d(Xy1h, Xn) < €.

Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es cierto. Aquellos espacios
métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente se llaman cokipletos
espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es un espacio de Banach

Normas equivalentesDos normag| - || v ||| - ||| en un mismo espacio vectoriélse dicen
equivalentesi existen constantes,M > 0 verificando

mi|x|| < [l x| < MIx]|, ¥x € X,
equivalentemente, (Proposici@r?0 si ambas normas generan la misma topologia.

Teorema de Hausdorff Todas Ias normas en RN son equivalentes.

Como consecuencia, existe una Unica topologiRhque proceda de una norma, a la que
llamamos topologia de la norma BN, Los abiertos e®RN son las uniones de bolas abiertas
para cualquier norma.

Teorema de complitud.En RN, toda sucesion de Cauchy es convergente, esto es, RN es
un espacio de Banach con cualquier norma.

Conjunto acotada Un subconjuntcA de un espacio métric(e,d) se dice_acotadsi
A C B(xg,M) para convenienteg € E, M > 0.
Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Teorema de Bolzano-WeierstrassRN verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesién acotada en RN admite una parcial convergente.

Compactos EnRN los subconjuntos cerrados y acotados se llaman compactos

Los compactos d®N se caracterizan como aquellos subconjur€osn los que toda
sucesion de puntos deadmite una sucesion parcial convergente a un punt¢ feorema
2.29. Esta caracterizacion es la que se toma como definicion de compacto en un espacio
métrico.

En un espacio métrico @eorema de Heine-Borel-Lebesguafirma que un subconjunto
K es compacto si, y solo si, verifica el axioma de Heine-Baoelo recubrimiento por abier-
tos deK admite un subrecubrimiento finito, esto esZsies una familia de abiertos d&
tales queK C Uyeq U, entonces existene Ny Uy, --- U, € % tal queK C UL, U;i. Esta
caracterizacion es la que se toma como definicion de compacto en un espacio topoldgico.

En general, siA es un subconjunto de un espacio métri{ggd), los abiertos dé\ o
abiertos relativoson las intersecciones de los abiertosEdeon A. A dicha topologia en
A se le llama la topologia inducida

Nota: La compacidad de un subconjurfode un espacio topolégico es una propiedad
intrinseca del espacio topol6gi¢id, topologia inducida).

Convexos Un subconjunt® deRN es convexsi

[a,b] :={a+t(b—a):t€[0,1]} CA VabeA
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Conexos Un subconjuntcC deRN es conexai verifica que la Unica particion d&en
dos abiertos relativos es la trivial. Todo convexdidees conexo.

Funcion continua. Sean(E,d), (F,p) espacios métricodd C E, f :A—FyacA. Se
dice que la funciorf es_continuan el puntaa si

[¥{an} enA, {an} S a] = {f(an)} & f(a)

El concepto de continuidad entre espacios métricos es topolégico.

El estudio de la continuidad de los campos vectoriales se reduce al de sus campos escala-
res componentes: $i= (f1,..., fu) : Ac RN — RM es un campo vectorial g es un punto
deA, entonces

f es continuo em < fj es continuo e, Vi=1,...,M.

Regla de la cadena para funciones continuasean Ej, Ep, E3 espacios métricos, A C
E;, f:A— Ey, BC Ep, g: B — E3 y supongamos que f(A) C B. Si f es continua en un
punto a de Ay g es continua en f (@), entonces la composicion go f es continua en a. Como
consecuencia, si f y g son continuas, entonces go f es continua.

Algebra de las funciones continuasSean (E,d) un espacio métrico, (X, ||.||) un espacio
normadoya€ AC E.

i) Sif,g:A— X soncontinuasenay A € R, entonces f +gy Af son continuas en a.

i) Sif:A—Ryg:A— X son continuas en a, entonces fg es continua en a.

1
i) Sif:A— Rescontinuaenay f(x)#0, VX A, entonces T es continua en a.

. , , f .
iv) Sif,g:A— R son continuas enay g(x) # 0, VX € A, entonces — es continua en a.

Carécter local de la continuidad Sean E,F espacios métricos, ACE, f:A—F y
b€ B C A. SiB es un “entorno relativo” de b (existe r > 0 tal que B(b,r) NAC B) y fjg es
continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f : E — F, B C E es abierto y si
f‘B es continua, entonces f es continua en B.

€ — O-caracterizacion de la continuidad Sean (E,d), (F,p) espacios métricos, A C E,
f: A— F yac A Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f escontinuaena.

.. . xeA .
i) Ve>0,36 >0: { d(x,a) < 8 } = p(f(x), f(a)) < €, equivalentemente,

Ve >0,30>0: f(B(a,6)NA) C B(f(a),e).
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Como consecuencia de la caracterizacion de la continuidad global (Propdsi€ipse
tiene:

Sean (E,d) un espacio métrico y f : E — R una aplicacién continua. Denotemos por [
(resp. %) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo a € R se tiene
que:

) {xeE:f(x)<a}el.
i) {xeE:f(x)
i) {xeE:f(x)
iv) {xeE:f(x)>a
v) {xeE: f(X)=a

Los compactos se conservan por funciones continuas (Ted@éif)a, como consecuen-
cia las funciones continuas en un compacto valuad@s &nanzan su minimo y su maximo

absolutos (Propiedad de compacidad: Corolarigd). Asimismo, los conexos se conservan
por funciones continuas (Teorer&4).

Teorema de Dini Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y {fn} una
sucesion mondtona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
funcion continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.

Continuidad uniforme. Sean(E,d) y (F,p) espacios métricodd CEy f : A— F una
funcion. Se dice qué es uniformemente continug

Ve>0,30>0: [x,yeA d(x,y) < d]=p(f(x),f(y) <e

Teorema de Heine Sean E y F espacios métricos, K C E compacto y f : K — F una
funcién continua. Entonces f es uniformemente continua.

Limite funcional. Sean(E,d) y (F,p) espacios métrico®\C E, f : A— F, a un punto
de acumulaciéon dAy ¢ € F. Se dice qué es el limite def ena (0 quef tiende & cuando
x tiende aa, y se notaf (X) — ¢ cuandax — «), Si

d
[V{an} enA, an# o, {an} = a]= {f(an)} > 0.
El concepto de limite funcional entre espacios métricos es también topolégico.

Reduccion a campos escalareSean M, N naturales, AC RN, f = (f,..., fy) :A—RM
un campo vectorial en A 'y o0 un punto de acumulacion de A. Entonces

f tiene limite en o < fj tiene limite en o, Vi = 1,...,M.
En tal caso,

lim f(x) = (lim fﬂx),...,)!i_r}na fm(x)).

X—Q X—Q
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Algebra de limites Sean A C RN, a un punto de acumulacién de A, f,g:A— Ry A €R.
Se verifica:

i) Sif,g tienen Iimite en a, entonces f +Q y A f tienen limite en ot y
Jim (f+9g)(x) = lim f(x)+ lim g(x),

lim(Af)(x)=A lim f(x).

X—O X—0

i) Si f,g tienen Iimite en o, entonces fq tiene Iimite en o y

lim (fg)(x) = )!mc f(x) lim g(x).

X—a X—Q

i) Si f,qg tienen limite en o, g(X) # 0 ¥x € A, y limy_.¢ 9(X) # O, entonces é tiene limite

enoy
Cf o limeq f(X)
A 0™ = fimea g

Relacion entre limite funcional y continuidad Sean E,F espacios métricos, A C E,
f:A— F yaun punto de A.

i) Siaes un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

i) Si a es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en a si, y solo si,

limy_a f(x)=f(a).

Coordenadas polares Existe una biyeccién de R* x| — m, ] sobre R?\ {(0,0)}. Esto

es, dado (x,y) € R?\ {(0,0)} existe un tnico (p,?®) € RT x| — x, 7] tal que
X=p COSVY ,y=p sendv.

Al par (p, ) se le llama coordenadas polares del punto (X,Y).

Proposicion (coordenadas polares)Sean f : R?\ {(0,0)} — R una funcién y ¢ un ni-
mero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

) 1im )00 fF(Xy) =~
i) Ve >0,30 >0:0< ||(xy)|| <d=|f(Xy)—{| <e.
jii) limp_of(p cos®,p send) = ¢ uniformemente en ¥, es decir:

Ve>0,30>0: [0<p<d, deR]|=|f(pcost,p sendd)—/| <e.
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iv) Para cualquier sucesion {pn} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion de
reales {On} (si queremos |Oy| < ), se verifica que

Limites direccionales Sea f : R?\ {(a,b)} — R. Si existe

im  f(xy) =",
(xy)—(ab) ()

entonces, para cada ¥ €] — m, |, existe

IimO f(a+p cost,b+p sendy) = /.
p—

Los anteriores limites se llaman limites direccionalesn la direccion ¥.

En consecuencia, de existir Iimite han de existir todos los Iimites direccionales y ser
iguales al limite.

En la préctica es usual para calcular los Iimites direccionales de f(X,Y) en el punto (a,b),
considerar las rectas Yy = b+ m(x— a) (de pendiente My que pasa por (a,b)) y hallar el limite

)I(@af(x,ber(x—a)).
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2.9. Ejercicios del Tema 2.

Los problemas en los que aparezca el simbolo * se suponen conocidos. En clase nos
dedicaremos a los demas.

Se recomienda (con las debidas precauciones) el uso de Mathematica (o programas
similares) para dibujar las funciones que aparezcan en los problemas, especialmente en
los que se pretende estudiar la convergencia puntual y uniforme, y en los problemas de
calculo de limites.

2.1 Probar que en el espacio vectorila, b| de las funciones reales continuas definidas
en el intervalda, b] la aplicacion

[l :=max {[f(x)| : x & [ab]}

€S una norma.

2.2 Probar que la sucesion de funcioddg} definidas por
fa(x) :=x", ¥x€[0,1], Vne N

converge puntualmente €0,1] pero no converge uniformemente Enl[. Pruébese
que, de hechof f,} no admite parciales convergentes#(0,1]. Sin embargo{ f,}
converge uniformemente é@, o] con 0< a < 1.

Indicacién Usese la monotonia def, } para probar que no hay parciales convergentes.

2.3 Consideremos el espacio vectof#d0, 2| de las funciones continuas definidag@2].
Probar que
) (£]0,2],].]/~) €S un espacio de Banach.
i) (¥]0,2],].]]1) es un espacio hormado no completo, dojtlg; := f02 | f(X)|dx
iif) ¢Son equivalentes las anteriores normas?

Indicacion

i) {fn} ||.|l0-Cauchy=- {fn(a)} es de Cauchy para todoc [0,2]. El Teorema de
complitud nos sugiere la siguiente candidata a limite:

f(a):=lim fy(a), (a€]0,2)).

Utilizando la condicion de Cauchy “a tope” pruébese dues acotada y quéfn}
converge uniformemente fa El Teorema de conservacion de la continuidad por con-
vergencia uniforme asegura gli@s continua.

i) Pruébese que si(a) # 0, entonces, usando la continuidadglen a, existes > 0

tal que /2 |g(x)|dx > K;”a.
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Sea{ fn} la sucesion decreciente de funciones continuas dada por

{ X" sixe[0,1]

W)=91 sixe[12

vYne N.

Probar qug fn} es||.||1-Cauchy utilizando que

2f f 1f— !
— < =
/o|n+h n|_/o " n+l

Para demostrar que dicha sucesion no es convergeri#€[@r?], ||.||1), obsérvese que
si f fuese la funcidén limite, entonces para cada @< 1 se tendria

a a a
0< [1f1< [ 1l + [1fa— Tl <afu(@) + | fa=fl2 =0

de donde se deduce qfiéa) = 0 y por continuidad (1) = 0.
Por otra parte

2 2
0< [Tt=fl= [ la= I < Ifa—TlL—0
obliga a quef (1) = 1.
iii) Para cada naturalbasta considerar la funcion
_ [ —nx+1 sixe[0,3]
fn(x) = { 0 sixe [3,2]

También se puede usar que la norng. es completa yj - |1 no lo es.

2.4 Probar que la sucesion de funciones
X\ N
f(x) 1= (1+ ﬁ) ,¥XER, Vne N
y
On(X) :=n(VYx—1), ¥xe R", VneN
convergen puntualmente en su dominio pero no uniformemente.
Probar también que convergen uniformemente en todo intervalo compacto.
Indicacidon Usese la desigualdad entre la media geométrica y aritmética para probar la

monotonia de la sucesion y apliquese el Teorema de Dini. En el segundo caso puede
calcularsd|gn|| (en acotados) derivando.

2.5 a) Construyase una sucesiffy} de funciones en la esfera unidad €0, 1] tal que
Ifp—fallo =1, VP #a.
Indicacién Tomese, por ejemplo,

1 six € [0, ]
1 six€ [0, 3]

f1(x) == () =4 —22(x—3) six€[Z,3]
—2(x—1) sixe[3,1]
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b) ¢ Es compacta la bola unidad cerrad&e, 1]?

2.6 Sea A un subconjunto de un espacio de Banach. Probar que equivalen las
siguientes afirmaciones.
i) Aes completo.
i) Aes cerrado.

2.7 Probar que el cierre de un subespacio de un espacio normado es un subespacio y que
los subespacios d@N son cerrados.

Indicacién Véase el Ejercicio 2.6.

2.8 Pruébese que no existe mas espacio normado de dimeé¥sjgaRN con una conve-
niente norma. Es decir, $K, ||.||) es un espacio normado de dimenskdnentonces
existe una normy . || enRN y una biyeccion lineal

F G — RN
isométrica (i.e.|| f(X) || = ||x|| para todox enX). Dedlzcase que en todo espacio finito-

dimensional hay una Unica topologia que proceda de una norma.

Indicacion Seaf : X — RN una biyeccion lineal (jdescribase!). Basta comprobar que
Il £(X) ||| :== |Ix|| es una norma eRN.

2.9 SeaN un numero natural y seam, o1, ..., oy numeros reales distintos. En el espacio
vectorialX de todas las funciones polinémicas de grado menor o iguadlglefinimos:

N
||f’|::k;)|f(0‘k)|7 (f € X).

Probar que

i) ||| es una norma eX.
ii) Latopologia que genera esta norma no depende de la eleccion de losxeales

iif) Una sucesiod pn} enX converge uniformemente en un intervgob| si, y sélo
si, existenN + 1 numeros reales distintos del intervéob|, Bo, B1, ..., By, tales
que{pn(Bk)} converge park=0,1,...,N.

Indicacion Usese que $il es un nimero naturalg, ..., Xy son nimeros reales distintos
Y Yo,...,YN SON numeros reales cualesquiera, existe un unico polingnie grado
menor o igual qué tal que

Yi := p(x) parai =0,1,...,N.
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De hecho el polinomig viene dado por la expresion
N Vi I_Ir7£|
= /o o\
% nr;«él

2.10 Sean M un subespacio vectorial d&RN || -||) y xo € RN. Probar que existe
mp € M que materializa la distancia dg aM, es decir,

%o — Mol = dist (xo, M) :=inf{||xo —m|| : me M}.

(Se dice que los subespacioskfe sonproximinales por verificarse lo anterior).

Indicacién Justificar la existencia de una sucesion acofaxg enM tal que

{lxo— ||} — dist (xo,M).

2.11 SeaM un subespacio propio d&". Probar que existe un vectede la esfera unidad
tal que distx, M) = 1.

Indicacion Seaxg € RN\ M y seamy € M tal que||xo — mg|| = dist (Xo, M). Considerar
el vector normalizado d& — my.

2.12 Probar que todo espacio normad@shomeomorfa su bola abiert8(0,1), es decir,
existe una biyeccion bicontinua (continua con inversa continuX) stebreB(0, 1).

Indicacién Véase el Ejercicio 1.5.

2.13 Seark, F espacios métrico®\C Ey f : A— F una funcién. Probar que $iconserva
las sucesiones convergentes, entorfces continua.

2.14 Sea(E,d) un espacio métrico. Pruébese que

i) Ladistanciad: E x E — R es continua.

i) SiAC E es un subconjunto no vacio, definimos
dist(x,A) = inf{d(x,a) :€ A} (x€E).

Pruébese que la funcién— d(x,A) es continua efe. De hecho, la afirmacion
anterior es consecuencia de la siguiente desigualdad:

|dist(x, A) — dist(y,A)| < d(x,y), ¥x,y € E.
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2.15 SeaA un subconjunto no vacio de un espacio métfieod). Se define el diametro de
Acomo

diam(A) = sup{d(x,y) : X,y € A} € Rf U{+oo}.
Pruébese que:

1. diam(A) = diam(A).

2. A= {xe E: distx,E\A) >0} y A= {xeE: distx,A) = 0}. Deducir que
en un espacio métrico todo conjunto abierto se puede expresar como una unién
numerable de conjuntos cerrados y que cada conjunto cerrado se puede expresar
como una interseccion numerable de abiertos.

3. Six es un vector de un espacio normado ¥ 0, entonceB(x,r) = B(x,r) vy

diam(B(x,r)) = 2r. ¢ Son ciertas las anteriores igualdades para un espacio métri-
co cualquiera?

Indicacién Usar el Corolarid?2.48y el Ejercicio2.14

2.16 Lema de Uryshon para espacios métricos.

SeanA y B subconjuntos no vacios, cerrados y disjuntos de un espacio mEtrico
Probar que existe una aplicacion contifusE — R verificando:

0<f<1, f(A)={0}, f(B)={1}.
Deducir que existen subconjuntos abiekto¥ deE tales que:
AcU,BcV,UnV =0.
Indicacion Considérese la funcion

B dist(x, A)
)= Gistx.A) + dis(x B)

Para probar la continuidad de esta funcion, usese el Ejetzitib

(xe E).

2.17 Decimos que una familia de subconjuntos de un conjunto tiene la propiedad de la
interseccion finitasi la interseccion de cualquier subfamilia finita tiene interseccion
no vacia. Probar que un espacio topolédices compacto si, y solo si, toda familia

{Fi}iel de cerrados dK tal quenic| (F) = 0 no verifica la propiedad de la interseccion
finita.

2.18 Pruébese que una funcion relak ¢[a,b] es uniformemente continua. De hecho,
existe una constantd > 0 tal que

[T(y) = f(X)| <M|y—x], ¥x,y € [a,b].

Indicacién:Teorema del valor medio.



76 2. Continuidad y limite funcional.

2.19 SeaA un conjunto no cerrado de un espacio métriEgd). Probar que existe una
aplicacion continud : A— R que no es uniformemente continua.

Indicacidén Fijadoxp € A\ A, considerar la funcion

f(a):= d(a%xo)’ (aeA)

y utilizar el Ejercicio2.14

2.20 Seaf : R* x R* — R la funcién definida por:
T T
f(x,y) = (x+y)sen; seny.

i) Estudiar la existencia de limite de la funciben los puntog0,0), (0,1) y (O, 7).
i) ¢Esf uniformemente continua?

2.21 Limite a lo largo de una curva.

SeanE, F espacios métricog) un subconjunto d&, o un punto de acumulacién de
Ay f:A— F. Seay: [0,1] — E una aplicacion continua verificando qy€0,1[) C
A\{a}y 7(0) = a. Probar que si existe el limite lim, f(x), entonces existe el limite

lim¢_of(y(t)) y ademas
lim f(x) =Ilim f(y(t)).

X—O t—0

2.22 Limites iterados.
Sean |,J intervalos de R que tienen a 0 como punto de acumulacion,

A=1xJ\{(0,0)}y f : A— R. Consideremos las siguientes afirmaciones:
ar) [xel\{0} = 3limy_of(xy) = f1(x)
ap) [yeJ\ {0} = Jlimy_o f(Xy) := fa(y)
b) im0 FXY) =~
Probar quey;) y b) implican quef; tiene limite/ en 0. Los limites

lim (lim £(x,y)), lim (lim f(x.y)),

lim
Xx—0 'y—0 y—0

cuando existen, se llaméimites iteradogle f en(0,0).

2.23 * Estudiar la existencia de los limites iterados y del limitg @) de las siguientes
funciones definidas eR?\ {(0,0)}:

X2 —y? Y _ [ yseni si x#£0

X2 1 y2 _—’W(X’y)_{o si x=0"

x2y? xY siy£0 Xy
u(xy) v(x.y) { o) s y—o V= s
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2.24 * Estudiar la existencia de limite €0, 0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiad@de

Xy Xy (1 1
f(xy) = Xy ax,y) = m, h(x,y) = (; + )7> sen(xy)
. X4y’
u(x,y) = cotx seny; v(x,y) = S

2.25 * Estudiar la continuidad de la funcién R? — R dada por

X2 si|x| <yl
y>sifx >y -

fluy) = {

Indicacion Obsérvese que mifx?,y?} = 3[x2+y2 — |x2 — y2|]. También puede pro-
barse quef es continua en los puntdg,y) tales quex| = |y| y usar el caracter local
de la continuidad.

2.26 * Estudiar la continuidad de la funcidn: R? — R2 definida por

f(xy) = (e?‘z‘yz 1og(1+[X) , seny cosx) :

RVARRERY

2.27 * Estudiar la existencia de limite €0,0) de las siguientes funciones definidas en

R RY senx+sen
X y . X 2 :
Fy) = 2 g(xy) = - :
(oY) ===y ¢ dxy) =] sen(+y’)
_ x& +ye B y
h(X,y)— X+y ’ ¢(X,y) =X E(;) :

2.28 * Estudiar para qué numeros positivi$a funcion

sen(xy)

2 ty2)a V(x,y) € R?\ {(0,0)}

f(xy) =

tiene limite en(0,0).

2.29 * Demostrar que

X
. - , 1-
im &4 _p jim LzGosxcosy

(xy)—(0p) X T xy)—(00) /X2 4y2
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2.30 * Estudiar la existencia de limite €0, 0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiad@de

X4 + 3x2y2 + 2x 20 4+ 2y3(2x2 — y?
f(x,y) = 2y22 ys; g(xy) = ZYS( 2\2 y);
(X2 4y2) (X2 +y?)
YO +YA). x>y

h(xuy)_T1 U(X7y): \/m_l

2.31 * SeaK un cuerpo un cuerpo conmutativo con una relacion de ordeerificando

i) a,be R=a<bob<a(orden total),
i) [a,b,ceR, a<b]= a+c<b+c(compatible conlasuma),y
i) [a,b,ceR, a<b, 0<c|]= ac< bc(compatible con el producto)

Se dota & de la topologia del orden (los abiertosldeson las uniones de intervalos
abiertos). Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) K verifica el axioma del supremo.

i) K verifica el axioma de Bolzano (Toda funcion continua definida en un intervalo
gue toma valores positivos y negativos se anula).

iii) K es conexo.

Como consecuenci es el unico cuerpo ordenado que verifica el axioma de Bolzano,
y también es el Unico cuerpo ordenado conexo
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2.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 2.

2.1 Lo Unico no rutinario es la propiedad triangular que se deduce de

[(F+ @)X < [FX)][+19)] < [l +[[9lleo, VX € [a,b].

2.2 La sucesior f,} converge puntualmente a la funcion

0 six<1
f:]0,1 — R, f(x) ::{ 1 six—1 -

(fo—f)(1—1) = (1—})" — e1, luego no hay convergencia uniforme [@ni].

Por serf, monotona, si admitiese una parcial convergente, ella seria convergente en
contra de lo probado.
log €

Para probar la convergencia uniforme[@r|, dadoe > 0 tomesem = og

2.3 Seguir las indicaciones.
2.4 No hay convergencia uniforme & pues
[ fa(n) = f(n)| = 2" = €"| = 4o, [fa(=2n) = f(=2n)| = |(-1)"—e"*.

Notese que la sucesid(—1)" —e2|} no tiene limite.
Ademaés se tiengy(n") —g(n")| = In(n—1—log n)| — oo,
|9n(n™") —g(n™")[ = [1+n(log(n) — 1)| — +co.
: X
Prueba de la monotonia:Dadox € [—a, a], paran > a se tiene qu%' < 1, por tanto,
usando la desigualdad de las medias para

X
a1=...=an=1+ﬁ, ant1=1,

/ x\n _ n(1+*)+1 X
(1 —) G | LA [
( +n - n+1 - +n+1’

esto es, para > a, se tiene

se obtiene

fn(X) < fre1(x), Vx e [—a,a).

Basta ahora aplicar el Teorema de Dini a la sucesién de funciones anterior. Para el caso
de la segunda sucesion de funciones, se usa la misma técnica, obteniéndose para cada
xeRT
ny/Xx+1

n+1 "’

On+1(X) < On(X) & "VX <
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expresiones que se deducen de la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética
sin mas que observar que

(140) = (+0) "1y x= ("1,

2.5 a)
1 six € [0, 5]
fn(X> = _Zn(x_ 2n1—1> Si Xe [Z_JFH 2n];l]
0 Six € [z, 1]

Hfalleo = fa(0) =1 , || freh— flles = (fo— fren) (oeer) = L.
2

2.6 Rutinario. Proposiciéga.16

2.7 Rutinario.

2.8 Seguir las indicaciones y aplicar el Teorema de Hausdorff.

2.9 i) Rutinario.
i)y iii) Por el ejercicio anterior, todas las normas>eison equivalentes ya que la
dimension deX esN + 1.

2.10 Por definicién de infimo, existe una suces{dom,} enM tal que
{|I%0 —my} — dist (x0,M).
La sucesio{m,} es acotada pues como
dneN:n>m=|Xo—my| <dist(xo,M)+1
se tiene que
n>m= |[ma] < [Imy —o|| + X0l < dist (xo,M) + 1+ [|xoll-

Ahora, por el Teorema de Bolzano-Weierstras§msn) } — Mo € RN. ComoM es
cerrado, por ser un subespacio finito-dimensional, se tienenggeM. Finalmente

{|[xo— Mg ||} — dist (xo,M) _
= ||xo — mp|| = dist (Xo,M).

{|Ix0 = Mo} = [0 — mol|
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2.11 Notesex:= ﬁ Se tiene qudist(x,M) < ||x|| =1y para todon € M se verifica
que
Ix—m| = H X0 — M _mH _ Ixo— (Mot [[xo —molim)|| _ distxo.M) _
X0 — mo| %0 — mol| %0 — ||
2.12 Considérensé : X — B(0,1) dada porf (x) := 171X y su inversa
i) = 2
1-1lyll

2.13 Sea{an} una sucesion eA convergente a un punto< A. La sucesion
{a,a,@,8,83,4,...}
es claramente convergente haaj#ego por hipotesis también es convergente la suce-
sion
{f(al)a f(a)7 f(a2>7 f(a)a f<a3)7 f(a)a }

Como la subsucesién de los términos pares convefga)aigual le ocurre a la de los
términos impares, es dec{rf (an) } — f(a).

2.14 i) Lacontinuidad de la aplicacion distancia se sigue de:
|[d(%,Y) = d(%n, ¥n)| < [d(X,y) = d(Y, %) | +[d (X, Y) = d(Xn, Yn)| <
d(X,%n) +d(y,¥n) < 2d((x,Y), (Xn,¥n))-
i) Notese que dados elementog € E y a € A se verifica:
dist(x,A) < d(x,a) < d(x,y)+d(y,a),
y reorganizando los términos de la desigualdad anterior tenemos
dist(x,A) —d(x,y) <d(y,a), Yac A.
Tomando infimo en la expresidn anterior se obtiene
dist(x,A) —d(x,y) < dist(y,A),

esto es,
dist(x,A) — dist(y,A) < d(x,y).

Basta intercambiar los papelesxey para obtener
|dist(x, A) —dist(y,A)| < d(x,y),

de donde se deduce inmediatamente la continuidad de la funcidn
X — dist(x,A).
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2.15 1. Suponemos qué es acotado, pues en otro caso queda la iguaddadec. Es

claro que dianfA) < diam(A). Para probar la otra desigualdad, s&anc A
y tomemos dos sucesionés,}, {yn} enA con{x,} — X, {yn} — Y. Para cada
naturaln, se tiene

d(x,y) <d(X,X,) +d(Xn,Yn) + d(Yn,¥) < d(X,Xn) + diam(A) +d(yn,Y)
y en consecuencia, tomando limiteésc, y) < diam(A),Vx,y € A, equivalente-
mente diam(A) < diam(A).
Xe€A < [FHan} — xcona, € A] < dist(x,A) =0.
XEA <= X2 E\A <= distx,E\A) > 0.
En consecuencia,
3

A=) {ye E : dist(y,A) < %}

neN

S|k

A= {xeE distE\A) >

neN

. Por ser el cierre de un conjunto el menor cerrado conteniéndolo, se tiene que

B(x,r) C B(x,r).

Para la otra inclusion, notese qualsk,y) = r, entoncey € B(x,r) pues

P =20}~y

y para cada naturales
n
—(y— B :
X+ n+1(y X) € B(x,r)

Del primer apartado se sigue que

diam (B(x,r)) = diamB(x,r) = diam(B(x,r)) = 2r,
ya que sia,b € B(x,r),
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <r+r=2r,

y por tanto
diam (B(x,r)) < 2r.

La otra desigualdad se sigue de que, daddbx se tiene que

X—rS,X+rse€B(x,r) y d(x+rs,x—rs)=|2rs| =2r.

Con la métrica trivial se tiene que diaiB(x,1)) =0, y si adema& tiene mas
de un puntdB(x,1) = {x} # E = B(x,1).




Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 83

2.16 Dado un subconjunto # A de un espacio métrico, es facil comprobar que la funcion
X — dist(x,A),
es continua (Ejercici@.14).
Definimos entonces la funciéh: R — R por
T = dist(x,d /Sti( ’d'?s)t(x, B’

que esta bien definida puAy B son cerrados disjuntos. De la continuidad de la aplica-
cion distancia se deduce la continuidadfd&s inmediato que esta aplicacion verifica
que 0< f <1, f(A) ={0} y f(B) = {1}. Por dltimo, sean

vx e E,

U::{er:f(x)<%}, V::{er:f(x)>%}

gue son abiertos por la continuidad tigy que claramente verificahC U, BCV y
unv =0.

2.17 Usese el axioma de Heine-Borel y el paso a complementos.
2.18 Seguir la indicacion.

2.19 Seaxg € A\ A. Es claro quef (a) := d(a—lx.y
enAtal qued(xp,an) < r—l], vn € N. Se tiene entonces que la sucesfdfia,) } no esta
acotadatf < f(an), Vn € N), lo que impide que f sea uniformemente continua. En

efecto, sif fuese uniformemente continua, fijado- 0 existiriad > 0 tal que

Vac€ A, es continua. Sega,} una sucesion

xyeAdxy) <d]=[f(x)—-f(y)|<e,

de donde se deduce que la funcién f conservaria las sucesiones de Cauchy.

2.20 i) Comolf(x,y)| < [|(x,y)|]1 se tiene que ligy) (0,0 f(X,y) = 0.
Para(x,y) € R* x R* cerca dg0,1) se tiene

f(x,y)| < 2|sen§],
luego limy)_0.1) f(X,y) =0.
Veamos que no tiene limite er{0, 7). Seaa, = (527,7), Vn € N. Entonces

rsenl shespar
—msenl shesimpar’

+7)(—1)"sen 1— {

i) Para probar qué no es uniformemente continua basta utilizar que hay dos suce-
siones que convergen(8, ) cuyas sucesiones imagenes tienen limites distintos. En
efecto

{d(agn,azn-1)} = 0y {|f(azn) — f(agn-1)|} — 2w sen 1
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2.21 De existir limite tienen que existir los limites a lo largo de cualquier curvay ser iguales
al limite. La demostracion es inmediata por sucesiones:

{ta} = 0,ta # 0] = [{7(tn) } — @, ¥(tn) # &] = {f(¥(tn)) — lim f(x).

X—a

2.22 La afirmacion de b) equivale a la siguiente condicion

J O<lxY)]lw <& _
vg>0,38>0.{ (xy) € A = [f(x,y)—¢| <e.

Supongamos que se verifica &ijemosx € 1\ {0} con|x| < §. Al tomar limite cuando
y— 0 en la expresion anterior nos quedigx) —¢| < € o, lo que esigual, liga.o f1(X) =

¢. Hemos probado que ligng(limy_o f(X,y)) = ¢. La demostracion del otro caso es
analoga.

2.23 f: Como lim_o(limy_o f(Xx,y)) = 1y limy_o(limy_o f(X,y)) = —1 no existe limite.

3
g: De limy_og(X,y) = <ﬁ> se sigue que no existe limg(limy_og(x,y)) y por tanto
tampocaog tiene limite.

h: Los limites iterados valen cero, pero cotb,t)
existe limite.

3 (sit > 0), concluimos que no

u: Los limites iterados valen cero, luego de existir limite este es cero.

Dot (X*+y?) - 0= lim u(xy)=0

ux,y)| = 2 1 \2 +y2 = 4 (x.y)—(0,0)

v: No existe lim_oV(x,y). Como lim_o(limx—oVv(X,y)) = 0, de existir limite este es
cero. Dejv(x,y)| < [x| se sigue que ligy) (0,0 V(X,y) =0

w: No existe lim_ow(x,y). Como lim_.o(limy_ow(x,y)) = 0, de existir limite este es
cero. Delw(x,y)| < |y| se sigue que ligy)_0.0)W(X,y) =0

Sumando las dos ultimas funciones obtenemos una funcién que no tiene limites iterados
y sin embargo tiene limite.

2.24 f: Comof(0,t) =0y f(t2t) = 3 no existe limite.

g: Comog(0,t) =0yqg(t,t) = ‘t_|

h: Comoh(t,t) — 2yh(2t,t) — 3 2 no existe limite.

>

no existe limite.

%\H

u: Comou(t,t) — 1yu(t,—t) — —1 no existe limite.

v: Comov(t,0) =t, de existir limite ha de ser cero.

bl 5 N Iy
x2+y2 RV IRV I

luego limyy)—(0,0) V(X,Y) =

y?l
y2

+

V. y)| < = 1)1,
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2.25 f(x,y) = min {x2,y?} = 3[x2 +y? — |x> — y?|] y por tanto continua por la continuidad
de los polinomios, del valor absoluto, la regla de la cadena, etc.

También se puede hacer directamente teniendo en cuenta el caracter local de la conti-
nuidad y el estudio de la funcion en las bisectrices de los cuadrantes.

2.26 Lafunciénf es continua por serlo cada unas de sus tres campos escalares componentes.

2.27 Para encontrar el candidato a limite o demostrar que no existe, estudiense los limites
direccionales pues de existir limite han de existir todos y ser iguales al limite. De haber
candidato a limite, para probar si tal candidato es o no el limite hay que acudir a la
definicion y utilizar convenientes acotaciones.

f: |im(x7x)_)(070) f(X, X) =1.

senx —X
X

seny —y
y

A

senx+seny 1
X+Yy

’ — 0.

g g(x,y) = X(X2y+ ¥) S?Sﬁ;}f). Como el segundo factor tiene limite 1, basta estudiar el

primero,gs, que tiene limite direccional cero en todas las direcciones. glaro esta
acotada en un entorno (& 0) (ya queg ( o) r]4) =n+ r]5) por lo que no existe el limite.

hz 1im x5 (0,0) (%, X) = 1.

xe + yet
X+Yy

—1‘§|ey—1|+|e?‘—l|—>0,

luego limy 0,0 h(xy) = 1.
®: Como 0< E(%) <= 0< D(xy) <ysetiene que lim )00 P(x,y) = 0.

2.28 Acotaciones utiles:

Xyl < (X2 +Y?), V(x,y) € R?, |senx| <|x|,|arctanx| < |x|, ¥x € R.

Se tiene quésen(xy)| < |xy| < 3(x2+y?) con lo que

d<1= 10y <208+ = im f(xy) =

2 (xy)—(0,0)

Por otra parte, siv = 1 no existe limite pue$(x,0) =0y f(x X) = Sezr)((’z‘z) — 2.

sedx) >

=z no esta acotada.

Y si a > 1 tampoco existe el limite ya quéx,x) =
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2.29
gf—a -1 1-e¥Y &g—-1 1-eY
= + = +y —1—b,
X X X X yX

puesexT*l — 1 six— 0 (derivada de la exponencial).

— ey
1e?‘_>_1.

(%,y) = (0,b) = xy— 0=

1—cos x cos T_

e

(cos&(l—cosy&ﬂtl—cosj < |1—cosy+|1—cosX -

ey Y

‘1—003
y

2.30 f: f(x,0) =1, f(0,y) =0, luego no existe limite.
g: Comog(x,0) = 2x, de existir limite este es cero.

lg(p cos®,p send)| = p|2coSV + 2sert ¥ (2cos 9 —serf ¥)| < 8p,

luego limyy) (0,0 9(%,y) = 0.
h: Comoh(x,0) = 0, de existir limite este es cero.

Ih(p cos®,p send)| = p?|tg B|.

Sea{pn} — 0. Para cada, sead, con 0< 9, < % tal quepﬁtg U, = 1. La proposicién
del cambio a coordenadas polares nos prueba que no existe lirhifues

Sup{p2t91920<19<£}:+00, Vp > 0.

2
u: Comou(x,0) = \/xzijlfl = VX2+1+1— 2, de existir este limite, valdria 2. De

lu(pcos®,psend) —2| = |\/p2+1—-1 <esi0< p < g, se concluye que

im uxy) =2
(xy)—(0,0) ()

2.31
i) =ii)
Es el conocido Teorema de los ceros de Bolzano.fSga, b] — K una funcién conti-

nua verificando que
f(a) <0< f(b).

Sea
C:={xe[ab]: f(x) <0}
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que es no vacio y mayorado. Sea
c:=supC.

Probemos qué(c) = 0. Es claro que € [a,b] y quef(c) <0, y en consecuenca< b.
Supongamos, razonando por reduccion al absurdof gue< 0. Por continuidad de la
funcion f enc, existiriaé > 0 tal que

f(c+6) <0,
lo que contradice la eleccion de
i) =1ii)

Razonando por reduccion al absurdo, supongdknes la union disjunta de dos abier-
tosO1 y O no vacios. Tendriamos entonces que la fundidéik — K definida por

] =1, ¥xe O
f<X)—{ 1, ¥xe O,

seria continua (caracter local de la continuidad) tomaria valores positivos y negativos
y no se anularia. Hemos probado qué&srerifica el axioma de Bolzano, entondgs
es conexo.

i) =1)
SeaA C K no vacio y mayorado. Notamd4(A) el conjunto de sus mayorantes. Vea-

mos quek \ M(A) es abierto. En efecto si € K\ M(A), existea € A tal quem < a,

con lo cual
| —,a[c K\M(A).

Si suponemos qui(A) no tiene minimo, seria también abierto. En efect®sE
M(A), existiriaM’ € M(A) conM’ < M, y en consecuencia

M/, — [C M(A).

Tendriamos entonces qg& \ M(A),M(A)} seria una desconexion e Hemos pro-
bado queK es conexo, entoncés verifica el axioma del supremo.
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2.11. Breve biografia de los matematicos mencionados en
lostemas 1y 2

Argquimedes de Siracusa(287-212 a.C.)

Nacié en Siracusa, Sicilia. Estudié con los sucesores de Euclides en Alejandria, con los
gue se mantuvo después en contacto y les comunicaba sus avances. Fue bastante conocido
por sus contemporaneos como el inventor de algunas “eficaces” maquinas de guerra.

Es considerado como uno de los mas grandes matematicos de todos los tiempos. Usé
el método de exhauccion, que fue el origen de la integracion, y que le permitio calcular
areas, voliumenes y superficies. Di6 una aproximacion del numeasi como un método
para aproximar raices cuadradas. En mecanica, descubri6 resultados fundamentales sobre el
centro de gravedad de cuerpos. El famoso resultado que lleva su nombre, da el peso de un
cuerpo inmerso en un liquido.

Muchos de sus trabajos han sobrevivido hasta la actualidad, como: Sobre equilibrios en
el plano, Cuadratura de la parabola, Sobre la esfera y el cilindro, Sobre espirales, Medida de
un circulo.

Arquimedes murié durante la toma de Siracusa en la Segunda Guerra Punica.

Bolzano, Bernhard (1781-1848)

Filosofo, I6gico y matematico checo de origen italiano. Ademas de sus importantes traba-
jos en el campo de los fundamentos de la l6gica, anticipd importantes concepciones relativas
a la teoria de conjuntos y creo la primera funcidn continua no derivable en ningun punto.

Borel, Emile (1871-1956)

Matematico y politico francés. Ocupo los cargos de diputado (1924) y ministro de Marina
(1925). Trabajé con éxito en diferentes areas de la Matematica, especialmente sobre funcio-
nes complejas, topologia, variable real y teoria de la medida. Algunas de sus aportaciones
fueron fundamentales para la moderna teoria de la integracion.

También actu6 como representante de la comunidad matemética al publico general.

Trabajo como profesor en la universidades de Lille y la Sorbona y en la “Ecole Normale
Supérieure”. Publicé mas de 300 trabajos, entre articulos y libros. También fue editor de
una importante coleccién de libros, en la cual publicé su obra “Lecons sur la théorie des
fonctions”. En 1921 fue nombrado miembro de la Académie des Sciences y presidente de
ésta en 1934; recibio la primera medalla de oro de la CNRS.

Como conferenciante impresionaba, con su aire de distincion y dignidad. Parece ser que
la demostracion del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (caracterizacion de la compacidad en
RN) se debe Gnicamente a él.

Cantor, Georg (1854-1918)

Matematico aleman de origen ruso. Se le considera el creador de la llamada teoria de con-
juntos y de la teoria de los numeros transfinitos. Su obra impulso una revision en profundidad
de los fundamentos de las matematicas.
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Cauchy, barén Augustin (1789-1857)

Matematico francés. Autor de mas de 700 memorias en diversos campos de la ciencia,
introdujo métodos rigurosos en el campo del andlisis y cred la llamada teoria de las funciones
analiticas.

Dedekind, Richard (1831-1916)

Matematico aleman. Alumno de Gauss, e introductor en el campo del andlisis de las
nociones que permiten precisar el concepto de nimero inconmensurable. Se le deben trabajos
relativos, entre otros, a las integrales eulerianas, a los nUmeros irracionales, a las ecuaciones
y funciones algebraicas, etc.

Dini, Ulisse (1845-1918)

Matemdtico italiano nacido en Pisa. Se doctor6é en Ciencias en 1864. Desde 1866 de-
sempefio varias catedras en la Universidad de Pisa, entre otras la de Analisis Matemético y
Fisica Matemética. Fue diputado del Parlamento italiano y senador. Escribi6 varios articulos
y tres libros:Analisi infinitesimal(1878),Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabi-

li reali (1878) ySopra la serie de Fourief1l880). Sus conocidos teorema y criterio aparecen,
respectivamente, en el primer y tercer libro.

Euclides(afio 300 a. C.)

Matematico griego, fundador de la escuela de Alejandria (afio 322 a. C.). Ademas de
sus aportaciones a otros campos del saber como la éptica, su principal obra fue la llamada
Elementosconsiderada la obra de geometria por excelencia, un completo tratado sobre la
geometria clasica y la logica, y que contiene el famoso postulado que lleva su nhombre. Esta
obra ha sido usada durante varios siglos, y en ella Euclides recogi6 el trabajo de Pitagoras e
Hipdcrates, entre otros.

Euclides establecio postulados (conjunto de hipoétesis de trabajo) a partir de los cuales de-
mostraba resultados. También fue autor de varias obras mas sobre geometria plana, geometria
esférica y perspectiva. Posiblemente ha sido el matematico mas influyente en la historia de la
geometria. Tal influencia lleg6 incluso hasta Galileo o Newton.

Hausdorff, Felix (1868-1942)

Matematico aleman que desarrollé6 nociones basicas como las de limite, continuidad,
conexion y compacidad. Fundamenté la topologia. En 1897 empez6 a publicar sus traba-
jos sobre geometria, nUmeros complejos y probabilidad. También se interesé en el trabajo
de Cantor sobre teoria de conjuntos y en el de Hilbert. Una de sus revolucionarias ideas,
los espacios de dimension no entera, juegan un importante papel en la teoria de los siste-
mas dindmicos y en la descripcion de los populares fractales. Su interés no se limitaba a las
matematicas, sino que alcanzaba también, por ejemplo, al arte o la filosofia.

Heine, Heinrich Eduard (1821-1881)

Matematico aleman. Heine hizo sus principales contribuciones de las matematicas en el
campo del andlisis (polinomios de Legendre, funciones de Bessel y Lamé, etc.). Formulé el
concepto de continuidad uniforme y el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Fue alumno de
Gauss en la universidad y su tesis doctoral fue dirigida por Dirichlet. Activo miembro de la
Academia Prusiana de Ciencias, recibio la Medalla de Gauss en 1877.
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Kronecker, Leonard (1823-1891)

Alumno en Berlin de Kummer, se opuso a las teorias de Cantor, Dedekind y Weierstrass.
Fue uno de los mas celebres algebristas del siglo XIX. Kronecker considero la aritmética
fundada en los numeros naturales como la Unica verdadera “creacion divina”. Estudi6 las
propiedades de los nUmeros y la teoria de los cuerpos de nimeros algebraicos. A él se debe el
resultado que establece que un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas es compatible
si, y solo si, la matriz de los coeficientes tiene el mismo rango que la matriz que se obtiene
al adjuntar a la anterior la columna de los términos independientes. También introdujo la
llamada funciéné de Kronecker, que vale uno o cero, segun dos elementos sean iguales o
distintos, es decir,

1 sii=|,
5i,j =
0 sii#]

Lebesgue, Henri(1875-1941)

Matematico francés. Desarrollé durante la primera década del siglo XX la integral que lle-
va su nombre. Entré en 1894 en la “Ecole Normale Superieure”; Borel era en aquella época
profesor y Lebesgue siguio las enseflanzas de Borel acerca de numerosas materias, en parti-
cular los trabajos de Cantor y la definicion de medida. Lebesgue tomé conciencia de la falta
de rigor del curso de Borel. Se cuestion6 los métodos tradicionales de la Matemética y tras su
graduacion, estuvo trabajando de forma intensa durante dos afios en la biblioteca.¢; Cémo se
desarrollaron sus primeros trabajos? El cuenta “mi teoria de la integracion data de la época
en que yo tenia veintiuna horas de clase (y veintitrés afios)”. Dicha teoria permite integrar
una clase mas amplia de funciones que la integral de Riemann, y también con mejores pro-
piedades de convergencia. Lebesgue no lidera ningln grupo de investigacion. Sin embargo
sus habilidades pedagdgicas eran muy reconocidas.

Ademas, es autor de numerosos trabajos sobre teoria de funciones de variable real.

Peano, Giuseppg1858-1932)

Logico y matematico italiano. Ademas de la exposicidon rigurosamente deductiva de diver-
sos campos de las matemaéticas, cred un sistema de simbolos para la descripcion y enunciados
de las proposiciones légicas y matematicas sin necesidad de recurrir al lenguaje ordinario.

Weierstrass, Karl (1815-1897)

Matematico aleman. Desarroll6 un trabajo de gran rigor en el campo del analisis y fue
la cabeza de la escuela de analistas que acometi6 la revision sistematica de las diferentes
ramas del analisis matematico. Su nombre ha quedado indisolublemente unido a la teoria de
funciones elipticas.
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Capitulo Il

Derivacion






Tema 3

Campos escalares y vectoriales
derivables. Reglas de derivacion.

La manera natural de extender a campos vectoriales el concepto de funcion real de varia-
ble real derivable es introducir el concepto de derivada en el sentido de Fréchet:

Un campo vectoriaf definido enA ¢ RNy con valores elRM es derivable, en el sentido
de Fréchet, en un punwinterior deA si existeT € .Z(RN,RM), el espacio de los campos
vectoriales d®N enRM, verificando

i T —f@-T(x-a)

=0
x—a Ix—a

en cuyo caso la aplicacioh es Unica, se denomina la derivada de la fundi@n el punto
ay se nota pobf(a). Los conceptos de derivabilidad y derivada son algebraico-topoldgicos
(no dependen de las normas elegida®&ry RM).

Asi el estudio de la derivada de Fréchet para campos vectoriales requiere estar familia-
rizado con el espacio de Bana¢h(RN,RM) de los campos vectoriales lineales k¥ en
RM. Empezamos estableciendo el isomorfismo que existe entre este espacio vectorial y el las
matrices .y xn(R). Dicho isomorfismo hace corresponder a la composicion de campos el
producto de las correspondientes matrices.

Es claro que el anico campo vectorial lineal acotado es el nulo y que dos campos vec-
toriales lineales que toman los mismos valores en la esfera unidad coinciden (IHagase!). A
cadaT € .Z(RN,RM) le asignamos el nimero real

T = max{ [T« [|x]| = 1}.

Probamos que tal aplicacion es una norma%fRN,RM), y que paral € .Z(RN,RM) se
tiene
T < ITIIX], vx e RY

con lo que todo campo vectorial lineal es lipschitziano; probamos tambiéfiTques la
constante de Lipschitz de (véase Definiciors.?2).
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Estudiamos también los isomorfismos topoldgicoREn
Iso (RN) = {T € Z(RN) : detAr # 0}

que seran esenciales a la hora de establecer el Teorema de la funcion inversa. Probamos que
Iso (RN) es un abierto de(RN) y que la aplicacion inversioa: Iso (RN) — #(RN) dada
por

JT):=T1 vT elso(RV)

es continua.
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3.1. Elespacio de Banact (RN, RM).

En lo sucesivo, para cada dos naturlesM, . (RN, RM) denotaré el espacio vectorial
de los campos vectoriales lineales @& en RM, es decir, el conjunto de las aplicaciones
T :RN — RM tales que

Tx4+y) =TX+T(y), TAX) =AT(X), ¥xyecRN VAeR,

con las operaciones usuales de suma y producto por escalares. En el casd\de e
escribiremos simplement&’(RN) en lugar de.Z (RN, RN).

Conviene dejar sentado desde el primer momento que el espacio vegfoRal, RM) y
el espacio vectorialZyxn(R) de las matriced! x N de numeros reales son matematica-
mente indistinguibles. Para caflac .2 (RN, RM) definimosAt € .#u«n(R) por

(3.1.1) Ar = (Ti(ej)) 1
1<]

IA A
IA INA

M Y
N

dondeTs,..., Ty son los campos escalares componente$ ge{e;,...,en} es la base ca-
nénica deRN. La aplicacion deZ(RN,RM) en .#u«n(R) definida porT — Ar es un
isomorfismo deZ (RN, RM) sobre .z «n(R), cuyo inverso es la aplicacion dey«n(R)
sobre.Z(RN,RM) definida porA — T dondeTx es la aplicacion lineal dBN enRM dada
por

(3.1.2) (TA(x))t = A, Vx e RN,

En particular, sT € .2 (RN, R), entonce#\r € RN y siA < RN, entonces la correspondiente
aplicacionTy actua de la forma siguiente

(3.1.3) Ta(X) = (A)X), ¥Yx € RN,
donde hemos notado pot-) el producto escalar erN,

Ademas esta identificacion d& (RN, RM) con .#y«n(R) tiene la importante siguiente
propiedad. ST € Z(RN.RM) y Sc .Z(RM, RP), entonces

(3.1.4) AisT) = AdAT,

donde, como es usual, notamos por yuxtaposicion la composicion de los ope@yldress
decir
(ST)(X) = YT (x)),vx e RN.

En efecto, sk € RN se tiene que

t_ t_ v t_ t_ t
(Ash )X = Ag(ArX) = Ag(T(x)) = (ST(X)))' = ((STI(X)' = Asm¥.
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Sabemos que un campo vectorial es continuo si, y sélo si, lo son sus campos escalares
componentes. En el caso particular de campos vectoriales lineales esto es automatico, pues
en vista de3.1.3 los campos escalares componentes son polinomios.

Es claro que sM # N, entonces no existen biyecciones lineale®RfesobreRM. Ade-
mas, las biyecciones lineales B¥ sobreRN son automéaticamente bicontinuas, es decir, son
homeomorfismos lineales. Es usual la siguiente nomenclatura:

Definicion 3.1 (Isomorfismo topoldgico).Si X eY son espacios normados, una aplicacion
T : X — Y es unisomorfismo topologicsi T es una aplicacion biyectiva, lineal y continua
cuya inversa también es continua.

Por el comentario anterior a la definicién, toda biyeccion lifeaRN — RN es un iso-
morfismo topoldgico. En lo que sigue, notaremos(IRY) al conjunto de los isomorfismos
topoldgicos d&®N sobreRN.

A partir de3.1.4se obtiene que
Iso (RN) = {T € Z(RN) : detAr # 0}

ysiT € Iso (RN), entonces
A(Tfl) = (AT)fl.
Veremos enseguida que los campos vectoriales lineales son de hecho algo mas que uni-
formemente continuos.

Definicion 3.2 (funcidn lipschitziana). Sean(E,d) y (F, p) espacios métricos. Una funcion
f : E — F eslipschitzianasi 93K > 0 tal que

p(f(x), f(y)) <Kd(xy), ¥xyeE. (%)
A la menor de las constantes que verifican la condicidrsé€ le llama laconstante de

Lipschitzde f. Evidentemente las funciones lipschitzianas con constante de Lipschitz O no
son otra cosa que las funciones constantes.

Es inmediato probar que las funciones lipschitzianas son uniformemente continuas. En
efecto, dad& > 0, si f es lipschitziana de razdf, sead := KLH Se tiene que

[d(xy) <] = p(f(x), f(y)) <Kd(xy) <e.

La funcionf : R — R definida por

f=vIX (xeR)

es uniformemente continuay, sin embargo, no es lipschitziana. En efectpcsR, se tiene

que
VIX < VIX=YF Y] < VIX= Y+ VY,
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es decir
VIXI= VY < VIX=Yl,
y en consecuencia, intercambiando los papelesedg que
V-V | < vix—y
de donde se deduce inmediatamente que es uniformemente continua (jHagase!).

Si fuese lipschitziana de razéh> 0, tendriamos que
‘——O‘ <K —, VneN

o lo que es lo mismo
n<K2%VvneN

y los naturales estarian acotados.
Ejemplos 3.3 (funciones lipschitzianas).
a) Sea(X,|-||) un espacio normado. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:

s LanormaenX:
X =1IYI < [IX=l-

s Lasuma erX:

I} +y1) = (2 +Y2) | < X0 =Xl + [ly2 = Yall < 2[|(x1,y1) = (%2,¥2) -

= Sabemos que el producto por escalares ni siquiera es uniformemente continuo.

b) Sea(E,d) un espacio métrico. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:
= La distancia de E:
|d(x1,y1) —d(X2,¥2)| < |d(X1,y1) — d(y1,%2)| +[d(y1,X2) — d(X2, Y| <
d(x1, X2) +d(y1,¥2) < 2d((x1,¥1), (%2, Y2)).

= La distancia a un subconjunto no vaéiaeE:
|dist(x, A) — dist(y,A)| < d(x,y).
En efecto, para,y € E, se tiene
d(x,a) <d(x,y)+d(y,a), VaecA,

y en consecuencia
dist(x,A) < d(x,y) +dist(y,A),
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o lo que es lo mismo
dist(x,A) —dist(y,A) < d(x,y).

Ahora, intercambiando los papelesxdey, se tiene la desigualdad
dist(y,A) — dist(x,A) < d(x,y),

gue unida a la anterior lleva a

| dist(x,A) —dist(y,A) | < d(x,y).

En consecuencia, §kE,d) es un espacio métricd,un subconjunto no vacio de
y aun namero real, entonces los conjuntos

U:={xeE:dist(x,A)>a} y V:={xeE:distx,A) <a}.

son abiertos (ver caracterizacion topolégica de la continuidad global).

La siguiente proposicion prueba que una aplicacion line@¥enRM es lipschitziana,
y ademas da la constante de Lipschitz.

Proposicion 3.4.Sean NM € Ny T: RN — RM lineal. Entonces se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) ||T|| alcanza el maximo en la esfera unidad y en consecuencia podemos definir

T = max{[[T O« [x]| = 1}

i) T es lipschitziana, de hecho se verifica que
(3.1.5) ITOON < T IHlx]], vx € RN,
Ademas
IT=min{K >0: [T <K|x]], vx & RM} = max{|[ T ()] : x| < 1}.
La primera igualdad nos asegura qii& || es la constante de Lipschitz de T.

Demostracion:

i) Como T es continuay la esfera unidad es compayés, consecuencia de la continuidad
de la aplicacion norma, de la regla de la cadena para funciones continuas y de la propiedad
de compacidad.

i) Es claro que

HT(H H)H <|[T|, ¥x € RN\{0},
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y usando quéd es lineal, tenemos
ITOAI < TN [1x]], vx € RM\{0}.

Dado que esta ultima expresion es también valida para cero, podemos escribirla equivalente-
mente en la forma
N
[T < ITIHIXI, vx e RT.

De la anterior desigualdad se deduce Gjues lipschitziana, ya que sjy € RN, obtenemos
ITC) =TI = ITX=WI < ITI Ix=yll,

es decir, T es lipschitziana.
Sea ahor& > 0 tal que

ITG)I <K X, vxeRN.
Se sigue qudT || = max{||T(x)| : ||| =1} <K,y por tanto
ITll = min{K >0 T(x)[| <K [|x]|, ¥x € R"},

es decir/|T|| es la constante de Lipschitz de
Finalmente, la propiedad de compacidad nos asegura @qleanza el maximo en la bola
unidad cerrada. Es claro que

T < max{[I T = [|x]| < 1}
y 3.1.5n0s asegura que también
max{[|T()| - [Ix]] <1} < [IT].

Hemos probado que
Tl =max{[IT()[ : []x]| < 1}

El teorema de Hausdorff nos asegura que todas las normas definibles en el espacio vecto-
rial (RN, RM) son equivalentes (es de dimensMrx N). En el siguiente resultado presen-
tamos la forma usual de normar este espacio.

Teorema 3.5 (El espacio de Banacly’ (RN, RM)). La funcion que a cada aplicacion lineal
T : RN — RM le hace corresponder el nimero real
[T} :=max{ (T ()| - [Ix]| = 1}

es una norma e’ (RN, RM), denominada norma de operadoréslemas?’ (RN, RM) es un
espacio de Banach.
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Demostracion:
Veamos que la funcioft- || : Z(RN,RM) — R es una norma. Pala Sc¢ .Z(RN,RM) y
A € R, se tiene:

i)
ITI=0= (ITO)[ < | TII[IXI,¥x € RN) = T =0,
i)
IATI = max{[|AT)(9I| : [IX]| = 1} = max{|A] [ T (]| : [x] = 1} = 2] |[T]]-
ii)

1T+ = 1T )+ S < ITEON + ISCON < T IIx) + 1S] 1], vx € RY,
donde se ha usadbl.5 Hemos probado que
1T+ < (ITI+ 1S 1], vx € R
y en consecuencia, en vista de la proposicién anterior, concluimos que
T+ <[TI+S]-

FinalmenteZ (RN, RM), al ser de dimension finita, es completo para cualquier norma, en
particular, para la norma de operadores. .

Hallense la norma de operadores @& (R?,|.||1),R), Z((R?,|.|l2),R) (Usese en este
caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Apéndice Z)Y§R?, |.||»), R).

El siguiente resultado generaliza el hecho de[Rusea abierto, ya que IS®R) se iden-
tifica conR* (¢, Por qué?).

Proposicion 3.6.1so (RN) es un abierto deZ (RN).

Demostracion:
La aplicacion de.Z(RN) enR definida por

T — detAt (T € Z(RV))
es continua (jHagase!). En consecuencia
Iso(RN) = {T € Z(RN): detAr #0}
es un abierto deZ (RN). .

Veamos para finalizar esta seccidn que, al igual que la aplicaci@®i éa R dada por
x — 1 es continua, también la aplicacion de [&") en Z(RN) dada porT — T~1 es
continua.

Proposicion 3.7 (Continuidad de la aplicacion inversion).La aplicacion inversiéon J
Iso (RN) — Z(RN) definida por
JT):=T71 VT elso(RN)

es continua.
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Demostracion:
SiST € Z(RN), es claro qusT ¢ .Z(RN). Veamos ahora la relacion entre las normas
de los tres operadores. Para RN se tiene que

ST = ST NI < ST < ST,

y por tanto,

(3.1.6) ISTI < ISIIT-

SearT < Iso (RN) y {T,} una sucesion en IS®N) convergente & . Para cada natural
se tiene que, en vista de la desigualdad anterior

13(T0) =3I = Ta =T = T T = T) TH < T HIT =Tl (T

de donde se deduce la continuidadlds T sin mas que comprobar que la sucesif; 1|}
esta acotada. Para cada natarenemos, usando la desigualdad recién obtenida concluimos
que

’ O T e v
el T | T T 1
-1 _T-1
T
[T [Tl
< I To 1T =Tall T4 _ T
- T2 1T
Por tanto
im -~ — %
Iy 1T
€en consecuencia
lim [T, =T,

y en particular, la sucesiofj| T, ||} esta acotada. .
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3.2. Concepto de derivada.

El concepto de derivada es de los que mas han influido en el desarrollo de la matematica.
Nuestro objetivo es el estudio de la derivabilidad, asi como el célculo de la derivada cuando
ello proceda, de las funcionds: A — RM, dondeA c RN, siendoM y N dos naturales
prefijados.

Esencialmente el estudio de la derivabilidad de un campo vectbréal un puntoa
responde al problema de $ies aproximable por una funcién afin (continua) en el pun-
to a, es decir, por una funciog de la formag(x) = c+T(x), ¥x € RN, dondec € RM y
T ¢ Z(RN,RM). La parte lineal de la mejor aproximacién afin de la funcféen el pun-
to a es la derivada de ésta ary las propiedades de esta mejor aproximacién (equivalen-
temente de la derivada) repercuten de manera natural sobre las propiedades locales de la
funcion en el punt@. Asi, el calculo diferencial es una potente herramienta para estudiar
el comportamiento local de funciondd célculo diferencial para aplicaciones entre espacios
normados fue iniciado por Fréchet en 1.925, si bien la paternidad ha de ser compartida con
muchos otros mateméaticos como Stolz, Young, etc.

Empezaremos recordando la nocion de derivada para funciones reales de variable real, asi
Como su interpretacion geométrica.

Definicion 3.8 (derivada de funciones reales de variable realSeanA C R, ac ANA'y
f: A — R una funcion. Se dice quies derivable en el puntosi existe

im 10— 1@
X—a X—a

en cuyo caso el valor de tal limite se ndtéa) y se denomina lderivadade la funcionf en
el puntoa.

La derivabilidad de una funcién tiene la siguiente magnifica caracterizacion en términos
de existencia de una mejor aproximacion afin, cuya interpretacion es clara.

Proposicién 3.9 (Caracterizacion de la derivabilidad).Sean ACR,acANA'y f:A — R
una funcion. Equivalen:
i) f esderivable en a.

ii) Existe una funcion afin (continua):® — R verificando que (p) = f(a) y que

lim
X—a

fx) -9 _ o
X—a

En ese supuesto la funcién g es Unica y viene dada por

g(x) = f(a)+ f'(a)(x—a), ¥x e R.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 105

La Definicion3.8y la Proposicior8.9 pueden extenderse literalmente a funciones vecto-
riales de una variable real.

Definicion 3.10 (derivada elemental para funciones dé aRM). SeanM un natural ACR,
ac AnA'y f: A— RM unafuncion. Se dice quieeselementalmente derivabés el punto

asi existe
f(x)—f(a)

Y

lim
x—a  X—a
en cuyo caso el valor de tal limite (un vector&¥) se denomina lderivada elementale f
en el puntoa y se notaf’(a). Se dice que es derivable elementalmente en un subconjunto
B C Asi es derivable elementalmente en cada puntB.de
SeaA; C A el conjunto de puntos dondees derivable elementalmente. La aplicacion
x — f/(x) deA; enRM se denomina laplicacion derivada elementdk f y se notaf’.

Proposicion 3.11 (Caracterizacion de la derivabilidad elemental)Sean M un natural,
ACR,ac AnNA'y f = (fy,..., fm) : A— RM una funcion. Equivalen:

I) f es derivable elementalmente en a.
i) fq,..., fm son derivables en a.

iii) Existe una funcion afin (continua).® — RM verificando que (p) = f(a) y que

En ese supuesto! (k) = (f{(a), ..., fj;(@)), la funcién g es Unica y viene dada por
g(x) = f(a)+ (x—a)f'(a), ¥xeR.

Demostracion:
i) < ii) Basta observar que paxa A\{a} es

f(x)— f(a) _ (f1<x> “h@ ) - w(a))

X—a x—a 7 X—a

y aplicar entonces la Proposici@r62sobre la reduccién del limite a campos escalares.
i) < iii ) Es consecuencia inmediata de las Proposici@rieg 2.62 .

El intento de llevar la Definiciéi.10al caso en que el dominio de la aplicacion sea un
subconjunto de un espacio de dimension mayor que 1 tropieza con la imposibilidad de dar
sentido al limite que en ella aparece. Sin embargo, la caracterizacién de la derivabilidad de
una funcién en un punto por la existencia de una mejor aproximacion afin a la funcién en
el punto (afirmacidrniii ) de la proposicion anterior) es perfectamente trasladable al &mbito
deseado si se cae en la cuenta de que
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im 1 =90 g iy T =900 _
x—a X—a x—a |X—a|

La anterior propiedad tiene sentido para funciones definidas en un subcofjdet@N y
con valores elRM, sin mas que sustituir el valor absoluto por una notingenRN y la
funcion afin deR enRM por una funcion afin d&N enRM.

Parece pues que en el ambiente siguiehte:RN, ac ANA,y f : A— RM, la funcion
f debe considerarse derivable @cuando exista una funcién afin (contingg) RN — RM
verificando quey(a) = f(a) y que

im £ —9(x)
x—a  [|x—all

Como quiera que una tal aplicacion afjha de tener la forma
g(x) = f(a)+ T(x—a), ¥xc RN
para conveniente aplicacion linéat RN — RM, la condicion anterior es equivalente a

f(x)—f(a)-T(x—a) _0

lim
x—a Ix—all
Es importante observar que la condicion anterior es topoldgica, es decir involucra sola-
mente las topologias &N y RM y no las concretas normas que se tomen. En efecto, fijada
una norma efRN, al ser la nocién de limite topoldgica concluimos que la condicion es inde-
pendiente de la norma elegidaBN. Ahora si| - || es otra norma eRN, entonces se tiene
parax € A\{a} que

f—f@-Tx-a) _|Ix=al| f(x)-f(a)-T(x-a)
I —all 1% —all I —all

Ix—all

Ix—al|
sigue, teniendo en cuenta de nuevo que la nocion de limite es topoldgica, que

x—a Ix—all x=a llx—al

y como por la equivalencia dg- || y |- ||, existen 0< k,K tales quek < <K, se

=0.

Examinamos a continuacion la repercusién que tiene la propiedad anterior sobre la conti-
nuidad def ena. De ella deducimos que
lim f(x) — f(a) —T(x—a) =0,
X—a
lo que prueba qué es continua al ser continua.
Para garantizar la unicidad de la aplicacion lirealRN — RM verificando la condicion
requerida, necesitamos poder acercarnos al paeo cualquier direccion, esto es, si para

cadax € S(RN) notamos
Ay={teR: a+txe A},
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debera ser & A/ para todox en SR") (véase Ejercicio3.2). Es importante notar al
respecto que la condicion topolégica mas expeditiva para garantizar la anterior propiedad
es quea sea un punto interior d&y esta condicion sera asumida en adelante. En este caso,
sead > 0 tal queB(a, §) C A. Parax € S(RN) yt € R con 0< |t| < §, se tiene qua+txc A

y

|f(a+tx)— f(a) —tT(X)||

T - 0 -

H f(a+tx) — f(a)
t

|f(a+tx)— f(a) — T(a+tx—a)||
la+tx—a||

Y

de donde deducimos que

*) ItiLno f(a+t>i) —f(a) _ T

expresion que nos asegura la unicidadrdéado que una aplicacion lineal esta determinada
por el comportamiento en la esfera unidad (jHagase!).
Estamos ya en condiciones de definir de manera coherente el concepto de derivada.

Definicién 3.12 (funcién derivable Fréchet).SeanM,N € NAC RN, acA, y f : A— RM
una funcién. Se dice qukes derivablden el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto
a si existe una aplicacion line@ deRN enRM verificando

*k ; f(x)—f(a)—T(x—a) o
™) o™ el O

donde|| - || es cualquier norma eRN. En tal caso la aplicaci6f es Gnica, se denomina la
derivada de una funcién en un purddliferencial de f en & se nota pobf(a). Se dice que
f es derivable en un subconjuraC A si es derivable en cada puntoBe

SeaA; C A el conjunto de puntos dondees derivable. La aplicacigan— Df(x) de Aq
en.Z(RN,RM) se denomina la aplicacion derivadaf y se notaDf.

Se dice qué es declase?! ena, y se notaf € Cl(a), si f es derivable en un entorno de
ay la aplicaciérDf es continua ea. Se dice quéd es de clas€! en un subconjuntd C A
si es de clas€! en cada punto dB.

Se dice qud es de clas€! cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicion
(que necesariamente sera abierto). Notamo&peXk) al conjunto de las funciones de clase
C! en el abiertoA.

Queda claro que § > 2 se deriva en puntos interiores, lo que por comodidad, no siempre
se resaltara en adelante.

Notas 3.13.
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1. Resaltamos que los conceptos de derivabilidad y de derivada de una funcién en un pun-
to involucran sélamente las topologiasRiéy RM y no las normas concretas elegidas.
Es decir, son conceptos algebraico-topolégicos.

2. Obsérvese que la Proposici@riltiene ahora la siguiente lectura para puntos interio-

res: Sea\ C R, ae,z\, MeNy f=(f,...,fum): A — RMuna funcion. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable elementalmente&n
i) f1,..., fm son derivables ea.
iif) f es derivable ea.

Ademas en el caso de gtiesea derivable ea, la relacion entre ambas derivadas viene
dada, en virtud de (*), por

Df(a)(x) =xf'(a), VX € R,
mientras que la funcion afigiviene dada por
g(x) = (f(a) —af'(a)) +xf'(a)
(n6tese qud®d f(a) es la aplicacion lineal asociadayp En particular, se obtiene que
Df(a)(1) = f'(a) = (f1(a),.... fu(@)).
3. Si f es derivable en el puntg entonced es continua ea.

De acuerdo con la definicion, el estudio de la derivabilidad de una funcidon en un punto
conlleva dos problemas: el conocimientoTddado por (*) y la verificacion de (**).

Fijado un vector no nulg, se dice que la funcioh es derivable ea en la direccion de&
si existe ; . ;
: a+tx)—f(a
im 1@ 20— (&)
t—0 t

en cuyo caso el valor de tal limite (que es un vectoRY9 se notaf’(a;x) y se denomina
la derivada de f en a en la direccion deRarax = 0 el anterior limite tiene sentido y vale
cero, por lo que es natural definir tambiéfia; 0) = 0. La condicién (*) se traduce ahora
diciendo que la condicién necesaria para eea derivable eaes la existencia d€'(a;.),

0 sea deben existir todas las derivadas direccionalésda, siendo en tal caso la candidata
a derivada dé enala aplicacionT dada pofT (x) = f/(a;x) para todox € RN (supuesto que
sea lineal). Es inmediato (jHagase!) que si la fundiG@s derivable e en las direcciones
de los vectores de la esfera unidad, también lo es en la direccién de cualquiexygatar
tal caso

Tlmeo\ L. X
t(ax) = |x| f (am) vx e RN\ {0}.
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3.3. Campos escalares derivables. Vector gradiente.

Proposicion 3.14 (Reduccion de la derivabilidad a campos escalarespea
ACRN, y f=(fy,....,fu) :A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en

a e,& si, y s6lo si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso
Df(a)(x) = (Df1(a)(x),...,Dfu(a)(x)), ¥x € R".
Ademas fc Cl(a) si, y sélo si, fc Cl(a) parai=1,...,M.

Demostracion:
El enunciado es consecuencia de que para una aplicacionTireély, ..., Ty) deRN en
RM se verifica para cadac A\ {a}

fx)—f(a-T(x—-a)
Ix—all B

B (fl(x)— fi(a) — Ti(x—a) fm(X) — fM(a)—TM(x—a))
[x—al| Ix—all
y de la Proposicior.62 De la misma proposicion se deduce también que la continuidad en
ade la aplicaciéiD f se reduce a la continuidad de las aplicaciddés...,D fyy ena, ya que
son las componentes de la aplicacidm. .

En vista del resultado anterior, en el resto de la seccion, estudiaremos los campos escalares
derivables. Salvo mencion expresa en contra, los resultados que se obtengan son validos
también para campos vectoriales.

Definicion 3.15 (Derivadas parciales. Vector gradiente)SeaA c RN, ac Ay f un cam-
po escalar e\. Para cada X i < N, supongamos qua es un punto de acumulacion del
conjunto

A={xeR: (a,...&-1,%,8i+1,...,an) € A}.

Si la funcién deA; enR definida por; — f(ag,...8-1,%,&+1,---,an) €S derivable es;, se
dice quef tienederivada parcialrespecto de la variable i-ésima en el puat&n tal caso el
valor del limite

I|m f(a]_,...ajfl,Xi,aj+l,-..,aN) B f(a)

Xi—aj Xi — &
se denomina la derivada parcial i@especto de la variable i-ésima en el puatp se nota
Dif(a) (o tambiéng—)z(a)).

Es consecuencia de la definicion que el calculo de la derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima del campo escalaen un punto genérico= (xy, ..., Xn) Se ha de llevar a cabo
derivando la funcion real de variable real que resulta al considerar constantes las vayiables
(j #1)y por tanto las reglas de derivacion ordinarias se podran utilizar.

Si A C A es el conjunto de puntos dondetiene derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima, entonces el campo escalaiedefinido porx — D;f(x) se denomina la
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aplicacién derivada parciatle f respecto de la variable i-ésima y se nbtd (o también

of
o . : . . . .
Se dice que el campo escalatienegradienteen el puntaa si admite derivadas parciales

enacon respecto de todas las variables, en cuyo caso definivester gradientale f en
apor:

Of(a) := (D1f(a),...,Dnf(a)) € RN,

SiC es el conjunto de puntos dedondef tiene gradiente, entonces el campo vectorigCen
definido porx — [Of(x) se denominaplicacion gradientale f y se notelf.

Proposicion 3.16 (Condicion necesaria de deriv. y candidata a derivadaean Ac RN y
f un campo escalar en A derivable en un punto a. Entonces f tiene gradiente en a con

Dif(a) =Df(a)(a), Vie {1,...,N},

donde{ey,...,en} es la base candnica deN.
En consecuencia,
Df(a)(x) = (Of(a) | x), Vxe RN,

Demostracion:
Parai € {1,...,N} se tiene que

t—0 t X —aj Xj — @i
“m f(al,---,aj_]_,Xi,ai+1,---,aN)— f(a) _ Dif(a),
X =3, X — &
donde se ha utilizadd ) de la seccion anterior. El resto es consecuencia de la linealidad de
Df(a) [

Notas 3.17.

1. La condicién anterior no es suficiente. El campo escald&%n

f(X,y): ( (X7y)7£(050>7 f(070)20

y—x2)2+x5
tiene gradiente e(D,0) igual a(0,0) y, sin embargo, no es ni tan siquiera continuo en
(0,0) (tmesey = x?).

2. Supongamos que el campo escdlas derivable eay tiene derivada no nula. Puesto
que
Df(a)(x) = (Of(a) | x), vxeRN
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se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apéndice A) que

D@ M| <||0f @] IIxl2

y que, parax € RN\{0}, la igualdad se alcanza si, y solo si, exidtec R* tal que
x = Alf(a), de donde se deduce que la derivadd dm el puntoa es maxima en la
direccién dada por el vector gradiente.

3. Obsérvese que las derivadas parciales no son otra cosa que las derivadas direcciona-
les segun los vectores de la base canonica. Es claro que pueden existir las derivadas
parciales y no existir una derivada direccional (véase el Ejercicio 3.4).

Proposicion 3.18 (Condicion suficiente de derivabilidad). Sean A c RN,

ae Ay f un campo escalar en A. Supongamos gifeexiste en un entorno de a y que
[Of es continuo en a. Entonces f es derivable en a.

Demostracion:
Dadoe > 0, por hipotesis, existd > 0 tal que

xeA
Ix—all1 < d=< 30f(x)
IDif(x)—Dif(a)| <€, parai=1,...,N.

Parax = (xq,...,xv) € RN tal que O< ||x—a||; < § podemos escribir
f(x)—f(a)— (Of(a) |x—a) =
N
Z(f(alu e @1, X Xig 1, - 7XN) - f(a17' c -1, X4 1, 7XN) - Di f(a‘)(xl _ai))
i=
luego, si probamos que para cada{l,...,N} se verifica que
’f(ala-“?ai—laxiaxi-l-la'~'7XN) - f(ala"'aai—laaiaxi+17"' 7XN) - le(a)(xl _alﬂ <
<e|x —ail,
entonces tendremos que

N
Iﬂ@—f@%ﬂﬂﬂ®v—®h§;fM—a%=dV—ﬂh

y en consecuencifsera derivable ea.

Veamos que son ciertas las citadas desigualdades.=Sg;, la desigualdad es obvia.
Supuesto # a;, podemos aplicar el Teorema del valor medio para encoyteantrex; y a;
tal que

f(ag, .., a-1,%,Xi+1,---,XN) — F(@g,- .., 8-1,8,X+1,...,XN) =

Dif(al7' "7ai—l;yiaxi+17"‘7XN)(Xi —a|),
de donde se deduce la desigualdad anunciada a partir de las condiciones impdiestas a
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Ejemplo 3.19. La condicion suficiente del anterior resultado no es necesaria. En efecto, el
campo escalaf : R> — R definido por

f(xy) = (@ +Y) se(ﬁ), V(xy) € B2\ {(0.0)}, 1(0,0)=0,

es derivable ef(0,0). En efecto, es inmediato que
D1f(0,0) =D,f(0,0) =0

y que
f(x,y)

NS

Sin embargd]f no es continuo ef0,0). En efecto, como parg,y) # (0,0) se tiene

— 0, cuando (x,y) — (0,0).

le(X, y)

1 X 1
= 2X se — cos| —— |,
r(x/xzqtyz) VX2 4y? (\/x7-+y2>

basta observar que
D4 f (i 0) _2 sen(nr) — cos(nm) = (—1)™1, vne N
nr’ nrw ’

para concluir qu®4 f no es continua efD,0). Comof(x,y) = f(y,X), para cualquie(x,y),
igual le ocurre @ f.

Probaremos enseguida que un campo escalar es deCélagey solo si, tiene gradiente
continuo. Sin embargo, no hemos obtenido ninguna caracterizacién de la derivabilidad de un
campo escalar en términos del gradiente. A continuacién resumimos toda la informacion para
el estudio de la derivabilidad de campos escalares.

Nota 3.20 (Estudio de la derivabilidad de campos escalaresfeanA c RN, a eA y f
un campo escalar s Para el estudio de la derivabilidad dle=n a se sugiere seguir los
siguientes pasos:

1. Existencia dé1f(a). Si no existe1f(a) entonced no es derivable ea. En caso con-
trario, la candidata a derivada es la aplicacién (Of(a) | x).

2. Continuidad def ena. Si f no es continua ea, entonces no es derivable arDe serf
continua era, entonced puede ser no derivabkena (véase la funciog del Ejercicio
3.3 que es continua, con gradiente y no es derivabl@g)).

3. Continuidad de las derivadas parcials]f es continuo e entonced es derivable

ena. No se puede deducir de esto ques de clas&! ena, salvo que se globalice
como se prueba en el teorema siguiente.
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4. Definicién de derivabilidadSegun que la expresiéon

f) - f(a) - (Of(@) [x-3)
Ix—all

tienda a cero o no, cuando— a, f es derivable o no.

Teorema 3.21 (Caracterizacion de los campos escalares de cl&8B. Sean A un abierto
deRNy f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) fesl(A).

i) Of € (A), esto es, f tiene gradiente en cada punto de Ay el campo veciofiak
continuo.

Demostracion:
i) = ii) Puesto quef es derivable, por la Proposici@nl6se sigue qué tiene gradiente
en cada punto d&, y ademas para cada<li < N, se tiene

Dif(a) =Df(a)(g), Vac A,

luego
Dif =Eq oDf,

dondeEg : Z(RN,R) — R es la evaluacion en el vecter, esto es,
Ee(T)=T(a), VT € LRYR),

aplicacion que es lineal y (automéaticamente) continua. En vista de la regla de la cadena para
funciones continuas, obtenemos dxd es continua. Finalmente, como las funciog$
son las componentes d#, concluimos quélf es continuo a.

ii) = i) Por la Proposiciors.18 f es derivable. Ademas se tiene que

Df(a) = le(a)n1+---+DNf(a)7rN,

donder es la proyecciomk-ésima deRN, para 1< k < N.
Equivalentemente,
Df =opoDif+---+onoDnf,

donde, para cada=1,2,---,N, & : R — Z(RN,R) es la aplicacion lineal (continua) de-
finida porq;(t) = tm. Basta, en consecuencia, utilizar la regla de la cadena para funciones
continuas y que la suma de funciones continuas es continua para conclirf que —
Z(RN,R) es continua. .
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3.4. Campos vectoriales derivables. Matriz jacobiana.

Definicion 3.22 (matriz jacobiana). SearA c RN, ac Ay f : A — RM un campo vectorial.
Se dice quef tiene matriz jacobiana en el pungosi cada uno de los campos escalares
componentes tiene gradiente en dicho punto, en cuyo caso se defiagilajacobianade f
ena por

lel(a) Djfl(a) DNfl(a)
Ji(a) = DLf}(a) Dj.fli.(a) DN.ﬁ.(a) :(Djfi(a)) i

1
1<]

IAIA
IA A

M

leM(a) Dj f|\/|(a) ... Dn fM (a)
En el casaM = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

Obsérvese que |Id$ niumeros que componen la fila i-ésima de la matriz jacobiana son las
componentes del vectatfi(a), en consecuencia, en virtud de las Proposi€iddy 3.18 si
el campo vectorial admite matriz jacobiana continua en el panémtonces es derivable en
dicho punto y, en virtud de la Proposici8ri4y del Teorem&.21, siA es abierto y el campo
escalar admite matriz jacobiana continua, entonces es dedtasa condicion necesaria de
derivabilidad y la candidata a derivada se codifican en el siguiente resultado.

Proposicion 3.23.Sean Ac RNy f: A — RM un campo vectorial. Si f es derivable en
acA, entonces f tiene matriz jacobianaenay

(Df(a)(x)! = Jr ()X, ¥x e RN

Demostracion:

Los campos escalares componented den derivables ea. En consecuencia, en virtud
de la Proposicioi.16 dichos campos escalares tienen gradieni es decirf tiene matriz
jacobiana era. Se tiene ademas que

Poi@ = (Dfi(@)(e))) 1 i< =(Difi(@) 4
1

i<M >
1<j<N i <N

[

IAIA

donde se ha utilizado la Proposici8ri4 El resto es consecuencia de la igualdad.Q de
la seccion 3.1. .
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Ejemplos 3.24.
1) Toda funcion constante d&N enRM es de clas&™ con

Df(a)=0, YaecRN.

2) Toda aplicacion lineal deRN enRM es de clas&* con

DT(a)=T, VaecRN.

3) Toda aplicacion bilineal deRM x RN enRP (es decir, lineal en ambas variables) es
de claseg™ con derivada dada por

DT (a,b)(x,y) = T(x,b)+T(ay), ¥(a,b),(x,y) € RM x RN,

Calculemos en primer lugar las derivadaslden las direcciones de la base canonica.
Para ello si{e;,...,eq} es la base canénica @&,y {fy,..., fy} es la base canonica
deRN, entonced(e1,0),...,(ev,0), (0, f),..., (0, fn)} es la base candnica @& x
RN. Claramente se tiene
T((a,b)+t(e,0)—T(ab) T((a+te,b))—T(ab)
t B t
T(a,b)-l—tT(at,b))—T(a,b) _T(e.b) (i=1..M),

es decir,
T ((ab);(6,0) =T(g,b) (i=1,...,M)

Haciendo el mismo tipo de célculo obtenemos que
T'((a,b);(0, ) =T(a fj)) (j=1,....,N).

Hemos probado que

Tl(el, b) . T]_(GM, b) T]_(a, f]_) .. Tl(a, fN)
hap= | O o TaeD BEL) - A
Tp(er,b) Tr(em,b) Tp(a, f1) Tr(a, fn)

Por tanto de sef derivable ena,b), su derivada effa, b) habria de ser, en virtud de
la Proposicior8.23

(%y) — (Ir(ab)(xy)) =T(xb)+T(ay).

Como la matriz jacobiana es continua, basta tener en cuenta el comentario que sigue a
la Definicion3.22, para concluir qu@ € ¢1(RM x RN).

Otra forma:
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4)

5)

3. Campos derivables. reglas de derivacion.

Una aplicacion bilineal verifica que
ITOI < IT XY, V(x,y) € RM xRN,

donde
[T =max{[[TXxy)| : [[X]|= [yl =1}

(jPruébese!). Asi

ITOey) ~T(@b) ~T(x-ab)~T@ay-b)| _[Tx-ay-b)|
[6ay-b) T Teayn)l |

IT—allly b _ [Thic-ay-bE o

locay-b = x-ay-p Ryl

donde se ha utilizado la desigualdad comentada. Basta tomar linfeelempara con-
cluir queT es derivable erfa,b) y su derivada es la aplicacion que se ha enunciado
antes. La aplicacioBT : RM*N=RM xRN — #(RM xRN, RP) es claramente lineal
(por la bilinealidad d&), por tanto hemos probado qiliec ¢1(RM x RN).

La aplicacion suma : RN x RN — RN dada por
o(ab)=a+b, vabeRN,
y la aplicacion producto por escalares dada por
n(A,a)=2Aa, VA eR,acRN,

son de clas€?, por ser, en el primer caso lineal, y en el segundo una aplicacion bilineal.
Por tanto, se tiene

Do(a,b) =0, Vabe RN, Dr(a,a)(A,x) = ax+Aa, Vo, A € R, Va,x e RN,
La aplicacion inversiod : Iso (RN) — .Z(RN) dada por
JT)=T"1 VT elso (RN)
es de clas& con derivada definida por
DI(T)(S) = -T1sT ! vSe 2(RN).

En efecto, es claro que la aplicacién que se anuncia dod{®d ) es una aplicacion
lineal. PareS, T ¢ Iso (RN) se verifica que

ST - [-THs-T)T Y=st-T14+7s-T)T '=

=siT-9r 47 -7 i=(T1-sHh-T)TL
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Asi,

ot (s o

<TH=sH T =0 (5—T),
IS=Ti

donde se ha utilizado la continuidad dle
Finalmente, veamos que

DJ:lIso (RN) — 2(Z(RN), 2(RN))

es continua. Escribam@) = ® o (J,J), donded : Z(RN) x Z(RN) — .Z2(Z(RN))
(se entiendeZ (£ (RN), Z(RN))) esta definida por

®(F,G)(S) = —FSG VF,G,Se . Z(RN).
En efecto, pard < Iso (RN) y Se Z(RN), tenemos que
(Po(,INTNY =T LT (S =-TIST1=DIT)(9.

Como® es una aplicacion bilineal (entre espacios de dimension fiditay continua.
De la continuidad dd se sigue la continuidad de la funcién vectofialJ), luegoDJ
es continua en virtud de la regla de la cadena para funciones continuas.

6) Cualquier normd - || : RN — R no es derivable en 0 (lo que generaliza la no deriva-
bilidad del valor absoluto en 0). En efectoxss un vector no nulo, entonced s R*
se tiene que
[x|—0 _|t]
t t
funcién que no tiene limite cuantle~ 0. Luego no existe ninguna derivada direccional.

[,
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3.5. Reglas de derivacion.

1) Linealidad.
SeanA c RNy f,g: A— RM funciones derivables emy A € R. Entoncesf +gy
A f son derivables eacon

D(f+g)(a)=Df(a)+Dg(a)
D(Af)(a)=ADf(a).

Ademas, sif,g € ¥*(a), entonced +-g,A f € €(a).
La comprobacion se deja como ejercicio.

2) Regla de la cadena.
SealAC RN,BCRM, f:A— RMtal quef(A) c By g: B — RP. Supongamos que
f es derivable eay queg es derivable eri(a). Entonces la composicidn=go f es
derivable era con
Dh(a) =Dg(f(a))oDf(a)
y en consecuencia
Jn(8) = Jg( f(2))Js (a):
Ademas, sif € ¥(a),gc ¢1(f(a)), entonced € ¢1(a).

Demostracion:
Notemosh = f(a). Puesto qud es derivable eay g es derivable eb, existen funciones

rr-A—R, s:B—R,
tales que es continua ea conr(a) = 0, ses continua eb cons(b) =0, y
{ If(x) - f(a) -Df(a)(x—a)[| = r(x)[jx—al], vxeA

19(y) —9g(b) —Dg(b)(y—b)|[[ =s(y)|ly—bll, VyeB.

Parax € A se tiene

IN(x) —h(a) — (Dg(b) e Df(a))(x - a)| =
l9(f (%)) —g(b) — Dg(b)(f(x) —b) +-Dg(b)(f(x) — f(a) - Df(a)(x—-a))| <
l9(f (%)) —a(b) — Dg(b)(f(x) —b)[| +[[Dg(b)(f(x) — f(a) - Df(a)(x—a)| <

s(f(x)) [IT(x) = f(@)[| + |[Dg(b)|| r(x) [Ix—al| =
s(f(x)) [[f(x) - f(a) - Df(a)(x—a) +Df(a)(x—a)[| + |[Dg(b) || r(x) [[x—al| <
s(f() [[If(x) — f(a) - Df (a)(x—a)|| +[[Df (a)|lIx—al | + [Dg(b) [ (x) [ x—al| =
() [ r(x) Ix—all + [[Df (@)l[[x—al]] +[[Dg(b)]| r(x) [Ix—al|

de donde se sigue el resultado, puesdigr(x) = 0, y, comof es continua em, también
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Supuesta la continuidad d@&f enay la deDg enb, probaremos ahora la continuidad de
Dhena. Por seg de clases™ enb, existes > 0 tal queg es derivable eB(b, &) C B; usando
quef € €1 ena, existed; > 0 tal quef es derivable eB(a, 01) C A. La continuidad d€ en
anos asegura la existencia 8e> 0 tal quef (B(a, §2)) C B(b,¢). Tomandad = min{ &y, o2}
tenemos, aplicando la formula que ya hemos probado

Dh(x) = Dg(f (x)) o Df (x), ¥x € B(a, §).

En consecuenciaPh = ® o (Dgo f,Df), donde ® es la aplicacion bilineal de
Z(RM xRP) x Z(RN,RM) en (RN, RP) definida por

D(T,9)=ToS Y(T,9 € 2R RP) x ZRN,RM).

Asi pues,Dh es continua por la regla de la cadena para funciones continuas y la regla de
continuidad de las funciones vectorial&g@E f es continua e puesf es continua ey
Dg es continua eri(a) y Df es continua en). .

Notas 3.25.

a) Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se involucran
derivadas elementales.

i) Enelcas”AC R . BCcRM % RP se tiene que

(go f)'(a) = Dg(f(a))(f'(a)).

En efecto,

(go f)(a) = D(go f)(a)(1) = Dg(f(a))(Df(a)(1)) = Dy(f(a))(f'(a)),

donde se ha utilizado la NoBal132.

i) En el caso
AcR-BcR-LR

se tiene que
(go f)'(a) = f(a)g(f(a)),

y por tanto, la regla de la cadena recién enunciada generaliza la conocida para
funciones de variable real. En efecto, por el caso anterior

(go f)'(a) =Dg(f(a))(f'(a)) = f'(a)Dg(f(a))(1) = f'(a)d'(f(a)),

donde se ha vuelto a utilizar la Notal32.
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b) Veamos ahora la regla de la cadena para las derivadas parciales.
Las entradas dé&,(a) vienen dadas por

Djhi(a szg. a)Djf(@), (1<i<P 1<j<N),

expresion que se conoce comegla de la cadena para las derivadas parciales.

Si consideramos el cagd= 1, con lo queg y h son campos escalares, la anterior
expresion se escribe

zokg DD fi@), (1<j<N),

o bien, si notamos poxy,--- ,xn las coordenadas RN, y porys,---,ym las coorde-
nadas ef®M, se tendra
8h M 8fk .
a), 1< )J<N). *
z ayk @ ) (+)
Si se identifican las varlables con las funciones, es decir,
ZEZ(ylv"' 7yM);

W=2Z(Y1 (X2, XN)5 WML, 5 XN)) = WI(Xa, -, XN)
gueda finalmente
M
8 82 8yk(a)

Z 9yk

expresion en la que se debe saber recongger

Ejemplo. Seaz = z(x,y) un campo escalar derivable. Si cambiamos a coordenadas pola-
res, esto es, hacemos

X = p cosy
y=pseny ’

entonces la funciéw(p, ¥) := z(p cosd, p send) es derivable y sus derivadas parciales vie-
nen dadas por

g— g—(p cost psenﬁ)cosﬁJr (p cosy, p send) send

3—‘3’ (p cosy psenﬁ)psem‘}Jr (p cosy, p send)p cosH

Proposicion 3.26 (Caracter local de la derivabilidad y de la derivada)Sea Ac RN, a 62\
y f: A— RM. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f esderivable en a.

i) fy es derivable en a para algiin entorno®JA del punto a.

Ademas, en caso de que sean ciertas las afirmaciones anteriores, entonces las derivadas de
ambas funciones (f y la restriccion de f a U) coinciden.
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Demostracion:
Es consecuencia del caracter local del limite. .

Nota. Supongamos que el conjunfoes unién disjunta de dos subconjunfasy Ay y
fi: AL — RM f,: Ay — RM son campos vectoriales tales que

fi(x) si xeA
f(x):{ f;(x) si XGA;

Por el resultado anterior, la derivabilidad &nA; y enA; no es mas que la derivabilidad

de f; en Aol y de f> en AO\Z, respectivamente (cuyo estudio posiblemente se puede llevar a
cabo mediante el uso de las reglas de derivacion). En los puntda@a) UFr(Az)) NA,
posiblemente haya que hacer un estudio particular.

Proposicion 3.27 (Derivacién de la funcion inversa).

a) SeaAc RN a ez\y f : A— RN un campo vectorial. Supongamos que f es inyectiva,

e}

derivable en ay que(f) € f(A), entonces

detJs(a) #0

-1 .
f~" es derivable en (a) < { -1 es continua en (a)

Ademas, si se verifica lo anterior, se tiene
Df *(f(a)) =Df(a) ™,

yen consecuencia,
Ji-1(f(a)) = It (a)‘l.

b) Sean A y B subconjuntos abiertos B¥ y f un homeomorfismo de A sobre B. Si
f € ¢%(a) para algun ac A condetJs(a) # 0, entonces ! € ¥1(f(a)).

Demostracion:
a) = f~1es continua eri(a) por ser derivable. Como

fof™t=Idfpa), ftof=Ida,
la regla de la cadena nos da
Df(a)oDf 1(f(a)) =Idgn, Df1(f(a))oDf(a)=Idgn
con lo queDf(a) € Iso (RN) y Df ~(f(a)) = Df(a)~%, por tanto deds (a) # O.
< Al ser f derivable era, existe una funcion: A— R continua era.conr(a) = 0 que

verifica ademas

|f(x)—f(a)—Df(a)(x—a)|| =r(x) [|[x—al|, VX € A.
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Se tiene que
x—a=Df(a)"}(Df(a)(x—a))
(35.1) ~Df(a)*(Df(a)(x—a) — () — f(a) + (F(x) — F(a))
= —Df(a)‘l(f(x)— f(a)—Df(a)(x—a))) +Df(a) H(f(x) - f(a).
En consecuencia,
x—a—Df(a) 1(f(x)— f(a)) = —Df(a)"}(f(x) — f(a) —Df(a)(x—a))
y por tanto
(3.5.2) Ix—a—Df(a)~*(f(x) - f(a)| <|[Df (@) | r(x) [x—all.
También se sigue d&5.1que
Ix—af <[IDf (@)~ r(x) [x—all+[Df @) | [|f(x) - f(a)] =

= (1—f(X) IIDf(a)’1H> Ix—all < [IDf (@)~ [|f()~ f(@)l

1
y cuandor (X) < Df@ 1] tendremos
-1
I-ail < o8 1100 f(a

y por tanto, en vista d&.5.2

IDf(a)~*|?

Ix—a=Df(a) (109 — (@)l < 10— i 17y 1100~ F(@

de donde se sigue el resultado, puesligr (x) = 0 (¢, Por qué?).

b) Como Iso(RN) es un abierto por la Proposiciéh6, la continuidad de la aplicacion
x — Df(x) en el puntca garantiza la existencia de un abiettale RN tal que

acUcCA y Df(x)elso(RV), ¥xeU.

El apartado a) asegura qifie! es derivable en cada punto dé:= f(U) (que es un abierto
deRN tal quef(a) eV cB) y

Df(y) = (Df(f(y))) !, weW.

En consecuenci@)f~1 = JoDf o f~1, lo que prueba la continuidad @ —* enf(a) y, por
tanto, f~1 € ¥1(f(a)). .
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Notas 3.28.

1. Este resultado generaliza para puntos interiores el visto para funciones reales de una
variable real. En efecto, $iC R es un intervalo yf : | — R es una funcion (real de

variable real)acl y b = f(a).
Supongamos qué es continua, inyectiva y derivable en Entoncesh es un punto
interior def (1) y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

) f'(a)#0y f~!es continua eb.

i) f~1es derivable eb.

Ademas, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiéfel)’(b) = T{a) En efecto,

Df(a) clso(R) < f'(a) #0 y Df 1(b)=Df(a) 1< (f 1Y (b) = @)

2. Es bueno resaltar que la regla antes establecida no es el Teorema de la funcion inversa.
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3.6. Interpretacion geométrica del concepto de derivada.
Hiperplano tangente.

Definicion 3.29. Unavariedad afires el trasladado por un vector de un subespacio vectorial.

SearAC RNy f: A— RM. Si f es derivable en el punt entonces la variedad afin de
RN x RM que pasa por el punt@, f(a)) con variedad de direccion Grédf(a)), esto es

(a, f(a)) +Graf(Df(a))
gue coincide con la gréfica de la aproximacion afin
g(x) = f(a) + Df (a)(x—a)
En efecto,

{(x,9(x) : xe RN} = {(a+ (x—a), f(a) + Df(a)(x—a)) : xe RN}
= (a,f(a)) +Graf(Df(a)).

Dicha variedad afin dBN x RM es la “méas proxima” a Graff ) en el puntga, f(a)). Se de-
nominavariedad afin tangente a la gréfica de f en el pu(dof (a)). Obsérvese que la apli-
cacionx — (x,Df(a)(x)) de RN en Graf(Df(a)) es un isomorfismo y en consecuencia la
variedad afin tangente a la graficatden el puntg(a, f(a)) es afinmente isomorfalgN.

Un subconjuntdd de un espacio vectoril es unhiperplano vectoriaki es un subespa-
cio maximal, es decir, $il # X y el Unico subespacio vectorial que contiene estrictamente a
H esX. El Teorema de extension de la base nos permite afirmar que los hiperplanos vectoria-
les son los subespacios de codimension uno. El trasladipdoun vectora de un hiperplano
vectorialH se llama urhiperplano(afin), es decirA = a+ H. Para la caracterizacion de los
hiperplanos vectoriales y de los hiperplanos (afines) véase el apéndice C.

Supuesto que un campo escalars derivable e, la variedad afin tangente a la grafica
def en el puntqa, f(a)) es el hiperplano d&N+* dado por

{(a,f(a)+ (x,Df(@)(x)) : xe RN}.
En virtud de la Proposicié8.16este hiperplano se escribe ahora
{(a f(a)+ (x (Of(@)]x) :xc RN} = {(x, f(a)+ (Df(a)]x—a)) :xeRN}.

Por tanto, el hiperplanotangentea la gréfica del campo escalalf en el punto
(a f(a)) =(ag,...,an, f(a1,...,an)) es el hiperplano de ecuacién

xn+1 = f(a)+Dif(a)(x1—a1) + ...+ Dnf(a)(Xn — an).

A continuacion caracterizamos la variedad afin tangente a la gréfica de una funcion en
un punto, en particular, los hiperplanos tangentes. Para ello recordamos, en primer lugar, que
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unacurva enRN es una aplicacion continyede un intervald deR enRN. Normalmente la
forma méas comoda de visualizar una curva es consideiaraien (enRN, al menos cuando

N < 3) en lugar de sgraficaen RN+, Supongamos que es derivable en un puntg € |
cony (tg) # 0, entonces la recta que pasa por el puiitg) con direcciony (tp), esto es,

{y(to) +1t7 (to) : t € R}

es larecta tangente & en el puntoy(to).

Claramente In{y) = men (Graf (7)) (donde hemos identificado de forma natialitt =
R x RN). Si la curva se visualiza RN, es natural visualizar también &Y la tangente en
un punto como la proyeccion de la recta tangente a la gréafigaedes| puntq(to, y(to)). Esta
viene dada por

{(to, 7(to)) + (t.,17 (to)) : t € R} = {(to, ¥(to)) + (1,7 (t0)) : t € R}
y Su proyeccion es
{r(to) +t7(to) : t e R},
que es la recta tangente/&n y(tg) cuandoy’ (tp) # O.
Seguidamente mostramos que para un campo vectorial derivalbleariedad afin tan-

gente a la grafica dé en el punto(a, f(a)) coincide con el conjunto de todas las rectas
tangentes a las curvas cuya imagen esta contenida ern Grafque pasan por el punto

(a f(a)).

Proposicion 3.30.Sea Ac RN un abierto y f: A— RM una funcién derivable. Sia Ay
ue RN xRM, equivalen:

i) ue Graf(Df(a)).
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i) Existend >0yy:[-8,8] — RN x RM continua tal que
Y([=6,9]) C Graf(f), ¥(0)=(a f(a) y ¥(0)=u.
Demostracion:

i) = ii) Notaremos porr; y 7> a las proyecciones d&@N x RM sobreRN y RM, respecti-
vamente. Su € Graf (Df(a)), sead > 0O tal que

[a—dm(u),a+om(u)) CA
y consideremos la curva: [-§,8] — RN x RM definida por
y(t) = (a+tm(u), f(a+tm(u))).
Es claro quey([—-6,48]) C Graf(f), y(0) =(a,f(a))y
Y (0) = (m(u),Df (a)(m(u))),

donde se han utilizado las reglas elementales de derivacién. Por otra parte, como
u € Graf (Df(a)), entoncesi = (m1(u), Df(a)(m(u))) y en consecuencig(0) = u.

i) = i) Supongamos ahora qgees una curva verificando las condiciones requeridas en
ii). Entonces, como Infy) C Graf (f), se verifica que

fomoy=moy
y las reglas elementales de derivacién nos aseguran que

Df(a)(m(7(0))) = 727 (0)),
esto esy = ¥ (0) € Graf (Df(a)). .
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3.7. Apeéendice A) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicion
(V)] < (X2 [IYll2, ¥y € RN,

donde (-|-) denota el producto escalar en RN, esto es
N
(Xy) == > X
k=1

y la igualdad ocurre si, y solo si, los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion:
Searx,y € RN, Siy =0 se da la igualdad y la condicion (¢,Por qué?). En caso contrario,
la desigualdad de Cauchy-Schwarz equivale a probar

_ (X)) — (xly)?
N (vly)

desigualdad que probamos a continuacion. En efecto

y)

Y

_ 2
(X[x) (¥ly) — (x]y) (X — (X y)

|
(Yly) (yly)(
( y) (xly)
= (X|x) — ( | )( ly) + (yy)( y)
_ ( ! ) (Xly)
= () - > )+ <<y|y>> o)

_ (X!y B
- ( oy y

Finalmente, si por ejemplp= ax para conveniente € R, entonces

2 2 _ 2 yl4 2 2 2 1yl12
(Xy)* = (Xlox)® = e[|x[|2 = [IX][2 [ eex(|2 = [Ix][2 [I¥][2-
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3.8. Apeéendice B) Normas duales.

Proposicion Si consideramos en RN Ia norma |.||1 (resp. ||.]|2. ||.||~). entonces la norma
de operadores en (RN, R) = RN es ||.||o (resp. ||.||2, ||.]|0)-

Demostracion:
Sabemos que los espacios vectorig®®N, R) y RN son matematicamente indistingui-
bles via la correspondencia que a cadaRN le asigna la forma lineal

X+— (a|x).

1. El dual de(RN, ||.||1) es isométricamente isomorfo(&N, . e).

Se tiene que
N
[(@x)] < llalle [Ix]|l2 (a,x€RT),

y en consecuencia
al] < [|al]e.

Por otra parte sk € {1,...,N} es tal qug|al|. = |ax|, tomadoxg = & se tiene también
que
all = [(alxo)| = || = [[all«-

Hemos probado quig|| = ||al|. ¥ que la norma dual se alcanzaxn

2. El dual de(RV, |.||2) es isométricamente isomorfa(&N, ||.||2).

La prueba es anéloga al caso anterior. La primera desigualdad es en este caso la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz y el punto donde se alcanza la norma dual es por ejemplo

Xo = a
lall2

3. Eldual de(RN, ||.||.) es isométricamente isomorfo(&N, ||. |1).

La prueba es también analoga al primer caso siendo ah@vactor donde se alcanza
la norma dual) cualquier vector que verifique

%K) =1, axo(k)>0, ke {1,..,N}.
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3.9. Apendice C) Hiperplanos.

Proposiciéon Sea H un subconjunto de RN. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) H es un hiperplano vectorial.
ii) H es el nicleo de una forma lineal no nula.

Ademads, dos formas lineales no nulas determinan el mismo hiperplano vectorial, si y solo si,
son proporcionales.
Demostracion:

i) = ii) Seaec RN\ H. Se tiene qu&N = H @ < e >, es decir:

vxc RN IheH, L eR: x=h+2e
La aplicacionf : RN — R definida por
f(x)=A4 si x=h+Ae (heH,A €R)

es un funcional lineal no nulo cuyo nucleotés

i) = i) Seaf un funcional no nulo tal quel = Ker(f). Se tiene quél es un subespacio
vectorial deRN. Probemos qukl es maximal. Supongamos g8es un subespacio vectorial
deRN que contenga estrictamentélaFijadoy € S\ H, se tiene para cada vectoe RN que

y y
X=(X—FfX)—— )+ f(X)—— €S
(= 17) + Wy
ya quex — f(x)% cHy f(x)% € S. Hemos probado que= RN.

Por ultimo, searf,g funcionales lineales no nulos. Si existe un rgahl queg= Af,

es claro queKer(f) = Ker(g). Reciprocamente, er(f) = Ker(g), dado un vectoa

RN\ Ker(f) se tiene qug = % f ya quex— % a € Ker(f),vxe RN, y por tanto

0=g(x)— LZ)g(a), vx € RN,

Corolario. Un subconjunto A de RN es un hiperplano, si y sélo si, existen un funcional
no nulo f y un nimero real o tales que

A={xeRN: f(x)=a},
es decir, existen Ay, ...,An, @ € R tales que
A= {XE RN : AXy+... FANXN = OC}.

Demostracion:
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Supongamos qua = a+ H para convenientes< RN y H hiperplano vectorial. Sf es
un funcional no nulo tal quel = Ker(f), entonces se verifica que

A={xecRN: f(x) = f(a)}.

Reciprocamente, supongamos due: {x € RN : f(x) = a} para convenienter € R.
Puesto que es sobreyectiva (jHagase!), podemos elagirRN tal quef(a) = a. Se tiene
entonces que

A=fYa)={xeRN: f(x)=a} = {xeRN: x—acKer(f)} =a+Ker(f).

Proposicion Sean f un funcional lineal no nulo y g un vector de RN, entonces

dist(xo, f—l(a)) - W.

En consecuencia, si el funcional f viene dado por
f(X) = A1X1+ ... + AnXn, VX E RN, (A%-i— -|-A|?§| > O)
y se considera en RN la norma euclidea, entonces la férmula anterior es

_ A1) + ...+ Awxo(N) —ar|

dist(x,A) =
VAR L+ AR
Demostracion:

Basta probar que disto, Ker(f)) = W. En efecto, sea tal quef(a) = a, entonces,
en virtud de la linealidad dé&, se tiene que

dist(xo, f_l(oc)> = dist(xo —a,Ker(f)).
Al ser f lipschitziana de razoff||, se tiene para cadec Ker(f) que

[f(x0)| = [T 00 —=x)| < [[][lx0—x] (%)

de donde se deduce que
f :
% < dist(xo, Ker(f)).
Por definicion de norma de un aplicacion lineal, existe una sucésigren la esfera unidad
de (RN, |- ) tal que||f|| < HL | f(xn)[,¥n e N. Al ser{xo— f (xo) fA} una sucesion en

(Xn)
Ker(f), se tiene para cadanatural que

f(Xo0)

n+1 [f(Xo)|
f(Xn) <

n [f]’

s k(1) < [ro— (o ) £2) | |
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de donde deducimos tomando limites que(atisKer(f)) < W. Hemos probado que

dist(xo, Ker(f)) = %

Notese que también se puede razonar que la desigualdad (*) es, de hecho, una igualdad por
alcanzarse la norma de operadores.

La ultima expresion se deduce de la anterior sin mas que recordar que la norma euclidea
es autodual. .

3.10. Referencias recomendadas.
[BRV], [Créd, [F4], [FeSd, [ 1, [July [ ]
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3.11. Resumen del resultados del Tema 3

Z(RNRM) = _/m«n(R).

El espacio vectorialZ(RN,RM) y el espacio vectorial .Zy«n(R) de las matrices
M x N de numeros reales son matematicamente indistinguibles. Para Tada
Z (RN, RM) definimosAt € .#uxn(R) por

dondeTs,---, Ty son los campos escalares componente$ ge{es,...,en} es la base ca-
nénica deRN. La aplicacion deZ (RN, RM) en . «n(R) definida porT — Ar es un
isomorfismo de? (RN, RM) sobre .#u«n(R), cuyo inverso es la aplicacion dey«n(R)
sobre.Z(RN,RM) definida porA — T dondeTx es la aplicacion lineal dBN enRM dada
por

(TA(x))t = A, Vx € RN,

Isomorfismo topolégico. Si X e Y son espacios normados, una aplicacion
T : X — Y es unisomorfismo topoldgicai T es una aplicacion biyectiva, lineal y conti-
nua cuya inversa también es continuaXSt Y = RN, toda aplicacion lineal y biyectiva es
un isomorfismo topoldgico. Notaremos (&) al conjunto de los isomorfismos @& en
RN,

Iso(RN) := {T € Z(RN) : detAr # 0}.

Funcion lipschitziana. Sean(E,d) y (F, p) espacios métricos. Se dice glieE — F es
lipschitziana si exist& > 0 verificando

p(f(x), f(y)) <Kd(xy), ¥xy€eE.

La menor constante que verifica esta desigualdad se denomina la constante de Lipschitz de
T.

El espacio de Banach? (RN, RM). Norma del espaciaZ (RN, RM).
La funcion que a cada aplicacién lineal T : RN — RM Je hace corresponder el niimero real

IT] = max{[[TO| = x| = 1}

es una norma en .2 (RN RM), denominada norma de operadores. (RN, RM) es un espacio
de Banach. Ademads se verifica que

TGO < T, vx € RN

Tl =min{K > 0: [T <K|x||, vx € R"} = max{|[T(x)]| : [Ix|| < 1}.

La primera igualdad nos asegura gg| es la constante de Lipschitz de
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Proposicion. Iso (RN), el conjunto de los isomorfismos de RN en RN, es un abierto de
Z(RN) y Ia aplicacion inversion J : 1so (RN) — Z(RN) definida por

JT):=T71 VT elso(®RV)
es continua.

Funcién derivable Fréchet.SeanM,N € N, Ac RN, acA, y f : A— RM una funcion.
Se dice quef es derivablden el sentido de Fréchet) o diferenciable el puntoa si existe
una aplicacion lineal deRN enRM verificando

im f(x)—f(a)-T(x—a) _0
x—a X~ alf

donde se consideran normas cualesquief®@™ey RM. En tal caso la aplicacioh es Unica,
se denomina la derivada de la funciben el puntca o diferencial def ena y se nota por
Df(a). Se dice qud es derivable en un subconjurBo_ A si es derivable en cada punto de
B.

SeaA; C A el conjunto de puntos dondees derivable. La aplicacién — Df(x) deAg
enZ(RN,RM) se denomina la aplicacion derivadaf o la diferencial def y se noteDf.

Se dice qud es de clas€! ena, y se notaf € Cl(a), si f es derivable en un entorno de
ay la aplicaciorDf es continua ea. Se dice qud es de clas€! en un subconjuntd C A
si es de clas€! en cada punto dB.

Se dice qud es de clas€! cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicion
(que necesariamente sera abierto). Notamo&pKk) al conjunto de las funciones de clase
C! en el abiertoA.

Reduccion de la derivabilidad a campos escalares$ean A un subconjunto de RN y

(@)
f = (f1,...,fm) : A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en a €A si, y sélo
si, cada campo escalar componente es derivable en @, en cuyo caso

Df(a)(x) = (Df1(a)(x),...,Dfu(a)(x)), ¥x e R".
Ademis f € CY(a) si, y sélo si, fj € CL(a) parai=1,...,M.

Derivadas parciales. Vector gradienteSeaA c RN, ac Ay f un campo escalar ek
Para cada X i <N, supongamos qua es un punto de acumulacién del conjunto

A={XxeR: (a,...&8-1,%,8+1,---,an) € A}.
Si la funcion deA; enR definida porx; — f(ag,...a-1,%,8+1,...,an) €S derivable ea;,

se dice qud tiene derivada parciakspecto de la variable i-ésima en el puat&n tal caso
el valor del limite

lim f(a].)' "ai—laxi7ai+17"'7aN) - f(a)

X —aj Xj — @
se denomina la derivada parcial @especto de la variable i-ésima en el puatp se nota
Dif(a) (o tambiéng—;i(a)).
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Es consecuencia de la definicion que el célculo de la derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima del campo escalaen un punto genérico= (xy, ...,Xn) Se ha de llevar a cabo
derivando la funcion real de variable real que resulta al considerar constantes las vafiables
(j #1)y por tanto las reglas de derivacion ordinarias se podran utilizar.

Si Al C A es el conjunto de puntos dondetiene derivada parcial respecto de la va-
riable i-ésima, entonces el campo escalaiedefinido porx — D;f(x) se denomina la
aplicacion derivada parcide f respecto de la variable i-ésima y se nbt4 (o tambiéng—;i).

Se dice que el campo escalatiene gradienten el puntaa si admite derivadas parciales
enacon respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector grddi€etea
por:

Of(a) := (D1f(a),...,Dnf(a) € RN.

SiC es el conjunto de puntos dedondef tiene gradiente, entonces el campo vectoriaCen
definido porx — [Of(x) se denomina aplicacion gradiemte f y se notalf.

Estudio de la derivabilidad de campos escalares.

SearAC RN, a e,z\y f un campo escalar ek Para el estudio de la derivabilidad tien
a se sugiere seguir los siguientes pasos:

1. Continuidad def ena. Si f no es continua ea, entonces no es derivable aDe serf
continua era, entonced puede no ser derivabkena (véase la funciog del Ejercicio
3.4, que es continua, tiene gradiente y no es derivab(6,€).

2. Existencia délf(a). Si no existedf(a), entoncesf no es derivable ea. En caso

contrario, la candidata a derivada es la aplicagién <D f(a) | x) .

3. Continuidad de las derivadas parcials1f es continuo e entonced es derivable
ena. No se puede deducir de esto dues de clas&! ena, salvo que se globalice.

4. Definicién de derivabilidadSegun que la expresion

f(x)— f(a)— (Df(a) |x—a)

Ix—all

tienda a cero o no, cuando— a, f es derivable o no.

Matriz jacobiana. SeanA c RN, ac Ay f : A — RM un campo vectorial. Se dice que
f tiene matriz jacobiana en el purdsi cada uno de los campos escalares componentes tiene
gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define la matriz jacateginana por

lel(a) Djfl(a) DNf]_(a)
J@:=| Difi@ .. Difi(@ .. Dnfi@ |=(Dfi@) iy -

Difu(a) .. Difw(a) .. Dnfu(@)
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En el casaM = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

o
Proposicion.Sean AC RN y f : A — RM un campo vectorial. Si f es derivable en a €A,
entonces f tiene matriz jacobiana enay

(Df(@)(x))t = I (@)X, ¥x e RN,

Conviene recordar:
- Toda aplicacion lineal deRN enRM es de clas&™ con

DT(a) =T, vac RN.

- Toda aplicacion bilineal deRM x RN enRP (es decir, lineal en ambas variables) es
de claseg™! con derivada dada por

DT (a,b)(x,y) = T(x,b)+T(ay), ¥(a,b), (x,y) € RM x RN,

- La aplicacion inversiod : Iso (RN) — Z(RN) dada por
JT)=T"1 vT elso(RN)
es de clas&* con derivada definida por

DJ(T)(S) = -T1sT ! vse 2(RN).

- Linealidad.
SeanA c RNy f,g: A— RM funciones derivables emy A € R. Entoncesf +gy
A f son derivables eacon

D(f+g)(a) =Df(a)+Dg(a)

D(Af)(a) = ADf(a).
Ademas, sif g € €*(a), entonced +g,Af € ¥1(a).

- Regla de la cadena.
SealAC RN,BCRM, f:A— RMtal quef(A) c By g: B — RP. Supongamos que
f es derivable eay queg es derivable eri(a). Entonces la composicidn=go f es
derivable era con
Dh(a) =Dg(f(a))oDf(a)

y en consecuencia
Jn(a) = Jy(f(a))Jt(a).
Ademas, sif € ¥(a),gc €(f(a)), entoncedh € €(a).
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- La derivabilidad es un concepto local.

- Derivada de la funcion inversa.
SeaAC RN a e;&y f : A— RN un campo vectorial. Supongamos dues inyectiva,

o]

derivable eray quef(a) €f(A), entonces

detJs(a) #0
f~1 es continua eri (a)

f~1 es derivable erf(a) < {
Ademas, si se verifica lo anterior, se tiene
Df 1(f(a)) =Df(a) L,

y en consecuencia,
Ji1(f(a) =i (a) .

Si ademad\ y B son subconjuntos abiertos B, f es un homeomorfismo desobre
By f € ¥1(a) para algtra € A con detJs (a) # 0, entonced ~1 € ¢1(f(a)).
Interpretacion geomeétrica. Si un campo escalar f es derivable en un punto a, entonces la
grdfica de f tiene un hiperplano tangente en el punto (&, f (a)) que viene dado por la expresion
xnt+1= f(a)+Dif(a)(x1—a1)+...+Dnf(a)(xn —an).

Dicho hiperplano coincide con el conjunto de todas las rectas tangentes en (&, f(a)) a las
curvas cuya imagen estd contenida en la grdfica de f y que pasan por el punto (a, f(a)).
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3.12. Ejercicios del Tema 3

3.1 SeaT € .Z(R?) y supongamos que

(€ 3)

es la matriz asociadalaen términos de la base canodnica. Pruébese que si consideramos
las normag| ||1 Y || ||~ enR? se obtiene que la norma del operadoriene dada por

max{al + [c|,|bl +|d| } (parall )

max{[a| +[bl,[c|+ |d|} (paral] |).

3.2 Probar que si en la definicion de derivada en un punto el espacio noiads de
dimension mayor que 1y no exigimos que el puatsea interior, en general, no se
puede asegurar que la aplicacion lineal que aparece en la definicién sea Unica.

Indicacion Estudiar la derivabilidad en el punt®,0) de la aplicacién

f:Rx{0} — R, f(x,0)=x, ¥xeR.

3.3 Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y derivabilidad en el ori-
gen de las siguientes funciones:

() = oy Y06 € EA{(0.0)}, 1(0.0)=0

2
00y) = 7y Y(%Y) € E\{(0.0)}, 9(0.0) =0,

2\ 2
h(x,y) = % ¥(x,y) € R2\{(0,0)}, h(0,0) = 0.

X +y?)

Y8 XY € R?\{(0,0)}, k(0,0) =0.

k(x,y) =

3.4 Justificar que una funcién racional 8evariables es de clasé! en su conjunto de
definicion.

3.5 Seaf : R? — R la funcion definida por:

X3y

f(X,y)— ‘y‘_'_xz

si (x,y) # (0,0); f(0,0)=0.

Estudiar la continuidad y derivabilidad de
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3.6 Paraa € Rt seaf, : R?2 — R la funcion definida por:

xy|

fa(X,y) = Ry

si (x,y) # (0,0); f(0,0)=0.

Estudiar la continuidad y derivabilidad dg.

3.7 Estudiar la continuidad y derivabilidad €8,0) de la funciénf : R? — R definida
por:

F(xy) = T2 COXCOY iy v) £(0,0): £(0,0)=0.

NS

3.8 Seanf un campo escalar definido & RNy a 6,2\. Probar que equivalen:

I) f esderivable ea.

i) Existenh: A — RN continua eraconh(a) =0yb e RN:
f(x)— f(a) — (bjx—a) = (h(x)|[x—a), Vxe A

donde(.|.) denota el producto escalar usualRfé.

3.9 SeanA un abierto deRN y f un campo escalar definido éncon derivadas parciales
acotadas eA. Probar qud es continuo. Dar un ejemplo que muestre que un tal campo
escalar puede no ser derivable.

Indicacién Considerar el campo escalar definidoRhpor

f(x,y):L si (x,y) # (0,0); f(0,0)=0.

N

3.10 * (Condicion suficiente de derivabilidad).

SeanA C R?, (a,b) cA y f : A— R un campo escalar. Supongamos @ud existe

en un entorno déa,b) y es continua effa,b) y que existeD, f (a,b). Probar quef es
derivable en(a,b).

Estudiar un resultado analogo para campos escalafds/deables.
Indicacion Seae > 0, tbmesed > 0 tal que

(xy) €A

3le(xuy)

|D1f(x,y) — le(a, b)| <E&

[f(ay) —f(a,b)—D2f(a,b)(y—b)| < ely—b|

Ixy) = (@=b)1<d=
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Para(x,y) € R? con 0< ||(x,y) — (a,b)||1 < &, se puede escribir
f(x,y) — f(a,b) —D1f(a b)(x—a) — D2f(a,b)(y—b) =

[ f(xy)—f(ay) —Dif(ab)(x-a) |+ [ f(ay) - f(ab) - D2f(ab)(y—b)]

y basta aplicar el teorema del valor medio al primer sumando (cuaptla) para
probar la derivabilidad dé en (a,b).

3.11 SearAC Ry f,g: A— R3 funciones derivables eme,z\. Consideremos las funciones
h:A— Ry ¢: A— R3definidas por

h(x) := (f()19(x)), @(x):=f(X)Ag(x), ¥xe A
(hes el producto escalar dey g, ¢ es el producto vectorial deporg). Calcularh’(x)
y ¢'(%).
3.12 Seaf un campo escalar derivable &n= R* x R™. Considérese el campo escatar
definido enQ = R* x]0, [ por
h(p,?¥) := f(pcos¥,psend), V(p, ) € Q.

Probar que equivalen

. Of df

I) Xa_y <X7y) _yﬁ(xv y) - f(X7y)7 V(X7y) €A

. dh
”) m(paﬁ) = h(p7l9)7 V(p,ﬁ) € Q.

Deducir que las soluciones deson de la forma:
fxy) = o (\/x2 +y2> exp(arctan%) ,

dondeg : RT — R es una funcién derivable.

3.13 Seaf : RN — RM derivable en cero y homogénea de grado 1, es decir:
f(tx) =tf(x), vxe RN\ {0}, vt c R™.

Probar quef es lineal.

3.14 Teorema de Euler.
Seap un nimero real. Una funcioh: RN\ {0} — R se llamahomogénea de grado p
si verifica:
f(tx) =tPf(x), ¥xe RN\ {0}, vt e R™.

Demostrar que para una funcion derivableRN\ {0} — R equivalen:
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i) f eshomogénea de grago
i) [Df(X)](x) = pf(x), vx € RN\{0}.

3.15 * La identificacion candnica de&, |.|) con(R?, ||.||2) nos permite tener una vision real
de una funciérf : C — C. A saber, la funciorf : C — C dada por

X+iy=2z+— f(z2) =u+iv,
puede verse comb: R? — R? dada por
(va) = f(va) = (U(X, y),v(x, y))

Probar que para = a+ib equivalen las siguientes afirmaciones:

) f es derivable elfa,b) conJs(a,b) = ( A -B )

B A
H(2) — f(20)

i) lim,_, Z_ZO — A+iB.

3.16 * SeanA un abierto convexo d&N y f : A— RN una funcion derivable efyverificando
que:

N
Y Difj(xhihj >0, vx€ A vhe RN\ {0}.
i,]=1

Probar quef es inyectiva.

3.17*
a) Probar qué| - ||; es derivable s6lo en los puntos del conjunto
R?\{(x.y) € R?:xy=0}

con

WMK&W=<§V§)-

Estudiar la derivabilidad dg||; enRN.
b) Probar qud|.|» es derivable en los puntos del conjuii®\ {(0,0)} con

_ X y
Hl-lzt%) = <\/x2+y2’ \/X2+y2> '

Estudiar la derivabilidad dg ||, enRN.
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c) Probar qué|.||. es derivable s6lo en los puntos del conjunto

R\{(x.y) € R?: x| = y|}

con

0,%) silyl>|x
O lo(%,y) = W

x.0) silyl<Ix

Estudiar la derivabilidad dg || enRN.

3.18 * SeanAC RN, a E,Z\y f : A — RM una funcion. Probar que equivalen las siguientes
afirmaciones:
1. f es derivable ea.
2. Existef/(a;-), dicha aplicacion d&N enRM es lineal y

im f(a+tx)— f(a)

el
t—0 t = (a,X)

es uniforme e variando en cualquier subconjunto acotadd®de

3.19 * Probar que si

fmwzwﬁvﬁ+ﬁ YY) € EA\{(0,0)}, £(0,0) =0

y—x2)2+x8’

f(a+tu)—f(a)
t

= 0 no es uniforme cuandovaria en la

y a=(0,0), entonces lin.o
esfera unidad euclidea @&.
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3.13. Soluciones a los ejercicios del Tema 3.

3.1 Sea(x,y) € R?, entonces
T(x,y) = (ax+ by, cx+dy).
Por tanto

IT oY)l = lax+-byl + ox-+dy| < (Jal+ el ) i+ (Ibl +1dl ) Iyl <

< (I +Iyt) max{ fal +[c],[bl +[d] }-

Asimismo, se tiene, par,y) € B,(0,1)
IT (% Y) e = max{ Jax-+ by, [ox-+ dy| } < max{[a] + o], |e] +[d] }.

Es muy facil comprobar que las dos desigualdades que hemos obtenido para la norma
del operador son de hecho igualdades. En el primer caso, basta evaluar el operador en
los vectores de la base canonica, en el segundo en los vectates1, —1).

3.2 Seaf : R x {0} — R definida porf (x,0) = x, Vx € R. Compruébese queadmite por
“derivada” en(0,0) cualquierT de la forma(1,b) conb € R.

3.3 = f noes continua ea= (0,0), puesf(y?y) = ziy,Vy € R*. f no tiene derivada

enasegun el vecton = (1,1), pues

flatty)—f@) _ ftn) 1 o o
t t t+t3

En consecuencif no es derivable ea.

= ges continua em = (0,0), pues|g(xy)| < |y, ¥(x,y) € R?. g admite era todas
las derivadas direccionales. En efecto, fijadoR?\{(0,0)}, tenemos que si=
(x,y), entonces
glattu)—g@ _gtxty)  *y

t ot X tAY
y tomando limite cuandb— 0 (distinguiendo los casos= 0 y x # 0) se obtiene
que
s oy | Y SIX#O
¢ gt ={ 3 G0

g no es derivable ea pues la aplicacion d&? enR (x,y) — d¢'(a;(X,y)) no es
lineal (si lo fuese seria de la forrd+ By, lo que no permite (*)).
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= hes continua ea, pues/h(x,y)| < y?, ¥(x,y) € R?. h admite era todas las deri-
vadas direccionales. En efecto, fijade R?\{(0,0)}, tenemos que si= (X,y),

entonces
h(a+tu)—h(a) h(txty)  tx%y?

t ot X2t
y tomando limite cuandb— 0 (distinguiendo los casos= 0 y x # 0) se obtiene
queh/(a;-) = 0, luego hay candidato a derivadaes derivable em. En efecto
parau = 0 se verifica

hw-h@)—R@u-a) _hw___ ¥
lu—al T T Ry REe

y2

XY < —=—;
[P(xY)| N

con
<1yl

= k es continua em, puesk(x,y)| < x?+y?, V(x,y) € R?. k admite ena todas las
derivadas direccionales. En efecto, fijade R?\{(0,0)}, tenemos que si =
(X,y), entonces

k(a+tu)—k(a) k(txty)  tx(2+y?)

t t (y —tx2)2 4-t4x6’

y tomando limite cuandb— 0 (distinguiendo los casgs= 0 ey # 0) se obtiene
quek’(a;-) = 0. Y tiene candidata a derivada pué&; -) es lineal k es derivable
ena. En efecto para # 0 se verifica

k(u)—k(a) —K(a;u—a)  k(u) X8/ Y2 B
||U|| N ||U|| B (y_X2)2+X6 - (P(X7Y)

3.4 Sabemos que una funcion racional devariables esta, de forma natural, definida en
un conjunto abierto dBN y es continua. Como las derivadas parciales de una funcion
racional son también funciones racionales definidas en el mismo conjunto, concluimos
gue las derivadas parciales de una funcion racional son continuas y por tanto en virtud
del Teorema.21la funcion es de clas&™ en su conjunto de definicion.

3.5 Estudio en(0,0).
Continuidad Como

X3 4 X2
F00y)] < |22 < X+ ] = 1) 11, V(X y) € R2

deducimos qué es continua ef0,0).
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Derivabilidad Es inmediato qu®; f(0,0) = 1y D> f(0,0) =0, con lo que si

gixy) = TV =X XCy—ly)
, H(va)HZ (’y’+X2>1/X2+y2
se tiene que
-
X, X) = X

= i )
que no tiene limite cuando — 0. Hemos probado que la funcidmo es derivable en
(0,0).

Estudio en el eje de abscisas salvo el punt0,0).
Consideremos el punt@,0) cona # 0.

Continuidad Como cociente de continuas con denominador distinto de fcesocon-
tinua en(a,0).
Derivabilidad
fay-f@o _a-y
y a2 +y|
que no tiene limite cuandp— 0. Asi no existeD,f(a,0) y en consecuencié no es
derivable er(a,0).

Estudio fuera del eje de abscisas.

La funcion es de clasg™ pues tiene derivadas parciales continuas.

3.6 De

S < Xy S0+ = S0 HYD) < xy Y < g(x2+y2)

se tiene que

2|xy|* 2|xy|* X2 +y2\ 47
—— < f < <

= 3(X2+y2) — (X’y) — X2+y2 — 2
Estudio en (0,0).
Continuidad f es continua=— 1< «

a-1

l<a=|f(xy)| < (#) — 0 luego continua.
O<o<1l=1<f(xXx),vxe€]0,1] y por tanto no continua.

Derivabilidad f es derivable—> g <a
3

o——

2 2
oy [T 6P)

é /X2—|—y2 — 20671

— 0, luego derivable.
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3 1 f(xXx) :
l<o< = — < ——-2¥x€|0,1 or tanto no derivable.
<27 5% Vax 10,1[yp

También puede estudiarse la continuidad y derivabilidad mediante el paso a coordena-
das polares. jHagase!.

Estudio en los ejes coordenados salvo el punt6,0).

Continuidad f es continua para cualquier> 0.

El numerador es continuo, el denominador también y no se anula.

Derivabilidad f es derivable= 1 < a.

En efecto, por razones de simetria, basta estudiar la funcién en un punto de la forma
(a,0) cona+# 0. Es claro qu®; f (a,0) = 0. Por otra parte

flay)—f(@0)  [a* |y ()
y a?—ay+y? y

que tiende a cero cuango— O pues 1< o. AsiD2f(a,0) = 0. Se tiene que

f(a+x,y)

VY

Para O< a < 1 la expresior{x) no tiene limite, es decir no exisie f (a,0) y por tanto
la funcion f no es derivable efm,0).

|a+ x|
~ [(@+x)?— (a+x)y+Yy?

Os‘ ‘WW”>+0

Estudio fuera de los ejes coordenados.
La funcion es de clasg™ pues tiene derivadas parciales continuas.

3.7 Continuidad f es continua e0,0).

La funciong(x,y) = 1—cosx cosy, Vx,y € R es claramente de clagé' enR?. Como
D19(0,0) = D»g(0,0) = 0, se tiene

f es continua ef0, 0) < g es derivable ef0,0),

y por tantof es continua efo0, 0).
Derivabilidad f no es derivable e(D,0).

f(x,00 1-cosx 1-cosx X
x  xx XX

que no tiene limite cuando — 0 ya que el primer factor tiende%ay el segundo no
tiene limite. Asi no exist®1 f(0,0) y por tantof no es derivable ef0,0).

3.8 Es inmediato que para funciones reales de variable real equivalen las siguientes afirma-
ciones:

i) f esderivable ea.
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i) Existenh: A — R continua eraconh(a) =0ybeR:

f(x)— f(a) —b(x—a) = h(x)(x—a),¥x € A.

Se trata de probar que esta caracterizacion sigue siendo cierta para campos escalares

sustituyendo el producto de nimeros reales por el producto escalar de vectores:
i) f esderivable ea.
i) Existenh: A — R" continua eraconh(a) =0yb e R"
f(x)— f(a) — (bjx—a) = (h(x)|x—a),Vx € A.
i) = ii) Por hipotesis existe: A — R continua era conr(a) = 0 tal que:
f(x) - f(a) — (Of(a)|x—a) =r(x)||x—al|2, ¥x € A.
Es facil probar qué = 0Of(a) y la funcionh: A — R" definida por

rx)(x—a)

SiX#a
hx)={ |x—alz %7
0

six=a
cumple la afirmacioii ), pues para todr € A
(h(x)[x—a) =r(x)[Ix—al[2, [[h(X)[[2 = [r(x)|.
i) = i) La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos asegura
[f(%) — f(a) = (bjx—a)| = [(h(x)[x—a)| < [[h(X)]|2][x—al|2

expresion que nos dice que la funcibes derivable eay quellf(a) = b.

3.9 Seaa € A. Consideremos > 0 tal que||x—al|; < r = x € A. Parax € RN con|x—
ally < r setiene:

f(x)—f(a) = f(Xg, X, ..., Xn) — F(X1,X2, ..., Xn—1,8N)+

f(X1,X2,...,XN—1,8n) — F(X1,X2,. .., XN—2,@N—1,8N) +
............. +
f(x1,ap,...,an) — f(a,...,an).

Si para algun € {1,...,N} esx = &, entonces el correspondiente sumando es nulo.
En otro caso aplicando el teorema del valor medio podemos encgnéatrex; y a
tal que

f(ag,...,a-1,%,....xn) — f(aq,...,a,%i+1,...,XN) =

Dif(ag,...&-1,Yi,Xi+1,-- -, Xn) (X — &).
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En consecuencia
[f(X) = f(@)| <M[x1—aa|+...+ xn —an|] = M[|x—a|1,

dondeM es una cota de las derivadas parciale$.de

Nota Una tal funcionf es mas que continua ex sin embargo, no tiene por qué ser
derivable era. Por ejemplo, el campo escalar definidoRnpor

X . $(0,00=0

f(xy) = —;
()=
tiene derivadas parciales acotadas y no es derivali# en

of y X2y e

_X7 — — =
KV R T RPN (R

yéen consecuencia

2
y v

df

—(xy)| < <1

‘ x| y)‘ O +Y?) /32 +y2
La simetria def nos da también qu%(x, y)‘ < 1. Por ultimo como no existe limite
de% cuando(x,y) — (0,0), la funcionf no es derivable e(0,0).

3.10 (Condicion suficiente de derivabilidad).

Seaf un campo escalar definido énc R? tal queD1f es continua erfa, b) eA y
existeD, f (a,b). Seae > 0y tomemos > O tal que

(x,y) € A

Elle(va>

‘le(xay) - le(avb)’ <€

[f(ay) — f(a,b) —D2f(a,b)(y—b)| < ely—b|

||(X7y) - (a,b)Hl <0=

Para(x,y) € R? con 0< ||(x,y) — (a,b)|1 < &, se tiene que
f(x,y) - f(a,b) —D1f(a,b)(x—a) —D2f(a,b)(y—b) =

[f(x,y)— f(a,y) —Dif(a,b)(x—a)] + [f(a,y) — f(a,b) — D2f(a,b)(y—b)].

Six=ael primer sumando es nulo. En otro caso consideremos la funcion del intervalo
| de extremosy x enR definida por

o:t — f(t,y)—D1f(ab)t.

o
El teorema del valor medio nos asegura que existetal que

o(x) —o(a) = o’(c)(b—a) = [D1f(c,y) - D1f(a b)j(x—a),
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y por tanto
|f(X,y) - f(avy) - le(a7b)(x_a)| = |D1f(C,y) - le(a7b)||x_a| < 8|X_a|7
donde se ha utilizado una de las condiciones impuesias a
Utilizando la otra condicién impuestadase tiene que
[f(x,y) — f(a,b) — D1 f(a,b)(x—a) —Dzf(a,b)(y—b)[ <
elx—al+ely—b| = el/(xy) — (a,b)]|1,
lo que prueba la derivabilidad del campo escélan el puntaa, b).
CasoRN.
Sea f un campo escalar definido en A C RN tal que D1 f,...,Dn_1f sean continuas en
acA y exista D f(a). Entonces f es derivable en a.

Demostracion:
Seae > 0. Tomemos > 0 tal que

XeA

ID; f(x), parai=1,...,.N—1

IDif(x) —Dif(a)| < eparai=1,..,N—1

[ f(as,...,an—1,Xn — (@) —Dnf(a)(xn —an)| < €[xn —an|
Seax ¢ RN tal que 0< ||x—al|1 < 8. Escribiendo

f(x)—f(a)— (Of(a)|lx—a) =

Ix—all1<é=

N
Z[f(ala--'aal'fl7xi7xl'+la-'-7XN) - f(a]_,..-,ajfl,aj,XH»]_,..-,XN)—

i=
—Dif(a)(x —a)],
basta probar que para cada{1,...,N}, se verifica
’f(alv"'aai—17xi7xi+la"'7XN) - f(a17'"vai—lyaiaxi—O—lv"'aXN) - D|f(a)(X| _ai)‘ S
< glx —aj.

En efecto, para= N es la ultima condicién impuestadaSea = 1,...,N — 1. Six; =

a;, la desigualdad es claramente cierta. Supugsioa;, podemos aplicar el teorema
del valor medio para encontrgrentrex; y a tal que

f<a17"'7ai717Xi7Xi+17"'7XN> - f(a17 7a|.717aiaxi+17"' 7XN) —

Di f<a17' ~-,ai—1;Yi;Xi+1,~~aXN)(Xi _a|)7
de donde se deduce la desigualdad anunciada en sentido estricto a partir de las condi-
ciones impuestas &

Nota Es claro que el papel jugado plrlo puede jugar cualquier otro naturalcon
1<m<N-1.
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3.11 Como

se tiene que

Como . ' }
' J
o(X) = f(X)Ag(X) = | fi(x) fa(x) f3(x)
g1(X) G2(x) 93(x)
= (f2(x)g3(x) — f3(X)g2(x), — f1(X)g3(X) + f3(X)g1(x), f1(X)g2(X) — f2(X)g1(X))
se tiene que
@' (x) = (f3(x)g3(x) + f2(x)g3(x) — f3(X)g2(X) — f3(X)@2(X), ..., ... )

= (f2(x)g3(x) — f3(x)g2(x), — f1(X)ga(X) + f3(X)g1(x), f1(x)g2(x) — f2(x)g1(x))

+(F20095(%) — f3(X)ga(x), — F1(})g3(X) + f3(x)g1(x), f1(X)ga(X) — f2(X)g1 (X))
i i k '

fix) f2(x) f3

01(x) 9(x) 03

3.12 Equivalen:

X
X

(
(

) xgy(0Y) —Ya(xy) = f(xy), V(xy) € A
i) $5(p, ) =h(p,d), V(p,d) € Q.

Laregla de la cadena para las derivadas parciales nos da

dh of of
%(p, Y) = W(p cost, psend)(—psend) + 8_y(p cosy, psend)(p cos¥)
es decir

dh of df .
%(pa 19) = _yg(xvy) +Xa_y(xuy)7 SI (va) - (p COSﬁ,pSGm?)

de donde se obtieng < ii).
Es facil comprobar que las solucionesideson de la forma
h(p,d) = @(p)e’, cong : RT — R derivable

con lo que las soluciones deson de la forma

f(x,y) = f(pcos®,psend) =h(p,9) = ¢(p)e’

y al estar en el primer cuadrante, concluimos que

f(xy) = o(v/*? +y2)exp<arctar|)—/x) , cong : R* — R derivable
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3.13 Las funciones homogéneas de grado uno derivables en 0 son lineales, y por tanto de
clase?™.

Comof es derivable en 0, es continua en 0. $&a vector no nulo, se tiene

0=, i, 109 =, i 1109 =0

con lo que, por ser derivable en 0, ha de ser

D000 = 11030 =l T = i S22 g 55—

Hemos probado qué= Df(0).

3.14 Teorema de Euler.

JpeR: f(tx) =tPf(x),¥xe RN\ {0},vt e RT <
& DF(X)(x) = pf(x),¥xe RN\ {0}

=] Parax € RN\ {0} se tiene que

f(x+t>f[)—f(x) _ (1+tt)p_lf(x) — pf(x), cuanda — 0

(donde se ha usado la expresion de la derivada en el punto 1 de la funcion potencial),
es decir

Df(x)(x) = f'(x,x) = pf(x),¥x e RN\{0}.
<] Fijadox € RN\ {0}, definimosg: R — R porg(t) := % vt € R*. La funcién
g es derivable pues, la regla de la cadena, nos asegura que la funcion real de variable
realg :t — f(tx) es derivable con

¢'(t) = Df (tx)(x), vt e R"
por lo que, para cualqui¢de R, tenemos

o tPDf (tx)(x) — ptP~1f (tx) _ tP~L(Df (tx)(tx) — pf(tx))

/ —
(t) 7 2 =0

y al serR™ un intervalo deducimos qugees constante, asi
g(t) =g(1) = f(x),"t e RT & f(tx) =tPf(x),vt € R*.

La arbitrariedad d& concluye la demostracion.
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3.15 Basta observar la igualdad de los siguientes pasos

@)~ f(z)— (A+iB)(z-2)

am, — =0
im 1f(2) — f(20) — (A+iB)(z—2)| _0
222 2= 2|
i [f(x+iy) — f(a+ib) — (A+iB)((x—a) +i(y—b))|
im - =0
X-+Hy—atib IXx—a+i(y—Db)|
im IIf(X,y)—f(c’al,b)—(A(X—a)—B(y—b),A(y—b)+B(><—a>)||z:O
(xy)—(ab) [(x—a,y—Db)|2
A —B —a\1"
v -ran-[(5 2)(528)
lim 2-0
(xy)—(ab) [(x—a,y—Db)|2
im f(x,y)— f(a,b)—Df(ab)(x—ay—b) _0
(xy)—(a,b) [(x—a,y—Db)|2

3.16

n
[f derivable, z Difj(x)hihj > 0,vx € A,Vh e R“\{O}] = f es inyectiva
i,j=1

Paraa,b € A, definimos la funciérg : [0,1] — R por
g(t)=(f(a+t(b—a))b—a),vt € [0,1].
Razonando, por reduccién al absurdof &) = f(b) para algunos # a, se tendria
g(1) —g(0) = (f(b) — f(a)o—a) =0
y el teorema del valor medio aseguraria que existd0, 1[:
0=d(d)=(Df(a+¥(b—a))(b—a)lb—a)

lo que contradice la hipétesis, ya que

(Df (x)(h)|h) :ilDi f(x)hih; > 0.
i,J=



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 153

3.17 Sabemos que cualquier norma no es derivable en el origen.

a) [|-[[1

Estudio en los ejes coordenados.
|.||2 no es derivable en los ejes coordenados.

Consideremos un punt@a, 0) cona # 0. Se tiene que

l@y)l— @0 _ Iy
y y

que no tiene limite cuandp — 0. Es decir no exist®,||-||1(a,0) y en consecuencia
|-||l2 no es derivable efe,0). Analogamenté-||1 no es derivable ef0,b) conb + 0.

Estudio fuera de los ejes coordenados.
Consideremos un punta, b) conab = 0. Se tiene que

1D i —ll@b)lls _ X =[] & i a
X—a x—a  |a|

Es deciD4|| - ||1(a,b) =

Resumiendo

1l | Anélogament®;|| - ||1(a,b) = W

31 1ax9) = (e ) Y060 € BA (k) € B2 xy=0),

Al ser el gradiente continuo la funcidp||; es de clas&™ en el conjunto considerado.

CasoRN.
Consideremos un punt= (ay,...,an)

Sidke {1,...,N}:ax=0entoncey.||1 no es derivable ea En caso contrariB||.||1(a)(X) =
S k-1 - Ademas la funcion|-||; es de clas&™ en el conjunto en cuestion.

b) ||z
Consideremos un punta,y) # (0,0). Utilizando las reglas de derivacion se tiene que

Du.nz<x,y>:< WZXH, W}HZ),v<x,y>eR2\{<o,o>}.

Al ser el gradiente continuo la funcidp||, es de clas&™ en el conjunto considerado.

CasoRN,

Consideremos un punt= (ay,...,an) # (0,...,0). Se tiene que
)

DIl Jl2(a) (%) = %
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que es una generalizacion de la derivada-tleAdemas la funcion-||» es de clas&™
en el conjunto en cuestion.

€) |-l
Estudio en las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un puni@,b) con 0< |a| = |b|. Parax € R con 0< |X| < |a| se tiene
que

[(@+xb)o—(@b)Jo _ [ EH-E giaxs0
X 0 siax< 0 °
Comow — % cuandox — 0, concluimos que no exist2, ||-||~(a,b). Analo-
gamente no exist®,||-||»(a,b). En consecuencia
||.]l» NO es derivable en las diagonales de los cuadrantes.

Estudio fuera de las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un puni@, b) con 0< |a| < |b|. Parax € R con 0< |x| < |b| —a, se
tiene que
[(@+X,b)[le —[I(a 0}l _ |b[—[b]
X X
puesla+Xx| < |a|+|x| < |b|, y paray € R con 0< |y| < |b| — |a| se tiene que

[(@b+y)le—l@b)]o _[o+yl—lb] b
y y b

pues|b+y| > |b| — | —y| > |a|. En consecuencia el gradiente de la fundiéf. es el
que se anuncia. Andlogamente para puntos de la forr&p< |a|. Por ultimo como
el gradiente es continuo la funcidr|. es de clas&™ en el conjunto que se considera.

0

CasoRN.

Consideremos un punt= (ag,...,an). Si3Kk,q e {1,...,N} : |a| = |ag| = |a]|, €N-
tonces|.||» No es derivable ea Sidike {1,...,N} : |ax| = ||a]| entonceD||.||»(a)(X) =
|%‘kk‘xk. Ademas la funcion-||. es de clas&* en el conjunto en cuestion.

3.18 i) = ii) Por serf derivable era, se tiene que

f/(a;x) = Df(a)(x), ¥xe RN

con lo que existd’(a;-) y es lineal.

SearB c RN acotado yM < R tal que||x|| < M, Vx & B. Por serf derivable era, existe
6 > Otal que

€
ly—al <= [f(y)-f(a) - flay-a)ll < lly-al.

Seax € B\{0} y tomemosit| < %. Entonces el vectoy = a+ tx verifica ||y —a|| =
It]]1x]] < %M, luego, en virtud de la desigualdad anterior se tiene

E
If(a+tx) — f () — Fa x| < [t/[XI] < et],
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esto es

H f(a+tx)— f(a)—tf'(a;x)
t

<&,

y por tanto

H f(a+tx) — f(a)

. — f'(ax)

< g, VxeB.

i) = i) SeaT € Z(RN,RM) la funcién definida poff (x) = f'(a;x), ¥x € RN. Sea
x € A\{a}. Notamosh := x—acon lo queh # 0, y se tiene que
f(x)—f(a)—-T(x—a) f(a+h)—f(a)-T(h)
Ix—all [h

f (a+ Il ) = f(a) = InIT () f(a+|rhu|—ﬂ|)—f<a>_T< h ):

Al N il [Ih]

flasiblpy)-f@ c ny o
— a,—— | — UcCuan —
I ( hu)

pues el limite es uniforme e®RN). Hemos probado que

f(x)—f(a)—T(x—a)
[x—all

— 0 cuandox — a

y por tantof es derivable eaconDf(a) =T.

3.19 En efecto, dad4t,} sucesion dé¢0, 1] convergente a cero, tdmese la sucedidi} en
la esfera unidad euclidea & dada powu, = (1/1—t2,t,), y nétese que

flattaun) — f(@)  th(1—-t3)°®  (1-t3)°

— = 1.
tn €+t1-)° B+1-t3

Alternativamente: Sil € Sz2, entonces existé €] — w, 7] conu = (cosd,send). Sea

t,9) = f(t(cos®,send)) — £(0,0) t3|t| co$
)= t "~ (send —tco2 )2 +t4cod

Si el limite en O d¢ — w fuese uniforme em € S, entonces,

Ve>0,36 >0:|t|<d=|0(t,0)| <eVV€|—mmnl

Por tanto, si{t,} — 0, se tendria qug(ty, ¥,) — O para cualquier sucesidgm,}.

En este caso se tiene que{sh} — 0y 0< ¥, < 5 para cadan, entonces tomamos
semd, tAcod ¥

th= 0 th, On) = _n== -

= oo, 0¥t = 5o s,

anterior no es uniforme amne Si..

=1, para cada natural Luego el limite






Tema 4

Teorema del valor medio. Teoremas del
punto fijo de Banach y de Schauder.
Teorema de Picard-Lindel6f.

En la primera seccion obtenemos una generalizacion del Teorema del valor medio real

f(b) — f(a) = f'(c)(b—a) para conveniente €]a, b|
a campos escalares
f(b)— f(a) = (Of(c)|b—a) para conveniente €|a, b|.

Fijadas dos normas &N y RM, probamos el importante resultado conocido como Teorema del valor medio
o Desigualdad de Lagrangara campos vectoriales

If(a) — f(b)|| < [[o—al|sup{|[Df (x)] : x €]a, b},

donde se considera e#f (RN, RM) la norma de operadores.
Finalmente para las normas euclideas probamos también una practica desigualdad para
campos vectoriales

I (b) = f(a)]l2 < [[b—al]2 SUIO{ > Difi(x)?: Xé]a,b[},

5]

gue se puede recordar como que la norma de operadores se mayora por la “norma euclidea”
de la correspondiente matriz.

En la segunda seccién definimos las funciones contraatvem® las funciones lipschit-
zianas de constante de Lipschitz menor que 1. Obtenemos el importantisimo resultado teorico-
practico conocido como Teorema del punto fijo de Bargaiia espacios métricos completos
(4.12 y deducimos de él el Teorema de Schaup@ra campos vectoriales @& en RN

(4.19.

Los Teoremas del valor medio y de Schauder seran herramientas fundamentales en la
demostracion del Teorema de la funcion inversa.




158 4. Teoremas del valor medio y del punto fijo de Banach.

Dedicamos la ultima seccién a demostrar otra importante consecuencia del Teorema del
punto fijo de Banach, el Teorema de Picard-LindeKifbre la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciale$.(.9.
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4.1. Teorema del valor medio.

Es conocido el siguiente importante resultado:

Teorema 4.1 (valor medio real).Sean ab € R con a# b y sea | el intervalo cerrado de
extremos a 'y b. Si fl — R es una funcion continua en | y derivable grentonces existe

celotal que
f(b) - f(a) = f'(c)(b—a).

Este teorema admite una generalizacion inmediata al caso de campos escalares definidos
en RN, Recordemos que siy b son dos puntos distintos d&V, entonces los segmentos
cerrado y abierto de extremay b son respectivamente los conjuntos

[a,b] ={a+t(b—a): t€[0,1]} y Ja,b[={a+t(b—a): t €]0,1[}.

Teorema 4.2 (valor medio para campos escalaresfean ab € RN verificando que g b
y quela,b] c Ac RN. Si f: A— R es un campo escalar continuo émb] y derivable en
|a, b, entonces existela, b tal que

f(b)— f(a) = (Of(c)lb—a).

Demostracion:
La prueba de este teorema consiste en aplicar el Teorema del valor medio real a la funcion
auxiliar o : [0,1] — R definida por

o(t) = f(a+t(b—a)).
Puesto que es la composicion cof de la funcion d€0, 1] enA definida por
t—a+t(b—a),

la regla de la cadena para funciones continuas nos permite afirmaregieontinua ef0, 1].
La nota 3.25 a) nos garantiza qoees derivable efD, 1] con

o'(t)=Dao(t)(1) =Df(a+t(b—a))(b—a) = (Of(a+t(b—a))|b—a).

Asi, la funcionoe cumple las hipotesis del Teorema del valor medio real y, por tanto, existe
9 €]0,1] tal que

f(b)— f(a) = o(1) — 5(0) = (Of (a+ 6(b—a))|b—a).

Es usual que el puntoque aparece en el enunciado del teorema anterior no se sepa cal-
cular. El siguiente corolario nos da una mayoracion de la distancia entre los valores tomados
por un campo escalar en los extremos del segmento obtenida usando la desiguaftlad
No se debe olvidar que tal estimacion es la responsable de la mayoria de las aplicaciones del
Teorema del valor medio real.
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Corolario 4.3. Sean ab € RN con a# b tales quda,b] c AC RN. Si f: A— R es un campo
escalar continuo efg, b] y derivable erja, b], entonces

|f(b) - f(a)] < [[b—af sup{|[Df(x)] : x €]a, b[}.

donde]| - || es una norma e®RN y el supremo esta tomado gAco, 4-0)].

Simples ejemplos de funciones con valore®Rérprueban que no es posible la extension
literal del Teorema del valor medio real a campos vectoriales. He aqui uno de ellos.

Ejemplo 4.4. Seaf : R — R? el campo vectorial dado por
f(x) = (cox, serx).
Es claro quéef es continuo eff0, 2x] y derivable erj0, 2z[ con
f/(x) = (—serx,cosx) # (0,0), Vx €]0,2x|.
Se tiene pues parec]0, 2| que

(0,0) = f(21) — f(0) # 2w /().

Nuestro préximo objetivo es probar que el corolario anterior si puede extenderse a campos
vectoriales. Esta extension es la que se conoce como Teorema del valoy ynediien
como Formula del incremento finitbDesigualdad de Lagrange

Teorema 4.5 (valor medio). Sean ab € RN verificando que a# b y que
[a,b] c Ac RN. Si f: A— RM es un campo vectorial continuo éa,b] y derivable en
]a, b, entonces

If(b) — f(@)]| < |lb—al[sup{|[Df(x)] : x €]a,b[}.

Demostracion:
Si el conjunto
{{IDF(X)| : x €]a,b[}

no estd mayorado, no hay nada que probar. En otro caso sea
M :=sup{||Df(x)|| : x €]a,b[}.

Consideremos, como en la prueba del Teordmala funcion auxiliaro : [0,1] — RM
definida por
o(t):=f(a+t(b—a)).

Sabemos que es continua efD, 1] y derivable en0, 1] con (ver Nota 3.25 a))

o'(t)=Df(a+t(b—a))(b—a), vt €]0,1],
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y por tanto
lo’(t)]| < IDf(a+t(b—a)l[[b—al < M[b—al, vt €]0,1].

Puesto que
1f(b) - f(a@)] = lo(1) —c(0)],
el teorema estara probado si comprobamos que

lo(1) = o (0)]| <M|b—al|.

La prueba de dicha desigualdad es consecuencia inmediata del siguiente resultado técnico
que tiene importancia en si mismo.

Proposicion 4.6.Seano : [0,1] — RM y g: [0,1] — R funciones continuas €, 1], deriva-
bles enl0, 1] y que verifican

lo"(®)]l < g'(t), vt €]0,1[.

Entonces
lo(1)—a(0)] <9(1) —9(0).

Demostracion:
Probaremos que para cagla 0 se verifica

lo(1) —o(0)]| <9(1) —9(0) + 2,

resultado del que se sigue el enunciado dada la arbitrariedad de
Fijemose > 0y consideremos el conjunto

A:={te[0,1]: |lo(t)—o(0)|| <g(t)—g(0) + et +¢€}.

Es claro que & A. Seaa := sugA). De la continuidad de& y g se deduce inmediatamente
que

(4.1.1) lo(a) —o(0)|| < g(a) —g(0) +ea+e,
y queA es un abierto relativo d@, 1] y por tanto O< a. Veamos qua = 1 y en consecuencia
lo(1) —o(0)[ <9(1) —9g(0) + 2,

como se pretende demostrar.
La prueba de qua = 1 la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos por tanto que
a < 1y veamos que entonces existe 0 tal quea+ s < A, en contra del hecho de sael
supremo déA. En efecto, de la derivabilidad dey g ena, podemos tomas > 0 tal que
at+s<ly
lo(a+s)—o(a) —so’(a)]

&
4.1.2 e
( ) S <3
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y

(4.1.3) 9(a+s)—g(@ —sd(a) _ e
S 2

Se tiene que

lo(a+s)—o(0)]| = lo(a+s)—o(a) —so'(a) +s0'(a) + o(a) — o(0)[| <

lo(a+s)—o(a)—so’(a)]| +so’(@)] +[lo(a) - o(0)]| <

g s+sd(a)+g(a)—g(0) +ea+e=

(donde hemos utilizadé.1.2 la desigualdad de la hipotesiglyl. )

= g s+ (sd(a) —g(a+9) —i—g(a)) +g(a+s)—g(0)+eate<

; S+ g st+g(a+s)—9g(0)+ea+e=g(a+s)—g(0)+e(a+s)+e.

(donde se ha utilizad®.1.3
Asia+se< Alo que concluye la demostracion. .

Fin de la demostraciéon del teorema:
Cosideremos la funciog: [0, 1] — R definida por
g(t) :=Mlb—allt,

la Proposiciont.6nos asegura ques (1) — o (0)|| < g(1) —g(0), o equivalentementef (b) —
f(a)|| <M|b—a|, es decir

1 (b) — f(a)[| < |Ib—al|sup{|[Df(x)|| : x €]a, b[}.

El Teorema del valor medio ser& aplicado reiteradas veces a lo largo de este curso. Basta
como boton de muestra los siguientes resultados que generalizan los correspondientes para
funciones reales de variable real (hemos comentado que la desigualdad del Corolario 4.3 es
la responsable de la mayoria de las aplicaciones).

Corolario 4.7. Sean A un abierto convexo By f : A— RM un campo vectorial derivable
verificando que existe un nimero real M tal que

IDF(X)[| <M, ¥xe A,

entonces f es lipschitziano con constante de Lipsehitt.
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Demostracion:
Dadosx,y € A, veamos quéi f(y) — f(x)|| < M|ly—X||. Ello es claro sk =y. En otro
caso el Teorema del valor medio aplicadb @n el segment{x,y] C A nos da que

1f(y) = f)1 < lly—x[sup{[[Df(2)]| : z€]x,y[}

y el resultado se sigue sin mas que aplicar la hipotesis. .

Corolario 4.8. Sean A un abierto conexo @' y f : A— RM un campo vectorial derivable
verificando que
Df(x) =0, ¥xe€ A,

entonces f es constante.

Demostracion:
Seaa un punto deA y definamos

B:={xeA: f(x)=f(a)}.

B es un cerrado relativof (es continua) y no es vacia € B). Veamos queB es abierto.
Fijemosb € By tomemosp > 0 tal queB(b,p) C A. Al serB(b, p) un convexo el corolario
anterior nos dice que la restriccion fle B(b, p) es constante, es de@tb, p) C B. Hemos
probado qué es un conjunto abierto. Al sérconexo no queda mas remedio queBer A,
es decir,f es constante. .

Aunque el Teorema de valor medio es, como se acaba de comprobar, una valiosa herra-
mienta tedricasi recordamos que fijadas dos norma®&ny RM es
IDf(a)]| :=max{[IDf(@)(x)| : [Ix]| =1},

concluimos que la aplicacion practida dicho teorema no es facil (piénsese que en el Teore-
ma4.5intervienen tres normas: una BN, otra enRM y la correspondiente e’ (RN, RM))

Terminamos esta seccidn obteniendo una version préagiceorema del valor medio

cuando se consideran las normas euclide&NeynRM cuya prueba consiste en obtener una
mayoracion calculablde la norma de operadores (la “norma euclidea” de la matriz asociada).

Corolario 4.9 (Teorema practico del valor medio). Sean ab € RN con a# b tales que
[a,b] c Ac RN, Si f: A— RM es un campo vectorial continuo émb] y derivable era, b],

entonces
1f(b)—f(@)|2<|b—all2 su®k /S Djfi(x)2: xe]a,b[}.
2 2 D{ % J
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Demostracion:
Para cada <|a, b se tiene

DT = max{[[DE)(Y)ll2: Iyl =1} =

{\/ZW x)ly): ||y||z—} \/;nmf uz—\/i

donde se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
El corolario es ahora una consecuencia inmediata del Tectéma n

Usamos en un ejemplo concreto el resultado que acabamos de probar.

Ejemplo 4.10. Probar que el campo vectorifit R2 — R? definido por
fxy) = (Ser(X+ y): v1+x2+y2) (xy) €R?)
es lipschitziana con constante de Lipschitz menor o iguahdBie
Para cad4x,y) € R? se tiene que

ixy) = (COS(>;+ ) cosx+ y)) |

VIP2+H2  \/14x2+y?

Y, en consecuencia,

X2 +y2

z DJ' fi(X)zz 2 CO§(X—|—y>+1+X—2+y2 <3

5]

El enunciado se deduce del Corolai®.
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4.2. Teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder.

El principio de contraccion de Banach esta basado en un proceso iterativo que permite
obtener aproximaciones hacia un punto fijo cada vez mejores, incluso se puede saber el nu-
mero de iteraciones suficientes para obtener una aproximacion del punto fijo con un cierto
margen de error.

Definicion 4.11 (funcion contractiva). Sean(E,d) y (F, p) espacios métricos. Una funcion
f : E — F es_contractivai 3o € [0,1] tal que

p(f(x), f(y)) <ad(xy), Vxy€eE.

Es decir, las funciones contractivas son las funciones lipschitzianas cuya constante de
Lipschitz es menor que 1.

Teorema 4.12 (punto fijo de Banach).Sea(E,d) un espacio métrico completo y sea f
E — E una funcién contractiva. Entonces existe un unico punto a de E fijo por f, es decir tal
que f(a) = a.

De hecho, dado@en E, la sucesioka,} definida mediante la expresion

an1:= f(an), Yvne NU{0},

verifica
{d(a,an)} \, 0.
Ademas sb < o < 1 es tal que
(4.2.1) d(f(x), f(y)) < a d(xy), ¥y € E,

entonces para cada@ N se verifica la desigualdad:

n

<
d(@n,a) < l1-o

d(ag,a0).
Demostracion:

Unicidad Supongamos que,b € E son tales quef(a) = ay f(b) = b, se tiene que
d(a,b) =d(f(a), f(b)) < a d(a,b) y por tanto 0< (1— «)d(a,b) < 0. De donde se sigue
guea = h. Hemos probado que no puede haber mas de un punto fijo.

Existencia Seaag € E. Paran > 0, definimosa,;1 := f(an). La sucesiéra,} asi obte-
nida es de Cauchy. En efecto, veamos que para cada natseablerifica la siguiente des-
igualdad:

d(an;1,an) < " d(ay, a).
La desigualdad es obvia pama= 1 por serf contractiva. Supongamos que se verifica para
y probémosla para+ 1. Se tiene

d(@ni2,8n11) = d(f(ans1), f(an)) < @ d(@ns1,an) < @™ d(ay, 20)
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donde se hatenido en cuenta la definicion de la sucésigdry se ha utilizado que la funcion
f es contractiva verificand®.2.1
Ahora paran,h € N se tiene:

d(@n+h, @) < d(@nth,@n+h-1) +d(@nih-1,8n+h-2) + -+ d(@nt1,a0) <
o — n+h ol
< .
1o d(an80) < 7— d(a,a0)

De la anterior expresion se sigue que la suce§#h es de Cauchy, y por tanto, en virtud de
la complitud deE, convergente. Seael limite de{a,}. La continuidad de la funciof nos
permite deducir que

(an+h—1_|_ a™h—24 .4 a”)d(al, ag) =

a=Ilim a,=1im ap 1 =Ilim f(a,) = f(lim a,) = f(a).

Tomando limite et en la expresion

o
<
d(an—i—h»an) “1-qa d(a].:aO)a

la continuidad de la aplicacion distancia nos permite obtener que

n

(04
d(a,an) <
(7 )—1

d(as,ap), Vne N.

Por ultimo para todo naturalse tiene que

d(a,an+1) =d(f(a), f(an)) < e d(a,an).

Corolario 4.13. Sean E un espacio métrico completo y se&Ef— E una aplicaciéon. Su-
pongamos que existeqN tal que " es contractiva. Entonces f tiene un Unico punto fijo.

Demostracion:

El Teorema del punto fijo de Banach.{2 nos asegura qu’ tiene un Unico punto fijo
a € E. Veamos qua es también punto fijo dé. En efecto

f'(a)=a= f"(f(a)) = f(f"(a)) = f(a) = f(a) =4,

donde se ha utilizado que la funciéf tiene un Unico punto fijo.
Como cada punto fijo dé, también es punto fijo d&", entoncesa es el Unico punto fijo
def. .

Ejemplo 4.14. Seaf : R? — R? el campo vectorial definido por
f(x,y) = (ser(x+y),\/1+x2+y2>.

Probar que existe un Unignc R? tal quef (p) = 2p.
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. h :
El ejemplo 4.10 nos asegura que la func?res contractiva. Para obtener el resultado
basta aplicar el Teorenfal2a dicha funcién.

El siguiente resultado, consecuencia del Teorérhid sera una pieza fundamental en la
demostracion del teorema de la funcion inversa.

Teorema 4.15 (Schauder) Sean Uc RN abierto y¢ : U — RN una funcién contractiva. Si
f :=iy — ¢ (donde j; es la aplicacion inclusion de U €RN), entonces se verifica:

) f(U)esun abierto d®N.

i) f es un homeomorfismo (biyeccion bicontinua) de U solfke) {de hecho, f y f!
son lipschitzianas).

i) Siademas U=RN, entonces f es un homeomorfismdRiesobre si mismo.

La afirmacion primera, que es la verdadera aportacion de Schauder, es un punto crucial en
la demostracion del Teorema de la funcion inversa. Por razones didacticas conviene empezar
demostrando la siguiente normalizacién4dea

Lema 4.16 (version normalizada del Teorema de Schaudergean D la bola unidad abier-
ta deRN, ¢ : D — RN una funcion contractiva w € [0,1] tal que

lo(y) =)l < a [ly=x||, ¥xy € D.

Supongamos ademas gpf)) = 0. Entonces si f=ip — ¢ (donde p es la aplicacion inclu-
sion de D erRN) se verifica:
B(0,1—a) C f(D).

Demostracion:
Seay € B(0,1— «). Consideremos la funcién auxiligr. D — RN definida por

g(x) ==y +o(x).

Fijemosp tal queM <p <1,yveamos qud(0,p) es invariante pog. Para cada de

_ l1-o
B(0,p) se tiene

192l < 119(2) = 9(0)[| + [[9(O)[| < erf|lz=Of[ + Iyl < xp + (1~ x)p = p.

Aplicando el Teorema del punto fijo de Banadhl() a la funcion contractivg en el espacio
métrico completd(0, p) (cerrado de un completo) obtenemos

J1x € B(0, p) tal quex = g(x) , es decix =y+ ¢(X).

Equivalentementg = x— ¢(X), es decily = f(x). ComoB(0,p) c D, se sigue qugc f(D).
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Nota El anterior lema no se puede mejorar, es decir el radio de la bola de centro 0 contenida
enf (D) es 6ptimo. En efecto: la aplicacigr: D — RN definida porp(x) := ax es contractiva
de razonx y la funcién f asociada es tal que

f(D)={x—¢(x): xeD}={(1-a)x: xe D} =B(0,1— ).

Demostraciéon del Teorema de Schauder:

i) Dadoa e U, tomemog > 0 tal queB(a,r) C U. Probemos que $t es la constante de
Lipschitz deg se tiene que

B(f(a),(1—a)r) C f(B(ar)).

Consideremos la funciép : D — RN definida por

90 = T (p(a+m) —p(a).

Claramentép(0) = 0. Veamos que la aplicaci@nes también contractiva con constante
de Lipschitz menor o igual que. Para cualesquierg, x, € D se tiene

_ _ 1
(1) — @)l = llo(@a+rxy) — g(a+ )| <
o
—ll@atrx) = (@a+ )| = alxa —x.
Aplicando el Lemat.16 si f :=ip — @, entonces
(4.2.2) B(0,1—«a) C f(D).
Puesto que es inmediato comprobar que
- 1
f(x)= F(f(a+rx) —f(a)), vxe D,
se sigue que

(D) = %(f(a+rD) f(a) = %(f(a+ B(0.1)) — f(a)) =

L(f(Bar) - (@),

y por tanto, teniendo en cuenta la inclusion anterior (4.2.2), se tiene que

L(f(B@r) - f(a),
lo que implicaf(a)+rB(0,1—a) C f(B(a,r)), es decir
B(f(a),(1—a)r) C f(B(ar)).

B(0,1— ) C

Hemos probado que 8(a,r) C U, entonceB(f(a),(1—a)r) C f(U) y, por tanto,
f(U) es abierto.
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ii) Comencemos comprobando glies lipschitziana. Panav € U se tiene
(W) = W[ = lu=@(u) = (v=e\)| = [lu=v—(¢u) —eV))[| <
U=Vl +llo(u) —eV)[| < (1+a)[u—V].
También parai,v € U se tiene
(W)= fV)] = llu=e)—(v—0eWV)| >
U=Vl =[le(u) —eV)[| = (1—a)]u—V],
lo que prueba qué es inyectiva y también quet: f(U) — RN es lipschitziana:

72 (F (u) = FH W) = Ju—v] < ﬁ If(w) =V, YuveU.

En consecuencié es un homeomorfismo dé sobref (U).
iil) Sélo falta probar qud es sobreyectiva, o que es una consecuencia inmediata de lo
probado en i) pues al sB(0,r) ¢ RN, vr > 0 se sigue que
B(f(0),(1—a)r) c f(RV), ¥r >0

y, por tanto,f (RN) = RN,

Notas

Aunqueii) = i) en virtud del siguiente resultado:

Teorema 4.17 (Brouwer de invarianza del dominio)SiU es un abierto dBNy f:U — RN
es un homeomorfismo de U sobi@j, entonces fU) es abierto erRN.

La demostracién de éste, que puede verselern'd, Teorema 6-53], es mas complicada que
la prueba dei).

De i)y ii) se deduce que la aplicacidresabierta(aplica abiertos en abiertos). En efecto,
si O c U es abierto, entonces(0) = (f~1)~1(0) es un abierto relativo dé(U), luego
abierto deRN.

Por otra parte en iii) se puede probar la sobreyectividafl deectamente del Teorema
4.12 En efecto: dady € RN, consideremos la aplicacion auxiligr RN — RN definida por
g(x) :=y+ ¢(X), que es también contractiva. Aplicando el Teorelmi&a g obtenemos que
existe un (nicox € RN tal quex = g(x), es deciry = f(x).
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4.3. Teorema de Picard-Lindel6f.

Teorema 4.18 (Picard-Lindel6f). Sean ab numeros reales con a& b y sea
f :[a,b] x R — R una funcion continua. Supongamos que adefMs> 0 tal que

(60— F(t.y)| < Mix—yl, ¥t € [a,b], Vxy € R

(f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una unica
® € ¢[a,b] tal que
®@)=0y P'(t) = f(t,P(t)), vt € [a,b)].
Demostracion:
SeaF : ¢[a,b] — €[a,b] el operador dado por

t
4.3.1) F(o)(t) ::/ f(s (9))ds Vo € Fla,b, vt € [a,b].

a

F esta bien definido y probaremos por induccién que se verifica parancadala si-
guiente desigualdad:

n

(4.3.2)  [F'(@)(t) —F(y)(1)] < l\:—!(t —a)"|¢ — Yo, Yo,y € €[ab], Vt € [ab].

Paran = 1 se tiene para cada y € ¢’[a,b] y para cada € [a,b] que

t t
F@O-Fw©]=| [ f(se(s)ds— [ f(sw(s)ds <

[]t(s0)~ (s wis)|ds< [ Mo~ wisids< Mo ylu(t-a),

y la desigualdad.3.2es cierta para = 1.
Supongamos dicha desigualdad cierta parantonces para cada y € ¢’[a,b] y para
cadat € [a,b| se tiene que

[F™ (o)1) —F™(w) (1) = [F(F (@) (1)) —F (F"(y))(1))| =

[ t(sF@)e)ds [ 1 F w)e)eg <

[ IR @)~ HsF i) lds< [ MIF(9)(s) - F'(w)(9)lds

donde hemos utilizado la desigualdad de la hipétesis y la monotonia de la integral. Asi, en
virtud de la hipotesis de induccioén, tenemos

FPo)0) ~F™ A )01 < [ M2 Mg~ yu(s—2)ds=

n+1 (t _ a)n+1 M n+1

1o —wlle =P Vile(t-3)

n+1
n+1 (n+1 ’

n!
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esto es, se verifica la desigualddd3(? paran+ 1.
Ahora bien, §.3.2 nos asegura que

(M(b—a))"

(@)~ F(W)llo < o

| — ¥, Yo,y € €la,b], \neN

y teniendo en cuenta qu&’[a,b], || - ||) es un espacio de Banach (véase Ejercicio 2.3), que
(M(b—a))"
n!
Unica funcion® € €’[a,b] tal queF (®) = ®. Luego teniendo en cuenta la definiciéh3. 1)

concluimos que

la sucesio converge a cero y el Corolarib13 obtenemos que existe una

t
cp(t):/ f(s ®(s))ds ¥t € [a,b].
Asi ® € ¢[a,b] y se verifica
®(a) =0 y () = f(t,d(t)), Vt € [a,b],

donde se ha utilizado el Teorema fundamental del calculo para la integral de Riemaan.

Para mas informacidn sobre esta seccion se puede consultaiGapitulo 4].
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4.4. Referencias recomendadas.
[Gu7, [ 1. [ |
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4.5. Resumen del resultados del Tema 4

Teorema del valor medio para campos escalareSean a,b € RN verificando que a # b
y que [a,b) C AC RN, Si f : A— R es un campo escalar continuo en [a,b] y derivable en
|a, b, entonces existe ¢ €]a, b| tal que

f(b)— f(a) = (Of(c)|b—a).

Proposicién Sean o :[0,1] — RM yg: [0,1] — R funciones continuas en [0, 1], derivables
en 0,1 y que verifican
lo’®1 < g'(t), vt €]0,1[.

Entonces

lo(1) —o(0)]| < 9(1) —g(0).

Teorema del valor medio Seana,bc RN talquea#byque[a,b] CACRN. Si f : A—
RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en ]a, b|, entonces

I (b) = f(a)[| < |[b—al|sup{[IDf(x)[| : x €]a, b}.

Teorema practico del valor medio Sean a,b € RN verificando que a# b y que [a,b] C
ACRN. Si f: A—RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en |a, b], entonces

I7J

I (b) — f(a)ll2 < [[b—al]2 SUD{ > Difi(x)?: XE]a,b[}-

Definicion. Sean (E,d) y (F, p) espacios métricos. Una funcién f : E — F es contractiva
si Jo € [0,1] tal que
p(f(x), f(y)) < ad(xy), vx,y€E.

Teorema del punto fijo de Banach Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea f :
E — E una funcién contractiva. Entonces existe un tnico punto a de E fijo por f, es decir tal
que f(a) = a. De hecho, dado ag en E, la sucesion {an} definida mediante la expresion

ani1 = f(an), Yne NuU{0},

verifica

{d(a,an)} \. 0.
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Ademds si 0 < o < 1es tal que
d(f(x), f(y) <ad(xy), vx,y € E,

entonces para cada n € N se verifica la desigualdad:

n

<
d(@n,a) < 1-o

d(a1,a).

Teorema de SchauderSean U C RN abierto y ¢ : U — RN una funcién contractiva. Si
f :=iy — ¢ (donde iy es la aplicacién inclusion de U en RN), entonces se verifica:

i) f(U) es un abierto de RN,

ii) f es un homeomorfismo (biyeccion bicontinua) de U sobre f(U) (de hecho f es bilips-
chitziana).

iii) SiademdsU = RN, entonces f es un homeomorfismo de RN sobre si mismo.

Teorema de Picard-Lindelof Sean a,b € R cona<b y sea f:[ab] xR — R una
funcion continua. Supongamos que ademds M > 0 tal que

’f(t,X) - f(tay)l < M|X_y|7 vt e [aab]a VX,yE R

(f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una tinica funcion
® € ¢a,b] tal que

®@)=0y d'(t)= f(t,D(t)), Vt € [a,b].
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4.6. Ejercicios del Tema 4

4.1 SeamA C RN abierto conexo ¥ : A— RM un campo vectorial con derivada constante.
Probar quef es la restriccion & de una funcién afin d&N enRM.
Indicacién:Considerar el campo vectorigt A— RM definido por

g(x) := f(x) —Df(a)(x) para convenienta € A.

4.2 Probar que la ecuacion= arctgx+ 1 tiene una Unica solucion y aproximarla hasta las
milésimas.
Indicacion:Considerar la funcion

f(x) :=arctgx+1, ¥x € [1,+oo[ .

4.3 SeaA c RN un abierto convexo y sefa: A— A una aplicacion continua. Supongamos
quef es derivable ey que

Sup{ZDif,—(x)z: xeA}< 1
Ny

Probar quef tiene un tnico punto fijo eA .
Indicacién:Utilizar el Corolario4.9.

4.4 Probar qug0,0) es la Unica solucién en el conjun@odel sistema de ecuaciones que
se indica, dond€ es el conjunto dado por
C:={(xy) e R?:|x|,|y| <1}
y el sistema de ecuaciones viene dado por

serx serny = 2x

Indicacion: Aplicar el Teorema del punto fijo de Banach.12 al campo vectorial
f : C — R? dado por

serx sery X2+ y?2
f(x7y> = ( 2 ) 4 )7

considerando eR? la norma euclidea.
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4.5 Seaf : R? — R? el campo vectorial definido por
f(x,y) = (1+ sernx,arctgy).

Probar que existe un Gniqpe R? tal quef (p) = 2p.
Indicacion:Ver Ejemplo 4.13.

4.6 Seaf : B(0,1) c RN — RM un campo vectorial continuo. Supongamos (@ = 0
y quef es derivable eB(0,1) con||Df (x)|| < || f(x)|, ¥x € B(0,1). Probar que

f(x) =0, ¥x € B(0,1).
Indicacién:Utilizar el Teorema del valor medio para probar que

IO <[] Sup{[[fY)I|: y < [0,X}.

Utilizar ahora la propiedad de compacidad para probar la existengia €¢0, x| tal
que

IO < IXI 1 (ya)ll-

Iterar el proceso.

4.7 * Seaf : Ac RN — RN un campo vectorial de clagé' ena c A. Probar que:
)

B(a,6) C Ay f es derivable eB(a, §)
Ve >0,36 >0: ’ ’
{ xy€B(@d)=[f(x)—f(y)-Df(@(x-y)l <elx-y]
i) Siademas, suponemos dbé(a) es un isomorfismo topoldgico &N, pruébese
que existep > 0 tal queB(a,p) C Ay f es un homeomorfismo d&a, p) sobre
Su imagen.

4.8 * SeanA C RN abierto, f : A— RM un campo vectorial de clas¢! y K C A un
compacto. Probar que:

{xc RN : dist(x,K) < §} C A

Ve >0, 35 >o:{ Ihl| < & = || f(x+h) — F(x) =D () (h)]| < e||h[|, ¥x € K

(f es uniformementderivable erK).

Indicacion:Usese el axioma de Heine-Borel para conseguir la primera condicion. Des-
pués, el Teorema de Heine, para conseguir continuidad uniforme de la diferencial en un
compacto deA que contenga K. Finalmente, basta usar el Teorema del valor medio
como en la parte i) del Ejercici®. 7.
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4.9 * Sea(E,d) un espacio métrico completo y séaE — E una aplicacion. Suponga-
mos que existe una serie convergente de numeros rgalesy, tal que

d(f"(x), f"(y)) < and(x,y), ¥x,y € E, ¥ne N.

Entonced tiene un tnico punto fijo. De hechoxgies cualquier punto dg, la sucesion
{f"(x0)} converge a dicho punto.

Indicacidn:Utilizar la misma argumentacion que en la demostracion del Teorema del
punto fijo de Banach cambiando la sucesia'} que alli aparece por la sucesion

{on}.
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4.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 4.

4.1 Fijemosa € A. El campo vectoriag) : A— RM dado por

g(x) == f(x) - DH(@)(X

es derivable con derivadag(x) = Df(x) — Df(a) = 0. El Corolario4.8 nos asegura
gueg es constante. Asi

f =b+Df(a)|a para conveniente € RM,

es decir,
f(x)=f(a)+Df(a)(x—a), Vxe A.

4.2 El espacio métricd[1,+o|,|-|) es completo (cerrado de un completo). Es inmediato
que f([1,4oo[) C ([1,+o0]). Como

f/(X) = m, VXG ([1,+°°[,

se sigue del Teorema del valor medio real que

1

Xy €L Feol] = [f0) = fWI =" (Olx=-Y= ;2

IX—Y|

para convenientéd > 1y, por tanto,

NI =

XY € [L+of] = [f(x) — f(Y) < 5 [x—Vl,

esto es,f es contractiva. El Teorema del punto fijo nos asegura que existe un unico
puntoa € [1,+oo[ tal quea = arctga+ 1. Como la funcion d&® enRR dada porx —
arctgx+ 1—x tiene derivada negativa, deducimos que la ecuaciémarctgx+ 1 tiene

una unica solucion.

El Teorema del punto fijo nos asegura ademas que para cada maaral
|1 — ag|
2n—1 !

En particular si tomamoag = 1, obtenemos que — a,| < # gue nos permite
conocer el punt@ con la aproximacion deseada, en este @ase- 2/13222... , esto
es,a=2132....

[a—an| <

4.3 Searx,y € Aconx#y. Aplicamos el Corolarial.9a la funcionf en el segment{x, y]
para obtener que

1£(y) = f()ll2 < [ly—x]|2 SUID{ /> Dijfi(x)?: xeA}.
N
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Asi, notandax := Sup{ vij Djfi(x)2: xe A} < 1, setiene que

[T(y) = fF(X) 2 <o [ly—X][2,¥xy € A
Por continuidad, también
[f(y) = f(X)ll2 < o [ly—X||2, V% y € A

El Teorema del punto fijo de Banach nos asegura la existencia del punto fijerd&

4.4 El conjuntoC := {(x,y) € R?: |x| <1, y] < 1} es completo (cerrado d&?). Es
inmediato que la aplicacioh: C — R? dada por

serx sery X2+ y?2
f<x’y):( 2 Y. 4y>’

verifica f (C) c C.
f es diferenciable y la matriz jacobiana viene dada por
1 [Cosxsery serxcosy
2 y y
Usando la version practica del Teorema del Valor medio (Corofagiose tiene que
IDf(x,y)|? < %(coszxser?er serfxcosy +x2 +y?) <

%(ser?y-l— serfx+x2 +y?)

1(25er’r1+x2+y2) <

<=
— 4
<

(2sef1+2) <

P N

< E(ser?lJrl) <1,

por tanto,f es lipschitziana con constante de Lipschitz menor que 1, esto es, contrac-
tiva. ComoC es completo, por el Teorema del punto fijo de Bandctiene un Unico
punto fijo.

4.5 Parax,y € R? se tiene que

cosx O
Jf (X7 y) = 0 % )
+y

[En
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y en consecuencia,

1
D; fi(X)? = COS X+ = < 2.
; . (1+y2)?

El Corolario @.9) nos asegura qukes lipschitziana con constante de Lipschitz menor
o igual quey/2. Asi% es contractiva. El resultado se sigue del Teorema del punto fijo.

4.6 Seax € B(0,1) \ {0}. Se tiene que

IO < [Ix]| Sup[[Df ()l = y €]0,X[} <

IXI| Supfl[f (W)l : y €]0,x[} < [Ix|| Sup{lIf(y)ll - y < [0,4]},
donde se ha utilizado el Teorema del valor medio y la desigualdad de la hipétesis. La
propiedad de compacidad nos asegura la existengia @é0, x| tal que

O < [IX[] [ Cy)I]-
Repitiendo el proceso, exisye € [0,y1] C [0,x] tal que|| f(y1)| < ||yl [[f(y2)], y en
consecuencia

IO < IXIZ [ (y2) Il
Se prueba ahora por induccién que para cadatural se tiene

1T ()11 < [Ix]|" [|f (yn)|| para convenientg, € [0,X],
y por tanto para cada naturake tiene que
1001 < X" SupllIf Wl = y € [0,X]} = [IXI|" max{||f(y)ll: y€[0,x]},

donde se ha vuelto a utilizar la propiedad de compacidad.

Como x| < 1, se sigue qué|/x||"} — Oy por tantof (x) = 0. La arbitrariedad d&
nos asegura quese anula e(0,1). Por ultimo la continuidad dé nos asegura que
dicha funcién se anula también B0, 1).

4.7 *
i) Seae > 0 fijo. Tomemoss > O tal que si|x—a|| < 8, entonces

acA fesderivableery ||[Df(x)—Df(a)| <e.

La funciong : B(a, 8) — RN definida por

9(2) == f(2 -Df(a)(2)
es derivable con derivad2g(z) = Df(z) — Df(a),Vz€ B(a,9).

Para cada,y € B(a, §), el Teorema del valor medié(5) aplicado a la funciog en el
segmentdx,y], nos asegura que

If(x) = f(y) = Df (@ (x=y)ll = [[a(x) =9l < [x—yl| SuR[IDg(2)[ : z€]x,y[}
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= [x=yl[Sud|[Df(2) - Df (@) : ze]x, [} < elx—-Vl|.
i) Seag > 0. Tomemosd > 0 como en i). Sear,y € B(a,d), se tiene que
IDf@)(X=Y)[[ =T = fW)] < [[Df(@)(x=y) = F(x) = F(y)l| < ellx=Vl],

donde se han usado la propiedad triangular y el apartado i). Asi

IDf(@)(x=y)[l —elx=yl < [[f(}) = f W),

pero al seD f(a) un isomorfismo, se tiene también que

Ix—yll < [Df (@)l Df (a)(x~y)l|

y por tanto 1
<W _g)nx—yu <[ f(x) = F(y)I.

Sea ahora € R cone < L -1y Si notamo$ a su correspondient se tiene que

Df(a)

(W —E)HX—VHS\lf(x)—f(wu,w,ye B(a,p),

expresion que nos da la inyectividad fig la continuidad de su inversa.

Este ejercicio hace buena la expresidrnéreda localmente las propiedade®déa)”.
Conviene resaltar que este ejercicio no es el Teorema de la funcion inversa que nos ase-
gurara ademas quiees localmente una funcion abiefta demostracion de dicho teo-

rema requiere también el uso de otra herramienta fundamental, el Teorema de Schauder

(4.19).

4.8 * Consideramos la funciég: K — R dada por

g(x) = dist(x, RN\A)  (x e K).

ComoA es una abierto que contieneka entoncesRN\A es un cerrado eRN cuya
interseccion corK es vacia. Por tanto, digtRN\A) > 0 para todax € K. Como la
funcion distancia a un conjunto es continua, entonces por la propiedad de compacidad,
g alcanza el minimo eK. Sir := ming(K), entonces se tiene que

x € RN dist(x,K) <r = x¢ RN\A=xe A

Seae > 0 fijo. Para conseguir la otra condicion, aplicamos el Teorema de Heine a la
diferencial def y al compacto

/. N . 4 L
K= {yeR .dlst(y,K)§2}7

conjunto que contieneld. Dado un positivee, por la continuidad uniforme def en
K’ existe un positivdd < r que verifica
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(4.7.1) x,y €K', [|[x—y|| < 6= |Df(x) —Df(y)| <.
Ahora bien, por la eleccion d& < 5 es inmediato que se verifica
ye RN distly,K) < § = ye A

Ademas, sk € K, se tiene que un elemento de la forriah con|/h|| < & verifica que
x+h e K’, por tanto en vista dé.7.1tenemos

(4.7.2) |IDf(x) —Df(y)| <e.

La desigualdad del enunciado es consecuencia del Teorema del valor medio. Consi-
deremos la funcién : B(a, 8;) — RM dada porg(z) = f(z) — Df(a)(z). Dadosx,y €
B(a, 85) conx #y, se tiene

1f(y) = f(x) =Dt (@ (x=y)| = llaly) —9(x)|| <
ly—x|| Sup{[[Dg(2)[ : z€lx,yl} =
ly—x|[Sug{|Df(z) D (@)[| : zelxy[} <& [ly—x|,
donde se ha vuelto a utilizar la desigualdad41& Q).

4.9 * Aungue la existencia y unicidad del punto fijo flese puede deducir del Corolario
(4.13), haremos una demostracion independiente con el fin de que el ejercicio genera-
lice el Teorema del punto fijo (tbmesg = a", Vn € N).

Unicidad: Supongamos qua,b € E son tales qud (a) =ay f(b) = b, se tiene para
cadan natural qued(a,b) = d(f"(a), f"(b)) < o, d(a,b) de donde se deduce, por
converger a cero la sucesi¢a, }, quea = b.

Existencial a sucesiox,} = { f"(xo)} es de Cauchy. En efecto pard € N, se tiene

d(Xnth, Xn) < d(Xnsh, Xnsh-1) + - +d(Xny1, %) =
d(f" L (xq), FMN L (x0)) + -+ d(F(x0), F(%0)) <

(o]

Onh-1 A(X1,X0) ++ + 0 d(X1, X0) < d(X1,%0) H 0.
k=n

Como la seri€y ,~1 oy €s convergente, la sucesit{rgff_n ock} converge a cero y se
puede concluir quéx,} es una sucesion de Cauchy, y por tanto convergente.
Seaa:=Ilim x,, Se tiene entonces que

d(f(@),a) < d(f (@), %1) +d(%n1,2) = d(F(@), F(xn)) +d (X 1,2) <

ond(a,xn) +d(Xh11,8) — O,
de donde se deduce qtiéa) = a.






Temab

Derivada segunda. Matriz hessiana.

Recordemos que la derivabilidad de un campo vectérél un punta garantiza la exis-
tencia de una mejor aproximacion afin de la funcféen dicho punto, esto es, la existencia
de una aplicacion linedl deRN enRM tal que

i f(x)— (f(a)+T(x—a)) _
< Ix—al

Para una funciér de variable real, si’ es de nuevo derivable, es conocido que se verifica

i T00—[f(@)+ '@ (x—a) +31"(a) (x~a)’]
im
x—a Ix—al?

=0.

Ahora bien, sif : Ac RN — RM es un campo vectorial y la aplicaciéyf es derivable en
un puntoa, probaremos que existe una aplicacion lirede RN en (RN, RM) tal que

)I(ima f(x)— [f(a)+T(|>’<X—_a;HJ;%S(x—a)(x—a)] _o.

dondeT = Df(a) y a la aplicaciorSla llamaremos diferencial segunda tiena, (D?f (a)).

Este resultado se conoce como Férmula infinitesimal del resto (véase el Téo8ema
También mejoraremos la informacion que obtuvimos en el Teorema del valor medio, esto

es, la desigualdad

IO = f (@) < [[x—al[sup{[|DF (2)] : z€]a, X[}

Si el campo vectoriaf es dos veces derivable, obtendremos el siguiente resultado que se
conoce como Férmula de Taylor (véase el Teorém4), esto es,

1(x) — [ (a) +Df (a)(x—a)]|| < [Ix—al|*sup{|[D*f(2)] : z€]a,x[}.

Los resultados conocidos y los que obtendremos en este tema se resumen en el siguiente y

sugestivo esquema:
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Definicion de derivada — Formula infinitesimal del res
Teorema del valor medio— Formula de Taylor

Como la derivada segunda es un operador lineal con valores en el espacio de las aplica-
ciones lineales, empezaremos identificando este espacio de operadores con las aplicaciones
bilineales.

Bajo esta identificacion, probaremos que la diferencial segunda es simétrica, resultado
gue se conoce come Teorema de Schwarz (Teote@ha

5.1. Aplicaciones bilineales.

Para cadd € Z (RN, Z(RM,RP)), si definimos
O(xy)=T(X)(y) (xeRYyeRM) (+)

es facil comprobar qué : RN x RM — RP es una aplicacion bilineal, esto @sgs lineal en

cada variable. ReciprocamentepsiRN x RM — RP es una aplicacion bilineal, la igualdad

() define una aplicacion linedl: RN — #(RM,RP). Como el espacie? (RN, Z(RM,RP))

es un espacio normado si se considera la norma de operadores, y la anterior identificacion en-
tre operadores y formas bilineales es lineal, entonces la norma del espacio de operadores
induce otra en el espaci#’?(RN x RM,RP) de las aplicaciones bilineales @' x RM en

RP. ParaT € Z(RN, Z(RM RP)) se tiene entonces

IT| =max{[|T(X)||: xe RY,|jx| =1} =

=max{|[T(x)(y)|| : xe RN,y e RM ||x|| = 1, |ly]| = 1},

escribiendo la igualdad anterior en términosigda aplicacion bilineal asociadalg se tiene
que
@] = max{[®(x,y)]|: xe RN,y e RM, [|x|| = 1,||y]| = 1} .

SiN = M, notaremos simplemente p&f?(RN,RP) al conjunto de las aplicaciones bili-
neales d®\N x RN enRP. Cuandd® =1y N = M, las aplicaciones bilineales & x RN en
R se identifican con las matrices cuadradas de okdda numeros reales. 8ic .Znxn(R),
la forma bilineal asociad&, viene dada por

Da(xY) = TA(X)(y) = (XA |y) =xAy  (xyeRN),
donde estamos usando las identificaciones
Z?(RVR) = 2RV, Z(RN,R)) = 2RV, RV) = ..
Si suponemos qu& = (&), como

Pa(a,ej) = (aA | &) = ((an) | &) = aj,
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entonces, es claro que la forma bilinéal es simétrica si, y sélo si, la matizlo es, en cuyo
caso

DA(X,Y) = XAY.

Proposicion 5.1.
) La aplicacion|| || : Z?(RN x RM RP) — R dada por
@] = max{[|[®(x,y)|| : x € RY,y € RM,||x|| = 1, ]ly]| = 1}
es una norma e’2(RN x RM RP).
i) Se verifica
& = max{[|®(xy)|| : xe RN,y e RM, |[x|| < 1,ly]| <1} =
=min{K >0:[|®xy)|| <K|x] |lyll, ¥x€ RN wy e RM}

iii) @ es continua.

Demostracion:

i) y ii) Basta usar que la identificacion d€?(RN x RM RP) en Z(RN, #(RM RP)) es una
isometria y que las igualdades analogas se verifica#f R\, .Z (RM,RP)).

i) Como consecuencia de la igualdad

q)(X?y) - q)(av b) = CD<X_ a,y— b) —I-CD(X—a, b) +q)<a7y_ b>7
y en vista de ii) se tiene
|P(x,y) — ®(a,b)|| < ||| (HX— al| [ly—bl| +[jx—al| [|b[[ + [l ly— b!l),

de donde se deduce la continuidad®le .

5.2. Derivada segunda.

Recordemos que A C Ry f : A— R es derivable, se dice quees dos veces de-
rivable si la funciéonf’ : A— R es derivable. Para campos vectoriales, se puede trasladar
la misma definicién sin mas que tener en cuenta que la aplicacion derivada toma valores en
Z (RN RM), esto es, en el espacio vectorial de las matrices de ddide que se identifica
conRM*N "en el que, en virtud del Teorema de Hausdorff, todas las normas son equivalentes.
Usualmente er?(RN, RM) consideraremos la norma de operadores.
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Definicion 5.2 (Campos vectoriales dos veces derivablesfean A ¢ RV,
f : A— RM y sea”A; C A el conjunto de puntos dondees derivable. Se dice quees

dos veces derivabkena cA; sila funcionDf : A; — Z(RN, RM) = RMxN es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacién

D(Df)(a) e Z(RN,.ZRN,RM)) = £?(RN, RM)

se denomina lderivada segundde f ena o diferencial segundde f enay se noteD?f (a).
La aplicacion cuadratica d&N enRM asociada 2 (a) se notad®f (a). Esto es,

d?f(a)(x) := D?f(a)(x,x), VxeRN,

Diremos quef esdos veces derivable en un subconjunto B d& és dos veces derivable en
cada punto dé&.

SeaA, C A el conjunto de puntos d& dondef es dos veces derivable. La aplicacion
D?2f : Ay — Z (RN, (RN, RM)) = #?(RN,RM) definida por

x — D?f(x)

se llamaderivada segundee f o diferencial segunda de Se dice qud es declase%’? en a
si es dos veces derivable en un entorn@agda funcionD?f es continua ea.

Se dice qud esdos veces derivablgesp.de clases?) en A cuando lo sea en todos los
puntos de su conjunto de definicion (que necesariamente sera abierto). Notara@$Ador
al conjunto de las funciones de cl&&é en el abiertoA.

Nota 5.3.SeanAC R, f : A— RM. Sj f es derivable en un punt:oe,z‘, sabemos que
Df(a)(x) =xf'(a), VxeR,

equivalentemente,
f'(a) = Df(a)(1).

Supongamos ahora gudees derivable en un entortibdea. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f esdos veces derivable arfen el sentido de la definicion anterior).
iy f’ esderivable ea.
Ademas, si son ciertas las afirmaciones anteriores, entonces se verifica
D?f(a)(s,t) =stf’(a), VsteR,

equivalentemente,
D?f(a)(1,1) = f"(a).



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 189

Demostracion:
En efecto, sabemos que la aplicacBn . (R,RM) — RM definida por

E(T)=T(1), VT c.2(R,R)

es un isomorfismo d&’(R,RM) sobreRM y la relacién entref’ y Df viene determinada por
este isomorfismo. Por tanto, la composicion

u 2L 2@ RM) £ RM

no es mas qué’. Como la segunda funcion es derivable por ser lineal y su inversa también,
entonces, gracias a la regla de la cad®taes derivable ea si, y sdlo si,f admite segunda
derivada era. Ademas, si esto ocurre, usando la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que,
por selE lineal DE(T) = E, VT € .Z(R,RM), obtenemos

f”(a) = D(f')(a)(1) = D(EoDf)(a)(1) =
_ (DE(Df(a)) oD(Df)(a)>(1) -
- E(D(Df)(a)(l)) - (D(Df)(a)(l)) (1) = D*f(a)(1,1).

Como la aplicaciérs,t) — D?f(a)(s,t) es bilineal, entonces

D?f(a)(s,t) = stD?f(a)(1,1) = stf’(a) (st eR).

Ejemplos 5.4 (Funciones dos veces derivables).

1. Toda funcién constante: RN — RM es de clas&? con
D?f(a)=0, VacRN.
2. Toda aplicacion lineal : RN — RM es de clas&™ con
D’T(a) =0, YaeRN.
3. Toda aplicacion bilinearl : RN x RM — RP es de clas&? con derivada segunda en

(a,b) € RN x RM definida por

D2T (aa b) ((bel)a (X27y2)> = T(X17y2) + T<X2;yl>7 V(X]_,y]_), (X27y2) € RN X RM .
En efecto, como

DT (a,b)(x,y) = T(a,y)+T(x,b), ¥(ab),(xy) e RN xRM,
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DT es una aplicacion lineal d&N x RM en Z(RN x RMRP), luegoDT es de clase
¢, es decirT es de clas&?. Calculemos ahora la derivada segundd dm (a, b) €
RN x RM. Se tiene

D?T (a,b) (1, ¥2): (x2.¥2)) = [D(DT)(a,b) (1, y1)| (xz.v2) =
(DT (x1,¥1)) (X2,¥2) = T(x1,y2) + T (¥2,¥1), V(¥1,¥1), (X2, ¥2) € RN x RM.
Notese la simetria d@?T (a,b).
4. En vista de los ejemplos 2 y 3, la aplicacion sumaRN x RN — RN dada por
o(ab)=a+b, vabeRN
y la aplicacién producto por escalaresR x RN — RN dada por
n(a,a) =oa, YoeR, acRN

son de clas&? con
D?c(a,b) =0, VabeRN

D27(«t, ) ((Al,xl), (/lz,xz)> — AXo+AoXe, Vo, A1 da € R, axg, % € RN,

5. La aplicacion inversiod : Iso (RN) — .Z(RN) dada por
JT)=T"1 vTelso(RV)
es de clas&? con derivada segunda &nc Iso (RN) definida por
DA(T)(RS =T ISTIRT 14+ T IRTIST! RScZ®RN).
En efecto, sabemos quees derivable con derivada
DJ=®o(J,J)

de Iso(RN) en.Z(Z(RN)), donde® es la aplicacion bilineal d& (RY) x Z(RN) en
Z(ZRN)) definida por

d(F,G)(S) = -FSG VF,G,Sc Z(RN).

Las reglas de derivacion y los ejemplos de funciones derivables garantiz&n) qase
de claseg, y en consecuencihies de clas&’?, con derivada segunda dada por

D?J(T)(R,S) = D(DJ)(T)(R)(S) = D(®0o (,3))(T)(R)(S) =
[Dcp(T*l,T*l) o D(J,J)(T)} (R)(S) =
DO(T~, T~ (DI(T)(R),DI(T)(R)(S) =
DO(T LT H(-TRT L, -TRT)(9 =
(cb(T*l, TIRT L) ¢ q:(—T*lRT*l,T*l)) (S) =
~TIS-T ' RT Y- (-T 'RT HsT 1=
=T ISTIRT 14+ T IRTIsT !, VRSeZRN).
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5.3. Reglas de derivacion.

) Linealidad. SeanAc RN, ac Ay f,g: A— RM funciones dos veces derivables en
ay seald € R. Entoncesf +gy A f son dos veces derivables @eon

D?(f +g)(a) = D?f(a) + D?g(a), D?*(Af)(a) = AD?f(a).
Ademas, sif,g € €?(a), entonced + g€ €%(a) y A f € €2(a).

Demostracion:
La comprobacion de esta regla es rutinaria.

i) Regla de lacadenaSearAC RN, BC RM, f:A— RMtal quef(A)cByg:B—
RP. Supongamos quées dos veces derivable are Ay queg es dos veces derivable
en f(a). Entonces la composicidn= go f es dos veces derivable arton

D?h(a) (x1, %) =

= D?y(f (@) (D1 (a) (), Df (@)(x2) ) +Dy(f () (D*f ()0, %2))

para cualesquiena, xo € RN,

Ademas sif € ©¥?(a) y g € €?(f(a)), entonceh € ¢2(a).
Demostracion:

Teniendo en cuenta las hipétesis, podemos tdimakl entornos day f(a), respecti-
vamente, tales quees derivable ebJ, g es derivable e,y f(U) C V. Lareglade la
cadena para la derivada primera garantiza que la furog@nderivable eb), y ademas
que

Dh(x) = Dg(f(x))oDf(x), VxeU.

Por tanto
Dh=Wo,

donde®d es la aplicacion d&l en.Z(RM, RP) x 2 (RN, RM) dada por
() = ((Dgo )(x),DF (X)), vxeU,

y W es la aplicacion deZ(RM,RP) x Z (RN, RM) en.Z (RN, RP) definida por
W(R'S) =RoS

Comog es dos veces derivable (resp. de cl&®® en f(a) podemos asegurar ¢

es derivable (resp. de clagé) en f(a). En consecuencia, la regla de la cadena para
la derivada primera nos dice qego f es derivable (resp. de clagé) ena, luego la
funcién componente primera dees derivable (resp. de clagg) ena. Comof es dos
veces derivable (resp. de clag®) ena, la funcién componente segunda @ esto
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es,Df, es derivable (resp. de clagd) ena. En consecuencia® es derivable (resp. de
clase?!) ena.

Por otra parte, la funciol’ es una aplicacion bilineal y, por tanto, de cl&eé en
Z(RM RP) x Z(RN,RP).

AlserDh=Wo®, el resultado es consecuencia de la regla de la cadena para la derivada
primera.

Probemos ahora la formula. Pagax, € RN, se tiene que

D?h(a) (x4, %2) = D(Dh)(a) (x1)(x2) = D(W o ®) (&) (x1) (x2) =

(DW(®(a)) o D(a ) W(o(a (

o)) 02
D‘P(Dg ) ( (Dgo f)( )
Dw(Dy(f (a)). Df(a)) (D(Dg)(f(a))(Df<a><xl>>,D(Df)(a)(xn) (x2) =
Dg(f(2)) (D(DF)(a)(x1)(x2) ) + D(Dg) (f () (D () (x1) ) (DF (@) (x2) ) =
Dg(f(a)) (D?f (@) (0. %2) ) +D?0( () (Df (@) (), Df (a)(2) ).

Nota 5.5. Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se
involucran derivadas elementales.

Enelcasode quaC R . BCRM %, RP se tiene que
(go f)"(a) = D*(ge f)(@))(1,1) = D?g(f(a)) (Df(a)(1),Df (a)(1)) +
Dg(f(a)) (D*f(a)(1,1)) = D’g(f(a)) (f'(a), f'(a)) + Dg(f (@) (f"(a)) ,

donde se han utilizado la Nofa3y la regla de la cadena.
En el caso especial de gi¥e= 1 se obtiene

(go f)"(a) =¢"(f(a)(f'(2))*+d (f(a)(f"(@)).

El caracter local de la derivabilidad y de la derivada permiten ahora obtener la siguiente
regla.

Carécter local de la derivada segundaSearA c RN, ac Ay f : A— RM un campo
vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I) f esdos veces derivable an



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 193

i) Existe algun entornd deaincluido enAtal quefy, es dos veces derivable an

Ademas, en caso de que sean ciertas las anteriores afirmaciones, las derivadas segundas
enade ambas funciones coinciden.

iv) Derivacion de la funcién inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos d&N y f un
homeomorfismo dé sobreB. Si f es dos veces derivable ar(resp. de clas&? en
a) para algirac Ay Df(a) € Iso (RN), entonces ~* es dos veces derivable éa)
(resp. de clas&? en f(a)).
Demostracion:

La continuidad de la aplicacion— Df(x) en el puntca garantiza la existencia de un
abiertoU deRN tal que

acUCA Df(x)elso(RY), vxeU.

La regla de derivacion de la funcion inversa (Proposiddiy) asegura entonces que
f~1 es derivable eri(U) con

D1-*y) = (DF(1 X)) . Wye f().

En consecuencia,
Df 1=JoDfof 1

lo que prueba qu®f~1! es derivable erf (a), es decirf ! es dos veces derivable en
f(a). Es claro también que d$ies de clas&? ena, entonceDf ! es de clas&™ en
f(a), es decir,f ! es de clas&? en f(a). .

v) SeaACc RNy f: A — RM una funcién dos veces derivable arc Ay T ¢
Z(RM RP), entonced o f es dos veces derivable arcon

D?(Tof)(a) =T oD?f(a).

Como consecuencia, sic €?(a), entonced o f € ¢2(a).
Demostracion:

ComoT es de clas&?, la regla de la cadena garantiza quef es dos veces derivable
(resp. de clas&?) ena con

D(T o 1)(a) (x4, %) =
D2T(f(a))(Df (a)(), Df (a)(xg) ) + DT(f(a)) (D?F(a) (xa,%0) ) =
0-+DT(f(2)) (D*f(2)(xa, %)) =
D2f (2) (1, %) ) =

T
<TOD2f ) X;|_,X2)7

donde se ha empleado gD& (y) = T, Wy € RM, y, por tantoD?T = 0. .
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vi) Reduccién a campos escalareSeanA c RNy f: A — RM un campo vectorial.
Sif =(fy,..., fu), entonced es dos veces derivable are A si, y solo si, caddy es
dos veces derivable enparak = 1,...,M, en cuyo caso

D2f (a) (x1, %) = (DZ f1(8) (x1,%2), ..., D2 (@) (xl,x2)>

Ademasf € ¢2(a) si, y solo si,fy € €%(a) parak=1,..., M.
Demostracion:

Parak = 1,...,M, notaremos pory a la proyecciork-ésima deRM y por |y a la inyec-
ciénk-ésima dé&R enRM. Como

fi=mof,....fu=ayof y f=lhofi+...4+1lyo fy,

la linealidad de la derivada segunda y la regla de la cadena aseguréesjdes veces
derivable era si, y sélo si las funciones componentes lo son. EI mismo argumento es
vélido en caso de queec €2. Ademas, el anterior apartado asegura que

D?f (a) = moD?f(a), k=1,...,M

D?f(a) = l;0D?f1(a) +...4 Iy o D?fy(a),

es decir,

D2f (a) (x1, %) = (DZfl(a)(xl,xz),...,DZfM(a)(xl,xz)), Vx1, %o € RN,

5.4. Teorema de Schwarz.

Teorema 5.6 (Schwarz).Sean Ac RNy f: A — RM un campo vectorial. Supongamos
que f es dos veces derivable en un puntoA Entonces la aplicacion bilineal 3 (a) es
simétrica, esto es,

sz(a) (Xl,X2> = sz(a) (Xz,Xl), VX1, X2 € RN.

Demostracion:
Dadoe > 0, elegimosy > 0 tal que s € B(a, 28) entonces se verifica

(5.4.1) xeA, fesderivableern y |[Df(x)—Df(a)—D(Df)(a)(x—a)| < gux—aH
Searh,k € RN con 0< ||h|, ||k|| < & fijos. Consideremos la funcién

¢:B(0,6) cRN — RM
definida por

o(x) = f(a+h+x) — f(a+x)—D(DF)(@)(h)(x), (xe B(O,5)).
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Es claro quep es derivable eB(0, ) con
Do(x) =Df(a+h+x)—Df(a+x)—D(Df)(a)(h), ¥xeB(0,9),

donde se ha usado qD¢Df)(a)(h) € Z(RN,RM) y en consecuenc(D(Df)(a)(h))(x) =
D(Df)(a)(h). Aplicando a¢ el Teorema del valor medio (Teorema) en el segmentf, k]
obtenemos

I (k) — (0)[| < [[K]| sup{[IDe(x)[ : x €]0, K[}
Para cada € [0, k| se tiene

IDe(x)l| = [Df(a+h-+X) — Df (a+x) - D) @) ()] <
|Df(a+h+x)—Df(a)—D(Df)(a)(h+x)| +||—Df(a+x)+Df(a)+D(Df)(a)(x)| <
< 2l x4+ 1l < e (Il -+ ) < e (linl+ k1),

donde se ha utilizado la desigualdad.l En consecuencia,

90~ @(0) | < Ikl (IInf + 1kl ) < & (IInl+ kI

Hemos probado que

2

[f(a+htk)— f(atk) - f(ath)+ f(a) - DO @M < eI +]K]) "
De la simetria de la funcion
(h,k) — f(a+h+k)—f(a+h)—f(a+k)+ f(a)
y de la propiedad triangular se deduce
ID(DF) (@) (h) (k) — D(DF)(@) (K)(h) | < 2¢(][h[| + [[K])?

Sean ahoray, x> € RN vectores no nulos (en otro caso la igualdad del enunciado es inmedia-
ta); se tiene para cualquier- 0 que

ID?f () (xa, %2) — D*f (&) (X2, x0) |
(Il + el )
|ID?f (@) (txq,txz) — D2f (@) (txa,txa)||
(Il + o]}
ID(Df)(@)(tx1)(tx2) — D(DF)(@) (txe) (tx) |
()
y por tanto, tomandb> 0 de manera que 4@ ||txy ]|, [[tX2]| < §, concluimos que
ID?f () (x1,%2) — D*f(a) (2, xa) |
(Il + el )

de donde se deduce el enunciado dada la arbitrariedad de .

)

< 2¢
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5.5. Formula de Taylor.

Definicion 5.7 (Polinomio de Taylor de orden dos).Sea A c RN vy
f : A— RM una funcion dos veces derivable en un puaoA. La funcionP : RN — RM
definida por

P(x) = f(a)+df(a)(x—a) +%d2f(a)(x—a)

se denomingolinomio de Taylor de orden 2 de f endonde hemos escritbf(a) en lugar
deDf(a)y

d?f(a)(x) = Df2(a)(x,x), ¥xe RN,

Teorema 5.8 (Férmula infinitesimal del resto).Sean Ac RNy f: A — RM un campo
vectorial dos veces derivable en un punte & . Entonces se verifica

i F00—Po(x)

=0.
x~a |x—all?

Demostracion:
Por hipotesis, dade > 0, elegimosd > 0 verificando

XeA
(5.5.1) Ix—al]| <0 =< f esderivable erx
IDf(x) —Df(a) - D(Df)(a)(x—a)|| < e[x—al|

La funciong: B(a,8) — RM definida por
g(x) = f(x)— f(a)—df(a)(x—a) — %dzf(a)(x— a), VxeB(ad)
es derivable con
Dg(x) = Df(x) —Df(a) — D?f(a)(x—a), V¥xe B(a,d).
En efecto, la nica parte que merece ser comentada es la derivacion de la @rfbn— RV

definida por

Q(X) = %dzf(a)(x—a) = %sz(a)(x—a,x—a), vx € RN.

De la derivacion de una aplicacion bilineal y de la regla de la cadena deducim@3 egie
derivable erx € RN con

DO(X)(2) = %(sz(a)(x—a,z) +D?f(@)(zx-a)). vze BN

Finalmente el Teorema de Schwarz (Teorénth garantiza que

DQ(x) = D(Df)(a)(x— a).
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Sea ahora € RN con 0< ||x—a|| < 8. Se tiene quéa, x] C B(a, §) y la funciéng es continua
en[a, x| y derivable erja, x[. Aplicando el Teorema del valor medio al campo vectagiah
el segmentda, x| obtenemos que

19(x) —g(a)[| < [Ix—all SUP{HDf(Z) —Df(a) -D(Df)(a)(z—a)||: ZE]avx[} <

< IIx-a| sup{ellz—al : z€Jax(} = elx— a2,

donde se ha utilizadd.5.1 Por otra parte, por ser

b

l9(x) —g(@)[l = [|f(x) - (f(a) +df(a)(x—a) + %dzf(a)(x—a))

hemos concluido la demostracion. .

Teorema 5.9 (Férmula de Taylor con resto de Lagrange para campos esc.$ean A RN
y ax € A con a# X, tales que el segmenta, x| esta incluido en A. Si fA — R es una
funcion de clas& en[a,x] y dos veces derivable éa x|, entonces existee]a, x| tal que

f(x) = f(a)+df(a)(x—a) +%d2f(c)(x—a).

Demostracion:
La demostracion de este resultado consiste en aplicar la Férmula de Taylor clasica a la
funcién auxiliaro : [0,1] — R definida por
o(t) = f(a+t(x—a)).

La regla de la cadena asegura gues de clas&? en|[0,1] y dos veces derivable €0, 1]
con
o'(t) =df(a+t(x—a))(x—a), Vvtel01].

Usando la Not&.5, obtenemos
o’(t) = d2f (a+t(x—a)) (x—a), Vte[0,1].
Asi, la funciobno cumple las hipotesis de la Férmula de Taylor y, por tanto, ekjst¢0, 1]
tal que
o(1)=0(0)+0'(0)+ %c”(to),
es decir, .
f(x)=f(a)+df(a)(x—a)+ édzf(a+to(x—a))(x—a).

Teorema 5.10 (Férmula de Taylor).Sean A- RN y a x € A con a x, tales que el segmento
[a,X] esté incluido en A. Si fA — RM es un campo vectorial de clagé' en[a,x] y dos
veces derivable eJa, x|, entonces

100~ f(@) ~df(a)(x—a)]| < 5 al?sup{|ID*F ()| : zJax(}.
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Demostracion:
Si el conjunto

{||D2f(z)]| :ze]a,x[}

no esta mayorado, no hay nada que probar. En otro caso, sea

K:= sup{||D2f(z)|| :z€]a, x[}.

La prueba de este teorema consiste en aplicar la Propositi®ma las funciones
6:[0,1] — RMyg:[0,1] — R definidas por

o(t) = f<a+t(x—a)> +(1-t)Df (a+t(x—a))(x—a)

olt) = K Jx—al2(1-t)2

o y g son continuas efd, 1] y derivables en0, 1] con

o'(t) = Df (a+t(x—a))(x—a) _Df (a+t(x-a))(x—a)+

+(1—1)D?f (a+t(x—a)>(x—a,x—a) =

= (1-t)D?f (a+t(x—a))(><—a,><—a)

g(t) =K|x—a|*(1-1).
En consecuencia,
o' ®)|| <dt), vtelo].
Por tanto,
lo(1) —o(0)[ <9(1) —9(0),
es decir,
1f(x)—f(a) —df(a)(x—a)|| < %HX—aH2 K.

En vista de las reglas de derivacién (Seccion 5.4, apartado vi)), para conocer la derivada
segunda de un campo vectorial, es suficiente conocer las derivadas segundas de los campos
escalares componentes. Por esta razon nos limitamos al estudio de la derivada segunda de
campos escalares.
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5.6. Campos escalares.

Definicion 5.11 (Derivadas parciales segundas. Matriz hessiana)Sean
AcCRN, ac Ay f un campo escalar eA. Seaj € {1,...,N} y Al C A el conjunto de
puntos dondd tiene derivada parcial respecto de la variapksima. Si € {1,...,N} y el

campo escalab;f en Al tiene derivada parcial respecto de la variabésima en el punto

a, entonces se dice quetienederivada parcial segundé de segundo orden) respecto de
2

amam

las variablesj e i en el puntoa. En tal caso notaremdsy; ;,f(a) o bien (a) a esta

2f
derivada parcial de segundo orden. En caso de gug escribiremos simplemen%)?(a) .

SiAl) ¢ Aes el conjunto de puntos dondéiene derivada parcial segunda respecto de las
variablesj ei, entonces el campo escalar&h!) definido por
X — D(H)f(X)

esla aplicacion derivada parcial segundde f respecto de las variablgse i y se nota por
2
8max{
Se dice que el campo escalatiene matriz hessiana en el puraasi f admite cualquier
derivada parcial de segundo ordereeizn tal caso se define taatriz hessianae f ena por

D(l’l)f(a) e D(N71)f(a)
Hf(a): .......................... = (D(i’j)f(a)>l<i j<N.

D,j)f 0 tambien

Si C es el conjunto de puntos dedondef tiene matriz hessiana, entonces la aplicacion de
C en.#nxn(R) (= RV) dada por
X Hi(X)

esla aplicacion matriz hessiande f y se nota poH;.

El siguiente resultado es una caracterizacién de la existencia de derivada segunda para
campos escalares en funcion del gradiente. Recoge también que si un campo escalar tiene
derivada segunda, entonces las derivadas parciales segundas cruzadas son iguales.

Teorema 5.12.Sean AC RN, ac Ay f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

I) f esdos veces derivable en a.
i) f es derivable en un entorno de ay el gradiente de f es derivable en a.
En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que
D*f(a)(e. &) =Dgijyf(a) (1<i,j<N).
En consecuencia, la matrizsih) es simétrica y se verifica
D?f(a)(x,y) = xHs(@)y!, Wx,yeRN.

Ademas
f € €%(a) & Of € €X(a).
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Demostracion:

i) = i)

SeaU un entorno abierto da incluido enA tal que f es derivable etd. Para cadg <
{1,...,n} existeD;f enU y

Djf(x) =Df(x)(ej), ¥xeU,
y en consecuencia,
Djf =EjoDf

dondeE; es el funcional de evaluacion e esto es, la aplicacion lineal d&(RN,R) enRR
definida por
Ej(T)=T(e)).

Laregla de la cadena garantiza ahoralQuées derivable en, y en el caso de quec €?(a)
se tiene quiDjf € ¥(a). Ademas las derivadas parciales segunda$ de a se pueden
calcular de la siguiente manera:

Dii,j) f(a) = Di(Djf)(a) = Di(Ejo Df)(a) =

D(EjoDf)(a)(@) = (EjoD(Df)(@)) (&) = E; (D(DT)(@)(a) ) =

=D(Df)(a)(a)(ej) = D*f(a) (e &),

para cualquier € {1,..,N}. El Teorema de Schwarz garantiza qd&f (a) es simétrica, por
tantoH¢ (a) también.

i) =)
SeaU un entorno abierto daincluido enAtal quef es derivable elJ. Se tiene que

Df(X)(y) = (Df(x) | y), ¥xeU, VyeRN
Si notamos pov a la identificacion usual d&N con.Z (RN, R) dada por

O(X)(y) = (x]y), ¥xyeRN,

entoncedDf = ¢ o If.

Comolf es derivable eay ¢ es lineal, laregla de la cadena asegural@ties derivable
ena, esto esf es dos veces derivable eny en el caso de quEf € ¥'(a) se tiene que
Df € ¥'(a), esto esf € €2(a). .

El resultado anterior junto con el teorema de caracterizacion de los campos escalares de
clase®* (Teorema3.21) prueban el siguiente resultado:

Corolario 5.13. Sean A- RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) f esdos veces derivable en A.
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i) Of es derivable en A.

Ademas,
f e €(A) < Hf e €(A).

A pesar de que el Teorema anterior afirma que es dos veces derivable anlas deri-
vadas parciales cruzadas coinciden, hay ejemplos sencillos de campos escalares donde esto
no ocurre. Incluimos uno de ellos:

Ejemplo 5.14. Consideremos el campo escalafRndado por

xy¢—y?) .
f<x7y) = Tyz SI (va) 7& (070)1 f(0,0) =0.
Se tiene que
D1f(0,0)=0
Xy +4ax3y3 —yo
le(X, y) = (X2+y2)2 S (X7 y) 7& (07 O)
por tanto,
_ o Dif(0y)—Dif(0,0) . -y
D(2J_)f<0,0) —)I/li}n() y _)I/[nOF =-1
X2 — A3y —xyt
D,f(0,0) =0, Dxf(xy) = 1 y7)? si (x,y) # (0,0),
de donde
. Daf(x,00—Dof(0,00 . Xx°
D12 f(0,0) = lim =lim —-=1
X—0 X X—0 X

Laregla de la cadena para las derivadas parciales segundas se deduce a partir de la formula
obtenida en la regla de la cadena para la diferencial segunda, si bien conviene codificar que
se obtiene simplemente derivando parcialmente en la expresion obtenida para las derivadas
parciales primeras.

Ejemplo 5.15 (Laplaciano en polares).Seaz = z(x,y) un campo escalar éR? dos veces
derivable. Si cambiamos a coordenadas polares, esto es, hacemos

X=pcosy, y=psen’

y notamos
wW(p, ) = z(p cosd, p sens),

entonces derivando parcialmente en las expresiones

ow 0z dz
%(p, ¥) = &(p cosy, p sem) cosy + 8_y(p cos®, p send) send
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aw dz dz
%(p, v) = a_x(p cost, p send)(—p send) + 8_y(p cosy, p send)p cosy
obtenemos
&V—i a—W —i a—Zcosﬁ+a—sem§l
op2  adp\dp) dp\ox oy

d (dz dz d d [0z dz d
%(a) G leomo) s 5 (5 ) sen+ 5% o)

0
0%z 0%z 0%z
(— cost + sen&) cosy +0+ <— cosY + — sern9) send +0=
v+

X2 %0 2
0%z 2z
52 ¢ cos 3 ser?19+25enz9cosﬁaya ,
2w

0%z 922 57
(W(—psenﬂ) Syox (pcosﬁ)) cost + 5 (-

0°z 0%z 0z
(m(—psenﬁ) 3 2(pcosﬁl)> sem?+® cosy

0%z 0%z 0z
(8x—8y(_p send) + 8_y2(p cosﬁ)) (pcosy) + 8_y(_p seny) =
0z 0z 9%z 0%z 0%z
—p (a—cosﬁJr aysenﬁ) +p (a Sserf v+ - Fv coszﬁ—zm
En consecuencia, el laplacianozjelefinido por

send cosﬂ) .

Az=D(1,1)Z+ D222
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se expresa en coordenadas polares de la siguiente manera

d°w 1 d’w 10w
Az(p cost, p seny) = 8_;)2(p’l9) +?a—192(P,19) +E%(Pﬂ9)~

5.7. Referencias recomendadas.
[ ]
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5.8. Resumen del resultados del Tema 5

Aplicaciones bilineales

Se verifica queZ (RN, Z(R,RP)) = Z?(RN x RM RP)) (conjunto de aplicaciones bili-
neales d®N x RM enRP). La identificacion viene dada por

T—®, donde ®(xy)=TX(y) (xeRNyeRM).

La expresion de la norma inducida por esta identificacion en el espacio de las aplicaciones
bilineales es

1]l = max{(|e(x,y)| : xe RN,y e RM,||x|| = 1,|ly|| = 1} =

=max{||®(xy)|: xe R,y e RM,[|x|| < 1,[)yl| < 1}.

CuandoP =1y N = M, las aplicaciones bilineales d&N x RN enR se identifican con
AInxN(R); si A€ zinxn(R), la forma bilineal asociad@a viene dada por

Da(xy) = (XA |y) =xAy'  (x,yeRY).
Ademas®d, es simétrica si, y solo sh es simétrica, en cuyo caso

Da(X,Y) = XAY.

Campos vectoriale® veces derivables.
SearAC RN, f : A— RM y seaA; C A el conjunto de puntos dondees derivable. Se dice
quef es dos veces derivable are A; sila funcionDf : A; — 2 (RN, RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacion

D(Df)(a) e Z(RN, Z(RN,RM)) = £?(RN x RN, RM)

se denomina la derivada segundafdenay se notaD?f (a).
SIACRY f:A— RM es un campo vectorial 2 veces derivable en un pantoA,
entonces

D?f(a)(1,1) = f"(a),

Propiedades de la derivada segunda y de las funcion2seces derivables.

i) Linealidad. SeanAc RN, ac Ay f,g: A— RM funciones 2 veces derivables ay
seal € R. Entoncesf +gy A f son 2 veces derivables arcon

D?(f +g)(a) = D*f(a) + D?g(a), D?*(Af)(a) = AD?*f(a).

Ademas, sif,g € €?(a), entonced + g€ ¢%(a) y A f € €2(a).
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i) Regla de lacadenaSearAC RN.BCRM, f:A— RMtalquef(A)cByg:B—
RP. Supongamos qué es 2 veces derivable enc Ay queg es 2 veces derivable en
f(a). Entonces la composicidn= go f es 2 veces derivable enAdemas se tiene que

D?h(a) (x1,X%2) =

= D?g(f(a)) (Df (a)(x), Df () (x2) ) +Dg( f(a)) (D?F(a) . %2)
para cualesquiena, xo € RN,
En el caso particular de queC R se obtiene

(9o 1)"(@) = D%(f(a)) ('(2), f'()) + Dol (2)(F"(a).

iii) Caracter local de la derivada segundaSearA c RN, ac Ay f : A— RM un campo
vectorial. Entonce$ es 2 veces derivable ersi, y sélo si, existe algun entorbC A
deatal quefy es 2 veces derivable enen cuyo caso las derivadas segundaa ée
ambas funciones coinciden.

iv) Derivacion de la funcién inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos d@N y f un
homeomorfismo dé sobreB. Si f es 2 veces derivable en(resp. de clas&* ena)
para algurac Ay Df(a) € Iso (RN), entonced ! es 2 veces derivable difa) (resp.
de claseg? enf(a)).

vi) Reduccion a campos escalareSeanA c RNy f : A — RM un campo vectorial.
Sif =(fq,..., fm), entonced es 2 veces derivable enc A si, y sdlo si, cadd; es 2
veces derivable eaparai = 1,...,M, en cuyo caso

D2f(a) = <D2f1(a),...,D2fM(a))

Por tanto, una campo vectorial es de clase 2 en un punto cuando todas sus componentes
lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de clase 2 y su diferencial segunda es nula. Toda aplicacion
bilineal T : RN x RM — RP es de clas&? con derivada segunda €n,b) € RN x RM
definida por

D2T (aa b) ((bel)a (X27y2)) = T(XlayZ) + T(XZ,)/]_), V(X]_,y]_), (X27y2) € RN X RM?

La aplicacion inversiod : Iso (RN) — Z(RN) es de clas&™.

Teorema de Schwarz para la derivada segunda.
Sea AC RN, f: A— RM un campo vectorial. Supongamos que 2esces derivable en
un punto ac A. Entonces la aplicacion bilineal 47 (a) es simétrica, esto es,

D?f(a)(x,y) = D?f(a)(y,x)
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para cualesquieray € RN,

Polinomio de Taylor de orden2.
SeaAc RNy f : A— RM una funcién. Supongamos qgfies 2 veces derivable en un punto
ac A, entonces la funcioR, : RN — RM definida por

P(x) = f(a)+df(a)(x—a) +%d2f(a)(x—a)

se llama polinomio de Taylor de orden 2 tiena. El polinomio de Taylor de orden 2 de una
funcion en un punta verifica

P(a) = f(a), DPy(a) =Df(a), D’Py(a) =D*f(a).

Formula infinitesimal del resto.
Sea Ac RNy f: A— RM un campo vectorial. Supongamos que Regces derivable en
un punto ac A, entonces se verifica

i F0 =P

=0.
x=a |x—alf?

Formula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares
Sean Ac RN y a,x € A con a# x, tales que el segmenfa,x] esta incluido en A. Si f
A — R es una funcion de clasé! en|a, x| y dos veces derivable éa x|, entonces existe
c €la, x| tal que

f(x) = f(a)+df(a)(x—a)+%d2f(c)(x—a).

Foérmula de Taylor.
Sean Ac RN y ax € A con a# x, tales que el segmenta,x] esta incluido en A. Si f
A — RM es un campo vectorial de clagg! en[a,x] y dos veces derivable da,x],
entonces

1f(x) — f(a) —df(a)(x—a)| < %Hx—anzsur{nsz(zn zefax(}.

RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES

Derivadas parciales sucesivas. Matriz hessiana.
SeanA C RN, ac Ay f un campo escalar ei. Seaj € {1,...,N} y Al C A el conjunto
de puntos donde esta definiBa(f). Sii € {1,...,N} y el campo escaldD;f enAl tiene
derivada parcial respecto de la variablésima en el punta, entonces se dice quetiene
derivada parcial segunda (o de segundo orden) respecto de las vajiahles el puntoa.
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2
aXi3Xj

En tal caso notaremds;; ;, f(a) o bien (a) a ésta derivada parcial de segundo orden.

. Qs . 92 f L
En caso de que= j escribiremos smplemen%(a) . La aplicacién
|

X — D(H)f(X)

definida en el conjunto dondetiene derivas parciales respecto de las variaples, es la

aplicacion derivada parcial segunda fdeespecto de estas variables y se notalper f 6
2f /
también———.
9% IX;
Se dice que el campo escalatiene matriz hessiana en el puraasi f admite cualquier
derivada parcial de segundo ordereeikn tal caso se define la matriz hessiand @aa por

Hi(@) = [.......................... = (D(i,j)f(a)>1§i7j§|\|'

Si C es el conjunto de puntos dedondef tiene matriz hessiana, entonces la aplicacion de
Cen.Zuxn(R)(= RNZ) dada por
X— Hs (X)

es la aplicacion matriz hessiana flg se nota poH;.
El Teorema de Schwarz afirma quefss dos veces derivable anla matriz hessiana es
simétrica.

Caracterizacion de campos escalaredveces derivables.
Sean AC RN, ac Ay f un campo escalar en A. Entonces f2egeces derivable en a si, y
sélo si, f es derivable en un entorno de a y gradiente de f es derivable en a.

En el caso de que f sea dos veces diferenciable en a, se tiene que

D*f(a)(xy) =xHr(a)y!, vxyeRN,

equivalentemente,
Dgi.j)f(a) =D?f(a)(e,g) (1<i,j<N).

Caracterizacion de campos escalarezveces derivables en términos del vector gra-
diente.
Sean A- RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

I) f esdos veces derivable en A.
i) Of es derivable en A.

Ademas,
f € €%(A) < Hf e €(A).
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5.9. Ejercicios del Tema5

5.1 Seaf : R?2 — R la funcion definida por:
arctanx) sery — xy
f(xy) = [::(2)_1_ V2

Probar quef es de clas&! enR?. CalcularD(; ) f(0,0) y D1, f(0,0). ¢Esf dos
veces derivable e(D,0)?

si (x,y) #(0,0), f(0,0)=0.

5.2 Seap un ndmero real yf : RN\ {0} — R una funcién dos veces derivable y homogé-
nea de grad@. Probar que

DZf(x)(x,x) = p(p—1)f(x), vxeRN\{0}.

Probar también que las derivadas parciales de primer @deson funciones homo-
géneas de gradp— 1 y deducir, cuand@ = 1 que el determinante Hessiano fles

nulo en todo punto.

Indicacion: El Teorema de Euler y la relacion entre diferencial y derivada direccional
permiten comprobar la férmula para la derivada segunda. Directamente, la definicion
de las derivadas parciales permite comprobar que son fundipre$)-homogéneas.

Por ultimo, expresar el Teorema de Euler en términos de las derivadas parciales. Deri-
vando en esta expresion de nuevo parcialmente, se puede comprobasphpie un
sistema de ecuaciones lineales matriz de coeficientes la matriz hessiana tiene solucion
no trivial, de donde se concluye la condicion sobre el determinante del hessiano.

5.3 Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de las siguientes funciones en el punto que

se indica:
f(x,y) =senx>+3xy) en (0,0),
__arctar{xy)
9(xy) =7 +X2 Nz N (0,0)
h(x,y) = log(x*+y?) en (1,1).

5.4 Utilizar la formula infinitesimal del resto para probar que

i exsery—(lery):
(%y)—(0,0) X2 +y?

5.5 SeaA c RN un abierto conexo ¥ : A— RM una funcion dos veces derivable tal que
D?f es constante. Probar que existeh ¢ RMT ¢ ZRV,RM) vy
Sec Z2(RN,RM) tales que

f(x) =b+T(X)+S(x,x), VxeA.
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5.6 SeaT una isometria lineal déRN, | - ||2) en si mismo yf un campo escalar de clase
%2 en un abiertd deRN. Justificar que:

A(foT)(x)=AF(T(x), WxeT Q)

_Nazf

dondeAf(x) := i:la—Xiz(x).

Indicacion: a) Pruébese quUE conserva el producto escalar; para ello basta desarrollar
[x+y]3 con el fin de expresar el producto escalar en funcién de la norma euclidea.

b) Calcular las derivadas parciales que aparecen en le definicion del operador laplaciano
(8) (regla de la cadena para las derivadas parciales segundas). Traducir a) en términos
de la matriz asociada®para obtener el enunciado.

5.7 Obtener las funciones: R* — R de claseg™ tales que:
A(fol-[l2)(x) =0, vxeRM\{0}.

Indicacion: Calcular las derivadas parciales de segundo orden que intervienen en el
laplaciano y resolver la ecuacion diferencial en la que se traduce la hipotesis.
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5.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 5

5.1 Es inmediato qu®; f (0,0) = D, f(0,0) = 0. Por comodidad de notacion definimos

g(x,y) := arctar{x)ser{y) —xy, ¥x,y € R.

Derivabilidad de f:
Es claro que

g(x,y) = (arctarfx) — x) sery + x(sery) —y),
por tanto,

gey)| _ Jarctari —x _Jsen| 4 [serty) -yl
(e+y?)¥2 T KEY pe4y)r @4y XY T

. larctarix) —x| |sery| |serly) —Y|
N S 1yl y2
Es claro que el limite de la funcion anterior es cero, ya que

im arctar{x) — x 00— lim seny) -y
X—0 X2 y—0 Y2
9(x.Y)|

Para comprobar que el limite ¢6,0) de la funcion vale cero, también

(x2 +y2)3/2
puede usarse la formula infinitesimal del resto. En tal caso basta tener en cuenta que el
polinomio de Taylor de orden 3 dgeen el punto(0,0) es nulo y que el denominador

no es mas qué(x,y)|3.
Continuidad de las derivadas parciales:

Las derivadas parciales fuera del origen son:

D19(x,y) 2x a(x,y)
D1 f(X,y) = -
Dof (x.y) = Dag(xy) 2% g(x.y)
’ X2 +y? (x2+y2) 1/2 (x2 +y2)3/2

Queremos probar que ambas tienden a cero. Es inmediato de lo ya demostrado que los
segundos sumandos tienden a cero. Probaremos que igual le ocurre a los primeros.

En efecto, por ser

1
D1g(x,y) = T2 sern(y) -,

Dag(xy)| _ 1 [sery) —y—x%y| _
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1 lserty)—yl , %y
_1+x2< y2 e >—)O'
Por otra parte,

D2g(x,y) = arctar{x) cogy) — X,
por tanto,

D2g(x,Y)] < |(arctar(x) —x) cosy| | [x (cosy) —1)] _
X2 1y X2 1 y2 X2 1 y2 =
 llarctart) - cosf , x(eoty) = 1)| _
X y
Como es claro qué € €*(R?\{(0,0)}), acabamos de probar qgfiec ¢*(R?).

Célculo de las derivadas parciales segundas en el origen:

D1f(0,y) —D1f(0,0) _ serly) —y . -1

y y3 ? =. D(Z,l) f (0, O)
D, f(x,0)—D,f(0,0) arctar{x) —x -1

Al no ser iguales las derivadas parciales segundas cruzadas, el Teofeftaadife-
rencial segunda es simétrica, por tanto la matriz hessiana tambféassdos veces
derivable) nos permite concluir gdieno es dos veces derivable )0).

5.2 El Teorema de Euler nos asegura que :

Df(x)(x) = pf(x), VvxeRN\{0}.

Dado un vector no nulg deRN, definimos la funcién

g(t) = f(tx) (t>0),

y usando la regla de la cadena para la diferencial segunda en el caso de que la primera
funcion funcion sea de variable real, se obtiene que

g’ (t) = D?f(tX)(X,X).
Teniendo en cuenta qugt) = tPf(x), se tiene también que
g'(t) = p(p— VP2 (x)
y basta evaluar en 1.

Para comprobar que las derivadas parciales de primer orden son homogéneas de grado
p— 1 se puede usar la definicion de derivada parcial y, por supuesto, la homogeneidad
de f. En vista de la igualdad, para<li < N,x ¢ RN\ {0}, t € R*,s> 0

t t
f(sx+tg)— f(sX —spf (x+§ei> —f(x) _Splf(x+ gei) —f(x)
t a t - i

S
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tomando limitelt — 0) se obtiene
Dif(sx) = s~ 1D; f(x),

esto esD; f es homogénea de grago- 1.

La homogeneidad de las derivadas parciales de primer orden se puede obtener también
del teorema de Euler, ya que

pf(x) =Df(x¥)(x) = (OF(x) [ x) =

J

XjDj f(x).

M=

Derivando respecto deg (i = 1,...,N), obtenemos

pD; f (x) = D; f(x) + %XjDi(Dj f)(x)
=1

y al serf dos veces derivable, las derivadas parciales segundas cruzadas son igualesy,
por tanto,

N

(5.10.1) (p—1)Dif(x) = _leij(Di f)(x) = D(Di f)(X)(X)
i=

lo que nos asegura, en virtud del Teorema de Euler, que las derivadas parciales primeras
son homogéneas de grape- 1.
Si p= 1, como, parx € RN\ {0} se tiene

(Dl(le)(x) DN(le)(x))
Hi(X) = ,
Dl(DNf)(X) DN<DNf)(X)

y la expresiorb.10.1nos asegura que el sistema de ecuaciones lineales con matriz de
coeficiente$d s (x) tiene una solucion no trivial, por see# 0, por tanto, el determinante
del hessiano dé enx es nulo.

También puede usarse el Probletnd Como hemos probado qigf es 0-homogénea
(p=1), sabemos que

D(D;i f)(x)(x) =0, ¥xeRN\{0}.

Es decir,

N
0=<0(Dif)(x),x>= Y Dgjjf(x)xj, Vxe RMN\{0},Vi € {1,...,N},
=1

esto es,
Hi(x)x =0, VvxeRN\{0}.

Por tanto, deH¢ (x) = 0, para todo vector no nubode RN,
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Otra forma de obtener la condicion sobre la diferencial segunda:

Llamamosg = Df, con lo que, por sef dos veces derivable &N\ {0} tenemos
g:RM\{0} — Z®RN,R), Dg:RV\{0} — RN, RN, R))=.2%RN,R),

y se tiene para ¢ RN\ {0}

Dy(a)(x) = lim g(a+t>? —9(a)

y como la evaluacion en un punto es una funcién continua en el espacio de operadores,

tenemos

Dg(a)(x.x) = lim g(a+tx) 0? —g@X)
por tanto,
(510.2) Dg(X) (x,x) = lim IXFEHH =X X

t—0 t

En cada puntog es lineal, por ser la diferencial de luego usando el Teorema de
Euler, obtenemos la cadena de igualdades

g(X+tx)((1+1)X)
QX+t —g(x) 14t 9WX
t t
pf((1+t)x) B
i P () ~ oo LY 11

t t ’
tomando limite en cero, y usando la igualdad0.2concluimos que

Dg(x)(x,x) = p(p—1) f(x).

5.3 Para calcular las derivadas sucesivas en los puntos en cuestion se puede derivar y susti-
tuir 6 utilizar la definicion de derivada parcial. Derivando con respecto a ambas varia-
bles se obtiene

D1f(x,y) = (2x+3y) cox*+3xy), Da2f (x,y) = 3x cogx*+3xy),

por tanto
D11 f(X,Y) = 2cogx? + 3xy) — (2x+ 3y)? ser(x*+ 3xy),

D(1.2)f (X, y) = 3cogx? + 3xy) — (3x)(2x+ 3y) ser(x? + 3xy),
D22 f(X.y) = —9xser(x* + 3xy).

H¢(0,0) = <§ 8>,

Evaluando erf0,0) se tiene
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por tanto,

Po(x,y) = £(0,0) + (OF(0,0)|(x.y)) + = (% y)Hs (0.0) (;) =

2
= X2+ 3xy
Ahora calculamos las derivadas parcialegde
1 .
Dyg(x.y) = Yarap — 2xarctarixy) Dagiy) = XTrey — yarctarixy)
5 (1+X2—|—y2)2 ) s (1+X2+y2)2 ’

Evaluando en 0, se tieri g(0,0) = D2g(0,0) = 0. Para calcular las derivadas parcia-
les de segundo orde usamos la definicion

Dlg(ta O) - Dlg(07 0)

D(11)9(0,0) = t'[% n =0,
T Dlg(07t> - Dlg(O, O) _

D(129(0,0) =lim : =1,
T DZQ(Oat) — D29<0a O) _

D(22)9(0,0) =lim n =0.

El Hessiano dg en(0,0) es

Hg0.0 = (3 g).

y el polinomio de Taylor de orden 2
1 X
Q2(xY) = 9(0,0) + (Dg(0,0)[(x.¥)) + 5(%,¥)Hg(0,0) (y) =Xy

Hacemos los célculos pahaPrimero evaluamos la funcidh(1,1) = log 2.

2X 2y
D1h(x,y) = m, Doh(x,y) = m
Por tantolJh(1,1) = (1,1).
Dih(1+t,1) — Dy(1,1 A 1
D(l.l)h(17 1) — lim 1 ( +1, )_ 1( ) ) — lim (1+t)2+1 0
’ t—0 t t—0 t
2
_ —= -1
Dyh(L,1) = lim 2TV ZDULD) e GRZA Ty

t—0 t t—0 t
Comoh(x,y) = h(y,X), entonce® , » h(1,1) =Dy 1)h(1,1) = 0, asi la matriz hessiana

en(1,1) es
Hh(1,1) = (_01 _01>
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y el polinomio de Taylor de orden 2

Ro(x,y) =h(1,1)+ (Oh(1,1)|(x—1,y—1)) + %(x— 1,y—1)Hn(1,1) (?: D =

=log2+ (x—1)+(y—1)— (x—1)(y—1).

5.4 Sabemos que
xy)—©0)  [[(xy)]?

siendoP, el polinomio de Taylor de orden 2 deen(0,0) y

f (X, y) — exsery.

=0,

Basta pues calcular las derivadas parciales de orden menor o igual que 2 y evaluarlas
en(0,0). Se tiene que

D1f(x,y) =sery &€V, D,f(xy) = x cosy &5€,
D f(xy) = €S8V serfy, Dy f(xy) = €SEY cosy(1+xsery),
D22 f(x,y) = x &€V (—seny+xcogy),

Evaluando en(0,0) la funcion y las derivadas parciales de orden menor o igual que
dos, se obtienen los siguientes valores

f1D1|D2 | Dy [Daz | Deyg
0|0 0 1 0

Por tanto,
Po(X,y) = 1+ Xy.
El enunciado es entonces consecuencia del TeoseBna

5.5 Por hipotesis, sabemos qlFf es constante eA, la llamamosB, por tantoB
Z2(RN, RM). Fijamos un elementa c A, llamamos. = Df(a) y definimos el campo
vectorial enA dado por

1
g(x) = f(x) (f(a) L(x—a) +§B(x—a,x—a)> (xe A)
que toma valores eRM. Comof es diferenciable. lineal y B bilineal, entonces es

diferenciable er\. Ademas, derivando y usando oBie= D?f (a) es simétrica (Teorema
de Schwarz) tenemos

Dg(x) =Df(x)—L—B(x—a) (xe€A)
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ComoDg es derivable, usando que el segundo sumando es constante y el Ultimo es
afin, tenemos
D?g(x) = D?f(x) =B =0.

En vista de qué\ es abierto y conexo, el Corolado8 nos asegura queg es constante

y, por serDg(a) = 0, sabemos qu®g es idénticamente cero. Aplicando de nuevo
el Corolario4.8 obtenemos qug es constante y basta evaluar@para terminar el
problema. Obtenemos entonces que se verifica el enunciado para

b= f(a)— Df(a)(a)+%D2f(a)(a,a),
T(x) = Df(a)(x) - D*f(a)(a,%),
S(x) = 2D2F(@)(x.X),

se obtiene el enunciado.

5.6 Como para cualesquieray € RN se tiene que

Ix+yl5= (x+y | x+y) = X3+ IVlZ+2(x] ),

si T es un operador lineal que conserva la norma, también conserva el producto escalar,

es decir,

(TX) [ T(Y) = (x]y), vxyeRN (%)
Si escribimosT = (Ty,...,T ) yj = Tj(x), la regla de la cadena para las derivadas
parciales nos dapara=1,...,N

a(f oT N of 8TJ

0% Z 8_ 8x. %
Si{ey,...,en} esla base candnica &', se tiene que
T

5% ¥ =DiTi(¥ =DTj(x)(e) =Tj(e),

donde se ha utilizado quig es lineal.
Derivando otra vez se tiene

%(foT), . 9°f dTk
EX: (x) = ,Zlkzlaykayj (T( ))8_xi( )Ti(e)
es decir, , N )
0°(foT) = 92f
axlz (X) = jzl kzl Yy (T(X)Tk(&)Tj(&),
y por tanto,
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N N
(5.10.3) = Z Z aykay, ZTk )Ti(e

Hemos probado antes qiieconserva el producto escalar, luego

(T(ex) | T(ey)) = (e | &) = &j,

esto es, sM es la matriz asociadal la igualdad anterior nos dice que el producto de
la fila k-ésima deM' por la columnaj-ésima deM eséy;, luego

MM =1 = MM!=]I.

Traduciendo de nuevo esta ultima condicion tenemos
ZTk )Ti(a) = ((Tk(er),- .., Tk(en))|(Tj(en), ..., Tj(en))) = &;-

Sustituyendo eh.10.3tenemos

NazfoT N 92f

Zl e = Ela—yjz(Tx).

Otra demostracion alternativa usando la regla de la cadena para la derivada segunda:
D?(foT)(X)(u,V) =

D2f (T (x)) (DT (x)(u),DT (x)(V)) + D (x) (DT (x)(u,V)) =
D?f(T (%)) (T (u), T(v)) +0=Df(T(x)(T(u),T(V)),

y en consecuencia
Dy (foT)(X) = D*(foT)(x) (&1, @) = D*f(T(x))(T(&),T(&)) =

T(e)Hi(T(X)T(a)" =& (M'H¢(T(x))M)€,
donde, como ante8 es la matriz asociadaTa esto es

T =MxX.
Asi N
A(foT)(x) = ZID(U)(f oT)(x) = traza(M'H;(T(x))M).

Analogamente

N
AF(T() = 3 Dy f(T(X) = 3 DP(T(0) (61 0) =
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N

.ZaHf(x)e{ = traza(H;(T(x))).

1=
Al serT una isometria, hemos probado que

MM =1.
Finalmente,
A(foT)(X) = traza(MtHf(T(x))M) = traza(H¢(T(x))) = Af(T(x)),
donde se ha utilizado que
A Be Zn«n(R) = traza(AB) = traza(BA).

5.7 Notamos, por comodidad,
9 = f(lIXll2), vxeRM\{0}.
Setiene para=1,...,N

Dig(x) = /(|Ixl2) -

[l
por tanto, ) 2
mmmwzw(wmﬁﬁg+fmwg-7§FL
de donde se deduce que i
(N-1)[x3 _

2% = 1" (i) + ' (Ixl2) =7

(1) + 1 (1) O

X2
Por tanto, las soluciones dg(x) = 0 verifican la ecuacion diferencial

t f’(t)+(N-2)f'(t)=0
Supuesto qué’(t) > 0 para un cierto valor de> 0 se tiene, que la funcion
h(t) = log f'(t)
verificah/(t) = 1‘t—N Integrando, obtenemos
h(t) = (1—N)log(t) +A.

Por tanto,
f/(t) = Bt: N,

para cierta constanty asi, siN = 2, entonces
f(t) = Blog(t) + K,
mientras que 9N > 2, se tiene
f(t) =Ct> N 1K,
dondeC y K son constantes arbitrarias.






Tema 6

Derivadas sucesivas.

Sabemos que la derivada de una funcién es una aplicacion lineal, la derivada segunda es
bilineal y ocurre que la derivadaésima es una aplicacidalineal. Antes de nada, presenta-
remos la notacion que usaremos para estas aplicaciones.

Definicion 6.1. Sik es un natural, notaremos por

KRN RM) = ZKRNx Kk xRN RM)
al conjunto de las aplicaciones &8 x .kK. xRN enRM que sork-lineales, esto es, lineales
en cada variable. Este conjunto es un espacio vectorial definiendo las operaciones de forma
puntual y es facil probar que se puede identificar

$m+n(RN,RM) Efm(RN,X”(RN,RM))
de la siguiente forma natural

T (Xt Xmin) = T (Xts- o Xm) (X1 » Xmen) VX452 Xman € RN

En particular, sk > 1, se tiene

LXRN,RM) = 2(RN, < L(RN, RM)).
El espaciaZ¥(RN,RM) se puede normar si definimos

T = max{||T (X1, %, ....%) || : x e RN, x| =1,1<i<k} (Te LXRN RMY).

La norma verifica propiedades analogas a las que aparecen en la Propodicion
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Definicion 6.2 (Funciénk veces derivable).SeaA c RNy f : A— RM una funcion yk un
natural mayor que 1. Se%_; C A el conjunto de puntos dondeesk — 1 veces derivable y
seaD 1f : A1 — LK 1(RN,RM) la aplicacion derivadék — 1)-ésima def. Se dice que

f esk veces derivablena e,&k_l si la funcionDK—1f es derivable en dicho punto, en cuyo
caso a la aplicacion

D(D*1f)(a) ¢ Z(RN, % Y(RN,RM)) = £¥RN,RM)

se llamaderivada k-ésimale f enay se notaDXf(a). A D*f(a) se le asocia la aplicacion
dkf(a) : RN — RM definida por:

d*f (a)(x) := D*f(a)(x,.k.,x), vxeRN.

Se dice qud esk veces derivable en un subconjuida A si esk veces derivable en cada
punto deB.
SeaA, C A el conjunto de puntos d&dondef esk veces derivable. La aplicacion

X — DXf(x)

de A en. (RN, RM) se denomina laplicacion derivada k-ésimde f y se noteDXf.

Se dice quef es declase?® ena, y se notaf € €X(a), si esk veces derivable en un
entorno dey la funciénD¥f es continua er. Se dice quéd es de clas&* en un subconjunto
B C Asi es de clas&* en cada punto dB.

Se dice quef esk veces derivable (resgg*) cuando lo sea en todos los puntos de su
conjunto de definicién (que necesariamente sera abierto). Notam@& oy al conjunto de
las funciones de clasé® en el abiertA.

Finalmente se dice qué es de clas&™ enac A (resp.B C A) si f € €%(a) (resp.

f € €4B)), YkeN.

Si mn € N, entonces la identificacion de los espaciog™"(RN RM)
y ZMRN, #"(RN,RM)) nos permite comprobar (mediante una sencilla induccion)fque
esm+ nveces derivable en un pundasi, y sélo si, es veces derivable en un entorno ag
la funciénD"f esmveces derivable ea, en cuyo caso

D™ f(a) = D™(D"f)(a).

A partir de ahora presentamos para la deridagsima los resultados obtenidos en el tema
anterior para la derivada segunda. Conviene tener presente que el paso de la geriigda
ésima a la derivadieésima es idéntico al paso de la derivada primera a la derivada segunda.

Nota 6.3. SeaA C R, f : A— RM un campo vectorial k > 1. Supongamos qué esk
veces derivable en un punéoe A. Entonces, la relacion entre la derivadafdgla derivada
elemental viene dada por

DXf(a)(ss,....5) =51...&f® (@), Vsi,...,5€R,

equivalentemente
K (a) = d“f (a)(1).
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Sabemos que la diferencial segunda es una aplicacion bilineal simétrica (Ténfma
También es cierto el resultado analogo para la difereketgima:

Teorema 6.4 (Schwarz) Sea A RN, f : A— RM un campo vectorial y k 1. Supongamos
que f es k veces derivable en un punta A. Entonces la aplicacion k-lineal'¥(a) es
simétrica, esto es,

D¥f (@) (X1, -, %) = D*(8) (X5(1)» - -+ Xo(k))
para cualesquiera...,x« € RN y cualquier permutaciow del conjunto{1,...,k}.

Demostracion:

Sabemos que paka= 2 es cierto (Teorem@a 6). Para probar el caso general, basta razonar
por induccion sobr&. Seak > 2 y supongamos cierto el teorema de Schwarz para funciones
k—1 veces derivables en un punto. Sean..,xx € R, por hipotesis de induccién sabemos
que

D2(DX2f)(a) (x1,%2) = D*(DX2f)(a) (x2, x1)

y en consecuencia
DX () (X1, X2, X3, - - -, Xk) = D¥F(@) (X2, X1, X3, - - -, Xk) -

Para probar que si2 i < j <k, entonces
Dkf(a)(xl,...,xi,...,xj,...,xk) = Dkf(a)(xl,...,xj,...,xi,...,xk),
basta tener en cuenta quexssta en un cierto entorno dese verifica
DX (X) (Xay ooy Xis ey Xy ooy Xk) =

DXL (X) (Xay ooy Xy ey Xy ey Xk),  WXEU,
esto es,
D1 = Ejj jy o DM,

dondeE; ;) es la aplicacion lineal eRN que intercambia las componentassima yj-ésima.
Basta usar la regla de la cadena y el hecho de que una permutacion es composicion de tras-
posiciones para terminar la demostracion. .

Definicién 6.5 (Polinomio de Taylor de orderk). SeaA c RNy f : A— RM una funcion.
Supongamos qué esk veces derivable en un puntoe A, entonces la funciéf : RN —
RM definida por

R(X) = f(a) +df(a)(x—a) +%d2f(a)(x—a) +---+k—1!dkf(a)(x—a)

se llamapolinomio de Taylor de ordende f ena.

El Problema6.6 afirma que sif es un polinomio de gradk, entonces, el polinomio
de Taylor de orderk en cualquier punto coincide coh Primero aprenderemos a derivar
polinomios homogéneos.



224 6. Derivadas sucesivas

Lema 6.6.Sea Te .ZK(RN,RM) una aplicacién simétrica. Entonces la aplicacion®PN —
RM definida por:

P(x) := T(x, -I-(-,x), vxe RN,
es derivable. Ademas, para cada®N se tiene
DP(a)(x) =kT(a,k-L,ax), ¥xeRN.

Demostracion:
Fijemosa € RN, entonces, para cadae RN\ {a} se verifica que

P(x) =T(x,.k,x) =T(a+(x—a),.kK,a+(x—a)) =

K k) . .
= ) T(aklax—a.l.,x—a) =
i;)(l

k K ) )
=P(a)+kT(a k-l ax—a)+ ; (i)T(a,‘S..',a,x—a,.!.,x—a),
i=
y por tanto

P(x) - P(a) —kT(ak-Lax—a) & (k)T(a,'.‘.—.i,a,x—a,.i..,x—a)
x—al 2,\i TR

Como paratodoc {2,...,k} se tiene que

IT@'ax—a.l.x=a) <|IT| a"Ix-al

se sigue que
fim T(ak 1 ax—a,.l.,x—a) 0
x—a [x—al ’
lo que termina la demostracion. .

Comprobaremos ahora que el polinomio de Taylor de okdda una funcionf en un
puntoa tiene suk primeras derivadas emiguales a las de la funcién.

Proposicion 6.7.Sea Ac RNy f: A— RM un campo vectorial. Supongamos que f es k
veces derivable en un puntosaA y que R: RN — RM es el polinomio de Taylor de orden
k de f en a, esto es,

1

k!dkf(a)(x—a).

R(X) = f(a)+df(a)(x—a)+%dzf(a)(x—a)+...+
Entonces pPes de clas&* y se verifica
DR(x) = Df(a)+d(Df)(a)(x—a)+%dz(Df)(a)(x—a)+...+

1

k=D

d“-Y(Df)(a)(x—a).

Ademas,
D"(a)=D"f(a) (n<k) y D"R(XX)=0, Vn>k
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Demostracion:
Basta probar qu®R, es el polinomio de Taylor de la funciddf en el puntoa. Para cada
me {2,...,k}, lafuncione : RN — RM dada por

¢(x) =d"f(a)(x—a)

es composicion de la funcig: RN — RN dada poig(x) = x—ay de la funciond™f (a) :
RN — RM. Luego, el lema anterior y la regla de la cadena, permiten afirmarpges
derivable y que para cades RN se verifica

Do(x) = D(d™f(a) og)(x) = D(d™f(a))(g(x)) o Dg(x) =
=D(dMf(a))(x—a)oldgn = D(d"f(a))(x—a) =
=mD"f(a)(x—a, ™1 x—a, )=
=mD™}(Df)(a)(x—a,M™ 1 x—a)(-) = md"(Df)(a)(x—a),

donde se ha utilizado la expresion de la derivada que da el lema anterior. De aqui se sigue
inmediatamente quig es derivable y su derivada viene dada por

1
(k—1)!

DR(X) = Df () + d(Df)(a)(x—a) + ~d2(Df)(a)(x—a)+...+ dLDF)(a)(x—a),

2

que es el polinomio de Taylor def enade orderk— 1. En particularDP(a) = Df(a). El
resultado se sigue aplicando el mismo argumento. .

Teorema 6.8 (Formula infinitesimal del resto).Sea AC RNy f: A — RM un campo
vectorial. Supongamos que f es k veces derivable en un punfg antonces se verifica

=0.
x=a  [x—all¥

Demostracion:
Razonamos por induccion sobikepor lo que supondremos conocida la formula infinitesimal
del resto para funcionds— 1 veces derivables en un punto.

Dado un positivee, comof esk veces derivable ea, existeo > 0 tal que

XeA
(6.0.1) Ix—al| < 6= f es k—1 veces derivable ex
IDF (%) — Qe-a(X)]| < €] x—al**

dondeQ_; es el polinomio de Taylor de ordén+- 1 deDf ena, esto es

1
(k—1)!

Q_1(x) =Df(a)+d(Df)(a)(x—a) +...+ d“"}(Df)(a)(x—a).

La demostracion se concluye probando que paraxadd(a, 6)\{a} se verifica que

100 — Rl < ellx—a],
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lo cual seréa consecuencia del Teorema del valor medio aplicado a la fuciia, 6) —
RM definida por
9(2) = (- R(2), vzeB(as)
en el segment@a, x|. En efecto, por el Teorem@a5Yy la proposicion anterior tenemos
la(x) —g(a)|| < sup{[IDg(2)| : z€]a,x[}x—al <

= sup{|[Df(2) - Q-1(2)]| : z€la X[} [Ix—al| =

=sup{ez—a|“t:z€lax} = ¢|x—a|~.

Ejemplos 6.9.

1. Toda funcién constantedeRN enRM es de clas& conD*f(a) =0, Yac RN, vke
N.

2. Toda aplicacion lineal deRN enRM es de clas&™ con

DKT(a) =0, VaeRN, vk>2

3. Toda aplicacion bilineal deRN x RM en enRP es de clas&™ con
DKT(a,b) =0, V(a,b)e RNxRM vk>3.
4. La aplicacion suma : RN x RN — RN y la aplicacion producto por escalares
R x RN — RN son de clas&™.
5. La aplicacion inversiod : Iso (RN) — #(RN) dada por
JT)=T"1 Telso®RV)
es de clas&™.

Escribiendo la aplicacion derivada primeraddeomo ya hicimos en el Ejemplo 55.
DJ = ¢ 0 (J,J), el resultado se sigue de la regla de la cadena (véase Seccion 5.8.2) y
del Ejemplo6.9.3.

6.1. Reglas de derivacion.

Por la forma de definir la diferenci&ésima, ésta verifica analogas propiedades a las de
la derivada segunda.

1. Linealidad. El conjunto de las funciondsveces derivables en un purges un espacio
vectorial en el que la aplicacion
f — DKf(a)

es lineal.
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2. Regla de la cadenala composicion de funciones de cldses una funcion de clase
k. La afirmacion analoga es cierta para las funcidnesces derivables.

3. Caracter local de la derivadak-ésima.Un campo vectorial ek veces derivable en
un puntoa si la restriccion def a un entorno del punta esk veces derivable, y en tal
caso, las derivadas de ordede ambas funciones coinciden.

4. Derivacién de la funcion inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos d&N y f un
homeomorfismo dé\ sobreB. Si f es de clas&* enac Ay Df(a) € Iso(RN),
entoncesf ! es de clas& en f(a). Para comprobar esta afirmacion, basta escribir
la aplicacion derivada primera de! como en la Seccién 5.4, apartado iv), esto es,
Df1=JoDfof1 yelresultado se sigue entonces usando induccion y la regla de
la cadena (apartado 2).

5. SeanA C RN, f : A— RM un campo vectorial i € .Z(RM,RP). Si f esk veces
derivable en un punta € A, entonced o f esk veces derivable eacon

DX(T o f)(a) = T o D¥f(a)
Por tanto, sif € €X(a), entonced o f € €X(a).

6. Reduccion del estudio de la derivabilidad a campos escalares.
SeaAC RNy f: A— RM un campo vectorial. Entonceis esk veces derivable
ena < A si, y solo si, cada funcion componenteesk veces derivable ea para
i=1,...,M, en cuyo caso

DXf(a) = (D¥fy(a),...,Dfu(a)).

Teorema 6.10 (Férmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalareSea
A CRN, ax e A con a# x, tales que el segmenta, x| esta incluido en A. Si fA — R es
una funcion de clas&* en[a, x| y k+ 1 veces derivable efa, x|, entonces existe«]a, x| tal
que

1
(k+1)!

donde R(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, esto es,

FO) = R(X) + d“"tf(c)(x—a),

1 1
R(x) = f(a)+df(a)(x—a)+ Edzf(a)(x—a) +..+ Edkf(a)(x— a).
Demostracion:
Para demostrar este resultado aplicaremos la férmula de Taylor clasica a la funcion auxiliar
o :[0,1] — R definida por
o(t) = f(a+t(x—a)).

Sabemos que
o'(t)=df(a+t(x—a))(x—a), Vte[0,1],
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y usando la regla de al cadena es facil probar que
oM (t) = d™f (a+t(x—a))(x—a).

Finalmente basta tener en cuenta que exsté0, 1] tal que

_ 1, 1 1 ey
o(l)_o(0)+26(0)+...+k!6 (0)—|—<k+1>!6 (to),
de donde se deduce el resultado. .

Teorema 6.11 (Férmula de Taylor).Sean A- RN y a, x € A con a# x, tales que el segmento
[a,x] esta incluido en A. Si fA — RM es una funcién de clasé en|a,x] y k+ 1 veces
derivable erna, x|, entonces

Ix—aj+t

S SueIDH @ zelaxy,

1f(x) —RX)[| <
donde R(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, es decir,
RA(x) = f(a)+df(a)(x—a)+ %dzf(a)(x—a) +...+ k—1|dkf(a)(x—a).

Demostracion:
Supongamos que el conjunto
{IID @) z€la, X}

esta mayorado, ya que en otro caso, no hay nada que demostr&r.ebeapremo de este
conjunto. Para probar este resultado, basta aplicar la Propogididnlas funciones :
(0,1 — RMyg:[0,1] — R definidas por

o(t)=f(a+t(x—a))+(1-t)df(a+t(x—a))(x—a)+...+

+%(1—t)kdkf(a+t(x—a))(x—a)

git) =

mKHX_ a||k+1(l—t)k+1.

6.2. Derivadas de orden superior de campos escalares.

Definicién 6.12 (Derivadas parciales sucesivasieaA ¢ RN,ac Ay f un campo escalar

parcial de ordeRk — 1 respecto de las variablgs. . .,io. Sii; € {1,...,N} y el campo escalar
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Diy,....i) enAliz--i) tiene derivada parcial respecto de la varidblen el punta, entonces
se dice qud tienederivada parcial de orden kespecto de las variablgs. .. ,i1 en el punto
ay la derivadaD, (D, i, f)(a) se notaD;, i, f(a), esto es

D,.....i f (&) = Di,Di, ... Dj, f(a).
Quedan asi definidas inductivamente Nfsderivadas parcialds-ésimas del campo escalar
f en el puntaa.

SiAl1-ik) — Aes el conjunto de puntos donéi¢iene derivada parcial de ordkmespecto

de las variableg, . .., i1, entonces el campo escalarAftk) definido por

-----

Teorema 6.13.Sean Ac RN, ac Ay f un campo escalar en A yX 2. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f eskveces derivable en a.

i) f es k—1veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k—1 son derivables en a.

En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que
k
D(il,...,ik) f (a‘) = D f(a) (alv v 7Qk)

para cualesquierayi. .. ,ix € {1,...,N}, donde{ey,...,en} es la base candnica de\. En
consecuencia, a partir del Teorema de Schwarz, se verifica que

Do) () = Diiy,...iy F(&)

para cualesquieraii ..., ix € {1,...,N} y cualquier permutaciow del conjunto{1,... k}.
Se tiene, por tanto,

DXf (@) (X1, .-, %) = Diiy. i F (@), (1) ... 7, (%)

il,...,lk:].

para cualesquierax...,x € RN, donde, para cadad¢ {1,...,N}, 7 denota la i-ésima pro-
yeccion deRN.
Ademas

f € %) & Dy, fe(a), Vii,...,ike1€{l,...,N}.

peenslk—1)

Este resultado para= 2 es el Teorem&.12 Ahora, un argumento inductivo permite
probar el resultado paia> 2.
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Corolario 6.14. Sean A RN un abierto, f un campo escalar en A yk1. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f eskveces derivable en A.
i) Todas las derivadas parciales de orden &k son derivables en A.

Ademas,

f € €%A) & Dy, f e €Y(A), Vii,...,ike1e{l,...,N}.

senslk—1)

Notacion 6.15.SeanA C RNy f un campo escalar ehque ek veces derivable en un punto
acA

La simetria que garantiza el Teore®a3asegura que el orden en el que se efectien las
derivadas parciales sucesivas del campo escéadara es irrelevante. En consecuencia, las
derivadas parciales de ord&rse pueden reorganizar con el fin de simplificar la notacion.
Este hecho permite definir, paka ..., ky € NU{0} tales queky +--- + ky =k

Dk f(a) := DX DRVf(a) = D f(a).

(1k1, NN N)

Conviene observar que el nUmero de derivadas parciales deloestentualmente distin-
tas ha quedado reducido N& a

(N+k—1)! ~_ (N+k-1

KI(N—1)! RQ\ = k '
Pongamos = (ay,...,an), entonces gbolinomio de Taylor de ordendte f ena es el poli-
nomioR, : RN — R definido por

R(x) = f(a)+ (Of(a)[x—a) +%(x—a)Hf(a)(x—a)t+%d3f(a)(x—a)+...+

1
+Ed"f(a)(x—a),

gue, de nuevo en virtud del Teorei®d 3 adquiere ahora el siguiente aspecto

K 1
r:1r1+..ZrN:r rod...rn!

para cualquiek = (xg,...,xn) € RN, ya que el sumando

f(a)+ D" f (@) (xg —ag)™ ... (xn —an)™

D("o") f (@) (xy —ag)"™... (Xn — an)™

L RP 1N
ril...rn! '

se repite

veces.
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Nota 6.16. Para obtener la férmula de Taylds. {0 para campos escalares, hay que susti-
tuir los correspondientes polinomios de Taylor por la formula que acabamos de presentar y
tambiénﬁdk“f(c) (x—a) por

1
kl+"~‘|%l=k+l k]_' e kNI

expresion que sabemos tie@% sumandos.

DKu k) £ () (g — )" ... (xn — an) Y,
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6.3. Referencias recomendadas.
[ ]
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6.4. Resumen del resultados del Tema 6

Aplicaciones multilineales

El conjunto.Z™"(RN,RM) de las aplicaciones (m n)-lineales deRNx ™1 xRN en
RM se identifica conZM(RN, #"(RN,RM)) y para Te #™"N(RN,RM), la identificacion
viene dada por

T (Xt Xmen) =T (Xts- o Xm) (X -+ > Xmen) VX4, Xman € RN
En particular, si k> 1, se tiene
LXRN RM) = 2(RN, 2 YRN,RM)).
La norma deZ¥(RN,RM) viene dada por

Il = maxg[|T (e, %o )| % € BV, x| = L1<i<k} (T € ZXEY,EM)).

Campos vectorialek veces derivables.
SearAC RN, f : A— RMy seaA; C Ael conjunto de puntos dondees derivable. Se dice
quef es dos veces derivable are A; si la funcionDf : A; — Z(RN,RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacién

D(Df)(a) e Z(RN,.Z(RN,RM)) = 22(RN x RN, RM)

se denomina la derivada segundafdenay se noteD?f (a).

Si k> 2, seaAx_1 C A el conjunto de puntos dondeesk — 1 veces derivable y sea
DK-1f: Ay — LK YRN,RM) la aplicacion derivadék — 1)-ésima def . Se dice qud es
k veces derivable eac A,_ si la funcionDK1f es derivable en dicho punto, en cuyo caso
a la aplicacién

D(D*1f)(a) e Z(RN, £ Y(RN,RM)) = ZXRN, RM)

se llama derivadé-ésima def enay se notaDf(a). A D¥f(a) se le asocia la aplicacion
d¥f(a) : RN — RM definida por:

d*f(a)(x) := D¥f(a)(x,.k.,x), wxeRN.
SeaAy C A el conjunto de puntos deédondef esk veces derivable. La aplicacion
X — DXF(x)

de A en.Z%(RN,RM) se denomina la aplicacién derivakigsima def y se notaD*f.

Se dice quef es de clas&™ ena, y se notaf ¢ €X(a), si esk veces derivable en un
entorno dea y la funciénDXf es continua erm. Se dice quef esk veces derivable (resp.
%*) cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicién (que necesariamente seré
abierto).€%(A) es el conjunto de las funciones de claeen el abiertoA.
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Finalmente se dice quees de clas&™ enac Asi f € ¥¥(a) para todck.
SIACRYyY f: A— RM es un campo vectoridl veces derivable en un pungo<c A,
entonces
f®(a) = D¥f(a)(1,.X.,1) = d*f(a)(1).

Propiedades de la derivad&-ésima y de las funcione& veces derivables.

i) Linealidad. SeanAc RN, ac Ay f,g: A— RM funcionesk veces derivables ey
seald € R. Entoncesf +gy A f sonk veces derivables eacon

DX(f +g)(a) = D¥f(a) + D*g(a), DX(Af)(a) = AD*f(a).
Ademas, sif,g € ¥%(a), entonces +g e ¢X(a) y A f € €X(a).

i) Reglade lacadenaSearAc RN, BC RM, f:A— RMtal quef(A)cByg:B—
RP. Supongamos qué esk veces derivable ea € Ay queg esk veces derivable en
f(a). Entonces la composicidn= go f esk veces derivable ea

Ademas sif € €%(a) y g €%(f(a)), entonces € €X(a).

iii) Caracter local de la derivadak-ésima.SeanA c RN, ac Ay f : A— RM un campo
vectorial. Entonce$ esk veces derivable easi, y solo si, existe algun entorhbC A
deatal quefyy eskveces derivable ea, en cuyo caso las derivad€simas era de
ambas funciones coinciden.

iv) Derivacion de la funcién inversa.SeanA y B subconjuntos abiertos d@N y f un
homeomorfismo dé sobreB. Si f esk veces derivable ea (resp. de clas&X ena)
para algtirac Ay Df(a) € Iso (RN), entonced ~* esk veces derivable ef(a) (resp.
de clasegX enf(a)).

vi) Reduccion a campos escalareSeanA c RNy f: A — RM un campo vectorial.
Sif =(fq,...,fm), entonced esk veces derivable eac A si, y sélo si, cadd; esk
veces derivable eaparai = 1,...,M, en cuyo caso

DKf(a) = (Dkfl(a),...,Dka(a)>

Por tanto, una campo vectorial es de clasa un punto cuando todas sus componentes

lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de cl&®y su diferencial segunda es nula. Toda aplica-

cion bilinealT : RN x RM — RP es de clas& ™ con derivada segunda éa b) ¢ RN x RM
definida por

DZT (a7 b) ((X17Y1)7 (X27Y2)) = T(X17y2) + T(X25y1)7 V(Xlayl)7 (X2ay2> € RN X RM?

por tantoD3T = 0, por tantoDXT = 0 parak > 3.
La aplicacion inversiod : Iso (RN) — Z(RN) es de clas&™.
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Teorema de Schwarz para la derivad&k-ésima.
Sea AC RN, f: A— RM un campo vectorial y ke 1. Supongamos que f es k veces derivable
en un punto a& A. Entonces la aplicacion k-lineal'd(a) es simétrica, esto es,

Dkf(a) (X]_, . ,Xk) = Dkf(a) (XG(]_), e ,Xo-(k))
para cualesquiera...,x« € RN y cualquier permutaciow del conjunto{1,...,k}.

Polinomio de Taylor de ordenk.
SeaAcC RNy f : A— RM una funcion. Supongamos qéi@sk veces derivable en un punto
ac A, entonces la funcioR : RN — RM definida por

R(x) = f(a)+df(a)(x—a) +%d2f(a)(x—a) +...+%dkf(a)(x—a)

se llama polinomio de Taylor de ord&rmle f ena. El polinomio de Taylor de ordekde una
funcién en un punta verifica

A(a) = f(a), D"R(a)=D"f(a) (n<k) y D"(X)=0, Vn>k

Formula infinitesimal del resto.
Sea Ac RNy f: A— RM un campo vectorial. Supongamos que f es k veces derivable en
un punto a A, entonces se verifica

=0.
x—a [x—alk

Foérmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares
Sea AC RN, a,x € A con a# x, tales que el segmenf@a x| esta incluido en A. Si fA — R
es una funcion de claséX ena,x] y k+ 1 veces derivable efa, x|, entonces existee]a, x|
tal que

F(x) = R(x) + d“"tf(c)(x—a),

(k+1)!
donde R(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.

Férmula de Taylor.
Sean Ac RNy a x € A con a# x, tales que el segmenja x| esta incluido en A. Si fA —
RM es una funcion de clasé* en[a, x| y k-+ 1 veces derivable efa, x|, entonces
Ix—aj*

(k+1)!

donde R(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.

1) =R < sup{||D**£(2)|| : z€]a, X[},

RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES

Derivadas parciales sucesivas.
SearAC RN, ac Ay f un campo escalar ek
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Seaniy,...,ik € {1,...,N} y Aliz-i) = A el conjunto de puntos dondetiene derivada
parcial de ordeRk — 1 respecto de las variablgs. . .,io. Sii; € {1,...,N} y el campo escalar
D(i,..ip) f enAliz--ik) tiene derivada parcial respecto de la varidblen el puntaa, entonces
se dice qud tiene derivada parcial de ord&mespecto de las variablgs...,i1 en el punto
ay la derivadaD;, (D f)(a) se noteD;, f(a), esto es

|277|k) 77|k)

D(ilw-wik) f (a) = DilDi2 ce Dik f (a)
SiAlz-ik) — Aes el conjunto de puntos donéléiene derivada parcial de ordkenespecto

de las variableg, . . .,i1, entonces el campo escalarAlft-ik) definido por
X — Dy, i F(X)

se denomina la aplicacion derivada parcial de oldda f respecto de las variablés. .., i1
ysenotDg, if.

/alk

Caracterizacion de campos escalardsveces derivablesk > 2).
Sean Ac RN, ac Ay f un campo escalar en A. Entonces f es k veces derivable en a si, y
sélo si, f es k- 1 veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k—1 son derivables en a

Si f es k veces derivable en a, se tiene que

Dkf (a> (aj_? <o 7Qk) = D(il,...,ik) f (a)7

equivalentemente,

geeey

DXf () (X1, .., %) = > Diiy.in f@m,(x0) .. M (%)

i]_,...,lk:1

para cualesquierax...,x € RN, donde, para cadad¢ {1,...,N}, m denota la i-ésima pro-
yeccion deRN.
Ademas

fe¢*(@ « Dy, f e €%a) Viy,...,ike1 € {1,...,N}.

7'|k71)

Paraky, ..., ky € NU{0} tales quek; + - - - + ky = k se define

Dlkak) f (@) = DX .DRVf(a) =D
El Teorema de simetria de Schwarz permite reducir el nimero de derivadas parciales
distintas. Teniendo en cuenta este resultado se obtiene la siguiente expresion del polinomio
de Taylor de ordek de un campo escalar en el pumto

R(x) = f(a)+ (Of(a) | x—a) +%(x—a)Hf(a)(x—a)t+

k

S #D“b---m)f(a)(xl—al)fl...(xN—aN)fN
S L=r T2 IN!
=ol1 N
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para cualquiek = (xq,...,xy) € RN,

Caracterizacion de la existencia de derivada de ordek.
Sean Ac RN un abierto, f un campo escalar en A ykl. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f eskveces derivable en A.
i) Todas las derivadas parciales de orden &k son derivables en A.

Ademas,

f € €%(A) & Dy, fe (A, Vii,...,ike1e{l,...,N}.

jeeesik—1)
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6.5. Ejercicios del Tema 6

6.1 Ordenar el polinomio 2y + x%y? + 3x+y+ 1 en potencias de— 1 ey — 2.

6.2 Seaf el campo escalar €R? definido por
f(xy) = e
¢,Cual es la Férmula de Taylor de orden 2 con resto de Lagrange en el segmento
[(0,0),(x,y)]?
6.3 SeaA un subconjunto abierto d&N y f un campo vectorial de clagé™ de A enRM.
Supongamos que existe> 0 tal que
IDXf(x)]| <CX, ¥xeAkeN.

Probar que sh€ Ay r > 0 son tales quB(a,r) C A, entonces la serie

k;k—l!d"f(a)(x—a)

converge uniformemente @&{a,r) y

f(x) = f(a)+ i k—l'dkf(a)(x—a), vx € B(a,r).
k=1"

6.4 * Demostrar por induccion sobkda regla de derivacion 5) de la Seccién 6.1.
Indicacion: Supongase el resultado cierto plrg apliquese la regla de la cadena.

6.5 * Seak > 1y T una aplicaciork-lineal de(RN)k enRM,
i) Probar quél' es derivable ea con
DT(al,...,ak)(xl,...,xk)

=T(xg,a,...,a) +T(a1,X2,a83,...,8) +...+ T(ag,...,a_ 1,X)
para cualesquiery, . ..,ay, X1, . .., X € RN.
i) Deducir dei) el Lem&.6.

6.6 * SeaP un polinomio de gradd en RN. Probar queP es de clas&™ y que para
cada naturat > k, el polinomio de Taylor de ordende P en cualquier punta € RN
coincide corP. Deducir que si exista € RN tal que

P(a)=0 y Di1Np@) =0, iy,...,iN e NU{O}, 1<ii+...+in <k

entonce®(x) =0, vxe RN,
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6.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 6.

6.1 Comof es un polinomio de grado 4, entoncesoincide con su polinomio de Taylor

de orden 4 en cualquier punto, luego
4 1
D12 £(1,2) (x—1)"*(y—2)"=.

fxy) = f(1,2) + -
r=1 r{r=r ryira:

A continuacioén, calculamos las derivadas parciales de orden menor o igual que cuatro
de f y escribiremos en un cuadro la evaluacion de éstd4,e).

D1f(X,y) = 6x%y+ 2xy? + 3,
Do f(x,y) = 23+ 2x%y + 1,
D20 (xy) = 12xy+2y”,

DY £ (x,y) = 6x% 4 4xy,
D02 f(x y) = 2x2,
DEOf(x,y) = 12y,

D@V f(x,y) = 12x+ 4y,

D12 f(x,y) = 4x,
DO f(x,y) =0,
D9 f(x,y) =0,
DEYf(x,y) =12,
D22 f(x,y) = 4,
D3 f(xy) =0,
DOYf(x,y) =0,
Valores def y deD:) f en(1,2) (i+j < 4)

f [Dy]|D,| D@9 DY D02 [pBO [ pEY) | pl2 [ pO3

14| 23| 7 32 14 2 24 20 4 0

D@0 [ pBI [p2 [ pI3) [ p04
0 12 4 0 0

con lo que, calculando las derivadas parciales y evaluandb 2pse tiene
f(x,y) = 14+ (23(x— 1) + 7(y — 2)) + (16(x— 1)% + 14(x — 1) (y — 2) + (Y — 2)?) +
(4(x—1)3+10(x— 1)%(y—2) +2(x— 1) (y— 2)%) +
(2(x=1)%(y—2) + (x=1)*(y— 2)%)
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6.2 Usaremos el TeorentalQ paraa = (0,0), por lo que existéy €0, 1] tal que

f<X7 y) = PZ(X7 y) + Z Tle(rler) f (tOX, toy)Xrlyrz’

ri+ro=3 re

dondeP(x,y) es el polinomio de Taylor de orden 2 en el puf@0). Por el Ejercicio
5.4sabemos que

R(xy) = 1+Xy,
y ademas las derivadas parciales de orden 2 son

D29 (x,y) = XS serty,

DAV (x,y) = &€ cosy(1+ xsery),
D@2 f(x,y) = x &€V (—seny 4 xcogy),

de donde
DB (x,y) — eV serdy

D2V 1 (x,y) = &V serycosy(2+xsery),
D2 £ (x,y) = €*S€Y(—seny — xserfy+ 2xcody +x?serycosy),
DO £ (x,y) = x &€V cosy(—1— 3xseny + x*cody).
Por tanto, en vista de la forma que tiene el polinomio de orden @g)) de esta

funcion y del Teoremé&.10se tiene

1 1
f(x,y) = 1+xy+ 3 DGO £ (tox, toy)x® + o1 D@ £ (tox, toy)x2y+

5 D021 (x toy)x? + 2 DOVt toy)y?

6.3 La sucesién de sumas parciales de la serie

f(a) +k;%dkf(a)(x—a)

esP(x), dondeR es el polinomio de Taylor de ordérde f ena.
La féormula de Taylor garantiza que sk0||x— a|| < r, entonces

1500 — R < o x—al L supf DK (2) - zefax} <

(kt 1)1
< 1 ||X_a||k+lck+1 < (rc)k—|—l
= k+ 1) = kDl

luego
k+1
1700 — Rl < 9 wwe B,

(k+ 1)1
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y en consecuencia

(rC)k+l
(k+1)!

—

sup{||f(x) —R(X)| : xeB(a,r)} <
Hemos probado qué— R converge a cero uniformemente Bfa,r), por tanto

f)=fa)+ Y ~d“f(a)(x—a), ¥x e B(ar).

6.4 Sabemos que es cierta p&ra 1. Supongamosla cierta pakaComof esk+ 1 veces
derivable era, seadJ un entorno abierto deincluido enA dondef esk veces derivable.
Por la hipotesis de induccion

DX(To f)(x) = ToD*f(x), V¥xeU,

es decir,
DX(T o f) = T o DXf.

La regla de la cadena nos dice T o f) es derivable em, es decirT o f esk+1
veces derivable eay se tiene que

D(DX(T o f)) = D(T o DXf) = T o D(D¥f) = T o D1

y en consecuencia, para cualesquigra. ., X1 € RV, se tiene
s N+

DML (To f)(@)(xa,... Y1) =T (Dk+1f(a)(x1, " ,ka)).

6.5 i) SiT e Z¥KRN,RM), probaremos que
DT(al,...,ak)(xl,...,xk) =

=T (X1, a2,...,a) + T (a1, %2,a3,...,8) +...+ T (a1, ..., 1,X)

para cualesquief, . .., a, X1, . ., X € RN. Notese que la candidata a diferencial
en(ay,...,ak) es una aplicacion lineal.

Probaremos la afirmacion pata= 3. En efecto,
T(x1,%2,%3) =T (a1 + (X1 —a1),82+ (X2 —az),a3+ (X3 —ag)) =

=T (a1, a,83) + T (x1—a1,a,a3) + T (a1, X2 — a,a3) + T (&, a2, X3 — a3) +
+T (Xl —ap, X0 —ay, 613) +T (Xl —az,8p,X3— a3) +T (al,Xz —ap, X3 — ag) +
+T (X1 — a1, X — ap, X3 — a3)

por tanto

HT (X1,X2,X3) — T (a1,a2,83) — (T (x1—a1,a2,a3) +T (a1, X2 —ap,a3) + T (ay, a2, X3 — as)) H =
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= HT(Xl —ag, X2 — az,as) +T (X1 —ay,ap, X3 — a3)+

+T (a1, % —az,X3 —ag) + T (X1 — a1, X — ap, X3 — a3) || <
SWH@M—mww—wH%ﬂ+Wr%wH®M&—%W-

+llaa]| [[x2 —az|| |3 —ag|| + [[x1 — aa|| [|x2 —az| ||X3—a3||>-

Finalmente, es claro que dividiendo la expresion anterior por
||(x1 — a1, %2, —ap, X3 — a3)|| se obtiene una funcién que tiende al cero en el punto
(ala a, a3)'

i) Para probar esta afirmacion, basta usar el apartado anterior y la regla de la cadena
para la composicion

X (x,-l-(-,x) »—>T(x,-l-(-,x).

Si llamamosd a la primera aplicacion, por ser ésta lineal, se tiene
DP(a) =D(T o®)(a) = DT (P(a)) o .

Por tanto,

DP(a)(x) = DT (a,--,a)(x,-,x) = kT(x,a - -, a).

donde hemos usado la simetriaTde

6.6 En vista del problema anterior, la diferencialles de nuevo un polinomio de grado
k— 1, por tantoP es de clas&™. Ademéas, com® es constante, entoncB$t! =0,
por tanto, el Teoremé&.11 nos asegura quB coincide con su polinomio de Taylor
de ordenm en cada punto, pama > k. En consecuencia, §i(a) = 0 y las derivadas
parciales de orden menor o igual duse anulan, entoncés= 0.



Tema 7/

Extremos relativos.

Dedicamos esta leccion a generalizar, en lo posible, a campos escalares el estudio de ex-
tremos relativos de funciones reales de variable real. A este respecto recordamos los siguien-
tes resultados, condiciones necesarias y suficientes para la existencia de extremos relativos
de funciones reales de variable real.

7.1. Condiciones necesarias y suficientes de extremo relati-
VO

Proposicion (Condicidn necesaria de extremo relativo)Sea | un intervalo abierto, f :
| — R una funcion real de variable real y supongamos que f alcanza un extremo relativo en
un punto a de | en el que f es derivable. Entonces f'(a) = 0.

Proposicion (Condiciones necesaria y suficiente de extremo relativifjea | un inter-
valo abierto, a un punto de |, K un nimero natural conk> 2 y f : | — R una funcion k— 1
veces derivable en | y K veces derivable en el punto a. Supongamos ademads que

f'@)=f"(a)=...=f& V@ =0y f®@)=o0.
Entonces:
a) Sik es impar, entonces f no alcanza un extremo relativo en el punto a.
b) Sik es par, se tiene

i) Si f(K(a) > 0 entonces f alcanza en a un minimo relativo.

i) Si f(V(a) < 0 entonces f alcanza en a un maximo relativo.

Se incluye también la definicién de forma cuadréaticdNderiables y la clasificacion de
Sylvester de las mismas lo que nos ayudara a conseguir un célculo practico de los extremos
relativos.
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Recordemos en primer lugar la siguiente

Definicion 7.1 (extremo relativo). Seaf un campo escalar definido &n— RN. Se dice que
f alcanza en un punta € A un maximo relativesi existe un entorno abiertd dea tal que
UCAy

f(x) < f(a), YxeU.

Se dice quef alcanza en el punta € A un maximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU deatal queU C Ay

f(x) < f(a), Yxe U\{a}.

Las definiciones para minimo se obtienen cambiando el sentido de las desigualdades. La
expresiorextremo relativasignifica o bien méaximo relativo, o bien minimo relativo.

Proposicion 7.2 (Condicion necesaria de existencia de extremo relativo).
Sea f un campo escalar definido ercARN. Si f alcanza un extremo relativo en un pun-
toac Ay f tiene gradiente en a, entonde$(a) = 0.

Demostracion:

Seani € {1,...,N} y seag; la funcion real de variable real definida en un entorno de
cero porgj(t) = f(a+te), donde como es habitudé;,...,en} es la base canonica @&
g alcanza un extremo relativo en cero y ademas es derivable en 0. En consecuencia, por el
resultado real de variable real=0g/(0) = D; f(a). .

Definicion 7.3 (punto critico). Seaf un campo escalar definido énc RN. Los puntos de
A dondef tiene gradiente nulo se llamgmntos criticosde f. Es decir son las soluciones
del sistema de ecuaciones (no necesariamente liné&X) = O definido en los puntos en los
quef tiene gradiente.

Nota 7.4. EI mismo argumento utilizado en la demostracidén anterior asegura fjuadcsinza
un extremo relativo en un puntoc Ay f tiene derivada direccional ensegun el vectou,
entonced’(a;u) = 0.

Los siguientes ejemplos muestran que la condicién no es suficiente y que no se tiene
informacion en los puntos en qdeno tiene gradiente (si bien, la nota anterior podria sernos
de ayuda en tal caso).

Ejemplos 7.5.

a) Lafuncionf(x,y) = x? —y?,¥(x,y) € R?, es derivable ef0,0) y [ (0,0) = (0,0). Sin
embargo,f no alcanza eif0,0) un extremo relativo:

o#0= f(a,0)>0, f(0,a) <O.
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b) La funcion f(x,y) = |x| +]y|,¥(x,y) € R?, no tiene gradiente efD,0) y alcanza en
(0,0) un minimo estricto, ya qué&(0,0) =0y f(x,y) > 0, ¥(x,y) € R?\{(0,0)}.

c) La funcionf(x,y) = [x| +vV, V(x,y) € R?, no tiene gradiente ef®,0) y no alcanza en
(0,0) extremo relativoiax # 0= f(0,0) = o (lo que también se deduce de la nota
anterior ya qud’((0,0); (0,1)) = 1).

Teorema 7.6 (Condic. neces. y sufic. de existencia de extremo relativo).
Sean f un campo escalar definido er™RN y a < A un punto critico de f. Supongamos
que f es dos veces derivable en a 'y qdé @) es no nula.

1) (Condiciones suficientes)
Si P f(a)(x) < 0, ¥x # 0, entonces f alcanza en a un maximo relativo estricto.
Si d?f(a)(x) > 0, ¥x # 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.

i) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un maximo relativo, entoncé$(@)(x) < 0, ¥x € RN.
Si f alcanza en a un minimo relativo, entoncés$(@)(x) > 0, vVx € RN.

Demostracion:
Obsérvese que el polinomio de Taylor de segundo ordenedtea es

f(a) +%d2f(a)(x—a), vx e RN.

i) Seal|-|| una norma cualquiera d®@" y denotemos poB(RN) la esfera unidad para dicha
norma. Si
d?f(a)(x) < 0, ¥x € RN\ {0},

la propiedad de compacidad nos permite asegurar que
Jc>0: d?f(a)(u) < —c, Yue SRN).
Desnormalizando obtenemos
d?f(a)(x) < —c||x||?, vxe RN,

La formula infinitesimal del resto nos asegura que existe0 tal queB(a,d) C Ay que para
x € RN con 0< ||x—a|| < § se verifica

‘f(x) — f(a)— %dzf(a)(x—a)

c 2
< lx—all?.
de donde se deduce que

f(x)—f(a)= {f(x) —f(a) - %dzf(a)(x— a)} +%d2f(a)(x—a) < g|]x—a||2—g||x—a]|2 =0.
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Hemos probado qué alcanza un maximo relativo estricto an

ii) Por definicion de maximo relativo exisée> 0 tal queB(a,6) C Ay parax € B(a,§) se
verifica f(x) < f(a). Siue S(RN) yt es un real con & |t| < §, se tiene entonces que

f(a+tu)—f(a)

0> > -
f(a+tu) — f(a)— 3d%f(a)(tu) 1d?f(a)(tu)
t2 2T e
f(a+tu) — f(a) — 3d%f(a)(tu)

T +% d*f (a)(u)

y basta, teniendo en cuenta la formula infinitesimal del resto, tomar limite ctiareo0
para obtened?f (a)(u) < 0. Si ahorax es un vector no nulo, se tiene que

a1 (a)09 = x|t (a) (7 ) <O

Hemos probado qué?f(a)(x) < 0, Vx € RN, ya que esta desigualdad es claramente valida
parax = 0.
Los resultados para minimos se obtienen considerando la fuadion .

Nota 7.7. En la utilizacion préactica del teorema convendra tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartado):

Si d?f(a)(x) < 0, Vx € RN, entonces de tener f un extremo relativo en a, éste ha de ser
madximo.

Andlogamente, si d?f(a)(x) > 0, Vx € RN, entonces de tener f un extremo relativo en a,
éste ha de ser minimo.

En efecto, sif alcanzase ea un minimo relativo, entonces tendriamos para ted@o
RN qued?f(a)(x) > 0, y en consecuencid f(a) = 0, luego tambiérD?f(a) = 0 en con-
tra de la hipétesis [nétese qiF(d?f(a))(x) = 2D?f(a) pues para K i,j < N se tiene
Di,j)(d*f(a))(x) = 2D j) f ()],

Ejemplos 7.8. El teorema no se puede mejorar como nuestran los siguientes ejemplos:
a) Lafuncionf(x,y) = x> —y*,V(x,y) € R?, verifica que
d?£(0,0)(x,y) = 2x* > 0, V(x,y) € R?,
y sin embargo no tiene ningun extremo(€én0).

b) La funcionf(x,y) = x> +y*,V(x,y) € R?, alcanza un minimo relativo estricto & 0)
y sin embargo

d?f(0,0)(x,y) = 2¢, ¥(x,y) € R?,
seanulaed(0,y): ye R}.
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Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema’.6 ponen de relieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios
que permitan decidir el “signo” del polinomi? f (a).

Definiciéon 7.9 (forma cuadratica). Una forma cuadraticaen RN es una aplicacion :

RN — R de la formaQ(x) = xHoxX, ¥x € RN, dondeHq € .#Znxn(R) es una matriz si-
metrica.

Fijada una base eRN, la matriz asociada a una forma cuadratica es Unica (véase la
Proposicién/.21y la Definicion7.22). Concretamente,

d?f(a)(x) =

i
?

xiDi.j) f(@)x; = xHt (@)X,
1

™M=z

esto es, la matriz hessiahi (a) es la matriz asociada a la forma cuadratiéé(a) cuando
se considera la base canonica.

Definicién 7.10 (Clasificacion de las formas cuadraticas)Una forma cuadratic® enRN

se dice que es

definida positivasi Q(x) > 0, ¥x € RN\ {0},

(semidefinida) positivai Q(x) > 0, ¥x € RN,

Anélogamente se definen las formas definidas negativas y (semidefinidas) negativas.
indefinidasi toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

En dimension 1 las formas cuadraticas vienen dadafpor= ax’ (a € R), luego son
definidas positivas (g€ > 0), definidas negativas (gi< 0) o nulas (sa = 0).
Sin embargo, en dimensidn mayor que 1 se dan todas las posibilidades enumeradas en la
definicion. Asi por ejemplo
Q(x,y) = X2+ Y2, V(x,y) € R? es definida positiva
Q(x,y) = X2, V(x,y) € R? es positiva (no definida)
Q(x,y) = x> —y?, ¥(x,y) € R? es indefinida

Como ya se ha comentado, es interesante disponer de un criterio util y comodo de clasifica-
cion de las formas cuadraticas. A ello nos dedicamos a continuacion.

Definicion 7.11 (submatrices principales)DadosN, k naturales, cokR <Ny H = (ajj)1<i,j<N
una matriz cuadrada de ordBh se dice que una matrk es unasubmatriz principade H
de orderk si existe una aplicacion estrictamente creciente

tal quek = (ag(i)o(j)) 1

El nimero total de submatrices principaleg85+... + () + (N) =2V — 1. De ellas
destacaremos lds siguientes (las esquinas izquierdas superiores)

Hi = (8ij) 1o jog K= 1, N.
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La demostracion del siguiente criterio puede verse en el apéndice de este tema.

Proposicion 7.12 (Criterio de Sylvester).Sea Q una forma cuadratica €RN, y H =
(&) 1<; j<n la matriz asociada a Q. Entonces se tiene:

i positiva det(Hy) >0 B
Qes deflnlda{ negativa} & { (—1)kdet(Hy) > 0 k=1,...,N

positiva det(K) >0 L
Q es{ negativa} & { (—1)ordertk) det (K) > 0 VK submatriz principal de H

Q es indefinida= 3K, L subm. princ. de Hdet(K) < 0y (—1)°"9®"Ldet (L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida silet(K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Ejemplos 7.13.
a) Clasificar las formas cuadraticas de dos variables, es decir

Q(x,y) = ax? + 2bxy+cy?,V(x,y) € R? dondea, b, c € R.

ComoH = ( S 2 ) y el determinante del esD = ac— b?, se tiene

- positiva a>0
Qes deflnlda{ negativa} <D>0y { a<0 }

positiva ac>0
Qes{ negativa} <D=0y { a,c<0 }
Qesindefinidas D < 0

0 0 1
b) Clasificar la forma cuadratica asociada a la ma(rif) -1 0 ) :
1 0 O

La forma cuadratica es indefinida pues (eg é ) <0.
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Los resultados Teoreméa6, Nota 7.7 y Proposicion7.12 nos permiten enunciar el si-
guiente resultado practico.

Proposicion 7.14 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativdea f un campo
escalar definido en & RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
acAyque
D(171) f (a) D(N,l) f (a)
Hi(a) = # 0.
D(l,N) f (a) D(N,N) f (a)

Parak=1,...,N, sean = (D(”-)f(a))1<i i<k las submatrices principales “esquinas”.
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

i) Sidet(Hyx) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
i) Si(—1)kdet(Hyx) >0, k=1,...,n, entonces f alcanza en a un maximo relativo estricto.

i) Sidet(K) > 0, para cualquier submatriz principal K deila), entonces de alcanzar
f en a un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Si(—1)°rdertK)det(K) > 0, para cualquier submatriz principal K de #fl), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser maximo.

v) Siexisten K y L submatrices principales de(8) tales quedet(K) < 0y
(—1)°denbdet (L) < 0 (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de Ha) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.

El resultado anterior para el caso mas simple y habitual.

Proposicién 7.15 (Condiciones de extremo relativo pard : R> — R). Sea f un campo
escalar definido en & R?. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
(a,b) € Ay que H(a,b) # 0. Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

) Sidet(H¢(a,b)) >0yD( 1 f(a,b) > 0entonces f alcanza €a, b) un minimo relativo
estricto.

i) Sidet(H¢(a,b)) >0y D11 f(a,b) <0entonces f alcanza g, b) un maximo rela-
tivo estricto.

iif) Sidet(H¢(a,b)) >0, D11 f(a,b) >0y D2 f(ab) > 0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Sidet(H¢(a,b)) >0, D(11)f(a,b) <0y Dy, f(ab) <0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser maximo.

v) Sidet(H¢(a,b)) < 0, entonces f no alcanza €a,b) un extremo relativo.
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Terminamos esta leccién dando un teorema para la existencia de extremos relativos invo-
lucrando derivadas de orden superior a dos que generaliza el analogo en dimensién uno.

Proposicion 7.16 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativdean f un campo
escalar definido en & RN y k un natural mayor que€. Supongamos que f es k veces
derivable en un punto critico @ A, que todas las derivadas parciales hasta las de orden
k— 1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden k no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Sik esimpar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.
b) Sik es par, se tiene:

) Sidf(a)(x) >0, Vx# 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.

(@)(
i) Sidf(a)(x) <0, ¥x# 0, entonces f alcanza en a un maximo relativo estricto.
i)y Si df(a)(x) >0, ¥x € RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser minimo.

iv) Sidf(a)(x) <0, VxRN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser maximo.

v) Si[3x,y € RN : d¥f(a)(x) < 0 < d¥f(a)(y)], entonces f no alcanza ningln extre-
mo relativo en a.

Notas 7.17.

a) En el caso particular del resultado anterior para subconjuntosRgdepara
i=1,...,k setiene _ _ _
df(a)(x) = f(a)x, vxeR,

por lo que recaemos en los resultados conocidos para funciones reales de variable real
(recordados en la introduccién):

- Sik es impar,f no alcanza ea un extremo relativo.

- Sikes par se verifica: (¥ (a) { ig }si,ysélo si,f alcanza elaun{ m?r):im}

relativo estricto.

b) Al no contar con criterios que faciliten la clasificacion de formas de gkadat, las
hipétesis de las afirmaciones que aparecen en la paden s6lo comprobables en
casos particulares.
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7.2. Apéndice: Clasificacion de formas cuadraticas d&
variables

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema?.6, y su generalizacion W variables, ponen de relieve el interés que tiene para
nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el “signo” del polindffia),

y en general del“f (a) parak par. Puesto que pake> 4 no parece que existan criterios con
utilidad practica, nos centramos en el cise 2.

En lo que sigud es un nimero naturafgs, ...,en} es la base canonica @y (-|-) es

el producto escalar euclideo

(Xly) :=X1y1+ . ..+ XNYN-

Es facil comprobar que el producto escalar euclideo goza de las siguientes propiedades:
1. (AX+Y|2) = A(X|2) + (¥|2), Vx,y,ze RN, VA € R.
2. (XAy+2) = A(Xly) + (X|2), ¥x,y,z€ RN, VA € R.
3. (Xly) = (y|x), ¥x.y € RN,
Es decir, es una forma bilineal y simétrica en el sentido que se recoge en la siguiente defini-
cion.
Definicion 7.18 (forma bilineal). Una forma bilinealen RN es una aplicaciom : RN x
RN — R lineal en ambas variables, es decir:
) B(AX+Y,2) = AB(X,2) +B(Y,2), Vx,y,Z€ RN, VA € R.
i) B(x,Ay+2) = AB(X,y) +B(x,2), ¥x,y,z€ RN, VA € R.
Si ademés verifica:
iii) B(x,y) =B(y,x), ¥x,y € RN,
se dice entonces qugzes undorma bilineal simétrica

Definicién 7.19 (forma cuadratica). Una forma cuadraticaen RN es una aplicacio :
RN — R tal queQ(x) = B(x,x), ¥x € RN para alguna forma biline&.

Definicion 7.20 (operador autoadjunto). Una aplicacion lineal : RN — RN se dice que
es unoperador autoadjuntai verifica

(T(X)ly) = (XT(y)), Y%y e R™.
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Es inmediato que S es un operador autoadjunto BN, entonces la aplicacién

xy) — (XT(y))

es una forma bilineal simétrica. De hecho toda forma bilineal y simétrica responde a una
expresion de este tipo:

Proposicion 7.21.Sea Q una forma cuadratica é&iV. Entonces

i) Existe una unica forma bilineal simétrica B tal qué&x®= B(x,x), ¥x € RN. De hecho

se tiene que & y) = w, vx,y € RN, En consecuencia, si Q no es nula,
entonces Q es un polinomio homogéneo de grado dos en N variables.

ii) Existe un Unico operador autoadjunto T tal quéxB) = (x| T(y)), Vx,y € RN. De
hecho se tiene la siguiente (equivalente) expresiog @ (x|T(x)), ¥Vx € RN,

Demostracion:
i) Supuesta la existencia veamos la unicidadd 85 una forma bilineal simétrica &
tal queQ(x) = B(x,x), ¥x € RN, entonces para cualesquietg € RN se tiene

Q(X+y) = B(x+y,x+Yy) = B(x,X) +2B(x,y) + B(y,y)

Q(x—y) = B(x—y,x—y) = B(x,x) — 2B(x,y) + B(y,y),
y en consecuencia
X+Yy) — Q(x—
B(x y) = XY ; Qx—y).
luegoB esta determinada p@J.
Existencia: Es rutina convencerse de que la aplicaBivRN x RN — R definida por

B(x.y) = Q<X+y>;Q<X—y)

es una aplicacion bilineal simétrica tal gaex, x) = Q(x), Vx € RN,

i) Supuesta la existencia, veamos la unicidadl ®is un operador (lineal autoadjunto) en
RN tal que
B(x,y) = (X|T(y)), ¥,y € R,

entonces para todoc RN se verifica que

2

N

T =3 (@TX)a= 3 BlawXe,
k=1 k=1

y por tanto el operaddr esta determinado p@&:.
Veamos ahora la existencia: Es claro que la expresion

pd

T(X) =Y Ble,X)e, vxe RN
k=1
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define un operador lineal &N. Ademas

=(XT(y), ¥xyeRN.

La simetria ddB nos prueba qué es autoadjunto.

Finalmente, es claro que la condicidB(x,y) = (X|T(y)), ¥x,y € RN implica
Q(x) = (X|T(x)), v¥x € RN,
El reciproco también es cierto. Supongamos@@e = (x| T(x)), ¥x€ RN. Entoncesgx,y) — B(x,y)
y (x,y) — (X|T(y)) son formas bilineales simétricas que determinan la misma forma cua-
drética, luego coinciden. .

El producto escalar euclideo verifica también la propiedad
4. (x|x) > 0, vx € RN\ {0},

es decir, es una forma bilineal simétrica que es definida positiva en el sentido de la Definicion
7.10

Definicién 7.22 (Matriz de una forma cuadratica. Autovectores. Autovalores)SeaQ una
forma cuadratica e®N. La matriz simétricaH = (B(e, &j))1<i j<n, dondeB es la forma
bilineal simétrica asociada @, se denominanatriz asociadaa Q con respecto a la base
candnica.

Es inmediato quB(x,y) = xHy, Vx,y € RN (dondex= (x4, ...,Xn)), 0 equivalentemente
Q(x) = xHxX, ¥x € RN,
Resaltemos qukl es también la matriz asociada, con respecto a la base candnica, al Unico
operador lineal autoadjunib asociado &). En efecto, de

(TOYIY) = (KT (y)) = B(x,y) = xHY = (xH[y), ¥xy e RY,
se deduce qu&(x) = xH, Vx € RN, y por tanto H = H')
(T(x))! = HX, vxe RN,

Un autovectordeQ es un vectou no nulo tal quer (u) = Au para algun real . Al nUmero
real A, que es claramente unico, se le llamaastiovalor. Equivalentemente (Proposicion
7.27):

B(x,u) = A(xu), ¥x € RN,
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El producto escalar euclideo verifica también la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apén-
dice A de la leccion 3):

5. (Xly)> < (Xx)(yly) ¥x,y € RN,

gue como pone de manifiesto el siguiente enunciado, es consecuencia de las anteriores.

Proposicion 7.23 (Desigualdad de Cauchy-SchwarzJoda forma bilineal simétrica posi-
tiva B verifica:
B(x,y)? <B(X.X)B(yY), ¥x,y € R.

Demostracion:
Searx,y € RN. Se tiene:
0 < B(x+ Ay, x+1y) = B(y,y)A2 4 2B(x,y)A + B(x,X), VA € R,
con lo que
0 > A= 4B(Xa y)2 - 4B(Xa X)B(y7 y)a

y por tanto
B(x,Y)? < B(x,X)B(Y,Y).

Sabemos que en dimension finita las formas bilineales son continuas y por tanto las for-
mas cuadraticas también lo son. La propiedad de compacidad y la, en apariencia ingenua,
desigualdad anterior nos van a permitir demostrar la existencia de autovectores.

Lema 7.24 (Existencia de autovectores)loda forma cuadratica tiene un autovector.

Demostracion:

SeaQ una forma cuadratica y denotemos Bax su forma bilineal simétrica asociada. La
propiedad de compacidad asegura la existencia de un ved®ia esfera unidad euclidea
S(RN) tal que

A = B(u,u) > B(x,x), ¥x € S(RN).

Para probar que es un autovector % su autovalor, definimos
F(xy) = A(Xly) = B(x,y), Vx,y € R".

Es claro qud- es una forma bilineal simétrica positiva por lo que verifica la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:
F(x.y)? <F(xX)F(yy), ¥xy € RN

y comoF (u,u) = 0, se sigue quE (x,u) = 0, ¥x € RN, es decir

B(x,u) = A(X|u), ¥x e RN.
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Recordemos que una aplicacion linfal RN — RN es unaransformacion ortogonasi
es una isometria para la norma euclidea:

IFCll2= [IX]l2, ¥x € RY,

equivalentemente (en virtud de la férmula de polarizacién en la ProposSicianm)) si con-
serva el producto escalar:

(FXIF(Y) = (Ky), Y%y e R,
El siguiente resultado nos permite conocer mejor estas aplicaciones
Proposicion 7.25.Sean F: RN — RN una aplicacion lineal, y A la matriz asociada a F con

respecto a la base candnica:
(F(x)' =A%, vxe RN,

Equivalen las siguientes afirmaciones:

I) F es ortogonal.
i) AIlA=1. En consecuencia A (y por tanto F) es inversible yt A= Al
iii) F transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

iv) F es la aplicaciébn cambio entre dos bases ortonormales.

Demostracion:
i) = ii) El elementq(i, j) de la matrizA'A es:

a(AA)E = (aA)(Ag) = (F(a))(F(e))) = (F(a)[F (&) = (alej) = &
i) = iii) Sea{uy,...,un} una base ortonormal. Se tiene
(F(u)[F (up) = (F () (F (up)' = (WA (Ad) = ui(AA) = uiuj = (uiluj) = &

i) = iv) Por hipotesigF (e1),...,F(en)} es una base ortonormal. Del hecho de fue
es el operador de cambio de esta base a la candnica se sigue inmediatamente el siguiente
desarrollo:

F(Xg,.-,xn) = (Y1,---,YN) & F (Zx.a) Zy.ei & Zx. .iyia

iv) = i) Sean{uy,...,un},{v1,...,vn} bases ortonormales tales que

N N
F(Xt,...,XN) = (Y1,-- -, YN) <€) Xili = ) Vivi.
254=2,

Entonces

N
24
i=

N

Zlyz = [Xll2 = [IF ()2, ¥x € R™.

Ziy.V.
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Teorema 7.26 (principal). Para cada forma cuadratica Q eRN existe una base ortonor-
mal {ug,...,uy} de RN compuesta de autovectores de Q. Adem&sigi..., An} son sus
correspondientes autovalores, entonces

Q(X) = Ma2 +... 4+ Anad, Vx=aju+ ... +anuy € RN,

En términos de matrices, B A~1AA donde H es la matriz asociada a Q con respecto a la
base canodnica,

A1 0 ... O
0O A ... O
0 0 ... A

y A es la matriz inversible asociada a la funcién cambio de la base candnica a la base
{ug,...,un}. En consecuencia,
det(H) =M... AN

Demostracion:

SearB, T respectivamente la forma bilineal simétrica y el operador autoadjunto asociados
aQ. La demostracion es por induccion sobre la dimension del espacio.

Para dimension uno se tiene para= B(1,1) queQ(x) = Ax?, ¥x € R con lo que

T(X) = Ax, VXeR

y el vector 1 es un autovector, y por tanto en este caso es la base candnica la que “diagonaliza”,
siendo innecesario cambiar de base.

Consideremos ahora un natukal> 1. El lema anterior nos asegura d@eiene un auto-
vectoru; que supondremos de norma uno, es decir, para conveiigreal

B(x,u1) = A1(X|up), ¥x € RN,
Sea
V={u}' = {yeR": (uly) = 0}.

V es un subespacio vectorial &' de dimensiorN — 1 y la restriccion d&Q aV es, obvia-
mente, una forma cuadratica. &4, ...,vn-1} €s una base ortonormal fijada\deentonces
es claro que el isomorfismp : RN-1 — V que aplica la base canénica®¥~1 en la base
deV fijada

O(X1,. ., XN—1) 7= X1VL + ... F XN—1VN-1
preserva el producto escalar

(xly) = (p()@(y)), vx,y e RN,

Via ¢, podemos considerar la forma cuadratica restriccio@ d& como una forma cuadra-
tica enRN~1, esto es, podemos definir

Qp(X) 1= Q(¢(x)), Vxe RN
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para obtener una forma cuadraticaR ! cuya forma bilineal simétrica asociada es:

By (XY) :=B(@(X), 0(y)), ¥x,y e RN 1.

La hipétesis de induccion aplicadaBg nos asegura queN~-1 tiene una base ortonormal
{wy,...,wn} de autovectores d@,. Es decir, para cada= 2,...,N hay un conveniente
namero real; tal que

Bo (Y, W) = Ai(y|wi), vy € RN-L.

Veamos ahora que(ws), ..., ¢(wWy,) son también autovectores @eEllo es consecuencia de
gue la anterior igualdad puede escribirse en la forma

B(V7 QD(WI)) = A (V|(P<WI))7 wWev,

y de que para cadac RN, existena real yv € V, tales quex = au; + Vv, con lo que para
i=2,...,Nsetiene:

B(x, @(wi)) = aB(ug, p(W)) +B(v, (Wi)) =

ada(Ur|@(Wi)) + i (Vi (wi)) = Ai(Vip(wi)) =
Ai(ocug|@(wi)) + i (Vi (wi)) = A (x| (wi)),

donde se ha utilizado que es un autovector dB y que ¢(w;) € V. Consideremos para
i=2,...,N,ui = ¢(w;); y veamos que entoncési,...,uUn} es la base buscada. En efecto,
dicha base es ortonormal y ademas para tog@iu; + ... + anuy Se tiene que
Q(x) = B(x,x) = B(agu1 + ... +anun,X) = a1B(u1,X) + ... + anB(un, X) =
7L]_611(U1|X) 4+ ...+ ANaN(uN\x) = 7Lla]2_+ oot }LNaﬁ.

En consecuencia, i es la transformacion ortogonal &Y determinada por el cambio de la
base canonica a la base ortonorfual, ..., un}, Y A es su matriz asociada, se sigue que

Q) = (F())A(F(X))' = xADAX,

con lo queH = AlAA, y basta recordar quéf = AL, .

Es claro que las formas cuadraticas diagonales
— ey 2
Q(X) = a1x{+ ...+ anXy
se clasifican a simple vista (segun el signo de los coeficientes). Como el teorema principal

asegura que toda forma cuadratica “es” diagonal sin mas que cambiar de base, se sigue inme-
diatamente el siguiente criterio de clasificacion.
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Proposicion 7.27 (Primer criterio de clasificacién de formas cuadraticas)Sean Q una
forma cuadratica e®N y A4, ..., An Sus autovalores. Entonces se tiene:

. positiva A >0 B
Qes deflnlda{ negativa} & { A <0 }k_ 1,....N

positiva M>0 B
Qes{ negativa} (:){ Ak <0 }k_ LN
Q esindefinidas 3p,q € {1,...,N} : 1, <0< Aq

Volviendo a la definicién de autovectores y autovalores de una forma cuadpaic&N
(Definicion 7.22), es inmediato que, $i es la matriz asociada@ con respecto a la base
candnical es la matriz identidad ¥ es un namero real, entonce®s un autovector d@
con autovalofl si, y solo si, sus coordenadas son solucion no nula del sistema homogéneo

X1
(Al —H) : =0.
XN

La existencia de solucion no nula para tal sistema sabemos que equivale, por la regla de
Cramer, a que défll —H) = 0. Asi, como consecuencia del Teorema principalN@aito-
valores de&Q son lasN raices (reales) del polinomio de gradpdet(Al — H).

Definicion 7.28 (polinomio caracteristico).SeaQ una forma cuadréatica érRN. El polino-
mio de graddN con coeficientes realé¥A) = det(Al —H), dondel es la matriz identidad y
H es la matriz asociada@con respecto a la base canoénica, se denoputimaomio caracteristico

deQ.

La dificultad de aplicacion del primer criterio estriba en conocer el signo de las raices del
polinomio caracteristico. Empezaremos probando un resultado de polinomios con coeficien-
tes y raices reales que nos permita salvar esta dificultad.

Proposicion 7.29.Sea RA) = AN — A;AN"1 4 ApAN-2 4 |+ (—1)NAy un polinomio mé-
nico con coeficientes reales y raices realgs.., AN. Equivalen las siguientes afirmaciones:

) A& >0, Vke {1,....N}.

i) Ax>0, vke{1,...,N}.
Asimismo equivalen también:

i) A >0, vke {1,...,N}.

iv) Ac>0, Yke {1,...,N}.
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Demostracion:

ComoP(4) = (A —A41)...(A — AN), al desarrollar e igualar coeficientes se tiene Aue
es la suma de todos los productoskadementos del conjuntpy,...,An}, k=1,...,N, de
donde se deduce la implicacidn=- ii). Para probar la implicacion contraria basta observar
qued < 0= P(1) # 0. En efectoP(0) = (—1)NAy # 0,y siA < 0y N es par (resp. impar)
todos los sumandos d&A) son positivos (resp. negativos).

La equivalenciaii ) < iv) se prueba analogamente. .

El siguiente criterio nos permite clasificar una forma cuadratica si conocemos el signo de
los coeficientes del polinomio caracteristico (jno hace falta conocer el signo de las raices de
dicho polinomio!)

Proposiciéon 7.30 (Segundo criterio de clasificacion de formas cuadréaticasyean Q una
forma cuadratica elRN y

P(A) = AN —AAN T+ AAN 2+ (—D)NAY

su polinomio caracteristico. Entonces se tiene:

- positiva A>0 _
Qes deflnlda{ negativa} & { (—1)Ac > 0 }k_ 1..N

positiva Ac>0 B
Q es{ negativa} & { (“1)Ac > 0 }k_ 1,...,N

Q esindefinida< 3p,g € {1,...,N} : Ap, (—1)9A¢ < 0

(En consecuencia, Q es indefinida si para un k paegnegativo).

Demostracion:

El primer criterio de clasificacion de formas cuadraticas (Proposiciér) nos asegura
queQ es definida positiva si, y solo siy > 0,k=1,...,N, lo que equivale a su vez, en virtud
de la Proposicion.29 a queA, > 0,k=1,...,N.

Para obtener ahora el criterio para formas definidas negativas néte§eeagudefinida
negativa si, y solo si-Q es definida positiva, y que Bi denota la matriz asociadatacon
respecto a la base canonica, entonces el polinomio caracteristieQ de

det(Al — (—H)) =det((—1)(—Al —H)) = (=1)Ndet (Al —H) =

(—DONP(=2) = AN+ AN AAN=2 1 AL

Finalmente en los casos en que la forma cuadratica es positiva 0 negativa la demostracion es
analoga. .
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Es bien conocido que $i = (ajj)1<i j<n €S la matriz asociada con respecto a la base
canonica de la forma cuadratienRN, entonces el polinomio caracteristico@e

P(A) = AN —AAN"T L apAN-2 1 (—1)NAy

es tal queAx (1 < k < N) es la suma de todos los menores principalebldi orderk. En
consecuencia, la aplicacion del criterio anterior conlleva el calculo de un elevado numero de
determinantes. El siguiente criterio es mas facil de aplicar (requiere calcular menos determi-
nantes). Recuérdese el concepto de submatrices principales dado en la Defidition

Proposicion 7.31 (Condicion de Sylvester)Sea Q una forma cuadratica éRN, y H =
(aij)1; jn |2 matriz de Q. Entonces se tiene:

. positiva det(Hy) >0 B
Qes deflnlda{ negativa} & { (—1)kdet(Hy) > 0 k=1,...,.N

positiva det(K) >0 L
Q es{ negativa} & { (—1)0rdenK) get (K) > 0 VK submatriz principal de H

Q es indefinida= 3K, L subm. princ. de Hdet(K) < 0y (—1)°"9"Ldet (L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida silet(K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Demostracion:

=] Basta tener en cuenta queQx) es definida (resp. semidefinida) positiva/negativa
entonces las formas cuadraticas que resultan de hacer nulas algunas coordenadas del vector
genéricox mantienen el caracter definido (resp. semidefinido) positivo/negativo. Aunque la
nueva forma cuadratica cambie de autovalores, en virtud del Teofeiidos nuevos au-
tovalores siguen conservando el signo y su producto es igual al determinante de la matriz
asociada, que es una submatriz principatde

<] La demostracion de esta implicacion puede verse=em,[86.2, §86.3]. Utiliza el
método de eliminacion de Gauss (procedimiento de factorizacion triangular). .

7.3. Referencias recomendadas.
[Strd, [ 1
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7.4. Resumen de resultados del Tema 7.
Extremo relativo. Seaf un campo escalar definido &n- RN. Se dice qud alcanza en
un puntoa € A un maximo relativo si existe un entorno abidtta@leatal queU C Ay
f(x) < f(a), YxeU.

Se dice quef alcanza en el punta € A un maximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU deatal queU C Ay

f(x) < f(a), YxeU\{a}.

Anélogas definiciones se hacen para minimos. La expresidén extremo relgtiifica o bien
maximo relativo, o bien minimo relativo.

Condicion necesaria de existencia de extremo relativo. Puntos criticaSea f un cam-
po escalar definido en A C RN. Si f alcanza un extremo relativo en un puntoac Ay f tiene
gradiente en &, entonces [1f(a) = 0. Mds atin, si f alcanza un extremo relativo en un punto
ac Ay f tiene derivada direccional en a segtin el vector u, entonces f'(a;u) = 0.

Los puntos de A donde f tiene gradiente nulo se llaman puntos criticos de f. Es decir son
las soluciones del sistema de ecuaciones (no necesariamente lineal) [ (X) = O definido en
los puntos en los que f tiene gradiente.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relati8ean f un
campo escalar definido en A C RN y k un natural mayor o igual que 2. Supongamos que f
es K veces derivable en un punto critico a € A, que todas las derivadas parciales hasta las de
orden K— 1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden K no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Sik es impar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.
b) Sik es par, se tiene:

) Sidkf(a)(x) >0, ¥x# 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
i) SidKf(a)(x) <0, Vx# 0, entonces f alcanza en a un maximo relativo estricto.

i)y Si d“f(a)(x) >0, ¥x € RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser minimo.

iv) Sidkf(a)(x) <0, VxRN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser maximo.

v) Si[3x,y € RN : d¥f(a)(x) < 0 < d“f(a)(y)], entonces f no alcanza ningtin extre-
mo relativo en a

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo ponen de re-
lieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el
“signo” del polinomiod“f (a).
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Formas cuadréticas y su clasificacion. Submatrices principaletlna formacuadrética
enRN es una aplicacio® : RN — R de la formaQ(x) = xHgx!, ¥x € RN, dondeHq €
AnxN(R) es una matriz simétrica (que se prueba ser Gnica).

Una forma cuadratic® enRN se dice que es
definida positivasi Q(x) > 0, Vx € RN\ {0},

(semidefinida) positivai Q(x) > 0, ¥x € RN,

Anélogas definiciones se dan para forma cuadratica definida negativa y (semidefinida)
negativa.
indefinidasi toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

DadosN, k naturales, coR <Ny H = (&j)1<i,j<n Una matriz cuadrada de ordsinse di-
ce que una matriK es una submatriz principeeH de orderk si existe una aplicacion estric-
tamente creciente c = {1,....k} — {1,...)N} tal que

K= (asi)o(j)) 1. <k

Como consecuencia del criterio de Sylvester (Proposicidd), y de las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo, se obtiene el siguiente resultado
practico.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relatiSea f un cam-
po escalar definido en A C RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
acAyque

D(l’l)f(a) D(Nﬁl)f(a)
Hf(a): 750
D(l,N) f (a) D(N7N) f (a)

Parak=1,...,N, sean Hy = (D(ivj)f(a))lgi,jgk
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

las submatrices principales “esquinas”.

i) Sidet(Hyx) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
i) Si(—1)kdet(Hyx) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un maximo relativo estric-
to.

i) Sidet(K) > 0, para cualquier submatriz principal K de H¢ (&), entonces de alcanzar f
en a un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Si (—1)°9eK)det(K) > 0, para cualquier submatriz principal K de H¢(a), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser mdximo.

V) Si existen K y L submatrices principales de Hs (a) tales que det(K) <Oy
(—1)°rdertbidet (L) < O (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de H¢ (@) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.
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7.5. Ejercicios del Tema 7

7.1 Una funcion reaf definida en un abierto y conveXodeRN se diceconvexasi verifica:
f(l—a)x+ay) <(1-—a)f(x)+af(y), VX,yeA, Ya € [0,1].
i) Se supone qué es derivable eA. Probar que:
[f es convexps [f(X) > f(a)+Df(a)(x—a), Vx,ac Al.

Deducir que sif es convexa YD f(a) = 0, entonced alcanza era un minimo
absoluto.

i) Se supone qué es dos veces derivable énProbar que:
[f es convexs [D?f(a)(x,x) >0, Vac A, ¥xe RN].

iif) Probar que la funcion :] — 1,1[x] — 1,1[— R definida por

f(Xy)=—vV1-x2/1-y2

es convexa. Estudiar sus extremos.

7.2 (*) Estudiar los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones:

X—y

1@ y2 ; f2(x,y) = serxcosy ; fa(x,y) = ser(xy) ;

fl(xv y) =

fa(xy) =X +y> —3axy(acR); f5(x,y) = x*+y* —da’xy (ac R*) ;

foxy) = 8-+ 2P0 L fxy) = e s (y> 00

fa(X,Y,2) = X2+ Y° + 32 — Xy+ 2xz+yz; fo(X,Y,2) = Xy+ XZ+Yz.

7.3 Estudiar los extremos relativos de:

i) Dadoa > 0, lafuncionf : R™ x RTx N. xRT — R definida por:

N

1
f(X17X27"'aXN) = X1X2...XN —|—aN+1 Z; .
i=1"M

i) Dadosas,ay,....an € R, la funciénf : RN — R definida por:

N
Fxa X, o) = | S axi | e X2
(é )

(Si quiere simplificarse algo, hagase pbira- 2 oN = 3.)
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7.4 Dadosn puntos(a;,b;) € R?, determinar las condiciones que han de cumgpliy 8
para que la rectg de ecuacioly = ax+ 3 sea tal que la cantidad

N

S@p)=3 (b oa—p)

sea minima.

7.5 Dadosm puntosa; € RN calcular el menor valor de la funcién

f09:= 3 Il

7.6 Teorema de Rolle generalizado.

SeanA un subconjunto abierto acotado®¥ y f : A— R una funcién continua ea,
constante en FFA) y derivable erA. Probar quéd f (x) = 0 para algunx deA.

7.7 Seaf : R? — R definida porf (x,y) = x?y — 4x? — 2y?. Justificar que para todo subcon-
junto compactd c R? la funcién f alcanza su valor minimo df en un punto de la
frontera deK, es decir:

min f(K) = min f (Fr(K)).

7.8 (*) Seanf un campo escalar continuo definido en un abigrttie RN y a un punto de
A. Supongamos qué es derivable ei\\{a}, que existed > 0 tal queB(a,8) C Ay
gue se verifica

(x—a|df(x)) <0 (resp.>0), Vxe B(a,8)\{a} .

Entoncesf alcanza un maximo (resp. minimo) relativo estricto en el panto

7.9 Seaf : R? — R la funcion dada pof (x,y) := x? + (1 — x)3y?. Demostrar que dicha
funcion tiene un Unico punto critico en el que alcanza un minimo estricto y que no
alcanza ningun extremo absoluto. ¢, Puede presentarse tal situacion para una funcién de
R enR?

7.10 SeamA={(x,y,2) € R3: x+y+z=1}y f : A — Rlafuncién dada pof (x,y,z) = xyz
Estudiar los extremos “locales” de
Indicacién Puede usarse la Nofad. Mejor es reformular el problema en los siguientes
términos: de la condicior+y+z= 1, despejamosz= 1—Xx—Y, con lo que se nos pide
es hallar los extremos de la funcién R? — R definida porf (x,y) := xy(1—x—y).
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7.6.

Soluciones a los ejercicios del Tema 7.

7.1 ) Searg, x € A. Sia= xno hay nada que demostrar. En otro caso pataxd<

1, se tiene

f(a+ a(x—a))— f(a) < (1-o)f(a)+af(x)—f(a) _ f(x)— f(a)

(04 (04

y basta tomar limite cuand® — O para obtener
Df(a)(x—a) < f(x)— f(a).
Searnx,y € A. Queremos probar que paraOx < 1, se verifica
f(1—a)x+ay) < (1—a)f(x)+af(y).
Notemosa = (1— o)X+ ay. Por hipotesis

> f(a)+Df(a)(x—a)
f(y) > f(a)+Df(a)(y—a) };‘

1-a)f(X)+af(y)>f(a)+Df(a)((1—a)(x—a)+a(y—a)) = f(a) = f((1— o)X+ ary)
En consecuencia, $ies convexa Y f(a) =0, se tiene
Df(a) =0= f(a) < f(x), VX€ A,

es decirf alcanza em un minimo absoluto.

[=]Seanac A x e Sgn. Existed > 0talque O<t < § = a+txe A Pori):

0< f(a+tx) — f(:zl) —Df(a)(tx)

f(a+tx) — f(a) — Df(a)(tx) — 3 D2f(a)(tx, tx 1

y al tomar limite cuandd — 0, la formula infinitesimal del resto nos asegura
que 0< D?f(a)(x, ).

La formula de Taylor con resto de Lagrange para funciones valuad&s en
nos asegura que ajx € A, cona # X, entoncesic €]a, b| tal que

f(x)— f(a)—Df(a)(x—a) = % D?f(c)(x—a,x—a)

con lo que por hipotesi§(x) — f(a) —Df(a)(x—a) > 0, que nos dice qué es
convexa por lo demostrado en
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iif) Es inmediato comprobar que el Unico punto critico e§0ed). Calculemos la
matriz hessiana

1 /1-y? —xy
1-X V12 J12\/1-y2
Hy (X7 Y) - —Xy 1 H

Vi@l 1Y /1y
En consecuencia para tohay) €] — 1,1[x] —1,1], se tiene
1—x3y?
(1-x)(1-y?)
de donde deducimos por el criterio de Sylvesterdigx,y) es definida positiva

para todo(x,y) €] —1,1[x] — 1,1]. El apartaddi) nos dice quef es convexa.
Claramentef alcanza erf0,0) un minimo absoluto estricto.

detH; > 0, detH, = >0,

7.2

|33
I

%=01_ [ @=ye |x=ly|
y 0 2Xy+1=0= xy<O0

Q|

Puntos criticosA = (%, #); B— (%57 \/75)_

Matriz hessianaHaciendo uso de que las derivadas parciales primeras son nulas en los
puntos criticos, basta trabajar con la matriz

atey) = (XY ) et (aixy) =202 +7)

(aunque no es simétrica en los puntos en cuestion si lo es)

Solucién
f alcanza e\ un maximo relativo estricto.
f alcanza efB un minimo relativo estricto.

Extremos absolutos

2p
1+ p?

| f(pcost, psems) P 2(cosﬁ—sern9)' < — 0, (p = +),

=2
y por tanto lin y) |-+« f(X,y) = 0.

Si una funcién alcanza valores mayores (resp. menores) que el limiggemonces
alcanza su maximo (resp minimo) absoluto que claramente son también relativos.

f alcanza e su maximo absoluto igual§
f alcanza erB su minimo absoluto igual az—ﬂ
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En efecto, se® > 1 tal que||(x,y)|[z > R=|f(x,y)| < 3. La continuidad def en
B((0,0),R) nos asegura qué tiene maximo y minimo absoluto é8((0,0),R), y en
consecuencid tiene maximo y minimo absoluto (que se alcanz8g0,0), R)).

of _ cox=seny=20

=0 cosxcosy =0

X = =

& } { sernxseny =0 } °
serx=cosy=0

Puntos criticosA= ((2p+1)5,q7);B= (p7,(29+1)3), p,q€ Z.
Matriz hessiana

—Serxcosy — Cosxsery
—COSXSerny — Serxcosy

Hs(x,y) = ( ) ; det(Hf(x,y)) = serfx—serfy
Solucion PuntosA: Si p+q € 2Z (p,q tienen la misma paridad), entonces hay un
maximo relativo estricto. En caso contrario hay un minimo relativo estricto. En los

puntosB no hay extremo pues détls) < 0. La superficie es como un carton de huevos.

Extremos absolutod esta acotada por 1y toma valores ¥, luego tiene maximo y
minimo absolutos iguales a 1-y1, que son alcanzados en infinitos puntos.

xcosxy=0

%:o }@{ ycosxy =0

Puntos criticosA = (0,0);B = (a,b) conab= w, keZ

Matriz hessiana

_ —y? sen(xy) cogxy) — xysern(xy)
Hi(xy) = ( cogxy) — xyser(xy) —x2 ser(xy) )

Solucién En A no alcanza extremo. En los pun®ssi k € 27 hay un posible méximo
relativo, y sik ¢ 27 hay un posible minimo relativo.
En los punto® hay maximo y minimo pueser(xy)| < 1.

Extremos absolutod esta acotada por 1y toma valores ¥, luego tiene maximoy
minimo absolutos iguales a 1-y1, que son alcanzados en infinitos puntos.

NE
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Puntos criticosA = (0,0);B = (a,a)

Matriz hessiana

6x —3a
Hf(X,y): ( —3a 6y )

Solucion En el puntoA no hay extremo pues ai= 0 se anulan la primera y segunda

derivada y no la tercera. En el purBpsia > 0 hay un minimo relativo, y & < 0 hay
un maximo relativo.

Extremos absolutos no esta ni mayorada ni minoradf(,0) = x3, ¥x € R), luego

no tiene ni maximo ni minimo absolutos.

Matriz hessiana

122 —4a?
Hf(X,y) - ( _4a2 12y2 )
Solucién f no alcanza eA un extremo y alcanza dy C un minimo relativo estricto.

Extremos absolutod no esta mayoradd (x,0) = x*, ¥x € R), luego no tiene maximo
absoluto (también por no tener maximo relativo).

f(p cos, psens) = p*(cod ¥ +serf ) — 4a’p? cost sems >
pt(cod ¥ +serl ®) —4a%p? > p?(p2a—4a%) — +oo, cuandop — + oo,
siendoa = Min{co¢*® +serf ® : ¥ € [0,27]} > 0.

SeaR > 0 tal que||(x,y)|| > R= f(x,y) > 1. La continuidad de&f enB((0,0),R)

nos asegura qué tiene minimo absoluto eB((0,0),R) que ser&< f(0,0) =0, y

en consecuencié tiene minimo absoluto (que se alcanzaB¢(0,0),R), de hecho lo
alcanza en los puntdy C).

NS
—

13X

} - { 2(x—x3 = 2xy2)e (¥+¥) = 0

0
0 2(2y — X2y — 2y3)e~ 0¥+ = 0

Q)|

y

Puntos criticosA = (0,0);B=(0,1);C = (0,—1);D = (1,0);E = (—1,0)
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Matriz hessianaDerivando con “picardia” sabiendo lo que se anula y suprimiendo
factores que no influyen en el signo:

_ 2 _ N2 _
Hf(x,y):<1 3x¢ — 2y 4xy )

—4xy 2 — X% —6y?

(aunque no es simétrica, en los puntos en cuestion si lo es).

Solucién En A hay un minimo relativo estricto, éhy C un maximo relativo estricto y
enD y E no hay extremo.

Extremos absoluto® < f(x,y), V(x,y) € R?, de hechof (x,y) > 0 si (x,y) # (0,0),

luego tiene minimo absoluto (que lo alcanza en el pAit&s claro que linyy ) |-+ f(X,Y) =
0, de donde, como se Vvi6 pafg deducimos qué tiene maximo absoluto (que lo al-
canza en los puntddy C).

af _ 0 y(1+y) (1-x?y) -0
3>f( And d

1 _p X(14+X) (1-xy?)
ay = 0

Puntos criticosA = (1,1)
Matriz hessiana

N —2xy 1—x2y(2—y)
He(xy) = ( 1—xy?(2—X) —2xy )

Solucién En A hay un maximo relativo estricto.

Extremos absoluto$odemos extender de manera contifieR; x R} definiéndola
como 0 en la frontera. Ademas

0< f(xy) < — 0, cuando||(x,y)|| — +o

(1+x)(1+y)

y por tanto lim )| -+ f(X,y) = 0. Asi f tiene maximo absoluto ek x RJ, que al
no ser 0 estard éR™ x R™ (de hecho lo alcanza &%).

Como f no alcanza minimo relativo éR™ x R™, tampoco tiene minimo absoluto en
Rt xRT,

NS
—

=%

—X+2y+z=0
2X+y+6z=0

0 2X—y+22=0
&
O }

Q)|
<
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Puntos criticosA(0, 0, 0)

Matriz hessiana

2 -1 2
Hi(x,y,2=| -1 2 1] ;det(Ht(x,y,2)=4; etc.
2 1 6

Solucién En A hay un minimo relativo estricto.

Extremos absolutosf coincide con su polinomio de Taylor de orden 2 en cualquier

punto (Ejercicio6.6), es decir: 2 = (x y 2H(x y 2! que es una forma cuadréatica
definida positiva. En consecuencia

0= f(0,0,0) < f(x,y,2), V(x,y,2) # (0,0,0)

luego f tiene minimo absoluto (que lo alcanza(@no, 0)).

Como f(x,0,0) = x?, f no esta mayorada y no tiene maximo absoluto (si queremos
también se deduce de no tener ningn maximo relativo).

It _ g y+z=0
3}‘_0}<:> X+z=0
ady X+y=0
Puntos criticosA = (0,0,0)
Matriz hessiana
011
Hi(x,y,z=| 1 0 1 | ;det(Hs(x,y))=2; etc.
110

Solucion EnA no se alcanza extremo (dét,) = —1).

Extremos absolutod no esta ni mayorada ni minoradf(x, 1,0) = x, ¥x € R), luego
no tiene ni maximo ni minimo absolutos (también se puede razonar que al no tener
extremos relativos no puede tener extremos absolutos).

7.3

aN+1
Dif(x):O(:)T:xl...xN ,i=21...,N.
|

Punto criticoA= (a,...,a).

[Dii f(A) =222, Djj f(A) =a %] = Hi(A) =a" ?H,
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2 1 1 ... 1
dondeH—| L 2 1 o 1|,
11 1 2
2 1 1 1 1 0 0 1
R e N I O
1 1 1 2 1 -1 -1 2
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1| |0 1 o0 0 1]
0 -1 -1 -1 3 0 0 -1 ~1 4
1 0 0 .. 0 1 1 00 ..0 1
001 0..0 1| [0 1 0.0 1 |_ .
0 0 0 .. -1N 0 0 0 ... 0 N+1

(en el primer paso se resta la Ultima columna de las demas, en el segundo se le suma
a la ultima fila la primera fila, en el tercero se le suma a la ultima fila la segunda fila,
..., con lo que se triangula la matriz). Repitiendo el proceso con las otras submatrices
principales esquinas izquierda obtenemos que sus determinantes valen respectivamente
2,3,...,N+1. El criterio de Sylvester nos asegura que

Solucién f alcanza e un minimo relativo estricto. Con un razonamiento topologico
consistente en considerar cuadrados muy grandes del primer cuadrante (en dimension
dos) se concluye que también es absoluto.

ii) | Suponemos que algim es no nulo (pues en otro casaes la funcion nula). Se
tiene

Dif(x) =0<a =2(ax)x,i=1,...,n
luego (multiplicando pog; y sumando las expresiones)
a3 = 2(alx)? « [lall2 = v2|(alx)|

es decir

2(alx) = v'2||al|2 0 2(alx) = —v'2|all

y por tanto:

Puntos criti =2 B=2
Puntos criticosA = 5~ B= =

(conviene comprobar las soluciones en el sistema original).
Calculando las derivadas parciales segundas, se obtiene:
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donde X
5 a; aaz ... a9y
Ho = ||a]|5l + D
ajan apa, ... a2
con lo quexHox' = [[a3 X3+ (alx)2
Solucién A: Definida negativa, luego maximo relativo estric®.Definida positiva,
luego minimo relativo estricto.

7.4 “La suma de los cuadrados de las diferencias entre las ordenadas de los puntos y las
correspondientes ordenadas de la recta sea minima” (recta de minimos cuadrados).

=0 allallf+B 3 a = (ab) .
=0 }é{ aylja+nB=3Lb (*)

%I?n’é’lm

dondea= (a,..,an), b= (by,..,bn).

El sistema es lineal (cosa rara) y su determinanteja — (51, a)°. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz nos dice

(Zﬁ) (@)?<Jalzlitiz=nllallz  (+x)

con lo que el determinante del sistema es no negativo y es nulo si, y sélogistws
constanted = C1).

En este caso los puntos estan en una recta paralela al@yey hay infinitas rectas
solucion de(x), todas las rectas que pasan [6tb), conb = %zi”:l bi (media de
ordenadas), ya quees el punto en que la funcién— S, (bj — x)2 toma su minimo
absoluto. Es decir, las rectas= ax+ 8 conb = aC+ 3.

Supongamos ahora que al menos hay dos vakrdsstintos. En este caso hay una
anica solucion déx):

_ (a]b)—nab
 lal3-ra®’

lalb—(a| b)a
8l — na®

Po=

Ahora

_ shia? Y4
Hs<a,ﬁ>—2(zin:1au . )

define una forma cuadrética definida positiva (fer)), luegoStiene un minimo rela-
tivo estricto y absoluto ef, Bo).

También, de

Sa,B) = (Ii 2 +nB2+ZZ a)ap — ZZab,a ZZb.ﬁ+Zb
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se sigue qu&(a, ) — 4o cuando||(c, B)|l» — +o0, Yy, por tanto, podemos asegurar
que

JK>0: ||(aaﬁ>”°° >K= S(OC,IB) > S(aOJBO)
Asi, al alcanzar por compacidad la restriccién de la fun8ahcompacto

{(a.B) €R? 1 [|(at, B)lleo < K}

un minimo absoluto, podemos asegura que la funSiditanza un minimo absoluto
que es también relativo por lo que a la fuerza ha de alcanzals® &%).

7.5

m
Dy f(x 221 =0& x(k):%_zla;(k),kzl,...,n.
1=

Punto criticou= 1 M, a (baricentro de losn puntos).

Un razonamiento topologico nos asegura que la fun€ialtanza en el puntoun mi-

nimo absoluto. Dé (x) > [|x—aa||3 > (||x|[2— [|a1]|2)?, se sigue que ling, e f (X) =

+oo y por tantof tiene un minimo absoluto. También se puede razonar directamente
como sigue:

(=3 Ix-alf=3 (x-)+ (u-a)l3

:_i«x—u) u-a) | (x—u+(u-ap)

=ZHX UI!2+ZIIU a|||z+ZZlX ulu—a
= mx— UIIz+ZIIU aa|!2+2<>< UIZU a,)

= mx— UH2+ZHU aill3

>Zl\|u ai||5 = f(u), YxcR".

7.6 Teorema de Rolle generalizado.

A es compacto, luego la funciéhalcanza el méaximo y el minimo. Razonamos por
disyuncién de casos:

- Silafuncionf alcanza ambos en la frontera, son iguales el valor maximo y el minimo
de f que, por tanto, es constante y la derivada se anula en cualquier pukto de

- Sialguno no lo alcanza en la frontera, al alcanzarse en un punto interior la condicion
necesaria de extremo relativo nos aseguradgue A: Df(a) =0.
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7.7 Puntos criticos
2xy—8x=0
X2 —4y=0

A=(0,0);B=(4,4),C=(—4,4).
Matriz hessiana

100 = (5 % )imaa= (3 5 Jimaa-( % 5).

Solucién f alcanza e un maximo relativo estricto y no alcanza extremdanC.

Asi el minimo no se puede alcanzar en el interioKdeiego se tiene que alcanzar en
la frontera.

7.8 Este ejercicio generaliza el bien conocido hecho para funciones reales de variable real:

f'(x)(x—a) { ig } = f tiene ema un { m?r)l(ilr;ncc))} relativo estricto.

Queremos probar que

xeB(a,0)\{a} = f(x) < f(a) (resp.f(x) > f(a)).

Seax un tal punto. Aplicamos el T.V.M. a la funciéinen el segmentfa, x| para obtener
c=a+t(x—a) €la,x[ (con 0< t < 1) tal que

F(x) - f(a) = (Of(c) | x—a) = (Df( )th—a> _ %(Df(cnc—a) <0(resp. > 0).

7.9 Los puntos criticos son solucién del sistema

2x—3(1—x) y?

2(1—x)3y? (T

} )iélx: y=0.
Veamos que # 1: six=1=- x= 0 absurdo.

Punto criticoA= (0,0).
2 0
Hy (07 O) —\o 2

Solucién f alcanza erf0,0) un minimo relativo estricto.
Por otra parte al verificarse que

fon=n - +o y f(2n=4-n - —o,

concluimos qué no tiene extremos absolutos.
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En funciones d&R en R no se puede presentar la anterior situacion. En efecfo si
alcanza en un punta un minimo relativo estricto y suponemos que no es minimo
absoluto, entonces toma valores mayores y menore§(@)en una de las semirrectas

| —,a] 0 ]a,+|. El teorema del valor intermedio nos asegura que también toma el
valor f (a). Finalmente concluimos por el teorema de Rolle §tiene un punto critico
distinto dea.

7.10 La solucién mas facil es plantearse hallar los extremds: @& — R dada porf (x,y) :=
xy(1—x—y).
Puntos criticos
y(1-2x—y)=0 }
X(1—x—2y)=0

a=(1,0),b=(0,1),c=(0,0),d= (3, 3).

Matriz hessiana
— 1—2x—
Hf(X,y>:< 1_2X2{2y _2X2y>

con lo que
0 -1 -2 -1
Hf<1,o>:<_1 _2) ; Hf(o,1>:(_1 ; );

(0 1Y . 11\ [(F #
00-(15) i m(33)-(3 %)

Solucion f no alcanza ningln extremo en los pungob y ¢ pues defH;) <0, y f
alcanza un maximo relativo y absoluto &n

Otra solucién Decimos quea es un maximo local dd : A ¢ R® — R si existe un
entorno abiertd) dea (enR?) tal que

f(x) < f(a), xe UNA

Analogamente se define minimo local y el adjetivo estricto tiene el significado usual.
Un extremo local es un maximo o un minimo local.

Las direcciones admisiblesh el conjuntcA vienen definidas por los vector@s, v, w)
no nulos tales que existe> 0 verificando

X+tu+y+tv+z+tw=1 sijt| <o
equivalentemente
t(u+v+w) =0, siftj] <d < u+v+w=0.
Consideramog definida en todd®3. Se tiene paréx,y,z) € A

Df(X,Y,2)(u,V,W) = uyz+ Xvz+ xXyw ¥ (u,V,w) € R3,
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y si nos limitamos a las direcciones admisibles

wW+v+w?>0

_ ¢/ : _ 3.
0= f'((X,Y,2); (u,v,w)) = uyz+ xvz+ xyw V(u,v,w) € R”: { UVt W= 0

En consecuencia los posibles extremos locales son, por tanto, las soluciones del sistema

UyZ+XVZEXyW=0 U+ V2 +w? >0
X+y+z=1 u+v+w=20

Eligiendo como direcciones admisibles 1, —2) y (1,—2,1), se tiene que

{ yz+Xxz—2xy=0

yZ— 2xz+xy=0 } = XYy=XZ=YzZ

de donde se deduce que el pufitoy,z) puede tener dos coordenadas nulas o ninguna.
Posibles extremos locates= (1,0,0), b= (0,1,0), c= (0,0,1),d = (3,1, 3).
Como la restriccion dé al compacto

K:={(x,y.2) e Ry xR{ xR : x+y+z=1}

alcanza un maximo y un minimo absoluto, concluimos fjaécanza em un maximo
local.

Veamos qud no alcanza en, by cun extremo. En efecto basta considerar por ejemplo

las sucesione$(1+ 2, =L —1)} y {(1+ 1.1 =2)} ya quef toma, respectivamente,

valores positivos y negativos.



Tema 8

Teoremas de la funcion inversa y de la
funcion implicita.

Dedicamos esta leccion al estudio de dos de los resultados mas sobresalientes del calculo
diferencial: los Teoremas de la funcién inver§a5( y de la funcién implicita §.12) para
campos vectoriales, los cuales son formulaciones equivalentes del mismo resultado (véanse la
demostracion del Teoren®al2y el Apéndice). Ambos teoremas responden, como veremaos,
al “principio general”, ya aludido, segun el cuala funcién derivable hereda localmente las
propiedades de su derivada

De lo dicho se deduce que es una cuestion de gusto personal decidir por cual de ellos se
ha de empezar. Nos inclinamos por el Teorema de la funcién inversa que se puede motivar a
partir de los resultados conocidos para funciones reales de variable real.

La primera seccion esta dedicada al Teorema de la funcion inversa y la segunda al Teore-
ma de la funcién implicita. Ambos resultado se motivan con ejemplos.

También se incluye un apéndice en el que se prueba el Teorema de la funcion inversa a
partir del Teorema de la funcion implicita.
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8.1. Teorema de la funcidén inversa.

Empezamos recordando el siguiente resultado que es consecuencia del Teorema del valor
medio real (4.1):

Sea |l unintervaloy f| — R una funcién derivable con’(x) # 0, Vx € I. Entonces f
es estrictamente monaétona y ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

f'(x) >0, vxel o f'(x) <0, ¥xel.

Si ademas hacemos uso de la regla de derivacion de la funcion inversa (Prop@&igion
obtenemos

Teorema global de la funcién inversa para funciones realesSean | C R un intervalo
abierto y f : | — R una funcion derivable con derivada distinta de cero en todo punto. Enton-
ces, f es inyectiva (de hecho es estrictamente monétona) y su funcién inversa f~1: f(1) = R
es derivable, siendo

(f‘l)’(f(x)):Tlx), vxel.

Puesto que la imagen por una funcidn continua y estrictamente monoétona de un intervalo
abierto es un intervalo abierto, se sigue que, en las condiciones del enunciado del teorema an-
terior, f(I) es un intervalo abieto deR y la funcibn biyectiva
f:1 — f(l) es mucho mas que un homeomorfismo, ya que es derivable (por hipotesis) y
su inversa también es derivable (por tesis). Formulamos a continuacion este hecho dando una
definicion adecuada.

Definicion 8.1 (difeomorfismo). SeanA, B abiertos deRN.

Se dice que : A — B es undifeomorfismesi f es biyectiva derivable §~1 también es
derivable. En tal caso escribirembs Dif (A, B).

Se dice quef : A— RN es undifeomorfismo en Ai f(A) es un abierto d®N y f ¢
Dif (A, f(A)).

Se dice quef : A— RN es undifeomorfismo locasi para cada € A existe un entorno
abiertoU dea contenido erA tal quef es un difeomorfismo ed.

En caso de qué < Dif (A B), y que tantof como f~1 sean de clas&*, diremos quef
es un difeomorfismo de clagé. Andlogamente se definen los difeomorfismog\ete clase
%Xy los difeomorfismos locales de clag¥.

Por ejemplo, la funcién exponencial es un difeomorfism®ate clases™ .

El siguiente ejemplo muestra que en dimension mayor que 1 no se puede esperar un
resultado similar al resultado para funciones reales que acabamos de recordar.
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Ejemplo 8.2. La funcion f : R? — R? (determinada por la exponencial compleja) dada por

f(xy) = (€ cosy, & sery) ((x.y) € R?)),
es una funcion derivable que tiene derivada inversible en todo punto
det (Jr(x,y)) = €* #0, ¥(x,y) € R?,
y no es (globalmente) inyectiva

f(xy) = f(xy+27), V(xy) € R
Por localizacion del teorema recordado obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.3 (local de la funcion inversa para funciones realespea AC Ry sea f: A —

R. Supongamos que f es de cl&e en un punto ae,z\ y que f(a) # 0. Entonces existe
un entorno abierto U de a contenido en A tal que=V f(U) es un abierto d&, f es un
difeomorfismo de U sobre V;f:V — U es una funcion de clasg! en f(a) y

(1 (f(x) = Tlx) vxeU.

Demostracion:

Por serf € ¥%(a) y f'(a) # 0, existe un intervalo abiertd centrado en el punta,
contenido erAy tal quef’(x) # 0, ¥x € U. Aplicando el Teorema global a la funcidpy, y
teniendo en cuenta el comentario que sigue a dicho teorema, podemos asegtiras que
difeomorfismo dé&J sobreV tal que

(f‘l)’(f(x))zwlx),weu.

Finalmente, puesto que la anterior igualdad puede escribirse en la forma
(f 1) =goflof?

donde pomg denotamos a la funcion real inversion dada g = )—1(, Vx € R*, se sigue que
f~1ec ¢(f(a)) yaquef € 1(a). .

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que es esencial exigif gea de clas&! en
a para obtener el resultado anterior.

Ejemplo 8.4. La funcionf : R — R definida por

f(X) = X+2 X2 ser()—l(> . £(0)=0
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es derivable en todo punto con

f'(0)=1, f'(X)=1+4x ser()—l(>—2 cos()—l(> (x # 0)

(f" no es continua en 0). Veamos que la funcféni siquiera admite una inversa local en 0.
En efecto, si existiese un intervalo abiertacon O€< I, tal que la funcionf fuese inyectiva
enl, entoncesf seria (estrictamente) monétona lery en consecuencif’ seria de signo

1
i i / _ = — / =
constante e, pero esto es imposible pués( 2n7r> 1, VneNy f/(0)=1.

El Teorema local&.3) si se generaliza para campos vectoridiehida cuenta que los ejem-
plos de campos escalares de cla&8een un punto que no sean de cl&geen un entorno de
dicho punto no son frecuentes, enunciaremos el resultado para campos vectoriales de clase
%1 en un abierto.

Teorema 8.5 (funcion inversa).Sean A- RN un abierto y f: A— RN un campo vectorial
de clasez™ (0 lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe=dA tal que

det(Ji(a)) =det [ ................ #£0.

Entonces existe un entorno abierto U de a contenido en A tal quef(U ) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de clag& de U sobre V, y para cadaxU se verifica

-1

leN (X) ... Dn fN (X)

Ademas, si para k natural mayor qadese verifica que f es k veces derivable (resp. f es
de claseg¥) en a, entonces 1! es k veces derivable (resp. ¥es de clas&™) en f(a) .

Demostracion:
NotemosS= Df(a)~1, y consideremos el campo vectoriat A — RN dado por

(p::iA—SOf.

La linealidad de la derivada y la regla de la cadena nos aseguramejude clas&’*, siendo
para cadx € A
Do(x) = ldgn —SoDf(X).

Al serDg(a) = 0y det(J;(a)) # 0, se sigue que existe una bola abi¢Haentrada em y
contenida e, tal que

||D§D(X)||§% y det(Jr(x)) #0, VxeU.

El Corolario4.7 nos asegura que es contractiva etd. Aplicando ahora el Teorema de
Schauder4.15 apartados i) y ii)) a la funcioiy — ¢,y = So fy , obtenemos que
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) G:=S(f(U)) es un abierto d&N.
i) So f es un homeomorfismo dé sobreG.

Puesto qu&c Iso(RN) , se sigue finalmente que:

a) V= f(U) = S1(G) es un abierto d&N.

b) f =S 10 (So f)es un homeomorfismo dé sobreV.

La demostracion del Teorema se concluye utilizando la regla de derivacion de la inversa
(Proposicior3.27y el apartado 4 de la Seccion 6.1). .

Nota 8.6. La condicion de{Js(a)) # 0 equivale a afirmar que el sistema lineal

Df(a)(x) =y
tiene solucion globalnica:
x=Df(a)"(y), vy e RN.

El Teorema de la funcién inversa asegura la existencia de un entorno &baetotal que
f(U) es un abierto d&N y para cadg = (y1,Y>,...,yn) € f(U) el sistema dé\ ecuaciones
conN incognitas

tiene una Unica solucian= (x1,Xo,...,Xn) € U. Ademas la funcién inversa

2= ((F (Yo (1)

asi definida es de clasg! en f(U) (equivalentemente sus campos escalares componentes
(f Y1, (f71),,...,(f~1)N tienen gradiente continuo).

Queda justificada la frase, tantas veces citddhereda localmente propiedades de su
derivada.

Sabemos (Ejempl8.2) que para dimension mayor que uno no es cierta la version global
del Teorema de la funcion inversa, sin embargo, siimponemos la inyectividad, si probaremos
una version global, que requiere la siguiente:

Proposicion 8.7.Sean A- RN un abierto y f: A— RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicacion abierta.
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Demostracion:

SeaO C A abierto. Veamos qué(O) es abierto. Por hipétesis para cada A existe
Uy entorno abierto de& contenido erA tal queVy := f(Ux) es un abierto d&N y f esun
difeomorfismo deéJy sobreVi. Se tiene entonces quéONUy) es un abierto relativo dé, y
por tanto abierto d&N. Por ultimo al ser

f(O)=f (Uxeo(omux)) = Uyeof (OmUx)7

concluimos qud (O) es abierto. .

Corolario 8.8 (Teorema “global” de la funcion inversa). Sean AC RN un abierto, k un
natural y f: A— RN un campo vectorial. Supongamos que f es de cfdsen Ay que

det(J;(x)) #£0, ¥xe A

Entonces f es un difeomorfismo local de cl@&een A, y por tanto una aplicacién abierta.
Si ademas f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de atamsa.

Demostracion:

Aplicando el Teorema de la funcién inversad) en cada punto dA se obtiene qué es
un difeomorfismo local de clasgk enAy por tanto, en virtud de la Proposiciéii, f(A) es
abierto.

Si ademad es inyectiva, en vista del caracter local de la derivabilidad, af ser di-
feomorfismo local de clas&® concluimos quef es un difeomorfismo de clasg€ en A.

Nota 8.9. Que f sea un difeomorfismo en un abiedo- RN suele interpretarse como que
dicha funcion define nuevas coordenadad @. De hecho es usual denomirambios de
coordenadas los difeomorfismodas coordenadas segun f de un punto y d&)fson las
coordenadas cartesianas del punto x de A tal q@e £ y.

Aunque, en general cuando se aplica el Teorema de la funcién inversa, no se conoce la
funcion 1, el enunciado del Teorema nos permite calcular su matriz jacobiana. llustramos
este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 8.10 (coordenadas polares)Recordemos qué: A = R* x| — &, 1[— R? definida
por
f(p,9) = (p cosd,p send)

es la aplicacién que da el cambio a coordenadas polares, que sabemos es inyectiva.
f es de clas&™ verificando

det(Ji(p,¥)) =p >0, V(p,¥) €A
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El Corolario @.8) garantiza que dicha aplicacion es un difeomorfismo de &&sde A

sobref (A) = R?\ {(x,0) : x< 0}. Ademas, para cada,y) = (p cos®,p sem?) se verifica
que

-1
_ cosy —p send 1 cosy send
‘]ffl(xay):‘]f(pa‘&) 1: ( P > :E<p 4 )

semy p cosY —seny  cosY
) o e Y
cos se
— (sem& cosﬁ) - \/Xi;/r y? \/szjL y?

En el ejemplo anterior, de manera excepcional, se conoce la funcion inversa:

f(xy) = (\/x2+y2, 2 arctar(*)), V(x,y) € f(A),

X+ /X2 4 y?

es decirJas coordenadas polares del purtay) .

iUn buen ejercicio es calcular directamedge: (X, y)!
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8.2. Teorema de la funciéon implicita.

Nos ocupamos ahora de establecer el Teorema de la funcién implicita a partir del de la
funcion inversa. Empezamos analizando dos ejemplos que nos van a motivar dicho teorema.
Ejemplos 8.11.

a) Seama,b,ce R, conb#0Yy f : R? — R el campo escalar dado por
f(x,y) := ax+by+c.
Es inmediato que el conjunto
{(xy) eR*: f(xy)=0}

es una recta no vertical, y por tanto para cada nUmera gedaste un Unico niamero real
y tal quef(x,y) = 0, es decir, dicha ecuacion define implicitamemyecomo funcion
dex. De hecho, tal funcién es calculable en este caso:

_ a c
y=0(X) = b X— o

b) Seaf : R? — R el campo escalar dado por

f(x,y)=x2+y*—1.

En este caso el conjunto

{(xy) eR®: f(xy) =0}
es la circunferencia unidad, y por tanto la ecuadipny) = 0 no define implicitamente
ay como funcion de, ya que si

X >1 = no existe ningun reay
X=1 = y=0 es el tnico real : f(xy) =0.

Xl <1 = existendosrealgy=+v1—x%,y=—v1-x2)

Este ejemplo pone de manifiesto que tenemos que localarabordar con éxito los
problemas de existencia y unicidad de funciones determinadas implicitamente, en el
siguiente sentido. Sda, b) € R? con f(a,b) = 0.

i) Problema de existencigExiste un entorno abiertd dea y una funcién (conti-
nua, derivable,.) ¢ : U — R verificando que

b=e¢(@ y f(x,o(x)) =0, ¥xeU ?
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ii) Problema de unicidagEs esta funcion Unica en el sentido de existir un entorno
abiertoQ de(a, b) con la propiedad

{(xy) eQ: f(xy) =0} ={(x0(x): xcU}?

La respuesta a ambas preguntas en este ejemplo es la siguiente:

= Si|al > 1 no existe una tap.

» Sijal <1
U=]-11] P(X)=vV1-x> con Q=RxR"si b>0
- Y Pp(X)=—vV1-x2 con Q=RxR"si b<0’

En este sencillo ejemplo vale el mismo entothgara cualquiea con |a| < 1.
En general los entornds$ y Q dependen del punt@, b) en cuestion.

El Teorema de la funcion implicita da condiciones suficientes para dar respuesta positiva
a los problemas de existencia y unicidad de determinaciones implicitas.

Teorema 8.12 (funcion implicita). Sean Gc RN x RM un conjunto abiertoy f G — RM
un campo vectorial de clasé” (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que exiat®) € G tal que fa,b) =0y que

Dn+1 f]_(a, b) ... Dnim fl(a, b)
det

DN+1f|\/| (a, b) ce DN+|\/| f|\/| (a, b)

Entonces existen un entorno abiefdade (a, b) contenido en G, un entorno abiertoU de ay
una funciong : U — RM de clasez™! tal que

{(xy) eQ: f(xy) =0} ={(x9(x)): xcU}.

Se tiene también que para tode&xJ se verifica que

(DN+1f1(X,(P(X)) DN+Mfl(X7(P(X))>
det|...... ... # 0.
Dn+1fm(X (X)) ... Dnimfm(x @(x)
y que
( ) (DN+1f1(X,y) DN+|\/| fl(x,y))l (lel(x,y) ... Dn f]_(X,y))
JoX)=—1 ... i
’ Dniafm(Xy) ... Dnimfm(xy) D1fm(X,y) Dn fm(X,y)
donde y= ¢(X).

Ademas si para k natural mayor quese verifica que f es k veces derivable (resp. f es
clase€¥) en(a,b) , entonces es k veces derivable (resp.es de clas&) en a.
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Demostracion:
Consiste en aplicar el Teorema de la funcién inveBs8) (en el punto(a,b) al campo
vectorialF : G — RN x RM definido por

F(xy) = (x, f(xy)), V(xy) € G.

F es de clas&! con matriz jacobiana en cade y) € G dada por

J =
FOY) =1 Difi(xy) ... Dnfi(xy) Dnsafi(xy) ... Dnemfi(xy)

Difm(xy) ... Dnfm(X,y) Dniifm(Xy) ... Dnimfm(xy)
Por tanto

(DN+1f1(X, y) ... Dnymfi(xy)
(8.2.1) det(Jr(x,y)) = det

....................... ) , Y(x,y) € G,
Dniafu(Xy) ... Dnimfm(Xy)

y en particular
det(Jr(a,b)) #0.

El Teorema de la funcion inversa nos garantiza la existencia de un entorno &buto
(a,b) enRN x RM contenido erG tal queF : Q — F(Q) es un difeomorfismo de clagé'.

No quita generalidad suponer gE€Q) es de la formaJ) x W, dondeU es un entorno
abierto dea enRN y W es un entorno abierto de cero BN. En efecto,(a,0) = F(a,b) €
F(Q)ysir>0estal qudBgn,pm((a,0),r) C F(Q), entonces existe> 0 tal queByn (a,s) x
Bgm(0,8) C Bgny g ((8,0),r). Se tiene que

U:=Bgn(as) , W:=Bgu(0,5) y Q:=F (U xW)

cumplen las condiciones requeridas.
Notese que forzosamente el difeomorfismo invétsé tendré la forma

F1(x,2) = (x,h(x,2), ¥(x,2) €U xW

para conveniente campo vectorfal U x W — RM de clases’?, puesF 1 es de clas&™L.
Definimos ahora el campo vectorigl: U — RM por

o(X) :=h(x,0), VxeU.

La funcione es de clas&™, y, como(a,b) = F~1(a,0) = (a,h(a,0)) = (a,¢(a)), se verifica
queg(a) = b. Ademés para cadac U se tiene que

(% @(x)) = (x,h(x,0)) =F *(x,00 € QC G
y también que

(X7 f(X,(p(X))) = F(X7(p(X>) = F(Xa h(X,O) =F (Fil(xvo)) = (X,O),
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en consecuencia
f(x,¢(x)) =0, ¥xeU.

Hemos probado que esta determinada implicitamente dor
Los calculos que acabamos de hacer muestran la inclusion

{(xo(x): xeU}c{(xy) eQ: f(xy) =0}

La unicidad dep consiste en justificar que la inclusion anterior es de hecho una igualdad:

X,y) € Q
f((x,yz/) — o} = (%,0) = (%, f(x,y)) =F(x,y) €U xW,
conlo cualx € U y (x,y) = F~1(x,0) = (x,h(x,0)) = (x,9(X)) y en consecuencia= ¢(x).
Ahora §8.2.1) y el Teorema de la funcién inversa nos aseguran que

Dnr1fi(x @(x)) ... Dnamfa(X (X))
det ( ............................ ) = det (Jr (X, 9(X))) #0, Vx e U.
Dny1fm(X%@(X)) ... Dnimfm(X @(x))

Calculemos finalmente la matriz jacobianagde Para cadax € U y para cada
i=12,...,Msetiene que

fi (Xv (p(X)) =0.
Asi, paracada =1,2,...,N, laregla de la cadena para las derivadas parciales nos asegura
M
D] fi (X7 (p(X)) + Z DN+kfi (Xa (p(x))DJ (Pk(x) = 07
K=1

(el elementdi, j) de la matriz nula). En consecuencia para cadadJ, si notamos/ = ¢(Xx),
se tiene:

Difi(xy) ... Dnfi(xy) Dntafi(xy) ... Dnimfi(xy)

................... —|_ e e e e e e 4 s s e e e e e e e e e e e e e J(P(X)ZO,
Difu(xy) ... Dnfm(xy) Dnrifm(Xy) ... Dnimfm(Xy)

de donde se puede despe]a(x) para obtener la expresion del enunciado.

Finalmente las perfecciones adicionales de la funéiée transfieren a la funcién impli-
cita . Ello es consecuencia de que una tal perfeccion la fepgor tantoF ~1 y h. Luego,
la funcion implicitap = hog (dondeg(x) = (x,0), Vx € U) tiene también dicha perfeccion.

Nota 8.13. La condicion

DN+1 fl(a, b) ... DN+M fl(a, b)
det | ..... ... .. ... . .. ... #£0
DN+1 f|\/| (a, b) ... DN+|\/| f|\/| (a, b)
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equivale a afirmar que en el sistema lineal
Df(a b)(xy) =0

se puede despejgide manera globain funcion dex € RN:

DN+1 fl(a, b) ce DN+|\/| f]_(a, b) D1 f]_(a, b) ... Dn f]_(a, b)

DN+1 f|\/| (a, b) . DN+|\/| f|\/| (a, b) D]_ fM (a, b) . DN f|\/| (a, b)

El Teorema de la funcién implicita asegura la existencia de entbrresay Q de(a,b)
tales que para cade= (X1,Xo,...,Xn) € U el sistema dé ecuaciones col incégnitas

tiene una Unica solucion= (y1,Yo,...,ym) tal que(x,y) € Q. Ademas la funcion implicita

¢®=(01,02,...,0m)

asi definida es de clagé enU (equivalentemente sus campos escalares componRantes. . ., om
tienen gradiente continuo).
Queda una vez mas justificada la frdskeereda localmente propiedades de su derivada.

Acabamos este tema presentando la manera practica de calcular las derivadas de la fun-
cion implicita. Aunque, en general no se conoce de manera “explicita” la fugci@sto
so6lo es posible en casos muy particulares como los ejerfplds siempre podemos calcu-
lar su matriz jacobiana. En muchos casos no interesa calcular toda la matriz jacobiana sino
solamente algunas derivadas (parciales) de los campos escalares componentes de la funciéon
implicita. Procediendo como se ha hecho en la demostracion del Teorema de la funcion impli-
cita para el célculo de la matriz jacobianagdijado j € {1,2,...,N}, se calcula |la derivada
parcial j-ésima de cada una de las ecuaciones del sistema:

fi(x@(x)=0 (i=12,...,M),

para obtener el sistema

2.2 = =12,....M.
deM ecuaciones lineales cav incégnitas, donde
We _ 9% 15 M.
IXj  IX;
Para cada € U el determinante del sistema es
Dniafa(X,@(X)) ... Dnimfi(X @(x))
det | ...... . .. . . # 0,
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lo que permite despejar

d

I k=12 . M.

8Xj

Sabemos que la igualdad matricial que nodglx) es la solucion de todos los sistemas

8.2.2paraj =1,2,...,N. La ventaja de esta expresion es que se puede volver a deavar
la regla de la cadena para las derivadas parciales, para obtener nuevos sistemas de ecuacio-
nes lineales que permiten despejar (todos tienen el mismo determinante distinto de cero) las
derivadas parciales de orden superior de los campos escalares componentes de la funcion
implicita ¢.

En el ejemplo §.11) b), se tiene qu®,f(x,y) = 2y # 0 siy # 0, con lo quef(x,y) =0
define localmente & como funcién implicita dex en los puntos tales qui(x,y) = 0 con
y # 0. Se tiene

2X+2yy =0 < y:—g.
Para obtener la derivada segundayde vuelve a derivar en la ecuacién anterior
1+(Y)?+yy' =0,

y basta sustituiy’ para despejay’.
Analogamente se obtienen las derivadas sucesivas.
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8.3. Apendice: El Teorema de la funcion inversa se deduce
del Teorema de la funcion implicita.

Supongamos fijado el ambiente del enunciado del Teorema de la funcion irvéjsa (
definamos el campo vectorigl: RN x A — RN por

F(y,x) = f(x) =y, ¥(y,x) € RN x A

(nétese el intercambio de los papeles de las variaddas.
La demostracion consiste en aplicar el Teorema de la funcion impl&citd) @l campo
vectorialF en el puntd f(a),a).

Claramente (f(a),a) =0y F es de clas&* con

El Teorema de la funcién implicita nos asegura que existen

¢V — RN de clasegt

V entorno abierto dé(a) enRN
Q entorno abierto déf (a),a) enRN x A

tales que

{ (y;o(y)) e RN x A, F(y,@(y)) =0, VyeV
{(y,x) € Q: F(y,x) =0} ={(y,p(y)): yeV}~

Teniendo en cuenta la concreta definiciorFjee sigue en nuestro caso que

{(1) o(V)CA y f(o(y)=y,VyeV
(2) {(yx)eQ:y=1fX)}={(y,o(y): yeVv}"

De (1) se deduce que es inyectiva y tiene d,) como inversa por la izquierda. En
consecuenciap : V — ¢(V) es biyectiva con inversg,, . Veamos que

o(V)={xeA: (f(x),x) € Q}.

Sixe ¢(V), por(1) setiene quac A, f(x) eVy ¢(f(x))=x.Ahora, por(2), podemos
concluir que(f(x),x) € Q.

Six e Aes tal qug f(x),Xx) € Q, entonces pof2) se obtiene qué(x) €V y x= ¢(f(x)),
de donde se desprende que ¢(V) .
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Si notamogJ := ¢(V), veamos que se verifica la tesis de Teorema de la funcion inversa.
En efecto de la igualdad anterior se sigue'dues un abierto dBN ya quel = (f,1da)~1(Q)
es laimagen inversa del abie@opor la funcion continua de A (abierto) &\ x RN definida
por

X— (f(x),X).

Ademasa c U ya que(f(a),a) € Q.

También hemos probado que el campo vectdries un difeomorfismo de clagé' deU
sobreV.

A partir del jacobiano de la funcion implicita, pata U, si notamogy = f(X) (x= ¢(y))
, tenemos que

Jt-1(F(x) = Jp(y) =

(DN+1F1(Y=X) DN+NF1(y7X)>l (DlFl(yyx) DNFl(y7X))

DniAn(Y,X) ... DninFAn(Y,X)

....... o )= o)™

Finalmente las perfecciones adicionales de la funéiée transfieren a su inversa local.
Ello es consecuencia de que una tal perfeccion la tregepor tantog, es decir la inversa
local def. .
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8.4. Referencias recomendadas.
[Cra, [ 1, [Jul.
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8.5. Resumen de resultados del Tema 8.

Definicion (difeomorfismo). Sean A, B abiertos de RN.

Se dice que f : A — B es un difeomorfismo si f es biyectiva derivable y =1 también es
derivable. En tal caso escribiremos f € Dif (A, B).

Se dice que f : A — RN es un difeomorfismo en A si f(A) es un abierto de RN y f €
Dif (A, f(A)).

Se dice que f : A — RN es un difeomorfismo local si para cada a € A existe un entorno
abierto U de a contenido en A tal que f es un difeomorfismo en U.

En caso de que f € Dif (A,B), y que tanto f como f~1 sean de clase €¥, diremos que f
es un difeomorfismo de clase €¥. Andlogamente se definen los difeomorfismos en A de clase
%X y los difeomorfismos locales de clase €.

Por ejemplo, la funcién exponencial es un difeomorfism®efe clases™ .

Teorema de la funcion inversaSean A C RN un abierto y f : A— RN un campo vectorial
de clase €* (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe a € A tal que

det(Jr(a)) =det [ ................ #£0.

Entonces existe un entorno abiertoU de a contenido en A tal queV = f(U) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de clase €1 de U sobreV, y para cada x € U se verifica

-1

leN(X) ... Dn fN(X)

Ademas, si para K natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
de clase ), entonces f 1 es k veces derivable (resp. T~1 es de clase 5.

Proposicion Sean A C RN un abierto y f : A— RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicacion abierta.

Teorema “global” de la funcion inversa. Sean A C RN un abierto, k un natural y f : A—
RN un campo vectorial. Supongamos que f es de clase ¥ en A y que

det(J;(x)) #£0, ¥x€ A

Entonces f es un difeomorfismo local de clase €* en A, y por tanto una aplicacién abierta. Si
ademds f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de clase €% en A.

Teorema de la funcion implicita Sean G € RN x RM un conjunto abierto y f : G — RM
un campo vectorial de clase €1 (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que existe (a,b) € G tal que f(a,b) =0y que

DN+1 fl(a, b) ... DN+M fl(a, b)
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Entonces existen un entorno abierto Q de (a,b) contenido en G, un entorno abiertoU de a 'y
una funcién ¢ : U — RM de clase €* tal que

{(xy) eQ: f(xy) =0} ={(x0(x): xcU}.

Se tiene también que para todo X € U se verifica que

Dnyafi(X, (X)) ... Dnimfa(X, (X))
det|..... ... .. .. . . # 0.
Dnrifm(X,@(x)) ... Dnamfm(X 9(X))
yque
DN+1f1(x,y) DN+|\/|f1(X,y) -1 lel(x,y) DNfl(x,y)
J(P(X):_ ..........................................
Dntifm(Xy) ... Dnymfm(xy) Difm(X,y) ... Dnfum(xy)

dondey = @(X).
Ademas si para K natural mayor que 1 se verifica que f es K veces derivable (resp. f es
clase €%), entonces @ es k veces derivable (resp. ¢ es de clase €¥).



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 297

8.6. Ejercicios del Tema 8.

8.1 Seaf : RN — RN un campo vectorial de clagé verificando
Ix=yll < [[f(x) = fW)I, ¥,y e R,

Probar quef es un difeomorfismo d&N sobreRN.

Indicacion: Deducir de la desigualdad quk verifica las hipo6tesis del Teorema
global de la funcion inversa, Corolarig.g). Probar quef (RN) es cerrado y deducir
por conexion que (RN) = RN,

8.2 SeaF : R? — R? el campo vectorial dado por

F(xy) = (x+f(y),y+ f(x)),

dondef : R — R es una funcién derivable cd’ (t)| < o < 1, Vt € R. Probar qué~
es un difeomorfismo d&? sobreR?2.
Indicacién:Utilizar el Teorema de Schauder con

o(x,y) = (—f(y),—f(x)), V(x,y) € R%

8.3 Justificar que el campo vectorial

f(X) = —— vxecRN
1+ x5

es un difeomorfismo de clagé” deRN sobre la bola unidad euclide,,(0,1).

8.4 Justificar que cada una de las siguientes funciones es un difeomorfismo d& €lase
sobre su imagen

(Coordenadas esféricas

[

N

f(p, 9, ¢) = (p cost cosp, p sens cosp, p senp),v(p, &, ¢) €R+><]—7r,7r[><]_7ﬂ,

a(x,y) = (X—Y,xy), ¥(x,y) € {(xy) € R?: x+y> 0}

h(X,Y,2) = (X— Xy, Xy—XyzXy2), V(X,¥,2) € {(x,y,2) € R®: xy+ 0}

Indicacidn:Utilizar en los tres casos el Teorema global de la funcion inversa (Corolario
8.9).
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8.5 Justificar que el campo vectorifi R> — R? dado por
f(x,y) = (cosx+ cosy, sernx-+ sery)

es un difeomorfismo local en todo puntode&,y) € R?: x—y ¢ nZ} ¢ Qué ocurre en
los puntos de la forméa,a+ px) conp € Z?

Indicacién:Utilizar el Teorema de la funcion inversa en los puntos del conjity) €
R?: x—y¢ nZ} . Comprobar que en cualquier entorno del resto de puntdde
funcion f no es inyectiva.

8.6 (*) Una funcién de un abiertd deR? enR? definida por

Fxy) = (U(xy), v(x,y))

se dice que verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemsiann

Ju Jv du ov

Ix dy  dy  Ix’

Probar que sf es de clas&™, con derivada no nula en cada punto/dg se verifican

las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces es un difeomorfismo local en todo punto
de A. Si ademas es inyectiva, entonces su inversa también verifica las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

Indicacidén:Utilizar el Teorema.5y el Corolario8.8.

8.7 Justificar la existencia de un campo vectofiak (f1, f2) de clases™ de un abiertd)
deR? enR? verificando

2 \2 _
a1 = (1) y {2 TR S0 b vy .

92f;

CalcularDf(1,-1)y W(1, -1).

Indicacién: Utilizar el Teorema de la funcion implicita para un conveniente campo
vectorial deR? x R? — R?,
8.8 Justificar la existencia de una funci@rde clases’™ definida en un entornd de cero
enRR con valores efR tal que
1—p(x)eX+xe®™ =0, vxeU

Obtener el polinomio de Taylor de segundo orderpdEnx =0 .
Indicacion:Utilizar el Teorema de la funcion implicita.
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8.9 Probar que las ecuaciones

Xy +yw+2zv =1
XPy+yu+22v=1
definen auy avcomo funciones implicitas de, y, z) en un entorno del puni®,1,1,1,0).
Ju d2u
lcular—(0,1,1) y —(0,1,1) .
Calcu aray(oa ’ )y ay2<07 ) )

Indicacidn:Utilizar el Teorema de la funcidén implicita para un conveniente campo vec-
torial.

8.10 Justificar la existencia de dos abiertos difeomoAysB deRR? verificando quél, 1) €
A, (0,1) € By que para cadéx,y) € A existe un Unicdu,v) € B tal que:

xe'+ye'=1+e
ue+ve =e

Calcular la matriz jacobiana €1, 1) (resp.(0,1)) de

(xy) — (Ul y),vxy) (resp (uv) — (x(u, ), y(uv)) ).
Indicacion:Utilizar los Teoremas de la funcion implicita y de la funcion inversa.

8.11 SeanP,N naturalesA un abierto dé&R y f : A— RN un campo vectorial de clagé!
en un punta € A. Probar que:

) SiP <Ny Df(a) es inyectiva, entonces existen entornos abidstoea enR”,
V de 0 erlRN-P, W de f(a) enRN y g € Dif (W,U x V) tal que

(go f)(X) = (X1,...,%Xp,0,...,0), VX=(X1,...,Xp) € U.

i) SiN < PyDf(a) es sobreyectiva, entonces existen abigrtd enR” conacV
y g € Dif(U,V) tal que

(fog)(X) = (Xg,---,XN), VX=(Xg,...,Xp) € U.

Indicacién:Aplicar en ambos supuestos el Teorema de la funcién inversa a conveniente
campo vectorial d&N (resp.RP) enRN (resp.RP).
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8.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 8.

8.1 La desigualdad nos asegura gues inyectiva. Seac RN. Se tiene que

X+tu) —
t
donde hemos vuelto a utilizar la hipétesis, estol@E(x) es inyectiva, y por tanto

biyectiva (aplica vectores linealmente independientes en vectores linealmente indepen-
dientes). Hemos probado que

||u||§Hf( f(X)H,VUERN\{O}, vt € R*

Df(x) € Iso(RN), ¥x € RN .

El Teorema global de la funcion inversa (Corola8i8) nos asegura que

f es abiertay quef € Dif (RN, f(RV)).

Finalmente, comof (RN) es abierto, bastara probar, por razones de conexion, que
f(RN) es también cerrado. En efecto, sea f(RN) y sea{f(x))} — y. La des-
igualdad de la hipotesis nos asegura, al{deK,)} de Cauchy, quéx,} es también

de Cauchy, luego convergente. i,} — X, la continuidad def nos asegura que

{f(xn)} — f(x). Hemos probado qu&(RN) es cerrado, y por tantb(RN) = RN .

Conviene resaltar que hay que utilizar el Teorema global de la funcién inversa (o el Teo-
rema de Schauder15si se quiere) para asegurar gu@&\) es abierto, pues aunque

la desigualdad del enunciado da la continuidad de la funcién inversa eso no garantiza
gue dicho conjunto sea abierto.

8.2 Consideremos la funcion auxiliar

o(x,y) == (—f(y),—f(x), ¥x,y € R%

Se tiene que

lo(x,y) — @(uv)[lx=T(x) = f(U)[+[f(y) - F(v)| =
x=ullf'(c)] + [y = VI[f'(d)] < ec(jx—ul +]y—V]) = ] (x.y) = (WV)]]1,

esto esgp es contractiva. Ahora el Teorema de Schaudet5 nos asegura que =
ldg2 — @ es un homeomorfismo d&? sobreR?. Por otra parte

det(Jr(x,y)) =1~ f'(x)f'(y) #0,
asiDF (x,y) € Iso(R?). El ejercicio se concluye utilizando la regla de derivacién de la

funcion inversa (Proposiciot 27y el apartado 4 de la Seccion 5.8).

Obsérvese que no se puede utilizar directamente el Teorema de la funcién inversa (falta
la hipétesis de ser de clagé', y claro esta tampoco obtenemos due sea de clase
Y.
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8.3 Es féacil comprobar (utilizando un procedimiento similar al empleado en el Ejercicio
2.12) que f es una biyeccion &' sobreB;(0,1). Se tiene que

f(x):< % al )
\/1+x§+---+x§, \/1+x§+---+x§,
y que

—1n0p Y1 YN
y) = > 2 ; -
\/1_y1_..._yN \/1_y1_..._yN

y basta aplicar, puesto que los campos escalares son de€tgsd Corolario (6.14).

8.4 En todos los casos se utiliza el Teorema global de la funcion inversa (Cordl&yio

Las funciones son claramente de cl&® en sus respectivos abiertos de definicion.
Tan so6lo hay que probar que

i) det(Jr(x)) £0.

i) f esinyectiva.

Coordenadas esféricas

f(p,9,9)=(p cos® cosp,p sem) cosp,p senp),V(p,,) € R x]—m,7[x] zﬂ g[
: -
i) det(J;(x)) = p?cosp >0, puesp € | —- > 2[
i) Veamos qud es una biyeccién de
Nt T ™3 :
A:=R x]—n,n[x}T,E[ sobre B:=R?\ {(x,0,2) : x< 0},
esto es,
V(x.y,2) €B, J1(p, ¥,0) €Al f(p,0,0) = (xy,2)
a dicha terna se denomina las coordenadas esféricas del(puni.
Inyectividad:En efecto
p COS® COS @ =TI COSo COsf 1f(p,®,@)|53=p?>=r2=p=r
p send cos@ =r senx cosf3 asi sep =semB, ¢, €] -7, 5= 0 =8.
p senp =r senpf portantodke Z: 9 =a+2kn = ¥ =«

SobreyectividadSea(x,y,z) € B, se tiene

[p VX2 +y2+ 2, x+y2>0}:> 1<p<1:>3(p€} 27r g[ z=p senp.
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Como
(x,y) € R2\ {(x,0) : x< 0},

utilizando las coordenadas polaré&sl(), sabemos que

X=r cost

31(r,®) eRT %] -7, x[: {y:r cers ’

: : _ . .
y en consecuencia, teniendo en cuentaghe< ¢ < %, concluimos que

r=+x2+y2=,/p2—22=p cosp.

g(x,y) = (X=y,xy), V(x,y) € {(x,y) € R®Xx+y> 0}
i) det(Jy(x,y)) =x+y>0.

x—y:a—b}:> ( X—a=y—Db

xy=ab x—a)y:a(b—y)}:> (x—a)y=—a(x-a).

Si x = a, entoncesy = b y hemos terminado; en otro caso—a = 0 lo que
obligaria a quey = —a y en consecuencia = —b lo cual es absurdo pues seria
X+y=—(a+b) encontrade quex+y, a+beR".

h(x,¥,2) = (X—xy, Xy —Xyzxy2), ¥(x,,2) € {(x,,2) € R®: xy+# 0}
i) det(dn(x,y,2)) =x%y#0.
X—XxXy=a—ab

xy—Xyz=ab—abc; = (sumando las tres igualdades)=a .
Xyz= abc

Comoa+ 0, de la primera ecuacion se deduce gueb . Por ultimo comab+# 0,
de la tercera ecuacion concluimos que c.

8.5 Como det(J; (x,y)) = serly—X), V(x,y) € R?, se verifica que
det(Ji(x,y)) =0<=x—-ye nZ.

El Teorema de la funcion inversa nos asegura que la funtiés un difeomorfismo
local en todo puntda, b) tal quea—b € R\ #Z.

Seap € Z. Veamos qud no es inyectiva en ningun entorno del puoa+ pr). En
efecto, para todé > 0, se verifica
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1. Sipespar:
f(a+d,a+pn—98)=f(at+d6,a—0)="Ff(a—6,a+d)="Ff(a—8,a+pn+9).
2. Si pesimpar:
f(a+6,a+pr+6)=f(a+d,a+n+38)=(0,0)= f(a,a+n)=f(a,a+pn),
donde se ha utilizado que:

cosx+cogx+m) =0 y serx+serx+m) =0, ¥xeR.

8.6 Como
qu du
se(ry) = 3% 37| (o) + (5o’ = (50" (o) >0
ax ay

el Teorema de la funcién inversa nos asegura que la funiciés un difeomorfismo
local en todo punto da.

Si ademasf es inyectiva, el Teorema global de la funcion inversa nos asegura que
f € Dif(A, f(A)). Por dltimo

8_\/ ov

ay dx

1 A B

Jeoa(uv) = Js(x,y) == - ( ),
o Sy au —B A

“3y  ox

esto esf 1 verifica las condiciones de Cauchy-Riemann.

8.7 Se trata de definir un campo vectorgaiue verifique en el punt@l, —1,1,1) las hi-
potesis del Teorema de la funcidén implicita y que nos permita justificar la existencia
de los campos escalarésy f, verificando las condiciones del enunciado. Este campo

vectorial no puede ser otro que
gX Y, U, V) i= (P +y? —2uv, By U —V3), V(x,y,u,v) € RY.
g es de clas&”, verifica queg(1,—1,1,1) = (0,0) y como
2 -2 -2 -2
Jg(17_17 1, 1) = (3 3 3 _3) )

al ser 2 :2 =12+ 0, existen un entornd de (1,—1) y un campo vectoriaf :

3 3
U — R? de claseg™ tal que

a(x. Y, f1(%,Y), f2(x,Y)) = (0,0), V(x,y) €U.
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El Teorema de la funcién implicita nos asegura ademas que
-1
-2 -2 2 -2 0 -1
(1,1 =~ (3 —3> (3 3>_(1 o>'

Derivando dos veces en el sistema respecto de la vanabseistituyendo los valores
conocidos, nos queda

0%t 92f

e T T 921, 1
:—2(1,—1):—

2t 0%, ox 2

T

8.8 El campo escalar definido &? por
f(X,y) = 1_yé(+Xé/a

verifica las hipotesis del Teorema de la funcion implicita en el piitb), puesf es
de clases”, f(0,1) =0y D>f(0,1) = —1 # 0. Asi existen un entornd de 0 y una
funciong : U — R de claseg™™ tales quef (x, ¢(x)) =0, ¥x € R. Derivando dos veces
y sustituyendo los valores dey de su derivada en 0, obtenemos

¢'(0)=e-1, ¢"(0)=2¢*—4e+1,
lo que nos permite calcular el polinomio de Taylor

/O //O
00, PO o

Po=1+— 2!

8.9 El campo escalaf : R® x R? — R? dado por
f(XY,Z,UV) = (XY + YW@ +2v — 1, Xy +yu+22v—1)

cumple las hipétesis del Teorema de la funcion implicita en el piilyio 1,1, 0), lue-
go existen los campos escalates cumpliendo las condiciones del enunciado. Los
célculos habituales nos dan

-1 -1,
JeOLn =] >  PU011)= 8
(uv)\Y 4 +) = 1 o4 ; ) ayz ) T 5p
5 5
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8.10

8.11

8. Teoremas de la funcion inversa y de la funcion implicita.

El campo vectoriaf : R? x R? — R? dado por
f(x,y,u,v) = (x¢'+ye'—1—e, ue+ve' —e) ,

cumple las hipoétesis del Teorema de la funcién implicita en el ptinth 0, 1), luego
existen un entorno abiertd de (1,1) y un campo vectoriap : U — R? de clasez™
verificando

(p(la 1) = (Ov 1) y f(X,y, (P]_(X,Y)7(P2(X,Y)) = (07 0)7 V(Xay) cU.

Los célculos habituales dan

wane (0979 2 (4 10

yéen consecuencia
1
det(Jy(1,1)) = —— #0.

Asi el campo vectoriap cumple las condiciones del Teorema de la funcion inversa,
lo que nos asegura la existencia de una entorno abledi®(1,1) contenido erJ y

un entorno abiert® de (0,1) tales quep € Dif (A, B). Por ultimo, el Teorema de la
funcion inversa nos asegura también que

35-1(0,1) = Jp(L,1) * = (e__ll _01) .

i) P <N (Hay mas campos escalares que variables). Cbih@) es inyectiva, el
rango de la matrids (a) es maximo y hay vectores linealmente independientes
en

{Of1(a),...,0fn(a)},

gue podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros. En este su-
puesto, definimos el campo vectorit A x RN-P — RN dado por

CD(X]_, - X, YP1, - ,yN) =

(fl(Xl,...,Xp),..., fp(X]_,...,Xp), fp_,.]_(X]_,...,Xp)—l—yp+1,..., fN(Xl,...,Xp)+yN),

esto esP(x,y) := f(x) + (0,y). Es claro quab es de clas&™ en(a,0) y que

Of1(a)

0
Ofp(a)
Jo(3,0) = DfP-PH(a)

|
DfN(a)
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y en consecuencia déls(a,0)) # 0. El Teorema de la funcién inversa nos ase-
gura la existencia de entornos abiertbsle a en RP, V de 0 enRN-P, W de
®(a,0)(= f(a)) enRN tales qued ¢ Dif(U x V,W). Si notamosg = &1, se
tiene queg € Dif (W,U x V). Para cadx € U se tiene quéx,0) e U xV, y en
consecuenciégo ®)(x,0) = (x,0). Hemos probado que

9(f(x)) = 9(®(x,0)) = (x,0), ¥xe U,
esto es,

(go f)(X) = (X1,...,%p,0,...,0), VX=(X1,...,Xp) €U .

i) N <P (Hay més variables que campos escalares). ddff{@) es sobreyectiva, el
rango de la matrids (a) es maximo y hayN vectores columna linealmente inde-
pendientes, que podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros.
En este supuesto, definimos el campo vectabiaA — R dado por

CD(X]_,...,XP) = (fl(Xl,...,Xp>,..., fN(Xl,...,Xp),XN+1,...,Xp).

Es claro queb es de clas&™! enay que

y en consecuencia déiy(a,0)) # 0. El Teorema de la funcién inversa nos asegu-
ra la existencia de abiertodJ,V en RP con a € V tales que

® ¢ Dif(V,U). Si notamog = ®~1, se tiene qug < Dif (U,V). Para cada € U

se tiene que

x=®(g(x) = (f(g(X)),---, I (9(X)), IN+1(X); -, QR (X))

Hemos probado que

(fog)(X) = (X,---,XN), VX=(Xg,...,Xp) € U.






Tema 9

Variedades. Extremos condicionados.

Es bien conocido que pakaN naturales colk < N, las variedades afinee dimensiork
enRN son los conjuntoM de la forma

M= {(x,....,xn) ERN: @gxg+--+anxn+bi =0 parai=1,..,N—k}

donde la matriz de nimeros realks= (a;j) tiene rango maximo, esto @d,— k, y bj € R
parai=1,...,N—k.

El Teorema de Cramer permite despdjar k variables del sistema de ecuaciones lineales
gue defineM en funcion de las otrdg obteniéndose las conocidas ecuaciones paramétricas
deM.

Es totalmente natural considerar también los subconjuMtate RN asociados a un sis-
tema de ecuaciones no necesariamente lineal:

M= {(x,....%n) ERV: gi(Xs,....xn) =0, para i=1,...,N—k}.

Inspirados en el Teorema de la funcion implidta2 y con el propésito de garantizar que
N — k de las variables puedan (te6ricamente) despejarse en funcion de las restantes, es ra-
zonable considerar la situacion de que el campo vectralgs,...,On_k) Sea tal que sus
campos escalares componentes tengan gradiente continuo y que la matriz jacobiana tenga
rango maximo, esto es

rangqJg(x)) =N —k.
Mediante adecuada reordenacion de las variables podemos entonces aplicar el citado Teo-
rema de la funcion implicita para obtener representaciones paramétricas locikley de
esperable que la “variedad tangente” en cada pak®M sea la variedad afin determinada
por el sistema de ecuaciones

Dedicamos la primera seccidn de este tema a dar la definicion de variedad diferenciable
gue acabamos de motivar. Probamos un resultado importante (Te®r@rea el que carac-
terizamos las variedades, y cuya demostracion usa esencialmente los Teoremas de la funcion
inversa 8.5 y de la funcion implicita para campos vectorialgsLg).
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En la seccién segunda se introducen las nociones de espacios tangente y normal a una
variedad que seran utiles a la hora de estudiar, en la ultima seccion, los extremos de campos
escalares condicionados por una variedad diferenciable.

9.1. Variedades diferenciables.

Definicion 9.1 (implicita de variedad diferenciable).SearN natural yk entero con < k <
N. Se dice que un subconjunto no vabode RN es unavariedad(diferenciable) eRN de
dimensiérk si para cada € M existen,

G entorno abierto daenRN
g: G — RNk de clases™ verificando rang@y(x)) =N—k, ¥xe G

tales queM NG = {x € G: g(x) = 0}.

En el caso de que se pueda conseguir una furgeac@mo antes que determine la totalidad
deM, diremos que la variedad esta globalmente determinada gor

Hablando coloquialmente la anterior definicion presenta las variedades diferenciables en
RN como los conjuntos de ceros de una funaifue clasez™, esto es, como los conjuntos
formados por los puntos que se someten a la ligazén impuesta por una fgraédolase
¢ que expresa la dependencia entre las variables de los puntos que componen la variedad.
La nocion de dimension responde al grado de libertad de las variables y se justifica via el
“principio” de inherencia local de propiedades globales de la derivada. Notese que en cada
puntoa de la variedad el conjunto de puntos ligados pora), esto es Kebg(a), tiene
dimensidérk puesto que

dim(Ker Dg(a)) =N —dim(Im Dg(a)) = N — rangqJy(a)).

No es inmediato que el entekaue aparece en la definicion de variedad esté determinado
de forma Unica, con lo que la fradd, es una variedad de dimensikpqueda en el aire. El
Corolario9.4justificara el concepto de dimensién de una variedad en el cadoQN .

Los dos casos extremos, las variedades de dimension 0 y de diméhsioiRN, son
faciles de describir:

M c RN es una variedad de dimensiorsi, y s6lo si, M es un conjunto de puntos aislados
y por tanto numerable. Si ademas M es compacta, el conjunto es finito.

En efecto, supongamos glvees una variedad de dimension 0. FijeragsM y conside-
remosG y g como en la definicion. La funciégverifica que

rango(Jy(x)) =N, Vx € G,
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por lo que el Teorema de la funcion inversa nos asegura la inyectividgeédein entorno
abiertoU dea contenido erG, y por tanto

MNU = {xeU : g(x) =0} = {a}.

De donde se concluye gqaees un punto aislado dd. Si ademas/ es compacta el conjunto
es finito.

Reciprocamente, 81 es un conjunto de puntos aisladosRI®nos basta considerar para
aenM un entorno abiert@ de a tal queM NG = {a} y comog: G — RN la funcion
definida pog(x) = x—a.

M c RN es una variedad de dimension N si, y sélo si, M es un abieridle

En efecto, sed una variedad de dimensidenRN. Si paraa € M consideramo§, y
g: G — RO = {0} (espacio vectorial de dimensién cero), como en la definicion, se tiene
queM NG, = g~1(0) es un abierto d&, y por tanto abierto d&N. Asi

M - UagM(M N Ga)

es un abierto.
Reciprocamente, 8il es un abierto, basta considerar la funoggrM — {0} dada por
g(x) = 0, la cual determina globalmenié.

Nos concentramos por tanto en el estudio de las variedades de dimkmgd@N con
O0<k<N.

Teorema 9.2 (Definiciones usuales equivalentesean km, N nimeros naturales cortk
m= N. Para Mc RN no vacio equivalen:

) M es una variedad de dimension kIBN. Es decir, para cada & M, existen

G entorno abierto de a eRN
g: G — R™Mde clasez! verificando rangdJy(x)) =m, Vxe G

tales que MNMG = {x € G: g(x) = 0}.
i) (Definicion explicita)M es localmente la grafica de funciones de cla8alefinidas en

abiertos deRX y con valores efR™. Es decir, para cada a M, previa una reordenacion
de las variables ei®N, existen

Q entorno abierto de a eRN
¢ :U — RMde claseg? , donde U= n(Q) siendo
n: RN — R¥ la proyeccion(xy, ..., xn) — (X1, ..., %)

tales que MNQ = {(y,p(y)): yeU}.
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iif) (Definicion por parametrizaciones cartesianas locale$)ara cada ac M, existen

Q entorno abierto de a eRN
U abierto de RX
p:U — RN homeomorfismo de clasg! de U sobre pU)

tales qu pU) =MnNQ
rango(Jp(y)) =k, VyeU

La terna(Q,U, p) se denomina una parametrizacion cartesiana local de M.en a

R

] L

iv) (Definicion por difeomorfismos espacialespara cada ac M, existen

W abierto deRN

G entorno abierto de a eRN

® : W — G difeomorfismo de clasg?!
tales qued (W N (R* x {0})) = MNG.

De hecho si(Q,U, p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a, entonces
existed satisfaciendo la condicion anterior y ademas:

WN(RKx {0}) cU x {0} y D(X) = p(X1,...,%), VxeWn(RKx{0}).
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Demostracion:
Seaac M.

i) = ii) Seag: G — R™ como eni). Como el rango de la matridy(a) es maximo
hay m vectores columna linealmente independientes, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los ultimos, esto es,

Bajo esta hip6tesis adicional consideremos la proyeccid — RK dada porxy, ..., xn) —
(X1,...,X) Yy denotemod := n(a). El Teorema de la funcion implicita aplicado a la funcién
g en el puntaa, nos asegura gque existen

U entorno abierto db enRK
¢ :U — R™Mde clases’t
Q entorno abierto da incluido enG
1) e(y)eG y oy, e(y)=0,vyeU

2){xeQ: g(x) =0} ={(y,0(y)): yeU}
Es claro que la igualdad conjuntista 2) puede escribirse en la forma

tales qu

MNQ={(y,o(y):yeU}.
Finalmente, cambiand@ porQNz—%(U) conseguimos que = (Q) .
i) = iii ) Sea(Q,U, ¢) como enii). La aplicaciomp: U — RN definida por
p(Y) = (¥ 0(¥)),

es inyectiva (lo es su primera componente), luego biyectivadddsobre su imagen que es
MNQ vy portanto se cumple que

p(U) =MNQ.

p es de clas& ya que lo son sus componentes. Adempés: MNQ — U es la restriccion
aMNQ der, luego es claramente continua.
Hemos probado que es un homeomorfismo de clagé deU sobreM N Q .
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Finalmente es claro que

luego rangq(Jp(y)) =k, VyeU .

i) = iv) Sea(Q,U, p) una parametrizacion cartesiana localMena. Seab el Gnico
punto deU tal quep(b) = a. Como el rango de la matri¥,(b) es maximo hak vectores
linealmente independientes é€np;(b),...,Opn(b)}, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los primeros. En este supuesto definimos el campo vegtdiad R™ —

RN dado pord(y,z) = p(y) + (0,2), esto es,

q)(yl,-..,yk,Z[(+1,...,2N) =

(pl(ylv-"ayk)a"-7pk(ylv"-ayk)7 pk+l(y17"'7yk)+zl(+la"'= pN(y17"'7yk)+ZN>'

Es claro que es de clas&™ en(b,0) con

y en consecuencia déle(b, 0)) # 0. El Teorema de la funcién inversa aplicado a la funcién
® en el puntab,0) nos asegura que existen

V entorno abierto de 0 ef®™

U* entorno abierto déd contenido enU
Q* entorno abierto dea contenido enQ

tales qued es un difeomorfismo de clagg’ deU* x V sobreQ*. Es inmediato que la
restriccion ded aU* x {0} coincide con la restriccion de la parametrizacpaU*, con lo
gue tenemos sendas inclusiones

MDpU")=dU" x{0}) C Q"
luego
(9.1.1) p(U*) Cc MNQ*.

Comop es un homeomorfismo désobreMNQ, yU* es un abierto dd se sigue que(U*)
es un abierto dM N Q . Luego, teniendo en cuenta la definicion de topologia relativa, existe
un abiertoO deRN tal que p(U*) = (MNQ)NOYy teniendo en cuenta 1.1concluimos que

pU")=MNQ" ) NO=MN(Q*NO).
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Ahora, si notamo$§ := Q* N O, tenemos qué& es un entorno abierto detal quep(U*) =
M NGy, como hemos resaltado antes, el difeomorfignextiende a la aplicaciop: U* —
MNG.

Finalmente tomes#/ := ®~1(G) .

iv) = i) Sea(W, G, ®) como en iv). Consideremos el campo vectogialG — R™ dado
por
g(x) = (o ®H)(x),
donder : RN — R™ es la proyeccion dada p@xy, ..., Xn) — (X1, -.,Xn) - Se tiene que
g es de clas&! con
rango(Jy(x)) =m, Vxe G

ya que rangc(Jq,fl(x)) =N, Vx € G. Comprobemos finalmente que
MNG={xe G: g(x) =0}
En efecto,
MNG=®(WnN(R*x {0})) = ®(d1(G) N (R¥x {0})) = GND(R¥ x {0})
={xeG: d1(x) eR*x {0}} = {xe€ G: (mod 1)(x) =0}
={xe G: g(x) =0}.

Nota 9.3.

a) Perfecciones adicionales de alguna de las aplicacignesp, @ inciden en las co-
rrespondientes perfecciones en el resto. Ello es consecuencia de que el procedimiento
seguido para la “obtencion” de cada una involucra a los Teoremas de la inversa y de la
funcion implicita y a construcciones analiticas magnificas (de @&3e

b) Las variedades RN de dimensiork conk < N tienen interior vacio. En efecto, en otro
caso, la definicion de variedad por difeomorfismos espaciales nos llevaria a la existen-
cia de un difeomorfismo de un abiertoREsobre un abierto d&N, y en consecuencia
ambos espacios serian topolégicamente isomorfos, con lo que se corkcluixia

Corolario 9.4 (Dimensioén de una variedad).Sean N un natural y M un subconjunto de
RN que admite en cada punto parametrizaciones cartesianas locales.(Sgah, p;) para
i = 1,2 dos de estas parametrizaciones tales que el conjunto

C=MNQ1NQ»
es no vacio. Entonces la aplicacién
P, op1:py(C) — P, H(C)

es un difeomorfismo de clagé' y en consecuencia el nimero k asociado a ambas parame-
trizaciones coincide.
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Demostracion:

Parai = 1,2, se tiene qu@; 1(C) = p 1(Q1NQ,) es un abierto relativo del abiertd, y
por tanto abierto. Es inmediato qye: pi_l(C) — C es un homeomorfismo y por tanto la
aplicacién

P, op1ipyt(C) — P H(C)
es un homeomorfismo.

Dadoa € C, veamos quepglo p: es de clas&” en un entorno abierto clazl‘l(a) con-
tenido enp;l(C) , con lo que el caracter local de la continuidad y derivabilidad nos asegura
quep, o p; es de cas&? enp;}(C) . En efecto, al sefQq N Qy, p,*(C), p2) una parame-
trizacion cartesiana local d¢ ena, sabemos que existen

W abierto derRN
G entorno abierto da enRN
® : W — G difeomorfismo de clas#?

tales que
Wn (R x {0}) C p,*(C) x {0}
P(WN(Rkx {0})) =MNG
P2 © Twn(Rkx {0}) = q)IWﬁ(lRi"X{O})

donder denota la proyeccion en las primekasoordenadas.
Finalmente notese que

pz_l °PLpte) = (o ®to p1) IOk
igualdad que prueba quz‘lo p. es de clas&! en pfl(G) . Sin mas que intercambiar los
papelesp; L o p, es también de clasé” . Luegop,* o p; es un difeomorfismo de clage

como se queria demostrar. Ahora, la unicidad de justifica razonando como en la Nota b)
de 0.3). .

Ejemplos 9.5.

a) Seark,N € N conk < N . Las variedades afines de dimensienRN son variedades
diferenciables elN de dimensiork (véase el Ejercici®. 1).

b) La esfera unidad euclidea &Y
§i1,(0,1) i= {x e RN ||x|]2=1}
es una variedad de dimensifin- 1.
La aplicaciong : RN — R definida por

9(x) = [Ix[l2—1
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es de clas& enG := RN\ {0}, y para cada € G, el Ejercicio3.17nos da

Dg(a)(x) = %

esto es, ( )
az,...,aN

@=L

y por tanto rangdJy(a)) = 1.
La variedad determinada pgres

{xeG: [[X]2—1=0} =S;,(0,1) .

c) SeaN > 1. La esfera unidad
S,(0,2) == {x € R : [x||]1 =1}
no es una variedad &, pero esta muy cerca de serlo.
El conjunto
M={xe§,,(0,1) : x#0, parai=1,...,N}

es una variedad eRN de dimensiorN — 1 globalmente determinada por la aplicacion
g: G — R de claseg’™ definida por

g9(x) = [[X[l1— 1,
donde

G={xeRN:x+#0, parai=1,...,N}.

En efecto, para cadac G, en vista del Ejercici@.17, se tiene
AR
Dg(a)(x) = Z H X, vx e ]RN )
i=

es decir,

J(a) = (‘:—h'ZNN_') ,

y por tanto rangdJy(a)) = 1, Va€ G.

El motivo por el cual5, (0,1) no es una variedad diferenciable es totalmente intuible:
los puntos que hemos excluido 8¢, (0,1) para obteneM son puntosesquinas” deS;.,(0,1).

Comprobemos seguidamente que la intuicion es correcta. Por comodidad trabajaremos
en R2. Si S|.11(0,1) fuese una variedad, existiria un entorno abikrtde (1,0) enR?

y un campo escaldr: U — R de claseg™ tales que

{ rango(Jn(X,y)) = 1, V(x,y) €U
U QQHM(O, 1) ={(x,y) €U : h(x,y) =0} -




318 9. Variedades. Extremos condicionados.

Si consideramos® = (1,1), u~ = (1,—1), se tiene que
(1,0) +tut e Swh(o, 1), vt €| -1,0[,

yéen consecuencia

Dh(L,0)(u*) = fim ML) +tU") ~h(1,0)

=0.
t—0— t

Puesto qugu™,u} generaR?, se concluye queDh(1,0) = 0, lo que contradice el
hecho de que ranga,(1,0)) =1.

Pese a qu§|.||1(07 1) no es una variedad, sin embargo es unién disjunta de dos varie-
dadesM (de dimension 1) ¥{(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)} (de dimension 0).

9.2. Espacios tangente y normal.

Puesto que las variedades son localmente graficas de funciones derivables, la Seccion 3.6
justifica las siguientes definiciones.

Definicion 9.6 (espacios tangente y normal)Seank,N € N conk < N,M una variedad de
RN de dimensiorky aun punto deM.

Se dice quel € RN es un vector tangenteM ena si existe una curva contenida Ehque
pasa por el punt@y que tiene tangente encon direcciéru, esto es,

36 > 0,3y:]—8,5[— RN continua tal quey(]—8,8[Cc M con {;((%))Zi

Se define el espacio tangefig(a) a la variedadM ena como el conjunto de vectores
tangentes M en el puntaa. Veremos enseguida qiig (a) es un subespacio vectorial &&

El complemento ortogonal éRN del espacio tangente ea, que notaremo3y (a)*, se
[lama espacio normal sl ena, esto es,

Tv(@)*t ={xeRN: (xju)=0, Yue Tu(a)}.

A la variedad afina+ Ty(a) (resp.a+ Tu(a)* ) se le llama la variedad afin tangente
(resp. norma) a la variedadM en el puntaa.

Sik=1 (resp. 2N —1) la variedad afin tangente recibe el nombre de @etp. plano, hiperplano
tangente @ en el puntoa.

El siguiente resultado describe estos espacios a través de las funciones “determinacion
implicita” g y “parametrizacion cartesiang’.
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Proposicion 9.7.Sean km,N € N con mt-k =N, M una variedad e®RN de dimensién ka
un punto de M y \i(a) el espacio tangenteaM en a .

i) Sig es una funcion que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces
Tu(a) = Ker Dg(a),
con lo que T1(a) es un subespacio vectorial de dimension k, y
a+Tu(a) = {xe RN : Dg(a)(x—a) = 0}.

Ademas
{Ug1(a),...,0gm(a)}
es una base del espacio vectorial normgl(@)* .

i) Si(Q,U,p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a'y b es el Unico punto
de U tal que ppb) = a, entonces

Tm(a) =Im Dp(b).
Los vectores columna de la matrig(8) son una base devl(a) y por tanto

a+Tu(@* ={xeR": (Djp(b)jx—a)=0,Vj=1,...,k}.

Demostracion:
Probaremos en primer lugar que

(9.2.1) Im Dp(b) C Tm(a) € Ker Dg(a).

Empezamos probando la inclusion 1Bp(b) C Ty (a). Seau un vector de ImDp(b).
Tomemos € R¢ tal queDp(b)(v) = u. Puesto que U es abierto podemos tofar0 tal que
Jb— 8v,b+ dv[c U. Consideremos la funciép:] — 8, 5[— RN definida por

y(t) = p(b+tv).

Puesto quée es derivable y con imagen contenida\@nse sigue quég es una curva contenida
enM y con tangente en todo punto. Ademas

{ 7(0) = p(b) = a |
Y (0) =Dy(0)(1) =Dp(b)(v) =u
Probamos ahora la inclusidiy(a) C KerDg(a) . Seau € Ty(a) y tomemosd > 0y
y:] - 8,8[— M continua con{ 3;(%)::‘1 . Puesto quey(] — 6,68[) C M, se tiene que
la funciongo vy esta definida y es nula en un entorno de 0, luego el caracter local de la
derivabilidad nos asegura que

0=D(go7)(0) = Dg(a) o D¥(0),
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y por tanto

0= (Dg(a) oDy(0))(1) = Dg(a) (Dy(0)(1)) = Dg(a)(¥'(0)) = Dg(a)(u).

Ahora, para que se de la igualdad%®f.1nos basta observar que los espacios extremos
tienen la misma dimension:

dim(Ker Dg(a)) = N —dim(Im Dg(a)) =N —m= k = rangqJp(b)) = dim(Im Dp(b)).

Hemos probado que
Im Dp(b) =Tu(a) = Ker Dg(a).
Determinaremos ahora bases de los espacios tanGgfagy normalTy (a)* a la varie-
dadM en el punta. Si{ey, ..., &} eslabase candnica & se tiene qué¢Dp(b)(e1),...,Dp(b) (&)}
generarily (a). Ademas, son linealmente independientes por ser los vectores columna de la

matrizJp(b) que tiene rangé, y por tanto constituyen una baseTig(a).
ComoDg(a)(x) =0, Vx € Tu(a), o lo que es lo mismo,

(Ogj(a)|x) =0, vx€ Tu(a) (j=1,...,m),

se tiene que

{Oo1(a),...,0gm(a)}
son vectores d&y (a)*. Ademas son linealmente independientes por ser los vectores fila de
la matrizJg(a) que tiene rangen, luego constituyen una base @g(a)* , ya que

dim(Tu(a)*) =N —dim(Tw(a)) =N—k=m.

Nota 9.8. Puesto que usualmente las variedades nos vendran dadas (globalmente) por “de-
terminaciones implicitasy, y el célculo de parametrizaciones cartesianas locales puede ser
complicado, en la practica suele ser mas util la descripcion del espacio tangente dado por
Tm(a) = Ker Dg(a). Para la determinacion de una baseTgéa) se puede proceder como
sigue:

Calculadaly(a), las ecuaciones implicitas dg (a) vienen dadas por

Jy(@)X =0,

y el teorema de Cramer nos permite pasar a las ecuaciones paramétiigés)déeos vecto-
res que se obtienen al ir haciendo cada uno d& fEametros iguales a 1y el resto iguales
a 0, determinan una base tg(a).

Por ejemplo, sy (a) es de dimensioN — 1 (hiperplano), y

Tw(a) = {xe RN : agxg +--- +anxy = 0},
entonces, supuestn # 0, los vectores
{(—az,a,0,...,0),(—as,0,a1,0,...,0),...,(—an,,0,...,0,a1) }

son una base diy(a) (son vectores d&y (a) linealmente independientes).
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Ejemplo 9.9. Variedades afin tangente y afin normal a la esfera unidad euclidea
M =S;.,(0,1) en un punta.
La funciong : RN\ {0} — R definida por
9(x) = [[x]2—1
determina globalmente la varied®tl. Para cada € M, sabemos que
Og(a) = (ay,...,an).
La variedad afin tangente a la variedden el punta es el hiperplano d&N de ecuacion
a+Tu(a) = {xeRN: (Og(a)|x—a) =0}
= {(xeRN: aj(x; —a)+---+an(xy —an) = 0}
={xeRN: apxg+---+anxy =1}
La variedad afin normal ®l enaes la recta
a+Tu(a)t ={a+tOg(a) : t e R},

es decir, la recta de ecuaciones paramétricas dadas (cambiarduft) por

9.3. Extremos condicionados.

Dedicamos esta seccién al estudio de los extremos de campos escalares definidos en sub-
conjuntos abiertos d&N condicionados por una variedad diferenciable. Conviene tener pre-
sente que en el Tema 7 se trat6 este problema en el caso particular de variedades de dimensién
N, es decir abiertos deN. Ahora vamos a desarrollar la teoria para variedades de dimension
kcon O< k <N.

Definicion 9.10 (Extremo condicionado). Sean X un espacio topoldgico,
f : X — R una funcién yC un subconjunto d&.

Se dice quef alcanza en un punta € C un maximo condicionad@or C si existe un
entorno abiertd) deatal que

f(x) < f(a), WxeuncC.

Se dice qud alcanza en un punt< C un maximo condicionado por C estrictd existe un
entorno abierttJ de a tal que

f(x) < f(a), YxeUnC\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
minimo condicionady minimo condicionado estricto Un extremoes o0 bien un maximo
condicionado, o bien un minimo condicionado.
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El estudio de los extremos de campos escalares condicionados por conjuntos que admiten
una parametrizacion resulta sencillo, ya que se reduce al estudio de un problema de extremos
relativos.

Proposicion 9.11 (Relacién entre extremos condicionados Yy relativos).
Sean X un espacio topolégico,: X — R una funcién, C un subconjunto de X y a un
punto de C. Si U es un espacio topolégica,p — C es un homeomorfismo de U sobre
p(U) con ac p(U) y b es el tnico punto de U tal quélp = a, entonces equivalen:

i) f alcanza en a un maximo (resp. minimo) condicionado por C.
i) fopalcanza en b un maximo (resp. minimo) relativo .

También se da la equivalencia para extremos condicionados estrictos y extremos relativos
estrictos.

La anterior proposiciéon reduce el problema de la determinacién de los extremos de un
campo escalaf condicionado por una varieddd, al estudio de los extremos relativos de la
composiciéon dd con parametrizaciones cartesianas localed d& este respecto resaltamos
la importancia de la implicacion 8> iii) del Teoremad.2.

¢, Cémo proceder habida cuenta de que las parametrizaciones cartesianas locales de una
variedad no suelen ser conocidas? La respuesta a esta cuestion fundamental nos la da el
siguiente resultado debido a Lagrange que proporciona una condicion necesaria de extremo
condicionado que es similar a la condicion necesaria de existencia de extremo relativo.

Teorema 9.12 (Lagrange (Condicién necesaria de extremo condicionadoBean km,N €

N con k+m= N y M una variedad e®RN de dimension k, G un abierto @& que contiene
aMy f:G— R un campo escalar derivable. Si la funcién f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una funcién que determina
localmente M en a, entonces existen Gnicos numeros reales , am € R tales que

D(f4+o1g1+-..+ omdm)(a) =0.

Demostracion:
Sea(Q,U, p) una parametrizacion cartesiana locaMienay seab € U tal quep(b)=a.
La ProposiciorD.11y la condicidon necesaria de extremo relativo nos aseguran que

D(fop)(b)=0.
La regla de la cadena nos dice en consecuencia que
Df(a)oDp(b) =0,
expresion que se escribe equivalentemente

Df(a)(Im Dp(b)) = {0}.
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Al ser, en virtud de la Proposiciéh7, Im Dp(b) = Ty (a), concluimos que
Df(a)(Tu(a)) = 0, o equivalentementgf(a) € Ty (a)™*.

La citada Proposiciéf.7nos dice también qugdgs (a), ..., 0gm(a)} es una base diy (a)*,
de donde se deduce la existencia y unicidad de escatares, o tales que

Of(a) + vOgi(a) + ...+ amlgm(a) =0,

0 equivalentemente
Df(a)+ a1Dgi(a) + ...+ amDgm(a) = 0.

De la linealidad de la derivada se sigue finalmente el enunciado. .

A la vista del teorema anterior parece conveniente hacer un esfuerzo para codificar el pro-
ceso que se ha de seguir para determinar los candidatos a extremos condicionados. Aunque
el Teorema de Lagrange se ha establecido para variedades no necesariamente globalmente
determinadas, las siguientes dos razones justifican que la version practica de los resultados
obtenidos se haga para variedades globalmente determinadas: por una parte, nuestro estudio
es local y via localizacion podemos limitarnos a variedades globalmente determinadas y, por
otra, nuestro principal interés es la determinacion de extremos de campos escalares condicio-
nados por conjuntos que se puedan descomponer en union finita de variedades globalmente
determinadas.

9.4. Célculo practico de puntos criticos condicionados. Fun-
cion de Lagrange, sistema de Lagrange y multiplicado-
res de Lagrange.

Seark,m N € N conk+m=N, G ¢ RN un conjunto abierto g: G — R™ una funcién
de claseg’ tal que rangdJg(X)) =m, Vxe€ G.

SeaM = {x € G: g(x) = 0} la variedad de dimensidndeterminada pag y supongamos
gue f : G— R es un campo escalar derivable. En este ambienfienizion de Lagrange
L : Gx R™ — R viene definida por

L, A) = f(X) +A4102(X) + ...+ AmIm(X) (Xx€ G,A € R™)

dondeA = (A1,...,Am) Y 9= (01,---,0m)-
Es claro que el gradiente dleen un puntgx, 1) deG x R™ viene dado por

DL(Xa)L) = (DlL(X7}L)7 R DNL(X71)7gl(X)7 s >gm<x)) :
El Teorema de Lagrang®.(L? tiene ahora la siguiente lectura:

Los extremos de f condicionados por M proceden de puntos criticos de la funcién de
Lagrange L.
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Esto es, se obtienen de las soluciones del sistema

OL(x,A)=0
xeG

Reescribiendo el sistema anterior se tiene
Di f(X) +A1Dig1(X) + ...+ AmDigm(X) =0 (1 <i <N)

gi(x)=0 (1<j<m)
xeG

gue es un sistema (posiblemente no linealNde m ecuaciones col + mincégnitas, lla-
madosistema de LagrangeSi

a=(ag,...,an), a=(ai,...,0m)

es una solucion del sistema de Lagrange, entonces en vista del Teorema de Lagtahge (
estd determinado de forma Unica y a sus coordenadas se les llama los
multiplicadores de Lagrangpara el punta.

Para justificar una primera aplicacién vistosa del Teorema de Lagrange empecemos re-
cordando el procedimiento ya codificado para funciones de una variable. La propiedad de
compacidad asegura qud €s un intervalo compacto &y f : | — R es una funcion con-
tinua, entonced tiene extremos absolutos. Es claro que para detectar los puntandes
gue la funcionf alcanza sus valores maximo y minimo absolutos basta localizar los puntos

o
del en los que alcanza extremos relativos y contrastar los valores extremos relativos tomados
con los valores de la funcién en los extremod d8i suponemos ademas gties derivable

o
en|, entonces los unicos puntos en los duauede alcanzar el maximo o el minimo son los

extremos del intervalo y aquellos puntosfclm los que se anulfl.
El estudio se complica si la funciéhesta definida en un compacto B& conN > 2,
pues en este caso la frontera del compacto puede ser un conjunto infinito.

9.5. Aplicacion del Teorema de Lagrange al calculo de ex-
tremos absolutos.

La teoria de extremos relativos y el Teorema de Lagrange nos permiten llevar a cabo el
estudio de los extremos absolutos de un campo estalarivable sobre un subconjunto de
RN que se pueda expresar como union finita de variedades. Es claro que si el campo escalar
f alcanza en un punto un extremo absoluto, entoricaisanza en dicho punto un extremo
condicionado por la variedad a la que pertenece el punto. Por tanto

» Si la variedad es de dimensidh esto es, un abierto dBN, entonces los posibles
puntos candidatos a qufealcance un extremo absoluto tienen que ser puntos criticos
def.
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= Silavariedad es de dimension 0, esto es, un conjunto de puntos aislditseteon-
ces todos los puntos de la variedad son candidatos ya giganza en ellos un extremo
condicionado por la variedad.

= Finalmente sila variedad es de dimendi@on 0< k < N, entonces los posibles puntos
en los quef alcance un extremo absoluto tienen que ser soluciones del correspondiente
sistema de Lagrange.

Asi, el procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Detectar los puntos criticos de la funcion sobre cada una de las variedades en las que
se ha descompuesto el conjunto.

2. Evaluar la funcion en todos estos puntos y finalmente comparar estos valores entre si.
Ejemplos 9.13.
a) Calcular los extremos absolutos de la funcion definida por
foy) =2xy  ((xY) €R?)

condicionados por el conjunto

K= {(x,y) eRZ:x%+y? < 1}.

La propiedad de compacidad nos asegurafgakeanza el maximo y el minimo abso-
lutos enK. Si el punto dondd alcanza un extremo absoluto pertenece al interidf ,de
entonced alcanza en él un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, el punto es solucion del sistema

_ D1f(x,y)=0 2y=0 _
Of(x,y) =0< { Daf(x.y) =0 Y om0 (T (x,y) = (0,0).
En otro caso el punto pertenece a la fronter&desto es, al conjunto
M= {(xy) e R?: x®+y* =1}

Estudiamos ahora los extremos condicionadosybobbsérvese quil es la variedad
enR? de dimension uno determinada globalmente por la funcion

gxy) =2+ —1, ((xy) € RA\{(0,0)}).
Funcién de Lagrange: L : R?\{(0,0)} x R — R definida por
L(X,Y,A) = 2xy+ A (X% +y* —1).
Sistema de Lagrange:

2y+2Ax=0
2X+2Ay=0 » = x(1-A?)=0= A = +1.
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Solucion:

(F5) (525F) 6=

Solo falta comparar los valores que torinan cada uno de estos puntos:
V2 V2 V2 2 V2 V3 V2 2

10.0=0 f( 2 2) (TZTZ> L f( 2) (7’TZ>:_1

En consecuencia el maximo deenK vale 1y se alcanza en los puntéé%é, ‘/72) y
( =2 ﬂf) El minimo vale—1y se alcanza eé =y2 *f) y (%,#)

b) Determinar las constantes de equivalencia optimas de las ngrag |||, en R3,
donde(1 < p < ).

El problema consiste en determinar la mayor constantéa menor constantg tales
que
afXle < [Xllp < BlIXl1, VxeRS,

0 equivalentemente,
a<|Xlp<B, VXxeR®:|x|1=1,

y por tanto, se trata de determinar los valores maximo y minimo absolutos de la funcion

|-l , sobre la esfera unidad para la norfigy.

Por razones de simetria, podemos restringir nuestra atencién a la interseccion de la
esfera con el primer octante, es decir, al conjunto

Ki={(xV,2) eR3:x+y+z=10<XYy,Z}.
{xy.2

Asimismo, debido al crecimiento de la funciéon Iﬂg enR dada pot — t1/P, pode-
mos plantearnos el problema en los siguientes términos:

Determinar los extremos absolutos de la funcidtefinida por
f(xy,2) =xP+yP+27  (x,y,ze RY)
en el conjunto
K:= {(x,y,z) eR3:x+y+z=10< x,y,z}.

La continuidad dd y la compacidad d& nos garantizan la existencia de los extremos
absolutos.

El conjuntoK es una unién disjunta de

(1)) ()

variedades diferenciables. En efecto:
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= 3variedades de dimensiol:
M:={(1,0,0)}, M2={(0,1,0)}, M3z={(0,0,1)}
= 3 variedades de dimension.:
Ms={(xy,0) e R3:x+y=1,0<x,0<y}
gue esta globalmente determinada por la funcion definida por
ax.y,2) = (Xx+y+z—-1,2), (xy,2) €G:=R" xR" xR
y analogamente las variedades
Ms = {(x,0,2) e R3:x+z=1,0<x,0< z},
Ms={(0,y,2) e R®:y+z=1,0<y,0< z}.
= Una variedad de dimension2:
M, = {(x,y,z) eR3:x+y+z=1,0< x,y,z},
gue esta globalmente determinada por la funcion definida por
g(x,y,2) =x+y+z—1, (xy,2 €G=R"xR" xR*.

Calculemos los posibles extremos de la funci@ondicionados pa¥ls. Puesto qud
es derivable efR® y la variedadV; puede verse como la variedad globalmente deter-
minada por la funcié : G = R* x Rt x R — R? definida por

g(X,y, Z) = (X+y+Z— 17 Z)

se puede aplicar el Teorema de Lagrange.
Funcién de Lagrange: L : G x R? — R definida por

LY.z A, 1) =XP+yP+ 2P + A (x+y+2—1)+uz

Sistema de Lagrange:

( pxP1 2 =0
py*1+4 =0
psigno(2)|ZP1+A+u=0
X+y+z=1
z=0
X,y>0

Solucion: 11
(11 _ (=P _P
a= <27270>7 (avﬁ) - (2p172p1) .

Este punto es el Unico évi; en el quef puede alcanzar un extremo absolutden
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El mismo procedimiento se sigue para las variedadeg Mg, que nos proporcionan
las squciones{%,O, %) y (O, 3 %) respectivamente.

De manera analoga podemos calcular los posibles extremos de la fdnoodlicio-
nados poiM7 aplicando el Teorema de Lagrange.

Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
LX,Y,ZA) =xP+yP+ 2P + A (x+y+2z—1).

Sistema de Lagrange:

pxP~14 1 =0
py* 1+ =0
p2~1+A=0
X+y+z=1
X,y,2>0

Solucion:
a_ <1 1 1) o —-p
- \3'3'3/)’ -3l
Este punto es el Unico dd; dondef puede alcanzar un extremo absolutden

Por consiguiente cada variedad aporta un unico punto, por tanto hay siete candidatos.
Basta evaluar la funcién en ellos para concluir que el maximé deK es 1 y este

valor lo alcanza en los puntos que aportan las variedades de dimensién 0 y el valor
minimo essp—l,l y lo alcanza en el punto que aporta la variedad de dimensién 2.

Como consecuencia de nuestros resultados se sigue (%Je%!‘ﬂ: 1, entonces

1
1 )p 1 3
) =S <|Xlp<L WXxeR3|x|1=1,
(3‘° AN

y las cotas obtenidas son inmejorables. En consecuencia, las constantes de equivalencia
Optimas de las normds |1y | - ||p enR3 son

1 3
;lelllé IXllp < X1, Vx€R".
q

Nota; El estudio erRN es analogo. El conjunto

K:{XGRN:x1+...+xN:1,O§x1,...,xN}

() () ()2

variedades. Cada una aporta un unico posible extremo absoluto Aleigual que
ocurre en dimension 3, el maximo se alcanza en los puntos criticos de las variedades

es union disjunta de
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de dimension 0 (puntos) y el minimo en el pur(téw..,%) que es el que aporta la
variedad de dimensidN — 1. Se obtiene, como consecuencia, el siguiente resultado:

Sean Ne Ny pe R conl< p< o. Las constantes de equivalencia 6ptimas de las
normas||- |1y || -|[p enRN son:

1 1 1
=Xl < [Xlp < X[z, ¥xeRN, donde5+a =1
q

c) DadoN € N, calcular el mayor valor de la funcidindefinida por
f(Xtye o XN) = X1 XN, VX = (Xa,..., %) € RN
en el conjunto
K:{XGRNWMb:LognJ:LHWN}
La continuidad dd y la compacidad d& garantizan la existencia de maximo absoluto.

Notese que, como en el ejemplo anterioes unién disjunta de™>— 1 variedades ¥
se anula en todas salvo en

M:{XERNWMb:LO<mJ:L“WN}

Es claro entonces que los puntosKien los quef alcanza su maximo absoluto han

de ser puntos dbBl. Vamos por tanto a calcular los candidatos a extremok aendi-

cionados poM, la variedad globalmente determinada por la fungjéis = R* x N,

xR+ — R definida por
9(Xe, X)) =X+ HxG — L
Funcioén de Lagrange: L : G x R — R definida por
L (X1, XN, A) = XX+ AOG + ..+ X — 1).

Sistema de Lagrange:
Xo... XN +2A%x1 =0
X1...XN—1+2A%y =0
X% 4t Xﬁl =1
X1,...,XN >0
Solucion:
a— ( 1 1 ) ~ —N
N N
Ya que este punto es el Unico candidato se sigue que en él la fuhafmanza el
maximo absoluto, que necesariamente (al ser Unico) es estricto. Se tiene pues que:

1L\N/2
X1X2---XN§<N> , WxeK,

y se da la igualdad si, y sélo si,

X1 =Xp ="'+ =XN.
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Nota: La solucién del ejercicio anterior es equivalente a la importante desigualdad entre
las medias aritmética y geométrica. Demuéstrese (Ejergigjo

En la lectura que hicimos del Teorema de Lagrange hemos sefalado que es condicion
necesaria para quealcance era un extremo condicionado por la variedstdel hecho de
que existax € R™Mtal que(a, o) sea un punto critico de la funcién de Lagrarige(a, ) = 0.
Si denotamos pdt,, a la funcion parcial de la funcion de Lagrange obtenida fijamdesto
es,Lq : G — R definida por

La(X) = L(X,(X), (XG G)?
(nbtese qué, es una funcién sélo dd variables). Es claro que entonces se verifica que
DLy(a) =0.

El siguiente resultado traduce en el contexto de extremos condicionados, las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos cuando la primera derivada no
nula es la segunda.

Teorema 9.14 (Condiciones neces. y suf. de extremo condicionaddpean
k,m,N € N con k+ m= N, y M una variedad e®RN de dimension k, G un abierto d\
gue contiene a My fG — R un campo escalar derivable. Seaka, g una funcion que
determina localmente M en agy € R™ tales que(a, @) es un punto critico de la funcién de
Lagrange L.

Silas funciones f y g son dos veces derivablesenay

2
d°Le(a) Ty (a)
es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si
2L (a)(u) <O, Yu e Tw(a)\{0},
entonces f alcanza en a un maximo condicionado por M estricto.
Si
d?Ly(a)(u) > 0, Yu e Tu(a)\{0},

entonces f alcanza en a un minimo condicionado por M estricto.

i) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un maximo condicionado por M, entonces

d?Ly(a)(u) <0, Yu e Tu(a)\{0}.

Si f alcanza en a un minimo condicionado por M, entonces

d?Ly (@) (u) > 0, Yu € Tw(a)\{O}.
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Demostracion:

Puesto qug es dos veces derivable anpodemos considerar una parametrizacion carte-
siana localQ,U, p) deM tal quep es dos veces derivable br= p~1(a). La estrategia de la
demostracion pasa por la Proposicibfily consiste en aplicar a la funcidr p en el punto
b las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos.

Comop es dos veces derivable bry f es dos veces derivable anse sigue qud o pes
dos veces derivable én

Puesto qugo p =0, se tiene qugjop=0, Vj € {1,...,m}, luego

(a101+ ...+ amdm) o p=0,
y en consecuencia, conhg, = f + (191 + - - - + am@m), tenemos que
fop=Lgop.
Comprobemos quie es un punto critico dé o p, esto eD(f o p)(b) = 0. En efecto,
D(f op)(b) = D(La o p)(b) = DLy (a) cDp(b) =0

puesDL(a) = 0 por hipétesis.
Ademés, sabemos que para RX se verifica (ver Seccion 5.8)

D?(f o p)(b)(y.Y) = D*(La o p) (D) (y.Y) =
D24 (a) (DP(b)(y), DP(b)(y) ) +DLa(a) (D?p(b)(v:y) ) =

=D’La(a) (Dp(b) v); Dp(b><y)>-

Finalmente, puesto que en virtud de la Proposi€idhDp(b) es una biyeccién d& sobre
Tm (@) podemos cambiar en el enunciadfi (a)(u) por d?(f o p)(b)(y) y bastara tener en
cuenta la Proposiciéa.11para concluir la demostracion del teorema. .

Nota: En la utilizacion practica del teorema convendra tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartado ii):
Si
d?Ly(a)(u) <0, Yu e Tu(a),
entonces sf tiene un extremo condicionado ampor M, éste ha de ser maximo. Analoga-

mente, Si
d?Ly(a)(u) >0, Yu e Tu(a),

entonces de alcanzérena un extremo condicionado pt, éste ha de ser minimo.
A la aplicacion practica del resultado anterior dedicaremos el resto del tema.
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Estudio préactico de las condiciones de extremo en los puntos criticos.

Nos interesa estudiar la forma cuadratiéa, (a) restringida &y (a). SeaH (a) la matriz
hessiana de,, ena, esto es, la matriz asociada con respecto a la base canoiii€addedicha
forma cuadrética

H(a) = (D(i7j)La(a))1§i,jgN'

Elegida una basgvi, ..., v} deTyv(a), consideremos el isomorfismo B sobreTy (a) que
aplica la base canénica @& sobre{vy, ..., v} y que esta dado por

DY) = P(Y1,---, i) = YiVa+ ...+ Yivke
Este isomorfismo se puede expresa en términos de una cierta matriz en la forma
®(y) = yK(a), ¥y € R*.

Es claro qu& (a) es la matriz cuyos vectores fila son los vectores basicg (8 elegidos.
La forma cuadratic&) en R¥ obtenida restringiendd?L,(a) a Ty (a) previa composicion
con® viene dada por

Q(y) = d’La(a)(®(y)), Vy € RS
y queda entonces determinada en términos de una matriz como sigue:

Qy) = ®(y)H(@)®(y)' = yK(a)H(a)(yK(a))' = yK(a)H (a)K(a)'y".
Luego la matriz asociada a la forma cuadra€eespecto de la base canénicaRiees
H=K(aH(a)K(a).

La informacion que ahora se puede dar sobre el punto en cuestion requiere aplicar la teoria
de extremos relativos, obteniéndose el siguiente criterio

i) Sidet(H;)>0,i=1,...,k entoncesf alcanza era un minimo condicionado pdvl
estricto, dondé; es la submatriz principal esquina izquierda superior de arderia
matrizH.

i) Si(—1)'det(H;)>0,i=1,...,k entonced alcanza en a un maximo condicionado por
M estricto, dondéd; es la submatriz principal esquina izquierda superior de arden
la matrizH .

i) Sidet(E) > 0, para cualquier submatriz principldeH, entonces de alcanzérena
un extremo condicionado p, ha de ser minimo.

iv) Si (—1)°"deNE)dget(E) > 0, para cualquier submatriz principlde H, entonces de
alcanzarf enaun extremo condicionado pd, ha de ser maximo.

v) Si existenE y F submatrices principales d¢ tales que(—1)°"d€NE)det(E) > 0y
(—1)0rdenFiget(F) < 0, (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna
submatriz principal de orden par # es negativo), entonces no alcanza em un
extremo condicionado pdd.
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Ejemplo 9.15. Determinar las dimensiones del ortoedrdirde volumen fijo una unidad y
superficie lateral minima.
La condicion a la que estan sujetas las variables es la nulidad de la funcion

g:G=R"xR" xR" — R dada pog(x,y,z) = xyz— 1.

La variedadVl = {(x,y,2) € G: xyz= 1} (enR® de dimensién 2 que defirg no es compacta.
La funcién a minimizar e esf : G — R definida por

f(x,y,2) = 2(Xy+ xz+y2).
Funcioén de Lagrange: L : G x R — R dada por
L(X,Y,Z,A) = 2(Xy+ Xz+Yyz) + A (xyz— 1).

Sistema de Lagrange:
2(y+2)+Ayz=0
2(x+2)+Axz=0
2(x+y)+Axy=0
xyz=1
X,y,z>0

Solucion:
a= (111, o=-4

Se tiene que la aplicacién de Lagrange paicial G — R esta definida por
La(X,Y,2) = 2(Xy+Xz+Yy2) — 4(xyz— 1),

luego

0 -2 -2
H@ = (Dijla(@);qjz= (-2 0 -2
== \2 —2 0

Por otra partdg(a) = (1,1,1), luego
Tv(@) = {(x,y,2) € R®: x+y-+z=0},

y por tanto dos vectores linealmente independientes de dicho espacio son, por ejemplo,

(1,-1,0) y (1,0,—1). Luego
1 -1 0
k@=(3 5 ).

1 -1 0 0O -2 -2 1 1 4 2
H:10—1 -2 0 -2 —10:24.
-2 -2 0 0o -1
Puesto que dgH) = 12 y det(H1) = 4 concluimos qud alcanza em = (1,1,1) un minimo
condicionado poM estricto.

con lo que
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Aunquea sea minimo estricto y ademas sea el Unico punto critico, la justificacién de
gue es minimo absoluto no es facil. Usaremos la desigualdad entre las medias geométrica y
aritmetica:

En nuestro caso si€ x,y, z se tiene que

3o < YT X2+yz
V/ X2y27 ST

y se da la igualdad si, y s6lo siy = xz=yzsi, y s6lo six =y = z. Como en nuestro caso ha
de serxyz= 1, se concluye que
3 < Xy+Xxz+yz

y se da la igualdad si, y solo si=y = z= 1. Hemos obtenido que

f alcanza en1,1,1) un minimo condicionado por M absoluto estricto, esto es, el ortoe-
dro enRR3 de volumerl y superficie lateral minima es el cubo

Nota: Para mas informacioén, véase el Ejercigié.
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9.6. Referencias recomendadas.
[Cra].
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9.7. Resumen de resultados.

Definiciones de variedad Seark,m,N nimeros naturales cdm= N. Paravl ¢ RN
no vacio equivalen:

a) (Definicion implicita) M es una variedad de dimensikrenRN. Es decir, para cada
ac M, existen

G entorno abierto daenRN
g: G — RMde claseg™ verificando rang@ly(x)) =m, vxe G
tales queM NG = {x e G: g(x) = 0}.

En el caso de que se pueda conseguir una furg@mo antes que determine la tota-
lidad deM, diremos que la variedad esta globalmente determinada jgor

b) (Definicidn por parametrizaciones cartesianas local@$ara cada € M, existen

Q entorno abierto dea enRN
U abierto deR¥
p:U — RN homeomorfismo de clas& de U sobre p(U)

tales quel PY) =MNQ
g rango(Jy(y)) =k, YyeU
La terna(Q,U, p) se denomina una parametrizacion cartesiana lockl daa.

Proposicion Sean k,m,N € N con m+k =N, M una variedad en RN de dimensiénk, a
un punto de M y Ty (@) el espacio tangente aM ena.

i) Sig es una funcion que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces
Tw(@) = Ker Dg(a),
con lo que Ty (@) es un subespacio vectorial de dimension K, y
a+Tu(a) = {xe RM: Dg(a)(x—a) = 0}.

Ademas
{Ug1(a),...,Ogm(a)}

es una base del espacio vectorial normal Ty (a)~ .

i) Si(Q,U,p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a y b es el tinico punto de
U tal que p(b) = &, entonces

Tm(a) =1m Dp(b).
Los vectores columna de la matriz Jp(b) son una base de Ty (@) y por tanto

a+Tu(@"={xeR": (Djp(b)jx—a) =0, Vj=1,...,k}.
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Extremo condicionado.SeanX un espacio topolégicdf, : X — R una funcién yC un
subconjunto de&.

Se dice quef alcanza en un punta € C un maximo condicionadpor C si existe un
entorno abiertd) deatal que

f(x) < f(a), vxeuncC.

Se dice qud alcanza en un pun@e< C un maximo condicionado p@ estrictosi existe un
entorno abiertdJ de atal que

f(x) < f(a), YxeUnNC\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
minimo condicionady minimo condicionado estrictdJn extremo condicionades o bien
un maximo condicionado, o bien un minimo condicionado.

Teorema de Lagrange (Condicidn necesaria de extremo condicionadSgan k,m,N €
N con kK+m= N y M una variedad en RN de dimension k, G un abierto de RN que contiene
aMy f:G— R un campo escalar derivable. Si la tfuncion f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una funcion que determina
localmente M en a, entonces existen tinicos nimeros reales 0, ..., 0m € R tales que

D(f+a101+ ...+ amgm)(a) =0.

Teorema (Condiciones neces. y sufic. de extremo condicionad8¢an k,m,N € N con
k+m=N, y M una variedad en RN de dimensién k, G un abierto de RN que contiene aM y
f : G— R un campo escalar derivable. Sean a € M, g una funcion que determina localmente
Menay a € R™ tales que (&, &) es un punto critico de la funcién de Lagrange L.

Si las funciones f y g son dos veces derivables en a 'y

2
d“Lo(@) 1y (a)
es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si
d?Ly(a)(u) <0, Vue Tw(a)\{0},
entonces f alcanza en a un maximo condicionado por M estricto.
Si
d’Le(a)(u) >0, Vue Tu(a)\{0},
entonces f alcanza en a un minimo condicionado por M estricto.

i) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un maximo condicionado por M, entonces

d’Le(a)(u) <0, Vue Tu(a)\{0}.

Si f alcanza en a un minimo condicionado por M, entonces

d’Ly(a)(u) >0, VYue Tu(a)\{0}.
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Véanse ademas los apartados sobre:
= Aplicacion del Teorema de Lagrange al calculo de extremos absolutos.

= Estudio practico de las condiciones de extremo en los puntos criticos.
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9.8. Ejercicios del Tema 9

9.1 Seank,N € N conk < N. Probar que una variedad afin de dimensi@n RN es una
variedad (diferenciable) de dimensikenRN .

9.2 (*) SeaN un numero natural mayor que uno. Probar que no existe una parametrizacion
cartesiana global dg |, (0, 1) . Calcular parametrizaciones cartesianas locales de dicha
variedad.

Calcula una parametrizacion cartesiana global de la varikddel Ejemplo9.5.c).

9.3 SeaN un namero natural mayor que uno. Probar que el conjunto
M={xeRN: |x|o=1y 1i e {1,...,N} tal que |x| =1}
es una variedad RN de dimensiérN — 1 que estéa globalmente determinada.
9.4 Justificar que cada uno de los subconjunto®ées una variedad y calcular los espa-
cios tangente y normal en el pur(@ b, c) que se indica:
1. (Elipsoide)

x2 y2 7

M:{(x,y, 2) € R3: tgat

2 =3} (@.B.7>0); (ab.c)= (o f.~)

2. (Paraboloide hiperbdlico)
M={(xy,2) €R®: z=x*—y?}; (a,b,c) = (0,0,0).

3. (Hélice)

M= {(cost ,sert, t): teR}; (ab,c)=(-1,0,7).

4. (Borde de la boveda de Viviani)

M:{(x,y,z)eRZXW:x2+y2+22:1, (x —) 2= } (a,b,c) = (0,0,1).
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5. (Toro)
M= {(x,y,z) eR3: (\/x2+y2_2)2+22: 1} ; (a,b,c) = (3,0,0).

9.5 Probar que para= (a,...,an) cona >0 (i =1,...,N) son equivalentes

N
) a-an< (%) (lal=12).
i) Vap-an < w _
Ademas en ambos casos se da la igualdad si, y s@@ si,-- = ay .
9.6

i) Determinar las dimensiones del ortoedrd®hde superficie lateral seis unidades
y volumen maximo ¢ Existe un ortoedro de volumen minimo con dicha superficie
lateral?

i) ¢ Existe un ortoedro de superficie lateral maxima con volumen fijo una unidad?

9.7 Determinar las dimensiones del ortoedro de mayor volumen que se puede inscribir en

el elipsoide

X2 y2
¥+?+?:1 (a,b,c>0).

9.8 Calcular la distancia minima de un punto a un plan®én

9.9 Determinar los extremos absolutos de las siguientes funciones en el cdtjumlica-
do:

f(x,y) = 2x% — 3y% — 2, K::{(x,y)eRz:x2+y2§5}
gx,y) = 10xy— X2y —xy?, K:= {(x,y) eR2:0<x,0<y,x+y< 10}
h(x,y) =X+ Y —xy—x—y, K= {(x,y) eER2:0<X,0<y,x+y< 3}
u(x,y) = X2 — 2xy+y?, K::{(x,y)eRZ:x2+y2§2x}.

v(x,y)=y—% K:== {(x,y) eR?: x2+y2—2x:0}.

9.10 Estudiar los extremos la funcion
f(x,y.2) =xyz V(xY,2) €R3

condicionados por el conjunto

{(x,y,z) cR3:x+y+z= 1}.
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9.9. Soluciones de los ejercicios del Tema 9.

9.1 Sila variedad afin viene dada como en la motivacion, esto es,
M={xeRV: AX +b=0},

donde la matriz de nimeros reakes: (a;j ) 1<i<N_k liene rango maximo, es dedi,—
I<j<N

k, y b e RNk entonces es inmediato glvees una variedad globalmente determinada

por la funciéng : RN — RNk definida por

gx) =A% +b

que es de clas&™ y, como Jy(x) = A, VX € RN, se verifica también que
rango(Jg(X)) = N—k, vx e RN.

Es claro que el espacio tangentian cualquier punto eix € RN : AX = 0}.

Si por el contrario la variedad viene dada pbe= a+ S, cona € RN y Sun subespacio
de dimensiork deRN. Consideramos el espacio cociente

RN /S>~R™
conm= N —Kky la aplicacion proyeccion canénida: RN — R™ dada por
T<X) =X+S= (Xk+l> ce 7XN)

(Sea{uy,...,uc} una base del subespa@oDicha base se puede prolongar de manera
que
{ulv' o5 Uk Ukt 1,5 - .,UN}

sea una base d&\. Sea ahoraju; + - - - + XnuUy UN representante de la clase, entonces
(XaUg + -+ +XaUN) + S (X1, - -, XN)-

Es claro queT es una aplicacion lineal y sobreyectiva, luego el rango de la matriz
asociada & esm, y Ses el ntcleo d& . La aplicaciong : RN — R™ definida por

g(x) =T(x-2a)=T(x) - T(a)

es derivable en todo punto con derivddig(x) = T, ¥x € RN, luegog es de clas&™.
La variedad diferenciable determinada globalmentegpes

{(xeRN:g(x)=0} = {xcRN:T(x—a) =0} =

{(xeRN:x—aecS}={xeRN:xca+S} =M.
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9.2 §;.,(0,1) es un compacto d&™ luego no puede ser homeomorfo a un abiert&te?.
En consecuenci§.,(0,1) no admite una parametrizacion cartesiana global. Sin em-
bargoS,,,(0,1) si tiene parametrizaciones locales sencillas. Por ejemg i 0,
témeseJ la bola unidad euclidea abierta®&—1y

o) = (y,,/l—HyH%) si ay>0, conQ=UxR*"

(y,—\/l—HyH%) si ay<0, conQ=UxR

Veamos en primer lugar el caso particuiie= 2. SearQ* = R x R* los semiplanos
abiertos, y consideremos el abiertoltie

U:={xeR: 0<|x| <1} =]-1,0[U]0,1].
Consideremos por ultimo las parametrizaciones
p+(X) := (X, £(1—1x)), ¥x e U.
Entonces

» (Q",U,p,) es una parametrizacion cartesiana local para todo punid den
ordenada positiva.

= (Q7,U,p-) es una parametrizacion cartesiana local para todo punid den
ordenada negativa.

Una parametrizacion cartesiana global se consigue separando el dominio de definicion
de ambas: Si notamo% U"=U-1=]-2-1[U]-1,0]

' Ut =U-+1=]0,1u]1,2|
p:U-uUU* — RR? dada por

, entonces la aplicaciéon

p—(Xx+1) sixeU~™
p(x):{m(x—l) si xeU+t

€s una parametrizacion cartesiana globdide
Veamos ahora el caso general. Sean
QF={xeRN:0<xn} vy Q ={xeRN: xy <0}
los dos semiespacios abiertoskfé. Consideremos el abierto &\ ~! dado por
U={(xs,....xn-1) €ERNL: xq, .. oxnC1 #0, x|+ + [xn_1] < 1)
Las aplicacionep, : U — RN dadas por

P (X1, ..., XN—1) = (X1, -, XN—1, (1= [Xa| — -+ — [xn—a]))



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 343

son respectivamente parametrizaciones cartesianas locaiés @". En consecuen-
cia, si consideramos los abiertos

U =U—(L...,1) y Ur=U+(1,....1),
entoncesRN, U+ UU~, p), donde

_fp- (X1,...,xn-1) + (1,...,1)) si (Xg,...,%n-1) €U~
PO - X0-1) {p+g<xl,...,xN1>+<1,...,1>) Si (x,.... 1) €U’

es una parametrizacion cartesiana globdide

9.3 La funcidn
gxX) = [|X]|w—1, ¥xe G={xecRY:3ie{1,...,N} tal que|x| = ||X]|w}
g

es de clas&” verificandoJy(a) = (0, ...,0, m

[El

,0,...,0), para cadac G con|a| =

«, Y €N consecuencia

rango(Jy(a)) =1, vae G.

Asi M es una variedad érRN de dimensiomN — 1.

9.4 Todos los casos son variedades propiaR&y en consecuencia de dimension 2 (resp.
1). Se trata pues de describir el plano (resp. la recta) tangente y la recta (resp. el plano)
normal a la variedat¥ en el puntd/a, b, c).

Conviene recordar que A7 + B? 4 C2, a? + %4 y? > 0, entonces se tiene que

r=A(x—a)+B(y—b)+C(z—c)=0

X= a+ot
r={y= b+fty (teR) —
Z= Cc+nt
X=a-+At
L={y=b+Bt (teR)
{z—c+Ct
L= a(x —b)+7y(z—c)=0

1. (Elipsoide) La funcion

2 2 Z2
g(xy.2) = X2+l§2+y2 3, V(xy,2) € G=R3\{(0,0,0)}

2X 2y 2z
W’W’?

rango(Jy(x,y,2)) =1, ¥(x,y,2) € G.

es de clas&™ conJy(X,y,2) = ( ) y en consecuencia
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Asi M es una variedad €R? de dimension 2.

Plano tangenteComoJy(ct, B, —7y) = (g, %, —;/) la ecuacion del plano tan-
gente es
1 1 1
—X—0)+-(y—p)—=(z—y)=0.
o X0+ Y= B) =Sz

Recta normal:

. (Paraboloide hiperbdlico) Es la grafica de la funcién de ctéSealefinida por

P(xy) =X —y?, V(x,y) € R?
Asi M es una variedad €R3 de dimension 2.

Plano tangenteComo 8—(P(0, 0) = ?9_(5

Ix (0,0) = 0, la ecuacion del plano tangente

esz=0.

Recta normal:

N < X
Il
—~+ O O

(teR).

. (Hélice) La funcion

p(t) = (cog,sert,t), Vt € R,
es de clas&® conp/(t) = (—sert,cogt, 1), y en consecuencia

rango(p'(t)) =1, vt € R.
Asi M es una variedad €R? de dimension 1.

Recta tangente€Comop/ () = (0,—1,1), la ecuacion de la recta tangente es

-1
-t (teR).
T+t

X
y
z

Plano normal:
—y+(z—m)=0.
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4. (Borde de la boveda de Viviani) La funcion

g:G:RxRxW\{(%,o,z) :ZER}—>R2

dada por
g(X7yaZ) = <X2+y2+22_ 17X2_X+y2)

2X 2y 2z

es de clas&™ conJy(X,y,z) = <2x— 1 2y 0) , Y en consecuencia

rango(Jy(x,y,2)) =2, V(x,y,2) € G

(se han suprimido los puntos de la recta perpendicular al @&Yoque pasa por
el cetro de la circunferencig— %)2 +y2=13)

Asi M es una variedad €R? de dimension 1.

Recta tangenteComo Jy(0,0,1) = (_01 8 g) un vector de direccion de la

recta tangente es por ejemgla 1,0), y en consecuencia la ecuacion de la recta

tangente es
x= 0
y=t (teR).
1

=

Plano normaly = 0.

5. (Toro) La funcién
g:G=R3\{(0,0,2): ze R}U{(x,y,0) : *+y?* =4} — R

dada por
g(x,y,2z) = (\/x2+y2—2)2+22— 1

es de clas&” con

Jg(X,y,Z) — <2(\/m_2)x’ z(m_z)y 22)7

/2 +y2 ry2
y en consecuencia
rango(Jy(x,y,2)) =1, V(x,y,2) € G

(hay que quitar los puntos del @ y la circunferencia eje interior del toro, esto
es, el conjunto de centros de las circunferencias que describen el toro).

Asi M es una variedad €R® de dimensién 2.

Plano tangent&€omoJy(3,0,0) = (2,0,0), la ecuacion del plano tangentexes
3=0.
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Recta normal:

9.51) = ii) Sia= 0 no hay nada que probar, en otro caso apliceibuzkl)vectori se

9.6

. lall2”
tiene que
a;...aN 1.nN
v < ()%
(llall2)
o lo que es lo mismo
2 2
al++a'N
N a%aﬁ < — N

de donde se deduce ii) sin mas que observar que tan arbitrarios spedoso Iosa1-2.

2 2
a_l_..._l_af"
/52 2 1
N al'”aN<T7

lo que en el caso de qli@||> = 1 equivale a

i) =1i) Se tiene que

e < (4]
1 AN S N/
Sabemos que en ambos casos se da la igualdad si, y s@je-si,; - = ay .

i) La condicion viene dada por la funcign R* x R* x R™ — R dada por
a(X,Y,2) = Xy+xz+yz—3.
La variedadVl enR3 de dimension 2 que define
M={(x,y,2) € R" xR x R : xy+xz+yz=3}

no es compacta. La funcién a minimizar soMees f : R* x RT x R" — R
definida por
f(xy,2) =xyz

Funcion de Lagrange: L : RT x R x R* x R — R definida por
L(X,Y,z,A) = Xyz+ A(Xy+Xz+yz—3)

Sistema de Lagrange:
yz+A(y+2) =0
Xz+A(X+2) =0
Xy+A(X+y)=0
Xy+Xz+yz=3
X,¥,2>0
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Solucion: 1
a= (111 S ——
( b b )7 a 2

Haciendo un estudio paralelo al realizado en el Ejerdpl&é obtendriamos

1 1 1
=0 9 ao)=(5 3)
0 -1 2
y concluiriamos qud alcanza era= (1,1,1) un maximo estricto condicionado.

La justificacion topologica de que es maximo absoluto ahora no es dificil consi-
derando el compacto

NN O
NIk O NI
O NIFNIE

K={(xYy,2) € Ry x R} x R§ : Xy-+xz+yz=3}.

Utilizando la desigualdad de las medias tenemos:

3o < YT X2+yz
V/ X2y2z ST

ademas se da la igualdad si, y séloxgi=xz=yz esto esx=y =1z

Al haber un sélo punto critico, concluimos que no existe un ortoedro de volumen
minimo con dicha superficie lateral. Una prueba alternativa de este hecho es la
siguiente: Dado un natural tomando los valores

x—} _12__3n—1 = XyzZ= 3n—1
B A y - n(n+1)

i) No existe un ortoedro de superficie lateral maximo con volumen una unidad, pues
hay un sélo punto critico. Una prueba alternativa es la siguiente: dado un natural
n, si tomamos

X=ny=—-,2=1 = Xy+XzZ+yz— +oo.

9.7 Se puede hacer un estudio utilizando la funcion de Lagrange
L:RTxRTxRT" xR —R
definida por
2 2 2 1>

X
L(x,Y,2A) = 8xyz+ A <¥+E+? _

pero es mejor proceder usando la desigualdad de las medias:

2 2 Z2
2 S+5+5 1 8V/3
< = — <
2h22 = 3 3 & 8xyz< 9 abc,
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y se da la igualdad si, y sélo si,

y como se verifica

concluimos que laolucion es

, —4+/3abc
gue corresponde al valor del parametko= —9

9.8 Sea
T = Ax+By+Cz=Dcon A>+B>+C?>0

y el punto(a, b, c). Queremos hacer minimo

d=/(x-a)2+(y-b)2+(z-02 ((xy2en)
6 lo que es igual, hacer mininu3.
Funcién de Lagrange: L : R* — R dada por
L(x,y,z,A) = (x—a)2+ (y—b)?+ (z— ¢)?>+ A (Ax+ By+Cz— D).
Sistema de Lagrange:

2(x—a)+AA=0

igigiigig = Z(A(X—a) +B(y—b)+C(z— C)) = —A(A?+B?+C?),
AXx+By+Cz=D
es decir,
2(D~ (Aa+Bb+CQ)) = ~A (A2 + B2+ C?),
equivalentemente
1= 2(Aa+Bb+Cc—D)
A2 +B2+C?
Solucion:
(xy,2), = 2(Aa+Bb+Cc—D)
o A2+B2+C2
con lo que

o2 <A2 +B? +C2)
d? = (x—a)?+ (y—b)®+(z—c)? = y =
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(Aa+Bb+Cc—D)?
A2+B24+C2

es decir,
q— |Aa+Bb+Cc—D|

VAZ+B?+4C?
La justificacion de que es minimo absoluto es facil (ver Ejercicid que utiliza la
propiedad de Bolzano-Weierstrass.)

9.9 Los conjuntoK son compactos y las funciones son continuas luego alcanzan el maxi-
mo y el minimo absolutos. Es claro que los extremos absolutos son también extremos
condicionados (relativos en el caso de abiertos). Si el punto dbatmnza un extre-
mo absoluto pertenece al interior deentonced alcanza en €l un extremo relativo y
en consecuencia las derivadas parciale$ éa dicho punto son nulas. En otro caso,
el punto pertenece a la frontera Hey se estudia como extremos condicionados (la
frontera deK 6 es una variedad 6 es union finita de variedades disjuntas).

f(x) =2 -3y —2x. K:= {(x,y) eRz:x2+y2§5}.

En este cas& es un circulo de centro el origen y radit.

g—;(x,y) =4x—2
a—;(X,y):—Gy .

. o 1
El dnico punto critico ea = <§,O>.

Estudio en el interior:

Estudio en la frontera:.

Funcion de Lagrangé: : (R%\{(0,0)}) x R — R definida por
L(X,Y,A) = 2 — 3y? — 22X+ A (x> +y° —5).

Sistema de Lagrange:

(2+A)x=1 —0=>x=+/5A=%L_2
(A-3y=0 L= Vor=1e
X2+y2:5 lZB,X:B,y:iT
Solucion:
b:<\/§70)7a:i_2, C:(—\/E,O),a:—i—Z,
V5 V5

e= (1 -3
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En consecuencid, alcanza el maximo eay vale 10+ 21/5, mientras que el minimo
vale—3 = —152 y se alcanzaedy e.

g00y) = 10y—xFy—xy, Ki={(xy) e R?:0<x0<yx+y< 10
K es el triangulo de vérticg®,0), (0,10), (10,0).

Estudio en el interior: 5

qu(0y) =10/~ 2xy—y*
H(xy) =10x—x*—2xy
. (o 10 1
El Gnico punto critico ea = <§O, §0>

Estudio en la frontera:
La frontera es union disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M1 ={(0,0),(0,10),(10,0)} (de dimension ceno
Mo = {(x,y) e R?:x=0,0<y < 10},
Mz = {(x,y) e R?:y=0,0< x < 10},
Ms = {(x,y) e R?:0< x,0 <y, x+y=10},
de dimensién uno.

La funciéng(x,y) = (10— x—y)xy se anula en todos los puntos de la frontera y en el
interior deK toma valores positivos, luego alcanza el minimo en la frontera y éste vale

- iy o 0\3
cero y el maximo lo alcanza en el punto critico del interior y \(53[?) :

h(xy) =x*+y* —xy—x-y, K:= {(x,y) eR?:0<X0<yX+y< 3}

K es el triangulo de vérticg®,0), (0,3),(3,0).

Estudio en el interior:
%(X,y) - 2X_y_ 1
SXYy) =2y—x-1 [~

X
h
y
El Unico punto critico ea= (1,1).

Estudio en la frontera:
La frontera es union disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M; = {(0,0),(0,3),(3,0)} (de dimension cerno

Mo = {(x,y) e R?:x=0,0<y < 3},
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Ms = {(x,y) e R?:y=0,0< x < 3},
Ms={(xy) e R?:0< x,0<y, x+y=3},
de dimensién uno.

En las variedadesl, y M3 los puntos criticos son

=03 8- v a=(30) 1=

Estudiamos los extremos condicionadoshaa M.
Funcién de Lagrange: L : RT x RT™ x R — R definida por
LY, ) =X +y* —=Xy—X—y+A(x+y—3).

Sistema de Lagrange:
2X—y—1+A1=0
2y—x—1+A1=0

X+y=3
Solucion: 33 1
b=(33) *=%

Evaluando se obtiene ghalcanza el maximo ef®, 3) y (3,0) y éste vale 6; el minimo
vale -1y se alcanza en= (1,1).

u(x,y) =x2—2xy+y?, K:= {(x,y) eRZ: X2 +y?* < 2x}.

K es el circulo de centr¢l,0) y radio 1. La propiedad de compacidad nos asegura
gue f alcanza el maximo y el minimo absolutoskenSi el punto dondd alcanza un
extremo absoluto pertenece al interiorkleesto es, al conjunto

{(x,y) e R?: X2 +y? < 2x},

entonced alcanza en él un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, es solucion del sistema

B D1f(x,y)=0 B
Of(x,y) =0 < { Daf(xy) = 0 S X=Y.

Puntos criticos{(x,x) : 0 < x < 1}.

Estudio en la frontera:

M= {(xy) € R?: x*+y?— 2x=0}.
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Estudiamos ahora los extremos condicionadoswoDbsérvese qukl es la variedad
enR? de dimension uno determinada globalmente por la funcion de ¢l8se

g(xy) =X +y*—2%, V(xy) € G=R*\{(1,0)},

pues
rango(Jy(x,y)) =1, V(xy) €G.

Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
L(X,Y,A) = X% — 2xy+ Y2 + A (X° +y? — 2x).

Sistema de Lagrange:

X—y=A(1-X)
X—y=Ay =A(l-x-y)=0=
X2 +y? = 2x
b=(0,0),0=0; c=(1,1),a=0
S am () pm 2 E em (L )y 2012

Finalmente, evaluandose obtiene que
u(x,x) =0, u(d)=3+2v2, ue)=3-2v2

En consecuencia, el maximo se alcanza grel minimo vale cero y se alcanza en los
puntos del conjuntd(x,x) : 0 < x << 1}.

v(x,y)=y—x, K:= {(x,y) eR?: x2+y2—2x:0}.

La funcion

gxy) =X +y?*—2x, VY(xy) € G=R?\{(1,0)}

es de clas&® y verifica
rango(Jy(x,y)) =1, V(xy)€G

por lo queM es la variedad de dimension uno BA globalmente determinada por
g. De hechoM es la circunferenci€((1,0),1), luego es compacta, lo que asegura la
existencia de extremos absolutos.

En este caso, el interior del conjunto es vacio.

Estudio en la trontera:
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Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
L(vauz‘) = y_x-l-z‘(xz—i_yz_ 2X)
Sistema de Lagrange:
—14+2Ax—24 =0 1=2A(x—1) 1x
1+24y=0 & —-1=21y < (A;«AO){ x2y+_2—2x & 2% —4x+1=0.
X2 £y~ 2x=0 X2 4 y2 = 2X y =

Solucion:

A (P22,

2 2 )T b:<3:l222> -

> 5 )P

Concluimos que alcanza el maximo eby ena el minimo, y estos valea1++1/2y
—1—+/2, respectivamente.

9.10

f(x,y,2) =xyz VY(xY,2) eM={(xy,2) eR®: x+y+z=1}.
Funcién de Lagrange: L : R* — R definida por
L(X,y,ZA) =xyz+ A (Xx+y+z—1).

Sistema de Lagrange:

yz+A =0
XHA=0 L xe=x
Xy+A=0 e e
X+y+z=1
Soluciones: 111 1
a= (é,é,é), (X:?, b:(:I.,O,O)7 B:O,
C:<0>1,0)> B=0; d:(0>071)7 p=0
0 z vy
Hi, (X,¥.2) =H,(xy.2)= [z 0 X
y x O
1 011 0 0O 0 01 010
Ha=3(1 0 1), Ho={0 0 1}, Hc=|0 0 Of, Hy=|1 0 Of.
110 010 1 00 0 0O

1 -1 O
=11y = Koy = (5 9
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1 -1 0 011 1 O o 1
0o 1 -1 101)1-1 1]= 1 o
110 0 -1

f alcanza erm un méaximo condicionado estricto.

1 -1 O 000 10 0 1
0 1 -1 0 01 -1 1 ]|= 1 o
010 0o -1
f no alcanza eb un extremo condicionado.
1 -1 0 0 01 1 0 0 1
0 1 -1 00O -1 1]= 10
1 00 0o -1

f no alcanza er un extremo condicionado.

1 -1 0 010 1 0 5 1
o 1 1|29t 1)/=(1 o
0 0O 0O -1
f no alcanza ed un extremo condicionado.

Una prueba alternativa de que Bmo se alcanza un extremo condicionado es la si-
guiente: para cada naturake tiene

(W2 ocr(ihd

El mismo argumento se puede usar también para los pantds
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Capitulo 1l

Integracion






Tema 10
Medida de Lebesgue eRN.

Desde la antigiiedad el hombre ha tenido que enfrentarse al problema de medir longitudes,
areas y volumenes; si bien de hecho la historia esta llena de acontecimientos que asi lo avalan,
hay que constatar que la formalizacion de la teoria de la medida es reciente.

La medida de Lebesgue &\ es una extension de la nocién elemental de volumen de
un intervalo acotaddl-dimensional a una muy amplia clase de subconjuntd@NiéPuesto
gue la medida de Lebesgue tiene diferente significado en espacios de distinta dimension, es
usual fijar la dimensiolN € N, lo que haremos desde este momento, y en consecuencia no
sera necesario indicarla explicitamente en la notacion.

El procedimiento que seguiremos para construir la medida de Lebes@leamnsistira
en definir directamente la medida exterior de Lebesgue a partir del volumen de un intervalo
acotado y restringir dicha medida exterior a la amplia clase de los conjuntos medibles, clase
gue describiremos utilizando la topologia (Teoretfaly, aunque se probara también que
no hay que disponer de la topologia para conocer los conjuntos de dicha clase (Teorema
10.19.

En términos generales el problema de mediRBrconsiste en asignar a cada subconjunto
A deRN su medidau(A), con la que se pretende cuantificar su tamafio. Naturalmente esta
asignacion ha de poseer ciertas cualidades que nos dicta la razon, a saber

LA >0y u(AU...UA) = p(Ar) +...+ 1 (An)

para cualesquiera conjuntds, ..., A, disjuntos entre si. No obstante, el desarrollo exitoso
de la teoria exige que la anterior condicion de aditividad sea valida para cualquier sucesion
{An} de conjuntos disjuntos entre si, esto es

nlAn z.u

Es también natural requerir que la medida asignada a los inteNadowvensionales ven-
ga dada por la formula tradicional. No todos los subconjuntoR¥ee pueden someter a
estas reglas. Aquellos que si lo hacen constituyen una familia, los conjuntos medibles, que
goza de las propiedades que seguidamente codificamos. Conviene resaltar que el trabajo con
medidas involucra inexorablemente el conjujteo] (véase el Apéndice A en el que se re-
cogen las nociones usadas habitualmente en dicho conjunto).
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10.1. o-algebrasy medidas.

Definicién 10.1 E-algebra y medida). Una o-algebraen un conjunto no vaci@ es una
familia <z C 22(Q) que verifica las siguientes propiedades:

) Qe o
i) Ac.o/ = AC:=Q\Ac .
i) [Ane o, VneN]= U 1Ay .

Los elementos de/ se llamarconjuntos medibleg el par(Q, .o7) se llamaespacio medible
Dado un espacio medibl§Q,.e/), una medida sobre <&/ es una aplicacion
U o/ — [0,00] c-aditiva, es decir:

[Ane o VNeNANA =0 (i # )] = pu(UsqhAn) = 2#

Es natural quet(0) = 0 lo que ocurre, como veremos, si exite <7 tal queu (A) < . Por
ello, se supondra siempre que existe un conjunto de medida finita.

Laterna(Q, o7, ) se llama urespacio de medida

Se dice que un espacio de medi{@a <7, 1) escompletosi cualquier subconjunto de un
conjunto de medida cero es medible, esto es

[Ac o/ ,u(A)=0,BC A =Be ,

de lo cual se deducira enseguida que, en tal gad®), = 0.

Proposicion 10.2 (Propiedades de las-algebras y de las medidas)Sea(Q, <7) un espa-
cio medible.

1) Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) De .

b) ABe o/ = AUBec «.

C) [Ane #,VneN|=nN>_ Ay e .
d ABe & = ANBe «.

e) ABe &/ = A\Be .
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2) Siu es una medida sobre’, entonces:

i) u(0)=0.
i) [A\Be o/, ANB=0]= u(AUB) = u(A)+ u(B) (aditividad).
i) [A,Be .o/, ACB]= u(A) < pu(B) (monotonia
iV) [An € o/, An C Ant1, VNEN] = n(Uy_1An) =lim u(An)(crecimiento continup
V) [An €, An D Ani1, VNEN, (A1) < o] = n(Ny_1An) = lim u(An) (decrecimiento continyjo
[
[

vi) [ABe &/] = u(AUB) < u(A)+ u(B) (subaditividad.
vii) [An€ o, VneN] = u(Ur_1An) < Sn1u(An) (o-subaditividad.

Destracic’)n:
1
a) Es consecuencia dgy i) de la definicion ya qu@® = 0.
b) Basta hacer eiii ) de la definicioPA=A;,B=~Ay = Az = ...
c) Es consecuencia de y iii ) de la definicion ya que®_, A, = (U‘r’f:lAﬁ)c.
d) Se prueba comb) pero utilizandcc).
e) Es consecuencia de la igualdaB = ANBC usandal) y el axiomaii ) de la definicion.

i) TomemosA € o tal queu(A) < «, entonces

N

W(A) = L(AUOUOD...) = t(A) + 1 (0) + pn(0) + ...,

Iuegou(@) =0.
i) u(AUB) = u(AUBUOUOU...) = u(A)+u(B)+0+0+... = u(A)+u(B).

i) (A) < u(A)+p(B\A) = u(AU(B\A)) = u(B).
iv) Pongamo®; = A1 Y Bni1 = Ant1\An, Vn € N. Se tiene que:

An=Up_1Bx, Yne Ny, en consecuencia, Uy _; Ay = Up_1Bxk

con lo que
1 (Un=1An) = 1 (UqBi) = Z u(Bx) =

lim (1 (B1) +...4+u(Bn)) = lim u (Up_1Bx) = lim i (An),

donde se ha utilizado el axioma deaditividad, el concepto de serie y la propiedad de aditi-
vidad finita.
v) La propiedad de aditividad finita nos asegura pesaN que

p(AL) = 1(A1\An) + L (An),

y también que
H(AL) = p (N=1An) + 1 (A -1 An),
con lo que al sept(Ag) < o, utilizando ademaw), se tiene

(A1) — 1 (Mh=1An) = 1 (AL\ Nnzg An) = 1 (Unza (Ar\An)) =
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lim p(As\An) = lim (p(Ar) — p(An)) = p(Az) —lim g1 (An)
de donde obviamente se deduce la propiedad

vi) £(AUB) = p(AU(B\A)) = w(A) +L(B\A) < p1(A) + 11(B).
vii) Pongamo®, = U}_; A, Vn € N. Se tiene que

(LR sh0) = 1 (UF480) = m () < Tim 5 () = S ),
=1

donde se han utilizad®), vi) y el concepto de serie. .

Nota 10.3. Obsérvese que ahora éxsubaditividad asegura que, en cualquier espacio de
medida,la union numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.

Definicion 10.4 (Propiedad c.p.d.).Sea(Q, .o/, u) un espacio de medida. Se dice que una
propiedad?(w) relativa a un punto genérieo € Q se verificacasi por doquiecon respecto a

u (u-c.p.d.), o bien, para casi todo punto d€ con respecto apu

(u-ct w € Q), si el conjunto de puntos donde dicha propiedad no se verifica es un conjunto
de medida cero. Se omite la referencia a la megdidano hay lugar a confusion.

Por ejemplo, la funcién parte entdfa R — R es continua c.p.d. ya que el conjuiiale
puntos de discontinuidad tiene medida cero (segun la Nof.

Si (Q, <7, ) es un espacio de medida{#,} es una sucesion de propiedades relativas a
un punto genérica € Q tal que cada una de I& se verifica c.p.d., entonces se verifican
todas simultdneamente c.p.d., es decir, si se considera la propiederminada por:P se
verifica enw si, y solo si, todas laB, se verifican erw”, entoncesP se verifica c.p.d. En
efecto, si para cadanaturalE, C Q es el conjunto de medida cero en el que no se verifica
Pn, entonces el conjunto

E:={w € Q:Pnose verifica em}

es de medida cero, puBs= UpenEn.
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Ejemplos 10.5 p-algebras y medidas).

a) La o-algebra generada por una familia de subconjuntd3.de

b)

La familia 22(Q) constituida por todos los subconjuntos@es unac-algebra em.
Si {4 :i €1} es una familia des-algebras e, entoncess = Nj¢|.<% e€s unaoc-
algebra eM. En consecuencia $ es una familia de subconjuntos ¢ entonces la
interseccion de todas las-algebras ef2 que contienen & (entre las cuales hay al
menos una?(Q)) es la menow-algebra er2 que contiene & y recibe el nombre
de o-algebra generada pogZ.

La o-4algebra de Borel y la medida de Borel-Lebesgue

Todo espacio topologico(X,[) se considerard un espacio medible con la
o-algebra generada por la familiade los abiertos d¥. A estac-algebra se la llama
c-algebra de Borel.

La o-algebra de Borel eRN es lac-algebra generada por la familiade los abiertos
deRN, se nota poZ y sus elementos se denominan conjuftogelianos

Es claro que los conjuntos cerrados son borelianos, asi com&ggesta generada
también por la familiaZ de los cerrados d&N. De hechaZ contiene las siguientes
familias de subconjuntos topolégicamente relevantes:

1) Conjuntos del tipdGs que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
intersecciéon numerable (y decreciente, si se quiere) de abiertos.

i) Conjuntos del tipd-; que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
unidon numerable de cerrados. Es inmediato comprobar que un coBjdetdipo
Fs se puede expresar como unidon numerable y creciente de conjuntos compactos.
En efecto sB = U;,_; Fn, €s una expresion d&como union de cerrados, también
B se puede expresar de la forfaa= U;_;Kn, donde para cada

Kn=B(0,n)N(FLU...UR,).

Se vera mas adelante qug es lac-algebra generada por los intervalos acotados de
RN (ver Corolario10.9. La relevancia de esta-algebra radica en el hecho de que
existe una tinica medida sobre 9 que extiende el volumen de los intervalos acotados

(ver Teoremdl0.15. Esta medida recibe el nombre aedida de Borel-Lebesguse
nota porA y se puede describir de la siguiente manera:

[ee]

A(B) = inf{z

V(Ip) : B C Upenln, In intervalos acotado% ,VBe #
n=

(ver de nuevd 0.15.

La expresion que define la medida de Borel-Lebesgue tiene perfecto sentido para cual-
quier subconjunto d&N dando lugar a la llamadaedida exterior de Lebesgug*.
Desgraciadament&* no es una medida sobre &algebra?(RN) (ver ejercicios

10.8y 10.9.
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c)

d)

10. Medida de Lebesgue en RN,

La o-algebray la medida de Lebesgue

La c-algebra de Lebesgue &\ (que presentamos en el Teorefifa5), se nota por
'y es la mayow-algebra elRN que contiene a los intervalos acotados y sobre la cual
la medida exterior de Lebesgue es aditiva (ver ejerci6id). De hecho la restriccidon

de A* a.# es la Unica medida sobre que extiende el volumen de los intervalos
acotados (ver Teorenid.19. Esta medida recibe el nombre de medida de Lebesgue y
la notaremos también pdar.

CuriosamenteZ es so6lo un ligero agrandamiento.@& de hecho es la “completacion”
de %, es decir:
M ={BUZ:Be B,ZC Ac HBconA(A) =0}

y paraBuZ conBe Zy Z C A€ % conA(A) =0 se definel (BUZ) = A(B) (ver

una vez mad0.15junto con10.13. Es conocido sin embargo que existen extensiones

de la medida de Lebesgue, aunque no hay ninguna forma razonable de medir en todo
2 RN).

La o-algebra y la medida inducida

Si (Q,.7) es un espacio medible iz es un subconjunto medible d& no vacio, es
inmediato comprobar que

g ={ENA:Ac &} (={Aca:ACE})

es unac-algebra erk, que se denomina-algebra inducida.

Si (Q, o7, u) es un espacio de medideEyes un subconjunto medible no vaciode

es inmediato probar que la restricciqns, de u a la o-algebrase es una medida
sobre.o7c que se denominanedida inducidaEn lo sucesivo cualquier subconjunto
medible no vacio de un espacio medible (resp. de medida) se considerara como un
espacio medible (resp. de medida) conotalgebra (resp. la medida) inducida. La
terna(E, @&, ug) se denomina&spacio de medida inducido

10.2. Construccion de la medida de Lebesgue &Y.

Comenzamos ahora la construccién de la medida de LebesgRB¥.6Bomo anuncia-
bamos, el germen de dicha construccion es el volumen de los intervalos de diménsion
concepto que precisamos a continuacion.

Definicion 10.6 (Volumen de un intervalo de dimensioi). Un intervalo erRN ointervalo de dimension
es un conjunto de la forma

|:|1><|2><~--><|N
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dondely,l,...,IN son intervalos (cada uno de ellos de cualquier tipo, abierto, cerrado o
semiabierto, acotado o no) & Cuando el intervald es acotado y no vacio se define su
volumenpor:

v(l) := (suply —infly) - (suply —infly).

Por coherencia convenimos qu#®) = 0.

SiN =1 el volumen 1-dimensional de un intervalo acotaddoR se llama ldongitudde
| y se representa pdtl). ParaN = 2 (N = 3) el volumen 2-dimensional (3-dimensional) de
un intervalo acotado eR? (R3), que no es otra cosa que un rectangulo (ortoedro) de lados
paralelos a los ejes, esd@ka(volumen de dicho rectangulo (ortoedro).

Notaremos por# a la familia de losntervalos acotadodeRN.

Para algunas demostraciones es mas comodo restringirse a una familia mas pequeia de
intervalos acotados.

Definicion 10.7 (cubo diadico de dimensiéN). Dadoa = (ay,...,an) € RNy § > 0,
[lamamosN-cubode ladod y vérticea al intervalo acotado

Q(a,6) = [a1,a1+ O[x[az, a2+ &[X... X [an,an + O]

Para cada € N notaremos poP, el conjunto de todos loN-cubos de Iadqlﬁ con vértice en
un puntox deRN cuyas coordenadas sean muiltiplos enterozéﬁdEs decir:

1
Py = {Q(x,?) :XERN,Z”XGZN}.

Tales intervalos acotados se denominahos diadicosle dimensiorN.

No es dificil probar que para cada natumd familia P, constituye una particion (nume-
rable) deRN.

EnRN tenemos el siguiente resultado acerca de la expresién de un conjunto abierto como
union de cubos diadicos disjuntos, que sera frecuentemente usado.

Proposicion 10.8 (Descomposicién candnica en cubos diadicospdo conjunto abierto no
vacio G enRN es unién de una sucesid®,} de N-cubos diadicos dos a dos disjuntos y
cuya adherencia esta contenida en G. AdemasGi®y K es compacto entonces se verifica
que KC U, Qn para algun me N.

Demostracion:

Paran =1 seaS; el conjunto de lo§-cubos diadicos de Iad%)cuya adherencia esta con-
tenida erc. Paran € N, n > 1 seaS, el conjunto de loN-cubos diadicos de Iad% cuya ad-
herencia esta contenida enG y no estan contenidos en ningdn
N-cubo diadico de lado mayor qt% cuya adherencia esté contenida a su ve&e@omo
Un_1Sh es una familia numerable dé-cubos diadicos, podemos considerar una enumera-
cion {Qn : n € N} de ésta. Probamos ahora que la suceé@y satisface las propiedades
deseadas.
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Para cada naturaldefinimos

E ._{ U{Q:Q€eS) siS#0
0 SiS, =0

Es claro queJy_;Qp=Up_1Fny queG D Uy, F. Veamos qués C Uy ;. Para ello sea
x € G; por serG abierto erRN existep > 0 tal queBw(x,p) C G. Sean € N tal que2—1n <p
y seaQ € P, tal quex € Q (la familia P, es una particion d&V). Para todoy € Q se tiene
que|ly — X||e < 2—1,1 < p, asi resulta qu® C G; por tanto, o bierQ € S,, 0 bienQ c Q' con
Q € Sny m< n. En cualquier caso se tiene Qe Uy_,F, por lo quex € U»_;F,. Hemos
demostrado asi qué = Ug_;Qp.

Veamos qu&p N Qq = 0 parap # g. SeaQp € Sny Qq € Si. Sim=nentonceR)p y Qq
sonN-cubos diadicos distintos de igual lado y por tanto se tieneQpeQq = 0. Sim# n,
Qp Y Qq sonN-cubos diadicos de distinto lado y, por definicion de los conjuip®! de
menor lado no esta contenido en el de mayor lado, luego se tier@,qu€y = 0.

Sea ahor& C G compacto. SG = RN entoncef), € S, Vp € Ny la existencia denes
inmediata. En otro caso, sea:

o = inf{|ly—X||w:xeK,ye RN\ G}.

Por serk compacto yRN\G cerrado y ambos disjuntos, ha de ser- 0. Seang el mas
pequefio nimero natural tal qgcg < o. Siahorax e Ky Q € B, es tal quex € Q, se tiene

queQ C G por lo cual, o bierQ € S, 0 bienQ C Q' con@ € Sy m< ng, asi resulta que
K U Fn.
ComoK es un conjunto acotado es claro que para toddN el conjunto
{Q:Qe S, QNK #0}
es finito, en consecuencia la familia
{Q: Qe §,QNK#0,1<n<ngp}

es finita y, segun acabamos de M€resta contenido en la union de dicha familia, luego
dme N tal queK C U Q. .
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Corolario 10.9. La o-algebra generada por# coincide con lac-algebra de Borels.

Demostracion:

Seas/ la c-algebra generada pg# . En vista del resultado anterior se tiene gue &/
y por tanto% C /. Veamos que ¢ C %y en consecuencia/ C #. En efecto, basta
pensar que un intervalo acotado de dimen$ioes la interseccion deN2semiespacios que
obviamente son borelianos por ser abiertos o cerrados. .

Si A es un subconjunto d&N, la manera mas natural en la que cabe pensar rAeetir
sin duda la que da la siguiente definicién.

Definicion  10.10 (Medida exterior de Lebesgue).La medida exterior de
Lebesgueess por definicion la aplicaciéh* : 2(RN) — [0, ] dada por

A*(A) :=inf {élv(ln) A C Unenln, In€ _#, ¥ne N} , VAC RN
(obviamente, existen sucesionés} que verifican las condiciones exigidas).
Probemos que también
A*(A) = inf {élv(ln) A C Unenln, In€ _Z, I abiertq Vn € N} , VAC RN

Para abreviar notamos pafA) al segundo miembro de la igualdad a demostrar. Es claro
queAd*(A) < a(A). SiA*(A) = o, entoncest*(A) = a(A). SiA*(A) < o, para probar que
o(A) < A*(A) observemos que $i= 11 x ... x Iy es un intervalo acotado, y si para0d
definimos

[(8) :=]infly—&,suply+ [ x --- x]infly — &,supln + 8.

se tiene qué(d) es un intervalo abierto acotado cba 1(§) y claramente se verifica que
v(1(8)) — v(I) cuandod — O.

Ahora, dade > 0, tomemos una sucesidin} en ¢ tal que
(o] ad * €
ACUpqln Y nZlv(ln) <A (A)+ >

Como acabamos de ver, existe para aadaN un intervalo abierto acotadl tal que

&

IhCIh Yy v(Jn)gv(In)er.

Concluimos que

a(A) < iv@n) <Y (M) +5rg) =5+ 3 Vlin) SA*(A) e

n=1
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y por tantoo(A) < A*(A). .

Seguidamente exponemos las propiedades basicas de la medida exterior de Lebesgue.

Proposicion 10.11 (Propiedades de la medida exterior de Lebesgué)a aplicacionA™ :
2 (RN) — [0, 0] definida por

AM(A) = inf{ Z V(In) : AC Upenln,In€ _#,Vne N} ,VAC RN
n=1

satisface las siguientes propiedades:
i) A*(0)=0.
i) [A,BCRN AcB]= 1%(A) < 1*(B) (monotonia).
iii) [An C RN, VneN]= 1% (Ur_1An) < SoqA*(An) (o-subaditividad).

Demostracion:

i) Es inmediata ya que el vacio es un intervalo acotado de volumen cero.

i) Es consecuencia de que si una sucegigh de elementos deZ cubreB también
cubreA.

iii) Siy 1A (An) =%, no hay nada que probar. En otro casosedd. Para cada € N
tomemos una sucesidimn}men de elementos dgZ que cubréA, y tal que

€

miv(lm,n) <27 (An)+ 5

DenotemosA = UY_;An. Si o es cualquier biyeccion di sobreN x N, de A C U415
deducimos, teniendo en cuenta el Apéndice A s¢lre], que

(o]

25 (A) sévaa(k)) S 3 S Vimn) < 3 AT(A) +e

n=1m=1 n=1

y la arbitrariedad de demuestra l@-subaditividad. .

Definicion 10.12 (medida exterior).Unamedida exterioen un conjunto no vaciQ es por
definicion una aplicaciop™ : Z2(Q) — [0, ] verificando:

) p*(0) =0.
i) [ABCQ,ACB]= u*(A) <u*(B) (monotonia).

iii) [AnC Q,VneN] = pu* (Up_1An) < Sh1 1*(An) (o-subaditividad).

Proposicion 10.13 (Regularidad de la medida exterior de Lebesgue)Dado
A C RN, existe B boreliano tal que & By A*(A) = 1*(B).
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Demostracion:
SiA*(A) = « podemos tomaB = RN. En otro caso para cadec N existe una sucesion
{Imn}men de intervalos abiertos acotados que cubtal que

milv(lmn) <A (A) +%.

En consecuencia el conjur@ = Up_;Imn €s un abierto que contiend\y verifical*(Gp) <
A*(A) + % Finalmente el conjunt® = Ny_;Gn es un boreliano (de tipGs) que verifica
AcCBcCGy, VneN, luego

A*(A) <A*(B) <A*(Gph) <A™ (A)+ %
con lo queA*(A) = 1*(B). .
Del resultado anterior y de las propiedades de la medida de Borel-Lebesgue se deduce el

siguiente resultado, cuya demostracion tenemos que posponer hasta haber probado efectiva-
mente quelﬁ;jg es una medida.

Proposicion 10.14 (Crecimiento cont. de la medida exterior de Lebesguegi{A,} es una
sucesion creciente de subconjuntosRd entonces

A* (U2, An) = lim A*(An).

10.3. Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue

Disponemos ya del bagaje necesario para presentar el teorema fundamental de la leccion
en el que se describe el espacio de me@iRly. 7, 1).
Teorema 10.15 (Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue).
) La familia de subconjuntos deN
M ={BUZ:Be A, L*(Z) =0}
es unac-algebra erRN que contiene a la familia de los intervalos acotados.

ii) Larestriccion a# (resp.#) de la medida exterior de Lebesgue, denotadapa@s la
Unica medida sobreZ (resp.#) que extiende el volumen de los intervalos acotados.

Obsérvese que los conjuntos de medida cerozdeson simplemente aquellos subcon-
juntos Z de RN tales queA*(Z) = 0. En consecuencia el espacio de medi@¥, .7, 1)
es completo. Es interesante observar que los conjuntos de medida cero tienen interior vacio
(Hagase!).
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Demostracion:

Es claro qu®N € .. SIAUZ € .#, conAc By A*(Z) =0, entonces, en virtud de
la regularidad de la medida exterior de Lebesgue, eBsteZ tal queZ C By 1*(B) = 0.
En esta situacion podemos escribir

(AUZ)® =A°NZ° = A°N[B°U(Z°NB)] = [A°NBS|U[A°N (ZE N B)],

y por tanto(AUZ)¢ = A UZ/, siendoA' = A°NB¢ € y Z' = A°N (Z°NB) que satisface
A*(Z') < A*(B) =0, por lo queAUZ)® € ..
Si ahora{ A, UZ,} es una sucesion de elementos 4g entonces

Unz1(AnUZn) = (Up_1An) U (Up_1Zn) € A

puesto queJs,_An€ BY A* (U 1Zn) < S-1A*(Zn) =0.

Finalmente el Corolarid0.9nos asegura queZ C .# (si se quiere una demostracion
alternativa de este hecho, sin utilizar el citado corolario, basta pensar que un intervalo acotado
es unién de un intervalo abierto y el conjuztanion de sus eventuales caras que claramente
verificad*(Z) = 0).

ii) | La prueba de este apartado es laboriosa. Comprobaremos en primer lugar que la res-

tricciobn deA* a.# es una medida. Supuesto quesea aditiva en la-algebra# obsérvese
gue para cualquidf € .# necesariamente ha de satisfacerse que

A*(A) = A*(ANE)+A*(A\E), VAC RN,
En efecto, dadé c RN seaB € 2 como enl10.13 Se tiene
A*(A)=A"(B)=A"(BNE)+A*(B\E) > A*(ANE) + A*(A\E)

y la subaditividad deL* (es inmediato que una medida exterior es subaditiva) nos permite
concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad. Es natural entonces considerar
la familia

¢ ={E CRN:A*(A) = A*(ANE)+A*(A\E), VAC RN},

es decir, la familia de los conjuntos que “parten bien respecto a la medida exterior” cualquier
conjunto.

Probaremos seguidamente las siguientes afirmaciones:
a) ¥ es unac-algebra yA* es una medida sobf&.
b) La o-algebra# esta contenida en la-algebras’.

Como consecuencia de estos apartados se concluyk gslena medida.

Es inmediato comprobar qiN € € y que para cualquiek € € tambiénAC € 7.
DadoskE,F € €'y Ac RN, tenemos:

A*(A) = A*(ANE)+A*(ANE®) =
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A*(ANENF)4+A*(ANENFC) + A*(ANECNF) +A*(ANECNFC).
Al sustituir Apor AN (EUF) queda
A*(AN(EUF)) = A*(ANENF)+A*(ANENF®) + A*(ANECNF), (1)
y por tanto
A*(A) = A*(AN(EUF))+A*(ANECNFC) = A* (AN (EUF)) 4+ A* (AN (EUF)C).

Obtenemos asi qUueUF € %. Por induccion se sigue que la union finita de conjuntog’de
pertenece &'.
Sean ahor&, F € ¢ disjuntos, por (1) se tiene:

A*(AN(EUF)) = A*(ANE) + A*(ANF), VAC RN,
SiahoraEy, Ey, ..., E, € € son disjuntos dos a dos, obtenemos por induccion que:
A*(AN(E1U...UEp)) = A*(ANEy) + ...+ A*(ANEy), YAC RN, (2)
Sea finalmente una sucesiff,} de elementos d& disjuntos dos a dos y pongamBs=

Ei1U...UEn, Vne N,y E =U;_,En. Entonces

n

A5 (A) = A (ANF) + A% (A\Ry) = Z (ANEy) + A" (A\Ry) >

> 3 A (ANEQ + A'(AVE).

donde se ha usado (2) y la monotonia & Haciendo quen — « y usando la
o-subaditividad y la subaditividad de*, obtenemos

[oe]

A*(A) > Zlk (ANEn) +A*(A\E) > A" (Un_1(ANEn)) + A*(A\E) =

=A"(ANE)+ A" (A\E) > 1*(A),
lo que demuestra qUe € ¢’y que:

A*(A) =S A*(ANEn) +A*(A\E), VAC RN. (3)
n=1

TomandoA = E en (3) obtenemos la-aditividad ded*, es decir

[En€ ¢, VneN,ENEj=0(i # j)| = A" (Un_1En) = > A*(En).
n=1
Probemos finalmente que la uniébn numerable de element@Smkrtenece &'. En primer
lugar siE,F € %, se tiene quENF = (ECUF®)® € ¥y en consecuenc\F =ENFC c %.
Sea ahora una sucesion cualquigiEa} de elementos d&’. Definimos por recurrencia

L= By Fosn = Enet UL B
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De lo ya demostradb, € ¢, Vn € N. Claramente dichos conjuntos son disjuntos dos a dos
por lo que concluimos que
U(r)]o:lEn - Uﬁ:an c Cg

b) | Supongamos ques un semiespacio &N del tipo:

{(x1,....xn) eRN:x < o} (resp.<,>,>),

para algun con 1< i <Ny algina € R. Veamos qu&e . SIAC RNy Ac U®_,I, con
Ihe #,VneN, entonces los intervalds N SrecubrenAN Sy los intervalody\Srecubren
A\Sy por tanto se verifica
A (ANS) + A7 (A\S) <

S V(NS + Y v(In\S) =Y (V(InNS +V(In\9)) = Zvln

n=1 n=1 n=1
Consecuentemente*(ANS) + 1*(A\S) < A*(A) y la subaditividad de la medida exterior
nos permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y que por tanto
Se ¥. Como cualquier intervalo acotado B&' se puede expresar como la interseccion de
2N semiespacios del tipo anterior y éstos perteneceéh@demos asegurar que también
los intervalos acotados pertenece@aComo % es lac-algebra que genergZ podemos
ahora concluir que c %. Supongamos finalmente qzec RN verifica queA*(Z) = 0.
Para cualquieA c RN se tiene entonces

AF(ANZ)+A%(A\Z) = 1*(A\Z) < 1*(A),

donde se ha utilizado la monotonia &lé La subaditividad dé.* nos permite concluir que
la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y por ast&’. Hemos probado que
M C € (de hecho probaremos enseguida que ambakgebras coinciden).

Una vez probado qué es una medida, demostraremos ahora que extiende el volumen de
los intervalos acotados, esto es,

Ay =v(1), ¥Vl € .

Esta es sin duda la parte mas dificil del teorema que de hecho requiere la utilizacion del
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (Apéndice A del Tema 2). Supongambsgque in-
tervalo acotado d&N. Es claro quel(l) < v(I), puesl es un recubrimiento de si mismo.

En consecuencia 8{l) = 0, tambiéni () = 0. Para probar la igualdad en el cagb) > 0,
observemos que si= 11 x ... x Iy, y para cada tal que

1 . . .
0<o< Emln{supll—lnfll,...,supIN —infly}

definimos
1(8) = [infly+ &,suply— 8] x ... x [infly + &, suply — 8],

se tiene qué(J) es un intervalo cerrado tal ques) C | y

v(1(8)) — v(1) cuandod — 0.
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Fijadoe > 0, podemos en consecuencia tomar un intervalo cefactitenido en tal que
v(l) < v(K)+e.

Sea{ln} una sucesion de intervalos abiertos y acotadd&gue recubram y tal que

[ee]

> V(ln) < A1) +e.
n=1

Puesto qu& es compacto ha de ocurrir qecC 11 U... Ul para convenienten € N (Teo-
rema de Heine-Borel-Lebesgue). Se verifica entonces que

V(K) <v(l1)+...+V(lIy) < iv(ln) <A(l)+¢€
n=1

(para comprobar la primera desigualdad véase el Apéndice B sobre "Subaditividad del volu-
men"), y por tanto/(1) < A(l) + 2e. Como quiera que la anterior desigualdad es valida para
cualquier positivee podemos concluir quel) < A(1) y en consecuencia(l) = v(I).

Por ultimo, probaremos la unicidad anunciada en el teorema haciendo uso de la magnifica
relacion existente entre la medida de Lebesgue y la topologil'dgue recogemos en el
siguiente resultado.

Teorema 10.16.Para E ¢ RN equivalen:

) Ec /.

i) Ec%,estoes)*(A)=A*(ANE)+A*(A\E), VAC RN,
i) Ve > 0,3G abierto:EC GyA*(G\E) < €.

iv) JAdetipo G:E CAYyA*(A\E)=0.

V) Ve >0, JF cerrado : F C EyA*(E\F) < &.

vi) 3B detipos:BCE yA*(E\B)=0.

Para todo conjunto medible E se verifican:

A(E) — inf{A(G) : G abiertaE C G} (regularidad exterior del )
(B)= sup{A(K) : K compactoK C E}  (regularidad interior ded )

La caracterizacion de los conjuntos medibles dadaipae debe a Carathéodory y no
requiere usar la topologia.
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Demostracion:
Comenzamos probando que p&ra RN se verifica

A*(E) =inf{A(G) : G abiertgE C G},
lo que es una generalizacion de la regularidad exterior. Notemos por comodidad
o =inf{A(G) : G abiertqE C G}.

Por monotonia es*(E) < o por lo que sil*(E) = c entonces tambiéa = «. En otro caso,
dadoe > 0 tomemos una sucesidii,} de intervalos abiertos acotados cuya union contenga
aE, ytal que

g V(ln) <A*(E)+e€.
n=1

EntoncesG = Upenln €S un abierto que contieneBs con lo que usando la definicion de
medida exterior de Lebesgue, tenemos

8

a<AG)=2*(G) < § V(In) < A*(E) +&.
n=1

Siendoe > 0 arbitrario, se sigue que < A*(E).

i) = ii) | En el teorema anterior se ha probado g#eC ¢, donde

¢ ={ECRN:A*(A) =A1*(ANE)+A*(A\E), VA C RN}.

i) =1iii) | Si A*(E) < o, fijemose > 0 y tomemos un abiert& conE C Gy A(G) <
A*(E) + €. Por ii)

A(G) = A*(GNE) +A*(G\E) = A*(E) + 1*(G\E).

En consecuencia
A*(G\E) < €.

En el caso en qué*(E) = o, definamos$s, = E N B (0,n),Vn € N. Como para cada natural
n se verifican
Ene? y A*(En) < A(Bwo(0,n)) = (2NN < o,
por lo ya demostrado, existe un abie@g conteniendo &, y tal que
. €

A*(Gp\En) < o
Pongamoss = UnenGp; G es abierto, y comd& = UpenEn, G cubre aE. Ademas como
G\E C Unen(Gn\En) se tiene

[e¢]

A(G\E) < A" (Unen(Gn\En)) < ) A7(Gn\En) <&
n=1

donde se ha empleado la monotonia glaubaditividad.
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iii ) = iv) | Para cada naturalseaGp un abierto tal que

1
ECGy vy QL*(Gn\E)<ﬁ.

DefiniendoA = NpenGn Se obtiene un conjunto de tigds conE C Ay, puesto qUA\E C
Gn\E, Vn € N, se tiene

A*(A\E) < A*(Gp\E) < % VneN,

y por tantodA*(A\E) = 0.

iv) = i) | La hipbtesis nos dice qui A\E € .# (A es boreliano YW*(A\E) = 0 por lo
que ambos pertenecen#), luegoE = A\(A\E) € .# .

Hemos probado qug < i) < iii) < iv).

Para comprobar que tambin= v) < vi) basta tener en cuenta que

Ec# <ECecn
y quev) (resp.vi)) son las escrituras di) (resp.iv)) para el conjuntd®.
Probemos finalmente la regularidad interior. Eaaedible y notemos
o = sup{A(K) : K compactoK C E}.

Es claro quex < A(E). Para probar la otra desigualdad consideremos para cada magliral
conjuntoE, = ENB.(0,n). Puesto qué¢Ey} es una sucesion creciente de conjuntos medibles
con unionE, por el crecimiento continuo

A(E)=IlimA(Ep).

Porv), para cada naturalexisteR, compacto contenido f, tal que
A(En\Fn) < %
En consecuencidf,} es una sucesion de compactos contenidds &tes que
A(En) = A(Fy) +A(En\Fn), VneN,

y por tanto, tomando limite obtenemos

A(E)=limA(R,).
Hemos probado qug(E) < . .

Notese quei) es un refinamiento de la definicion de conjunto medible puesto que asegura

gue un tal conjunto mediblE se puede expresar de la forfaa= BUZ conB del tipoFg,
A*(Z)=0yBnNnz=0.
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Demostracién de la unicidad de la medida de Lebesgue.

Seau una medida definida sobre &-algebra.# (resp.%) que extiende el volumen
de los intervalos acotados. Probemos que para cualquier conjunto medseldiene que
1(E) < A(E). En efecto sedl,} una sucesion de intervalos acotados tales que

E CUp_qln.

De la monotonia y l@-subaditividad de la medida se deduce que

8

[ee]

B(E) < (UiLal) < 3 1) = 3 vl

y en consecuencia
(E) < A*(E) = A(E).

Conviene resaltar que hemos probado que cualquier medida que extienda el volumen de los
intervalos (definida sobre cualquieralgebra que contenga &) es mas pequefia que la
medida exterior de Lebesgue.

Probemos ahora la desigualdad contraria. Sam abierto deRN. Si {Q,} es la des-
composicion candnica dé en cubos diadicos de dimensidh(Proposiciénl0.9 se tiene
que

(G) = 1 (LR = 3 Q) = 3V(Q) = 5 AQ) = A (UF4Q0) = 2(6),

donde se ha utilizado la-aditividad de las medidas.
SeaK un compacto d&N. Sil es un intervalo abierto acotado que contengase tiene
de lo ya demostrado que

u(K) = p(1) —u(\K) = A(1) = A(INK) = A(K).

Ahora la regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que para cada con-
junto medible Lebesgug se tiene

A(E) = sup{A(K) : K compactoK C E},

y por tanto
A(E) =sup{u(K) : K compactoK C E} < u(E),

donde se ha utilizado la monotonia de la medida .

Ahora ya podemos probar la Proposicitih 14
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Demostracion del crecimiento continuo de la medida exterior de Lebesgue.
Como para cada natural se tiene qua, C U;_;A,, deducimos de la monotonia de la
medida exterior qué*(A,) < A* (U2_,An), Y en consecuencia

limA*(An) < A% (UF_1An) -

Para probar la desigualdad contraria podemos suponer qaé(l&r) < c. Para cada natural
n se puede elegir un boreliaBy tal queA, C Bny A*(An) = A(Bn). NotemosC, = Up_, By.
Es claro qugC,} es una sucesion creciente de borelianos tal que

A*(An) < A(Cp),VneN.
Probemos por induccién que
A (An) = A(Cy),Yne N.
Se tiene qué. *(A1) = A(Cy) y para cadan natural que
A(Cni1) = A(Cr) = A(Cny1\Cn) = A(Bny1\(Bny1NCh)) =

A(Bni1) =4 (Bni1NCn) < A(Bnya) =47 (An) = A" (Ant1) — A7 (An),
donde se ha utilizado la hipétesis de induccién. Del desarrollo anterior y teniendo en cuenta
de nuevo la hipétesis de induccion

A(Chy1) <A™ (Anta),

y por tanto
A(Coi1) = A" (Anta).
Por ultimo, utilizando el crecimiento continuo de la medida de Borel-Lebesgue, concluimos

A (US_1An) < A (US_4Cn) = M A(Cp) = lim A% (Ay).

A continuacién estudiamos el magnifico comportamiento de la medida de Lebesgue frente
a las transformaciones afines. Empezamos probandsei queRN — RN es una aplicacién
continua, entonces (p‘l(B) € B, VB € A. En efecto, la familia

{Be #:91(B) c B}

es unac-algebra que contiene los abiertos, luego coincide canddgebra de Borel y por
tanto
0 1(B) e B, VBe A.

En particularlos homeomorfismos de RN sobre RN conservan Ios borelianos. Conviene lla-

mar la atencidn sobre el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre con los borelianos, la ima-
gen inversa por una funcion continua de un medible puede no serlo. Dedxégho homeo-
morfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles (ver ejerciciol10.9. Sin
embargo si es cierto quetrasladado de un medible es medible. En efecto, como las traslacio-

nes conservan los conjuntos borelianos, basta probar que RNy Z ¢ RN conA(Z) = 0,
entonces A(a + Z) = O, lo cual se deduce de que
v(l)=v(a+l1),vVle 7.
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10.4. Caracterizacion de la medida de Lebesgue

Teorema 10.17 (Caracterizaciéon de la medida de Lebesgue).

i) Si u es una medida sobre# (resp. %) invariante por traslaciones y tal que
o = u([0,1N) < », entoncest = aA.

i) La medida de Lebesgue es la Unica medida so#frénvariante por traslaciones para
la que la medida del interval®, 1[N es1.

Demostracion:

Notemos

1
Q=[0,1N y Qn:?Qo, Vn e N.

Para cada natural Qg es unién de 2 intervalos trasladados @@, dos a dos disjuntos, por
lo que usando qug es invariante por traslaciones, se tiene que

2nN

a=p(Qo) =y 1(Qn)=2" p(Qn),

=1
esto es,
o

p(Qn) = onN = av(Qn).

Utilizando de nuevo qug es invariante por traslaciones deducimos que
1(Q) = av(Q), para cualquier cubo diadico

La descomposicion de un abierto en unioén de diadicos disjuntos (Propositidmos
asegura que
1(G) = aA(G) para cualquier conjunto abierto G.

Sea ahor& un compacto y tomemdsintervalo abierto acotado conteniend& aEntonces
comou(l) < e, tenemos

1K) = u() — w(1\K) = & (1) — A (1\K) = a[2(1) = 2(1\ K)] = aA (K).

Parak € .#, en virtud de las regularidades de la medida de Lebesgue y de la monotonia de
u, se tiene que

oA (E) = asup{A(K) : K C E compact¢ = sup{aA(K) : K C E compactg =
sup{u(K) : K ¢ E compactg < u(E).
oA(E) = ainf{A(G) : E C G abiertd =inf{aA(G) : E C G abiertd; =
inf{u(G) : E C G abiertd > u(E).
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i)| Veamos quelA es invariante por traslaciones. Para cada RN, definimos
W A — [0,e] por

u(E)=A(a+E), VE € .4

y basta probar, en virtud del teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue, que
u es una medida sobre que extiende el volumen de los intervalos. $Ea} una sucesion
de conjuntos medibles disjuntos. Se tiene que

1 (Un=1En) =4 (a+UnoqEn) = A (Unmg(@+En)) = 5 A(a+En) = ) u(En),
n=1 n=1
donde se utilizado que los conjuni@s- E,, son disjuntos dos a dos. Finalmente
u(l)y=~A(a+l)=v(@+l)=v(),vlie 7.

La unicidad es consecuencia inmediata)de .

10.5. Comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
aplicaciones

Proposicion 10.18.Sea T: RN — RN una aplicacion lineal. Para todo conjunto medible
E c RN se verifica que el conjunto(E) es medible y

A(T(E)) = |detT|A(E),

donde notamogletT al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometria euclidea, entonces

A(T(E)) = A(E), VE € 4.

Demostracion:
Supongamos que d&t+# 0. Entonced es un isomorfismo y por lo tanto aplica borelia-
nos en borelianos. Esto nos permite definir% — [0, o] por

1(B) = A(T(B)), VBe %

que es claramente una medida invariante por traslaciones y tal (@@el[N) < o (por ser
T([0,1]N) acotado). Asi, en virtud del Teorerma@.17i), se sigue que exisier > 0 tal que

‘LL(B) - (XT)L(B), VB e @7

y por tanto
A(T(B)) = arA(B), VB € 5.
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Si ahoraZ es de medida cero, entonces, en virtud de la regularidad de la medida exterior de
Lebesgue, existB boreliano corZ C B tal queA (B) = 0. Se tiene pues que

T(Z)cT(B) = AYT(Z)<A(TB)=o0rA(B)=0 = A*(T(Z))=0.

En consecuencia,
A(T(E))=o7A(E), VEE€ .

Seguidamente probamos qag¢ = 1 en el caso particular de gilesea una isometria. En
efecto, tomando comi la bola unidad euclideB, al serT (B) = B, obtenemos

A(B) = A(T(B)) = a7 A(B).

AsY o7 =1y vale el enunciado pues al Seuna isometria, su matriz asociada es ortogonal
y en consecuencia tiene determinatitg(véase la Proposiciéh25. Hemos probado que si
T es una isometria, entonces

A(T(E)) = A(E), VE € 4.

En el caso general en qlesea una aplicacion lineal con det£ 0, es sabido (véase
Apéndice C) que existen isometrias linedlasy Q2 y una aplicacion linedD, tal queD(g) =
06 (1<i<N), dondeay,...,on Son reales positivos, tales que

T =Q1DQ>.

Es inmediato comprobar que
N
A(D([0,2]")) = A([0, 0] x ... x [0,am]) = [ oj = detD = [detT|,
=1

y en consecuenciayp = detD, como queriamos demostrar. Hemos probado el enunciado
para el operador diagonBl

Por el resultado ya probado para isometrias y para operadores diagonales, concluimos que
para cad& € .# se verifica

A(T(E)) = A((Q1DQ)(E)) = 2((DQ2)(E)) = detD A(Q2(E)) =
= |detT| 2(Q2(E)) = |detT| A(E).

Supongamos finalmente que det= 0. En esta situacion (RV) esta incluido en un hiper-
plano de RN y por tanto existe una isometria linea) verificando que
Q(T(RN)) c {0} x RN, En consecuencia, por lo ya demostrado,

A(TERY)) =2(Q(T([RY))) <A({0} xRY ) =0

y de ello deducimos que
A(T(E))=0,VE e ..

Finalizamos la lecciéon estudiando el comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
las aplicaciones de clagge'.
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Lema 10.19.Sea GC RN un abierto no vacio. Existe entonces una suce$i&} de bolas
abiertas euclideas disjuntas entre si de manera que

A (G\ U Bn> =0.
n=1
Demostracion.Supongamos en primer lugar qieG) < o . Pongamos
G=|J
k=1

(descomposicion candnica en cubos diadicos (Proposi€id)). Como

(o]

AG)=3 AQJ)

K=1
existep; € N tal que
P1 (G
5 4@ >
K=1

Parak=1,2,..., p; seargg el centro de&Qy Y Ik el lado. Consideremos

|
B2 (ak7§k> C Qx (k:1727"'7p1)'

Se tiene que

(52 (2 ) ) =2 (e (o)) =2 (k200 = (%) hBat0.0) -

A(B2(0,1
VB2 s @uc.
donde se han utilizado el Teorerh@.17y la Proposicionl0.18 Asi existe una constan@
con 0<C < 1tal que

A (Bz <ak'§k)) —CA(Q), Yk=12,....p1.

Nos interesa una buena mayoracion de la medida del cor@h@&l By, se tiene que

p1 1 1
A (G\ U Bk) =A(G) - pzusk) =A(G)-C pz Q) <
k=1 k=1 =1
A(G)—c@: (1—%)/1(6).

Consideramos ahora el abiefo, U,filB_k y se aplica el proceso anterior para obtener

Bpl_‘_l7 ceey sz
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bolas euclideas disjuntas entre si contenida& Q'UJEilB_k (y por tanto disjuntas con las
Bk, k=1,2,...,p1) de manera que

1 (0.08) (. 0m) D) -

k=1 p1+1

(1-5)% ((G\k@ls—k))) < (1_(_23)3(@),

donde se han utilizado propiedades elementales de la medida de Lebesgue.
Por un proceso de induccién, en el pasésimo, existe urp, € N y bolas euclideas
disjuntas entre si

B_’]_, ..,Bpn
tales que
pn C n
)L(G\UBk> < (1—5) A(G) .
k=1
Asi
Pn C n
Al G Bl <(1-=) A(G), VneN
(010 < (-3 e
y por tanto

A <G\OBK> =0.
k=1

Supongamos ahora el caso en Q&) = «. La descomposicion canonica de un abierto
en cubos diadicos (Proposicidf.8, nos permite escribir

G=[JQn
n=1

Aplicamos lo ya probado a cadoa], y basta ordenar las bolas euclideas en una sucesion.
Proposicion 10.20.Sean G RN abierto, f: G — RN y K > O tales que
(%) = f(Y)l2 <K[x=Yll2, ¥xy € G.

Entonces
A*(f(E)) <KNA*(E), VE Cc G.

Demostracion.Si A*(E) = c no hay nada que probar. En otro caso, fijads O existeH
abierto corE C H C Gtal que
AH)<A*(E)+¢€

(regularidad de la medida exterior de Lebesgue (Proposiciaid).
Pongamos

H = | J B2(an,rn)UZ,

n=1
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donde{B(an,rn)} €s una sucesion de bolas euclideas abiertas disjuntas dos & @éssun
conjunto de medida cero (Lemid.19. Se tiene entonces que

[ee]

f(E) C f(H) = | f (Ba(an,Tn)) U (Z) C Bz (f(an),Krn) UF(2)
n=1

donde se ha utilizado la hipotesis de lipschitzianidad.
Por un lado se tiene que

2 (G Bz(f(an),Krn)> < i A (B2(f(an),Krn)) =
n=1 n=1

S KMA (Ba(  (an). ) = KMA(H)
n=1

Por otra parte seh C G es un abierto tal qu& C L € G con A(L) < € (regularidad
exterior de la medida de Lebesgue (Teordifid 9).
La descomposicién candnica de un abierto en cubos diadicos nos da

L - U Qn .
n=1
Para cada notemodb, al centro ys, el semilado del cubo diadia@y; asi

Gn :Eoo(bnysn), vneN

y por tantoL = |Jy_; Bo(bn, Sn). Tenemos pues que

f(Z)Cf(L)Cf(O (bn, > CJ f(bn),vVNs)

n=1
y también
: LA T LAY N A
v < 00 5 (00" 5 (5) Fow-
VA" VN
Resumiendo, fijade > 0, hemos probado que
N N
A*(f(E))gKNA(H)jL(?) egKN(A*(E)+e)+(\/7N) €

y la arbitrariedad de prueba la proposicion. .
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Lema 10.21.Sea Ac RN cualquiera. Cada recubrimiento abierty de A admite un subre-
cubrimiento numerable.

Demostracion.Pongamos” = {G; : i € |} Se tiene que

AcJG.

icl

Para cada € A existei € | tal quex € G; . Por seiG; abierto existef, € G NQN y ry e QF
tales que
X € By(by,rx) C Gi.

Es claro que
A C UyeaBo(by, ry)

y que la familia{By(bx,rx) : x € A} es numerable (jObsérvese que estas bolas se repiten
muchas veces!) S8, } una enumeracion de dichas bolas y noteltpa un abierto tal que
B, C Up € . Es Claro que

Ac |JUn
n=1

Proposicion 10.22.Sean G- RN abierto y f: G — RN una funcién de clas&. Se verifican
las siguientes propiedades:

i) f(Z) es de medida cero para todoZG de medida cero.
i) f(E)es medible para todo E G medible.

Demostracion.i) Para cada naturalseaG, = {x € G: |Df(x)|| < n}. Es claro ques, es
abierto y que basta probar que

A(f(ZNGp)) =0, Vne N.

Es sabido qué&, se puede expresar como una union numerable de bolas abiertas (no necesa-
riamente disjuntas entre si (véase el Lerfig2])) . Pongamos

{Bz(bx, rx) Xe Gn} = {Bz(bk,l’k) ke N}.
El teorema del valor medio nos asegura que parakadsural la funcionf verifica
100 = f(Y)ll2 < nlix=Yll2, ¥x,y € Ba(bx, ),

y de la Proposiciéri0.20se deduce que

8

[o0]

;\,*(f(ZﬂGn)) < A* (f(ZﬁBz bk,rk Z ZﬂBz bk,rk)) 0.
k=1 k=1
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i) SeaE C G medible. El apartadu) del Teoremal0.16nos proporciona una sucesion
{Fn} de cerrados contenidos Ertal queA (E\ Uz_, Fy) = 0. Consideremos para cada N
el compacto
Kn= (FLU...UFR)NB(0,n).

Se tiene entonces que
KhCE,VneN y A(E\Uy 1Kn) =0.

Como
f(E) = f (UpmiKnU(E\Up_1 Kn)) = Upy F(Kn) U F(E\ UR_1 Kn),

concluimos quef (E) es medible pues la continuidad conserva la compacidad y el apartado
i) nos asegura qute(E\ Un_q Kn) es medible (de hecho es un conjunto de medida cer®).
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10.6. Apéndice A: Orden, topologia y aritmética en0, «].

El conjunto
[0,00] ;= {X€R:0<x}U{oo}

se considera como un conjunto totalmente ordenado, extendiendo el orden uRgainde
diante el convenio

X < oo, VX € [0, 00].

Es inmediato que todo subconjunto [fex| tiene supremo e infimo. BB, «| se considera

la topologia del orden, para la cual los conjuntos de la fdfina| y |3,«] cona,f € QT,

forman una subbase numerable. Dicha topologia coincide con la topologia de la compacta-
cién por un punto d&; . De esta formd0, «] se convierte en un espacio métrico compacto
(homeomorfo al interval0, 1]). Es inmediato que toda sucesion monoétona creciente de ele-
mentos d€0, «] es convergente (al supremo del conjunto de sus términos).

Si extendemos la operacién sumaj@ne] mediante
X+00 =00+ X=00 VXE [O,oo]

tenemos claramente que la suma es asociativa y conmutativa y que 0 es el elemento neutro.
Ademas la suma es compatible con el orden:

X,y € [0,00],x<Yy] = X+2<y+2Z Vze [0,00].

Siyn>18n €s una serie de elementos[@go], entonces, al ser creciente la sucesion de sumas
parciales, dicha serie es convergente (aunque su término general no tienda a cero).
Notemos que la suma es continua, es decir:

a,b,an, bp € [0, ], VneN,{ %S”n{ :S H = {ah+by} —a+b.

Como consecuencia se tiene, por ejemplo, que
[@n,bn € [0,00], VNEN] = 5 (an+bn) = Zan+zbn (%)
n=1

Mas aun, sa: N x N — [0, ] es una sucesion doble o] y ¢ es una biyeccion di
sobreN x N, se tiene:

(o]

nglnzl " kzlac(k)

En efecto. Veamos, por ejemplo, la igualdad

5 3 ann= 3 fo

—1m=1

>

:1m:1
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Claramente parhl € N fijo, se tiene

00

ZZam Z (k> YM €N,

m=1n=1 k=1

luego

z zamn_ S S ann< iaa@

=1m=1 m=1n=1

(donde se ha utilizadx)) y por tanto

k_

Reciprocamente, pakae N fijo, existenM,N € N tales que

luego
K o N 00 0 o
2 % ZZamn—ZZam 2 D amn
k=1 m=1n=1 n=1m=1 n=1m=1

(donde se vuelve a utilizgx)), y por tanto

(o]

Z As (k) <= z z amn-
k=1

n=1m=1

Aplicando lo ya demostradoi,n = anmY ala biyecciérroo : N — N x N, donder(m,n) =
(n,m), se obtiene la otra igualdad.

La definiciéon de producto es algo mas problemética. Extendemos el producto usual en
R{ mediante el convenio:

X0 =00 X=00, VX€]0,00], Oc0o=00=0.

Es inmediato comprobar que este producto es asociativo, conmutativo y distributivo res-
pecto de la suma, asi como que 1 es el elemento neutro. El haber definido

hace evidente que el producto no sea continuo. No obstante es claro{gug wi{bn} son
sucesiones crecientes de elementofde|, {an} — ay {bn} — b, entonceqa,b,} — ab.
En particular,

[a,an€[0,0,VneN]=a an= ) aan.
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10.7. Apeéendice B: “Subaditividad del volumen”.

Si un intervalo acotado esta incluido en la uniéon de un nimero finito de intervalos acota-
dos, estoes| C l{UloU...Uly, entonces

v(l) <v(ly)+...4+v(lp).

Demostracion:

i) Empezaremos probando que si un intervalo acotade union finita de intervalos
I1,...,In disjuntos dos a dos, entonces

v(l) =v(l1)+...+V(ln) (aditividad del volumen eng).

Fijemos j € {1,...,N}, sean ST semirrectas disjuntas cuya union s&ay
pongamos X
Si={x=(Xg,....xn) €1 :X; € S},

Ti={X=(Xg,....xn) €l :x; €T} (%)

Se deduce directamente de la definicion de volumen que

A A

v(h) =v(S)+v(T)

puesto qué(z;(1)) = £(j(l n9)) +4(m;(1NT)), mientras que pates j est(m(1)) =
Um(1NS)) =(m(1NT)).

Probaremos la proposicion por induccién sobre el nUmero de intervalos que intervienen
en la descomposicion. Acabamos de demostrar que el enunciado es cierto siempre que
en la particion intervienen sélo dos intervalos. 8ea2 un natural tal que el enunciado

es cierto para todos los numeros naturales precedentes. Sea | un intervalo acotado de
RN tal quel =11U...Ul, para intervalos disjuntos. Sedn= A; x ... x Ay, In =

B1 x ... x By las expresiones de e |, como producto de intervalos acotadosikle

seaj € {1,...,N} tal queA;NBj =0 (por serl;Nl, = 0 tal j existe), searBy T
semirrectas disjuntas detales que

AjCSBjCT,SUT =R
y definamosSy T como en(x). Por sel; c § I, C T tenemos:
S= (SNl U...u(SNIh1), T =(TNl)u...u(TNly)

expresiones d8y T como uniones de— 1 intervalos acotados dos a dos disjuntos.
Aplicando la hipétesis de induccion y quéd) = 0, tenemos:

A

v() =v(§ +v(T) =

(V(SN11) + -+ V(SN 1n1)) + (UT A1) + -+ (T Nln)) =
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(V(SN1) +V(T N11)) + -+ (VSN 1n) + V(T N1n)) = v(l1) 4+ +v(In),

yaque park=1,...,n A A
lk= (SNl U (TNl

es una particion disjunta dgen dos intervalos.

Probemos que la diferencia de dos intervalos acotados se puede expresar como union
finita disjunta de intervalos acotados.

Como la interseccion de dos intervalos es un intervalo, es suficiente probar que para
cada intervald deRN, el conjuntoRN\| se puede expresar como union finita de inter-
valos disjuntos dos a dos. Para evitar casos triviales, podemos supone# ¢jgeRN.

Probaremos que es cierta la afirmacion anterior por induccion sblitaraN = 1, es

claro que el complemento de un intervalo es una semirrecta o bien es union disjunta de
dos semirrectas, por tanfR) | se expresa como unién de, como maximo, dos intervalos
disjuntos. Supuesto que es cierta la afirmacion Nagepara cualquier intervalo deV,

seal un intervalo déRN*1, luegol coincide con el producto dé¥ + 1 intervalos deR,

que llamaremos$; (1 < j <N+ 1). Si notamos] := I x ... x Iy, entonces) es un
intervalo deRN. Por hipotesis de induccion, existe una familia fifi@,...,C,} de
intervalos deRN, dos a dos disjuntos, tales que

RN \J = Uin:]_Ci ;

tambiénR\ Iy;1 Se puede expresar como union de dos intervalos disjuntos, que llama-
mosJi, Jo. Entonces, es claro que

RN\ | = ((RN\J) XxR)U(Ix (R\Ins+1)) = UL (G xR) U x ) U (I x ).

Es facil comprobar que los conjuntos que aparecen en la descomposicion anterior son
intervalos deRN*1 disjuntos dos a dos.

La subaditividad del volumen es consecuenci&)dede la monotonia del volumen. En
efecto, si notamos

3=1U(I2\1) U (I\(12U11) ... = LU (I2\1) U ((13\I2)\l1) ...

se tiene que

V() <v(J) <v(l1)+---+V(ln)

donde se han utilizado la monotonia del volumen y el apaitaga que, por ejemplo,

lo = (|2\|1)U(|2ﬂ|1).
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10.8. Apéndice C: “Descomposicion de un isomorfismo li-
neal.”

Si T € Iso (RN), probaremos que existen dos isometrias Q1,Q2 € .Z(RN) (norma eucli-
dea) y un operador diagonal D en RN con valores propios positivos tales que Q1DQy = T.

Demostracion:

La idea de la demostracién esta tomada lde\[/s § 4.5, p. 98]. Antes de iniciar la
demostracion, es inmediato comprobar la siguiente identidad algebraica para unaBmatriz
cuadrada de ordeN:

(xB'|2) = (X|zB), V¥x,ze RN

Para comprobar la igualdad, como ambas expresiones definen aplicaciones bilineales, basta
comprobar que coinciden sobre el producto de vectores de una base. En efesto,jscIN
tenemos

(eB'lej) = ((byi,..bri)lej) = bji = (&](bja.....bjn)) = (e1]e;B) (%)

SeaA la matriz asociada @ (en términos de la base candnica), esto es,
T(x) = xA, vxe RN,

Entonces, la matrid= AlA es simétrica y no singular por SErun isomorfismo.
Ademés, la forma cuadratica asociada Sa es definida positiva, ya que, Ssi
x € RN\ {0}, usando £) y queA es una matriz inversible, tenemos

(SX)1X) = (XA'AX) = (XA xA) = [[xAZ > 0.

Por tanto el operadds tieneN valores propios reales y positivos, que llamamgs. ., An
(algunos pueden tener multiplicidad mayor que 1y en tal caso aparecen en la lista repetidos
tantas veces como indique su orden de multiplicidad). En general, ocurre que vectores propios
asociados a distintos valores propios son ortogonales (es muy facil de comprobar). Si un valor
propio tiene multiplicidack > 1, en el subespacio propio asociado, que tiene dimemsion

se puede obtener un sistema ortonormal k@ementos. Asi podemos conseguir una base
ortonormal{yy, ...,yn} deRN tal que

Syj) =4jyj (1<j<N).

Llamamosuj = \/A; > 0. Los operadores lineales que intervendran en la descomposicion de
T verifican (por definicion)

1 .
Qa(yj) =€), D(ej) = ujej, Ql(ej)zu_jT(YJ) (L1<j<N).

Es claro queQ, es una isometria , ya que transforma la base ortonofgal..,yn} en
otra ortonormal (la base canodnica). También es clardyas diagonal, con valores propios
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positivos y que se verifica que = Q1DQ-, ya que es ambos operadores lineales coinciden
sobre la baséey, ..., en}.

Solo resta probar qu@; es una isometria y para ello, en vista de la Proposici@n,
basta comprobar la imagen de la base candnica es una base ortonormal. En efecto, se tiene
que

(Qu(8)[Qule)) = %myk)myj)) — L Al =
kU

j Mk
1 1 Aj
ALA) — ) — 7 =i,
it (Yly;A'A) ™ (Yl S(yj)) el (YklYj) = S|
donde se ha usade), que la base es ortonormal y qlig= ujz (1<j<N). .
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10.9. Apéndice D: “Conjuntos ternarios de Cantor y fun-
cion singular de Lebesgue”

Probamos que para cadac [0, 1] existe un conjunto ternario de Cantdy de medida
o (en particular el conjunto de Cantor original es de medida cero y no numerable). Los
conjuntos de Cantor son diseminados (despreciables topol6gicamente, esto es: compactos de
interior vacio) y tienen medida tan cerca a la unidad como se quiera.

Definicion 10.23 (Conjuntos ternarios de Cantor).Sealp = [0,1]. Tomemop €]0, %[, en
principio sin restriccion adicional.

El primer paso de la construccion de los conjuntos ternarios de Cantor consiste en su-
primir del intervalolg el intervalo abierto centrado en el punto medidgeon longitudp,
intervalo que notaremds 1.

En el segundo paso se suprimen de cada uno de los dos intervalos que quedan, los inter-
valos abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con lgpgjiintervalos
que notaremok 1,12 ».

En el tercero se suprimen de cada uno de los cuatro intervalos que quedan, los intervalos
abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con lopditintervalos que
notaremoss 1,13 2,133,134

Y asi sucesivamente.

Es claro que la suma de las longitudes de los intervalos que hemos suprimido es

p(1+2p+(2p)%+ -+ (2p)"+---) .

Estaria feo que la suma de las longitudes de los intervalos que quitamos fuese mayor que 1,
es decir, hemos de imponer que

P

IA
=
©
IN
Wl

Resumiendo,

1
p E]Oa 5] :

El conjunto ternario de Cantor asociadp & que notaremo€, es el siguiente
Cp =10\ (IL1U(I21Ul22) U (I31Ul32Ul33Ul34)U---)

cuya medida es claramente

~1-3p
Habida cuenta que la funcion
1-3
p—glp) =7t
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es continua, estrictamente decreciente y verifica que

. 1
g%mm—l y que d(3)=0,

deducimos que
1

Hemos probado que ai € [0, 1], existe un conjunto ternario de Cantor con medid&n
particular, el conjunto de Cantor originé]%, gue en lo sucesivo lo notaremos simplemente

porC es de medida cero.

Probamos ahora que existe una funcfon|0,1] — [0,1] creciente, continua y tal que
f(C) =[0,1] (de lo que se deduce que el conjunto de Cantor origimad es numerable). Di-
cha funcidn se suele utilizar para construir un homeomorfisni stebreR que no conserva
los conjuntos de medida cero (véase el Ejercicicd. Mas adelante veremos también que
esta funcion uniformemente continua no es absolutamente continua.

Definicion 10.24 (Funcion singular de Lebesgue)Seanlyy (k= 1, 2,...,2" 1) los inter-
valos que se suprimen en el pasésimo de la construccion del conjunto de Cantor original.
Definimos la funcidn singular de Lebesgtie[0, 1] — [0, 1] como

F(x) = 0 ,Six=0
&L sixelnk paraneN, ke {1,...,2 1}

f(x)=sup{f(t): t€]0,2]\C, t<x}, VxeC\{0}.

El proceso para obtener la expresionfden el intervaldy, x se puede describir como sigue:
una vez definidd en 0 como Oy en 1 como 1, en cada uno de los intervalos que se suprimen
en la construccion de se definef como el valor medio de los valores que toma en los puntos
mas proximos a dicho intervalo para los cuales ya esta definida.

Noétese que parac Iy se tiene que

y que por tanto, sk es par el intervalo anterior en el que esta ya defirfigs|_ | Y Si
k es impar el intervalo posterior en el que esta ya defifigs|_ ket - En ambos casos

el otro intervalo colindante es o bien de la forfgg con 1< p < n—2 o bien{0}, {1} si
k=1, k=2""1 Es claro que es creciente y que

fqaﬂ)a{zz 1:neN,ke{L”w?Fﬂ}

que es un conjunto denso @ 1. Por otra parte, puesto quees creciente, si no fuese
continua en un punta € [0, 1], alguno de los intervalogf (a—), f(a)[ , |f(a), f(a+)[ no
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seria vacio y no estaria contenidofdiD, 1|), contradiciendo la inclusion antes mencionada.
Por continuidad toma enC todos los valores del conjunto anterior, y al $§6€) compacto,
concluimos quef(C) = [0,1]. Ademas es evidente quees derivable en[0,1] \C con
derivada nula en dichos puntos.

Conviene saber que existen funcione$@lé] en[0, 1] continuas y estrictamenteecien-
tes con derivada nula casi por doquier.
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10.10. Referencias recomendadas.
[Jul, [Bel, [Gu7, [ I, [ 1y [Ru].
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10.11. Resumen del resultados del Tema 10.

EnRN se define la medida exterior de Lebesguieor:

A*(A) = inf{ Z V(In) :AC Upenln, In€ 7, VneN}, VA C RN
n=1

donde_# es la familia de los intervalos acotadosRfé. En la anterior definicion se pueden
tomar los intervalos abiertos.

EnRN se destacan las siguientesilgebras:
1. La o-algebra de Borel#, generada potl (abiertos). También esta generada or
(cerrados), asi como poy .
2. La o-algebra de Lebesgue#, definida por
A :={BUZ:Bboreliano yA*(Z) = 0}

={EcRN: 1*(A) = 1*(ANE)+A1*(A\E), VYACRN} =: ¥

(la segunda descripcion debida a Caratheodory la hemos usado como un instrumento de de-
mostracion).

Se verifican las siguientes afirmaciones:
a) B¢ .# ¢ 2 RN) (Ejercicios10.6y 10.9).
b) .# esla mayow-algebra que contiengZ y sobre la quel* es aditiva (Ejercicid 0.4).

c) A* no es aditiva en?(RN) < .7 # 2 (RN) (Ejercicio10.9).

SeaE ¢ RN. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) Ee .

i) Ve>0,3Ge0:ECGy A" (G\E) <e.
iif) JA € G (intersec. numerable de abierto§ C Ay A*(A\E) =0.
iv) Ve>0,dF € # :F CEYyA*(E\F) <.

v) 3B € Fs (unién numerable de cerradosily(E\B) = 0.
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Notese que) es un refinamiento de la definicién de conjunto medible y que los cerrados
se pueden tomar acotados (es decir: compactos).

Teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue.
La medida de Lebesgue A es la restriccion de A* a ./ 'y es la tinica medida sobre .4 que
extiende el volumen de los intervalos acotados.

SeaE € .#, se tiene

_ [ inf{A(G) : G abiertoE C G} : exterior
A(E) = { sup{A(K) : K compactoK C E} regularidad interior deA.

Teorema de caracterizacion de la medida de Lebesgue.

I) Si u es una medida sobre .# (resp. 98) invariante por traslaciones y tal que
o = u([0,1N) < o, entonces u = atA.

i) La medida de Lebesgue es la tinica medida sobre . invariante por traslaciones para la
que la medida del intervalo [0,1[N es 1.

Medida de Lebesgue y homeomorfismos.
Todo homeomorfismo de RN sobre RN conserva los conjuntos borelianos. Sin embargo
existen homeomorfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles.

Medida de Lebesgue y aplicaciones lineales.
Sea T : RN — RN una aplicacién lineal. Para todo conjunto medible E C RN se verifica
que el conjunto T (E) es medible y

A(T(E)) = |detT|A(E),

donde notamos detT al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometria euclidea, entonces

A(T(E)) = A(E), VE € ..

Medida de Lebesgue y aplicaciones de clagé'.
Sean G C RN abierto y f : G — RN una funcién de clase €*. Se verifican las siguientes
propiedades:

i) f(Z) es de medida cero para todo Z C G de medida cero.

ii) f(E) es medible para todo E C G medible.

Conjunto ternario de Cantor
Es un subconjunt@ de [0, 1] no numerable, de medida cero y tal que todos sus puntos
son de acumulacion.

Funcion singular de Lebesgue
Es una funciorf : [0, 1] — [0, 1] continua y creciente con derivada nula casi por doquier.
Ademasf (C) = [0, 1] (de lo que se deduce g@ees no numerable).
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10.12. Ejercicios del Tema 10

10.1 (*) Probar que

i) Dos cubos diadicos o bien son disjuntos o uno de ellos contiene al otro.

i) Paratoda € N se verifica que la famili®, de losN-cubos diadicos de Iad§
constituye una particion deN.

10.2 Teorema de Carathéodory.

Sea u* una medida exterior en un conjunto no vacio Q. Probar que la familia
o ={ECQ:u*(A) =u*(ANE)+u*(ANE®), VAC Q}

es o-dlgebra y la restriccion de U* a </ es una medida completa .

10.3 Probar que# es la mayoro-algebra que contiene los intervalos acotados y sobre la
queA* es aditiva.

10.4 (*) Expresion analitica del Conjunto de Cantor
Probar qué& es el conjunto de los nimeros reatagie se pueden expresar de la forma

8

w|g

X =
n

, conop € {0,2},Vne N.

1

Probar también qué es compacto y que todos sus puntos son de acumulacion.
Indicacion Si para cada natural notamosJ,k (k= 1,2,...,2") los intervalos que
guedan en la construccion del conjunto de Cantor, esto es,

C - m(::lCn,

donde ”
Ch=J I VneN.
k=1

Entonces cada intervaly  tiene la forma

:

Probar también que:

, conay,...,on € {0,2}.

o
Zs—

HM:
oo|s;

1. %1 esta enC y no es extremo de ningan intervalo de los que se suprimen en la
construccion d€.

2. C contiene irracionales. Dar un ejemplo.
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3.C+C=[0,2
Indicacion Seaa € [0,2] y sead = Y1 38, conoy € {0,1,2}. Considerar

< bBn o suxne{OZ}
X‘Zﬁconﬁ”_ 20 siapn=1

e h [ on sione{0,2}
=3 Joomn={ 5 Gancl
10.5 (*) Expresion analitica de la funcion singular de Lebesgue

(o) an B (o] an
f <n21§> _nzlﬁ.

10.6 Existencia de conjuntos no medibles

Probar que

i) Probar que la familigx+Q : x € R} es una particion di.
Indicacion La relacionx ~ y siy—x € Q es una relacion de equivalencialgn
i) Pongamogdx+Q:xe R} ={A:iel} (A #A;, parai # j)y para cada < |
seax; € Ain|0,1]. Probar que el conjunté = {X; : i € 1} no es medible.
Indicacion Si {gn : n € N} es una numeracién de-1,1] N Q, entonces0,1] C
Un_1(dn+E) C [-1,2] y los conjuntosy, + E son disjuntos entre si.

iii) Probar que cualquier subconjunto medibleEdigene medida cero.

Indicacion SiA C E, entonces);y_;(gn+A) C [-1,2] y los conjuntogy), + A son
disjuntos entre si.

iv) SeaM C R conA*(M) > 0. Probar qué/ contiene un subconjunto no medible.
Indicacion M = UgegM N (q+E).

10.7 Probar que la existencia de conjuntos no medibles equivale a la no aditividad de

10.8 Probar que existe un conjunfoC R de medida cero que no es boreliano y existe un
homeomorfisma deR sobreR tal que¢(Z) no es medible.

Indicacién Prolongar la funcién singular de Lebesgtigpor

0 six<O0
f(x):{l six> 1

y considerar la funciow : R — R definida por
o(x) = x+ f(x), vxe R.

Probar quel (¢([0,1]\C)) = 1 y deducir de ello qué (¢(C)) = 1. SeakE C ¢(C) no
medible. TomaZ := ¢~%(E).
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10.9 SeanA un abierto deRN y f : A— RM una funcién de clas&! conN < M. Probar
que f(A) es de medida cero.

10.10 Toda variedad diferenciable &\ de dimensiork < N es de medida cero.

10.11 Searxy, X, ..., xn,a€ RNy
N
P:=J{xeRV:x=a+ Y ta¥n,th €0,1],1<n<N
n=1

(N-paralelogramo eRN, generalizacion del paralelogramoRfy del paralelepipedo
enR3). Probar que
A(P) = |det(X1,X2,...,XN)|-

Deducir de lo anterior el area del triangulo.

10.12 (*) Probar que toda aplicacidh: RN — RN lipschitziana para cualquier norma con-
serva los conjuntos de medida cero y los conjuntos medibles.

Indicacion:Apliquense el Teorema de Haussdorf, la Proposi&i®20y la prueba del
apartadai) de la Proposiciorn0.22

10.13 (*) Medida interior. Medibilidad original de Lebesgue.
Recordamos que para catla RN la medida exterior d&, A*(A), verifica

A*(A) =inf{A(G) : G abierto AC G}.

Definimos ahora la medida interide A, A.(A), como sigue

A«(A) :=sup{A(K) : K compactoK C A}.

Sabemos también gqueAies un conjunto medible, entonces
Ai(A) = A7 (A) (= A(A)).
Probar

1. A.(A) <A*(A), VACRN,
2. Que existeA C R no medible tal qué..(A) = 1*(A) .
Indicacion:considerar un conjunto no medible del intervgldl).

3. SiA*(A) < o, EntonceA es medible si, y sélo sk.(A) = A1*(A) .
4. A es medible si, y sélo si,

A.(ANB(0,n)) = A*(ANB(0,n)), ¥n € N.
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5. SiAes medible \B C A, entonces
A(A) = A.(B)+A1"(A\ B).

6. Definicion de Lebesgue de medibilid&gkeaA acotado y sehun intervalo acota-
do que contiene A

a) Comprobar que
Ac(A) =v(l) = A" (1\A).

El nimerov(l) — A*(1 \ A) es la definicion de medida interior dedada por
Lebesgue (obsérvese la independencia del intetvaliegido).

b) Lebesgue definio la medibilidad de un conjuAtacotado por la propiedad
v(I) = AT (I\A) =17 (A),

dondel es un intervalo acotado que contien® £&omprobar que un conjunto
acotado es medible en el sentido anterior si, y solo si, es medible.

c) Lebesgue definié también la medibilidad de un conjulitoualquiera por
la propiedad de quAn| fuese medible para cualquier intervalo acothdo
Comprobar que esta medibilidad coincide con la medibilidad.

10.14 (*) Probar que el producto cartesiano de conjuntos medibles es medible.
Indicacion Seanp, q naturales fijos. Probar que
i) SiZ C RP esde medida cerokes un natural, entoncé&sx [—k, k]9 es un conjun-

to de medida cero eRP™9. Deducir que también es de medida cero el conjunto
Z x RY.

i) SiE C RPesmedible \C C RYes cerrado, entoncé&sx C es medible.
i) SiE C RP es medible \B C RY es unkF,, entonce€ x B es medible.
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10.13. Soluciones a los ejercicios del Tema 10.

10.1

10.2

i) SeanQ; =Q(a,4) € Pr,Q2=Q(b, ) € Pm con interseccion no vacia. Supon-
gamos por ejemplo que< my seaz € Q1N Q. Notandaaj, bj, zj la coordenada
j-ésima dea, b,z respectivamente, tenemos que por zerQ; N Q. se verifica
paral< j <d

. 1 1
max{a;j,b;j} < z; <m|n{aj+?,bj+ﬁ} (%)
en particularaj < zj < bj + 55 por lo que 2'a; < 2™b; + 1y, puesto que Pa;
y 2™b; son nimeros enteros, se tiene qll|a;2< 2Mb;, es decira; < bj, para
1< j <d, loquejunto con (*) implica que € Q1.
Si esn = mrazonando igual con la desigualdad

1
bj <z <aj+ on
se obtiene qubj < aj,1 < j <d, porloquea= Dby, en este casQ; = Q.

Sin<m, comob € Q; se tiene < bj —aj < 4 por lo que 0< 2M(b; —a;) < &1 Y,
como ésta es una desigualdad entre nimeros enteros, se deduce BtigP—
aj) < 21 —lestoes, & bj—a; < % — % para 1< j < d. Si ahorax € Q, se

tiene 0< xj —bj < Zim para 1< j <d, y sumando esta desigualdad con la anterior

obtenemos que & xj —aj < 2—1,1 para 1< j < d, es decirx € Qy, por lo que
Q2 C Q1.

i) Después de lo visto en el apartaddasta tener en cuenta que dade RN es
xeQ (g(f:x) , 2—1n> € By, donde par& = (x1,X2,...,XN) € RN hemos notado

&(X) = (E(x1),E(x2),...,E(XN))

siendoE la funcién “parte entera”.

El teorema de Carathéodory esta hecho en teoria salvo que la n€didacompleta,
esto es

[Ze o, u(Z)=0BCZ]<Be «.
En efecto se& C Q, comou*(B) = 0 se tiene
W (ANB) +u*(A\B) < u*(B) + 1" (A) = 1™ (A),

donde se utilizado la monotonia de la medida exterior. La subaditividad* des
permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad.
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10.3 Sea« unac-algebra que contiene a los intervalos acotados y sobre la que la medi-
da exterior es aditiva. Por contener los intervalos contieneadtgebra de los
borelianos. Como la-algebra# la hemos caracterizado pBre . si, y solo si

A*(A) > A*(ANE)+A*(ANES), VACRN,

bastara probar que todo conjurioe <7 cumple tal desigualdad para concluir que
o/ C .#, es decir.Z es la mayoro-algebra que contiene los intervalos acotados y
sobre la que. * es aditiva. Sek € «7. Laregularidad de la medida exterior de Lebesgue
nos asegura que para cala RN existeB boreliano tal qué\ c By A*(A) = 1*(B).

Asi para cad# c RN, se tiene

A*(A) = 2*(B) = 2" ((BNE)U(BNE®)) =

A*(BNE)+A*(BNE®) > A*(ANE) 4+ A*(ANES),
donde se ha utilizado qu@NE,BNE® € 7.

10.4 Fijadosa; € {0,2}, Vj e N, es claro que la serigj21% es convergente (es de térmi-
nos positivos y sumas parciales acotadas por 1). Asi

— €/0,1].

Veamos que para cadae Ny para cadk=1,...,2" los intervalos), tienen la forma

, conoy,...,on € {0,2}.

Paran = 1 se verifican las expresiones. En efecto

1 01 2 22 1
Ji1= {0, §] = {é’é] yJdiz= {é,l} = [§’§+§] - (1)
Supongamos que las expresiones son ciertaspatas probaremos para+ 1. Sea

k= [a,a+3—1n [ (2)

Dicho intervalo da lugar a dos: su tercio izquierda
1 0 1
Iirac1= |aat g | = |8+ g8+ gy

y su tercio derecha

2 1 2 2 1
Ini12= |8+ gg.at o5 | = @+ gt ooy F o |
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ya que
1 2 1
30~ 3n+l + 3n+1-
En virtud de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que, paracaa

1 2 2

@ZW—FW—F...

concluimos que

Z conocJ €{0,2} &xeC.

En efecto. Sed;j} cong;j € {0,2},Vj e Ny seax=37 % Para cada € N se tiene

lo que implica quex € Cy,Vn € N, esto ex € C.

En cuanto a la otra implicacion, fijadae C, se construye inductivamente una sucesion
{aj} conaj € {0,2},Vj e Ntal que

i%g giﬂ—l—iVneN

Definimos

[ 0 sixedyg
061—{ 2 sixeJio (ver (1)).

Supuesto definidosy,...,on, Si tomamos er(2) a = z?zl%, entoncesx € Ji Yy
definimos
aMl_{O sixeJnjra1
2 SIX & Jn+172k

Es claro qué& es cerrado y acotado. Veamos que todos sus puntos son de acumulacion.
Seax € C. Para cada € N existek € N con 1< k < 2" tal quex € J,x = [an, bn]. Sea
Cn uno de los extremos dk  tal quex # cn. Entonceg{cn} — X.

Demostremos ahora los ultimos tres puntos:

1.

2 0 2 0 0 2

a=ztgmtogtatgs st

3. Esta hecho en la indicacion, pues es claroxjye Cy § = 5+ 3.
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00 o 00 o
f = 1= =
(nzl 3n ) nzl 2n+1
Para cada sucesidm,} cona, € {0,2},Vn € N, notaremos
On
Z 2n+1 _g(z 3n>'

Empezaremos probando que la expresion es cierta para los extremos de los intervalos
Jnk connnatural yk=1,2,...,2". Paran = 1 es cierta. En efecto:

10.5 Veamos ahora que

5] 10 =0yg0)=0
RGIOEETIORICIE TR EE S5 TN

NI

Supongamos que las expresiones son ciertaspatas probaremos para+ 1. Sea
1
Ink = [a,a+ ?] .

Tan s6lo hemos de comprobar que

1 1\ | f@+f(atz)
9 (a+ 3n+1) =1 (a+ ﬁ) [': 2 =
2 2
=f (&4‘@) :g<a+w)

Teniendo en cuenta la hipétesis de induccion obtenemos que

1 l 2 2
f 3n g 3n _g 2n+1+m+. -

1 1 1 1
g(a)+ﬁ+m+...:g(a)+§: f(a)+?,

yéen consecuencia
1 2
latamr) = T(atama) =
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10.6

fa)+f(a+4) f@+f@+ 1
2 2 2n+1
Calculemos ahora, utilizando nuevamente la hipotesis de induccion, los valgres de

dichos puntos:

1 2 2
g(atzyr)=9(atgmtgyat)=

1 1 1 1
g(a)+w+ﬁ+...:g(a)+mz f(a)—i—w

2 1 1
9{@t g ) = g(a)+ onil f(a)+ on+1-

Por ultimo sea un elemento del conjunto de Cant@yy sea
(o) an
X = Zlﬁ conan, € {0,2}
n=

Sipara cgda _naturalnotar_nos<n =Sk.1 % es claro_que{xn} — XY que cad&, es un
extremo izquierdo de un intervally «, luego para dichos puntos vale la formula, esto
es

Ol
f(%n) = Zl ok+1
Por continuidad N
a
fx) =limfn) =y 2n+”1
=1

i) Larelacionx~y << y—x € Q es una relacion de equivalencia y la clase de equi-
valencia dex esx+ Q.

i) Como para cadac | se tiene que
AN, #0

(de hechdh = x+Q = R), podemos escribir

A =x+Q, conx € [0,1].

AlserE = {x :i €1}, setiene qu& C [0, 1].

Veamos qud0,1] C Uy_;(an+E). En efectox € [0,1] = x+Q = x + Q, para
conveniente € |. En consecuencia—x € QN [—1,1] y por tantox — X = Qp,
para conveniente € N, luegox € ¢, +E.

Veamos ahora que los conjuntgs+ E son disjuntos:
(h+E)N(Gm+E) #0= Oh+X = Om+Xj = i = j (particion = n=m.

La inclusionu;,_;(dn+E) C [—1,2] es obvia.
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Finalmente, sk fuese medible, entonces seria

1=2(0.1) < 3 Aen+E) <A(-12) =3
n=1
y la invarianza por traslaciones nos da el absurdo &3 no puede ser O ni
mayor que 0.

iii) Losqgn+ A son disjuntos entre si, pues lo son ¢pst- E.

iv) {g+E:q€ Q} esuna particion numerable &e(se prueba como &in)). E es no
medible, luego log+ E son también no medibles y los Gnicos subconjuntos de
g-+ E que son medibles son los de medida cero. Se tiene

0<A*(M)=A1" (U Mﬂ(q+E)> < il*(Mﬂ(QnJrE)).
qeQ n=1

SilosM N (gn+E) fuesen todos medibles, serian de medida cero y en consecuen-
cia

(o]

> AY(MN(on+E))=0
n=1

lo que es absurdo. Hemos probado fuéene subconjuntos no medibles.

10.7 Sabemos que#Z = ¢, esto es
Eec.# < A (A > A (ANE)+A*(ANES), VACRN.
SiE ¢ RN es no medible, entonces existe un subconjénte RN tal que
A*((ANE)U(ANES) = A*(A) < A*(ANE) + A*(ANE®)

y A* no es aditiva.

Supongamos qug* no es aditiva. Seaf, B subconjuntos disjuntos d&V tales que
A*(AUB) < A*(A) +A7%(B).
Se tiene entonces que
A*(AUB) < A*((AUB)NA) + 1*((AUB) N AS)

y el conjuntoA no es medible.
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10.8 Es claro quep es un homeomorfismo estrictamente crecient® debreR, asi como
que
¢([0,1]) =[0,2]
y en consecuencia
¢([0,1\C) = [0,2]\(C).
Se tiene que

znfl

[0, 1J\C = Up_1 Ui—1 Ink

y por tanto
2n71

@([0,1\C) = Up_1 Ui—1 @(Ink)
de donde se deduce

w on-1
2-2(9(C)) =A([0,2\p(C)) = Zl k;?t(so(ln,k)>-

Teniendo en cuenta ahora que para cadaNy k€ {1,...,2" 1} es

obtenemos que

0 2n-1 o) n—1 0 n
1 2 1 2
2-MpC)=3 5 5=3 g =53 (3) =
nzl kzl 3 nzl 3" 2 nzl 3
Hemos probado que
A(p(C)) =1

SeaE C ¢(C) no medible (ejercicid 0.6 y definamosZ = ¢~ 1(E). Z es de medida
cero (es un subconjunto @ y no es boreliano (si lo fuese, también lo sepi@)).
Hemos probado que los homeomorfismos no conservan los conjuntos medibles.

10.9 DefinamosB:=AxRM-NCRMy g: B — RM por

g(x,y) = f(x), V(xy) € B.

El conjuntoB es abierto d®M y g es de clas&™ enB. El conjuntoA x {0} c Bes de
medida cero efRM por estar contenido en un hiperplano, en consecuencia, al aplicar
las funciones de clasé! conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero, se
sigue queg(A x {0}) = f(A) es de medida cero.
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10.10 SeaM una variedad diferenciable &\ de dimensiork < N. Sabemos que dados
M, existep > 0,U c R¥ abierto yp: U — RN de claseg™ tal queB(x,p) "M c p(U),
y como p(U) es de medida cero (ejercicio anterior) se sigue Bbep) "M es de
medida cero efRN. La bolaB(x,p) contiene una bol& con centro y radio racionales
tal quex € B; la familia % de tales bolas es numerable. Ya que

M = Ugc»(BNM) y BN M tiene medida cero

se sigue qu& tiene medida cero.

10.11 Consideremos la aplicacion lineal: RN — RN dada por
T(e) =x, Vke{1,2...,N}.
Es claro que si notamds= [0, 1]V, entonced (1) = P—a. En consecuencia

A(P) = A(P—a) = A(T(1)) = |detT|A(1) = [detT| = |det (x4, X, - .. ,xn)],

donde se ha utilizado que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y el

comportamiento de la medida de Lebesgue frente a las aplicaciones lineales.

Probemos finalmente la férmula del area del triAngulo. Es claro que el area de un tridn-

gulo A es la mitad del area del paralelogramo con lo que
1
A= 3ldet(xy)|.

Como podemos trasladar y girar, no quita generalidad suponergque 0) ey = (a,h)

conb,h > 0. Asi
1
A= —.
2 2

b 0| bh
a h|

10.12 Del Teorema de Hausdorff se deduce dues también lipschitziana paffa ||2. La
Proposiciénl0.20nos asegura qué conserva los conjuntos de medida cero. Ahora,
la demostracion del apartadg de la Proposiciori0.22nos dice quef conserva los
conjuntos medibles.

10.13 1. SearK C AC G, K compacto yG abierto. La monotonia de la medida de Lebes-
gue nos asegura qugK) < A(G). AsiA(K) < A*(A) y tambiénl.(A) < A*(A).

2. SeaE un subconjunto no medible del intervdl@ 1] (véase ejercicid 0.6). El
conjuntoA = EU]1, 4+ es no medible W, (A) = o.

3. Basta probar que gi,(A) = 1*(A) < o, entonce es medible. Sea > 0, toma-
mosK C AC Gcon

L (A) — g <AK) y AG) < z*(A)+§.
Se tiene que
A(G\A) < 4.(G\K) <A(G\K) = 4(G) —A(K) <&,

y esto es equivalente a la medibilidadAle
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4. Acabamos de probar que para cada N el conjuntoANB(0,n) es medible y
A=Un_1(ANB(O,N)).

5. SeaC medible comlA\ BC C C AconA*(A\B) = A(C). Se tiene
A(A) = A(C) +A(A\C) = 1*(A\B) + 1(A\C) < A*(A\B) + A,(B),

donde se ha utilizado que\ C C B.
Sea ahorz > 0y seaK C B compacto tal qué.(B) — e < A(K). Se tiene que

A(A) =A(K)+A(A\K) > A.(B) —e+A"(A\B).
Asi
A(A) > A.(B)+A1"(A\ B).

6. a) Es consecuencia del apartadsth mas que cambiak porl y B porA.

b) ComoA*(A) < «, sabemos (apartado)3que es medible si, y s6lo gi,(A) =
A*(A), lo que coincide con la definicion de Lebesgue.
c) Es consecuencia del apartado 4

10.14 SeanA, B conjuntos medibles acotados #&,RY respectivamente. Queremos probar
gueA x B es un conjunto medible deP*9. En efecto, seah J intervalos acotados de
RP.RY respectivamente tales qde— |,B C J. Se tiene qu&A x BC | x J

i) Basta observar que &iC U;,_,In, entonces

y que la union numerable de conjuntos de medida cero lo es.

i) Al ser E medible se puede expresar como
E=uy ,ChUZ
donde para cada C, es cerrado d&P, y Z es de medida cero. Se sigue que
ExC=Up 1(ChxC)u(ZxC).

Para cadan naturalC, x C es cerrado d&P*9, y, en virtud dei), Z x C es de
medida cero como subconjunto Aex RY, por tantoE x C es medible.

iif) Es consecuencia dg, de la distributividad del producto cartesiano y de que la
union numerable de medibles es medible.

Sea finalmentd= medible deRY. ExistenB un F; de RYy Z un conjunto de
medida cero d&Y tales qué- = BUZ. Se tiene

ExF=(ExB)U(Ex2Z)

y basta aplicar), iii) y que la union de dos medibles es medible.






Tema 11

Integral asociada a una medida

Hacia finales del siglo XIX resulto claro para muchos matematicos que la integral de Rie-
mann debia cambiarse por algun tipo de integral capaz de integrar mas funciones y sobre todo
mejor avenida con los procesos de convergencia. Se hacia necesaria una integral que tuvie-
se teoremas de convergencia que, en condiciones muy generales, permitiesen intercambiar
el limite y la integral. Entre los intentos hechos en esta direccion, los mas notables fueron
debidos a Jordan, Borel, Young y Lebesgue. La construccion de Lebesgue resulté ser la mas
exitosa.

Esquematicamente, he aqui la idea principal:

La teoria de la integral de Riemann tiene como punto de partida la consideracion para
cada funcionf acotada sobre un intervdla, b| de las llamadas sumas de Riemann

m

> fxpA ),

=1

dondely,...,Im son intervalos disjuntos cuya unionjasbl; x; € I, y A(lj) denota, la longi-
tuddel; (1< j<m).

Lebesgue descubrié que se obtenia unateoria de la integracion completamente satisfactoria
si se permitia que los conjuntgsde la suma anterior pertenecieran a una clase mas amplia
de subconjuntos de la recta, los llamados “conjuntos medibles”, y si la clase de las funciones
gue se consideran se amplia a la que él llamé “funciones medibles” apareciendo asi lo que
se denominasumas de Lebesgue f correspondientes a particiones en la imagen de dicha
funcion:

% yid (F7H3)),
&

dondels,...,Js son intervalos disjuntos cuya union Rsyy € J, y A (f‘l(Jk)) denota la
medida del conjunto medible(J) parak = 1,...,n. Es de destacar que esta idea, sencilla
pero brillante, de considerar particiones de la imagef de vez de en el dominio dedio
lugar a la teoria de la medida y la integral de Lebesgue.
La divulgacion de dicha idea se suele expresar con el siguiente simil: “Si Riemann y
Lebesgue tuviesen que contar un monton de monedas sobre una mesa éestos procederian de
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distinta forma. Riemann cuadricularia la mesa, contaria las monedas de cada cuadricula y
sumaria; sin embargo, Lebesgue clasificaria las monedas, contaria las que hay de cada clase
y sumaria”.

El paso de la teoria de integracion de Riemann a la de Lebesgue es un proceso de com-
pletacion similar al paso d@ aRR, por lo que no es de extrafiar que la integral de Lebesgue
disponga de mejores resultados de convergencia.

Sabemos que la medida de Lebesguesta muy relacionada con la topologia. En esta
leccién presentamos una version abstracta de la integral de Lebesgue, relativa a una medida
arbitrariau sobre cualquier espacio mediljhe, o). Esta teoria abstracta, que no es en forma
alguna mas dificil que el caso particular de la recta real, muestra que una gran parte de la
teoria de la integracion es independiente de cualquier topologia en el conjunto subyacentey,
por supuesto, nos proporciona un instrumento de mucha mayor aplicabilidad.

Como hemos comentado, la clase de las funciones medibles juega un papel fundamental
en la teoria de la integracion. Dicha clase tiene algunas propiedades basicas en comdn con
otra clase muy importante de funciones, la clase de las funciones continuas. Es Util tener en
consideracion estas analogias: por una parte los conceptos de espacio topolédgico, conjunto
abierto y funcioén continua y por otra los de espacio medible, conjunto medible y funcién
medible. Esta relacion es mas clara si el marco en que se tratan es abstracto, y esto (mas que
el mero deseo de generalidad) es lo que motiva el enfoque elegido.

11.1. Funcidn medible.

Definicion 11.1 (Funcién medible).Sean(X, <) e (Y, %) espacios medibles. Se dice que
f : X — Y es unduncién mediblesi la imagen inversa pdr de cada conjunto medible de
Y es un conjunto medible d¢, es decir,

(11.1.1) f-1B)ecw, VBe .

Es inmediato que la composicion de funciones medibles es medible.

Recordemos que todo espacio topoldgico, salvo mencidén expresa, se considerara un es-
pacio medible con le-algebra de Borel.

Teniendo en cuenta que

f7HY) =X, f7HY\B) =X\f"1(B) y fH(UnenBn) = Unenf*(Bn),
podemos afirmar que la familia
{BcY:f1(B) e}

es unac-algebra erY. En consecuencia, para comprobar dues medible basta verificar la
condicion 11.1.1 para una familia de subconjuntos d& que genere la
c-algebraz. En particular, las funciones continuas ¥ enRM son medibles si se con-
sidera erRN cualquierc-algebra que contenga a los borelianos (por ejemyglpy en RM
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la o-algebra de Borel. En cuyo caso, basta comprobar la condididnlpara los intervalos
abiertos acotados pues sabemos que todo abierto es union numerable de intervalos abiertos
acotados (véase la tantas veces citada ProposiCién

Ejemplos 11.2 (funciones medibles).

1. Toda funcién constantede X enY es medible.

2. La restriccién a un subconjunto medible (conalalgebra inducida) de una funcion
medible es medible.

3. Recordemos que la funcién caracteristica de un subconfudeoX, xa, es la funcion
deX enRR definida por
1 si xeA

’WX)Z{ 0 si X¢A

Se tiene quega es medible erfX,.o) si, y sélo si,A € «7. En efecto, basta observar
gue para cualquier subconjurBaleR se verifica que

X si 0,1B
1. )] A si 0¢B1eB
22" B)=9 x\A si 0cB1¢B
0 si 01¢B

4. Sea(X,.</) un espacio medible. & € &/ y f : E — R, entonces d le asociamos la
funcion f yg : X — R (prolongacion por cero fuera d® dada por

f(x) si xe€E
f’CE(X):{ 0 si xeX\E.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) f esmedible ek, o).
ii) fyxe es medible eriX, o).

En efecto, par® abierto deR se tiene que

i) = ii)
(fze) '(B) = {xeX: (fxe)(x) B} =
ECU{xcE:f(x)eB}=E°uUf1B) si 0cB
{{er:f(x)eB}:fl(B) si 0¢B
i) = i)

La inclusion deE enX es medible, luego la restriccion dge aE es medible, por ser
composiciéon de medibles & fygoig). .
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5. Sean(X, .7, 1) un espacio de medida completdreun espacio topoldgico. i, g :

X — Y son funciones iguales c.p.d., entond¢ess medible si, y solo si, lo &
En efecto, supongamos por ejemplo que la funciées medible y que el conjunto
Z={xe X:f(x)#9g(x)} es de medida cero. PaBamedible deY se tiene que

g '(B)= (g (B)N2)U(g 1 (B)NZ°) = (g (B)nZ)U(f1(B)NZ°)

es medible ya qug~'(B) NZ es medible por sqr completa, yf ~1(B) N Z° es medible
por serf medible. .

Obsérvese que si la medida no es completa dos funciones iguales c.p.d. no tienen que
ser simultaneamente medibles. En efecto, si es A un subconjunto no medible de un
conjuntoZ de medida cero, entonces las funciofeg: X — R definidas por

0 si xeX\z
f(x) =0, ¥ xe X, gx)=< 1 si xeA
2 si xeZ\A

son iguales c.p.d. pues
{xeX:f(x)£g(x)} =27
f es medible y sin embargo, como
g ({1)) = {xeX:gx) =1} =A
y {1} es un boreliano, concluimos qgeno es medible.
Sean(RN,.#, 1) el espacio de medida de LebesguE ¥ .#. Son medibles las si-
guientes funciones reales definidasen
I) Las continuas.

i) Las continuas c.p.d.

iii) Lasiguales c.p.d. a una medible.

Iv) Las composiciones de una medible con una continua.
En efecto,
i) y iv) se han probado antes.
i) Seaf : E— R continua c.p.d. Sed el subconjunto d& de medida cero en el que

f no es continuafig,; es medible por ser continuafy, es claramente medible. En
consecuencia, 8 C R es abierto, entonces

F4B) = (flez) '(B)U(fz) '(B) €.,

y, por tanto,f es medible.
iii) Consecuencia del apartado 5. .

Nota: Es conveniente advertir que en el espacio mediBi®,.#) cualquier conjunto
susceptible de ser construido con las técnicas basicas de la Teoria de conjuntos es medible
Yy, en consecuencia, cualquier funcion definida mediante el uso de las técnicas habituales del
Andlisis es medible.
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11.2. Propiedades de las funciones medibles.

Proposicion 11.3 (Caracterizacion de las funciones medibles)Sean (Q,.«)
un espacio medible y :fQ — R una funcién. Equivalen:

1) fesmedible.
i) {weQ: f(w)<a} e, VaeR.
i) {weQ:f(w)>a}e, YVacR.
iv) {0 eQ: f(w)
V) {oweQ: f(w)>a}led, VaeR.

Demostracion:
Es obvio que la primera afirmacién implica cualquiera de las restantes. Para probar el
reciproco es suficiente demostrar que cualquiera de las familias de intervalos siguientes

a) {]—o,al:a € R}
b) {[a,+o: a € R}
c) {|—»,a]: xR}
d) {Jor,+oo[: ¢ € R}

generan las-algebra de Borel d&, para lo que basta comprobar questalgebra generada
contiene a los intervalos abiertos acotados.
Por ejemplo, en el caso b) basta observar que

w)<o}ed, YaecR.

[a, +oo[=R\] — o, ], ]oc,+00[:U[oc+%,+00[ y Ja,B[=]—,B[N]ec,+o.
n=1

Los otros casos se dejan como ejercicio (jHagase!). .

Dadasf,g: Q — R se definen las funciondsv g, f Ag, f™,f~: Q — R por

(fvg) (o) :=max{f(w),g9(w)}, (fAQ)(®):=min{f(w) g(w)},
fr:=0vf, f :=0v(-f).
Es inmediato comprobar

1 1
F=tr -1t If| ="+, fvg=S(f+g+|f—gl), frg=5(f+g9-[f—d)).

Proposicion 11.4 (Estabilidad algebraica de las funciones medibles). Sean
(Q,<7) un espacio medible,,f: Q — R funciones mediblesy un ndmero real y p un
positivo, entonces las funciones

f+g of, fg, [f|P, fTy f~

son también medibles. En consecuencia, el conjunto de las funciones medibles reales es una
subalgebra del algebra de las funciones reales definida@.edi ademas suponemos que f
no se anula, entonces la funciértambién es medible.
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Demostracion:
Empezaremos probando que la funciorQ — R? definida por

h(w)=(f(w),0(w)), VYoeQ

es también medible. S5 es un abierto d®?, entonces, de nuevo la Proposicith.8 nos
asegura la existencia de dos sucesiofig$, {Jn} de intervalos acotados de tales que
G = Un-1!n x Jn con lo que concluimos que

[0 (29

h3(G) = [Jh 2(nxd) = | [f‘l(ln) ng ()] € «.
n=1 n=1

Como las funciones d&? enR

(X,y) = X+Y,  (XY) —Xxy

son continuas, se deduce que las funciones obtenidas por composiciofedecéstas son
medibles, esto e6+gy fgson medibles.
Como las funciones d& enR

X— oX, X [X|P, xi—max{x,0}, y x— max{—x,0}

son continuas, deducimos qod, |f|P, f*y f~ son medibles.
Por altimo, sif no se anula, basta componer la funcién medibten la funcion continua
x+— 1 deR* enR para obtener la medibilidad de. .

Proposicion 11.5 (Estabilidad analitica de las func. medibles)Sea(Q, <) un espacio
medible. Si{ fn} es una sucesion de funciones medibles definiddk enmtonces se verifican
las siguientes propiedades:

i) El conjunto E={w € Q: {fn(w)} es mayoradg es medible y si dicho conjunto no
es vacio, la funcion fE — R definida por {®) = sup{ fn(®w) : ne N}, Vo € E, es
medible.

i) El conjunto E={w € Q: {fn(w)} es minorada; es medible y si dicho conjunto no
es vacio, la funcion fE — R definida por {w) = inf{fy(w) :n€ N}, Vo € E, es
medible.

iif) El conjunto E= {w € Q : limsupf,(®) € R} es medible y si dicho conjunto no es
vacio, la funcion f E — R definida por {w) = limsupfy(®), Vo € E, es medible.

iv) El conjunto E= {w € Q : liminf fy(w) € R} es medible y en caso de ser no es vacio,
la funcion f: E — R definida por f®) = liminf fy(®), Vo € E, es medible.

v) El conjunto E= {w € Q: {fn(®)} es convergentg es medible y si dicho conjunto no
es vacio la funcion fE — R definida por {w) =lim f,(»), Yo € E, es medible.
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Demostracion:

1) Esinmediato que

[oe]

E=J {weQ: fo(w) <m}|,
m=1 [n=1
y, por tantoE € «7. Por otra parte, supuesio# 0, para cada € R se tiene que

{weE: f(w)<a}= ﬁ{a)eE: fn(w) < a} =
n=1
=E[M1{owcQ: fao(w) < o}
es medible, de donde se deduce fues medible.
i) Apliquese i) a la sucesioh-f,}.
iii) El conjunto
F={weQ:{fy(w)} es mayorada
es medible por i). Es claro que Bi= 0, entonces tambiék = 0. Supuestd- #~ 0,
consideremos, para cada naturda funciong, : F — R definida por
On(w) =sup{ fx(@) : k>n}, Vo € F,
gue es medible por i). Es claro que

E={wecF:{gh(w)} es minoradgd

que es medible por ii). Supuedfo# 0 se tiene qué (w) = inf{gn(®) : n € N} también
es medible por ii).

iv) Apliquese iii) a la sucesioffn}.

v) Sean
Fi= {0 e Q:limsupfy(®) € R}
R = {0 cQ:liminf f,(0) € R},

conjuntos que son medibles (por iii) y iv)). Es claro quE;sh F, = 0, entonce& = 0.
Supuestd~ N, # 0, las funcioneg : F; — R definida porg(w) = limsupfy(w),
Vo € F1 y h: F, — R definida porh(w) = liminf fy(w), Vo € F, son medibles por
i) y iv), respectivamente. Entonces

E={ocFNR:g®)=hw)}=FNkRN(g-h({0})}

es medible y finalmente, supuegic# 0, comof(w) = g(w)(= h(w)),Yw € E, con-
cluimos que la funciérf también es medible.
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11.3. Funciones simples. Teorema de aproximacion de Le-
besgue.

Consideramos ahora las funciones medibles mas sencillas: las funciones simples. Sera
clave en la teoria el hecho de que cualquier funcion medible positiva es limite puntual de una
sucesion creciente de funciones simples positivas.

Definicion 11.6 (Funcion simple).Sea(Q,.«7) un espacio medible. Una funcién Q —
R es unafuncion simplesi es medible y su imagen es un conjunto finito, estcs@3) =
{ocl, ey ocm} para conveniente® € Ny ay,...,am € R. Claramente los conjuntos

A={ocQ:sw)=0a} (i=1,...,m),

son medibles y forman una particion @e La funcions se expresa entonces en la forma

m
S:i;aixAi.

Proposicion 11.7 (Estabilidad algebraica de las func. simplespea(Q,.<7) un espacio
medible. En el espacio vectorial de las funciones reales definidd3, ese verifica que el
conjunto de las funciones simples es el subespacio vectorial generado por las funciones ca-
racteristicas de los conjuntos medibles. Ademas si s y t son simples, entonces st es simple.

Demostracion:

Inmediata de la definicion, de la estabilidad algebraica de las funciones medibles y del
Ejemplo11.22. .

El siguiente resultado es uno de los maximos exponentes del “saber hacer'de
Lebesgue. Como ya hemos comentado, a diferencia de lo que se hace en la integral de Rie-
mann, en la que se subdivide el dominio de la funcidén para aproximarla por funciones esca-
lonadas, lo que se hara para la integral que pretendemos definir es subdividir la imagen de la
funcion para conseguir aproximarla por funciones simples positivas.

Teorema 11.8 (de aproximacion de LebesguefeanQ, «7) un espacio medible y:fQ —
[0, 0] una funcién medible. Entonces, existe una sucesion credisntele funciones simples
positivas que converge puntualmente a f(en

Si ademas f esta mayorada, entonces existe una sucesion creciente de funciones simples
positivas{sn} gue converge uniformemente a f @n
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Demostracion:
Fijadon natural, definimos

En:{a)eQ:ngf((o)}

y, parak=1,2,...,n2",

k—1 k
Enk = {w €Q: o < f(w) < ﬁ}
Como f es medible, los conjuntds, y E, i también lo son. Definimos entonces la funcion
simple
n2"

e kZl ?%E"*k +2E

(obsérvese que los conjuntos cuyas funciones caracteristicas aparecen en la definicion ante-
rior forman una particién d).
Probemos que la sucesieﬁan} asi obtenida es puntualmente creciente, es decir,

$n(@) < sha(w), VNneEN, Vo € Q.
Dado un naturahy @ € Q, entonces si € Ej, se tiene

n2n+1
Sh(w) =n= it S f(w),

Y, por tantos,(®) < sh+1(w). En otro caso, s € Ep, entonces al ser

[k—l k[:[Zk—Z 2k—1[ [2k—1 2k [

on ' on on+1 7 on+l on+1 7 on+l
0 bienw € En,12¢—1 0 bienw € Eq 1 2. En el primer caso
k—1
(o) = on T S1(w),

mientras que en el segundo

k—1 2k—-1
Sn(w) = on S onid T Sh1(@).

Veamos ahora que pamc Q se verifica
{s()} — f(w).
Seaw € Q y sean un natural tal qud (w) < n. Se tiene entonces que
1
s(w) < f(w) < sh(w) +?'

Asi, paran suficientemente grande, se verifica que

1

(11.3.1) O< f(0) —s(0) < 5.
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de donde se obtiene la convergencia anunciada.
Finalmente, si ademd&sesta mayorada, tenemos que

dneN : Ep,=0, Vn>m,

con lo cual del1.3.1deducimos que
0<f(w)—s(w) <=, VYoeQ, Vn>m

Hemos probado que en este caso la convergencia es uniforme. .

11.4. Integral de funciones simples positivas.

En el caso en que dispongamos de una megligabress, hay una forma natural de defi-
nir la integral de una funcién simple positiva. Comprobamos en primer lugar que la definicion
gue daremos de integral es independiente de la expresion de la funcién simple que elijamos.
Supongamos que se da la igualdad

m

n
ZaixAi = z ﬁjXij
. =

dondemneN, 0< o4, Bj < 4o Vi,j y {A1,...,Am},{B1,...,Bn} son dos particiones de
Q en conjuntos medibles, entonces comprobaremos que se verifica la igualdad

ZOQ.U Z Biu(Bj).

En efecto, usando que la medida es aditiva y que si para ciertos indicas verifica que
A NBj # 0, entonces evaluando la funcion simple en esta interseccion sedjieng;,
obtenemos

m m

i;aili(Ai):i;aili<Aiﬂ<UT )) ia.u( n_ 1A.ﬂB)>

—Za. u(AiNB;j) ZZa.uAﬂBJ

Zloc.u (AiNBj) =

j=1i

=2, 2, PinAng) = ZB’ 3 HANB) = 251“( maBiNA)) = 5 Fiu(ey
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Definicion 11.9 (Integral de una funcion simple positiva). Sea (Q,<7,u) un
espacio de medida. Si= S ; 0ixp : Q — [0,[, donde{Aq,...,Am} es una particion
de Q en conjuntos medibles, entonces se define la integral de la funcion sroptao el

elemento de0, «] dado por:
m
sdu =) ou(A).
s au 3 ana)

Proposicion 11.10 (Prop. de la integral de las funciones simples positiva§ea(Q, <7, i)
un espacio de medida. Sits Q — [0, [ son funciones simplesy € [0, ], entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

) Jo(s+t)du=Josdu+ [otdu.
i) Jo(as)du=oa fosdu.

ii) [sgt} = [osdu < [otdu.

iv) Josdu =0si,ysolosi,s=0c.p.d.

Demostracion:
Pongamos

m n
S= Zlai%Ai y t= z ﬁjXBja
i= =1
conm,n naturalesoy, ..., m,B1,...,Bn € [0,0[ y {Aq,...,Am},{Bs,...Bn} particiones de
Q en conjuntos medibles.

1) Esclaro que
{ANBj:1<i<m1<j<n}

es una particiéon d€ en conjuntos medibles (algunos de los cuales pueden ser el vacio
y por tanto se pueden suprimir). Se tiene que

n
S+t= Zz (o + Bj) XANB; -

Por tanto,
m n

Je+vdu=3 3 (@+huAne) -

m n

Z Zl H(ANB;j) +ZI3JZIJ (AiNBj)
i1 ]

Usando que los conjuntd®y,...,Bn}, {A1,...,An} son particiones d@ y la aditivi-
dad de la medida se tiene que

> HANCB) =p(A), 5 H(ANB) = k()
j=1 i=
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Usando estas igualdades validas parail< m,1 < j < n, se obtiene que

/(s+t)du:/sdu+/tdu.
Q Q Q

i) Se tiene que
/Q(ocs) du:i;aoqu(Ai):ai;oqu(Ai):a/Qs du.

iii) Comos <t por hipétesis, entonces @i € Aj N Bj # 0 tenemos que
s(w) = 05 < Bj =t(w). Por tanto

/Qsdu:O@iZlociu(Ai):O@oqu(Ai):O,l:1,...,m<:>

OC|:0
0 1<i<m &s=0 c.p.d.

De la proposicion anterior se deduce que

/ sdu= max{/ tdu :t simple positivat < s} .
Q Q

Podemos, por tanto, extender la definicién de integral de la siguiente forma:

11.5. Integral de una funcion medible positiva.

Definicion 11.11 (Integral de una funcion medible positiva). Sea (Q,</,u)
un espacio de medida. $i: Q — [0,][ es una funcion medible, se define la integral de
f como el elemento di, «] dado por

/ fdu ::sup{/sdu: s simple,0 <s< f}.
Q Q
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El siguiente resultado junto con el Teorema de aproximacion de Lebesgue permiten obte-
ner comodamente las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas.

Proposicion 11.12.Sean(Q, <7, ) un espacio de medida y:fQ — [0, [ una funcion
medible. Si{sn} es una sucesioén creciente de funciones simples positivas que converge pun-

tualmente a f ef2, entonces
/ fdu:Iim/sndu.
Q Q
Demostracion:

De la definicion de integral para funciones medibles positivas se deduce que

/sndug/ fdu, VneN,
Q Q

Iim/sqdug/fdu.
Q Q

Para probar la otra desigualdad, sema funcion simple positiva cax< f y sea O< p < 1.
Para cada naturaldefinimos

Fni= {a) €Q:x(w) > ps(w)}.

y, por tanto,

Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles tgf que, = Q. En efecto,
para cadaw € Q, se tiene

flo)=0 = o ek
flw) >0 = ps(w)<f(ow)(p<l) =dIneN:wek,

Supuesto que= S ; axxa,, para cada naturalse verifica que

m m
pzakuAkﬂFn ZpakuAkﬁFn)
(11.5.1) k=1 k=

/prFndué/squndMS/swdu,
Q Q Q

donde se ha utilizado la definicion &gy la monotonia de la integrdll.1Qiii). Para cada
ke{1,...,m}, {Akm Fn}neN es una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que

U (A F) = Ac

n=1

y por tanto se sigue de la propiedad de crecimiento continuoglee

(A = lim (AN Fy).
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Tomando limite cuando — o en11.5.1obtenemos que

Py oawp(A) <lim [ spdu,
> (A /.

es decir,

p/sduglim/sndu.
Q Q

Tomando ahora en la desigualdad anterior limite cugndel1 obtenemos que

/sduglim/sndu.
Q Q

Considerando por ultimo la arbitrariedadsieoncluimos que

/fduglim/sndu.
Q Q

Proposicion 11.13 (Prop. de la integral de las funciones medibles positJea(Q, .o/, u)
un espacio de medida. Si,gd: Q — [0,0] son funciones medibles vy
a € [0,[, entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

) Jo(f+9)du=Jofdu+ [ogdu.
i) Jo(of)du=afqgfdu.
i) [f<o| = Jofdu<fogdu.
iv) Jo fdu=0si,ysolosi, f=0c.p.d.
Ademas si =g c.p.d., entoncef, f du = [ g du.

Demostracion:

i) El Teorema de aproximacion de Lebesgue nos asegura la existencia de dos sucesiones
crecienteqs,} y {tn} de funciones simples positivas cfg}  f y {tn} ./ 9. En con-
secuencig s, +tn} es también una sucesion creciente de funciones simples positivas
con{sn+tn}  f+9g. Envirtud de la proposicion anterior se tiene que

/Q(f+9) duzlim/Q(anrtn) du =

:|im/sndu+|im/tndu:/ fdu+/gdu.
Q Q Q Q

i) Esinmediata de la definicion.
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iif) Sis:Q — [0,0[ es una funcion simple ca< f, entonces < g, y por tanto

/SWS/QW-
Q Q
[ fdus [gdu
Q Q

En el argumento hemos utilizado dos veces la definicion de integral de una funcién
medible positiva.

En consecuencia

iv) Sea{sn} una sucesion creciente de funciones simples positivas convergénte a

Supuesto qugg f du = 0, entoncesfy s, du =0, Vn € N, y en virtud del apartado
iv) de la Proposicioril.10ess, = 0 c.p.d., ¥n € N, de donde concluimos que= 0
c.p.d. (puedw € Q: f(w) # 0} C Upen{w € Q: sh(w) # 0}).

Supongamos ahora gqude= 0 c.p.d. Entonces, como0s, < f, se tiene que
$=0 c.pd, VneN,
luego
Lé*d“zq vneN

y por tantof, f du = 0.
Finalmente, como para cualesquiera dos funciones medibles positMase verifica

fF<[f-gl+g,

de los apartados iii) y i) anteriores se deduce que

/fdus/wf—mdu+/gdw
Q Q Q

Si suponemos qué= g c.p.d., entonces, teniendo en cuenta iv) deducimos que

/deS/ng
Q Q
/gdug/fdm
Q Q
/fdu:/gdu
Q Q

De igual forma

por lo que

Nota: De la ultima afirmacion se deduce que para calcular la integral de una funcién
medible positiva pueden ignorarse, si asi se desea, los valores que toma dicha funcién en un
conjunto de medida cero. Esto es, el conocimiento de una funcién medible positiva en algun
subconjunto medibl& de Q tal queu(Q\E) = 0, es suficiente para calcular la integral de
dicha funcion.
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11.6. Funcion integrable e integral.

Definicion 11.14 (Funcion integrable e integral de una funcién integrable)Sea(Q, <7, 1)
un espacio de medida. Diremos que una funcion medibl@ — R es integrable si la fun-
cion medible positivaf | tiene integral finita. Sf es integrable, entonces las funciorfesy
f~ son medibles positivas y tienen integral finita, puesto fjuec |f|y f~ < |f|, podemos

definir
/fdu::/ﬁdu—/fdu.
Q Q Q

NotaremosZ(u) al conjunto de las funciones: Q — R integrables, es decir,

Z(u) ::{f :Q%R:fesmediblecon/Q]f|du<oo}.

Claramente si una funcién medible positiva tiene integral finita, entonces ésta es integra-
ble y su integral coincide con la integral como funcion medible positiva (lo cual legitima
la notacion introducida). Mas generalmente, conviene observar gqug Bison funciones
medibles positivas tales que

/gdu<oo, /hdu<°° y f=g-h,
Q Q

fesu) v /Qfdu:/ggdu—/ghdu.

En efecto, es claro qUé| es medible y las propiedades de la integral de una funcion medible
positiva nos aseguran que

[Ifldu=[lo-hidu< [(g+hdu=[gdu+ [ hdu<e.
Q Q Q Q Q

Por otra parte, al sei" +h= f~ 4@, se sigue que

/f+du+/hdu:/f—du+/gdu,
Q Q Q Q
/fdu:/gdu—/hdu.
Q Q Q

entonces

yéen consecuencia

Proposicion 11.15 (Propiedades d&(u) y de la integral). Sea(Q,.<7, 1) un espacio de
medida. Si fg: Q — R son funciones integrableso/ es un nimero real, se verifican las
siguientes afirmaciones:

i) f+gesintegrable corig(f+0)du= o fdu+ [o0du.
i) af esintegrable corfy(af)du =a o f du.
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i) [f<o|= Jofdu<fogdu.

) [Jo f dul < fof] du.

Ademas si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces

f es integrable< g es integrable,

/fd,u:/gd,u.
Q Q

€n Ccuyo caso

Demostracion:

i) Puesto qud +g=(f"+g")—(f~ +g ), el resultado se deduce de la aditividad de
la integral para funciones medibles positivas y de la observacion hecha antes.

i) Sabemos quef es medible y que

[lafidu= [ lal|fldu=|al [ |fldu<e.
Q Q Q

y por tantoo f es integrable. Por otra partef = aft* — af—, por lo que sioc > 0 se

tiene que
/(ocf)du /(af+ du — / (af™

—a/f*du oc/f du = a/fdu,

mientras que si < 0, entonces

/Q(af)du=/g(—af‘>du—/Q(—af+) du =
=—a/gf—du+a/9f+du=a/gfdu.

iii) Se tiene que
ffr—f <g-g =f"+g <g'+f =

é/gl(f++g‘) du§/9(9++f‘) du =
/f+du+/g— dug/g+du+/f‘ du =
Q Q Q Q
= [ du- [ fdus< [ gtau— [ g du,
Q Q Q Q

/fdus/gdu.
Q Q

es decir,
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iv) Como|f| es claramente integrable-y| f| < f <|f|, los apartados anteriores nos dan

_/|f|du§/fd,u§/|f|dﬂ»
Q Q Q
‘/fdu'é/!ﬂdu-
Q Q

Finalmente sif,g son medibles e iguales c.p.d., entondgs= |g| c.p.d. y la Proposi-

cion 11.13garantiza que
L1f1du= [ gl du,
Q Q

lo que prueba qué es integrable si, y sélo si, lo gsPor otra parte, comd —g| =0
c.p.d., sif y g son integrables, entonces concluimos que

‘/fdu—/gdu‘=)/(f—g)du‘§/\f—g\du=0,
Q Q Q Q

donde se ha aplicado nuevamente la Propositioh3 .

es decir,

Nota: De la dltima afirmacion de la proposicién anterior se deduce que para estudiar
la integrabilidad, y el valor de la integral cuando proceda, de una funcién medible pueden
ignorarse los valores que dicha funcién toma en un conjunto cualquiera de medida cero.

Proposicion 11.16.Sean (Q,<7,u) un espacio de medida, E &/, ECD C Q vy
f : D — R una funcion. Entoncesgfe £ (ue) si, y solo si, fe € £(u), en cuyo ca-

SO
/ fle due =/ fxe du.
E Q
Demostracion:

Sabemos quée es medible eriE, @) si, y solo si,f ye es medible erfQ,.«7), por lo
gue para la demostraciéon daremos por supuesta la medibilidad de ambas funciones.
Supongamos en primer lugar que<0f. Tomemos una sucesion creciente de funciones
simples positivags,} que converge puntualmentd ge. Es claro entonces qL{esn|E} esuna
sucesion creciente de funciones simples positivas definidesgeie converge puntualmente
a fig. Por la Proposiciéril.12aplicada a las funcionefse y f xe tenemos que

/ fle dIvLE:”m/SnE due y / fxe du=lim/ Shxe du.
E E Q Q
Observemos que para cada N se verifica que

s(w)=0, Vo eES,

luego si

3

Sh= Ok XA
K=1
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para convenientes € N, a,...,0m € [0,0[ y {Aq,...,Am} particion deQ en conjuntos
medibles, necesariamente ha de ocurrir que

=0, sil<k<my ANE®+£0,

luego
m
> oxpe(ANE) = Zaku

K=1
y, por tanto

/Sn|E due z/ ShxE du.
E Q

Ahora, de las anteriores expresiones se sigue que

/ fle due :/ fxe du,
E Q

de donde se obtiene el enunciado. Finalmente, pawbitraria, aplicando lo anterior |d|
obtenemos que

[ Iteldue = [ |fle due = [ |flxe du= [ [fxeldu,
E E Q Q

fle € Z(ue) < fre e Zuw).
Ademas, es ese supuesto, dado que

por lo que

f\E—f|E fe Y fxe=f"xe—f xe

de nuevo aplicando lo anteriorfa y f~ obtenemos que

/f|E d[,LE:/fEduE—/ﬁE duE:/ e du—/ e d,u:/ f e du.
E E E Q Q Q

Definicion 11.17 (Integral de func. en conjunto medible y definida c.p.d.)SeanQ, <7, 1)

un espacio de medid®, c Qy f : D — R una funcion. SE € .« conE C D, entonces se
dice quef esintegrable en Esi se verifica qué e es una funcion integrable en el espacio de
medida(E, o, ug), y en tal caso definimos iategral de f en Epor

/fdu ::/ fie die.
E E

En virtud del resultado anterior este concepto se puede también expresar en términos del
espacio de medida inicial. En efectoes integrable ek si se verifica quéd yg es integrable
en el espacio de medid®, <7, 1), y en tal caso la integral deenE viene dada por

/fdu:/ f e du.
E Q
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Una funcionf definida c.p.d. e es integrable si lo es en un conjunto mediBleon
1(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos

/fdu::/fdu.
Q E

Esta definicidbn no depende del conjunto mediBleObsérvese que $ es cualquier
otro conjunto medible com(F¢) = 0 en el quef esté definida y sea integrable, entonces
fxe = fxr c.p.d. pues coinciden éanF (conf)y

u ((EmF)C> —u (ECUFC) <pu (EC> +u <FC> —0,

/fdu:/fxpdu:/fxEdu:/fdu.
F Q Q E

Proposicion 11.18 (Aditividad respecto del conjunto de integracidén).Sean
(Q,o/,u) un espacio de medida, @ Q y f: D — R una funcion. Si
E,F € & son disjuntos con EEF C D, entonces f es integrable enl& si, y sélo si, f
es integrable en E yen F, y en tal caso

/ fdu:/fdu-l—/fdu.
EUF E F

con lo que

Demostracion:
Puesto que

fxeur = fxe+ fxr,
de las propiedades de las funciones medibles se sigue inmediatamente que
f xeur es medible si, y solo sk xe y fxr son medibles.
En tal caso, de las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas se tiene

que
L ttrdu= [ |t du+ [ If1du.
EUF E F

f esintegrable eE UF si, y sélo si,lo es ez y enF.

de donde se deduce que

En ese supuesto, se verifica la formula del enunciado. .

Ejemplos 11.19.

1. Sea(Q,.<, 1) un espacio de medida. Entonces el espacio vecteganerado por las
funciones caracteristicas de los conjuntos de medida finita es un subespatio fle

Ademas . . .
oixe du =y oiu(E), VY aixe €F.
/Qi; I i; ! I i; I
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En efecto, es claro que Bi es un conjunto medible com(E) < o, entonces la fun-
cion yg, al ser medible positiva con integral acotada, es integrable y su integral es
Joxe du = u(E). El resto es consecuencia de la linealidad de la integral.

De hechoF es el espacio vectorial de las funciones simples integrables (jComprué-
bese!). En el proximo teorema comprobaremos que cualquier funcion integrable es
“aproximable” por funciones dE.

2. Sea(Q, .o/, 1) un espacio de medida:

i) Si f:Q — R es una funcion medible y existe: Q — R integrable tal que
|f| < g, entonced es integrable.

i) SIE€ o/ conu(E) <oy f:E— R es medible y acotada, entondess inte-
grable. En particular, toda funcién continua definida en un subconjunto compacto
deRN es integrable (respecto de la medida de Lebesgue).

En efecto, para probar i) basta tener en cuenta la monotonia de la integral para funciones
medibles positivas y la definicién de funcion integrable. Ahora ii) es consecuencia de
que|f| < Myg, dondeM es una cota dé.

Es obligado advertir, sin embargo, que el calculo de la integral de una tal funcion in-
cluso en las situaciones mas sencillas es todavia inabordable. La funcion

f(x,y) =x+y, V(xy)e€l0,1] x[0,1]

es un ejemplo de ello.

3. Si el lector conoce la integral de Riemann puede deducir inmediatamente que toda
funcion integrable en el sentido de Riemann es integrable y que ambas integrales coin-
ciden. En efecto, sedn, b] un intervalo compacto dR y f : [a,b] — R una funcién
integrable Riemann. No quita generalidad suponer gelefQpues en otro caso basta
tener presente que= f+ — .

Para cada naturalse considera la particion de, b

b

Pnz{xk:a+k k:O,l,...,Z”}

2n
y las funciones simples,, Ey : [a,b] — [0, +oo[ definidas por

on on
&= > M x/t FOxp  En= > M ,x(+ f(0)xb)
& &

donde park=1,...,2",

mg = inf(f([xk_l,xk])> y Mg= sup(f([xk_l,xk])>.
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Es inmediato comprobar que para cada natusa verifica que

2n
/ endA =1(f,R) = 5 Me(Xc—Xic1),
[a,b] k=1

2n
EndA = S(F,P) 1= S MO — Xk_1),
ay S(f,Pn) k; k(X — Xk—1)

y
en <ént1 < f <Epp1 <En

Si notamos
e=Ilime, y E=IlmE,,

se tiene quee y E son medibles y acotadas y el ejemplo anterior garantiza que son
integrables. Ademas la Proposicibh.12nos asegura que

b
/ ed?L:Iim/ qul:/ fx)dx=1lim [ Endi= [ Eda.
[a,b] [a,b] a [a,b] [a,b]
Consecuentemente la funcién medible posiEva e tiene integral cero y por tanto
e=E=1f c.p.d.

La Proposicionil.15garantiza qud es integrable y que

b
/ fda = edz:/ Edl:/f(x)dx
[a,b] [a,b] [a,b] a

El ejemplo anterior legitima la introduccion de la siguiente notacion. $eaifR un
intervalo de extremoa y B con—o < a < < +ooy f: | — R integrable (respecto
de la medida de Lebesgue). Entonces se usa la notacion

B
/ f(x) dx
o

para designar la integrg f dA.

Anélogamente cuando se consideran funciones integrabl®$' esu integral se nota
por

/ F(xa, . xn) d(Xa, - X0).
RN

4. El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el conjunto de las funciones integrables
(Lebesgue) es estrictamente mayor que el de funciones integrables segun Riemann. La
funcion f : R — R definida por

f(x):{ 0 six¢Q

X sixe@Q "’

es integrable con integral nula (pués= 0 c.p.d.) y, sin embargo, no esta definida en
un intervalo compacto, ni es acotada y sélo es continua en un punto.
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11.7. Densidad de las funciones simples eff(u).

Teorema 11.20 (densidad)Sea(Q, <7, 1) un espacio de medida. Entonces el espacio vec-
torial F de las funciones simples integrables es dens&®p ), es decir: dada una funcion
integrable f existe una sucesidr, } de funciones dE€ tal que

Iim/ If — fo| du = 0.
Q
Ademas se puede conseguir que

{fa} — f puntualmente ef.

Demostracion:
Seaf una funcién integrable, entoncé$ y f~ son también funciones integrables. Sean
{sn} Y {tn} dos sucesiones crecientes de funciones simples positivas tales que

{s}— 17 {ta}— 1"

(por ejemplo las dadas por el Teorema de aproximacion de LebésdgiieSabemos que

/f+du:|im/sndu y /f‘duzlim/tndu
Q Q Q Q

(Proposicionil.12. Pongamos para cada natumaf, := s, —t,. Es inmediato qué¢f,} — f.
Al ser
0<s <f*, 0<t,<f~ (neN),

concluimos que
Svyth€F, VvneN,

y, por tanto,f, € F, vn € N.
Veamos que

Iim/ If — faf dit = O.
Q

En efecto, para cada naturaese tiene que

/|fn—f\du=/|sn—tn—<f+—f>|dus/|sn—f+|du+/rtn—f|du=
Q Q Q Q

/f+du—/sndu+/ f‘du—/tndu,
Q Q Q Q

y basta tener en cuenta que la Ultima sucesion tiene limite cero. .

11.8. Referencias recomendadas.
[Jul, [Berd, [Gu7y [RU].
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11.9. Resumen del resultados del Tema 11.

Funcion medible.
Sean(X,.<)y (Y, %) espacios medibles. Una funcién X — Y se dice medible si

f1B)ew, VBe R

equivalentemente, sila condicion anterior se verifica para una familia de conjuntos que genere
la o-algebraz.

En el espacio medibl&RN,.#) cualquier funcion real definida mediante el uso de las
técnicas habituales del Analisis es medible.

Funcion simple.
Sea(Q, o7) un espacio medible. Una funciénQ — R es una funcién simple si es medible
y su imagen es finita, esto e$Q) = {a, ..., am}. Claramente los conjuntos

A={ocQ:s(o)=a} (i=1,...,m

son medibles y forman una particion @e La funciéns se expresa entonces en la forma

m
Szi;aixAi.

Teorema de aproximacion de Lebesgue.
Sean(Q,.«/) un espacio medible y :fQ — [0, o[ una funcion medile. Entonces existe una
sucesion crecientgs, } de funciones simples positivas que converge puntualmente &f en

Si ademas f esta mayorada, entonces existe una sucesion creciente de funciones simples
positivas{s,} que converge uniformemente a f @n

Integral de una funcion simple positiva.
Sea(Q, <7, 1) un espacio de medida. S$& ", aixa : Q — [0, [ es una funcién simple,
se define la integral decomo el elemento di, «| dado por:

/QS du :=ioqu(Ai)-

Integral de una funcién medible positiva.
Sea(Q, <7, ) un espacio de medida. $i. Q — [0, | es una funcion medible, se define la
integral def como el elemento di, «] dado por:

/fdu::sup{/sdu: s simple Ogsgf}.
o) Q
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Proposicion
Sean(Q, ./, i) un espacio de medida y:£2 — [0, [ una funcién medible. Sis,} es
una sucesion creciente de funciones simples positivas que converge puntualment@a f en

entonces
/fduzlim/sndu.
Q Q

Funcion integrable e integral de una funcion.
Sea(Q,«7,u) un espacio de medida. Diremos que una funcion medibl€ — R es
integrable si la funcién medible positivé| tiene integral finita. St es integrable definimos

la integral def por
/ fd,u::/ f+du—/ f~ du.
Q Q Q

Propiedades de la integral.
Sea(Q, .o/, 1) un espacio de medida. Sig: Q — R son funciones integrablesgy es un
numero real, se verifican las siguientes afirmaciones:

i) f+gesintegrable yo(f+9)du = Jofdu+ [o0du.
i) af esintegrable yo(af)du=oa/,f du.
i) [f <o = Jofdu<jpgdu.
V) [Jo fdul < Jolf|du.
Ademaés si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces
f esintegrable< g es integrable
en cuyo casgg f du = [ g du.

Integral de una func. en un conjunto y de una func. definida c.p.d.
Una funcionf definida en un conjunto que contenga a un conjunto medilde dice inte-
grable erE si fig es integrable efE, %, ug), en cuyo caso se define la integral lenE

por
/fdu ::/ fEd,uE:/ fyedu.
E E Q

Una funcionf definida c.p.d. el es integrable si lo es en un conjunto mediBleon
u(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos

/fdu::/fdu.
Q E
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Aditividad de la integral respecto del conjunto de integracion.
Sean(Q, .o, 1) un espacio de medid® C Qy f : D — R una funcion. SE,F € ./ con
ENF=0yEUF C D, entonced es integrable e& UF si, y solo si,f es integrable e& y
enF, encuyo casqg p f du = [g f du+ J¢ f du.

Teorema de densidad.
Sea(Q, <7, u) un espacio de medida. Entonces el espacio vectodallas funciones simples
integrables es denso eff(u), es decir, dada una funcion integralflexiste una sucesion
{fn} de funciones d€ tal que

Iim/ If — o dp = 0.
Q

Ademas se puede conseguir g} — f puntualmente ef.
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11.10. Ejercicios del Tema 11.

11.1 Sean(Q, <7, 1) un espacio de medidafy: Q — [0, o[ una funcion medible. Probar,
sin utilizar la Proposicioril.12 que

/fdu:0<:>f:0 c.p.d.
Q

Indicacion: Basta considerar, para cada natuadl conjunto
1
En ::{w €Q: f(w)> ﬁ}‘

Justificar queu(En) = 0,¥n € N y deducir, utilizando el crecimiento continuo de la
medidau, queu({w €eQ: f(w)> O}) =0.

11.2 Sean(Q, .o, 1) un espacio de medidafy: Q — R una funcién integrable. Probar que
f =0c.p.d. si, y sélo si,

/ fdu=0  paracad& € .
E

11.3 Sea(Q, «) un espacio medible. Probar que{di,} es una sucesion de funciones me-
dibles enQ, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1) ElconjuntoE=qw € Q5,1 fn(w) es convergentees medible y si dicho con-
2n>

junto no es vacio la funciéf: E — R definida porf (o) = Si_; fo(®), Vo €
E, es medible.

ii) El conjuntoE :{a) €Q:yp1fa(w)  esabsolutamente convergeptes me-
dible.

11.4 Sea(Q, o7, i) un espacio de medida. Dadhg),h: Q — R, probar que

I) Sif esintegrable yes medible acotada, entondases integrable.

i) Si f es medible yg,h son integrables cog < f < h, entoncesf es integrable
(toda funcién medible comprendida entre dos integrables es integrable).

iif) Si f es medible yg,h son integrables, entoncés/ (f Ag) ¥y hA(fVvg) son
integrables, donde las funcionés' gy f A g, se definen por:

(fvg)(@) =max{ f(@).0(@)} v (fAg)@)=min{f(0)gw)}

para todow enQ.
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Nota: El producto de dos funciones integrables no tiene por qué ser integrable. Mas
tarde daremos un ejemplo.

11.5 Sean(Q, <, u) un espacio de medida f/: Q — R medible con (X f < 1. Probar
gue existe una sucesi({rAn} de conjuntos medibles tales que

uniformemente eQ. Probar también que

@ 1
/Qfduznzﬁu(An)-

Indicacion: Para cada > 2 considerar la funcion™s, — s,-1), donde{sn} es la suce-
sion gue se construye en la demostracion del Teorema de aproximacion de Lebesgue.
Para probar la Ultima igualdad utilizar la Proposicidnl2

11.6 Sean(Q, <7, u) un espacio de medidafy: Q — R medible. Supongase qL{efn} es
una sucesioén de funciones medible<zlenR tal que para cada natunal

1
u({oea:f(o)# @)}) < =
Probar que{ fn} converge & c.p.d.
Indicacion: Para cada natural considérese

An:{a)eQ: f(o) £ fn(co)} y  Ba= A
k=n
SeaB = _, Bn. Probar queu(B) =0y que{ f,} — f enBC.

11.7 (*) Teorema de Luzin.
Seaf : RN — R una funcién medible. Probar que para cada posijexisteF ¢ RN
cerrado tal que
A(FS)<e 'y fr escontinua.

Indicacion: Probar el teorema para
i) Funciones simples (i es medible, tdmegg cerrado yG abierto tales qu€ C

AC Gy A(G\C) < ¢ y considérese el cerradd = CU (G®) que cumple que
A(FC) < ey (xa)r es continua.

i) Funciones medibles acotadas (considerar una sucesion de funciones simples que
converja uniformemente & (Teorema de aproximacion de Lebesgue)).

iif) Funciones medibles (componkron un homeomorfismo de sobre] — 1, 1).
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11.8 SeaCoo(RV) = {f : RN — R: f es continua de soporte compaktdonde el sopor-
te def es el conjunto

sop (f) ={xeRN: f(x) #0}.
Probar que

) Sif e Coo(RV), entonced es integrable.

i) (*) Una funcionf : RN — R es medible si, y sélo, existe una suces{dp} en
Coo(RN) tal que{ f,} — f c.p.d.

Indicacion: Para cada € N aplicar el Teorema de Luzin para obtefgrz RN cerrado
conA(FS) < 2—1n y fir, continua. Aplicar ahora el Teorema de Tietze (una funcion real
continua definida en un cerrado se puede extender de manera continuaR{jodo
Ademas si la funcién es acotada, entonces la extension puede ser elegida con la misma
cota a la funcion continugg, para obteneg : RN — R continua tal que

1
A ({x e RN : f(x) # gn(x)}> < on
Para cada, seap, una funcion continua con€ ¢, < 1 verificando

1 si xeB(0,n)
on(X) = (Lema de Uryshon, Ejercici®.16)
0 si x¢B(0,n+1)

Por dltimo para cada seafy, := gn¢n.

11.9 (*) Teorema de Egorov.
Sean(Q, <7, i) un espacio de medida{yfn} una sucesion de funciones mediblegen
gue converge c.p.d. & Dados un conjunt& de medida finita y un positive, probar
que existeA C E medible tal quel(A) < ey {fn} converge uniformemente faen
E\A

Indicacion: Parak,m € N definir

00

Exm:= {we E:|fa(w)— (o) > %}

n=m

y probar que lirg -« i (Exm) = 0. Sie > 0, para cad € N existemy € N tal que
1 (Exm,) < % . ConsideraA = i, Exm, Y probar que

nA) <e |fa(w)— f(@)] <

% Vo € E\A, n>my.
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11.11. Soluciones a los ejercicios del Tema 11.

11.1 Supongamos quf, f du = 0. Para cada natura) definimos
1
En .:{co €cQ: f(w)> ﬁ}'
Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles verificando que
U En:{a)e Q: (o) >o}.
n=1

Es claro que
1
ﬁxEn <f, VneN

y por tanto

1 1
—u(En):/—xEn dué/ fdu, VneN.
n Qn Q

Deducimos de esto que
w(En) =0, VneN,

y del crecimiento continuo de la medigaconcluimos que
u({a) eQ: f(w)> 0}) =0,

portanto f =0 c.p.d.

Nota: Aunque no se utiliza la Proposicidri.12 se utiliza la propiedad de crecimiento
continuo de una medida que es la base de su demostracion.

11.2 Es claro que st =0 c.p.d., entonceg: f du = 0, VE € /. Supongamos ahora que
Jg f du =0, VE € &/. Consideremos el conjunto medible

E::{wEQ: f(w) 20}.

Se tiene entonces
/f+du:/f+du:/fdu:o,
Q E E

y el ejercicio anterior (Proposiciéhl.13iv) nos asegura qué™ = 0 c.p.d. Analoga-
mentef~ =0 c.p.d., luegd =0 c.p.d.

11.3 i) Basta aplicar el apartado v) de la Proposicidrba la sucesion de sumas parcia-
les de la serie{zﬂz1 fk(co)}.



444 11. Integral asociada a una medida.

i) Basta aplicar el apartado v) de la Proposicidrba la sucesion

{kiuk(wn}.

11.4 i) |fg| es medible (Proposiciohl.4) y si |g| < K se sigue de las propiedades de la
integral de las funciones medibles positivas (Proposititi3 que

L If@) lg(@)  du < [ K[f(@) du =K | |f(0)| du <

1
g< f<h=|f|< gVl =3 (lgl+l+Ilgl-INll).
y f es integrable, ya que es medible y se verifica la desigualdad anterior.

iii) Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones medibles y de las funciones
integrables, las siguientes expresiones

fVQ:%<f+g+\f—g\), f/\g:%<f+g—\f—g\)

nos aseguran quev (f Ag) y hA (f vg) son medibles W gy hAg son inte-
grables. Basta ahora tener en cuenta el apartado ii) y las desigualdades

h<hv(fAag)<hvg, hAag<ha(fvg)<h
para concluir quéV (f Ag) y hA (f v g) son integrables.
11.5 Sea{sn} la sucesion creciente de funciones simples positivas que converge uniforme-
mente hacia que se construye en la demostracion del Teorema de aproximacion de

Lebesgue 11.8. La funcién medible positivas? s6lo toma los valore$0,1}, luego
es la funcién caracteristica de un conjunto medible. Llamamos

1
A= {weQ:Zsl(w)zl}:{weQ:ég f(a))<1}.
Paran > 2 se tiene que

L - 1
O0bien s(w)=s-1(®), Obiens,(w)=s-1(®)+ o
de donde se deduce que la funcién medible positiva
2"(sh—sn-1)

so6lo toma también los valord®, 1}, luego es la funcién caracteristica de un conjunto
medibleA,. Es facil comprobar que

2n—1

An= U{weQ:Zkzglgf(a))<2k}.

on
k=1 2
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La sucesién de sumas parciales de la serie
1
Z %XAN

n>1

equivalentemente
Sit+(2—s)+-+(Sh—S-1)+-,

esla sucesiérﬁsn} gue converge uniformementefa&nQ.
Finalmente la Proposiciohl.12nos asegura que

/Qfdu=lim /anduzlimkzlz—iu(AkF Z 2—];,N(An)-

11.6 Para cada natural consideremos
An :{a) cQ: f(w)# fn(w)}, Bn= | A
k=n

La sucesion{ Bn} es decreciente y

p(Bn) = u(kU Ak> < kiu(Aw < ki% = 2nll'

La propiedad de decrecimiento continuoidenos asegura que

n(B) = u(ﬁ Bn> =lim £ (Bn) < lim 2n1_1 =0.

n=1
Se tiene que
(A=)~ U(Un) - U(N) -
n=1 n=1 \k=n n=1 k=n
-UN@)=UN{eca:f@-= fk<w>}
n=1k=n n=1k=n
Asi

o c€B°=3ImeN:k>m, entonces f(ow)= f(w),

y en consecuencia hemos probado que

{fo(®)} — f(0), Yo € B.

11.7 Teorema de Luzin.
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i) SiAes medible, tomamdscerrado yG abierto talesquE CAC Gy A(G\C) <

ii)

11.8 Sea

¢ y consideramos el cerrado= CU (G®) que cumple qué (F¢) = 1(G\C) < ¢
Yy (xa)|F s continua (ec vale 1y erR\G vale 0 y ambos son cerrados, de donde
se deduce que la imagen inversa de cualquier cerraftfoadecerrada)

Sea ahora= Y ; oxxa. SeanFy,...,Fy cerrados tales quéxAk) - sea con-

tinua y/l(FkC) < 1+ El conjuntoF = F;N...NFy es cerradose es continua
y
A(FC) = A((FD)U...URD) SAFD)+... +A(FS) <.

Seaf medible acotada, entonces existe una suce@éh de funciones simples
gue converge uniformementefa(basta aplicar el Teorema de aproximacion de
Lebesgue &+ y 7). Pori)

€
vneN, 3F, c RN cerrado: A(FS) < o

SeaF=x_1 Fn, conjunto que es cerrado. Se tiene que

Y Syr, continua

A(FC) = ),(0 FnC) < iz(FnC) <e.
n=1 n=

SF €s continua, para todo

. = fir es continua
sy — fig uniformemente

Seag : R —] — 1,1] un homeomorfismo, por ejemplo

X
= — R.
o (X) 17N’ VX €

La funciongo f es medible acotada, luego por ii) exiteerrado tal qué (F¢) <
ey ¢ofig =(¢of)F escontinua. Pero entonces

fie=0"to(pofE)

también es continua.

Coo(RY) = {f:RN - R: f es continua de soporte compagtp

donde el soporte dées el conjunto

sop (f) ={xeRN: f(x) #0}.

) Sif e Cp(RN), probaremos qué es integrable.

La propiedad de compacidad nos asegura la existenda dé® tal | f| < M, con
lo que si sop(f) =K se tiene que

1| <Mk € Z(A).
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i) Ahora probaremos qué es medible si, y sélo si, existe una suces{dq} en
Coo(RN) tal que{ f,} — f c.p.d.
Es claro que si existé f,} enCoo(RN) tal que{f,} — f c.p.d., entonce$ es
medible (limite c.p.d. de medibles).

Reciprocamente, para cada N, si aplicamos el Teorema de Luzin, obtenemos

un cerradd, € RN conA(FF) < 5 y fir, continua. Usamos ahora el Teorema

de Tietze (una funcion real continua definida en un cerrado se puede extender de
manera continua a tod®"). Ademas si la funcion es acotada, entonces la exten-
sion puede ser elegida con la misma cota de la funcién confjgu@®btenemos

entonces una funcidg, : RN — R continua tal que

1
l({xe RN : f(x) # gn(x)}) < o
Para cada, seag, una funcion continua eRN con 0< ¢, < 1 verificando

1 si x € B(0,n)
Pn(X) = (Ejercicio2.16) .
0 si x¢B(0,n+1)

Por dltimo, para cada natura) definimosf, := gh¢n. Comprobemos qué, €
Coo(RN) y que{fy} — f c.p.d. En efecto, el Ejercicibl.6asegura quég, } — g

c.p.d. Six € RN es un punto de convergencia de esta sucesion, también lo es de
{fn} sin mas que observar quexsé B(0,m), entonces

n>m = fu(X) =gn(X).

11.9 Teorema de Egorov.
Parak, m € N, definimos

Eem:= {a)e E:|fo(0) — f(0)| > %}

n=m

Es inmediato que para cada natlaa sucesiér{ Ek,m} es decreciente y como

meN

[ee]

E\ ﬁ Ek,m: U (E\Ek,m) =
m=1

m=1

- U N{0eE: o)~ o)<+ sin>m)

m=1n=m

gue es casi todg (contiene los puntos don({e‘n} converge &, en consecuencia

u(E\ ﬁ Ek7m> = u(E),
m=1
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y al seru(E) < o, se sigue que

m=1
Comopu(E) < =, la propiedad de decrecimiento continuo nos asegura que
nI’IILnoo‘u (Ek’m) - O
Sie > 0, es claro que para calla N existemy € N tal que
€
Si notamosA = | Ji_1 Ex m, €s inmediato comprobar que

1
uA) <e y |fn(a))—f(a))|<E, Yo € E\A N> my,

pues

nA) <y 1 (Exm) < > % =&
k=1 k=1

E\A=E\ | Exm = () (B\Ekm,) =

k=1 k=1

ﬂ{meE () — (a))|<% si nzmk}.

k=1



Tema 12

Teoremas de convergencia

Es usual en Analisis Matematico trabajar con funciones que estan definidas como limite
(en algun sentido) de una sucesién de funciones. Es fundamental, por tanto, ser capaces de
deducir la integrabilidad de una tal funcién a partir del conocimiento de la integrabilidad de
las funciones que la aproximan y, en su caso, relacionar el valor de la integral de la funcion
limite con el valor de las integrales de las funciones aproximantes.

En esta leccibn obtendremos los teoremas de convergencia para la integral de
Lebesgue. El Teorema de la convergencia monoétona (TEN) y su primera consecuen-
cia, el Teorema de la convergencia dominada (T, nos permitiran, en condiciones
razonables, intercambiar el limite y la integral. EI Lema de Fai@u7), otra consecuencia
del T.C.M., nos proporcionara un resultado aceptable incluso careciendo de convergencia.
Probaremos también la complitud del espaéfgu) (12.9 lo cual nos permitira mostrar
como.Z(u) se puede obtener a partir Bgel espacio de las funciones simples integrables)
de igual modo que los numeros reales se obtienen a partir de los nimeros racionales.

Para la integral de Lebesgue BN disponemos de un subespacioEI®N) especial-
mente tangible: las funciones escalonadas. También disponemos de una clase especialmente
destacada de funciones: las funciones continuas de soporte compacto. Terminaremos la lec-
cion probando el Teorema de densidadl2que afirma que ambas clases de funciones son
densas en el espacif(1) de las funciones integrables BN

Recordemos que §0,.<7, 1) es un espacio de medidgy,} es una sucesién de funcio-
nes deQ enR, se dice qué f,} converge casi por doquies bien que{ fr(w)} converge para
casi todo puntaw de Q, si el conjunto de punto® € Q en los que la sucesioffy(w)} no
es convergente es de medida cero. En ese caso, dada una fargdéh enR, se dice que
la sucesior fy} converge caspor doquier af, o bien, que la sucesioffy(w)} converge a
f(w) para casi todw € Q (abreviadamentéf,} — f c.p.d. of (o) =lim fy(w), ctw € Q)
si el conjunto

{w e Q:{fn(w)} noconverge af (w)}
es de medida cero.
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12.1. Teorema de la convergencia monotona .

En 1906 el matematico italiano Beppo Levi publicé un interesante resultado sobre la inte-
gracion término a término de series de funciones positivas, una version equivalente de dicho
resultado se refiere a la integracion término a término de sucesiones crecientes de funciones
y es conocida como “Teorema de la convergencia monotona”.

Teorema 12.1 (convergencia monotona (TCM))Sea(Q,.«7, ) un espacio de medida. Si
{fn} es una sucesion monotona de funciones integrablel eerificando que la sucesion
de sus integrale$ | fn du} esta acotada, entonced,} convergec.p.d. a una funcion f

integrable e y
/fduzlim/ o dpt.
Q Q
Demostracion:

Sea{ fy} una sucesién mondétona de funciones integrableQ garificando que la suce-
sion de sus integrale{sfQ fn du} esta acotada. Supongamos en primer lugaf{dyfes una
sucesion creciente de funciones positivas yMea 0 tal que

/fndugM,VneN.
Q

Como las funcione$, son medibles, el conjuntpw € Q : lim fy(®) € R} es medible (Pro-
posiciénll.5v), y por tanto el conjunto

E:={wecQ: limf(w)=+ow}

también es medible. Probaremos qu&) = 0. FijemosK > 0 y para cada natural consi-
deremos el conjunto medible

En={0ecQ: fa(w)>K}.

Se tiene que
Ku(En):/ Kduﬁ/ fnduﬁ/fndusl\/l,
En En Q

M ., . . .,
y por tantou (Ep) < K Como la sucesion de funciones es creciente, entonces la sucesion de

conjuntos{ E,} también lo es, por tanto, por el crecimiento continuo de la medida sabemos
que

u (E_OJ En) =limu(Eq) < %

n=1

M o
ComoE C |J;_1 En, entoncest(E) < K De la arbitrariedad di, obtenemos qug(E) = 0.
Seaf : Q — R la funcion definida por

f(w) = OsiwcE
T\ lim fy(w) si @ € EC
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Comof =Iim fyxec, f es medible y claramentgf,} — f c.p.d. Probaremos que

/fduzlim/ f dp
Q Q

(y en consecuencia la funcidn= | f| sera integrable). Fijado< N el conjunto

{weQ: fo(®) # (faxee) (@)} ={w € Q: fo(®)(1— xec(w)) #0} =
En{weQ: fn(w) # 0}

es de medida cero fpxec < f. En consecuencia

/fndu:/fancdug/fdu,
Q Q Q

Iim/ fndug/ fdu.
Q Q

y por tanto

Para probar la otra desigualdad, sazma funcion simple positiva can< f y sea 0<
p < 1. Para cada naturaldefinimos el conjunto

Fri={wecQ: ps(w) < fa(@)}.

Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles tgf gue, = Q . En efecto,
siflo)=0=wek

sif(w) >0=ps(o)<f(w)(p<l) =3IneN: wek,
ques= Y., akxa.. para nada natural se verifica que

para cadaw € Q{ Supuesto

Py ok H(ANFN) = 3 p ot (AN Fn) =
(12.1.1) k=1 k=1

/psandMS/ fanndué/ fndu,
Q Q Q

donde se han utilizado la definicion ég y la monotonia de la integral. Para cakla
{1,...,m}, {AcNFn}nen €S UNa sucesion creciente de conjuntos medibles talgug AN
Fn) = A, y por tanto se deduce del crecimiento continuo de la medidme u(Ax) =
limp u(AxNF,). Tomando limite cuando — o« en12.1.1obtenemos en consecuencia que

m
P> o (A < lim / fn d,
K=1 Q

es decir

P /sduglim / I
Q Q
Tomando ahora en la desigualdad anterior limite cugndel1 obtenemos que

/sduglim / £ d.
Q Q
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Considerando por ultimo la arbitrariedadsleoncluimos que

/fduglim/fndu.
Q Q

Supongamos ahora qyd,} es una sucesion creciente sin ninguna otra limitacion. La
sucesion{ f, — f1} es también creciente y ademfas- f; > 0, ¥n € N. Como claramente la
sucesion{ [o(fn— f1) du} estd mayorada, podemos asegurar que

{fn— f1} —gc.p.d.

para una cierta funcion integraldey que

/gduzlim/(fn—fl) du.
Q Q

Definimos entonce$ = g+ f; y observamos quéf,} — f c.p.d. y que

/fdu:/(g+f1)duzlim/(fn—fl)du+/ f, dyt = lim / e
Q Q Q Q Q

Por dltimo, si la sucesioffy} es decreciente notemos que basta aplicar lo ya demostrado
ala sucesioj—fn} . En efecto, s{ —fn} — g c.p.d. corgintegrable y

Jgdu—=tm [ () du.
Q o)
entoncey f,} — f = —gc.p.d.y

|tdu= [ (~gdu=—[gau-

—Iim/ﬂ(—fn) di = —lim (—/an dyt ) =lim /an du.

Es conveniente codificar el siguiente resultado practico que sera utilizado en la prueba del
Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles pokiiZas

Corolario 12.2 (version préactica del TCM). Sean(Q, <7, i) un espacio de medida{yf,}

es una sucesién mondétona de funciones integrablg3® eerificando que la sucesion de sus
integrales{ [ fn du } estd acotada. Si fQ :— R es una funcién medible tal qyen} —

f c.p.d., entonces f es integrable €ny

/fduzlim/ £ dit.
Q Q
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Demostracion:
Por el Teoremd?2.1lexisteg: Q — R integrable tal que

(fa} — gopd. y /gduzlim/ 1 .
Q Q
Comprobemos qué=gc.p.d. Si
A={weQ: gw)=limfy(w)}y B={wecQ: f(w)=Imfy(o)},
entonced B € &7 y u(A%) = 0= u(B®). De la inclusion
ANBC{weQ: f(w)=9(w)},
se obtiene quéw € Q: f(w) # g(w)} € (ANB)¢ = A°UBE, y el primer conjunto, que es

medible, tiene medida cero. Comig g son medibles, y hemos obtenido que coinciden c.p.d.,
se sigue qué es integrable y su integral coincide con lagle .

Corolario 12.3 (teorema de la conver. crec. para func. medibles positivas TCC)Bea
(Q,«7,u) un espacio de medida. $in} es una sucesion creciente de funciones medibles
positivas e que converge.p.d. a una funcion medible positiva f, entonces

/fdu:Iim/fndu.
Q Q
Demostracion:

La sucesi(’)n{ Jo Tn du} es creciente. Si es acotada, el resultado se sigue del Corolario
anterior. Si no es acotada, entonces ligf, du = o y al verificarse que

/fndug/ fdu, vne N,
Q Q

deducimos que tambiéfy, f du = co. .

La dltima consecuencia inmediata del Teorelfial que resaltamos nos asegura la con-
tinuidad absoluta de una medida definida por integracion de una funcién medible positiva.

Corolario 12.4. Sean(Q, <7, 1) un espacio de medida y f una funcion medible positiva en
Q. Entoncey : .o — [0, o] definida por

v(E):/fdu,VEe;zf
E

es una medida absolutamente contimespecto det, es decir:

[Ee€o/,u(E)=0= v(E)=0.

Ademas si f es integrable, entonces: dads 0 existed > 0 de manera que (E) < € para
todo conjunto medible E cam(E) < o .
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Demostracion:
SeaE = U,y En, donde{E,} es una sucesion de elementos disjuntos/déObsérvese
que

fre="f Z XE, = Z f xen,

/fdu /fxEdu y

v(En):/E fdu=/QfxEndu

donde se ha utilizado que la integral extendida a un conjunto medible de una funcion
medible positiva coincide con la integral de la prolongacion por cer6 fieera de dicho
conjunto. Se tiene que

/fxEdu /Ilm zfxEk du =

n n 00 (o)
im | (kzlfxgk)duzhmk; |t du=3 |t du= 3 v(E)

donde se ha utilizado el Corolario anterior. Asés una medida. Por ultimo gi(E) = 0,
entonces el apartado iv) de la Proposicidn13nos asegura qug, f e du = 0, esto es,
v(E) = 0. Hemos probado quees absolutamente continua respgcto

Supongamos ahora quees una funcion integrable. Sea> 0. Para cada naturalsea
An={weQ: f(w) <n}.Setiene qué, € o7, Yne Ny quef ya, / f. El Corolariol2.2
garantiza que

fya d /fd.
/QXAnu/Q U

Existe entonces € N tal que [o(f — f xa,) du < g Tomamoss = % SiE € & con
u(E) < 6, entonces

_ fd:/f—f d /f d
/Eu E( xAn)u+ExAnu

£ )
< _ Z4n—=c¢.
_/Q(f fon)du+/Endu<2+n2n e

En la leccidn siguiente se vera un ejemplo que muestra que es esencial exifiseae
integrable para que verifique la tltima propiedad del corolario anterior.
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12.2. Teorema de la convergencia dominaday Lema de Fa-
tou

En la practica no siempre nos encontramos con sucesiones mondétonas de funciones, por lo
gue el TeoremaZ2.1no puede ser utilizado en tales ocasiones. Afortunadamente, la limitacion
gue impone la monotonia se suprime en el siguiente teorema de convergencia, que a cambio
exige la condicion de dominacion de la sucesion. La dominacion suele acaecer con frecuencia
y normalmente no es dificil su comprobacion.

Teorema 12.5 (convergencia dominada (TCD))Sea(Q, <7, 1) un espacio de medida. Sea
{fn} una sucesion de funciones integrables que convefgd.enQ a una funcion medible
f y supongamos que existe una funcion integrable g tal que

|fn| <g, cp.d., VneN.

Entonces f es integrable y
Iim/ If — faf dit = O.
Q

/fdu:Iim/fndu.
Q Q
Demostracion:

SeaE € o7 conu(EC) = 0 tal que para cada < E se verifica

En consecuencia

[fa(0)} — f(®) ¥ |fa(@)| < g(@), VNEN.

Para cada naturales|f, xg| < g xe Y en consecuencig xe| < g xe con lo quef xg es
integrable y, por tantadf es integrable.
Para cada natural seag, : E — R la funcion definida por

on(®) = sup{|f(@) — fi(@)| : k>n}.
Se tiene que & gn xe < 29 xe, con lo queg, xe, que es medible, también es integrable.

Como{gn xE} es una sucesion decreciente de funciones integrables positivas que converge
a cero, el Corolarid2.2garantiza que

Iim/ 9n xe diw = 0.
Q
Como|f — fn|xe < gn xe, YN €N, se tiene que

OS/ |f—fnldu=/\f—fn!xEdNS/gandu, vne N
Q Q Q

y por tanto concluimos que
Iim/ If — fo dpe = 0.
0
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Finalmente, al verificarse

‘/Qfd,u—/andli‘:‘/Q(f—fn)du’g/ﬁ’f_fn“ju’

se tiene en consecuencia que

/fduzlim/ o dpt.
Q Q

Nota 12.6.Si (Q, .o/, 1) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibilidad
de f en el teorema (véase el apartado v) de la Proposicidny el Ejemplo11.25).

Mostraremos seguidamente que, incluso careciendo de convergencia puntual de la suce-
sion de funciones, podemos conseguir un resultado del mismo tipo.

Teorema 12.7 (Lema de Fatou)Sea(Q,.<7, 1) un espacio de medida. S¢&,} una suce-
sion de funciones medibles y positivasetal que

Iiminf/ f it < oo.
Q
Entonces, existe una funcion f integrablet@tal que
liminf o= f cpd. y / fdugliminf/ e
Q Q

Demostracion:
Para cada natural consideremos la funciagy : Q — R definida por

On(w) =inf{fy(w): k>n}.
Se tiene que & gn < fi, parak > n, luego 0< [50n du < [, fx du, parak > n, y en
consecuencia € [o0gn du < inf{fQ fudu: k> n} y, por tanto,

Og/gndugliminf/ i dt < co.
Q Q

Como la sucesiokgn} es creciente, el Teoremi2.1nos asegura qufgn} converge c.p.d.
hacia una funcion integrabliey que [, f du = lim [ gn du . Hemos probado que

/fdugliminf/ e
Q Q

En el Ejerciciol2.2i) se da un ejemplo de una sucesion de funciones que cumple la
hipotesis del Lema de Fatou para la cual la desigualdad del enunciado es estricta.
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12.3. Teorema de la convergencia absoluta

Con frecuencia nos encontramos con el problema de integrar funciones definidas como
la suma de una serie de funciones (piénsese por ejemplo en las funciones definidas por una
serie de potencias). La conjuncién de los Teorefir#asy 12.5n0s permiten a continuacion
establecer un procedimiento muy natural para resolver este problema de integracion.

Teorema 12.8 (convergencia absoluta (TCA))Sea(Q, <7, i) un espacio de medida. Sea
> n>1 fn una serie de funciones integrables @ry supongamos que

W ALLITEE
n=1 Q

Entonces la serig ~; fn converge absolutamentep.d, existe una funcion f integrable en
Qtal quey )y ; fn= f c.p.d.y ademas

n
Iim/)f— fk’ du = 0.
Q kgl
En consecuencia

fdu = /fd.
/Q T n;Qnu

Demostracion:
Para cada € N, seaG, = Y _; | fk| . {Gn} es una sucesion creciente de funciones inte-
grables tal que

n o)
Gn du = /fd< /fd<.
| Gnau S Jwdusy [ifldu<e

El Teorema {2.1) garantiza, en consecuencia, la existencia de una funcion integsable
que{Gn} converge & c.p.d. Este hecho nos permite afirmar que la sggig f, converge
absolutamente c.p.d., esto es el conjunto medible

E={wecQ:  [fn(w)| <o}
n=1
verifica ququ(EC) = 0. Como toda serie absolutamente convergente es convergente podemos
definir la funcién medibld : Q — R por
S fn(w)sio e E
f(w) = ’
0 siw € EC

es decir,

n=1
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Como el conjunto mediblé¢w € Q: 53, fo(w) # f(®)} es un subconjunto d&°, se sigue
gue es de medida cero, y en consecuencia

fn=f c.p.d
&

Veamos que la funciém cumple las condiciones del teorema. Para ello consideremos la
sucesionF,} de funciones integrables €nhdefinida por

n
k=1

Obsérvese quér,} — f c.p.d. y que es facil comprobar gqi| < G c.p.d. ,¥n € N. El
Teorema (2.5 nos permite concluir qué es integrable y que

Iim/ If —Fa| du = 0.
Q

Por tanto,

n n 00
fd:I'/Fd:I'/ f)du = I /fd: /fd
Jyfau=im [ Fcu=iim [ (5 tdu=im 5 [ fcdp=5 [ tnon

12.4. Teorema de Riesz.

Los teoremas de convergencia precedentes culminan ahora con el siguiente resultado.

Teorema 12.9 (Riesz)Sea(Q,.<7, 1) un espacio de medida. S¢&,} una sucesion de fun-
ciones integrables ef tal que

es decir:
Ve>0, dme N: p,qzm:/|fp—fq|du<e.
Q

Existe entonces una funcién f integrable@mtal que

Iim/ If —fol dit = 0
Q

y existe, ademas, una sucesion paréigy ) } que converge.p.d.a f.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 459

Demostracion:
La condicion satisfecha pdrifn} permite construir una sucesion parcidln } de{ fn}
verificando

1
(12.4.1) /Q [fonit) — fom| i < o5, YN EN.

En efecto, definamos por induccién una aplicaenN — N de la siguiente formas (1)
es el menor de los nimeros naturddgmra los cuales se verifica que:

1 .
/ |fp— gl du < > siempre quep,q > k.
Q

Dadon € N supongamos definidas(1) < o(2) < --- < o(n) nUmeros naturales cumpliendo
que parg =1,2,...,nse verifica

/Q|fp— fql du < 2—11 siempre quep,q> o (j).

La condicion satisfecha pdif,} nos permite afirmar que el conjunto

1
{kEN: k>o(n)y /Q|fp—fq| du<m paraq,pzk}

no es vacio. Definimos(n+ 1) como el minimo de dicho conjunto. Es claro que la aplicacion
o es estrictamente creciente y ademas verifica las desigualtiade$
El Teoremal2.8garantiza entonces que la serie de funcignes F, definida por

Fi="sw1) » Frr=fomiy — fom), VNEN

converge c.p.d. a una funcidnintegrable er2 y ademas

|im/Q

Obsérvese qug_; Fx = f5(n), Vn € N. Por tanto{ f(, } converge c.p.d. &y

n
f_ ZFK‘ du = 0.
k=1

im [ |f = oo du =0,
Q
De esto ultimo deducimos que
Iim/ If — fol dpe = 0.
Q

En efecto, sea > 0y seame< N tal que

£ S
[p,qzm:\»/9|fp—fq!du<§] y [n2m=>/glf—fa<n>|du<§]-

Entonces para > mtenemos que

e &
/Q|f—fn|dHS/Q|f—fo(n)|dH+/9|fo(n)—fn|du<§+§:e
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donde hemos utilizado que< o(n), vYne N . .

La aplicacion|| - ||1 : £ (u) — Ry definida por

1= [ 7] du
Q

satisface claramente las propiedades

1. Jaf|jy = |a|||f||l1, Va € R, Vf € .£(u) (homogeneidad)
2. [f+dlls <|[flla+]9ll1, Vf,g€ Z(u) (desigualdad triangular)

La Unica deficiencia dg- ||1 (para ser una norma) es que puede||délh = 0 sin que la
funcion f sea cero. Este problema desaparece al considerar el ekpégipdefinido como
sigue

Li(u) =2 (u)/N(u)

dondeN(u) es el subespacio vectorial dé(u) definido por
N(u)={f:Q—R: f esmedibleyf =0cp.d.}.

En consecuencia,
f+N(u) =9g+N(u)

si, y sélo si,
f=gc.p.d,estoesp({weQ: f(w)#9(w)})=0.

En el caso de qu&Q, 7, 1) sea un espacio de medida completo la descripcioN(de es
mas simple:
Nu)={f:Q—R: f=0 c.p.d}.

Esencialmenté 1 (i) no es otra cosa que que el mismo esp&€iq) en el que se consi-
dera laigualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera|natural
se convierte en una norma kea(u) sin mas que definiff f +N(u)||1 = || f||1 (iCompruébe-
sel).

La convergencia respecto de la norfnd; se denominaonvergencia en medi&l Teo-
rema de Riesz proporciona la complitudldg it ).

Teorema 12.10 (complitud de L(u)). Sea(Q,</,u) un espacio de medida. Entonces
(L1(u),]-|l) es un espacio de Banach.

Ejemplo: El espacio de Banach(/4, || - ||1).
Consideremos el caso particular en gue- N, o = &(N), y u es la medida definida
por
(A) = numero de elementos de siA es finito
HY =1 o si Ano es finito
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paraA subconjunto d&. Entonces toda funcién (sucesion)N — R es medible. Calculemos
la integral dgx| parax: N — R. Como

Xa| 2y + 4 Xnl gy X,

el Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivgsnps dice
que

n
J by ot D] d = 3l f Xk
esto es,
X du=S x|
/N nzl
Asi, el espaciaZ(u) es el conjunto de las series absolutamente convergentes. Como sélo el
conjunto vacio tiene medida cero, en este caso no hay diferenciaLefrey -Z (1) pues

N(u) = {0}. Al espacioL 1(u) resultante lo notaremads. Una sucesiox: N — R esta en
{1 si, y solo si, la seri§ -1 [Xn| €s convergente, esto es,

Elz{x:N—ﬁR{: Z|Xn|<oo}.
=1

Ahora el Teorema de la convergencia dominddaZ) nos permite calcular la integral de
X € /1. En efecto, como

X1x{1} + XXy — %

Xa 21y + -+ Xoxgm] <X, YneN

concluimos que
n
/N[Xll{l} 4 Xnxm] du = k;Xk — /NX du,

esto es,
xdu =Y Xxp.
/N nzl

Finalmente el Teorema de Ries2(9 nos asegura que la norma
(o]
IX||1 := Z [Xn| VX € {1
n=1

es completa.
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12.5. Subespacios densos ef(RN).

Cuando tratamos la integral de LebesgueRéhpodemos considerar dos clases espe-
cialmente destacadas de funciones: las funciones escalonadas y las funciones continuas de
soporte compacto. Como anunciamos en la introduccion probaremos, como primera conse-
cuencia de los teoremas de convergencia, la densidé4n), | - |1) de ambas clases de
funciones.

Definicién 12.11.h: RN — R es una funcion escalonadaexistenm natural, oy, . .., 0m

reales d,..., Iy intervalos acotados tales ghse puede escribir de la forma
m
h="% o x,-
k
2

Es claro que el conjuntg(RN) de todas las funciones escalonada®&res un subespa-
cio del espacid(RN) de las funciones simples integrables y que

/h dA — g o V().
=1

Teorema 12.12 (densidad).

i) Elespacio vectoriaCoo(RN) de las funciones continuas de soporte compacto es denso
en(Z(4),] - 1), es decir, dada una funcién integrable f existe una sucegfghen
Coo(RN) tal que

lim || f— fy|[s=0.

i)y El espacio vectoriaE(RN) de las funciones escalonadas es dens@.€t{A), | - ||1),
es decir, dada una funcién integrable f existe una sucesfghenE(RN) tal que

lim || f — ||z = O.

Ademas se puede conseguir en ambos casos que la sucesion converja tamién

Demostracion:
Teniendo en cuenta el TeoremHl.20 bastard probar que dadds € .# con
A(E) < ooy £ > 0, existeg € Coo(RV)(resp.h € E(RV)) tal que

lxe —glla <& (resp. [lxe —hll1 <e).
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La regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un compacto

K C Etalqueld (E\K) < ¢

5 SeaG un abierto acotado tal queC G. La funciéng : RN —
R definida por

dist(x, RN\ G)

_ N
P = Gstx RV\ G) + distx k) ¥R

1 sixekK

0 six¢G’

una sucesion decreciente €go(RV) que converge ax. El Corolario12.2nos asegura que
. £ -

existem e N tal que||xk — ¢M|]1 < > Tomemog = ¢™. Se verifica entonces

es continua con & ¢ <1 yademasp(Xx) = { vx € RN . Es claro qug ¢"} es

lxe —9all < llxe —akll1+1xxk —9ll1 =A(E\K) +|lxk —9ll1 < €.

i) | La regularidad exterior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un abierto

GtalqueE Cc Gy A(G\E) < ; . La Proposicionl0.8 (de descomposicion canonica de un

abierto en cubos diadicos) nos asegura que existe una sugésiare intervalos acotados
disjuntos dos a dos tal gu& = |J;,_; In. Es claro que{ zﬂzlmk} es una sucesion creciente
enE(RN) que converge gg . ComoA(G) = A(G\ E)+ A(E) < » el Corolario12.2 nos

: £
asegura ahora que existec N tal que||xc — Siq 41/, < 5 Tomemosh= S, x, - Se
verifica entonces

lxe —hll1 < |lxe —xclli+ lxc —hlli=A(G\E)+ |lxc —h|l1 < €.

Ahora es clara la densidad @y(RN) y E(RV) en.Z (1) asi como que, para una
funcion integrablef dada, por el procedimiento habitual podemos construir una sucesion
{fn} en dichos espacios tal que

lim|f— fy|[s=0.

Aplicando a dicha sucesion el Teorema de Rié£z9 se obtiene una funcion integrabig
y una sucesion parcidlf; ) } de{ f} tales que

||f0— fn||1 —0 vy {fc(n)} — fo de

Como
[fo—f|| < |[[fo— fnllt+||fn—fllz, VNEN,

deducimos qué f — fo||1 = 0 y en consecuencifi= fy c.p.d. Asi la sucesion de funciones
{fo(n} deCoo(RN) (resp.E(RN)) verifica

If—fomlli—0 y {fom}— fcpd
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12.6. Resumen del resultados del Tema 12.

Teorema de la convergencia monoétona (TCM)Sea (Q, <7, i) un espacio de medida.
Si {fn} es una sucesion monétona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion
de sus integrales { [o fn di} estd acotada, entonces {fn} converge c.p.d. a una funcion f

integrable en Q y
/fd,u:lim/ £ dpt.
Q Q

Corolario (version practica del TCM). Sea (Q, .o/, 1) un espacio de medida. Sea { f,}
una sucesion monotona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion de sus
integrales { [q fn du} estd acotada. Si f : Q — R es una funcién medible tal que { fn} —
f c.p.d., entonces f es integrable en Q y

/fduzlim/ i dpt.
Q Q

Corolario (teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas
(TCC). Sea (Q, .o, 1) un espacio de medida. Si { fn} es una sucesién creciente de funciones
medibles positivas en Q que converge C.p.d. a una funcion medible positiva f, entonces

/fduzlim/ £ dpt.
Q Q

Corolario. Sean (Q, o7, i) un espacio de medida y f una funcion medible positiva en Q.
Entonces v : &/ — [0, | definida por

v(E):/fdu,VEG%
E

es una medida absolutamente continua respecto de UL , es decir:

[Ee€ o/ ,u(E)=0 = v(E) =0.

Ademds si f es integrable, entonces, dado € > 0 existe 8 > 0 de manera que v(E) < € para
todo conjunto medible E con u(E) < 6 .

Teorema de la convergencia dominada (TCD)Sea (Q,.<,1) un espacio de medi-
da. Sea {fn} una sucesion de funciones integrables que converge c.p.d.en Q a una funcién
medible f y supongamos que existe una funcion integrable g tal que

|fn| <g, c.p.d., ¥VneN.

Entonces f es integrable y

Iim/ If — fo| dpt = O.
Q
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/fdu:Iim/ o dit.
Q Q

Nota. Si (Q, <, 1) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibiliddd de
enel T.C.D.

Lema de Fatou.Sea (Q, <7, 1) un espacio de medida. Si { fn} es una sucesion de funcio-
nes medibles y positivas en Q tal que

En consecuencia

Iiminf/ f dpt < oo,
Q

entonces existe una funcion f integrable en Q tal que

liminf f,—f cpd. y /fdugliminf/ o dit.
Q Q

Teorema de la convergencia absoluta (TCA)Sea (Q,.o7, i) un espacio de medida. Sea
> n>1 fn una serie de funciones integrables en Q y supongamos que

S [ Ifol du < o
n=17x

Entonces la serie § 1 fn converge absolutamente c.p.d, existe una funcién f integrable en
Q tal que 5,4 fn = f c.p.d.y ademds

lim /Q

fdy = /fd.
/Qlinzlgnli

Teorema de RieszSea (Q, .o, 1) un espacio de medida. Sea {f,} una sucesion de fun-
ciones integrables en Q tal que

du =0.

n
f—y f
2"

En consecuencia

es decir:
Ve >0, dme N p,qzm:>/ |fp— fql du < e.
Q

Existe entonces una funcion f integrable en Q tal que

Iim/ If — fol die = O
Q

y existe, ademds, una sucesion parcial { f5 )} que converge c.p.d.a f.
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El espacio Ly (u).

Li(u) = Z(u)/N(u), dondeN(u) ={f: Q— R: f esmedibleyf =0 c.p.d.}
Esencialmenté 1 (1) no es otra cosa que que el mismo espd€iqe) en el que se considera
la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera fjatlurak
convierte en una norma én (i) sin mas que definif f +N(u)||1 = || f||1. La convergencia
respecto de la normg: |1 se denomin@onvergencia en media

Teorema de complitud de Ly (ut). Sea (Q, <7, it) un espacio de medida. Entonces (L1(), ||-
Hl) es un espacio de Banach.

Teorema de densidad.

i) El espacio vectorial Coo(RN) de las funciones continuas de soporte compacto es den-
so en (Z(A),||-||l1). es decir, dada una funcion integrable f existe una sucesion {fn} en
Coo(RN) tal que

lim |/ f— fyl[s=0.

ii) El espacio vectorial E(RN) de las funciones escalonadas es denso en (£(1),| - [|1).
es decir, dada una funcién integrable f existe una sucesién { f,} en E(RN) tal que

lim || f — ||z = O.

Ademas se puede conseguir en ambos casos que la sucesion converja también c.p.d. af.
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12.7. Ejercicios del Tema 12.

12.1 Sean(Q, <7, u) un espacio de medidéf,} una sucesion de funciones mediblef, g
dos funciones medibles. Probar las siguientes afirmaciones:

i) Si{fn} — fc.p.d.y{fn} — gc.p.d. Entonce$ =gc.p.d.
i) Si{fn} — fc.p.d.yf =gc.p.d. Entonce$f,} — gc.p.d.

12.2 Considerar las siguientes sucesiofigg de funciones reales de variable real

. 1 N
i) fn:%x[_mn] ;i) fn:nzx[ 1.

n+1°n

Estudiar en cada caso la convergencia puntual y compéirarf, con lim/ fy.

12.3 Sea(Q, <, 1) un espacio de medida c@n(Q) < « y sea{ f,} una sucesién de fun-
ciones medibles e que converge puntualmente a una funcféorSupongamos que
existe una constantd > 0 tal que| f,| < M, ¥n € N. Probar que es integrable y que

Iim/ If — fol die = O
Q

Dar un ejemplo mostrando que la hip6tesi€)) < « no puede ser suprimida.

12.4 Calcular lim[ f, para cada una de las siguientes sucesi¢figsde funciones d¢0, 1]

enkR:
nx

] 1+nx
1+nmx2

(L+x)n-

i) %Iog(x+ n)e ~*cogXx) ; iii)

)

12.5 Sea(Q,.«7, 1) un espacio de medida c(Q) < « y sea{ f,} una sucesion de fun-
ciones integrables e que converge uniformemente a una funcfofProbar quef es
integrable y que

Iim/ If — fo| die = O
Q

Dar un ejemplo mostrando que la hip6tesi€2) < « no puede ser suprimida.

12.6 Dar un ejemplo de una sucesion de funciones integrglilgstal que
|| fn”l S 15 \V/n € N

y que no tiene ninguna sucesién parcial convergente en media.
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12.7 Considerar la siguiente sucesion de intervaloRde

Il:[071] )
D02 b=
ol oo w23 -

Probar que la sucesié[rmn} converge en media a cero y no converge en ningun punto
de[0,1]. Obtener una sucesion parcial {mn} gue converja a cero c.p.d.

12.8 Sea(Q, o7, 1) un espacio de medidady un subconjunto denso e#f (i) (por ejemplo
F,Coo(RV), E(RN) cuando se consideran las funciones integrablé&™ynProbar que
paraf : Q — R medible equivalen las siguientes afirmaciones.

i) f esintegrable.
i) Existe una sucesiofif,} enA de Cauchy en media que converge c.p.d. a la fun-
cion f .

En cuyo caso se tiene ademas

/fduzlim/fndu.
Q

Se resalta la analogia con el método de Cantor de construccién de un modelo de nime-
ros reales a partir de los nimeros racionales.
Indicacién:Utilizar el Teorema de Riesz y el Ejercicl@. 1.

12.9 Para cada naturalsea
fn(X) = an sen(nx) + bp cognx), Vx € R,

donde{a,},{bn} son dos sucesiones de nimeros reales. Se supongfgue— 1
c.p.d. en0, 2x]. Deducir que la sucesiofian| + |bn|} no esta acotada.
Indicacion:Utilizar el Ejerciciol2.3

12.10 Probar que la sucesion de funcioddg} definidas por
fn(x) = sennx), Yxe R, Vne N

no tiene ninguna parcial que que converge c.p.dRen
Indicacidn: Si existiese una tal sucesion parc{zﬂg(n)} considerar la sucesiofgn}
definida para cadanatural

2
oh = (fo(n+1) — fo(n) Xjo.2n)-
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12.11 Sea(Q, <7, 1) un espacio de medidafye £ (u). Probar que
nu({weQ: |f(w)>n}) —0.

Si f no es integrable, ¢ es cierto la anterior afirmacién para funciones medibles positi-
vas? En caso negativo, dése un contraejemplo.

12.12 Dadaf € .Z(RN) definamos para cadac RN la funcion f, : RN — R dada por
fh(x) = f(x+h), ¥x € RN. Probar que lip_o [ |f — fn| =0
Indicacidén:Probarlo en primer lugar para funciones continuas de soporte compacto.

12.13 *Teorema de Lebesgue de caracterizacion las funciones Riemann integrabl&ga
f : [a,b] — R acotada. Entoncek es Riemann integrable si, y solo si, f es continua
c.p.d.
Indicacion:Para cada natural considerar la particion ¢ b

b—
Pn—{xk a+k

- 2. k=0,1,..,2"

y las funciones simples,, En : [a,b] — R definidas por

on on
&= M X 1xt FOxwpy » En= > M2, xt F(D)x0)
k=1 k=1

donde park=1,...,2",
me = inf(f([e-1.%[) ¥ Mic=sup(f (X1, %)
Probar que
) Jlap @ dA =1(f,R) ¥y JiapEndAd =S, ).
i) en<en1 < f<En1<Ey Vnel.
iii) Sie=Ilime,y E = limE,, entonces
a) f escontinua c.p.d. si, y solo €= E c.p.d.

b) Las funcione®y E son integrables y ademas

/ed/l/ dxy/Ed/l/ Xax [ end
a,b] a b

iv) f esintegrable Riemann si, y s6loBi=ec.p.d.
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12.14 * SeaG un abierto d&RN. Dada una funciérf integrable erG y un nimero positivo
€ existe una funciop de soporte compacto que admite derivadas parciales continuas
de todos los 6rdenes (€ C,(RN)), tal que sopp C Gy J5|f — | < &.
Indicacién:En virtud del Teorema de densidat?2(12apartado ii)) basta con aproxi-
mar la funcién caracteristica de un intervalo acotado contenid® gor una funcién
de C‘5°O(RN). Estudiar esta aproximaciéon en primer lugar en el ddse 1. En esta

. . , b—a .,
situacion observar que aib,6 € Rcona<by0<d < — entonces la funcion
¢ : R — R definida por

y(x—a)y(b—x
Y(X—=(b=9)) +1((a+8) —x) + y(x—a)y(b—x)

P(X) = ,VXER

1
dondey(x):{ 8 Xssilxx<>00 verifica las siguientes propiedades:

) ¢ € ChR).
i) sop () C [a,b].
iii) 0<(x) <1, VxeR.
iv) @(x) =1, Vxe [a+8,b—4).

V) ¢(X) =0, ¥x ¢ [a,b].
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12.8. Soluciones a los ejercicios del Tema 12.

12.1 Consideremos los siguientes conjuntos medibles
A={wecQ: {fi(0)} - f(0)}, B={ocQ: {fi(0)} — g(w)}
y D={wecQ: f(o)=9(w)}.

i) w(A®)=pu(B¢) =0= u((ANB)°) = 0. El resultado se sigue de gie)B C D.
i) pu(A®)=p(D¢) =0= u((AND)®) =0. El resultado se sigue de g&e1D C B.

12.2 Todas las funciones que aparecen es este ejercicio son integrables, de hecho son fun-
ciones simples integrables.

) fn= an —nn - {fn} — 0 enR (de hecho converge uniformemente).

/fnzl, Vnen ; /O:O;élzlim/fn.

Es facil comprobar que no hay monotonia ni acotacién. Se puede hacer direc-
tamente o bien pensando que en el caso de que existiera monotonia el T.C.M.
daria la igualdad y en el caso de que existiese acotacion el T.C.D. daria también

la igualdad. Este ejercicio muestra asimismo que el Lema de Fatou no se puede
aspirar a probar la igualdad.

i) fn=n? RN Afa} —0enR.
/fn_ o VneN ; /o Oyél—llm/fn

12.3 Las funciones constantes son integrables. En efecto la funcidn constantemenité igual

, M xq, es simple integrable con integral igualau (Q). El ejercicio es consecuencia
del T.C.D.

El apartado i) del ejercicio anterior muestra que la hip6teéf3) < « no puede ser
suprimida.

12.4 En todos los ejercicios se verifica qi&} — 0 c.p.d. Como no hay monotonia hay

que utilizar el ejercicio anterior para concluir que lirf, = 0. El problema estriba en
la mayorar las sucesiones.

) nx
1+ n2x2 ps
Og(l—nx)2:>0§nx§ 1+;X ,VneN:M:%
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i) % log(x+n)e ~*cogx)

(%)) < log(1+n) _ log(1+n)—log(1) <
< o o <

1
<= <1, (0<®<nVneN
Sipp b 0<t<mine

donde se ha utilizado el Teorema del valor medio.Msk 1.
1+nx

(L+x)"

1+nx< (1+x)", VneN=—=M=1.

ii)

12.5 Para todo naturat la funcion|f — f,| es medible. La monotonia de la integral para
funciones medibles positivas nos asegura que

LLu—mmygumﬂu—mm.

La sucesion{ || f — fn|| } €n[0,c] converge a cero por hipétesis. Sma N tal que
{IIf = fmllw} < 1. Comofq |f — fm| du < u(Q) concluimos quef — fr, es integrable
y en consecuencifi= fyn+ (f — ) también es integrable. Cor{dj f — fn[| } — O,
concluimos que

my/u—mmyzo
Q

El apartado i) del Ejercicio 12.2 muestra que la hipétagiQ) < « no puede ser su-
primida.

12.6 Se trata de dar un ejemplo de una sucesion de funciones integrables que sea acotada en
media y no tenga ninguna parcial converget& 1 ) es de dimension infinita).

fn - X[nJH_l[N, \V/n - N
Las funciones son simples integrables ¢dpl|s =1, Vne N y
p#Qq=|fp— fql = fp+ fq y en consecuencid f,— fgll1=2.

Asi {fn} no tiene ninguna parcial de Cauchy, luego no tiene ninguna parcial conver-
gente.

12.7 Se trata de dar un ejemplo que ponga de manifiesto que en el Teorema delRigsz (
la sucesion que converge c.p.d. tiene que ser una “sucesion parcial” de la dada. La
siguiente sucesion de intervalosge

11=1[0,1] ,
S NSER
ST B T
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estal que{l(ln)} — 0,y en consecuencigy, } converge er(,,%([o, 1)), |- ||1> acero.

Seax € [0,1]. Es obvio que& pertenece a infinitol, y no pertenece a infinitdg, asi la
sucesi()n{%ln} toma infinitas veces el valor cero e infinitas veces el valor 1 y por tanto
no es convergente. Por ultimo la suces{(’mzn} converge a cero c.p.d. (de hecho en

R\{0}).

12.8 i) = ii) Sea{gn} una sucesion eA tal que{gn} — f en(Z(u),||-||1). El Teorema
de Riesz (2.9 nos asegura la existencia de una funcién integrgldé que

{on} — g en (L)1) ¥ Hdom} — gc.p.d.

Es claro quef =gc.p.d. La sucesioffn} = {gsn)} cumple las condiciones de la
afirmacionii) (véase el Ejercicio 12.1)

ii) = i) Sea{fn} una sucesion verificandd). El Teorema de Riesz nos asegura que
existe una funcion integrabgetal que

{fa} —gen (,,Sf(‘u), |- Hl) y H{f(y(n)} — gc.p.d.

de donde se deduce del Ejercicio 12.1 que g c.p.d. Comof es medible concluimos
gue también es integrable. Por ultimo de

If = folla <[lg— falls+[[f —gll2, VneN

se deduce quéf,} converge en media iy en particular

/fdu:Iim/ e
Q Q

12.9 Un facil célculo nos da quﬁ)z” fa(X) dx= 0, ¥n € N. Como
|fa(X)| < |an| +|bn|, VX € [0,27], VN € N,

si, razonando por reduccion al absurdo, la suce§jas| + |by|} estuviese acotada se
podria aplicar el Ejercici@2.3y se llegaria a la siguiente contradiccion:

2n

2n 2
o7 = dx:/ lim fa(X) dx:lim/ Fa(X) dx= 0,
0 0 0

12.10 Razonando por reduccion al absurdo, si una sucesién pe[rft;@l)} convergiese
c.p.d., considerando la sucesion de funciones (Riemann) integrables

{on} = {(fc(n+1) - fo(n))z X[o,zn]}
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se tendria con un sencillo calculo que

2n
2
/gn(X) dx= /0 (fc(n+1)(X) — fc(n)(x)) dx=n+n71—-0=2%, VnEN,

{ser?x = #(, senpx sengx = %(COS(D— )X — COS(FH-CI)X)}
|On| <4 X020, VNEN

y el Ejerciciol12.3nos daria el siguiente absurdo:

27::Iim/gn(x) dx:/limgn(x) dx:/de:O.

12.11 Seaf € .Z(u). Para cada naturalseaA, := {®w € Q: |f(w)| > n}. Se tiene que
0<nya <|f], VneN.

Como{n xa,} — 0, el T.C.D. nos asegura que

o) ={ [ nzn,du} —o

La funcion f :)0,1]— R dada porf(x) = %,VX €]0,1] es medible positiva y sirve de
contraejemplo.
12.12 Dadaf € .Z(u) definimos para cadac RN la funcién f, : RN — R dada por
fn(x) = f(x+h), ¥x € RN,

Probemos en primer lugar qig € .Z(u). Es inmediato que sisy} es una sucesion
creciente de funciones simples integrables que convefgeyadefinimos

D(x) = sh(x+h), vxe RN,

entonces la sucesié{rﬂ} es una sucesion creciente de funciones simples integrables
que converge & y claramente

/ﬁ(X) dx= /Sn(X)dX, Vne N.

En consecuencia del T.C.M. se deduce §yes integrable y que

/fh(x) dx:/f(x) dx
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€

Seas > 0. El Teorema 2.12nos asegura que exigpec Coo(RN) tal quel| f — |1 < 3

Seah € RN y notemosp,(x) = ¢(x+h), ¥x € RN, Se tiene que
€
¢n € Coo(RN) y que || frh—gnll1 < 3
Asi 2
3
1= fhlla < [If = @lla+[Ifh—enlla+ 1@ —nlls < = + 1@ — @nll2.

Veamos finalmente que el dltimo sumando se puede controlar. En efecto, se puede
suponer quéh|| < 1 para conveniente norma &', Se tiene que

K={xeRN: dist(x,sop (¢)) <1}

es un compacto d&N verificando sop(¢), sop (¢n) = sop (@) —h c K. La conti-
nuidad uniforme de — ¢y, (Teorema de Heine) nos asegura la existencia de0 tal
que

€
[h| <6 = |l¢—¢nllo < m .

El resto es consecuencia de la desigualdad

[ 1900 = n(] dx< 19— nlle A(K).

12.131) y ii) son conocidas (véase el Ejemplo 10.19.3). Probamos iii):

Apartadoa), esto es
f escontinua c.p.d—=e=E c.p.d.

SeaZ]_ — U?]ozl Pn.

SeanZ; = {x € [a,b] : f noes continua er} y Z = Z;UZ,. Probamos que para
cadax € [a,b]\ Z se verifica que(x) = E(x). En efecto, sea > 0, existe § > 0 tal

te]x—8,x+8[N[ab] = |f(x) - f(t) <e

Es claro que existe un natumaly un intervalol deP, tal quel C]x— §,x+ §], con lo
que

0 < En(X) —€n(X) = Mk —m <
f(t) — f(tz) +& <[F(X) = f(ty)| +|F(X) - f(t2)| +& < 3,

para convenientds,t, € |. Hemos probado quex) = E(x).
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SeaZz={xe[ab]: ex) <E(X)} y Z?=2Z;UZ3. Seax € [a,b]\ Z'. Veamos
quef es continua er. Dadoe > 0 existe un naturai tal que Ep(X) — en(x) < €. Seal

un intervalo deP, tal quex elo, y sead > 0 tal que|x— d,x+ 8[C |. Se tiene entonces
que
te]Xx—90,x+ 8= |f(X) — f(t)] <En(X) —en(X) < €.

Apartadob). SeaM una cota d€f, esto esi—M < f(x) <M, V¥x € [a,b]. Es claro que

para cada naturales—M < e, < E, < M. Por otra partge,} y {En} son sucesiones
monotonas de funciones integrables que convergen puntualmentéearespectiva-

mente, y ademas

—M(b—a) < endi < endi <M(b—a).
[a,b] [a,b]

/ e di = lim / e, dA
[a,b] [ab]

/ edl = limli(f,Py)
ab

y en consecuencia el Teorema de Darboux nos asegura que

b
/ edd :/ f(x)dx.
[a.,b] L a

b
/ de:/ F(x)dx.
[a,b] a

Probemos finalmente iv). Acabamos de probar que

ElI T.C.M. nos da que

o lo que es lo mismo

De manera analoga

f esintegrable Riemann<— [ ](E—e) dA =0
a,b
lo que equivale, en virtud del apartado iv) de la Proposicion 10.13, a que
E = ec.p.d. que a su vez es equivalente, segun hemos probado en el apartado
quef sea continua c.p.d.

12.14 CasoN = 1:

b a+é b
/lx[a,b}—fp\z/ (1—<P)=/ (1—<p)+/ (1-9)<5+6=26.
G a a b—8

Caso generaBeal =11 x --- x Iy . Se tomap : RN — R la funcién definida por

(X1, XN) = @1(X1) - on(XN) ,
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dondegy, ..., @y son las funciones asociadaga .., Iy por el procedimiento dado en
la indicacion. Se tiene que

Ln—ol=[ 1@ <allix-xi)=a0fxx ).

donde
|((C|K Yy |(|k):|(||/()+26k (k:].,...,N).

Asi

A(lpx - xIn) = A(1] x -+ x 1) — 0 cuando § = max{éy,...,6n} — O.






Tema 13

Técnicas de integracion en una variable.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de LebesgReesto es, la integral
asociada al espacio de medidd.#,1). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares basicos que sostienen la teoria de la integracion, podemos ahora abordar la
cuestién fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una funciénf : 1| — R, dondel es un intervalo d&, es integrable y, en caso afirmativo,
calcular su integral. Es usual not#t(1) al conjunto de las funciones integrableslen

Es importante tener presente que el problema de integracion planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la funcién (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones caracteristicas de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la funcion sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integracion:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad fdaunque no el valor de la integral.
- Métodos que proporcionan la integrabilidad fdg el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la funcién sea integra-
ble.

El lector tendra cuidado en lo sucesivo de advertir con precision la informacién que cada
resultado proporciona al respecto.

13.1. Notacion y aditividad de la integral.

Notacion 13.1.Seanl unintervalo deR y f : | — R una funcion real. Al ser

X =x c.p.d.
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«, . . ’, . o
la funcion f es integrable ehsi, y solo si, lo es e, en cuyo caso

/fd)tz%fd/l.
| |

Este hecho nos permite considerar, a efectos de integracién, sélo intervétodedka
formaja, ] con
—o0 < a < f < oo,

Si f € Z(]a,B]) notaremosu integralpor

/Bf(x) dx

[0

/ﬁaf(x) dx::—/f f(x) dx

Conviene resaltar que la notacion es coherente con la ya utilizada para la integral de
Riemann

Es usual definir

El siguiente resultado es una herramienta indispensable en muchas demostraciones.

Proposicion 13.2 (Aditividad de la integral respecto del intervalo de integracion).

i) Sean f]o, B[— R una funcién yy €|a, B[. Entonces
fe2Ya.Bl) & feL o v) N2 (7. BD).

€n cuyo caso
B Y B
/ f(x) dx:/ f(x)dx+/ f(x) dx
o o Y

i) Seana,f,y € [—,+]Yy f:]a b[— R una funcion integrable, donde
a=min{a,B,y} yb=max{«,B,y}. Entonces

/jf(x) dx=/ayf(x) dx+/ff(x) dx

Demostracion:
i) Es un caso particular de la Proposicidh 18
i) La formula que se pretende demostrar es equivalente a

/ﬁ £() dx+/l:f(x) dx+/af(x) dx=0, (%)
o Y

férmula que es trivial si dos de los tres puntos que aparecen en ella coinciden, pues en tal
caso se reduce a

/:f(x) dx+/baf(x) dx = 0.

Ademas, si se permutan de cualquier forma los puntgsy v, el primer miembro de la
formula ¢) permanece 6 queda multiplicado pet. Ello permite suponer que < y < f3,
en cuyo caso la formula es cierta por el apartado i). .
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13.2. Teorema fundamental del calculo.

El teorema fundamental del célculo pone de manifiesto que la derivacién y la integracion
son operaciones inversas, esto es

X /
(/ f(t) dt) = f(x) para casitodo puntx €|a, ],
a
X
f(x) = f(a) +/ f’(t) dt paratodo puntx €]a, B].
a
Antes de concretar estas afirmaciones conviene introducir un concepto mas débil que el

de integrabilidad.

Definicion 13.3 (integrabilidad local e integral indefenida).Una funciénf :|ja, B[— R es
localmente integrablsi es integrable en cada intervalo compacto contenido.gfy. Fijado
un puntoa €], B[, se define lantegral indefenida de f de origengor

F(x) = /: £(t) dt, ¥x €]a, B[.

Es inmediato de la proposicion anterior que toda funcion integrable es localmente inte-
grable. Probaremos enseguida que la funcion

f(x) = )—1(, vx €]0,1]

es localmente integrable pero no integrable. También es claro que dos integrales indefinidas
se diferencian en una costante.

Es facil comprobar que toda funcién localmente integrable es medible. En efecto, sean
{an} y {bn} sucesiones de numeros reales del interj@l@ [ cona, < b,, Vn e N tales que
{an} v ay{bn} B, entonces xj,, 1, — f C.p.d. y es claro qué es medible, ya que cada
funcion f x5, 1] €s medible por ser integrable.

Resaltamos también que en virtud de la propiedad de compacidad las funciones continuas
son localmente integrables.

Teorema 13.4 (fundamental del calculo)Sea f:Ja,[— R una funcién localmente inte-
grable y sea &]a, B[ un punto fijo. La integral indefinida de f de origen a, esto es

X
F(x) = / £(t) dt, vVx €]a, B
a
verifica las siguientes afirmaciones:
1) Es continua.

i) Es derivable c.p.d. con’= f c.p.d. Ademas F es derivable en cada punto x del
intervalo]e, B[ en el que f es continua cor (x) = f(x).
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Demostracion.i) Seanx,x, €]a, B[ con {x,} — X. Vamos a probar quéF (xn)} — F(x).
Fijamosic,d] C|a, B[ tal que
X, Xy € [c,d], Yn e N.

Notamos por ultimd,, el intervalo de extremas x,. Se tiene que

F2n—0 , |f 2,/ <Ifl€Z([c,d]).

d
F ) —F (] = < [ 10 a0t
concluimos, en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teda®aque
{F(%n)} — F(X).

La demostracién de este apartado para funciones integrables Riemann es una consecuen-
cia inmediata de la acotacion de la funcibg de las propiedades de la integral.

Como
t) dt

ii) Supongamos qué es continua en un puntoc|a, B[. Dadoe > 0, la continuidad de
f enx nos asegura que exisée> 0 tal que

(Yelab], 0<ly=x<d)= [f(y)-f(¥)|<e

Para un tay se verifica

‘%—f(x)‘: TEet /ayf(t) dt—/axf(t) dt— (y—x)f(x)| =
‘yfx‘ /f (Ot (=X f (] = = X‘ /f dt—/f dt‘
5o (10-100) dt<F!/'f i< 2| oo =

donde se ha utilizado la aditividad respecto del intervalo de integracion (Propos&idn
Hemos probado que la funcidhes derivable ery queF’(x) = f(x).

Hemos demostrado este apartado para funciones continuas.

También es cierto para funciones Riemann integrables, ya que la fuh@ércontinua
c.p.d. en virtud del teorema de Lebesgue de caracterizacion de las funciones Riemann inte-
grables (Ejercicid.2.13.

Para funciones integrables (Lebesgue) la demostracion de este apartado es muy laboriosa
y requiere la presentacién de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Andlisis
Matematico.
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Teorema 13.5 (regla de Barrow).Sea f:]a, B|— R una funcién que admite primitiva, esto
es existe Gla, B|— R derivable tal que

G'(x) = f(x), ¥x€a, Bl.
Se verifican las siguientes afirmaciones
i) fesmedible.

i) Sif:]a,B[— [0,+], entonces

/[i £(x) dx = lim G(x) — lim G(x).

X—>ﬁ X—o

iif) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene limites (realexy gh, y

/B £(x) dx= lim G(x) — lim G(x).

o X*)B X—O

Demostraciéon.Seala, b| Cla, B[ fijo. Consideramos la sucesidi®G,} de funciones reales
definidas ena, b] por:

X
, VX € [a,b]

(13.2.1) Gn(x) := 1)
n

(simes un natural tal que+ = < 8y n > m, entoncex+ 1 €]a, B, ¥x € [a,b]).

Al ser G una primitiva def, es claro que
(13.2.2) {Gh(X)} — f(x), ¥x€ [a,b] .
Consideramos ahora dos sucesiof®g y {bn} en]c, B[ con

ah <bn, VneN, {an} \ a, {bn} B

Se verifica que
(13.2.3) f Xjanby — T -

) En virtud del3.2.2la funcion fj, ,, es medible como limite de una sucesién de funcio-

nes continuas, y en virtud de3.2.3la funcion f también es medible por ser limite de una
sucesion de funciones medibles.

Lo parte complicada de la demostracion de los apartadgsii) es la prueba de la que
nos atrevemos a bautizar comsgla de Barrow para intervalos compaci@sto es

(13.2.4) /b £(x) dx= G(b) — G(a), ¥ [a,b] C] &, BI.
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i) Supuesto qué3.2.4es valida para funciones medibles positivas] @€.3y del teore-
ma de la convergencia creciente para funciones medibles positivas (Coidld)icse sigue
que

bn B
G(tn) ~Glan) = [ " 0 dx~ [ 00 dx
esto es

/ " () dx= im G(x) — lim G(x)

Noétese que al séB creciente existen los limites

lim G(x) € [, +eo[ , lim G(X) €] — o, <o

y por consiguientd es integrable si, y s6lo si, ambos limites (que existen) son reales.

Finalmente la prueba de la igualda#.2.4es una facil consecuencia de la parte sencilla
del teorema fundamental del calculo (Teorea) si la funcionf es continua, en efecto

(F(X) — G(x))" = 0,vx € [a,b],

y por consiguiente ambas funciones se diferencian en una constante, que se calculay es igual
aG(b)).

También es una facil consecuencia del teorema del valor medi@siintegrable Rie-
mann.

En el caso de considerar funciones positivas generales empezamos probando que la fun-
cion f es localmente integrable. Para ello consideramos las funciones definita® enSe

tiene que
/abGn(x) dx=n (/ab G (x+%) dx— /abG(x) dx>
=n ( ::% G(x) dx— /abG(x) dx)

b+1 at}
=n A G(x) dx— G(x) dx

b+1 ath
gn( e dx—/a G(a) dx) _ G(b)— G(a),

donde se han utilizado la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el teorema
fundamental del célculo (Teorema.4).
Ahora el lema de Fatou (Teorerid.?) nos asegura que

b b
/ f(x)dxgliminf/ Gn(x) dx< G(b) — G(a).
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Finalmente vemos que la igualdad.2.4es ya una consecuencia del teorema de la con-
vergencia dominada (Teorerid.5. La funcionpositiva f[ es integrable y en virtud de

13.2.2

ab+i]

/: (G(1+ )— )dx—>/ F(x

y el resultado es ahora consecuencia de la siguiente cuenta ya conocida

n</:c;(x+%) dx_/abG(X)dX>:n<ai+G X) dx— /G )

n (/:ﬁ G(x) dx— /:JF%G(X) dx) . G(b)—G(a),

donde se han vuelto a utilizar la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el
teorema fundamental del calculo (Teorefrtad). Queda asi probada Ifia validez t&2.4
para funciones positivas.

iil) Supuesto probadE3.2.4para funciones reales, sg&|o, f[. Existem € N tal que
n>m= an<7y.
Paran > mse tiene que
109 dx=6(r) - G(an).
Habida cuenta que ’
{F2an} = Tt ¥ [T Xao| < If], NEN,
la integrabilidad def | nos permite utilizar el teorema de la convergencia dominada (Teorema

12.5 para concluir que
14
{/f dx}—>/ £(x) dx

En consecuencia la sucesif@(a,)} es convergente y

/yf(x) dx=G(y) — lim G(x).

X—o

Analogamente existe el limite dgenf y

x—f

/ﬁ £(x) dx= lim G(x) — G(y).
Y

Finalmente, la aditividad de la integral respecto del intervalo de integracion nos permite con-
cluir

/ﬁ f(x) dx= lim G(x) — lim G(x).

X*’ﬂ X—o

Como en el apartado manterior la prueba de la igualcad.4es también una facil si la
funcion f es integrable Riemann. Para funciones integrables (Lebesgue) es muy laboriosa y
requiere la presentacion de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Analisis
Matematico. Por ello nos limitamos a considerar la siguiente clase de funciones
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Definicion 13.6 (Acotacion local).f :]a, B[— R se dice localmente acotada si es acotada en
cada intervalo compacto contenidolen 3 |.

Es claro que toda funcion medible localmente acotada es localmente integrable. Obsérve-
se que toda funcion continua es localmente acotada.

Probamos finalmente, para estan funciones (no tan particulares), la regla de Barrow para
intervalos compactos . El teorema del valor medio nos asegura la existencia@e01 tal
queGp(x) = f(x+ %), con lo que para cadec [a, b] se verifica que

1Ga(X)] < [[aps 1/l € Z (2,1,

a7b+nl1

y se puede utilizar nuevamente el teorema de la convergencia dominada para concluir que

/bmmdwzemy—ea.

Es bueno resaltar que la ultima afirmacion es inmejorable en el sentido de que es cierta
siempre que tenga sentido formularse.

Por otra parte es claro que cualquier funcién que se obtenga sumahdoa funcion
constante es también primitiva deProbamos a continuacién que de esta forma se obtienen
todas las primitivas dé. En efecto, sH es otra primitiva def, entonces la funcié® — H es
derivable con derivada cero luego constante (teorema del valor medio).

Nota 13.7 (criterio de integrabilidad). Una funcion
fJa, Bl— [0, +oof

que admite primitiva es integrable, si, y solo si, su primit&/gene limites (reales) ea, 3.
En el caso de funciones integrableg o, B[— R, la condicion anterior es necesaria. Se
podria pensar aventuradamente que toda funcion

f]a,Bl— R

con primitivaG que tenga tiene limites (reales) enf es integrable. El siguiente ejemplo
pone de manifiesto que esto no es asi.

Ejemplo 13.8. Consideremos la funciéh: Rt — R definida por

sent

El teorema fundamental del calculo (Teore@a) nos asegura que la funci@: Rt —
R dada por

es una primitiva de la funciohenR ™.
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Como f(x) — 1 cuandox — 0 y el intervalo]0, 1] es acotado, podemos deducir que la
funcion f es integrable efD, 1], esto es, existe ligp,0 G(X). Para probar que también existe
limy_ 10 G(X) € R, basta con comprobar, en virtud del teorema de complitult,dgue si
{an} es una sucesion d&,+o|, con{an}  +, entonces{G(an)} es una sucesién de
Cauchy. Este hecho se deduce inmediatamente de la siguiente desigualdad: Para cualesquiera
a,be R con 1< a< bse verifica que

/bﬂd [_Coa}b_/bgdt L 1, a2
a t t Ja Ja t2 abatZ_a'

Si f fuese integrable, también lo seffd, lo que es imposible ya que

e 2 1 1
/ sert‘dt_z/ Isert\ t>z/k | sert| dt:;(l+—+---+ﬁ).

1 7'[: kTC 2
Es digno de resaltar que, utilizando técnicas de la integral de Lebesgue (teoremas de
Fubini, Tonelli, de la convergencia dominada y la integracion por partes) se prueba que

—dt=

Xsernt /+°° sernt
0 2

(ver Ejerciciol4.10).
O

Ahora la regla de Barrow (Teoren?®) nos permite discutir la integrabilidad y calcular
la integral en su caso de las funciones potenciales y de la exponencial.

Ejemplo 13.9 (Funcién potencial).Para cada real seaf, : Rt — R la funcion definida
por
fo(x) =x°, ¥xeR".

Entonces se verifica:
) f, & Z(RT), VpeR.
i) Sip eR*, entonced, € £(]0,B]) siy sélo si,p > —1, siendo

B p+1
/ XP dx = B
0 p+1

y, en particular,
1dx

0 VX
iii) SiaeR*, entonced, € £ (Ja,+oo[) si, y sélo si,p < —1,y en tal caso

~+00 p+1
/ ¥ dx—= —2
a p+1

=2

y en particular
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iv) Si0< a < B <+, entonced, € Z(|a,B]), Vp € R, siendo

ﬁp+l_ap+1 . 1
B T S P#ES
/ xP dx = )
o

Iog(%) si p=-1

f, es una funcién positiva y medible que, para cualquier pealdmite primitiva erR™

dada por
+1 .
X1 sl p#-1
G(x) = .
log(x) si p=-1
Puesto que
: [ = si p+1<0
l'LnoG(X)_{ 0 si p+1>0
y
. | 4o si p+1>0
xlirﬂmG(X>_{ 0 si p+1<0
el enunciado se sigue de la regla de Barrow. O

Ejemplo 13.10 (Funcién exponencial)La funciéonf : R™ — R definida por

f(x) =e X, Vxe R

~+00
/ e Xdx=1.
0

Es medible positiva y admite primitiva é" dada por

G(x) =—e %

es integrable y

13.3. Integracion por partes.

Otro método de calculo de integrales es la formula de integracion por partes.

Proposicion 13.11 (Férmula de integracion por partes)Sean wv :|a, B[— R funciones
derivables tales que’wy uv son integrables. Entonces existen

)!imxu(x)v(x) y Iirrll3 u(xX)v(x)

y se verifica

/B u(t)Vv(t) dt = lim u(x)v(x) — lim u(x)v(x) —/ u'(t)v(t) dt.

o X*}B X— o
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Demostracion:
uves una primitiva de la funciéuiv+uv que es integrable y en consecuencia el resultado
se deduce directamente de la regla de Barrrow (Teoré@a ( .

Hay que observar que la utilidad de la anterior formula depende de la habilidad que se
tenga para expresar el integrando en la forma adecuada.

13.4. Cambio de variable.

Los dos siguientes resultados tedricos de este apartado son particularizaciones para inte-
grales simples de los correspondientes para integrales multiples (Tedrédad.4.10.

Teorema 13.12 (Cambio de variable para funciones medibles positivasyean | y J inter-
valos abiertos de R, ¢ un difeomorfismo de claseg’ de | sobre J vy
f :J — [0,400] una funcién medible. Entonces

/ X) dx— /f (t)] dt.

Teorema 13.13 (Cambio de variable)Sean | y J intervalos abiertos d& ¢ un difeomor-
fismo de clas&™ de | sobre J y f J — R una funciéon medible. Entonces

feZQ) & (fog)l¢'|e2(),

/f X) dx= /f (t)] dt.

La practica del cambio de variable para funciones reales de variable real se resume en el
siguiente:

€n Cuyo caso

Corolario 13.14. (Férmula del cambio de variable). Sean—o < a < 8 < +o, f una
funcién real medible definida €, B[ y ¢ :Ja,b[—]a, B[ un difeomorfismo de clasé? .
Entonces

feZ(a,B]) < (fo9)9' € Z(]a,b[)

y en caso afirmativo vale la siguiente férmula del cambio de variable:

6 1p)
/f X) dx— /1 F(o(1))0'(t) dt.

(at)
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Demostracion.Es sabido que una funcion derivaljle]a, b|—|a, 8] es un difeomorfismo si,
y solo si,
¢'(t) #£0, Vtelab,

en cuyo caso es bien conocido (teorema del valor mediop@seestrictamente mondétona y
lo mismo le ocurre @ 1. Sélo se puede dar una de las siguiente posibilidades excluyentes
entre si:

1. ¢'(t) >0, Vt €]a,b.

2. ¢'(t) <0, Vt €]a,b.

Que se traducen en

1. |¢'|=¢", 0 Hat)=ay ¢ (B )=bh.
2. [¢'|==9¢, 0 HaT)=by ¢ }(B")=a.

La formula del cambio de variable es ahora consecuencia del teorema de cambio de va-
riable (Teoremd.3.13, sin mas que recordar que

(fog)l9'le Z(1) & (fop)¢' e 2(1).

El Ejercicio 13.0 contiene abundantes ejemplos en los que se puede aplicar esta férmula.

Nota 13.15. Utilizando el teorema fundamental del calculo (Teor€eiia) se prueba una
version mas general del teorema del cambio de variable donde solo se le exige a laguncion
que sea un difeomorfismo, es degift) # 0, Vt € I.

13.5. Criterio de comparacion.

En el estudio de la integrabilidad de una funcion localmente integfalile~ R definida
en un intervalol de R es decisivo el comportamiento de la funcion en los extremos del
intervalo. Puesto que sabemos que para caglk

f es integrable ehsi, y s6lo si,f es integrable ein] — o, c| y enl NJc,+oo],

se sigue que podemos centrar nuestro estudio en intervalos semiabiertos y, por una simple
cuestion de simetria, nos bastara con enunciar los resultados para intervalos de la forma:

[o, B[ con—o << f < +oo.

Es importante destacar que la idea que subyace en lo que sigue es la siguiente propiedad
elemental:
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Si f 11 — R es una funcién medible para la que existe una funcion g : | — R integrable
tal que |f| < g, entonces f es integrable.

El primer resultado muestra quefsk + y la funcion es acotada en las cercaniag de
entonced es integrable.

Proposicion 13.16.Sean—w < o < B < 4o y f: [a, B[— R una funcion localmente
integrable. Supongamos que existen [@, B[ y M > O tales que

[fl<M, vxelc Bl
(lo cual ocurre en particular si f tiene limite finito €3). Entonces f es integrable.

Demostracion:
Como f es integrable effier, c|] por hipotesis y es también integrable en3| por ser
acotada, concluimos quees integrable. .

Conviene resaltar que en esta proposicion es esgheiat-«, recuérdese que
T dx
/ —_— = +00 .
1 X

Ejemplos 13.17.

. - 1 : .
a) La funcion de]0,1] enR definida porx — sen)—( es medible (por ser continua) y al
ser acotada (pese a que no tiene limite en 0), es integrable.

b) La condicién no es necesaria. La funcion|@gl| enR definida porx — — o esta

VX

acotaday, sin embargo, es integrable de hecho

1
x_s
0 VX
0

Proposicion 13.18 (Criterio de comparacion) Sean-o < a < f < +oy f. g: [a, f[— R
funciones localmente integrables cofxp# 0, Vx € [, B[. Supongamos que

lim m =L.
x—p 9(X)
Entonces

i) SiLeR* fesintegrable si, y solo si, g es integrable.
i) SiL=0y g esintegrable, entonces f es integrable.

iii) SiL=+4ooy f esintegrable, entonces g es integrable.
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Demostracion:
i) Existec €]a, B] tal que

> <la60 <2IL|, WxelcpB]|

L[ f(¥)
%w

Y, en consecuencia,

Ll lg001 < 1100/ <2l o). e [e.pl

de donde se deduce qtiees integrable eft, B si, y solo si,g es integrable efc, 3[. Como
f y g son integrables ejm, c|, de lo anterior deducimos i).

ii) Existec €]a, B[ tal que

'# <1, Wxelcp|

9(x)

y en consecuencia
FO[ <lgl,  vxe[c,B]

de donde, supuestgntegrable, deducimos guees integrable eft, 3[. Comof es integrable
en|a,c] de lo anterior concluimos quiees integrable efw, .

f(x)

—’ > 1, Vxe[c B[y enconsecuencia

9(x)

[f ()] > lg(x), ¥x € [c, B]

i) Existe c €|a, B| tal que

de donde, supuestointegrable, deducimos quees integrable eft, . Comog es integrable
en|a,c] de lo anterior concluimos quges integrable efu, B|. .

Ejemplo 13.19.La funcionf : R — R definida por

f(x)= e ¥xeR,
es localmente integrable por ser continua. Por simetria, nos podemos limitar a estudiar su
integrabilidad erj0, | y basta comparar caT* que es integrablf, +-o[ (Ejemplo13.10

ya que

— e 0 cuando X — 4.




Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 493

13.6. Funciones definidas por integrales

En esta secciofQ, .o/, i) es un espacio de medida,un conjunto yf : C x Q — R una
funcion tales que

vt € C, lafuncion o — f(t,®) esintegrable e.

Se trata de estudiar propiedades de la fun&arC — R definida por integrales de la
siguiente forma

F(t) = / f(t,®) du ,Vt € C,
Q
a partir de propiedades de la funcibnConcretamente estamos interesados en dar condicio-
nes suficientes que permitan asegurar la continuidad, derivabilidad y el calculo de su derivada.

Teorema 13.20 (de continuidad de funciones definidas por integralespean(E,d) un
espacio meétrico(Q, .7, i) un espacio de medida y: £ x Q — R una funcién satisfaciendo
las siguientes condiciones:

i) Vvt €E, lafunciénw — f(t,®) es integrable ef.
i) Yo € Q, lafunciént— f(t,®) es continuaen E.
iii) Existe g Q — R integrable tal que

|f(t,0)] <g(w), Vt € E, Vo € Q.
Entonces la funcion FE — R, definida por

F(t):/Qf(t,w) du |

es continua en E.

Demostracion.Seatp € E y sea{ty} una sucesion e convergente &. Para cada natural
sead;, : Q — R la funcion definida por

Op(w) = f(th, ®), Yo € Q.

Por la hipétesis i) cad®, es integrable e, y la aplicacionw — f(tp, w) es medible (de
hecho también integrable). Por la hipétesis ii) se tiene que

{®n(@)} — f(to, 0), Yo € Q.
Por ultimo la hipétesis iii) nos asegura la mayoracion:

|Pn(0)| < g(w), Vo € Q.
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Asi el teorema de la convergencia dominada (Teor&f@ nos permite concluir que

Iim/QCDn(w) duz/Qf(to,a)) du,

{/Qf(tn,a)) du}—>/Qf(to,a)) du,

{F(tn)} — F(to)-

es decir,

o lo que es igual,

Teorema 13.21 (de derivacion de funciones definidas por integralesgean | un inter-
valo deR, (Q,.«7,u) un espacio de medida y:fl x Q — R una funcion satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) Vt €l,lafuncionw — f(t,w) es integrable elf.
i) Yo € Q, lafuncion t— f(t,w) es derivable en I.
lii) Existe g Q — R integrable tal que
‘%(t,w)‘ <g(w), tel, Vo Q.

Entonces la funcién FlI — R, definida por

FO) = [ fto)du,

es derivable en | con e
F'(t) :/ —(t,®) du, Vtel.
q ot

Demostracion.Seatp € | y sea{ty} una sucesion de puntos bdistintos deg y convergente
atp. Para cada naturaly para cadaw € Q, la funcionf (-, w), en virtud de la hipotesis ii), es
derivable en el intervalo determinado por los purgost,. El Teorema del valor medio nos
garantiza, en consecuencia, la existencia de un prdel intervalo abierto de extremas
y t, tal que

f(th,w) — f(to,w)| |Of
th—to = |5t Cm @)
La hipotesis iii) nos asegura ahora que
’ Ftn, ®) ~ {to, ©) ‘ < g(o), Yo € Q.

th—1to
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Si para cada naturalse defined, : Q — R por

f(th, 0) — f(to, ®)

CDn((x)) B th—to

)

obtenemos una sucesion de funciones integrabl€xs @ipotesis i), tal que
|Dn(0)| < g(w), Yo € Q.

Es claro que para cadac Q se verifica que
of
{(Dﬂ(w)} - E(tf): w)?

. af . .
y como como la funciorw — 5t (to, w) es medible (para cadac | la funcion w —

of : o . : :
E(t,w) es medible por ser limite de funciones medibles), el teorema de la convergencia
dominada (Teorem#2.5 nos asegura que dicha funcion es integrable y que

) - fow) [ ot
llm/Q tn_tO d»u’_/QE(t()uw%

es decir,
F(tn) — F(to) of

v te oot
o lo que es igual que la funcidn es derivable ety con

t07 (D),

F/(to) = /Q % (to, @).

Nota 13.22.El apartaddii ) de ambos teoremas, la mayoracion por una funcion integrable,
es la condicion mas dificil de verificar. A este respecto conviene resaltar que tanto la conti-
nuidad como la derivabilidad son propiedades locales, lo que facilita en ocasiones la tarea de
encontrar tal mayoracion. También un apropiado cambio de variable puede facilitar la tarea
de estudiar la continuidad y derivabilidad.

El siguiente ejemplo estudia una de las funciones importantes del Analisis.

Ejemplo 13.23 (La funciénl’). Seal : R™ — R la funcién definida por
—+o00
M) :/ Kle % dx
0

Probar que
i) I es derivable y dar una expresiéon de su derivada.

i) limi_ol (t) = +oo .
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En efecto: consideremos la funciédn R* x R* :— R definida por
f(t,x) =x"te X
Es facil comprobar (ver Ejercicidv3.3 que
te Rt = X te e ZYRT),

es decir, esta definida la funcion
+00
r) :/ Xle X dx, vt € R*.
0

Derivando respecto a la varialilese tiene que

df

ot

La dificultad, como ya hemos comentado, esta en comprobar la hipiiteslel Teorema
13.21: la existencia de una funcid@n: Q :— R integrable tal que

df

ot

(t,x) =X tinx e vt e RT.

(t,co)‘ <g(w), teR", Vo € Q,

viene en nuestra ayuda el caracter local. Sea® Tomemosx, 8 € R tales que
O<a<ty<p.

Comprobemos que dicha hipétesis se verifica par& =|a, B[xR*. En efecto, como
a—1<t—1<B-1=x"1< max{x“‘l,xﬁ‘l} <x0 1yt

se tiene que

df

ﬁ(tax)

=x"teX|Inx| < <x“*1+xﬁ*1> e X|Inx|, V(t,x) €]a, B[xRT,
con lo cual basta probar que
<x“‘1+xﬁ‘1> e ¥|Inx € Z}R").

En ]0,1] esta funcion se comporta combéInx que es facil comprobar (véase el Ejercicio
13.9 es integrable si, y s6lo sp, > —1. En[1, o[ se comporta comr~2 que es integrable.
En efecto

xPeXInx xPT2Inx xP*3 Inx 0 cuando x N
= = e — 00,
X2 ex e X

Por ultimo el caracter local de la derivabilidad nos asegura que la fuh@8rderivable con

~+o00
r(t) :/ X le™X Inx dx vt e R™.
0
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Veamos ahora el apartad9. Sea{t,} una sucesion de positivos decreciente a cero. Para
cada naturah consideremos la funciofy, :]0, 1[— R definida por

fa(x) = xn~le X,
{fn} es una sucesion creciente de funciones medibles positivas que converge a la funcién
f(x)=x"te™* vxel0,1]

gue es medible positiva pero no integrable (véase el Ejertitid. El Teorema de la con-
vergencia creciente para funciones medibles positivas (Cordlardpnos asegura que

1 1
/ xXn—le X dx / X e dx= oo
0 0
La afirmacion ii) es ahora consecuencia de la desigualdad

1
r(t) > / X le ™ dx vt e RT.
0

13.7. Continuidad absoluta

Proposicion 13.24.Sea f: [a,b] — R una funcion integrable, y F[a,b] — R la funcién
definida por

F(x):/axf(t) dt, ¥x e [a,b]

verifica que para cada > 0 existes > Otal que si{]a;, bi[}
n
subintervalos déa, b] disjuntos dos a dos coZ(bi — &) < 6, entonces
i=

i—1.2...n €S Un conjunto finito de

n
[F(bi) —F(a)] <e.
2
Demostracion.Seae > 0. Sabemos (ver Corolarit?.4) que existed > 0 tal que
[E C [a,b] medible conA(E) <é] = / |f(x)|dx < €.
E

tARRS}

Sea finalmentq|a;, bj[}i=12..n un conjunto finito de subintervalos de& b] disjuntos con
n n

Zl(bi — &) < 8. El conjuntoE = | J]a;, bi[ verifica que (E) < 8 y, en consecuencia,

= i=1
i_il|F(ba>—F(aa)I:é /:f(t) dt’sé/:u(mdt:/E|f(t)|dt<g_
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Definicion 13.25. Funcién absolutamente continua. Una funcionf : [a,b] — R se dice
absolutamente continua si para cada 0 existeé > 0 tal que si{]a;,bi[},_,, ,esun

conjunto finito de subintervalos da, b| disjuntos dos a dos cdp!_, (bi —a;) < J, entonces

3. 11(b)~f(a)] <.

Nétese que la condicion anterior proporciona para l la continuidad uniforme de la
funcion f. Sin embargo no toda funcion uniformemente continua es absolutamente continua.
La funcion singular de Lebesgu&((249 es uniformemente continua y no es absolutamente
continua como consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 13.26.Sea f: [a,b] — R una funcién absolutamente continua. Entonces f es
derivable c.p.d.en[a,b], la funcion f es integrable effia, b] y se verifica que

f(x)—f(a):/axf’(t) dt, vx e [a,b].

Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden
reconstruir a partir de su derivada.

La demostracion de este teorema requiere también la utilizacion de técnicas complejas
impropias de un primer curso de Analisis
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13.8. Resumen de resultados del Tema 13.

Teorema fundamental del calculo (TFC) Sea f o, B[— R una funcién localmente
integrable y sea a €|o, B[ un punto fijo. La integral indefinida de f de orige a, esto es

X
F(x):/ £(t) dt, ¥x €]a, B
a
verifica las siguientes afirmaciones:
i) Es continua.
ii) Es derivable c.p.d. con F' = f c.p.d. Ademds F es derivable en cada punto X del

intervalo |a, B[ en el que f es continua con F'(x) = f(x).

Es claro que dos integrales indefinidas se diferencian en una constante.

Teorema (Regla de Barrow) Sea f :]a, B|— R una funcién que admite primitiva, esto
es existe G :]at, B[— R derivable tal que

G = f(x), ¥ la, Bl
Se verifican las siguientes afirmaciones
i) f es medible.

ii) Si f o, B[— [0, 4], entonces

/ﬁ £(x) dx= lim G(x) — lim G(x).

x—f3 X—0Q

iii) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene limites (reales) en o, 3 , y

/B £(x) dx= lim G(x) — lim G(x).

x—f X—0

Cualquier funcién que se obtenga sumand® @na funcién constante es también primi-
tiva def y de esta forma se obtienen todas las primitiva$.de

Criterio de integrabilidad Una funcién f :Jo;, B[— [0, +oo]
que admite primitiva es integrable, si, y sélo si, su primitiva G tiene limites (reales) en
o, pB.

En el caso de funciones integrables f :]ot, B[— R, la condicion anterior es solo necesaria.

Formula de integracion por partes Sean u,Vv:]a, B[— R funciones derivables tales que
u'v y uVv son integrables. Entonces existen

)!i_rpau(x)v(x) y Iirrz3 u(xX)v(x)
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y se verifica

B | _ B
/a UtV (t) dt = fim u(x)v(x) — lim u(x)v(x) — / U ()v(t) dt.

X_>ﬁ X—O

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivaSean | y J interva-
los abiertos de R, ¢ un difeomorfismo de clase € de | sobre J y f : J — [0, +oo[ una funcién

medible. Entonces
/ X) dx— / F(o(t))[¢'(1)] dt.

Teorema de cambio de variableSean | y J intervalos abiertos de R, ¢ un difeomorfismo
de clase €' de clase €1 | sobre J y f : J — R una funcién medible. Entonces

fe ) & (fog)l¢'|e L),

/f X) dx— /f ()] dt.

Formula del cambio de variable Sean —oo < o < B < +o0, f una funcién real medible
definida en |o, B[ y ¢ :]a,b[—]a, B[ un difeomorfismo de clase €* . Entonces

€n cuyo caso

fe2(a,pl) = (fo9)e' € 24 (ab])

y en caso afirmativo vale la siguiente formula del cambio de variable:

B o1B")
100 dx= /¢ F((1)0'(t) dt.

o “Hat)

Criterio de comparacion Sean —o < o < f3 < 4oy f,g: [0, B[— R funciones local-
mente integrables con g(X) # 0, VX € [o, B[. Supongamos que

Entonces
i) SiL € R*, f es integrable si, y solo si, g es integrable.
ii) SiL =0y g es integrable, entonces f es integrable.

iii) SiL = too y f es integrable, entonces g es integrable.
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Teorema de continuidad de funciones definidas por integraleSean (E,d) un espacio
métrico, (Q,.o/, 1) un espacio de medida y f : E x Q — R una funcién satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) Vt € E, la funcion o — f(t, ) es integrable en Q.
ii) Vo € Q, la funciént — f(t, ®) es continua en E.
iii) Existe g: Q — R integrable tal que
|f(t,0)] <g(w), Vt € E, Vo € Q.

Entonces la funcién F : E — R, definida por

F(t)= [ 1(tw)du.
Q
es continua en E.

Teorema de derivacion de funciones definidas por integralesSean | un intervalo de
R, (Q,.7, 1) un espacio de medida y f : |1 x Q — R una funcién satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) Vt €1, la funcion w — f(t, w) es integrable en Q.
ii) Vo € Q, la funciont — f(t,®) es derivable en |.
iii) Existe g: Q — R integrable tal que
of
‘ﬁ(t,m)’ <g(w), vtel, Vo€ Q.

Entonces la funcion F : | — R, definida por

F(t)= [ 1(tw)du.
Q
es derivable en | con

F’(t):/g%(t,m) du, Vtel.

Definicion de funcién absolutamente continuaUna funcion f : [a,b] — R se dice abso-
Iutamente continua si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si {]a;, b; [}i:1 , _p €S unconjunto

finito de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a dos con ' 1 (bi — &) < 8, entonces

3. 11(b)—f(a)] <.

Teorema de caracterizacion de las integrales indefinidasea f : [a,b] — R una fun-
cion. Equivalen las siguiente afirmaciones
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1. f es absolutamente continua.

2. f es derivable c.p.d.en [a,b], la funcion f’ es integrable en [a,b] y se verifica que

f(x)—f(a):/xf’(t) dt, vx e [a,b].

a

Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden
reconstruir a partir de su derivada.
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13.9. Ejercicios del Tema 13.

13.0.Probar que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:

b dx =1+In (i) /% dx _arcser<g) arcser<7>
0 1+¢ 1re) " Jo 20+8x x 3 12) °
S dx 7 dx—©
/o Va2 2 Jo \/1—x6 5
/+°° Xx—1 dx _3r+In2 /+°° X 4 _ V3n

1 —3%2+x+5 10 7 Jo

30 T 12

o dx T ™

o EreXx 27 /_RCOSZXdXZ/_nser?XdX=7r ,
B

+00 o o0

e *co xdx=—/ e XsenfBx) dx= ————
JA PN = o |, r1BX) dx= o
H 4
(1+cosx)2 dx= 37 , /i|sen><|3 dx=—
-2

1 Tc T
Vi1-x2dx=" /
/1 “WxX=50 3

—T

3 T 1 2 8
/oser‘?z?co§19d19_1—6,/o<1—p3> pdp=—

(a>0,8 €R),

=In(14+v?2) ,

/+°° dx T /1 dy
o 1+X+y? 2/14y2 " Jo W
o dx T o

= >0,/ =7 /Inxdx_
b aryare - aas V% (1+yﬂ

+oo dy /+°° 1 ( 1 X2 ) 2Inx
_ _ dy= = +1
/o (L+y)(1+yx) Jo 1-x2\1+y 1+4+yx =1 (x# £1).

13.1 Para cualquier subconjunEbmedible dg0, 1] se define

dx
v(E)= s

Probar quer es una medida €}, 1| absolutamente continua respecto de la medida de
Lebesguél en]0, 1]y sin embargo

O<6<%:>v(]6,26[) In2 y (]8,28)

¢ Contradice este hecho la segunda parte del Cordlari@

J.

13.2 Dar un ejemplo de una funcion integrable|éri| cuyo cuadrado no lo es.
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13.3 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:
a) xPe’* (peR,y>0) en RY.

en RT.

b) e<—1

c) x’Inx (peR) en RT.
1
d — sen_ en 10,1[.

e) x*11-xPF1(a,B€R) en ]0,1].
f) InxIn(1+x) en ]0,1].

g) xP serx (peR) en |1,+o.

Indicacidn:Usar en cada caso el criterio de comparacion.
a): En 0, comparar cor’; en--c, comparar comx 2.

: . X :
b): En O tiene limite; comparar co& en+oo y usar el apartado anterior.

c): Comparar cox®* para conveniente.

1
d): Comparar con—X .

VX
e). En cero, comparar cax¥~; en 1, comparar cofil — x)B-1,
f): En 0y en 1, la funcion tiene limite.

g): Sip < —1, comparar cox’; si p = —1, ver Ejemplol13.9 por ultimo si—1 < p,
usar el caso anterior.

13.4 Justificar, haciendo uso en cada caso de un conveniente teorema de convergencia, las
siguientes igualdades:

i)
1 nxinx
li ————dx=0.
! o 1+n2x? X
i)
1 nyx
lim —— - dx=0.
/o 1+ n?x2
ii)

1 npix
Iim/ X gx—o.
o 14 n2x2



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena. 505

iv)
+00 2\ N
Iim/ <1+X—) sen( )dx 0
0 n
v)
—+00
im | My
0 (1)
Vi)
n +o0
Iim/ (1—)—()nxo‘1dx:/ e *x*1dx (a > 0).
0 n 0
vii) 1
+00 X B ©0 (_1)n+
/0 1+e>‘dx_n;l n2
viii)
+o  g—ax _ 00 (_1)[’] -
/o 1Jr€}_bXdX— Z}m (a,b>0) y deducir que
(o] ( (o]
2 o+l 2n+1 ZO =In2.
iX)
T xg ¥ ® 1
/O e w3 g (D=0
X)

1 xp 1 ad 1
0 ﬁ(ln (X) dx= nzlm (p> —1)

Indicacion:Se emplea el teorema de la convergencia dominada (Tedra®&n todos

los apartados salvo en vii), ixX) y X) en los que se utiliza el teorema de la convergencia
absoluta (Teorema?2.9. La dificultad de comprobar las hipotesis del teorema de la
convergemcia dominada es siempre la mayoracion de la sucesion de funciones. Con-
viene tener presenta la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética asi como
la siguiente identidad

(o]

1
o<|r<l= — —Z)(—l)”rrk
1+r &

gue es consecuencia de la expresidon que da la suma de los infinitas términos de una

. L . : 1
progresion geométrica de razon menor que uno y de la |guTé_ard: m

13.5 Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:
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+00 efx _ eftX

HU=/ € "°  4x vteR*.
0 X

F(t) = /Onln(1+ tcosx) dx, Vt €] —1,1].

13.6 Probar que la funciofk : R — R definida por

F(t) = /+00 coqtx) e_TXZ dx,

—00

es derivable. Utilizar el método de integracién por partes en la expresibh jpra
obtener qué’(t) = —tF(t), vt € R. Deducir de ello que la funcién deenR dada por

2
t— F(t) ez

tiene derivada nula. Por Ultimo concluir, utilizando el Teorema del valor medio, que
42
F(t)=Cez,VteR,
donde
oo 2
C= / ez dx

Esta constante se calcula en el Ejercitio’, concretament€ = /2x .

13.7 Probar que

1. La funcion
f(x) = vx ¥x€[0,1]

es absolutamente continua.

g(x):{o Six=0

xsen(%) si x€]0,1]

2. La funcién

no es absolutamente continua.

13.8 Seaf :]a, B[— R una funcién localmente integrable. Probar dues integrable si, y

sélo si, el conjunto
t
{/|u@mx:a<s<t<ﬁ}
S

esta acotado. En caso afirmativo

!/ﬁfu)dx:ﬁn{/mfu)dx
o Sh
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para cualesquiera sucesiodss} y {tn} en]o, B[ con

Sn<tn, VnEN, {S’l}\av {tn}/ﬁ

13.9 Estudiar la derivabilidad de la funcion

[T ser(tx) +
F(t) ._/O oy dxeR

Indicacién Realizar el cambio de variable= tx y aplicar el teorema de derivacién
(Teorema3.2])

13.10 Seanl,J intervalos abiertos d& y f : | x J — R una funcion continua verificando

1. Para cadadel la funcionx — f(t,x) esta enz(J).
2. Para cada enJ la funciont — f(t,x) es de clas&(J).

df(t,X)
ot

3. La funcion esta dominada por una funcién integrable.

Seag: | — Juna funcion de clas&. Probar que parac J,la funcion

9(t)
F(t) ::/ f(t,x) dx, vt €l
a

es derivable con derivada

F’(t):/ag(t) afgt’x) dx+ f(t,g(t)) d'(t) ,vt €.

Indicacién Considerar la funcién
¢:1xJ—R

dada por y
q)(u,v):/ f(u,x) dx.
a
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13.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 13.

13.1 La funcion f es medible (positiva) por ser continua. La primera parte del Corolario
12.4nos asegura que es una medida €@, 1] absolutamente continua respectodde
No se contradice la segunda parte del citado teoremafponess integrable (véase el
Ejemplo13.9.

. 1 _ 1 ) :
13.2 La funcionx — = es integrable y su cuadrado,— " no lo es (véase el Ejemplo

\/_
13.9.

13.3 a) |x¥ e c LY RY) <= p > 1|, paracadgcR".

En efecto, sk €]0,1] se tiene que® e 7 < x? e ™ < xP, esto es, la funcion se
comporta coma®. Asi (véase Ejempl@3.9 la funcién es integrable €0, 1] si,

y solo si,p > —1. En[1, +oo[ se compara cor 2 (ver Criterio de comparacion
(Proposicionl3.19) y la funcion es integrable:

. xPe ™ . xPt2
lim = lim — =0.
x>t X2 xote @I

X

e<—1
En efecto, eno, 1] la funcidn es integrable pues es continua y tiene limite en 0 y
en 1. En[1, 4| se comporta comr € *, que acabamos de ver que es integrable.
En efecto,

b) c YR |.

W g1~

c) [¥° Inx¢ ZYRH)|.
En [1,+oo[ la funcion es integrable si, y so6lo pi< —1. En el casp < —1,
tomemosa € R conp < a < —1, y basta comparar caxf, que sabemos es
integrable (véase Ejemplis.9):

im xPInx_ im Inx 0
X—otw XE  xotwXO—P

. . 1 .
Si por el contrarigp > —1, entonces basta compara c;s()rpara concluir que la
funcioén no es integrable. En efecto:

1
lim X_ = [im ———— =0.
x—+0 XP INX  x—+oxPT1 [nx
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En|O0,1[ la funcion es integrable si, y sologi> —1. En el cas@ > —1, tomemos
oa € Rconp > a > —1, y basta comparar caxf*, que sabemos es integrable
(véase Ejempld.3.9:

. XPInx
lim

x—0 X%

=limxP~% Inx=0.
Xx—0

: . 1 .
Si por el contrarigp < —1, entonces basta comparar c;(-)rpara concluir que la
funcioén no es integrable. En efecto:
1 —(p+1
X x—(p+1)

lim lim =0.
x—0XP INXx—=0 InX

d) %( sen)—l( c 20,1 |.

En efecto,

%{ sen)—l( < %{ e £Y]0,1]).

También se puede razonar que la funcion es continua y tiene limite en Oy en 1.

e) ‘x‘)‘*l(l—x)ﬁ*1 e 2110,1]) <= o, B > 0‘ .
En efecto,

f) [Inx In(1+x) € £%(]0,1]) |.
En efecto, es una funcion continua y tiene limite en 0 y en 1.:

lim Inx In(1+x) = lim Inx In(1+x) = 0.

x—0 X—1

Para calcular el primer limite téngase en cuenta que

INX IN(1+x) = In(1+x)"™* = In ((1+x)%)x n

lim(1+x)*=e y limxInx=0.
x—0 x—0
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) [ X° serx € Z1(|1,+oo]) = p < —1|.
En efecto,

X serx| <xP = [p < —1=x" serx € .£}(]1,+o[)].

Sip=-1, entoncesseTm ¢ Z(]1,+[) (Ejemplal3.8. Por ultimo si—1 < p,

serx :
al ser|x? serx| > ‘T , concluimos que® sernx ¢ £1(]1, +)).

13.4 Es suficiente usar el teorema de la convergencia dominada (Tedrz®Bagara las
sucesiones de funcioné$,} en la mayoria de los apartados. En los restantes se usa el
teorema de la convergencia absoluta (TeorEirt.

. nxlogx
) 0 = T me

mente a cero y ademasxsg|0, 1, entonces se verifica que

Es claro que la sucesion de funciorddg} converge puntual-

[fn(X)| < |logx].

Aplicando el método de integracion por partes y la Regla de Barrow (Teorema
13.5), se obtiene que la funciéa— logx es integrable efD,1] y basta aplicar
el criterio de comparacion y la medibilidad de las funciones de la sucesion vy el

. . nx . .
hecho de que cada una de las funciones rauorx&lesm estd dominada

1 . . - .
por > (para esto basta derivar la anterior funcion para cadavaluar en el tnico

punto critico, o bien, desarrollar la desigualdad Q1L — nx)2). Por ultimo, como
consecuencia del Teorema de la convergencia dominada, la sucesion de integrales
anterior converge a cero.

i) Esta vez es claro que la sucesion de funciones también converge puntualmente a
cero y se aplica el mismo argumento del apartado anterior a las funciones

fo(X) = nx 1<1
YT 142 x — X

que son claramente integrables|eri]|.

iii) De nuevo se trata de la sucesion de las integrales de una sucesion de funciones que
converge puntualmente a cero |@nl[. Para usar el teorema de la convergencia
dominada, basta considerar la cadena de desigualdades siguiente

(g2 1 <L e 2%(0,1]),

x€]0,1[= | fa(X)| = T X = Uk

o t2 . :
donde hemos usado que la functén [(FEY estd acotada por(]hacer el cambio

X =13 derivar la funcién X )
— — .
y 1+ x4
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iv) Por la continuidad de la funciébn seno en cero, y por ser la sucesion
—nNn
{ (1+ X—nz> } convergente a exp-x?), la sucesion de funciondd,} dada por

fn(X) = (1 + X—nz> _nsen)—r:

converge puntualmente a cero.

. ; 2\ N . .
Usando ademas que la suces(dn+ Xﬁ) claramente verifica al desigualdad

2 2
Xe\n X

de donde se obtiene la desigualdad

1

[ fa(X)| < 152

Por ultimo, la integrabilidad ef®* de la Ultima funcién (basta usar el criterio
de comparacion) y el teorema de la convergencia dominada nos asegura que la
sucesion de integrales del enunciado converge a cero.

v) Es inmediato comprobar que en este caso la sucesion de funciones

_
<l+>—r§>nx%

converge puntualmente a la funci®r- e *. Paran > 2 se tiene que

fn(X) =

1 1
Ifa(X)| < —=  ¥x€]0,1], [fa(X)]| < ——  wx>1

VX (1+3)°

Las funciones que se han usado para mayorar son integrables, por tanto, aplicando
el teorema de la convergencia dominada se obtiene que la sucesion de integrales

+00
converge a/ e *dx=1 (Ejempld.3.10.
0

vi) Para cada natural consideremos la funcion integrable dada por

fn(X> = (1_ )_I’j) nXailX}O,n[-

Aplicando la desigualdad de las medias para los nimeros
X
A =...=ah= Y ant1=1,

queda
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vii)

viii)

de donde se deduce inmediatamente la desigualdad
X\ N X n+1
) < - .
(-3 =23

1fa(x)| < e Xx* 1 e ZY(RY),

donde se ha usado lo probado en el problema anterior. Por ultimo, el teorema de
la convergencia monétona o de la convergencia dominada nos da la igualdad.

Se tiene entonces

Parax > O se tiene

X X _ X< o X _
e e><1+e* _eXZ)

00

_ Z)( l) e~ (n+1)x _ z (_1)n+1xe

n= n=1
Aplicaremos el teorema de la convergencia absoluta a la sucesion de funciones
integrables
fa(X) = (=1)"xe™  wxeR{, VneN.

Integrando por partes, calculamos

+oof +o0 4 1
= xXe X= —.
/0 ol /0 .

1
Por tanto, al ser la serl§ — convergente, se puede aplicar el teorema de la
n>1
convergencia absoluta, obteniéndose asi el enunciado del apartado vii).
Primero desarrollamos en serie de la misma forma que en el apartado anterior,
obteniéndose

e ax

00 [oe]

_ aax no—bnx _ n,—(a+bn)x
——=e (=1)"e =5 (-1)"e .

—bx
1+e nZO nZO
En este caso, al integrar término a término se obtiene la serie armonica y, por tan-
to, no podemos usar el teorema de la convergencia absoluta como en el apartado
anterior. En cambio, si podremos usar el teorema de la convergencia dominada
para la sucesion de funciones

n k
fa(0) = 3 (—1)ke (DX Z e ( *bX> ., VXeR$,VneN.
K=0
Calculando las sumas parciales de la serie anterior, tenemos

| (_1)n+lef(a+bn)xefbx _ efaX|

[ fn(X)| =

1+ebx -

26 —ax 1m+
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Por ultimo, tenemos que pasa=1,b =2

00 —X —-00
[t e
Paraa=1,b =1, obtenemos
+o0 efX X=-00
/o = dx= —log(1+ e‘X)LZ0 =log2

ix) De nuevo podemos aplicar el teorema de la convergencia absoluta. En este caso,
desarrollamos en serie de la siguiente forma:

xe X * h

= xg & %enbx: %xe (a+bn)
l-e = =

Tomamos la sucesion de funciones
fo(x) = xe~@PNX vy e RS, ¥neN.

Aplicando el método de integracion por partes, obtenemos que

+00 +00
0 0

~ (a+nb)?

+00
y teniendo en cuenta que la serE/ |fn| es convergente, el teorema de la
n>1
convergencia absoluta nos da el resultado que se enuncio.

X) Se tiene que

R O

Ahora aplicaremos de nuevo el teorema de la convergencia absoluta para la suce-
sion de funciones integrables

fn(X) = x”*plog<)—1(>, Vx €]0,1], Vne NU {0},

lo que es posible, al ser

1 1 1
_ n+p = _
/0 \fn\_/o X Iog<x> dx

[int. partesy = —logx,V = x”*P] =

s [l
n>1

es convergente. Obtenemos entonces que

Lt
(n+p+1)?

Y

tenemos que la serie

0 mlog(i) dx= Zo(n+ p+1)2 & (
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13.5 i) Seaf :R* x R" :— R la funcién definida por

e X_ e—tx
ft,x) = ——.
(tx) = ——
5 X e
Seat € R". La funcién deR* enR dada pox — — es integrable. En

efecto, es localmente integrable por ser continua, y tiene limite en 0 igual a
y en+o se compara cor 2. Asi esta definida la funcion

-|—ooe—X_ —tx
F(t):/ € € gx VteRr".
0 X

Derivando respecto a la varialilese tiene que

of t
—(t,x) = vt e R".
ot (tx) ’
Sea 0< tgp. Tomemoxx € R tal que 0< @ < tp. Para €], 4| es
of

SLtx| e e 2R,

el teorema de derivacion (Teoreh®a2]) paral x Q =]a, +o[xR™ y el caracter
local de la derivabilidad nos aseguran que la funéi@s derivable (en particular
continua) con

+0o0
F’(t):/ e ™dx vt e R,
0

es decir L
F'(t)= e F(t)=In(t)+C.

Evaluando la funciéir en el punto 1, obtenemos qQe= 0. Asi

F(t)=In(t), vt e R .

i) Seaf:]—1,1[x]0,x[:— R la funcién definida por
f(t,x) =In(1+t cosx).

Seat €] —1,1]. La funcién dejO, #| enR dada pox — In(1+t cox) es inte-
grable (continua y tiene limite en los extremos del intervalo de integracion). Asi
esta definida la funcion

F(t) = /Onln(1+t cosx) dx, Wt €] —1,1].

Derivando respecto a la varialilese tiene que

ﬂ COSX

t =—— Vte|-11]|.
8t(’x) 1+tcosx’ve] A
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Seatp €] —1,1[. Tomemowxx € R tal quelty| < a < 1. Para €] — o, + | es

af COSX | cosx| 1
~(t.x)| = Z(]0
'8t(’x)‘ ‘1+t cosx| — 1—|t||cosx| — 1— a|cosX| €20,

el teorema de derivacion (Teoreri8.21) paral x Q =] — o, +a[x]0,7[ y el

caracter local de la derivabilidad nos aseguran que la furi€iés derivable (en
particular continua) con

_— 1.1].
/1+tcosxdx’we] A

13.6 Seaf : R x R — R la funcion definida por
2
f(t,x) =cogqtx)e 2.
—X2 .
Seat € R. La funcion deR enR dada pox — cogtx) e2  es integrable. En efecto

7X2 « . .« .
1f(t,x)| < ez € ZYR) (véase el Ejempld3.19 de hecho en el Ejercicid4.7 se
calcula dicha integral). Asi esta definida la funciéon

+00 2
F(t) :/ coqtx) ez dx VvVt e R.
Derivando respecto a la varialilese tiene que

df

5 —(t,x) = —xser{tx) e2 , vt € R.

Parat € R es
of (t,X)
ot "’

En efecto, dicha funcion es medible positiva y por simetria se tiene

2
<|xlez € LY(R).

+00 2 X=-+00
/ Xe? dx= 2/ xe¥ dx= 2[ eZ} _2(—0+1) =2,
- x=0

luego es integrable (por tener integral finita). El teorema de derivacion (Tedfza1B
nos asegura que la funciénes derivable (en particular continua) con

400 2 00 _x2
F'(t) :/ _x serftx) e 3 dx— o—/ t cogtx) e 3 dx= —tF(t)

—00

donde se ha utilizado el método de integracion por partes. Asi la funciheseR

definida por
2
t— F(t) ez
tiene derivada nula. En consecuencia, en virtud del teorema del valor medio, existe
C e R, tal que

F(t) = Ce2 , teR,
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y basta evaluar la constante en cero

to 2
C:F(O):/ e

—00

Esta constante se calcula en el Ejercibiio7, concretament€ = /2.
Hemos probado que
12
F(t)=van e%, vt e R.

13.7 1. Para probar que la funcidines absolutamente continua basta tener en cuenta que
f "1 0
= — 1
0= [ 5o eI,
y el resultado se sigue de la Proposicidh24.

2. Lafunciong no es absolutamente continua, en efectalsed. Tomemosyy € N
1 : : . ,
tal que— < & . Consideremos los subintervalos disjuntos del inter{@[d

4no
Ik = [ax, bk] = 1 1 k=np, np+1 No+n
k—ak,k—4k_l_1,4k, =No, No y -++ >0 .
Es claro que
Np+nN
£(l) <6,
k:no
mientras que
Np+n Np+N 1 1no+n 1
gb) —g@) =y —=>5 Y —=>1
2 2 k1”42 ki

si n es suficientemente grande pues la serie

1
k+1

k>ng

es divergente.

13.8 Sea t
M ::sup{/ | f(x)|dx: a<s<t<B} € [0, 00].
S

Si f es integrable, entonces

t B
/S|f(x)\dx§/a (%) dx (ot <s<t <)
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y en consecuencidl € R.

Reciprocamente supongamidsc R, consideremogs,} y {tn} sucesiones efu, 8|
con

S <tpparacadanatural y {sn} \, o, {tn} /B .

Para cada natural definimos la funcionf, = [ f| 5,1, Como{fn} 7 [f[y la suce-

sion{ [ f,} esta acotada, la version practica del teorema de la convergencia monoétona
(Corolario12.2) nos asegura qué| € #*(Ja, B[), y en consecuencia, al semedible,
tambiénf ¢ Z1(Ja, B[). Finalmente seafis,}, {t.} como en el enunciado, considere-
mos para cada naturala funciongn = f x5, 1, €S claro que la sucesidgn} — f, asi,

en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teofi&ri concluimos que

/ﬁf(x) dx:lim/tnf(x) dx.
S

o

Obseérvese que la formula anterior es valida aunque las sucesiones no sean monotonas,
esto es, basta que

Sh<typaracadanatural y {sn} — o, {th} — B .

13.9 Aplicaremos el Teorema de derivacion. Para ello, empezamos por comprobar que la
funcionx — ﬁ_rf()f( es integrable et para cadd > 0 fijo. Basta usar que la funcién
anterior es medible por ser continua, el criterio de comparacion, la desigualdad

sernx 1

‘1+x2‘ = 1+ x2’ Vx>0

1

y la regla de Barrow para la funcién positixa— o2

limites en 0 y enfoo,

cuya primitiva (arctan) tiene

Ahora podemos aplicar el Teorema del cambio de variable. Pard ca@dijo, hace-
mos el cambigy = tx, con lo que obtenemos

F(t>:/+oo Seerd :/+ootysery dy
0 145t 0o t24y? 7

Ahora aplicaremos el Teorema de derivacion para la funcion

a) El Teorema del cambio de variable (por el argumento anterior) nos asegura que para
cadat > O fijo la funcién,x — f(t,x) es integrable e *.

b) Es claro que para cade> 0 fijo, la funciént — f(t,x) es derivable efR* con
derivada

of (t.x) = xserx(t? + x%) — txserx(2t)

ot (12 +x2)2
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c) Para comprobar la ultima hipotesis del Teorema de derivacién, basta acotar, para
cadaO< a < Byt € [a,p], como sigue

}%(t,xﬂ <

Ixserx| 2t2x
2 (t24x2)2 =
Ixserx| 2B°x
a?+x2  (a2+x2)2°
La primera funcion de la desigualdad anterior es integrable, por ser contifOalgn

luego integrable ef, 1] y, por ser comparable epeo con ‘f‘f)g" , que hemos probado al

principio del ejercicio que es integrable. La segunda funcion obviamente es localmente
integrable y comparable efco con ;13 que es integrable eR™.

13.10 Veamos que la funcionp tiene derivadas parciales continuidad y, por tanto, es una
funcion de clasé&™ .

Derivabilidad respecto de Fijamosu € |. La funcién
'
u»—>/ f(v,xdu
a

es derivable por el teorema fundamental del calculo (para funciones continuas) con
derivadaf (u,v), Yve J.

Derivabilidad respecto de. Fijamosv € |. El teorema de derivacion para funciones
definidas por integrales a la funcién

"
U»—>/ f(u,x) dx
a

(se cumplen las condiciones del enunciado) y nos sale derivable con deriva

\'
U / d f(u,x) dx.

a Jdu

funcidn que es continua por el teorema de continuidad para funciones definidas por
integrales.

Hemos probado que la funci@nes de clas&! . Observemos ahora que

F(t)=¢)t,g(t)), vtel.

Por la regla de la cadarkaes derivable y su derivada es

ity = 22L80) 1 00,80 gy

esto es

0
F’(t):/:’t %dx%—f(t,g(t))g’(t).






Tema 14

Técnicas de integracion en varias
variables.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de LebesdR®, @sto es, la integral
asociada al espacio de medid®',.#,1). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares basicos que sostienen la teoria de la integracion, podemos ahora abordar la
cuestién fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una funcionf : E — R, dondeE es un subconjunto medible @&, es integrable y, en caso
afirmativo, calcular su integral. Es usual natét(E) al conjunto de las funciones integrables
enE.

Es importante tener presente que el problema de integracion planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la funcién (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones caracteristicas de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la funcion sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integracion:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad fdaunque no el valor de la integral.
- Métodos que proporcionan la integrabilidad fdg el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la funcién sea integra-
ble.

El lector tendra cuidado en lo sucesivo de advertir con precision la informacion que cada
resultado proporciona al respecto.

Para calcular integrales multiples no se dispone de ningun procedimiento elemental com-
parable a la regla de Barrow (Teorefifa5), pero se dispone de un resultado fundamental que
relaciona la integral eRN con integraciones sucesivas en espacios de menor dimension, lo
gue en Ultima instancia permite evaluar integrales multiples realizando integraciones iteradas
en cada una de las variables. Este resultado es el Teorema de Fubini.
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14.1. Teorema de Fubini.

Teorema 14.1 (Fubini). Sean p y g naturales y :fRP x R4 — R una funcién integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casi todo y= RY, la funcién definida efRP por
x — f(xy)

es integrable efiRP y la funcién definida casi por doquier é&f por

y — / f(xy) dx
RP
es integrable efRY.
ii) Para casi todo x RP la funcion definida efRY por
y — f(xy)
es integrable efR9y la funcién definida casi por doquier &P por
X — / (x.y) dy
RY

es integrable efRP.

[, ttenaien= 1, [f,vana] o= [, [[ ron ] o

Demostracién.Designemos pa# el conjunto de todas las funcionésRPt9 — R integra-
bles que satisfacen i), ii) y iii). La demostracion consiste en probarZue Z1(RPH9),

lo que haremos en varias etapas. Puesto que los papeley deson intercambiables, es
suficiente comprobar i) y la primera igualdad de iii).

ii)

a) .# es un espacio vectorial: La demostracion es consecuencia inmediata de que la unién
de dos conjuntos de medida cero es de medida cero y de las propiedades de la integral de
Lebesgue.

b) # es estable por paso al limite de sucesiones mond6tondd, Ses una sucesion
monotona de funciones d& que converge puntualmente hacia una funcion integréple
entonced € 7.

En efecto, podemos suponer guR} es creciente (en otro caso considerariafno,}).
En primer lugar, como para todg,y) € RP x RY se verifica que

fn(X7 y) < f (Xa y),
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la monotonia de la integral nos asegura que

L falxy) dixy) < / f(xy)d(xy), VneN (1)
RPxRY RPxRA

y se deduce de la version practica del teorema de la convergencia monétona (Cafofurio
para funciones dgZ*(RP*9)), que

LBy docy) — [ fxy) dixy) ©
RPxRY RPxR4

Utilizando que la union numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero, se deduce
la existencia d& c RY de medida @-dimensional) cero tal que para tog& R\ Z y para
todon € N, la aplicacion

X fn(X,y)

es integrable e®P y la funcién definida casi por doquier &¥ por

Faly) = [ falcy) dx

es integrable eiY, siendo ademas

JraFo9 ay= [ UR fo(>.Y) dX} dy= [ f(xy) dixy).

La sucesionF,} es claramente creciente (podemos defiily) = 0, Vy € Z). La de-
sigualdad (1) nos permite, en consecuencia, aplicar el Coralaridpara funciones de
ZY(RY)), para deducir que para casi togla RY, la sucesior{Fn(y)} es convergente, luego
acotada. Ahora, como para cada RY es

{fn(X7Y)} S f(X,y),

de nuevo el Corolaria2.2para funciones d&’*(RP)), nos asegura que para casi tgdoRY
la funcién
x — f(xy)

es integrable e®P y que
/ fn(x,y)dX—>/ f(x,y) dx
RP RP

Puesto que por hipotesis

/Rq [/Rq fa(X,y) dx} dy:/RpXRq fa(x,y) d(x,y), VneN (3)

de nuevo la desigualdad (1)nos permite aplicar el Coroldti@para funciones de&*(R9)),
para afirmar que la funcién definida casi por doquieR@mpor

yhﬁ/)ﬂxwdx
RP
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es integrable e®9y ademas

/. URp fa(X,Y) dx} dy — [ [/Rpf(xjy) dx} dy.

Por ultimo, teniendo ahora en cuenta (2) y (3), concluimos que

/Rpqu Foy) dixy) = /Rq {/}Rp f(xy) dx] dy.

c) SiE C RPF9=RP x RY es medible cod (E) < =, entoncege € ..
La demostracién de este apartado la dividiremos en varios subapartados:

c.1)Sil es un intervalo acotado &y J es un intervalo acotado @&, entonceg »j €
.
En efecto,
2x3%Y) =0 (X)x(y), V(xy)€RPxRY

y, consecuentemente, fijagia RY la funcién definida efRP por

X— Xix3(XY)
es la funcién

x Siyeld

0 si y¢lJd

gue es integrable con integral
V() st yed |
[y ax={ V0" 5 Y23 E—wimo),

lo que pruebai).
Probemos la primera igualdad de iii)

/R - %li(X y)d(x,y) =A( xJ)=v(l)vQJ) =

—/ 1) xa(y) dy= /[/ XliXY)dX} dy.

c.2)Si G C RP9 es un conjunto abierto coh(G) < «, entonceg € ..
Pongamoss = Uy, I, para conveniente sucesidiy} de intervalos acotados dePd
disjuntos dos a dos (Proposici®f.8. Entonces

XG= ) Xin
n=1
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Definamos N
fn - Z Xlk’ Vn € N
K=1

Por los apartados a) y c.1f, € %, Vn € N. Por b), concluimos qugg € .%.

c.3)Si A C RPTd es un conjunt@ss conA(A) < o, entoncega € Z.
En efecto, sedGp} una sucesién decreciente de conjuntos abiertd@Pdé tal que

A(Gp) <o, YneN y A=[)Gn.
n=1

Entonces{ X } \\ xa. El apartado b) nos permite asegurar gquec .%.

c.4)SiZ c RP™9es un conjunto de medida cero, entonggs .%.
En efecto, existe una sucesifB,} de conjuntos abiertos d&°*9 tal que

ZCGn1CGh VNneN y {A(Gn)} \.O.
Sea A=;_1 Gn. Este conjunto satisface
ZCA A(A)=0y xac.# (subapartado anteripr

Se tiene, por tanto, que

0=A(A) :/RpXquA(x,y) d(x,y) :/RP {/Rpr(x,y) dx} dy,

y en consecuencia, en virtud de la Proposidiaril 3iv),

/Rpr(x,y) dx=0, (c.p.d.yeRY)
y, fijado uno de estos y, también
aa(%y) =0, (ct. x e RP).

Al ser
0 < xz(x,y) < xa(X.Y),

concluimos que para casi togie RY, la aplicaciorx — xz(x,y) es cero c.p.d., y por lo tanto
integrable. De nuevo la Proposicidf.13iv) nos asegura que para casi tgde RY es
/ xz(%,y) dx=0,
RP

y, por tanto, la aplicacion definida casi por doquiefRérpor

y—>/ xz(X,y) dx
RP
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es nulac.p.d. y por tanto, integrable. Hemos probado i) par@tra vez la Proposiciohl.13

iv) nos dice que
/ U xz(%.Y) dx} dy=0
R4 RP

0=2(2) = /Rpqu%Z(x’y) d(x,y)

la primera igualdad de iii) queda probada.

y como

Estamos ya en condiciones de verificar el apartad®eaE c RP™9 un conjunto medible
con medida finita. El Teorem&0.16nos asegura la existencia de un conjuBfg A, y un
conjunto de medida cetbdtales que

A=EUZ y ENZ=0.

Se tiene que
XE=XA—XZ-
ComoA(A) < o, virtud de los apartados c.3), c.4) y a), concluimos gtie 7.

d) Si f : RP™9 — R es una funcién integrable, entondes .%.

En efecto, en virtud del apartado a), bastara probarfqug f~ estan en#. Veamos
que f* € . (la comprobacion de qué~ € .# es idéntica). El Teorema de aproximacion
de Lebesgué 1.8nos asegura que existe una sucesion crecigqnjede funciones simples
positivas que converge &". Es claro que las funciones son integrables vy, virtud de los
apartados a) y ¢), cada € .#. Por Ultimo el apartado b) nos permite concluir duec .%#.

Nota 14.2.1) y ii) se resumen diciendo que la funcidntiene integrales iteradas vy iii) que
ambas son iguales e iguales a la integral de la funtion

Corolario 14.3. Supongamos que € RP*% es medible, entonces:
i) Para cada casi todo x RP, el conjunto
E(x):={yeR9: (x,y) €E}
es medible.
i) Para cada casi todo ¥ RY, el conjunto
E(y) :={xeRP:(x)y) € E}
es medible.

Demostracion.Si A(E) < o, basta aplicar el Teorema de Fubiny@ En otro caso, la pro-
piedad es cierta para cada conjutpo= E N B« (0,n), y basta pensar que

E=|JEn
n=1
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Formula 14.4 (del teorema de Fubini en conjuntos medibles).

a) En el plano. Si E  R? es un conjunto medible yd #*(E) , entonces

/f xy) d(x,y) = /ﬁl [/E(X)f(x,y) dy} dx:/oz2 [/E(y)f(x,y) dx] dy,

siendo
oy =infEy, B1=SupEy, op=infEy, B =supE

donde
Ei=m(E), vy BE2=m(E)

(71, w2 son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cadia; xB1[ (resp.
y €], B2]) es

E(x)={yeR:(xy) eE} (resp. Hy) ={xeR:(xy) € E}).

En particular, cuando E= | x J, siendo |J intervalos deR, entonces

/fxy (X,y) = /[/fxydy]dx /Vlf(x,y)dx}dy.

Demostracién.Teniendo en cuenta el teorema de Fubini y el hecho de que

XE(XY) = Koy g (X XEx) (Y), CtXER,VYyeR

se tiene que:

/fxy (xy) = /fxyxE(xy)d(xy /{/fxyxE(xy)dy]d

:/RMgf(x’y)xlaLﬁl[(X)%E<>( dy} dx= / { / f(x,y) xe( dy} i pr(X) dX=

B
= [/ f(x,y) dy} dx:/ 1 [/ f(x,y) dy} dx
Joa,Baf LVE(X) o [VE(X)

Finalmente, un intercambio de papeles, da la otra igualdad. .

Ejemplo: Area del circulo.
Sea E= {(x,y) € R2: x?+y? <r?} (r > 0). Calcularemosi (E). Se tiene

/I(E):/Ed(x,y):/rr [/m dy] dx:/rrZde:

B v

C. V. x:rsert} :2r2/2

1+4cos2 2
LHeost ez

cost dt {utilizar que codt = 5

T
2
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b) En el espacioR3. Sea EC R3 un conjunto medible y & #*(E). La integral de la
funcion f se puede calcular mediante una integracion simple y una integracion doble
0 mediante tres integraciones simples (¢ Cuantas posibilidades Qay’Z\I%Z = 18).
Por ejemplo, podemos calcular la integral de f como sigue:

[rxvaaena = [7[ [y dixy)] oz

siendo
oz =IinfEz, fB3=SupEs
donde B = m3(E), y para cada =|as, B3] es

E(2) = {(x,y) e R?: (x,y,2) € E}.

Ejemplo: Volumen de la esfera.
Sea E={(x,y,2) € R3:x2+y2+ 7 < r?} (r > 0). Calculamosi (E). Se tiene

A(E) :/E d(x,y,2) :/rr [/E(Z) d(x,y)} dz=

r
= d(x,y)| dz=
/—r {/{(xy)eRZ:szryzgrz—zz} ( Y)}
r z=r
:/ n(r’—Z)dz=n {rzz— é} .~
- 3 z=—r 3
donde se han usado los calculos del ejemplo anterior.

Obsérvese que el Teorema de Fubini da una condicidn necesaria para que una funcion
f : RPTA = RP x RY — R sea integrable; a saber: ambas integrales iteradas deben existir y
ser iguales. Tal condicion no es, sin embargo, suficiente.

Ejemplos 14.5.

a) Lafuncionf :)0,1[x]0,1]— R definida por

2 2

X2 —y

admite las dos integrales iteradas pero no son iguales y en conseclieices inte-
grable. En efecto, como

P —x | Xy
ax X2+y2 - (X2+y2>2
se tiene, utilizando la regla de Barrow que

1 ox2—y? N e |
/ 5oz dX= 2] = 2
0o (X°+Yy?) Xc+ye | g 1+y
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y, por tanto

T ey dx] dy= [=2 d P "
X X = = —alcCla = —.
/OVO (X,Y) } y /01+y2 y Y, o= 2

Anélogamente se prueba que

/01 [/olf(x,y) dy} dx:%_

b) La funcionf : R x R — R definida por
f(xy) =

Y
(2 +y2)2’

admite las dos integrales iteradas y son iguales, pero, sin embargo, no es integrable.

efecto, si lo fuese

/+w {/:n f(x) dx] dy—

:/_J:o [/_iof(X,y) dx+/0+°°f(x,y) dx] dy =

-7 {/(fm(—f(x,wa(x,y» dx] dy— [

0dy=0,
donde se ha utilizado qug —x,y) = —f(x,y), V(xy) € R.
Anélogamente se prueba que

/:o {/:of(x,y) dy} dx=0.

Veamos que no es integrable. Si fudsmtegrable también lo serjd| con lo que, en
virtud del Teorema de Fubini, se tendria que

[Lronrdon = [ [ ircenlay] ax

+00 +00
/ ’f(X,y)‘ d)(:/_00 (|X¢dx_

. X2t y2)2
A e P
Mo tary2 PV ey, Ty

Yy, en consecuencia,
+oo +00
[l ay= 4o

pues la funcién d&®* enR definida pory — % no es integrable (véase el Ejemplo
13.9.

pero

Obsérvese que se ha usado el hecho de que la existencia de las integrales itefaéas de
una condicion necesaria para la integrabilidad dEl siguiente resultado afirma que dicha
condicion es también suficiente para que una funcion medible sea integrable.

En
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14.2. Teorema de Tonelli.

Teorema 14.6 (Tonelli).Sean p y g naturales cualesquiera y seakPt9=RP x R4 — R
una funcién medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:

/Rp [/Rq!f(x,y)ldy] dx /Rq [/Rp\f(x,yﬂdx] dy

Entonces f es integrable.
Demostracion.Para cada € N, la funcionf, : RP™9 — R definida por
fn= (I fIAN)XB0N)

es integrable (puesto que esta dominadampgfo n)). El Teorema de Fubini nos dice ahora
que

L, fexyydoy) = [ U]Rp fa(X.y) dx} ay= [ VRq fa(x,y) dy] dx,

Y, en consecuencia, las integrales iteradas,destan mayoradas por la integral iteradas de
| f| que hemos supuesto finita. Asi la sucesion

{/n}

estd mayorada. Puesto que la sucegity} es creciente y converge puntualmentdfala
version practica del teorema de la convergencia monotona ( Coraatpnos asegura que
la funcion| f| es integrable y en consecuenéitambién lo es. .

Combinando los teoremas de Fubini y Tonelli, codificamos el siguiente importante crite-
rio de integrabilidad.

Corolario 14.7 (Criterio de integrabilidad). Sean p y q naturales. Una funcién medible
f : RPT9 — R es integrable si, y soélo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es

finita:
/Rp [/Rq!f(x,y)\dy] dx, /Rq URp\f(x,y)mx] dy.

En tal caso ambas coinciden, existen las integrales iteradas de f y son iguales a la integral
de f.

Paraf : RN — [0, +-o[ medible, el conjunto ordenado dees por definicion
Pri={(xy) eRV1:0<y< f(x)}.
No es dificil comprobar que la funciah: RNt — R dada por

o(xy) =f(x)—y
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es medible. En efecta = f o 1y — m» y todo se reduce a probar gde w1 es medible. Si
G C R es abierto, entonces

(fom) XG)=f1G) xR
que es medible (véase Ejercidi6.14. Finalmente, el conjunto
Pr={(xy) eRNV1:0<9(xy)} N (RYxR")
es medible.

A continuacion haciendo uso del corolario anterior daremos una muy importante inter-
pretacion de la integral de una funcion en términos de la medida de Lebesgue.

Proposiciéon 14.8 (Medida del conjunto ordenado)Sea f: RN — [0, +oo[ una funcion
medible. Entonces f es integrable si, y sélo si, el conjunto ordenado de f tiene medida finita,
en cuyo caso

/RNf(x) dx=1 (Py).

Demostracién.Como la funciongp, : RN+ — [0, +-o0] es medible podemos aplicarle el coro-
lario anterior para deducir qug, es integrable (es dedr(Pf) < +o) si, y solo si, laintegral

iterada
/ [/ 2P (X%.Y) dy] dx
RN | JR

xp (%) = 2a(X) X0, 10 [ (Y)

es finita. Puesto que

donde
A= {xeRN: f(x) >0},
se tiene para cadec RN que
| 20 (x3) dy= 2200100 = £(x)

Concluimos en consecuencia que la finitud de la integral iteradg,dantes considerada
equivale a la integrabilidad diey que en tal caso se tiene:

A (Pr) :/RNHXPf (x,y) d(x,y) = /RN f(x) dx.

Ejemplo: &rea del circulo.
SeakE = {(x,y) € R?: x> 4y? < 1}. Se trata de calcula(E). Por la invarianza d& por
isometrias ed (E) = 2A (Ps), siendof :] — 1, 1[— R la funcién definida por

f(x) =vV1-x2vxe|—11].
/I(E):2/11\/1—x2dx:7r.

Asi
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14.3. Teorema del cambio de variable.

Teorema 14.9 (cambio de variable para funciones medibles positivas).
SeanQ y G abiertos deRN, ¢ un difeomorfismo de clas&! de Q sobre G vy
f : G — [0,+o][ una funcién medible. Entonces

/ F(x) dx— / F(9(t)) | detd(t) | dt, VE C Q medible.
o(E) 2

Demostracion.La Proposiciénl0.22nos asegura qug y ¢ 1 aplican conjuntos medibles
en conjuntos medibles, esto es,

E C Q es medible= ¢(E) es medible.

Observemos ahora que la integral del segundo miembro de la formula del enunciado tiene
sentido por se(f o ¢) | detJ, | medible positiva. En efectq,detJ, | es medible por ser
continua. Veamos quko ¢ es medible. SU es un abierto df, +o[, entonces

(fog) (V) =97 (f1())

gue es medible por el comentario anterior. Si la igualdad es cierta, en particular lo sera para
f =1, esdecir

/ dx:/ | detd, (t) | dt, VE c Q medible
6(E) z
equivalentemente
L(9(E)) :/ | detd (t) | dt, VE C Q medible,
E

lo que es cierto sp es lineal (ver Proposicid®.19 y en otro caso se aproxima por una
aplicacion lineal.
Probaremos la anterior igualdad en dos etapas:

a) Fijadosa€ Q y p > lexiste § > 0 tal que B(a,0) C Q y se verifica que

pL / detds (t)] dt < A(¢(E)) < / IdetJy (t)| dt, VE C B(a, &) medible.
E E

En efecto, si notamo = D¢ (a), obsérvese que existec|0, 1] tal que

plc (1-e|T" _ (a+efT"
l+e 1-¢

<p.
Fijemos un tak y denotemos
a=1-¢|T Y vy B:=1+¢||T° Y.
Asi la anterior cadena de desigualdades puede escribirse:
OCN ﬁN

1 2 o <),
P ~—1+¢ 1—e_p
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Ahora, tomemos > 0 tal queB(a,6) C Qvy

HD(P(X)_th!TS (1)
_ etJy (X
[x—af <= 1—£<detJj(a§<1+e (2) -

del teorema del valor medio (Teorerm#) y de (1) se deduce que

1600 — o)l < BITO) =T
%y €B(@0)= { [ T(x) — Tyl < 900 — oy °

En efecto, sk =y no hay nada que probar. En otro caso
[0(X)— oW < l9(X) —d(y) = T(x=y) +T(x=y)|| =
1(0(X¥) =T (X)) = (¢(y) =TI+ IT(x=y)l| <
IX=yllsup{[|D¢(2) =T : zelx y[} + [T(x=y)l <
elx=yI+ITx=y)l =T Tx=y)||+[Tx=y) <
eTH ITH=NI+ITX=91=BITX) =TI,

y asi mismo

ITO) =TI < [[90x) = ¢(y) = T(x=y)l| +[9(x

) —o(

(@) =T(X) = (@) =TODI+ll¢(x) =Wl <

X =yl sup{[[De(2) =TI : z€lx Y[} + [0 () — oY)l <

elx=yl+190) — o)l = el T Tx=y)l +00() — oY)l <
elTHITXx=Y)lI+19 (0 — oM.

y)ll =

luego
|| TX) =TI < l[o(x)—oY)I.

Las desigualdades anteriores se escriben también

(9o ><T<x>>—<¢oT > ) < BITE Tl
%y<B@o)= {H< (609) = (To 6 (0[] < 21000 — oM.

Equivalentemente

uveT(B@d))=[(¢oT 1) (U—(poT ) (v)| <Blu—v|

u,ve ¢(B(aé)) = ||(To¢_1) (u—(Tog™) (V)| < %||u—v||.

Al verificar ¢ o T~ y T o ¢~ 1 las desigualdades anteriores en los abieft(®(a, 5))
y ¢(B(a,d)) respectivamente, las Proposicioriés20y 10.22 nos aseguran ahora que Si
E C B(a,8) es medible, entonces

A(9(E) =24 ((9oT ) (T(E)) < BA(T(E)) = B"|detdy(a)|2(E)
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| detds (@) | A(E) = A(T(E)) =24 ((To9 ™) (#(E))) < a “A(4(E)).
Hemos probado que B C B(a, d) es medible, entonces se verifica que

o |detdy(a) | A(E) < A(9(E)) < B" | detdy(a) | A(E). (%)
Por otra parte (2) se escribe también
(1—¢)|detdy(a) |<| detdy(t) |< (1+¢€) |detdy(a) |, Vt € B(a,6),

y en consecuencia para cafla B(a, 0) medible se verifica también

/E(l—e)|deu¢(a)y dtg/E\detJ¢(t)] dtg/E(1+8)]detJ¢(a)\ dt,

0 equivalentemente

(1—8)|detJ¢(a)|;L(E)g/E|detJ¢(t)| dt<(lte)|detds(a)| A(E).  (+%)

La conjuncion de (*) y (**) prueba el aparta@.

b) Para todo conjunto medible E incluido en Q se verifica:

A(0(E)) = [ |detdy(t) | dt.

Filemosp > 1. Comprobemos qu@ se puede expresar como union numerable de bolas
abiertas, en cada una de las cuales se cumplen las desigualdades del apafaddecto,
para cadx € Q existed (x) > 0 tal que se cumplen las condiciones del apartado a). Entonces,
el recubrimiento
U ={B(x,,0(x)): xe Q}

admite, en virtud del Lem&0.21, un subrecubrimiento numerable.
SeaE C Q medible. Es inmediato quUe se puede expresar como una unidon numerable
de conjuntos medibles disjuntos entre si

E = JEn con EnC B(bn,r), VneN.
n—1

El apartada) nos garantiza que para cada naturaé tiene

p—l/E | detd,(t) | dt < A(9(En)) §p/E | detd, (t) | dt.

Como la aplicacion
E—>/ | detdy (t) | dt
E
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es una medida sobredaélgebraz (Q) (Corolario12.4), la suma de las anteriores desigual-
dades proporciona la siguiente:

p—l/ | detdy (1) | dt < A($(E)) < p/ | detd (t) | dt.
E E
Por ultimo de la arbitrariedad gese deduce el apartadh.

C) Para toda funcion simple positiva S definida en G se verifica que

/ S(x) dx = / S(0(t)) | detd,(t) | dt, VE C Q medible.
o(E) 2

Por linealidad de la integral basta probar quE si Q es medible, entonces

/ Aa()dx— / 2a(6(t)) | detds(t) | dt, VA C G medible
6(E) £

o lo que es lo mismo

/ dx:/ | detd,(t) | dt, YA C G medible
S(ENA ENe-1(A)

es decir

A(P(E)NA) = /E s | €0 |t VAC G medible

lo que se deduce facilmente bepor ser¢ una aplicacién biyectiva.

d) Para toda funcion medible positiva f definida en G se verifica que

/ F(x) dx= / F(9(t)) | detds(t) | dt, VE C Q medible.
6(E) z

El teorema de aproximacion de Lebesgue (Teor&fn@) nos asegura que existe una suce-
sion crecientd s, } de funciones simples positivas que convergeyabasta aplicac) y el
teorema de convergencia creciente para funciones medibles positivas (Té@r@mna =

Teorema 14.10 (cambio de variable)SeanQ y G abiertos deRN, ¢ un difeomorfismo de
clase¢* deQ sobre G, EC Q medible y f: ¢(E) — R una funcién medible. Entonces

fe 2Y¢(E)) < (fog)|detdy |c ZHE),

€n Cuyo caso

/(P(E)f(X) dX=/Ef(¢(t))|detJ¢(t)| dt.
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Demostracién.Por definicion,f es integrable ed(E) si [y [ f(X) | dx< o, lo que es
equivalente, en virtud del teorema anterior, a que

/|f| ) | detd (1) |dt_/| 0 (1)) | |detd, (t)] dt < oo,

es decir(f o ¢) | detJ, | es integrable e&.
En el caso de qué sea integrable en(E) aplicamos nuevamente el teorema anterior

para obtener
f(x dx:/ £ (x dx—/ £~ (x) dx=
/(E) * ¢(E) ) ¢(E) )

/f+ )| detdg(t) | dt—/f (1)) | detd(t) | dt=
L0 | detdy 0[] dt— [ [1(0(1) |detd(t) ] di =
/f )) | detdo(t) | dt.

Corolario 14.11. (Férmula de cambio de variable).En las condiciones del teorema del
cambio de variable (Teoremi4.10, obsérvese que si ademéz{GC) = 0, entonces: Para
cualesquiera E= RN medible y f: E — R medible se verifica

fe ZYE) & (fog)|detdy| € £ (¢ HE)).
en cuyo caso se tiene la siguiente formula del cambio de variable

/E f(x) dx= /¢>1<E> F(9(t))|detdy (t)] dt .

Demostracion.En efecto, comd (E\G) = 0, es claro que

fe ZYE) e f e ZYENG)

/Ef(x) dx:/Eme(x) dx

El teorema del cambio de variable (Teoreidal( nos asegura ahora que

en Cuyo caso

fe ZYENG) & (fog) | detd, € £ (9 HENG)),

€n Ccuyo caso

o fooax= [ How) |detd()| dt

Puesto que—1(ENG) = ¢ ~1(E) se sigue de ambos resultados que

fe Y E) = (fog)|detdy € £ (¢ Y(E)),
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€n Ccuyo caso
/E f(x) dx— /¢ IR CONEESACIES

lo que prueba la férmula del cambio de variable que es la manera habitual de utilizar el
Teoremal4.10para calcular integrales. .

Nota 14.12.Para reconocer quees un difeomorfismo de clage' deQ sobre¢ (Q) es usual
utilizar el teorema “global” de la funcion inversa (Corola@@®). En la practica el conjunto

de integraciony(E) es conocido y el problema radica en encontrar un cambio de variable
adecuado y en conocEt esto es, el conjunto d&N que se aplica mediante el difeomorfismo

¢ en el conjunto de partida. Es usual también, una vez efectuado el cambio de variable,
utilizar el teorema de Fubini (Teoremd.1) para calcular la integral.

14.4. Coordenadas polares, cilindricas y esfericas.

a) Coordenadas polares en el plano.

Dadas por el difeomorfism¢ de clases, del abiertoQ = Rt x] — &, n[ sobre el
abiertoG = R?\{(x,0) : x < 0}, definido por

¢(p, ) = (pcosd, p seny)

con
detJy(p,¥) =p >0,V(p, V) € Q.

La férmula del cambio de variable deviene pBra R? medible yf : E — R medible
en
f e ZYE) « pf(pcosy,psemd) € £ (¢ (E)),

€n Ccuyo caso

L1y docy)= [ | f(pcosv,psend)p dip, ).
E ¢~1(E)

Ejemplo: &rea del circulo.
SeakE = {(x,y) € R?: x> +y? <r?} conr > 0. Se trata de calculdr(E). Se tiene

M@= oy = [ pdp.o)=[ | [ pav] dp-m?

donde se han utilizado los teoremas de Fubini, del cambio de variable y la regla de
Barrow.
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b) Coordenadas cilindricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfismé de clases™, del abiertaQ = R* x| — z, 7[ xR sobre el
abiertoG = R3\{(x,0,2) : x < 0}, definido por

¢(p7 1972) = (p COSﬁ,psenl?,Z)

con
detdy(p,¥,2) =p > 0,V(p,8,2) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora pataR® medible yf : E — R
medible, por

f e ZYE) < pf(pcosd,psentd,z) € £* (¢_1(E)) ;

€n Cuyo caso

L1y dxya = [ | fpcosd.psens.,zp d(p,0.2)
E ¢~E)

Ejemplo: volumen del cilindro.

SeaE = {(x,y,2) e R3: x> 4+y? <r2,0< z< h} conr,h > 0. Se trata de calculdr(E).
Se tiene

A(E) = [ dixy2)= [ pd(p.0.2) =
E 10,r[x]—m,m[x]0,h]

/or [/_7; Uohp dz} dﬁ} dp = r?h,

c) Coordenadas esféricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfism¢ de clases™, del abiertoQ = R x] — &, w[x | £, 5|
sobre el abiert@ = R3\{(x,0,2) : x < 0}, definido por

¢(p,,) = (p cosd cosp, p sens cose, p senp)

con
detJ; (p,d,¢) = p?cosp > 0,Y(p,d,¢) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora EaraR® medible yf : E — R
medible por

f e ZY(E) & p?cospf(p cosd cosp, p send cosp, psenp) € £ (¢ 1(E)),

en Cuyo caso

/f(x,y,2>d(x,y,2)=/ 1( )f(pcosﬁcosqo,pSenﬁcosw,pserrp)pzcossvd(p,19,<p)~
E o—L(E
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Ejemplo: volumen de la esfera.
SeakE = {(x,y,2) € R®: x> +y?+72 <r?} conr > 0. Se trata de calculdr(E). Se tiene

2E) = [ dixy2)= [ . Peospd(p.v.¢) =
E 10,1 [x]—7,7[x] -

r T z r T r 4
/ [/ { pzcos<pd(p] dﬂ} dp = / {/ 2p2d19] dp =/ Anp?dp = —nr.
o [J-n /£ 0 |/J-n 0 3

V]
—



540 14. Técnicas de integracion en varias variables.

14.5. Resumen de resultados del Tema 14.

Teorema de Fubini Sean p y q naturales y f : RP x RY — R una funcién integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casi todoy € RY, la funcion definida en RP por
x— f(xy)

es integrable en RP y la funcion definida casi por doquier en RY por

y— / f(x,y) dx
RP
es integrable en RY.
ii) Para casi todo x € RP la funcién definida en RY por
y— f(xy)

es integrable en RY y la funcion definida casi por doquier en RP por

X— [ (xy)dy
RA

es integrable en RP.

/Rpxmf(x,y) d(><,y)=/]Rq U}Rpf(x,y) dx} dy:/Rp [/qu(x,y) dy

Formula del teorema de Fubini en conjuntos medibles

iii)

dx

a) En el plano. Si E C R? es un conjunto medible y f € £*(E) , entonces

/Ef(x,y)d(x,y):/oi31 {/E(x)f(x,y) dy} dx:/ozz {/E(y)f(x,w dX} dy,

siendo
oy =IinfEy, B1=SupE;, ap=infEy, P2 =supE;

donde
Er=m(E), y Ex=m(E)

(71, 2 son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada X €oy, 1] (resp.

y €lop, B2]) es
E(X)={yeR:(xy) €E} (resp. E(y)={xeR:(xy) €E}).
En particular, cuando E = | x J, siendo |,J intervalos de R, entonces

/Ef(x,y) d(x,y):/l{/Jf(x,y) dy] dx:/J{/lf(x,y) dx] dy.
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b) En el espacioR3. Sea E C R? un conjunto medible y f € #1(E). La integral de Ia
funcion f se puede calcular mediante una integracion simple y una integracion do-
ble o mediante tres integraciones simples (; Cudntas posibilidades hay?). Por ejemplo,
podemos calcular la integral de f como sigue:

[rovadna = [7[ [ v dix)] oz

a3

siendo
O3 = inf E3, [53 = SUpEg

donde Ez = m3(E), y para cada z €|ag, B3] es

E(2) = {(x,y) e R?: (x,y,2) € E}.

Teorema de Tonelli Sean p y q naturales cualesquiera y sea f : RPTA=RPxRY — R
una funcion medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:

/Rp [/quf(x,y)!dy} dx, /Rq [/Rpﬁ(x,y)\dx} dy.

Entonces T es integrable.

Criterio de integrabilidad Sean p y q naturales. Una funcién medible f : RPT9 — R
es integrable si, y solo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es finita:

/Rp[Rq!f(x,y)!dy} dx, /Rq [/prf(x,y)\dx} dy:

En tal caso existen las dos y coinciden. Entonces también existen las integrales iteradas de f
y son iguales a la integral de f.

Medida del conjunto ordenado Sea f : RN — [0, 4-o0[ una funcién medible. Entonces
f es integrable si, y solo si, el conjunto ordenado de f

Pri={(xy) eRN"1:0<y< f(x)}

tiene medida finita, en cuyo caso

f(x) dx=2 (Px).

RN

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivésan Q y G abiertos
de RN, ¢ un difeomorfismo de clase € de Q sobre G y f : G — [0, +oo[ una funcién medible.
Entonces

/ £(x) dx:/ F(0(t)) | detds(t) | dt, VE C Q medible.
o(E) z
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Teorema de cambio de variable Sean Q y G abiertos de RN, ¢ un difeomorfismo de
clase €1 de Q sobre G, E C Q medible y f : ¢(E) — R una funcién medible. Entonces

fe 2Y9(E)) < (fog)|detdy |€ LHE),

eén cuyo caso

[, 00 dx= [ o) |detdy(®)] ot

Férmula de cambio de variable En las condiciones del teorema del cambio de variable
(Teorema 14.10), obsérvese que si ademds A (G®) = 0, entonces: Para cualesquiera E C RN
medible y f : E — R medible se verifica

fe ZYE) < (fog)|detdy| € £2* (9 1(E)).

en cuyo caso se tiene la siguiente formula de cambio de variable

/E F(x) dx= /(Pl(E) F(9(t))|detd, (t)] dt .

Coordenadas polares en el planoDadas por el difeomorfismo ¢ de clase € del abierto
Q =R+ x| — r, [ sobre el abierto G = R?\{(x,0) : x < 0}, definido por

¢(p, V) = (pcosd, psent)

con
detJy(p, ) =p >0,V(p,9) € Q.

La férmula del cambio de variable deviene para E C R? medible y f : E — R medible en
f e ZYE) & pf(pcosd,psend) € £ (¢ HE)),

€n cuyo caso

/f(x,y)d(w):/ f(pcost, psend)p d(p, ).
E 9-1(E)

Coordenadas cilindricas en el espacio.Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase €* del
abierto Q = R* x| — 7, t[xR sobre el abierto G = R3\{(x,0,2) : x < 0}, definido por

¢(p> 1972) = (p cosﬁ,psenﬁ,z)

con
detJy(p,v,2) =p > 0,¥(p,¥,2) € Q.

La férmula de cambio de variable viene dada ahora para E C R3 medible y f : E — R
medible, por
f e ZYE) & pf(pcosd,psend,z) € £ (9 1(E)),
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€n cuyo caso

/f(x,y,Z) d(x,y,2)=/ y )f(pcosﬁ,psenﬁ,Z)p d(p,®,2)
E o—L(E

Coordenadas esféricas en el espacioDadas por el difeomorfismo ¢ de clase € del
abierto Q =R*x]— 7, n[x | =F, %[ sobre el abierto G = R*\{(x,0,2) : x < 0}, definido por

¢(p, 0, ) = (pcosvd cosp, p send cose, p senp)

con
detJ, (p, 9, ¢) = p®cosp > 0,%(p, 9, 9) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora para E C R3 medible y f : E — R
medible por

f € ZY(E) & p?cospf(p cosd cosp, p send cosp, psenp) € £ (¢71(E)),

€n cuyo caso

/f(x,y,Z)d<x,y,Z)=/ y )f(pcosﬁcosw,psenﬁcow,psew)pzcowdm,ﬁ,fp)-
E o—L(E
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14.6. Ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

)
f(x,y) =eY—2e2Y en ]0,1[x]1,+oo|
i)
f(x,y) = (x—y)e *Y* en R* x RY.
ii)
f(x,y) = sen(&) en {(x,y) e R?: x2+y?> <1}.
iv)
f(xy)=e Y en {(xy) eR?: 0<x, 0<y<x}.
v)
f(x,y)=e™ en {(x,y) eR?: 1<x, 0<y< )—1(}
Vi)
f(x,y)=e Y en]—1 1[xR.
vii)
X
f(xy) = R%: 0 1,0 :
(X,Y) (ﬂ+ﬁhﬁt§enﬂxwe <x<1 0<y<x}
viii)
___cogxy) +
f(x,y) = (1+y2)/ser en |0,1[xR™.
iX)
_ 3
f(x,y,2) = 1yt 2 en R® (o € R).

14.2 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

) (x,y) — ﬁ (a > 0 es un parametro).

Serx sery

i) 1<a<2= (xy) — T
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14.3 Searxy,...,xn,a< RNy sea
N N
T:=<{xeRV: x=a+ Yt Y <1, 0<t, L<K<N
K=1 K=t

el (N+1)-edro eriRN (generalizacion del triangulo &7 y del tetraedro ef®3). Probar
que

1
M(T) = — [detx,....x)]

Indicacién:Tomar como variables ldgy proceder por induccion sobk& para calcular
la medida del conjunto

N
{teRN: Y k<1, 0<t, 1§k§N}.
k=1

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Boveda de Viviani:

2
E= {(x,y,z) eR3: (x—%) +y* < %}ﬂ

{(xy,2) €eR®: ¥ +y?+7<1,0<z}.

E= {(x,y,z) ERT xR xR : x5 +y3+28 < 1}.
Indicacién:Hacer uso de la transformacion

X=p cosv
y=p serd’

iii)
E= {(x,y,z) eR3: X+y? < (1-2)% ®+y? < g, z< 1}.
Indicacion:E es la interseccion de un cono y un paraboloide (un cucurucho de
helado invertido).
iv)
E={(xy,2 €R®: ¥ +y?+72 <3 ¥ +y? -7 <1}.

Indicacion:E es la interseccidn de un hiperboloide (diabolo) y una esfera.
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14.5 Area de la cardioide.
La curva erlR?, cuya ecuacion en coordenadas polares viene dada por

p=2a(l+cos?) (@aeR", —wr<® <)
se llama unzardioide Sea
E={(p cosd,p sem}): —x < <m, 0<p <2a(l+cost)}.

CalcularA (E).

14.6 Solidos de revolucion.
SeaE C Rg x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S= {(x,y,z) eR3: <\/W,z> c E}

(solido de revolucion obtenido al girar el conjuilia@ontenido en el plangZ en torno
al eje02). Probar qué&ses medible y que

A(S) = 27r/Ex d(x,2).
Aplicacion: probar que
a) El volumen del toro engendrado por la rotaciéon en torno alOedel circulo
(x—1)%2+(z—1)? < % (salvavidas) esj,rz—z.
b) El conjunto
E= {(x,z) eR?: 1<x, O<z<x—12}

tiene area uno y que el sélido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.

14.7 Integral de Gauss.
Probar que

+o0 1
/0 e gx= E\/g (a>0).

Indicacion:Probar, utilizando el Teorema del cambio de variable, que la funtion
R* x RT — R definida por

fxy) =) (xyeRT)

es integrable y calcular su integral.
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14.8 Probar que la funcion
1

14+x2+y?
es integrable ef0, +o[x]0, 1] y deducir que:
/’z‘ arctg cosx)
0

COSX

f(X7y) =
dx= g In(1+v2).

14.9 Probar que

/+°° nx 1 d(x,y) 7
0 X2 —1 2 R+ xR+ (1—|—X2y)(1—|—y> 4

Deducir que
1 Inx dx— n?
/o x—177 6
y obtener a patrtir de ello que

g 1 n?
Ln? 6
14.10 Probar que
: tserx T
lim / S gx= T .
t——+o 0 2
En el Ejemplol3.8se probo la existencia de dicho limite, ahora se trata de calcularlo

Indicaciones:
a) Probar, usando los Teoremas de Fubini y Tonelli, que la funcion
F(xy) = e ¥serx

es integrable ef0,n[x]0, [y que
n +00 n
/ Sem dx:/ {/ e Yserx dx} dy.
0o X 0 0

b) Para cada natural seafy :]0,+o[— R la funcién definida por

n
fn(y):/ e Yserx dx
0

Probar, integrando por partes, que

()} — 15z

Probar ademas que

2
< — .
[ fa(y)| < 11y2 vneN
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c) Deducir finalmente, utilizando el teorema de la convergencia dominada (Teorema

12.9 que
. t serx T
lim /—dx:—.
t—4o Jo X 2

14.11 Calcular las siguientes integrales:

i)
X
— & d(x,y) con E={(x,y) eR?: y¥*<2x, 0< x< 2}.
e 4y {(xy) €R?: ¥ )
i)
2
/\/x_yd(x,y) con E:{(x,y)eRz: 0<y, (?) gg}
E
ii)
2xy(2—3x) 5. 1
/EW d(x,y) con E={(x,y) e R“: 0 <X, O<y,y2§§—x}.
iv)
/(x+y) d(x,y) con E={(x,y) e R?: y* <x+2, x¥* <y+2}.
E
v)
/yzd(x,y) con E ={(x,y) e R?: x*+y> <R?}.
E
Vi)
/Md(x,y) con E={(x,y) eR?: X*+y* <1, 0<y}.
E/14+x24y?
Vi) 2 \2 2 \2
AN — 2. X Y
/|;(a2+b2> d(x,y) con E_{(x,y)eR ; a2+b2<1}.
viii)
/% con E:{(x,y)eRZ: 0<x<1, 0<y<i}.
E(1+X2_|_y2>? \/§
iX)
/ d(x,y,2)
E(1+x4y+2)°
con
E={(xy,2 €R3: 0<x,0<y,0<z x+y+z<1}.
X)
L0824y +2) dixy2
con

{MM36R30§&0§M0§12+X+§§1}mm¢>m.

= b
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14.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

) | F(xy) = e —2e29 ¢ £2(]0,1[x]1, +oo])
Este ejercicio se puede hacer hallando las integrales iteradas de la f@irguién

son distintas y por el teorema de Fubini (Teoréma) la funcion no es integrable.

El método es peligroso pues si después de hacer las cuentas fuesen iguales de ahi
no se deduce nada y el trabajo se habria perdido.

Como

ef2x —_ g X

1
—XY o —2XY _
/0 (e 2e”2Y) dy ”

+o0 -y _ a2
/ (e_xy_ Ze_ZXy) dX: 1
1

de ser las integrales iteradas iguales concluiriamos que

+o00 e—X_e—ZX
[ o,
1 X

lo que es absurdo pues el integrando es negativo.

i) | 00y) = (x—y)e 6V ¢ LHR xRY)

i) | f(xy) = sen(%) c 21 {(x,y) eR?: x2+y?> < 1})

En efecto,f es continua, esta acotada y el conjunto de integracién es de medida
finita.

iv) [f(xy)=e Y e 2Y{(x,y) eR?: 0<x, 0<y<x})
En efecto,f es medible positiva'y

oo [ X +o0 X 40 1
/ [/ e‘x‘ydy} dx:/ e~ [/ e‘ydy] dx:/ e X(1-e¥)dx==:.
0 0 0 0 0 2

Si se quiere integrar en el otro orden hay que tener en cuenta que

{(x,y) eR%:0<x, 0<y<x}={(xy) eR%:0<y, y<x}.

—+00 —+o00 l
/ [/ e‘X‘de] dy== .
0 y 2
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Vi)

vii)

viii)
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fxy)=e¢ 2 ({(xy) eR?: 1<x, 0<y<1i})

En efecto la funciorf es medible positiva. Como

[Tl em oo [M[eloon [Ta-gimre

f no es integrable en virtud del teorema de Fubini.

f(x,y) =e Y e 2] -1,1xR)

En efecto la funciorf es medible positiva. Como

/11 [/:o e"X‘Wdy} dx= /11 [/Xoo & X dy— /:m eX—ydy} dx—

(@ ) o [ 20xea

Luego por el teorema de Tonelli (Teoremé&.6) la funcion f es integrable y por
el teorema de Fubini

f(x,y) d(x,y) = 4.
]-11[xR

f(x,y) = (4)( c 21 {(x,y) e R?: 0<x, 0<y<x})|En efecto la fun-

X24+y2)\/1—

cion f es medible positiva. Como

X= =
(A[A Py )vI—x 2

Luego por el teorema de Tonelli la funcidnes integrable y por el teorema de
Fubini

f(xy) dxy) = =

/{(x,y)eRZ: 0<x<1, O<y<1i} 2

F(0Y) = it € £(0,1[xR")

If(Xy)] <g(xy) = %

La funcidng es medible positiva y

1
V/Serx

que es integrable €0,1] (comparar con%), luego por por el teorema de Tonelli
la funcidng es integrable e igual le ocurre a la funcibiimedible y acotada por
una integrable).

+00 T
/' m&wdyzz
0
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14.2

iX)

f(x,y,2) = m ¢ gl(Rg)(a €R)

Veamos que la funciér no es integrable eR3. Usando el teorema de cambio
de variable (Teorema4.10 para coordenadas esféricas, y el criterio de integra-
bilidad (Corolario14.7), la integrabilidad def en la bola unidad equivale a la
integrabilidad de la funciém — p?~2* en]0,1] (respect. erjl, +[), lo cual
ocurre si, s6lo sig < 3 (respectivamenter > 3).

En consecuencid, no es integrable para ningun valor de

Para los valores de en los quef es integrable en la bola unidad euclidea, te-
niendo en cuenta que en este caso, el determinante del jacobiano del cambio de
variable en(p, 6, @) esp?cosp, usando los teoremas del cambio de variable y de
Fubini, se verifica

LTt oo
/ f(x,y,2>d(x,y,2):/ [/ [/ p cosq)dw} de] dp =
B(0,1) ol/-nl/-Z

1 A
4 22 dep = :
”/o p ?=3"24

Analogamente
/ f(x,y,2) d(x,y,2) = am
R3\B(0,1) Y Y= 03"
(X,y) — ﬁ c ZH{(xy) €R?: X2 +y?>>1}) <= a > 2|.

En efecto: la formula de cambio de variable a coordenadas polares nos dice que
fe 2 ({(xy) € R?: X +y? > 1}) <= p3 2 cost send. L (|1, +oo[x] —,7[)

lo que equivale, en virtud del criterio de integrabilidad (Corol&4i@), a la finitud
de la integral

too [ 7
/ {/ p32%|cost semd| dd| dp,
1 -7

lo que a su vez equivale a la finitud de

~+o00
/1 p3 2 gy

estoesx > 2.

1<o<2= (xy) — S&Z;ze)@’ c Z1(R?)|.

Notemos _ serx sery

f(xy) = ————— V(xy) € R?\{(0,0)}.
(%,y) 0C 1 Y2 (x,y) € R%\{(0,0)}
La aditividad de la integral respecto el recinto de integracion nos asegura que

f e ZY(R?) = f e £4(B(0,1))N.ZY(R?\B(0,1)) .
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Si hacemos la mayoracion

1

[f(xy)| < W

no llegamos a nada pues

e L

Sin embargo esta mayoracion es buena para trabajgf €B(0, 1). En efecto,

1< o= pl e 21 +w|) — — € ZYR?*\B(0,1))

(@ +y?)
— f e ZHR?\B(0,1)).

Para trabajar eB(0,1) hay que afinar mas y utilizar la acotacion
|serx| <[X| , [sery| <yl.

En efecto,

o <2 p> e 2Y0,1) = X1 — € £(B(0,1))

(@ +y?)
— f € 2%(B(0,1)).

En ambos casos se han utilizado la formula de cambio de variable para coordena-
das polares, la integrabilidad de las funciones potenciales, el criterio de integrabi-
lidad y que toda funcién medible acotada por una integrable es integrable.

14.3 Searxy,...,xn,a<€ RNy sea

N N
T:= {XGRN: X=a+ ) tX, » k<1 0<t, 1<k< N}
K=1 K=1

el (N+1)-edro eriRN (generalizacion del triangulo &7 y del tetraedro ef®3). Probar

1
A(T) = N |det(x1,...,XN)|-

Para cada naturdl, consideramos el conjunto

N
A= {tERN: S 4<10<t (1<k< N)}
k=1

y la aplicacion linea: RN — RN dada por

Se)=% (1<k<N).
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Por serSlineal y llevar la base canonica en los vectofes ..., xy} tenemos que

S(t) = S(tlel+...+tNeN) :t18(e1)+...-|-tNS(eN) =t X1+ ... FtNXN,

y en consecuencia
SAy)=T-a.
Obtenemos entonces que

A(T) = 2(T —a) = A(S(Av)) = [detS] A (Av) = [det(xa, ... x)| A(A\)

y probaremos por induccién que

1
ParaN = 1 es inmediato. Supongamos que es cierto para un natyréd probaremos
paraN + 1. Asi
A(Ant1) = i XA A(te, ..o tnge) =

1
= d(tg,...,t dtni1.
/O {/{teRN: ThoatkSI-tnga, O<tc (1<k<N} & Nﬁ e

Como el conjunto

N
{teRN: Y tk<1-tngg, 0<t1<k< N}
k=1

es la imagen déy mediante la homotecia de razon-1y. 1, usando las propiedades
de la medida de Lebesgue y la hipétesis de induccion, concluimos que

1 1
AAwia) = [ =tua) M A)] divas = AN = g =

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Boveda de Viviani: Interseccion de un cilindro circular con la semiesfera, esto

es,
2
E= {(x,y,z) eR3: (x—%) +y* < %}ﬂ

{(x,y,2) eR®: X +y?+72<1, 0<z}.

El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integracion. La boveda de
Viviani se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la funcién

(X%y) — V1-x2—y?



556 14. Técnicas de integracion en varias variables.
sobre el recinto de integracion

F:BZ(@,O),;):{@,WEW; (-2) < }

La Proposiciorni4.8nos asegura que

= /F V1-x2—y2d(xy).

El integrando nos aconseja utilizar coordenadas polares. Haciedel @ambio

X=p cost

{y:p send’ gueda
T
p(p —cost) <0<« p <cosy c.p.d. (:> ~3 <9< 2)
esto es, para cada valor de la variableentre—Z y Z la variablep varia en
10,cosv]. Asi
-1 . T T
= =< = <
o ~(F) {(p,t‘}) 2_19 > ,0<p cosﬁ}

La férmula del cambio de variable (Corolatid.1]) nos da que
=/_ 1-p2pd(p,v).
¢-(F)

Ahora el teorema de Fubini (Teorerhd.1) nos hace concluir que

cost 1—p2 g7 p=cosv
/ U J1-p pdp]d@ / “ﬂ] do —
z 3

p=0

. / |sens|3dv | = 1 7r—2/25er?19d19 _3r—4
3 _ 0 9

i) El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integracion. Dicho conjunto

se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la funcién

A
2

3

(xy)— (1-x8 -8
sobre el recinto de integracién
F= {(x,y) eR* xRT: x5 +y3 gl}.

La Proposicioni4.8nos asegura que

NIlw

A(E):/F(l—xi—yi) d(x,y).
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ii)

Haciendo uso de la transformacion indicada, esto es, el difeomorfistealase
C! del abiertaR* x |0, %[ sobre el abiert®* x R dado por

X=p coS ¥
y=p serd

} = |det Jy(p,®)| =3 p serfo cosd > 0.
Utilizando enF el citado cambio de variable nos queda

p3(co2 v +sefd) <l pi<les0<p<l,
es decir, para cada valor de la variablentre O yg, la variablep varia en0, 1].
Asi T

0 Y(F) = {(p,ﬁ) 109 <7, 0<p< 1} c.p.d..

La férmula del cambio de variable (Corolatid.10 nos da que
2\ 3
A(E) :/ (1-p3)?3p serfo codv d(p, ).
¢1(F)
Ahora el Teorema de Fubii¥.1nos hace concluir que

A(E) :/075 Uol <l—p§>33p sert§ codd dp] do =

z ! 2\ 3 T 8 &
{/0 ser?ﬁco§z9d19} [/o (1—p3> 3pdp]_l—6><3—5_%,

donde se han usado dos resultados del Ejercicio (km(bl segundo se aconseja
3
el cambio de variablp = (1—x?)?).

El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integracion. Se trata de
calcular el volumen del so6lido interior al cono

{(xy,2) eR3: ¥ +y? < (1-2)?}
y al paraboloide
{(x,y,z) eR3: X+y? < g, z< 1}
por debajo del vértice del cono
V =(0,0,1)

(un cucurucho de helado invertido). Se tiene que

A‘(E) :/ XE d(X,y,Z) :/ d(X7y= Z)'
R3 E
Lo primero es resolver el sistema

N NI

— 22 574 2=0< {i
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La soluciénz = 2 es superior al vérticé del cono.
Primer métodoEl Teorema de Fubini nos da

1
A(E):/ [/ d(x,y)} dz=
0 E(2)
3 1
/{/ d(x,y)}dzqt/ [/ d(x,y)}dz:
0 LJE®® 3 JE@®
i 1
d(x, dz+/ {/ d(x, }dz:
/0 U{(XN)GRZ: x2+y2< 3} ( y)] 3 LH{(xy)eR x2+y2<(1-2)2} ()

3 1
2 2gp T K 5N
ﬂ/o 2dz+”/1 (1-27dz= 15+ 24~ 28

2

. ; , ] Z
donde se ha utilizado la formula del area de los circulos de ravz@sy 1-z
respectivamente.

Segundo métod@i proyectamos el circulo de interseccion de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integracion

F= {(x,y) cR?: X4y < %}

Para caddx,y) € F la variablez varia entre el paraboloide y el cono. Asi el
Teorema de Fubini nos da también

1—+/X24y2
dz| d(x,y) =
Lo (xy)

(1= =20¢+) ) dixy) =

/]o 4 (1P 207) PP =

7j><

0 2 : 2 3 57
[ amp-27p a0 ap=ax [ (p-p>-20%) a0 = I

donde se han utilizado la férmula del cambio de variable a coordenadas polares 'y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

iv) El conjuntoE es compacto, luego no hay problema de integracion. Se trata de
calcular el volumen del sélido que el hiperboloide (diabolo)

{(x,y,2) eR®: ¥ 4+y? -2 <1}
delimita con la esfera

{(x,y,2) €R>: X +y?+7 < 3}.



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 559

Se tiene que
:/ XE d(x7y,z):/ d(x,y,z).
R3 E

Lo primero es resolver el sistema

2 242
{izizzti;i:>3—£:1+zz<:>z:il.

Por razones de simetria nos limitamos al conjunto
{(x%,2 eR®: ¥4y +Z7 <3, X +y' -2 <1,0<7},

con lo que la Unica solucion es= 1.
Primer métodoEl Teorema de Fubini nos da

2/ [/ ]dz_
2(/0{/()d<xy]dz+ [ o)) -
2/ [/ {(xy)eR2: x2+y2<1+zz}d(XvY)] dz+
2/ [/xy €RZ: X2+y2<3— Zz}d( Y)l

2n (/0 (1+22)dz+/1 3—22dz> —

27r<<1+3) (3\/ 3—V3+ )) M’T_Z)”,

dz=

donde se ha utilizado la férmula del area de los circulos de radios 22 y
v/ 3— 72 respectivamente.

Segundo métod@i proyectamos el circulo de interseccion de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integracion

F={(xy) eR?: x+y* <2},
gue interesa descomponer de la forma
F=RUR={(xYy) eR?: ¥+y? <1}U{(xy) eR?: 1<x®+y* < 2}.

Para caddx,y) € F; la variablez varia entre el plan®XY'y la esfera y para cada
(x,y) € R, la variablez varia entre el hiperboloide y la esfera. Asi el Teorema de
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Fubini nos da también

Va Ry VA

QLE:Z// dd,/ dzl dixy) | =
(E) (E[O 2 o)+ || ] sy d2] dixy)

2( [ V3R + [ (VB VR ) dixy) ) -
2(/}071]X]—M[ 3=p%p d(p’ﬁ)Jr/]lA/?[x}—m[ (\/S—pz— \/pz—l) P d(p,ﬁ)) N
2(/01 [/_i,/s_pzpdﬁ] dp+/1ﬁ{/_7;(\/3_p2_\/pz_l)pdg} dp) _

oo (ot Jootl) e ot

3 0 h 3 ’
donde se han utilizado la férmula del cambio de variable a coordenadas polares 'y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

- ([(3—pz)g}ﬁ+ [(p2 1)§]ﬁ) _48V3-2)m

14.5 Area de la cardioide.
La curva erlR?, cuya ecuacion en coordenadas polares viene dada por

p=2a(l+cosy) (aeR", —w<® <)
se llama una&ardioide. Sea
E={(p cosd,p send): -t <3 <m 0<p<2a(l+cosd)}.

CalcularA (E).

Conviene dibujaia cardioide lo que justifica su nombre. Se tiene s un compacto
luego medible con medida finita y

2E) = [ dixy).
Es facil ver que sp es el cambio a polares, entonces
¢ HE)={(p,®): —w < ¥ <7,0< p < 2a(1+cosd} c.p.d.
La férmula de cambio de variable (Corolafid.11) a coordenadas polares nos da
ME)= [ pdip.9).
9~(E)

El teorema de Fubini (Teoremd.1) nos hace concluir

b1 2a(14-cosv) T
A(E) :/ [/ p dp} dﬁ:Zaz/ (1+ cost)? = 6a’x .
0

—T —T
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14.6 Sdlidos de revolucion.
SeaE C R} x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S= {(x,y,z) eRS3: <\/x2+y2,z> € E}

(solido de revolucion obtenido al girar el conjulia@ontenido en el plangZ en torno
al eje02). Probar qué&ses medible y que

A(S) = 27r/Ex d(x,z).

En efecto consideremos el difeomorfismo de cfé&e
¢ R x]—m n[xR — R3\ {(x,0,2) : x< 0}

gue da el cambio a coordenadas cilindricas. Utilizando dichas coordenadas cuando
¥ = 0 el solido de revolucion se confunde cBny para otro valor de la variablé

las variablegp,z) se mueven en el girado d& que se comporta conté a todos los
efectos, asi

Xo-1(9 (pv 1972) = XE (P,Z) %}—ﬂ:,n’[(ﬁ)7 C.t. (P, 1972)
es decir

0 1S ={(p,%,2): (p,2 €E, - n <V <m}=Ex|—n7,7]

de donde se deduce quie’(S) es medible y por tant8 es medible. Se tiene que

MS = [doeya= [, _pdp.o.a= [| [ pdo|dip.z)-

27:/ pd(p,z) = 27t/ x d(x,2z),
E E
donde se han utilizado la formula de cambio de variable a coordenadas cilindricas y el

teorema de Fubini.

Aplicacion: probar que

a) El volumen del toro engendrado por la rotacién en torno alGHedel circulo

1 . 2

(x—1)2+(z—1)°< 7 (salvavidas) es>-.
En efecto, haciendo el cambio

Xx=14+psend
y=1+pcosdv

se tiene que

F - 1
/ xd(x,z):/2 [/ (1+pcosd)p dﬂ] dp:/2 andng
E 0 0 4

—T
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b) El conjunto
1
E= {(x,z) cR?: 1<x, 0<z< —2}
X

tiene area uno y que el sélido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.

En efecto
+o0 1 400 0
e~ | [/xzdz] we [TH[ )
1 0 1 X X]q
to | % +o dx
A(S) :Zn/ xd(X, z) :Zﬂ/ / x dz dx:Zﬂ/ — =40,
E 1 0 1 X

14.7 Integral de Gauss.
Seag: R"x]0, Z[— R la funcién definida por

g(p,9) = f(p cosv.p send)p =p e ¥".
El teorema del cambio de variable (Teoreidal( nos asegura que

fe 2R xRY) = ge.2 (R x]0.7]),

€n Cuyo caso sus integrales coincide. Se tiene que

to [ 13 2 T o[te 2 Tr—e ®ip=to g
—ap - —ap — — = —
/o {/o pe dﬁ} dp 2/0 pe dp 2[ 2a :|p_0 4a’

donde se ha utilizado la regla de Barrow (Teoréfm§g). Los teoremas de Tonelli y
Fubini (Teoremas4.6y 14.1) nos aseguran quges integrable y que

e’ d(p,0) = .
/meyg[p (p,8) =25

Ahora el teorema del cambio de variable nos asegura la integrabilidbg dae

—a(x+y?) _r
/wa e dxy) = 2.

Una nueva aplicacion del teorema de Fubini nos dice que la funcién e g
integrable e ™ y que

T —a(x°+y?) _/ —ax2 / —ay? o
Pl Uwe dy] dx= IR<+e R+e dy| dx=

{/we“"‘x2 dx} {/}we“"‘y2 dy] = {/we“"‘x2 dxr,
/(:meax2 dx:%\/g (a>0).

esto es,



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 563

14.8 Probar que la funcion
1

1+x24y?
es integrable ef0, +[x]0, 1] y deducir que:

/2 —arctQ(cosx) dx= T In(1+ \/5).
0 COSX 2

fxy) =

En efecto, la funciérf es medible positiva, con lo que en virtud del criterio de integra-
bilidad (Corolariol4.7) es integrable si, y solo si, la siguinte integral es finita

/1 l/+°° dx } q _/1 /+°° 1 dx dv—
o |[Jo 1+x2+y? y= o [Jo 1+y? ( y=
1+

2
X
\/1+y2>

dx

blash —
0 1+y?ho . )2
T\ Vi

X=-400

dy=

1

Flld5).

g dy =& 5 y=1  mlog(1+V2)
2/0 \/Fyz_ 5 [Iog(yqL \/1+y)_argsenty]y_0_—2 .

El teorema de Fubini (Teorenial.l) nos asegura ahora que

7r|og(1+\/§_/+°°[/1 dx ]dx—
2 “Jo Lo 1424yl 7T

+oo 1 d 3 arct S
:/ arctar( ) X — (x:tant) :/2 M dt.
0 V1+x2/ V14x2 0 cost

Hemos probado que

/”/2 arctar{cosx) dx— rlog(14+v/2)
0 COSX B 2

14.9 La funciéonf : R x Rt — R definida por

1
1+y)(1+x2y)

f(X,y) = 2(
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es medible positiva, el criterio de integrabilidad (Corolat#7) nos dice quef es
integrable si, y solo si, la siguiente integral es finita

1 pheor oo 1
5/0 Vo (1+Y)(1+y@) o dy=

+°° X=00 +00 q
2/ 1+ arctan\/yx] dy= 2/ m y=

2

= larcany] "=

El teorema de Fubini (Teorenia.l) nos asegura ahora que

1 prer pre g
:i/o Uo (1+y)(1y+yx2)] I

Como se verifica c.p.d. la identidad

f(xy) = 1 1 ¢
’y_2(1—x2) 1+y 1+yx2)’

(salvo en la semirrecta= 1,y > 0), entonces se tiene que

/+°° dy _/+°°1<1_x2)d_
o (1+y)A+y®) Jo 1-x2\1+y 1+yx y=

L g YN (g (L) joge] = 2logx
1 | 1+y2)|yo 1% 9\ % 94 =1

Yy, en consecuencia,
T« logx T
=t
0

2

xX—1 4

Como
+ logx 1 logx +e Jogx 1
/O Xz_ldx:/o Xz—_ldx+/l o dx _( :f):
1 Io X 0 logt 1 logx
= g . 1_gt2dt:2/%dx,

concluimos que

1logx  x2

/o x2—1 8°
Llamamos ahora L1 x L
_/ 9 _ [T 1ogx dx .
X+1

Obsérvese que no hay problema de mtegrabllldad, ya que en el punto 1 tienen limite y
en el punto 0, al ser
logx Iogx

1 x+1
>|<|_>0Iogx_ 170, I|m 0 logx =170,
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basta usar el criterio de comparacion para comprobar que ambas funciones son integra-
bles, ya que la funcion log es integrable]en]|.

Se sigue pues

1 2xlogx A
A+B:/ 2 : dx=(¢=t) =3 1 logx 2
o x°—1 2 = A:/ O gx= "
L logx T2 0 Xx—1 6
A—B:Z/ P dx= "

Por ultimo, como

se tiene que
1 logx 1
/o x—ld _/o (_

y como paran € NU {0} se verifica la igualdad

1 u=—logx, u = =t 1 xn 1
—(lo xx”dx:[ -~ X}:/ dx=
/o (logx) \/:x”,v:’r‘]:i o n+1 (n+1)2

y la serieznzlﬁlz es convergente, en virtud del teorema de la convergencia absoluta
(Teoremal2.9 tenemos que

/Ol)l(OTg)](- dx= /01 (i(_log)oxn) dx —
=2, ([owea) -5 5

Hemos probado, por tanto que

8

1 =
P 6

=

14.10 a) F es medible, por ser continua, y para cadetural es

(14.7.1) /(:w\l:(x,y)\dy:[ @ XY1

pues esta funcion es continua y tiene limite en 0 yeBl criterio de integra-
bilidad (Corolario14.7) nos usegura quE es integrable efo,n[x]0,+oo|. El
teorema de Fubini nos dice ahora que

/On { O+°° F(x,y)dy} dx= /O+°° [/OnF(x,y)dx] dy.

T lse gy,

y=0
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Procediendo como en la igualdadl. 7. 1calculamos la primera integral del primer
miembro, obteniendo que

n +00 n
/ﬂd _/ [/ exysenxdxldy.
0o X 0 0

b) El teorema de Fubini asegura que cdglasta definida c.p.d. (de hecho esta defi-
nida en todo punto) y que es integrable. Integrando por partes dos veces se tiene
para cada natural que

n
fn(y) = [—efxy cosx} —y /o e cosx dx=

n
1-e W cosn—y/ e Y cosx dx=

X=n

x=0

1—€v cosn—y([ XY senx} +y/ e senxax)

1—€eY cosn—y (e sem+yfu(y)),

luego

1—e " (cosn+y sem)

fa(y) = 112 , Vne N,
y en consecuencia
1

Ademas, para cada naturase verifica también que

cosn-+ysem < 1+y <1

ey -

de donde se sigue para cada nataorgilie

10| < 17 €-2400+%).

c) Como el limite existe, basta calcular

Iim/ &d
0

El apartaddd) nos permite aplicar el teorema de la convergencia dominada (Teo-
remal2.5 a la sucesior f,} para obtener, teniendo en cuenta el apartgglo
que

. +°° te dy y=+©
Ilm/ —dx_Ilm/ /0 VA [arctgy]y:o =5

Hemos probado que
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14.11 i)

d(x,y) con E = {(x,y) e R?: y* < 2x, 0<x < 2}.

/ \/1-|-x2-|—y2

La funcién anterior es continua &¥, por tanto, es integrable sobre compactos y
E es compacto. Usando el Teorema de Fubini, tenemos

x} dy=

X 2 2 X
= [
2 X=2
D:/Z[\/1+x2+y2 [ dy= /\/5+y2dy/ Y 1) dy—

:( 5IogS) 230 %2+glogS.

/E¢x_yd<x,y) con Ez{(XaWGRZ: 09’( :y) S6}

De Ia segunda condicién se deduce gue 0 y entonces ha de verificarse que
= + < \/é, es decir, 24y < 6\/>_<; como ademasy > 0, entonce<€ es la

2 4~
region deR? del primer cuadrante limitada por la funcién R* — R dada por
4
f(X) = —=v/X—
(x) ﬁ\f

2
Como ademés(’—é) <F=>x< % entonces

[y = [ [ oy ax-
=[S e (4 (& 2 dx—.

ii)

2xy(2 — 3x) ) 1
———— = : <Z_xb
/E MR d(x,y) con E ={(xy) e R?: 0<x, O<y,y2_2 x}

[ 2259 gy - /”2 [ ) g

1/2 =/1/2—
_/ X(2—3x) 3x +2y2}y / de

1/2x(2—-3x),  x*—2x+1
:/ Iog

dx=...
X2
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/E(x+y) d(x,y) con E ={(x,y) e R?: y?* <x+2, x¥* <y+2}.

El dominio es la regién comprendida en el interior de dos parabolas

/E(X+Y) d(x,y):/_:;g [/)!_?(xy%—y) dy] dx+

LY V2 2 a2
+/1 [/ (x+y)dy} dX—l—/H\/g[/z , (x+y)dy} dx=--

—Vx+2 L _
v)
/Ey2 d(xy) con E={(xy) eR*: x*+y* <R’}.
b4 R P
/Eyzd(x,y):/_ﬂ[/o p3serfo dp} d6:§/_nser‘?9 de:#.
Vi)

2
/ Xy d(x,y) con E={(xy) eR?: ¥*+y* <1 0<y}.

EV1+x2+y2

E es medible con medida finitafyyg esta acotada por 1, luedge es integrable.

X2 4 Y2 U= p2
i W /[/ md”]d {v p(1L+p)’
pzﬂp_lzﬂ_

vii)
NY. B , Xy
/E(?quﬁ)d(x,y) con E_{(x,y)eR ; §+p<1}‘

E es medible y tiene medida finta, por ser compacto y adeigpasesta da por

f(e = ap coso

y = bp send

se tiene que el valor absoluto del determinante del jacobiano del cambio de va-
riable esabp (estamos suponiendo gagb > 0). La funcién que da el cambio de
variable es

1, por tantof yg es integrable. Haciendo el cambio de vari

¢:R+x}—n,n[_>R2
la dada por

®(p,0) = (apcost,bpsend)  (p > 0,6 €] —x,x)
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es de clase infinito, inyectiva y su imagen es el conjiRRo{(x,0) : x < 0}. Asi

el Teorema global de la funcion inversa nos aseguradgas un difeomorfismo

de clase infinito y podemos aplicar el teorema del cambio de variable (Corolario
8.8), obteniéndose

X2 y? Tl abr
/E(?+@> d(x,y)_/_ﬂ[/o abp dp} do =0

viii)

/M con E:{(x,y)eRz: 0<x<1, 0<y<i}.
E(1+X2+y?) V3

3
2

El recinto de integracion es un rectangulo de Iados% En general, si

(&)
o = arctan| — |,
a

en el cambio a coordenadas polares de tiene:

b
=0<p<——

a T
O<f6<a=0 _— oa<0<— .
<0< <p< <0< serd

coso 2

1 T
En nuestro casa = arctan— =

= <% - arctan\/77> + (arctan\g — g) =

V7

V7
= arctan? — arctan7 .

/ d(x,y,2)
E(1+x+y+2)>
con
E={(xy,2) €R3: 0<x,0<y,0<z x+y+z<1}.

1 1 1
d ) :/ / d 3 :|d -
/E(1+x+y+z)3 x¥2)= ], L<x,y>emz:x+y<—z} Lixrysz3 dY)| a2

1 1-z 1-y-z
/ {/ U fracl(1+x+y+2)?3 dx} dy} dz=
o |Jo 0
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x=1

/01 [/Olz {2(1+x_+1y+ z)ZL_O dy] dz=---

/E<x2+y2+zz) d(x,y,2)
con

y

E {(x,y,z)eR3:0§x, 0<y, 0<z §+E+)—é§1} (a,b,c> 0).

/E(x2+y2+zz) d(x,y,2) =

Cc
/ U (X2+y2+22)d(x,y)] dz=
0 [J{(xy)eR2 0<x, 0<y, X+¥<1-Z}

/Oc[/ob(lé) [/Oa(lé%) (X2+y2—|—22) dx} dy] dz— ...
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