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1. Numeros y cantidades. El continuo y lo discreto

1.1. Los inicios de la aritmética

Estamos tan acostumbradosantar que cuesta trabajo imaginar un mundo sin nimeros. Pero
asi fue, no creo que nadie lo dude, durante muchisimo tiemploiso en nuestros dias se tienen
noticias de tribus aisladas que no saben contar mas allaade @ucinco objetos; cuando tienen
que referirse a una cantidad mayor emplean una expresidquigre decir “muchos”. Es frecuente
también que en los lenguajes primitivos se utilicen pakalistintas para designar nimeros igua-
les cuando éstos se refieren a diferentes clases de objetmsaRoco, conforme los primitivos
grupos tribales fueron organizandose en sociedades cadaascomplejas, el proceso de contar
colecciones concretas de objetos condujo al concepto deemiabstracto”. .. !Que a nosotros nos
parece tamatural Pero esto fue un largo proceso cuyo desarrollo es el temstddeecion.

En el tercer milenio a.C. en el antiguo Egipto y en Mesopatssgiinventaron diversos simbo-
los con significado numérico y sistemas de numeracion qusa®em para resolver una variedad
de problemas practicos. Las caracteristicas mas sorprsddel sistema numérico babilénico son
el principio de notacién posicional y la base 60. Tambiélization el principio de notacién posi-
cional para representar fracciones. Esto les permitiGodispde una aritmética bastante avanzada
y utilizarla en muchas situaciones practicas, especiaknemastronomia. Sin embargo, se limita-
ban a dar instrucciones verbales de los calculos a reaipgystificarlos de ninguna manera. Los
egipcios, por su parte, inventaron un sistema de escriturgérica que usaba la base 10, pero no
era posicional, sino aditivo. Usaban un simbolo especia mpresentar fracciones unitarias (con
numerador igual a 1) y las demas fracciones se escribian soma de estas. Contar, con la ayuda
de simbolos numéricos, sefiala el principio de la aritmética

Las matematicas que se desarrollaron en Mesopotamia y ptoEgi fueron mas que un con-
junto de reglas para resolver problemas de la vida diariai @ahay simbolismo, apenas algun
pensamiento consciente sobre abstracciones, ningunalfmidn metodolédgica general y ningu-
na idea de demostracion o incluso de razonamiento plaugil@igoudiera convencer a alguien de
la correccién de un procedimiento o férmula. No hubo, de bgolmguna concepcién de ciencia
tedrica de ninguln tipo.

Quien quiera profundizar en estos temas puede conség]taf17].
1.2. Numeros y medida de magnitudes

Una vez inventados los nimeros, el paso siguiente fue gspdmmedir magnitudegales
como longitudes, superficies, volimenes o tiempos. Estepoorequiere bastante ingenio. Consi-



deremos, para fijar ideas, que quereragpresar numéricamenta longitud de un segmento de
recta AB. Lo primero que hay que hacer es elegir umedad de medidaue sera otro segmento
OU y comparar ambos. Puede ocurrir gABcontenga un nimero exacto, de veces @®U. En tal
caso podemos escribir simbdlicameA=mOU. El nimerom representa entoncesrzedidade
AB respecto déU. Lo mas frecuente, no obstante, es @& no esté contenido un nimero exacto
de veces e\B. En tal caso podemos divid@U en un cierto nimera), de partes iguales con la
esperanza de que, al tomar como nueva unidad de medida ustas@artesQU’, resulte queAB
contenga un nimero exactu, de veces @U’. Cuando esto es asi se dice que los segmekiog
OU sonconmensurable€sto quiere decir quadmiten una unidad de medida coméhsegmento
OU’. Podemos escribiAB= mOU’. Por otra partéDU = nOU’. Podemos ahora usar los niimeros
m,n para hacernos una idea de comddscomparado co®U ; esto es lo que se expresa diciendo
quela razén deAB respecto dOU es nt n (Iéasem sobren).

AB m

OU n
Con el paso del tiempo el simbolm: n que, en sus origenes, como acabamos de explicar, re-
presentaba la razén de (las longitudes) de dos segmentosensarables quedd desprovisto de
su significado original y pas6 a ser considerado simplemamnt® unnimeronaciendo de esta
forma los numerosgacionales(cuyo nombre alude, precisamente, a que tales nimeroseepae
razonesle segmentos conmensurables).

1.3. Numeros y cantidades en la antigua Grecia

Los griegos de la antigliedad distinguian etiinémero” y “cantidad” o “magnitud”. Para
ellos un nimero era un agregado de unidades. Podemos preéisaUn numero es una multipli-
cidad gue se obtiene por repeticién de un individuo — la whidacuyas partes estan separadas —
son discontinuas — y tienen fronteras bien definidas. Tottbsesexpresa diciendo que los nime-
ros son de naturaleadiscreta. Por otra parte, los nimeros no tienen sentido si se separks d
objetos materiales o ideales a los que enumeran. Asi, ‘tloe¢ed” tiene sentido, pero “tres” por si
mismo carece de significado. Es decir, un nimero es un atritautin grupo de objetos y carece de
autonomia propia.

Una “cantidad” puede ser, entre otras cosas, tiempo, lathgitolumen, velocidad o masa.
La caracteristica esencial de la cantidad esainuidad. Una cantidad puede dividirse indefi-
nidamente, pero no esta formada por partes separadas quéptioas de una unidad, sino que

1| a palabra “discreta” deriva de una raiz latina que signiieparar”. De esta misma raiz deriva el verbo “discernir”
cuyo significado es reconocer algo como distinto o separgdo [

2| a palabra “continuo” deriva de una raiz latina que signifioantener junto” o “cohesionar”. Esta misma raiz nos
da el sustantivo “continente” con el significado de una esitende tierra no interrumpida por el mai.[



sus componentes estan unidos entre si por fronteras contomeie acaba uno empieza otro. Por
ejemplo, un area plana puede dividirse en trozos que, al esidos unos con otros, pierden su
singularidad quedando como partes indiferenciadas dedm for otra parte, los matematicos
griegos no estudiaron la cantidad como algo abstracto,gbasdas cantidades tienen siempre un
caracter concretoson una cantidad de algo.

El concepto de cantidad estaba estrechamente ligado a faghém. Una proporcion entre dos
segmentos o entre dos areas planas es una cantidad que pwedesexpresarse con ayuda de
numeros. Cuando dichos segmentos o areas admiten una deigaedida comin podemos decir
que la razén de uno a otro es, por ejemplo, 7 : 10. Pero, pagrikmgos, 7 : 10 no es un ndmero
sino una forma de expresar una cantidad concreta, que pedrs& algo asi como “siete partes de
diez”. Ellossolamente consideraban como nimeros los enteros posjtiviasquiera consideraban
como numero a la unidad. La unidad es, eso, “la unidad” de éaegtan formados los niimeros,
pero ella misma no es un nUmero porque no esta compuestadéelasi

1.4. Los pitagéricos y el descubrimiento de las magnitudesac¢onmensurables

Volviendo a la situacion antes descrita, parece intuitive,cualquiera sea el segmeni®,
dividiendo OU en un nimeroy, suficientemente grandte partes iguales, podemos conseguir que
la nueva unidad de medid@U’, esté efectivamente contenida un nimero exacto de vecAB.en
En otras palabras, parece que dos segmentos cualesquberasge conmensurables. Pues bien, la
intuicidn aqui nos engafia, y ese fue el extraordinario desuiento que realizaron los pitagéricos.

Para tratar de encontrar una unidad de medida comun paragioestosio = ABy o, =CD
se procede como sigue. Supuesto gge> d;, quitamos deg tantas veces como podamos
hasta obtener como sobrante un segmenta a;:

Og = N101+ 0> Oy < 01

Es decir, el segmentm, contienen; veces abi; y gueda un segmento sobrante< a1. Repetimos
el proceso para obtener:

01 = Np0so+ 03 a3 < d2

O = N303-+ 04 04 < 03

Siap y a; tienen una unidad de medida comun, este proceso terminaédedp un ndmero finito
de etapas, es decir, hay ke N tal queay_1 = nkax de manera quay es una unidad de medida
comun para los segmentag y a1. Si el proceso puede continuarse indefinidamente obtemiend



en cada etapa segmentos sobrantes cada vez mas pegyefiesa, es porque los segmentos de
partida no son conmensurables

Observa que diip Y 01 Son numeros enteros, este proceso es el algoritmo de Esipkda la
divisién de enteros g es el maximo comun divisor d&y y 01

bles.

Parece ser que fue un pitagéri¢ttipaso de Metapontauien en el siglo V a.C., al estudiar las
propiedades geométricas del pentagrama, descubrio temsis de los segmentos inconmensura-

Figura 1. El pentagrama pitagdrico

En el pentdgono regulakBCDE las diagonales se cortan formando otro pentdgono regular
A'B'C'D'E’. Debido a la simetria, cada lado de un pentagono regular reejzaa una de sus

diagonales. Por tanto los triangula& Dy BE'C tienen sus lados correspondientes paralelos y, en
consecuencia, sus angulos son iguales, por lo que son seesejaor tanto

AD  BC
AE  BF
PeroBE' = BD— DE’ = BD—

AE = BD — BC puesDE’ = AE por ser lados opuestos de un para-
lelogramo. Y comAE = BCy AD = BD, hemos obtenido que:
BD  BC
BC  BD-BC


http://es.wikipedia.org/wiki/Hipaso_de_Metaponto

Es decir, en cualquier pentagono regular se cumple que

diagonal lado
lado  diagonal-lado

Tenemos ademas:
BD—-EA=BD-DE'=E'B=D'B=DA

Es decir, la diferencia entre la diagonal y el lado del pesiidgmayor es igual a la diagonal del
pentadgono menor. Y también:

BC—DA'=BA —BE =E'A

Es decir, la diferencia entre el lado del pentdgono mayodiaigonal del pentagono menor es igual
al lado del pentagono menor.

Pongamos®iy = diagonal= BD, a; = lado= BC, a, = g — a1. Tenemos que

o a1

041 a2

Este proceso puede continuarse pues si ahora formamosiardifacs = a1 — oy, puesto que,
es la diagonal del pentagono menarges su lado, tenemos qug < a, y poniendoo = 0, — 03!

o> a3

a3 (oV/]
Y dicho nimero es evidentemente el mismo para cualquieagenb regular, luego:

o 041 a2 az

a1 (06)) a3 04

Proceso que puede continuarse indefinidamente puestosydiadpnales de cada pentagono regu-
lar determinan otro pentagono regular. Esto significa queageso que hemos descrito anterior-
mente:

Op=1-0a1+02 02 < g
a;=1-0a,+0s3 a3 <02

O>=1-03+04 Oz < Q3

no termina nunca y por tanto los segmeri@sy a1 son inconmensurables. Luego la diagonal de
un pentagono regular es inconmensurable con el lado.

De laigualdad
(040} a1

a1 Op—0a1
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se deduce qu% = 1*—2\/5 Y acabamos de probar que dicho nimero no es cociente de egimer
enteros, es decir, no es un numero racional.

El nimero® = ”Tﬁ’ es uno de los mas famosos de las Matematicas. Se conocerapam
aurea Si enGooglebuscas “razén aurea” (asi, con las comillas) te saldrantiessimil paginas.
Eso en espafiol, porque si buscas en inglés “golden sectib@idras casi novecientas mil paginas.
El poeta Rafael Alberti dedicé un hermoso soneto a la razéeeau

A la divina proporcion

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura,
gue claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,

aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

gue el Universo arménico origina.
A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.
Luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera trasparente.
A ti, divina proporcion de oro.

La siguiente demostracién, que aparece al final del libro lslElementosle Euclides, prueba
que la diagonal de un cuadrado no es conmensurable con el lado

En efecto, siOU es el lado yAB la diagonal, y suponemos que ambos admiten una unidad
de medida comurOU’, tendremos quéDU = nOU’, y AB = mOU’ para convenientes nime-
ros naturalesm, n. Pero, en virtud del teorema de Pitagora€)Q@)2 = (AB)?, y deducimos que
2n?(0OU’)2 = m?(0U’)?, por lo que debe sem2 = mP. Veamos que esto lleva a una contradiccion.
Podemos suponer que y n no tienen factores comunes (si los tuvieran se los quitayyes) par-
ticular, my n no son ambos pareka igualdad #% = n? nos dice quar? es par lo cual implica
gque también tiene que senn. Asi podemos escribim = 2p. Sustituyendo en la igualdad anterior
y simplificando tenemos que? = 2p?, y de aqui se sigue, al igual que antes, quiene que ser
par y ésta es la contradiccién anunciada.




Suele afirmarse que los pitagoricos pensaban qoéreeroera elfundamento Ultimale toda
realidad aunque ni siquiera Aristételes tenia claro lo e significaba §]. Puede que los pi-
tagoricos atribuyeran un significado fisico a eeameros considerados como sustrato universal
subyacente a todo, y los entendieran com@éases ultimas indivisiblede cualquier magnitud, lo
queDemacritoy Leucipollamaronatomos Eso explicaria la profunda crisis que produjo entre los
pitagoricos el descubrimiento de las cantidades inconunahkes, pues la existencia de tales canti-
dades niega directamente la interpretacion atomista dagtiral cualquier segmento de linea esta
compuesto de un numero finito dé@nimas unidades indivisiblepues si esto fuera asi esta claro
gue tales unidades minimas serian una unidad de medida garaioualquier par de segmentos.

El descubrimiento de la inconmensurabilidad fue un logngsecedentes porque no fue empi-
rico sino puramente teérico, puso de manifiesto que la getanai es aritmética y que los objetos
matematicos no eran tan simples como se pensaba. De heghaslpropiedades que parecian
claramente verdaderas (como que dos segmentos siemprgaadmmia unidad de medida comun),
resultaban ser falsas. Esta crisis de fundamentos hizéianesla seguridad del método seguido
para demostrar las propiedades de los objetos matematmasistente ehacer vero poner en
evidenciaque tales resultados eran necesariamente verdaderos.en asfjin momento de la se-
gunda mitad del siglo V a.C., un grupo de matematicos griegtzblecieron un nuevo método para
el descubrimiento de la verdad: mitodo axiomatico-deductivgue es esencialmente el mismo
gque usamos hoy. Se trata de, partiendo de unas pocas veedatiages (0 axiomas), y a través de
una serie de etapas sucesivas muy simples, obtener unaad@efirmaciones, con la propiedad
de que una cualquiera de ellas es verdadera siempre qualtodes las anteriores. A las leyes que
rigen las formas correctas de pasar de una afirmacion a oteacdelena, se les llam6 més tarde
leyes légicas o deductivag tienen uncaracter forma) independiente del caracter de verdadero o
falso de la afirmacion a la que se aplica. A estas cadenas oaeiines l6gicamente correctas, los
griegos las llamarodemostracionef].

Aristételes atribuye a los pitagéricos el mérito de habdo $ds fundadores en el siglo V a.C.
de la mateméatica como ciencia deductiva. Ellos fueron lmsgros en insistir en el razonamiento
deductivo como unico método de demostracion en matematicas

Hoy vivimos en un mundo digitalizado: la musica que escuchaspeliculas que ves, la te-
levision digital y tantas mas cosas de uso cotidiano sonuesencia, nimeros. Parece que los
pitagdricos no estaban del todo equivocados.

Pitagorasjunto con su maestrdales de Miletg y tambiénAnaximandroy Anaximenessin
olvidar a Dema@crito y algunos mas de los que gueda memoriajtigmismo puedes consultar
en Wikipedia todos ellos eran matematicos y fil6sofos. ¢ Casualidad? Ughommenos. Lo que
hoy llamamosCultura Occidentalnace de una gran blasfemia, a saber, la afirmaciéon de que la
realidad puede ser comprendida y explicada racionalmé&nézte a los relatos mitologicos y a


http://es.wikipedia.org/wiki/Dem%C3%B3crito
https://es.wikipedia.org/wiki/Leucipo_de_Mileto
http://es.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A1goras
http://es.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto
http://es.wikipedia.org/wiki/Anaximandro
http://es.wikipedia.org/wiki/Anax%C3%ADmenes_de_Mileto

los caprichosos dioses imprevisibles, la afirmacion imgeléle que la inteligencia humana puede
desentrafiar por sus propios medios el funcionamiento dektso. Y ¢ qué produce la inteligencia
humana cuando empieza a indagar sobre la Naturaleza? Mat@snaFilosofia. Las Matematicas,
por su propia naturaleza, tienen un campo mucho mas radtiogie el de la Filosofia pero, en
cambio, son extraordinariamente eficaces. La palabrasguoegnpa, que se leenathemasignifica
conocimiento

El Libro del Universo esta escrito en el lenguaje de las mataras y sus caracte-
res son triangulos, circulos y otras figuras geométricas,las cuales es imposible
entender ni una palabra; sin ellos es como girar vanamenterenscuro laberinto.

Galileo Galilei

1.5. Eudoxoy Euclides. Algebra geométrica

La existencia de segmentos inconmensurables era un sebitepra para el desarrollo de la
geometria pues, como dichos segmentos no pueden compararse sabia coOmo interpretar su
razén. Por ejemplo, un resultado, sin duda conocido poritagdricos, afirma quéas areas de
dos tridngulos con igual altura estan en la misma proporajdie sus baseg Qué sentido tiene esta
afirmacién si las bases no son segmentos conmensurablessbieinpa esta en que no habia una
forma de comparar razones entre magnitudes inconmenssinaings el concepto de proporcionali-
dad pitagérico suponia que las cantidades que se hallaroparpion poseen una medida comun.
Surge asi la necesidad de extender una teoria de la prapoesid@ecir de la igualdad entre dos
razones, que incluyera las razones de cantidades inconrabtes. Esto fue llevado a cabo por un
gran mateméatic&udoxo de Cniddgc.400 - 347 a.C.) que introdujo la idea aegnitud continua
decantidad Se trata de un concepto que, aunque no se define, permiideransantidades tales
como longitudes, areas, voliumenes, angulos, pesos, tiengpmloxo concebia estas magnitudes
de modo geométrico y no les asignaba ningun valor numérie@sia forma se evitaba el uso de lo
que nosotros conocemos com@dmeros irracionalesEudoxo definia entonces una razén de tales
cantidades y a partir de ella una proporcion, es decir, wrldgd de dos razones, que cubria los
casos de razones conmensurables e inconmensurable® fuesto se utilizaba nimero alguno
para expresar tales razones, los conceptos de razén y gidapguedaban ligados a la geometria lo
gue condujo al desarrollo de algebra geométricauya caracteristica es tratar los problemas alge-
braicos por medio de construcciones geométricas. Asitfiuergueltas las ecuaciones cuadraticas
obteniendo sus raices como segmentos. Por ejemplo, lalBdalbinomio

(a+b)? = a® 4 2ab+b?


http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/MateOspetsuak/Inprimaketak/Eudoxo.asp

se expresa como sigusi se divide un segmento, como viene dado, entonces el cizasiare el
segmento entero es igual a los cuadrados sobre las partesiasageces el rectangulo formado por
las partes conjuntament&o que debe entenderse en el sentido de que las areas geamétite
combinadas de los dos cuadrados y el rectangulo sobre l&s g#an igual al area del cuadrado
sobre el segmento. No hay que olvidar que para los griegasioss nimeros son los naturales,
y por tanto una propiedad relativa a cantidades que no sé@eoas numéricas no puede traducir-
se algebraicamente usando operaciones como suma y prapectos griegos solamente usaban
cuando se trataba de numeros naturales.

Se desarrollo asi una especie de “algebra geométrica” areléog nimeros se representaban
por segmentos de linea y las operaciones aritméticas fgestituidas por construcciones geomé-
tricas. Las ecuaciones lineales y cuadraticas fueronltasumn técnicas geométricas, evitandose
asi el problema de las magnitudes inconmensurables. Déoesia en las matematicas griegas el
razonamiento geométrico llegd a considerarse como el maltetazonamiento matematico rigu-
roso. Y asi siguié siendo durante mas de 2000 afios.

Euclides el matematico mas famoso de la Escuela de Alejandria, edpdaoria de Eudoxo en
el Libro V de losElemento4300 a.C.) y en ella destacan los siguientes puntos gue i@nuoE con
nuestro simbolismo actual muy diferente de la forma puraeneerbal en que fueron formulados

(17, 1.4.5).

E1 (Propiedad arquimedianjaDadas dos cantidades siempre hay un multiplo de una degeitas
excede a la otra. Es decir, si es@ < b hay algunmne N tal quena > b.

Observa que esta propiedad impide la existencia de caaidaakitivasgnfinitamente peque-
fas los llamadosnfinitésimosde los que hablaremos mas adelante.

E2 (Criterio de igualdad Las razones: by c: d son iguales si cualesquiera sean los enteros
positivosm, n se tiene que

ma< nb=— mc<nd, ma=nb=— mc=nd, ma>nb=— mc>nd D

Esta definicion de la proporcion no necesita suponer quealstdades son conmensurables. Al
mismo tiempo, permite demostrar todas las proposicionesaidas sobre proporciones. Volvere-

mos a considerar mas adelante este elaborado criterio dieléglique, desde luego, no aclaraba
nada sobre la naturaleza de las cantidades irracionalesig ge manifiesto la dificultad de reducir

a la aritmética el estudio de las mismas.

Los libros VII, VIl y IX de los Elementosde Euclides tratan de la teoria de niumeros, esto
es, de las propiedades de los nUmeros naturales, de lagsagntrte nUmeros naturales y entre
magnitudes conmensurables. Su estudio es independidritéodeV dedicado a las magnitudes
continuas propias de la geometria, es decir, Euclidesdegt@aradamente los conceptos de nimero


http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/mateospetsuak/Euclides.asp

y magnitud.

Euclides, en el Libro X de lo&lementosclasifica las magnitudes inconmensurables en los
tipos siguientes (uso, claro est4, la notacion actual):

atvb, atvh, \/ai\/ﬁ, \/\/éi\/ﬁ

Donde se entiende quey b son racionales. Se demuestran también identidades -jttadme-
diante construcciones geométricas!- que con el simbolesrhweal se traducen ern’(f], pg. 45):

/\/ai\/ﬁz\/\/a+2\/a—bi\/\/a—2\/a—b

e N

La carencia de una teoria aritmética satisfactoria de latsdeales inconmensurables hizo que los
matematicos griegos consideraran la Geometria como unei@imas general que la Aritmética,
puesto que sélo la Geometria podia manipular las razonesrnmensurables, y dedicaran sus es-
fuerzos al estudio de la primera en detrimento de la Ultinmecdnsecuencia fue que la Geometria
se convirti6 en la base de casi todas las mateméticas y qaetdwasi 2000 afios, en Europa,
hasta al menos el afio 1600, casi todo razonamiento matenniticoso se expreso en lenguaje
geomeétrico.

Quizas el Unico matematico griego, después de los pitaggirgue no hizo Geometria sino
Aritmética fue Diofanto de Alejandria (c.214 - 298). En suaobamadaAritmética de la que
se han conservado seis libros de un total de trece, resugbmsak tipos de ecuaciones algebrai-
cas admitiendo como soluciones nimeros enteros o niimaa@sdnarios positivos, los cuales son
considerados por Diofanto como auténticos nimeros y nonssite como proporciones. Otra inno-
vacion de Diofanto fue la invencién de una notacién “sinciaajue constituye el primer ejemplo
de simbolismo matematico.

1.6. De la antigua Grecia a la invencion del Célculo

Es sabido que la civilizacion Romana, tan excelente endagpectos, no destaco en el estudio
de las ciencias puras y, en particular, de las matematieaprueba de ello es que no hay ningun
matematico Romano digno de mencién. No obstante, el sislemameracion Romano se impuso
extendiéndose por todo el Imperio.

Con el triunfo del Cristianismo a finales del siglo 1V y la caidel Imperio Romano de Occi-
dente en el afio 476, se inicia una larga era de oscurantisiorepa. En el afio 529, el emperador
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cristiano Justiniano ordend cerrar la Academia fundadaRiaton por considerarleeducto de
ensefianzas paganas de funesta influenicaafe y los dogmas no son demostrables légicamen-
te; absurdas disputas teoldgicas ocupan el lugar de lodiestde la Naturaleza y la Biblia es la
fuente de todo conocimiento. Segin San Agustin “Las padatieadas Escrituras tienen mas au-
toridad que toda la inteligencia humana”. El racionalisremiifico es sospechoso de paganismo.

Entonces. .. ¢ Para qué pensar?

A diferencia que en Grecia, en la India se habia desarrofteithcipalmente la Aritmética y
se conocia el sistema de numeracion posicional decimakdelssiglo VI. La primera vez que
el cero es tratado como un niumero de pleno derecho es en IBditenasphutasiddhantdel
matematico y astrénomo indBrahmaguptg598 - 670). Esta obra también contenia el principio
de la numeracion decimal posicional y los métodos de caldel@lgebra india. En ella se tratan
los nimeros negativos en términos muy parecidos a los astual

Figura 3. Fibonacci

La herencia matematica griega pasa a los arabes. La cultura
arabe tiene una época de esplendor en los siglos VIII - XII.
Al-Mamun (c. 786 - 833), sexto califa de la dinastia Abasida,
fundo6 en Bagdad la Casa de la Sabiduria, una especie de aca-
demia con una biblioteca y un observatorio. Alli se tradjer
las obras de los matematicos y filésofos griegos y tuvieren co
nocimiento de las matematicas indias.

El mas conocido matematico de la Escuela de Bagdad fue
Muhammad ibn-Musa al-Jwarizmi. En su oliro de la Adi-
ciény la Sustraccion segun el calculo de los hindseslescri-
be el sistema decimal posicional y se dan métodos paraaealiz
calculos aritméticos con dicho sistema.

Leonardo de Pisg. 1170 - 1250), mas conocido como Fi-
bonacci, aprendié en sus viajes por los paises arabes del Me-
diterraneo a usar los métodos de al-Jwarizmi. Al regresar a
Italia, publicé en 1202 elliber abaci obra que contribuy6 a
extender el sistema de numeracion indo-arabe en Occidente.
Estudiando las soluciones de una ecuacion de tercer grado, F
bonacci prob6é que habia nimeros irracionales diferentes de
los considerados por Euclides. En consecuencia, las &nic
del algebra geométrica griega no permitian construir ttatas
cantidades inconmensurables.

Fibonacci dio también una interpretacién de los nUmeroatieg como pérdidas o deudas, que
tuvo bastante buena acogida. Pero todavia debera pasap treropo para que los nimeros nega-
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tivos y el cero sean totalmente aceptados como niimeros.

En este apresurado repaso que estamos dando a la histona dénheros, debemos avan-
zar ahora casi trescientos afios para llegar a la siguieapa girotagonizada por los matema-
ticos italianos del Renacimientidiccol6 Tartaglia(c.1500 - 1557),Gerolamo Cardang¢l501 -
1576), Rafael Bombelli(1526 - 1572) yLudovico Ferrari(1522 - 1565). Los dos primeros re-
solvieron la ecuacion general de tercer grado de la cuaingolte se conocian las soluciones en
algunos casos particulares. En la resolucion de la cubiaedafo tuvo en cuenta las solucio-
nes negativas aunque las llamo “ficticias”, y comprobd quatilEica podia tener tres soluciones.

Asi mismo, Cardano reconocid por primera vez la existencia
de lo que ahora llamamos nameros complejos (a los que Na-
pier llamé “los fantasmas de los nimeros reales”) aunque no
los aceptdé como posibles soluciones. Por su parte, Bombelli
fue el primero en especificar las reglas para sumar y multi-
plicar nimeros complejos. Usando dichas reglas, probé que
podian obtenerse soluciones reales correctas para laagubic
incluso cuando la férmula de Tartaglia — Cardano requeria el
calculo de raices de numeros negativos.

Figura 4. Cardano

De esta época es también un opusddid Thiende(1585) (“ElI Décimao”) — 36 paginas — de
Simon Stevin(1548 - 1620), ingeniero y matematico nacido en Brujas, euelse introducen las
fracciones decimales y se explica su uso en las operacioitegticas. Asi mismo, en su obra
LArithmetique(1585) escribié que “no hay nimeros inexplicables, irrags, irracionales, surtls
0 absurdos”, indicando con esto que todos los nimeros dsbfamatados por igual y no hacer
distinciones entre ellos como si fueran de distinta nagaealDespués de Stevin, la idea de que 1
era un niumero gané una amplia aceptacion.

A pesar de estos avances, los conceptos de “numero” y “eafititk la antigiedad permanecen
sin cambios notables hasta el siglo XVII cuando se desarebimbolismo algebraico.

Lo importante del simbolismo algebraico, no es tanto el weséod simbolos por si mismos,
sino la elaboracién de reglas formales para realizar ojperes de forma simbdlica. Por ejemplo,
a? puede entenderse como una forma simplificada de escrikiréaldel cuadrado de ladh Eso
es muy distinto de escribja+ b)? = a? + 2ab+ b?. Esto Gltimo ya es una manipulacion simboélica
abstracta en la que las let@sh no son mas que simbolos sin una naturaleza concreta.

3La palabra griega “alogostiAoyoc, usada por los griegos para designar a los nimeros irrdemmambién significa
“sin discurso” y los arabes la tradujeron mamm “sordo” o “mudo”, que fue traducida al latin psardus

12


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Tartaglia.html
http://es.wikipedia.org/wiki/Cardano
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Bombelli.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Ferrari.html
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/MateOspetsuak/Stevin.asp

Francois Viéteen suln artem analyticem isagogd591) expone una “logistica speciosapé-
cis. simbolo), o arte de calcular con simbolos, que fue un pasiside para el desarrollo del
concepto de cantidad abstracta. No obstante, Viéte conb@&ue solamente las cantidades ho-
mogéneas podian compararse entre si. Para entender estoteledr en cuenta que, desde la an-
tigliedad, el producto de dos cantidades, por ejeraploepresentaba el area de un rectangulo de
ladosay b. De la misma formaabcrepresentaba el volumen de un ortoedro. Una expresién como
ab+ c no tenia significado porque no se podia sumar una longitudgrear no eran cantidades
homogéneas.

Figura 5. Viéte Figura 6. Fermat Figura 7. Descartes

El siguiente paso definitivo fue el invento de daometria analiticaen los afios 1630 por
Pierre Fermay René Descarte&a introduccién de coordenadas y la representacion desyer
medio de ecuaciones supuso un cambio de perspectiva reva@uo. Piensa que, en la Antigle-
dad, solamente podian estudiarse aquellas curvas patglas gonocia un método de construccion
con regla y compas. Ahora, por primera vez, los objetos ga@uog podian estudiarse por medio
del simbolismo algebraico, cuando hasta entonces lo uabé Isido que el simbolismo algebraico
fuera un palido reflejo de relaciones geométricas.

Una importante creacion de Descartes fue el desarrollo d&lgebra de segmentos”. Para
ello, tomando como unidad un segmenta@onstruyd un segmento (cantidadyue verificaba la
proporciénu: a= b: c. Dicho segmenta representaba el producto de los dos segmentos (canti-
dades)a y b. También construyd segmentos que se correspondian comés tadiferencia y el
cociente de segmentos. De esta manera, cualquier opecari@antidades se corresponde con un
segmento, lo que hace que todas las cantidades sean hom®géna expresion comab-+ c ya
es correcta porque representa un segmento de linea. Est@géogizacion de todas las cantidades
conduce al concepto dmntidad abstractalesconocido en la antigliedad.

Por esta época ya también los nimeros eran objetos abstdetipensamiento. Es decir, ya no
eran simplemente un atributo del grupo al que contaban sie@e habian convertido en entidades
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auténomas.

Descartes introdujo el término “imaginario” para refezigs aquellas soluciones de una ecua-
cion polinémica que solamente estan en “nuestra imaginad@iomo era costumbre, llamaba “so-
luciones falsas” a las soluciones negativas. Las “raicetaderas” eran las positivas.

A estos progresos en matematicas hay que agregar los dealiza astronomia y en mecanica
por Copérnico(1473-1543) Kepler (1571-1630) yGalilea(1564-1642). Todos ellos se apoyan en
métodos experimentales y empiricos cuantitativos paraular sus resultados como Leyes de la
Naturaleza de contenido matematico.

Al mismo tiempo, a lo largo de los dos primeros tercios ddbsK/Il, se van desarrollando
una gran variedad de “métodos infinitesimales”, cuyos plemes clasicos estaban en Eudoxo y
Arquimedes, para resolver multitud de problemas de tipangético y analitico, como calculo
de tangentes a curvas, calculo de areas y de valores maiuomsabajos deCavalieri (1598 -
1647) ,Wallis (1616 - 1703) yBarrow (1630 - 1677) entre otros muchos, establecieron las bases
sobre las que dos grandes genidgwton (1643 - 1727) yLeibniz (1646 - 1716) desarrollaron
el Célculo Infinitesimal. M&s adelante veremos con algualigetodo este proceso, pues ahora
quiero considerar solamente aquellos aspectos del midamareados con las ideas de niimero y
de cantidad.

El Calculo Infinitesimal son las matematicas del cambio yndelimiento. Las ideas de mag-
nitud variable y de dependencia entre magnitudes son fuenkaies en estas nuevas matematicas.
Surge asi el concepto de “variable” que se forma a partir diekade cantidad abstracta. En el libro
de L'Hopital Analyse des infiniment petits, pour lintelligence des bgrmurbeq1696) se lee:

Se llaman cantidades variables aquellas que aumentan dridigen continuamente, y
por contraste cantidades constantes aquellas que pernearignal mientras las otras
cambian.

Los matematicos de los siglos XVII y XVIII usan el término fhtamlad” para referirse a cantida-
des generales abstractas, asi como a cantidades geométmcaetas, pero siempre se consideran
dichas cantidades como continuas. La nocion de cantidathuaamo se discute, se trataba de un
concepto basado en la realidad fisica. Segun Leibniz “idatan facit saltus”.

La idea de cantidad es mas general que la idea de nimero. besegde linea, por ejem-
plo, representa una cantidad, pero él mismo no se reduce arosinia idea de nUmero como
elemento de un conjunto no existe en el siglo XVIII. Por lamasrazén, un segmento no puede
“separarse” de sus extremos y siempre los incluye. Los rasrexan interpretados como medidas.
En Arithmetica universalig1707) Newton escribe:
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Por nmeroentendemos no tanto una multitud de cantidades, como |a r@azgtracta
de cualquier cantidad a otra cantidad de la misma clase qusatoos por unidad. Un
entero es lo que es medido por la unidad, una fraccion, aquello que una parte
submiltiplo de la unidad mide, y un surd, aquello que es inersurable con la
unidad.

Esta interpretacién de los nUmeros se corresponde con $idesacion de las Matematicas en los
siglos XVII'y XVIIl como una Ciencia de la Naturaleza y, en seouencia, los objetos matemati-
cos deben estar vinculados, directa o indirectamente,acogalidad fisica. Por ello, solamente se
consideran como “verdaderos nimeros” los que represehtesudtado de una medida: los enteros
y los racionales positivos. Los demas nimeros (negativ@sy ¢os imaginarios) son necesarios y
Utiles para los calculos, pero no son considerados “verdadgimeros” son “ficticios”.

Los nimeros irracionales positivos, aunque no son nimerceemrtido estricto, tampoco son
propiamente “ficticios”, porque pueden representarse peegmento y sirven para medir cantida-
des geométricamente especificadas. Los racionales eiredes positivos son llamados “ndmeros
reales” en oposicidon a los nimeros imaginarios.

Los numeros empiezan a considerarse como entidades stasb@bbre las que se opera con
unas reglas establecidas (pero que no pueden ser libredefitiglas). Por ejemplo, segin Euler,
v/12 es un nimero que multiplicado por si mismo es igual a 12oyessuna definicion simbdlica

dev/12.

El desarrollo inicial del Célculo, en el dltimo tercio deglai XVII, se basa en ideas vagas e
imprecisas como “cantidad evanescente”, “razén ultimahéirfitamente pequefio”. El uso de los
“infinitésimos”, considerados como cantidades que, simskrs, son mas pequefias que cualquier
cantidad positiva imaginable, es caracteristico de lagdas del Célculo.

Después de la invencion del Célculo el objetivo era usanla gascubrir nuevos resultados. Al
principio, nadie se preocupd mucho por la correccién matieende los procedimientos empleados.
La confianza en dichas técnicas descansaba en su extraiardifieacia para resolver multitud de
problemas. Sin embargo, a finales del siglo X VI, el uso cw@do de los infinitésimos, que nadie
sabia explicar, unido a la incomprensién que se tenia dallogros irracionales y de los procesos
de convergencia, propiciaron estudios criticos de loseqios basicos del Calculo, que acabaron
llevando a una nueva formulacién de los mismos mucho masafgrmgurosa, segun los criterios
actuales, pero también mucho menos intuitiva.
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1.7. Infinitésimos y el continuo numérico

Estas leyendahora mismaestas palabras. Tienes un sentido preciso del “ahora”ual gue
del “pasado” y del “futuro”. Tenemos una percepcion muyakdl “flujo del tiempo”. Percibimos
el tiempo como un continuo: lo que separa dos instantes m@dies . . . tiempo. Dado un pequefio
intervalo de tiempo, digamos un segundo, siempre podenraebo otro intervalo méas pequefio
todavia, medio segundo o una cienbillonésima parte de wmdeg¢,Has pensado alguna vez hasta
donde es posibléividir el tiemp® Si aceptamos que el “instante” es lo que no tiene duracion,
parece dificil aceptar que el tiempo esté formado por itssag Debemos considerar entonces que
hay unaunidad minimade tiempo, todo lo pequefia que queramos, pero que no se radute
instante? Estaras de acuerdo en que esa unidad minima ¢e tsema algo asi como una unidad
de tiempo “infinitesimal”. ¢ Cuantas unidades infinitesesale tiempo caben en un minuto? ¢Un
numero finito? ¢ Una cantidad infinita?

En el parrafo anterior podemos cambiar la palabra “tiempm” “pspacio” e “instante” por
“punto” y llegaremos a los problemas derivados de la “irdindivisibilidad” del espacio. Tiempo
y espacio son ejemplos de “continuo”. Una entidad continn@ontinuq es lo que no esta roto ni
separado ni tiene huecos, lo que puede ser indefinidamerdéddi sin que pierda su naturaleza.
Por ejemplo, un volumen de liquido, un segmento, un movitaienlos ejemplos méas inmediatos,
el espacio y el tiempo.

Lo que relaciona espacio y tiempo es el movimiento. El Céled la mateméatica del movi-
miento, del cambio continuo. El Célculo se apoya en la gedanahalitica de Descartes y Fermat
y en la Aritmética. La Geometria se ocupa de cantidadesmadj la Aritmética de lo discre-
to. El Calculo es la sintesis de lo “discreto” y lo “continud’bs “infinitésimos”, las cantidades
infinitesimales, son el puente entre lo discreto y lo comtinu

Los procedimientos del Calculo, limites, convergenciationidad, pueden describirse como
matematicas detontinuo numéricoLa expresion “continuo numérico” puede parecer un oximo-
ron, esto es, una combinacién de dos palabras con signi§icguleestos y, en cierto sentido, es asi.
Los nameros sirven para contar grupos de cosas de iguahletay por ejemplo arboles, o lo que
quiera que sea, pero cada una de ellas con su propia indidiadiaseparadas entre si, cosas que no
tiene sentido dividir porque al hacerlo pierden su nataeal@odo esto se resume diciendo que los
nameros tienen un caractdiscreto Los numeros siempre fueron considerados como lo opuesto
del continuo.

La oposicion continuo — discreto ha ocupado a los fildsofeg@dace 2500 afios y tiene como
primeros representantes respectivd@aaménidegc.510 - 450 a.C.) y &emdbcrito(c.460 - 370
a.C.).
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Parménides, el filosofo mas famoso de la Escuela Eleaticanaaéin su hermoso poerSabre
la Naturalezaque lo que Es, el Ser, es uno, ingénito, homogéneo, confimiivisible e inmutable.
Este concepto del Ser excluye toda posibilidad de nuevargeita de seres o sustancias y, por
tanto, el cambio y el movimiento son mera ilusién, porque @sniiresuponen que lo que no es
pueda llegar a ser.

Demadcrito es el representante mas conocido de la Escueaigttocuyo materialismo se opo-
ne al idealismo de la Escuela Eleatica. Demdcrito mantiere el universo estd compuesto de
pequefios corpusculos invisibles, los “atomos”, que pupedseer diferentes formas y extensiones
y que por movimientos y combinaciones diversas en el vagjeradran la totalidad de lo existente.

Zenodn de Eleadiscipulo de Parménides, es famoso poraqamrias en las que trata de probar
que tanto si el espacio o el tiempo son infinitamente divasibtomo si no lo son, el movimiento
no existe 0 es imposible. Las aporias de Zendn son un exinad desafio, al que filésofos y
matematicos han dado diversas respuestas, sin que aun temgaeconciencia clara de haberlas
podido explicar de forma totalmente convincente.

Segun Aristoteles, los atomistas preguntaban, en el sigpdesjue una magnitud sea infinita-
mente divisible, qué es lo que quedaba de ella después deehatmmetido a un proceso de division
exhaustivo. Y decian, si queda algo como polvo, es porqueriacho se ha completado el proceso
de divisién, y si lo que queda son puntos o algo sin extengjédmo es posible recomponer una
magnitud extensa con algo que no tiene extension? Seg&, kalloespuesta eran los atomos. La
palabra griega “atomos” significa “lo que no puede dividirg®r tanto, la Escuela Atomista ne-
gaba la infinita divisibilidad de la materia y afirmaba quelgui&r magnitud contiene elementos
indivisibles.

De la oposicién continuo — discreto siguieron ocupandosefilosofos de la Antigliedad,
Platdn(c.427 - 347 a.C.)Arist6teles(384 - 322a.C.)Epicuro(341 - 270 a.C.); y de la Edad Me-
dia Duns Scotdc.1266 - 1308) Guillermo de Ockhantc.1280 - 1349)Nicolas de Cus§1401 -
1464), entre otros. Este Ultimo, en una supuesta demasiraei la cuadratura del circulo, con-
siderd una circunferencia como un poligono regular de toniados. La idea de considerar que
una curva esta formado por infinitos segmentos infinitegimdé linea recta fue usada, entre otros,
por Kepler, Galileo y Leibniz y esta recogida en el libro ddll@ume de L'HbpitalAnalyse des
Infiniment Petits pour lintelligence des Lignes CourtE396) al cual ya nos hemos referido ante-
riormente.

A finales del siglo XVII, con el invento del Calculo, resurd@oposicion entre lo continuo y
lo discreto, esta vez centrada en el concepto de cantidauitésfmal. Algunos consideraban los
infinitésimos como algo real, infinitamente pequefio, pdmeai los atomos de Demdcrito, salvo
gque ahora su nimero era infinito. La integracién se condidetamo una suma infinita de estos
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infinitésimos. Una diferencial de una cantidad variableuarancremento infinitesimal de dicha va-
riable, y un cociente o una razon de diferenciales “en el nmbonen que se anulan”, o que Newton
llamabacantidades evanescentesa lo que ahora llamamos una derivada, y Newton llamaba una
fluxion

El uso de los infinitésimos en el Calculo demostraba ser mogzfi, aunque a algunos, como
al mismo Newton, les hubiera gustado evitarlo, lo ciertowsmp se sabia bien cémo hacerlo. Lo
peor de todo, no es que el mero concepto de infinitésimo sear dégificiimente sostenible, sino la
forma en que los infinitésimos se manejaban en los calcutmerRos destacar dos caracteristicas.

e Con los infinitésimos podia operarse como con cantidaddadinb nulas y, en particular,
podia dividirse por ellos.

e Los infinitésimos podian ser tratados como cantidades.rmsassix es una cantidad positiva
y o un infinitésimo, entonces+ 0 = Xx.

Dependiendo del tipo de calculo eran tratados de una fornmteauAdemas, habia infinitésimos
de primer orden despreciables frente a cantidades finkeseglindo orden que eran despreciables
frente a los de primer orden, y asi sucesivamente. Pararataleapeorar las cosas, los infinitési-
mMos no respetaban faopiedad arquimedianpues el producto de cualquier cantidad finita por un
infinitésimo seguia siendo un infinitésimo.

Ejemplo. Un ejemplo tipico es el célculo de la diferencial de un preolge dos cantidadesey.
Se razonaba como sigue. Cuandmmbia ax+ dx, y cambia ay+ dy, por lo quexy se transforma
en

(X4 dx)(y+ dy) = xy+ xdy + ydx + dxdy

por lo que la diferencial dey esxdy + ydx + dxdy, pero como ®&dy es una cantidad infinitamente
pequefia con respecto a los otros términos, se sigue quetardifal dexy esxdy + ydx.

Ejemplo. Veamos otro ejemplo tipico. Consideremos dos cantidedeselacionadas poy— x3 =
0. Cuandax cambia ax+ dx, y cambia ay+ dy, por lo que

0=y+ dy — (x+ dx)® =y + dy —x3 — 3¢ dx — 3x(dx)? — (dx)®
Teniendo en cuenta qye- x3 = 0, deducimos:
dy = 3x%dx + 3x(dx)? + (dx)3

Dividiendo por & la igualdad obtenida resulta:

dy .2 2
™ = 3x” + 3xdx + (dx)
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. . d
Y como Xdx + (dx)? es infinitamente pequefio respecto e 8oncluimos que% = 3%
En lenguaje actual, lo que hemos hecho es calcular la dartth funcionf (x) =x3. Y. .. jel
resultado es correcto! A pesar de que hemos dividido por antidad que después hemos hecho

igual a cero.

En 1734 el filésofdGeorge Berkeley1685 - 1753) publicd una obra cuyo titulo Ekanalista,

o discurso dirigido a un matemaético infiel, donde se examireh @bjeto, principios e inferencias
del andlisis moderno estan formulados de manera mas clatadocidos de manera més evidente,
que los misterios de la religion y las cuestiones de |Efe dicha obra Berkeley, que fue obispo
anglicano de Cloyne, hace una critica de los fundamentdsalelilo que tuvo una gran influencia.
Afirmaba Berkeley que si se acepta que el Calculo puede @caoiiciones exactas por medio
de razonamientos erréneos, entonces debe admitirse qaeleefle alcanzar la verdad por vias
misticas. Es famoso su comentario:

¢ Qué son las fluxiones? Las velocidades de incrementossearies. Y ¢qué son es-
tos mismos incrementos evanescentes? Ellos no son niadesidinitas, ni cantidades
infinitamente pequefas, ni siquiera son nada. ¢ No las podrédlamar los fantasmas
de las cantidades desaparecidas?

Los embrollos en que andaban metidos los matematicos smedie la novela de Jonathan Swift
Los viajes de Gullivef1726) donde aparecen los diminutos enanos de Lilliput yefagmes gi-
gantes de Brobdingnag, y en la narracion cttteromegag1752) de Voltaire.

La realidad es que los matematicos del siglo XVIII, y hasenlentrado el siglo XIX, es-
taban mucho mas interesados en desarrollar y aplicar lagcaécdel Calculo, que en ocupar-
se de problemas de fundamentos. Entre los principales rétites de esta época hay que citar
a Leonard Euler(1707 - 1783),Jean d’Alember{1717 - 1783),Joseph-Louis Lagrangd 736 -
1813), Pierre-Simon Laplacél749 - 1827),Joseph Fourie(1768 - 1830),Carl Friedrich Gauss
(1777 - 1855). El espiritu de los tiempos, el Siglo de las kugeeda bien reflejado en la siguiente
frase.

Todos los efectos de la naturaleza son tan sélo las consei@sematematicas de un
pequefio numero de leyes inmutables. Laplace

En el primer tercio del siglo XIX, el ideal de Newton de “somrdbs fendmenos de la Naturaleza
a las leyes mateméticas”, podia considerarse esencia@mesalizado.
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1.8. El triunfo de Pitagoras

Llegamos asi al siglo XIX que, en cuanto a matematicas seeagfia sido llamado el Siglo del
Rigor. Veamos como se entendian en los primeros afios de siigloolos conceptos basicos del
Célculo.

e Concepto de funcién. No existia tal como lo entendemos ectlakdad. En vez de funcio-
nes, se consideraban relaciones entre variables, es eagagiones. Las correspondencias
entre variables se interpretaban en términos geométfitmexistia la idea del dominio de
una variable.

e Concepto de continuidad. El concepto de continuidad plintwaabia sido siquiera formu-
lado matematicamente. La idea de Euler de funcién contoarap aquella que esta definida
por una unica expresion analitica, era todo lo que habia.

e Concepto de limite. Solamente se tenian algunas ideassasnfigravadas por el uso de los
infinitésimos. Los infinitésimos empezaban a considerars®ovariables con limite cero.

e Concepto de numero. La idea de cantidad abstracta varildeque podian asignarse va-
lores concretos, no habia experimentado cambios notablesast un siglo. Los niumeros
complejos ya eran aceptados, gracias a los trabajos de ¥ @Hebre todo, de Gauss, pero
seguia sin tenerse una idea clara de los nimeros irracipygheevalecia una interpretacion
geométrica de los mismos.

Esta situacién iba a cambiar gracias principalmente aabsjos ddernad Bolzan@1781 - 1848),
Augustin Louis Cauchyl1789 - 1857) yarl Weierstras¢1815 - 1897) de los que nos ocuparemos
al estudiar la formalizacion del concepto de limite. Ahougetp detenerme solamente en la evo-
lucién de la idea de nimero real. A los tres matematicos astdihy que agregar los nombres de
Richard Dedekind1831 - 1916) yGeorge Cantofl845 - 1918), fueron ellos quienes desarrollaron
la teoria de los numeros reales. Es légico preguntarse goesto no se hizo antes. Pueden darse
varias razones para ello.

e En el siglo XVIII las mateméticas son consideradas una @Giethe la Naturaleza. Las teo-
rias matematicas deben reflejar la realidad fisica. Lasmédieas son una herramienta para
formular y descubrir las Leyes de la Naturaleza. Las tegni@®maticas no se inventan, se
descubren.

e Los numeros reales estaban asociados con magnitudes \eg@étaban geométricamen-
te. Eran algo dado en la realidad fisica. A los mateméaticosiglm XVIII no les parecié
necesario dar una definicion matemética de los mismos.
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e Observa que para precisar un nimero coyf®debes dar todas sus cifras decimales en su
orden, es decir, un vector de infinitas componentes. Fgatbién que la condiciéon dada por
Eudoxo () para comparar razones inconmensurables hace intervenioslos nimeros na-
turales. Esto no es casual. La idea de nimero irraciona dewmsigo asociada la de infinito.
Hasta que no se elaboraron los fundamentos de una teorimétai@ del infinito, no pudo
desarrollarse una teoria satisfactoria de los nimerossceal

En el siglo XVIlII las definiciones matematicas eran desidst no creaban objetos matemati-
cos sino que describian algo que se suponia debia imitaealdad externa. Por la misma razoén,
no podian inventarse reglas para operar con los objetosmattes. Las reglas habia que descu-
brirlas, pero no podian elegirse libremente. Se considegjab la Naturaleza imponia unas normas
que las Matematicas de alguna manera debian imitar, no dibrerpara inventar una teoria ma-
tematica. La idea de una Mateméatica como juego logico foemalalgo impensable en el siglo
XVIII.

La idea que los matematicos tenian de su Ciencia cambi6 e fi@adical como consecuencia
de la invencién en el siglo XIX de las geometrias no eucligasglanos Bolya(1802 - 1860) y
Nikolai I. Lobachevsky(1792 - 1856). Con la aparicion de las geometrias no euslidgeshan ido
introduciendo en matematicas nuevos conceptos y desargulie no tienen una contrapartida in-
mediata en el mundo real. Quedd claro a partir de entoncelas|ogatematicas no son una Ciencia
de la Naturaleza, que la definicion usual de las matemat@mas ¢a ciencia que estudia la canti-
dad y la forma es inadecuada, y pasé a considerarse que Iméatiai es la ciencia que obtiene
conclusiones légicas de sistemas axiomaticos. Las matarmé&on, pues, una ciencia puramente
deductiva. Una teoria matemética es un conjunto de axiooasantienen ciertos términos inde-
finidos, y un sistema de reglas de inferencia logica. El pgpeljuegan las definiciones en una
teoria matematica consiste en crear nuevos objetos matemgitprecisar su significado en dicha
teoria. Todos los objetos que se estudian en una teoria ditano bien son términos indefinidos
de dicha teoria o son objetos creados por medio de defingigue remiten a los axiomas. En el
XVIII los nameros reales son algo dado y externo que las matieas deben explicar, al final del
XIX los nimeros seran algo completamente diferente.

La idea de numero real es el soporte de otras ideas basic@dldalo como las de continuidad
y limite. Los procesos de convergencia dependen de la plagide completitud de los nimeros
reales. Por todo ello, los matematicos eran cada vez masientes de que los progresos del
Célculo dependian de un mejor conocimiento de los mismos.
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1.9. Cortaduras de Dedekind

A mediados del siglo XIX no era posible demostrar algunosltados basicos del calculo; por
ejemplo, que toda funcién creciente y acotada tiene liroitd,teorema del valor intermedio para
funciones continuas. Ello se debia a que faltaba codificaeméicamente una propiedad funda-
mental de los nimeros reales, la que ahora llamaowpletitudy entonces se llamalmopiedad
de continuidadEn 1872 se publicaron dos trabajos, uno de Cantor y otro dekied, en los que,
tomando como punto de partida el sistema de los nUmerosedes cada autor desarrollaba una
construccion matematica de los niUmeros reales. Nos vanmsgarcaqui del trabajo de Dedekind,
titulado Continuidad y nimeros irracionale§n dicho trabajo, Dedekind manifiesta su propésito
de reducir los niUmeros reales a la aritmética, eliminandtode contenido geométrico en la idea
de nimero real. Para explicar lo que él hizo vamos a partia dguicion de una recta.

Una recta es un ejemplo claro de continuidad. Elegido ungpeomo
origen y un segmento como unidad, podemos hacer corregpande
cada numero racional un punto de esa recta. Ya hemos visiablalr

de las magnitudes inconmensurables, que los nimeros atesomo
agotan todos los puntos de la recta; cualquier punto quespwnda
con un segmento de longitud inconmensurable con la uniceygidel

no puede ser representado por un namero racional, es dedm, e
recta racional hay “huecos”. Por tanto, los nimeros ratésnao son
suficientes para describir numéricamente “el continuo”piggunta

Dedekind:
¢En qué consiste esta continuidad? Todo depende de la stapaessta pregunta,

y solamente a través de ella obtendremos una base cientdieal@ investigacion
de todos los dominios continuos. Con vagas observaciort@s $union sin rotura
de las partes mas pequefias, obviamente nada se gana; ekpral#s indicar una
caracteristica precisa de la continuidad que pueda semimo base para deducciones
validas. Durante largo tiempo he meditado sobre esto en vpam finalmente he
encontrado lo que pretendia.

Figura 8. Dedekind

Dedekind se dispone a revelar el secreto, pero como su iéeadadde ser genial es muy sencilla,
previene al lector con esta observacion.

Muchos de mis lectores quedaran grandemente disgustadabal que por esta vul-
gar observacioén se revela el secreto de la continuidad.

¢, Cual es esaulgar observacion? Vamos a explicarla. Todo punto en una Rtiadivide en dos
partes disjuntas, la parfe formada por los puntos de la recta que estan a su izquietaaayteB,
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formada por los puntos de la recta que estan a su derechai punto podemaos incluirlo bien
enA o enB. Dice Dedekind:

He encontrado la esencia de la continuidad en el reciprosajexir, en el siguiente
principio:“Si todos los puntos de la recta se dividen en dos clasesgatetdo punto
de la primera clase queda a la izquierda de todo punto de lamdaglase, entonces
existe un, y s6lo un punto, que produce esta division de tlodgsuntos en dos clases,
esta escision de la linea recta en dos partes.”

Las ideas geniales, que ademas son sencillas, son dobéegemtles. Igual que el tiempo es
continuo porgue entre dos instantes de tiempo solamentéemyo, la recta es continua porque
entre dos puntos de ella solamente hay puntos de la misnza Eecesta la idea que Dedekind ha
sabido expresar matematicamente de una forma insupelPatsleentenderla un poco mejor, vamos
a considerar el conjunt® de los nimeros racionales como puntos de una recta en la ashe
elegido un origen y una unidad, la recta racional.

Definicion. Unacortadurade Q es un pafA,B), dondeAy B son conjuntos no vacios de numeros
racionales tales qu@ = AUB, y todo numero dé\ es menor que todo nimero Bey A no tiene
maximo.

Todo namero racionale Q produce una cortadura dada por
A={xeQ:x<r}, B={xeQ:r>x}

Pero en la recta racional hay muchas cortaduras que no esturciglas por nimeros racionales.
Es un sencillo ejercicio probar que los conjuntos

A={xcQ:x<0 0x <2}, B={xcQ:x>0y x*>2}

definen una cortadura d@ que no esta producida por ningin namero racional. De heche, s
imaginas la recta racional dentro de la recta real, y tomastmneroa que sea irracional, los
conjuntos

A={xeQ:x<a}, B={xeQ:r>a}

Definen una cortadura dg que no esta producida por ningln ndmero racional. Es deciside-
randoQ dentro deR, vemos que cada cortadura@eesta determinada por un punto que puede ser
racional o irracional.

Pero clarogsta prohibido usar la recta real cuando lo que queremos gsijnente construirla
a partir de Q. ¢De donde sacamos los numeros reales si todo lo que tenemtmss sacionales?
Esta es la idea genial de Dedekind.
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Definicion. Un nimero real es una cortadura@e

El conjunto de todos los nimeros reales se representR.f@bserva el papel que desempefan
las definiciones en una teoria matematica: crean nuevotshje la teoria. La definicion anterior
dice lo que es un namero real en términos exclusivamente menoé racionales. Vuelve ahora a
leer la definicion de Eudoxd) para la igualdad de razones inconmensurables. jLo quélies
gue dos razones inconmensurables son iguales si produaenisma cortadura ed! Salvo esto,
ningun otro parecido hay entre Dedekind y Eudoxo.

Los nimeros racionales se construyen a partir del conjaat®los enteros, y éstos se obtienen
facilmente a partir de los naturales. Dedekin@iyseppe Peanestablecieron una base axiomati-
ca para el conjunt® de los nimeros naturales. Ya ves, al final, Pitagoras hasagpe todo es
namero.

1.10. Meétodos axiomaticos y métodos constructivos

Supongo lo que estas pensando: “jVaya definicion extranaiaem real! Ahora resulta que
un nimero es una cortadura. .. jnada menos que dos conjafititds de nameros!”. Vayamos
poco a poco.

e Esuna definicion operativa, es decir, permite definir la syeigproducto de nimeros reales,
asi como larelacién de orden y demostrar que verifican lgsgatades que definen un cuerpo
ordenado completo. Ademas, todo esto se hace de formalaengique laboriosa. Si tienes
curiosidad, puedes consultar el Capitulo 2844. [

e Lo importante de la definicion es que define los nimeros realesnente usando los nime-
ros racionales. Es decir, resuelve un problemexdstencieen sentido matematico.

Dos cuerpos ordenados completos son matematicamenttrigdibles pues se demuestra que
entre ellos hay un isomorfismo creciente. Por talit® nimeros reales son el Unico cuerpo orde-
nado completoLa demostracion de quexisteun cuerpo ordenado completo y @sico es larga,
laboriosa y depende de las hipétesis de partida.

Lo mas usual es dar por conocidos los nimeros racionales giagmellosconstruir R. Es-
to puede parecer extrafio a primera vista, porque si s6loceomas los numeros racionales, ¢ de
dénde van a salir los demas? De eso precisamente se ocupagtlodos constructivo&Cantor,
Dedekind). Por ejemplo, si partimos de la intuicién de quelos nimeros reales se pueden repre-
sentartodoslos puntos de una recta, es claro que un nimero real quededetdo de forma Unica
por los nimeros racionales menores que él. Esta idea coadadefinicionde nimero real dada
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por Dedekind. La definicién de Cantor es mucho menos intufiives, para Cantor, un nimero real
es una clase de infinitas sucesiones de nameros racionaesiopplen una cierta propiedad.

Es posible probar, partiendo de estas definiciones, quagirdo de los nimeros reales asi de-
finidos puede dotarse de una estructura algebraica y de dederanera que satisface los axiomas
de un cuerpo ordenado completo. Este proceso es bastaotms$al) ademas se corre el peligro
de centrar la atencién en el proceso en si mismo olvidandoteglie se persigue. Por otra parte,
las definiciones de Dedekind o de Cantor no son las Unicagthesy definiciones de nimero real.
Pensaras que esto no es serio. ¢,Qué esta ocurriendo aqui€, ®encillamente, que cualquier de-
finicion de los numeros reales a partir de los racionales, esstcualquier método constructivo de
R, tiene su razoén Ultima de ser erpebblema de la existencig puede ser construido un cuerpo or-
denado completo a partir de los axiomas usuales de la TemGajuntos? Pues bien, la respuesta
es gue si; ademas, y esto es fundamental, matematicamenie sentido preciso, dicho cuerps
anico,

Da igual, por tanto, cédmo se interprete lo que es un niumetploedmportante es que de cual-
quier forma que lo hagamos, los axiomas que definen un cuedemado completo determinan
totalmente sus propiedades matematicas. Es decir, unaueezatpemos que hay un Unico cuerpo
ordenado completo, lo mejor es olvidar cualquier posikierpretacion de cémo sean sus elemen-
tos (ningun matematico piensa qu& = {xcQ :x < 0 0 x* < 2}) y quedarnos exclusivamente
con las propiedades de los mismos. Esto es precisamente Eedwace con el método axiomatico
que es la forma mas conveniente de iniciarse en el estudmsdeimeros reales.

Para mas detalles sobre la fundamentacién del sistema dérweros reales puede consultarse
el capitulo 41 del?].

1.11. Elregreso de los pequefiitos

Con la reduccién del continuo a lo discreto, parece que fimalenha triunfado la Aritmé-
tica. Pero la historia continua. Por una parte, los nUmeabgrales tuvieron un reinado efime-
ro, pues fueron esencialmente reducidos a pura l6gica comgecuencia del trabajo pionero de
Gottlob Frege Por otra parte en 1960, el l6gicddbraham Robinsorf1918 - 1974) construyd un
sistema numeérico, losiperreales un cuerpo totalmente ordenado no arquimediano, que oentie
una copia de los nimeros reales y en el que hay niumeros infante pequefios y nimeros infini-
tamente grandes. Las técnicas desarrolladas por Robiesmmsecen con el nombre é@alisis No
Estandar Con dichas técnicas pueden probarse los resultados femdales del Calculo de forma
intuitiva y directa al estilo de Newton y Leibniz. jEstan équos infinitésimos han regresado!
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1.12. Otros numeros: complejos, cuaterniones, octoniones

Acabamos de recorrer el largo camino que lleva del descidmiode las cantidades incon-
mensurables hasta la formalizacion matematica del comekphimero real. Pero, ademas de los
naturales, enteros, racionales e irracionales, hay ofro®ros, algunos bien conocidos, otros no
tanto.

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durantehosiafios motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a pamolapcreciente evidencia de su utili-
dad, acabaron por ser cominmente aceptados, aunque no hienocomprendidos hasta épocas
recientes. Nada hay de extrafio en ello si pensamos que l@osinegativos no fueron plenamente
aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apagien los trabajos de Cardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con atwlal de las raices de la cubica o ecua-
cion de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) gfiisrdajue“ciertas ecuaciones alge-
braicas so6lo tienen solucién en nuestra imaginacignacufi6 el calificativdimaginarias” para
referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del sigiblMos nUmeros complejos o imagina-
rios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuenaiado la solucién de un problema
resulta ser un nimero complejo se interpreta esto como gu®lglema no tiene solucion. Para
Leibniz“el nUmero imaginario es un recurso sutil y maravilloso dspé&itu divino, casi un anfibio
entre el sery el no ser”

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeres reabonden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada siouitalos nimeros complejos. Mientras
los mateméticos necesitaron interpretar en términosofisitis objetos de estudio, no se avanz6
mucho en la comprension de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nUmeros complejoek® a que ellos no se preocu-
paron de ldnaturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¢,qué es un numero coniplsijod@
que se dijerorfa ver, para qué sirven, gué puede hacerse con ellds8 Gauss quien definitiva-
mente concede a los nimeros complejos un lugar privilegiedtro de las matematicas al probar
en 1799 el resultado conocido comeorema Fundamental del algebgae afirma que toda ecua-
cion polinébmica de grada con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuentastaates
como su ordem raices quéambién son nimeros complejos

El término, hoy usado d&imeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popular
la letra i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. E& ARfand interpreta los
nameros complejos como vectores en el plano. La fecha degk8@msiderada como el nacimiento
de la teoria de funciones de variable compleja, pues secaudli dicho afio la Memoria sobre la
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Integracion Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

Los nimeros complejos son una herramienta basica de caaoespecialmente (tiles para
trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace ustatte de ellos siempre que represen-
tamos una sefial por medio de dichas funciones, y no hay giglaotiue ése es el propésito basico
de los“métodos de Fourier! La Transformada de Fourier Discretaina herramienta fundamen-
tal en el tratamiento digital de sefales, toma valores oejogl Lastransformadas de Fourier y
de Laplaceson funciones complejas. lteansformada zal igual que otras transformadas de uso
frecuente, se define como una serie de nUmeros complejosntef exponencial compleja de-
sempefia un papel fundamental en el estudio de los sistenigsidfEmas lineales invariantes en
el tiempo) y también en la teoria de las ecuaciones difeasciineales. Los formatos digitales
mas frecuentes de audio e imagen son, respectivamente, WR3.yCuesta trabajo imaginar como
seria Internet sin estos formatos. Lo que quizas no sepasedsa godificacion MP3 y la JPG se
llevan a cabo con algoritmos que usan nimeros complejosdild) por extrafio que pueda pare-
cer, es que las principales herramientas para trabajarodontipo de sefiales (audio, video, voz,
imagen,...) son complejas.

El Teorema Fundamental del algebra nos dice que el procediinde ir ampliando el campo
numeérico con el objetivo de que toda ecuaciéon polinémicgaemwmluciones alcanza su cima con los
numeros complejos y que no apareceran ya por este procettinmeevos tipos de nimeros. Pero
podemos preguntarnos si, al igual que hemos definido undpiiaation enR x R para obtener
C, es posible hacer algaimilar en R" de manera que resulte una estructura a cuyos elementos
podamos llamanumeros Para ello tendremos que ponernos de acuerdo en qué cosangsejue
sea unnimero Lo que esta claro es que, sean lo que sean, los niUmeros se teher sumar
y multiplicar; la adicién debe tener las propiedades us,ddemultiplicacion debe ser distributiva
respecto de la adicién y todo nimero distinto de cero deleg taninverso. La codificacion de estas
propiedades conduce al conceptoalgebra real no asociativa de divisibmin espacio vectorial
real, A, dotado de una aplicacion bilineAlx A — A, (a,b) — ab, llamadaproducto Debemos
exigir queA tenga unidad, es decir, que haya un elemerd, u = 0, tal queau = ua= a para
todoac A. Ademas, todo elemento# 0 debe tener un inverdm= A tal queab = ba= u.

ClaramenteR y R? (con el producto complejo) son ejemplos de algebras reaeativision
cuyo producto tiene las propiedades asociativas y conivagat

EnR* pongamosl = (1,0,0,0), i = (,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) y definamos un
producto en el qué hace de unidad y:

i2=j2=k?=-1, ij=—ji=k, jk=—kj =i, ki=—ik=]j
extendiéndolo por bilinealidad&*. Es facil probar que:

(a+bi+¢j +dk)(a—bi —¢j —dk) = (a® + b?+ ? +d?)1
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De esta forma obtenemos un algebra real de divisién de digredsllamada el algebra de los
cuaternionesde Hamilton que se representa pirEl producto de dicha algebra es asociativo pero
claramente no es conmutativo.

Podemos representar los elemento®8en la forma

{( Z_ W):ZGC,W6C3}
W 2

donde, para un vectev = (wy,Wo,ws3) € C3, W = (Wr, Wz, W3). Se entiende que dicha matriz repre-
senta el vector dR® cuyas coordenadas son

(Re(2),Im(z), Re(wa), Im(wy ), Re(Wso), Im(w2), Re(ws), Im(ws)).

EnR& definimos un producto por:

7 W1 Z W2
W1 71 W2

_ 212 — (W1 |W2) W2 +Z W1 + Wi X Wa
—2Z1 W2 — W1 — W1 X W 2_12_2—<W_1|W2>

donde, para vector@s= (U, Uz, Us), V = (V1,V2,V3) € C3,

(U|V) = u1V1 + UpV + UV

U X V= (UxV3 — UV, UgVy — U1V3, UgVo — UpVy )

El producto asi definido eR® es bilineal, tiene unidadl = (1,0,0,0,0,0,0,0), no es conmutativo
y No es asociativo, aunque verifica las identidaaiés= a(ab) y ba? = (ba)a para todos, b € R,
Un algebra en la que el producto verifica estas identidaddi&keeajue es udlgebra alternativa.

Ademas se verifica que
z w zZ —w _ _
( w2 ) (W , )-(zz+<w\w>)1

de donde se sigue que es un algebra de division. Dicha algeliama algebra de laxtoniones

de Cayley y es un algebra real de divisién de dimensién 8 qtepsesenta pdld). Tenemos, pues,
cuatro algebras reales de divisidh, C = R? (con el producto complejo} y O, de dimensiones
respectivas 1, 2, 4y 8. La pregunta es obligada ¢ hay masadgedales de division? La respuesta
la dieron F.G. Frobenius (1878) y M. Zorn (1930) probando, gaéso isomorfismos, no hay mas
algebras reales de division alternativas de dimensiérafinieR, C, Hy Q. Otro resultado defini-
tivo fue demostrado por R. Bott y J. Milnor (1958) probande golamente es posible definir una
estructura de algebra de division RA para los valoresa = 1,2,4,8.
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2. Evolucién del concepto de funcion y limite funcional

Lo mas especifico del Analisis Matemético son los procesamdeergencia, o procesos “de
paso al limite”, que en él se consideran. Aqui nos vamos aapagiamente del concepto de limite
funcional. Dicho concepto esta estrechamente relacionaddos de funcién y de nimero real; y
los tres juntos constituyen el ntcleo del Andlisis. Por,dldistoria de su evolucién es también
la del desarrollo del Calculo, de los sucesivos intentoa fiandamentarlo sobre bases logicas
rigurosas. Aislar en este proceso aquellos aspectos atinecte relacionados con el concepto de
limite funcional, conlleva una pérdida de perspectiva @spero, quedard compensada cuando
estudiemos la evolucion de los conceptos de derivadaraltggonvergencia de series.

2.1. Lateoria de las “razones ultimas” de Newton

En las matematicas de la Antigliedad no existia una ideardééfique pueda ser considerada
como un precedente lejano de la actual. Lo mas parecido engteblo de exhauscion empleado
con maestria por Arquimedes para realizar diversas cuaasatPero dicho método no consistia
en un limite, sino que, precisamente, lo que hacia era levjasustituirlo por un esquema de
razonamiento de doble reduccion al absurdo, tipico de lasmddicas griegas. La matematica
Griega abomina del infinito y la idea de limite connota la daito. Es notable, sin embargo,
gque cuando los matematicos Griegos tienen que enfrentargaao como, por ejemplo, Eudoxo
al definir la igualdad de razones de magnitudes inconmenissrdl), lo que hace es basar su
definicién deigualdaden un algebra ddesigualdades

Tenemos que llegar al siglo XVII, con la invencidn de las iégs infinitesimales que preludian
el descubrimiento del Calculo, para encontrar las primegferencias confusas de procesos de
convergencia. El primer indicio del concepto de limite fonal aparece en estrecha relacién con
el célculo ddfluxiones(velocidades instantaneas) de Newton. En su teoria dedasries Ultimas”
expuesta ePhilosophiae Naturalis Principia Mathemati¢a687) se lee:

También puede alegarse que si las razones Ultimas de aiegidaanescentes son dadas, sus Ultimas
magnitudes también seran dadas; y por tanto toda cantideisticd de indivisibles, en contra de lo
que Euclides ha probado. .. Pero esta objecion esta bashdaws hipotesis falsa. Aquellas razones
ultimas con las que tales cantidades desaparecen no soalieladeaazones de cantidades Ultimas, sino
limites. .. a los que ellas pueden aproximarse tanto quefetedcia es menor que cualquier cantidad
dada. .. Este asunto sera entendido mas claramente en elecaantidades indefinidamente grandes. Si
dos cantidades cuya diferencia es dada son indefinidamenmtenéadas, su Ultima razén sera dada, a
saber, la razén de igualdad y, no obstante, las cantidatiesmslo maximas de las cuales esta es la razén
no seran por eso dadas.

Lo que yo entiendo que quiere decir Newton es lo que siguexpeesion “razones Ultimas de
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cantidades evanescentes” puede interpretarse como & Hmun cociente cuyo numerador y de-
nominador tienen limite cerg(:_}la’{é% =L, dondeXETf (x) = )I(’l_rgg(x) = 0. En el primer parrafo,
Newton dice que el hecho de que la razén Ultima sea dada idyalcaquiere decir que el cociente
de las dltimas magnitudeé%, sea igual 4. De manera muy interesante, Newton relaciona esto
con la estructura del continuo, pues la idea que expresaees glivalor de todo limite se alcanza,
entonces el continuo estaria formado por Ultimas partasisitiles. En el segundo parrafo, ade-
mas de insistir en la idea anterior, queda claro que por fregadlltimas” Newton entendia algo
muy parecido a nuestra idea actual de limite. Finalmenteitddepropone un ejemplo excelente;
consideremos, dice, dos cantidad¢g) y g(x) cuya diferencia estd dadé&(x) —g(x) =a #0, y
tales qug(l'!{rp‘ (X) = )I(’l_rgg(x) = +o00, en tal caso tendremos que su razon Ultima sera de iguaklad, e

M — 5 A fx) _ .
to es,xl_lglgm =1y esta claro que para ningun valorxes 9 = 1y que tampoco las magnitudes

f(x) y g(x) tienen un dltimo valor.

Siempre es arriesgado hacer interpretaciones de estaleatyrpero creo que lo dicho es esen-
cialmente correcto y, por tanto, manifiesto mi desacueraogeienes afirman que Newton tenia
ideas muy confusas con respecto al limite. Lo que no tenigp¢dda tener) era el concepto de
funcion (por eso habla de cantidades o magnitudes), ni éddismo apropiado, ni el concepto de
variable real continua. .. pero la idea de limite la tenia biara.

Ademas, Newton considera que los infinitésimos no son caegl fijas y, en lofrincipia,
advierte a sus lectores que cuando hable de cantidades asimngevanescentes, o de cantidades
ultimas, éstas no debieran entenderse como cantidadegugagenen un determinado valor, sino
como cantidades que fueran indefinidamente disminuidas.

Estas ideas de Newton fueron desarrolladas por el matenmesiocés Colin MacLaurin (1698
- 1746) que, en su gran obfaTreatise of Fluxion§1742), establece el célculo sobre la base de una
teoria geométrico — cinematica de limites. MacLaurin reaha los infinitésimos, afirmaba que los
antiguos nunca reemplazaron curvas por poligonos y queskadmla geometria de Arquimedes
era el concepto de limite. Lo sorprendente es que MacLasdreliconcepto de limite como algo
evidente que no precisa ser explicitamente presentadalizaao. Esto se debe a que el calculo
de MacLaurin se sustenta sobre las ideas de espacio, tiempuwigniento lo que le lleva a aceptar
como evidentes la continuidad y la diferenciabilidad.

2.2. Sobre el concepto de funcién

Estamos acostumbrados a usar la idea de “funcién” parasspuea relacién de dependencia
entre varias magnitudes; por ejemplo, decimos que “losiggegstan en funcién de los costes
de produccién”. Toda persona con conocimientos basicas gab las derivadas y las integrales
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son herramientas que se usan para estudiar funciones. n@srfas no solamente se estudian en
Célculo; en todas las ramas de las Matematicas se estudieiorfies de distintos tipos, y puede
afirmarse que el concepto de funcion constituye un vinculiicador entre todas ellas.

El desarrollo de la geometria analitica llevo a la introdticcle variables continuas y a un pun-
to de vista dinamico entre sus relaciones las cuales sesaae por medio de ecuaciones. Una
ecuacion no es una funcién, por eso el Célculo de Newton ynieiio es un calculo de funciones.
En el primer libro de Célculd\nalyse des infiniment petits, pour lintelligence des bgoeurbes
(L'Hbpital, 1696), como ya se indica en su propio titulo, legse estudia son curvas, no funciones.
Las variables asociadas a una curva eran de tipo geométimgentes, subtangentes, normales,
radio de curvatura., y no se establecia una relacion de dependencia de undsesiidependien-
tes) con respecto a otras variables (libres), porque enrtiiggmas matematicos vy fisicos que se
estudiaban no era preciso hacer esa distificion

El método de fluxiones de Newton se apliclueentes(que sugiere la idea geométrica de un
punto que “fluye” a lo largo de una curva), no a funciones. liaggral contribucién de Newton al
desarrollo del concepto de funcién fue su uso de las seripstdacias.

En 1692, Leibniz introdujo el término “funcién” para desigrun objeto geométrico asocia-
do con una curva. Por ejemplo, Leibniz afirmaba que “una taeges funcién de una curva”. Al
mismo tiempo generalizé el uso de los términos “constarit@ltiable”, “coordenadas” y “para-
mentro”. La carencia de un término especifico para repraseantidades que dependen de otras
cantidades en las ecuaciones que las relacionan dio lugaoalel término “funcion” (del latin
functig fungor, functus sunsignifica algo asi comltevar a cabo, cumplir con una obligaci@al

como aparece en la definicion dada por Johann Bernoulli ed 7]l pg.9), ([26], pg. 60):

w“we

Llamo funcion de una magnitud variable a una cantidad corafaude cualquier ma-
nera a partir de esta magnitud variable y de constantes.

Esta fue la primera definicién formal de funcion, aunque dotBernoulli no explicé lo que sig-
nificaba “compuesta de cualquier manera”, posiblementefsere a las expresiones analiticas
conocidas en su épota

Descartes habia clasificado las curvas en “geométricas’egamicas”; las primeras son aque-
llas que podian ser estudiadas por sus métodos algebraiensan que las segundas no. Leibniz
dividié las funciones y curvas en dos clasakyebraicas aquellas que podian ser representadas

4Aunque Newton consideraba que sus “fluentes” eran deperdidel tiempo, su punto de vista era esencialmente
cinematico y geométrico mas que funcional.

Sparece que la primera aproximacién a un concepto generaing&h como una expresién “analitica” en la que
puede intervenir un proceso infinito, es debida a J. GregosudibroVeritable quadrature of the circle and hyperbola
(Vera circuli et hyperbolae quadraturgublicado en 1667 7[], pg. 58).
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por una ecuacion de un cierto ordertrgscendentedas que se representan por ecuaciones de un
grado indefinido o infinito.

El siguiente importante avance en el concepto de funciérdélédo al gran Leonhard Euler,
discipulo de Johann Bernoulli. En el Capitulo | del Volumestel sulntroductio in analysin in-
finitorum publicado en 1748, Euler hace un estudio detallado delemtiaade funcién. Empieza
definiendo lo que entiende por “constante” y “variable”. Wmmstante es una cantidad definida
que representa siempre uno y el mismo valor. Pero

Una cantidad variable es una indeterminada o cantidad wsa&leque puede tomar
por ella misma absolutamente todos los valores determmado

Para Euler una variable puede tomar cualquier valor numépiusitivo o negativo, racional o irra-
cional, y explicitamente escribQuin etiam cyphra et numeri imaginarii a significatu quasitis
varabilis non excluduntyresto es, no se excluyen ni el cero ni los nimeros imagindebsignifi-
cado de una cantidad variable. Siguiendo a su maestro, @alarsiguiente definicion de funcién:

Una funcién de una cantidad variable es cualquier expresifalitica formada a
partir de dicha cantidad variable y nUmeros o cantidadesstantes.

La diferencia con la definicion de J. Bernoulli esta en el tdariexpresion analitica”. Después
de dar esta definicion, Euler distingue entre varios tipofideiones segin que puedan o0 no re-
presentarse por medio de una sola expresion analitica.idarfue Euler quien usé por primera
vez la notacionf (x) para indicar el valor de una funcidnen un valorx de la variable. Euler no
precisaba lo que entendia por “cualquier expresion acaliiero, sin duda, incluia las series, frac-
ciones continuas y productos infinitos y primitivas. El acepto de funcién de Euler incluia tanto
funciones “explicitas” como “implicitas”. Estas Ultimagasecen en la resolucién de ecuaciones
algebraicas.

El libro de Eulerintroductio in analysin infinitorunes considerado
como el tercero mas influyente en toda la historia de las néieas
(el primero serian loElementosie Euclides (300 adC) y el segundo
los Principia (1687) de Newton) y tuvo una amplia difusién. En el
prefacio de dicho libro, Euler, afirmaba que el Analisis Madgico
es la ciencia general de las variables y sus funciones.

Figura 9. Euler
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Esto, que hoy dia nos parece una evidencia, estaba muy kejssrid en el siglo XVIII. De
hecho, matematicos como Newton, Leibniz, los hermanosdBédiiry otros muchos en los siglos
XVIl'y XVIII, se expresaban en términos de curvas, supemicieas, lineas tangentes.

En el Capitulo IV de suntroductio afirma Euler que la forma mas conveniente de expresion
analitica para representar una funcion es por medio de uieadsepotencias del tipo

A+Bz+CZ+DZ+...

Puesto que la mayoria de funciones consideradas en esta &@ocanaliticas salvo en algunos
puntos aislados de su dominio, esta afirmacién de Euler eriedmente correcta y fue acepta-
da por muchos mateméticos. De esta forma la definiciéon dediurada por Euler se concretd
en la practica en el actual concepto de funcion analiticah&xho, estas son las Unicas funcio-
nes estudiadas en el Volumen | delfaroductio En el Volumen I, dedicado al estudio de las
curvas planas, Euler hace una distincion entrevas continuay discontinuaslas primeras son
aquellas que vienen dadas por una Unica expresion analéicaegundas se corresponden con lo
gue hoy entendemos por funcién analitica definida a trozgte. USo tan particular de los términos
“continuo” y “discontinuo” dio lugar a muchas confusiones.

La necesidad de precisar el concepto de funcién surgié pespués, de forma muy natural,
en el estudio de las vibraciones planas de una cuerda aléstisa, sujeta por sus extremaos, cuya
posicion inicial en el plano viene dada por una funcion cateog(x). D’Alembert (1749) y Eu-
ler (1750) obtuvieron esencialmente la misma soluciény gescreparon sobre el tipo de funcién
inicial Y(x) permitida. Mientras que, segun D’Alembert, la posiciértiali debia venir dada por
una funcion suave (derivable dos veces), Euler insistiauerdajevidencia fisica imponia la consi-
deracion de funciones mas generales (no derivables, cos)pl mismo propuso como posicion
inicial de la cuerda una linea poligonal. Otro matematicaniBl Bernoulli, propuso en 1753 una
solucion del problema que tenia como consecuencia qued&fugi(x) podia representarse como
suma de una serie trigonométrica infinita. Una situacion simjlar a ésta se produjo unos afios
después, en 1822, como consecuencia de los trabajos de Jéaseph Fourier sobre la propaga-
cion del calor.

Los detalles de toda esta historia son muy interesantesmpasibles de resumir en unas po-
cas lineas. Volveremos sobre ellos méas adelante. En essadtiata de lo siguiente. En la segunda
mitad del siglo XVIII y primera del XIX, al mismo tiempo quedanatematicos seguian conside-
rando que las funciones debian ser continuas y derivalzik®, a lo sumo en una cantidad finita
de “puntos especiales” (el mismo Euler tenia esta ideastaban desarrollando métodos para re-
solver problemas cada vez mas complejos que permitiansespee “funciones cualesquiera” por
medio de expresiones analiticas, principalmente, seeé%drier. Se suponia que una representa-
cion de este tipo debia “transmitir su regularidad” a la fénaepresentada pero, por otra parte,
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ésta podia ser muy general. El corazon del problema estdbaenfusion de dos conceptos, apa-

rentemente iguales pero muy distintos de hecho, el de fanc&l de su representacion analitica.

La separacion de estos conceptos llevo a considerar unarfiuran independencia de su represen-
tacion analitica. De esta forma una funcién quedaba reducigh conjunto de valores numéricos

completamente independientes asociados a una o variablesti que es la idea subyacente a la
definicibn moderna debida a Dirichlet (1837):

“y es una funcion de una variabtedefinida en un intervala < x < b, si para cada valor de
la variablex en este intervalo le corresponde un valor concreto de lablay. Ademas, es
irrelevante la forma en la que esta correspondencia sdestaly

Esta nueva idea de funcién llevé a investigar nuevos tipdsmigo-

nes que, con frecuencia, tenian un comportamiento inusnal854

: Riemann dio un ejemplo de funcion integrable con infinitasalnti-
_ nuidades en todo intervalo de longitud positiva. En 1872evétiass

,5 '* sorprende a la comunidad matematica con una funcion centjne
no es derivable en ningln punto. A estos ejemplos de funsigato-
I6gicas” pronto les siguen otros. En el siglo XIX la necedida una
fundamentacion rigurosa del Analisis Matematico se haadente.
El concepto de funcién sigue en el centro de atencién y, audgu
cho concepto siguio discutiéndose casi hasta el final del, $igy se
Figura 10. Dirichlet reconoce a Dirichlet haber sido el primero en consideraarsente
la idea de funcién como una “correspondencia arbitraria”.

2.3. Lametafisica del Calculen D’Alembert y Lagrange

D’Alembert redact6 la mayoria de los articulos de materaatjcciencias para la obra inmortal del
Siglo de las Luces I&ncyclopédie, ou Dictionnaire Raisonné des Sciences, degtdes Métiers
(1751 - 65). En el articulo Différentiele (1754), despuéidiicar la “metafisica del infinito” de
Leibniz, escribe:

Newton partia de otro principio; y se puede decir que la ristaf de este gran gedmetra sobre el calculo
de fluxiones es muy exacta y luminosa, aunque solamente lajhdadentrever. El no ha considerado
nunca el calculo diferencial como el célculo de cantidadéisiiamente pequefias, sino como el método
de las primeras y Ultimas razones, es decir, el método pHea lwss limites de las razones.

[...] La suposicion que se hace de las cantidades infiniteenpEguerias so6lo sirve para acortar y simpli-
ficar los razonamientos; pero en el fondo el calculo diféegmo precisa suponer la existencia de tales
cantidades; y mas aln, este calculo consiste meramentaletetaninacion algebraica del limite de una
razon.
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Durante el siglo XVIII, por una parte, el uso permanente de lo
infinitesimales dificultaba la comprension de los procesopato al
limite y, por otra parte, el recién inventado Calculo eraher@aamien-
ta maravillosa para estudiar y formular mateméaticamentétodide
fendbmenos naturales. Ademas, los resultados obtenidnscersec-
tos, por tanto no habia por qué preocuparse mucho de la cofere
I6gica de los fundamentos, ya habria tiempo para ello margde

Debemos destacar, no obstante, la propuesta de Jean le Rond
D’Alembert (1717 - 1783) de fundamentar el Calculo sobreogl-c
Figura 11. D’Alembert cepto de limiteXLa théorie des limites est la base de la vraie Mé-
taphysique du calcul différentiel”

D’Alembert fue el primer matematico que afirmé haber probgde los infinitamente peque-
fos “néxistent réellement ni dans la nature, ni dans les supgmos des Géomeétres"Segln
D’Alembert:

Una cantidad es algo o nada; si es algo, ain no se ha desv@nsicas nada, ya se ha desvanecido
literalmente. La suposicion de que hay un estado internerdie estos dos es una quimera.

En el articuloLimite (1765), también escrito para Encyclopédigunto con Jean-Baptiste de La
Chapelle (1710 - 1792), se da la siguiente definicion dedimit

Se dice que una magnitud es el limite de otra magnitud, cuendegunda puede aproximarse a la
primera, sin llegar nunca a excederla, en menos que cualtariédad dada tan pequefia como se quiera
suponer.

Este articulo también contiene los resultados sobre ladaiael limite y sobre el limite del pro-
ducto de dos magnitudes, por supuesto, enunciados reté@nnta sin ningun tipo de simbolo para
representar los limites. Dichos resultados habian ajgarexi el libro de La Chapellmstitutions
de Géométri€1757). Tanto D’Alembert como La Chapelle tenian una idemesalmente geomé-
trica del concepto de limite, asi el ejemplo que ponen enaaiarticulo es el de la aproximacion
de un circulo por poligonos.

El punto de vista de D’Alembert, esencialmente correctanaccompartido por otros matema-
ticos, de forma destacada, por Joseph-Louis de Lagrané (17813) quien en su obiehéorie
des fonctions analytiqug&797), cuyo subtitulo era nada menos gas Principes du Calcul Diffé-
rentiel, dégagés de toute considération dinfiniment petiévanouissants, de limites et de fluxions,
et réduits a lanalyse algébrique des quantités finpretendio establecer una fundamentacion al-
gebraica del Calculo, eliminando toda referencia a lositeimales y a los limites. Lagrange

criticaba la teoria de las “Gltimas razones” de Newton y alven
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Ese método tiene el gran inconveniente de considerar ealetsden el momento en que ellas cesan, por
asi decir, de ser cantidades; pues aunque siempre podeneeEbitcadecuadamente las razones de dos
cantidades en tanto en cuanto ellas permanecen finitagasano ofrece a la mente ninguna idea clara
y precisa tan pronto como sus términos ambos llegan a seariadez.

Esta severa critica va realmente dirigida contra Eulegrgooncebia las cantidades infinitesimales
como ceros exactos y, por tanto, un cociente de diferesdialimterpretaba com%, expresion de

la cual habia que hallar en cada caso “su verdadero valorflabmativo es que la propuesta de
Lagrange se basaba en los desarrollos en series de Tayisigle@mdos como una generalizacion
del algebra de polinomios, con lo que, de hecho, estaba aisardea de limite que queria evitar.
Por otra parte, es conocida la jactancia de Lagrange de gse mmonumentaMécanique analy-
tique(1772 - 88) no habia usado ni necesitado ninguna figura. hggraeguia asi la tendencia,
cada vez mayor, de separar el calculo y la geometria. De healyoange puede considerarse un
“matematico puro”; su rechazo a la teoria de fluxiones se defpge estd basada en la idea de
movimiento, que no es matematica, y su rechazo de los limteebido a la confusa formulacion
de dicho concepto en su tiempo.

2.4. El premio de la Academia de Berlin y otras propuestas en @ltimo tercio del
siglo XVIII

Jacques-Antoine-Joseph Cousin (1739 - 1800) escribidbum die textd_econs de Calcul Dif-
férentiel et de Calcul Intégrall777), en el que, siguiendo la idea de D’Alembert, afirmaivalé-
mentar el calculo sobre el concepto de limite, el cual, panas®, es el mismo que el expresado
por La Chapelle en el articulbimite de laEncyclopédieantes resefiado. En particular, no hace
distinciéon entre cantidades variables y constantes. Dasg@ento de vista operativo, Cousin intro-
duce, sin justificacion, un principio de conservacion dadasnes entre dos variables por paso al
limite. Una novedad importante es que Cousin reconoce ksitsrd de un simbolo para expresar
el limite, pero no hace nada al respecto.

Roger Martin (1741 - 1811) public6 un libro de teXtéments de Mathématiquék781) con
igual propdsito que Cousin. La definicion de limite de Maetinmas precisa:

Por el limite de una cantidad variable se entiende el valastade hacia el cual ella siempre tiende
conforme varia, sin alcanzarlo nunca; pero al cual, no obstpuede aproximarse de manera que difiera
de él por una cantidad menor que cualquier cantidad dada.

La condicion de pequefiez de la diferencia esta formulada rrha que después seria la usual,
ademas, distingue entre variable y valor constante.

En 1784 la Academia de Berlin, cuyo director era Lagranganeid la convocatoria de un
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premio para “una teoria clara y precisa de lo que se llamdiritmen matematicas”. El propésito
de la Academia era eliminar el uso de los infinitesimales:

Es bien sabido que la geometria superior emplea regulagnf@infinitamente grandg lo infinitamente
pequefio..La Academia, en consecuencia, desea una explicaciédnde es posible que se hayan con-
seguido deducir tantos teoremas correctos a partir de uessguestos contradictorios, asi como...un
principio verdaderamente matematico que pueda sustduiectamente al del infinito.

El premio fue concedido en 1786 a Simon-Antoine-Jean LiEui{1750 - 1840) por su ensayo
Exposition élémentaire des principes des calculs supérien el cual L'Huilier desarrollaba una
teoria de limites. Su definicion de limite es:

Sea una cantidad variable, siempre menor o siempre mayarrgupropuesta cantidad constante; pero
de la cual puede diferir menos que cualquier propuestadzahtnenor que ella misma: esta cantidad
constante se dice que es el limite por exceso o por defectoadmtidad variable.

La novedad aqui esta en los conceptos de “limite por excedohige por defecto”. Al introducir
esta distincion, L'Huilier observaba que hasta entoncesenbabia tenido en cuenta el hecho de
gue la aproximacion al limite puede realizarse tanto desdevariable con valores crecientes como
desde una variable con valores decrecientes. Por ello,iliéHintroduce los conceptos damite
por la derechay delimite por la izquierda

En esta obra es donde, por primera, se usa el simbolo “loori €l punto, como si fuera
una abreviacion de “limite”) para representar el limiteyque L'Huilier no lo hace de una forma
regular.

El principal logro de L'Huilier fue extender la aplicabiid del concepto de limite. Mientras
que sus predecesores habian dado solamente un par de égtas bél realizd un desarrollo mas
sistematico, probando las reglas del producto y del cazigata limites, y obteniendo la regla de
la derivada de un producto por medio de limites.

En esta exposicion estoy siguiendo muy de cerca el excdienbede Schubring §0]. Este
autor hace un notable descubrimiento. Se trata de un enga¥0Qdpaginas, tituladGompendio
da Theorica dos Limites, ou Introduccad ao Methodo das Fgxgue fue publicado por la Aca-
demia de Ciencias de Lisboa en 1794, aunque su autor Frart#sBorja Garcao Stockler (1759
- 1829) lo habia presentado ya en 1791. Stockler naci6 emdjstu padre era aleman y su madre
portuguesa. Estudi6 la carrera militar y también materagtimn la Universidad de Coimbra. Desa-
rrollé una gran actividad tanto politica como cientifica.iln@ortancia del citado libro de Stockler
es que contiene el primer intento de una presentacion aligebtel concepto de limite. Stockler
tenia un excelente conocimiento de la literatura matemal&csu época, y en su libro se apoya
precisamente en los autores que hemos citado anteriorniere Stockler aventaja ampliamente
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a sus fuentes al separar el concepto de limite del conceptoéigco, algebraizandolo tanto para
variables como para funciones. Ademas, es un pionero e éaudesigualdades. Su definicion de
limite es la siguiente:

Una cantidad constante es llamada “Limite” de una varialk @tima puede ir aumentando o dismi-
nuyendo — aunque sus valores nunca lleguen a ser igual al@m$iante — de tal forma que puede
aproximar la constante tanto que la diferencia llega a sapngue cualquier cantidad dada, por pequefa
que esta pueda haber sido escogida.

La definicion es parecida a la de Martin, aunque hay un mayf@sisnen que el limite es un
valor constante. Stockler también usa los conceptos d&eBmpor la derecha y por la izquierda de
L'Huilier.

Debemos notar que todas estas definiciones de limite quaastiando se refieren a variables
y que dichas variables suelen interpretarse como cansdgsemétricas (areas, longitudes de arco,
medidas de angulos, etc.). Ademas, una “cantidad constemiaterpretada generalmente como
una cantidad positiva. Con frecuencia se considera que@lieme un caracter especial y se dan
definiciones especificas para tenerlo en cuenta. Precisaneso es lo que hace Stockler introdu-
ciendo el concepto dbariable sin limite de disminucién'ton el significado de una variable con
limite cero. De esta forma, también evita usar infinitésing&eckler establece como un resultado
fundamental que

Toda cantidad capaz de un limite, tiene necesariamentegigrial a su limite, mas 0 menos una cantidad
variable sin limite de disminucién.

Stockler desarrolla todo un algebra de limites y no se limits operaciones de suma, producto y
cociente. He aqui una muestra:

Una potenciaa®, dondea < 1 es una constante yuna variable con valores positivos y sin limite de
aumento, forma una sucesion nula.

Stockler explica el uso del simbolo “Lim.” para represetitaites y lo emplea de forma operativa
para permutar limites. Por ejemplojosi- Lim. Xy a es constante, Lim(a*) = a°.

Stockler no considera solamente limites de variables simbi&n de funciones. De forma
explicita establece la permutabilidad del limite con umeién:

El limite de cualquier funciérFx de una variablex que es capaz de (tiene) limite, es igual al valor
homalogo por la funcién de su limite.

Simbdlicamente, Stockler expresa el teorema como siguaaPalim. X, se sigue que LimkEx =
Fa.
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2.5. Cauchyy suCours d’Analysede 1821

A principios del siglo XIX, parecia cada vez mas necesaritsolidar la enorme cantidad de
resultados que ya se habian obtenido usando las técnicasipneente fundamentadas del calculo.
Habia llegado el momento en que se disponia de las herrawmieetesarias para desvelar las suti-
lezas del concepto de limite, cuya lenta y trabajosa evintugilo largo del siglo XVIII acabamos
de ver. Lo que se necesitaba era dar definiciones precisdsjliias y operativas, que no estuvie-
ran basadas en intuiciones geomeétricas ni cinematicas eltay habia que precisar las expresiones
vagas que solian usarse, al estilo de “aproximarse mas gueantidad dada, por pequefia que
ésta sea”, y dotarlas de un significado matematico preciegugdiera ser usado para dar demos-
traciones. Lo que se necesitaba era traducir las definioedales de limite mediante el algebra
de desigualdades que en esa época ya se habia desarroitmlpu&de parecer facil visto desde
nuestra perspectiva actual, pero no lo era en absoluto.

Si recuerdas la actual definicion de limite de una funciénrepunto, puedes comprobar lo
abstracta que es: no queda nada en ella de la intuicionlioarida que Newton imaginaba sus “ra-
zones ultimas”. Es una definicion “estéatica” y todo en ellarégsética: valor absoluto, desigualda-
des... jno contiene ninguna igualdad! Ganamos rigor a dedtaintuicion. Quien realizé la hazafa
de fundamentar con rigor el célculo sobre el concepto dédifneAugustin - Louis Cauchy1789
- 1857). Nos vamos a centrar aqui exclusivamente en estetaspe su obra, de la que volvere-
Mos a ocuparnos mas adelante. Conviene, no obstante decirag interpretaciones muy distintas
de la obra de Cauchy. En particular, se ha escrito mucho shrso que Cauchy hace de los
infinitésimos.

Creo que la documentada exposicién que hace Schubring en
[20] es muy convincente. Su tesis es que Cauchy, por su propia vo-
luntad, nunca hubiera dejado entrar a los infinitésimos srlilstos,
pero que se vio en la necesidad de hacerlo por la presion tehen
de I'Ecole Polytechnique donde desempefiaba su labor dodeat
todas formas, su concepto de infinitésimo, como veremogeitkse
no es el de una cantidad no nula pero infinitamente pequefis. En
Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechniq@#821), Cauchy empieza
exponiendo su concepto de nimero, de cantidad y seguidenent
Figura 12. Cauchy la pagina 19, aparecen las siguientes definiciones:

Se llama cantidastariable aquella que se considera debe recibir sucesivamente vatmes diferentes
unos de otros.[...] Cuando los valores sucesivamenteuatdd a una misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que acaban poiirdiferél tan poco como se quiera, éste
ultimo es llamado diimite de todos los otros.
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[...] Cuando los valores numéricos (valores absolutos@siucs de una misma variable decrecen inde-
finidamente, de manera que quedan por debajo de todo nim@wpeida variable recibe el nombre de
infinitésimoo de cantidadnfinitamente pequefi&na variable de esta naturaleza tiene por limite a cero.

Cuando los valores numéricos (valores absolutos) suced&vona misma variable crecen mas y mas, de
manera que permanecen por encima de todo nimero dado, sgudiesta variable tiene por limite el
infinito positivq indicado por el signeo, cuando se trata de una variable positiva, inéhito negativo
indicado por la notaciér-, cuando se trata de una variable negativa.

Llama la atencién en esta definicion la idea repetida de Swwe valores” que algunos autores
interpretan como si Cauchy considerara a las cantidadi&bles como sucesiones. Aunque sigue
siendo una definicién verbal, es mucho mas precisa que lagaes y lo importante es la forma
en que Cauchy la interpreta por medio del algebra de dedigeé. Podemos hacernos una idea
de la forma de trabajar de Cauchy considerando el siguiestdtado que aparece en la pagina 54
del Cours d’AnalyseTraduzco y hago algunos comentarios que van en cursivag paténtesis.

Teorema | (Cauchy - Cours D’Analyse, p.54). Si para valores crecedex, la diferencia
f(x+1)—f(x)

converge hacia un cierto limite la fraccion
f(x)
X
convergera al mismo tiempo hacia el mismo limite.

Demostracién Supongamos para empezar que la cantldezhga un valor finito, y designemos poun
namero tan pequefio como se quiera. Puesto que los valoogsntes dex hacen converger la diferencia

f(x+1)— f(x)

hacia el limitek, se podra dar al nimetoun valor suficientemente grande para que, siecigoal o mayor
gueh, la diferencia correspondiente esté constantemente emiola entre los limites

k—¢, k+e.

(Este comienzo es impecable y nosotros lo hariamos exactamgeial. Con nuestras notaciones actuales,
la hip6tesis es que
Xlﬁlrp00 (f(x+1)—f(x) =k

Por tanto, dadc > 0O, existe > 0 tal que para todo % h se verifica quef (x+ 1) — f(x) —k| < €. Eso es
exactamente lo que escribe Caughy.

Supuesto esto, si se designa pam nimero entero cualquiera, cada una de las cantidades

f(h+1)— f(h)
f(h+2)— f(h+1)

f(h+n)—f(h+n-1)
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Yy, €n consecuencia, su media aritmética, a saber
f(h4+n)—f(h)
n

se encontrara comprendida entre los limikese, k+ €. Se tendra pues

fham—fh) _,
n

siendoa una cantidad comprendida entre los limites +¢. Sea ahora

h+n=x
La ecuacion precedente se convertira en
f(x)—f(h) _
—— —k+a, )
y se concluira
f(x) = f(h)+(x—=h)k+a)
f _ f), (;_h
= +(1 " (k+a) 3

(Hasta aqui, nada que objetar. Todo es correcto.

Ademas, para hacer crecer indefinidamente el valog der& suficiente hacer crecer indefinidamente
el nimero entera sin cambiar el valor dé. Supongamos, en consecuencia, que en la ecuagjée(
considereh como una cantidad constantexyomo una cantidad variable que converge hacia el limite
Las cantidades

f(h) h

’ V)

X X
encerradas en el segundo miembro, convergeran hacia td erp, y el propio segundo miembro hacia un
limite de la forma

k+a,

o estando siempre comprendida entiey +-€. Por consiguiente, la razon
f(x)
X

tendré por limite una cantidad comprendida ektr& y k+ €. Debiendo subsistir esta conclusion, cualquiera
que sea la pequefiez del nimeroesulta que el limite en cuestion sera precisamente iglaatantidadk.
En otras palabras, se tendra

Iim%x) =k=Ilim[f(x+1) — f(x)]. (4)

(Seguidamente, Cauchy pasa a considerar los casos enguwe Kk = —c.) ]

Esta demostracion es notable, por su rigor y también panques correcta¢ Serias capaz de
explicar a Cauchy dénde esta el error en su razonamiento8upaesto, lo que interesa aqui es
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la forma en que Cauchy traduce los conceptos de limite poronteddesigualdades. El error es

anecddtico, ademas, cuando Cauchy emplea este resultadod@iempre en casos en que la tesis

es correcta; por ejemplo, para la funcién xoge tiene que km( log(x+1) — Iog(x)) =0y, por
X—r+00

. logx
tanto, I|£n ~ = 0 lo cual es correcto.

X—+00

Contraejemplo. Considera la funciorf : R™ — R dada por

1

=15 Ew

Donde, como de costumbri(x) es la parte entera de

Claramentef (x + 1) = f(x), por lo que I’|+m (f(x+1) — f(x)) = 0. Por otra parte para
%400

Xn=n lconn>23etiene uef@_ n* S 4o

Durante el siglo XVIII, el concepto de continuidad no habirecido nada mas que una espo-
radica atencion, y siempre habia sido considerado desdaemim ge vista filoséfico, mas como una
ley de la naturaleza que como un concepto propiamente métema@eneralmente la continuidad
de una funcién se entendia en el sentido de Euler, y sigréfigab dicha funcién estaba definida
por una Unica expresiéon analitica. EnGaurs D’Analyse Cauchy define el concepto de funcién
continua y, lo que es notable, de funcion discontinua; y imidegn es realmente muy minuciosa.
Dice asi:

Seaf (x) una funcion de la variabbe y supongamos que, para cada valokdemprendido entre ciertos
limites dados, esta funcion admite constantemente un vaiop y finito. Si, partiendo de un valor de
x comprendido entre estos limites, se atribuye a la variableincremento infinitamente pequeéipla
funcién misma recibira por incremento la diferencia

f(x+a)—f(x)

que dependera a la vez de la nueva variabyedel valor dex. Dicho esto, la funciorf (x) sera, entre los
dos limites asignados a la varialldunciéncontinuade esta variable, si, para cada valoxdetermedio
entre estos limites, el valor numérico (valor absoluto)eddiferencia

f(x+a)—f(x)

decrece indefinidamente con el deEn otras palabraga funcion f(x) permanecera continua con res-
pecto a x entre los limites dados, si, entre estos limitesaminento infinitamente pequefio de la variable
produce siempre un incremento infinitamente pequefio detado

Se dice también que la funcidi(x) es, en un entorno de un valor particular atribuido a la végiap
funcién continua de esta variable, siempre que ella seancenéntre dos limites de por cercanos que
estén, que encierren al valor considerado. Finalmentedouana funciéon deja de ser continua en el
entorno de un valor particular de la varialslese dice entonces que ella se hdigontinuay que para
este valor particular dehay unasolucion de continuidad
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Cauchy da realmente dos definiciones; primero define lo geetros llamariamos “continuidad
en un intervalo” y, después, la continuidad puntual. La prardefinicion ha sido interpretada en
el sentido de que lo que Cauchy entiende por continuidad g@gd@ahora llamamos “continuidad
uniforme”.

Seguidamente a esta definicién, Cauchy pasa a estudiar tiauddad de las funciones ele-
mentales, considerando en cada caso, los limites entreidosagla funcién es continua. Después
demuestra el teorema de los valores intermedios (teorefaldano) del cual da dos demostracio-
nes. Una que se apoya de forma decisiva en la intuicion gecmgt en una nota al final del texto,
otra, que él califica de “puramente analitica”, que consstel método de biseccion, en la que
Cauchy usa, sin demostracion ni comentario, que una sucesadtona acotada es convergente,
propiedad que equivale a la complitud del sistema de los rasmeales.

El citado texto de Cauchy, asi como los libiRésumé des lecons sur le Calcul Infinitésimal
(1823) yLecons sur le Calcul Différenti€lLl829), en los que se recogen los cursos impartidos por
Cauchy en la Ecole Polytechnique durante los afios pre@sjemtieron una gran influencia y
establecieron nuevas exigencias de rigor. En el calculoalelty los conceptos de funcién y de
limite son los conceptos fundamentales.

2.6. Elinnovador trabajo de Bolzano

Es obligado citar &ernhard Bolzan@1781 - 1848), matema-
tico, l6gico y filésofo, profesor en la Universidad de su eiddhatal,
Praga, desde 1805 a 1820. Bolzano, cuyas obras completasszem
deran, cuando terminen de editarse, alrededor de 140 voksniie
un innovador en todos los campos que trabajé. En sus trabvages
tematicos anticipd6 muchos de los conceptos que postenente-
descubrieron y desarrollaron matematicos como Cauchergieass
o Cantor. Debido a su relativo aislamiento en la ciudad dga&Rren
una época en la que el centro de toda la produccién matenestaa
ba en Paris, la obra matematica de Bolzano fue poco conoaida y
tuvo la influencia que merecia por su rigor y profundidad.

Figura 13. Bolzano

Por lo que a la continuidad de una funcion se refiere, Bolzabbqd en 1817 un pequefio libro
de 60 pagina®urely analytic proof of the theorem that between any twaeswhich give results
of opposite sign there lies at least one real root of the égudt’”], en el que, entre otras cosas,
demuestra el teorema que ahora lleva su nombre. Bolzan@eagizonando que las demostracio-
nes conocidas de ese teorema eran inapropiadas. La claeddéas con que se expresa es muy
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[lamativa (traduzco de’j)):

No obstante, un examen mas cuidadoso muestra muy prontarguna de estas pruebas puede consi-
derarse adecuada.

I.  El tipo de demostraciéon mas usual depende de una verdadaped préstamo a la geometria, a
saber, que toda linea continua de curvatura simple cuyanadas son primero positivas y después
negativas (o reciprocamente) necesariamente debe taerse algun lugar al eje de abscisas en un
punto comprendido entre aquellas ordenadas. Ciertammeada,hay que objetar respecto a la correccion,
ni tampoco a la obviedad, de esta proposicion geométrica. ¢34 claro que es una intolerable ofensa
contra el método correcto, deducir verdades de las mateasdiuras (o generales, i.e. aritmética, algebra,
analisis) a partir de consideraciones que pertenecenesingpite a una parte aplicada (o especial), a saber,
la geometria.

[...] Consideremos ahora la razén objetiva por la que urgalém las circunstancias antes mencionadas
interseca el eje de abscisas. Sin duda, todo el mundo vezgieda que esta razén descansa en nada mas
que en el asentimiento general, como consecuencia delargfincion continua de que sea positiva
para algun valor de, y negativa para otro, debe ser cero para algun valor inthonde x. Y ésta es,
precisamente, la verdad que debe ser probada.

II.  No menos reprobable es la demostracion que algunos hastra@o a partir del concepto de la
continuidad de una funcion con la inclusién de los concegéosempo y movimiento. [...] Esto es adi-
cionalmente ilustrado por el ejemplo del movimiento de dasjgos, uno de los cuales esta inicialmente
detras del otro y posteriormente delante del otro. Necasante se deduce que en un tiempo debe haber
estado al lado del otro. Nadie negara que los conceptos mdedig movimiento son tan extrafios a la
matematica general como el concepto de espacio. No obssamstos conceptos fueran introducidos
solamente por motivos de claridad, no tendriamos nada ¢raatmello. [. . .] Por tanto, debe observarse
gue no consideramos que los ejemplos y aplicaciones digarinen lo mas minimo la perfeccién de
una exposicion cientifica. De otra manera, estrictamengineas soélo esto: que los ejemplos nunca sean
empleados como argumentos en lugar de las demostracioges, Ig esencia de una deduccién nunca
esté basada sobre el uso meramente metaférico de fraseesasltideas relacionadas, de forma que la
deduccién misma quedaria vacia tan pronto como éstas foenaniadas.

Es dificil expresarse con mas claridad que como lo hace BolZu definicion de continuidad, en
el citado trabajo, es como sigue:

Una funcionf (x) varia segun la ley de continuidad para todos los valoresddmtro o fuera de ciertos
limites, significa exactamente quexsés algun tal valor, la diferencif(x+ w) — f(x) puede ser hecha
mas pequefia que cualquier cantidad dada, supuestoguede ser tomado tan pequefio como queramos.

Seguidamente, Bolzano establece un teorema previo cuytbasso enunciado es como sigue:

Si una propieda¥l no pertenece atodos los valores de una variglgero si pertenecen todos los valores
gue son menores que un ciettoentonces existe siempre una cantidadue es la mayor de aquellas de
las cuales puede afirmarse que toda mas peqgutéiae la propiedad.
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Comprendes por qué califico de “asombroso” ese enunciadolgl? jEs la propiedad de extremo
inferior!{En el afo 1817, 55 afios antes de que Dedekind yd€amiblicaran sus teorias de los
numeros reales!

El conocido historiador de las matematicas Ivor Grattan infBss, en un polémico trabajo
titulado Bolzano, Cauchy and the “New Analysis” of Early Nineteen#niry[11], expresa su
opinién de que Cauchy conocia el trabajo de Bolzano peroanlmpeconocié. Desde luego, ni
en las numerosas obras de Cauchy, ni en su correspondenitalpg se ha encontrado ninguna
referencia a Bolzano, por lo que la afirmacion de Grattan n@ass, como él mismo reconoce, no
esta sustentada en pruebas documentales.

2.7. Weierstrass nos dio los — 0

Una caracteristica de los textos citados de Cauchy es qudosme hay ni una sola figura.
Cauchy liberé al célculo de sus ataduras geométricas, aungiavia sus definiciones contenian
términos imprecisos como “tan pequefio como queramos” yridigir indefinidamente hasta con-
verger al limite cero”, o ideas de movimiento como “variablee se acerca a un limite” por no
hablar de sus “infinitamente pequefios”. Para seguir avdozzna necesario acabar de una vez con
las distinciones entre numero y cantidad. Los nUmerosgdatiavia eran considerados geomeé-
tricamente y no se habian establecido sus propiedadesrda #oplicita. El cero y los nimeros
negativos eran vistos alin por muchos matematicos como algatdraleza diferente a los nimeros
positivos.

En definitiva, debia concretarse el significado de expresi@momo
“cantidad variable” y “variable continua”. También erags® sepa-

rar la idea de funcion de su representacién analitica ctadeecual,
como ya vimos en el Capitulo 2, fue hecho por Dirichlet en 1837

su definicidn general de funcién como correspondenciarariait Fi-
nalmente, pero no menos importante, estaban las cuestefieesn-

tes a la convergencia de sucesiones y series numéricasigrates,

aun mal comprendidas en la época de Cauchy, de las que nas ocup
remos en otro lugatr.

Figura 14. Weierstrass

En los cincuenta afios que van de 1830 a 1880 se lograron desamniodas estas cuestiones
fundamentales gracias, principalmente, a los trabajos de&hl2t, Riemann, Weierstrass,
Dedekind y Cantor. Ya conocemos una parte de este complegesw, la que culmina en 1872
con la fundamentacion del sistema de los niUmeros realesqaekind y Cantor.
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FueKarl Weierstras$1815 - 1897) quien llevé a sus Ultimas consecuencias eépoode “arit-
metizacion del Analisis”. Weierstrass era un desconociaddepor de instituto, cuando en 1854
publicé un trabajo sobre las funciones abelianas que cams@asion en la comunidad matematica.
Poco después, en 1856, Weierstrass ya era profesor de lartldad de Berlin. Los cursos que
Weierstrass impartié en Berlin durante mas de treinta affi@g@n a numerosos matematicos de
toda europa. Discipulos suyos fueron, entre muchos otrassrenocidos, George Cantor (1845 -
1918), Sonya Kovalevsky (1850 - 1891), Max Planck (1858 -7}$4David Hilbert (1862 - 1943).

Weierstrass estaba convencido de que el Andlisis debi@eeado de los razonamientos geo-
métricos y de los conceptos intuitivos de espacio, tiempmyimiento y debia ser fundamentado
sobre los enteros positivos. Acometio la tarea de revishcabmente los conceptos fundamentales
del Analisis y a este fin dedicé algunos de sus cursos. Emtag obsas, desarroll6 en ellos una teo-
ria aritmética de los niimeros reales parecida a la de Cantogque Weierstrass no publicé mucho,
su influencia fue enorme y sus conferencias magistralesriwgifundidas por toda Europa por sus
numerosos alumnos. Weierstrass es considerado como eramiieg@nalista del Ultimo tercio del
siglo XIX y se le ha llamado “el padre del analisis modernoasvadelante tendremos ocasion de
exponer algunas de sus contribuciones.

Por lo que al concepto de limite funcional se refiere, Wewssttradujo por medio de desigual-
dades y de valores absolutos las definiciones verbales e Yimde continuidad dadas por Cauchy
y Bolzano. Para Weierstrass, una variable solamente esnboki que sirve para designar cual-
quier elemento del conjunto de valores que se le puedemiattina variable continua es aquella
cuyo conjunto de valores no tiene puntos aislados. La definde limite dada por Weierstrass, tal
como la recogio6 en sus notas el matematico H.E. Heine (18881%)%s la siguiente:

Se dice qué es el limite de una funcidf(x) parax = Xg si, dado cualquieg, existe undy tal que para
0 < & < &y, la diferenciaf (Xo £ 8) — L es menor en valor absoluto gee

Cuando una teoria ha sido desarrollada, llega el momentagtel Asi el concepto de limite,
fundamental en calculo porque en él se basan los de cordhuitrivada, integral y los distintos
tipos de convergencia, y es el concepto que confiere al cdawtaracteristica distintiva, solamente
pudo ser expresado de forma rigurosa (segun nuestrosagisetuales) en el tltimo tercio del siglo
XIX, después de haberse estado usando, de forma mas o mefragatia por los infinitésimos y
otros conceptos afines como el movimiento, durante dossexitos. Curiosamente, la letra griega
€, que usaba Cauchy con un significado de “error”, se ha codwezh el paradigma de la precisién
en nuestras actuales definiciones heredadas de Weierstrass

La flechita en la notacion para Iimite;ix(!ih(lx), fue introducida por G.H. Hardy (1877 - 1947)
en su notable libré\ Course of Pure Mathemati¢$908).
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3. Origenes y desarrollo del concepto de derivada. La inveian del
Célculo

El concepto de derivada presupone los de funcién y de limiteidnal, los cuales, como ya
hemos visto en capitulos anteriores, tuvieron una larglueidm hasta alcanzar su significado
actual, por eso la definicién de derivada es relativamegient. No obstante, técnicas en las que
podemos reconocer el uso, mas o menos explicito, de desiveelhan venido usando desde el siglo
XVII, incluso antes de que Newton y Leibniz, en el Gltimo terde dicho siglo, las formularan en
términos ddluxionesy decocientes diferencialegspectivamente. Durante los siglos XVIII y XIX
las derivadas fueron ampliamente desarrolladas y apcadaampos muy diversos y no fueron
definidas en los términos actuales hasta el Gltimo tercisigkd XIX. Todo este proceso lo resume
la historiadora de las matematicas Judith V. Grabiner erfraisa feliz:“Primero, la derivada fue
usada, después descubierta, explorada y desarrolladaanrfante, definida”

En lo que sigue vamos a repasar muy someramente este pradesaas de la referencia antes
citada, he seguido de cerca los trabajos de Kirsti Anderggrsfael Kleiner [L8] y Gonzélez
Urbaneja [.9)].

3.1. Las matematicas en Europa en el siglo XVII

Es conocido que la carencia de una teoria aritmética setbisfa de las cantidades inconmensu-
rables, hizo que los matematicos griegos consideraranden€tgia como una ciencia mas general
que la Aritmética, lo que condujo al desarrollo de un algglex@métrica que fue usada por Euclides,
Arguimedes y Apolonio para realizar sus calculos. La caresgcia de esta actitud fue que durante
casi 2000 afios, en Europa, casi todo razonamiento matenmificoso se expresé en lenguaje
geomeétrico.

Ya hemos comentado en capitulos anteriores cémo la heraratiematica griega pasé a los
arabes de donde regres6 a Europa ya en el siglo Xll. En esgflos sie desarrollé sobre todo la
aritmética y los comienzos del algebra. Pero hay que espasta el siglo XVl para que en Europa
empiecen a notarse cambios significativos en la forma de hzatematicas y a lograr avances que
abren nuevas perspectivas. Las caracteristicas priasip@ las matematicas en el siglo XVII en
Europa son las siguientes.

e Asimilacién y sintesis de la tradicion clasica griega y dégbldo arabe.

e Se sigue admirando el rigor demostrativo euclidiano pefausean procedimientos heuris-
ticos. Se impone la idea de “primero descubrir y luego deradst
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e Progresos decisivos en el simbolismo algebraico (Viéeyist Concepto de cantidad abs-
tracta.

e Invencién de la geometria analitica por Fermat y Descartes.

e Multitud de nuevas curvas, muchas de ellas curvas mecarioas la cicloide, que lle-
van consigo problemas de tangentes, cuadraturas, ceptgyavkedad, maximos y minimos,
rectificaciones.

e Invencion de métodos infinitesimales para tratar probletheasuadraturas, tangentes, maxi-
mos y minimos. Libre uso del infinito.

¢ Inicios del estudio matematico del movimiento. Conceptoafdidad variable.
e La Revolucion Cientifica protagonizada por Copérnico, |€aly Kepler. Mecanicismo.

e Invencion de los logaritmos por Neper. Progresos de larawinéa y de la trigonometria.
Desarrollo de la 6ptica.

e Creacion de instituciones cientificas como la Royal So¢i#8g0) en Londres y la Académie
des Sciences (1666) en Paris y comienzo de las publicacimrfficas periddicas.

En el periodo de 1630 a 1660 empiezan a usarse técnicas emel@g®demos apreciar el uso
de derivadas. Suelen ser técnicas especificas para regsaiisrmas concretos de forma empirica,
con frecuencia dichas técnicas no se justifican sino quelainente, se comprueba que propor-
cionan soluciones correctas. Los matematicos de la épantesesaban por problemas de dptica,
por ejemplo, determinar la forma de una lente que hace ques tod rayos luminosos paralelos
entre si o los que parten de un Unico foco, después de atrdadsate, converjan en un Unico
punto. Problemas fisicos, como la determinacién de la ¢tayi@ de un cuerpo que se mueve al-
rededor de un centro y que cae al mismo tiempo hacia ese @amtraceleracion constante. Otros
problemas consistian en el calculo de tangentes y de val@esnos o minimos. Estaban, ademas,
los problemas relacionados con la integral (cuadraturagsé&le superficies, centros de gravedad,
rectificaciones de curvas,) que consideraremos en el capitulo correspondiente.

3.2. Célculo de tangentes y de valores extremos

Los matematicos de la antigliedad sabian como trazar tasgerdiversos tipos de curvas.
El concepto de tangencia de los griegos es estatico y, irakmte, geométrico. Inicialmente, la
tangente se considera como una recta que toca a la curvargnaoEsta definicion resultaba
apropiada para la circunferencia pero no lo era para otnagsuEn el siglo Ill a.C., Apolonio
definié la tangente a una seccion conica y procedié a detartaian cada caso. Las técnicas para
el calculo de tangentes eran, por supuesto, geométricascit&as como la espiral de Arguimedes
o la concoide de Nicomedes estas técnicas no eran de gridaditil
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Con la invencion de la geometria analitica, habia una envamedad de nuevas curvas para
cuyo estudio no servian los métodos tradicionales. Losm@teos del siglo XVII se vieron en la
necesidad de inventar nuevas técnicas para calcular tasg&amos a considerar algunas de las
aportaciones mas significativas.

3.2.1. Elmétodo de maximos y minimos de Fermat

En 1637 Fermat escribié una memoria titulddathodus ad disquirendam maximan et mi-
nimam (“Método para la investigacion de maximos y minimos”). Ela sk establecia el primer
procedimiento general conocido para calcular maximos ymuis. Fermat se expresa como sigue.

Toda la teoria de la investigacion de maximos y minimos sepmiconsideracion de dos in-
cégnitas y la Unica regla siguiente:

1. Seaa una incégnita cualquiera del problema (que tenga una, desalimensiones, segin
convenga al enunciado).

2. Se expresara la cantidad maxima o minima por media ele términos que pueden ser de
cualquier grado.

3. Se sustituira a continuacion la incognita origimapor a+ €, y se expresara la cantidad
maxima o minima por medio dey e, en términos que pueden ser de cualquier grado.

4. Se “adigualard para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cahtidaxima o
minima.

5. Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tragloesultar4 que a ambos lados
habra términos afectados de de una de sus potencias.

6. Se dividiran todos los términos pey o por alguna potencia superior dede modo que
desaparecera kg de al menos uno de los términos de uno cualquiera de los dosbmos.

7. Se suprimiran, a continuacion, todos los términos dondaviadaparece la o una de sus
potencias, y se igualalo que queda, o bien si en uno de loshnismo queda nada, se igualara,
lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con sigsitiyp a los afectados con signo
negativo.

8.La resolucion de esta Ultima ecuacién dara el vala, dgie conducird al maximo o minimo,
utilizando la expresién original.

Fermat ilustraba su método hallando el puBtde un segmentdC que hace maxima el area del
rectangulcAE.EC.

Pongamo#\C = b.

1. Seaa uno de los segmentos, el otro sera a.

2. El producto del que se debe encontrar el maximioeesa?.

3. Sea ahora+eel primer segmento de el segundo segmento séxéa—e,yel  producto
de segmentosa— a2 + be— 2ae— €.
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4. Se debeddigualar” al precedenteba— a2 + be— 2ae— € ~ ba— a2.
5. Suprimiendo términos comundse ~ 2ae+ €.

6. Dividiendo todos los términos perb ~ 2a+e.

7. Se suprime l& b = 2a.

8. Para resolver el problema se debe tomar por tanto la méthd d

El recurso de hacex= 0 es equivalente a lo indicado en la instruccion 7 de Fernsib &a
precisamente lo que se hacia al aplicar el método, a pesaredentes era necesario dividir mr
lo que resultaba algo contradictorio.

Debemos observar que el método de Fermat da una condiciésaric para los maximos y
minimos, pero esa condicion no es suficiente y tampoco disgtimaximos de minimos. Es un
método puramente algebraico y algoritmico, no geométrico.

Es tentador reproducir este razonamiento en términoslastddagamos = x, e =AX, y pon-
gamosf (x) = x(b—x).
1-5 f(x+ Ax) — f(x) ~ 0.
f(x+ Ax) — f(X)

6 ~ 0.
AX
78 (f(x+Ax)—f(x)> _0
AX =0

Para funciones derivables podemos interpretar todo esto cuie el valor d& que hace maximo
o minimo af(x) es la solucion de resolver la ecuacion

£(x) = LL"(L”O f(x+ AZ))(_ f(x)

=0

Sin embargo, esto significa extrapolar demasiado el cataearstricto del método. Lo que estamos
haciendo es interpretar con nuestra mirado de hoy lo queHermat. En primer lugar, Fermat no
pensaba en una cantidad como una funcién, y por eso habladidad maxima o minima”, no
de una funcién que alcance un méaximo o un minimo. Fermat ne tiara la nocién de variable
independiente. El esta pensando en una ecuacion algebomiados incognitas que interpreta co-
mo segmentos, es decir, magnitudes lineales dadas. Feonuigicfa nada acerca de qeiéuese
un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequefia, y &aaho no implica ningln concepto
de limite, sino que es puramente algebraico. Ademas, lai@dnd no tiene sentido en esta in-
terpretacion. Los problemas a los que Fermat aplicé su métod problemas de construcciones
geométricas mas que de optimizacién de cantidades.
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3.2.2. Elmétodo de las tangentes de Fermat

En la misma memoria antes referida, Fermat, determina tasgénte a una parabola haciendo
uso de su método para maximos y minimos. Su razonamientaressigue.

T'l/
Py
P
R
e
T \ Q Q1

Figura 15. Calculo de la subtangente

En la figura (6), el segmentd@ Q es la subtangente a la parabola en un punto Saébvértice

de la pardbola €¢. Teniendo en cuenta que los triangulosT QP) y A (T Q1 T1) son semejantes,
resulta

1@ _TQ (5)
PQ TQ
Teniendo en cuenta ahora la propiedad de la parabola
VQ P
Q PY
y queP;Q; < T1Q1, deducimos que:
=2
V T
Vo _TQ (6)
VQ TQ

Pongamos ahord Q = a, que es la abscisa de la parabolaRerconocida porque se cono&e

Hagamos tambiéll Q = x que es la subtangente que queremos calcul@Qy= e. La desigualdad
(6) se expresa por:

2
at+e (x+e
%<%<:>ax2+ex2<ax2+2aex+ae2

Fermat aplica su método de maximos y minimos y sustituyedesigualdad por ladigualdad

ax +exX ~ ak + 2aex+ ae
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Cancelando términos y dividiendo ppobtenemos
X2 ~ 2ax+ ae

Eliminando ahora el término que queda &ngualando y simplificando pax, se obtienes que
X = 2a, resultado ya conocido de la Antigliedad y que expresa quétargyente es el doble de la
abscisa.

Realmente no se entiende bien larazén de por qué Fermat nsg@io de maximos y minimos
para calcular tangentes y Descartes hizo una dura critieatdéorma de proceder. Para responder
a estas criticas, Fermat desarrolld, en una memoria de 1Li&3@iocedimiento bastante general
para calcular tangentes que, con notacion actual, podezsamir como sigue. Sda= (x,y) un
punto de una curvé(x,y) =0y seaP; = (X+ €,y ) otro punto de la curva proximoRicomo en la
figura (15). Llamemosb = T Q, la subtangente e. Teniendo en cuenta quRQ =y, la igualdad

(5) se escribe como

0, = y(bb+e)

ComoT;Q; es casiigual §; = P,Q1, Fermat escribe

f <x+e, y(b;e)) ~0

y a estaadigualdadle aplica su método para maximos y minimos. Es facil ver goecehducira a
una expresion patadada por

of
ya—y (x,y)

ox Y

Que, usando que la tangente viene dadaypbyr podemos escribir, viendpcomo funcion (impli-

cita) dex, en la forma familiar
of
¢
y/ — _O0X
2 )
3y Y
La idea de adigualdad en Fermat puede interpretarse algo asi como “cantidadiestamente

proximas”. De alguna forma Fermat esté considerando catgglinfinitesimales.

X,Y)

Es tentador expresar en términos actuales las ideas detfmraaalcular tangentes. Esencial-
mente, dado un puntd = (a, f(a)) en una curvgy = f(x), se trata de calcular la pendiente de la
curva enP. SeaQQ; un incremento dd Q en una cantida€. Ya que los triangulog. (TQP) y
A (PRT) son semejantes, se tiene

Py

1
E

—| o
al3
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Pero, dice Fermafl1R es casi igual #;R; por tanto tenemos ladigualdad

PO PQi-PQ
TQ E

PonienddPQ= f(a), la igualdad anterior puede escribirse como:

T'l/
P
P
R
E
E
T \ Q Q1

Figura 16. Célculo de la tangente

f(a) f(a+E)—f(a)
TO E

Ahora, dice Fermat, se cancelan términos igualet(ar-E) — f(a), se divide poE y finalmente,
se ignoran los términos que aun contengafio que equivale a hacé = 0), y el resultado es la
pendiente de la tangente EnEsta claro que el procedimiento que indica Fermat es dguieaa

calcular ¢ £ f
. a —f(a
i 1@+E)— 1(a)
E—0 E
Naturalmente, a esta interpretacién se le pueden haceridasas observaciones que hicimos a la

interpretacion analoga del método para maximos y minimos.
Ejemplo.

Seaf (x) = X — 2x+3 ya= 2. Entonced (2) = 3. Pongamos = T Qla longitud de la subtangente.
Tenemos ladigualdad

o 2
§:f(2+E) f(2):2E+E _oLE
c E E

HaciendoE = 0 se obtiene A& = 2, por la que la subtangente @s: 3/2 y el valor de la pendiente
de la tangente es/8 = 2 que, efectivamente es igual a la derivadd @ax = 2.
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3.2.3. Elmétodo de Roberval y de Torricelli para las tangergs

En 1630 Roberval y Torricelli descubrieron independiemsta un método para calcular tan-
gentes por medio de consideraciones cinematicas. Estelongtoapoya en dos ideas basicas: la
primera es la de considerar una curva como la trayectoriandgauoto mévil gue obedece a dos
movimientos simultaneamente, y la segunda es la de coasidgangente en un punto de la curva
como la direccion del movimiento en ese mismo punto. Si larr@ntre las velocidades de los dos
movimientos es conocida, la direccién del movimiento itesié se puede hallar mediante la ley
del paralelogramo. Ya en la antigliedad, Arquimedes hab#ousn método analogo para trazar la

tangente a su espiral.

Figura 17. Tangente a la cicloide

Consideremos una cicloide, esto es la curva que describento ge una circunferencia que
rueda sin deslizar. El punto que genera la cicloide tienevalwcidad angular igual a la velocidad
de avance horizontal, por tanto, su tangente en un @dist obtiene sumando el vector tangente
a la circunferencia generadora Bry un vector horizontal e?, y ambos vectores tienen igual

modulo.

Naturalmente, esta idea de la tangente solamente podtarmaglia curvas mecanicas, si bien
tenia la virtud de relacionar geometria y dinamica siguwedad ideas de Galileo.

3.2.4. Eltriangulo diferencial de Barrow

Isaac Barrow (1630 - 1677) también dio un método para caltateyentes. Barrow era un
admirador de los gebmetras antiguos y edit6 las obras dédEsicApolonio y de Arquimedes, a
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la vez que publicaba sus propias obkastiones Optica€l669) yLectiones Geometricad670)

en la edicion de las cuales colabor6 Newton. El trataectiones Geometricage considera una
de las principales aportaciones al Calculo. En él Barrowajhacer una puesta al dia de todos los
ultimos descubrimientos, principalmente de problemasdgentes y cuadraturas. Barrow hace un
tratamiento detallado de todos estos problemas incluyeadoeptos como tiempo y movimiento
y usando métodos infinitesimales y métodos de indivisibles.

Una de las herramientas a las que saca gran partido es guloacaracteristico o triangulo
diferencial.

N M N M
Figura 18. Triangulo diferencial

Partiendo del triangulBRQ que resulta de un incremerR&, como este triangulo es semejante
al PNM, resulta que la pendiente de la tangeifdd/MN es igual aQR/PR Barrow afirma que
cuando el arc®P, es muy pequefio podemos identificarlo con el segmeQide la tangente en
P. El trianguloPRR de la figura de la derecha, en el c&dd, es considerado a la vez como un arco
de la curva y como parte de la tangente, esi@hgulo caracteristico o diferencialva habia sido
usado mucho antes por Pascal y otros en problemas de cuadratu

En la Leccion X deLectiones Barrow calcula la tangente a una curva, dada por una ecuacio
polinébmicaf(x,y) = 0, en un punto de la misnfa= (x,y) de la forma siguiente. PongamBs=
(x+ey-+a) un punto de la curva proximo Ry sustituyamos estas coordenadas en la ecuacion
f(x,y) = 0. En palabras de Barrow:

Rechacemos todos los términos en los que noahag (porque se anulan unos a otros por la
naturaleza de la curva); rechacemos todos los términossequiea o e estan por encima de

la primera potencia, o estdn multiplicados ambos (pordaeds infinitamente pequefios, no
tienen valor en comparacion con el resto).

Después de estas operaciones se puede calcular el catierfee es la pendiente de la curva en
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el puntoP.
Ejemplo.

Consideremos la curvé + Y3 = r3 y sigamos el método de Barrow para calcular su pendiente en
un puntoP = (x,y) de la misma. Como el punt® = (Xx+ e,y+ a) esté en la curva se tiene:

(x+€3+(y+a3®=r?

Esto es
X+ 3e+3xE+eE+y +y+3ya+3yd+a=r3

Simplificamos usando qué +y® = r2 y eliminando las potencias dey e de grado mayor que
uno, y obtenemos

3x%e+3y’a=0
de donde resulta la pendiente:
a_ %
ey

Observa que este procedimiento equivale a quedarse cormdarapcion lineal de la funcién en
el puntoP y eso es como reemplazar el triang®BR en la figura de la izquierda por el triangulo
diferencial.

El método de Barrow es parecido al de Fermat, la diferenciguesBarrow considera incre-
mentos independientes de las dos variables con el progisitalcular el cocienta/e. Parece que
Barrow no conocia directamente la obra de Fermat.

3.3. Los inventores del Calculo

El método de Fermat para el calculo de valores maximos o ronta técnica para el calculo
de tangentes que, esencialmente, consistia en calculaciehte:

f(x+h)— f(x)

—n
realizando las operaciones algebraicas necesarias psairallar y simplificar el numerador y
después dividir poh para, finalmente, hacdr = 0, fueron aplicados en una gran variedad de
situaciones. La relacion entre ambos tipos de problemdsdaiando bien entendida: los valores
extremos se aobtenian en los puntos donde la pendiente dadenta se anulaba. Asi mismo,
de la multitud de casos particulares estudiados, emerg@estas regularidades que llevaron a
reformular las citadas técnicas de forma mas general. Refesha, aunque en el 1660 no se
disponia de un concepto general de derivada ni se conocétaladn crucial entre problemas de
tangentes y de areas, se habian desarrollado bastantetméfizcaces, aunque no rigurosos, para
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resolver muchos tipos de problemas de célculo. Solameltabdarealizar la gran sintesis de todo
el trabajo realizado desde 1630. Eso es lo que hicieron Nept@ibniz.

La invencion del Calculo es uno de los grandes logros de laahigdad. ElI Calculo se ha
convertido en ldingua francade todas las ciencias. Ha sido, y sigue siendo, una herrtanien
fundamental para la comprension cientifica de la Naturaleza

En el dltimo tercio del siglo XVII, Newton (en 1664 - 1666) yibaiz (en 1675), de forma
independiente cada uno, inventaron el Calculo. Esto qdiece que:

e Unificaron y resumieron en dos conceptos generales, el elgralty derivada, la gran varie-
dad de técnicas diversas y de problemas que se abordabarétmtosparticulares.

e Desarrollaron un simbolismo y unas reglas formales de tiddllcque podian aplicarse a
funciones algebraicas y trascendentes, independientegattguier significado geométrico,
gue hacia facil, casi automatico, el uso de dichos concegetosrales.

e Reconacieron la relacion inversa fundamental entre laaain y la integracion.

3.4. Newtony el célculo de fluxiones

Los principales descubrimientos matematicos de Newtoheango

del calculo infinitesimal datan de los llamadasni Mirabiles 1665

y 1666. La Universidad de Cambridge, en la que Newton se habia
graduado combachelor of artsen 1664, estuvo cerrada por la peste
esos dos afios. Newton paso ese tiempo en su casa de Woasthorp
como él mismo reconocid cincuenta afios después, ése fudade
Figura 19. Newton mas creativo de su vida.

Newton llamé a nuestra derivada ufiaxion — una razén de cambio o flujo; Leibniz vio la
derivada como una razén de diferencias infinitesimales katad elcociente diferencialNewton
hizo sus primeros descubrimientos diez afios antes queitgbien, sin embargo, fue el primero
en publicar sus resultados. A principios de 1665 desculispetma del binomio y el calculo con
las series infinitas. A finales de ese mismo afio, el método dmriles, es decir, el célculo de
derivadas. En 1666 el método inverso de fluxiones y la ratagiire cuadraturas y fluxiones. En
esos dos afios también inicio las teorias de los colores yghavdacion universal. Newton tenia
24 afos, habia nacido el dia de Navidad de 1642.

Newton desarroll6 tres versiones de su célculo. En la DerAnalysi per aequationes numero
terminorum infinitasque Newton entregd a su maestro Barrow en 1669, y que pued&lecarse
el escrito fundacional del Célculo, Newton usa conceptiisiiesimales de manera similar a como
hacia el propio Barrow. 57



Una segunda presentacion del Calculo es la que realiza Nentel libroMethodus fluxionum
et serierum infinitorumescrito hacia 1671 y que se public6 mucho después en 173@&ohle
considera cantidades variables que van fluyendo con el tieenfas que llaméuentes Después
se introducen las razones de cambio instantaneas de lagefiuanias que llam#uxiones que
son las derivadas respecto al tiempo de las fluentes. Neepoaesentaba a las primeras por letras
XY,z ... y alas segundas por letras punteaxigsz, . ... Los incrementos de las fluentey, z, . . .,
los representa por medio de las correspondientes fluxion&sfermaxo,yo,za..., y los llama
momentosdondeo es entendido como un incremento infinitesimal de tiempo. thiedesarrolld
una serie de algoritmos y redujo muchos problemas comondiei@eion de tangentes, maximos
y minimos, areas y superficies, curvaturas, longitudes ciesacentros de gravedad etc., a dos
problemas fundamentales que pueden formularse tantoramté& mecanicos como en términos
matematicos:

Problema 1 Determinacién de la velocidad de movimiento en un momentiedgo dado segln
un camino dado. De otro modo: dada la relacién entre lasdzates fluentes, determinar la
relacién de las fluxiones.

Problema 2 Dada la velocidad de movimiento determinar el camino réadoen un tiempo dado.
Matematicamente: determinar la relacién entre las fluedada la relacién entre las fluxio-
nes.

Hay que notar que Newton no piensa en términos de funcionelcsignificado actual de ese
término, sino que imagina curvas o superficies descritatapomriables, o sea, considera relacio-
nes entre las fluentes del tidgx,y,z,...) = 0, dondef para él es una expresion analitica finita
o infinita. Por tanto, el primer problema planteado puedseveomo un problema de derivacién
implicita: supuesta conocida la expresion analitica gtisfaeen las fluente§(x,y,z,...) = 0, ob-
tener la expresion analiti¢a(x,y,z X,y,z,... ) = 0 que satisfacen las fluxiones. Para este problema,
Newton introdujo un algoritmo que sistematizaba los cékeulecesarios. Por ejemplo, sea la curva
de ecuacion

X —ad+axy—y> =0
Sustituyendx ey por X+ X0 e y+ yo respectivamente, tenemos:
(3 4 3%0X 4 3%20?x+ x30%) — a(x® + 2%ox+ x%0%) +
+ a(xy+ xoy+ yox+ xyo?) — (y® + 3yox¥ + 3y?0%y +y°0°) = 0

Teniendo en cuenta ahora gxie— ax’ + axy— y® = 0, dividiendo poro y despreciando los demas
términos que contengancaresulta

3%¢ — 2axx+ axy-+ axy — 3yy> = 0
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Esta es la relacion que satisfacen las fluxiones. A partidldgpaede obtenerse la tangente a la
curvax® — ax? + axy— y° = 0 en cualquier punt¢x,y) de la misma, que viene dada por:

3x% — 2ax+ ay
3y2 —ax

Como ya hemos indicado, Newton aplica los resultados sametéls y fluxiones a la resolucion de
multitud de problemas. Por ejemplo, con respecto a los enods de maximos y minimos, escribe:

X<

Cuando una cantidad es la mas grande o la mas pequefia, en memtmau fluir ni crece
ni decrece: si creciera, eso probaria que era menor y queelsigue seria mas grande que
lo que ahora es, y reciprocamente pasaria si decrecierecadsilese su fluxion como se ha
explicado en el problema 1 e igudlese a cero.

De nuevo, Newton usa el teorema fundamental del célculorpati@ar cuadraturas. Escribe:

Problema 9: Determinar el area de cualquier curva propuesta

La resolucidon del problema esta basada en el establecorieria relacion entre la cantidad
fluente y su fluxion (problema 2).

Newton reduce la integracion al proceso inverso del caldeldluxiones, esto es, al calculo de
primitivas.

El problema 2, es mucho mas dificil que el problema 1, puesati de resolver una ecuaciéon
diferencial que puede ser muy general. Newton consideiasvposibilidades resolviendo algunos
casos particulares. Para ello utilizé técnicas de caloalprimitivas y de desarrollos en serie.

EnDe Quadratura Curvarurmescrita en 1676 y publicada en 1704, Newton propone fundame
tar su calculo de fluxiones en lo que llama&ones primera y Ultima de incrementos evanescentes
De esa forma se refiere Newton a los cocientes de los incremigtiiinitesimales de las cantidades
variables, y su objetivo es determinarlos en el momento erdauhas cantidades nacen desde cero
(“razén primera”) o se anulan (“razén dltima”). Un ejemplaudara a entender el significado de es-
tas ideas. En la introduccién de la citada obra, Newton talaifluxion dex". Para ello, considera
un incrementm de forma que pasa a+ 0. Entonces<" se convierte en

nn—1) 5 1>

(x+o)”:x”+no>{‘*1+To X2

Los incrementos dry X", a saber,

oy noX 14 wozx”‘%r .
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estan entre si en la misma razén que

n(in—1
1 a nx”1+%ox”2+m
Dice Newton “dejemos ahora que los incrementos se anuleniijiswa proporcion sera 1@ 1:

por tanto, la fluxion de la cantidades a la fluxion de la cantidad como 1 :nx*~1”,

Hay distintas interpretaciones de las razones que llevardewton a exponer su célculo de
una u otra forma. La mas extendida es que su intencién eraguinsina fundamentacion riguro-
sa del mismo. La primera exposicién, basada en el conceptardiglad infinitesimal, entendida
como una cantidad menor que cualquier cantidad positiva pemnula, presentaba problemas de
coherencia l6gica de los que Newton era muy consciente. &orepias palabras, su célculo estaba
“concisamente explicado mas que exactamente demostrado”

En Methodus Fluxionum et Serierum Infinitaryt671), el concepto basico es el de cantidad
en movimiento o que fluye continuamente en el tiempo. Las iatgs estdn generadas por el
movimiento continuo y no por agregacion de cantidades taefimhales; la idea basica es la de
continuidad tal como se observa en los procesos de la NetaraQuizas Newton pretendia de
esta forma evitar el uso de “infinitesimales estaticos o gdooos”, pero lo que realmente hizo
fue sustituirlos por los infinitesimales de tiempo usadoa plafinir los momentos de las fluentes.
Conviene advertir que lo que Newton considera es la absiraotatematica analoga al tiempo, es
decir, una magnitud independiente imaginaria abstractaflgye uniformemente y con la que se
relacionan todas las fluentes. Puede verse aqui un intehtewdidn por evitar los problemas mate-
méticos del continuo (infinitesimales, indivisibles) ysledarlos al mundo fisico, a la continuidad
de los procesos naturales y al movimiento. Por otra parteidteaceptaba como algo dado la idea
intuitiva de velocidad instantanea de las fluentes, no legi@apreciso definirla.

En Quadrature of Curveg1676), Newton expresa su propésito de abandonar por ctmple
el uso de cantidades infinitesimales. Manifiesta en estedsemqiie“errores quam minimi in re-
bus mathematicis non sunt contemnendisto es, que en matematicas ni siquiera los errores mas
pequefios pueden ser admitidos. Y eso es justamente lo guEisedunando se despreciaban en
los calculos cantidades infinitesimales. Seguidamentmaa su teoria de ldsazones primera
y Ultima de cantidades evanescenteB5tas ideas sefialan claramente al concepto matematico de
limite. Lo que expresa, a su manera, Newton es, en térmirnoales, el limite de un cociente de
funciones que se anulan. Pero estamos en el siglo XVl y sesitatan casi 200 afios para precisar
matematicamente el concepto de limite. Debemos notar queoN@isa dicho concepto a partir de
la intuicion mecanica del movimiento.

Por velocidad ultima se entiende aquella con la que el cusrpoueve, no antes de alcanzar el
punto final y cesa, por consiguiente, el movimiento, ni tacopaespués de haberlo alcanzado,
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sino aquella con la que se mueve cuando lo alcanza, estowslaagelocidad con la que el
cuerpo alcanza el punto final y aquella con la que cesa el nienim De igual manera, ha de
entenderse por razon Ultima de cantidades evanescentagplade cantidades, no antes de
que desaparezcan, ni después de desaparecidas, sinaaquel que desaparecen.

Newton tenia su particular idea de “limite”.

Las razones Ultimas con las que tales cantidades desapaecealidad no son razones de
cantidades ultimas, sino limites a los que tiende a acerciempre las razones de cantida-
des continuamente decrecientes, limites a los que puedecasse mas que una diferencia
dada, pero nunca traspasarlo, ni tampoco alcanzarlo amtpsedas cantidades disminuyan in
infinitum.

La teoria de las razones ultimas puede verse como una t@wfadatica de limites. Con esta teoria,
Newton pretendia recuperar el rigor de la geometria de lmidedad.

[...]investigar las razones primeray uUltima de cantiddihtas, nacientes o0 evanescentes, es-
ta en armonia con la geometria de los antiguos; y me he edtoersprobar que, en el método
de fluxiones, no es necesario introducir en la geometriadzatgs infinitamente pequefias.

Otros autores opinan que estos tres métodos empleados wrrNesponden, mas que a fun-
damentar con rigor su calculo, a distintos propoésitos. lAggoria de fluxiones proporciona méto-
dos heuristicos de descubrimiento y algoritmos Utiles pbhecalculo; la teoria de “razones primera
y ultima” serviria al propésito de proporcionar demostaes convincentes y el uso de los infini-
tésimos serviria para proporcionar atajos a las pruebasigoéssas. Newton usé simultaneamente
estas tres aproximaciones en la resolucién de una gramadrae problemas.

Newton realizé también contribuciones importantes endddede ecuaciones, donde podemos
destacar las “identidades de Newton” para la suma de las@agede las raices de una ecuacion
polinémica, y a la teoria de curvas, siendo notable su dasifin de las curvas de tercer grado.

Considerando la matemética desde el comienzo del munda leaépoca de Newton,
lo que él ha hecho es, con mucho, la mitad mejor. Leibniz

Las tres obras consideradas, escritas entre 1666 y 1676bkeapon ya en el siglo XVIII, por
eso la primera noticia impresa de la teoria de fluxiones ajgarde forma bastante circunstancial,
en la obra magna de Newtéthilosophiae Naturalis Principia Mathematicauya primera edicion
se hizo en 1687. LoBrincipia consta de tres libros escritos en el estilo tradicional adaera de
los Elementogle Euclides, y su lenguaje es principalmente el de la getarsitética.
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Los Principia estan considerados como la obra cientifica mas importarttelde los tiempos
y una hazafia intelectual incomparable por sus logros y susecaencias. En dicha obra New-
ton estable los fundamentos de la mecéanica y enuncia laséiesres leyes del movimiento, asi
como la ley de la gravitacion universal. En los dos primeilo®$, se estudia el movimiento de
los cuerpos en el vacio y en un medio resistente. Newton demlatematicamente las tres leyes
que Kepler habia obtenido empiricamente. En el libro uldido Sobre el Sistema del Mundo
Newton desarrolla la mecénica celeste. Hace un detalldddiesie los movimientos de la Luna,
explicando las causas de las mareas. Calcula la masa daedrBi@specto a la de la Tierra, estudia
la precesion de los equinoccios, predice el achatamienkm Herra por los polos .. ..

En los Principia el mundo aparece como un sistema ordenado y armonioso ere ¢bdi,
los cielos, la tierra y el mar, obedecen unas pocas leyesmatitas fundamentales. A partir de
Newton quedara claro que no hay diferencias entre un muridorer y otro supralunar, ni entre
la Tierra y el Cielo; las leyes de la Naturaleza no hacen eliséimciones y en todas partes del
Universo los procesos obedecen a las mismas leyes natinetesables.

El Universo newtoniano es un Cosmos diafano y sereno ofrexid exploracion racional del
hombre. La gran obra de Newton proporcionara a la llustna@n el siglo XVIII, la base cientifica
necesaria para acabar con una concepcién conservadoralytste del poder politico apoyada en
dogmaticas concepciones religiosas.

El prestigio y admiracién que gozé Newton en vida queda eftegn las palabras de Alexan-
der Pope:

Nature, and Nature's Laws lay hid in Night:
God said,Let Newton be- and All was light.

Y ¢qué pensaba el propio Newton de si mismo? Escuchemos labsagaya casi al final de su
vida.

No sé como puedo ser visto por el mundo, pero a mi me parecesidbeolamente como un
nifio que juega al borde del mar, y que se divierte al encotraez en cuando una piedra mas
pulida o una concha mas bonita de lo normal, mientras queaal @zéano de la verdad yace
ante mi completamente desconocido.

Newton muri6 en la noche del 20 de marzo de 1727, y fue entewad grandes honores en la
abadia de Westminster entre los grandes hombres de Imglater
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3.5. Leibniz y el célculo de diferencias

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) naci6 en Leipzig ékha-

nia) en el seno de una piadosa familia luterana. A los quifios a

entré en la Universidad de su ciudad natal donde estudié tara g

variedad de materias incluyendo derecho, teologia, filmgomate-

maéticas. Se doctor0 a la edad de 21 afios en la UniversidaddtafAl

en Nuremberg, donde le fue ofrecido un puesto de profesoélqee

chazo.

A lo largo de su vida, Leibniz realiz6 multiples actividad€omo

abogado y diplomatico trabajé para el Principe elector aspo

Figura 20. Leibniz de Maguncia y, desde 1676 hasta su muerte, para los Duques de
Brunswick-Luneburgo (conocidos como principes electodes
Hanover desde 1692), lo que le llevé a viajar por gran parte de
Europa. Inventé una maquina de calcular, la primera madgiereste

tipo capaz de realizar las operaciones de multiplicacidnsidn y extraccién de raices cuadra-
das. Como ingeniero trabajo en prensas hidraulicas, nstirosiento y desarrollé proyectos para
drenar el agua de las minas de plata de las montafias de HaxBajal Sajonia. Como historia-
dor escribié la historia de la casa de Brunswick, realizamdchas investigaciones genealdgicas.
Trabaj6 también como bibliotecario en la ciudad de Hanover.

Leibniz fue un pensador profundo. Como fildsofo se propusodaciéon de un algebra del pen-
samiento humano, algo asi como un lenguaje simbdlico ws@l@ara escribir los razonamientos
con simbolos y férmulas, cuyas reglas de combinacién pienanit reducir todo discurso racional a
célculos rutinarios. Esto explica el gran interés de Leilem desarrollar una notacion matematica
apropiada para su calculo; de hecho, su notacién, muy sugeld de Newton, es la que usamos
actualmente. Leibniz fundé la Academia de Ciencias de Berli1700 y fue su primer presidente;
también fue uno de los fundadores de la primera revistaifienalemana, eActa Eruditorum

Aunque Leibniz publicé poco, mantuvo correspondencia cds oe 600 eruditos y se han
conservado sus manuscritos que estan en el archivo quellexambre en la ciudad de Hannover.
Las contribuciones de Leibniz al algebra (determinantesolucion de ecuaciones), la historia
natural, la geologia y la linglistica son también impogant

En 1672, estando en Paris en misién diplomatica, Leibnizsgéd intensamente al estudio
de la matematica superior teniendo como guia al matematfésicp Christian Huygens (1629
- 1695). En los afios 1673 y 1676 realiz6, también en misidlomifitica, dos viajes a Londres
donde tuvo acceso al manuscrito de Newb@Analysj circunstancia que se uso para acusar, hoy
sabemaos que sin motivo alguno, a Leibniz de plagio cuandocskijo la agria controversia sobre
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la prioridad en el descubrimiento del Calculo. Los progsesatematicos realizados por Leibniz
en estos cuatro anos fueron extraordinarios.

En las matematicas de Leibniz son importantes los estudlwe sucesiones numéricas y sus
sucesiones de diferencias consecutivas asociadas. Dadacgsion de niUmeros:

a1, a,33,a4,...,8n-1,an,- ..

Podemos formar la sucesion de sus diferencias primeras:
by=a,bp=ay—a;,b3=az—ay,by=as—az,...,.bh=a,—an_1,...
Leibniz se habia dado cuenta de la relacion:
by +by+bz+---+by=a,

lo que indica que las sucesiones de diferencias pueden serféailmente, y que el proceso de
formar la sucesion de diferencias y después sumarla rexlgpsucesion inicial, es decir, que se
trata de operaciones inversas una de la otra. Esta semdla cuando se lleva al campo de la
geometria, conduce al concepto central del calculo de izdpre es el de “diferencial”, el cual
tuvo para él diferentes significados en distintas épocas.

Leibniz consideraba una curva como un poligono de infinaded$ de longitud infinitesimal.
Con una tal curva se asocia una sucesion de absgisasxs, Xs,... Y una sucesion de ordenadas
Y1,Y2,¥3,Y4,... donde los puntogx;,y;) estan todos ellos en la curva y son algo asi como los
“vértices” de la poligonal de infinitos lados que forma laweurLa diferencia entre dos valores
sucesivos d& es llamada laiferencialdexy se representa poixdsignificado analogo tieneydEl
diferencial & es una cantidad fija, no nula, infinitamente pequefia en camiparcorx, de hecho
es una cantidad infinitesimal. Los lados del poligono qustitoge la curva son representados por
ds. Resulta asi dtidngulo caracteristicale Leibniz que es el mismo que ya habia sido considerado
por Barrow.

Curiosamente, los términos “abscisa”, “ordenada” y “ceodatlas”, tan propios de la geometria
analitica, no fueron usados nunca por Descartes sino qudetndios a Leibniz; y mientras que
nosotros hablamos de “diferenciales”, Leibniz siemprdadiabde “diferencias”.

El triangulo caracteristico tiene lados infinitesimales di/, ds y se verifica la relaciofnds)? =
(dx)2 + (dy)2. El lado & sobre la curva o poligono se hace coincidir con la tangentecarva
en el punto(x,y). La pendiente de dicha tangente viene dada%olque es un cociente de dife-
renciales al que Leibniz llaméociente diferencialLeibniz nunca consideré la derivada como un
limite.
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ds dy

dx

X

Figura 21. Triangulo caracteristico

Leibniz investigd durante algun tiempo hasta encontrardgtas correctas para diferenciar
productos y cocientes. Dichas reglas se expresan facéneentsu notacion diferencial:

d(xy) = ydx + xdy, d (3)

ydx — xdy
= T

La manera en que Leibniz llegéd a estas férmulas pudo ser cigme. onsideremaos

<< (8) (8)

n+1 n
Znt1— Zn = Xntl Z Yi+ Ynt+1 Z Xj (7)
=1 =1

>

Entonces

Si interpretamos, al estilo de Leibniz, guee y; son diferencias de valores consecutivos de las
cantidades e y respectivamente, entonces los valores de dichas cargidgaderan dados por las
sumas respectivas— ZT:1XJ' ey= z?ilyj , mientras que X=X, 1y dy = yn1 por ser diferencias

de valores consecutivos. De la misma forma, — z, seria la diferencial de= xy. Por tanto, la
igualdad? es interpretada por Leibniz en la forméxg) = xdy + ydx, lo que lleva a la regla para

la diferencial de un producto.

A partir de la regla para la diferencial de un producto, Lalmbtuvo la regla correspondiente
para la diferencial de un cociente= ;—j Poniendax = zy se tiene que xi= ydz + zdy, de donde
despejando - resulta:

_dx—zdy X—Jdy  ydx —xdy
y y y2

Ademas, dicha notacion tiene una gran potencialidad hmari€omo ya hemos visto al estudiar
la derivada de una funcién compuesta.

dz
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Figura 22. Aproximacién de una cuadratura

Consideremos ahora una curva como la de la fig@@reon una sucesion de ordenadas trazadas
a intervalos de longitud unidad. La suma de las ordenadaseeaproximacion de la cuadratura de
la curva (del area bajo la curva), y la diferencia entre ddsmadas sucesivas es aproximadamente
igual a la pendiente de la correspondiente tangente. CuadE@equefa se elija la unidad 1, tanto
mejor seran estas aproximaciones. Leibniz razonaba gqaeusidad pudiera ser tomad#inita-
mente pequefj@stas aproximaciones se harian exactas, esto es, latcuad®eria igual a la suma
de las ordenadas, y la pendiente de la tangente seria igaai#tencia de dos ordenadas suce-
sivas. Como las operaciones de tomar diferencias y sumaestprocas entre si, dedujo Leibniz
que el calculo de cuadraturas y de tangentes también ereacapees inversas una de otra.

Las investigaciones de Leibniz sobre la integracién y glearide sus notaciones para la integral
y los diferenciales, pueden seguirse con todo detalle esemade manuscritos del 25 de octubre
al 11 de noviembre de 1675. Nos ocuparemos de ello en el kag#dicado a la integracion. En
1676 Leibniz ya habia obtenido practicamente todos lodtegls descubiertos por Newton un
poco antes.

La primera publicacién sobre calculo diferencial fue elcatb de LeibnizNova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fracdsirrationales quantitates moratur,
et singulare pro illis calculi genysque fue publicado eActa Eruditorumhace ya mas de tres
siglos, en 1684. En este trabajo, Leibniz definia el diféetrdy de forma que evitaba el uso de las
sospechosas cantidades infinitesimales. Poco despué&8@&n_kibniz publicé un trabajo con sus
estudios sobre la integracion.

Reconocido hoy dia como un genio universal, Leibniz vivié 8ltimos afios en Hannover en
un aislamiento cada vez mayor y murié el 14 de noviembre dé.1Y%u entierro solamente asistio
Su secretario.
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3.6. Desarrollo del calculo diferencial

Aunque las publicaciones de Leibniz eran breves y difidk$eer, su calculo, mas sencillo de
entender que el de Newton y provisto de una excelente natakidnfé pronto en el continente
europeo logrando grandes éxitos, mientras que en Ingldeefidelidad a la teoria de fluxiones y a
la notacién newtoniana condujo a un cierto aislamientaagto por sentimientos nacionales y la
disputa sobre la prioridad, y no consigui6é éxitos compasahllos del continente.

Los hermanos Jakob y Johann Bernoulli, matematicos y pdfesle la universidad de Basi-
lea, estudiaron los trabajos de Leibniz con quien iniciana productiva correspondencia. A partir
de 1690 publicaron una serie de trabajos eAah Eruditorumy en otras revistas, poniendo de
manifiesto que el célculo de Leibniz era una herramientarpgdeaon la que habia que contar. Para
divulgar dicha herramienta era preciso un buen libro detgue explicara con detalle los porme-
nores del nuevo calculo. Dicho libro aparecié bien pronin1@96, y su autor fue el matematico
y noble francés Guillaume Francois, marqués de L'HopithtitElo del libro, del que ya hemos
dado noticia en anteriores capitulos, Aralyse des infiniment petits pour lintelligence des lignes
courbes Hoy sabemos que los resultados originales que apareceanhenlithro son debidos no a
L'H6pital sino a su profesor Johann Bernoulli.

En su libro, L'Hépital desarrollaba el célculo diferencial como habia sido concebido por
Leibniz, es decir, usando cantidades infinitesimales @ajlie se establecian ciertas reglas de
célculo. La definicion de diferencial es como sigtlea parte infinitamente pequefia en que una
cantidad variable es aumentada o disminuida de manera oatise llama la diferencial de esta
cantidad”. Para trabajar con infinitésimos se establece la siguiegta:fDos cantidades cuya
diferencia es otra cantidad infinitamente pequefia puedEmdambiarse una por la otra”

Los escritos de los Bernoulli, Leibniz y L'Hopital populzairon el calculo leibniziano y ya en
la primera década del siglo XVIII otros matematicos se agaron por él. La potencialidad del
concepto de derivada se puso de manifiesto en las aplicadiehealculo a la fisica newtoniana.

Para no hacer excesivamente larga esta exposicion, voymirasnuy esquematicamente los
puntos clave en el desarrollo del célculo diferencial.

e El descubrimiento en 1715 por Brook Taylor de las llamadeesée Taylor, que se convir-
tieron en una herramienta basica para el desarrollo dalloglda resolucion de ecuaciones
diferenciales.

e El extraordinario trabajo, tanto por su asombrosa amplitutho por sus notables descu-
brimientos, de Leonhard Euler (1707 - 1783) que, sin dudda digjura principal de las
matematicas en el siglo XVIII. En sus tres grandes trataef@jtos en latinintroductio in
analysin infinitorum(1748), Institutiones calculi differentiale€l755) elnstitutiones calculi

67



4.

4.1.

integralis (1768), Euler dio al célculo la forma que conservé hastaisigrtercio del siglo
XIX. El célculo, que inicialmente era un célculo de variabte mas exactamente, de canti-
dades geométricas variables, y de ecuaciones, se fueomaasfdo, por influencia de Euler,
en un célculo de funciones.

La propuesta de Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) de fierdanel calculo sobre un al-
gebra formal de series de potencias. Si bien la idea de Laggdaevitar el uso de limites no
era acertada, su propuesta, concretada en suldlg@arie des fonctions analytiquék797),
tuvo el efecto de liberar el concepto de derivada de susfisigciones mas tradicionales.
De hecho, la terminologia “funcién derivada”, asi como ltanimn f'(x) para representar la
derivada de una funcioh, fueron introducidas por Lagrange en dicho texto. A padieste
momento la derivada deja de ser algo de naturaleza impi@cisign o cociente diferencial)
y empieza a ser considerada simplemente como una funcion.

Los problemas planteados por las series de Fourier. Digreshacen sus primeras apari-
ciones a mitad del siglo XVIII en relaciéon con el problema delierda vibrante, y nacen

oficialmente en el trabajo de Joseph Fourier (1768 - 1&8@prie analytique de la chaleur

(1822). Tales series plantean problemas relacionadosasadédas centrales del analisis: el
concepto de funcién, el significado de la integral y los psosede convergencia.

El proceso de “algebraizacion del analisis” que tiene lagdos dos Ultimos tercios del siglo
XIX'y que culmina con la fundamentacion del andlisis sobraktepto de limite (Bolzano,
Cauchy, Weierstrass) y la teoria de los nimeros reales KivefjeCantor). Lo esencial de
este proceso ya ha sido considerado en el tema anterior.

Evolucién de la idea de integral

Problemas de cuadraturas en las matematicas griegas

6 Los problemas de cuadraturas son problemas geométricagsisten en lo siguiente: dada

una figura, construir un cuadrado con area igual a la de laafigada. Esta construccion debia
hacerse con regla no graduada y compas, siguiendo unasspretisas. Segun lo establecido en
los Elementogle Euclidesd. 300 a.C.) la construccion debe constar de un nimero finit@sesp
cada uno de ellos consistente en:

e Trazar una recta que una dos puntos.

e Trazar una circunferencia de centro y radio arbitrarios.

5para escribir estas notas histéricas he seguido de cer¢eabzgos de Kirsti Anderser?], Israel Kleiner [L9],
Gonzalez Urbanejal[] y H. J. M. Bos [].

68



e Intersecar dos de las figuras anteriores.

Son famosos los problemas de la cuadratura del circulaséction de un angulo, la duplicacion
del cubo y la inscripcién de poligonos regulares en una ferancia. En la antigua Grecia se
sabia cuadrar cualquier poligono.

Figura 23. Cuadratura de un rectangulo

Para cuadrar el rectangulBCDde la figura23 se procede de la forma siguiente:
1) Se prolonga el ladéBYy se determina sobre él un puriidal queBE = BC.
2) Se traza con centro en el punto me@ide AE una semicircunferencia de radiiE.

3) Se traza poB una perpendicular AE y se determina su punto de coRecon la semicircunfe-
rencia.

4) El segmentd-B es el lado de un cuadrado cuya area es igual a la del rectaAB@®. Esto es
consecuencia de que la altl#8 de un tridngulo rectangulAF E es media proporcional entre las
dos partes en que divide a la hipotenusa, es deBifAB = BE/FB, por lo queFB? = AB.BE =
AB.BC.

A partir de aqui es facil obtener la cuadratura de un triamdalque permite obtener la cuadra-
tura de cualquier poligono descomponiéndolo en triangllos matematicos griegos inventaron
un procedimiento, que se conoce con el nombre de “exhadsgpidnel cual podian lograr la cua-
dratura de algunas regiones delimitadas por curvas. Segria Eudoxo de Cnida (400 - 347
a.C.) lainvencion de este método, que fue perfeccionadenmsnente por Arquimedes.(287 -
212 a.C.). El siguiente es un notable ejemplo de su aplicacié
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4.1.1. Cuadratura de un segmento de parabola por Arquimedes

Teorema. El area del segmento parabdli®Y Q es igual a cuatro tercios el area del triAngulo
inscrito APV Q.

Demostracion. Esta demostracion aparece en una carta que escribe Aregraesli amigo Do-
sitheus, obra que se conoce con el nombr8atwre la Cuadratura de la Parabalha demostracion
consiste en hacer una descomposicién exhaustiva del segparabdlico por medio de triangulos
de una forma muy ingeniosa. Empezaremos explicando larconiin geométrica de la figuea.

Q/

.
P
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 24. Cuadratura de un segmento de parabola

Unacuerda PQde una parabola es un segmento que une dos de sus puntosidraplega
acotada, cuya frontera esta formada por la cuB@y el arco de la parabola comprendido entre
los puntosP y Q se llama ursegmento parabélicdl vérticede un segmento parabdlico es el punto
de la parabola en el cual la tangente es paralela a la cueeddedjue el segmento.

Se verifica que el vértice de un segmento parabd¢@ es el punto interseccién con la pa-
rabola de la recta paralela al eje de la parabola que pasd ponte medioO = %(P+Q) del
segmentd’Q.

El triangulo APV Q cuya base es el segmeRRQ y cuyo otro vértice es el vérticé del seg-
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mento parabdlico le llamaremos el triangulo inscrito.

En la figura24 se han representado también los trianguldaMV y AV NQinscritos, respec-
tivamente, en los segmentos parabdlicos determinadospouerda®V y VvV Q.

La primera parte de la demostracion consiste en calculaealde los dos triangulaaPMV y
AVNQ. Arquimedes demuestra que

A(AVNQ) = %)\(AVOQ), A(AVMP) = %)\(AVOP)

Por tanto 1
AAVNQ) +A(AVMP) = 21)\(APVQ) (8)

. . . . 1
LlamandoSal &rea del trianguld\PV Q, el area de los dos nuevos triangulos-& Naturalmente,
este proceso se puede repetir ahora con cada uno de lossegrmentos parabdlicos determinados
por las cuerda®M, MV, VN y NQ inscribiendo en ellos los respectivos triangulos, la suma d

cuyas areas sera |guali%s Y puede repetirse indefinidamente.

Nosotros ahora acabariamos calculando el area del segpeatwlico por

> 1 4
—S=-S
24573
Pero Arquimedes, que no sabe de convergencia de serieirgdiel le hace, razona de forma muy
elegante por medio de la doble reduccién al absurdo usual matematica griega.

Para ello hace uso de la llamautapiedad arquimediana axioma de ArquimedeEste axioma
aparece en el libro de Arquimedea Esfera y el Cilindroasi como erSobre la Cuadratura de la
Parabolay enEspirales Al parecer, dicho axioma fue ya formulado por Eudoxo. Coatmemos,
la propiedad arquimediana establece que:

Dadas magnitudes cualesquiera>a0 y b > 0, siempre es posible, por pequefia que
sea a y grande que sea b, conseguir que un mdltiplo convenient exceda a b, es
decir na> b para algun ndmero natural n.

Partiendo de la propiedad arquimediana se deduce faciéneéstguiente resultado, llamagan-
cipio de convergencia de Eudgxn el que se basa el llamad@todo de exhauscidriego:

Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor quétsd, y si del resto
sustraemos de nuevo una cantidad no menor que su mitad, ptgigw@mos repitien-
do este procesos de sustraccion, terminaremos por obtemao cesto una magnitud
menor que cualquier magnitud del mismo tipo dada de antemano
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Arquimedes razona como sigue. $eal area del segmento parabdliev Q.

4 . 4
(I) Supongamos quk > §S es decir, qu& — §S> 0.

Como el area del triangulo inscrito en un segmento parab&itQ es la mitad del area del
paralelogramo circunscritBP’'QQ, la cual, a su vez, es mayor que el area del segmento, se sigue
gue el area del triangulo inscrito en un segmento parabésconayor que la mitad del &rea de dicho
segmento, lo que permite aplicar el principio de converigede Eudoxo.

Por tanto, en la sucesiéon de areas

1 1 1
K,K—SK—(S+ZS),K—(S+ZS+ES),...
cada una es menor que la mitad de la que le precede y, por émuirtud del citado principio,

podemos concluir gue en alguna etapa se tendra que

4 11 1
K—§S>K—<S+ZS+ES_|_...+ES>

Esto implica que
1 1 1 4
lo que es contradictorio con la igualdad, conocida por Argdes, que dice que:

1 4. 11
= Zs—-=s

16 3 34 ©

1 1
S+ S+ oS+ + 45S=

o 1 1 1 4 4
la cual implica ques+ ZS+ 1—68+ st ES< :—33 Por tanto, no puede sKr> :—))S

4 _ 4
(I Supongamos quk < :—33 es decir, que?;S— K> 0.

Como cada una de las aredigS, S ..., 2:Ses menor que la mitad de la que le precede y, por

tanto, en virtud del principio de convergencia de Eudoxogpeos concluir que en alguna etapa se
tendrd quekS< 3S— K. Entonces

4 1 11 4 1 1 1
Lo que implicaria que
K<S—|—lS+lS—|— +1S
4 16 4n

Que es absurdo pues la suma de la derecha es el area de um@altigorito en el segmento

. 4
parabdlico. Por tanto, no puede ek :—))S

La Unica posibilidad eK = gs O
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4.1.2. El Métodode Arquimedes

En su trataddcl Métodq que se creia perdido y fue descubierto en 1906, Arquimdatene
la cuadratura de la parabola por medios mecanicos usandmeip de la palanca. Aunque el
propio Arquimedeseconoce que esa forma de proceder no es una demostraniémece la pena
decir algo sobre ella.

Y

z

.
H \\\M

A Q D C
Figura 25. EIMétodode Arquimedes

LarectaCZ es la tangente a la pardbola@rB es el vértice del segmento parabdlico. El segmento
AZ es perpendicular a la cuerd&, CT es la recta que pasa por el puty el vérticeB de forma
quekK es el punto medio del segmer@d. Se consider&T como un brazo de palanca con fulcro
enk.

Por serABC una parabola, se sabe que la subtangEmesn un puntdC es igual al doble de
la abscisaBD (conviene imaginarse la parabola girada 90 grados), es @d2i= 2BD, de donde,
EB= BD. Deducimos, por la semejanza de tridngulos en la figuraMjde- NQy ZK=KA.

Arquimedes demuestra &obre la Cuadratura de la Parabolgue

CA  MQ

AQ QO
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., CA CK .,
Y, como también eSA@ = KN’ y por construccion €K = CK, obtenemos que

% = I\(g—g <= TK.QO=KN.MQ

Si ahora trasladamos al punfoun segmento de longitud igual@QO y lo ponemos como en la
figura el segment® H de modo que su centro de gravedad sea el plinta igualdad anterior
nos dice que el segmentéH = QO queda equilibrado por el segmentQ, pues el producto
de dichos segmentos por la longitud correspondiente deblia palanca con fulcro éf es la

misma. Obsérvese qikes el centro de gravedad del segmevitQ. Deducimos qu& es el centro

de gravedad de los segmentold y MQ.

Anélogamente puede razonarse con cualquier paralela deel@ parabol&D, todas ellas
estaran en equilibrio con los segmentos determinados stlasepor el segmento parabdlico tras-
ladados al puntd’, de manera que el centro de gravedad de cada par de segnemtes punto
K.

Ahora bien, los segmentos paralelo®B “componen” el triangulo AAZCYy los correspon-
dientes segmentos dentro del segmento parab@immponen” dicho segmento parabélico. Por
tanto el triangulcAZC “permaneciendo en su lugaréstara en equilibrio respecto del pukt@on
el segmento parabdlico trasladado hasta tener su centmakxigd e, de manera que el centro
de gravedad del conjunto de ambos sera el pknto

Dividimos ahoraCK por el puntoG de forma queCK sea el triple d&KG, el puntoG sera el
centro de gravedad del triangdZC,y puesto que el triangulaZC, “permaneciendo en su lugar”
esta en equilibrio, respecto del puttocon el segmento parabdlié&BC, trasladado con centro de
gravedad e, y queG es el centro de gravedad del triang@ldC, se verifica, por consiguiente,
que la razén del trianguldZC al segmento parabélicABC colocado alrededor del centiio es
igual a la razén d& K aKG. Ahora bien, siendd K triple deKG, el trianguloAZC sera triple del
segmento parabdlicABC. Ademas, el triangul®dZC es cuadruple del triangulo inscriteBC, ya
queZK es igual qu&KAy KA es doble d@8D al serAD igual queDC. Concluimos que el segmento
parabdlic)ABC equivale a cuatro tercios del triangulo insci8C. O

4.1.3. Areade una espiral

El siguiente ejemplo de cuadratura sigue un procedimienty traducido a las notaciones
actuales, es practicamente el mismo de la integral de Rieman

La espiral de Arquimedes es la curva que describe un punterialajque se mueve con velo-
cidad uniforme a lo largo de una semirrecta que gira con igddcangular uniforme alrededor de
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su extremo. Es un ejemplo de las llamadas/as mecanicad.a ecuacion polar de una espiral de
Arguimedes es de la fornta= a8, dondea > 0 es una constante.

teorema. El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercariz plel area del circulo
circunscrito.

Demostracion.Consideremos una espiral de Arquimedes de ecuacion petad y calculemos

el area cuando el angulo polar varia desde fi, @& decir, de la primera vuelta de la espiral. El radio
del circulo circunscrito est. Para ello dividimos este circulo en sectores de ampfitad2rt/n,
desded = 2rk/n ad = 2k + 1)/n parak = 0,1,...,n— 1. En cada sector examinamos el arco
de espiral que queda dentro del mismo y acotamos el arespondiente a dicho arco de espiral
entre las areas de dos sectores circulares. Teniendo etaquenel area de un sector circular de
radior y amplitud¢ radianes e%rzq), resulta que el area de sector circular mas grande inscrito e
cada arco de espiral &ga2rk/n)?(2m/n), y el area de sector circular mas pequefio circunscrito a
cada arco de espiral 8ga2mn(k -+ 1)/n)?(2m/n). Deducimos que el are8, de la espiral verifica
que:

<a2nk>22n 4ra2 n }<a2nk>22_n_4n*°’a2 n
n 2 B

— = k2
3 3
n nd n n n kzl

n—1 1
2,2

Figura 26. Cuadratura de una espiral

n
1 -
Arquimedes conocia qu{ k? = 6n(n+ 1)(2n+ 1). Usando este resultado podemos escribir
K=1

la desigualdad anterior en la forma:

4Tr°’a2% (1— }> (2— }> <S< arta? <1+}> <2+}>
n n 6 n n
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PongamoX = %n(ZT[a)2 gue es una tercera parte del area del circulo circunscrigstaRddK en
la desigualdad anterior y haciendo operaciones senailtdsnemos que:

3 1 3 1
K<_%+ﬁ> <S—K<K<%+ﬂ> ,
y como /n? < 1/n, obtenemos que 2K /n < S—K < 2K /n. Usando ahora el axioma de Arqui-
medes se concluye q&-= K. O

4.2. Laintegracion antes del Célculo
4.2.1. Los indivisibles de Cavalieri

El método de integracion geométrica que se considerabaddeante la primera mitad del
siglo XVII era el método de exhauscion que habia sido ineenppor Eudoxo y perfeccionado por
Arguimedes. El nombre es desafortunado porque la ideaatdetrmétodo es la de evitar el infinito
y por lo tanto este método no lleva a un “agotamiento” de lafigudeterminar.

Entre los matematicos del siglo XVII era general el deseandergrar un método para obtener
resultados y que, a diferencia del método de exhausciéra flieecto. Y mejor que mejor si el
nuevo método, aparte de dar resultados, pudiera ser dtlzara demostrarlos.

El camino que siguieron fue el que se deriva de una conceptiditiva inmediata de las mag-
nitudes geométricas. Se imaginaron un area como formadajgmplo, por un nimero infinito
de lineas paralelas. Kepler ya habia hecho uso de métodaiteisifnales en sus obras; el interés
gue se tomo en el célculo de volumenes de toneles de vino dio cesultado un libriNova ste-
reometria doliurum vinariorun{1615). En él consideraba soélidos de revolucion como svesan
compuestos de diversas maneras por una cantidad infinitartéess g6lidas. Por ejemplo, conside-
raba una esfera como formada por un nimero infinito de conosémice comudn en el centro y
base en la superficie de la esfera. Esto le conducia al sultaque la esfera es igual en volumen
al cono que tiene como altura el radio de la esfera y como bras&aulo igual al &rea de la esfera,
es decir un circulo con el diametro de la esfera como radio.

Galileo tenia la intencién de escribir un libro sobre insibies, pero este libro nunca se publicé.

Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), discipulo de Galileprgfesor en la Universidad de
Bolonia, publicé en 1635 un tratad&eometria Indivisibilibus Continuorum Nova quadam Ragion
Promotaen el que, siguiendo ideas de Kepler y Galileo, desarrolkd ténnica geométrica para
calcular cuadraturas, llamadaétodo de los indivisible€n este método, un area de una regién
plana se considera formada por un nimero infinito de segmeat@lelos, cada uno de ellos se
interpreta como un rectangulo infinitamente estrecho; lumven se considera compuesto por un
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namero infinito de areas planas paralelas. A estos elemégdtama losindivisibles de area

y volumen respectivamente. En lineas generales los “sitlilistas” mantenian, como expresa
Cavalieri en su&xercitationes Geometricae SE647), queuna linea esta hecha de puntos como
una sarta de cuentas; el plano esta hecho de lineas, comgida ¢tk hebras y un sélido de areas

planas como un libro de hojas

La forma en que se aplicaba el método o principio de Cavaliggde ilustrarse como sigue.
Para demostrar que el paralelogra&i®CDtiene area doble que cualquiera de los triangAB®
0 BCD, hace notar que cuandegD = BE, se tiene qué&H = FE. Por tanto los trianguloABDy
BCD estan constituidos por igual nimero de lineas igualess talmoGH y EF, y por tanto sus
areas deben ser iguales.

4.2.2. Cuadratura de la cicloide por Roberval

En 1630, Mersenne, propuso a sus amigos matematicos hatexdeatura de la cicloide. Esta
fue llevada a cabo por Gilles Personne de Roberval en 16i2antio esencialmente el método
de los indivisibles de Cavalieri. Recuerda que la cicloisléaecurva que describe un punto de una
circunferencia que rueda sin deslizar.

En la figura27, seaQMNSla mitad de un arco de la cicloide generada por el circulo de ra
centrado e®. El area del rectanguldMNPes el doble del area del circulo. Construimos segmen-
tos de linea infinitesimales horizontal@d3, con longitud determinada por la distancia horizontal
entre el diametr@Qy la circunferencia. Cada puntde la cicloide lo sometemos a una traslaciéon
horizontal hasta el puntd, segun el correspondiente segmefiB= CD, y asi obtenemos la curva
QRN, llamada compafiera de la cicloide. Por la construcciénzestd, las secciones horizontales
del semicirculo y de la region comprendida entre la ciclgide curva compafiera son segmentos
de igual longitud, por lo que dicha region tiene area igua enitad del circulo. Por otra parte,
la curva comparfiera de la cicloide divide en dos partes igualeectanguld@MNP, pues, como
Roberval demostro, las secciones horizontales de adtyrdr — a dan en cada una de las partes
en que dicha curva divide al rectangulo, segmentos igu@ieg UV. Deducimos asi que el area
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Q T — M

Figura 27. Cuadratura de la cicloide

encerrada por la mitad de un arco de cicloidewst 312 = 3mr2. Por tanto, concluimos que el
area encerrada por un arco de la cicloide es tres veces adreiaculo que la genera.

Los matematicos no se mostraban de acuerdo acerca del valblafia que dar a una demos-
tracion por el método de los indivisibles. La mayoria de loe ge preocupaban de la cuestién
consideraban el método de los indivisibles s6lo como un deéheuristico y creian que era aln
necesaria una demostracién por exhauscion.

4.2.3. Parabolas e hipérbolas de Fermat

La cuadratura de las curvas definidas per x” donden es un nimero natural o bien un entero
negativon # —1, habia sido realizada pana= 1,2...,9 por Cavalieri, aunque podemos remontar-
nos hasta Arquimedes que habia resuelto geométricamertados correspondientes & 1,2, 3.
Fermat, con una ingeniosa idea, logré obtener la cuadrdtuéaeas limitadas por arcos de hipér-
bolas generalizadady™ =1 (m,n € N).

Fermat seguia un método clasico de exhauscion, pero codeméeliz que consistié en consi-
derar rectangulos infinitesimales inscritos en la figuraaaar cuyas bases estaban en progresién
geométrica. Fermat considera al principio las hipérbgids= k y manifiesta:

Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la dedpo) que es la primera,
pueden ser cuadradas por el método de la progresion gecraéilie acuerdo a un
procedimiento uniforme general.

Vamos a hacernos una idea de cédmo calculaba Fermat la awaddat la hipérbola generalizada
y=x"2 parax > a. Usaremos notacion y terminologia actuales.
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1 I
o aarar ar® art ar® ar®

Figura 28. Cuadratura de la hipérbola de Ferynatx 2

Elegimos un nimero > 1 y consideremos los puntos de absciaas,ar?,ar?,.... Los rec-
tangulos inscritos (ver figura8) tienen area

2

(ar —a) + (ar® —ar) + (ar® —ar?)

1 1
(ar)? (ar?)2

El &rea de los rectangulos circunscritos viene dada por

(ar®)?

(ar — a)a—l2 + (ar? - ar)ﬁ + (ar® —ar?)

Por tanto, llamand&al area bajo la curva, tenemos que

Gt T

1 r
— <S< =
ar a
: . : 1 .
Como esta desigualdad es valida para todol, concluimos qu&= " Observa que dicho valor

es precisamente el area del rectangdiBa

El razonamiento de Fermat tiene detalles muy interesantese pierden usando la termino-
logia y simbolos actuales. Vamos a reproducir parte de sumaaziento. Fermat se apoya en una
propiedad de las progresiones geométricas de raz6n meada gnidad, que enuncia como sigue:

Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecegfimdamente, la diferen-

cia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio de&lmo el mayor es a la
suma de los términos restantes.
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LlamemosRy, Ry, R, ... alas areas de los sucesivos rectangulfs ya suma de todas ellas. Como
se trata de una progresion geométrica decreciente, sejiene

R-R. R
R, S—R;

Simplificando, resulta

S—R; =0AAB=

Dice Fermat:

[...] si ahora afiadimog$a ambos miembros de esta igualdatifectdngulo R que a
causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece y quddeide a nada, alcanza-
mos la conclusién, que podria ser facilmente confirmada parmas prolija prueba
llevada a cabo a la manera de Arquimedes. .. No es dificineeieesta idea a todas
las hipérbolas definidas anteriormente excepto la que ha isidicada[la hipérbola
de Apolonia.

Vemos como en las cuadraturas de Fermat de hipérbolas yop@saeneralizadas, subyacen
los aspectos esenciales de la integral definida:

e Ladivision del area bajo la curva en elementos de area irfirgihte pequefios.

e Aproximacion de la suma de esos elementos de area por meaiotdagulos infinitesimales
de altura dada por la ecuacién analitica de la curva.

e Unintento de expresar algo parecido a un limite de dicha surswado el nimero de elemen-
tos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamenigepes.

4.2.4. Laintegracién aritmética de Wallis

Jhon Wallis (1616 - 1703) publicé en 1655 un trat#ddhmetica infinitorum(“La Aritmética
de los infinitos”) en el que aritmetizaba el método de losvisitiles de Cavalieri. Para ilustrar el
método de Wallis consideremos el problema de calcular altda@ la curvay = x€ (k=1,2,...)

y sobre el segment®,a] (ver figura @9)). Siguiendo a Cavalieri, Wallis considera la regd@R
formada por un nimero infinito de lineas verticales pars/eada una de ellas con longitud igual
ax¥. Por tanto, si dividimos el segmerf&) = AB= a enn partes de longituth = a/n, donden es
infinito, entonces la suma de estas infinitas lineas es del tip

0K+ h* 4 (2h)K+ (3h)K 4 --- 4 (nh)k (10)
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Andlogamente, el area del rectangdiBCDes
a+a+ a4 +a= (nh)*+ (nh)* + (nh)* + - .- 4 (nh) (11)
La razon entre el area de la regiP@RYy el rectangul)ABCDes

AreaPQR  OF+ 1%+ 2K+ 3K+ ... 4 n
AreaABCD nK+nK+nK4nk4 ... 4k

(12)

P Q A B
Figura 29. Comparando indivisibles

Esto lleva a Wallis a estudiar el valor de la expresifd) paran = «’. Después de estudiar
varios casos para valores kle- 1, 2, 3 haciendo, en cada caso, sumas para distintos valores-de
1,2,3,4, Wallis observa ciertas regularidades en las mismas yiazodébil base, acaba afirmando
que paran = o y para toddk = 1,2,..., se verifica que:

Ok 2k 2K 3K K 1

= 13
K+ K4k nk - k+1 (13)
Naturalmente, de aqui deduce el valor del area de la rétf@iR
AreaPQR AreaPQR 1 B atl
reaPQR _ AreaPQR _ — AreaPQR= k=123... (14)

AreaABCD  a*t! k41 k+1

Este resultado ya era conocido anteriormente, pero Walliemparaba aqui y extendia la validez de
la igualdad 13) a todos los exponentes racionales positivos. Su pecalilanamiento tiene interés
pues en él se basd Newton para obtener la serie binomial.dozies del mismo puede resumirse,
en términos actuales, como sigue.

"Fue precisamente Wallis quien introdujo en 1655 en |a Blar&ectionibus Conicigl simbolo del “lazo del amor”,
o, con el significado de “infinito”.
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Definamos el indiceg( ), de una funciorf mediante la igualdad

O+ )+ f(2)+---+f(n) 1
o T )+ F() + (M) -+ () o(f) +1 (15)

suponiendo que dicho limite tenga sentido. Por ejemfl), {os dice que el indice de la funciéon
fi(X) = X< eso(fy) =kparak=1,2,....

Wallis observé que, dada una progresién geométrica de @atedex como, por ejemplo
1,x3,x°,x’, ..., la correspondiente sucesion de indice® B,7,... forman una progresion aritmé-
tica. Comoo( fx) = k, esta observacion es trivial, pero le permite dar un atoesalto adelante,
de manera que mediante una audaz interpolacién estabileai(sostracion) que una conclusién
analoga puede deducirse para la progresién geométrica

1L¥%, (V%)% (¥%)F . x

de manera que la sucesion de sus indices debe formar unagéogaritmética, de donde se sigue
que debe sev((YX)P) = p/qparap=1,2,...,0. De esta forma obtiene que

im (VOP+ (VIP+ (V2P + (VBP 4+ (VAP 1

e (VP (VAP + (VAP + (VAP (VAP p/g+ 1
Wallis estaba convencido de la validez de su método, coagmdteriormente comiaterpolacion
de Wallis que tuvo importancia en el siglo XVIIl. Puede considerars®o un intento de resolver
el siguiente problema:

Dada una sucesiongPdefinida para valores enteros de k, encontrar el significddo
Py cuandoa no es un namero entero.

Ademas, Wallis deduce queecesariamente debe sgF’X)P = xP/9. Sera Newton, poco mas tarde,
quien siguiendo los pasos de Wallis, introducira el uso denmias fraccionarias y negativas.

Wallis, incluso llega a afirmar que la igualdad
a‘r+1

a
Tdx = 16
Ofx X r+1 (16)

no es valida solamente para exponemteacionales, sino también para otros come /3 pero,
naturalmente, no puede dar ninguna justificacion.

Obtenida, a su manera, la cuadratura fundameh@ (Vallis intenta calcular la integral
1
f\/x— X2 dx
0
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Dicha integral representa el area bajo la semicircunféaetecentrq1/2,0) y radio 1/2, su valor
es, por tantoyt/8. Wallis queria obtener dicho resultado evaluando dineetde la integral. No
tuvo éxito en este empefio que Newton habria de resolverripostente, pero sus resultados le
llevaron a obtener la llamadérmula de Wallis

2 1.3.3.5.5.7.7...

T 2.2.4.4.66-8--.

4.2.5. Elresultado fundamental de Barrow

Barrow estuvo muy cerca de descubrir la relacion inversee gmbblemas de tangentes y de
cuadraturas, pero su conservadora adhesién a los métoaimemieos le impidié hacer uso efec-
tivo de esta relacion. Veamos como aparece esa relaciomrnad se expone en la Leccion X,
Proposicién 11 de lasectiones Geometricae

En la figura 80) se han representado dos cuyva f(x) ey = g(x). El segmentd\D representa
el eje de abscisas donde toma valotdsa cantidady(x) representa el valor del area bajo la gréfica
de f comprendida entre el puntd y x. Dado un punto de absci€a, se trata de probar que la
pendiente de la tangente/a= g(x) en el puntd=, es decir en el punt,g(D)), es igual af (D) =
DE. La demostracion de Barrow es geométrica.

y=09(x)
F
|
L
K
A
T P D
Z
G\E\y: f(x)

Figura 30. Teorema Fundamental

Tracemos una linea reckl porF que corta el alarectaAD Yy tal que
DF/TD= f(D) =DE
Queremos probar qUET es la tangente § = g(x) en el puntoF. Para ello vamos a ver que

la distancia horizontalKL, de cualquier puntd de la rectaEF a la rectaFT es menor que la

83



distancialL, de dicho puntd a la curvay = g(x). Esto probaré que la rece&l queda siempre por
debajo dey = g(x).

Tenemos que:
FL/KL=DF/TD=DE

Por otra parte:
areaADEZ = FD

areaAPGZ = PI=LD
dreaPDEG = FD-LD=FL

Ya que

areaPDE G < rectanguloPD.DE a7
Se sigue que

FL < PD.DE — DE > FL/PD
y por tanto

FL/KL>FL/PD— KL<PD=IL

Deducimos que el punt& queda debajo de la curwya= g(x) y por tanto la rect&dT queda a
un lado de la curva. Para completar la demostracion es marespetir el razonamiento tomando
puntos a la derecha deF. Esto prueba qué& F es tangente § = g(x) enD y su pendiente es
DE = (D). En términos actuales, lo que Barrow ha probado es que:

&ff(t)dt:f(x)

a

4.3. Larelacion fundamental entre cuadraturas y tangentes
4.3.1. El Teorema Fundamental del Calculo segun Newton

Newton desarroll6 tres versiones de su célculo. En la DerAnalysi per aequationes numero
terminorum infinitasque Newton entregd a su maestro Barrow en 1669, y que pued&lecarse
el escrito fundacional del Célculo, Newton usa conceptiisiiesimales de manera similar a como
hacia el propio Barrow. Este trabajo, ademas de conterewreimha binomial y los descubrimientos
de Newton relativos a series infinitas, contiene tambiénlaro @econocimiento de la relacion
inversa entre problemas de cuadraturas y de tangentes.posieX¥n que hace Newton de esta
relacién fundamental es como sigue. Supone una curva y liaah@rea bajo la curva hasta el
punto de abscisa (ver figura31). Se supone conocida la relacién entrg z. Aunque Newton
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K /H
P,u/
y=Yy(X
2(x) y
L 0 — >
0 X B b

Figura31z= z(x) = &reaOPB

explica su método con un ejemplo, queda perfectamente slacaracter general. El ejemplo que
Newton considera es

z= LaxT (18)
m-+n

Pongamos, por comodidad= % Newton se imagina que el purfeo= (x,y) se mueve a lo largo
de la curva y razona como sigue. Incrementemos la abseiga- o dondeo es una cantidad infini-
tesimal omomentoTomemosBK = v de forma queov = areaBbHK = areaBbPd El incremento
del area viene dado por:

ov=z(Xx+0)—z(X) = ?(x+ o) — ?xr (19)

Desarrollando en potencias

9— r_é-r r_é-r 9 I’(I’—l)0_2 r(r—l)(r—2)o_3
r(x+o)_rx(1+o/x)_rx<l+rx+ 5 x2+ 1.2.3 x3+ (20)

De (19) y (20) deducimos, después de dividir pmrque:

g ar=1 5, ar-1)(r—-2)
v=ax +72 oX +—1.2_3
Si en esta igualdad suponemos gquea disminuyendo hasta llegar a ser nada, en cuyo ¢aso

coincidira cony, después de eliminar los términos que contiemgne desaparecen, resulta que:

2

o 34 ...

Este es, por tanto, el valor de la ordenada de la cunR-er(x,y). El proceso puede invertirse y,
de hecho, ya se sabia que la cuadraturtleviene dada porl(g).

Observemos que Newton no ha usado el significado tradictm#d integral al estilo de sus
predecesores, es decir, no ha interpretado la integral confionite de sumas de areas infinitesi-
males, sino que ha probado que la expresion que proporaangtbratura es correcta estudiando
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la variacion momentanea de dicha expresion. De hecho, Iblgugon ha probado es que la razon
de cambio del area bajo la curva, esto es, el cociente

zZ(X+0) —z(x)

0

se hace igual a la ordenada de la curva cuantd® hace nada”. En términos actuales, la derivada
dez(x) es la funciéry = y(x). La relacién simétrica entre cuadraturas y derivadas qasdauesta
claramente de manifiesto. Para calcular cuadraturas, bastaalcular una antiderivada, lo que
llamamos una primitiva de la funcign= y(x).

4.3.2. Lainvencion delcalculus summatoriugor Leibniz

Ya hemos comentado en el capitulo 6 (verG®).las principales ideas que guiaron a Leibniz
en la invencion del Célculo:

e Lacreacion de un simbolismo matematico que automatizarediculos y permitiera formu-
lar facilmente procesos algoritmicos.

e La apreciacion de que las sucesiones de diferencias puederse facilmente, y que el
proceso de formar la sucesion de diferencias y después lsuaunpera la sucesion inicial,
es decir, que se trata de operaciones inversas una de la otra.

e La consideracion de las curvas como poligonos de infinithsslae longitudes infinitesima-
les y de las variables como sucesiones que toman valoresatai®s infinitamente proxi-
mos.

Se conservan en el archivo Leibniz en Hannover los manasaite contienen las investigaciones
de Leibniz sobre los problemas de cuadraturas. En dichasmtattos, fechados del 25 de octu-
bre al 11 de noviembre de 1675, Leibniz investiga la poslidide formular simbdélicamente los

problemas de cuadraturas e introduce los simbolos quelraeti® usamos para la integral y la
diferencial. Los progresos de Leibniz se exponen de formaisa y clara en el trabajo de H.J.M.

Bos [6] que sigo muy de cerca. Algunos de los resultados de Leibmigséos manuscritos son

casos particulares de la regla de integracion por parteso.cpor ejemplo, la siguiente igualdad

(se supond (0) = 0):

fxf’(x)dx =af(a) —f f(x)dx :afa f’(x)dx—fa (fx f’(t)dt> dx (22)
0 0 0 0 \o

Por supuesto, Leibniz no la escribe asi. Recuerda que laidotgue usamos para la derivada se
debe a J.L. Lagrange y es bastante tardia, de finales debiglb Ademas, la notacién que usa-
mos para indicar los limites de integracién fue introdugda J. Fourier en el primer tercio del
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siglo XIX. Incluso el término “integral” no se debe a NewtdrarLeibniz. Leibniz llamdécalculus
differentialis esto es “célculo de diferencias”, a la parte de su calcutosguocupa del estudio de
tangentes, galculus summatoriys sea “célculo de sumas”, a la que se ocupa de problemas de
cuadraturas. Para Leibniz una integral es una suma de asfirgttangulos infinitesimales, el sim-
bolo que ide6 para representarlaf; tiene forma de una “s” alargada como las que en aquel tiempo
se usaban en la imprenta; ademas, es la primera letra dealarpdhtinasummao sea, “suma’.

Fue Johann Bernoulli quien, en 1690, sugirid llaroalculus integralisal calculo de cuadraturas,

de donde deriva el término “integral” que usamos actualeent

De hecho, Leibniz obtuvo la formul22) antes de inventar su notacion para las integrales y
las diferenciales. Es interesante mostrar como lo hiza 8y vamos a seguir el camino opuesto
al seguido por Leibniz, modificando la notacién de dicha idenhasta llegar a escribirla como lo
hizo él.

Podemos interpretar graficamente la iguald2) §in mas que observar la figuda.

P=(af(a)

(e} X A=a
Figura 32. Areas complementarias

El nimeroaf(a) es el &rea del rectdngu@APB la integralfoaf(x) dx es el area de la parte
de dicho rectangul®AP que queda bajo la curva= f(x). Deducimos deZ2) que la integral
fg"xf’(x) dx es el area de la part®BP de dicho rectangulo que queda por encina de la curva
y= f(x). Esta area es la suma de las areas de rectangulos horigaraaie los representados en la
figura32. Estos rectangulos horizontales tienen como base el valta dbscisa correspondiente,
X, ¥ como altura la diferencia infinitamente pequefia entreacdsnadas sucesivas, que Leibniz
representa pow. Esta diferencia es lo que posteriormente se llamara diferedey. Podemos,
pues, interpretar que = dy = f’(x)dx. Por su parte, el area de la regiOAP es considerada por
Leibniz como la suma de las ordenadag-inalmente, podemos elimingrporque para Leibniz
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el valor de una variable puede obtenerse sumando sus dif@seronsecutivas, por esppuede
verse como la suma de las Esto equivale, en nuestra notacion, a sustit(s) porf(;(f’(t)dt (o,
al estilo de Leibnizy por [ dy), lo que también hemos hecho en la iguald2®).(La forma exacta
en que Leibniz escribié la iguald&®, segln se lee en], es:

omn.Xwr1ult. X, OMN.W, — 0mn. omnNw (23)

Aqui 1 es el simbolo para la igualdad, “uk’ significa elultimus x el tltimo de losx, es decir,
OA= a. El simbolo “omn.” es la abreviatura dennes lineag'todas las lineas”, simbolo que habia
sido usado por Cavalieri y que Leibniz usa con el significaéduha suma”. Se usan también
lineas por encima de los términos y comas donde ahora poragiparéntesis.

En un manuscrito posterior en algunos dias, Leibniz vuelesciibir la igualdad23 en la
forma:
omn.x¢rixomn. —omn.omn/, (24)

y observa que omn. antepuesto a una magnitud lineal ¢ataan area; omn. antepuesto a un area
comox/ da un volumen y asi sucesivamente.

[6]... Estas consideraciones de homogeneidad dimensional pdraber sido las que sugirie-
ron a Leibniz el usar una Unica letra en vez del simbolo “onpeique escribe a continuacion:
“Seria conveniente escribif” en lugar de “omn.”, de tal manera qyée represente omf.es
decir, la suma de todas 145 Asi fue como se introdujo el signgf® [...] E inmediatamente
a continuacion escribe Leibniz la férmul24] utilizando el nuevo formalismo:

[xe=x[e~{ e (25)

R

y subrayando que estas reglas se aplican a “las series endda gazon de las diferencias
de los términos a los términos mismos es menor que cualcai¢idad dada”, es decir, a las
series cuyas diferencias son infinitamente pequefas.

haciendo notar que:

Una lineas mas adelante nos encontramos también con ldustion del simbolod” para

la diferenciacion. Aparece en el contexto de un brillanmsnamiento que puede resumirse
de la forma siguiente: el problema de las cuadraturas esalolgma de suma de sucesiones,
para lo cual hemos introducido el simbolfy para el que queremos elaborar céiculo, es
decir, un conjunto de algoritmos eficaces. Ahora bien, sisnegsiones, es decir hallar una
expresion general pargy dada lay, no es posible normalmente, pero siempre lo es encontrar
una expresioén para las diferencias de una sucesion dadauésiel calculo de diferencias es

la operacién reciproca del calculo de sumas, y por lo tandeipos esperar dominar el calculo
de sumas desarrollando su reciproco, el célculo de difexrfeara citar las mismas palabras
de Leibniz:
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Dada/ y su relacién corx, hallar [ ¢. Esto se puede obtener mediante el calculo
inverso, es decir, supongamos ofile= yay seal = ya/d; entonces de la misma
manera que |l aumenta las dimensiones)as disminuira. Pero I representa
una suma yl una diferencia, y de lpdada podemos encontrar siempfd o ¢, es
decir, la diferencia de lag

Asi se introduce el simbolal” (o méas bien el simbolo “4d"). [...] De hecho, pronto se da
cuenta de que ésta es una desventaja notacional que no vrapertsada por la ventaja de la
interpretacion dimensional de Jay ded, y pasa a escribird(ya)” en vez de ya/d”, y de ahi
en adelante son interpretadasiig la | como simbolos adimensionales.|.

En el resto del manuscrito Leibniz se dedica a explorar astemsimbolismo, al que traduce
viejos resultados, y a investigar las reglas operacionplesigen laf y la d.

Esta larga cita, extraida del trabajo de H.J.M. Blesvton, Leibniz y la tradicion leibnizian§ 6]),

nos da una idea de como lleg6 Leibniz a la invencion del aaldb fueron los caminos del razo-
namiento légico deductivo los seguidos por Leibniz sinadesa intuicidn, la conjetura, el estudio
de casos particulares y su generalizaciérLos mismos caminos que hoy siguen los matematicos
activos en sus trabajos de investigacion. Pese a que losmosaque maneja Leibniz son oscuros
e imprecisos fue capaz de desarrollar algoritmos de cakfitaces y de gran poder heuristico.
Como ya hemos indicado en el capitulo 6, el calculo de Leitrninfé en el continente europeo
gracias a los trabajos de los hermanos Bernoulli y al librtegto del Marqués de L'Hopital que
divulgé las técnicas del calculo leibniziano por toda Earop

5. ElCélculoy las series

Las sumas de progresiones geométricas, con un nimero fingordandos, ya aparecen en la
matematica griega; hemos visto que Arquimides las usa enaslratura de un segmento de para-
bola. En la Edad Media tardia, siglo XIV, aparecen espoafd@nte algunas series para calcular la
distancia recorrida por cuerpos moviles cuando la velocidmbia de un periodo temporal a otro.
Asi Richard Swineshead, apodaéibcaculador de Oxfordpublicé hacia 1350 un tratadbijber
Calculationum en el que, con un largo y tedioso razonamiento purameni@alyéogra calcular la
suma de la primera serie no geométrica:

o T =2 (26)

cuya suma representa la velocidad media de un mévil que emtemalo de tiempo unidad y con
velocidad inicial unidad va aumentando su velocidad deachi&h unidad cada vez que transcurre
la mitad del tiempo restante.
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Nicolas de Oresme en dactatus de configurationibus qualitatum et motyymblicado en
1350, prueba que si se van haciendo sucesivamente las §umals/2+--- 4 1/n}, entonces,
afirma, “la totalidad llegara a ser infinito”. Su razonamieas el mismo que ahora se hace para
probar la divergencia de la serie armodnica, a saber, Oresroma agrupando términos de forma

conveniente:

R R R
2'3"4"5"6 ' 7"8

st ot ( 3t )t(grgtate)t=liptotat
2 \4 4 8 8 8 8 T2 2 2

Asi mismo, en la citada obra, Oresme probd qule & un entero mayor que layes una cierta

cantidad:
a a 1 a 1\? a 1\3 a 1\"

Oresme razona esta igualdad verbalmente como sigie [

Si una parte proporcional (leésima parte) se quita de alguna cantidad si del
resto que queda vuelve a quitarse la misma parte propotgioasi sucesivamente,
finalmente tal cantidad serd consumida enteramente de fexaea — no mas, no
menos — por esta forma de sustraccion.

Observa que haciendo= a = 4/3 se obtiene la serie geométrica de razph dsada por Arquimi-
des.

También proporciona Oresme la siguiente estrategia geismdtara calcular la suma de la
serie £6).

Ay

1 1
2 4 8

00 00 00 l
=Y aredA,) = Y aredB,) = =2
nzl d n) nzl d n) nzl 2t
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Oresmes no pretendia usar las series para realizar cadindopara estudiar las paradojas relacio-
nadas con el hecho de que un nimero infinito de cantidadessfimitdiera tener una suma finita,
cuestiones que estan relacionadas con la estructura delwmy su infinita divisibilidad y con las
aporias de Zenén de Elea.

Las progresiones geométricas establecen un puente ediseieto y lo continuo. Para Gregory
de St. Vincent (1584 - 1667) una serie esaamtinuo divididg en suOpus Geometricun(il647)
escribe: “Llamo serie geométrica a una cantidad finita digickn sucesién ininterrumpida segun
una razon dada cualquiera”. Fue el primero en afirmar explicitamente que una serieiiafin
puede representar una magnitud. También le debemos elr@irakisis de las paradojas de Zendn
usando series. Descubri6 que la cuadratura de la hipéxpetk es la misma efg, b] que en[c,d]
cuandoa/b = c/d, resultado fundamental para la comprension de los logasitynque llevé al
descubrimiento del logaritmo natural por Mercator.

5.1. Los primeros desarrollos en serie

En 1668, Nicholas Mercator (1620 - 1687) publicé un libraléitlo Logarithmotechniaen el
gue proporcionaba un método para calcular logaritmos bamaél desarrollo en serie del logarit-
mo natural

XX X X

log(1+Xx) =x—Z+Z -7+ (27)

el cual obtuvo usando los resultados de Gregory de St. Vincen

A su vez, este resultado de Mercator fue mejorado por JanegpGr(1638 - 1675) que obtuvo

la expansion:
o 1+x_2x+2x3+2x5+
I X735
gque converge mas rapidamente que la anterior. A James @regdebe también la serie del arco-

tangente:

x> X!
arctamk=x——-+———=+--- 28
rc X—z+g-=+ (28)
Sustituyendoc = 1 resulta
m_, 111
4 3 5 7

Mejores representaciones tese deducen de esta serie haciendo como A. Sahrp (1651 - 1742)
x=1/+/3, con lo que

H:i@_i+i__L+d

6 3 3.3 3¥.5 3.7

Con cuya serie calculficon 72 cifras decimales en 1705. Una mejor aproximacion gige evita
el uso de radicales y converge rapidamente, fue obtenid@@hdor John Machin (1680 - 1752).
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Laidea es expresar/4 = arctan 1 en funcion de dos dngulos de tangentes racionatetayuoa de
ellas menor que la unidad. La serie de Machin es:

I[—4arcta1—arctani—4 }—i+i— — L—L_f_;_
4 ng 239 \5 3.5 5.5 239 3.23¢ 5.239

Con ella calculdtcon 100 cifras decimales.

5.2. Newtony las series infinitas

Los principales descubrimientos matematicos de Newtor eamapo del calculo infinitesimal
datan de los llamadasnni Mirabiles1665 y 1666. La Universidad de Cambridge, en la que Newton
se habia graduado corbachelor of arten 1664, estuvo cerrada por la peste esos dos afios. Newton
pasé ese tiempo en su casa de Woolsthorpe y, como él mismmwméaincuenta afios después,
ése fue el periodo mas creativo de su vida.

A principios de 1665 descubre el teorema del binomio y elutdlcon las series infinitas. A
finales de ese mismo arfio, el método de fluxiones, es decirjcellc@le derivadas. En 1666 el
método inverso de fluxiones y la relacion entre cuadratufascpnes. En esos dos afios también
inicio las teorias de los colores y de la gravitacion unaefdewton tenia 24 afios, habia nacido el
dia de Navidad de 1642.

Newton habia leido la obra de Walkkgithmetica Infinitorumy siguiendo las ideas de inter-
polacion alli expuestas, descubrié la serie del binomio lgmelleva su nombre. Dicha serie es
una generalizacion del desarrollo del binomio, que era tiewcido para exponentes naturales, y
habia sido muy usado por Pascal para resolver una granadritedproblemas.

Newton, en su intento de calcular la cuadratura del cirasogecir, de calcular la integral
fol(l— x?)}/2dx, considerd dicha cuadratura como un problema de interigolaelacionandola
con las cuadraturas anélogﬁgs(l—xz)”dx conocidas para exponentes naturaiesN. Newton
tuvo la ocurrencia de sustituir el limite superior de ing&gdn por un valor genéricr. De esta
forma obtuvo las siguientes cuadraturas (Newton no dispdaisimbolo para la integral; usamos,
claro esta, la notacién actual).
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Newton observo que el primer término de cada expresiénagex aumenta en potencias impares,
que los signos algebraicos se van alternando, y que los degtérminoss), 2x3, 3x3, 2x° esta-
ban en progresion aritmética. Razonando por analogiaseupue los dos primeros términos de
Jo(1—t2)Y2dt deberian ser

%
x—gﬁ
De la misma manera, procediendo por analogia, pudo encatguanos términos mas:
( 2\1/2 ; %; i6 7 % 9
J(l—t )2t :x—%xg’—gxg‘—l?x —%x -

Representando pare= 0,1,2,... por Qu(x) el polinomiof(;((l—tz)”dt, se tiene que

o ny e (M) (DX o
Qi =[a-tra=y (§) s

Donde

(oot tn ().,

Haciendo ahora eQ,(x), n=1/2, se obtiene

1 1 1
Ql/z(X)ZX—%XS—%)@_l_?GX?_ 18,9 ...

Lo que llevé a Newton a concluir que

[a-e2a - a0
0
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o0 1 n

5\ (—1 P A . .

Dondte/z(x) = Z) <r21> ;n—Jr)lxan es una suma con infinitos términos. A partir de aqui, New-
&

ton dedujo el desarrollo dd — x?)/2 por derivacion.
1 1 1 1
12 =1 -t — 8- 8.
( ) 2 8 16 128
Newton nunca publicé su teorema binomial, ni dio una deraoitn general del mismo. La primera
vez que aparecié en un texto impreso fue en 1685 en un libroadlés\(¢jue reconoce la autoria de
Newton), tituladoTreatise of AlgebraNewton mismo, en una carta a Henry Oldenburg, el secretario
de la Royal Society, conocida comoHaistola Prior (junio de 1676), expone el teorema binomial,
a requerimiento de Leibniz, con estas oscuras palabras:

Las extracciones de raices resultan muy abreviadas parehta

m—n m-—2n m—3n
B C D etc
2n Q+ 3n Q+ 4n Q+
dondeP + PQ representa una cantidad cuya raiz o potencia, o cuya rainalpatencia se
necesita calcular, siendRel primer término de esa cantidd@l|os términos restantes divididos
por el primero, y¥ el indice numérico de las potencias Ble- PQ... Por ultimoA = pm/n,
B= TAQ C = T-"BQy asi sucesivamente.

(P+PQ™"=pP™"4 ?AQJF

Newton era consciente de que su forma de razonar por analogia rigurosa por lo que comprobé
su resultado de varias formas. Aplicé su algoritmo a diverssultados conocidos, comprobando
que las soluciones obtenidas eran siempre correctascranigsla serie de Mercator para el lo-
garitmo y obtuvo las series del arcoseno y del seno. Poocigue es en este contexto de la serie
binomial cuando Newton usa por primera vez exponentesifraaios o negativos para realizar
célculos rutinarios.

Newton encontré que el método de desarrollos en serie migpaba un algoritmo casi uni-
versal para calcular cuadraturas y resolver multitud délpneas. En su obrBe analysi per ae-
gquationes numero terminorum infinitasscrita en 1669 y publicada en 1711, aunque circulaba en
forma manuscrita entre los colegas y conocidos de Newtapugo un método para cuadrar una
curva consistente en tres reglas:

n

m+
axnn .,

) . ., na
1. El &rea bajo la curva de ecuacigr= aX™" es mn

2. Silaecuacioly = y(x) de la curva estd dada por un nimero finito de térmynasy + ys +
---, el &rea bajo la curvges igual a la suma de las areas de todos los térmings, ys,. ..

3. Si la curva tiene una forma mas complicada, entonces detmrdllarse la ecuacion de la
curva en una serie del tigpayx'*, donder es un nimero racional, y aplicar las reglas 1y 2.
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Debe notarse que Newton supuso que cualquier cantidadiearaknte expresada podia desarro-
llarse en una serie de la fornyeax'x, dondery es un nimero racional, serie que puede ser cuadrada
término a término usando laregla 1.

Veamos un ejemplo de esta forma de proceder. Se trata déamajé(f’ VX —x2dx. Newton
procede como sigue

(X=X = xU2(1— )12 = xl/2 _ %Xa/z 1oz Lo 1 o

6 128
Por tanto
1/4 1/4
2 1 1 5
2\1/2 _ &322 /2 = 7/2 = ,9/2 11/2
J (=) e 3 X5 280 T 728 T 7048 .
_ 2 B 1 B 1 B 1 B 5 o (29)
3.23 5.25 28.27 72.29 704.211
A
y=VX—x2
C
A B -

O
Figura 33. Cuadraturfbl/4 VX — x2dx

En la figura33 se ha representado el semicirculo de cefii®,0) y radio 1/2. El sector
circular COA tiene amplitudr/3 por lo que su &rea es la tercera parte de la del semicircalo, e
decir, T1/24. ComoBC = /3/4, el area del triangulBOC es+/3/32. Por otra parte, la integral
calculada enZ29) es el area de la regié&CB. Por tanto:

1/4
1/2 \/§ _n
!(x x2)Y2dx + 4

Deducimos que

3V3 1 1 1 5
T A

4 5.25 28.27 72.29 704211

Y de esta forma, Newton expresa la cuadratura del circuloyptio de una serie infinita que,
ademas, converge rapidamente.
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Newton utilizé series para resolver ecuaciones diferégxide primer ordenl]]; asi, para
integrar
V=2+43x—2y+x°+ X%y

Supone que
y=Ag+AX+ A+ -

Entonces
y= A1+2A2X+3A3X2+

Sustituyendo estos valores en la ecuacion e igualando iemeéis de las mismas potenciasxile
obtiene
Al=2—Ayg, 2A,=3—-2A;, 3A3=1+Ag—2A;,...

Se determinan asi Id%, el hecho de quég queda indeterminado y que por lo tanto existen infinitas
soluciones fue advertido, pero la importancia de una cotestabitraria no fue plenamente apre-
ciada hasta aproximadamente 1750. Leibniz resolvié akjanaaciones diferenciales elementales
por medio de series y utilizé también el método anterior ddicientes indeterminados.

EnDe AnalysiNewton aplica su método dgroximaciones sucesiv@sra el calculo de solu-
ciones de una ecuacién, el ahora conocido camtodo de Newtgmpara revertir (invertir) series.
Dicho método aplicado a la serie:

X x3 Xt

Y=gt

le llevo a:

1 1 1 1
X—y+§y2+6y3+ﬂy4+ﬁ)y5+"‘

Ya quey = log(1+x), o seax= €’ —1, lo que ha obtenido Newton es el desarrollo por primera vez
de la funcién exponencial:

1 1 1 1
eV:l+y+§y2+éy3+ﬂy4+@y5+m

También obtuvo por primera vez la serie del seno de la siguifemma [L4]. Consideremos la
circunferencia® + y? = 1 como en la figura siguiente.
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1—x2

El nimerod = arcserx es el doble del area del sector circulR Newton, después de haber
integradoy/ 1 — x2 usando la serie binomial, sabia que el area del segn@P@Rera

1
B 6X3 )é 112
Se deduce que

arcserx:ﬁ:Z( ——x3——x5——x +- >—xﬂ:

112

- 1, 1. 1, 1, 1, 1, -
_2<x X4+ —x° X'+ > x(l -3 6 >_

Invirtiendo esta serie, Newton obtiene la serie para el yes®da cuenta de labvia sucesiéon de
los coeficientes:

2n+1 oo
Senx = —X COSX = —
Z) 2n +1)! ’ n;(

La confianza de Newton en los procesos infinitos queda redfledadas siguientes palabras de la
citada obraDe analysi

Todo lo que el analisis comUn [es decir, el algebra] realmarpedio de ecuaciones con un
namero finito de términos, este nuevo método puede siempisegair lo mismo por medio
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de ecuaciones infinitas, de tal forma que no he tenido ninguda en darle asimismo el
nombre de analisis. Porque el razonamiento en éste no esmienm que en el otro; ni las
ecuaciones menos exactas; aunque nosotros los mortay@spoder de razonamiento esta
confinado dentro de estrechos limites, no podemos expresampoco concebir todos los
términos de esas ecuaciones como para conocer exactanpantie de ellas las cantidades que
deseamos. .. Para terminar, podemos considerar todo estopeoteneciente dlrte Analitica
con cuya ayuda pueden ser determinadas de una manera exgcEgtricamente las areas,
longitudes, etc., de curvas.

Es decir, Newton no s6lo descubri6 el teorema binomial sireolas series infinitas proporcionaban
un método de analisis con la misma consistencia internalcgigebra de ecuaciones finitas. De
manera que, para Newton, las series infinitas no eran masmgupaute del algebra, un algebra
superior que trata de un nimero infinito de términos en lugamdndmero finito.

5.3. Eulery el célculo con series

Como la mayoria de los matemaéticos del siglo XVIII, Euleohiptables aportaciones al calcu-
lo con series infinitas. Para hacernos una idea de cémoadtab&juler vamos a reproducir su de-
sarrollo en serie de la funcién exponencial tal como apagecel Volumen | de su famosa obra
Introductio in Analysin Infinitorung[ 3], pg. 531).

Dadoa > 1, Euler escribe@® = 1+ kw, dondew debe considerarse un nimendinitamente
pequefid“tan pequefio que justamente no es igual a cer&eg una constante que solo depende
dea. Para cualquier nimero reapongamog = x/w; entonces

a'=al® = (1+kw) = (1+kx/j)l,

y desarrollando por el binomio de Newton

o, d k=) (kO j=D(-2) (ke
a=lta7 7)) * 3l i)

Comow es infinitamente pequefipges infinitamente grande, lo que permite a Euler suponer que

YR R b
J | |
Para concluir que
kx (kx)?  (kx)3
X __
e TR TR T
Y haciendox =1
k 2 K3
a:1+ﬂ+z+§+---
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_ log(1 .
Puesto que park= 1 se tiene que log= M =1 (puesw es infinitamente pequefio), se

sigue que log = 1. Este nimero Euler lo representa con el simbolo e. Por tanto

U
e= +ﬂ+z+§+‘“

Usando esta serie, Euler calcula e=2.7182818284590460383. con 23 cifras decimales. Natu-
ralmente, la hipétesis de quees “infinitamente pequefio” puede evitarse sin mas que usiaedi.

Se debe también a Euler la divulgacién a través de sus esdetsimbolat para representar
el cociente entre la longitud de una circunferencia y la ddidmetro; asi mismo, en sus Ultimas
obras introdujo el simbolbpara representar a la unidad imaginayia 1. También le debemos las
abreviaturas que seguimos usando para representar lasrfemelementales, asi como el empleo
del simboloz para indicar una suma, y, como indicamos en su momento,daioatf (x) para in-
dicar el valor de una funciéhen un numera. Ya en 1740, Euler, en una carta a Jean Bernoulli, usa
exponentes imaginarios y escribe la igualdéfr_éJr e *V~1 — 2cos. Las conocidas identidades
de Euler aparecieron en su obnéroductio

Veamos otro ejemplo del proceder de Euler; concretamentélsulo de la suma de la serie de
los inversos de los cuadrados de los nimeros naturalesal@idg en una carta a Leibniz en 1673,
preguntaba por la suma de esta serie, pero Leibniz no regpdiadnpoco pudo calcularla Jacques
Bernoulli. Euler parte de la serie conocida

x> X!

SeIX =X — g — =

0 bien, para # 0:
serx NG N X X8 N

x = 3 5 7
Interpretando la expresion de la derecha como un polinomig sus raices son los nUmenos
paran entero, poniende? =y, Euler considera la siguiente “ecuacion”:

2
LY Y

0_1_§+§_ﬁ+'"
Cuyas soluciones saw 1@ conn=1,2,3,.... Era sabido que la suma de los inversos de las raices
de una ecuacion algebraica cuyo término independientelvateigual al opuesto del coeficiente

del término de grado uno. Euler, tratando una serie coma@sifun polinomio, concluye que

LA S T
™® 2 P 427 6 an_ 6

4 4 [ H 21 2 H H H
De hecho, Euler fue un poco mas alla y “factoriz6” %; + § — § +--- como si fuera un polinomio
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por medio de un producto infinito:

2 e

() (15 (o 3) (- 3) (03 (-3
o) (- 22) )

Igualando coeficientes et vuelve a obtener qug‘,’f:ln—l2 = %. Euler era consciente de que sus
razonamientos no estaban bien justificados, y en su obth§158) da una nueva demostracion,
ahora rigurosa, de este resultado.

Por otra parte, puesto que

sex _, x xt 0 XN 2N ¢
X 31 51 71 N 1212 22TP 3321

Haciendo en esta igualdad= 11/2 se obtiene

2 1 1 1 1 1 1 31535  1-3-3:5:5:7:7-9--
T 4 16 36 41636  2-2-4-4-6-6-8-8---

que es la conocida formula de Wallis.

Euler establecié una conexién entre la serie armoénica y losenos primos que puede ser
considerada el inicio de la teoria analitica de numeros@lsorprendente “igualdad”
1+}+}+}+}+_” _ 2-3-5.-7-11-13---
2 3 4 5 1.2-4.-6-10-12---
donde, explica Euler, “el numerador en la derecha es el ptodie todos los niimeros primos y el

denominador el producto de todos los niimeros una unidadreggae los primos”.

(30)

Euler empieza su “prueba” escribienfie= 1+ 5 + £+ % + £+ -, él sabe qu&es una cantidad
infinita, no es en absoluto un nimero, pero eso no va a detgnen sus calculos tracomo si
fuera un nimero con las reglas usuales. Asi, escribe:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ESZS‘ES:<l+§+§+z+§+”'>‘<§+z+é+§+m+”'>=1+§+§+7+§+'“<31)

Y observa que en la serie obtenida no hay denominadores péukplicando esta serie p(% obtiene:

1' }S —}+}+i+i+i+
3\2°) 3 9 15 21 27

Y sustrayendo esta serie de la anter&i){(

1. 1/1 1.2 11 1 1 11 1 1 1
—S——<—S> S:<1+—+—+—+—+--->—<§+§+—+—+—+--->=

2°73\2°) 23 3’57779 15" 21" 27
I U
T 5T 71113
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Y en esta Ultima serie los denominadores no contienen a 2 micen® factores. La siguiente etapa de este

proceso seria

12 11.2¢ 1.2.4
2-3 52.37 2.3.5

11 1 1 1 1 1 1 1
=(14+c+s+=+mt |~ (otomtogtomt st | =

S:

5 7 11 13 5 25 35 55 65

T
ST 7 11 1317

Y en la serie obtenida los denominadores no contienen a 23,miaa 5 como factores. Para Euler el proceso
ya esta claro: en cada etapa removemos todos los denoresaga son divisibles por un primo y generamos
una serie reducida que empieza em% en la que en el siguiente paso eliminaremos los denominsdore
divisibles por el primop. Alguien como Euler, que no se asusta con los procesos o¥jmibncluye que
después de una infinitud de divisiones y sustracciones aithanos:

1.2:4-6-10-12. --
23571013 > ©

Y multiplicando en cruz resulta finalmente

g 1,111 o 23571113
2'3"4'577 77712461012

¢No es asombroso?

Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamieBiolele observemos que para todo natural

p=2:
P _ 1 1
p—1 1-3 n;p“

Por lo que, si representamos el conjunto de todos los primos, podemos escribir la iguh(@8) en la

- p[!: - (32)

Si p,g,r son nimeros primos, los inversos de los nimeros de la fpfafa' donden, m, | e NU {0}, tienen

forma:

una suma finita pues dicha suma es:

ad 1 > 1 > 1 ® 1 1 1 1
n.,r%_op"qmr'—@pn)(éoqm><.;r'>—l—%l—al—%

Deducimos de la igualda@? que hay infinitos nimeros primos. Aunque los razonamiergdsuder pueden

calificarse denatemagicasesta Ultima afirmacion puede probarse de manera impecallgiade las ideas
desarrolladas usando la divergencia de la serie armongank manera bastante llamativa de probar un
resultado conocido desde la antigiedad. Te lo dejo pareochegias ta.
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Aungue la igualda®2 carece de sentido, Euler, después de probarla, afirmh§274) que también se
cumple para potencias cualesquiera, aunque él esta pensambtencias enteras, es decir que gar&l se

verifica la igualdad:
=1 1
Z R ]
n=1 pe ps
De hecho, esta igualdad es valida y hay convergencia pavaitadero complejgc C con Rés) > 1. Dicha

igualdad es conocida conpsoducto de EulerLa serie de la izquierda permite definir, por extensionitinal
aC\ {1}, la famos&uncion zetale Riemann.

5.4. El problema de la convergencia y la divergencia

En esta seccion sigo muy de cerca el libt@][ En los trabajos sobre series del siglo XVIII dominé el
punto de vista formal, su justificacion estaba en la utilidados resultados obtenidos sin que preocuparan
mucho las cuestiones de convergencia o divergencia. Nelsimiz, Euler e incluso Lagrange consideraban
las series de potencias como una extension del algebraidemdads y no advertian que al extender las sumas
a un numero infinito de términos estaban dando lugar a nueebéemas. Era justamente la carencia de un
concepto preciso de limite lo que llevaba a los matematieda dpoca a contemplar el calculo infinitesimal
de un modo ingenuo, como una extension del algebra. Acabdenesr algunos ejemplos de cémo trabajaba
Euler con series sin preocuparse de su posible convergenaastante obtenia resultados que posteriormente
o0 bien han podido probarse de manera rigurosa o, cuandooati@rposible, han proporcionado las ideas clave
para probar resultados de gran utilidad, especialmentoeiatanalitica de nimeros. Pero a veces se obtenian
resultados muy sorprendentes, sobre todo cuando trabajaba&eries divergentes. Veamos algunos ejemplos.

SeaS=1-1+1-1+1-1+---.EntonceS—1=—(1-14+1—1+---) = —S LuegoS=1/2.
A este resultado también se llega haciehdol en la igualdadll? =1-t+t2—t34t4 -84

¢ Te parece un disparate? Veamosy 8} es una serie numérica convergente, entonces la Seqe'
0 0

converge uniformemente é@ 1] y !ml Z ct" = Z cn. Este resultado se conoce cotaorema limite de Abel
IGtt=1 n=1

Se dice que una serjga, es sumable en el sentido de Abelsumable, si existe el Iimitte Il|r§ ant", cuyo
—

valor se llama laA-suma o suma de Abel de la serie. Acabamos de ver que la sefie-11 — 11 1-1+---
esA-sumable y stA-suma es 12. Es decir, el teorema limite de Abel permite asignar unrvalmnérico a
algunas series que no son convergentes en sentido usual.siaderde con ello porque dicho teorema nos
dice que toda serie convergente en el sentido usual es Afneltde y SUA-suma coincide con su suma.
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SeaB=1-2+3-4+5—6+---. Entonces

B=1+(—24+3—-4+5-6+-)
=1-(1-1+1-1+1-1+---)—(1-24+3—-4+5—-6+---)
=1-A-B

LuegoB = 1/4. Esto es correcto si interpretamos la suma en el sentidddkeplies se tiene que:

[ee] (o] d [ee]
f) =S (D" nt"=t § (-1)" Int"t=t— § (-1 4"
nZ]_ n=1 dth]_
B d, g n—1ln-1 _ i . _t\n—1_ i _t = t
B dttn:( Dl _tdttn;( R =t 1+t)  (1+1)2

Claramentet Iilnf (t) = 1/4. Es decir, la serig (—-1)"n=1-2+3-4+5-6+--- esA-sumable y su
—
A-sumaes 14.

Hay otras formas de asociar un significado a ciertas seresigson convergentes en el sentido usual.
Pero antes que nada era necesario precisar el conceptovdggancia para series.

La distincion entre convergencia y divergencia habia saitepida en cuenta por algunos matematicos
del siglo XVII. De hecho, los términos “convergente” y “digente” fueron empleados en 1668 por James
Gregory, pero no desarrollo sus ideas. Newton reconociédasidad de examinar la convergencia, pero no
pas6 de afirmar que, para valores pequefios de la variabéerias de potencias convergen al menos tan bien
como la serie geométrica.

También Leibniz mostré cierto interés acerca de la conveigey en una carta del 25 de octubre de 1713
indicé a Jean Bernoulli lo que hoy es un teorema, a saber, npserie cuyos términos alternan de signo y
decrecen en valor absoluto monétonamente hacia cero, esrgente.

Edward Waring (1734-98), Lucasian Professor de matensdénda universidad de Cambridge, probé
. . 1 .
gue las series (que ahora llamamos “de Rmma@”%; convergen para > 1y divergen para < 1.
1

nz
En 1768 D’Alembert dio un criterio para la convergencia #ltsode una serig a,, a saber: que exista
un nimero < p < 1 tal que para todo mayor o igual que un ciertiy se verifique quéa,1|/|an| < p.

Cauchy en siCourse d'analys€1821) al principio del Capitulo VI da las siguientes defomes:

Se llamaseriea una sucesion indefinida de cantidaagsi, U, us, . .. que derivan unas de otras segin una ley de-
terminada. Estas cantidades son ellas mismas los diferaateninos de la serie considerada. Sea

S =Up+U;+Uz+ -+ Uy 1 la suma de los primeras términos,n designando un ndmero entero cualquie-

ra. Si, para valores desiempre crecientes, la surBase aproxima indefinidamente a un cierto linBese dira

que la serie esonvergentg el limite en cuestion se llamasumade la serie. Al contrario, si mientras qoe
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crece indefinidamente, la sura no se aproxima a ningun limite fijo, se dird que la serigligsrgentey no

tendra suma.
Un poco més adelante, después de estudiar la serie geanthitiéc

Para que la seriep+ U + Uz + Uz + ... Sea convergente es necesario y suficiente que para
valores infinitamente grandes del nimaertas sumass,, .1, S 2,... difieran del limiteS, y
en consecuencia entre ellas, por cantidades infinitameifisiias.

La necesidad de esta condicion es clara pero Cauchy no poibiar su suficiencia porque todavia no se habia
establecido la propiedad de complitud de los nimeros redlies demostracion rigurosa de lo que ahora
conocemos como “condicién de Cauchy” requiere la constiaqarevia del cuerpo de los nimeros reales.

Cauchy establece en este libro una serie de criterios deergancia para series de términos positivos,
entre ellos, el que ahora se conoce como “criterio de Cauehgtial pasé inadvertido y fue redescubierto
por Hadamard en 1892 y es un resultado fundamental pardaraéduadio de convergencia de una serie de
potencias compleja. El estudio de los criterios de conveligeara series refleja el cambio radical en la forma
de entender el Analisis con respecto a la tradicion del sfyihl. Cauchy establece la convergencia de una

serie bajo convenientes hipotesis sobre su término gesiarakcesidad de conocer el valor de la suma de la
serie.

También “demuestra” Cauchy un teorema que afirmal@sema de una serie de funciones continuas es
una funcion continualn sencillo ejemplo prueba que Cauchy se equivoca. La Seriéx) donde

1

Un(X) = —
n(X) (n—1)x+1 nx+1

(x>-1)

. 1 L
cuyas sumas parciales sGg(x) =1— o1 tiene como suma la funcié8x) = 1 parax > —1,x#0, y
S(0) = 0, que es discontinua en 0.

Poco tiempo después, en 1826, Abel, en un articulo sobrenleergencia de la serie binomial, observo
gue este resultado de Cauchy “debia tener excepcionesgrguama forma educada de decir que el teorema
era falso y necesitaba hipétesis adicionales. No obstadiel, también cometié errores parecidos en sus
demostraciones. La razdn de esto es el uso de los infinitesiraa las demostraciones que impedia ver las
relaciones de dependencia entre las distintas variabégsrddmente, es el conceptoamnvergencia uniforme
el que se necesita para que el teorema de Cauchy sea cabiebimconcepto fue introducido por Weierstrass
en sus clases de la Universidad de Berlin a principio de los 4660.
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5.5. El problema de la cuerda vibrante y las series trigonontécas

Supongamos que tenemos una cuerda elastica situada erdelajscisas y fijada por sus extremos que
suponemos situados €0,0) y (¢,0), de manera que quede tensa. Ahora la sometemos a un desplatwam
formando una curvg = f(X) y, seguidamente, la soltamos. Suponiendo que las vibregide la cuerda se
producen en el plangY. ¢ Qué funciom(x,t) describe el movimiento de dicha cuerda en funcion de la shsci
x € [0,] y el tiempot > 0? Se pretende obtener la funcién de dos varialjles) que nos da el desplazamiento
vertical del punto de la cuerda de absocisn el tiempd a partir de la posicién inicial de la cuerda dada por

y="f(x.
D’Alembert, en 1747, se intereso por el problemay, bajordaghipotesis fisicas (fundamentalmente que
las vibraciones sean “pequefias”), demostré que la funcdigbe satisfacer las siguientes condiciones:

0%u ,0%U

W(X’t) = aﬁ(x,t) (0<x</{, t>0)
ux,0) = f(x) 0<x</

ou

— = <x<

at(x,O) 0 0<x</

ulot) = u,t)=0 t=0

La primera igualdad, donde> 0 es una constante que refleja algunas caracteristicassfidécla cuerda, es
una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundgm, llamadacuacién de ondad a segunda
igualdad nos da la forma inicial de la cuerda, la terceracmdjue la velocidad inicial de cada particula es
cero, y la cuarta que la cuerda se mantiene fija en sus extréeasna forma muy ingeniosa D’Alembert
probd que la solucién viene dada por

u(x,t) = %QJ(at+x) - %Lp(at —X)

dondey es una funcion impar que verifica qugx) = f(x) para todox € [0,¢] y es periddica con periodo
2/, esto eq es la extension impar/zperiédica def. D’Alembert creia que la funciér, y por tantof,
debia ser una “expresion analitica”, esto es, debia veda gdar una “férmula”, pues para él estas eran las
Unicas funciones permitidas. Ademas, ya que esta exprasdlftica satisface la ecuacion debe ser dos veces
diferenciable, lo que implica que la funcidrdebe ser dos veces derivable.

En 1748, Euler escribié un trabajo sobre el mismo problemal gne aunque coincidia con la solucién
de D’Alembert, su interpretacién de la misma era muy difexreA partir de consideraciones fisicas, Euler,
argumento que la forma inicial de la cuerda podia venir dadasg@rias expresiones analiticas en diferentes
subintervalos dé0, /[, o incluso dibujarse libremente a m&n&ealmente, las funciones admitidas por Euler
como posicion inicial de la cuerda serian lo que hoy llamatiwssiones continuas de clag§? a trozos”.

8Euler llamaba a estas funcionegiscontinuas reservando la palab@ontinuapara funciones dadas por una Unica
expresion analitica. Esta idea de “continuidad” permankasta Cauchy
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Euler considera el caso particular en el perfil inicial dedarda viene dado por una funcion del tipo

f(x):ZAnsenn%x

aunque no aclara si el signo de sumacion se refiere a un namigoodfinfinito de términos ([7], pg. 673).
En tal caso Euler obtiene que

t
u(x,t) = Z A, sen%IX cos?

En 1753 Daniel Bernoulli (1700-1782) estudié el mismo peofd. Parte de la afirmacion, justificada por
razones fisicas sobre las distintas frecuencias simatheete presentes en un sonido, de que la forma inicial
de la cuerda siempre puede escribirse en la forma

f(x) = niansen%lx 33)

porque, afirma, “existen suficientes constaatgsara que la serie se ajuste a cualquier curva”. En consecuen-
cia, afirma, todas las soluciones vendran dadas por

hd NTiX nrat
u(xt) = Z}ansenT cosT
n=

Por supuesto, ni Euler ni D’Alembert aceptaban que cualduigcion pudiera escribirse en la forma3j.

La discusidn entre D’Alembert, Euler y Bernoulli continudrpuna década sin que se alcanzase un acuerdo.
Mientras que para D’Alembert el concepto de funcién limitdds posibles perfiles iniciales de la cuerda,
para Euler la gran variedad de posibles perfiles inicialemafia a una extension del concepto de funcién. La
esencia del problema era la amplitud de la clase de funcigumese podian representar mediante una serie
como en33. Y también, claro est4, que se necesitaba ya un nuevo condefftncién.

Unaserie trigonométricas cualquier serie de la forma

%

>+ > (ancognmx/¢) + by ser(nmx/()) (34)

n>1
dondea,, b, son nimeros complejog,> 0 es una constantey< R. Observa que se trata de una serie de
funciones periddicas con periodé Zuando hay alguna funcidinpara la que se verifican las igualdades

l l
an:%fcos(nnx/f)f(x)dx n=0,12,...; bn:%fser(nnx/é)f(x)dx n=12... (35)
—¢ —L

se dice que la seri@4 es laserie de Fouriede f. Es frecuente qué= 1tcon lo cual se tiene:

10 10
aqzﬁl[coinx)f(x)dx n=0,1,2,... bn:ﬁfser(nx)f(x)dx n=12,... (36)

—T

En el prélogo de su famoso libro de 1958 sobre series trigétricas P 7] Zygmund escribe:
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Esta teoria ha sido una fuente de nuevas ideas para logandlisante los dos Ultimos siglos y probablemente
lo sera en los préximos afios. Muchas nociones y resultadisolsale la teoria de funciones han sido obtenidos
por los matematicos trabajando sobre series trigonoraétries concebible pensar que estos descubrimientos
podian haber sido realizados en contextos diferentes,deeh®cho nacieron en conexién con la teoria de las
series trigonométricas. No fue accidental que la nociérudeién aceptada ahora generalmente fuera formulada
en la celebrada memoria de Dirichlet (1837) que trata de fewergencia de las series de Fourier, o que la
definicién de integral de Riemann en su forma general asean el “Habilitationsschrift” de Riemann sobre
series trigonométricas, o que la teoria de conjuntos, uiodéesarrollos mas importantes de las matematicas
del siglo XIX, fuera creada por Cantor en su intento de resad¥ problema de los conjuntos de unicidad para
series trigonométricas. En épocas mas recientes, la ahidglebesgue se desarroll6 en estrecha conexion con
la teoria de series de Fourier, y la teoria de funciones gkradas (distribuciones) con la de las integrales de

Fourier.

5.6. La ecuacion del calory las series de Fourier

La maquina de vapor (James Watt, 1769), protagonista iniilide de la Primera Revolucion Industrial,
asi como otros problemas de interés cientifico o técnicayvaron el interés por desarrollar una teoria mate-
matica de la difusién del calor, dando asi lugar a los inide termodinamica. En el afio 1811 la Academia
de Ciencias de Paris propuso el problema de la propagadiéaldecomo materia del gran premio gque seria
asignado en 1812. Este premio fue ganado por el mateméticicy francés Jean Baptiste-Joseph Fourier.
El trabajo que presentd Fourier se tituldti@orie du mouvement de la chaleur dans les corps sofidkl ),

y era una revision de otro trabajo inicifliémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps ssid
(1807), el cual también habia sido presentado a la Academi®@7 pero habia sido rechazado. El trabajo
de 1811, aunque ganador del premio, no fue publicado poraaéria porque, segun el jurado formado por
Lagrange, Laplace, Lacroix y Monge “la manera en la que @rdl#ga a sus ecuaciones no esta exenta de di-
ficultades y su analisis para integrarlas deja aun algo cqgeatesea respecto a la generalidad, sea incluso del
lado del rigor”. En 1822 Fourier publico por su cuenta sulibinéorie analytique de la chalegue muy pron-

to fue considerado como una de las grandes obras de la Fiatearidtica y donde incluyé parte de su trabajo
de 1812. Finalmente, Fourier, siendo ya Secretario Peyltla Academia, logré publicar su trabajo gana-
dor de 1812 en dos partes aparecidas en 1824 y 1826. Fowianfhbombre comprometido con su tiempo,
consideraba el analisis infinitesimal como la principatémienta para comprender los fenémenos naturales,
firmemente convencido de que las ecuaciones diferencipissdas en datos experimentales previos eran el
modelo adecuado para ello, fue el prototipo de lo que hoyideramos un “matematico aplicado”.

De los diversos problemas de conduccion del calor estuslipdo Fourier, vamos a considerar el caso
mas sencillo de una varilla de longitddhomogénea y delgada, cuyos extremos se mantieng@ n €uya
superficie lateral estd aislada. Se supone que la tempedéuia varilla en cada seccion transversal de la
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misma es constante, y que la distribucion de la temperaticili en la varilla esta dada por una funcién
conocidaf (x) que nos da la temperatura en el momento0 de la seccion de la varilla de abscis&ourier
demostrd, sobre la base de principios fisicos, que la fantik,t) que da el valor de la temperatura en la
seccion de abscisaen el tiempot debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial, llarealiacion del
calor en una dimensién: 27 5T
W(x,t):kzg(x,t) 0O<x<¥¢ t>0 (37)
Sujeta a las condiciones de contorno (que expresan que feetatara en los extremos se mantiene fija en
0°C):
TOt)=T(t)=0 t>0;

y la condicién inicial
T(x,0) = f(x) o<x</

Inspirandose en las ideas de D. Bernouilli para la ecuacgbandlas y usando el método de separacién de
variables, Fourier encontré que las soluciones mas elatesntenian dadas por funciones de la forma

: nTX
Ta(x,t) = b, el -rT/KER sen—-

dondeb, es una constante real. Como la ecuaddtes lineal, Fourier aplica el principio de superposicion de

soluciones para obtener como solucién

hd : NTX
T(xt) =Y by /KOt gen——
nzl E

La condicién inicialT (x,0) = f(x) implica que

hd Nnx
f(x)=S bysen— o< xg/ (38)
nZl ! ¢

Fourier se enfrentd entonces a la cuestion ¢ pdérleser representada como una serie trigonométrica? En
particular, ¢pueden ser determinadashigs Daniell Bernoulli se habia limitado a afirmar que dicha eepr
sentacién era posible pero nada dijo de como podian cadeulasb,. Fourier calcula dichos coeficientes de
dos formas. En un primer intento desarrolla los senos y lpigifancionf en serie de potencias, permuta las
sumas a la derecha e identifica coeficientes obteniendotemsisle infinitas ecuaciones lineales condgs
como incégnitas. De forma ingeniosa y muy trabajosa coesiigalmente llegar a las soluciones. También
obtiene dichas soluciones de una forma mucho més senciltagtal usando las relaciones de ortogonalidad.
De unay otra forma obtuvo que

b =

SN

l
f f(x) sen%[x dx
0
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Fourier observa que el célculo de los coeficientes usandoioeles de ortogonalidad también puede aplicarse

para una representacion del tipo
nTX
14

La serie38 representa una funcion impar, y la seBi@representa una funcion par. Como toda funcion es

9(x) = iancos (39)

suma de una funcién par y otra impar, Fourier concluye quikguaiex funciénf puede ser representada en el
intervalo] — ¢, ¢[ de la forma:

+ Y (ancognmx/¢) + by ser(nmx/¢))

y los coeficientes pueden ser determinados multiplicandogsonrx/¢) o por sefintx/¢) e integrando entre
—{y ¢ lo que lleva a las igualdadé&. Fourier observé que estas igualdades expresan los cotdssg y
b, como las areas bajo las curyas: cognmx/¢) f (x) ey = ser(ntx/¢) f (x) parax entre—¢ 'y ¢ y que dichas
areas tienen sentido para funciones muy generales, nogsgpara ello ni siquiera guesea continua. Las
funciones que Fourier considera son, como se leeléh fjg. 552):

En general, la funciorf (x) representa una sucesion de valores u ordenadas, cada wm de |
cuales es arbitraria. Como la abscispuede recibir una infinidad de valores, hay un nimero
igual de ordenada$(x). Todas tienen valores numéricos concretos, sean positiegativos o
nulos. No se supone que estas ordenadas estén sujetas ycoral®; se suceden de cualquier
manera, y cada una de ellas se da como si fuese una sola dantida

Este concepto de funcién estd muy cerca del actual, aundegeictica Fourier siempre considera funciones
de claseC! a trozos.

Algunas consecuencias del trabajo de Fourier fueron:

= Ampliacién del concepto de funcién. Antes, una funcién delenir dada por una Unica expresion
analitica cerrada (D’Alembert) o, como mucho, por varigsregiones analiticas que en conjunto re-
presentaban una curva (Euler). El trabajo de Fourier pahak una misma curva podia representarse
de distintas formas por medio de series de senos o de coset®samos y cosenos, lo que ayudd a
separar el concepto de funcién de sus representacioneetamdespués de Fourier se fue haciendo
notorio que una funcién puede ser inventada de forma basaalitraria. Fue Dirichlet en 1837 quien
definié el actual concepto de funcion.

= Cambio de perspectiva en la interpretacion de la integrataite el siglo XVIII se consideraba la
integral esencialmente como una antiderivada. La intezpidn de los coeficientes de Fourier como
areas bajo curvas muy generales llevé a centrar la atennife iategral como érea y a preguntarse
para qué tipo de funciones tenia sentido considerar suratéginque las técnicas del calculo integral

109



se remontan a la antigiiedad, no fue hasta 1823 que Cauchg gidmieradefinicibn matematica
de integral con la que probaba que los coeficientes de Fdenén sentido para cualquier funcién
continua y acotada con un namero finito de discontinuidddestegral de Cauchy fue ampliamente
generalizada por Riemannn en su “HabilitationschriftilidaOn the representability of a function by
trigonometric seriegscrita en 1854, pero no publicada hasta después de su rrod@é7.

El concepto de integral de Riemann se mantuvo hasta los qménaéios del siglo XX hasta la llegada
de la integral de Lebesgue. La primera aplicacién de estaaringegral fue a un problema en series de
Fourier.

= Necesidad de precisar los conceptos fundamentales déianhimite, convergencia y continuidad.
Lo que, como ya sabemos, fue en principio hecho por Bolzarar Ypuchy en los afios 1815-1825.
Naturalmente, Fourier, no pudo demostrar su afirmacion @ecgalquier funciéon podia expresarse
como suma de una serie de Fourier puesto que tal afirmacidbaestuy lejos de ser cierta, aunque
algunos matematicos como el mismisimo Cauchy dieron stgsi&temostraciones”.

Fue Dirichlet el primero que establecié condiciones ne@sgue debe satisfacer una funcion para que
esto pueda hacerse. Dirichlet se interesd por las seriepuléeF después de conocer a Fourier en Paris
durante los afios 1822-1825. En un articulo bdScw Ja convergence des series trigonométriques qui servent
a représenter une fonction arbitraire entre des limitesmiesen 1829, probo el siguiente resultado:

Supongamos que satisface las siguientes hipotesis:

= f es continua ef—T, 11, salvo a lo méas en un conjunto finito de puntos en los que tiene
discontinuidades de salto.

= f tiene un nimero finito de méaximos y minimos locales-er, 1.

Entonces se verifica que la serie de Fourief denverge & (x) en todo puntox de continuidad
def, y converge &(f(x+) — f(x—)) en todos punto de discontinuidad.

La demostracion dada por Dirichlet era rigurosa y exhibieiorees claras de continuidad, convergencia e
integral (en el sentido de Cauchy) asi como del conceptoragdn. Aunque las funciones consideradas por
Dirichlet eran muy generales para la época, al final de estajty da un ejemplo, la ahora llamddacion de
Dirichlet:

c, sixesracional;

D(x) = o

d, sixesirracional.
conc # d, que aparece aqui por primera vez, la cual no cumple lasdsigodel teorema pues ni siquiera
es integrable segun Cauchy. Se trata del primer ejempldcioplile una funcién que no esta dada por una o
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varias expresiones analiticas, ni tampoco es una curvgadélibremente a mano y es discontinua en todo
punto. Los matematicos desde Euler, pasando por Fourig auchy, habian hablado de “funciones de
naturaleza arbitraria”, pero en la practica consideraharfunciones como expresiones analiticas o curvas.
Dirichlet fue el primero en considerar seriamente el cotele funcion como correspondencia arbitraria.
Ademaés, Dirichlet, en su definicion de funcién en 1837, fudéodeprimeros en restringir explicitamente el
dominio de una funcién a un intervalo, anteriormente se sigpque la variable independiente podia tomar
cualquier valor.

6. Breve historia del infinito

Es conocida la exclamacién de David Hilbg# infinito! Ninguna cuestion ha conmovido tan profun-
damente el espiritu del hombrEs verdad, el infinito atrae poderosamente nuestra imeigimaEs dificil
imaginar que el tiempo tuviera un comienzo y también que gras sea finito, porque no podemos pensar
en una frontera para el espacio tras de la cual no exista méasiesni un origen para el tiempo antes del
cual no hubiera tiempo. Cualquier respuesta a estas pesgoahduce siempre a nuevas preguntas. Un error
tipico consiste en creer que si algo fuera infinito debenfdiester todas las cosas, algo asi como el Aleph bor-
giano. Matematicamente, es claro que no tiene por qué séossiimeros pares son infinitos y no son todos
los nimeros. Algo infinito tampoco tiene por qué ser necasemte muy grande. El Aleph de la narracion
de Borges es una pequefia esfera, un conjunto fractal cerntinitas copias de si mismo, el veloz Aquiles
permanece corriendo sin alcanzar jamas a la tortuga quevéedihos pocos metros de ventaja. . ..

6.1. Laidea de infinito en la filosofia y la matematica Griegas

6.1.1. Las aporias de Zendn de Elea

iZenoén, cruel Zenén, Zendn de Elea!

Me has traspasado con la flecha alada.
Que, cuando vibra volando, no vuela.

Me crea el son y la flecha me mata.

iOh sol, oh sol! jQué sombra de tortuga
para el alma: si en marcha Aquiles, quieto!
Paul Valery

Un griego llamado Zenédn, del que se sabe muy poco y de fornigeatd a través ddParménidede
Platén, cuyo nacimiento se fecha hacia el afio 490 a.C en dadide Elea en el sur de Italia, y que fue
discipulo de Parménides, sigue manteniendo desde haceai88@u permanente desafio a la razon.

Te recuerdo que, segun Parménides, el ser es necesariamentterno, continuo, indivisible e inmu-
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table. Los cambios, transformaciones y multiplicacién @ deres, son meras apariencias a las cuales no
responde realidad alguna. La filosofia de Parménides fuecnitigada porque choca con nuestras creencias
mas basicas sobre la realidad.

Zenon ideo sus paradojas o aporias (proposiciones simdatita) para desacreditar a quienes negaban
las ideas de Parménides, y afirmaban la realidad del camhiplytdalidad de los seres. Aristételes califica a
Zenon de “inventor de la dialéctica”, una elaborada formeadenamiento que consiste en probar al oponente
gue de sus ideas se deducen consecuencias inaceptablesgluosgentos de Zendn son realmente del tipo
“reduccidn al absurdo”: se acepta provisionalmente unétégis y, razonando correctamente a partir de ella,
se llega a una conclusién inaceptable, lo que obliga a ractahipotesis inicial.

Vamos a exponer, en lenguaje actual, tres de las paradojdsrdm que van dirigidas contra las dos
teorias del movimiento sostenidas en la antigliedad, ldssdapenden, claro estd, de la supuesta naturaleza
del tiempo y del espacio. Debes tener en cuenta que Zenoérega ei movimiento sino su inteligibilidad; la
afirmacién de que “el movimiento se demuestra andando” mbaref Zenon, su desafio no es a la experiencia
sensible sino a la razén.

Las dos primeras paradojas parten del supuesto de que el@gmh tiempo sonnfinitamente divisibles
y el movimiento continuo y uniforme.

La dicotomia.

Para que un mévil pueda llegar a un punto dado, debe recoimezne la mitad de la distancia;

pero antes de alcanzar esa mitad debe recorrer la mitad dealh M asi sucesivamente, “ad
infinitum”. De este modo para alcanzar completamente cigldistancia tendria que recorrer
un nimero infinito de divisiones, lo cual es imposible en ampo finito.

Aquiles y la tortuga.

Aquiles, el de los pies ligeros, nunca alcanzara a la toqugaavanza lentamente unos cuantos
metros por delante de él. Pues cuando Aquiles alcance &b ponte estaba la tortuga, ésta
ya estara un poco mas adelante; y cuando de nuevo Aquilexaleae lugar, la tortuga habra
avanzado un poco mas. Sin desanimarse, sigue corriendalgiagar de nuevo donde estaba
la tortuga, esta ha avanzado un poco mas.... De este modwilga estara siempre por
delante de Aquiles.

Ambos argumentos estan relacionados. Segun la Dicotomia,que haya movimiento debe haber un co-
mienzo, pero no hay una distancia minima con la que empeaatapto el movimiento no puede empezar,
luego no hay movimiento. Segun Aquiles, un movil para alaasa destino debe cubrir primero la mitad de
la distancia que lo separa, pero antes debera recorrerdd ot esa mitad, y asi sucesivamente; luego debe
recorrer infinitas divisiones lo cual es imposible en tienfipdo, por tanto nunca alcanzara su destino. Es
decir, una vez empezado, el movimiento no puede parar.
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La tercera paradoja, que se refiere a una flecha lanzada s @i@ne que el espacio y el tiempo estan
formados pounidades minimas indivisiblgsel movimiento es una sucesion de diminutos saltos consesut

La flecha.
En un instante indivisible de tiempo la flecha debe permarggeta, pues si se moviera el
instante contendria unidades de tiempo mas pequefias endadialio movimiento tendria
lugar en contra de lo supuesto. Por tanto, en cada instaifiiectsa estd quieta y, como el
tiempo se compone de instantes, la flecha esta siempre gudktaovimiento no tiene lugar.

La influencia de las aporias de Zenon en filosofia, I6gica yeméaticas ha sido notable y se ha escrito y se
sigue escribiendo mucho sobre ellas/{[es una de las referencias més interesantes). Despidamerséa Z
con una cita de Borges.

Zenon es incontestable, salvo que confesemos la ideal@laspacio y del tiempo. Aceptemos
el idealismo, aceptemos el crecimiento concreto de lo petgj y eludiremos la pululacion de
abismos de la paradoja. ¢ Tocar a nuestro concepto del usiygror ese pedacito de tiniebla
griega?, interrogara mi lector.

J.L. Borges, “La perpetua carrera de Aquiles y la tortuga”.

6.1.2. Atomismo y divisibilidad infinita

El fildsofo Anaximandro ¢a610 - 546 a.C.) introdujo el infinito en la filosofia Griega. r&fd que el
principio de todas las cosas existentes epeiron Etimologicamentépeironsignificalo sin limites Segun
Anaximandro, elpeirones infinito, porque provee la energia para que en el mundos®lageneracion y
corrupcion, e indeterminado, porque no es concreto y noesifita con ninguno de los elementos agua, aire,
tierra, fuego. Podemos interpretarlo como la fuente degémerimordial que garantiza la transformacion y la
unidad del cosmos.

En el periodo que separa a Zendn de Elea de Aristoteles dar§liosofia del atomismo, iniciada por
Leucipo €a. 450 - 420 a.C.) y desarrollada por Demécrita.(460 - 370 a.C.). El atomismo es una filosofia
materialista que se ha interpretado como una respuesteadisicho de la Escuela Eleatica (Parménides, Ze-
nén). Los atomistas mantienen que hay dos principios fuedgates: los atomos y el vacio. Los atomos son
indivisibles e invisibles, infinitos en niumero y de diverasnas y tamarfos, perfectamente sélidos, indes-
tructibles y permanentes. Las substancias materialesredngdas por la unién y separacion de esos atomos
moviéndose en el vacio. El movimiento se produce por la sg@cion de los atomos entre si; segun Aristé-
teles, los atomistas reducen todo cambio a un mero cambigyde Los atomistas admiten la pluralidad y el
movimiento y niegan la infinita divisibilidad del espaciogyrhateria.

El atomismo fue cuestionado péristoteles(384 - 322 a.C.), que realizdé un andlisis sistematico del
continuo. Aristételes divide las cantidades en discretasnfinuas. Los nameros y el lenguaje hablado son
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discretas y las lineas, superficies, sélidos, tiempo y &sgan continuas. La respuesta a la pregunta de si
una magnitud continua (urontinug es permanentemente divisible en partes cada vez mas exgefiay

un limite mas alla del cual no puede proseguirse el procesivid#on, depende de la naturaleza del infinito.
Aristételes dedica el Libro Il de shisicaa un estudio sistematico del infinito. Considera que el ésulel
infinito forma parte del estudio de la naturaleza, pues laateristico de ésta es el movimiento y el cambio,
y el movimiento es pensado como algo continuo, y lo que esraanes definido con frecuencia como algo
infinitamente divisible.

Primero, dice Aristoteleshay que examinar en general si es 0 no es posible que hayaenpowsensible
infinito”. Después del correspondiente estudio, llega a la conadlu®déque’no existe un cuerpo que sea
actualmente infinito’ Pero“la negacién absoluta del infinito es una hipétesis que careda consecuencias
imposibles”.

Aristételes expone algunas razones que apoyan la creemt@aealidad del infinito y considera los dis-
tintos sentidos de dicho término. Entre las primeras: laiinfi del tiempo, la divisibilidad de las magnitudes
y la infinitud de los nimeros; entre los segundos: lo que ndgser recorrido o se puede recorrer pero sin
llegar a un término.

Es también evidente que no es posible que lo infinito exist@oam ser en acto 0 como una substancia y
un principio. Luego lo infinito existe como un atributo.

Lo infinito es un atributo que puede predicarse de la cantiddel determinados procesos; especialmente, los
procesos de adicion y de division. Aristételes, habla ensestido del infinito por adicion y el infinito por
divisién o la divisibilidad infinita de un continuo.

Ahora bien, el ser se dice o de lo que es en potencia o de lo (gre &sto, mientras que el infinito es o
por adicién o por division. Y ya se ha dicho que la magnitud #iacualmente infinita [...] Nos queda,
entonces, por mostrar que el infinito existe potencialmente

Pero la expresion “existencia potencial” no se debe tomat sentido en que se dice, por ejemplo, “esto
es potencialmente una estatua, y después serd una espates'ho hay un infinito tal que después sea
en acto. Y puesto que el ser se dice en muchos sentidos, degiral infinito “es” en el sentido en que
decimos “el dia es”.

Aristételes distingue, pues, dos clases de infinito: elitaficomo una totalidad completa, que llama el infinito
actual y cuya existencia niega; y el infinito potencial, qoreatbe como un proceso secuencial de adicién o de
subdivision sin final. Lo metafora del dia es muy apropiadasgelserde un dia es upstar siendale forma
sucesiva, de manera que en ningn momento el dia quedadeafilenamente como un todo. Analogamente,
el infinito potencial nunca seréa plenamente realizades no hay un infinito tal que después sea en.acto
La infinitud potencial es la forma usual en que concebimogrigo como una linea recta indefinidamente
prolongable o la sucesion de los nimeros que podemos ir faloor adicién consecutiva de la unidad.
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Esta concepcién aristotélica del infinito se acept6 sin memyeambios hasta el siglo XIX. De todas
formas, Aristoteles cree que la negacion del infinito aatoadfecta a los matematicos:

Esta argumentacion no priva a los matematicos de sus eapinds por el hecho de excluir que el
infinito por adicion pueda recorrerse en acto. Porque netieecesidad de este infinito ya que no hacen
uso de él, sino sélo, por ejemplo, de una linea finita que derm@oe tanto como ellos quieran.

Sobre todo esto se ha escrito y se sigue escribiendo muctwoiniéfesante para nosotros es la relacion del
infinito con la divisibilidad infinita del continuo.

Los atomistas negaban la divisibilidad infinita. Su argutdesra que si una magnitud continua fuera
dividida en todo punto, entonces no quedaria nada o solamgaatiarian puntos sin extensién, porque en caso
contrario el proceso de division podria proseguir. Peroiage si quedan puntos sin extension, entonces no es
posible recomponer la magnitud original a partir de ellegspor la agregacion de puntos sin extensién no
puede lograrse nunca una magnitud finita. Concluian queadguiar caso la magnitud inicial se ha convertido
en algo incorpéreo y, por tanto, algo que tenia existenciddjado de ser, lo cual, evidentemente, es un
imposible.

Aristételes defendia la divisibilidad infinita pero debééutar el argumento atomista. Su solucién es muy
original, pues afirma que aunque una magnitud continua pseddividida encualquier punto, no puede
ser dividida ertodopunto. Para Aristételes, dividir un continuo en todos suggsies reducirlo a lo discreto.
Mientras que un continuo tiene la propiedad de densidadas dntre dos cualesquiera de sus puntos siempre
hay otro punto del continuo, los puntos obtenidos, despeésnd division infinita actual de un continuo,
serian adyacentes unos con otros, y esto implica que laeutagpide densidad se habria perdido. Pero si
dividimos un continuo, lo que obtenemos son dos continuda cao de ellos con la propiedad de densidad.
Por tanto, es imposible llegar, por divisiones sucesivasgacir un continuo a puntos. Asi, Aristoteles afirma
la divisibilidad infinita pero niega la divisibilidad en togunto, con lo que el argumento atomista deja de
tener valor.

Las mateméticas griegas evitan el infinito actual. Asi, ies| considera rectas que pueden ser prolonga-
das cuanto se quiera, pero no “rectas infinitas”. Igualmeh&nunciar que los nimeros primos son infinitos,
lo expresa diciendo quiday mas numeros primos que cualquier cantidad de nimergags propuesta’”

De esta forma evita considerar el infinito actual de los n@sprimos.

En Los Elementoguclides expone ehétodo de exhauscidd.l) de Eudoxo de Cnido, que se utilizaba
para calcular areas (cuadraturas) de regiones planased&gite afirmar que este método consiste en una
aproximacion al area seguida de un proceso limite. No ef\asfjue su nombre sugiere “agotamiento” de
una figura plana por poligonos inscritos, el método estabadmaen un razonamiento muy cuidadoso de
doble reduccién al absurdo (llamado razonamiextagdgic9, precisamente para evitar la consideracion de
un infinito actual.
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Mencion aparte merece Arquimedes. Por una parte, probé ebralEl arenario que si el Universo
estuviera completamente lleno de granos de arena, su n@@eadfinito. Para lo cual desarrolla un sistema
de numeracién apropiado para manejar grandes nimeroddpanaegos el nimero mayor era la miriada de
miriadas, equivalente a 9Y0que le permite describir un nimero que, en base diez, teaddis 80000 millones
de millones de cifras. Pero también Arquimedes ide6 métheosstico$ que estan expuestos en su oBta
Método(ver4.1.2), descubierta en 1906, en la que explica como anticip6 algyda sus descubrimientos por
medio de técnicas de equilibrio usando la ley de la palancaskas técnicas, Arquimedes hace un uso muy
libre del infinito; por ejemplo, descompone areas planasoceumas infinitas de segmentos, es decir, reduce
un continuo a elementos indivisibles, con lo cual podriaaraete acuerdo los atomistas, pero no Aristételes.

6.2. Elinfinito desde la Edad Media hasta el siglo XIX

Es sabido que las religiones lo contaminan todo de irredlibaspués del triunfo de la Iglesia Catdlica,
las discusiones sobre el infinito adquieren una orientatiértadamente teoldgica.

San Agustin (354 - 430), filésofo cristiano, admite el infrattual como atributo de Dios, pero niega que
Dios creara nada infinito. En su oldra Ciudad de Dio®scribe refiriéndose a los nUmeros:

Asi que son desiguales entre si y diferentes; cada uno esyitodos son infinitos. ¢ Y que sea posible
que Dios todopoderoso no sepa los nimeros por su infinidagk yacciencia de Dios llegue hasta cierta
suma de nimeros, y que ignore los demas, quién habra que gesgida, por mas ignorante y necio que
sea? [...]Y asi que la infinidad de los nUmeros para la ciafeiaios, que la comprende, no puede ser
infinita.

En esa insdlita cuadratura del circulo que fue la Escoistit su intento de conciliar la filosofia de Platén y
Aristételes con la revelacion cristiana, destaca SantodBode Aquinoca. 1225 - 1274). La infinitud actual

de Dios en todos los sentidos es un dogma Catélico y Tomas dd@s una autoridad en tan delicada
cuestion teoldgica. En su obS&umma Contra Gentile€apitulo 43, proporciona catorce argumentos breves
para demostrar la infinitud de Dios, cada uno de ellos tereonda letani&Por tanto Dios es infinito”.

Para encontrar ideas mas interesantes sobre el infinitordelhreferirnos a Galileo Galilei (1564 - 1642).
En su obra pionera sobre la dinamica y estatica de sébiesorsi e dimostrazioni matematiche intorno a
due nuove science attenenti alla meccanica e i movimerdlil¢t638), Galileo expone algunas paradojas
sobre el infinito. Una de ellas es la de la “equivalencia emtie circunferencia y un punto”. Para explicarla,
consideremos un rectangulo formado por dos cuadradossgjuaidos por un lado comun. Recortemos en
este rectdngulo una semicircunferencia de centro en laméitHado superior del rectangulo e igual radio. La

9Pormétodo heuristicee entiende cualquier proceso que facilite anticipar untadn. Son métodos que se apoyan
en alguna forma de intuicion que conduce a la formulaciénogeturas razonables, que después deben ser probadas
con métodos cientificos rigurosos
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figura que resulta de quitar dicha semicircunferencia aénegilo se gira alrededor de su eje de simetriay se
obtiene un sélido de revolucién parecido a un cuenco. Swgrang ahora inscrito en dicho sélido un como
circular recto cuya base coincide con la del cuenco y deaigural a la del cuenco.

Figura 34. Paradoja circunferencia-punto

Cada plano paralelo a la base del cuenco determina en sseiot@n con el cono un circulo, y en su
interseccion con el cuenco una corona circular. Es muy ¢aciiprobar que dichos circulo y corona circular
tienen igual area. Si ahora consideramos planos paraldédosase del cuenco que se van acercando al borde
superior del mismo, las areas de las intersecciones desdmhaos con el cono y el cuenco son siempre
iguales. El ultimo de dichos planos da como intersecciénalotuenco una circunferencia (el borde del
cuenco) y con el cono un punto (el vértice del cono). Comoilogds de cantidades iguales entre si deben
también ser iguales entre si, Galileo se pregunta por quédenpos considerar la circunferencia como igual
a su centro. Si lo hacemos, llegaremos a la conclusion deogas tas circunferencias son iguales entre si e

iguales a un punto.

La misma figura anterior pone de manifiesto que la semicierentia esta formada por tantos puntos
como los que forman la poligon@DAB. Pues cada semirrecta con origenCeoorta a la semicircunferencia
en un dnico punt®@ y a la poligonal en otro Unico punfd Asi podemos emparejar los puntos de la semicir-
cunferencia con los de la poligonal y de esta forma los agmsaiedos. Por tanto ambas lineas tienen igual
ndmero infinito de puntos. Si llamamés: la longitud deAB, la semicircunferencia tiene longitod, menor
que la longitud de la poligon&DABque es igual a@ Galileo escribe al respecto:

Estas dificultades son reales; y no son las Unicas. Peradmuos que estamos tratando con infinitos e
indivisibles, los cuales trascienden nuestra comprerfgiita, los primeros a causa de su magnitud, los
Ultimos debido a su pequefiez.

[...] intentamos, con nuestras mentes finitas, discutiresebinfinito, asignandole propiedades que da-
mos a lo finito y limitado; pero pienso que esto es incorratadp que no podemos hablar de cantidades
infinitas como si fuesen mayores, menores o iguales a otras.
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Otra paradoja considerada por Galileo, es la que se deduaebservacion de que para cada himero natural
n podemos construir un cuadrado de laxlouya area es igualr&, de donde se deduce que hay tantos nimeros
naturales como cuadrados perfectos. Sin embargo la maiehis nimeros no son cuadrados perfectos. A la
vista de ello, Galileo escribe:

[...] el total de los nimeros es infinito, y el nimero de cuddsaes infinito; ni es menor el nimero de
cuadrados que el de la totalidad de nimeros, ni el otro may®ebanterior; y, finalmente, los atributos
“igual”, “mayor” y “menor” no son aplicables al infinito, sinsolo a cantidades finitas.

Una caracteristica de las matematicas del siglo XVII ebget liso del infinito. En los dos primeros tercios
del siglo XVII se desarrollan una variedad de métodos irgsiihales que preludian el calculo diferencial,
asi como técnicas de cuadraturas basadas en la descompaiaiecintos planos o de sélidos en infinitos
elementos indivisible&l matematico inglés John Wallis introdujo en 1655 en sia Bler Sectionibus Conicis
el simbolo del “lazo del amor’tp, con el significado de “infinito”.

La invencién del Célculo, en el dltimo tercio del siglo XVtrdena y sistematiza estos procedimientos,
y proporciona algoritmos generales para resolver multieigroblemas que antes se abordaban con técnicas
especificas para cada caso. Las cantidades infinitesifweasgsi imprescindibles infinitésimos, que ya son
viejos amigos nuestros, son otra forma del infinito, en este,ade lo infinitamente pequefio. Durante el siglo
XVIll'y parte del XIX, los infinitésimos se usaron de formaimgsneralizada porque, a pesar de los problemas
de todo tipo que planteaban, eran Utiles y eficaces paraveegwbblemas y una herramienta heuristica muy
apreciada.

6.3. Elinfinito matematico y el nacimiento de la teoria de couantos

A principios del siglo XIX, la actitud de los matematicoseet infinito no era diferente a la mantenida
por Galileo doscientos afios antes. La consideracién deitmfactual conducia a paradojas; en particular,
la llamadaparadoja de la reflexividades decir, la posibilidad de establecer una biyeccién emtreonjunto
infinito y una parte del mismo, indicaba que la considerad&innfinito actual contradecia el principio l6gico
de que “el todo es mayor que las partes”. Para los principadéésmaticos de la época, como Gauss y Cauchy,
el infinito seguia siendo un infinito potencial, un concepocentenido matematico, una palabra que servia
para designar un proceso sin punto final. Gauss lo expresiraate en una carta a su amigo Schumacher en
1831:

Debo protestar vehementemente contra el uso del infinitamago completado, pues esto nunca esta
permitido en matematicas. El infinito es simplemente unaéode hablar; una forma resumida para la
afirmacion de que existen los limites a los cuales ciertamegzpueden aproximarse tanto como se desee,
mientras otras son permitidas crecer ilimitadamente.
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La consideracion del infinito actual como objeto matemé&tixige disponer de objetos matematicos que pue-
dan ser llamados “infinitos”. Que los niimeros naturales soengialmente infinitos quiere decir que son una
sucesion a la que podemos agregar términos indefinidanmeniediferente es la consideracion del infinito
actual de todos los nimeros naturales (a lo que estamos stuatdados y no nos causa mayor problema),
gue equivale a considerarlos como un todo acabado, comonjumto formado por todos ellos. Esto indica
gue una teoria matemética del infinito supone la consid@rats conjuntos infinitos. Es imposible separar la
teoria de conjuntos y la teoria del infinito.

En esto, como en otras cosas, Bernahrd Bolzano fue un aaéteatsu tiempo. En su libtas Paradojas
del Infinito, publicado en 1851, tres afios después de su muerte, Bolegmoone estudiar las paradojas
conocidas y mostrar que, debido a la falta de precision escetial términanfinito, daban lugar aparentes
contradicciones. Es necesario, afirma, definir el térnmfinito y las matematicas son el contexto apropiado
para ello. Naturalmente, Bolzano, esta refiriéndose aliiofactual. Con la idea de fundamentar matematica-
mente la nocién de infinito actual, Bolzano introduce lomtéos deagregadg conjuntoy multitud, siendo
en esta obra la primera vez que la palabra “conjunto” es usadan significado matematico preciso. Un
agregado es una totalidad compuesta de objetos bien dsfinid@onjunto es un agregado donde el orden de
sus partes es irrelevante y donde nada esencial se cambla seambia el orden (es decir, un agregado sin
estructura alguna); una multitud es un conjunto cuyos miemon individuos de una misma especie.

Bolzano considera un conjunto como un todo, sin necesidadrgderar separadamente cada uno de sus
elementos. El ejemplo que propone es muy significativo aresgeecto:

...puedo pensar en el conjunto, o agregado, o si se prefieta tetalidad de los habitantes de Praga o
de Pekin sin formar una representacion separada de cadarttelmdividual.

Bolzano abandona asi el punto de vista constructivo, laddepie un conjunto se va formando a partir de sus
elementos mediante alguna clase de algoritmo.

Bolzano define una multitud infinita como aquella de la cualquier multitud finita solamente puede
ser parte de la misma. Debemos observar que esta definiciésladradicional en la que infinito es definido
como la negacion de lo finito. Con respecto a la existenciaog@untos infinitos, Bolzano afirmé que “el
conjunto de todas las verdades absolutas es un conjunt@iahfiBu idea es partir de una propaosicién que
se sabe verdadera a la que podemos llafar partir de ella podemos formar otra ts verdadera” que,
claramente, es diferente de la proposicineste proceso puede proseguirse indefinidamente.

Bolzano mantiene que el criterio de validez para la exiséete conjuntos infinitos debe basarse en su
naturaleza no contradictoria.

Tan pronto como disponemos de un concepicel cual representa los objetash, c,d,... y no otros,
es extremadamente facil llegar a un concepto que represkeageegado de todos estos objetos tomados
juntos. Solamente se necesita combinar la idea expresada palabra “agregado” y el concepfo en

119



la manera expresada por las palabras “el agregado deAfoista simple observacion, cuya correccion
confio que sera evidente para todos, elimina todas las lifitas planteadas contra la idea de un conjunto
gue comprende infinitos miembros.

En otras palabras, lo que Bolzano afirma es que dada cuafijoj@iedad existe un conjunto cuyos miembros
son justamente aquellos objetos que tienen dicha propi®tddano se propone establecer un criterio de
comparacion para conjuntos infinitos. La paradoja de laxieftiad no le preocupa tanto como a Galileo; al

contrario, el hecho de que pueda establecerse una biyemti@un conjunto y una parte de él le parece “una
de las mas notables caracteristica de los conjuntos irdfini@ro en este punto crucial Bolzano no eligi6 el

criterio adecuado.

... el conjunto de todas las cantidades entre 0 y 5 (0 menoreS)es claramente infinito, al igual que
lo es el conjunto de todas las cantidades menores que 12.ddoemos seguridad es el Ultimo conjunto
mayor que el primero, pues el primero constituye solamengeparte del dltimo [...] Pero no menos
cierto que todo esto es lo siguientexsepresenta una cantidad arbitraria entre 0y 5, y si fijamzién
entrex ey por la ecuacion = 12x, entoncey es una cantidad entre 0y 12; y reciprocamente, siempre
queyesté entre 0y 1X estaentre 0y 5.

Es decir, Bolzano afirma que la aplicacion dada;p@rlgzx paraxe< [0, 5] establece una biyeccion entre dicho
intervalo y el intervald0,12]. Pero, cuando se trata de conjuntos infinitos, a Bolzano mpadece que la
existencia de una biyeccién sea criterio suficiente pammafique ambos conjuntos son “equinumerosos” y
elige como criterio de comparacién la relacién de inclugttre conjuntos. De esta forma puede comparar
conjuntos infinitos pero no puedeaantificarel infinito y, por tanto, no logra desarrollar, pese a su ittteina
aritmética del infinito.

Le estaba reservadazeorg Canto1845 - 1918) la gloria de ser el primer matematico que daneestel
infinito. Cantor se vio obligado a defender constantemargésovadoras ideas en contra de las opiniones de
influyentes matematicos de su tiempo, alguno de los cualew) Eeopold Kronecker, pasé incluso del ataque
cientifico al ataque personal, si bien otros destacadosrmatitos como Weierstrass, Dedekind o Hilbert
estuvieron de su parte.

El interés de Cantor por los conjuntos infinitos de puntos gdturaleza del continuo procede de sus
tempranos trabajos en series trigonométricas. En 1868nrikegado a la universidad de Halle, Cantor, a pro-
puesta de su coledh E. Heine (1821-18815pe interesé por el problema sobre la unicidad de la repiasén
de una funcién como una serie trigpnométrica. La interpi@tadada hasta entonces a dicha representacion
se basaba en gran parte en que se suponia que era Unica, yhgpehdda serie trigonométrica era la serie
de Fourier de la funcion. Esta creencia fue puesta en eatr@giorque Weierstrass habia probado que para
integrar término a término una serie se requiere convergemiforme.

Consideremos una serie trigonométrica

% + z (ancog2nTx) + b, sen(2nmx) )
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donde por comodidad consideramos funciones de periodo droBlema de la unicidad equivale a probar
que si dicha serie converge puntualmente a cerf®dh entonces sus coeficientes son todos nulos. Esto fue
probado por Cantor en 1870, y en 1872 generalizo este rdeultara ello introduce el concepto de punto
de acumulacién de un conjuntd de nimeros reales, el conjunto de todos los puntos de actignulde

U lo llamo conjunto derivadaleU y lo represent6é pod’. Cantor define los sucesivos conjuntos derivados
ut=u’/,uml= (U")’, y demuestra que si se supone que la serie converge puntualgneon suma cero

en un conjunto de la form@, 1] \ U, dondeU es un conjunto tal que para algdr N se tiene qué" = &,
entonces los coeficientes de la serie son todos nulos. Rr@sdlgue el resultado de unicidad permanecia
valido incluso si se admitia un conjunto infinito de puntosegcionales en los que no se supone que haya
convergencia siempre que estos puntos estén distribuglosathera apropiada. En este articulo de 1872,
Cantor sent6 las bases de la teoria de los conjuntos de pusgaonvencié de que el estudio de los conjuntos
infinitos era esencial para clasificar los posibles congiai® puntos excepcionales, problema que todavia
sigue abierto.

Al principio de este trabajo que estamos comentando, Cdesarrollé una teoria de los nimeros reales
basada en sucesiones de nameros racionales. Ese mismagfagauantes, Dedekind habia publicado su
teoria de las cortaduras. No es ésta la Unica ocasion en ouegdem los intereses de Cantor y Dedekind. De
hecho, la contribucion de Dedekind a la creacién de la te®iaonjuntos es mucho méas importante de lo
gue suele reconocerse. En su famoso tra¥ége sind und was sollen die ZahlgrQué son y para qué sirven
los nimerosppublicado en 1888, Dedekind precisa el significado de |lasamiones elementales de la teoria
de conjuntosngenua y da la definicion general de funcién entre conjuntos abtsisa generalizando asi la
anteriormente dada por Dirichlet para funciones realesmAsmo Dedekind da la siguiente definicion:

Un sistemaS se llamainfinito cuando es semejante a una parte propia de si mismo; en cdsaricpise

dice queSes un sistema finito.

En términos actuales: un conjures infinito, si hay un subconjunto propio, @A & S, y una biyeccion
de A sobreS. En una nota a pie de pagina, Dedekind, afirma haber comuneassddefiniciéon a Cantor ya en
1882 y varios afios antes a otros colegas. También fue Detekiprecursor de las técnicas conjuntistas en
Algebra, introduciendo, entre otros, los conceptosukpq idealy médula
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En una carta a Dedekind, de fecha 29 de noviembre de 187 3prCxHint
maba, sin incluir prueba alguna, que los racionales positlymas generalmente,
el conjunto de las sucesiones finitas de enteros positieaagonerse en corres-
pondencia biyectiva con los enteros positivos, y pregunsaleso mismo se podia
hacer con los nimeros reales. Dedekind le respondi6, awdeltorreo, que en su
opinién nada se oponia a ello, y afiadio, con demostraciduidac que el conjunto
de los nimeros algebraicos si es biyectivo con el de losanpersitivos.

Figura 35. Cantor

Definicion. Los nimeros algebraicoson nimeros, reales o complejos, que son raices de alguaeid@tu
polindbmica con coeficientes enteros. Por tanto, un nimetooreomplejox es algebraico si hay niumeros
enterox €7, (k=01 2,...n) tal quex satisface la ecuacién polindmica

Co+CX+CXP+---+cx"=0

Los ndmeros que no son algebraicos se llatnascendentestodo ndmero racional es evidentemente al-

gebraico, pero también lo son las raices de cualquier ordanicheros racionales positivos y muchos mas.
Intuitivamente, los nimeros algebraicos son los que puebiEmerse a partir de los enteros por procedimien-
tos algebraicos: suma, producto, cociente, divisidneriiterados un namero finito cualquiera de veces. En
ese sentido podemos decir que los niUmeros algebraicoséro“esty alejados” de los enteros. Los niUmeros

trascendentes son justamente lo contrario: son nUmeaasanales “muy alejados” de los enteros.

Hasta 1844 siguio abierta la cuestién sobre si habia o ncidrrales trascendentes. Ese afio, Liouville
mostro que cualquier nimero de la forma

a a ag an

ottt T T

donde para todoneN esa,€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es trascendente.

Demostrar que un nimero concreto es trascendente es.difictrascendencia del nimero e fue de-
mostrada por Charles Hermite en 1873, y Ferdinand Linderftgrd probar la trascendencia teen 1882
(demostrando asi que el problema de la cuadratura del@inouienia solucion).

Para facilitar la exposicién que sigue voy a dar algunasidefires de conceptos introducidos por Cantor
afios mas tarde.

Definicion. Se dice que dos conjuntdsy B sonequipotentesi existe una aplicacion biyectiva de uno de
ellos sobre el otro. Un conjunto se llamamerablesi es vacio o si existe una aplicacion inyectiva de él en el
conjunto de los enteros positivos.
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Es fécil probar que los conjuntos numerables infinitos senipamente los conjuntos equipotentes al con-
juntoN de los nimeros naturales. Por tanto, los conjuntos nunesrabh aquellos conjuntos cuyos elementos
se pueden contar jaunque sean infinitos! El resultado ootadCantor, de qu® es numerable, no deja de ser
muy sorprendente y contrario a la intuicion, pues<sis son nimeros racionales cualesquiera, entre ellos dos
hay siempre infinitos nimeros racionales. Pese a ello, nondaynimeros racionales que nimeros naturales.
La siguiente figura indica una forma de enumerar todos lésmales positivos.

91 (1,9 (2,9 3,9 (4,9) (5,9) (6,9) (7,9 (8,9) (9,9
g4 (18) 8) 3.8) 4.8) 5,8) 6,8) 7.8 8.8) 9,8)
vt (1,7 . 7) . 7) 4,7) 5,7) 6,7) 7.7 8,7) 9l7)
61 (16) ,6) ,6) 4,6) 5,6) 6,6) 7,6) 8,6) 9,6)
51 (1,5) ,5) ,5) 4,5) 5,5) 6,5) 7.5) 8.,5) 9/5)
4+ (144) ,4) ,4) 4,4) 5,4) 6,4) 7.4) 8,4) 9,4)
34 (1,3) 3) .3) 4.3) ,3) 6,3) %) 8.3) al3)
2t 12) ,2) ,2) 4,2) ,2) 6,2) 7.2 8,2) 9,2)
14 L1 .1) 1) 4,1) 1) 6.1) 7.1 8 1) 9l1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

En cada diagonal se cuentan las fracciopgstales quep+ g es constante. Es claro que asi se cuentan
todas las fracciones positivas.

Poco después de las cartas citadas, Cantor logré demoséral gonjunto de los nimeros reales no es
numerable. Merece la pena recordar la demostracion.

Teorema.Dados dos nimeros realas< b se verifica que el interval@, b] no es numerable.

Demostracion.Si [a, b] fuera numerable tendria que ser equipoterite Heamos que esto no puede ocurrir.
Supongamos qué : N — [a,b] es una biyeccion d& sobre[a,b]. En particular¢ es sobreyectiva por lo
que debera sea, b] = {¢(n) : n € N}. Obtendremos una contradiccion probando que tiene quiretgin
elementoz € [a,b] tal quez ¢ {¢(n) : n€ N}.
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Para ello se procede de la siguiente forma. Dividimos ehiate [a, b] en tres intervalos cerrados de igual

b—a
o250

longitud:

aa__Q_b__{:l a+Eb_b__a
’ 3 |’ 3’ 3

y llamamosl; al primero de ellos (es decir el que estd mas a la izquierdahqueontiene &(1). Dividamos

ahora el intervald; en tres intervalos cerrados de igual longitud y llamerioal primero de ellos que no
contiene ap(2).

Este proceso puede “continuarse indefinidamente” puesiestpquen € N, n > 2, y que tenemos in-
tervalos cerrados de longitymbsitiva k, 1 < k< n, tales qudy;1 C Ix para 1< k< n—1,y ¢(k) € Ix para
1 < k< n, dividimos el intervalol, en tres intervalos cerrados de igual longitud y llamarhas al primero
de ellos que no contienedgn+ 1). De esta forma para cadec N tenemos un intervalo cerradg no vacio
verificandose qué, 1 C Iny (n) € |, para todan € N. El principio de los intervalos encajados nos dice que
hay algin nimero rea que esta etodoslos |,. Por tanto, cualquiera seec N, por serze I,y ¢(n) € Iy,
se tiene necesariamente qug ¢(n), esto esz¢ {$(n) : n € N} pero, evidentemente,c [a,b]. m|

¢ Te recuerda algo la demostracién anterior? ¢ Quizas aisdbdidad infinita del continuo? Pues claro,
lo que estamos haciendo es dividir infinitas veces un segniehprototipo decontinug. Lo que nos dice
este resultado es que, aunque lo dividamos en un infinit@ladéupartes, siempre nos quedaran puntos que
no habremos tocado. Aristételes afirmaba que un continudepdigidirse en cualquier parte pero no en todas
partes: hay que darle la raz6n en este punto.

Es facil probar que cualquier intervalo no reducido a un @@ equipotente R. El teorema anterior
demuestra que “hay muchos més nimeros irracionales quaaées” pues mientras que podemos enumerar
los racionales no podemos hacer lo mismo con los irracienge&ue no hay biyecciones NesobreR\ Q.

Deducimos también la siguiente estratgogaa probar que un conjunto &R no es vacio es suficiente
probar que su complemenf®\A es numerabl¢jcon lo cual, de hecho, estamos probando 4ues infinito
no numerable!).

Puesto que los nimeros algebraicos son un conjunto nuragddducimos, de forma no constructiva
isin dar ni un solo ejemplo!, que en todo intervaloRlehay infinitos nimeros trascendentes. Compara este
razonamiento con el tradicional constructivo seguido afides por Liouville para probar que hay nimeros
trascendentes. Cantor publicé estos resultados, el suydey®edekind, en un trabajo de tres paginas titulado
Uber eine Eigenshaft des Inbegriffes aller reellen algédraen Zahler(Sobre una propiedad del sistema
de todos los numeros algebraicos redlés874). Es muy llamativo que el titulo de este trabajo, merado
como el nacimiento oficial de la teoria de conjuntos, no hatgencia alguna al resultado que hoy conside-
ramos como el principal: la no numerabilidadileAdemas la propia presentacion del trabajo elude destacar
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estos resultados. Posiblemente, Cantor temia la reaca@mpudiera provocar un trabajo tan radicalmente
innovador. Porque lo que él hacia era probar que en cualigtéevalo[a,b] C R cona < b hay, en un senti-
do matematico preciso, mas nimeros que todos los nimemwraicps juntos, de donde se deducia que en
[a,b] tenia que haber nimeros trascendentes. Esta es una demogtieexistencia puraalgo nuevo en las

matematicas.

Naturalmente, Cantor sabia muy bien que habia descubisatpropiedad especifica del continuo: su no
numerabilidad. Disponia ya de dos tipos de conjuntos inBnif y R, claramenteN tenia un tamafio mas
pequefio qui. Precisar esa idea de tamafio y elaborar una teoria de canfpada conjuntos infinitos es lo
gue hizo Cantor en los siguientes veinte afios y, casi contvalantad, se vio llevado a desarrollar la teoria
de nimeros transfinitos y la teoria de conjuntos como ungtirsmatematica independiente.

En 1877, Cantor probd, para su propia sorpresa, que losgdetglano podian ponerse en correspon-
dencia biyectiva corR, y, mas general, que los espaci®'s son todos ellos biyectivos a la recta real. Este
resultado fue de los que mas desconcierto provocé entre dsnmaticos contemporaneos.En 1883, en su
trabajoFundamentos de una teoria general de conjungssribe:

La presentacion de mis investigaciones hasta la fecha ga tlconjuntos, ha alcanzado un punto donde
su progreso depende de una extensién del concepto de nuntero mas alla de sus limites actuales.
Esta extension sefiala en una direccion que, por lo que yo $& sido investigada por nadie todavia.

[...] Por atrevido que esto pueda parecer, tengo que expres&olo la esperanza, sino también la
firme conviccion de que esta extension tendra que ser coadaeon el tiempo como absolutamente
simple, adecuada y natural. Pero no se me oculta de ningumeran@l hecho de que en esta empresa me
encuentro situado en una cierta oposicion a concepciongextendidas acerca del infinito matematico,
y a opiniones formuladas frecuentemente sobre la natardielzaimero.

En este trabajo Cantor introduce Inédmeros transfinito® cardinales transfinitosPor el mismo proceso
gue podemos abstraer la idea del nimero 5 como la clase delaxdoonjuntos equipotentes a un conjunto
cualquiera con cinco element@sb, ¢, d, e, de la misma forma este proceso permite, dado un conMnjmor
doble abstraccion de la naturaleza de sus elementos y dblgposden en que estén dados, asocisf an
objeto matemético, representado pit, que se llamau numero cardinab potencia que es el mismo para
todos los conjuntos equipotenteMaCuandaM es finito,iM es el nUmero de elementos e la potencia de
los conjuntos numerables (infinitos) la representd Cardoilp (O es la primera letra del alfabeto hebreo, se
pronuncia “alef”); la potencia de la recta real y de cualgingervalo de la misma, no vacio y no reducido a
un punto, se representa poy se llama lgotencia del continuo

Cantor define una relacion de orden entre nimeros cardirsales N son dos conjuntos, diremos que
M < #iN si existe una biyeccion dé sobreuna partede N. Si, ademas, no existe ninguna biyeccién entre
ninguna parte d&/ y la totalidad deN, se escribéM < #N. Con esta definicion se tiene qlk < ¢. Para
nameros cardinales finitos esta relacién de orden es la.usaalemostracion de qu& es una relacién
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de orden entre nimeros cardinales esta muy lejos de serlfédailificultad estaba en probar la propiedad
reflexiva, es decir, $iM < £N y tambiéniN < #M, entonces efiM = §N. Este resultado fue probado en 1898,
y se conoce como teorema de Cantor - Bernstein. Se verifiemas] ques es una relacion de orden total,
es decir, dados conjuntdb y N se verifica alguna de las relaciorids < #N o #N < £M. La demostracion de
este resultado exige usar el axioma de eleccion, tambigadla axioma de Zermelo.

Todos esto esta muy bien, pero ¢cuantos nimeros cardinfile®s hay? Hasta ahora solamente cono-
cemos dos. Cantor ide6 un procedimiento por el cual, dad@mojuictoM, se puede construir un conjunto
cuyo cardinal es estrictamente mayor. Para ello, definiogLotoP(M) como el conjunto cuyos elementos
son todos los subconjuntos he

PM)={A:ACM}

Teorema.No existe una biyeccion entM y P(M). Es decir, se verifica que:
M < 4P(M).

Demostracion.Supongamos, para obtener una contradicciénygull — P(M) es una biyeccion. Sea=
{xeM:x¢ P(x)} € P(M). Comoy es una biyeccion existira ume M tal quey(a) = A. Y tenemos que:
acy(a) si, y solo sia¢ P(a). m|

Suele escribirsgP(M) = 2M igualdad que, para el caso de conjuntos finitos, es conocida

Por tanto, los conjuntos
P(M),P(P(M)),P(P(P(M)))...

tienen todos ellos distinto nimero cardinal.

Cantor siguio desarrollando sus ideas en una serie de ab#jds publicados en los afios 1878 a 1884.
El desarrollo de la teoria de conjuntos condujo a algunasatinciones, las llamadg@aradojas de la teoria
de conjuntosEllo era debido al punto de vista ingenuo adoptado respetds conjuntos. Se pensaba que
cualquierpropiedad mateméaticéP(x), definia su correspondiente conjunto, a saber, el formad®opele-
mentos para los cuales dicha propiedad es verdadera. Ppi¢gad mateméticaR(x), se entendia cualquier
expresion simbdlica bien formada que tenga libre la vagigbEsto se conoce conaxioma de abstraccién
La primera formulacién explicita del mismo fue hecha @amttlob Frege (1848-192%)n 1893 en su obra
Grundgesetze der Arithmet{k_eyes Basicas de la Aritmética”). En 1902, estando en énfa el segundo
volumen de la obra citada, recibi6 una carteBaéetrand Russell (1872-197@h la que mostraba la siguiente
contradiccion derivada de dicho axioma. Consideremoglaiesite propiedadP(x) = x ¢ x y definamos el
conjuntoW = {x: x ¢ x}. Entonces resulta que\&i ¢ W es porquéV ¢ Wy siW ¢ W debe seWW e W. Una
contradiccion insalvable, conocida comqolaradoja de RusselDtra paradoja, conocida conparadoja de
Cantor, resulta de la consideracion d&njunto de todos los conjuntgsues si llamamol = {x: x=x} a
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dicho conjunto universal que contiene a cualquier conjuetoncesP(U) c U por lo quetP(U) < tU lo
gue contradice el resultado antes visto. Estas paradajesesiipo l6gico.

Surgieron otras paradojas de tipo semantico y se derivan depacidad del lenguaje para referirse a
si mismo. Una de las mas conocidas es la de Berry (1906).dBxiatichas expresiones en castellano que
permiten describir nimeros naturales, cada una de ellasacde un nimero finito de caracteres gramaticales:
letras, comas,... Considera la expresl&ea x el menor nimero natural que no puede ser descrito carome
de cien caracteres”Resulta que dicha expresién describe con menos de ciecter@sa un nimero que no
puede ser asi descrito.

La solucién fue axiomatizar la teoria de conjuntos paraegiie pudieran formularse paradojas como las
anteriores lo que, para evitar las paradojas de tipo seccantiliga al uso de un lenguaje formalizado y, para
evitar las de tipo logico, a restringir de alguna forma Is®ricia de conjuntos “demasiado grandes” como los
conjuntosW y U anteriores. Observa que el axioma de abstraccion es edagalnesquema axiomaticga
que para cada eleccion de la propie@d) resulta un axioma afirmando la existencia de un cierto coojun
Zermelo (1871-1953)ropuso modificar dicho axioma debilitandolo de la manegaisnte:

Para toda propiedad B) definible en la teoria y para todo conjuntg éxiste un conjunto B
cuyos elementos son exactamente aqueko& gue cumplen §X).

Es decir, Zermelo postula la existencia del conjuBite {xc A: P(x)}.

Este esquema axiomatico de Zermelo permite obtener cagjargartir de otros, y cuyo tamafio es menor
que el de aquellos de los que han sido obtenidos. Esto ingplieanecesariamente, para formar un conjunto
debemos partir de otro previamente dado. Por ello hay qudiradteos axiomas que garantizan la existencia
de aquellos conjuntos necesarios que no pueden obtenensesobconjuntos de otros conjuntos dados. Esto
ha dado lugar a leeoria axiomatica de Zermelo-Fraenkel.

En la teoria de Zermelo-Fraenkel, la no existencia de uruotmjV tal quexeW si, y solo six ¢ x es
un teorema Pues si un tal conjunto existiera se llega a la contradicd® quew € W si, y sélo siwW ¢ W.
Observa que ni siquiera es posible considerar en esta sgdaomowW = {x: x ¢ x}. Por tanto, tampoco
existe en esta teoria un conjunto univetdalya que si tal conjunto existiera también existiria el catgu
W = {xeU : x ¢ x}, lo que acabamos de ver que es contradictorio.

Observa que no podemos definir el “complementario absollgalin conjuntd, es decir, no existe un
conjuntoA°® cuyos elementos sean los conjuntos que no pertenekeli @xistiera, entonces también existiria
el conjuntoJ = AU A° cuya existencia acabamos de ver que lleva a contradiccion.

Las operaciones con numeros transfinitos se definen comdéatipor medio de las correspondientes
operaciones conjuntistas. Por ejemplo, el prodtibtetN es, por definicion, igual @M x N) dondeM x N
es el conjunto producto cartesiano Eey N. Analogamente se define la surfd + N como el nimero
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cardinal de la unién disjunta dé¢ y N. Estas operaciones son asociativas, conmutativas ybiiseas pero,
para cardinales transfinitos se cumple que

M +EN = M - N = max{tM, iN}

Esto es, la aritmética transfinita no responde a las reglesassde la aritmética finita. Pero esto no quiere
decir que sea contradictoria, simplemente, es diferente.

El trabajo de Cantor cambi6 la forma de ver las matematicaslyéapor ser ampliamente aceptado. La
visién que Cantor tenia de las mateméticas puras es muy barpara €l, las matematicas puras son el reino
de la libertad y las llamaba “matematicas libres”, porquesea creacién de la libertad del espiritu humano
cuyas Unicas limitaciones son la coherencia y la no cortati.

7. Los origenes del Analisis Funcional

Los origenes del Analisis Funcional estan estrechamelai@apados con la teoria de ecuaciones integra-
les y los sistemas de infinitas ecuaciones lineales, lacienes diferenciales y el calculo de variaciones, el
desarrollo de los conceptos topoldgicos, la teoria coigtay la evolucion del 4lgebra “moderna”. El Andlisis
Funcional naci6 en el primer tercio del siglo XX y sus origeastan en los trabajos de David Hilbert y Ivar
Fredholm en ecuaciones integrales y teoria espectral dadpes, los trabajos de Henri Lebesgue, Maurice
Fréchet y Frigyes Riesz en teoria de la medida y espaciosaatust, y los trabajos de Eduard Helly, Hans
Hahn y Stefan Banach sobre la teoria de dualidad. Todos teabzgos aparecen entre los afios 1900 y 1932,
fecha esta Ultima que, con la publicacién del libro de StBfanachThéorie des opérations linéairess con-
siderada la fecha de nacimiento del Andlisis Funcional corateria de estudio por derecho propio debido a
su gran aplicabilidad a multitud de problemas en diversogcs. El siguiente es un breve sumario de fechas
importantes en el desarrollo de todas estas ideas:

= 1900 trabajo de Erik Ivar Fredholm sobre ecuaciones inkegjra
= 1902 tesis de Henri Lebesgue sobre integracion.

= 1906 trabajo de David Hilbert sobre teoria espectral.

= 1906 tesis de Maurice Fréchet cobre espacios métricos.

= 1910y 1911 trabajos de Frigyes Riesz sabj@b] y L.

= 1912y 1921 trabajos de Eduard Helly.

= 1922 Tesis de Stefan Banach sobre espacios normados.
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= 1927 trabajo de Hans Hahn y 1929 trabajo de Banach sobrelddali927 trabajo de Banach y Hugo
Steinhaus.

= 1928 libro de Fréchdtes espaces abstrait 1932 libro de BanacHhéorie des opérations linéaires

Célculo de variacioneg. Sistemas de infinitas ecuaciones lineales 1870-10913.
Teoria de conjuntos Teoria de ecuaciones integrales 1823-1896.
Escuela italiana. Fredholm 1900-19031.

Calcolo Funzionalea 1885.
Ascaoli, Arzela, Volterra.

Escuela francesa. Escuela alemana.
Calcul Fonctionnelica 1906. Hilbert, Schmidt, Hausdorff
Hadamard, Fréchet, Lebesgle. Teoria espectral ca 1906

Teorema de Riesz-Fisher 191)7

l

Analisis funcional lineal ca 1920-1930
Banach, Hahn, von Neumann

Figura 36. Los origenes del Analisis Funcional

En los afios que van de 1900 a 1932, los matematicos desaubgee problemas procedentes de di-
ferentes campos compartian una serie de caracteristioasnes que permitian abordarlos en un contexto
unificado, aunque para ello era necesario omitir ciertoalldstno esenciales. Naturalmente, esto condujo a
un planteamiento cada vez mas abstracto de los problemasaasideracion de espacios de funciones de
diversos tipos y, finalmente, al nacimiento dedgpacios abstractaan los que hay una estructura algebraica
gue satisface ciertos axiomas compatible con una topglpgia en los que no se especifica para nada la
naturaleza de sus elementos. Una clara ventaja de estedawikia abstracto, es que los resultados obtenidos
pueden aplicarse en cualquier contexto que satisfaga lomaz de la teoria.

El desarrollo del Analisis Funcional marca un hito en la &amla de las matematicas, dominante desde

principios del siglo XX, hacia la generalizacién y unifidatj la axiomatizacién y la abstraccion. Un aspecto
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central en este camino es la emergencia del concepto fumdaindeespacio funcionalesto es, un espacio
dotado de cierta estructura algebraica y topoldgica cpyoasosson funciones. Aunque parezca anecdaético,
hubo que recorrer un largo camino para representar unadfurecin una sola letra, digamds en vez de
referirse a sus valorelx). Se necesitd mucho tiempo para dejar de ver una ecuaci@entfel o integral
solamente como eso, como una simeteiacionque hay que resolver, y empezar a considerarla como un
operadorentre espacios de funciones. Lo caracteristico del Agdfisincional es la consideracion de espacios
funcionales donde las propiedades individuales de lasdoas no son objeto de estudio sino las propiedades
estructurales de tales espacios en sus aspectos algshyraommlogicos.

7.1. Sistemas de infinitas ecuaciones lineales

La técnica de solucién de ecuaciones diferenciales poé&do de los coeficientes indetermingaosy
usada en el siglo XVIII, conducia a sistemas de infinitas @ounas lineales con infinitas incognitas. Esta
técnica consiste en suponer la existencia de una solucifm camo suma de una serie de potencias cuyos
coeficientes hay que calcular, sustituir dicha serie enda@oén diferencial e identificar los coeficientes de
las mismas potencias lo que daba lugar a un sistema de isfatiteciones lineales. Aunque los coeficientes
a calcular eran infinitos, cada una de las ecuaciones Imdalesistema tenia solamente un nimero finito de
los mismos lo que, si todo iba bien, permitia obtenerretacion recurrenteentre los coeficientes de la serie
gue permitia resolver el sistema de infinitas ecuacionepnicas convencionales para el caso de un nimero
finito de ecuaciones. Puesto que se trataba de una técniéécdccuyos resultados debian comprobarse en
cada caso, no hubo intentos de desarrollar una teoria ¢ieledirdes sistemas de ecuaciones.

Parece ser que el primer sistema de infinitas ecuacionedd&Beo recurrente es considerado por Fourier
en suThéorie analytique de la chale(t822). Se trata de encontrar una solucion de la ecuaciéreditial

0%u 0%u T T
ﬁ(x,y)%—yz(x,y) =0, x>0, —5<Yy<3

con las condiciones de contorng0,y) = 1 para—T/2 <y < Ti/2, u(x, —11/2) = u(x,/2) = 0 parax > 0,
IiT u(x,y) = 0. Se trata de un modelo matematico de la temperatura esssici@n el interior de una placa

X—+00

infinita de forma rectangular, cuyos bordes se mantienemesriperatura prefijada.

Fourier, con su habitual método de separacion de varighteu(x,y) = f(x)g(y) y calculaf y g sin
tener en cuenta las condiciones de contorno. Obtiene asliieién

u(x,y) = € ™cogny)

donden es cualquier valor real. Para que se cumplan las tres Ultoradiciones de contornodebe ser un
entero positivo impar. Puesto que se trata de un problereaallifourier usa gbrincipio de superposiciog
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considera la solucién dada por la serie:
u(xy) =y cae ®¥cog2n—1)y
n=1

donde los coeficientes, deben ser determinados de forma que
hd T T
1= cog2n—-1 —— < =
n;cn g )Y, 5 <Y<3

Ahora Fourier deriva sucesivamente la serie y sustijuye obteniendo el sistema de ecuaciones

8

1 = Cn
n=1

0 = (2n—1)%c,
n=1

0 = (2n—1)*c,

>
ST
I

donde las incAgnitas son los coeficientgsPara resolver este sistema, Fourier, considera solatasmeme-

rask ecuaciones i incognitas. Un calculo elemental proporciona las solun}imff) , c<2k), . ,cf('<> y, finalmente
obtiene: )
4 (-1
=limck =~ _
o T on—1

Con lo que queda determinada la soluaifr y) y ademas:

nm 2 (-t T T
S5 Y cogon—1 _L =
27 2 -1 oS-y 2°Y°2

Seguidamente, Fourier, comprueba, por calculos direqtes sus resultados son correctos. Aunque los re-
sultados de Fourier son correctos, sus razonamientos legpdnde serlo, de hecho cuando se sustituye el
valor calculado para, en el sistema lineal, las series resultantes, a partir degiansla en adelante, no son
convergentes.

Esta forma de proceder de Fourier, sustituyendo un sisteniafiditas ecuaciones lineales con infinitas
incognitas,{x : ke N}, por sus primeras ecuaciones lineales con las incognitgs,: 1 < k < n}, calcular
las soluciones del mis;m%xf(n> 1<k n}, y hacer tenden a infinito, es lo que Riesz1p]) llamaprincipio
de las reducidasEste principio puede considerarse como un paso “de lo finitoinfinito” y tuvo un papel
importante en la teoria de tales sistemas de infinitas emmei En la teoria de las ecuaciones integrales
veremos una variante del mismo que puede considerarse d¢dpase de lo discreto a lo continuo”.

Que el principio de las reducidas no siempre proporcionagmies queda claro con el siguiente ejemplo
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de Helly (1921). El sistema

= X1+X+X3+Xg+---

Xo+Xg+Xa+ -
= X3+ Xa+ -

N N N

No tiene solucion porque restando a cada ecuacion la qugue se deduce que debe gge= 0 para todo
neN. Sin embargo cada sistema reducido tiene como solugiénl, xx = 0 parak=1,2,...,n—1.

El principio de las reducidas de Fourier paso desapergilyitiene que pasar casi medio siglo para que
a partir de 1870 algunos matematicos se interesen por l@snsis de infinitas ecuaciones lineales. En el
ultimo tercio del siglo XIX se desarrolla una teoria de deieantes infinitos que se aplica para resolver
sistemas de infinitas ecuaciones lineales en casos parésulLos detalles de esta historia se exponen en
los dos primeros capitulos déd). Para aplicar el método clasico de los determinantes aistsnzas de
infinitas ecuaciones lineales era necesario imponer ciamgis Mas 0 menos restrictivas pero, como afirma
Riesz, tales restricciones venian impuestas por el mét@dogue por el problema en si. En 1913 F. Riesz
publicé su memoriaes systemes d’équations linéaires a une infinité dincaena que desarrolla una teoria
satisfactoria de tales sistemas sin usar el principio deeldscidas ni determinantes infinitos. Volveremos
sobre esto méas adelante.

7.2. La escuelaitaliana: Ascoli, Arzeld, Volterra

En 1696 Johann Bernoulli desafié a “los mas brillantes maieosadel mundo” a resolver el problema
de labraquistécronao curva de mas rapido descenso. Newton, Leibniz, L'HO6pitals hermanos Johann
y Jakob Bernoulli encontraron que dicha curva es la ciclolddos ellos dieron sus soluciones en términos
geomeétricos o mecanicos. Nosotros sabemos que la curvadayse y(x), a < x < b, es la que hace minima
la integral:

VY(X)

Previamente, en 1687, Newton habia estudiado el probleimsotido de revolucién que experimenta una

b ey
f 1+y'(x) dx
a

minima resistencia cuando se mueve a través de un fluido laraogon velocidad constante en la direccion
de su eje de revolucion. Si gs=y(X), a< X < b, la curva generatriz de dicho sélido, Newton afirma que la
solucién buscada hace minima la integral:

(YOI (0%

T+y (02

a
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Otro problema del mismo tipo es el siguiente. Calcular eoias las curvag = y(x) satisfaciendg(a) = 0,
y(b) = 1 la que al girar su gréfica alrededor del eje de abscisasaenarsuperficie de area minima. Es decir,
gueremos hacer minima la cantidad:

b
fy(x)\/1+y’(x)2dx

a
Problemadsoperimétricoso de calculo degeodésica® superficies minimaleambién responden al mismo
modelo: calcular la curva o superficie que maximiza o mingm@s valores que toma una expresion anali-
tica en la que interviene una curva o superficie desconoEigaEuler quien en 1756 llamo a estos proble-
mascalculo de variaciones\olterra (1860-1940)lamé a estas expresiones analiticas “funciones de linea”
o “funciones de funcionesHadamard (1865-1963ugiri6 otro nombre y llamé a estas funciones “especia-
les” funcionalesy se referia al célculo de variaciones como “el analisis deifinales”. Parece ser que fue
Paul Levy (1886-1971¢l primero en usar la expresién “andlisis funcional” en 1922

En el Célculo de Variaciones se trata de maximizar o minimina expresion del tipo

b

() = [ FO,00,9'(x)) dx

a

dondeF es una funcidn suficientemente buena y la varigblgertenece a una cierta familfa de curvas
definidas en el intervalfa, b]. Es en este contexto donde aparece primero la ideamipo funcionalcomo
conjunto de funciones admisibles, y la de distancia entneifunes. Se suponia, apoyandose por lo general
en razones fisicas 0 geométricas, que la existencia detmaimin{J(¢) : ¢ € F} o del maximo estaba garan-
tizada cuando la funciéR estaba acotada. Pero Weierstrass en 1870 prob6 con un ejgogksto no era

asi.

En 1887 Volterra publicé varios trabajos en los que invesiigclases especiales de funcionales, definidos
como aplicaciones continuék: ¥ — R, donded es una clase de funciones reales definidas en un intervalo
[a,b]. Ya que estos parecen ser los primeros trabajos en los qetisés funcionales en general, se considera
gue 1887 es el afio de nacimiento del analisis funcional.

Es sabido que la compacidad garantiza la existencia devessrde funciones continuas reales. Esto llevo
a otro matematico italianGesare Arzela(1847-1912) a intentar justificar el calculo de variacionsando
conceptos de compacidad secuencial. Usando el concegiguieontinuidadntroducido porGiulio Ascoli
(1843- 1896), probd el que seguramente es uno de los primesokados notables de analisis funcional co-
nocido comaeorema de Ascoli-Arzelgublicado en 1883Si una sucesiofif,} de funciones realedefinidas
en un intervalda, b] estd uniformemente acotada y es equicontinua entonces algnna sucesion parcial
uniformemente convergenteste teorema es una generalizaciéon del teorema de Bolzemsivass para su-
cesiones numéricas acotadas al espacio de dimensiénadijajb].

Puede ser conveniente hacer un poco de historia sobre largemeia uniforme que es la convergencia
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en el espaci€|[a,b]. Ya vimos como Cauchy afirmaba que la suma de una serie cemterde funciones
continuas es ella misma una funcién continua, y Abel repague eso no era cierto. El asunto permanecié asi
por unos afios hasta que en 1&t3keq1819-1903), en 1848eidel(1821-1896) y en 1853 el propio Cauchy,
independientemente, demostraron que la convergenciaromgfes suficiente para asegurar la continuidad de
la funcidn limite. No obstante, Weierstrass ya habia usadoreepto de convergencia uniforme en algunos
manuscritos no publicados de 1841. Ninguno de ellos pudorgrar una condicién necesaria. Fue Arzela
quien pudo dar en 1884 una condicién necesaria y suficiemtequee la funcién limite puntual,, de una
sucesion{ f,} de funciones continuas en un intervdipb] fuera continua: que la convergencia sxesi-
uniforme Es decir que para todo> 0, y para todgp € N exista un conjunto finito de indiceg,d,...,0n
mayores o iguales que tales que para cada [a, b]:

min{|fq(t) —f(t)|: 1<i<n} <&

El Célculo de Variaciones esta estrechamente relacionadaigo de los problemas mas importantes del
Analisis del siglo XIX: elProblema de DirichletEste problema consiste en encontrar una funcién arménica
uen un dominicQ C R"y continua e cuyos valores en la frontera @evienen dados por una funcidn
Au(x) =0 (xeQ)

u(x) = f(x) (xeFr(Q))
donde

N 9%u

Aux) =3 =5(x)
i; X
es el operador de Laplace.

Es un problema fundamental en muchas areas de la Matemddi€asyca, y los esfuerzos para resolverlo
dieron lugar a nuevas ideas y propiciaron el desarrollo dgamiteorias. En algunos casos simples el problema
de Dirichlet puede resolverse en forma explicita. Por ejepi@ solucion del problema de Dirichlet para un
disco enR? esta dada por la conocida férmula integral de Poisson. Istemdia de solucion no siempre esta
asegurada.

El principio de Dirichletafirma que dicho problema es equivalente a encontrar un@funde claseC?
enQ y continua erQ, verificando queu(x) = f(x) para todax € Fr(Q), y que es entre todas dichas funciones

Este principio convierte un problema de contorno para la&én de Laplace en un problema de tipo varia-

la que hace minima la integral

cional. Los intentos de probar la existencia y unicidad dmlacion del problema de tipo variacional que se
hicieron durante el siglo XIX sélo tuvieron éxito para unase bastante restringida de dominios y las cosas
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se complicaron cuando en 1860s Weierstrass demostrd, pho me un ejemplo, que el problema de con-
torno para la ecuacién de Laplace para el caso de una comdieifrontera continua podia tener solucion y
el correspondiente problema variacional no tenerla. FlleeHiquien en 1900 logré justificar el principio de
Dirichlet bajo la hip6tesis de que existiera al menos unaifimen las condiciones indicadas para el problema
variacional cork(u) < co.

7.3. Las ecuaciones integrales y su influencia en el desatmtiel Analisis Funcional

10E| estudio formal de las ecuaciones integrales suele rearsmga 1823 cuando Niels Abel estudiando
un problema mecanico relacionado con la tautocrona restlebiguiente ecuacion:

X
!jégm:mm

dondeg es una funcién conocida que da el tiempo de descegso &x) es la curva buscada. En la termino-
logia introducida por Hilbert, este es un ejemploegeacion integral de primera espegiga que la funcién
incognitaf aparece sélo bajo el signo integral. Una ecuacion integugl parecida fue resuelta de forma in-
dependiente por Liouville en 1832(f], pg 38). En 1836 Sturm y Liouville transformaron algunasasiones
diferenciales en ecuaciones integrales. Asi toda solut#da ecuacion:

y'(X) —a(x)y(x) +Ay(x) = 0
dondeq es una funcion real continua émb] y A > 0, también es solucion de la ecuacion integral
X
y(X) = acosvAx+ bsenvAx+ % fq(t)y(t) senvVA(x—t)dt
a

Esta es un&cuacion integral de segunda espe@ees la incognita aparece tanto dentro como fuera de la
integral. En general, el problema de Sturm-Liouville:

p(X)U”(x) + p' (XU’ (X) +r(x)u(x) +Au(x) = O
ou(a)+pv(a) = 0O
ou(b)+Bu’(b) = 0O

dondepeC([a,b]) es una funcion positivacC([a, b]) y A€ C, es equivalente a la siguiente ecuacion integral

b
u() + [ GOxy)u(y)dy =0

10En algunos puntos de esta seccién sigo muy de cerca el téd&dBombal §]. La referencia basica para ecuacio-
nes integrales es el libr@ §].
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dondeG es lafuncion de Greenlel sistema (los detalles pueden consultarseépn [

En 1837 Liouville introdujo el método de iteraciones patsoheer ciertos tipos de ecuaciones integrales.
En 1865 A. Beer redujo el problema de Dirichlet para un doonthien el plano al célculo de una funcign
verificando una ecuacién integral del tipo:

b

600+ [ k(x )d(y) dy = (X

a

dondef es la condicion en la fronterakyes una funcién continua y simétrica. Si consideramos |agjiate
como un operadd (¢)(x) = jat’ k(x,y)$(y) dy, podemos escribir la ecuacion integral de la forma

(1+K)(9) = 1
Esta ecuacion fue resuelta en 1877 por Carl Neumann en @smdauna serie
O =(1+K) M (f)=f—K(f) + K (f) = K3(f) +---

cuya convergencia pudo probar en ciertos casos.

Fue en 1888 cuando P. du Bois-Reymond sugirié el nombexdaciones integralgsara designar este
tipo de problemas, y propuso desarrollar una teoria gederalles ecuaciones como método alternativo para
resolver problemas de ecuaciones diferenciales. J.M. lue R@94) y V. Volterra (1896) fueron los primeros
matematicos que probaron teoremas de existencia y unipatadina clase general de ecuaciones integrales.
Aungue sus métodos eran parecidos, el trabajo de Voltevcarhéas influencia porque incluia una férmula
explicita para la solucion y enfatizaba un principio baslacanalogia de las ecuaciones integrales con un
sistema de ecuaciones lineales algebraico. En 1896 \@ltlmsarrollé una teoria general para ecuaciones
integrales del tipo

609 A [ Kx Dot dt = () (40)

gue ahora se llamagcuaciones de Volterra de segunda claSe supone que las funciones que intervienen
son continuas y quiex,t) = 0 parat > x. Volterra usa un desarrollo en términos de iteradas panesapla
solucion por medio de una ecuacion integral de segundaiespec

Los trabajos decisivos en ecuaciones integrales fueraiiesen 1900Sur une nouvelle méthode pour
la resolution du probléme de Dirichley 1903,Sur une classe déquations fonctionnelfesr lvar Fredholm
(1866-1927). En dichos trabajos se desarrolla una comjglet& de la ecuacion integral de segunda especie

b

609 A [ Kx Dot ot = f(x) (41)

a

Observa que cuanddx,t) = 0 parat > x, esta ecuacién se convierte en la ecuacion integral derké{@).
Podemos, por tanto, razonar sobre la ecuacién integraledih&im @1).
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El método de las aproximaciones sucesivas, usado por Mgltemsiste en escribir la ecuaciéi)en la
forma

b
009 = F()+A [ kO H)o(t) ot (42)

y partiendo de una funcién inicial, por ejempig = f, se define por recurrencia

b

On(X) = F(X) +A f k(xt)on1(t)dt  (n=1,2,3,...)

a

que puede escribirse en la forma

- i)‘m‘“m(x) (43)
dondeyo(x) = f(x) y X
= [ knx) F(y)dy (44)

dondeky(x,y) = k(xy) y
b
1(%,Y) :kaz)km zy)dz (m=1,23...)
a
es la sucesion de lagicleos iteradasPodemos escribid@) en la forma

b
on(0) =T+ |

iwmmdfmw (@5)
m=1

La funcién dada por
H(X;Ya}\) = )\nkn l(x7y)

se llamancleo resolvente la funcién

W) = f(x) = | Hxy,A)f(y)dy

“’;:U

es solucion de la ecuacién integrdP). Por supuesto, para asegurar la convergencia de estespioag que
hacer hipétesis adecuadas en las que no vamos a entrar.

En general, el método de las aproximaciones sucesivas tperasolver la ecuaciortl) para valores
pequefios d¢\|. EI camino seguido por Fredholm fue diferente y consisti@efnir un “determinante” y
resolver la ecuacion integral por analogia con un sistegebedico de ecuaciones lineales.

Dividamos el intervalda,b] enn partes de igual longitutl = (b — a)/n. Reemplacemos la integral en
(41) por una suma de Riemann para obtener una ecuacién apraimad

—)\hik(x,tj)(l)(tj): f(x)  xelab] (46)
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Hagamos sucesivamente en esta igualdads, ty, . . .,t, para obtener los valores aproximadosdg). Ob-
tenemos asi el sistema de ecuaciones lineales en las itasiy(t|):

di—MYkid=f i=12...n (47)
]Z\ 9]

dondef(s) = fi, d(s) = i, k(s s;) = kij. La solucion de este sistema depende del valor del detemieina

1-Ahks  —Ahkiz -+ —Ahkg,
—Ahko;  1—Ahkyy -+ —Ahkg,
—Ahky —Ahky .- 1—Ahkq,

que es un polinomio eh. Si A(A) # 0, el sistema47) tiene solucion Unica. Resolviendo este sistema y
sustituyendo los valores obtenidps= ¢(tj) en @6) obtenemos una solucién aproximada 48 (

Q(X,tl,tz, ... ,tn,)\)

0 (X) 2 F(X)+A )

(48)

dondeQy A son polinomios ef.

Cuandon — o, las sumas de Riemann etf] tienden a la integral erl(), por lo que podemos esperar
gue el lado derecho dd§) converja a una solucién exacta dd), Razonando de forma parecida, Fredholm

propuso como solucién dé1):
b

d(X) = f(x)+AjR(x,t,)\)dt (49)
donde 5 \ . 1 . e
ROGEA) = ([’)(&;\’)), D()\):n;(_T)An)\”, D(x,t,x):n;(_n!) Bn(X A"
siendo

b b
I
a a
b b t t
Bn(X7t) = jfk(xj lj.n,n)dtl...dtn
a a

k(Xl,tl) k(X]_,tn)

(xl,---,xn>
tla"'at

" K(%,t1) - KO, tn)

El calculo deA, y B (x,t) puede hacerse por medio de relaciones de recurrencia. ti@fid(\) se llama el
determinante de FredholpnD(x,t,A) el primer menor de Fredholrde la ecuacion4l). La funcionR(x,t, )

se llama laesolventeo el nucleo resolventde la ecuacion4l).
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La ecuacion integral
b
609 A [ K(t,99(t)dt = f() (50)

se llamaecuacién transpuestde la ecuacién4l). Se verifica que ambas ecuaciones tienen el mismo deter-
minante.

Bajo hipotesis convenientes, Fredholm justificd los prosede convergencia, probé q&\) es una
funcion entera, y obtuvo los siguientes resultados comsaomo laalternativa de Fredholm

= SiD(A) # 0 entonces la ecuaciéa) tiene una Unica solucién que viene dada @®),(y la ecuacion
homogéneasociada

b
609 A [ KxDo(t)dt =0 (51)
solo tiene la solucion trivial nulg = 0.

= SiAg es un cero d®(A) de multiplicidadm entonces la ecuacié®l) y la correspondiente ecuacion
homogénea de5() tienenm soluciones linealmente independientes. En tal caso la#guél) tiene
solucion si, y sélo si, la funciom satisface que

b
ff(x)q)k(x)dx:o (k=1,2,...,m)

donde laghk, 1 < k< mson soluciones linealmente independientes de la ecuatiggral homogénea
transpuesta.

Fredholm escribe:

Considerando la ecuaciédl) como una transformacion que convierte la funcien una
f, escribo esta misma ecuaciSa(x) = f(x) y digo que la transformacio§ pertenece a la
funcionk(x,y).

Es claro que en este trabajo se encuentran ya los principiama teoria de operadores entre espacios de
funciones.

Todavia queda una ultima sorpresa y es que Fredholm apboa@sultados obtenidos para probar muy
facilmente que el problema de Dirichlet en el plano tenia@éh Unica para dominios cuya frontera sea una
curva que tenga tangente y curvatura finita en todo pu)([

Estos resultados impresionaron a la comunidad matemapoaigron la teoria de ecuaciones integrales
en el centro de interés de los matematicos contemporanstus Esultados, junto con la teoria de Sturm-
Liouville, supusieron el punto de partida de la modernaiteespectral e influyeron decisivamente en el
desarrollo posterior del Analisis Funcional.
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7.4. David Hilbert y el nacimiento de la teoria espectral

Los trabajos de Fredholm atrajeron la atencion de mateosadie todos los paises, y entre ellos Hilbert
fue uno de los mas entusiastas. Entre los afios 1904 y 19@&riiublicé cinco trabajos sobre ecuaciones
integrales, y en 1910 un sexto, todos ellos en la revista deileersidad de Gottingen, que fueron recogidos
en un libroGrundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integeathungerpublicado en 1912. Estos
trabajos estan entre los que mayor influencia tuvieron eiglel XX. En ellos formulé los teoremas y defini-
ciones basicos de la teoria espectral (a la que él dio nomldie)os espacio de Hilbert (que él no nombro, ni
siquiera definid).

En el primer trabajo, Hilbert empieza su estudio de la ecueicitegral 41). Siguiendo los mismos pasos
que Fredholm, reemplaza la integral por las sumas de Riempaimiene de41) el sistema47), que resuelve
en forma de cociente de determinantes. Tomando limiteve&w@ebbtener, con demostraciones explicitas y
rigurosas, los resultados de Fredholm. Seguidamente rHitbesidera un ndcleo continuo y simétrico, es
decir,k(x,y) = k(y,x) y advierte la analogia entre la forma bilineal

> kixy, (52)

i,]=1

y laintegral
b b
| [ kOxy)axdy
a a

Esto le lleva a escribir el teorema de los ejes principalea lgaforma bilineal $2) en una forma apropiada
para pasar al limite. En este proceso probd que las raicetetiminante de Fredholm, a las que Hilbert
llamavalores propio& son reales y que si se escriben en una sucgighrepitiendo cada una tantas veces
como su multiplicidad, entonces para cadaay unafuncion propia? ¢,

b

On(X) = Ao [ KOXE)0n(t) o

a
Estas funciones propias verifican que

b

[ oa®)om(t)dt =0 (m+#m)

a

Si dichas funciones propias se hormalizan por la condicién

Jont?dt =1

a

11Estos son los reciprocos de lo que entendemos actualmeritejmres propios”.
12Hilbert mantuvo la misma terminologisigenvaluesvalores propios” o “autovalores”, gigenfunctiorffuncién
propia” o “autofuncion”, usada en el caso finito dimensional
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y si para cada funcién continxaen [a, b] definimos sugoeficientes de Fourigyor

b

(Xon) = [ da(tx(t)t

a

Hilbert probé que
b b o
[ [Ksox@ymdsat = 3 L (x{bn) (y]60) (3)
a a n=1"n

dondea es un ndmero finito o biem =  dependiendo de que el nimero de valores propios distinadase
o infinito. En este Ultimo caso, la serie converge absolutéengiempre que las funciongey verifiquen que

fbxz(t)dt < oo, fbyz(t)dt < oo

Hilbert interpreta la igualdads@) como la generalizacion natural del clasico teorema dec@dn de una
forma cuadratica a sus ejes principales. A partir de estdgd prueba que cualquier funcion contirfugue
pueda expresarse en la forma

b
f(s) = [ k(s )g(t)t (54)

para alguna funcién continugg verifica que su desarrollo de Fourier

8

f(S) = <f‘¢n>¢n(3) (55)

n=1

es absoluta y uniformemente convergente. La validez dedestarrollo pardoda funcién continuaf fue
probada por uno de los mejores discipulos de Hilbert, E. &ithen su Tesis (1905).

13 El articulo cuarto es uno de los méas apreciados de Hilbe#! Eparece claramente el espiritu actual del
Andlisis Funcional y la Teoria Espectral. En efecto, en adfeulo Hilbert da un salto cualitativo: abandona
deliberadamente el marco de las ecuaciones integralesaydegarear una teoria general de formas bilineales
y cuadraticas de infinitas variables:

Q(x) = i KoaXpXq  (Kpg = Kqp)

p.g=1

dondey ;X2 < co. Hilbert defini6 el espectro de la forma cuadrafgdistinguiendo eespectro puntuglos
valores propios) dedspectro continuo

La forma cuadratica se llantmpletamente continuga

fim % kegXpXg = Q(x)
a1

13En todo lo que sigue he copiado parrafos sueltos del antedoditabajo de F. Bombal]).
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uniformemente para toda sucesipf } tal que dond&r_, X2 < «. Hilbert prueba que toda forma cuadratica
completamente continua puede reducirse a sus ejes poramséoimacion ortogonal:

- 2
= X
&

Es evidente, con una perspectiva actual, que estos ressiiéstan prefigurando la teoria de los espacios de
Hilbert en su version candnica de espagidPor otro lado, en 1906 aparece también la famosa Tesis bcto
de M. Fréchet'Sur quelques points du calcul fonctionneljue tuvo una tremenda influencia, tanto para
el desarrollo del Andlisis Funcional como para el de la Togta. En su Tesis, Fréchet introduce la nocién
abstracta de distancia en un conjunto, lo que permite eztdad nociones habituales de entornos, limites,
continuidad, etc. en conjuntos abstractos. También infodéréchet las nociones de compacidad, completitud
y separabilidad, y las estudi6 en distintos espacios fmabs,C([a,b]), H(D), B([a,b]), etc. mostrando la
importancia de las mismas.

Estas ideas topolégicas se difundieron rapidamente. Natesfie, pues, que se intentaran aplicar en
el contexto de los importantes trabajos desarrollados flbeil Este programa fue llevado a cabo por el
mismo Fréchet y uno de los mejores discipulos de Hilbertafrschmidt quien, en un articulo publicado
en 1908, definio el “espacio de dimension infinita”, con las nociones actuales de producto escalar, norma,
ortogonalidad, etc. Introdujo también el lenguaje geoim@inoderno, probando el teorema de la proyeccién
ortogonal y el proceso de ortogonalizacién que lleva su menfichmidt introdujo también por primera vez
el simbolo que se usa habitualmente para la norma de un véldimhizo para la norma d&:

I = \/(x}x) = z|x

Otros dos jovenes matematicos, E. Fischer y F. Riesz, tanduiépartieron esta vision geométrica y
topoldgica del espacio de Hilbert, lo que les llev6 a dedc(imdependientemente) el llamado “teorema de
Fischer-Riesz” (1907), que a su vez establece una inespestation de estos temas con otro gran descu-
brimiento de la época: la Teoria de integracion de Lebedgjueorema en cuestién establece que, fijado un
sistema ortonormal completo de funciofés : ne N}, laaplicacionf — {(f|¢n) } es unisomorfismo hilber-
tiano entre el espacio,([a, b)) de las (clases de) funciones de cuadrado integrable Lebasguea, b] (que
se define en estos trabajos), y el espacio de Hilhe@omo importante subproducto, resulta que los resulta-
dos de Hilbert se pueden aplicar a cualquier ecuacion mitegn nicledk € L, ([a, b]?), objetivo perseguido
infructuosamente por distintos matematicos dé &poca (Hadamard y Hilbert entre ellos). Las consecuen-
cias de este resultado estructural, hicieron ver la impoidadel nuevo Analisis, y abrieron el camino hacia la
introduccion de los espacids y ell, por Riesz y, en definitiva, la aparicion de la nocion geneeatspacio
normado.
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7.5. Riesz, Hahn, Banach. Espacios vectoriales normados

Probablemente, uno de los mayores responsables del dissdelcAnalisis Funcional, tanto por la varie-
dad de aplicaciones como por la profundidad y originalidadub con- tribuciones, es el matematico hungaro
Frédéric Riesz (1880-1956). Ya hemos comentado el famaserte de Riesz-Fischer, descubierto indepen-
dientemente por Fischer y Riesz en 1907. En el mismo afioh&rgdRiesz, independientemente, obtienen la
representacion de cualquier forma lineal contiisobre el espacib;([a,b]) en la forma

b

o(f) = (flg) = | f(9g0x) dx

a
para alguna (Unica)e L,([a, b]).

Recuerda que pam@> 1,

lp =4 xcKY: > IX(n)[P <o
n=1
Riez prueba que gi es una forma lineal continua sobfg conp > 1, existe una Unica sucesiag ¢, donde
1/p+1/g=1tal que

o) = x(Mz(n)  (xelp)
Estos resultados marcan el inicio de la teoria de la dualidad

Las contribuciones fundamentales a que nos hemos venidemdf, preparan el camino para el desarro-
llo de una teoria general de espacios normados, funciopapsradores lineales entre ellos. Esto acontecio
en la Tesis de S. Bana@ur les opérations dans les ensembles abstraits et leuicapioin aux équations
intégrals defendida en Junio de 1920 y publicada dos afios despuBsrefamenta Mathematica&n la
Introduccion, Banach declara su intencion de demostraetia de resultados validos en distintos “campos
funcionales”, para lo cual establece un conjunto de tecsegnaun marco muy general que, por especializa-
cion, dan lugar a los distintos resultados buscados. Coprspsas palabras:

“El objetivo de este trabajo es demostrar algunos teoremasgn ciertos para diferentes es-
pacios funcionales (champs fonctionneles). En lugar degyrims resultados para cada espacio
funcional particular, he optado por enfoque diferentesagro en general un conjunto de ele-

mentos abstractos, para los que postulo una serie de padigieg demuestro los teoremas para
esos conjuntos. Entonces pruebo que los distintos esgaciosnales particulares en los que

estoy interesado, satisfacen los axiomas postulados...”

El marco general en cuestion es precisamente lo que hoyeormscomo espacio normado completo. Banach
dala definicion axiomética de espacio vectorial real, ndianyecompleto y comprueba que numerosos campos
funcionales verifican esos axiomas. La Tesis contienege aitos, elprincipio de acotacion uniformg el
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teorema de las aplicaciones contractivas espacios métricos completos, y Banach aplica con gralidlaab
estos resultados a distintos espacios funcionales. Veamejgmplo de aplicacién de éste ultimo.

Convengamos en escribir la ecuacion integ#) en la forma:
¢ =f+AK¢ (56)

dondeK(x) = [T k(x,Y)$(y) dy. DefinamosT : C([a,b]) - C([a,b]) por
To=f+AKo (57)

Es evidente que resolver la ecuacion integsé) €quivale a resolver la ecuacipn= T, es decir, a encontrar
un punto fijo paral. Considerando ef([a,b]) la norma usual de la convergencia uniforme, tratemos de
aplicar el teorema de las aplicaciones contractivas. Teaemue

b b
T4 —TWlke < N [IKo)190) ~ w1y < 110~ Wik lM] max [yl

Por tanto siempre que se cumpla la condicién

b
A még [ eyl <1

El citado teorema garantiza la existencia y unicidad de wmhgdfijo paraT Y, por tanto, la existencia y unicidad
de una solucién de la ecuacidn integsb)

Para terminar, veamos una aplicacién del teorema de HahaeBaa la resolucién de un sistema de
infinitas ecuaciones lineales. Consideremos el sistema

Y k=00 n=123,... (58)
m=1

Lo primero que debemos hacer es precisar el campo de trébmjaque garantizar que las series convergen.
Para ello, supondremos gue- {x,} es un vector genérico dg, conp > 1, y que los vectoredn = {anm} ey
estan erfy con 1/p+1/q = 1. Estas condiciones garantizan que las series convergetutimente. Seksl

el subespacio vectorial dig generado por logy,, esto esM = Lin({A, : neN}). Podemos definir una forma
lineal ¢ sobreM (supuesto que las ecuaciones son linealmente indepeesli@ord (A,) = ¢, y extendiendo a

M por linealidad. La condicion de continuidad para dicha fatmeal viene dada porque exista una constante
a > 0tal queld(2)| < al|z||q para todae M. Puesto que todoe M puede escribirse de la forma= 37_; \jA;,

a\ 1/49
> (59)

dicha condicién se expresa por

<a

n
S Aikim
=1
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Cuando hay um > 0 tal que la condicion anterior se cumple cualesquiera seandmeros\;, 1< j <n
y cualquiera sea <N, el teorema de extension de Hanh-Banach afirma la existeecima forma lineal
continuaf : 4, — R que extiende & por lo quef (A,) = ¢, para todmeN. Dicha forma linealf esta definida
por un unico vectoue £, de la forma

f(2) =) Znum  (VZE€Lg)
m=1
Por tanto dicho vectau verifica que
f(Aﬂ):anmUm:Cn n=123,...
m=1

Yy, en consecuencia, hemos probado la existencia de la 8oldel sistema de infinitas ecuaciones lineales.
Si exigimos qué| f || = ||$]| entonces la solucién es Unica. Finalmente, la condi@&hr{o sélo es suficiente
para la existencia de solucién sino también necesarij, (g 61).
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