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Capitulo

Estructura euclidea y topologia de R"

1.1. Producto escalar y norma euclideos

Como sabesR" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la lldmaadaanonica
formada por los vectorege;, e,...,e,} dondee, es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugague es igual a 1.

1.1 Definicion. Dados dos vectores= (X, X2, ..., %n), Y = (Y1,¥2, - - .,Yn) Se define su producto
escalar por:

n
(XY) =3 Xk =Xay1+XoY2+ -+ Xayn
k=1
Este producto escalar se llapeducto escalar euclideo

Observa que el producto escalar de dos vectores no es um sgriaun numero real. La
notacionx.y es frecuentemente usada en los libros de Fisica para refaeskproducto escalar
de los vectoresg ey.

Propiedades del producto escalar.

1. <x|x> >0,y <x|x> =0<=x=0.
2. Simetria (x|y) = (y|x) para todo,y€R".

3. Linealidad (oax-+Py|z) =a(x|z)+B(y|z) para todosx,Be Ry para todox,y,ze R".
Dichas propiedades del producto escalar se deducen fétérde su definicion.
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Producto escalar y norma euclideos 2

1.2 Definicién. La norma euclideale un vectox = (x3,Xp, ..., X,) se define por

Ixllz =/ (x|x) = \/ki

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx,y € R" se verifica que

|(X[y)] < [IX[12lyll2

Ademés, supuesto guey no son nulos, la igualdad(x|y)| = [|x||2[|y||> equivale a que exis-
ta un nimerao\ € R tal quex = Ay (es decir, los vectores ey estan en una misma recta que
pasa por el origen)

Propiedades de la norma euclidea.

- X220,y [[X]2=0+=x=0.
2. Homogeneidad ||Ax||2 = |A|||x||2 para todax€R"y todoA € R.

3. Desigualdad triangularPara todox,y € R" se verifica que

X+ yllz < [Ixll2+ [lyll2

Ademas, supuesto quee y no son nulos, la igualdadx +vy||2 = ||x||2+ ||y||2 equivale a
que hay un numera > 0 tal quex = Ay (es decir, los vectores e y estan en una misma
semirrecta que pasa por el origen).

1.3 Definicidn. Se dice que los vectorese y sonortogonales y escribimosx L y, cuando
su producto escalar es cero. Se dice que un vectw ortogonal a un conjunto de vectores
E ¢ R" cuandox es ortogonal a todo vector éb. Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que esamjunto ortogonal de vectores; si, ademas,
los vectores tienen todos norma 1 se dice que esonjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ontoak) se llama unaase ortogonal
(ortonormal).

Six ey son vectores no nulos, el vector

se llamaproyeccién ortogonal de x sobre y

El vectorx —[1y(X) es ortogonal &. En particular, sy es unvector unitario (de norma 1)
entonces el vector— (x|y)y es ortogonal §.
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Producto escalar y norma euclideos 3

Ejercicios propuestos

1. Particulariza las definiciones y propiedades anteriores @lacasan = 1, es decir, para
R.

2. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuaq(lor )\y\x — )\y> =0, en la qué\ es un niimero

real arbitrario yx e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variabla. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores reayor

o iguales que cero lo que proporciona informacion sobresaridiinante.

3. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdadesremtnas euclideas es elevar
al cuadrado. La desigualddk+y||3 < ([|x||2+ Hsz)2 es equivalente a la desigualdad
triangular pero es facil de probar desarrollanfo+y||3 = (x+y|x+y) y usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. Teorema de PitdgorasPrueba que los vector&sey son ortogonales si, y solo si

I+ Y113 = X113+ [lyl13

5. Prueba que el vector—[],(x) es ortogonal g.

1.4 Definicién. La distancia euclide@nR" es la aplicacion g: R" x R" — R definida por:
d2(X,y) = [x—yll2 (X,yeR")

La distancia euclidea entre los vectoxesy es el nimero gX,y).

Las siguientes propiedades de la distancia euclidea sealeticiimente de las de la norma
euclidea.

Propiedades de la distancia euclidea.

1. da(x,y) 20,y th(X,y) =0<=x=Yy.

2. Simetria. da(x,y) = dz(y,X) para todox,yeR".

3. Homogeneidad dx(Ax,Ay) = |A|d2(x,y) paratodox,y€R"y todoA€R.

4. Desigualdad triangular.da(x,y) < d2(X,z) + d2(z,y) para todox,y,ze R".

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Célculo Diferencial enRR"



Espacios normados y espacios métricos 4

1.2. Espacios normados y espacios métricos

Las propiedades de la norma y de la distancia euclide&'es@ pueden abstraer dando
lugar a los conceptos de espacio normado y espacio métrico.

1.5 Definicion. SeaX un espacio vectorial real. Una norma sobtees una aplicacion
| | : X = R{ que verifica las siguientes propiedades:

1. x| =0<=x=0.
2. Homogeneidad | Ax|| = |A]||x|| paratodo\ €R y todox e X.

3. Desigualdad triangular [[x+y|| < [[x[| +[ly|| para todo,y € X.
El par ordenad@X, || ||) se llama urespacio normado

Naturalmente, sobre un mismo espacio vectorial puedendmyasse distintas normas, ca-
da una de ellas da lugar a un espacio normado diferente.dParaen cuenta este hecho se dice
que un espacio normado es un par order@dd ||) formado por un espacio vectorial re@ly
una norma. No obstante, con frecuencia se dice simplemse&X“un espacio normado” y se
sobreentiende qué es un espacio vectorial real en el que esta definida una namntaata.

1.6 Ejemplos. EnR" suelen considerarse, ademas de la norma euclidearriza de la suma
Il |1, y lanorma del méximg|| ||, definidas para tode< R" por:

n
IXli=S I
k=1
Il = méx{[xc| : 1< k< n}

En el espacio vectorial3 (A), de todas las funciones reales acotadas definidas en un con-
junto no vacioA C R, se define lanorma uniformedada para tod& € B(A) por:

Il = sup{[f(t)[ :tA}.

En el espacio vectoria([a,b]), de todas las funciones reales continuas definidas en un
intervalo[a, b, se define lamorma integral de orden tlada para todd < C([a, b]) por:

b
Iflls= [ If(0)] ot

1.7 Definicion. SeaE un conjunto cualquiera no vacio. UdstanciaenE es una aplicacion
d: E x E — R} que verifica las siguientes propiedades:

1. dXxy) =0<=x=Y.
2. Simetriad(x,y) = d(y,x) para todox,y<€E.

3. Desigualdad triangulard(x,y) < d(x,z) +d(zy) para todox,y,z€E.
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Espacios normados y espacios métricos 5

El par ordenaddE, d) se llama urespacio métricoLos elementos de un espacio métrico suelen
llamarsepuntosde dicho espacio métrico.

Naturalmente, sobre un mismo conjunto pueden considelitiatas distancias, cada una
de ellas da lugar a un espacio métrico diferente. Para ternaranta este hecho se dice que un
espacio métrico es un par ordengdnd) formado por un conjunto no vacio y una distancia.
No obstante, con frecuencia se dice simplementeEsgmespacio métrico” y se sobreentiende
gue enkE esta definida una distancia concreta.

Dado un espacio normad@X, || ||), la aplicaciéon d X x X — R dada por:
d(x,y) = [x=Vll (x,yeX)
es una distancia ex que se llamalistancia asociada a la horma

Todo espacio normado se considera siempre como espaciicenétn la distancia aso-
ciada a su norma.

Ejercicios propuestos

6. Prueba qué| |1y || ||« Son normas efR" y que para todx € R" se verifican las des-
igualdades:
[IX[leo < Ixll2 < [IX[l2 < AIJX[|en

7. Prueba qud || es una norma eB(A) y que|| ||1 es una norma efi([a,b])..

8. SeaneNy §(n) ={1,2,...,n}. Prueba que los espacios vectorigB{S(n)) y R" son
isomorfos. ¢Qué relacion hay entre la norma uniforme y lardedimo en dichos espa-
cios?

9. Sea(E,d) un espacio métrico. Prueba la desigualdade:

d(x,y) —d(y,2)| < d(x,2) (xy,z€E) (1.1)
Deduce que en todo espacio normado se verifica la desigualdad
HIXIE= Il [IT < lIx =yl (x,y€E) (1.2)

10. Sea(E,d) un espacio métrico y seam, Xz, .. ., X, puntos deE. Prueba que:

d(X1,%n Z (Xj>Xj+1)

11. Prueba que la distancia asociada a una norma verifica lagegagies de la definicion
1.7. Comprueba que dicha distancia es invariante por traslesig es homogénea.

12. Prueba que en todo espacio vectorial real se pueden definiasgy en todo conjunto se
pueden definir distancias.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Topologia de un espacio métrico 6

1.3. Topologia de un espacio métrico

Sea(E,d) un espacio métrico. Dados un purd@& E y un nameror > 0 definimos el
conjunto (al que por ahora no pondremos nombre):

B(a,r) = {x€E:d(x,a) <r}

Observa que el conjunto asi definido depende claramente disténcia d por lo que una
notacion mas apropiada seBg(a,r), pero dicha notacion es incomoda y solamente se usa
cuando se consideran varias distancias diferentes en amongisntexto.

1.8 Definicion. Se dice que un conjuntd C E esabiertoen el espacio métric(e,d) si para
cada puntoce A hay un nimeray > 0 tal queB(x,rx) C A. Por convenio, el conjunto vacio,
@, se considera abierto.

1.9 Proposicién. Sean(E,d) un espacio métrico, aE y r > 0. Se verifica que el conjunto
B(a,r) es abierto. Dicho conjunto se llantela abiertade centro a y radio r.

1.10 Proposicion(Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio njétia todo es-
pacio métrico(E,d) se verifica que:

1. Los conjuntos E y @ son abiertos.
2. Launion de cualquier coleccion de conjuntos abiertosresanjunto abierto.

3. Lainterseccion de una coleccion finita de conjuntos dbgees un conjunto abierto.

Las propiedades anteriores se expresan diciendo qUees la clase de todos los conjuntos
abiertos de un espacio métri¢&,d), entoncesT es unatopologiaen E. Se dice que dicha
topologia esta asociada a la distandla

1.11 Definicion. Se dice que un conjunte C E escerradoen el espacio métric(E,d) si su
complementaride \F es abierto en dicho espacio métrico.

1.12 Proposicién(Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio o)étein todo
espacio métricdE, d) se verifica que:
1. Los conjuntos E y @ son cerrados.

2. Lainterseccién de cualquier coleccién de conjuntosasos es un conjunto cerrado.

3. Launion de una coleccidn finita de conjuntos cerrados esomjunto cerrado.
1.13 Proposicion. Sean(E, d) un espacio métrico, @aE y r > 0. Se verifica que el conjunto
B(a,r) = {xeE:d(x,a) <r}

es cerrado. Dicho conjunto se llantmla cerradale centro a radio r.

Recuerda que todo espacio hormado se considera automgtisaoomo espacio métrico
con la distancia asociada a la horma, por lo que las defimsigrresultados anteriores tienen
sentido también para espacios normados. En partidalapologia de un espacio normado es
la topologia asociada a la distancia asociada a la norma disima EnR se considera siempre
la topologia y la distancia asociadas al valor absolutoees,® se considera siempre como
el espacio normad(R, | |).

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Topologia de un espacio métrico 7

Ejercicios propuestos

13. Prueba que si d es una distanciakela funciénp : E x E — R dada por:

d(x,y)

1+d(xy) (xy€E)

p(X, y) =

también es una distancia &n

. L t .
Sugerencia. Prueba que la aplicacién Trt es creciente eR{.

14. Prueba que un conjunt®d C E es abierto en el espacio métrigl, d) si, y sélo si,A es
unién de bolas abiertas.

15. Describe las bolas abiertas y cerradas en los espacios dasi(i, | |), (R, || |2),
(RZ, [ 1), (RZ, ]| fle) y (B([0,]), I flo)-

16. Da un ejemplo de una coleccién de conjuntos abiertos (respdps) en(R, | |) cuya
interseccién (resp. unién) no sea un conjunto abierto (EspPado).

17. Prueba que todo intervalo abierto (resp. cerraddR exs un conjunto abierto (resp. ce-
rrado) en(RR,| |).

18. Sean(E;,d,) i = 1,2,...,n espacios métricos. En el conjunto producto cartesianogde lo
Ei, E=E; xE; x --- x E,, definimos:

p((X1>X27 cee >Xn)> (Y1aYZ, ce aYn)) = m,ax{dl (Xlayl) 1 < i < n}
a) Prueba quéE,p) es un espacio métrico. Se dice qle p) es elespacio métrico
producto de los espacios métricgg;,d;) i =1,2,...,n.
b) Describe las bolas abiertas @ p).

1.14 Definicion. Sea(E,d) un espacio métrico p\ C E.

Decimos que un puntee E esadherenteal conjuntoA si toda bola abierta centrada en
tiene puntos dé. El conjunto de todos los puntos adherentéssa llama laadherenciade A
y se representa pex.

Decimos que un puntoc E es un punto dacumulaciondel conjuntoA si toda bola abierta
centrada ex tiene puntos dé distintosdex. El conjunto de todos los puntos de acumulacién
deA se llama laacumulaciéonde Ay se representa péY.

El conjunto de todos los puntos adherentes ya E/A se llama lafrontera de Ay se
representa por FA).

Decimos que un punte< A es un puntdnterior al conjuntoA si hay alguna bola abierta
centrada e contenida e\. El conjunto de todos los puntos interioresAdee llama einterior

deAy se representa pa;\r.

Decimos que un punte< A es un puntaisladoenA si hay alguna bola abiert(x,r) tal
queB(x,r)NA= {x}.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejercicios propuestos

19. Sea(E,d) un espacio métrico g C E. Prueba que:

1. La adherencia d& es el mas pequefio conjunto cerrado que contighdPar tanto
Aes cerrado si, y sblo #i= A,

2. Elinterior deA es el mas grande conjunto abierto contenidéen
3. Lafrontera dé\ son los puntos adherenteg@ue no son interiores d&
4. La adherencia da es la unién dé\ con la frontera dé\.

20. Prueba que los puntos adherentesAdpie no son de acumulacion son puntos aislados
deA.

21. Da ejemplos de conjuntos €R, | |) y en(R?,|| ||2) que no sean abiertos ni cerrados.

22. Prueba que el supremo y el infimo de un conjunto no vacio y deate nUmeros reales
son adherentes a dicho conjunto.

23. Calcula la adherencia éhde los conjunto€) y R/Q.

Conceptos topologicos

En todo espacio métrico conviven dos estructuras, la prpiaspacio métricdg,d), y
la de espacio topolégicdE,T), dondeT es la topologia asociada a la distancia d. Sucede
gue en los espacios métricos es comodo definir algunos dmscapando la distancia, pero
a veces dichos conceptos pueden formularse también Umtaume términos de abiertos, sin
referencia ninguna a la distancia original. Los conceptas pueden formularse Unicamente
en términos de abiertos se llamtpologicos Es importante saber cuando un concepto es
topolbgico porgue puede ocurrir que distancias distimdasesun mismo conjunt& den lugar
a la misma topologia y, por tanto, las propiedades que solangdependen de la topologia son
las mismas para ambas distancias.

Todos los conceptos introducidos en la definicldhd dependen aparentemente de la dis-
tancia porque en todos ellos se utilizan bolas abiertas.d3diacil comprobar que de hecho son
conceptos topoldgicos. Para ello basta con que compruelgesmdichas definiciones puede
sustituirse la expresiétbola abierta centrada en x"por “conjunto abierto que contiene a x”
sin que ello afecte para nada a los conceptos alli definidos.

1.15 Definicién. Se dice que dos distancias g gobre un mismo conjunté sonequivalentes
si ambas definen la misma topologiaken

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial svakeqtes si sus distancias
asociadas son equivalentes.

1.16 Proposicion.Sean|| || y || ||| dos normas sobre un espacio vectorial X. Equivalen las
afirmaciones:

a) |l |l y |l [l son normas equivalentes.
b) Existen nimeros m 0, M > 0 verificandose que:
mix|| < [[IX][} < MIx] (xeX)

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Convergencia en espacios métricos

1.17 Definicion. Se dice que una sucesidm,} de puntos de un espacio métridg,d) es
convergentesi hay un elementa < E tal que{d(x,,x)} — 0O, es decir, para todo> 0 existe
unmg €N tal que para toda > m se verifica que (,, X) < €.

Es facil comprobar que si hay algun elemertoE que verifica la condicion de conver-
gencia anterior dicho elementces Unico. Tal elemento se llanfiaite de la sucesiofx,} y
escribimos lim{x,} = x 0, simplemente{x,} — x.

n—oo

Observa quédx,} — x quiere decir que para toda bdbgx, ) existe unm € N tal que para
todon > mg se verifica ques, € B(x,€).

Ejercicios propuestos

24. Prueba que el concepto de sucesidn convergente es toolBgictanto, distancias equi-
valentes tienen las mismas sucesiones convergentes.

25. Sea(E,d) un espacio métrico. Prueba la desigualdad:
d(xy) - dzu) <dx2)+dy,u)  (xy.zZucE)
Deduce que sfx,} — xe{yn} — yentoncegd(X,,yn)} — d(X,y).

26. Para cadan€ N seaf, : [0,1] — R la funcion dada porf (x) = X". Prueba que la su-
cesion{ f,} converge a la funcion nul&d= 0 en el espacig¢C([0,1]),|| ||1) pero no es
convergente efC([0,1]), | |« )-

27. Sea{xm} una sucesion de puntos ¢R", || ||2). Representaremos pg# (k) la coorde-
nadak — simadel vectorxy,. Prueba qudxm,} — x si, y solo si,{xm(k)} — x(k) para
1 < k< n. Esto es|a convergencia enR", || ||2) equivale a la convergencia por coor-
denadas

28. Sea{xm} una sucesion de puntos ¢&", || ||2). Prueba quex,} — X si, y solo si, se
verifican las siguientes dos condiciones:

) {(xmly) } = (Xy) VyeR"
b) {IIXmll2} — [[x]|2.

1.18 Proposicion. Sean(E,d) un espacio métrico, A E y x€ E. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) X es un punto adherente a A.

b) x es limite de una sucesién de puntos de A.

La condicion de Cauchy para una sucesion de nimeros reads farmularse para suce-
siones de puntos de un espacio métrico.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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1.19 Definicion(Sucesion de Cauchype dice que una sucesi¢r, } de puntos de un espacio
meétrico (E,d) cumple la condicién de Cauchy o que es una sucesion de Caigara todo
€ > 0 existe unm € N tal que para todop > mg, g > mg se verifica que p,Xq) < €.

Se dice que un espacio métri€B,d) escompletosi toda sucesion de puntos 8eque
verifica la condicion de Cauchy es convergente en dicho &spac

Un espacio normado que es completo como espacio métriansa linespacio de Banach

El concepto desucesion de Cauchyo es topoldgico, es decir, dos distancias equivalentes
pueden no tener las mismas sucesiones de Cauchy.

1.20 Definicién. Sea(E, d) un espacio métrico A un subconjunto no vacio de Si el conjunto
de nimeros reales:
C={d(x,y) : xeAjycA}

estd mayorado, se dice gAeestaacotadg en cuyo caso el nimero Si@) se llamadiametro
deAy se representa por did). Si A no esta acotado se define dighh= +co.

Se dice que una sucesigr, } esta acotada si el conjun{@, : ne N} esta acotado.

Series en un espacio normadd@ea(X, ||.||) un espacio vectorial normado. Dada una sucesion
{an} de elementos d¥ podemos formar otra sucesi¢§y_; ax},. que se obtiene sumando

consecutivamentes términos d€ a, }. Dicha sucesion se representa @ran y se llamaserie
n>1
de término generalraConcretamenteZ an, es la aplicacion d& enX dada porn— Y3, ak
n>1
para todmne N. Las series son sucesiones por lo que es innecesario espeldifiue significa
que una serie es convergente. El limite de una serie com\ter@an se llamasumade la serie
n>1

y se representa pOE dn.
n=1

Ejercicios propuestos

29. Prueba que toda sucesion convergente es de Cauchy.
30. Prueba que toda sucesion de Cauchy esta acotada.

31. Prueba que si una sucesién de Cauchy tiene una sucesioal garsiergente entonces
es convergente.

32. Sea(X, || ||) un espacio normado. Prueba que un conjunto X esté acotado si, y s6lo
si, existe un namerd > 0 tal que||x|| < M para todoxe A.

33. SeaA un subconjunto no vacio de un espacio métfiEod). Prueba que diafd) =
diam(A).

34. Prueba que en un espacio normado se verificdBjag ) = B(a,r) y diam(B(a,r) = 2r.
¢, Son ciertas estas igualdades para un espacio métricaiemnaf)
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35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

Prueba quéR", || ||2) es un espacio de Banach.
Prueba que el espac{®(A), || ||.) es completo.

Para cadac N seafy, : [0,2] — R la funcién dada por:

fo(X) = X, 0<x<1;
n(X) = 1, 1<x<2.

Prueba que la sucesidff,} es de Cauchy en el espadi6([0,2]),|| ||1) pero no es
convergente.

SeaA C R un conjunto no vacio de numeros reales. Prueba que el conjyA) de
las funciones reales continuas y acotadasiess un conjunto cerrado en el espacio

(BA) [ {]eo)-

Seal,, el espacio normado de las sucesiones acotadas de nimeesso@ala norma
uniforme, es decif, = (B(N), || ||). Para cadacN sead, : N — R la sucesion definida
por

1, sik=n;

on(k) = { 0, sik#n.
Prueba que la sucesid®, } no tiene ninguna sucesion parcial convergente.

Sea(X,|.||) un espacio de Banachz a, una serie de elementos HePrueba que si la
n>1
serie Z |lan|| es convergente entonces también es convergente IaEeaie
n>1 n>1

Sea

b= {¢€RN: i 6(n)| < oo}.

=1

Parad € /1 se define

16l = 5 600

a) Prueba qué/y, ||.||1) es un espacio de Banach.
b) Sead, la sucesion dada pd(q) = 1y dq(n) = 0 paran # ¢. Dadad € ¢, prueba que

42. Prueba que un espacio métri¢B,d) es completo si, y sélo si, para toda sucesion
{F,} de subconjuntos cerrados no vaciosEi¢al queF,,;1 C F, para todon€N, y
lim{diam(F,)} = 0, se verifica qug | F # .

neN
Da un ejemplo de una sucesi¢R,} de conjuntos cerrados no vacioskleerificando
queF,.1 C F, para todne Ny cuya interseccion es vacia.
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Topologia de un espacio métrico 12

1.21 Teorema(Bolzano — Weierstrass enR", || ||2)). Toda sucesién acotada de puntos de
(R™, || ||2) tiene alguna sucesion parcial convergente(BA, || ||2).

1.22 Teorema(Hausdorff). Todas las normas en un espacio vectorial de dimension fiaita s
equivalentes.

Como consecuencia de este teorema@rhay una Unica topologia que procede de una
norma, dicha topologia se llantatopologia de la norma y es la que consideraremos siempre
enR". En dicha topologia los abiertos son uniones de bolas abipéra alguna norma.

Puesto que el concepto de sucesién convergente es topmldgiducimos, como conse-
cuencia del teorema de Hausdorff, que las sucesiones gamies erfR" son las mismas para
todas las normas.

1.23 Corolario. En todo espacio normado de dimension finita la convergeneiana sucesion
de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Otra consecuencia del teorema anterior y de la propositibes que las sucesiones de
Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio normado elesgimfinita son las mismas
para todas las normas.

Hemos visto en el ejerciciB5 que (R", || ||2) es un espacio de Banach, es decir en dicho
espacio las sucesiones convergentes coinciden con lasuddyC®educimos que €R" con
cualquier norma las sucesiones de Cauchy coinciden condasienes convergentes. A partir
de aqui es facil probar los siguientes resultados.

1.24 Teorema(Complitud). Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Ba-
nach.

1.25 Teorema(Bolzano—\Weierstras$. Toda sucesion acotada de puntos de un espacio nor-
mado de dimension finita tiene alguna sucesion parcial agevee.

1.26 Definicién. Un subconjuntdK de un espacio métrico se dice quecesnpactosi toda
sucesioén de puntos dietiene alguna sucesion parcial que converge a un punika de
Puesto que el concepto de sucesién convergente es tomplémmompacidad es una pro-
piedad topoldgica.
1.27 Proposicion. Todo conjunto compacto de un espacio métrico es cerrado tadco
Como consecuencia de lo visto en el ejercig® se tiene que la bola cerra@0, 1) en

el espacids, nNo es un conjunto compacto aunque, evidentemente, dicljontores cerrado y
acotado.

1.28 Teorema(Caracterizacién de la compacidad en dimension finita Los conjuntos com-
pactos en un espacio normado de dimension finita son los mmswerrados y acotados.

Ejercicios propuestos

43. SeaK un subconjunto compacto no vacioRe Sear > 0 un namero fijo y definamos
A=,k B(x,r) dondeB(x,r) indica la bola cerrada de centxgy radior para una norma
gue se supone fijada &{'. Prueba qué es compacto.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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44. SeaN un numero natural y seany,d1,...,0n hUmeros reales distintos. En el espacio
vectorialX de las funciones polindmicas de grado menor o igualNjse define:

HH=ki\(0(k)\7 (€X).

Prueba que:

1. ||.|| es una norma eX.
2. Latopologia que genera esta norma no depende de la elelios realesy.

3. Una sucesiéqn} en X converge uniformemente (es decir, con la notfrg,) en
un intervalo[a, b] si, y solo si, existe™N + 1 nimeros reales distintos del intervalo
[a,b], Bo,B1,---,Bn, tales que laN + 1 sucesionegn(Bx)}ey (k=0,1,...,N)
convergen.

45. Sea{Ky} una sucesion de subconjuntos compactos no vacios de uricesp&dco y
supongamos que para tode N esK, 1 C K. Prueba queﬂ Kn # @.

neN

1.4. Continuidad

1.29 Definicion. Sean(E,d), (F,p) espacios métricodd CEy f : A— F. Se dice quef es
continua en un punta € A si para tode > 0 existed > 0 tal que para todec Acon dx,a) <
se verifica que(f(x), f(a)) < €.

Si f es continua en todos los puntos de un conjito A se dice que es continua em.
Si f es continua e se dice simplemente guees continua.

1.30 Proposicion(Caracterizacion secuencial de la continuidafd Sean(E,d), (F,p) espa-
cios métricos, A E, f: A— F yaeA. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en.

b) Para toda sucesiofix,} — a con % € A se verifica qud f (xn) } — f(a).

Como el concepto de sucesion convergente es topologicoesidiado anterior se sigue
gue la continuidad es una propiedad topolégica.

Ejercicios propuestos

46. Enuncia apropiadamente y prueba los siguientes resuitados
a) La composicion de funciones continuas es continua.
b) Cualquier restriccion de una funcién continua es coatinu

47. Prueba que toda funcién es continua en los puntos aisladais cenjunto de definicion.
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48. Prueba que en todo espacio normado la norma es una aplicacitinua.

49. Prueba que todo espacio norma@, ||.||) es homeomorfoa su bola abierta unidad
B(0,1), es decir, existe una biyeccién continua y con inversa coatdeX sobreB(0,1).

50. Prueba que la imagen de un compacto por una funcién contsua eompacto.
51. Prueba que todo compacto RBrtiene maximo y minimo.

52. Propiedad de compacidadSeaf : K — R una funcién continua definida en un conjunto
compactoK de un espacio métrico. Entoncéslcanza erkK un maximo y un minimo
absolutos.

53. Sean(E,d) un espacio métricof; : E — E, i =1,2,...,nfunciones continuas. Conside-
remos el espacio métrico produdt®", p) y definamod~ : E" — E" por
F(X1,%2,. .., %) = (f1(X1), f2(X2), ..., fn(Xn))
Prueba qué& es continua.

54. SeaF : R" — R" una funcién continua tal que para today € R" se verifica qué|x —
y|| < ||F(X) — F(y)||- Prueba que la imagen &ees un conjunto cerrado éki’.

1.31 Proposicion(Caréacter local de la continuidad). Sean(E,d), (F,p) espacios métricos,
ACE, f:A— FyacA. Supongamos que hay alguna bola abierta B) tal que la restriccion
fig de f al conjunto B= B(a,r)NA es continua en. Entonces f es continua en

En particular, siUC A es un conjunto abierto y f es continua, entonces f es continua en
U.

1.32 Proposicion(Caracterizacion topoldgica de la continuidad. Sean(E,d) y (F,p) espa-
cios métricos y f E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) La imagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E

¢) La imagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado.de E

1.33 Corolario. Sea(E,d) un espacio métrico y fE — R una aplicacién continua. Entonces
para todo tc R se verifica que:

a) Los conjuntogxcE : f(x) <t} y{xeE: f(x) >t} son abiertos en E.

b) Los conjuntogxcE : f(x) <t}, {xeE: f(x) >t} y{xeE: f(x) =t} son cerrados en
E.

1.34 Corolario. Seandy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las afirma
ciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.
b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métri€sl) y (E,p) son continuas.

c) Los espacios métricq&,d) y (E,p) tienen las mismas sucesiones convergentes.
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Sea(E, d) un espacio métricd) un subconjunto no vacio d&y notemos g la restriccion
de d aA x A; es decir, g\ :Ax A— R} esla aplicacion definida por:

d\A(Xa y) = d(X> y) \V/(X, y) cAxA

Es inmediato comprobar queyes una distancia ekque se llamalistancia inducidaenA por
la distancia d. Por tantfA,dj4) es un espacio métrico. Se dice qed) es unsubespacio
métricode (E, d).

No suele distinguirse entre la restriccig de la distancia d al conjuntdy la distancia d,
y ambas se representan con la misma letra d, aunque no hajviglse que(A,d) y (E,d) son
espacios métricos diferentes.

Naturalmente, los conceptos que se han definido antes paspanio métricdE, d) con-
servan su significado cuando nos referimos a un subespatican®or ejemplo, la expresion
“A es un subespacio completo Bequiere decir qued, considerado como subespacio métrico
de(E,d), es un espacio métrico completo: toda sucesion de CauchyrdespdeA converge a
un punto deA. Es frecuente, sin embargo, no usar la palabra “subespsicio™subconjunto”
con el convenio de quedo subconjunto no vacio de un espacio métri@®,d) se considera
automaticamente como subespacio métrico

Ejercicios propuestos

55. Da ejemplos de subconjuntos Regue no sean completos.

56. Prueba que todo conjunto compacto de un espacio métricagd etn.

57. Prueba que todo conjunto completo de un espacio métricaesioe

58. Prueba que todo conjunto cerrado de un espacio métrico etorgs completo.

59. Seaf : R — R una funcién continua e inyectiva. DefinansR x R — R por

pxy)=f(x)—f(y)]  V(xy)eRxR

Prueba que:

a) p es una distancia €R equivalente a la usual.

b) Si la funciénf estad mayorada o minorada entonces el espacio méfigm) no es
completo.

60. En el intervaloE =|0, 1] se define la distancia:

1
;—9' V(x,y) eExE

Prueba quéE,p) es un espacio métrico completo y que la distapces equivalente a
la distancia usual eB.
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61. Un homeomorfismes una aplicacion biyectiva y continua con inversa contiRuaeba
gue una biyeccion continua entre dos espacios métricosaxiogpes un homeomorfis-
mo.

Como sabemos, todo espacio métrico se considera como @$ppoldgico con la topo-
logia asociada a la distancia, por tarttmdo subconjunto no vacioA de un espacio métri-
co (E,d) también se considera como espacio topoldgico con la topolagjue tiene como
subespacio métrico(A,d). Los abiertos en esta topologia se llanadmertos relativosy los
cerrados se llamarerrados relativosie A. Teniendo en cuenta que las bolas abieBasa, r),
de un puntax € Aen(A,d) son de la forma:

Ba(a,;r) = {xeA:d(x,a) <r} ={xeE:d(x,a) <r}nA=B(ar)nA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativog\de

1.35 Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Seaefife:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones delosrs de E con A.

b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones dedosdos de E con A.

Consideremos ahora una funciérdefinida en un subconjunto no vadkode un espacio
meétrico (E,d) con valores en otro espacio métril, p). La continuidad def en un punto
a € A quiere decir que para todo> 0 existe und > 0 tal que para todac A con dx,a) < o
se verifica quep(f(x), f(a)) < €. Observa que aqui solamente intervienen el conjénptia
distancia drabajando en A el espaciqF, p). Es decir, para definir la continuidad dleen un
puntoa € A podemos olvidarnos del espacig,d) y quedarnos con el subespacid d). En
particular, la continuidad dé enA quiere decir que la aplicaciéhdel espacio métricA, d)
en el espacio métric(F, p) es continua. Como consecuencia de las proposicibrgy 1.35
deducimos el siguiente resultado.

1.36 Proposicion. Sean E y F espacios métricos,#A C E y f: A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:

a) f es continua en A.
b) La imagen inversa por f de todo abierto de F es un abiertatied de A.

c) La imagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerradatika de A.

Continuidad uniforme

Piensa un par de minutos antes de responder a la siguiegienpae Supongamos qfe
es una funcion real continua en un intervhl@ Es cierto que si tomamos valorey < | muy
préximos entre si los correspondientes valores de la fanti&), f(y) también estdn muy
préximos entre si?

Situ respuesta ha sido afirmativa, como suele ser, te e@sv@onsidera la funcion conti-
nua f :]0,1] — R dada porf (x) = 1/x. Los puntos 10y 10-2° estan muy préximos entre si:
1071010720 < 10719, perof (10719 = 10'%y f(102%) = 10?° estan muy distantes entre si.
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No hay nada extrafio en este comportamiento. A cualquieidamontinua cuya grafica tenga
una asintota vertical le pasa lo mismo: hay puntos muy présiemtre si en los que la funcion
toma valores muy distantes entre si.

Pero también hay funciones continuas y acotadas que se cammte forma parecida.
Considera la funcién continug:]0,1] — R dada porg(x) = sen(1/x). Es una funcién aco-
tada: el mayor valor que toma es 1 y el menor valor que tomalesie hecho se tiene que
9(10,1]) = [~1,1]. Sean un nimero natural. LoS puntes = 5 €Yn = zryz €SN, pa-
ran suficientemente grande, muy préximos entre si; de héghe y,} — 0. Los valores que
toma en ellos la funcién(x,) = 1y g(yn) = —1 distan entre si 2 unidades (que es la maxima
distancia que puede haber entre valores tomados por estarfun

Si lo piensas un poco, te daras cuenta de que en ambos ejeespdosomportamiento
se debe a que las funcionésy g “oscilan mucho” en intervalos arbitrariamente pequefios.
Conviene precisar la idea de “oscilacion en un intervalo”.

Se define lascilacidonde una funciéon reaf en un intervalal contenido en el dominio de
definicién def como:

supf(J) —inff(J), si f(J) esti acotado;
+oo, si f(J) no esté acotado

co(f,J):{

En otros términos: la oscilacién deenJd es la longitud del intervalo mas pequefio que contiene
af(J).

Para la funcionf (x) = 1/x se tiene quev(f,[1/2n,1/n]) =ny w(f,]0,1/n]) = +c. Pa-
ra la funciéng(x) = ser(1/x) tenemos qued(g, [1/(2nm+ 11/2),1/(2nt— 11/2)]) = 2. Estas
funciones tienen una oscilacion “grande” en intervalosti@atiamente pequefios. En algunas
circunstancias interesa poder controlar el tamafio de igaogmn de una funcion de manera
que dicha oscilacion sea menor que una cierta cantidad ,fgada, encualquierintervalo
de longitud menor que un cierto numeyo- 0. Las funciones para las que esto puede hacerse
cualquiera sea > 0, se llamaruniformemente continuas

Se dice que una funciéh: | — R esuniformemente continuan un intervald si para todo
€ > 0 es posible encontrar &> 0 de manera que siempre glisea un intervalo contenido en
| de longitud menor qug, se verifica que la oscilacion deenJ es menor o igual que

Teniendo en cuenta que(f,J) < e <= |f(x) — f(y)| < € para todox, y € J, la definicion
dada puede expresarse de forma equivalente como sigue.

Una funcionf es uniformemente continua en un intervéalsi para todce > 0 es posible
encontrar urd > 0 de manera que siempre que/ sean puntos decon |x—y| < 9, se verifica
que|f(x) — f(y| < €. Simbolicamente:

-y <
veeR" 35cR™ : |XX ;/'ET(S }=> f(x)—f(y)| <e

Esta definicion puede generalizarse facilmente para faesientre espacios métricos. Lle-
gamos asi a la siguiente definicion.

1.37 Definicion. Sean(E,d), (F,p) espacios métricosh un subconjunto no vacio de y
f : A— F una funcién definida eA. Se dice quef esuniformemente continuan A si para
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todoe > 0 es posible encontrar > 0 de manera que siempre g/ sean puntos da con
d(x,y) < 9, se verifica que(f(x), f(y)) < €. Simbdlicamente:

d(x,y) <o

YeeRT IRt :
X,YeA

}:» o(f(x), 1(y)) <t (L.3)

1.38 Observaciones.

e Elconcepto de “continuidad uniforme” es un concepto glotbapende del comportamien-
to de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido deairupa funcion es uniformemente
continua en un punto: la continuidad uniforme no es un cdondepal.

e Esmuy interesante comparar las definiciones de contingidatlial1l.29y de continuidad
uniforme 1.37. Resulta evidente que la continuidad uniformefeimplica la continuidad en
todo punto deA: toda funcién uniformemente continua en un conjunto es oaten dicho
conjunto

En general, no es cierto que una funcién continua en un cmnjusea uniformemente con-
tinua enA como lo prueban los ejemplos dados al principio. Pero haysitnacion particular
en la que dicha afirmacioén si es cierta. Este es el contenidogigente teorema. Se trata de
un resultado importante en el que pueden destacarse apoemale varios matematicos. Di-
richlet ya lo incluy6 en sus lecciones de 1862 y en 1872 Hein&itha primera demostracion
del mismo. Posteriormente Weierstrass, Borel y Lebesgnergkzaron el resultado inicial.

1.39 Teorema(Heine). Toda funcién continua en un conjunto compacto K de un espacio
métrico con valores en un espacio métrico es uniformememtencia en K.

Por los resultados vistos hasta ahora, queda claro que lpamitad es una propiedad que
tiene importantes consecuencias de muy variado tipo. Hiesite resultado nos dice que dicha
propiedad debe usarse con cuidado en espacios normadaneatesiin infinita.

Se dice que un espacio normaddazmlmente compactsi las bolas cerradas son compac-
tos. Teniendo en cuenta que en un espacio normado dos boladasecualesquiera de radios
positivos son homeomorfas, resulta que un espacio nornsaldoc&mente compacto si, y sélo
si, hay alguna bola cerrada de radio positivo que sea compact

1.40 Teorema(Riesz, 1918 Un espacio normado es de dimension finita si, y solo si, e$-loca
mente compacto.

Ejercicios propuestos

62. Justifica con un ejemplo que la imagen de una sucesion de Zaachuna funcion
continua puede no ser una sucesion de Cauchy.

63. Prueba que la imagen de una sucesion de Cauchy por una fumiférmemente conti-
nua es una sucesion de Cauchy.
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64. SeaA un conjunto no cerrado de un espacio mét(igod). Prueba que existe una apli-
cacion continua dé enRR que no es uniformemente continua.

65. SeaA un conjunto no vacio de un espacio métriend) y f : A — F una aplicacion de
Aen un espacio métrico completb, p). Prueba que si es uniformemente continua en
A entonces existe una extension tnicaf deA que es uniformemente continua.

66. Prueba que un espacio normado es localmente compacto $g yisbay alguna bola
cerrada de radio positivo que sea compacta.

67. Seal, el espacio normado de las sucesiones acotadas de nUmdesscaala norma
uniforme, es decitl., = (B(N), || ||«). Supongamos qué C B(0,1) es tal queB(0,1) C
U B(x,1/2). Prueba qué\ es un conjunto infinito.

XEA

Algunas clases de funciones continuas

1.41 Definicién. Sean(E,d), (F,p) espacios métricosh un subconjunto no vacio dé y
f: A— F. Se dice qud eslipchicianasi existeM > 0 tal que

p(f(x), f(y)) <Md(xy) VX yeA.

SiM < 1 se dice qud es unaaplicacion contractiva CualquierM > 0 que satisfaga la des-
igualdad anterior se llama uwanstante de Lipschifzaraf.

Es claro que las funciones lipchicianas son uniformememérwuas.

1.42 Proposicion. Sean(E, || ||), (F,||l |||) espacios normados y TE — F una aplicacion
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.
b) T es continua eAf.
c) Existe M> Otal que|||T(x)|/| < M||x|| para todox€E.

d) T es lipchiciana.

Ejercicios propuestos

68. Prueba que la aplicacién— ||x|| es lipchiciana con constante de Lipschitz 1.

69. Sea(E,d) un espacio métricoy & A C E. Sea digt.,A) : E — R la aplicacion definida
por:
dist(x,A) = inf{d(x,a) : ac A} VxeE

1. Prueba que dicha aplicacién es lipchiciana con consthntapschitz 1.
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2. Prueba qué\: {x€E :dist(x, E\A) > 0} y A= {x€ E : dist(x,A) = 0}.

3. Prueba que en un espacio métrico todo conjunto abiertoiestepexpresar como
union numerable de conjuntos cerrados y cada conjuntodtepaede expresarse
como interseccion numerable de abiertos.

4. SearF y H subconjuntos d& no vacios cerrados y disjuntos. Prueba que existe
una aplicacion continué : E — R verificando que:

0< f(x) <1 WxeE, f(F)={0}, f(H)={1}
Deduce que existen abiertdsV deE talesquedc CU,HcCVyUnNnV =@.
70. SeaA C R" un conjunto abierto no vacio y distinto &&. Para cadp< N se define:

Kp= {xeR” IX]] < p,dist(x,R"\A) > %}

Prueba que:

a) Kp es compacto K, C Kp1.

b) JKp=A
p=1

c) SiK C A es compacto, existe yme N tal queK C K.

71. SeanF C R" un conjunto cerrado i C R" un conjunto compacto no vacios y disjuntos
FNK=@. Sed| || una norma eiR". Prueba que hay puntes F y beK tales que

la=b[| =inf{llx -yl :xeF, yeK}

72. SearF un subespacio finito dimensional propio de un espacio nar(ad| ||) y acE.
Prueba que existec F tal que:

lla—Db|| = dist(a,F)

Deduce que hay un vectgrde norma 1 que verifica que distF) = 1.

Prueba que dadasc N y una funciénf € €([0, 1]), existe una funcién polinémidade
grado menor o igual quetal que:

1

1
{1500 =0l o < 1169 — p(x)] o
0

0
cualquiera sea la funcién polinémigede grado menor o igual que

73. Seal,, el espacio normado de las sucesiones acotadas de nUmdesscaala norma
uniforme, es decCile = (B(N), || ||e)-
a) Prueba que el subespacio de las sucesiones convergentrsaelo eff.
b) Prueba que la aplicacioh: — R dada poifT (¢) =lim{$(n)} es continua.
c¢) Prueba que el subespagide las sucesiones convergentes a cero es cerraflo en
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1.43 Proposicion. Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimensidtafen otro
espacio normado es continua.

Reciben el nombre deampos escalarels funciones definidas en subconjuntosiRie
gue toman valores eR. Un campo escalar es, por tanto, una funcién real que depnde
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, unafureal de variable real; un
campo escalar de dos variables es una funcion definida erbaorgunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es uciarfutiefinida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se puedenzasymi medio de sus repre-
sentaciones gréficas que son, respectivamente, curvaspamelo superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres 0 mablearigorque sus graficas estan en
espacios de dimensién mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar, licaultip dividir (donde no se
anule el denominador) al igual que lo hacemos con las fuasiogales. Es facil probar, usando
la caracterizacion secuencial de la continuidad, que dioparaciones conservan la continui-
dad.

Ejemplos de campos escalares continuos lo proporciongordgeccionesobre los ejes
coordenados. Representaremosmda aplicacionty : R" — R que a cada vector= (X3,X,...,X)) €
R" hace corresponder su coordendeisima en la base canénica:

Th(X) = Th(X1,X2, ..., %n) = Xk

Dicha aplicacion se llamproyeccion coordenada k-ésimas una aplicacion lineal.

Los campos escalares mas sencillos sorfuasiones polindmicas de varias variahles
Dichas funciones se obtienen como sumas de productos decgiogies sobre los ejes coorde-
nados y son, por tanto, continuas.

Paran = 3 las proyecciones sobre los ejes coordenados son

M(X,Y,2) =X Te(Xy,2) =Yy, Te(XY,2)=2Z

Un producto de estas funciones es una funcion de la fdrtray,z) = x™yPZ dondem, p,q
son numeros naturales o nulos. Las funciones polindbmicagg&rariables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Lasfunciones racionaleden variables son las funciones de la forma

P(X1,X2, ..., %n)
Q(X1,%2,.--,%n)

DondeP(xq,X2,...,%n) Y Q(X1,X2, ..., X%n) son funciones polinémicas aevariables. Etlominio
natural de definicién de una funcion racional es el conjunto de pudtrgle no se anula el
denominado = {x€R": Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su dominio
natural de definicion.

R(X1,X2,...,%n) =

Componiendo funciones continuas reales de una variabléucgiones polinémicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchisimos ejempleampos escalares continuos.
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Aqui tienes unos pocos.

f(xy) =serbxy),  f(xy) =log(1+x+¥?), f<x,y,z>=%

1.5. Limite funcional

El concepto de limite para funciones reales de una variable que ya conoces de primer
curso, se generaliza con facilidad para funciones enti@cespmeétricos.

1.44 Definicion. Sean(E, d), (F,p) espacios métricody C E, f : A— F ya€A’. Se dice que
f tiene limite enx si hay un elementée F con la propiedad de que para toglo 0 existe un
6 > 0 tal que para tod&e A con 0< d(x,a) < & se verifica que(f(x),¢) <&.

Es facil comprobar que solamente puede haber un eleMierffaque cumpla la condicion
anterior. Se dice quées el limite def en el puntax y escribimosx Ii(rpf (x) =¢.
—

Con el abuso usual de notacion, podemos escribir:

p(f(x),0) <e 1.4)

lim f(x) = ¢ <= |vecR" 38cR" : O<d(x,a) <o }
X—a XEA

Una notaciéon mejor para el limite se)r(l’jlali‘rb() = ¢ para indicar que solamente se conside-

XeA
ran valores de la variabbec A. Esta precision es importante porque la existencia y el o

un limite pueden depender del conjudtdonde se considera definida la funcion. No obstante,
no usaremos esta notacion porque es algo incbmoda pero ee dkfidar que la variablg
siempre toma valores en el conjunto donde se supone quesfistdal la funcion.

Observa que en la definicion se supone queA’ es un punto de acumulacion deEsto
asegura que para todo> 0, hay puntox < A que cumplen la condicion @ d(x,a) < d. Por
otra parte, puede ocurrir queg A, en cuyo casd puede no estar definida en

La condicion 0< d(x,a) < & es una forma de escribir# a y d(x,a) < d. Es decir, en
la condicion de limiteX.4) no interviene para nada, en el caso de fwsté definida en, el
valor quef pueda tener ea.

Podemos escribirl(4) usando bolas abiertas:

[im £(x) = £ <= |VBo(¢,€) IBa(@t,3): XEBd(“’a)”A} £(X) € Bo(£,E)

X—0 X 75 a
Puedes comprobar que si en lo anterior sustituyes “bolastabicentradas emo en¢” por
“abiertos que contengan@o a¢” la condicion que se obtiene es equivalente. Es decir, el
concepto de limite de una funcién en un punto es un conceptddgico.

La siguiente caracterizacion del limite funcional medamicesiones es una generalizacion
directa de la que se estudia en primer curso.

1.45 Proposicién(Caracterizacion secuencial del limite funcionéean(E,d), (F,p) espa-
cios métricos, ACE, f: A— F yacA’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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a) iir; f(x)=¢.

b) Para toda sucesiofix, } de puntos de A distintos ae x, € A\ {a}, que converge a,
{Xn} 4 &, se verifica qud f(xn)} LY

La relacion entre limite funcional y continuidad es la quegaoces de primer curso.

1.46 Proposicion. Sean(E, d), (F,p) espacios métricos, A E, f: A— F yacANnA’. Equi-
valen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua ex.
b) )I(m f(x) = f(a).

1.47 Proposicion(Caracter local del limite funcional). Sean(E,d), (F,p) espacios métri-
cos, ACE, f: A— F yaecA’. Supongamos que hay alguna bola abieri@B) tal que la
restriccion fg de f al conjunto B= B(a,r) N A tiene limite er igual a/. Entonces f también
tiene limite ero igual a /.

1.6. Continuidad y limites de campos escalares y vectoriae

Las funciones que mas nos interesan en este curso son lossasgalares y las funcio-
nes vectoriales. Usampo escalade n variables es una funcién definida en un conjunto no
vacio A C R" que toma valores reales. Uficion vectorialde n variables es una funcion
definida en un conjunto no vackC R" que toma valores vectoriales en un espditbcon
m > 2. Por comodidad en la expresion, llamaremos a veas®os vectorialea las funciones
vectoriales aunque dicho nombre suele reservarse parbeadueciones vectoriales definidas
en un subconjunto de un espacio vectorial y que toman vadoreicho espacio vectorial.

1.48 Definicion(Componentes de una funcion vectorigdeaA C R"y F: A— R™una funcién
vectorial. Para cadec A se tiene qué&(x) es un vector d&™. Para 1< k < mdefinamosfy =
ko F : A— R donderTy es la proyeccién coordena#teésima. Las funcione$, asi definidas
son campos escalares que se llarmamponentedeF. Para cada € A se tiene que

F(x) = (f1(x), f2(X), ..., fm(X)) = g fie(X)uk
k=1

donde{uk: 1 < k< m} es la base candnica @&".

Escribiremos = (fq, fo,..., fy) para indicar qué es un campo vectorial cuyos campos
escalares componentes son fpgl < k < m).

Ejercicios propuestos

74. SeaF = (fq, fa,..., fm) : A— R™un campo vectorial de variables. Prueba que:

1. F es continuo en un punto € A si, y solo si, todos los campos escalafgson
continuos eru.
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2. XILn;F(x) = B@lm fiuX) =Bk (1< k<m).

Teniendo en cuenta este ejercicio, para estudiar limitestinuidad de campos vectoriales
es suficiente hacerlo para campos escalares.

Campos escalares definidos en un mismo conjunto se puedem, sauitiplicar y dividir.
Asi mismo, campos vectoriales con igual nimero de funci@eesponentes pueden sumar-
se, y también podemos multiplicar un campo vectorial porampo escalar. Todo ello en el
supuesto de que los campos considerados estén definidogrésmia conjunto. También pue-
den componerse campos vectoriales entre si 0 con campdarescdodas estas operaciones
se comportan respecto a la continuidad y al limite funciendh forma que cabe esperar.

Tiene interés definir el concepto de campo escalar divesgantin punto que generaliza lo
gue ya conoces de primer curso.

1.49 Definicion. Seaf : A— R dondeA C R"y a € A'. Se dice quef es positivamente di-
vergente em si para toddM > 0 existed > 0 tal que para tod& < A con 0< || X —a|| < d se
verifica quef (x) > M. Simbodlicamente escribim(?(s (Ix’ufr(x) = +00,

—

Se dice qud es negativamente divergenteasi — f es positivamente divergente anen
cuyo caso escribimos lirh(x) = —oo.
X—=a

Se dice quef es divergente e si |f| es positivamente divergente en en cuyo caso
escribimos [imf (x) = co.
X—a

En la definicion anteriof || es cualquier norma €R", pues sabemos que todas ellas son
topolégicamente equivalentes por lo que podemos usar lgugmamos para estudiar propie-
dades topoldgicas como son limites o continuidad.

En lo que sigue vamos a considerar el caso mas sencillo demypocescalar de dos va-
riables: f : A— R donde @# A C R?. Supongamos que <A’ y queremos estudiar el limite
Xlin; f(x). EnR? tenemos que = (x,y), a = (a,b), por lo que el limite anterior se escribe

—
usualmente en la form(a : !’mg) f(x,y) (y no debes olvidar el paréntesis que indica vector:
xy)—(a,

(x,¥) Yy (a,b), porque no tiene sentido escribir I’|brrﬁ(x,y)). Siempre que te encuentres en es-
X,y—a,

ta situacion el resultado de intentar evaluar la fundi@n (a, b) va a ser una indeterminacion,
es decir, una expresion del tipg@e /0 0 1* y otras que ya conoces de primer curso. Veamos
un ejemplo.

ser(x* +y°)
nuo ¢ por qué?) eR?\ {(0,0)}. Sitratas de evaludr(x,y) en(0,0) obtienes la indeterminacion
0/0. En este caso, como en otros parecidos, hay una formalaafeiproceder. Basta darse

nt)

L sent :
cuenta de que nuestra funcion es de la fomte\— dondet = x2 + y2. Dicho de otra forma,
sert)
t

h(x,y) = x> + y?. Llegado aqui ya debes intuir lo que vale el Il’m(ite) (ol’gn‘ (x,y): cuando
x,y)— (0,

1.50 Ejemplo. Seaf(x,y) = . Esta funcién es un campo escalar definido (y conti-

el campo escalaf es la composicion de la funcidit) =

con la funcién polinémica
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(x,y) estd muy préximo €0,0) el nimera = x? +y? estd muy préximo también a 0 por lo que
sent , "
# esta muy proximo a 1.

Justifiquemos qu(e : Iggrg)) f(x,y) = 1. Para ello definamag0) = 1, con lo que la funcién
X?y % b

. . .S .
gresulta continua en 0 (porque ya conoces el famoso I{n%te?tﬁﬁ =1). Ahora, esté claro que
_>

definiendof (0,0) = 1 la funcion f asi extendida es continua éb0) porque es composicion
de funciones continuas: la funcidiix,y) = x* +y? que es continua §(0,0) = 0 y la funcién
g que es continua g(0) = 1. Luego Iim f(x,y)=1.

(xy)—(0,0)

Otra forma de proceder, mas cémoda en este caso, es tratmajsuiaesiones. Para ello sea
{(%1,Yn)} — (0,0) con(xa,yn) # (0,0). Pongamog, = x2 +y2. Claramente{z,} — 0y z,# 0
por lo que:

gy — SEVEEYE) _ sertz) )

X3+ Ya Zn
Como esto es cierto para toda sucesion en las condiciorersoaes, deducimos, por la propo-
sicion1.45 que Iim f(xyy) =1. ¢
(xy)—(0,0)

Ejercicios propuestos

75. Seanf y g funciones de una variable real tales que fim) =ay I’m?)g(x) = 3. Prueba
— X—
que:

[im f(x — ap, lim £(x) & _a4B.
(xy)—(a,b) ( )g(y) B (X.,y)—>(a,b)( ( ) g(y)) B

76. Estudia la continuidad de los siguientes campos escalaklnyite en el puntax indi-
cado en cada caso:

a) f(x,y) = (1+xy)» definido erR* x R*, a = (0,0).

b) f(x,y) = % definido enR2\ {(0,0)}, a = (0,0).
c) f(x,y) = %y_zl definido enR?\ {(0,0)}, a = (0,0).
d) F(xy) = Cos((;‘ji—;;);l definido enl?\ {(0,0)}, a = (0,0).

e)f(xy) = w definido enA = {(x,y) eR?: xy # 0}, a = (0,0).

X2+ y? .
f) f(xy) = definido enR?\ {(0,0)}, a = (0,0).
VX¥4+y2+1-1
) E(xy) = COXHY) Gehinido enk* x RY, o = (0,0)
g 7y - X2—|—y2+2Xy H - ) .
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77. Seaf : R* x R* — R la funcién dada por:
f(xy) = (x+y) sengseng

Estudia si dicha funcién tiene limite en los pun{6g0), (0,1) y (0, m). ¢ Esf uniforme-
mente continua?

78. Seaf : 1 — R una funcion de clase! en un intervald. Se define la funcioh: | x| — R

por:
f(x)—f
1Y) 4y
h(x,y) = Xy
f/(X), X=Yy
Estudia la continuidad de
79. Seaf : R™ x R* — R la funcién dada por:
e —¢
ﬁa X#y;
fxy) =4 l0gx—logy
XeX, X=Y.

Estudia la continuidad déy la existencia de limite dé en(0,0).

Para no tener que indicar en cada caso el conjunto dondeefstiéld un campo escalar, te
recuerdo que si un campo escalar viene dado por medio defigselementales slominio
natural de definicién es el conjunto mas grande en el que las opeescipre definen a dicho
campo tienen sentido para valores reales de las variables.

Limites direccionales y limite de un campo escalar a lo largde una curva

En la recta real solamente podemos aproximarnos a un pugitopor dos direcciones: por
valores mayores y por valores menores qu€omo sabes esto da lugar a los limites laterales
ena. Muy diferente situacion tenemos sic R? pues podemos acercarno® aor infinitas
direcciones, a saber, todas las de la foimatu dondeu es un vector unitario eR? y t € R.

Naturalmente, si existe el Iimitxeﬁtll’lrﬁ'(x) = ¢ entonces para todo conjunBC A cona € B’

XeA
también se verifica qugﬁlo'!m(x) = (. En particular, sB = {a+tu:teR} NA, entonces se

. XeB
tiene que:

[im f(x) =lim f (o +tu)
X t—0
xeB
Este limite se llamémite de fena segun la direccién dada por el vectar Segin acabamos

de decir, si exist«;JLm (x) = ¢ entonces también debe .?eroti(mx +tu) = ¢ para todo vector
—

. . XEA
unitariou.

Podemos generalizar considerando en vez de una recta cquegasotro tipo de curvas
que pasan pau, por ejemplo, parabolagt) = (t,At?) o v(t) = (At?,t). En general, si(t) =
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(X(t),y(t)) es una curva que pasa porv(0) = a, el Iimitetl’lrgf(v(t)) se llamalimite de fen
_>

o alo largo de la curvay. Si existe el limite dd ena entonces existe el limite dea lo largo

de toda curva que pasa pory todos ellos coinciden con el valor del limite.

Estos resultados pueden ser (tiles para probar que un l@iite no existe: para ello basta
encontrar que no existe el limite a lo largo de una determaicadva o direccién, o bien probar
que los limites a lo largo de dos curvas o direcciones distiabn diferentes.

Puesto que un vector unitario B3 con la norma euclidea es de la forma: (cosd,send),
y o = (a,b), suelen escribirse los limites direccionales en la forma:

[im f(a+tu) =lim f(a+tcosd,b+tsend)
t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasapdr) en la formar(t) = (a+t,b+At) dondeA e R
es un parametro fijo — la pendiente de la recta — en cuyo casimitss direccionales efa, b)
vienen dados por:

lim f(a+t,b+At)

t—0

Cuando(a,b) = (0,0) las rectas por el origen suelen representarse en la fofthe: (t,At) o
Y(t) = (At,t) dondeA es un parametro fijo.

Con frecuencia es mas comodo estudiar los limite€eb). Esto puede hacerse siempre
mediante una traslacion pues:

im f(x,y)= Im f(x+ay+b
(xy)—(ab) () (xy)—(0,0) ( y+b)

Hay que observar que la existencia de todos los limitesaineales en un punto siendo, ade-
mas, todos ellos iguales, no garantiza la existencia dékliem dicho punto.

1.51 Ejemplo. Seaf (x,y) = 3—)Zserﬂ(x2 +y?) definido enA= {(x,y) €R? x# 0}. Estudiemos
el limite def ena = (0,0).

Consideremos rectas por el origgh) = (t,At). Tenemosf (v(t)) = Aser((1+ A?)t?), por
lo quetl'lr(r)\f (t,At) = 0. Por tanto, los limites segun todas las direcciones quengas el origen
—

(excepto la direccion del eje de ordenadés = (0,t) en la que no esta definidg existen y
son todos iguales a O.

Observa que si(t) = (x(t),y(t)) es una curva con(0,0) = 0, se tiene que:

f(4(t)) = %ser(x(t)z L))

Como las curvas son funciones continltjacs)slémx(t)2 +y(t)?) = ser(0) = 0. Por lo que para
_>

. - t . .
toda curva en estas condiciones que verifique que el cocyx%(eeste acotado se tendra que
lim f(v(t)) =0.

t—0

Alavista de lo anterior, podemos buscar una cuva= (x(t),y(t)) cony(0,0) = O tal que

y(t)

lim X0 = o0y que selx(t)? 4 y(t)?) tienda a 0 mas lentamente. Como sabemos qug)sen
.
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parat — 0, la idea es tomar una curvé) = (x(t),y(t)) que verifique:

y _ 1 [T
X(t) t2 . X(t) =2 1+t4

It
Y = 14 t4

X(0)? +y(t)? = [t]
Para dicha curva (que pasa §6r0)) tenemos que:

f(v(t)) = f(x(t),yt)) = ése,ﬂq) _ 1ser(t])

W :>tliw(1)f(~/(t)):+oo

El campo escalaf diverge positivamente a lo largo de dicha curva, por lo gabalcampo no
tiene limite en(0,0). ¢

Limites iterados

Para estudiar la existencia del limite de un campo escaldoslevariables suelen usarse
los limites iterados Consideremos un campo escafarA — R dondeA es de la formaA =
I x J\{(0,0)} siendol, J intervalos abiertos ef® que contienen al 0. Esta situacion no es
restrictiva dado el caracter local del limite. Supongames para todox € 1\ {0} existe el
limite )I/Ta f(x,y). Tal limite dependeré en general del valor fijadodd \ {0}. Definimos:

G:I\{0} - R G(x) :)I/’lggf(x,y) (1.5)

Si la funciénG tiene limite en O dicho limite se llama limite iteradode f en (0,0) y suele
representarse en la forma:

lim G(x) = lim (I'lm f(x,y)) (1.6)
x—0 x—0 \ y—0
Anélogamente, si para todee J\ {0} existe el limite Ii%nf(x, y), podemos definir la funcion:
X—

H:J\{0} - R H(y) = Ilim f(x,y) (1.7)

x—0

Si la funciénH tiene limite en O dicho limite se llama limite iteradode f en (0,0) y suele
representarse en la forma:

IMH(y) = lim (I’lm f(x,y)> (1.8)
y—0 y—0 \ x—0
Los limites iterados pueden no existir incluso aunque @eklimite def en(0,0).

1.52 Proposicion. En la situacion que estamos considerando, supongamos querifiea
alguna de las siguientes afirmaciones:

= Los dos limites iteradofl..6) y (1.8) existen y son distintos.

= Lafuncion G definida eflL.5) existe pero no existe el limite de G en O.
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= Lafuncion H definida efil.7) existe pero no existe el limite de H en 0.

Entonces no existe el limite de f @0).

Si existe solamente uno de los limites iterados o bien ambomgiden, entonces el limite
de f en(0,0) puede no existir, pero si existe es igual al valor de dichatéiterado.

Observa que los limites iterados son limites de funcionesdevariable por lo que suelen
ser faciles de calcular.

Ejercicios propuestos

80. Estudia la existencia del limite €6, 0) para cada uno de los siguientes campos escalares
definidos eriR?\ {(0,0)}.

y Xy X2y
f —— Y pf T f AR A
a) (X7y) \/m ) (X7 y) X2 +y C) (X7y) X4+y2
X X+V)?2 Xseny -+ yserx
B 1Y) =22 @) fxy) = S D) fy) = KSR

9 f<x,y>=m ) 1xy) = { 550 %70
) 100 = oy D) k) = LR

9 1oy = 2 Jr(fzyzf,)z(;_ ¥)

) f(xy) = %

") f(xy) — 1+ x— cogx? +y?) — arctgx

X2 _|_y2

En los ejemplos de campos escalares de dos variables que bensiderado aparece con
frecuencia la expresidxt +y2. En los campos escalares de tres variables aparece coerfoiu
la expresionx? +y? + Z2. Esto no es un capricho matemaético sino que procede de kafFisi
los potenciales newtonianos y los potenciales eléctrieogn en razon inversa a la distancia
euclidea y las fuerzas de atraccién gravitatoria y eléct@cian en razén inversa al cuadrado de
la distancia euclidea. La expresigh+ y? se simplifica usando coordenadas polares, es decir,
escribiendax,y) = (pcosd, psend) con lo cualx® + y? = p?.

1.53 Proposicion. Sea f: A — R donde A= B((0,0),r)\ {(0,0)} y B((0,0),r) es la bola
euclidea abierta eiR? centrada en el origen de radio r. Definamos la funcion:

9:]0,r[x[0,2r] — R dadapor dp,d)= f(pcosd,psend)
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Entonces equivalen las siguientes afirmaciones:
a) Iim f(xy =¢.
) (xy)—(0,0) ()
b) Para todoe > 0 existed > 0 tal que para tod@ €]0, 8| se verifica que
sup{|f(pcosd,psend) —¢|:0< 9 <2} <&

En el estudio de limites conviene tener presente la desigdaty| < %(x2+y2) gue se
deduce de & (|x| — |y|)>.

Ejercicios propuestos

81. Estudia la existencia del limite €0,0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidd&?r (0,0)}.

X2y ye _log(1+ /X2 +y?)

3 _
a)f(XaY):m b)f(X,y):m c) f(xy) =

X+ Iyl
serylog(1+ x?) XSeny — yserx
) oY) =07 100y ==

82. Estudia la existencia del limite €0,0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidd®'er R™.

SEXESENY 1) ¢ (x,y) — X Y€ c)f(x,y)=<x—12+y—12>ser(xy)

a) f(xy) =
) F(x,y) Py Y

83. Estudia para qué nimeros positivogl campo escalaf : R?\ {(0,0)} — R dado por:

tiene limite en(0,0).

Conjuntos conexos

Queremos definir una clase de conjuntos en los espaciosostue desempefie un papel
analogo al de los intervalos en la recta real. Los intervpleeden caracterizarse facilmente
con el teorema de Bolzano.

1.54 Proposicién. Sea @+ C C R. Equivalen las afirmaciones:
a) C es un intervalo.

b) Para toda funcion continua :fC — R se verifica que (C) es un intervalo.

Laimplicaciona) = b) es el famoso teorema de Bolzano. La otra implicacion es willgen
ejercicio que debes hacer.
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1.55 Definicién. SeaE un espacio métrico y & C C E se dice qu& es un conjunt@onexo
si paratodafuncion continuaf : C — R se verifica qud (C) es un intervalo.

Los conexos d& son, en virtud de la proposicion anterior, los intervalasm® la continui-
dad es una propiedad topoldgica, el concepto de conjun&xoas topoldgico. Seguidamente
lo vamos a caracterizar de una forma mas cémoda, pues lacitefimjue hemos dado hace
intervenir atodaslas funciones continuas: C — R y eso la hace incbmoda de usar en casos
concretos.

Es muy facil caracterizar los conjuntos queson conexos. Un conjunfdno es conexo Si,
y sélo si,existealguna funcion continud : C — R tal que f(C) no es un intervalo. Qué(C)
no sea un intervalo equivale a que existezarR conz ¢ f(C) tal que] — 0, Z[Nf(C) # Dy
]z, 4[N f(C) # @. Pero entonces se tiene e= f~1(] — «,z]) U f1(]z +[). Puesto que
f es continua, sabemos, por la proposicioB6 que los conjuntoA = f~1(] —,z[) y B=
f~1(]z +[) son abiertos relativos d& Observa qué # @ yB # @, ANB=@yC = AUB.

Hemos probado asi que@inoes conexo entonces existaiertos relativosleC disjuntos
y no vacios A B tales queC = AUB. Se dice que el pafA,B} es una particiomo trivial de
C por abiertos relativos.

Reciprocamente, s€aun conjunto no vacio de un espacio métrico y supongamos gue ha
una particion no trivial d€ por abiertos relativogA, B}. Entones es facil comprobar usando
la proposiciénl.36que la funcionf : C — R dada por:

-1, sixeA;
f(x)_{l, sixeB.

es continua. Y como su imageiC) = {—1,1} no es un intervalo concluimos q@no es
conexo.

Hemos probado qué no es conexo equivale a que exista una particion no trivial der
abiertos relativos. Dicho de otra forma:

1.56 Proposicién.Un conjunto @~ C C E de un espacio métrico E es conexo si, y soélo si,
la Unica particion de C por abiertos relativos es la trividks decir, si A y B son abiertos
relativos de C con AB =@y C= AUB entonces el pafA, B} ha de ser la particion trivial
{A,B} ={9Q,C}.

Al igual que vimos con la compacidad, la conexion se consgovdunciones continuas.

1.57 Proposicién. Sean E y F espacios métrico, C un subconjunto conexo de ECG/—$§ F
una funcion continua. Entonces se verifica qU€)fes conexo.

Ejercicios propuestos

84. Prueba la proposiciéh.57.

85. Prueba que la unién de conexos con interseccion no vaciaesao
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Los conjuntos abiertos y conexos se llamdominios Los dominios deR" tienen una
caracterizacion muy (util.

1.58 Proposicién.SeaQ c R" un conjunto abierto. Equivalen las siguientes afirmaciones
a) Q es conexo.

b) Todo par de puntos d@ puede unirse por medio de una curva sin salirs€d&s decir,
para cada par de puntosg,b € Q existe una funcién continua: [0,1] — R", tal quev(0) = a,
Y(1) = by para todo te [0, 1] se tiene que(t) € Q.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abied®un solo trozo
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Capitulo

Derivadas parciales y extremos relativos de
campos escalares

Curvas enR"

Como ya debes saber, una curvaléres una aplicaciéon continua [a,b] — R". El punto
Y(a) se llamaorigeny el puntoy(b) extremode la curva. Naturalmente, comy@) € R" po-
dremos expresarlo por medio de sus componentes en la basgazagque seran funciones de
t.

Y(t) = (va(t),v2(t),. .., Ya(l))

Las funcionesy(t) se llaman funciones componenteswé&e dice que es derivable en un
puntot cuando todas sus funciones componentes son derivablestenplinto, en cuyo caso
la derivada de' ent es, por definicién, el vector

V(1) = (va'(1), Y2 (1),..., v (1))

Dado un punt@ = Y(tp) tal quey’(tp) # O, se define laecta tangenteay en el puntaa (aunque
es mas apropiado dean el punto §) como la recta de ecuacion paramétricaty'(tp), es
decir, la recta que pasa pacon vector de direccion (to).

Cuando se interpretdt) como la funcion de trayectoria de un mévil, entoncegedacidad
en un instanté es el vector’(t) y surapidez es||y’(t)||.. La distancia que recorre dicho movil
entre dos instantds=ayt = b viene dada por

b
[Iv@/act.
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También consideraremos en lo que sigue funciands— R" definidas y continuas en un
intervalol C R no necesariamente cerrado y acotado. Las seguiremos Hamaor abuso de
lenguaje curvas

2.1. Derivadas parciales. Vector gradiente

Hemaos visto en el capitulo 1 que los conceptos de continyidiatite para funciones reales
de una variable se generalizan facilmente para camposessale varias variables. No ocurre
lo mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puedemginarse de forma inmediata.
Larazén es que el concepto de derivabilidad hace interleedivisién de nUmeros reales, pues
una derivada es un limite de cocientes incrementales Rf'e podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica RIE no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Sif es un campo escalar de dos o mas variables, la expresion

f(x)—f(a)
X—a
no tiene ningun sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta rBalsolamente podemos acercarnos a
un punto de ella a través de la propia recta, mientras quR"graran > 2 hay muchisimas
mas posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejepgmlemos acercarnos a traves de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge asi unanarichea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que emt@sitts mas parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

Las cuestiones que vamos a estudiar son de naturalezaaatgeptopologica, no dependen
para nada de la norma que se use; por eso, en todo lo que sigtesentaremos cdh|| una
norma erR". Si para ti es mas comodo, puedes considerar que siemprea@zea una norma
enR" se trata de la norma euclidea. Cuando en algun resultadoetosea preciso considerar
la norma euclidea la representaremos en la forma usudl |por

Unadireccion o unvector unitario en(R",||.||) es un vectou con |ju|| = 1.

Dados un punt@e R" y una direccionu, la recta que pasa percon direcciénu es la
imagen de la aplicacion : R" — R dada pory(t) = a+tu, es decir, es el conjunto de puntos
{a+tu:teR}.

2.1 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjunto abi€xtg R", seaacQyu
una direccion. Se define terivada de f en a en la direccion ucomo el limite

f(a+tu)—f(a
Duf(a) = fim 1B = 1@
t—0 t
supuesto, claro estd, que dicho limite exista.

2.1)

La derivada direccional de un campo escdlan un puntca en la direccion del vector
& de la base canodnica, se llardarivada parcial (de primer orden) dd ena respecto a la
variablek-ésima. Esté definida por:

m f(a+te)— f(a) f(a,...,a+t,...,a0) — f(aq,...,8;,...,@n)

Potl@) = fm= =l :
f —f
— “m (al7 7Xka 7an) (a17 7ak7 aan) (22)
Xe—rak Xk — Ak
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y se representa con los simbologf (a) y %(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son @erigadunciones reales de
una variable real pues para calcular la derivada de un casgadaef en un puntoa en la
direcciénu lo que se hace es derivar e&: 0 la funciént — f(a+tu) que es una funcion real
de una variable real.

Observa que la segunda igualdad 8€)(nos dice quepara calcular la derivada parcial
Dkf(a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésimaiderando fijas las demés
variables Por eso se llaman derivadaarciales

2.1.1. Interpretacion geométrica de las derivadas parciak

Es importante que entiendas el significado de las derivaalasaies de una funcion en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un casgataef de dos variables definido
en un abiertd) c R?. Fijemos un puntda, b) € Q. Las derivadas parciales deen (a,b) son,
por definicién

. a+t,b . f(x,b)—f(a,b
Dif(ab) = !1‘3( 1 @by, I >)(—a( )
Dof(ab) — lim @PFO—F@D) . fay —f(ab)

t—0 t y—b y—b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones paroialesf (x,b) y y— f(a,y) en los
puntosx = a ey = b respectivamente.

La gréfica def, es decir, el conjunt&= {(x,y, f(X,y)) : (x,y) €Q} es una superficie en
RR3. Las funciones

Y]_(X) = (Xa b, f(X, b))v YZ(Y) = (aaya f(a>y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan portel @b, f(a,b)). Dichas curvas
se obtienen cortando la superfi@@or los planoy = by x = arespectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los punida) y v2(b) son, respectivamente

"/1’(&) = (1,O,D1f(a, b)), "/zl(b) = (O, 1, sz(a, b))

En la figura 2.1) se ha representado la grafica {dg las curvas obtenidas cortandola por los
planosx = aey = b junto a sus vectores tangentes en el pyatb, f(a,b))

Cuando un campo escalértiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
abiertoQ c R", podemos definir lagunciones derivadas parcialgsle primer orden) dd,
Dkf : Q — R que a cada punte< E hace corresponder el nimebgf (x). Dichas funciones
son también campos escalares.

2.2 Definicion. Seaf un campo escalar. Se definevelctor gradiente de f en un puntoa
como el vector

Of(a) = (D1f(a),D2f(a),...,Dnf(a))
supuesto, claro estd, que dichas derivadas parcialearexist
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Figura 2.1. Derivadas parciales

Supongamos qué es una funcién real de una variable real. La derivabilidad @& un
puntoac R se expresa por

fFo) - f(a)

im "0 1@) _ gy oy i (=@~ (@)X =2
x—»a X—a x—a X—a

=0

Recuerda que la recta de ecuacion cartesjand (a) + f’(a)(x— a) es la recta tangente a la
gréfica def en el punta(a, f(a)).

Si ahoraf es un campo escalar definido en un abidta- R", cuyo vector gradiente
Of(a) esta definido en un puntoc Q, podemos considerar el hiperplanoRH ! de ecuacion
cartesianax,;1 = f(a) + (Of(a)|x — a). Este hiperplano pasa por el puritn f(a)) e R™* y
es la generalizacion natural de la recta tangente a la gdinaa funcion. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y=f@+f@x-a), xy1="f(a)+(0f()x-a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplanB#es una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradientiepyaglucto usual de nimeros reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a laesigudefinicion.

2.1.2. Campos escalares diferenciables

2.3 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un abigdta R"y seaac Q. Supongamos
que esté definido el vector gradieiiid (a). Se dice qud esdiferenciable o derivable ena si

se verifica que
f(x)—f(a)— (Of(a)|x—a)

[im =0 2.3
a x—al 23)
Definamos
f(x)— f(a)— (Of(a)|x—a)
R(x,a) =
.2) x—al
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La igualdad 2.3) dice quexigR(x, a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la
igualdad R.3) es la siguiente.

f(x) = f(a)+ (Of(a)|x—a)+R(x,a)|[x—a|| donde JimR(x,a) =0 (2.4)

La siguiente proposicion expresa lo dicho en la definiciétermr de una forma mas
abstracta. Recuerda quecsi: R" — R es una aplicacién lineal entonces para todo vector
n

X = (X1,X2, ..., %) = Z xje; enR" se tiene que:
=1

donded = (a(ey),a(ey),...,a(en)).

2.4 Proposicién.Sea f un campo escalar definido en un abi€ta R"y seaac Q. Equivalen
las siguientes afirmaciones:

a) f es diferenciable ea.

b) Existe una aplicacion lineal : R" — R tal que

im X —f@-akx-a o (2.5)
X—a ||X—a||

Ademas, caso de que se cumpla b) se tiene @ues la aplicacion lineal dada por

a(x) = (Of(a)[x).

2.5 Definicion. Seaf un campo escalar diferenciable en un pumt&l hiperplano elR"** de
ecuacion cartesiana

X1 = f(a)+(Of(a)|x—a)
se llama hiperplano tangentefaen a o hiperplano tangentea la grafica def en el punto

(& f(a)).

2.6 Proposicion. Sea f un campo escalar diferenciable en un punjoseau una direccién
enR". Entonces se verifica que

Dy f(a) = (Of(a)|u)
Demostracion En la igualdadZ.4) pongamox = a-+tu con lo que obtenemos
f(a+tu) = f(a)+ (Of(a)[tu) + R(a+tu,a)|[tul|
= f(a)+t(Of(a)|u) + R(a+tu,a)lt|
Deducimos que

f(a+tu)— f(a) It|

lim : :(Df(a)\u>+tlir(1)R(a+tu,a)T:<Df(a)|u>.
O
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2.7 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un pumtmn vector gradiente no
nulo ena.

a) La direccion en la que la derivada direccional de fa&as maxima es la direccién dada

. . . L Of(a
por el gradiente de f en, es decir, la direcciénu = #
10f(a)[2
b) La direccién en la que la derivada direccional de f ares minima es la direccion
. , Sy Of(a)
opuesta a la dada por el gradiente de f &res decir, la direccionv = —W.
2

Demostracion Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposiciérior y de la
desigualdad de Cauchy—Schwarz, pues para toda direacé@niene que

(Ot (@)|w) <[IOf(@)|2llwllz = O (@)]2

Y laigualdad se da si, y solo si, hay un numreR tal quew = A f (a). Tomando normas en

esta igualdad se deduce qa¢= 1/\|Df(a)||2, es decir las direcciones que hacen maximo
_Of(@ Of(a)

Dwf(a)| = |(Of(a)|w)| sonu = V= ————.

Duf(@1= D@ W)l sonu = 15 Y ¥ = "aTGa,

Para la primera se tiene que

A

1
Dut(e) = (016 i ) = T (Cf@I0f@) = 0@

gue es el valor maximo que puede tener una derivada diredcion

Andalogamente, para la segunda se tiene que
Dyf(a) = —[|0f(a)2

gue es el valor minimo que puede tener una derivada direadcion O

El resultado anterior nos dice quevelctor gradiente en un punto sefala la direccion en la
gue el campo tiene maximo crecimiento en dicho puvientras que en la direccion opuesta a
la del vector gradiente en un punto el campo tiene maximadeunrento.

2.8 Proposicion. Sean f un campo escalar definido en un abigtta R"y v: |1 — R" una
curva enR" que toma valores eQ. Supongamos quees derivable en un puntg y que f es
diferenciable en el punta = Y(tg) € Q. Entonces se verifica que la funciofith= f(v(t)) es
derivable endy su derivada viene dada por:

h'(to) = (Of(a)[Y'(to)) szf VK (to) (2.6)

Si suponemos que f es diferenciableCey quey es derivable en | entonces para todeltse
tiene que:

h'(t) = (Of (v(t)]v'(t) i D f (v(1))V (t) (2.7)
k=1
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Demostracién Se tiene que

h(t) —h(to) = f(v(t)) — f (v(to)) = (OF(@)[¥(t) —¥(to) ) + R(¥(1), ¥(t0))[[(t) — ¥ (to) |

Dividiendo port — to tenemos

0ty _ 100) ~1000) _ (3 MO=100)) gy 9= 00

t—ty t—to t—to t—to

. () —v(t
0 — 0

im0 =it
t—to t—1to

- (0t(@

'Y/(to)>
como queriamos demaostrar. O

2.9 Proposicién. Sean f un campo escalar diferenciable en un abi€xta R"y g: 1 — R
una funcién derivable en un intervalo I. Supongamos g{fe)fc 1y sea h=go f : Q — R.
Entonces el campo escalar h es diferenciablé€ensu gradiente viene dado por:

Oh(x) =g’ (f(x))Of(x) VxeQ (2.8)

Demostracion Seanac Qy b= f(a) €1, fijos en lo que sigue. Comges derivable et la

funcion: . 0
o)== _gib) ten vy, o(b) =0

es continua. Sustituyendo en la igualdad:

g(t) —g(b) = (g'(b) +&(t))(t — b)

t = f(x), b= f(a) y usando la igualdac(4), tenemos:
9(f(x)) —g(f(a)) = (9'(b) +(f(x))) (f(x) - f(a)) =
=g'(b) (Of(a)|x—a)+ (9'(b) + & (F(x))) [Ix—al|R(x,@) + ¢ (f(x)) (Of () |x — &)
Por tanto:

h(x) —h(a) —g'(b) (Of (a)[x—a) _
Ix—af

(9'(b) + ¢ (f(x)))R(x,a) +¢(f(X))<7

Podemos suponer que la nornid], que hemos fijado eR" es la euclidea para aplicar la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(Df(a)|x—a)
[x—all

o(f(x)) <lo(fFO))IDF(a)]]
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Y teniendo en cuenta qlfgz!llﬁix,a) =0 yxlir;q)(f(x)) = 0, deducimos que

h(x) —h(a) —g’'(b) (Of (a)|x —a)

lim =0
x—a Ix—a
Lo que prueba quk es diferenciable eay queh(a) = g/(f(a))Of(a). O

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punia gsopiedad muy débil.
Por ejemplo, el campo escaléfx,y) = YL f(0,0) = O tiene derivadas parciales nulas en
(0,0) pero no es continuo en dicho punto.

La propiedad de ser diferenciable es mucho mas fuerte gaedenvadas parciales.

2.10 Proposicion.Un campo escalar diferenciable en un punto es continuo gmdicinto.

Para campos escalares diferenciables hay un analogo eintaatel valor medio para fun-
ciones derivables reales.

El segmento que une dos puntoy € R" es el conjuntqu,v] = {u+t(v—u): 0 <t < 1}.

2.11 Teorema(Del valor medio para campos escalare®¢a f un campo escalar diferenciable
en un abiertd C R". Seara, b € Q y supongamos que el segmefad] C Q. Entonces existe
un puntoc € [a,b] tal que se verifica la igualdad:

f(b)— f(a) = (DOf(c)|b—a)

De donde se deduce:

() - f(a) < [lb—all2sup{[[0f(x)[|2: x  [a b]}

El siguiente resultado proporciona una condicién sufieielat diferenciabilidad muy util.

2.12 Teorema(Condicién suficiente de diferenciabilidad. Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferable en todo punto de dicho
conjunto.

La proposicion2.9 puede usarse para estudiar la diferenciabilidad de canyuagaees.
Con frecuencia un campo escalapuede expresarse en la foré) = g(p(x)) dondep es
una funcion polindmica en variables. Como las funciones polinébmicasrevariables tienen
derivadas parciales continuas, son diferenciables ygpordposicion antes citada, deducimos
que el campo escaldr(x) = g(p(x)) es diferenciable en todo punkatal queg sea derivable

en p(x).

2.13 Ejemplo. La funciong(t) = %, parat # 0y g(0) = 1 es derivable ef®. Por tanto, el
ser(x®+y?)

R y £(0,0) = 1 es diferenciable eR?. ¢

campo escalaf (x,y) =
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En la practica suele suponerse que los campos escalares tierivadas parciales conti-
nuas. Esta hipétesis garantiza que son diferenciables yfiegeate para justificar la mayoria
de los resultados que siguen.

Es sabido que una funcién derivable en un intervalo con a@givnula es constante. Para
campos escalares hay un resultado anélogo. Observa lasigopde que el campo esté definido
en undominia

2.14 Proposicion.Un campo escalar definido en un dominio con derivadas pasiallas en
todo punto del mismo es constante.

Ejercicios propuestos

86. Seanf,g: Q — R campos escalares diferenciables en un abfrterueba que los cam-
pos escalare$ + g, fg son diferenciables ef y calcula sus vectores gradientes. Si,

, f . .
ademésg(x) # 0 para todox € Q entonces prueba que el campo escglms diferencia-
ble enQ y calcula su vector gradiente.

87. Seanfi, 1 <i < n funciones reales derivables en un intervalo abiertoefinamosf :
I" — R por:
n
f(xl,xz,...,xn):ij(xj) VX = (X1,X2, ..., Xn) €1"
=1
Prueba que el campo escafaes diferenciable eH'.

88. Seanf,g: Q — R campos escalares definidos en un abi€tag R". Seaac Q y su-
pongamos qué es diferenciable eg, f(a) = 0 y g es continua ea. Prueba qudg es
diferenciable era.

2.2. Rectas tangentes y planos tangentes

En esta seccidon vamos calcular rectas y planos tangentavas gusuperficies conside-
rando las distintas formas en que éstas pueden venir dadgsopbsito es esencialmente
practico, a saber, que entiendas la forma de proceder ercaadapor lo que no me preocupo
de justificar con detalle todo lo que digo.

Curvas en el plano
Una curval en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como lagréfica de una funcion ¥ f(x) dondexc| siendol un intervalo deR.

r={(xf(x):xel}
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b)

c)

Por medio deecuaciones paramétricagt) = (x(t),y(t)).
M =v(1) = {(x(t).y() :tel}

De forma implicitacomo el conjunto de puntag(x,y) = 0 donde se anula una funcién
diferenciable de dos variables.

M ={(xy)€eR?:g(x,y) =0}

Suele usarse la siguiente terminologia.h8{,y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuacion implicitax,y) = c o, lo que es iguah(x,y) — c = 0, dondec es una
constante, se llamagcurvas de nivelDichas curvas se obtienen cortando la gréficdnde
con planos de la forma = c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topograficos.

Observa qua) es un caso particular ag (basta considerag(x,y) = f(x) —y) y también es un
caso particular db) (basta consideraf(x) = (x, f(x))).

a)

b’)

c)

La tangente en un punto d@leviene dada en cada caso como sigue.

La tangente en un punta,b) = (a, f(a)) €I es la recta de ecuacion cartesiana
y—b=f'(a)(x—a)

El vector(1, f'(a)) es tangente B en el punta(a,b) y el vector(f’(a),—1) es ortogonal a
I en el punto(a, b).

La tangente en un puntdtp) = (a,b) €I es la recta de ecuaciones paramétricas

(%,y) =" (to) +1¥'(to) = (a,b) +-t(X'(to),y'(to))
El vectorY'(to) = (X'(to),Y’'(to)) es tangente B en(a,b).

La tangente en un punta,b) €I es la recta de ecuacion implicita

(Og(a,b)|(x—a,y—b)) =0

Se supone quélg(a,b) # 0 pues en otro caso, la tangente (arb) no esté definida. El
vector gradientélg(a, b) es ortogonal & en el punto(a, b).

Estas ultimas afirmaciones requieren alguna justificad¥@mna ello, supongamos que co-
nocemos unapresentacion paramétrica locdel” en torno al puntda, b). Es decir, hay
una curva de la forma(t) = (a1(t),02(t)) € que pasa por el punt@,b) y que es de-
rivable!. Pongamosi(tg) = (a,b). Por lo visto enb’), sabemos que la tangentd aen
(a,b) es la recta que pasa por el purfpb) con vector de direccién’(tp). Pongamos
h(t) = g(a(t)). En virtud de la igualdad(7), tenemos qué’(t) = (Og(a(t))|a’(t)). Pero
h(t) = 0, por lo queh’(t) = (Og(a(t))|a’(t)) = 0. Resulta asi que el vectalg(a(t)) es
ortogonal al vector tangente (t). En particular, el vectorlg(a,b) es ortogonal al vector
a’(tg) tangente d& en (a,b). Concluimos que la recta que pasa farb) y tiene como

1EI teorema de la funcién implicita, que se vera méas adelgatantiza la existencia de dicha curva siempre que

el vector gradientélg(a, b) # 0.
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vector ortogonallg(a,b) es la recta tangentelaen (a,b), pero dicha recta es justamente
la recta de ecuacion cartesiafiag(a,b)| (x—a,y—b)) = 0.

De lo antes visto, merece la pena destacar la siguientesgiaqhi

El vector gradientdlg(x,y) de un campo escalar es ortogonal en todo puxty) (en el
quelg(x,y) # 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto

Superficies enR?3
Una superficiéSen el espaci®® puede venir dada de tres formas:
a) Como la gréfica de una funcian= f(x,y) donde(x,y) € A siendoA un conjunto deR?.
S={(xy.f(xy)): (xy) €A}
b) Por ecuaciones paramétricas,t) = (x(s;t),y(st),z(s,t)) donde(st) €A C R?.
S=v(A) ={(X(st),y(st),z(st)) : (st) €A}

c) De forma implicita como el conjunto de puntg&,y,z) = 0 donde se anula una funcion
diferenciable de tres variables.

S={(xy,2eR3: g(x,y,2) =0}

Observa que) es un caso particular @@ (basta consideray(x,y,z) = f(x,y) —2) y también es
un caso particular de) (basta consideraf(s,t) = (s,t, f(s,t))). El plano tangente en un punto
de Sviene dado en cada caso como sigue.

a) Elplano tangente en un punta,b,c) = (a,b, f(a,b)) € Ses el plano de ecuacion cartesiana
of of
z—f(ab) = o (ab)(x—a)+ a—y(a,b)(y—b)
Los vectores(l 0, — > < > son tangentes &en (a,b,c) y el vector

(a—ab (a,b),— )

es ortogonal &en el punto(a, b, c).

b’) Elplano tangente en un puntdso,to) = (a,b,c) € Ses el plano de ecuaciones paramétricas

oY 0
(X,,2) =Y (o, to)+sa (So,to) + Y = (S0, t0)
Donde 5 3 3 3
Y X y z
Tt = (G, Pt )
y

ov 0X oy 0z
o= (Fan. Fan. Fo)

Dichos vectores son tangenteSan (a,b,c).
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c’) El plano tangente en un punta, b, c) € Ses el plano de ecuacion implicita
(Og(a,b,c)|(x—ay—b,z—c)) =0

Se supone quélg(a,b,c) # 0 pues en otro caso, el plano tangenteen (a,b,c) no esta
definido. El vector gradientélg(a, b, c) es ortogonal &en el punto(a, b, c).

Sig(x,y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuacion imgieitg z) = c o, lo que
es igualg(x,y,z) —c =0, dondec es una constante, se llamsuperficies de nivétuando el
campo se interpreta como un potencial se llasgrerficies equipotencialede lo dicho
enc’), se sigue quel vector gradientelg(x,y,z) es ortogonal en todo puntx,y,z) (en el
quelg(x,y,z) # 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

Curvas enRR3

Una curva en el espacio puede venir dada de dos formas.

a) Como interseccién de dos superficlsy S.

b) Por medio de ecuaciones parametrigég = (X(t),y(t),z(t)) dondetel C R el es un
intervalo.

F=v(1) ={(x(),y(t),z(t)) :tel}
La tangente en un punto dleviene dada en cada caso como sigue.

a) Latangente en un puni@,b,c) €l es la recta interseccion de los planos tangent@sya
a$ en(a,b,c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecigacimplicitas.

S ={(xy,2eR3: fxy, =0} 3. _ _
SZ {Xy, ERg Xy, 0} F_{(X,y,z)eR .g(X,y,Z)—f(X,y,Z)—O}

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente so
(Of(a,b,c)[(x—a,y—h,z—c)) =0
(Og(a,b,c)|(x—a,y—b,z—c)) =0

Donde se supone que los vectores gradiéhitéa, b, c), 0g(a,b,c) son linealmente inde-
pendientes pues, en otro caso, la recta tangente a lalc@véa, b, c) no esté definida.

b’) Latangente en un puntdty) = (a,b,c) €T es la recta de ecuaciones paramétricas

(%¥,2) =7 (to) +1¥'(to) = (a,b,c) +(X'(t0),y'(to), Z (to))

El vectorY'(to) = (X'(to),Y’(to),Z (to)) es tangente B en(a,b,c).
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2.3. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escafacon derivadas parciald3xf en un abiertd2 C R". Las
funcionesDkf son también campos escalaresndeariables que podemos, cuando se dejen,
volver a derivar parcialmente en puntos@eObtenemos de esta forma erivadas parciales
de segundo ordede f, es decir las funcioned x f = D;(Dkf), que se representan también de

las formas: oy ey
= c'ixj—axk(x)’ Djj f(x) = a—sz(x)

De manera analoga se definen las derivadas parciales dededee def como las deriva-
das parciales de las derivadas parciales de segundo ordenDdg f = Di(D;j(D«f)), y se
representan también de las formas:

Djkf(X)

03 f 03 f 03 f
= 9% OX 0% 0% 0% (x); Djjj f(x) = _6>cj3 (x); Djji f(x) = —asza

Diji f (x) (X)

Las derivadas parciales de cuarto orden son las derivadeislpa de las derivadas parciales
de tercer orden y asi sucesivamente. Es natural preguisiaeserden en que se realizan las
derivadas debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamenten®yoria de los casos podemaos
olvidarlo porque se verifica el siguiente utilisimo residta

2.15 Teorema(Schwar2). Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un oamp
escalar con derivadas parciales de orden k continuas saengependen del niUmero de veces
gue se deriva parcialmente respecto de cada variable, pevaden en que se realicen dichas
derivaciones no afecta para nada al resultado final.

2.16 Definicion. Se dice que un campo escales de clas€X en un abiertcQ si f tiene
derivadas parciales de ordegontinuas e, en cuyo caso escribimdss €X(Q). Se dice que
f es de clas€® enQ si tiene derivadas parciales continuas de todos 6rden@s en

Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una funciéon dasveariables se conside-
ran fijas todas las variables menos aquella respecto a leeqieriga, calcular derivadas
parciales es lo mismo que derivar funciones de una vari8olemente debes tener cui-
dado para darte cuenta qué tipo de funcién es la que tienedeguar porque ello puede
depender de la variable respecto de la que derivas. Por lejelafuncion f(x,y) = X’
cuando fijag/ (para derivar respectox es una funcién potencia (la variable esté en la
base y el exponente esté fijo) y cuando f§dpara derivar respectoyd es una funcion
exponencial (la variable esta en el exponente y la base ggta fi

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros deaFdsingenierias diver-
sas, representar las funciones por letras. Asi, lo que Ieemddicos solemos escribir
f(x,y) = cogxy) +xy?, para indicar quef es una funcion de dos variablgs y cuyo
valor en el puntqx,y) viene dado por cdgy) + xy?, suele expresarse de forma menos
precisa en la forma = cogxy) + xy?, cuyo significado es exactamente el mismo que
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el anterior cambiandd por z. Naturalmente, en vez depuede usarse cualquier otro
simbolo que sea distinto deey. Tienes que acostumbrarte a esta notacion y entender
cuando una letra representa una variable y cuando repseseatfuncion.

90. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los caegmalares:
(@) f(x,y) =Xy +22x+ysenxz) (b)z=(x*+y3)e™ (c)w=x€&+z€&'+xyz

91. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orderadgo escalar:

Xy
f(xy,2) = 142+ 2

92. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo ord®saampos escalares:

(a)z=sen(cos(e¥))  (b)w=log(4+arctgx/y))

() u=tg((xy)?) (d) v=arctg(z?)

93. Estudia la existencia de las derivadas en el origen seguldidtistas direcciones del
campo escalaf : R? — R definido por:

X(X2+y2) .
o) =5 s 2ty =0 sy
¢ Esf continuo en0,0)?

Te recuerdo que una direccién viene dada por un vector deeneuciidea 1. Siy b son

. o : : a
puntos deR" la direccion del punta hacia el puntd viene dada por el vecteﬂ’i.
b— a||2

94. Calcula la derivada direccional dgx,y) = log(1+ /X2 +Y?) en el punto(1,2) en la
direccion hacia el origen.

95. Calcula la derivada direccional dgx,y) = arctg( > en el punto(1,1) en la

XY
direccién hacia el punt(?,1).
96. Calcula valores de, by ¢ para que la derivada direccional de la funcion
f(x,y,2) = axy’ + byz+ c2x®
en el punta(1,2, —1) tenga un valor maximo igual a 64 en la direccion del eje OZ.

97. Considera la curva dada por las ecuaciones paraméttigas € + cog, y(t) = et +sert.
Calcula la ecuacion de la recta tangente en el p(x{@®, y(0)).

98. Calcula, para los siguientes campos escalares, el veatmahenPy a la curva de nivel
gue pasa por dicho punto.
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_ y _
senx+y)

2 1Y) = 3 cotx—y)

Po = (T1/2,11/4).

X—y
1+log(1+ x2y?)
dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el pyfta) a la curva de nivel del campo
f(x,y) = xy® 4+ x3y que pasa por dicho punto.

99. Calcula la derivada de(x,y) = en el punto(—1,—1) en la direccién

100. Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta nortaalgse de ecuaciéon

X%y

P A

en un puntqu, V) de la misma.

101. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta hamada una de las siguientes
superficies en el punt@, indicado.

Z-2¢-2—-12=0, Py(1,—-1,4);
z—log(x* +y?) =0, P,(1,0,0)
XA+ +Z—2X+4y+32+1=0, Py(3,4,-3);
A—x2 -4 =y, Py,(0,0,1)
z(xy—1)— (x+y) =0, Po(1,23);
Z+E+2x+2y— X2 —y?—3=0, P,(1,1++e1)

102. Halla la ecuacion de la tangente a la curva dada como intéésedel elipsoide
X2 + 4y 4 222 = 27 y el hiperboloide +y? — 27 = 11 en el puntd3, —2,1).

103. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definiddagaterseccion de las
superficiesz= xy, X2 +y? — 2z= 4 en el puntd3,1,3). Comprueba el resultado expre-
sando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

104. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definiddagaterseccion de las
superficies #z= (x+2)y, 32 +y=>5xen el punto1,2,1).

105. Estudia la diferenciabilidad de los siguientes camposassa

ety 1 log(1+x% +y?)
a)f(XaY)—W, f(0,0)=1 b)f(x,y)—w, f(0,0)=1
106. Sea ( 2
x—1)cy
fxy) = =11 y2 f(1,0)=0
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107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.
114.

a) Estudia la continuidad y diferenciabilidad tle
b) CalculaD, f(1,0) dondeu = (1/v/2,1/v/2).
c) Calcula la direccion y el valor de la derivada direcciam&ima def en(0,0).

d) Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la rectaaha la superficiez =
f(x,y) en el origen.

Estudia si los siguientes campos escalares definido§(pgd) = 0 y para(x,y) # (0,0)
por:

453

a)f(xy) = m7

son continuos, diferenciables o de cl@enR2. Calcula también en cada caso la deri-
vadaD, f(0,0) dondeu = (1/v/2,1/V2).

1
2
b) f(x,y) = (C+Y?) arctgx2 V2

Estudia si los siguientes campos escalares definido§(pod) = 0 y para(x,y) # (0,0)
por:

2
a) Fxy) = Yy txy)

Neawa

son de clas€! enR2.

_ 1—cosxcosy

) C) f(X,y) - \/m

_ serxsery —xy

Neav

Estudia si los siguientes campos escalares definido§(pod) = 0 y para(x,y) # (0,0)
por:

Ry _yarctgx—xarctgy __arctgxsery —xy
0N = D10V =T O Ty = e
COSX — COSy ytgx — xtgy XCOSy — YCOSX— X+Y
d) f(xy) =xy———2, &) f(xy) = 70— ) f(xy) = —

son de clas€! enR?. Estudia en cada cafd»f(0,0) y D»;f(0,0) e indica si son de
claseC? enR?,

Estudia la derivabilidad de las normas— ||x||2, X — ||X||1 ¥ X — [|X||» Y calcula sus
vectores gradiente.

Justifica que un campo escalar de cl@$eéambién es de clas®? paraq < k.

Justifica que la suma, el producto y el cociente de campotaessale clas€X también
son campos escalares de cl@$eDeduce que toda funcién racional nlgariables es de
claseC” en su dominio natural de definicion.

Generaliza las proposicion@s8y 2.9 para campos de clag¥.

Un campo escalaf : R" — R se dice que ekomogéneale gradone N, si para todo
x€R"y para todd € R se verifica quef (tx) =t"f(x).

Supuesto qué es homogéneo de gradg derivable, prueba que:
n

a)ijDjf(x):nf(x) VX = (X1,X2,...,%) €R".
=1

b) Sin > 2, las derivadas parcial& f son funciones homogeéneas de gradel.
¢) Sin= 1 entonced es una forma lineal.
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115. Prueba que si es de clas€? y es homogéneo de grado 2 se verifica que:

l n
f) =5 > Dijf(Oxx;  Vx=(x1,%,....%) ER"
2i,]:l

116. Seaf : Q — R un campo escalar de cla€& Supongamos qu@ es un conjunto convexo
y que0€ Q. Prueba que para todo= (x1,X,...,X%,) € Q se verifica que:

1
f() =f(0)+ Y x; [ Dyf () et
=1 o

2.17 Observacion.¢ Qué notacidon es mejor para las derivadas parua%xs’bplf?. Quizas

un ejemplo te ayude a decidir: considerenf@s,y) = x&¥. Tenemos qud;f(x,y) =&y

g—)f((x,y) = &. Si ahora permutamaspor y en estas igualdades obtenenidsf (y,x) = €'y

f . :
g—y(y, x) = €. LaigualdadD; f (y,X) = € es correcta porque, efectivamentées el valor de la
derivada parcial dé(x,y) respecto a la primera variable evaluada en el pnt9. La igualdad

%(y, X) = € no es correcta porqu%:—/(x,y) = xe& y si la evaluamos efy,x) el resultado es
ye~.

Este ejemplo pone de manifiesto que es mucho mejor la notdeiéabindice®, f, D, f
. . .df  of i .
para las derivadas parciales que las notameécg?s/ Y La razdn es que la notacidy no
tiene nunca ambigiiedad: indica derivacion respecto a tagpa variable y no depende para

: . .  of .
nada de la forma en que representemos dicha variable, ageie la notamoE nos dice

gue dicha variable la hemos representado con la XetPero con frecuencia hay que cambiar
las letras con las que representamos las variables.

2.4. Teorema de Taylor. Extremos relativos

2.18 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjufiaC R". Se dice quef
tiene unméaximo relativo (resp.minimo relativo) en un punteae< E, siaes un punto interior
de E y existe un numere > 0 tal queB(a,r) C Ey f(x) < f(a) (resp.f(a) < f(x)) para
todox € B(a,r). Cuando las desigualdades anteriores se verifican de fastmeta para todo
x€B(a,r) conx # a se dice que el maximo o el minimo relativoesgricto.

Los puntos en los qué tiene un maximo o un minimo relativos se llanmexiremos rela-
tivos de f.

2.19 Proposicién(Condicion necesaria de extremo relativh Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E- R" y supongamos que f tiene un extremo relativo en un paath

y ademas que el vector gradiente de feessta definido. Entonces se verifica duig(a) = 0.
Es decir, las derivadas parciales de primer orden de famon todas nulas.
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Demostracion Supongamos quétiene un méaximo relativo eay sear > 0 tal queB(a,r) C
Ey f(x) < f(a) para todox € B(a,r). Definamos¢ :] —r,r[— R por ¢(t) = f(a+te). La
funcion ¢ esta definida en el intervalo—r,r[ pues para todo €] —r,r| se tiene quédla+
tex —al| = |t| <r por lo quea+te € B(a,r) C E. Ademas, para todbe] —r,r[ se tiene que
do(t) = f(a+te) < f(a) = ¢(0). Luegod tiene ent = 0 un méximo relativo. Ademas como,
por hipétesis, exist®yf(a), tenemos que es derivable et = 0. Luego’(0) = 0, pero
¢’ (0) = Dkf(a). ]

2.20 Definicion. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo estalarlaman
puntos criticos o puntos estacionariosde f. Los puntos criticos de un campo escalar que no
son extremos relativos se llampantos de silla

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos criticbgpetplano tangente es
“horizontal”.

La condicién necesaria de extremo relativo no es sufici€teejemplo, el campo escalar
f(x,y) = x? —y? tiene un punto critico efD,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada @)0) toma valores positivos y negativos.

Aligual que para funciones de una variable, la derivadarsggproporciona una condicion
suficiente de extremo relativo, para campos escalares ids variables las derivadas parciales
de segundo orden nos van a permitir dar una condicién sufciEnextremo relativo.

Necesitaremos para ello generalizar el teorema de Taytarqznpos escalares deva-
riables. Para expresar dicho teorema de una forma sergiiteug conveniente introducir una
notacion apropiada.

Si f es un campo escalarayx € R" definimos el operador:
d¥(f,a,x) = (xaD1+ XDz + - - + X,Dp)*f (@) (2.9)

Donde se entiende que la potenkiadsima se desarrolla de forma simbdlica. Un par de ejem-
plos aclarara esto.

n n
dz(f,a,x) = (x1D1+x2D2+---+ann)2f(a) = ( z xiijiDj> z xix;Di; f (
i,]=1 i,]=1

3
B(f,a,x) (Z x;D ) ( Z X XjXcDiDj Dk> Z X XjXDij f (a)

Observa quetif,a x) = (Of(a)|x).

2.21 Teorema(Taylor). Sea f un campo escalar de cla®e! en un abiertd. Searac Q, xe
R" tales que el segmentfa,a+ x] estd contenido em). Entonces existe un punto
ce [a,a+ x| tal que se verifica la igualdad:

k

1 .
@)= t0+ 5 5000 i,

d1(f,c x) (2.10)

Demostracion Tenemos quefa,a+ X] = {a+tx:0<t<1} C Q. Como el conjunto
{teR:a+txeQ} es abierto (es la imagen inversa@epor la funcion continua — a+ tx)
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y contiene al intervald0, 1], hay un intervalo abiertd O [0,1] tal quea+tx € Q para todo

t € 1. Definamosy : | — R" por y(t) = a+tx. Consideremos la funcioh: | — R dada por
h(t) = (fov)(t) = f(v(t)). Por la proposicior2.8 dicha funcion es derivable y su derivada
viene dada por:

)Y (1)) = (Of(v(t))|x) = i D f(v(t)x; = d*(f,v(t),x)

=1

'(t) = (OF (1)

Puesto que las funcion&y f tienen derivadas parciales continuas son diferenciaBtademos
calcular la derivada de la funcidn— ((D;f)oY)(t) volviendo a usar la igualda@.@©) como
hemos hecho antes pero cbisustituido poD; f. Tenemos que:

((D19)21)'1) = (OO ) = 3 U= 3 Dugf 1)

Por tanto:

h(t i (Z ij ) Z ij XkXJ dz(f,Y(t),X)

k=

Anélogamente se comprueba qulé(t) = d3(f,v(t),x). En general, se tiene quél)(t) =
di(f,v(t),x). Como las derivadas de ordkrienen derivadas parciales continuas son diferen-
ciables, esto nos dice qheesk + 1 veces derivable eincon derivada de ordek 1 continua
enl. Podemos aplicar el teorema de Taylor a la fundigrara obtener que hay algére [0, 1]

tal que:

K 1 1
- (k+1)
Z j! k+ 1)! h ()
Comoh(1) = f(a+x), h(0) = f(a), h)(0) = di(f,a,x) y h&D(A\) = d“'L(f,a+Ax,x), la
igualdad anterior es la misma.{0 conc=a+Ax € [a,X]. O

2.22 Teorema(Taylor-Young). Sea f un campo escalar definido en un abieta- R" y
supongamos que f tiene derivadas parciales de orden k e@#ianQ. Seaac Qy r > 0tal
que Ba,r) C Q. Entonces para tods con||x|| < r se tiene que

f(a+x) = f(a)+£j—lldj(f,a,x)+\|x\|k¢(x) con lim¢(x) =0 (2.11)
=) X—

Demostracién Por comodidad de notacién haremos la demostracionkpard Tenemos que
probar que:

12 .
f(a+x) = f(a ZDkf et Z D f(@)xjx+ [|X[[20(x) con Jim(x) =0 (2.12)
j7 =1

Para cada con 0< ||x|| < r se tiene qua+txeB(a,r) para 0<t < 1, por lo quela,a+ x| C
B(a,r) C Q. Por el teorema de Taylor hay algin punote [a,a+ X] tal que

1 n
f(a+x)—f —I—ZDkf Xk—l—é g Djkf(C)Xij
=
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Légicamente, el punto dependera de y sera de la forma = a+ Ax dondeA es un numero
en|0,1] que dependera de Tenemos asi que:

n
1
f(a+x):f(a)+ZDkf( X+ = ZDka )Xj Xk +
k_

I\)IH

n
Z ka Djkf(a))Xij

Definamos L .
d(X) = =—5 Dikf(c) — D f(a))Xjxk
) ZHXHQLZZI( J ) J ( )) ]

Con lo que, evidentemente, tenemos que:
n l n
fla+x) =f(a)+ ) Dif(@)xc+ 3 Z D f (2)x %+ [IX 0 (x)
=1 ik=1

Podemos suponer que la norma que usamos es la eucll’dea,qmﬂxq < ||X|| y tenemos:

10 ) Kl |
<3 2 1Pwt©-Dxt@l G5 < 5 g\D,kf ~Djcf(a)

Cuandox — 0 se tiene que&e = a+ Ax — a, por lo que, en virtud de la continuidad de las
derivadas parciales de segundo orden, concluimos qéxbz(mrh 0. O
X—>

El siguiente resultado, consecuencia directa del teorextegiar, es muy Util para calcular
limites.

2.23 Corolario. Sea f un campo escalar definido en un abi€a R" y supongamos que
f tiene derivadas parciales de orden k continuas(enSupongamos también que todas las
derivadas parciales de f de orden menor o igual que k se anettamn punto & Q. Entonces

se verifica que:
im0 —f@ _ o
x—a [|x —allk

2.24 Definicién. Seaf un campo escalar devariables que tiene derivadas parciales de segun-
do orden continuas e y seaac Q. La matrizn x n

H(f,a) = (Dij (8) 1 jn
se llamamatriz hessianade f ena.
Observa que la matriz hessiana es simétrica poljpa) = Dji f(a). En consecuencia,

dicha matriz define una forma cuadratica, que representargror Q(f,a), que viene dada
para todox = (x1,X2,...,%n) €R" por

Q(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i Djk f (a)XjX
=

donde el punto .” indica producto matricial w! es el vector columna. Con esta notacion
podemos escribir la igualdad.(2 en la forma

f(a+x):f(a)+<Df(a)|x>+%Q(f,a)(x)+||x||2¢(x) donde fimp(x) =0  (2.13)
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Si suponemos quaes un punto critico dé podemos escribir
1 .
fla+x) = f(a)+ 5. @00+ |x|*p(x) donde fmp(x)=0  (2.14)

De donde se sigue que

f(a+x)—f(a)
1|12

:zu)l(HZQ(f,a)(x)Jrq)(x) donde  fimb(x) =0

Teniendo en cuenta que las formas cuadraticas son polisontimogéneos de grado 2, es
1 1
decir, Q(f,a)(Ax) = A%Q(f,a)(x), se tiene qu Q(f,a)(x) = =Q(f,a)(x/||x||). Resulta
ein Q(f,8)(M) = MQ(1.2)(9 & Qa0 = 5Q(f,a)(x/[IX])
asi la igualdad

W = %Q(f,a)(x/HxH) +6¢(x) donde Xﬁr(r)xb(x) =0 (2.15)
2.25 Definicion. Una forma cuadratic®(x) = 3{';_; aijxx; se llama:

e Definida positiva si Q(x) > 0 para todox€RR" conx # 0.

e Semidefinida positivasi Q(x) > 0 para todox e R".

e Definida negativasi Q(x) < 0 para todoc € R" conx # 0.

e Semidefinida negativasi Q(x) < 0 para todox e R".

¢ No definidao indefinida si toma valores positivos y negativos.

2.26 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un abiddta R" y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuaQ.eBeaac Q un punto critico de f y
sea f,a) la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana de faen

Q(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i Dk f (a)XjX«
=t}

a) Si la forma cuadratica Qf,a) es definida positiva entonces f tiene &on minimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadréatica Qf,a) es definida negativa entonces f tieneaean maximo
relativo estricto.

c) Si f tiene un méximo relativo enentonces la forma cuadratica(®, a) es semidefinida
negativa.

d) Si f tiene un minimo relativo enentonces la forma cuadratica(®, a) es semidefinida
positiva.

e) Si la forma cuadrética (f,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla.en
Demostracion ComoQ(f,a) es una funcion polindmica y, por tanto, continua, y la esfera

unidad deR", §(0,1) = {ueR": |u|| = 1}, es un conjunto compacto, dicha funcién alcanza
un minimo valor y un maximo valor €§0,1). Sea

m=min{Q(f,a)(u) : ul| =1}, M=max{Q(f,a)(u): [l =1}
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a) Supongamos qug( f,a) es definida positiva. Entonces se tiene gue 0. y, por la igualdad
(2.15), tenemos que

f(a+x)—f(a) 1

T = 20/ X) +90) > 5 +0(x) donde limh(x) =0

La condicion Iirgﬂ)(x) = 0 garantiza la existencia de un numere 0 tal que|$(x)| < m/4
X—

siempre que & ||x|| < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponeueo8<q
IX|| <'s, se tiene
f(a+x)—f(a) _ m m

m
> 2 +o(x 2
X2 7 T >3

m
_ 0
2-a°

Deducimos qud (a+x) — f(a) > 0 para todax con 0< ||x|| < s. O, lo que es igualf (z) —
f(a) > 0 para toda tal que 0< ||z—a|| < s. Lo que prueba qué tiene era un minimo relativo
estricto.

Los demas puntos se prueban de forma parecida. O

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasifieaforma cuadratica. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos queesigucontinuacion son los que me
parecen mas cémodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

SeanA = (aj) una matriz simétrica de nimeros reales y

1<i,j<n

n

Qa(X) =x.Ax' = > axix; (2.16)

la forma cuadrética definida pot. Los valores propiosde A son las raices del polinomio
caracteristicg(A), que se define como el determinante de la matrizA |l :

P(A) = |[A—AI|
Es sabido que, en la situacion que estamos considerand@idas de dicho polinomio son
todas reales.

Sean\; (1< j <n)losvalores propios dé. Se demuestra que hay una bBse {uz, us,...,Un}
enR" tal que para todo vectore R" se tiene que

Qu(x) =3 Ajx
=1

donde(x1,X2,...,%,) son los coordenadas del vectoen la baseB. De aqui se siguen los
siguientes criterios.

e Laforma cuadratic®), es definida positiva si, y solo si, todos los valores propmgld
son positivos.

e Laforma cuadrétic&), es definida negativa si, y sélo si, todos los valores propéo4d d
son negativos.
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e Lacuadratica), es no definida si, y s6lo s tiene valores propios positivos y negativos.

e Laforma cuadratic®, es semidefinida positiva si, y solo si, todos los valoresipsge
A son mayores o iguales que 0.

e Laforma cuadratic®, es semidefinida negativa si, y solo si, todos los valoresigsate
A son menores o iguales que O.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular logesloropios ded sino solamente
saber cuantos de ellos son positivos, negativos o nulostuidamente, hay un criterio que
nos proporciona esta informacion sin mas que observar Efsc@ntes del polinomio caracte-
ristico.

2.27 Proposicion(Regla de los signos de DescarfesSea
f(x) = anX"+an-1X" 1+ +ax+ao
un polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todaeros reales. Se verifica en-

tonces que:

a) El nimero de raices positivas de f (contando multiplidelg es igual al nUmero de
cambios de signo en la sucesi(@, a,_1,...,a1,8y) de los coeficientes de f.

b) El nimero de raices negativas de f (contando multiplides es igual al nimero de
cambios de signo en la sucesiof-1)"a,, (—1)"tan_1,...,—a1,a0) de los coeficientes de
f(—x).

Para contar los cambios de signo en la sucesion de coefgisatsaltan los coeficien-
tes nulos. Por ejemplo, di(x) = 2x% +x° — x3 4+ x? — 5, la sucesion de coeficientes flees
(2,1,0,—1,1,0,—1) cuyo numero de cambios de signo es 3.

2.28 Corolario. Sea pA) el polinomio caracteristico de la matriz hessiana de faeknton-
ces.

e Sip\) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de céemgrtigual signo, se
verifica que f tiene un maximo relativo estrictoan

e Si p(A) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de ceam yallernando su
signo, se verifica que f tiene un minimo relativo estrict@en

Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuachd?i 16) es elcriterio de Sylvester
se basa en la sucesion de signos derlesores principalede la matrizA. El menor principal
de orderk es el determinantéy = |a;j|,; ;- Se verifica que:

e Laforma cuadratica es definida positiva si, y sélafsi,> Oparal <k<n.
e Laforma cuadratica es definida negativa si, y s()lo(sil)"Ak >0paral<k<n.

Observa que cuando la dimensidres par, si el determinante de la matfizes negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dosrdiiones.

SeaA C R? un conjunto abierto y seiun campo escalar definido émue tiene derivadas
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parciales de segundo orden continuas. Supongamo@gdues A es un punto critico déy sea

2 2
Te@D 55D

H(f,(a,b)) = 92 f 02f
m(@ b) 2 (a,b)

la matriz hessiana deen(a,b) y notemos det (f, (a,b)) su determinante.

2
= SideH(f,(a,b)) >0y 37;(&’ b) > 0 entoncesf tiene en(a,b) un minimo relativo

estricto.

2

= SideH(f,(a,b)) >0y g f(a b) < 0 entoncesf tiene en(a,b) un maximo relativo

. 0x?
estricto.

= SideH (f,(ab)) <0 entonced no tiene extremo relativo efa,b). Se dice quda,b)
es un punto de silla dé.

= Cuando dei(f,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo €a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las cunfds,t +b) y f(a+t,b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relgto® distinta naturaleza en
t = 0, podemos concluir que €a,b) no hay extremo relativo dé.

Ejercicios propuestos

117. Generaliza el teorema de Taylor — Young para funciones de€la

118. Clasificar los puntos criticos de los campos escalares:

f(x,y) = 2xy— 23y — xy? + X3y f(x,y) = —2¢ — 6xy? + 3% + 3y;

f(xy) =X+ 3xy? — 15— 12y, f(xy) =X +y> —xy —x+16;

f(xy) = —xy+2Cy —xy? — 2¢y; f(x,y) = cos(x) codly)

f(x,y) = 2ty +xy+y%; f(xy) =Xy —x* —y%

f(x,y) = serx+ sery+ cogx+Yy), X,y €]0,2m] f(xy) =2 +y' — 42— 2y
f(x,y,2) =X+ Y+ 2 +3Xyz—X—y—Z f(xy,2) = (x+y+2) e X7

119. Trazar un plano que pase por el pufito2, 3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen minimo (el volumen del tetraedro e®roiat del area de la base
por la altura).

120. Calcula un puntdu,v,w) de coordenadas positivas de la esfera unidagdy? 4+ 72 = 1
tal que el plano tangente a la esfera en dicho punto deterniméos ejes coordenados
un tetraedro de volumen minimo.
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121. Recta de minimos cuadradoDadosn puntos(x;,y;) € R?, determinar los nimerasy
n

2
B para que la cantidagl (yi —ax — |3> sea minima.

m
122. Dadosm puntosa; € R", calcular el valor minimo de la funcioh(x) = ZIHX —a3.
=

123. Seaf : Q — R un campo escalar de clagé en un abiertd) ¢ R". Seaa< Q un punto
critico def y supongamos que el determinante de la matriz hessiah@ua es distinto
de cero. Prueba que hay un abidst@ue contiene atal que el Unico punto critico de
enU esa.
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Capitulo

Derivacion de campos vectoriales

3.1. Derivada de un campo vectorial. Matriz jacobiana

Una funcién vectorial es cualquier funcion que toma valaesin espacio vectorial de
dimension mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espagiéusoiones vectoriales de
una variable. Ahora nos interesa considerar funcione®nalgs de varias variables.

La siguiente definicion expresa la idea basica del calctiémeticial: aproximar localmente
una funcion por una aplicacion lineal.

3.1 Definicion. SeaF : Q — R™, dondeQ c R" es un abierto, y seac Q. Se dice quéd- es
diferenciable o derivable ena si hay una aplicacién linedl : R" — R™ tal que:

fim F(x)—F(@—-T(x—a)
a - x—q

=0 (3.1)

Dicha aplicacion lineal, si existe, es Unica; se llagifarencial o derivada deF en el puntoa
y se representa p@F(a).

La siguiente proposicién pone las cosas mucho mas claraggsb, probamos la unicidad
de la aplicacion lineal que verifica 8.1).

3.2 Proposicion. SeaF = (f1, fa,..., fm) : Q — R™, dondeQ C R" es un abierto, una funcion
vectorial de n variables y m componentes y aedd. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) F es diferenciable en.

b) Los campos escalares, f», . .., f,, componentes de son diferenciables ea
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Supuesto que se verifican a) y b), la matriz de la aplicacidedi DF(a) en las bases
canonicas deR" y R™ es la matriz cuyas filas son los vectores gradidnfiga), esto es la

matriz de m filas y n columna@; fi(a)) 1<i<m. Dicha matriz se llamanatriz jacobianade F
1<j<n

enay se representara por=Ja).

La aplicacion lineal OF(a) : R" — R™ esta definida para tode< R" por
DF(a)(x) = Jr(a).x'
donde “” indica producto matricial yx! es el vector columna.

Observa que en el caso particular de gue: 1, es decirF = f es un campo escalar, la
aplicacion derivada es una forma lineal soBfeque viene dada por:

Df(a)(x) = (Of(a)[x)  VxeR"

En el caso en qua = 1, es decirF = v es una curva efR™, la aplicacién derivada es una
aplicacion lineal d&R enR™ que viene dada por:

Dy(a)(t) =tv'(a) VteR

Y en el caso en que= m= 1, esto e$ = h es una funcién real de variable real, la aplicacion
derivada dén ena es la aplicacion lineal d& enR dada por:

Dh(a)(t) =th'(a)  VteR

La idea bésica del célculo diferencial es aproximar (loeait®) una funcion por su deriva-
da, que es una aplicacion lineal. Puesto que la aplicacidvada es una buena aproximacion
local de la funcién, cabe esperar que la funcion heredenmsk algunas de las propiedades
de su aplicacion derivada. Las propiedades de una aplichogal son muy faciles de estudiar
y lo que se hace en casi todos los resultados del calculeddid es trasladar localmente las
propiedades de la aplicacion derivada a la funcién. Un demglarard esto. Considera una
funcién realh derivable en un intervalt; la aplicacién derivada deen cada puntac| es la
aplicacion lineal d&R enR Dh(a)(t) =th’(a). Si paraac| esh’(a) > 0 dicha aplicacién es
creciente, pero entonces también la funddes creciente eh. Este ejemplo puedes llevarlo
a otras situaciones mas complicadas: si la aplicaciénattaies una biyeccion lineal ¢ sera la
funcion localmente inversible? Claro esta, la respuestasguobtiene a este tipo de pregun-
tas es siempre de tipo local porque la derivada es una bueogirapcion local y solamente
proporciona informacion local sobre el comportamientoadi@ihcion.

3.1.1. Elespacio normada(R",R™)

Antes de seguir conviene que consideremos el conjafiiy, R™) de todas las aplicaciones
lineales deR" enR™. Con las operaciones usuales de suma y producto por un niesro
dicho conjunto es un espacio vectorial real de dimensmnSupongamos que &'y enR™
tenemos fijadas sendas normas que notaremos jgliaRaral € £L(R",R™) definimos:

ITIl = max{(I T = [Ix]] = 1} 3.2)
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Se verifica entonces que la aplicacibn— ||T| es una norma ed (R",R™). Dicha norma
se llamanorma de operadores asociada a las normas fijadaRly enR™. Es importante
gue te des cuenta de que en la igual@a@iintervienen tres normas: la definida BA, que
aparece en la expresidix|| = 1, la definida erR™, que aparece en la expresipn(x)|| y la

norma de operadores correspondiefiité|. En adelante consideraremos siemgr&", R™)

como espacio normado con la norma de operadores asociaslaartaas fijadas eR" y en

R™M,

Ejercicios propuestos

124. Prueba que la la iguald&12 define una norma e (R", R™).

125. Prueba que para todce R" se verifica que

ITOAI < [T (3.3)

126. Prueba que parac L(R",R™M) se verifica la igualdad:

[T =min{MeR{ : [[T(X)|| <M|[x[| VxeR"} (3.4)

127. Supongamos que dR" R™y RY tenemos fijadas normas y se@r L(RMRY) y T €
L(R",R™M). Prueba la desigualdad

[SoTI < ST (3.5)

Todos los conceptos propios de espacios normados tientatteesentido en el espacio
L(R"R™M). De hecho, como tal espacio es de dimension finita en él safosdbs teoremas
1.22 1.24 1.25y 1.28 Por supuesto, tiene perfecto sentido considerar la cgemeia de
sucesiones ef(R",R™).

Representaremos p&L(R") el conjunto de todas las aplicaciones lineales biyectigas (
morfismos lineales) dB" enR". Notaremos po£ (R") el espacio vectorial de los operadores
lineales deR" enR".

3.3 Proposicion. SeaT € L(R"). Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) TeGL(R").
b) T es inyectivo.

c) T es sobreyectivo.

3.4 Proposicion.

a) GL(R") es un conjunto abierto ef(R"). Concretamente:
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Para todoT € GL(R") se verifica que:

ny . _ 1 n
{SEL(R ) IT=9| < T } C GL(R")

En particular, sil es la identidad efR" entonces B,1) C GL(R").
b) La aplicacionT +— T~! de GL(R") en GL(R") es continua.

Ejercicios propuestos

128. SeaT € L(R",R™). ¢, Cudl es la derivada deen un puntac R"?
129. Prueba que una funcion vectorial diferenciable en un pam®® continua ea.

130. Prueba que un campo vectorial derivable en un dominio cawadizr nula en todo punto
del mismo es constante.

131. Supongamos quéS,} — S en el espacioC(R™ RY) y que {Tn} — T en el espacio
L(R"RM). Prueba quéS,oTp} — SoT en el espacid (R",RY).

132. SeaacR"y a: R" — R la aplicacion lineal dada par(x) = (a|x). Calculal|a|| cuando
enRR" se consideran las normad|z, || [[1 Y | ||e-

133. SeaT : R? — R? la aplicacion lineal d¢R?, || [|1) en si mismo, cuya matriz en las bases

, . a b
canodnicas e c d . Prueba que

ITI] = max{|a| +[c], [b] + |d]}

Si F es diferenciable ea, definiendo:
F(x) —F(a) — DF(a)(x—a)

R(a,x) =
(@) Il
La igualdad
im F(x) — F(a) —DF(a)(x —a) _0 (3.6)
x—0 |Ix —al
puede escribirse de forma equivalente como:
F(x) = F(a)+DF(a)(x—a) + |[x —a||R(a,x) con XILrgR(a,x) =0 (3.7)

3.5 Definicion. Se dice que un campo vectorial es de cl@é¢ke NU {«}) en un abiertd si
lo son sus campos escalares componentes.

3.6 Proposicion. SeaF = (fy, fa,..., fn) : Q — R™ dondeQ es un abierto efR". Equivalen
las afirmaciones:

a) F es de clas&€! enQ.

b) F es diferenciable e y la aplicacionx — DF(x) deQ en £L(R",R™) es continua.

Ademas, como consecuencia de lo visto en el ejerditil todo campo vectorial de clase
eX también es de clag®f paraq < k.
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3.1.2. Reglade la cadena. Derivadas parciales de funcioresmpuestas

3.7 Teorema(Regla de la cadena SeanG:A— R"yF:B— R™ donde AC R9y BC R"

son conjuntos abiertos @(A) C B. Supongamos que es diferenciable en un puntc Ay
que F es diferenciable en el puni@(a) € B. Entonces se verifica que la funcion compuesta
H =FoG: A— RMes diferenciable en, y su diferencial viene dada como la composicién de
las respectivas diferenciales:

DH(a) = DF(G(a)) o DG(a) (3.8)
Ademas, sF y G son de clas&€k entoncedH también es de claseX.

Observa quédG(a) : RY — R"y DF(G(a)) : R" — R™, por lo que la composicién es una
aplicacion lineal d&R% aR™, como debe ser, pués es una funcién vectorial dgvariables y
m componentes.

La expresion de la igualda®.§) por medio de matrices jacobianas es:

Jn(a) = I (G(a)-Js(a) (3.9)

PoniendoH = (hy,hy,... hy), F=(f1, f2,..., fm), G = (91,92, ...,0n); Notando las variables
porx = (X1,%X2,..., %) €R", y = (y1,Yo,...,Yq) € RY, y escribiendd = G(a), tenemos que:

(5@) = (500) o (@) b=G(a
Vi 1<i<m OXk 1<i<m  \ 0Yj 1<kgn
1<j<q

1<k<n 1<j<q
De donde se sigue:

n af agk

b=G(a 1<i<m1<j< 3.10

Esta igualdad constituye tagla de la cadena para derivadas parcialeg es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a antéattilitarte las cosas.

Primero, lo mas frecuente es gEesea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior,F = f es un campo escalar, en cuyo case f o G también es un campo escalar. La
igualdad 8.10 queda ahora:

ah noof 96k

b=G(a 1<j< 3.11
2y @ =3 5 5@ @ (@<i<q @.11)

En esta igualdad se interpreta que la fund®nA — B C R" lo que hace es ufcambio de
variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “vari@hblgiguas” de la funcion
f, esto es lag = (X1, X, . ..,X,) €B se han sustituido por “variable nuevas™ (y1,Y»,...,Yq) €
Ay la funcién f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando lugauadarih. La
relacion entre unas variables y otras viene dada por:

X = Ok(Y1,Y2,--,Yq),  1<k<n (3.12)

De esta manera podemos interpretar la igual@atilf en la forma siguiente:
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Para derivar la funcion nueva respecto a una nueva variablg se deriva la
funcion antiguaf respecto a cada una de sus variableg se multiplica por la
derivada de cada una de elbgs= g(y1,Yo, . . .,Yq) respecto a la variablg.

Ya se ve que la situacion esta pidiendo que hagamos algunpkfisiaciones que, ademas, son
las que se hacen siempre en la practica porque, aunque socoaligisas, facilitan mucho los
calculos.

Lo primero que se hace es identificar las funciogegue introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antighggses decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

X = X(Y1, Y2, -, ¥g),  1<k<n (3.13)

Con esta notacion, la igualda8.{1) queda como sigue.
—@=Y -(b)7=(a) b=G(@ (1<j<q) (3.14)

Observa el doble papel que desempefia a la derecha de edtladglaletraxy; cuando se
deriva respecto de ella representa una variable y cuaraleeetieriva respecto de una variable
nueva representa una funcion.

La igualdad 8.14) ya es bastante facil de recordar pero todavia se siguearitcen la
practica, sobre en todo en los textos de Fisica que suelemats&iones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). Aesafio se distingue entre la funcién
f y la funciénh porque, como suele decirse en esos textos aludidosilaonisma funcion
expresada en distintas variabledaciendo la identificacion deconh nos queda lo siguiente.

0 of
b=G(a 1<j< 3.15
ay, )= 3 5 ay, @ (<i<q (3.15)
Aqui la letraf desempefia un doble papel: a la izquierda es la funcién catgppye la derecha
es la funcién dada en sus variable iniciales.

Todavia suele darse un pasito mas que consiste en represefuacion f con una letra
gue suele usarse para representar variables; a saberala [Esto es frecuente también en
textos de Fisica. Vamos a hacerlo asi.

b=G(a 1<j< 3.16
8= 3 )3k @ (<i<q (3.16)

Todavia hay algo que podemos simplificar. Habras observadaigmpre indico la relacion
gue hay entre los puntdsy a. ESo es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber donde se evallan las derivadas parciales de cadérfuRcies bien, eso no se indica
jamasen textos de Fisica. Nunca se indica en dénde se evallUarrieaddes parciales. Asi que
vamos a suprimirlo.

0z axk

1<j< 3.17
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Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber recomocelta la igualdad de partida. Y no
olvides la forma en que se evalla esta igualdad. Lo vuelvanarpo

0z O0Xx

0y; 0y;
Situviéramos que volver a derivar en esta igualdad respaata variabley se derivaria como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las @srivpdra derivar un producto se

v) = kij—xzk@(y)) y)  (1<i<q (3.18)

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importantequeda funcién(_?—xzk(G(y)) vuelve

. z L .
a ser la funcién compuesta del campo escag%k! con la funcionG. Por tanto, para derivarla,
hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado paravéerzcomo funcion compuesta
y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso quécellcdle derivadas parciales de

segundo orden en funciones compuestas suele ser bastgoteoso y es facil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

3.8 Ejemplo. Vamos a calculai(:(;—)z( siendoz = u? +v° 4 3uvdondeu = X% + y?, v = ser(xy).

Asi es como suelen enunciarse estos ejercicios y debesdenteien el enunciado. Nos
estan dando una funcion de las varialfles/) a la que llamarz. Esto es la letra representa
una funcién, a saber,= u? +\° + 3uv. Nos estan dando urambio de variablepor medio

. . 0z L .
de las igualdades = x? +y?, v = ser(xy). Y nos piden calculalb—x. Esto altimo ya nos dice

L, . 0z e
claramente que debemos vecomo funcidn dex ey, es decir, la letra en I es la funcion
que nos damespués de sustituir en ella las nuevas variabtesea, la funcion compuesta de
z= U2+ +3uvconG(x,y) = (X2 +y?,sen(xy)).

Sabemos que

0z 0z0Ou 0zov
— = — 4 —— = (2u+3v)2x+ (5V* + 3u)ycogx
ox  udx | avox (2u3v)2x-+ (574 3u)ycosxy)

. . . . 0z . .
Si lo dejamos asi escrito parece ke depende de 4 variables. Pero no es asi porque en la
igualdad anterior las variables sy (las nuevas variables) mientras qug v (las antiguas
variables) vienen dadas por= x? + y?, v = ser(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitucion,
con lo que resulta

ZTZ< = (20¢ +y?) + 3serixy)) 2+ (5ser (xy) + 3¢ +y?)ycos(xy)

que nos da el valor de la derivada parcial de la funcion costpuen un puntdx,y). En este
caso es muy sencillo calcular la funcién compuesta. Hazlinyprueba el resultado obtenido.

¢

Ejercicios propuestos

Consideremos una funcién de dos variabley, z= z(x,y), y supongamos que expresa-
mosx ey en funcion de nuevas variablay v, lo que indicamos en la forma= x(u,Vv),
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y =y(u,v). De esta forma la funcidmes funcion (funcion compuesta) de las “variables
libres” uy v, a través de las “variables dependiente&'y. Se trata de calcular las de-
rivadas parciales derespecto de las nuevas variableg v. La regla para hacerlo es la
siguiente: para derivar una funcién

z=12(xy), X=x(uV), y=y(uv)

respecto de una nueva variable, se dezirespecto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variableaespde la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbdlicamente

0z 0zox  0zody

au~ axau ' ayau
En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, estamos derivando res-
pecto au, la letraz representa a la funcion compuesta z(x(u,v),y(u,v)) y la derivada
esté calculada en un punto,v). En la parte derecha de la igualdad la letr@presen-
ta la funcion dada = z(x,y) y las letrasx e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respeatp Bebe entenderse que
cuando se sustituye un valor gev) en la igualdad los valores deey deben sustituirse

porx=Xx(u,v), y=y(u,v).

135. Seaz = cogxy) + € 1cosx donde x = U +V, y = u—\2 Calcula% en el punto
(uv)=(1,1).

136. Seau = (x+Y)*+y?(z+x)3 donde x=rse™!, y=rslog(1+1t?), z=r?scos. Calcula
o cuandor =2,s=1,t=0.
0s

137. Seaz= f(x,y), y pongamox = u® + V2, y = u/v. Calcula las derivadas parciales dezde

respecto de las nuevas variablegv en funcion de las derivadas parcialeszatespecto
dexey.

138. Seau = x*y +y?*Z + ¢ (x/y), donde

x=1+rsé
y=rs?et
z=r?ssernt
Calculag—z cuandar = 2,s=1,t =0, sabiendo qué’(3/2) = —1.
4 2 0z 0z . 0z
139. Seaz= f(x,y) dondex=gs*+r4 y=2rs2. Calculaa—x(z, 2)y a/(2, 2). Siendo--(1, 1) =
0z
-2y —(1,1)=3.
140. Prueba que la funcioR (x,y) = f(xz—fyz), dondef es una funcion real derivable, verifica
la igualdad
oF oF
2
— +2xy— =0
(¢ +¥) 55 + 20y 5
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141. Prueba que la funciof (u,v) = f(uv, (u?> —v?)/2), donde f : R — R es una funcion

diferenciable, verifica la igualdad
_(OF 2+ oF \?
~ \ du ov

af 2+ af 2
ox oy
142. Seaz= f(x,y), dondex = pcosd, y = psend. Calculadz/dp y 0z/09 y prueba que
0z\* (02\*_(0z\? 102\’
% ay) \op p2 \ 09

99
ot

144. Seau = f(x,y) dondex = €°cogt, y = e*sert. Justifica que

TR TR TR Y
5 (35 30)

(U + V)

143. Seag(s;t) = f(* —t2,t> —&%). Prueba la igualdau%g +s—=0.

e oy

145. Seaz= f(x,y), dondex = pcosd, y = psend. Prueba que

07 ¥z 0% 107 102
X2 0y2 0p2 p2092 pop

146. Seaz= f(x,y) dondex = x(u,Vv), y = y(u,V). Prueba que

%z ¥z <0x>2 , 0%z 0xoy 0%z <6y>2 0z 0% 0z 9%
ou

a2~ 22 \ au axdyoudu | oy axow " aya?

E indica la forma en que se evaluan estas funciones.

147. Seah(x,y) = f(u,v) dondef es de clas€? y u = u(x,y), v= v(x,y) son funciones de

claseC? verificando queg—:: = g—; y g—; = —Z—X. Prueba que:

Fh #n_ (a7 (a0 (@ o
ox2  oay2 | \ox % o2 ov2

148. Sean las funciones(x,y,z) = (' +y?, A€ +Y), g(u,v) = logu+V? para(u,v) cR* x R.
¢ Qué valor debe tenarpara que la derivada direccional méximagdef en(0,0,0) sea
igual a 1?

149. SeaF : Q — R" un campo vectorial diferenciable e inyectivo en un abi€xta R". Sea
W = F(Q) y supongamos qué/ es abierto yF— es diferenciable eW. Paray ¢ W
expreseDF~1(y) en funcion de la derivada de
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3.1.3. Teorema del valor medio para campos vectoriales

En el teorema&.11vimos una generalizacion del teorema del valor medio panmgoa
escalares que se expresaba por la igualdad:

f(b)— f(a) = (Of(c)|b—a) (3.19)

No existe una generalizacion del mismo tipo para funcioeetoviales. Por ejemplo, sed) =
(cost,sert). Tenemos que’(t) = (—sert,cost) es un vector unitario y, comg2rm) — ¥(0) =
(0,0), no existe ningun € R que verifique la igualdad(2m) — v(0) = v’(t)2m, es decirmo
podemos expresar el incremento de la funcion igual al vaoladderivada en un punto inter-
medio por el incremente de la variableo que se generaliza para funciones vectoriales no es
una igualdad analoga 8.(9 sino unadesigualdad si tomamos valores absolutos €h1(9
obtenemos:

|£(b) — f(a)| < |Of(0)2]lb — a2 (3.20)
Es esta desigualdad la que se generaliza para campos akestadn independencia, ademas,
de las normas que se usen. Recuerda que la principal utdielagorema del valor medio es
gue permite acotar el incremento de una funcién por el inergende la variable cuando se
conoce una cota de la derivada, por ello nada se pierde coenkrajizacion que vamos a
obtener.

3.9 Lema. Consideremos eR" la norma euclidea. Dado un vectar# 0 hay una aplicacion
lineal ¢ : R" — R que verifica quep(u) = [[ull2y [|$] = 1.

Demostracion Basta definip : R" — R por

o= ()

3.10 Teorema(Del valor medio para funciones vectoriale§eaF : Q — R™ una funcion
vectorial diferenciable en un abiert® c R". Consideraremos elR" y enR™ las normas
euclideas. Supongamos gaeb] C Q y que|DF(c)|| < M para todoc € [a,b]. Entonces se
verifica que

|

IF(b) —F(a)ll2 < M|lb—al|2 (3.21)

Demostracion SiF(b) — F(a) = 0 nada hay que probar. Supondremos Ee) — F(a) # 0.
Por el lema anterior sabemos que hay una aplicacion ljne®™ — R que verifical|$p|| = 1
y ¢(F(b) — F(a)) = ||[F(b) — F(a)|2. La aplicacionh = ¢ oF : Q — R es un campo escalar
diferenciable ef2 al que podemos aplicar el teorefhd 1para obtener que existes [a,b] tal
que
h(b) —h(a) = (Oh(c)|b—a) = D(¢ o F)(c)(b—a) = ¢ o DF(c)(b —a)
Tomando normas deducimos que
IF(b) —F(a)[2 < M|lb—al]2.
]

3.11 Corolario. Un campo vectorial derivable en un dominio con derivada rardodo punto
del mismo es constante.
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3.2. Teorema de la funcién inversa

Un resultado que debes conocer de primer curso es el siguient

Teorema de inversion global para funciones realesSi f: |1 — R es una funcién derivable
en un intervalo | cuya derivada no se anula en ningun puntg éatonces f es una biyecciéon
de | sobre el intervalo 3= f(I), y suinversa g= =1 :J — R es derivable en J siendo

1

g'(y) = T(F1y) vyed

Recuerda que sfi es una funcién real de una variable real derivable en un panka
aplicacion derivada dé ena es la aplicacion lineal d& enR dada pot — f’(a)t. Que dicha
aplicacion lineal sea invertible equivale a gli¢a) # 0.

También debes saber queTse £L(R"), las matrices que representaiil &n distintas bases
deR" tienen el mismo determinante, dicho determinante se lldrdaterminante de la apli-
cacion linealT y lo representaremos por &Y. La aplicacion lineall' es invertible equivale a
que defT) # 0.

SiF: Q — R" es un campo vectorial definido en un abiefiac R" y diferenciable en
un puntoac Q, el determinante de la derivada, d2F(a)), se llama efjacobiano deF ena.
Teniendo en cuenta lo antes dicho, el determinante jacolliaf ena es el determinante de
la matriz jacobiandg(a). La derivadeDF(a) es invertible si, y solo si, dei-(a)) # 0.

Pues bien, es facil dar ejemplos de campos vectoriales ddenésa variable que son dife-
renciables y cuya derivada en todo punto es invertible pérs ieo lo son. Es decir, el anterior
teorema de inversion global para funciones reales de umgbl@real no puede generalizarse
literalmente para campos vectoriales diferenciables dasvaariables.

3.12 Ejemplo. El campo vectorial d&®? enR? dado porF(x,y) = (e“cosy,e‘sery) es, evi-
dentemente, diferenciable (es de cl@8¢ enRR?. Su matriz jacobiana en un purtay) es

[ €‘cosy —e'sery
JF(X’y)_<e?‘sery e¥cosy )

cuyo determinante es igual &e> 0. Sin embargo, dicho campo no es inyectivoRénpues
F(x,y+ 2m) = F(x,y), por lo que la funciorF no tiene inversa. Observa, sin embargo, que la
funcionF es inyectiva erR x]0, 2r1. ¢

Una version local del teorema de inversion global es la eigai

Teorema de inversion local para funciones realesSi f: 1 — R es una funcion derivable en
un intervalo abierto | cuya derivada no se anula en un purgd g es continua en dicho punto.
Entonces hay un intervalo abierto &1 tal que acH, la restriccion de f a H es una biyeccion
de H sobre el intervalo & f(H), y suinversa g= f~1:J — R es derivable en J siendo

1

g'(y) = T 1y) vyed
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Como vamos a ver, este teorema de inversion local si puedgaljigarse para campos vecto-
riales.

Sea, puesk = (f1, fa,..., fn) : Q — R" un campo vectorial diferenciable en un abierto
Q c R". Queremos dar condiciones que garanticen que paraycadg,ys, ...,¥n) €F(Q) el
sistema de ecuaciones:

fl(X17X2>"'7Xn) = yl
fZ(X17X2>"'7Xn) = y2

............... (3.22)
fn(X17X2>"'7Xn) = yn

tiene solucién Unica er = (X1,X,...,%,) € Q. Dicho de otra forma, queremos saber si dicho
sistema permite “despejaki, Xz, ..., X, en funcion dey = (y1,Y2,...,Yn). Ademas, queremos
que las soluciones sean funciones diferenciables 8si planteado, la pregunta que nos esta-
mos haciendo es §i es inyectiva ef2. Acabamos de ver con un ejemplo que en general esto
no es asi: los campos vectoriales no suelen ser funcionestivgs en dominios muy grandes.
Ademas, las herramientas que vamos a usar proporcionamad@n sobre el comportamien-

to local de la funcién. Por eso, lo primero que hacemdsadizar el problema. Dadac< Q,

nos preguntamos si hay conjuntos abietdos Q yV ¢ R" conacU tales que para todpeV

las ecuacione8.22tienen solucién UnicaeU.

Naturalmente, las funcionds pueden ser de muy variada naturaleza y seria una ingenuidad
suponer que hay algun tipo de algoritmo que permita resdliedio sistema. Hay un caso en
gue si sabemos resolverlo: cuando las ecuaciones soren@ales bien, en situaciones como
ésta lo que se hace ksealizar el problemaes decir, sustituimos la funcidhpor su derivada
y trasladamos el problema a dicha aplicacion derivada, c@udl hemos convertido nuestro
problema inicial en un problema de algebra lineal mucho nrapls. En nuestro caso, la
linealizacion del problema conduce al sistema de ecuegiomealesDF(a)(x) =y:

lel(a)x1+szl(a)x2+---+an1(a)xn =V
Difa(a)xs + Daf2(@)xe+ -+ Dnf2(@)Xn = V2

Difa(@)xa+Dafn(a)x2+ -+ +Dnfa(@)%n = ¥

Para cadg € R" dicho sistema tiene solucion Unicaesi, y sélo si, el determinante jacobiano

det(Je(a)) # 0.

Un entorno abierto de un punto es un conjunto abierto que contiene a dicho punto.

3.13 Teorema(de la funcion inversg. SeaF = (f1, f2,..., fy) : Q — R" un campo vectorial
de clasec! en un abiertdQ c R". Seaac Q y supongamos quiet Js(a)) # 0. Entonces existe
un entorno abierto de, U C Q, tal queF(U) =V es abiertoF es una biyeccion de U sobre
V, la biyeccién invers& :V — U c R"es de clas€! enV y para tody €V es

DG(y) = (DF(x))

SiF es de clas&€X enQ entoncess es de clas€* en V.

dondex = G(y) (3.23)
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Demostracion Supondremos fijada la norma euclidealRéh Pongamod. = DF(a). Por hi-
pétesis, la aplicacioBbF : Q — L(R") es continua. En particular, dicha aplicacion es continua
enac Q. Por tanto, existe > 0 tal queB(a,r) C Qy para todazec B(a,r) se verifica que:

1

IDF(2) - DF(a)]| < 20T

(3.24)
Aplicamos ahora el teorema del valor medio al campo vedtaria F(x) — DF(a)(x), cuya
derivada en un puntac Q esDF(z) — DF(a), para obtener que para todes/ € B(a,r) se
verifica que

1
IF(x) —F(y) = DF(a)(x—y)ll2 < XVl
Deducimos que
1
IL(x=y)ll2—IF(X) = F(y)ll2 < MIIX—yllz.

. 1
Y teniendo en cuenta qu{ﬁ_TH”X_y”Z < L (x—y)]|2, obtenemos

1
[F(X) =F(y)[l2 > WHX—YHZ vX,y€B(ar) (3.25)

lo que implica qué~ es inyectiva et = B(a,r).

Observa también que, en virtud de la proposic3ohla desigualdad.24implica que la
aplicacion lineaDF(z) es inversible para todo=U vy, por tanto, su determinante jacobiano no
es nulo.

Seguidamente probaremos que la imagerFHode todo conjunto abierto contenido léres
un conjunto abierto eR".

SearWW C U un abierto w e F(W). SeaceW tal queF(c) = v. Tomemoss > 0 tal que la
bolaeuclideacerradaB(c,s) C W. SeaA = Fr(B(c,s)) = {x€R": |x — c||2 = s}. La aplicacion
h: A — R dada poh(x) = ||[F(x) — v||2 verifica queh(x) > 0 paratodx€ Ay es continua. Por
compacidadh alcanza un minimo absoluto en un purg@ A. Seam = h(xg) > 0. Probaremos
queB(v,m/2) C F(B(c,s)) donde las bolas son bolas euclideas.

Seay € B(v,m/2) fijo en lo que sigue. Definimos la funcidn: B(c,s) — R por g(x) =
||IF(x) —y||2. Dicha aplicacion es continua y, por compacidad, alcanzaisimo absoluto en
un puntoz € B(c,s). Comog(c) = ||V —y|2 < m/2, tenemos que(z) < m/2. Parax< A se
verifica que:

m m
90x) = IF(0 = Yll2 > IF() = V]2 = V=Yl > m— 5 = 3

Luegog(x) no es el minimo de, es decirx # z. Por tantaze B(c,s).

Comog es una funcién que toma valores positivos, es clarogiuacanza su minimo en

z. Como n

g*(x) = IF(0) ~yl3 = .Z(fi () = i)?
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es una funcién diferenciable dicho punto debe ser un puftioacdeg?. Deducimos que:

N

D;g?(2) = 2_iD,- i@(fiz)-y)=0 1<j<n

Igualdades que podemos expresar matricialmente como:

(@) .(F@)-y)'=0

Como detJr(z)) # 0, concluimos que debe s&f(z) =y. Comoy es cualquier punto en
B(v,m/2) y zeB(c,s), hemos probado qu&gB(c,s)) D B(v,m/2) lo que implica qud(v,m/2) C
F(W). Por tanto~(W) es un conjunto abierto.

En particularV = F(U) es un conjunto abierto. La aplicaciéhes una biyeccion de
sobreV. SeaG :V — U C R" la biyeccion inversa definida por:
G(F(x)) =x V¥xeU, F(G(y) =y VyeV
La desigualdad.25nos dice ahora que:
[G(U)—G(V)|l2< 2L Hlu—V]z Yu,veV (3.26)

lo que implica qués es continua eN'.

Probaremos qué es diferenciable e¥. SeaveV y c = G(v) €U. Pongamod = DF(c)
y S=T~1 Lafunciénd : Q — R definida porp(c) = 0, y paraxcU, x # ¢, por la igualdad:

IF(X) =F(c) =T(x=0)[ = (x)[[x—c| (3.27)

es continua e porqueF es diferenciable en. Pongamosi = F(x) €V dondex<U, con lo
queG(u) = x. Tenemos:

IG(u) = G(v) = S(u—V)[l2=[[S(u—v—T(G(u) - G(v))) 2 <
<|Slllu=v=T(G(u) =G(v))|2= por 3.27) =
= [[Sll#(G(u)[|G(u) = G(v)[|l2 < por B.26 <
<SG )2/t flu—vll2

Como,uILqu)(G(u)) = ¢(c) = 0, deducimos qué& es diferenciable em y su derivada viene
dada poDG(v) = (DF(c))~t.

Como esto es valido para todaeV hemos probado qué es diferenciable eN y para
todo puntoy eV es:
DG(y) = (DF(G(y))) *  WyeV (3.28)

Como la aplicaciéry — G(y) deV enU C R" es continua, la aplicacion— DF(x) deU en
GL(R") es continua y la aplicaci6fi — T~ deGL(R") en£(R") es continua, deducimos que
la aplicaciony — DG(y) deV en£(R") es continua eN/, es decilG es de clas€! enV.

Finalmente, probaremos queFses de clas€X también lo e$5. Acabamos de ver que esto
es cierto par& = 1. Supongamos que es cierto pnaveamos que en tal caso también lo es
parak + 1. SeaF = (fy, f,..., f,) de claseCk*l. Eso quiere decir que los campos escalares
componentes dE, esto es las funcionds, tienen derivadas parciales continuas de okderd

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Célculo Diferencial enRR"



Teorema de la funcién inversa 72

y, por tanto, las funcioneB; f; tienen derivadas parciales continuas de orklefeniendo en
cuenta la igualdad3(28 y la regla de Cramer para calcular la inversa de una matsdreula,
deducimos que las funcion&gg; (dondeg;, 1< i < n, son los campos escalares componentes
de G) son funciones racionales de las funciofi®di o G cuyo denominador es siempre el
determinante d&:(G(y)) que sabemos no se anula pgraV. Como, por la hipdtesis de
induccién, G es de claseeX, las funcionesD; fi o G son también de clasek y, siendo las
funciones racionales de claS&, concluimos, por la regla de la cadena, que las funciGngs

son de clas€* enV, es decilG es de clas€**1 enV. 0

Se dice que una aplicacion entre espacios métricos eaplicacion abierta si la imagen
por dicha aplicacion de cualquier abierto es un abierto.

SearlJ, V abiertos efR". Un difeomorfismo deU sobreV es una biyeccion dg sobreV
gue es diferenciable dih y cuya inversa es diferenciable ¥n Si ambas aplicaciones son de
clasecX se dice que el difeomorfismo es de cl@&e

SeaF : Q — R" un campo vectorial diferenciable en un abiea R". Se dice qué- es
undifeomorfismo localenQ si para todo punt& e Q hay un entorno abiertdy, C Q de dicho
punto tal quer(Uyx) = Vi es un abierto ¥ es un difeomorfismo déy sobreVy.

3.14 Corolario. SeaF : Q — R" un campo vectorial de clasék en un abiertoQ c R" y
supongamos queetl:(X) # 0 para todox € Q. Entonced= es un difeomorfismo local de clase
ek enQy es una aplicacion abierta.

Si, ademask. es inyectivo ef entonces es un difeomorfismo de clé§eleQ sobreF(Q).

Un difeomorfismoF de un abiertdJ ¢ R" sobre un abiert&/ C R" suele interpretarse
como una funcién que define nuevas coordenadas; ele hecho, a veces se llama a los di-
feomorfismosambios de variables cambios de coordenadalas coordenadas segkrde un
puntoy €V son las coordenadas cartesianas del pyatd tal queF(x) =Y.

3.15 Ejemplo (Coordenadas polares en el plan& campo vectoriaF : R x| — 10 1{— R?
dado porF(p,9) = (pcosd, psend), es inyectivo e = R+ x| — 1, 1. ComoF es de clas€*
(es, de hecho, de clag¥) y detl=(p,d) = p > 0, concluimos qué& es un difeomorfismo de
claseC! de Q sobreF(Q) = R?\ {(x,0) : x< 0}. Dado(x,y) € F(Q) el par(p,d) € Q tal que
F(p,9) = (x,y) son lascoordenadas polarede (X, ). ¢

Una consecuencia interesante del teorema de la funciérsanes la siguiente.

3.16 Proposicion.SeaF : Q — R™una funcion de clasé! en un abiertadQ ¢ R". Supongamos
gue la derivada d& en todo punto d€ es sobreyectiva. EntoncEss una aplicacion abierta.

Demostracion SearacQy {ej,e,...,en} la base candnica d&™. ComoDF(a) : R" — R™
es sobreyectiva, existen vectorgss R" tales queDF(a)(u;) = g, 1 < i < m. DefinamosS:

R™ — R" por:
m m
S Aie | = § A
(S2a) - S

ClaramenteSes lineal yDF(a) 0o S(g) =g, 1 <i < m. PortantdDF(a) o S= Igm (la identidad
enR™). DefinamosS,; = 1,0 Sdondet, : R" — R" es la traslacion de vectar 15(x) = a+ X
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para todax € R". Comoa = S;(0) € Q, el conjuntow, = S;1(Q) es un entorno abierto deen
R™M,

Podemos aplicar ahora el teorema de la funcién inversa a¢hG, : W, — R™ definida
por G,(X) = Fo Sy(x) para todox € W;. ClaramenteG, es de clas&! enW, y DG4(0) =
DF(a) o S= Irm. Obtenemos asi que hay un entorno abidta W, de O tal queG, es un
difeomorfismo dé/, sobre el abiert@,(Va).

SeaU C Q un conjunto abierto y seacU. El conjuntoU, = S;1(U) NV; es un entorno
abierto ded contenido eiV,, por lo queGa(U,) es abierto yG,(0) = F(a) € Ga(Ua). Como:

Ga(Ua) C Ga(S3H(V)) = (FoSa)(S:1(U)) =F (Sa(S2'(V))) CFU)

Se sigue qué&(a) es un punto interior dE(U ). Luego todos los puntos d€U ) son interiores
y F(U) es abierto. O

3.3. Teorema de la funcion implicita

Seaf (x,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales depdrden continuas
y consideremos la ecuacidh(x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuacion representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad puedeasear algo mas general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que condalesegcion

fxy) = (¢ +y* ~1)(2(x—1)*+3(y~ 2>~ 1)(y—x*) =0

la funcién f se anula en los puntos de la circunferenda-y?> = 1, de la parabolg = X% y
de la elipse x— 1)? 4 3(y — 2)? = 1. Por tanto la ecuaciof(x,y) = 0 representa la union de
todas esas curvas.

Figura 3.1. Conjunto dado pdKx,y) =0

Ese conjunto (ver figur&(1)) no es exactamente una curva peaalmentese parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamogpunto (a,b) tal que f(a,b) =0
entonces hay una bola abieBé(a,b),r) tal que el corte de dicha bola con el conjunto de
puntosM = {(x,y) : f(x,y) = 0} es una curva. De hecho, no es cierto que la condicion anterior
se verifique para todos los punt¢sb) tales quef(a,b) = 0. Dicha condicion falla en los
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puntos donde se cortan dos de las curvas cuya union fbfmaues es claro que en dichos
puntos el conjunt® no parece localmente una curva. Pues bien, en dichos puntoaia el
vector gradiente dé y en ellos la recta tangente no esta definida. Este ejemplgutiaea a
entender lo que sigue.

Volvamos al caso general de una funcion de dos variables/) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecud¢ioy) = O desde otro punto de
vista. Intuitivamenteuna ecuacion esina condicion que debe ligar ana de las variables,
es decir, que si en la igualdadx,y) = O se fija un valor dex entonces el valor dg queda
determinado de manera Unica por dicho valor.d& veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

f(x,y) = y*+ye+semn

Fijado un valor dex la ecuacionf (x,y) = 0 es un polinomio de tercer grado gque tiene una
Unica solucion real pues su derivada respectp @3/ + € que no se anula. Es decir, en este
caso es cierto que la igualdad

y>+ye+semx=0 (3.29)

define de manera Unicayacomo funciéon de, en el sentido de que fijado un valor gehay
un unicoy = ¢(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funciix) esta definida por la
condicion:

(X)3+d(x) e +semx =0 (3.30)
Se dice que la funciéh esta implicitamente definidapor la igualdad 3.29). Puedes calcular
conwxMaximael valor de dicha funcién y comprobaras que es bastante azadpl El hecho
es que la mejor forma de trabajar con la funcimes la igualdad3.30) que la define. Por
ejemplo, si queremos calcular la derivada¢den un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

39" (x)9(x)* +'(x) € +0(x) €+ cosx= 0
lo que permite calculap’(x) en funcion dep(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la fofifxay) = O permita despejar una
variable en funcion de la otra. Para convencerte, conselgamer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla corde-y> — 1 =0 permite despejar una variable como
funcion de la otra pues es claro que para cada valor que fijdsasa variable (comprendido
entre -1y 1) haylosposibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemaos ahora los dos puntos de vista que hemos catkid®ongamos

M ={(xy)eR?: f(x,y) =0}

Sila igualdadf (x,y) = 0 permitiera despejaren funcién de, es decir, definiera una funcién
y = ¢(x) por la condicion
f(xy) =0<=y=0(x)

entonces se tendria que (llamardal intervalo donde esta definiga

M ={(xy)eR?: f(x,y) =0} = {(x,0(x)) : x€l}
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es decir, el conjuntd seria la grafica dé, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjuhtpuede ser una “curva” mucho mas general que la
grafica de una funcion. Pero incluso en este caso, dichadtesiocalmente excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una grafica de una funcion

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al casoad&uncion de tres variables
f(x,y,z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuadiény, z) = 0. La pregunta
ahora es si fijados un valor dey otro dey queda determinado de manera Unica un valor de
z= ¢(x,y) que verifica dicha ecuacion. En caso afirmativo tendriameslawsuperficie de
ecuacionf (x,y,z) = 0 coincidiria con la gréafica dg. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoria de las “superficies” no son grafecasciones.

Consideremos ahora el caso general en que tenemos unanfuecibrialF : Q — R™ de
clase@! definida en un abiert® c R™™, Estamos interesados en estudiar el conjunto donde
se anulaF, es decir, el conjunt¥ = {x€ Q : F(x) = 0}. Dicho conjunto esta determinado por
el sistema den ecuaciones:

fi(X1, %2, .., X0, Xnt 1y Xnem) = O

fo(X1,%, .., X0, Xnt 1y -+ s Xnem) = O
.............................. (3.31)

fm(X1,X2, -+, Xny s Xnt 1y -y Xnem) = O

En Mecénica estas ecuaciones se interpretan como “ligeldgue deben satisfacer las varia-
bles. Tenemos en totat ligaduras que, intuitivamente, deben “atarhale las variables en el
sentido de que el valor de las mismas quede determinado patoelde las otras. Por co-
modidad, consideremos las Ultimasvariables. La pregunta que nos hacemos es si el sistema
de ecuaciones3(31) permite “despejar(Xn:+1,Xn+2;---,Xn+m) €N funcion de(xy, Xz, ..., %n).
Para responder a esta pregunta lo primero que hacemosrgiguuna estrategia ya cono-
cida, es localizar el problema. La siguiente notacion esotdmsix = (Xg,Xg,...,%y) € R"
YY=(Y1,Y2,---,Ym) ER™, pondremogx,y) = (X1,X2,---,%n,Y1,Y2,---,Ym) € R™™, es decir,
identificamosR™™ con R" x R™. Supongamos quéa,b) € Q satisface el sistema de ecua-
ciones 8.31), es decir(a,b) = 0. Nos preguntamos si hay entornos abierfos, R" deay

B C RMdeb, tales que para todoc A existe un Unicy € B tal que(x,y) sea solucion de3(31).
Cuando esto es asi, existe una funadnA — B que a cada € A hace corresponder el Gnico
y € B que verifica que es solucion d&.81), es decirF(x,¢(x)) = 0. En tal caso, también se
tiene queM N (Ax B) = {(x,$(x)) : x€ A}, es decir, el conjunt¥ N (A x B) es la gréfica de la
funcion ¢.

El siguiente paso es linealizar el problema, esto es, susétfuncionF por su derivada en
(a,b) y trasladar el problema que nos ocupa a dicha derivada.tergasde ecuaciones lineales
gue resulta escrito en forma matricial es:

Jr(a,b).(x,y)' =0

Se trata de un sistema descuaciones lineales con+- mincégnitas y lo que queremos saber es
si dicho sistema permite despejaen funcién dex. La respuesta es conocida: basta exigir que
el determinante de las ultimascolumnas de la matrid=(a,b) sea distinto de cero. Llamando
Jy la matriz de las primeras columnas d&g(a,b) y J; a la matriz de las Gltimas columnas

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Célculo Diferencial enRR"



Teorema de la funcion implicita 76

tenemos que:
JF(@b).xy)! =X + Ry =0y = —(I, 1) X
Después de lo que antecede, el teorema que sigue es lo queese es

3.17 Teorema(de la funcién implicita). SeaF = (f1, fa,..., fm) : Q — R™ una funcién de
claseC! definida en un abiert® c R™™M, Sea(a,b) € Q tal queF(a,b) =0y

det(Dnyjfi(a,b)) 1<icm # 0

1<j<m

Entonces existen un entorno abiertod\Q de (a,b), un entorno abierto U day una funcion
¢ :U — R™Mde claseC! tales que:

{(xy)eW:F(xy) =0} ={(x,¢(x)) : xeU}

Ademas, para todecU se verifica que

det(Dos  fi (%, (X)) 1cicm 70

1<j<m

1
Jp(x) = — ((Dn+j fi(x,0(x))) 1<i_§m> -(Dj fi(x,9(x))) 1<i<m

SIS

SiF es de clas€* entoncesh es de clas€X.

Demostracion Definimos el campo vectoria : Q — R"™ por:

H(xy) = (X,F(x,y))  VY(x,y)eQ.

H es de clas€' y su matriz jacobiana efx,y) € Q viene dada por:

Inxn Onxm

J pu—
H(X,Y) Difi(x,y) ... Dnfi(x,y) Dniifi(xy) ... Dnimfi(x,y)

Dl fm(X7y) “ e Dn fm(X7y) Dn+l fm(X7y) “ e Dn+mfm(x7y)

Tenemos que:

dety (x,y) = det(Dn fi(X,y)) 1<i<m

1<j<m

Por lo que de}4(a,b) # 0. Podemos aplicar el teorema de la funcion inversa al cameqtoral
H para obtener que hay un entorno abiertoHi@,b) = (a,0), que podemos tomarlo de la
formaU x V dondeU C R" es un entorno abierto dey V ¢ R™ es un entorno abierto di
y un entorno abierto déa,b), W C Q, tal queH es un difeomorfismo de clag? deW sobre
U xV.

SeaG :U xV — W c R™M el difeomorfismo inverso dély. Teniendo en cuenta la
definicion deH, claramentes es de la forma:

G(x,z) = (x,0(X,2)) V(x,z)eU xV
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dondea : U xV — R™es una funcién de clag®*. Definimos¢ : U — R™ por:
$(x) =a(x,0) vxeU.

La funcion¢ es de clas€!. Para todoxcU se tiene quéx,0) cU xV y G(x,0) = (X, (x)).
Por lo que(x,0) = H(G(x,0)) = H(X,$(x)) = (X,F(X,$(x))), luegoF(x,$(x)) = 0. Observa
que para todacU se tiene quéx, ¢ (x)) €W. Luego hemos probado que:

{(xy)eW:F(xy) =0} 5 {(x,¢(x)) : xeU}

Supongamos ahora qe y) €W y F(x,y) = 0. EntoncedH (x,y) = (x,0) €U xV, luegoxcU
y, por tanto,(X,$(x)) = G(x,0) e W. Puesto quéi (x,$(x)) = (x,0), y H es inyectiva eV ha
de sery = ¢(x). Hemos probado asi que:

{(y)eW:F(xy) =0} C{(x,¢(x)) : xeU}.

Queda probado que:

{(x,y) eW:F(x,y) =0} = {(x,¢(x)) : xU}
En particular, se tiene quga) = b.

Por el teorema de la inversa, tenemos que paratado cW es del (x,y) # 0; en parti-
cular, paratodxeU es:

deth (x,¢(x)) = det(Dny j fi (X,$(x))) 1<i<m # O

1<j<m

Paracada=1,2,...,my para todax €U se verifica que:

fi(x,¢(x)) =0
Derivando esta identidad respecto a la varidbtssima por la regla de la cadena, poniendo
¢ = (¢1,02,...,0m), tenemos que:

Dicfi(x,0(x))+ 3 Doy (X 0(x))Dich; () = O
=1

Para cada valor fijo decU y dek=1,2,...,n éste es un sistema lineal deecuaciones yn
incognitas: laDyd(x) para 1< j < m. El determinante de la matriz del sistema es:

det(Dn. j fi(X, 0 (X))) 1<i<m # O

1<j<m

Y, por tanto, dicho sistema tiene solucion Unica que viermz geor:

D1 (X) Dni1fi(6,0(X) ... Dnmfa(,6(x) \ '/ Dkfa(x,0(x))
Didm(X) Dnia fmn(%,0(X)) ... Dnimfm(X0(x)) Dk fm(, (X))
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Tenemos en total sistemas de ecuaciones, uno para cada valked#, 2,...,n. Cada uno de
ellos tiene como solucion la columikaeésima de la matriz jacobiardg (x). Las soluciones de
todos ellos podemos escribirlas matricialmente en la forma

-1
309 = = ( (P 5x:809) g1z ) (D1 %809 g
1<jsm 1<jsn
Finalmente, si la funciof es de clas€X esta propiedad se traslada a las funcidie6, oy,
por tanto, a la funcién implicité. O

3.18 Observacion.Con las notaciones usadas en la demostracion del teoremaWas un
entorno abierto déa, b), hay entornos abiertds; C R" deay B C R™deb tales queA; x B C
W. Como¢ : U — R™es continua W es abierto, el conjuntd = ¢—1(B) N A; es un entorno
abierto dea. Para todax € A tenemos quep(x) € B por lo que{(x,$(x)) : xe A} C Ax B.
AdemasA x B ¢ W. Deducimos facilmente que:

(AxB)NF1(0) = {(x,y) EAx B:F(x,y) =0} = {(X,0(x) : x€ A}

En la practica el teorema de la funcién implicita se aplickadarma que te explico en los
siguientes ejemplos.

3.19 Ejemplo. Comprueba que la ecuacién
Xyz+ser(z—6) — 2(x+y+x%?) =0

define az como funcién implicita dé¢x,y) en un entorno dél, 1), conz(1,1) = 6. Comprueba
que(1,1) es un punto critico de la funcidn= z(x,y).

Solucién Pongamosd (x, Y, z) = xyz+ ser(z— 6) — 2(x+y+x?y?) que tiene derivadas parciales

. f f
continuas de todo orden. Tenemos (%lze: Xy+ cogz— 6), por lo que%(l, 1,6) =2+#0.

Como, ademasd,(1,1,6) =0, el teorema de la funcién implicita garantiza que hay unaifun
con derivadas parciales continués,y) — z(x,y), definida en un entorndJ, de(1,1) tal que
zZ(1,1) =6,y

f(x,y,z(x,y)) =0 para todo(x,y)eU.

Derivando esta identidad tenemos que:

of ofo 0
+ ooz _ yz— 2(1+2xy?) + (xy+ cogz— 6))

z
ox | 8z 0x a_x:0
of of 0z 0z

— 4 —— =xz—2(1+2¢ —6))— =
ay+ 522y xz— 2(1+4 2x°y) + (xy+ coqz 6))ay 0

Donde las derivadas parciales de la funcion implizitaz(x,y) estan calculadas en un punto
(x,y) €U y las def estan calculadas en el purftoy, z(x,y)). Haciendox=y=1,z=27(1,1) =

, . .0z 0z
6, en las igualdades anteriores, se obtiene &L{d, 1) = a/(l, 1) =0, esto es(1,1) es un
punto critico dez = z(x,y). ¢
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El ejemplo anterior es todavia demasiado explicito, nos diay claramente lo que hay
gue hacer. Lo mas frecuente es que nos encontremos cortieernmo el siguiente.

3.20 Ejemplo. Sabiendo que

ycosx2) +x3e?Y—z+1=0 (3.32)

Calculag—)z((x,y) y particulariza para el punt,y) = (0,0).

Solucién. En un ejercicio como este lo mas facil es que en la igual@a&P)(sustituyas men-
talmentez = z(x,y) y la veas como

ycos(xzx,y)) +x VY —z(x,y) +1=0 (3.33)

es decir, supones que has calculado para valoresededados la solucion respectazale la
igualdad 8.32). Esta solucion (que de hecho no es posible expresar de fopliaita, esto es,
que no puede calcularse) la representamog poz(x,y) y es la funcién implicita definida por
la igualdad 8.32) (el teorema de la funcién implicigue es un teorema de existengerantiza
gue dicha funcion existe cuando se cumplen las hipétesismidgeho). Ahora derivamos en la
igualdad 8.33 respecto x para obtener

—yserixaty) (#xy) +X52(xy) ) + IS 1y L xy) - Lixy) 0

de donde
0z yz(x, y) sen(xzx,y)) — 3x2 Zxy

0x

Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre quenehdi@ador de la fraccion sea
distinto de cero. Puedes comprobar que si llaf(asy, z) = ycogx2) + x2e€?—z+ 1 entonces
la igualdad anterior es precisamente

of

—&(XJ’ Z)

of

E(Xa Y, Z)

calculada en el punt@,y,z(x,y)). Para(x,y) = (0,0) se tiene que(0,0) viene dado por la
ecuacion que se obtiene haciende 0 ey = 0 en la igualdad3.32) de donde se sigu#0,0) =
1. Ademas

of of
5(07072(070)) - 5(0707 1) =-1 7é 0
Por lo que
0z 0
—(0,0)=—=0
ax( '0) -1
¢
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Ejercicios propuestos

150. Particulariza el teorema de la funcion implicita:
a) Para campos escalares de dos y de tres variables.
b) Para funciones vectoriales B8 enR? y para funciones vectoriales @& enR?.

151. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la fareié z(x,y) definida impli-
citamente poyZ 4 x°Z> — €92 = 0. Particularizar para el punta,y) = (1,0).

152. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la fareié z(x,y) definida impli-
citamente poe> -+ ze*+cosy = 0.

153. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la farcié z(x,y) dada implici-
tamente por &y? + 22°xy — 228 + 4zy’ — 4 =0, en el puntq2,1) siendoz(2,1) = 2.

154. Supongamos que la igualdad

y+z b
[‘gydt+ [ h)dt=0
Xy 3X+y

dondeg y h son funciones reales derivables, defirea@mo funcién implicita de,y.
Calcula las derivadas parciales de primer orden-de(x,y).

155. Sabiendo queg es una funcion continua cat0) = 3, justifica que

Xy
f gt)dt +x%y=0
2

xe—1

define ay como funcién implicita de& en un entorno del puntd., 0). Calculay’(1).

156. Supongamos que la iguald&dx,y,z) = 0 determina implicitamente funciones diferen-
ciablesx = x(y,2), y =y(x,2), z= z(x,y). Probar uea—xc‘,—ya—Z =
= yy 1y_y 9 ’ - ,y. q ayazax_

157. Calcula la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por
¥ +3¢ -2 -2y=0
Particularizar para = 1 sabiendo qug(1) = 1.

158. Calcula la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por

ylog(x® +y?) — 2xy=0

Particularizar para = 0 sabiendo qug(0) = 1.
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159. SeaF = (u,v) : Q — R? un campo vectorial de clag® en un abiertd®Q C R? cuya deri-
vada no se anula €B. Supongamos que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann
enQ, es decir, que para todo puritay) € Q se verifican las igualdades:

du ov du

ov
XY = 3, 0¥ 506y == (%)

Prueba qué& es un difeomorfismo local eR. Si, ademask es inyectiva, prueba que su
inversa también satisface las ecuaciones de Cauchy-Rmeman

160. Justifica la existencia de una funci¢rde clase2” definida en un entornd de cero en
R con valores efR tal que:

1-o(x)e+xe?™® =0  vxeU
Calcula el polinomio de Taylor de segundo orderpdmx = 0.

161. Prueba que las ecuaciones:

XY +y®P+zv = 1
XY+ Yu+22v =

definen au y a v como funciones implicitas dé,y,z) en un entorno d¢0,1,1,1,0).
ou 0%u
Calcula——(0,1,1) y —(0,1,1).
ay(7 ? )yay2(7 7)
162. Justifica la existencia de abiertos difeomorfoy B de R? verificando que(1,1) € A,
(0,1) e By que para cadé,y) € A existe un Unicdu, V) € B tal que:
xe'+ye' = 1+e
ue‘+vel = e
Calcula la matriz jacobiana €n, 1) de la aplicacionx,y) — (u(x,y),v(x,y)).
Calcula la matriz jacobiana €0, 1) de la aplicacior(u,v) — (x(u,Vv),y(u,v)).
163. Seaz = z(x,y) la funcién dada implicitamente por
3XCY? + 222xy— 22X + 4zy° — 4= 0.
Calculaa—22 en el punto(2,1) siendoz(2,1) =2
axay p I Y - &
164. Comprueba que la ecuacion
Xyz+ser(z— 6) — 2(x+y+x%y?) =0

define az como funcién implicita déx,y) en un entorno dél, 1), conz(1,1) = 6. Com-
probar qug1,1) es un punto critico de la funcién= z(x,y) y estudiar si se trata de un
maximo relativo, minimo relativo o punto de silla.

2
165. Seaz = z(x,y) la funcion dada implicitamente par* + x*Z> — €¥*= 0. CaICUIa_a?(azy

en el puntox,y) = (1,0).
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166. Calcula y clasifica los puntos criticos de la funcida z(x,y) definida implicitamente
por laigualdad 22+ 2y2+ 72+ 8xz—z+8=0.
167. Prueba que es posible despejar de manera diferencigbleen funcion dex,y,z en las
ecuaciones:
Xy +Xzu+yv¥ = 3
wXy+ 2Xv— U2 = 2
ou ov
En un entorno déx,y,z) = (1,1,1) y (u,v) = (1,1). CalculaE(l, L1y a_z(l’ 11).
168. Justifica que existen dos campos escalares de €fasey v definidos en un entorno
abiertoU del punto(1,—1) verificando queu(1,—1) = v(1,—1) = (1,1) y para todo
(x,y)eU:
Y Huxy)®-vixy)?® = 0
R+ - 2u(xyV(xy) = O
Sea(s,t) — f(s,t) un campo escalar de cla8édefinido en un entorno abierto d& 1) y
h
definamosh(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)). Calcula:X—ay(l,—l) sabiendo qu®,f(1,1) =2,
Dof(1,1) = 2,D12f(1,1) = —1.
169. Seaf : R® — R el campo vectorial definido por:
f(X,¥,2) = (X=xy,xy—Xxyzxy2)
SeaQ = {(x,y,2) eR®: xy # 0}. Justifica queD es abierto y qué es un difeomorfismo
de Q sobref(Q). Calcula la matriz jacobiana del difeomorfismo inverso eipuwgito
(0,0,1).
170. Prueba que hay un abiertb ¢ R? con (1,0) €U y un difeomorfismd = (fy, f) deU
sobreV = f(U) que verificaf(1,0) = (0,1) y para todax,y) € U:
{ Xzfl(X,y)+2yf2(X,y)2+Xy =0
yi(xy)?+3f1(xy) f2(xy) + 2(x y)¢ = 1
171. Justifica que las igualdades:
Xu—yv+eicosy = 1
xv+yu+elserv = 0
definen localmente ay av como funciones d& ey en un entorno d¢0,0) en el cual
se verifica uea—u _ v ou_ v
d ax_ayyay_ ox’
172. SeaA = {(x, V,2)ER3:x=yVy=2zVz= x}. Prueba qué\ es un conjunto cerrado y
que la funciorf : Q — RS dada por:
f(xy,2) = (X+y+2zXy+Yyz+zXXy2)
es un difeomorfismo local e = R3\A.
Seah: R3 — R dada poh(u,v,w) = u+ €'+ senw. Prueba que existe un abietioc R®
con (0,—1,0) €U y un campo escalag : U — R de claseC! enU cong(0,—1,0) =
1+ e tal quegof = h. Calculafg(0, —1,0).
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173. Prueba que las igualdades:

xe+yu—u? = 0
ycosv+x2—12 = 1

definen auy av como funciones implicitas deey en un entorno del punt@, 1) siendo
u(2,1) = 2,v(2,1) = 0. Calcula las derivadas parciales de segundo ordered¢2,1).

174. SeaF : R" — R" un campo vectorial de clagg y supongamos que hay un nimere: 1
tal que para toda € R" es||DF(x)|| < p. SeaG : R" — R" el campo vectorial definido
para todox € R" por G(x) = X+ F(x). Prueba qu& es un difeomorfismo d&" sobre
R".

175. SeaF : R" — R" un campo vectorial de clag?} y supongamos que para today € R"
se verifica que:

X =yl < IF(x) = Fy)ll

Prueba quédF(a) es invertible en todo puntac R", queF(R") es cerrado y qué es
un difeomorfismo d&R" sobreR".

176. Seaf : R — R una funcion de clasé! enR y supongamos que hay un nimere: 1 tal
que|f’(t)| < o para toda € R. DefinamogF : R? — R? por

Fxy) = (x+f(y),y+ (%)

Prueba qué& es un difeomorfismo d&? sobreR?.

3.4. Variedades diferenciables eiR"

La palabrd‘variedad” se usa en mateméticas para describir espacios topol6gieds-q
calmenteson parecidos al espaditf con la topologia de la norma para algéaN llamado la
dimensiérde la variedad. Como ya habras estudiado en la asignatu@pdéogjia |, el concep-
to de identidad matemética entre espacios topoldgicos dss rbmeomorfismo: dos espacios
topolégicos sohomeomorfoguando entre ellos existe una biyeccién continua y con saver
continua. Una tal biyeccion se llama bomeomorfismaRecuerda también que todo subcon-
junto no vacioM, de un espacio métric(E,d) se considera siempre como espacio metrico
con la distancia inducida, y también como espacio topotbgan la topologia dada por dicha
distancia en la cual los abiertos son los abiertos relatimtsrsecciones de los abiertos del es-
pacio totalE conM. Esta topologia se llamatapologia inducidaeenM o latopologia relativa
deM.

SiAc R"y B c R son conjuntos no vacios, diremos que Bomeomorfossi lo son como
espacios topolégicos con las respectivas topologiasvasdates decir, existe una biyeccion
0 : A — B continua cuya inversa también es continua. Una tal biyaec@tando existe, se
llama unhomeomorfismode A sobreB.
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Ejercicios propuestos

177. Prueba que todas las bolas abiertas en un espacio nofXagid}) son homeomorfas a
la bola abierta unidadd(0,1), y que ésta es homeomorfXa

178. Prueba que la esfera euclidea unidad®émo es homeomorfa &?.

Consideremos, pues, un conjunto no vadia_ R". Dicho conjunto es un espacio topo-
l6gico y serdlocalmenteparecido al espaci®¥ si para todo punt@e M existe un abierto
relativoV; C M que lo contiene que es homeomorf®4 Como toda bola abierta ék¥ es
homeomorfa &¥, y la restriccion de un homeomorfismo sigue siendo un homeismmw, no
se pierde nada, y se gana agilidad en la exposicion, si enevexigir quev, sea homeomorfo
aRX exigimos que sea homeomorfo a un abié&ita RX. Supongamos, pues, qie U — V,
es un homeomorfismo. Podemos interpretarldes un mapa “plano” que represeitay O
es la aplicacion que lleva cada punto de dicho mapa a su ponéiente elvV,. Digamos que
lo que hace la aplicacidn es “curvar y pegar” el mapa plab sobre un troz&/, de M.

También queremos que nuestras “variedades” tengan unciegpagente” en cada punto
gue tenga la misma dimensién que la variedad. Para ello varerigir quel] sea al menos de
claseC! y que su diferencial tenga rangeen todo punto. Naturalmente, sera de la forma
Vi =W, N M dondeW; es un entorno abierto deenR".

3.21 Definicion. Un conjunto no vaciM C R" es unavariedad (diferenciable de clase9,
1 < q< ) de dimensidrk (1 < k< n) si para todo puntae M hay un entorno abiertd; C
R" de a, un abiertod c R¥ y una aplicaciéri] : U — R" (de clasecd, 1 < q < «) tal que
rangal; (u) = k para todau €U y O es un homeomorfismo d¢ sobreW, N M.

Diremos que un pail,U) en las condiciones de la definicion anterioues: carta local
deM ena. El par(0-1,0(U)) se llama ursistema de coordenadas localésis coordenadas
de un puntox€[1(U) son las coordenadas cartesianagldé(x). Esta terminologia no es uni-
versal y muchos textos llaman “carta local” a lo que hemosdido “sistema de coordenadas
locales”. Tanto da, pues conocgt,U) es lo mismo que conocéf] ~1,00(U)). También se
dice que el pafd,U) o la aplicaciori] es unaparametrizacion localdeM ena. Una para-
metrizacion(CJ,U) tal que la aplicaciofil —! sea una proyeccion dacoordenadas, es decir,
07 1(X1, %2, - -, %) = (Xiy, Xy, - - -, X, ) donde 1< iy < ip < ... < ix < N, se llama ungarame-
trizacion cartesiana

Las expresiones escritas entre paréntesis en la definiciéria se sobrentenderan en todo
lo que sigue: nuestras variedades seran siempre de@lasm 1< g < oo.

Las variedades de dimension 1 se suelen llacoavas regularesy las de dimension 2
superficies regulared_as variedades de dimensian- 1 que estan ef®" conn > 3 suelen
llamarsehipersuperficies

Con el convenidR® = {0} (espacio vectorial nulo), puede incluirse en la definicidtedor
el casok = 0.
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Ejercicios propuestos

179. Prueba que las variedades de dimensi@ontenidas efR" son los conjuntos abiertos
deR".

180. Prueba que las variedades de dimension 0 son conjuntos tis@isiados.

En lo que sigue, para no caer en los casos extremos congidexados ejercicios anterio-
res, se supondra quedk < n.

En la definicién3.21las variedades aparecen como subconjuntd®"dgie localmente son
imagen homeomorfa de abiertos Bk mediante homeomorfismos diferenciables de rango
Podemos dar ejemplos sencillos de variedades.

3.22 Ejemplo. Seal : U — R" una funcién vectorial de clas®® en un abiertdJ c R tal

que rangd; (u) = k para todou €U y O es un homeomorfismo dé sobrel] (U). Entonces
O0(U) es una variedad de clag8 y dimensionk. Se dice que dicha variedad esta globalmente
determinada por la parametrizacidn

En particular, sU ¢ RK es abierto y : U — R" X es una funcién de clas®, entonces la
aplicacion’ :U — R" dada pof] (u) = (u,F(u)) paratoda €U, es de clas€9, rangah; (u) =
k para todou €U y es un homeomorfismo dé¢ sobreJ (U). Por lo que el conjunt@l (U) =
{(u,F(u)) :ueU} c R"es una variedad de cla€ey dimensioérk. Observa que dicha variedad
es la gréfica d€ y quell es una parametrizacion cartesiana global de la misma. ¢

El ejemplo anterior nos dice que la gréafica de toda funciénlae€? es una variedad de
claseCY. Veremos enseguida que toda variedatbealmentda grafica de una funcién.

El teorema de la funcion implicita nos dice que el conjuntaddose anula un campo
vectorial diferenciable de rango maximo es localmente uaéiog funcional y proporciona
interesantes ejemplos de variedades.

Seguiremos aqui los convenios de notacién que usamos areahiz de la funcién impli-
cita: haremos la identificacidR” = Rk x R"-K. Una expresion de la forma,y) dondex € R,
y e R K se interpreta como un vector & cuyas primerag componentes son las dey
cuyas Ultimas — k componentes son las ge Notaremos pory : R" — RX |a proyeccién en
las primerak coordenadas, esto &g,(x,y) = x. Notaremos porg : R" — R" K |a proyeccion
en las dltimas — k coordenadas, esto ag,(x,y) =y. Observa que estas proyecciones son
aplicaciones abiertas.

3.23 Proposicién. SeaF : Q — R"™ K una funcién de clas€® en un abiertaQ ¢ R". Sea
M= {xeQ:F(x) =0}

y supongamos quengadg(x) = n—k para todox € M. Entonces se verifica que M es una
variedad de clas€? y dimension k. Se dice que la variedad M esté& determinaddpoque
F(x) = 0 son lasecuaciones implicitasle la variedad.
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Demostracion Seaxo € M. Entonces=(xp) = 0y rangalg(Xo) = n— k. No es restrictivo su-
poner que las Gltimas — k columnas de la matridg(Xg) son linealmente independientes
Pongamos = Ty (Xp), b = Th(Xp). El teorema de la funcién implicita nos dice que hay un en-
torno abiertdly, C Q dexo = (a,b), un entorno abierttd ¢ R* deay una aplicacion de clase
cd, ¢ : U — R K tal que:

{xeW, : F(x) =0} =W, "M = {(u,$(u)):uecU}

Basta tener en cuenta ahora que la aplicacié) — R" dada pof] (u) = (u,$(u)) para todo
ueU, es de clas€9, rangah (u) = k para todou € U y es un homeomorfismo d¢ sobre
Wy, NM. O

3.24 Proposicion. Sea Mc R". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) M es una variedad de clas® y dimension k.

b) Para todo punt@c M existen, previa una reordenacion de las variable®REpentornos
abiertos W ¢ R" dea, U ¢ RX demy(a), y una funciénd : U — R" ¥ de claseCd tal que
WanM = {(u,¢(u)):uecU}.

c) Para todo puntoae M existen, previa una reordenacion de las variables®h un
entorno abierto G C R" deay una funciorF : Gy — R"* de clasecd tales quaangals (x) =
n—k paratodoxe G, y

GanNM = {xeG,: F(x) =0}

Se dice que la funci6f determina localmentea M enay también que~(x) = 0 son las
ecuaciones implicitas localede M ena.

Demostracion Probaremos qua) = b). Seaac M. Por hipétesis hay un abier@ c R,
una aplicacior] : Q — R" de claseC? tal que rangad; (u) = k para todou € Q, 0 es un
homeomorfismo d€ sobrell (Q) C M y 0(Q) es un entorno abierto relativo deesnM. Sea
up € Q tal quell (up) = a. Como rangd; (Ug) = k, reordenando las variables si fuera preciso,
podemos suponer que las primekddas deJ; (up) tienen determinante distinto de cero. Esto
es tanto como decir que la aplicacidn = 1 o0 : Q — R¥, cuya matriz jacobiana esta formada
precisamente por las primerksilas deJ; (up), verifica que deky, (up) # 0.

El teorema de la funcién inversa afirma que hay un entornastabV c Q deugy U de
O1(uo) = m(a) tal qued yv VY —Uesun difeomorfismo de clag¥ deV sobreU.

Sed I\\l/ U —V el difeomorfismo inverso dé 1. Observa que lo que hace este difeo-

morfismo es invertir las primerdsfunciones componentes @e Definamosh : U — R" por
h(u) =00 ().
Pongamos§l,; = Tpod : Q — R™ X, con lo que para todoc Q esl (u) = (O1(u),02(u)).
Paratodai€U es:

h(u) =0(0 3% (W) = @205 ).020 55 W) = (U020 W)

1Esto siempre puede conseguirse componighdon una conveniente permutacion de ejeRBn
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El conjunto h(U) =0 I\\l/ (U))=0(V) esun entorno abierto évi de (ug) = a por lo que

hay un abiertt\, C R" tal qued (V) =W, N M.
Definamosp : U — R" K por¢(u) = (0, oDI'\ll)(u). Dicha aplicacion es de clagéy:
h(U)={h(u):ueU}={(u,¢(u)):uel} =W,NM (3.34)

Probaremos qué) —> c¢). Dadoa € M, por hip6tesis, previa una reordenacion de las
variables erR", existen entornos abiertdd, c R" dea, U c R¥ de ™ (a), y una funcién
¢ :U — Rk de clasecd tal queWy M = {(u,d(u)) :ucU}. SeaGa=WoaN (U x R"K) y
definamog : G — R" K por F(x) = Th(X) — ¢(Tu(X)) para todax € G,. Observa que:

F(X1,%2, -+ %n) = (Xier1 — Okra (Xay - oo 3 Xk) 5+« + s Xn — (X, ., Xk))-

Deducimos que rangp(x) = n—k para todox € G,. Ademas, para todre GaNM se tiene
quexeW, N M por lo quex = (u,$(u)) para alguru €U por lo que

FX) =F(u,¢(u)) = ¢(u) —(u) =0

Reciprocamente, sic G5 y F(x) = 0 entoncesy(x) =ueU y Tp(x) == ¢(u) por lo que
X = (Tg(X), (X)) = (u,¢(u)) € M. Hemos probado asi que;NM = {xe G, : F(x) = 0}.

La implicacionc) = a) es consecuencia de la proposici®23y del caracter local del
concepto de variedad. O

Observa que la funcioh: U — R" definida en la demostracion anteribfu) = (u,¢(u)),
es una aplicacion de clag¥ y rangal,(u) = k para todou € U. Ademésh es una biyeccion
continua ddJ sobreW, N M cuya biyeccion inversgu,$(u)) — u, es la proyeccion en las
primerask-coordenadas y, por tanto, continua. Esto es, el(pay) es una parametrizacion
cartesiana local d&! ena. Hemos probado asi el siguiente resultado.

3.25 Corolario. Toda variedad tiene parametrizaciones cartesianas enteleo de cada uno
de sus puntos.

Hemos visto que una variedddi C R" de dimensiérk puede venir dada (localmente) por
medio de sus ecuaciones paramétricas, es decir como lanntegana parametrizacion, o
por medio de sus ecuaciones implicitas, es decir como elistinfe puntos donde se anula
una funcion den variables yn— k componentes y de rango maximo. Es instructivo considerar
los casos mas simples de variedades: los subespacios adif®s €omo debes saber, un
subespacio afin de dimensiknle R" puede venir dado por sus ecuaciones implicitas:

a X1 +agoXe + -+ - + a1nXn = C1
A1X1 + @xoXp + - - - + AonXn = C2
An_k1X1+an—k2X2 + -+ +8n—kn¥n = Cn—k

Dichas ecuaciones representan la interseccion -d& hiperplanos y deben ser linealmente
independientes, es decir, el rango de la matriz de los ceefas del sistema debe ser igual a
n— k. DefiniendoF : R" — R" K por:

n n n
F(X1,X2,..., %) = (Z 2jXj —C1, ) 82jX] = C2,...; Y BnkjXj — Cn—k)
=1 =1 =1
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Se tiene qué es de clas€” y su matriz jacobiana, que es la matriz de los coeficientesisiel
tema, tiene rango maximo-k, y el subespacio afin viene dado globalmente como el camjunt
de los ceros d€.

Si en la situacion anterior suponemaos que las Ultimask columnas de la matriz de los
coeficientes del sistema son linealmente independientegnpos resolver dicho sistema y su

solucion, poniend@ = (&jj)1<i<n—k, B = (&ij) 1<i<n-k Y €= (C1,C2, ..., Cn_k), €Sta dada por:
1<j<k k+1<j<n

(Xt1, X2, Xn)' = B3¢ =B IAL (X1, %2, -, %)

Poniendo
O (X1, X2, -, Xk) = (X1, X2, .y X, B7EC = BTEAL (X1, X, - -, X))

se tiene quél : R — R" es una parametrizacion que determina globalmente al satiesp
afin. Observa que la imagen @gRX) viene dada en funcion de los parametxgsco, . .., X
gue toman valores reales cualesquiera.

A la vista de estos ejemplos, queda claro que el conceptorgaad que hemos definido
refleja una vez més la idea de “linealizacion” basica delutdldiferencial.

3.5. Espacios tangente y normal

En lo que siguéM C R" sera una variedad de dimensik(l < k < n), claseCqy acM un
punto deM.

Se dice quas € R" es unvector tangentea M en a si existe una curva contenida &h
Y:]—8,8[— M, que pasa paa, Y(0) = a, y que tiene tangente encon direccioru, Y/(0) = u.

Se define ekspacio tangentea M ena como el conjunto de todos los vectores tangentes a
M ena. Lo notaremody(a) y veremos enseguida que es un subespacio vectorizl.de

La variedad afira+ Ty (a) se llamavariedad afin tangentea M ena (recta tangente si
k =1, plano tangente &= 2, hiperplano tangente ki=n—1).

El complemento ortogonal éR" del espacio tangenteM ena, que notaremo3; (a), se
llamaespacio normalaM ena:

Tu (@) = {xeR": (x|u) =0, VueTy(a)}
La variedad afira+ Ty; (a) se llamavariedad afin normal aM ena.

Cuando se conoce una parametrizacion o las ecuacionegitamlijue representan local-
mente aM ena es muy facil calcular los espacios tangente y normal.

3.26 Proposicion. SeanF(x) = 0 las ecuaciones implicitas locales de M a1y (0,Q) una
parametrizacion local de M eaconlJ(c) = a. Entonces se verifica que:

Tu(a) = KerDF(a) = ImDO (c)

Demostracién Como las matrices jacobianas Bey O tienen respectivamente range-k y
k, los espacios vectoriales K@F(a) e ImDU (c) tiene dimensiork. Bastara, por ello, probar
que:

ImDO (c) C Tu(a) C KerDF(a)
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Seah € ImDI(c) y seav € R¥ tal queDO(c)(v) = h. Sead > 0 tal que el segment{t —
dv,c+ dv[C Q y definamosy :] — §,8]— M por v(t) =0 (c+tv). Tenemos que(0) =ay
¥/(0) = DO(c)(v) = h. Lo que prueba quee Ty (a).

Sea ahoraie Ty(a) y seay :] — 8,8[— M una curva cory(0) = ay Y/(0) = u. Tomando
0 suficientemente pequefio para que la cunesté contenida en la parte bedeterminada
por F se tiene ques(t) = (FoY)(t) = 0y por tantoo’(0) = DF(a).u = 0, lo que prueba que
ue€KerDF(a). O

La proposicién anterior tiene una simetria que merece chastai representamos local-
menteM ena de forma implicita por logerosde una funciéri-, entonces el espacio tangente
Tm(a) viene dado por loserosde DF(a); y si representamos localmeriteena como laima-
gende una parametrizacidn, entonces el espacio tangeiiig(a) viene dado como lanagen
deD0(c) siendd(c) = a.

3.27 Corolario. SeanF(x) = 0 las ecuaciones implicitas locales de M &y pongamo$ =
(F1,F,...,Fhx), y sead, Q) una parametrizacion local de M enconld (c) = ay pongamos
0 =(01,02,...,0n). Entonces se verifica que:

a) Los vectores fila de la matriz jacobianga(d), es decir, los vectordsk (a), 1 <i < n—K,
forman una base dggT(a) y la variedad afin tangente a M ewiene dada por:

a+Tu(a) = {xeR": (OFR(a)|x—a)=0, 1<i<n—k} (3.35)

Naturalmente, el espacio afin normal a M &riene dado por:

n—k
a+Ty(a) = {xeR”:x:a+ ZpiDF.(a), MeR, 1<i< n—k} (3.36)
i=

b) Los vectores columna de la matriz jacobiandc), es decir, los vectores:
D;0(c) = (D;01(c),Dj02(c),...,DjOn(c)) 1<j<k
son una base del espacig (@) y la variedad afin normal a M eaviene dada por:
a+Ty(a) = {xeR":(DjO(c)|x—a) =0, 1< j <k} (3.37)

Naturalmente, el espacio afin tangente a Maariene dado por:
k
a+Tu(@ =< xeR":x=a+ Z AiDjd(c), AjeR, 1< j<k (3.38)
=1

Observa que3;35 y (3.37) son, respectivamente, las ecuaciones implicitas de iedaat
afin tangente y del espacio afin normal, mientras Gu&q( y (3.38 son, respectivamente, las
ecuaciones parameétricas del espacio afin normal y de kdaatiafin tangente.
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Ejercicios propuestos

181. Comprueba que las rectas y planos tangentes a curvas y sigsedstudiados en la
seccidn 2.2 son casos particulares de los resultados tgnpeaa variedades.

182. Interpreta en el contexto de la teoria de variedades losi@jes 100— 104

183. Prueba que cada uno de los siguientes subconjunt®s és una variedad y calcula el
espacio afin tangente y normal en el puRtque se indica.

X2y 2
a)M:{(X>y>Z)R3:¥+§+?:1}a P:(a,b—C).

b)M:{(X>y>Z)R3:Z:X2—y2}’ P:(O’O’O)
2
)M = {(x,y,z)szR+:x2+y2+22:1/\ (x—%) +y2:—}, P=(0,0,1).

d)M = {(x,y,z)]R3 (VYR -2+ P = l}, P=(3,0,0).

184. Prueba quév = {(x,y,2) eR3:x?+y?— 222 = 0 A X+Yy+2z=1} es una curva regular
y calcula su recta tangente gh1, —1).

185. Prueba qud/ = {(x,y,2) ER3 : X2 +y?+ 7 = 1 A z= Xy} es una curva regular y calcula
su recta tangente €a,b,c) € M.

186. Prueba que la esfera euclidea unidadR&n
S ={xeR": x| =1}

es una variedad de dimensionr- 1 y calcula el hiperplano tangente y la recta normal en
un puntoac S™ 1.

187. SeanM C R"y N ¢ R™ variedades ¥ : U — R™ una funcién de clasé! en un abierto
U D M tal quef(M) C N. Prueba qu®f(a)(Tu(a)) C Tn(f(a)).

188. Calcula bases del espacio tangente y del espacio normapentel(0,1,1,0) del toro:

M = { (X1, %, X3, %) ER* 1 XE + X5 = L A X§+%5 =1}

3.6. Extremos condicionados

En la teoria de extremos relativos se supone que las vagipbélen tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, puetieoverse libremente’en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoria, de los probleméesries variables no tienen
tanta libertad y estan obligadas a satisfacer ciertas comgis que en Fisica suelen llamarse
“ligaduras” . Por ejemplo, supongamos que un mévil se mueve en una Eudama por la
interseccion de dos superficies; para cada pqtnz) €I la energia cinética del movil viene
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dada por una funcién conociddx,y, z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria don-
de dicha energia es maxima o minima. En esta situacién lebhleax,y,z no son libres sino
que deben satisfacer la condicigny,z) €. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura
en un puntax,y,z) de la superficie terrestre viene dada por una fungifny, z) y queremos
calcular los puntos de mayor y menor temperatura. Aqui ldahlas tampoco son libres pues
deben verificar una condicion de la fornea+ y? + 72 = R? dondeR es el radio de la Tierra.
Igualmente, en problemas de optimizacion de costes o berselis variables estan siempre
sometidas a restricciones que dependen de las condicier@educcion o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un pr@bbiErextremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considesiguiente ejemplo.

3.28 Ejemplo. La funcion f(x,y) = xye"2er2 tiene un Unico punto critico, el origen, que es
un punto de silla. Por tanto dicha funcién no tiene extrenstativos enR2. Supongamos
que imponemos a las variables la condici8a-y? = 1 y queremos calcular el maximo valor
de f(x,y) cuando se verifique que +y? = 1. Fijate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores qua tarfuncionf (x,y) en el conjunto

K={(xy)eR?:x*+y* =1}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto; adenfidscion f es continua, por
tanto podemos asegurar, de entrada, que tiene que haberpalgto(a,b) €K en el cual la
funcién f alcanza su mayor valor df (y tiene que haber otro donde alcance su menor valor
en K). Calcular dicho punto es, en este caso, muy sencillo pues(pg) € K se tiene que
f(x,y) = exy. Como pargx,y) €K se tiene qug = ++/1— x? y los valores negativos deno

nos interesan porque queremos calcular el mayor valor oo ¢oK, se sigue que

max{f(x,y) : (X,y)eK} = méx{ex\/ 1-x2:0<x< 1}
Nuestro problema se ha convertido en algo que ya sabes balmidar el maximo absoluto de

la funciénh(x) = exy/1—x2 para 0< x < 1.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

xv/1—x2 = /x(1—x2) < %

Y laigualdad se da si, y sélo s? = 1—x?, esto es em = 1/+/2 se alcanza el maximo absoluto
de f enkK. ¢

De hecho, ti has resuelto ejercicios de extremos condiiznaunque puede que no seas
consciente de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez baslte el siguiente ejercicio.

3.29 Ejemplo. Entre todos los rectangulos cuyo perimetro es igual a 1@lealel que tiene
area maxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Seay) = xy la funcién que da el area
de un rectangulo cuyos lados tienen longitudes. Se trata de calcular el maximo déx,y)
cuando las variables verifican la condiciori22y = 16. Por tanto, es un problema de extremos
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condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otrogcijs parecidos a este que has
hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extrentiici@anados. La razén es clara:
la condicion que nos dan es tan sencilla que permite despeggarariable en funcion de la
otra,y = 8—X, con lo que nuestra funcién se conviertexgn= x(8 — x) y el problema queda
reducido a calcular el mayor valor &8 — x) cuando 0< x < 8.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:
X(8—x) <4

Y laigualdad se da si, y s6lo si,= 8—X, esto es ex = 4 y el rectAngulo de drea maxima es
el cuadrado. ¢

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto lggeproblemas de extremos condiciona-
dos de funciones de dos variables en los que puede utilifarsendicion que nos dan para
despejar una variable en funcion de otra, se reducen facitsma problemas de extremos de
funciones de una variahl®ero supongamos ahora que cambiamos la condicién dellej@mp
por la siguiente:

x—e4y+e&+sinl+xy) =2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la conditipuesta para despejar una
variable en funcion de la otra. Ahora si tenemos un autépticblema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes {jeadaapara funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimeesiale un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea minima, puedeteaiio como sigue: calcular el
minimo de

f(X,Y,2) = 2xXy+ 2xz+ 2yz

(la funcién que da la superficie lateral de un ortoedro cugdsd tiene longitudes y, ) con la
condiciénxyz= 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, peondkcion dada
permite despejar una variable en funcion de las otrasztes3/(xy), con lo que nuestra fun-
cion queda Ry+ 2xz+ 2yz= xy+ 16/y+ 16/x, funcion de la que hay que calcular su minimo
absoluto cuando & x, 0 < y. Hemos convertido asi el problema inicial de extremos condi
cionados en uno de extremos libres porque ahora las vaigbl® se mueven en el abierto
Rt xR*.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

V)02 =  (xyz2 = Voa< Y

Y la igualdad se da si, y s6lo siy = xz=yzlo que implica quex =y = z= 2. El ortoedro
buscado es el cubo.

Pero si cambiamos la condicion anterior por la siguiente
xeyZ —eX=
yZ +senl+x2) +y =1
o bien, siimponemos dos condiciones como las siguientes:

log(14+x%+y?) +sin(1+x2 —1=0, eV cogxyd +x°Z-3=0
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entonces no podemos usar esa condicion (o condiciones)dpapejar una variable (o dos
variables) en funcién de las otras (de la otra).

Ocurre que muchos de los ejercicios que se proponen entos tile texto para ser resuel-
tos utilizando la teoria de extremos condicionados que saandesarrollar seguidamente, se
resuelven con frecuencia de forma més sencilla usandapdrdé técnicas o algunas desigual-
dades como la de las medias geométrica y aritmética o la dehga®chwarz. Pero aunque su
utilidad practica pueda ser discutida, la teoria de exteeooadicionados tiene un gran interés
teorico, especialmente en la formulacion Lagrangiana téelganica.

En términos generales, el problema clasico de extremosaonddos puede enunciarse
como sigue: dados un abiec R", un campo escalalr : Q — R de clase2? y una funcion
g: Q — R K de clase2 verificando que el conjunto:

M = {xeQ:g(x) =0 A rangdg(x) = n—k}

no es vacio, se trata de calcular éogremos localede la funcionfy, restriccion de f aM. Es
decir, calcular los méximos y minimos localesfd&) cuando las variableg,= (x1,X2, ..., Xn),
estan obligadas a satisfacer las condiciones dadas por:

9(x) =0<=gi(X,%2,-.-, %) =0 1<i<n—k (3.39)

dondeg = (91,92, - --,Gn_k)-

En Mecanica clasica, las ecuaciongs3@) representan las ligaduras (que los fisicos llaman
holbnomas que obligan a un punto material 0 a un sistema mas complegsatrarse en una
determinada regién del espacio, y el problema de optimizaios campos escalares asociados
al movimiento del sistema responde al problema de extremudicionados.

El planteamiento del problema pone de manifiestoMwes una variedad €R" de dimen-
sionk y que se trata de determinar los extremos des#riccion de f a esa variedad.

3.30 Definicién. Seaf : Q — R, dondeQ Cc R"y seaM C Q. Se dice qud tiene unmaximo
(resp.minimg@ local condicionadgpor M en un puntcae M, si hay un nimero > 0 tal que
para todax € B(a,r) "M se verifica quef (a) > f(x) (resp.f(a) < f(x)). Se dice qud tiene
ena un extremo local condicionadpor M cuandof tiene ena un maximo o un minimo local
condicionado poM. Cuando las desigualdades anteriores son estrictas phra toB(X,r)
conx = a se dice que el extremo local condicionado correspondienésteicto.

El siguiente resultado es importante porque permite redmgproblema de extremos con-
dicionados a un problema de extremos relativos ordinario.

3.31 Proposicion. Sean f: Q —+ R un campo escalar de clag¥ en un abiertoQ ¢ R" y

M C Q una variedad de clas€?y dimension k. Seamc M, (CJ,U) una parametrizacion local
de M enay c el vector de coordenadas dg es decir[](c) = a. Se verifica entonces que
f tiene ena un extremo local (estricto) condicionado por M si, y sélogdicampo escalar
fol :U — R tiene un extremo relativo (estricto) del mismo tipocen

Parece que todo esta resuelto, pero no es asi porque entiagpicas veces se conocen
las parametrizaciones locales de una variedad.
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3.32 Proposicién.Sean f: Q — R un campo escalar de clag¥ en un abiertdQ c R", M C Q
una variedad de clase’y dimension k ye M. Supongamos que f tiene @aan extremo local
condicionado por M. Entonces se verifica qué(a) € Ty (a).

Demostracion Sea(d,U) una parametrizacion local dé¢ enay sedl(c) = a. En virtud de
la proposicion anterior, la hipétesis hecha es o mismo 6juaar quef o[J tiene un extremo
relativo enc, en cuyo caso, como es un campo escalar diferencialie eny U es abiertoc
debe ser un punto critico dec], es decirD(f oJ)(c) = 0, esto esPf(a) oD (c) = 0. Por
tanto, para todd € R es

(Df(a)oDO(c))(h) = (Of(a)|DO(c)(h)) =0

Como esto vale para todoe R, resulta que el vectorl f(a) es ortogonal @ (c)(R¥)
Tw (a)

o

En los dos resultados anteriores no se ha supuesto quedda@d¥l venga dada de alguna
forma concreta, sin embargo el resultado siguiente regj@iersu enunciado conocer las ecua-
ciones implicitas locales dd ena, por lo que de aqui en adelante vamos a suponer que la
variedadM es la variedad de dimensién= n— mdada por una funciég: Q — R™ de clase
CY%en un abiertd2 C R" por:

M = {xeQ:g(x) = 0 A rangdg(x) = m}

Notaremosg = (g1,02, - - -,0m) l0S campos escalares componenteg.d@bserva que esta hi-
poétesis no es realmente restrictiva porque todas las aatésdvienen dadas localmente de esta
formay el problema que nos ocupa es justamente un problaerak kn lo que sigud : Q — R
sera un campo escalar de cl&Seen Q.

El siguiente resultado proporciona ucendicién necesarigara quef tenga erac M un
extremo local condicionado pdi. Para enunciarlo conviene definir la llamada “funcion de
Lagrange”( : Q x R™ — R dada por:

m
N =09+ 3 NG, X= 005 X0) €2 A= ahar- An) T (3.40)

Observa gue es una funcién de- mvariables.

3.33 Teorema(de Lagrange. Supongamos que f tiene ark M un extremo local condicio-
nado por M. Entonces existe un Unico veatar R™ tal que(a,a) es un punto critico dé, es
decir, 0L (a,a) = 0.

Demostracion Por el corolario3.27 sabemos que los vectorggi(a), 1 < i < mforman una
base deTy;(a). Por la proposicior8.32 sabemos quélf(a) € Tyt (a). Por tanto, hay nimeros
0; €R, 1<i<m, Unicos, tales quelf(a) + Za.Dg. a) = 0. Poniendox = (01,0d,...,0m),

esta igualdad vectorial equivale a las igualdades:

m
a)+ Zaingi(a):O@ DjL(a,a)=0 1<j<n (3.41)
i=
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Puesto qu®,,jL(a,a) = gj(a) = 0 para 1< j < mporqueac M, se sigue que las igualdades
(3.41) equivalen a quéa, a) sea un punto critico dé. O

Los nimerosi1,0o,...,0m en el teorema anterior se llaman tosltiplicadores de Lagran-
ge del puntoa. Obtenemos asi una regla practica para proceder en un p@lle extremos
condicionados: se empieza por resolver el “sistema de hggia

m
Djf(xl,xz,...,xn)+Z)\ingi(xl,xz,...,xn) =0 _
i= 1<j<n+m

0j (X1,X2, .., %n) =0

Es un sistema de+ m ecuaciones en general no lineales para el que no puede Babias
generales de resolucion. De hecho, puede resolverse da é&xacta en muy pocos casos.

Elteorema de Lagrange, que no es mas gque una reformulacitvakeate de la proposicion
3.32 da una condicién necesaria para que un paati sea extremo local d&condicionado
por M. Daremos a continuacién una condicidn suficiente. Suposesnolo que sigue que
nuestras funciones son de cl&econq > 2.

Dado(a,a) € Q x R™, notaremos;(a,a) la forma cuadratica sobtfe" cuya matriz en la
base canénica €;; £ (a,0)) 1<i<n. Se trata, pues, de la aplicacifn (a, o) : R" — R definida
1<j<

por: o
n

Qs(a,0)(x) = Z Dij £(a,a)XiX; vxeR" (3.42)
i,]=1
Consideraremos también una parametrizacion Ii¢dl ) deM ena conld(c) = a. En estas
condiciones, sean= f o] :U — Ry Qx(c) la forma cuadrética sobik dada por:

k
n(c)(u) =y Dih(c)uy; YueRKX.
i,j=1
3.34 Proposicion. Sea(a,a) un punto critico de la funcién de Lagrange. Con las notacsone
anteriores, se verifica que:

Qp(c)(u) = Qs (a,@)(DO(C)(u))  VueRK (3.43)

Demostracién Se trata de hacer un célculo. La mayoria de los textos larevitamos a ha-
cerlo.

Notaremos pog, 1 < i <Kk, los vectores de la base candnicalkfe Comoh es un cam-
po escalar, se verifica quah(c) = (Oh(c)|e) = Df(c)(e). Para campos vectoriales, como
[0, esta relacion también se mantiene si interpretamo®guéc) es la columna-ésima de la
matriz jacobianal; (c). Dicha columna es el vector &&" que se obtiene derivando las fun-
ciones componentes dé con respecto a la variableésima que notaremos pbxJ(c). Por
tantoD;J (c) = DU (c)(&). Como hay que calcular derivadas parciales de segundo oatten
viene calcular las derivadas parciales de primer orden gounto genéricau €U para volver
a derivarlas usando la regla de la cadena. Barid tenemos:

Dih(u) = D(fo0)(u)(&) = (Df(0(u)) o DO (u))(e) = Df (O (u)) (DO (u)(&)) =
= (0f(@O(u))|Did(u)) = ((Of)o0)(u)|Did (u)) (3.44)
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Y volviendo a derivar otra vez como se deriva un productolasca
Dijh(u) = Dj(Dih(u)) = (Dj((Of) o0)(u)|Di0 (u)) + (Of @ (u))|Dj(Di0)(u))  (3.45)

Calculemos el primero de estos dos sumandos. Observal fue — Of(x) es un campo
vectorial cuyas funciones componentes son las derivada@les primeras dé, (Of)o0 es
el campo vectorial composicién dé&f y [0, por lo que:

D;((0f) o0)(u) = D((Tf) o) (u)(e}) = D(TF) (0 (u)) o DU (u)(g)) =
= D)@ (u))(D;0(u)) (3.46)
Sustituyendo esta igualdad €éh45) y haciendau = ¢ tenemos:
Dijh(c) = (D(01)(2)(D;(¢))| DO (c)) + (0f (a)|D; (D) (<)) (3.47)

m
Como(a,a) es un punto critico de la funcion de Lagrange se verifi€éa) = z o,0g (a).

1=1
Sustituyendo esta igualdad €h47) tenemos:

m

Dijh(c) = (D(Of)(a)(Dj0(c))|Di0 (c)) — Izoumgl (a)|D;(D0)(c)) (3.48)

Teniendo ahora en cuenta qge>[](u) = 0 para todau €U y para 1< | < m, y usando la
igualdad 8.47) con el campo escaldér= f o] sustituido poig o1, obtenemos:

0= Djj(g °0)(c) = (D(0gi)(a)(D;0(c))[Dill (¢)) + (Dai (a) D (D) (c))

de donde se sigue que:

(Dg1(a)|Dj(Di0)(c)) = —(D(Dg)(a)(Dj0 (c))|DiCl (c))
Sustituyendo esta igualdad €148) resulta:

Dijh(c) = (D(Of)(a)(D;0(c))|Did (c)) + <I_§10‘|D(Dgl)(a)(DjD(C))\DiD(C)> =

= < (D(Df><a>+l_§l alD(Dgl)(a)> <D,-D<c>>\Dim<c>> (3.49)
Pero esta igualdad es justamente lo que queriamos prok&r pue
Dij£(a,a) = Dj; f(a)+l_§la|Dijg| (a)
Que coincide con el elementpde la matriz jacobiana de:
D(0)(@) + i @D (g (@) (3.50)
Pues observa que la matriz jacobianaldélf)(a) es la matriz hessiana deenay que la

matriz jacobiana d®([g)(a) es la matriz hessiana dg ena. Por tanto, la matriz jacobiana

de @3.50 es justamente la matriD;j £(a,a)) 1<i<n.
1<jsn
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Lo que dice la igualdad3(49 es que la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana de
h= f o0 en el puntoc es igual a larestriccion de la forma cuadratica asociada a la matriz
(DijL(a,O()) 1<i<n al espacio tangenteM ena. Para verlo mas claro todavia, pongamos, por

1<j<n

comodidad de escriturd, = (DijL(a,O()) 1<i<n- La forma cuadratica asociada a dicha matriz,
1<j<n

es justamente la definida eB42), es decirQ;(a,a), y viene dada para todoc R" por:
Qc(a,a)(x) =xAX = (AxX|x)

Para todas = (ug,Up,...,Ux) € RK tenemos que:
k
DO(c)(u) = 3 uD;0(c)
=1

es un vector del espacio tangeiiiga) y:

iui DO (C)> =

K K
'le;liuj' (A.(DjO(c))'|Di0(c)) = por (3.49 :_ZlDijh(c)uiuj =
NE =

K t
Qg (a,a)(DO(c)(u)) = <A. (Z u,-D,-D(c))
=

— On(0)(u)

Como queriamos probar. |

Naturalmente, para calcular la restriccion de la forma ctahQ; (a, o) al espacidly (a),
todo lo que se necesita es conocer una base de dicho espasifa, a, . ..,a} es unatal
base, la matriz de la forma cuadratica restringidsm ) es la matrizm;)x.k cuyos elementos
estan dados por:

mj = (A.a|a;) 1<i,j<k (3.51)

Como consecuencia de la proposici®i], de la proposicion anterior y del teorei226
obtenemos condiciones suficientes para fitenga era un extremo local condicionado por
M.

3.35 Teorema(Condicion suficiente de extremo local condicionad@pn las notaciones y

las hipétesis anteriores, supongamos gag) es un punto critico de la funcion de Lagrange

y pongamosA = (Djj£(a,a)) 1<i<n. Sea{ay,a,...,a} una base del espacioyTa) y sea
1<j<n

mii Jkxk la matriz cuyos elementos;nvienen dados po¢3.51). SeaQ : Rk — R la forma
j j
cuadratica:

K
Qu) = Z M Uiy; VueRK
i,]=1

Se verifica entonces que:

a) Si la forma cuadréaticaQ es definida positiva entonces f tiene @nn minimo local
estricto condicionado por M.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Célculo Diferencial enRR"



Célculo de extremos absolutos 98

b) Si la forma cuadraticaQ es definida negativa entonces f tieneaean maximo local
estricto condicionado por M.

c) Si f tiene era un méximo local condicionado por M entonces la forma cuadad® es
semidefinida negativa.

d) Si f tiene era un minimo local condicionado por M entonces la forma cuadea® es
semidefinida positiva.

e) Si la forma cuadraticd es no definida entonces f no tiene &mn extremo local
condicionado por M.

En general, la matrizl = (DijL(a,a)) 1<i<n depende day dea. Te digo esto porque es
1<j<n

importante que calcules las soluciones del sistema de hggren la formda,a) agrupando
cada punta con sus correspondientes multiplicadores de Lagrangea £tiehe asociado un
Unico multiplicadora, pero puede ocurrir que diferentasengan asociado el mismo multipli-
cador porque distintoa pueden dar lugar al misniof (a). Los coeficientesn; dependen en
general day dea y para cada pafa, o) resulta, en general, una forma cuadraficdiferente
cuyo caracter debes estudiar. Pese a todo, de hecho, erti@gpgucede con frecuencia que
A no depende de, en tal caso puedes olvidarte de los valores geconsiderar solamente los
dea.

La forma de calcular rapidamente la matfia; )k« es la siguiente: seBn,x una matriz
cuyas columnas sean los vectores bas@sl@a), entonces:

(M) Jkxk = BLA.B (3.52)

3.6.1. Calculo de extremos absolutos

Cuando la variedat¥ es un conjunto compacto, la existencia de extremos absghat@
f estd garantizada por la propiedad de compacidad de la®figsctontinuas. En este tipo de
problemas lo Unico que hay que hacer es calcular los puritasrde la funcion de Lagrange
y evaluar en ellos la funciér, lo que nos proporcionara directamente los puntos ddnde
alcanza su maximo y su minimo absolutosMnClaro esta, se supone que hay un nimero
finito de soluciones del sistema de Lagrange.

Situacion diferente es cuando queremos calcular los eggaisolutos o relativos de una
funcion f en un conjunto compact$ C R" con interior no vacio y cuya fronteM = Fr(K) es
una variedad. Por supuesto, la existencia de extremosuabs@sta garantizada pero pueden
alcanzarse en el interior o en la frontera. Por tanto, lo @yedue hacer es calcular los puntos
criticos def en el interior d&K y las soluciones del sistema de Lagrange gayal. Obtendre-
mos asi, en la practica, un conjunto finito de puntos y todaétipy que hacer es evaluaen
cada uno de ellos, lo que nos proporcionara directamenfalii®s dondd alcanza su maxi-
mo y su minimo absolutos d6. Dicho sea de paso, con frecuencia dichos extremos absoluto
se alcanzan en la frontera He

Sucede con frecuencia que la fronterakde RX, k=2 ok =3, no es una variedad aun-
gue se le parezca mucho; por ejemplo, la frontera puede sauligono o un ortoedro o una
piramide. En tales casos lo méas sencillo es parametrizaatas del poligono o del ortoedro y
reducir el problema de calcular los extremos en cada patgefdmtera de&k a un problema de
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extremos mas sencillo en una o dos variables. Claro, tansbi@nede descomponer la frontera
de K como union de variedades disjuntas: las caras o las aristada® vértices y aplicar la
teoria de extremos condicionados a cada una de ellas. Natehsejo.

Ejercicios propuestos

189.

190.

191.

192.

193.

194.

196.

197.

Calcula, aplicando la teoria de extremos condicionadosit@kdro de volumen igual a
8 y superficie lateral minima.

Observacion: este ejercicio lo hemos hecho en la introdncasando la desigualdad
de las medias. La teoria de extremos condicionados te frérmiobar que el ortoedro
solucion solamente puede ser el cubo, pero dicha teoriadicetsi el minimo alcanzado
es absoluto.

Calcula la distancia minima de un pure= (a,3,v) al planoAx+ By+Cz=D:
a) Usando la teoria de extremos condicionados.
b) Usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz.

Calcula el punto de la superficiex%+ y? — 22 = 1 que estd mas proximo al origen de
coordendas.

Una curva esta dada como la interseccion del cilindre y> = 4 con el plano de ecua-
cion 2+ 3y+ z= 3. Calcula el punto de la misma que estd mas préximo al origen.

SeaA una matriz simétrica x n. Aplica el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular el maximo absoluto de la forma cuadraticaiasa@A condicionado por

la esfera euclidea unidad &, para probar que dicho maximo se alcanza en un punto
de la forma(a, a) tal queA.a' = —aa. Por tanto—a es un valor propio de.

Calcula el maximo absoluto d&Xx,y,z) = x3y?z en el conjunto:

M={(xy,2 eR{ x R§ x RE : x+2y+3z=1}

Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange pateutar un punto de la elipse

de ecuacion

X2

2+

y2

b2
tal que el segmento determinado por la interseccion de Getda a la elipse en dicho
punto con los ejes coordenados tenga longitud minima.

=1

Prueba que el maximo absoluto &6, Xz, ..., %)) = (X1X2- - - X,)? sometido a la condi-
cion || (X, Xz, ..., %) |2 = r es igual ar?/n)". Deduce que:

\/X2X3 - - Zx, V(X1,%2, ..., %) ER"
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9. Utiliza el método de los multiplicadores de
Lagrange para calcular el area del triangulo
de minima area cuyos lados son los segmen-
tos de los ejes coordenados positivos inter-
ceptados por la tangente a la elipse:

P=(u,v)

en un puntoP = (u,v) de la misma situado
en el primer cuadrante y dicho segmento de
la tangente.

y deduce la desigualdad de las medias:
V/X1X2 - Xn le. V(X1,X2, - -+, %) € (RH"

¢,Cuando se da la igualdad?

198. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange pateutar el volumen del ortoe-
dro de méximo volumen inscrito en el elipsoide de ecuacion
2

X 2 2
—+y+——1

¢, Sabes resolver este ejercicio usando la desigualdad e thas?

199. Prueba que el méaximo absoluto xfg? sujeto a la condicion

dondep > 0, q > O verifican que:

se alcanza cuandd® =y y es igual a?. Deduce que st > 0 ey > 0 se verifica que:

p
xy<X—+ﬁ
pq

¢,Cuando se da la igualdad?

200. . . .
Se quiere construir un pentagono colocando

un triangulo isGsceles sobre un rectangulo,
como se muestra en la figura de la derecha.
Si el pentagono tiene un perimetro fip
determinar las longitudes de los lados del
pentagono gque maximizan su area.
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201. Calcula los puntos de la curva
{xz—xy+y2—22: 1
X+y?=1
gue estan mas préximos al origen de coordenadas.
202. Calcula la minima distancia del origen a la superficie de @bnay’z = 2.

203. Calcula el mayor y el menor valor de la funcidirix,y,z) = x— 2y + 5z en la esfera
X2 +y2+ 72 = 30.

204. Seal la curva interseccion de la esfexa+y? + 722 = 1 y el planox+y+z= 1. Calcula
los puntos dd” que estdn mas cerca y mas lejos del puit@, 3). Justifica que los
resultados obtenidos son valores maximos y minimos alosolut

205. Encontrar un puntd de coordenadas positivas perteneciente al elipsoide deciéou
2 \2

X o : .

i +§ + 2= 1, tal que el plano tangente al elipsoide Rmletermine con los ejes

coordenados un tetraedro de volumen minimo.

El volumen del tetraedro con vértices en el origen y en loggsuf@,0,0), (0,b,0) y

(0,0,c) (dondea,b,c son nUmeros positivos), es igual:;abc

206. Calcula los extremos absolutos g, y) = x? +y? — x—y en el conjunto

K={(xy)eR?:x*+y?<4Ay>0}

207. Calcula el volumen méaximo de una caja rectangular situabeessl planoXY que tie-
ne un vértice en el origen y el vértice opuesto, de coordenpdaitivas, pertenece al
paraboloidez+ x2 + 4y? = 4.

208. Calcula los extremos absolutos e, y) = x?y®+x?+ 6y® en la bola cerrad, |,((0,0), v/5).
209. Calcula los extremos absolutos i, y, z) = x? +yz en la bola euclidea unidad cerrada.

210. a) Clasifica los extremos relativos del campo eschlayy) = x3 +y3 — xy? — x+ 16.
b) Calcula el maximo y el minimo absolutos de dicho campolasea el conjunto:

K={(xy)eR®:x*+y*<2,y>0}.

211. Se considera la funciom : R? — R dada por:

XXy xRy
V) =3t3 -3 27!
a) Calcula y clasifica los puntos criticos tien la bola abiert ,((0,0),2).

b) Calcula los extremos absolutos fien la bola cerradB |,((0,0),2).
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212. Calcula los puntos del conjuntd = {(x,y) € R?: x?+y* < 2x, y > 0} donde el campo
escalarf (x,y) = x> — 2xy+y? alcanza su maximo y minimo absolutos.

213. Calcula los extremos absolutos B, y) = (x2 + 2y2)e ¥~ en el disco® +y2 < 4.

214. Calcula los valores maximos y minimos absolutosf ey, z) = xy?Z® en la bolax? +
2
4+ 72 <1

215. Calcula los extremos absolutos tg,y) = x? + 3y? en el circulox? — 2x+y? — 3 < 0.

216. Calcula los extremos absolutos de la funcidr,y) = x?y3(1 — x—y) en el conjunto

K={0y): X +lyl <1}

217. Calcula los extremos absolutos @iéx,y) = X2 +y2 — xy— x—Yy en el conjunto

K={(xy)eR?:x>0,y>0,x+y<3}

218. Calcula los extremos absolutos del campo esci(ary,z) = X+ Y+ z en el conjunto

A={(xy,2eR®: ¥ +y?<z<1}.

219. Calcula los valores maximo y minimo de la funcidfx,y,z) = xyz cuando el punto
(x,y,2) pertenece a la curva definida por la interseccion del plapp+z= 0y la esfera
X+y?+72—-1=0.

220. Calcula la minima distancia entre la resta y = 4 y la circunferencia +y? = 1.
221. Calcula la minima distancia entre la resta y = 2 y la parabolay = x2.
221. Calcula la distancia minima entre la elipge+ 2y? = 6 y la rectax+y = 5.

222. El area de una caja rectangular sin tapa es de 198¢aicula sus dimensiones para que
el volumen sea maximo.

223. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la funci¢r y, z) = xyzen los puntos
del elipsoidex? 4 4y? + 972 = 3.

224. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la funcién
f(X,y,2) = y? + 47 — dyz— 2xz— 2xy
en los puntos del elipsoide®+ 3y? + 622 = 1.

225. Calcula los puntos de la elips&®- 6xy-+ 5y? = 4 para los cuales la distancia del origen
a la tangente a la elipse en tales puntos es maxima o minima.
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226. Calculay clasifica los extremos relativos de la funcion
f(X,y,2) = X2 +y?+ 2 + 2xyz

Y calcula el minimo valor que dicha funcion toma en la boldidea cerrada de centro
el origen y radio 4.

227. Calcula por el método de los multiplicadores de Lagrangeifama distancia entre la
rectax+y= 3y la elipse 82+ y? = 3.
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