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Capı́tulo1

Estructura euclı́dea y topologı́a de Rn

1.1. Producto escalar y norma euclídeos

Como sabes,Rn es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamadabase canónica
formada por los vectores{e1,e2, . . . ,en} dondeek es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugark que es igual a 1.

1.1 Definición. Dados dos vectoresx=(x1,x2, . . . ,xn), y=(y1,y2, . . . ,yn) se define su producto
escalar por:

〈

x
∣

∣y
〉

=
n

∑
k=1

xkyk = x1y1+x2y2+ · · ·+xnyn

Este producto escalar se llamaproducto escalar euclídeo.

Observa que el producto escalar de dos vectores no es un vector sino un número real. La
notaciónx.y es frecuentemente usada en los libros de Física para representar el producto escalar
de los vectoresx ey.

Propiedades del producto escalar.

1.
〈

x
∣

∣x
〉

> 0, y
〈

x
∣

∣x
〉

= 0⇐⇒ x = 0.

2. Simetría.
〈

x
∣

∣y
〉

=
〈

y
∣

∣x
〉

para todosx,y∈Rn.

3. Linealidad.
〈

αx+βy
∣

∣z
〉

= α
〈

x
∣

∣z
〉

+β
〈

y
∣

∣z
〉

para todosα,β∈R y para todosx,y,z∈Rn.

Dichas propiedades del producto escalar se deducen fácilmente de su definición.
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Producto escalar y norma euclídeos 2

1.2 Definición. La norma euclídeade un vectorx = (x1,x2, . . . ,xn) se define por

‖x‖2 =
√

〈

x
∣

∣x
〉

=

√

n

∑
k=1

x2
k

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx,y∈Rn se verifica que

∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣6 ‖x‖2‖y‖2

Además, supuesto quex ey no son nulos, la igualdad
∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣= ‖x‖2‖y‖2 equivale a que exis-
ta un númeroλ∈R tal quex = λy (es decir, los vectoresx e y están en una misma recta que
pasa por el origen).

Propiedades de la norma euclídea.

1. ‖x‖2 > 0, y ‖x‖2 = 0⇐⇒ x = 0.

2. Homogeneidad. ‖λx‖2 = |λ|‖x‖2 para todox∈Rn y todoλ∈R.

3. Desigualdad triangular.Para todosx,y∈Rn se verifica que

‖x+y‖2 6 ‖x‖2+‖y‖2

Además, supuesto quex e y no son nulos, la igualdad‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 equivale a
que hay un númeroλ > 0 tal quex = λy (es decir, los vectoresx e y están en una misma
semirrecta que pasa por el origen).

1.3 Definición. Se dice que los vectoresx e y sonortogonales, y escribimosx ⊥ y, cuando
su producto escalar es cero. Se dice que un vectorx es ortogonal a un conjunto de vectores
E ⊂ Rn cuandox es ortogonal a todo vector enE. Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que es unconjunto ortogonal de vectores; si, además,
los vectores tienen todos norma 1 se dice que es unconjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama unabase ortogonal
(ortonormal).

Si x ey son vectores no nulos, el vector

∏y(x) =

〈

x
∣

∣y
〉

〈

y
∣

∣y
〉y

se llamaproyección ortogonal de x sobre y.

El vectorx−∏y(x) es ortogonal ay. En particular, siy es unvector unitario (de norma 1)
entonces el vectorx−

〈

x
∣

∣y
〉

y es ortogonal ay.
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Producto escalar y norma euclídeos 3

Ejercicios propuestos

1. Particulariza las definiciones y propiedades anteriores para el cason= 1, es decir, para
R.

2. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuación
〈

x−λy
∣

∣x−λy
〉

= 0, en la queλ es un número
real arbitrario yx e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variableλ. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores
o iguales que cero lo que proporciona información sobre su discriminante.

3. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclídeas es elevar
al cuadrado. La desigualdad‖x+y‖2

2 6
(

‖x‖2+‖y‖2
)2

es equivalente a la desigualdad
triangular pero es fácil de probar desarrollando‖x+ y‖2

2 =
〈

x+y
∣

∣x+y
〉

y usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. Teorema de Pitágoras. Prueba que los vectoresx ey son ortogonales si, y solo si

‖x+y‖2
2 = ‖x‖2

2+‖y‖2
2

5. Prueba que el vectorx−∏y(x) es ortogonal ay.

1.4 Definición. La distancia euclídeaenRn es la aplicación d2 : Rn×Rn → R+
o definida por:

d2(x,y) = ‖x−y‖2 (x,y∈Rn)

La distancia euclídea entre los vectoresx ey es el número d2(x,y).

Las siguientes propiedades de la distancia euclídea se deducen fácilmente de las de la norma
euclídea.

Propiedades de la distancia euclídea.

1. d2(x,y) > 0, y d2(x,y) = 0⇐⇒ x = y.

2. Simetría. d2(x,y) = d2(y,x) para todosx,y∈Rn.

3. Homogeneidad. d2(λx,λy) = |λ|d2(x,y) para todosx,y∈Rn y todoλ∈R.

4. Desigualdad triangular.d2(x,y) 6 d2(x,z)+d2(z,y) para todosx,y,z∈Rn.
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Espacios normados y espacios métricos 4

1.2. Espacios normados y espacios métricos

Las propiedades de la norma y de la distancia euclídeas enRn se pueden abstraer dando
lugar a los conceptos de espacio normado y espacio métrico.

1.5 Definición. Sea X un espacio vectorial real. Una norma sobreX es una aplicación
‖ ‖ : X → R+

o que verifica las siguientes propiedades:

1. ‖x‖= 0⇐⇒ x = 0.

2. Homogeneidad. ‖λx‖= |λ|‖x‖ para todoλ∈R y todox∈X.

3. Desigualdad triangular. ‖x+y‖6 ‖x‖+‖y‖ para todosx,y∈X.

El par ordenado(X,‖ ‖) se llama unespacio normado.

Naturalmente, sobre un mismo espacio vectorial pueden considerarse distintas normas, ca-
da una de ellas da lugar a un espacio normado diferente. Para tener en cuenta este hecho se dice
que un espacio normado es un par ordenado(X,‖ ‖) formado por un espacio vectorial realX y
una norma. No obstante, con frecuencia se dice simplemente “seaX un espacio normado” y se
sobreentiende queX es un espacio vectorial real en el que está definida una norma concreta.

1.6 Ejemplos. EnRn suelen considerarse, además de la norma euclídea, lanorma de la suma,
‖ ‖1, y la norma del máximo, ‖ ‖∞, definidas para todox∈Rn por:

‖x‖1 =
n

∑
k=1

|xk|

‖x‖∞ = máx{|xk| : 16 k6 n}

En el espacio vectorial,B(A), de todas las funciones reales acotadas definidas en un con-
junto no vacíoA⊂ R, se define lanorma uniformedada para todaf ∈B(A) por:

‖ f‖∞ = sup{| f (t)| : t∈A} .

En el espacio vectorial,C([a,b]), de todas las funciones reales continuas definidas en un
intervalo[a,b], se define lanorma integral de orden 1dada para todof ∈C([a,b]) por:

‖ f‖1 =

bw
a

| f (t)| dt

1.7 Definición. SeaE un conjunto cualquiera no vacío. UnadistanciaenE es una aplicación
d : E×E → R+

o que verifica las siguientes propiedades:

1. d(x,y) = 0⇐⇒ x= y.

2. Simetría. d(x,y) = d(y,x) para todosx,y∈E.

3. Desigualdad triangular. d(x,y) 6 d(x,z)+d(z,y) para todosx,y,z∈E.
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Espacios normados y espacios métricos 5

El par ordenado(E,d) se llama unespacio métrico. Los elementos de un espacio métrico suelen
llamarsepuntosde dicho espacio métrico.

Naturalmente, sobre un mismo conjunto pueden considerarsedistintas distancias, cada una
de ellas da lugar a un espacio métrico diferente. Para tener en cuenta este hecho se dice que un
espacio métrico es un par ordenado(E,d) formado por un conjunto no vacío y una distancia.
No obstante, con frecuencia se dice simplemente “seaE un espacio métrico” y se sobreentiende
que enE está definida una distancia concreta.

Dado un espacio normado,(X,‖ ‖), la aplicación d :X×X → R+
o dada por:

d(x,y) = ‖x−y‖ (x,y∈X)

es una distancia enX que se llamadistancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico con la distancia aso-
ciada a su norma.

Ejercicios propuestos

6. Prueba que‖ ‖1 y ‖ ‖∞ son normas enRn y que para todox∈Rn se verifican las des-
igualdades:

‖x‖∞ 6 ‖x‖2 6 ‖x‖1 6 n‖x‖∞

7. Prueba que‖ ‖∞ es una norma enB(A) y que‖ ‖1 es una norma enC([a,b])..

8. Sean∈N y S(n) = {1,2, . . . ,n}. Prueba que los espacios vectorialesB(S(n)) y Rn son
isomorfos. ¿Qué relación hay entre la norma uniforme y la delmáximo en dichos espa-
cios?

9. Sea(E,d) un espacio métrico. Prueba la desigualdade:

|d(x,y)−d(y,z)|6 d(x,z) (x,y,z∈E) (1.1)

Deduce que en todo espacio normado se verifica la desigualdad:

|‖x‖−‖y‖|6 ‖x−y‖ (x,y∈E) (1.2)

10. Sea(E,d) un espacio métrico y seanx1,x2, . . . ,xn puntos deE. Prueba que:

d(x1,xn)6
n−1

∑
j=1

d(x j ,x j+1)

11. Prueba que la distancia asociada a una norma verifica las propiedades de la definición
1.7. Comprueba que dicha distancia es invariante por traslaciones y es homogénea.

12. Prueba que en todo espacio vectorial real se pueden definir normas y en todo conjunto se
pueden definir distancias.
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Topología de un espacio métrico 6

1.3. Topología de un espacio métrico

Sea(E,d) un espacio métrico. Dados un puntoa∈E y un númeror > 0 definimos el
conjunto (al que por ahora no pondremos nombre):

B(a, r) = {x∈E : d(x,a) < r}
Observa que el conjunto así definido depende claramente de ladistancia d por lo que una
notación más apropiada seríaBd(a, r), pero dicha notación es incómoda y solamente se usa
cuando se consideran varias distancias diferentes en un mismo contexto.

1.8 Definición. Se dice que un conjuntoA⊂ E esabiertoen el espacio métrico(E,d) si para
cada puntox∈A hay un númerorx > 0 tal queB(x, rx) ⊂ A. Por convenio, el conjunto vacío,
Ø, se considera abierto.

1.9 Proposición. Sean(E,d) un espacio métrico, a∈E y r > 0. Se verifica que el conjunto
B(a, r) es abierto. Dicho conjunto se llamabola abiertade centro a y radio r.

1.10 Proposición(Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico). En todo es-
pacio métrico(E,d) se verifica que:

1. Los conjuntos E y Ø son abiertos.

2. La unión de cualquier colección de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

3. La intersección de una colección finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Las propiedades anteriores se expresan diciendo que siT es la clase de todos los conjuntos
abiertos de un espacio métrico(E,d), entoncesT es unatopologíaen E. Se dice que dicha
topología está asociada a la distanciad.

1.11 Definición. Se dice que un conjuntoF ⊂ E escerradoen el espacio métrico(E,d) si su
complementarioE\F es abierto en dicho espacio métrico.

1.12 Proposición(Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico). En todo
espacio métrico(E,d) se verifica que:

1. Los conjuntos E y Ø son cerrados.

2. La intersección de cualquier colección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

3. La unión de una colección finita de conjuntos cerrados es unconjunto cerrado.

1.13 Proposición.Sean(E,d) un espacio métrico, a∈E y r> 0. Se verifica que el conjunto

B(a, r) = {x∈E : d(x,a) 6 r}
es cerrado. Dicho conjunto se llamabola cerradade centro a radio r.

Recuerda que todo espacio normado se considera automáticamente como espacio métrico
con la distancia asociada a la norma, por lo que las definiciones y resultados anteriores tienen
sentido también para espacios normados. En particular,la topología de un espacio normado es
la topología asociada a la distancia asociada a la norma del mismo. EnR se considera siempre
la topología y la distancia asociadas al valor absoluto, es decir,R se considera siempre como
el espacio normado(R, | |).
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Topología de un espacio métrico 7

Ejercicios propuestos

13. Prueba que si d es una distancia enE la funciónρ : E×E → R dada por:

ρ(x,y) =
d(x,y)

1+d(x,y)
(x,y∈E)

también es una distancia enE.

Sugerencia. Prueba que la aplicaciónt 7→ t
1+ t

es creciente enR+
o .

14. Prueba que un conjuntoA⊂ E es abierto en el espacio métrico(E,d) si, y sólo si,A es
unión de bolas abiertas.

15. Describe las bolas abiertas y cerradas en los espacios normados (R, | |), (R2,‖ ‖2),
(R2,‖ ‖1), (R2,‖ ‖∞) y (B([0,1]),‖ ‖∞).

16. Da un ejemplo de una colección de conjuntos abiertos (resp. cerrados) en(R, | |) cuya
intersección (resp. unión) no sea un conjunto abierto (resp. cerrado).

17. Prueba que todo intervalo abierto (resp. cerrado) enR es un conjunto abierto (resp. ce-
rrado) en(R, | |).

18. Sean(Ei ,di) i = 1,2, . . . ,n espacios métricos. En el conjunto producto cartesiano de los
Ei, E = E1×E2×·· ·×En, definimos:

ρ((x1,x2, . . . ,xn),(y1,y2, . . . ,yn)) = máx{di(xi ,yi) : 16 i 6 n}

a) Prueba que(E,ρ) es un espacio métrico. Se dice que(E,ρ) es elespacio métrico
producto de los espacios métricos(Ei ,di) i = 1,2, . . . ,n.

b) Describe las bolas abiertas en(E,ρ).

1.14 Definición. Sea(E,d) un espacio métrico yA⊂ E.

Decimos que un puntox∈E esadherenteal conjuntoA si toda bola abierta centrada enx
tiene puntos deA. El conjunto de todos los puntos adherentes aA se llama laadherenciadeA
y se representa porA.

Decimos que un puntox∈E es un punto deacumulacióndel conjuntoA si toda bola abierta
centrada enx tiene puntos deA distintosdex. El conjunto de todos los puntos de acumulación
deA se llama laacumulacióndeA y se representa porA′.

El conjunto de todos los puntos adherentes aA y a E/A se llama lafrontera de A y se
representa por Fr(A).

Decimos que un puntox∈A es un puntointerior al conjuntoA si hay alguna bola abierta
centrada enxcontenida enA. El conjunto de todos los puntos interiores deA se llama elinterior

deA y se representa por
◦
A.

Decimos que un puntox∈A es un puntoaisladoenA si hay alguna bola abiertaB(x, r) tal
queB(x, r)∩A= {x}.
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Topología de un espacio métrico 8

Ejercicios propuestos

19. Sea(E,d) un espacio métrico yA⊂ E. Prueba que:

1. La adherencia deA es el más pequeño conjunto cerrado que contiene aA. Por tanto
A es cerrado si, y sólo siA= A.

2. El interior deA es el más grande conjunto abierto contenido enA.

3. La frontera deA son los puntos adherentes aA que no son interiores deA.

4. La adherencia deA es la unión deA con la frontera deA.

20. Prueba que los puntos adherentes deA que no son de acumulación son puntos aislados
deA.

21. Da ejemplos de conjuntos en(R, | |) y en(R2,‖ ‖2) que no sean abiertos ni cerrados.

22. Prueba que el supremo y el ínfimo de un conjunto no vacío y acotado de números reales
son adherentes a dicho conjunto.

23. Calcula la adherencia enR de los conjuntosQ y R/Q.

Conceptos topológicos

En todo espacio métrico conviven dos estructuras, la propiade espacio métrico,(E,d), y
la de espacio topológico,(E,T), dondeT es la topología asociada a la distancia d. Sucede
que en los espacios métricos es cómodo definir algunos conceptos usando la distancia, pero
a veces dichos conceptos pueden formularse también únicamente en términos de abiertos, sin
referencia ninguna a la distancia original. Los conceptos que pueden formularse únicamente
en términos de abiertos se llamantopológicos. Es importante saber cuando un concepto es
topológico porque puede ocurrir que distancias distintas sobre un mismo conjuntoE den lugar
a la misma topología y, por tanto, las propiedades que solamente dependen de la topología son
las mismas para ambas distancias.

Todos los conceptos introducidos en la definición1.14dependen aparentemente de la dis-
tancia porque en todos ellos se utilizan bolas abiertas. Pero es fácil comprobar que de hecho son
conceptos topológicos. Para ello basta con que compruebes que en dichas definiciones puede
sustituirse la expresión“bola abierta centrada en x”por “conjunto abierto que contiene a x”
sin que ello afecte para nada a los conceptos allí definidos.

1.15 Definición. Se dice que dos distancias d yρ sobre un mismo conjuntoE sonequivalentes
si ambas definen la misma topología enE.

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial son equivalentes si sus distancias
asociadas son equivalentes.

1.16 Proposición.Sean‖ ‖ y ||| ||| dos normas sobre un espacio vectorial X. Equivalen las
afirmaciones:

a) ‖ ‖ y ||| ||| son normas equivalentes.

b) Existen números m> 0, M > 0 verificándose que:

m‖x‖6 |||x||| 6 M‖x‖ (x∈X)
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Convergencia en espacios métricos

1.17 Definición. Se dice que una sucesión{xn} de puntos de un espacio métrico(E,d) es
convergentesi hay un elementox∈E tal que{d(xn,x)} → 0, es decir, para todoε > 0 existe
un mε∈N tal que para todon> mε se verifica que d(xn,x) < ε.

Es fácil comprobar que si hay algún elementox∈E que verifica la condición de conver-
gencia anterior dicho elementox es único. Tal elemento se llamalímite de la sucesión{xn} y
escribimos ĺım

n→∞
{xn}= x o, simplemente,{xn} → x.

Observa que{xn}→ x quiere decir que para toda bolaB(x,ε) existe unmε∈N tal que para
todon> mε se verifica quexn∈B(x,ε).

Ejercicios propuestos

24. Prueba que el concepto de sucesión convergente es topológico. Por tanto, distancias equi-
valentes tienen las mismas sucesiones convergentes.

25. Sea(E,d) un espacio métrico. Prueba la desigualdad:

|d(x,y)−d(z,u)|6 d(x,z)+d(y,u) (x,y,z,u∈E)

Deduce que si{xn}→ x e{yn} → y entonces{d(xn,yn)} → d(x,y).

26. Para cadan∈N sea fn : [0,1] → R la función dada porf (x) = xn. Prueba que la su-
cesión{ fn} converge a la función nulaf = 0 en el espacio(C([0,1]),‖ ‖1) pero no es
convergente en(C([0,1]),‖ ‖∞).

27. Sea{xm} una sucesión de puntos de(Rn,‖ ‖2). Representaremos porxm(k) la coorde-
nadak− simadel vectorxm. Prueba que{xm} → x si, y sólo si,{xm(k)} → x(k) para
16 k6 n. Esto es,la convergencia en(Rn,‖ ‖2) equivale a la convergencia por coor-
denadas.

28. Sea{xm} una sucesión de puntos de(Rn,‖ ‖2). Prueba que{xm} → x si, y sólo si, se
verifican las siguientes dos condiciones:

a)
{〈

xm

∣

∣y
〉}

→
〈

x
∣

∣y
〉

∀y∈Rn.

b) {‖xm‖2} → ‖x‖2.

1.18 Proposición. Sean(E,d) un espacio métrico, A⊂ E y x∈E. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) x es un punto adherente a A.

b) x es límite de una sucesión de puntos de A.

La condición de Cauchy para una sucesión de números reales puede formularse para suce-
siones de puntos de un espacio métrico.
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Topología de un espacio métrico 10

1.19 Definición(Sucesión de Cauchy). Se dice que una sucesión{xn} de puntos de un espacio
métrico(E,d) cumple la condición de Cauchy o que es una sucesión de Cauchy,si para todo
ε > 0 existe unmε∈N tal que para todosp> mε, q> mε se verifica que d(xp,xq)< ε.

Se dice que un espacio métrico(E,d) escompletosi toda sucesión de puntos deE que
verifica la condición de Cauchy es convergente en dicho espacio.

Un espacio normado que es completo como espacio métrico se llama unespacio de Banach.

El concepto desucesión de Cauchyno es topológico, es decir, dos distancias equivalentes
pueden no tener las mismas sucesiones de Cauchy.

1.20 Definición.Sea(E,d) un espacio métrico yAun subconjunto no vacío deE. Si el conjunto
de números reales:

C = {d(x,y) : x∈A,y∈A}
está mayorado, se dice queA estáacotado, en cuyo caso el número sup(C) se llamadiámetro
deA y se representa por diam(A). Si A no está acotado se define diam(A) = +∞.

Se dice que una sucesión{xn} está acotada si el conjunto{xn : n∈N} está acotado.

Series en un espacio normado.Sea(X,‖.‖) un espacio vectorial normado. Dada una sucesión
{an} de elementos deX podemos formar otra sucesión{∑n

k=1 ak}n∈N que se obtiene sumando
consecutivamentelos términos de{an}. Dicha sucesión se representa por∑

n>1

an y se llamaserie

de término general an. Concretamente,∑
n>1

an, es la aplicación deN enX dada porn 7→ ∑n
k=1 ak

para todon∈N. Las series son sucesiones por lo que es innecesario especificar lo que significa
que una serie es convergente. El límite de una serie convergente ∑

n>1

an se llamasumade la serie

y se representa por
∞

∑
n=1

an.

Ejercicios propuestos

29. Prueba que toda sucesión convergente es de Cauchy.

30. Prueba que toda sucesión de Cauchy está acotada.

31. Prueba que si una sucesión de Cauchy tiene una sucesión parcial convergente entonces
es convergente.

32. Sea(X,‖ ‖) un espacio normado. Prueba que un conjuntoA⊂ X está acotado si, y sólo
si, existe un númeroM > 0 tal que‖x‖6 M para todox∈A.

33. SeaA un subconjunto no vacío de un espacio métrico(E,d). Prueba que diam(A) =
diam(A).

34. Prueba que en un espacio normado se verifica queB(a, r) = B(a, r) y diam(B(a, r) = 2r.
¿Son ciertas estas igualdades para un espacio métrico cualquiera?

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo Diferencial enRn



Topología de un espacio métrico 11

35. Prueba que(Rn,‖ ‖2) es un espacio de Banach.

36. Prueba que el espacio(B(A),‖ ‖∞) es completo.

37. Para cadan∈N seafn : [0,2]→ R la función dada por:

fn(x) =

{

xn, 06 x6 1;
1, 16 x6 2.

Prueba que la sucesión{ fn} es de Cauchy en el espacio(C([0,2]),‖ ‖1) pero no es
convergente.

38. SeaA ⊂ R un conjunto no vacío de números reales. Prueba que el conjunto C(A) de
las funciones reales continuas y acotadas enA es un conjunto cerrado en el espacio
(B(A),‖ ‖∞).

39. Seaℓ∞ el espacio normado de las sucesiones acotadas de números reales con la norma
uniforme, es decir,ℓ∞ =(B(N),‖ ‖∞). Para cadan∈N seaδn :N→R la sucesión definida
por

δn(k) =

{

1, si k= n;
0, si k 6= n.

Prueba que la sucesión{δn} no tiene ninguna sucesión parcial convergente.

40. Sea(X,‖.‖) un espacio de Banach y∑
n>1

an una serie de elementos deX. Prueba que si la

serie∑
n>1

‖an‖ es convergente entonces también es convergente la serie∑
n>1

an.

41. Sea

ℓ1 =

{

ϕ∈RN :
∞

∑
n=1

|ϕ(n)|< ∞

}

.

Paraϕ∈ℓ1 se define

‖ϕ‖1 =
∞

∑
n=1

|ϕ(n)|

a) Prueba que(ℓ1,‖.‖1) es un espacio de Banach.

b) Seaδq la sucesión dada porδq(q) = 1 y δq(n) = 0 paran 6= q. Dadaϕ∈ℓ1 prueba que

ϕ =
∞

∑
n=1

ϕ(n)δn

42. Prueba que un espacio métrico(E,d) es completo si, y sólo si, para toda sucesión
{Fn} de subconjuntos cerrados no vacíos deE tal queFn+1 ⊂ Fn para todon∈N, y
ĺım{diam(Fn)}= 0, se verifica que

⋂

n∈N
Fn 6= Ø.

Da un ejemplo de una sucesión{Fn} de conjuntos cerrados no vacíos deR verificando
queFn+1 ⊂ Fn para todon∈N y cuya intersección es vacía.
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1.21 Teorema(Bolzano – Weierstrass en(Rn,‖ ‖2)). Toda sucesión acotada de puntos de
(Rn,‖ ‖2) tiene alguna sucesión parcial convergente en(Rn,‖ ‖2).

1.22 Teorema(Hausdorff). Todas las normas en un espacio vectorial de dimensión finita son
equivalentes.

Como consecuencia de este teorema enRn hay una única topología que procede de una
norma, dicha topología se llamala topología de la norma y es la que consideraremos siempre
enRn. En dicha topología los abiertos son uniones de bolas abiertas para alguna norma.

Puesto que el concepto de sucesión convergente es topológico, deducimos, como conse-
cuencia del teorema de Hausdorff, que las sucesiones convergentes enRn son las mismas para
todas las normas.

1.23 Corolario. En todo espacio normado de dimensión finita la convergencia de una sucesión
de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Otra consecuencia del teorema anterior y de la proposición1.16es que las sucesiones de
Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio normado de dimensión finita son las mismas
para todas las normas.

Hemos visto en el ejercicio35 que(Rn,‖ ‖2) es un espacio de Banach, es decir en dicho
espacio las sucesiones convergentes coinciden con las de Cauchy. Deducimos que enRn con
cualquier norma las sucesiones de Cauchy coinciden con las sucesiones convergentes. A partir
de aquí es fácil probar los siguientes resultados.

1.24 Teorema(Complitud ). Todo espacio normado de dimensión finita es un espacio de Ba-
nach.

1.25 Teorema(Bolzano–Weierstrass). Toda sucesión acotada de puntos de un espacio nor-
mado de dimensión finita tiene alguna sucesión parcial convergente.

1.26 Definición. Un subconjuntoK de un espacio métrico se dice que escompactosi toda
sucesión de puntos deK tiene alguna sucesión parcial que converge a un punto deK.

Puesto que el concepto de sucesión convergente es topológico, la compacidad es una pro-
piedad topológica.

1.27 Proposición.Todo conjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acotado.

Como consecuencia de lo visto en el ejercicio39, se tiene que la bola cerradaB(0,1) en
el espacioℓ∞ no es un conjunto compacto aunque, evidentemente, dicho conjunto es cerrado y
acotado.

1.28 Teorema(Caracterización de la compacidad en dimensión finita). Los conjuntos com-
pactos en un espacio normado de dimensión finita son los conjuntos cerrados y acotados.

Ejercicios propuestos

43. SeaK un subconjunto compacto no vacío deRn. Sear > 0 un número fijo y definamos
A=

⋃
x∈K B(x, r) dondeB(x, r) indica la bola cerrada de centrox y radior para una norma

que se supone fijada enRn. Prueba queA es compacto.
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Continuidad 13

44. SeaN un número natural y seanα0,α1, . . . ,αN números reales distintos. En el espacio
vectorialX de las funciones polinómicas de grado menor o igual queN se define:

‖‖=
N

∑
k=0

|(αk)| , ( ∈ X).

Prueba que:

1. ‖.‖ es una norma enX.

2. La topología que genera esta norma no depende de la elección de los realesαk.

3. Una sucesión{n} enX converge uniformemente (es decir, con la norma‖.‖∞) en
un intervalo[a,b] si, y sólo si, existenN+1 números reales distintos del intervalo
[a,b], β0,β1, . . . ,βN, tales que lasN+ 1 sucesiones{n(βk)}n∈N (k = 0,1, . . . ,N)
convergen.

45. Sea{Kn} una sucesión de subconjuntos compactos no vacíos de un espacio métrico y
supongamos que para todon∈N esKn+1 ⊂ Kn. Prueba que

⋂

n∈N
Kn 6= Ø.

1.4. Continuidad

1.29 Definición. Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos,A ⊂ E y f : A → F. Se dice quef es
continua en un puntoα∈A si para todoε > 0 existeδ > 0 tal que para todox∈A con d(x,α)< δ
se verifica queρ( f (x), f (α)) < ε.

Si f es continua en todos los puntos de un conjuntoB⊂ A se dice quef es continua enB.
Si f es continua enA se dice simplemente quef es continua.

1.30 Proposición(Caracterización secuencial de la continuidad). Sean(E,d), (F,ρ) espa-
cios métricos, A⊂ E, f : A→ F y α∈A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua enα.

b) Para toda sucesión{xn} → α con xn∈A se verifica que{ f (xn)} → f (α).

Como el concepto de sucesión convergente es topológico, delresultado anterior se sigue
que la continuidad es una propiedad topológica.

Ejercicios propuestos

46. Enuncia apropiadamente y prueba los siguientes resultados:

a) La composición de funciones continuas es continua.

b) Cualquier restricción de una función continua es continua.

47. Prueba que toda función es continua en los puntos aislados desu conjunto de definición.
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48. Prueba que en todo espacio normado la norma es una aplicacióncontinua.

49. Prueba que todo espacio normado(X,‖.‖) es homeomorfoa su bola abierta unidad
B(0,1), es decir, existe una biyección continua y con inversa continua deX sobreB(0,1).

50. Prueba que la imagen de un compacto por una función continua es un compacto.

51. Prueba que todo compacto enR tiene máximo y mínimo.

52. Propiedad de compacidad.Seaf : K →R una función continua definida en un conjunto
compactoK de un espacio métrico. Entoncesf alcanza enK un máximo y un mínimo
absolutos.

53. Sean(E,d) un espacio métrico,fi : E → E, i = 1,2, . . . ,n funciones continuas. Conside-
remos el espacio métrico producto(En,ρ) y definamosF : En → En por

F(x1,x2, . . . ,xn) = ( f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn))

Prueba queF es continua.

54. SeaF : Rn → Rn una función continua tal que para todosx,y∈Rn se verifica que‖x−
y‖6 ‖F(x)−F(y)‖. Prueba que la imagen deF es un conjunto cerrado enRn.

1.31 Proposición(Carácter local de la continuidad). Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos,
A⊂E, f : A→F y α∈A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(α, r) tal que la restricción
f|B de f al conjunto B= B(α, r)∩A es continua enα. Entonces f es continua enα.

En particular, si U⊂ A es un conjunto abierto y f|U es continua, entonces f es continua en
U.

1.32 Proposición(Caracterización topológica de la continuidad). Sean(E,d) y (F,ρ) espa-
cios métricos y f: E → F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en E.

b) La imagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.

c) La imagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.

1.33 Corolario. Sea(E,d) un espacio métrico y f: E →R una aplicación continua. Entonces
para todo t∈R se verifica que:

a) Los conjuntos{x∈E : f (x) < t} y {x∈E : f (x)> t} son abiertos en E.

b) Los conjuntos{x∈E : f (x) 6 t}, {x∈E : f (x)> t} y {x∈E : f (x) = t} son cerrados en
E.

1.34 Corolario. Seand y ρ dos distancias en un conjunto no vacío E. Equivalen las afirma-
ciones siguientes:

a) d y ρ son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos(E,d) y (E,ρ) son continuas.

c) Los espacios métricos(E,d) y (E,ρ) tienen las mismas sucesiones convergentes.
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Sea(E,d) un espacio métrico,A un subconjunto no vacío deE y notemos d|A la restricción
de d aA×A; es decir, d|A : A×A→ R+

o es la aplicación definida por:

d|A(x,y) = d(x,y) ∀(x,y)∈A×A

Es inmediato comprobar que d|A es una distancia enA que se llamadistancia inducidaenA por
la distancia d. Por tanto(A,d|A) es un espacio métrico. Se dice que(A,d|A) es unsubespacio
métricode(E,d).

No suele distinguirse entre la restricción d|A de la distancia d al conjuntoA y la distancia d,
y ambas se representan con la misma letra d, aunque no hay que olvidar que(A,d) y (E,d) son
espacios métricos diferentes.

Naturalmente, los conceptos que se han definido antes para unespacio métrico(E,d) con-
servan su significado cuando nos referimos a un subespacio métrico. Por ejemplo, la expresión
“A es un subespacio completo deE” quiere decir queA, considerado como subespacio métrico
de(E,d), es un espacio métrico completo: toda sucesión de Cauchy de puntos deA converge a
un punto deA. Es frecuente, sin embargo, no usar la palabra “subespacio”sino “subconjunto”
con el convenio de quetodo subconjunto no vacío de un espacio métrico(E,d) se considera
automáticamente como subespacio métrico.

Ejercicios propuestos

55. Da ejemplos de subconjuntos deR que no sean completos.

56. Prueba que todo conjunto compacto de un espacio métrico es completo.

57. Prueba que todo conjunto completo de un espacio métrico es cerrado.

58. Prueba que todo conjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.

59. Seaf : R→ R una función continua e inyectiva. Definamosρ : R×R→ R+
o por

ρ(x,y) = | f (x)− f (y)| ∀(x,y)∈R×R

Prueba que:

a) ρ es una distancia enR equivalente a la usual.

b) Si la función f está mayorada o minorada entonces el espacio métrico(R,ρ) no es
completo.

60. En el intervaloE =]0,1] se define la distancia:

ρ(x,y) =
∣

∣

∣

∣

1
x
− 1

y

∣

∣

∣

∣

∀(x,y) ∈ E×E

Prueba que(E,ρ) es un espacio métrico completo y que la distanciaρ es equivalente a
la distancia usual enE.
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61. Un homeomorfismoes una aplicación biyectiva y continua con inversa continua. Prueba
que una biyección continua entre dos espacios métricos compactos es un homeomorfis-
mo.

Como sabemos, todo espacio métrico se considera como espacio topológico con la topo-
logía asociada a la distancia, por tanto,todo subconjunto no vacíoA de un espacio métri-
co (E,d) también se considera como espacio topológico con la topología que tiene como
subespacio métrico(A,d). Los abiertos en esta topología se llamanabiertos relativosy los
cerrados se llamancerrados relativosdeA. Teniendo en cuenta que las bolas abiertas,BA(a, r),
de un puntoα∈A en(A,d) son de la forma:

BA(a, r) = {x∈A : d(x,a) < r}= {x∈E : d(x,a) < r}∩A= B(a, r)∩A

es fácil describir los abiertos y los cerrados relativos deA.

1.35 Proposición.Sea A un subconjunto no vacío de un espacio métrico E. Se verifica que:

a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos de E con A.

b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los cerrados de E con A.

Consideremos ahora una funciónf definida en un subconjunto no vacíoA de un espacio
métrico (E,d) con valores en otro espacio métrico(F,ρ). La continuidad def en un punto
α∈A quiere decir que para todoε > 0 existe unδ > 0 tal que para todox∈A con d(x,α) < δ
se verifica queρ( f (x), f (α)) < ε. Observa que aquí solamente intervienen el conjuntoA, la
distancia dtrabajando en Ay el espacio(F,ρ). Es decir, para definir la continuidad def en un
puntoα∈A podemos olvidarnos del espacio(E,d) y quedarnos con el subespacio(A,d). En
particular, la continuidad def enA quiere decir que la aplicaciónf del espacio métrico(A,d)
en el espacio métrico(F,ρ) es continua. Como consecuencia de las proposiciones1.32y 1.35,
deducimos el siguiente resultado.

1.36 Proposición. Sean E y F espacios métricos, Ø6= A ⊂ E y f : A → F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:

a) f es continua en A.

b) La imagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto relativo de A.

c) La imagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado relativo de A.

Continuidad uniforme

Piensa un par de minutos antes de responder a la siguiente pregunta. Supongamos quef
es una función real continua en un intervaloI . ¿Es cierto que si tomamos valoresx,y∈ I muy
próximos entre sí los correspondientes valores de la función f (x), f (y) también están muy
próximos entre sí?

Si tu respuesta ha sido afirmativa, como suele ser, te equivocas. Considera la función conti-
nua f :]0,1]→ R dada porf (x) = 1/x. Los puntos 10−10 y 10−20 están muy próximos entre sí:
10−10−10−20 < 10−10, pero f (10−10) = 1010 y f (10−20) = 1020 están muy distantes entre sí.
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No hay nada extraño en este comportamiento. A cualquier función continua cuya gráfica tenga
una asíntota vertical le pasa lo mismo: hay puntos muy próximos entre sí en los que la función
toma valores muy distantes entre sí.

Pero también hay funciones continuas y acotadas que se comportan de forma parecida.
Considera la función continuag :]0,1]→ R dada porg(x) = sen(1/x). Es una función aco-
tada: el mayor valor que toma es 1 y el menor valor que toma es−1, de hecho se tiene que
g(]0,1]) = [−1,1]. Sean un número natural. Los puntosxn =

1
2nπ+π/2 eyn =

1
2nπ−π/2 están, pa-

ra n suficientemente grande, muy próximos entre sí; de hecho{xn−yn} → 0. Los valores que
toma en ellos la funcióng(xn) = 1 y g(yn) = −1 distan entre sí 2 unidades (que es la máxima
distancia que puede haber entre valores tomados por esta función).

Si lo piensas un poco, te darás cuenta de que en ambos ejemploseste comportamiento
se debe a que las funcionesf y g “oscilan mucho” en intervalos arbitrariamente pequeños.
Conviene precisar la idea de “oscilación en un intervalo”.

Se define laoscilaciónde una función realf en un intervaloJ contenido en el dominio de
definición def como:

ω( f ,J) =

{

supf (J)− ı́nf f (J), si f (J) está acotado;
+∞, si f (J) no está acotado.

En otros términos: la oscilación def enJ es la longitud del intervalo más pequeño que contiene
a f (J).

Para la funciónf (x) = 1/x se tiene queω
(

f , [1/2n,1/n]
)

= n y ω
(

f , ]0,1/n]
)

= +∞. Pa-
ra la funcióng(x) = sen(1/x) tenemos queω

(

g, [1/(2nπ+ π/2),1/(2nπ− π/2)]
)

= 2. Estas
funciones tienen una oscilación “grande” en intervalos arbitrariamente pequeños. En algunas
circunstancias interesa poder controlar el tamaño de la oscilación de una función de manera
que dicha oscilación sea menor que una cierta cantidad fijada, ε > 0, encualquier intervalo
de longitud menor que un cierto númeroδ > 0. Las funciones para las que esto puede hacerse
cualquiera seaε > 0, se llamanuniformemente continuas.

Se dice que una funciónf : I →R esuniformemente continuaen un intervaloI si para todo
ε > 0 es posible encontrar unδ > 0 de manera que siempre queJ sea un intervalo contenido en
I de longitud menor queδ, se verifica que la oscilación def enJ es menor o igual queε.

Teniendo en cuenta queω( f ,J)6 ε ⇐⇒ | f (x)− f (y)|6 ε para todosx,y∈J, la definición
dada puede expresarse de forma equivalente como sigue.

Una función f es uniformemente continua en un intervaloI si para todoε > 0 es posible
encontrar unδ > 0 de manera que siempre quex, y sean puntos deI con |x−y|6 δ, se verifica
que| f (x)− f (y|6 ε. Simbólicamente:

∀ε∈R+ ∃δ∈R+ :
|x−y|6 δ

x,y∈ I

}

=⇒ | f (x)− f (y)| 6 ε

Esta definición puede generalizarse fácilmente para funciones entre espacios métricos. Lle-
gamos así a la siguiente definición.

1.37 Definición. Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos,A un subconjunto no vacío deE y
f : A → F una función definida enA. Se dice quef esuniformemente continuaen A si para
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todoε > 0 es posible encontrar unδ > 0 de manera que siempre quex, y sean puntos deA con
d(x,y) 6 δ, se verifica queρ( f (x), f (y)) 6 ε. Simbólicamente:

∀ε∈R+ ∃δ∈R+ :
d(x,y) 6 δ

x,y∈A

}

=⇒ ρ( f (x), f (y)) 6 ε (1.3)

1.38 Observaciones.

• El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende del comportamien-
to de la función en todo un conjunto. No tiene sentido decir que una función es uniformemente
continua en un punto: la continuidad uniforme no es un concepto local.

• Es muy interesante comparar las definiciones de continuidadpuntual1.29y de continuidad
uniforme1.37. Resulta evidente que la continuidad uniforme enA implica la continuidad en
todo punto deA: toda función uniformemente continua en un conjunto es continua en dicho
conjunto.

En general, no es cierto que una función continua en un conjunto A sea uniformemente con-
tinua enA como lo prueban los ejemplos dados al principio. Pero hay unasituación particular
en la que dicha afirmación sí es cierta. Este es el contenido del siguiente teorema. Se trata de
un resultado importante en el que pueden destacarse aportaciones de varios matemáticos. Di-
richlet ya lo incluyó en sus lecciones de 1862 y en 1872 Heine dio una primera demostración
del mismo. Posteriormente Weierstrass, Borel y Lebesgue generalizaron el resultado inicial.

1.39 Teorema(Heine). Toda función continua en un conjunto compacto K de un espacio
métrico con valores en un espacio métrico es uniformemente continua en K.

Por los resultados vistos hasta ahora, queda claro que la compacidad es una propiedad que
tiene importantes consecuencias de muy variado tipo. El siguiente resultado nos dice que dicha
propiedad debe usarse con cuidado en espacios normados de dimensión infinita.

Se dice que un espacio normado eslocalmente compactosi las bolas cerradas son compac-
tos. Teniendo en cuenta que en un espacio normado dos bolas cerradas cualesquiera de radios
positivos son homeomorfas, resulta que un espacio normado es localmente compacto si, y sólo
si, hay alguna bola cerrada de radio positivo que sea compacta.

1.40 Teorema(Riesz, 1918). Un espacio normado es de dimensión finita si, y sólo si, es local-
mente compacto.

Ejercicios propuestos

62. Justifica con un ejemplo que la imagen de una sucesión de Cauchy por una función
continua puede no ser una sucesión de Cauchy.

63. Prueba que la imagen de una sucesión de Cauchy por una funciónuniformemente conti-
nua es una sucesión de Cauchy.
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64. SeaA un conjunto no cerrado de un espacio métrico(E,d). Prueba que existe una apli-
cación continua deA enR que no es uniformemente continua.

65. SeaA un conjunto no vacío de un espacio métrico(E,d) y f : A→ F una aplicación de
A en un espacio métrico completo(F,ρ). Prueba que sif es uniformemente continua en
A entonces existe una extensión única def aA que es uniformemente continua.

66. Prueba que un espacio normado es localmente compacto si, y sólo si, hay alguna bola
cerrada de radio positivo que sea compacta.

67. Seaℓ∞ el espacio normado de las sucesiones acotadas de números reales con la norma
uniforme, es decir,ℓ∞ = (B(N),‖ ‖∞). Supongamos queA⊂ B(0,1) es tal queB(0,1)⊂⋃

x∈A

B(x,1/2). Prueba queA es un conjunto infinito.

Algunas clases de funciones continuas

1.41 Definición. Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos,A un subconjunto no vacío deE y
f : A→ F. Se dice quef eslipchicianasi existeM > 0 tal que

ρ( f (x), f (y)) 6 Md(x,y) ∀x,y∈A.

Si M < 1 se dice quef es unaaplicación contractiva. CualquierM > 0 que satisfaga la des-
igualdad anterior se llama unaconstante de Lipschitzpara f .

Es claro que las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.

1.42 Proposición. Sean(E,‖ ‖), (F, ||| |||) espacios normados y T: E → F una aplicación
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.

b) T es continua en0.

c) Existe M> 0 tal que|||T(x)||| 6 M‖x‖ para todox∈E.

d) T es lipchiciana.

Ejercicios propuestos

68. Prueba que la aplicaciónx 7→ ‖x‖ es lipchiciana con constante de Lipschitz 1.

69. Sea(E,d) un espacio métrico y Ø6= A⊂ E. Sea dist( . ,A) : E →R la aplicación definida
por:

dist(x,A) = ı́nf{d(x,a) : a∈A} ∀x∈E

1. Prueba que dicha aplicación es lipchiciana con constantede Lipschitz 1.
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2. Prueba que
◦
A= {x∈E : dist(x,E\A)> 0} y A= {x∈E : dist(x,A) = 0}.

3. Prueba que en un espacio métrico todo conjunto abierto se puede expresar como
unión numerable de conjuntos cerrados y cada conjunto cerrado puede expresarse
como intersección numerable de abiertos.

4. SeanF y H subconjuntos deE no vacíos cerrados y disjuntos. Prueba que existe
una aplicación continuaf : E → R verificando que:

06 f (x) 6 1 ∀x∈ E, f (F) = {0} , f (H) = {1}

Deduce que existen abiertosU,V deE tales queF ⊂U , H ⊂V y U ∩V = Ø.

70. SeaA⊂ Rn un conjunto abierto no vacío y distinto deRn. Para cadap∈N se define:

Kp =

{

x∈Rn : ‖x‖ 6 p,dist(x,Rn\A)>
1
p

}

Prueba que:

a)Kp es compacto yKp ⊂
◦

Kp+1.

b)
∞⋃

p=1

Kp = A.

c) SiK ⊂ A es compacto, existe unp∈N tal queK ⊂ Kp.

71. SeanF ⊂Rn un conjunto cerrado yK ⊂Rn un conjunto compacto no vacíos y disjuntos
F ∩K = Ø. Sea‖ ‖ una norma enRn. Prueba que hay puntosa∈F y b∈K tales que

‖a−b‖= ı́nf{‖x−y‖ : x∈F, y∈K}

72. SeanF un subespacio finito dimensional propio de un espacio normado (E,‖ ‖) y a∈E.
Prueba que existeb∈F tal que:

‖a−b‖= dist(a,F)

Deduce que hay un vectorx de norma 1 que verifica que dist(x,F) = 1.

Prueba que dadosn∈N y una funciónf ∈C([0,1]), existe una función polinómicah de
grado menor o igual quen tal que:

1w
0

| f (x)−h(x)| dx 6

1w
0

| f (x)− p(x)| dx

cualquiera sea la función polinómicap de grado menor o igual quen.

73. Seaℓ∞ el espacio normado de las sucesiones acotadas de números reales con la norma
uniforme, es decir,ℓ∞ = (B(N),‖ ‖∞).

a) Prueba que el subespacio de las sucesiones convergentes es cerrado enℓ∞.

b) Prueba que la aplicaciónT : → R dada porT(ϕ) = ĺım{ϕ(n)} es continua.

c) Prueba que el subespacio0 de las sucesiones convergentes a cero es cerrado enℓ∞.
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1.43 Proposición.Toda aplicación lineal de un espacio normado de dimensión finita en otro
espacio normado es continua.

Reciben el nombre decampos escalareslas funciones definidas en subconjuntos deRn

que toman valores enR. Un campo escalar es, por tanto, una función real que dependede n
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, una función real de variable real; un
campo escalar de dos variables es una función definida en un subconjunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es una función definida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se pueden visualizar por medio de sus repre-
sentaciones gráficas que son, respectivamente, curvas en elplano o superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres o más variables porque sus gráficas están en
espacios de dimensión mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar, multiplicar y dividir (donde no se
anule el denominador) al igual que lo hacemos con las funciones reales. Es fácil probar, usando
la caracterización secuencial de la continuidad, que dichas operaciones conservan la continui-
dad.

Ejemplos de campos escalares continuos lo proporcionan lasproyeccionessobre los ejes
coordenados. Representaremos porπk la aplicaciónπk : Rn → R que a cada vectorx=(x1,x2, . . . ,xn)∈
Rn hace corresponder su coordenadak-ésima en la base canónica:

πk(x) = πk(x1,x2, . . . ,xn) = xk

Dicha aplicación se llamaproyección coordenada k-ésima. Es una aplicación lineal.

Los campos escalares más sencillos son lasfunciones polinómicas de varias variables.
Dichas funciones se obtienen como sumas de productos de proyecciones sobre los ejes coorde-
nados y son, por tanto, continuas.

Paran= 3 las proyecciones sobre los ejes coordenados son

π1(x,y,z) = x, π2(x,y,z) = y, π3(x,y,z) = z

Un producto de estas funciones es una función de la formaf (x,y,z) = xmypzq dondem, p,q
son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas entres variables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Lasfunciones racionalesden variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . . ,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

DondeP(x1,x2, . . . ,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas den variables. Eldominio
natural de definición de una función racional es el conjunto de puntosdonde no se anula el
denominadorΩ = {x∈Rn : Q(x) 6= 0}. Las funciones racionales son continuas en su dominio
natural de definición.

Componiendo funciones continuas reales de una variable confunciones polinómicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchísimos ejemplos de campos escalares continuos.
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Límite funcional 22

Aquí tienes unos pocos.

f (x,y) = sen(xy), f (x,y) = log(1+x2+y2), f (x,y,z) =
1+xy2+xz2

2+arctg(xyz)

1.5. Límite funcional

El concepto de límite para funciones reales de una variable real, que ya conoces de primer
curso, se generaliza con facilidad para funciones entre espacios métricos.

1.44 Definición. Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos,A⊂ E, f : A→ F y α∈A′. Se dice que
f tiene límite enα si hay un elementoℓ∈F con la propiedad de que para todoε > 0 existe un
δ > 0 tal que para todox∈A con 0< d(x,α) < δ se verifica queρ( f (x), ℓ) < ε.

Es fácil comprobar que solamente puede haber un elementoℓ∈F que cumpla la condición
anterior. Se dice queℓ es el límite def en el puntoα y escribimos ĺım

x→α
f (x) = ℓ.

Con el abuso usual de notación, podemos escribir:

ĺım
x→α

f (x) = ℓ⇐⇒
[

∀ε∈R+ ∃δ∈R+ :
0< d(x,α) < δ

x∈A

}

=⇒ ρ( f (x), ℓ) < ε
]

(1.4)

Una notación mejor para el límite sería ĺım
x→α
x∈A

f (x) = ℓ para indicar que solamente se conside-

ran valores de la variablex∈A. Esta precisión es importante porque la existencia y el valor de
un límite pueden depender del conjuntoA donde se considera definida la función. No obstante,
no usaremos esta notación porque es algo incómoda pero no debes olvidar que la variablex
siempre toma valores en el conjunto donde se supone que está definida la función.

Observa que en la definición se supone queα∈A′ es un punto de acumulación deA. Esto
asegura que para todoδ > 0, hay puntosx∈A que cumplen la condición 0< d(x,α) < δ. Por
otra parte, puede ocurrir queα 6∈ A, en cuyo casof puede no estar definida enα.

La condición 0< d(x,α) < δ es una forma de escribirx 6= α y d(x,α) < δ. Es decir, en
la condición de límite (1.4) no interviene para nada, en el caso de quef esté definida enα, el
valor quef pueda tener enα.

Podemos escribir (1.4) usando bolas abiertas:

ĺım
x→α

f (x) = ℓ⇐⇒
[

∀Bρ(ℓ,ε) ∃Bd(α,δ) :
x∈Bd(α,δ)∩A

x 6= α

}

=⇒ f (x)∈Bρ(ℓ,ε)
]

Puedes comprobar que si en lo anterior sustituyes “bolas abiertas centradas enα o enℓ” por
“abiertos que contengan aα o a ℓ” la condición que se obtiene es equivalente. Es decir, el
concepto de límite de una función en un punto es un concepto topológico.

La siguiente caracterización del límite funcional mediante sucesiones es una generalización
directa de la que se estudia en primer curso.

1.45 Proposición(Caracterización secuencial del límite funcional). Sean(E,d), (F,ρ) espa-
cios métricos, A⊂ E, f : A→ F y α∈A′. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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a) ĺım
x→α

f (x) = ℓ.

b) Para toda sucesión{xn} de puntos de A distintos deα, xn∈A\{α}, que converge aα,

{xn} d→ α, se verifica que{ f (xn)}
ρ→ ℓ.

La relación entre límite funcional y continuidad es la que yaconoces de primer curso.

1.46 Proposición.Sean(E,d), (F,ρ) espacios métricos, A⊂ E, f : A→ F y α∈A∩A′. Equi-
valen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua enα.

b) ĺım
x→α

f (x) = f (α).

1.47 Proposición(Carácter local del límite funcional). Sean(E,d), (F,ρ) espacios métri-
cos, A⊂ E, f : A→ F y α∈A′. Supongamos que hay alguna bola abierta B(α, r) tal que la
restricción f|B de f al conjunto B= B(α, r)∩A tiene límite enα igual aℓ. Entonces f también
tiene límite enα igual a ℓ.

1.6. Continuidad y límites de campos escalares y vectoriales

Las funciones que más nos interesan en este curso son los campos escalares y las funcio-
nes vectoriales. Uncampo escalarde n variables es una función definida en un conjunto no
vacío A ⊂ Rn que toma valores reales. Unafunción vectorialde n variables es una función
definida en un conjunto no vacíoA ⊂ Rn que toma valores vectoriales en un espacioRm con
m> 2. Por comodidad en la expresión, llamaremos a vecescampos vectorialesa las funciones
vectoriales aunque dicho nombre suele reservarse para aquellas funciones vectoriales definidas
en un subconjunto de un espacio vectorial y que toman valoresen dicho espacio vectorial.

1.48 Definición(Componentes de una función vectorial). SeaA⊂Rn y F : A→Rm una función
vectorial. Para cadax∈A se tiene queF(x) es un vector deRm. Para 16 k6 mdefinamosfk =
πk ◦F : A→ R dondeπk es la proyección coordenadak-ésima. Las funcionesfk así definidas
son campos escalares que se llamancomponentesdeF. Para cadax∈A se tiene que

F(x) = ( f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) =
m

∑
k=1

fk(x)uk

donde{uk : 16 k6 m} es la base canónica deRm.

EscribiremosF = ( f1, f2, . . . , fm) para indicar queF es un campo vectorial cuyos campos
escalares componentes son losfk (16 k6 m).

Ejercicios propuestos

74. SeaF = ( f1, f2, . . . , fm) : A→ Rm un campo vectorial den variables. Prueba que:

1. F es continuo en un puntoα∈A si, y sólo si, todos los campos escalaresfk son
continuos enα.
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2. ĺım
x→α

F(x) = β ⇐⇒ ĺım
x→α

fk(x) = βk (16 k6 m).

Teniendo en cuenta este ejercicio, para estudiar límites o continuidad de campos vectoriales
es suficiente hacerlo para campos escalares.

Campos escalares definidos en un mismo conjunto se pueden sumar, multiplicar y dividir.
Así mismo, campos vectoriales con igual número de funcionescomponentes pueden sumar-
se, y también podemos multiplicar un campo vectorial por un campo escalar. Todo ello en el
supuesto de que los campos considerados estén definidos en unmismo conjunto. También pue-
den componerse campos vectoriales entre sí o con campos escalares. Todas estas operaciones
se comportan respecto a la continuidad y al límite funcionalen la forma que cabe esperar.

Tiene interés definir el concepto de campo escalar divergente en un punto que generaliza lo
que ya conoces de primer curso.

1.49 Definición. Sea f : A → R dondeA ⊂ Rn y α∈A′. Se dice quef es positivamente di-
vergente enα si para todoM > 0 existeδ > 0 tal que para todox∈A con 0< ‖x−α‖ < δ se
verifica quef (x) > M. Simbólicamente escribimos ĺım

x→α
f (x) = +∞.

Se dice quef es negativamente divergente enα si− f es positivamente divergente enα, en
cuyo caso escribimos ĺım

x→α
f (x) =−∞.

Se dice quef es divergente enα si | f | es positivamente divergente enα, en cuyo caso
escribimos ĺım

x→α
f (x) = ∞.

En la definición anterior‖ ‖ es cualquier norma enRn, pues sabemos que todas ellas son
topológicamente equivalentes por lo que podemos usar la quequeramos para estudiar propie-
dades topológicas como son límites o continuidad.

En lo que sigue vamos a considerar el caso más sencillo de un campo escalar de dos va-
riables: f : A→ R donde Ø6= A⊂ R2. Supongamos queα∈A′ y queremos estudiar el límite
ĺım
x→α

f (x). En R2 tenemos quex = (x,y), α = (a,b), por lo que el límite anterior se escribe

usualmente en la forma ĺım
(x,y)→(a,b)

f (x,y) (y no debes olvidar el paréntesis que indica vector:

(x,y) y (a,b), porque no tiene sentido escribir ĺım
x,y→a,b

f (x,y)). Siempre que te encuentres en es-

ta situación el resultado de intentar evaluar la funciónf en(a,b) va a ser una indeterminación,
es decir, una expresión del tipo 0/0,∞/∞ o 1∞ y otras que ya conoces de primer curso. Veamos
un ejemplo.

1.50 Ejemplo. Seaf (x,y) =
sen(x2+y2)

x2+y2 . Esta función es un campo escalar definido (y conti-

nuo ¿por qué?) enR2\{(0,0)}. Si tratas de evaluarf (x,y) en(0,0) obtienes la indeterminación
0/0. En este caso, como en otros parecidos, hay una forma sencilla de proceder. Basta darse

cuenta de que nuestra función es de la forma
sen(t)

t
dondet = x2+ y2. Dicho de otra forma,

el campo escalarf es la composición de la funcióng(t) =
sen(t)

t
con la función polinómica

h(x,y) = x2 + y2. Llegado aquí ya debes intuir lo que vale el límite ĺım
(x,y)→(0,0)

f (x,y): cuando
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(x,y) está muy próximo a(0,0) el númerot = x2+y2 está muy próximo también a 0 por lo que
sen(t)

t
está muy próximo a 1.

Justifiquemos que ĺım
(x,y)→(0,0)

f (x,y) = 1. Para ello definamosg(0) = 1, con lo que la función

g resulta continua en 0 (porque ya conoces el famoso límite ĺım
t→0

sent
t

= 1). Ahora, está claro que

definiendof (0,0) = 1 la función f así extendida es continua en(0,0) porque es composición
de funciones continuas: la funciónh(x,y) = x2+y2 que es continua yh(0,0) = 0 y la función
g que es continua yg(0) = 1. Luego ĺım

(x,y)→(0,0)
f (x,y) = 1.

Otra forma de proceder, más cómoda en este caso, es trabajar con sucesiones. Para ello sea
{(xn,yn)}→ (0,0) con(xn,yn) 6= (0,0). Pongamoszn = x2

n+y2
n. Claramente,{zn}→ 0 y zn 6= 0

por lo que:

h(xn,yn) =
sen(x2

n+y2
n)

x2
n+y2

n
=

sen(zn)

zn
→ 1.

Como esto es cierto para toda sucesión en las condiciones anteriores, deducimos, por la propo-
sición1.45, que ĺım

(x,y)→(0,0)
f (x,y) = 1. �

Ejercicios propuestos

75. Seanf y g funciones de una variable real tales que ĺım
x→a

f (x) = α y ĺım
x→b

g(x) = β. Prueba
que:

ĺım
(x,y)→(a,b)

f (x)g(y) = αβ, ĺım
(x,y)→(a,b)

(

f (x)+g(y)
)

= α+β.

76. Estudia la continuidad de los siguientes campos escalares yel límite en el puntoα indi-
cado en cada caso:

a) f (x,y) = (1+xy)
1
xy definido enR+×R+, α = (0,0).

b) f (x,y) =
log(1+x2+y2)

x2+y2 definido enR2\{(0,0)}, α = (0,0).

c) f (x,y) =
ex2

ey2 −1
x2+y2 definido enR2\{(0,0)}, α = (0,0).

d) f (x,y) =
cos(x2+y2)−1

(x2+y2)2 definido enR2\{(0,0)}, α = (0,0).

e) f (x,y) =
senxarctgy

xy
definido enA=

{

(x,y)∈R2 : xy 6= 0
}

, α = (0,0).

f) f (x,y) =
x2+y2

√

x2+y2+1−1
definido enR2\{(0,0)}, α = (0,0).

g) f (x,y) =
1−cos(x+y)
x2+y2+2xy

definido enR+×R+, α = (0,0).
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77. Seaf : R∗×R∗ → R la función dada por:

f (x,y) = (x+y)sen
π
x

sen
π
y

Estudia si dicha función tiene límite en los puntos(0,0),(0,1) y (0,π). ¿Esf uniforme-
mente continua?

78. Seaf : I →R una función de claseC1 en un intervaloI . Se define la funciónh : I × I → R

por:

h(x,y) =











f (x)− f (y)
x−y

, x 6= y;

f ′(x), x= y.

Estudia la continuidad deh.

79. Seaf : R+×R+ → R la función dada por:

f (x,y) =











ex−ey

logx− logy
, x 6= y;

xex, x= y.

Estudia la continuidad def y la existencia de límite def en(0,0).

Para no tener que indicar en cada caso el conjunto donde está definido un campo escalar, te
recuerdo que si un campo escalar viene dado por medio de funciones elementales sudominio
natural de definición es el conjunto más grande en el que las operaciones que definen a dicho
campo tienen sentido para valores reales de las variables.

Límites direccionales y límite de un campo escalar a lo largode una curva

En la recta real solamente podemos aproximarnos a un puntoα∈R por dos direcciones: por
valores mayores y por valores menores queα. Como sabes esto da lugar a los límites laterales
en α. Muy diferente situación tenemos siα∈R2 pues podemos acercarnos aα por infinitas
direcciones, a saber, todas las de la formaα+ tu dondeu es un vector unitario enR2 y t ∈R.
Naturalmente, si existe el límite ĺım

x→α
x∈A

f (x) = ℓ entonces para todo conjuntoB ⊂ A con α∈B′

también se verifica que ĺım
x→α
x∈B

f (x) = ℓ. En particular, siB = {α+ tu : t∈R}∩A, entonces se

tiene que:
ĺım
x→α
x∈B

f (x) = ĺım
t→0

f (α+ tu)

Este límite se llamalímite de fenα según la dirección dada por el vectoru. Según acabamos
de decir, si existe ĺım

x→α
x∈A

f (x) = ℓ entonces también debe ser ĺım
t→0

f (α+ tu) = ℓ para todo vector

unitariou.

Podemos generalizar considerando en vez de una recta que pasa porα otro tipo de curvas
que pasan porα, por ejemplo, parábolasγ(t) = (t,λt2) o γ(t) = (λt2, t). En general, siγ(t) =
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(x(t),y(t)) es una curva que pasa porα, γ(0) = α, el límite ĺım
t→0

f (γ(t)) se llamalímite de fen

α a lo largo de la curvaγ. Si existe el límite def enα entonces existe el límite def a lo largo
de toda curva que pasa porα y todos ellos coinciden con el valor del límite.

Estos resultados pueden ser útiles para probar que un ciertolímite no existe: para ello basta
encontrar que no existe el límite a lo largo de una determinada curva o dirección, o bien probar
que los límites a lo largo de dos curvas o direcciones distintas son diferentes.

Puesto que un vector unitario enR2 con la norma euclídea es de la formau= (cosϑ,senϑ),
y α = (a,b), suelen escribirse los límites direccionales en la forma:

ĺım
t→0

f (α+ tu) = ĺım
t→0

f (a+ t cosϑ,b+ t senϑ)

Es frecuente escribir una recta que pasa por(a,b) en la formaγ(t) = (a+ t,b+λt) dondeλ∈R

es un parámetro fijo – la pendiente de la recta – en cuyo caso loslímites direccionales en(a,b)
vienen dados por:

ĺım
t→0

f (a+ t,b+λt)

Cuando(a,b) = (0,0) las rectas por el origen suelen representarse en la formaγ(t) = (t,λt) o
γ(t) = (λt, t) dondeλ es un parámetro fijo.

Con frecuencia es más cómodo estudiar los límites en(0,0). Esto puede hacerse siempre
mediante una traslación pues:

ĺım
(x,y)→(a,b)

f (x,y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

f (x+a,y+b)

Hay que observar que la existencia de todos los límites direccionales en un punto siendo, ade-
más, todos ellos iguales, no garantiza la existencia del límite en dicho punto.

1.51 Ejemplo. Sea f (x,y) =
y
x

sen(x2+y2) definido enA=
{

(x,y)∈R2,x 6= 0
}

. Estudiemos

el límite de f enα = (0,0).

Consideremos rectas por el origenγ(t) = (t,λt). Tenemosf (γ(t)) = λsen((1+λ2)t2), por
lo que ĺım

t→0
f (t,λt) = 0. Por tanto, los límites según todas las direcciones que pasan por el origen

(excepto la dirección del eje de ordenadasγ(t) = (0, t) en la que no está definidaf ) existen y
son todos iguales a 0.

Observa que siγ(t) = (x(t),y(t)) es una curva conγ(0,0) = 0, se tiene que:

f (γ(t)) =
y(t)
x(t)

sen(x(t)2+y(t)2)

Como las curvas son funciones continuas ĺım
t→0

sen(x(t)2 +y(t)2) = sen(0) = 0. Por lo que para

toda curva en estas condiciones que verifique que el cociente
y(t)
x(t)

esté acotado se tendrá que

ĺım
t→0

f (γ(t)) = 0.

A la vista de lo anterior, podemos buscar una curvaγ(t) = (x(t),y(t)) conγ(0,0) = 0 tal que

ĺım
t→0

y(t)
x(t)

= ∞ y que sen(x(t)2+y(t)2) tienda a 0 más lentamente. Como sabemos que sen(t)∼ t
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parat → 0, la idea es tomar una curvaγ(t) = (x(t),y(t)) que verifique:

y(t)
x(t)

=
1
t2

x(t)2+y(t)2 = |t|



















=⇒















x(t) = t2

√

|t|
1+ t4

y(t) =

√

|t|
1+ t4

Para dicha curva (que pasa por(0,0)) tenemos que:

f (γ(t)) = f (x(t),y(t)) =
1
t2 sen(|t|) = 1

|t|
sen(|t|)

|t| =⇒ ĺım
t→0

f (γ(t)) = +∞

El campo escalarf diverge positivamente a lo largo de dicha curva, por lo que dicho campo no
tiene límite en(0,0). �

Límites iterados

Para estudiar la existencia del límite de un campo escalar dedos variables suelen usarse
los límites iterados. Consideremos un campo escalarf : A → R dondeA es de la formaA =
I × J\{(0,0)} siendoI , J intervalos abiertos enR que contienen al 0. Esta situación no es
restrictiva dado el carácter local del límite. Supongamos que para todox∈ I\{0} existe el
límite ĺım

y→0
f (x,y). Tal límite dependerá en general del valor fijado dex∈ I\{0}. Definimos:

G : I\{0} → R G(x) = ĺım
y→0

f (x,y) (1.5)

Si la funciónG tiene límite en 0 dicho límite se llama unlímite iteradode f en (0,0) y suele
representarse en la forma:

ĺım
x→0

G(x) = ĺım
x→0

(

ĺım
y→0

f (x,y)

)

(1.6)

Análogamente, si para todoy∈J\{0} existe el límite ĺım
x→0

f (x,y), podemos definir la función:

H : J\{0} → R H(y) = ĺım
x→0

f (x,y) (1.7)

Si la funciónH tiene límite en 0 dicho límite se llama unlímite iteradode f en (0,0) y suele
representarse en la forma:

ĺım
y→0

H(y) = ĺım
y→0

(

ĺım
x→0

f (x,y)

)

(1.8)

Los límites iterados pueden no existir incluso aunque exista el límite def en(0,0).

1.52 Proposición. En la situación que estamos considerando, supongamos que severifica
alguna de las siguientes afirmaciones:

Los dos límites iterados(1.6) y (1.8) existen y son distintos.

La función G definida en(1.5) existe pero no existe el límite de G en 0.
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La función H definida en(1.7) existe pero no existe el límite de H en 0.

Entonces no existe el límite de f en(0,0).

Si existe solamente uno de los límites iterados o bien ambos ycoinciden, entonces el límite
de f en(0,0) puede no existir, pero si existe es igual al valor de dicho límite iterado.

Observa que los límites iterados son límites de funciones deuna variable por lo que suelen
ser fáciles de calcular.

Ejercicios propuestos

80. Estudia la existencia del límite en(0,0) para cada uno de los siguientes campos escalares
definidos enR2\{(0,0)}.

a) f (x,y) =
y

√

x2+y2
b) f (x,y) =

x2−y2

x2+y2 c) f (x,y) =
x2y

x4+y2

d) f (x,y) =
xy

x2+y2 e) f (x,y) =
(x+y)2

x2+y2 f) f (x,y) =
xseny+ysenx

x2+y2

g) f (x,y) =
y3

(x2+y2)3/2
h) f (x,y) =

{

ysen(1/x) x 6= 0
0 x= 0

i) f (x,y) =
x2y2

(x2+y2)3/2
j) f (x,y) =

x4+3x2y2+2xy3

(x2+y2)2

k) f (x,y) =
2x5+2y3(2x2−y2)

(x2+y2)2

l) f (x,y) =
y2(x3+y2)+x4

x4+y4

m) f (x,y) =
x2y+xseny
√

x2+y2−xy

n) f (x,y) =
1+x−cos(x2+y2)−arctgx

x2+y2

En los ejemplos de campos escalares de dos variables que hemos considerado aparece con
frecuencia la expresiónx2+y2. En los campos escalares de tres variables aparece con frecuencia
la expresiónx2 + y2 + z2. Esto no es un capricho matemático sino que procede de la Física:
los potenciales newtonianos y los potenciales eléctricos varían en razón inversa a la distancia
euclídea y las fuerzas de atracción gravitatoria y eléctrica varían en razón inversa al cuadrado de
la distancia euclídea. La expresiónx2+ y2 se simplifica usando coordenadas polares, es decir,
escribiendo(x,y) = (ρcosϑ,ρsenϑ) con lo cualx2+y2 = ρ2.

1.53 Proposición.Sea f: A → R donde A= B2((0,0), r)\{(0,0)} y B2((0,0), r) es la bola
euclídea abierta enR2 centrada en el origen de radio r. Definamos la función:

g :]0, r[×[0,2π] → R dada por g(ρ,ϑ) = f (ρcosϑ,ρsenϑ)
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Entonces equivalen las siguientes afirmaciones:

a) ĺım
(x,y)→(0,0)

f (x,y) = ℓ.

b) Para todoε > 0 existeδ > 0 tal que para todoρ ∈]0,δ[ se verifica que

sup{| f (ρcosϑ,ρsenϑ)− ℓ| : 06 ϑ 6 2π}6 ε.

En el estudio de límites conviene tener presente la desigualdad |xy| 6 1
2(x

2 + y2) que se
deduce de 06 (|x|− |y|)2.

Ejercicios propuestos

81. Estudia la existencia del límite en(0,0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidos enR2\{(0,0)}.

a) f (x,y) =
x2y

x2+y2 b) f (x,y) =
x3−y3

x2+y2 c) f (x,y) =
log(1+

√

x2+y2)

|x|+ |y|

d) f (x,y) =
senylog(1+x2)

x2+y2 e) f (x,y) =
xseny−ysenx

(x2+y2)
3
2

82. Estudia la existencia del límite en(0,0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidos enR+×R+.

a) f (x,y) =
senx+seny

x+y
b) f (x,y) =

xey+yex

x+y
c) f (x,y) =

(

1
x2 +

1
y2

)

sen(xy)

83. Estudia para qué números positivosα el campo escalarf : R2\{(0,0)} → R dado por:

f (x,y) =
sen(xy)

(x2+y2)α

tiene límite en(0,0).

Conjuntos conexos

Queremos definir una clase de conjuntos en los espacios métricos que desempeñe un papel
análogo al de los intervalos en la recta real. Los intervalospueden caracterizarse fácilmente
con el teorema de Bolzano.

1.54 Proposición.Sea Ø6=C⊂ R. Equivalen las afirmaciones:

a) C es un intervalo.

b) Para toda función continua f: C→ R se verifica que f(C) es un intervalo.

La implicacióna)⇒ b) es el famoso teorema de Bolzano. La otra implicación es un sencillo
ejercicio que debes hacer.
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1.55 Definición. SeaE un espacio métrico y Ø6=C ⊂ E se dice queC es un conjuntoconexo
si paratoda función continuaf : C → R se verifica quef (C) es un intervalo.

Los conexos deR son, en virtud de la proposición anterior, los intervalos. Como la continui-
dad es una propiedad topológica, el concepto de conjunto conexo es topológico. Seguidamente
lo vamos a caracterizar de una forma más cómoda, pues la definición que hemos dado hace
intervenir atodaslas funciones continuasf : C → R y eso la hace incómoda de usar en casos
concretos.

Es muy fácil caracterizar los conjuntos quenoson conexos. Un conjuntoC no es conexo si,
y sólo si,existealguna función continuaf : C → R tal que f (C) no es un intervalo. Quef (C)
no sea un intervalo equivale a que existe unz∈R con z 6∈ f (C) tal que]−∞,z[∩ f (C) 6= Ø y
]z,+∞[∩ f (C) 6= Ø. Pero entonces se tiene queC = f−1(]−∞,z[)∪ f−1(]z,+∞[). Puesto que
f es continua, sabemos, por la proposición1.36 que los conjuntosA = f−1(]−∞,z[) y B =
f−1(]z,+∞[) son abiertos relativos deC. Observa queA 6= Ø y B 6= Ø, A∩B= Ø yC = A∪B.

Hemos probado así que siC noes conexo entonces existenabiertos relativosdeC disjuntos
y no vacíos Ay B tales queC = A∪B. Se dice que el par{A,B} es una particiónno trivial de
C por abiertos relativos.

Recíprocamente, seaC un conjunto no vacío de un espacio métrico y supongamos que hay
una partición no trivial deC por abiertos relativos{A,B}. Entones es fácil comprobar usando
la proposición1.36que la funciónf : C → R dada por:

f (x) =

{

−1, si x∈A;
1, si x∈B.

es continua. Y como su imagenf (C) = {−1,1} no es un intervalo concluimos queC no es
conexo.

Hemos probado queC no es conexo equivale a que exista una partición no trivial deC por
abiertos relativos. Dicho de otra forma:

1.56 Proposición.Un conjunto Ø6= C ⊂ E de un espacio métrico E es conexo si, y sólo si,
la única partición de C por abiertos relativos es la trivial.Es decir, si A y B son abiertos
relativos de C con A∩B= Ø y C= A∪B entonces el par{A,B} ha de ser la partición trivial
{A,B}= {Ø,C}.

Al igual que vimos con la compacidad, la conexión se conservapor funciones continuas.

1.57 Proposición.Sean E y F espacios métrico, C un subconjunto conexo de E y f: C → F
una función continua. Entonces se verifica que f(C) es conexo.

Ejercicios propuestos

84. Prueba la proposición1.57.

85. Prueba que la unión de conexos con intersección no vacía es conexo.
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Los conjuntos abiertos y conexos se llamandominios. Los dominios deRn tienen una
caracterización muy útil.

1.58 Proposición.SeaΩ ⊂Rn un conjunto abierto. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) Ω es conexo.

b) Todo par de puntos deΩ puede unirse por medio de una curva sin salirse deΩ. Es decir,
para cada par de puntosa,b∈Ω existe una función continuaγ : [0,1] → Rn, tal queγ(0) = a,
γ(1) = b y para todo t∈ [0,1] se tiene queγ(t)∈Ω.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abiertode un solo trozo.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo Diferencial enRn



Capı́tulo2

Derivadas parciales y extremos relativos de
campos escalares

Curvas enRn

Como ya debes saber, una curva enRn es una aplicación continuaγ : [a,b]→ Rn. El punto
γ(a) se llamaorigen y el puntoγ(b) extremode la curva. Naturalmente, comoγ(t)∈Rn po-
dremos expresarlo por medio de sus componentes en la base canónica que serán funciones de
t.

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . . ,γn(t))

Las funcionesγk(t) se llaman funciones componentes deγ. Se dice queγ es derivable en un
puntot cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo caso
la derivada deγ ent es, por definición, el vector

γ ′(t) = (γ1
′(t),γ2′(t), . . . ,γn′(t))

Dado un puntoa= γ(t0) tal queγ ′(t0) 6= 0, se define larecta tangenteaγ en el puntoa (aunque
es más apropiado deciren el punto t0) como la recta de ecuación paramétricaa+ tγ ′(t0), es
decir, la recta que pasa pora con vector de direcciónγ ′(t0).

Cuando se interpretaγ(t) como la función de trayectoria de un móvil, entonces suvelocidad
en un instantet es el vectorγ ′(t) y surapidez es‖γ ′(t)‖2. La distancia que recorre dicho móvil
entre dos instantest = a y t = b viene dada por

bw
a

‖γ ′(t)‖2 dt .
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También consideraremos en lo que sigue funcionesγ : I → Rn definidas y continuas en un
intervaloI ⊂ R no necesariamente cerrado y acotado. Las seguiremos llamando, por abuso de
lenguaje,curvas.

2.1. Derivadas parciales. Vector gradiente

Hemos visto en el capítulo 1 que los conceptos de continuidady límite para funciones reales
de una variable se generalizan fácilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre
lo mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse de forma inmediata.
La razón es que el concepto de derivabilidad hace intervenirla división de números reales, pues
una derivada es un límite de cocientes incrementales, y enRn no podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica deRn no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Sif es un campo escalar de dos o más variables, la expresión

f (x)− f (a)
x−a

no tiene ningún sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta real,R, solamente podemos acercarnos a
un punto de ella a través de la propia recta, mientras que enRn paran > 2 hay muchísimas
más posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejemplo,podemos acercarnos a través de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge así una primera idea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que esta situación es más parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

Las cuestiones que vamos a estudiar son de naturaleza algebraica y topológica, no dependen
para nada de la norma que se use; por eso, en todo lo que sigue, representaremos con‖ ‖ una
norma enRn. Si para ti es más cómodo, puedes considerar que siempre que aparezca una norma
enRn se trata de la norma euclídea. Cuando en algún resultado concreto sea preciso considerar
la norma euclídea la representaremos en la forma usual por‖ ‖2.

Unadirección o unvector unitario en(Rn,‖.‖) es un vectoru con‖u‖= 1.

Dados un puntoa∈Rn y una direcciónu, la recta que pasa pora con direcciónu es la
imagen de la aplicaciónγ : Rn → R dada porγ(t) = a+ tu, es decir, es el conjunto de puntos
{a+ tu : t∈R}.

2.1 Definición. Seaf un campo escalar definido en un conjunto abiertoΩ ⊂Rn, seaa∈Ω y u
una dirección. Se define laderivada de f en a en la dirección ucomo el límite

Du f (a) = ĺım
t→0

f (a+ tu)− f (a)
t

(2.1)

supuesto, claro está, que dicho límite exista.

La derivada direccional de un campo escalarf en un puntoa en la dirección del vector
ek de la base canónica, se llamaderivada parcial (de primer orden) def en a respecto a la
variablek-ésima. Está definida por:

Dek f (a) = lı́m
t→0

f (a+ tek)− f (a)
t

= lı́m
t→0

f (a1, . . . ,ak+ t, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)

t

= lı́m
xk→ak

f (a1, . . . ,xk, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)

xk−ak
(2.2)
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales 35

y se representa con los símbolosDk f (a) y
∂ f
∂xk

(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de
una variable real pues para calcular la derivada de un campo escalar f en un puntoa en la
direcciónu lo que se hace es derivar ent = 0 la funciónt 7→ f (a+ tu) que es una función real
de una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (2.2) nos dice que,para calcular la derivada parcial
Dk f (a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demás
variables. Por eso se llaman derivadasparciales.

2.1.1. Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una función en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalarf de dos variables definido
en un abiertoΩ ⊂ R2. Fijemos un punto(a,b)∈Ω. Las derivadas parciales def en(a,b) son,
por definición

D1 f (a,b) = ĺım
t→0

f (a+ t,b)− f (a,b)
t

= ĺım
x→a

f (x,b)− f (a,b)
x−a

D2 f (a,b) = ĺım
t→0

f (a,b+ t)− f (a,b)
t

= ĺım
y→b

f (a,y)− f (a,b)
y−b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialesx 7→ f (x,b) y y 7→ f (a,y) en los
puntosx= a e y= b respectivamente.

La gráfica def , es decir, el conjuntoS= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈Ω} es una superficie en
R3. Las funciones

γ1(x) = (x,b, f (x,b)), γ2(y) = (a,y, f (a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b, f (a,b)). Dichas curvas
se obtienen cortando la superficieSpor los planosy= b y x= a respectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los puntosγ1(a) y γ2(b) son, respectivamente

γ1
′(a) = (1,0,D1 f (a,b)), γ2

′(b) = (0,1,D2 f (a,b))

En la figura (2.1) se ha representado la gráfica def y las curvas obtenidas cortándola por los
planosx= a ey= b junto a sus vectores tangentes en el punto(a,b, f (a,b))

Cuando un campo escalarf tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
abiertoΩ ⊂ Rn, podemos definir lasfunciones derivadas parciales(de primer orden) def ,
Dk f : Ω → R que a cada puntox∈E hace corresponder el númeroDk f (x). Dichas funciones
son también campos escalares.

2.2 Definición. Sea f un campo escalar. Se define elvector gradiente de f en un puntoa
como el vector

∇ f (a) =
(

D1 f (a),D2 f (a), . . . ,Dn f (a)
)

supuesto, claro está, que dichas derivadas parciales existan.
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Figura 2.1. Derivadas parciales

Supongamos quef es una función real de una variable real. La derivabilidad def en un
puntoa∈R se expresa por

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= f ′(a)⇐⇒ ĺım
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x−a)
x−a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesianay= f (a)+ f ′(a)(x−a) es la recta tangente a la
gráfica def en el punto(a, f (a)).

Si ahora f es un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂ Rn, cuyo vector gradiente
∇ f (a) está definido en un puntoa∈Ω, podemos considerar el hiperplano enRn+1 de ecuación
cartesianaxn+1 = f (a)+

〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

. Este hiperplano pasa por el punto(a, f (a))∈Rn+1 y
es la generalización natural de la recta tangente a la gráficade una función. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y= f (a)+ f ′(a)(x−a), xn+1 = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano enR2 es una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de números reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.

2.1.2. Campos escalares diferenciables

2.3 Definición. Seaf un campo escalar definido en un abiertoΩ⊂Rn y seaa∈Ω. Supongamos
que está definido el vector gradiente∇ f (a). Se dice quef esdiferenciable o derivable ena si
se verifica que

ĺım
x→a

f (x)− f (a)−
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖ = 0 (2.3)

Definamos

R(x,a) =
f (x)− f (a)−

〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖
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La igualdad (2.3) dice que ĺım
x→a

R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la

igualdad (2.3) es la siguiente.

f (x) = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

+R(x,a)‖x−a‖ donde ĺım
x→a

R(x,a) = 0 (2.4)

La siguiente proposición expresa lo dicho en la definición anterior de una forma más
abstracta. Recuerda que siα : Rn → R es una aplicación lineal entonces para todo vector

x = (x1,x2, . . . ,xn) =
n

∑
j=1

x jej enRn se tiene que:

α(x) =
n

∑
j=1

x jα(ej) =
〈

α̂
∣

∣x
〉

dondeα̂ =
(

α(e1),α(e2), . . . ,α(en)
)

.

2.4 Proposición.Sea f un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂Rn y seaa∈Ω. Equivalen
las siguientes afirmaciones:

a) f es diferenciable ena.

b) Existe una aplicación linealα : Rn → R tal que

ĺım
x→a

f (x)− f (a)−α(x−a)
‖x−a‖ = 0 (2.5)

Además, caso de que se cumpla b) se tiene queα es la aplicación lineal dada por
α(x) =

〈

∇ f (a)
∣

∣x
〉

.

2.5 Definición. Seaf un campo escalar diferenciable en un puntoa. El hiperplano enRn+1 de
ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

se llama hiperplano tangente af en a o hiperplano tangentea la gráfica def en el punto
(a, f (a)).

2.6 Proposición. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa y seau una dirección
enRn. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

Demostración. En la igualdad (2.4) pongamosx = a+ tu con lo que obtenemos

f (a+ tu) = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣tu
〉

+R(a+ tu,a)‖tu‖
= f (a)+ t

〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

+R(a+ t u,a)|t|

Deducimos que

ĺım
t→0

f (a+ tu)− f (a)
t

=
〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

+ ĺım
t→0

R(a+ tu,a)
|t|
t
=
〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

.

2
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2.7 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa con vector gradiente no
nulo ena.

a) La dirección en la que la derivada direccional de f ena es máxima es la dirección dada

por el gradiente de f ena, es decir, la direcciónu =
∇ f (a)

‖∇ f (a)‖2
.

b) La dirección en la que la derivada direccional de f ena es mínima es la dirección

opuesta a la dada por el gradiente de f ena, es decir, la direcciónv =− ∇ f (a)
‖∇ f (a)‖2

.

Demostración. Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposiciónanterior y de la
desigualdad de Cauchy–Schwarz, pues para toda direcciónw se tiene que

|
〈

∇ f (a)
∣

∣w
〉

|6 ‖∇ f (a)‖2‖w‖2 = ‖∇ f (a)‖2

Y la igualdad se da si, y solo si, hay un númeroλ∈R tal quew = λ∇ f (a). Tomando normas en
esta igualdad se deduce que|λ| = 1/‖∇ f (a)‖2, es decir las direccionesw que hacen máximo

|Dw f (a)|= |
〈

∇ f (a)
∣

∣w
〉

| son u =
∇ f (a)

‖∇ f (a)‖2
y v =− ∇ f (a)

‖∇ f (a)‖2
.

Para la primera se tiene que

Du f (a) =
〈

∇ f (a)

∣

∣

∣

∣

∇ f (a)
‖∇ f (a)‖2

〉

=
1

‖∇ f (a)‖2

〈

∇ f (a)
∣

∣∇ f (a)
〉

= ‖∇ f (a)‖2

que es el valor máximo que puede tener una derivada direccional.

Análogamente, para la segunda se tiene que

Dv f (a) =−‖∇ f (a)‖2

que es el valor mínimo que puede tener una derivada direccional. 2

El resultado anterior nos dice que elvector gradiente en un punto señala la dirección en la
que el campo tiene máximo crecimiento en dicho punto. Mientras que en la dirección opuesta a
la del vector gradiente en un punto el campo tiene máximo decrecimiento.

2.8 Proposición. Sean f un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂ Rn y γ : I → Rn una
curva enRn que toma valores enΩ. Supongamos queγ es derivable en un punto t0 y que f es
diferenciable en el puntoa= γ(t0)∈Ω. Entonces se verifica que la función h(t) = f (γ(t)) es
derivable en t0 y su derivada viene dada por:

h′(t0) =
〈

∇ f (a)
∣

∣γ ′(t0)
〉

=
n

∑
k=1

Dk f (a)γk′(t0) (2.6)

Si suponemos que f es diferenciable enΩ y queγ es derivable en I entonces para todo t∈ I se
tiene que:

h′(t) =
〈

∇ f (γ(t))
∣

∣γ ′(t)
〉

=
n

∑
k=1

Dk f (γ(t))γk′(t) (2.7)
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Demostración. Se tiene que

h(t)−h(t0) = f (γ(t))− f (γ(t0)) =
〈

∇ f (a)
∣

∣γ(t)− γ(t0)
〉

+R(γ(t),γ(t0))‖γ(t)− γ(t0)‖

Dividiendo port − t0 tenemos

h(t)−h(t0
t − t0

=
f (γ(t))− f (γ(t0))

t − t0
=

〈

∇ f (a)

∣

∣

∣

∣

γ(t)− γ(t0)
t − t0

〉

+R(γ(t),γ(t0))
‖γ(t)− γ(t0)‖

t − t0

Teniendo en cuenta que ĺım
t→t0

γ(t)− γ(t0)
t − t0

= γ ′(t0) se deduce que

ĺım
t→t0

h(t)−h(t0)
t − t0

=
〈

∇ f (a)
∣

∣γ ′(t0)
〉

como queríamos demostrar. 2
2.9 Proposición. Sean f un campo escalar diferenciable en un abiertoΩ ⊂ Rn y g : I → R

una función derivable en un intervalo I. Supongamos que f(Ω) ⊂ I y sea h= g◦ f : Ω → R.
Entonces el campo escalar h es diferenciable enΩ y su gradiente viene dado por:

∇h(x) = g′( f (x))∇ f (x) ∀x∈Ω (2.8)

Demostración. Seana∈Ω y b= f (a)∈ I , fijos en lo que sigue. Comog es derivable enb la
función:

ϕ(t) =
g(t)−g(b)

t −b
−g′(b) t∈ I\{b} , ϕ(b) = 0

es continua. Sustituyendo en la igualdad:

g(t)−g(b) = (g′(b)+ϕ(t))(t −b)

t = f (x), b= f (a) y usando la igualdad (2.4), tenemos:

g( f (x))−g( f (a)) =
(

g′(b)+ϕ( f (x))
)

( f (x)− f (a)) =

= g′(b)
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

+
(

g′(b)+ϕ( f (x))
)

‖x−a‖R(x,a)+ϕ( f (x))
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

Por tanto:

h(x)−h(a)−g′(b)
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖ =
(

g′(b)+ϕ( f (x))
)

R(x,a)+ϕ( f (x))

〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖

Podemos suponer que la norma,‖ ‖, que hemos fijado enRn es la euclídea para aplicar la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ( f (x))

〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖

∣

∣

∣

∣

∣

6 |ϕ( f (x))|‖∇ f (a)‖
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Y teniendo en cuenta que ĺım
x→a

R(x,a) = 0 y ĺım
x→a

ϕ( f (x)) = 0, deducimos que

ĺım
x→a

h(x)−h(a)−g′(b)
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖ = 0

Lo que prueba queh es diferenciable ena y que∇h(a) = g′( f (a))∇ f (a). 2

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto esuna propiedad muy débil.

Por ejemplo, el campo escalarf (x,y) =
xy

x2+y2 , f (0,0) = 0 tiene derivadas parciales nulas en

(0,0) pero no es continuo en dicho punto.

La propiedad de ser diferenciable es mucho más fuerte que tener derivadas parciales.

2.10 Proposición.Un campo escalar diferenciable en un punto es continuo en dicho punto.

Para campos escalares diferenciables hay un análogo al teorema del valor medio para fun-
ciones derivables reales.

El segmento que une dos puntosu,v∈Rn es el conjunto[u,v] = {u+ t(v−u) : 06 t 6 1}.

2.11 Teorema(Del valor medio para campos escalares). Sea f un campo escalar diferenciable
en un abiertoΩ ⊂Rn. Seana,b∈Ω y supongamos que el segmento[a,b]⊂ Ω. Entonces existe
un puntoc∈ [a,b] tal que se verifica la igualdad:

f (b)− f (a) =
〈

∇ f (c)
∣

∣b−a
〉

De donde se deduce:

| f (b)− f (a)|6 ‖b−a‖2sup{‖∇ f (x)‖2 : x ∈ [a,b]}

El siguiente resultado proporciona una condición suficiente de diferenciabilidad muy útil.

2.12 Teorema(Condición suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho
conjunto.

La proposición2.9 puede usarse para estudiar la diferenciabilidad de campos escalares.
Con frecuencia un campo escalarf puede expresarse en la formaf (x) = g(p(x)) dondep es
una función polinómica enn variables. Como las funciones polinómicas enn variables tienen
derivadas parciales continuas, son diferenciables y, por la proposición antes citada, deducimos
que el campo escalarf (x) = g(p(x)) es diferenciable en todo puntox tal queg sea derivable
en p(x).

2.13 Ejemplo. La funcióng(t) =
sent

t
, parat 6= 0 y g(0) = 1 es derivable enR. Por tanto, el

campo escalarf (x,y) =
sen(x2+y2)

x2+y2 y f (0,0) = 1 es diferenciable enR2. �
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En la práctica suele suponerse que los campos escalares tienen derivadas parciales conti-
nuas. Esta hipótesis garantiza que son diferenciables y es suficiente para justificar la mayoría
de los resultados que siguen.

Es sabido que una función derivable en un intervalo con derivada nula es constante. Para
campos escalares hay un resultado análogo. Observa la hipótesis de que el campo esté definido
en undominio.

2.14 Proposición.Un campo escalar definido en un dominio con derivadas parciales nulas en
todo punto del mismo es constante.

Ejercicios propuestos

86. Seanf ,g : Ω →R campos escalares diferenciables en un abiertoΩ. Prueba que los cam-
pos escalaresf + g, f g son diferenciables enΩ y calcula sus vectores gradientes. Si,

además,g(x) 6= 0 para todox∈Ω entonces prueba que el campo escalar
f
g

es diferencia-

ble enΩ y calcula su vector gradiente.

87. Seanfi , 16 i 6 n funciones reales derivables en un intervalo abiertoI . Definamosf :
In → R por:

f (x1,x2, . . . ,xn) =
n

∑
j=1

f j(x j) ∀x = (x1,x2, . . . ,xn)∈ In

Prueba que el campo escalarf es diferenciable enIn.

88. Sean f ,g : Ω → R campos escalares definidos en un abiertoΩ ⊂ Rn. Seaa∈Ω y su-
pongamos quef es diferenciable ena, f (a) = 0 y g es continua ena. Prueba quef g es
diferenciable ena.

2.2. Rectas tangentes y planos tangentes

En esta sección vamos calcular rectas y planos tangentes a curvas y superficies conside-
rando las distintas formas en que éstas pueden venir dadas. Mi propósito es esencialmente
práctico, a saber, que entiendas la forma de proceder en cadacaso; por lo que no me preocupo
de justificar con detalle todo lo que digo.

Curvas en el plano

Una curvaΓ en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como lagráfica de una función y= f (x) dondex∈ I siendoI un intervalo deR.

Γ = {(x, f (x)) : x∈ I}
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b) Por medio deecuaciones paramétricasγ(t) = (x(t),y(t)).

Γ = γ(I) = {(x(t),y(t)) : t∈ I}

c) De forma implícitacomo el conjunto de puntosg(x,y) = 0 donde se anula una función
diferenciable de dos variables.

Γ =
{

(x,y)∈R2 : g(x,y) = 0
}

Suele usarse la siguiente terminología. Sih(x,y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuación implícitah(x,y) = c o, lo que es igualh(x,y)− c = 0, dondec es una
constante, se llamancurvas de nivel. Dichas curvas se obtienen cortando la gráfica deh
con planos de la formaz= c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topográficos.

Observa quea) es un caso particular dec) (basta considerarg(x,y) = f (x)−y) y también es un
caso particular deb) (basta considerarγ(x) = (x, f (x))).

La tangente en un punto deΓ viene dada en cada caso como sigue.

a′) La tangente en un punto(a,b) = (a, f (a))∈Γ es la recta de ecuación cartesiana

y−b= f ′(a)(x−a)

El vector(1, f ′(a)) es tangente aΓ en el punto(a,b) y el vector( f ′(a),−1) es ortogonal a
Γ en el punto(a,b).

b′) La tangente en un puntoγ(t0) = (a,b)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas

(x,y) = γ(t0)+ t γ′(t0) = (a,b)+ t(x′(t0),y′(t0))

El vectorγ′(t0) = (x′(t0),y′(t0)) es tangente aΓ en(a,b).

c′) La tangente en un punto(a,b)∈Γ es la recta de ecuación implícita
〈

∇g(a,b)
∣

∣(x−a,y−b)
〉

= 0

Se supone que∇g(a,b) 6= 0 pues en otro caso, la tangente en(a,b) no está definida. El
vector gradiente∇g(a,b) es ortogonal aΓ en el punto(a,b).

Estas últimas afirmaciones requieren alguna justificación.Para ello, supongamos que co-
nocemos unarepresentación paramétrica localdeΓ en torno al punto(a,b). Es decir, hay
una curva de la formaα(t) = (α1(t),α2(t))∈Γ que pasa por el punto(a,b) y que es de-
rivable1. Pongamosα(t0) = (a,b). Por lo visto enb′), sabemos que la tangente aΓ en
(a,b) es la recta que pasa por el punto(a,b) con vector de direcciónα ′(t0). Pongamos
h(t) = g(α(t)). En virtud de la igualdad (2.7), tenemos queh′(t) =

〈

∇g(α(t))
∣

∣α ′(t)
〉

. Pero
h(t) = 0, por lo queh′(t) =

〈

∇g(α(t))
∣

∣α ′(t)
〉

= 0. Resulta así que el vector∇g(α(t)) es
ortogonal al vector tangenteα ′(t). En particular, el vector∇g(a,b) es ortogonal al vector
α ′(t0) tangente aΓ en (a,b). Concluimos que la recta que pasa por(a,b) y tiene como

1El teorema de la función implícita, que se verá más adelante,garantiza la existencia de dicha curva siempre que
el vector gradiente∇g(a,b) 6= 0.
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vector ortogonal∇g(a,b) es la recta tangente aΓ en(a,b), pero dicha recta es justamente
la recta de ecuación cartesiana

〈

∇g(a,b)
∣

∣(x−a,y−b)
〉

= 0.

De lo antes visto, merece la pena destacar la siguiente propiedad.

El vector gradiente∇g(x,y) de un campo escalar es ortogonal en todo punto(x,y) (en el
que∇g(x,y) 6= 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

Superficies enR3

Una superficieSen el espacioR3 puede venir dada de tres formas:

a) Como la gráfica de una funciónz= f (x,y) donde(x,y)∈A siendoA un conjunto deR2.

S= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈A}

b) Por ecuaciones paramétricasγ(s, t) = (x(s, t),y(s, t),z(s, t)) donde(s, t)∈A⊂R2.

S= γ(A) = {(x(s, t),y(s, t),z(s, t)) : (s, t)∈A}

c) De forma implícita como el conjunto de puntosg(x,y,z) = 0 donde se anula una función
diferenciable de tres variables.

S=
{

(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0
}

Observa quea) es un caso particular dec) (basta considerarg(x,y,z) = f (x,y)−z) y también es
un caso particular deb) (basta considerarγ(s, t) = (s, t, f (s, t))). El plano tangente en un punto
deSviene dado en cada caso como sigue.

a′) El plano tangente en un punto(a,b,c) = (a,b, f (a,b))∈Ses el plano de ecuación cartesiana

z− f (a,b) =
∂ f
∂x

(a,b)(x−a)+
∂ f
∂y

(a,b)(y−b)

Los vectores

(

1,0,
∂ f
∂x

(a,b)

)

y

(

0,1,
∂ f
∂y

(a,b)

)

son tangentes aSen(a,b,c) y el vector

(

∂ f
∂x

(a,b),
∂ f
∂y

(a,b),−1

)

es ortogonal aSen el punto(a,b,c).

b′) El plano tangente en un puntoγ(s0, t0) = (a,b,c)∈Ses el plano de ecuaciones paramétricas

(x,y,z) = γ(s0, t0)+s
∂γ
∂s

(s0, t0)+ t
∂γ
∂t
(s0, t0)

Donde
∂γ
∂s

(s0, t0) =

(

∂x
∂s

(s0, t0),
∂y
∂s

(s0, t0),
∂z
∂s
(s0, t0)

)

y
∂γ
∂t
(s0, t0) =

(

∂x
∂t
(s0, t0),

∂y
∂t
(s0, t0),

∂z
∂t
(s0, t0)

)

Dichos vectores son tangentes aSen(a,b,c).
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c′) El plano tangente en un punto(a,b,c)∈Ses el plano de ecuación implícita

〈

∇g(a,b,c)
∣

∣(x−a,y−b,z−c)
〉

= 0

Se supone que∇g(a,b,c) 6= 0 pues en otro caso, el plano tangente aSen (a,b,c) no está
definido. El vector gradiente∇g(a,b,c) es ortogonal aSen el punto(a,b,c).

Si g(x,y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuación implícitag(x,y,z) = c o, lo que
es igualg(x,y,z)−c= 0, dondec es una constante, se llamansuperficies de nivel(cuando el
campo se interpreta como un potencial se llamansuperficies equipotenciales). De lo dicho
enc′), se sigue queel vector gradiente∇g(x,y,z) es ortogonal en todo punto(x,y,z) (en el
que∇g(x,y,z) 6= 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

Curvas enR3

Una curvaΓ en el espacio puede venir dada de dos formas.

a) Como intersección de dos superficiesS1 y S2.

b) Por medio de ecuaciones paramétricasγ(t) = (x(t),y(t),z(t)) dondet ∈ I ⊂ R e I es un
intervalo.

Γ = γ(I) = {(x(t),y(t),z(t)) : t∈ I}

La tangente en un punto deΓ viene dada en cada caso como sigue.

a′) La tangente en un punto(a,b,c)∈Γ es la recta intersección de los planos tangentes aS1 y
aS2 en(a,b,c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.

S1 =
{

(x,y,z)∈R3 : f (x,y,z) = 0
}

S2 =
{

(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = 0
} Γ =

{

(x,y,z)∈R3 : g(x,y,z) = f (x,y,z) = 0
}

Entonces, las ecuaciones implícitas de la recta tangente son






〈

∇ f (a,b,c)
∣

∣(x−a,y−b,z−c)
〉

= 0

〈

∇g(a,b,c)
∣

∣(x−a,y−b,z−c)
〉

= 0

Donde se supone que los vectores gradiente∇ f (a,b,c), ∇g(a,b,c) son linealmente inde-
pendientes pues, en otro caso, la recta tangente a la curvaΓ en(a,b,c) no está definida.

b′) La tangente en un puntoγ(t0) = (a,b,c)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas

(x,y,z) = γ(t0)+ t γ′(t0) = (a,b,c)+ t(x′(t0),y′(t0),z′(t0))

El vectorγ′(t0) = (x′(t0),y′(t0),z′(t0)) es tangente aΓ en(a,b,c).
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2.3. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalarf con derivadas parcialesDk f en un abiertoΩ ⊂ Rn. Las
funcionesDk f son también campos escalares den variables que podemos, cuando se dejen,
volver a derivar parcialmente en puntos deΩ. Obtenemos de esta forma lasderivadas parciales
de segundo ordende f , es decir las funcionesD jk f = D j(Dk f ), que se representan también de
las formas:

D jk f (x) =
∂2 f

∂x j ∂xk
(x), D j j f (x) =

∂2f

∂x2
j

(x)

De manera análoga se definen las derivadas parciales de tercer orden def como las deriva-
das parciales de las derivadas parciales de segundo orden def , Di jk f = Di(D j(Dk f )), y se
representan también de las formas:

Di jk f (x) =
∂3 f

∂xi ∂x j ∂xk
(x); D j j j f (x) =

∂3 f

∂x3
j

(x); D j jk f (x) =
∂3 f

∂x2
j ∂xk

(x)

Las derivadas parciales de cuarto orden son las derivadas parciales de las derivadas parciales
de tercer orden y así sucesivamente. Es natural preguntarsesi el orden en que se realizan las
derivadas debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamente, en la mayoría de los casos podemos
olvidarlo porque se verifica el siguiente utilísimo resultado.

2.15 Teorema(Schwarz). Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo
escalar con derivadas parciales de orden k continuas solamente dependen del número de veces
que se deriva parcialmente respecto de cada variable, pero el orden en que se realicen dichas
derivaciones no afecta para nada al resultado final.

2.16 Definición. Se dice que un campo escalarf es de claseCk en un abiertoΩ si f tiene
derivadas parciales de ordenk continuas enΩ, en cuyo caso escribimosf ∈Ck(Ω). Se dice que
f es de claseC∞ enΩ si tiene derivadas parciales continuas de todos órdenes enΩ.

Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una función de varias variables se conside-
ran fijas todas las variables menos aquella respecto a la que se deriva, calcular derivadas
parciales es lo mismo que derivar funciones de una variable.Solamente debes tener cui-
dado para darte cuenta qué tipo de función es la que tienes quederivar porque ello puede
depender de la variable respecto de la que derivas. Por ejemplo, la función f (x,y) = xy

cuando fijasy (para derivar respecto ax) es una función potencia (la variable está en la
base y el exponente está fijo) y cuando fijasx (para derivar respecto ay) es una función
exponencial (la variable está en el exponente y la base está fija).

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros de Física e ingenierías diver-
sas, representar las funciones por letras. Así, lo que los matemáticos solemos escribir
f (x,y) = cos(xy)+ xy2, para indicar quef es una función de dos variablesx e y cuyo
valor en el punto(x,y) viene dado por cos(xy)+ xy2, suele expresarse de forma menos
precisa en la formaz= cos(xy) + xy2, cuyo significado es exactamente el mismo que
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el anterior cambiandof por z. Naturalmente, en vez dez puede usarse cualquier otro
símbolo que sea distinto dex e y. Tienes que acostumbrarte a esta notación y entender
cuando una letra representa una variable y cuando representa una función.

90. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los campos escalares:

(a) f (x,y) = x2y+z2x+ysen(xz) (b) z= (x2+y3)e−xy (c) w= xez+zey+xyz.

91. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden del campo escalar:

f (x,y,z) =
xy

1+y2+z2

92. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden delos campos escalares:

(a) z= sen
(

cos
(

exy
))

(b) w= log
(

4+arctg(x/y)
)

(c) u= tg
(

(xy)z
)

(d) v= arctg
(

zxy
)

93. Estudia la existencia de las derivadas en el origen según lasdistintas direcciones del
campo escalarf : R2 → R definido por:

f (x,y) =
x(x2+y2)

x2−y2 si |x| 6= |y|, f (x,y) = 0 si |x|= |y|

¿Esf continuo en(0,0)?

Te recuerdo que una dirección viene dada por un vector de norma euclídea 1. Sia y b son

puntos deRn la dirección del puntoa hacia el puntob viene dada por el vector
b−a

‖b−a‖2
.

94. Calcula la derivada direccional def (x,y) = log(1+
√

x2+y2) en el punto(1,2) en la
dirección hacia el origen.

95. Calcula la derivada direccional dez(x,y) = arctg

(

xy
x2+y2

)

en el punto(1,1) en la

dirección hacia el punto(2,1).

96. Calcula valores dea, b y c para que la derivada direccional de la función

f (x,y,z) = axy2+byz+cz2x3

en el punto(1,2,−1) tenga un valor máximo igual a 64 en la dirección del eje OZ.

97. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétricasx(t)= et +cost, y(t)= e−t +sent.
Calcula la ecuación de la recta tangente en el punto(x(0),y(0)).

98. Calcula, para los siguientes campos escalares, el vector normal enP0 a la curva de nivel
que pasa por dicho punto.
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1. f (x,y) = arctg

(

y
√

1+x2+y2

)

P0 = (1,1).

2. f (x,y) =
sen(x+y)

2+cos(x−y)
P0 = (π/2,π/4).

99. Calcula la derivada deh(x,y) =
x−y

1+ log(1+x2y2)
en el punto(−1,−1) en la dirección

dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el punto(1,1) a la curva de nivel del campo
f (x,y) = xy3+x3y que pasa por dicho punto.

100. Calcula la ecuación de la recta tangente y de la recta normal ala elipse de ecuación

x2

a2 +
y2

b2 = 1

en un punto(u,v) de la misma.

101. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el puntoPo indicado.

z2−2x2−2y2−12= 0, Po(1,−1,4);

z− log(x2+y2) = 0, Po(1,0,0)

x2+y2+z3−2x+4y+3z+1= 0, Po(3,4,−3);

4−x2−4z2 = y, Po(0,0,1)

z(xy−1)− (x+y) = 0, Po(1,2,3);

z+ez+2x+2y−x2−y2−3= 0, Po(1,1+
√

e,1)

102. Halla la ecuación de la tangente a la curva dada como intersección del elipsoide
x2+4y2+2z2 = 27 y el hiperboloidex2+y2−2z2 = 11 en el punto(3,−2,1).

103. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las
superficiesz= xy, x2+y2−2z= 4 en el punto(3,1,3). Comprueba el resultado expre-
sando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

104. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las
superficies 4xz= (x+z)y, 3z2+y= 5x en el punto(1,2,1).

105. Estudia la diferenciabilidad de los siguientes campos escalares

a) f (x,y) =
ex2+y2 −1
x2+y2 , f (0,0) = 1 b) f (x,y) =

log(1+x2+y2)

x2+y2 , f (0,0) = 1

106. Sea

f (x,y) =
(x−1)2y

(x−1)4+y2 , f (1,0) = 0
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a) Estudia la continuidad y diferenciabilidad def .

b) CalculaDu f (1,0) dondeu = (1/
√

2,1/
√

2).

c) Calcula la dirección y el valor de la derivada direccionalmínima def en(0,0).

d) Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficiez=
f (x,y) en el origen.

107. Estudia si los siguientes campos escalares definidos porf (0,0) = 0 y para(x,y) 6= (0,0)
por:

a) f (x,y) =
4x3

x2+y2 , b) f (x,y) = (x2+y2)arctg
1

x2+y2

son continuos, diferenciables o de claseC1 enR2. Calcula también en cada caso la deri-
vadaDu f (0,0) dondeu = (1/

√
2,1/

√
2).

108. Estudia si los siguientes campos escalares definidos porf (0,0) = 0 y para(x,y) 6= (0,0)
por:

a) f (x,y) =
sen(x2y)
√

x2+y2
, b) f (x,y) =

senxseny−xy
√

x2+y2
, c) f (x,y) =

1−cosxcosy
√

x2+y2

son de claseC1 enR2.

109. Estudia si los siguientes campos escalares definidos porf (0,0) = 0 y para(x,y) 6= (0,0)
por:

a) f (x,y) = xy
x2−y2

x2+y2
, b) f (x,y) =

yarctgx−xarctgy
x2+y2

, c) f (x,y) =
arctgxseny−xy

x2+y2

d) f (x,y) = xy
cosx−cosy

x2+y2
, e) f (x,y) =

ytgx−xtgy
x2+y2

, f) f (x,y) =
xcosy−ycosx−x+y

√

x2+y2

son de claseC1 enR2. Estudia en cada casoD12 f (0,0) y D21 f (0,0) e indica si son de
claseC2 enR2.

110. Estudia la derivabilidad de las normasx 7→ ‖x‖2, x 7→ ‖x‖1 y x 7→ ‖x‖∞ y calcula sus
vectores gradiente.

111. Justifica que un campo escalar de claseCk también es de claseCq paraq6 k.

112. Justifica que la suma, el producto y el cociente de campos escalares de claseCk también
son campos escalares de claseCk. Deduce que toda función racional den variables es de
claseC∞ en su dominio natural de definición.

113. Generaliza las proposiciones2.8y 2.9para campos de claseCk.

114. Un campo escalarf : Rn → R se dice que eshomogéneode gradon∈N, si para todo
x∈Rn y para todot∈R se verifica quef (tx) = tn f (x).

Supuesto quef es homogéneo de gradon y derivable, prueba que:

a)
n

∑
j=1

x jD j f (x) = n f(x) ∀x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn.

b) Sin> 2, las derivadas parcialesD j f son funciones homogéneas de gradon−1.

c) Sin= 1 entoncesf es una forma lineal.
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115. Prueba que sif es de claseC2 y es homogéneo de grado 2 se verifica que:

f (x) =
1
2

n

∑
i, j=1

Di j f (0)xix j ∀x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn

116. Seaf : Ω →R un campo escalar de claseC1. Supongamos queΩ es un conjunto convexo
y que0∈Ω. Prueba que para todox = (x1,x2, . . . ,xn)∈Ω se verifica que:

f (x) = f (0)+
n

∑
j=1

x j

1w
0

D j f (tx)dt

2.17 Observación.¿Qué notación es mejor para las derivadas parciales? ¿
∂ f
∂x

o D1 f ?. Quizás

un ejemplo te ayude a decidir: consideremosf (x,y) = xey. Tenemos queD1 f (x,y) = ey y
∂ f
∂x

(x,y) = ey. Si ahora permutamosx por y en estas igualdades obtenemosD1 f (y,x) = ex y

∂ f
∂y

(y,x) = ex. La igualdadD1 f (y,x) = ex es correcta porque, efectivamente, ex es el valor de la

derivada parcial def (x,y) respecto a la primera variable evaluada en el punto(y,x). La igualdad
∂ f
∂y

(y,x) = ex no es correcta porque
∂ f
∂y

(x,y) = xey y si la evaluamos en(y,x) el resultado es

yex.

Este ejemplo pone de manifiesto que es mucho mejor la notaciónde subíndicesD1 f , D2 f

para las derivadas parciales que las notaciones
∂ f
∂x

y
∂ f
∂y

. La razón es que la notaciónD1 no

tiene nunca ambigüedad: indica derivación respecto a la primera variable y no depende para

nada de la forma en que representemos dicha variable, mientras que la notación
∂ f
∂x

nos dice

que dicha variable la hemos representado con la letrax. Pero con frecuencia hay que cambiar
las letras con las que representamos las variables.

2.4. Teorema de Taylor. Extremos relativos

2.18 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn. Se dice quef
tiene unmáximo relativo (resp.mínimo relativo) en un puntoa∈E, si a es un punto interior
de E y existe un númeror > 0 tal queB(a, r) ⊂ E y f (x) 6 f (a) (resp. f (a) 6 f (x)) para
todo x∈B(a, r). Cuando las desigualdades anteriores se verifican de forma estricta para todo
x∈B(a, r) conx 6= a se dice que el máximo o el mínimo relativo esestricto.

Los puntos en los quef tiene un máximo o un mínimo relativos se llamanextremos rela-
tivos de f .

2.19 Proposición(Condición necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E⊂ Rn y supongamos que f tiene un extremo relativo en un puntoa∈E
y además que el vector gradiente de f ena está definido. Entonces se verifica que∇ f (a) = 0.
Es decir, las derivadas parciales de primer orden de f ena son todas nulas.
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Demostración. Supongamos quef tiene un máximo relativo ena y sear > 0 tal queB(a, r)⊂
E y f (x) 6 f (a) para todox∈B(a, r). Definamosϕ :]− r, r[→ R por ϕ(t) = f (a+ tek). La
función ϕ está definida en el intervalo]− r, r[ pues para todot ∈]− r, r[ se tiene que‖a+
tek −a‖ = |t| < r por lo quea+ tek ∈B(a, r) ⊂ E. Además, para todot ∈]− r, r[ se tiene que
ϕ(t) = f (a+ tek) 6 f (a) = ϕ(0). Luegoϕ tiene ent = 0 un máximo relativo. Además como,
por hipótesis, existeDk f (a), tenemos queϕ es derivable ent = 0. Luegoϕ ′(0) = 0, pero
ϕ ′(0) = Dk f (a). 2
2.20 Definición. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalarf se llaman
puntos críticoso puntos estacionariosde f . Los puntos críticos de un campo escalar que no
son extremos relativos se llamanpuntos de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos elhiperplano tangente es
“horizontal”.

La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente.Por ejemplo, el campo escalar
f (x,y) = x2−y2 tiene un punto crítico en(0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada en(0,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una condición
suficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas parciales
de segundo orden nos van a permitir dar una condición suficiente de extremo relativo.

Necesitaremos para ello generalizar el teorema de Taylor para campos escalares den va-
riables. Para expresar dicho teorema de una forma sencilla es muy conveniente introducir una
notación apropiada.

Si f es un campo escalar ya,x∈Rn definimos el operador:

dk( f ,a,x) = (x1D1+x2D2+ · · ·+xnDn)
kf (a) (2.9)

Donde se entiende que la potenciak-ésima se desarrolla de forma simbólica. Un par de ejem-
plos aclarará esto.

d2( f ,a,x) = (x1D1+x2D2+ · · ·+xnDn)
2f (a) =

(

n

∑
i, j=1

xixjDiD j

)

f (a) =
n

∑
i, j=1

xixjDi j f (a)

d3( f ,a,x) =

(

n

∑
j=1

xjD j

)3

f (a) =

(

n

∑
i, j ,k=1

xixjxkDiD jDk

)

f (a) =
n

∑
i, j ,k=1

xixjxkDi jk f (a)

Observa que d1( f ,a,x) =
〈

∇ f (a)
∣

∣x
〉

.

2.21 Teorema(Taylor ). Sea f un campo escalar de claseCk+1 en un abiertoΩ. Seana∈Ω, x∈
Rn tales que el segmento[a,a + x] está contenido enΩ. Entonces existe un punto
c∈ [a,a+x] tal que se verifica la igualdad:

f (a+x) = f (a)+
k

∑
j=1

1
j!

d j( f ,a,x)+
1

(k+1)!
dk+1( f ,c,x) (2.10)

Demostración. Tenemos que[a,a + x] = {a+ tx : 06 t 6 1} ⊂ Ω. Como el conjunto
{t∈R : a+ tx∈Ω} es abierto (es la imagen inversa deΩ por la función continuat 7→ a+ tx)
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y contiene al intervalo[0,1], hay un intervalo abiertoI ⊃ [0,1] tal quea+ tx∈Ω para todo
t ∈ I . Definamosγ : I → Rn por γ(t) = a+ tx. Consideremos la funciónh : I → R dada por
h(t) = ( f ◦ γ)(t) = f (γ(t)). Por la proposición2.8 dicha función es derivable y su derivada
viene dada por:

h′(t) =
〈

∇ f (γ(t))
∣

∣γ ′(t)
〉

=
〈

∇ f (γ(t))
∣

∣x
〉

=
n

∑
j=1

D j f (γ(t))x j = d1( f ,γ(t),x)

Puesto que las funcionesD j f tienen derivadas parciales continuas son diferenciables.Podemos
calcular la derivada de la funciónt 7→

(

(D j f ) ◦ γ
)

(t) volviendo a usar la igualdad (2.9) como
hemos hecho antes pero conf sustituido porD j f . Tenemos que:

(

(D j f )◦ γ
) ′(t) =

〈

∇(D j f )(γ(t))
∣

∣x
〉

=
n

∑
k=1

Dk(D j f )(γ(t))xk =
n

∑
k=1

Dk j f (γ(t))xk

Por tanto:

h′′(t) =
n

∑
j=1

(

n

∑
k=1

Dk j f (γ(t))xk

)

x j =
n

∑
j,k=1

Dk j f (γ(t))xkx j = d2( f ,γ(t),x)

Análogamente se comprueba queh′′′(t) = d3( f ,γ(t),x). En general, se tiene queh( j)(t) =
d j( f ,γ(t),x). Como las derivadas de ordenk tienen derivadas parciales continuas son diferen-
ciables, esto nos dice queh esk+1 veces derivable enI con derivada de ordenk+1 continua
enI . Podemos aplicar el teorema de Taylor a la funciónh para obtener que hay algúnλ ∈ [0,1]
tal que:

h(1) = h(0)+
k

∑
j=1

1
j!

h( j)(0)+
1

(k+1)!
h(k+1)(λ)

Comoh(1) = f (a+ x), h(0) = f (a), h( j)(0) = d j( f ,a,x) y h(k+1)(λ) = dk+1( f ,a+λx,x), la
igualdad anterior es la misma (2.10) conc= a+λx ∈ [a,x]. 2

2.22 Teorema(Taylor–Young). Sea f un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂ Rn y
supongamos que f tiene derivadas parciales de orden k continuas enΩ. Seaa∈Ω y r > 0 tal
que B(a, r) ⊂ Ω. Entonces para todox con‖x‖< r se tiene que

f (a+x) = f (a)+
k

∑
j=1

1
j!

d j( f ,a,x)+‖x‖kϕ(x) con ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 (2.11)

Demostración. Por comodidad de notación haremos la demostración parak= 2. Tenemos que
probar que:

f (a+x) = f (a)+
n

∑
k=1

Dk f (a)xk+
1
2

n

∑
j,k=1

D jk f (a)x j xk+‖x‖2ϕ(x) con ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 (2.12)

Para cadax con 0< ‖x‖< r se tiene quea+ tx∈B(a, r) para 06 t 6 1, por lo que[a,a+x] ⊂
B(a, r) ⊂ Ω. Por el teorema de Taylor hay algún puntoc∈ [a,a+x] tal que

f (a+x) = f (a)+
n

∑
k=1

Dk f (a)xk+
1
2

n

∑
j,k=1

D jk f (c)x jxk
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Lógicamente, el puntoc dependerá dex y será de la formac= a+λx dondeλ es un número
en [0,1] que dependerá dex. Tenemos así que:

f (a+x) = f (a)+
n

∑
k=1

Dk f (a)xk+
1
2

n

∑
j,k=1

D jk f (a)x j xk+
1
2

n

∑
j,k=1

(

D jk f (c)−D jk f (a)
)

x jxk

Definamos

ϕ(x) =
1

2‖x‖2

n

∑
j,k=1

(

D jk f (c)−D jk f (a)
)

x jxk

Con lo que, evidentemente, tenemos que:

f (a+x) = f (a)+
n

∑
k=1

Dk f (a)xk+
1
2

n

∑
j,k=1

D jk f (a)x j xk+‖x‖2ϕ(x)

Podemos suponer que la norma que usamos es la euclídea, con loque|x j |6 ‖x‖ y tenemos:

|ϕ(x)|6 1
2

n

∑
j,k=1

∣

∣D jk f (c)−D jk f (a)
∣

∣

|xi ||x j |
‖x‖2 6

1
2

n

∑
j,k=1

∣

∣D jk f (c)−D jk f (a)
∣

∣

Cuandox → 0 se tiene quec = a+ λx → a, por lo que, en virtud de la continuidad de las
derivadas parciales de segundo orden, concluimos que ĺım

x→0
ϕ(x) = 0. 2

El siguiente resultado, consecuencia directa del teorema anterior, es muy útil para calcular
límites.

2.23 Corolario. Sea f un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂ Rn y supongamos que
f tiene derivadas parciales de orden k continuas enΩ. Supongamos también que todas las
derivadas parciales de f de orden menor o igual que k se anulanen un punto a∈Ω. Entonces
se verifica que:

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
‖x−a‖k = 0.

2.24 Definición. Seaf un campo escalar den variables que tiene derivadas parciales de segun-
do orden continuas enΩ y seaa∈Ω. La matrizn×n

H( f ,a) =
(

Di j f (a)
)

16i, j6n

se llamamatriz hessianade f ena.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porqueDi j f (a) = D ji f (a). En consecuencia,
dicha matriz define una forma cuadrática, que representaremos porQ( f ,a), que viene dada
para todox = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn por

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =
n

∑
j,k=1

D jk f (a)x jxk

donde el punto “.” indica producto matricial yxt es el vector columnax. Con esta notación
podemos escribir la igualdad (2.12) en la forma

f (a+x) = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x
〉

+
1
2

Q( f ,a)(x)+‖x‖2ϕ(x) donde ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 (2.13)
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Si suponemos quea es un punto crítico def podemos escribir

f (a+x) = f (a)+
1
2

Q( f ,a)(x)+‖x‖2ϕ(x) donde ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 (2.14)

De donde se sigue que

f (a+x)− f (a)
‖x‖2 =

1
2‖x‖2 Q( f ,a)(x)+ϕ(x) donde ĺım

x→0
ϕ(x) = 0

Teniendo en cuenta que las formas cuadráticas son polinomios homogéneos de grado 2, es

decir,Q( f ,a)(λx) = λ2Q( f ,a)(x), se tiene que
1

2‖x‖2 Q( f ,a)(x) =
1
2

Q( f ,a)(x/‖x‖). Resulta

así la igualdad

f (a+x)− f (a)
‖x‖2 =

1
2

Q( f ,a)(x/‖x‖)+ϕ(x) donde ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 (2.15)

2.25 Definición. Una forma cuadráticaQ(x) = ∑n
i, j=1 αi j xix j se llama:

• Definida positiva si Q(x)> 0 para todox∈Rn conx 6= 0.

• Semidefinida positivasi Q(x)> 0 para todox∈Rn.

• Definida negativasi Q(x)< 0 para todox∈Rn conx 6= 0.

• Semidefinida negativasi Q(x)6 0 para todox∈Rn.

• No definidao indefinida si toma valores positivos y negativos.

2.26 Teorema.Sea f un campo escalar definido en un abiertoΩ ⊂ Rn y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas enΩ. Seaa∈Ω un punto crítico de f y
sea Q( f ,a) la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana de f ena.

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =
n

∑
j,k=1

D jk f (a)x jxk

a) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida positiva entonces f tiene ena un mínimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida negativa entonces f tiene ena un máximo
relativo estricto.

c) Si f tiene un máximo relativo ena entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida
negativa.

d) Si f tiene un mínimo relativo ena entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida
positiva.

e) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla ena.

Demostración. ComoQ( f ,a) es una función polinómica y, por tanto, continua, y la esfera
unidad deRn, S(0,1) = {u∈Rn : ‖u‖= 1}, es un conjunto compacto, dicha función alcanza
un mínimo valor y un máximo valor enS(0,1). Sea

m= mı́n{Q( f ,a)(u) : ‖u‖= 1} , M = máx{Q( f ,a)(u) : ‖u‖= 1}
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a) Supongamos queQ( f ,a) es definida positiva. Entonces se tiene quem> 0. y, por la igualdad
(2.15), tenemos que

f (a+x)− f (a)
‖x‖2 =

1
2

Q( f ,a)(x/‖x‖)+ϕ(x) >
m
2
+ϕ(x) donde ĺım

x→0
ϕ(x) = 0

La condición ĺım
x→0

ϕ(x) = 0 garantiza la existencia de un números> 0 tal que|ϕ(x)| < m/4

siempre que 0< ‖x‖ < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponemos que 0<
‖x‖ < s, se tiene

f (a+x)− f (a)
‖x‖2 >

m
2
+ϕ(x)>

m
2
− m

4
=

m
4
> 0

Deducimos quef (a+ x)− f (a) > 0 para todox con 0< ‖x‖ < s. O, lo que es igual,f (z)−
f (a)> 0 para todoz tal que 0< ‖z−a‖< s. Lo que prueba quef tiene ena un mínimo relativo
estricto.

Los demás puntos se prueban de forma parecida. 2
Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadrática. Hay

varios procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuación son los que me
parecen más cómodos.

Clasificación de formas cuadráticas

SeanA=
(

ai j
)

16i, j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.xt =
n

∑
i, j=1

ai j xix j (2.16)

la forma cuadrática definida porA. Los valores propiosde A son las raíces del polinomio
característicop(λ), que se define como el determinante de la matrizA−λ I :

p(λ) =
∣

∣A−λ I
∣

∣

Es sabido que, en la situación que estamos considerando, lasraíces de dicho polinomio son
todas reales.

Seanλ j (16 j 6 n) los valores propios deA. Se demuestra que hay una baseB= {u1,u2, . . . ,un}
enRn tal que para todo vectorx∈Rn se tiene que

QA(x) =
n

∑
j=1

λ jx
2
j

donde(x1,x2, . . . ,xn) son los coordenadas del vectorx en la baseB. De aquí se siguen los
siguientes criterios.

• La forma cuadráticaQA es definida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de A

son positivos.

• La forma cuadráticaQA es definida negativa si, y sólo si, todos los valores propios deA

son negativos.
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• La cuadráticaQA es no definida si, y sólo si,A tiene valores propios positivos y negativos.

• La forma cuadráticaQA es semidefinida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de
A son mayores o iguales que 0.

• La forma cuadráticaQA es semidefinida negativa si, y sólo si, todos los valores propios de
A son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios deA sino solamente
saber cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta información sin más que observar los coeficientes del polinomio caracte-
rístico.

2.27 Proposición(Regla de los signos de Descartes). Sea

f (x) = anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0

un polinomio con coeficientes reales y cuyas raíces son todasnúmeros reales. Se verifica en-
tonces que:

a) El número de raíces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al número de
cambios de signo en la sucesión(an,an−1, . . . ,a1,a0) de los coeficientes de f .

b) El número de raíces negativas de f (contando multiplicidades) es igual al número de
cambios de signo en la sucesión((−1)nan,(−1)n−1an−1, . . . ,−a1,a0) de los coeficientes de
f (−x).

Para contar los cambios de signo en la sucesión de coeficientes se saltan los coeficien-
tes nulos. Por ejemplo, sif (x) = 2x6 + x5 − x3 + x2 − 5, la sucesión de coeficientes def es
(2,1,0,−1,1,0,−1) cuyo número de cambios de signo es 3.

2.28 Corolario. Sea p(λ) el polinomio característico de la matriz hessiana de f ena. Enton-
ces.

• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igual signo, se
verifica que f tiene un máximo relativo estricto ena.

• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, se verifica que f tiene un mínimo relativo estricto ena.

Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (2.16) es elcriterio de Sylvester
se basa en la sucesión de signos de losmenores principalesde la matrizA. El menor principal
de ordenk es el determinante∆k =

∣

∣ai, j

∣

∣

16i, j6k. Se verifica que:

• La forma cuadrática es definida positiva si, y sólo si,∆k > 0 para 16 k6 n.

• La forma cuadrática es definida negativa si, y sólo si,(−1)k∆k > 0 para 16 k6 n.

Observa que cuando la dimensiónn es par, si el determinante de la matrizA es negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

SeaA⊂R2 un conjunto abierto y seaf un campo escalar definido enA que tiene derivadas
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parciales de segundo orden continuas. Supongamos que(a,b)∈A es un punto crítico def y sea

H( f ,(a,b)) =









∂2 f
∂x2 (a,b)

∂2 f
∂x∂y

(a,b)

∂2 f
∂x∂y

(a,b)
∂2 f
∂y2 (a,b)









la matriz hessiana def en(a,b) y notemos detH( f ,(a,b)) su determinante.

Si detH( f ,(a,b)) > 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b) > 0 entoncesf tiene en(a,b) un mínimo relativo

estricto.

Si detH( f ,(a,b)) > 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b) < 0 entoncesf tiene en(a,b) un máximo relativo

estricto.

Si detH( f ,(a,b)) < 0 entoncesf no tiene extremo relativo en(a,b). Se dice que(a,b)
es un punto de silla def .

Cuando detH( f ,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo en(a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las curvasf (a, t + b) y f (a+ t,b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en
t = 0, podemos concluir que en(a,b) no hay extremo relativo def .

Ejercicios propuestos

117. Generaliza el teorema de Taylor – Young para funciones de claseCk.

118. Clasificar los puntos críticos de los campos escalares:

f (x,y) = 2xy−2x3y−xy2 +x3y2; f (x,y) =−2x3−6xy2+3x2+3y2;

f (x,y) = x3+3xy2 −15x−12y; f (x,y) = x3+y3−xy2 −x+16;

f (x,y) =−xy+2x3y−xy2−2x3y2; f (x,y) = cos(x)cos(y)

f (x,y) = 2x+y+x2 +xy+y3; f (x,y) = x2y2−x2−y2;

f (x,y) = senx+seny+cos(x+y), x,y∈]0,2π[ f (x,y) = 2x4+y4−4x2−2y2;

f (x,y,z) = x2+y2+z2+3xyz−x−y−z; f (x,y,z) = (x+y+z)e1−x2−y2−z2

119. Trazar un plano que pase por el punto(1,2,3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen mínimo (el volumen del tetraedro es un tercio del área de la base
por la altura).

120. Calcula un punto(u,v,w) de coordenadas positivas de la esfera unidadx2+ y2+ z2 = 1
tal que el plano tangente a la esfera en dicho punto determinecon los ejes coordenados
un tetraedro de volumen mínimo.
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121. Recta de mínimos cuadrados. Dadosn puntos(xi ,yi)∈R2, determinar los númerosα y

β para que la cantidad
n

∑
i=1

(

yi −αxi −β
)2

sea mínima.

122. Dadosmpuntosai ∈Rn, calcular el valor mínimo de la funciónf (x) =
m

∑
i=1

‖x−ai‖2
2.

123. Sea f : Ω → R un campo escalar de claseC2 en un abiertoΩ ⊂ Rn. Seaa∈Ω un punto
crítico de f y supongamos que el determinante de la matriz hessiana def ena es distinto
de cero. Prueba que hay un abiertoU que contiene aa tal que el único punto crítico def
enU esa.
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Capı́tulo3

Derivación de campos vectoriales

3.1. Derivada de un campo vectorial. Matriz jacobiana

Una función vectorial es cualquier función que toma valoresen un espacio vectorial de
dimensión mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espacio son funciones vectoriales de
una variable. Ahora nos interesa considerar funciones vectoriales de varias variables.

La siguiente definición expresa la idea básica del cálculo diferencial: aproximar localmente
una función por una aplicación lineal.

3.1 Definición. SeaF : Ω → Rm, dondeΩ ⊂ Rn es un abierto, y seaa∈Ω. Se dice queF es
diferenciable o derivable ena si hay una aplicación linealT : Rn → Rm tal que:

ĺım
x→a

F(x)−F(a)−T(x−a)
‖x−a‖ = 0 (3.1)

Dicha aplicación lineal, si existe, es única; se llamadiferencial o derivada deF en el puntoa
y se representa porDF(a).

La siguiente proposición pone las cosas mucho más claras y, de paso, probamos la unicidad
de la aplicación linealT que verifica (3.1).

3.2 Proposición.SeaF = ( f1, f2, . . . , fm) : Ω → Rm, dondeΩ ⊂Rn es un abierto, una función
vectorial de n variables y m componentes y seaa∈Ω. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) F es diferenciable ena.

b) Los campos escalares f1, f2, . . . , fm componentes deF son diferenciables ena.
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Supuesto que se verifican a) y b), la matriz de la aplicación lineal DF(a) en las bases
canónicas deRn y Rm es la matriz cuyas filas son los vectores gradiente∇ fi(a), esto es la
matriz de m filas y n columnas

(

D j fi(a)
)

16i6m
16 j6n

. Dicha matriz se llamamatriz jacobianadeF

ena y se representará por JF(a).

La aplicación lineal DF(a) : Rn → Rm está definida para todox∈Rn por

DF(a)(x) = JF(a).xt

donde “.” indica producto matricial yxt es el vector columnax.

Observa que en el caso particular de quem= 1, es decir,F = f es un campo escalar, la
aplicación derivada es una forma lineal sobreRn que viene dada por:

D f (a)(x) =
〈

∇ f (a)
∣

∣x
〉

∀x∈Rn

En el caso en quen = 1, es decir,F = γ es una curva enRm, la aplicación derivada es una
aplicación lineal deR enRm que viene dada por:

Dγ(a)(t) = tγ ′(a) ∀t∈R

Y en el caso en quen= m= 1, esto esF = h es una función real de variable real, la aplicación
derivada deh ena es la aplicación lineal deR enR dada por:

Dh(a)(t) = th′(a) ∀t∈R

La idea básica del cálculo diferencial es aproximar (localmente) una función por su deriva-
da, que es una aplicación lineal. Puesto que la aplicación derivada es una buena aproximación
local de la función, cabe esperar que la función herede localmente algunas de las propiedades
de su aplicación derivada. Las propiedades de una aplicación lineal son muy fáciles de estudiar
y lo que se hace en casi todos los resultados del cálculo diferencial es trasladar localmente las
propiedades de la aplicación derivada a la función. Un ejemplo aclarará esto. Considera una
función realh derivable en un intervaloI ; la aplicación derivada deh en cada puntoa∈ I es la
aplicación lineal deR enR Dh(a)(t) = th′(a). Si paraa∈ I esh′(a) > 0 dicha aplicación es
creciente, pero entonces también la funciónh es creciente enI . Este ejemplo puedes llevarlo
a otras situaciones más complicadas: si la aplicación derivada es una biyección lineal ¿será la
función localmente inversible? Claro está, la respuesta que se obtiene a este tipo de pregun-
tas es siempre de tipo local porque la derivada es una buena aproximación local y solamente
proporciona información local sobre el comportamiento de la función.

3.1.1. El espacio normadoL(Rn,Rm)

Antes de seguir conviene que consideremos el conjuntoL(Rn,Rm) de todas las aplicaciones
lineales deRn enRm. Con las operaciones usuales de suma y producto por un númeroreal,
dicho conjunto es un espacio vectorial real de dimensiónnm. Supongamos que enRn y enRm

tenemos fijadas sendas normas que notaremos igual,‖.‖. ParaT∈L(Rn,Rm) definimos:

‖T‖= máx{‖T(x)‖ : ‖x‖= 1} (3.2)

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo Diferencial enRn



El espacio normadoL(Rn,Rm) 60

Se verifica entonces que la aplicaciónT 7→ ‖T‖ es una norma enL(Rn,Rm). Dicha norma
se llamanorma de operadores asociada a las normas fijadas enRn y enRm. Es importante
que te des cuenta de que en la igualdad3.2 intervienen tres normas: la definida enRn, que
aparece en la expresión‖x‖ = 1, la definida enRm, que aparece en la expresión‖T(x)‖ y la
norma de operadores correspondiente‖T‖. En adelante consideraremos siempreL(Rn,Rm)
como espacio normado con la norma de operadores asociada a las normas fijadas enRn y en
Rm.

Ejercicios propuestos

124. Prueba que la la igualdad3.2define una norma enL(Rn,Rm).

125. Prueba que para todox∈Rn se verifica que

‖T(x)‖ 6 ‖T‖‖x‖ (3.3)

126. Prueba que paraT∈L(Rn,Rm) se verifica la igualdad:

‖T‖= mı́n
{

M∈R+
o : ‖T(x)‖ 6 M‖x‖ ∀x∈Rn

}

(3.4)

127. Supongamos que enRn Rm y Rq tenemos fijadas normas y seanS∈L(Rm,Rq) y T ∈
L(Rn,Rm). Prueba la desigualdad

‖S◦T‖6 ‖S‖‖T‖ (3.5)

Todos los conceptos propios de espacios normados tienen perfecto sentido en el espacio
L(Rn,Rm). De hecho, como tal espacio es de dimensión finita en él son válidos los teoremas
1.22, 1.24, 1.25 y 1.28. Por supuesto, tiene perfecto sentido considerar la convergencia de
sucesiones enL(Rn,Rm).

Representaremos porGL(Rn) el conjunto de todas las aplicaciones lineales biyectivas (iso-
morfismos lineales) deRn enRn. Notaremos porL(Rn) el espacio vectorial de los operadores
lineales deRn enRn.

3.3 Proposición. SeaT∈L(Rn). Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T∈GL(Rn).

b) T es inyectivo.

c) T es sobreyectivo.

3.4 Proposición.

a) GL(Rn) es un conjunto abierto enL(Rn). Concretamente:
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Para todoT∈GL(Rn) se verifica que:
{

S∈L(Rn) : ‖T −S‖< 1
‖T−1‖

}

⊂ GL(Rn)

En particular, siI es la identidad enRn entonces B(I ,1)⊂ GL(Rn).

b) La aplicaciónT 7→ T−1 de GL(Rn) en GL(Rn) es continua.

Ejercicios propuestos

128. SeaT∈L(Rn,Rm). ¿Cuál es la derivada deT en un puntoa∈Rn?

129. Prueba que una función vectorial diferenciable en un puntoa es continua ena.

130. Prueba que un campo vectorial derivable en un dominio con derivada nula en todo punto
del mismo es constante.

131. Supongamos que{Sn} → S en el espacioL(Rm,Rq) y que {Tn} → T en el espacio
L(Rn,Rm). Prueba que{Sn◦Tn} → S◦T en el espacioL(Rn,Rq).

132. Seaa∈Rn y α : Rn →R la aplicación lineal dada porα(x) =
〈

a
∣

∣x
〉

. Calcula‖α‖ cuando
enRn se consideran las normas‖ ‖2, ‖ ‖1 y ‖ ‖∞.

133. SeaT : R2 → R2 la aplicación lineal de(R2,‖ ‖1) en sí mismo, cuya matriz en las bases

canónicas es

(

a b
c d

)

. Prueba que

‖T‖= máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|}

Si F es diferenciable ena, definiendo:

R(a,x) =
F(x)−F(a)−DF(a)(x−a)

‖x−a‖
La igualdad

ĺım
x→0

F(x)−F(a)−DF(a)(x−a)
‖x−a‖ = 0 (3.6)

puede escribirse de forma equivalente como:

F(x) = F(a)+DF(a)(x−a)+‖x−a‖R(a,x) con ĺım
x→a

R(a,x) = 0 (3.7)

3.5 Definición. Se dice que un campo vectorial es de claseCk (k∈N∪{∞}) en un abiertoΩ si
lo son sus campos escalares componentes.

3.6 Proposición. SeaF = ( f1, f2, . . . , fn) : Ω → Rm dondeΩ es un abierto enRn. Equivalen
las afirmaciones:

a) F es de claseC1 enΩ.

b) F es diferenciable enΩ y la aplicaciónx 7→ DF(x) deΩ enL(Rn,Rm) es continua.

Además, como consecuencia de lo visto en el ejercicio111, todo campo vectorial de clase
Ck también es de claseCq paraq6 k.
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3.1.2. Regla de la cadena. Derivadas parciales de funcionescompuestas

3.7 Teorema(Regla de la cadena). SeanG : A→ Rn y F : B→ Rm, donde A⊂ Rq y B⊂ Rn

son conjuntos abiertos yG(A) ⊂ B. Supongamos queG es diferenciable en un puntoa∈A y
queF es diferenciable en el puntoG(a)∈B. Entonces se verifica que la función compuesta
H = F◦G : A→Rm es diferenciable ena, y su diferencial viene dada como la composición de
las respectivas diferenciales:

DH(a) = DF(G(a))◦DG(a) (3.8)

Además, siF y G son de claseCk entoncesH también es de claseCk.

Observa queDG(a) : Rq → Rn y DF(G(a)) : Rn → Rm, por lo que la composición es una
aplicación lineal deRq aRm, como debe ser, puesH es una función vectorial deq variables y
m componentes.

La expresión de la igualdad (3.8) por medio de matrices jacobianas es:

JH(a) = JF(G(a)).JG(a) (3.9)

PoniendoH = (h1,h2, . . . ,hm), F = ( f1, f2, . . . , fm), G = (g1,g2, . . . ,gn); notando las variables
por x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn, y = (y1,y2, . . . ,yq)∈Rq, y escribiendob = G(a), tenemos que:

(

∂hi

∂y j
(a)
)

16i6m
16 j6q

=

(

∂ fi
∂xk

(b)
)

16i6m
16k6n

.

(

∂gk

∂y j
(a)
)

16k6n
16 j6q

b = G(a)

De donde se sigue:

∂hi

∂y j
(a) =

n

∑
k=1

∂ fi
∂xk

(b)
∂gk

∂y j
(a) b = G(a) (16 i 6 m, 16 j 6 q) (3.10)

Esta igualdad constituye laregla de la cadena para derivadas parcialesy es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a intentar facilitarte las cosas.

Primero, lo más frecuente es queF sea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior,F = f es un campo escalar, en cuyo casoh= f ◦G también es un campo escalar. La
igualdad (3.10) queda ahora:

∂h
∂y j

(a) =
n

∑
k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂gk

∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (3.11)

En esta igualdad se interpreta que la funciónG : A → B ⊂ Rn lo que hace es un“cambio de
variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “variables antiguas” de la función
f , esto es lasx= (x1,x2, . . . ,xn)∈B se han sustituido por “variable nuevas”y= (y1,y2, . . . ,yq)∈
A y la función f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando lugar a la funciónh. La
relación entre unas variables y otras viene dada por:

xk = gk(y1,y2, . . . ,yq), 16 k6 n (3.12)

De esta manera podemos interpretar la igualdad (3.11) en la forma siguiente:
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Para derivar la función nuevah, respecto a una nueva variabley j , se deriva la
función antiguaf respecto a cada una de sus variablesxk y se multiplica por la
derivada de cada una de ellasxk = gk(y1,y2, . . . ,yq) respecto a la variabley j .

Ya se ve que la situación está pidiendo que hagamos algunas simplificaciones que, además, son
las que se hacen siempre en la práctica porque, aunque son algo confusas, facilitan mucho los
cálculos.

Lo primero que se hace es identificar las funcionesgk que introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antiguasxk, es decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

xk = xk(y1,y2, . . . ,yq), 16 k6 n (3.13)

Con esta notación, la igualdad (3.11) queda como sigue.

∂h
∂y j

(a) =
n

∑
k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (3.14)

Observa el doble papel que desempeña a la derecha de esta igualdad la letraxk; cuando se
deriva respecto de ella representa una variable y cuando ella se deriva respecto de una variable
nueva representa una función.

La igualdad (3.14) ya es bastante fácil de recordar pero todavía se siguen haciendo en la
práctica, sobre en todo en los textos de Física que suelen usar notaciones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). A saber: no se distingue entre la función
f y la funciónh porque, como suele decirse en esos textos aludidos, son“la misma función
expresada en distintas variables”. Haciendo la identificación def conh nos queda lo siguiente.

∂ f
∂y j

(a) =
n

∑
k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (3.15)

Aquí la letra f desempeña un doble papel: a la izquierda es la función compuesta y a la derecha
es la función dada en sus variable iniciales.

Todavía suele darse un pasito más que consiste en representar la función f con una letra
que suele usarse para representar variables; a saber, la letra z. Esto es frecuente también en
textos de Física. Vamos a hacerlo así.

∂z
∂y j

(a) =
n

∑
k=1

∂z
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (16 j 6 q) (3.16)

Todavía hay algo que podemos simplificar. Habrás observado que siempre indico la relación
que hay entre los puntosb y a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber dónde se evalúan las derivadas parciales de cada función. Pues bien, eso no se indica
jamásen textos de Física. Nunca se indica en dónde se evalúan las derivadas parciales. Así que
vamos a suprimirlo.

∂z
∂y j

=
n

∑
k=1

∂z
∂xk

∂xk

∂y j
(16 j 6 q) (3.17)
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Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber reconoceren ella la igualdad de partida. Y no
olvides la forma en que se evalúa esta igualdad. Lo vuelvo a poner.

∂z
∂y j

(y) =
n

∑
k=1

∂z
∂xk

(G(y))
∂xk

∂y j
(y) (16 j 6 q) (3.18)

Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respectoa una variableyk se derivaría como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadas y para derivar un producto se

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importante y esque la función
∂z
∂xk

(G(y)) vuelve

a ser la función compuesta del campo escalar
∂z
∂xk

con la funciónG. Por tanto, para derivarla,

hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado para derivar zcomo función compuesta
y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso que el cálculo de derivadas parciales de
segundo orden en funciones compuestas suele ser bastante engorroso y es fácil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

3.8 Ejemplo. Vamos a calcular
∂z
∂x

siendoz= u2+v5+3uvdondeu= x2+y2, v= sen(xy).

Así es como suelen enunciarse estos ejercicios y debes entender bien el enunciado. Nos
están dando una función de las variables(u,v) a la que llamanz. Esto es la letraz representa
una función, a saber,z= u2 + v5 + 3uv. Nos están dando uncambio de variablespor medio

de las igualdadesu = x2 + y2, v= sen(xy). Y nos piden calcular
∂z
∂x

. Esto último ya nos dice

claramente que debemos verz como función dex e y, es decir, la letraz en
∂z
∂x

es la función

que nos dandespués de sustituir en ella las nuevas variables, o sea, la función compuesta de
z= u2+v5+3uvconG(x,y) = (x2+y2,sen(xy)).

Sabemos que

∂z
∂x

=
∂z
∂u

∂u
∂x

+
∂z
∂v

∂v
∂x

= (2u+3v)2x+(5v4+3u)ycos(xy)

Si lo dejamos así escrito parece que
∂z
∂x

depende de 4 variables. Pero no es así porque en la

igualdad anterior las variables sonx e y (las nuevas variables) mientras queu y v (las antiguas
variables) vienen dadas poru= x2+ y2, v= sen(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitución,
con lo que resulta

∂z
∂x

= (2(x2+y2)+3sen(xy))2x+(5sen4(xy)+3x2+y2)ycos(xy)

que nos da el valor de la derivada parcial de la función compuesta en un punto(x,y). En este
caso es muy sencillo calcular la función compuesta. Hazlo y comprueba el resultado obtenido.

�

Ejercicios propuestos

Consideremos una función de dos variablesx ey, z= z(x,y), y supongamos que expresa-
mosx ey en función de nuevas variablesu y v, lo que indicamos en la formax= x(u,v),
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y= y(u,v). De esta forma la funciónz es función (función compuesta) de las “variables
libres” u y v, a través de las “variables dependientes”x e y. Se trata de calcular las de-
rivadas parciales dez respecto de las nuevas variablesu y v. La regla para hacerlo es la
siguiente: para derivar una función

z= z(x,y), x= x(u,v), y= y(u,v)

respecto de una nueva variable, se derivaz respecto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variable respecto de la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbólicamente

∂z
∂u

=
∂z
∂x

∂x
∂u

+
∂z
∂y

∂y
∂u

En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, como estamos derivando res-
pecto au, la letraz representa a la función compuestaz= z(x(u,v),y(u,v)) y la derivada
está calculada en un punto(u,v). En la parte derecha de la igualdad la letraz represen-
ta la función dadaz= z(x,y) y las letrasx e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respecto de u). Debe entenderse que
cuando se sustituye un valor de(u,v) en la igualdad los valores dex ey deben sustituirse
por x= x(u,v), y= y(u,v).

135. Sea z= cos(xy) + ey−1 cosx donde x = u2 + v, y = u− v2. Calcula
∂z
∂u

en el punto

(u,v) = (1,1).

136. Seau= (x+y)4+y2(z+x)3 donde x= rse−t , y= rslog(1+ t2), z= r2scost. Calcula
∂u
∂s

cuandor = 2, s= 1, t = 0.

137. Seaz= f (x,y), y pongamosx= u2+v2, y= u/v. Calcula las derivadas parciales de dez
respecto de las nuevas variablesu y v en función de las derivadas parciales dez respecto
dex ey.

138. Seau= x4y+y2z3+ϕ(x/y), donde










x= 1+ rset

y= rs2 e−t

z= r2ssent

Calcula
∂u
∂s

cuandor = 2, s= 1, t = 0, sabiendo queϕ ′(3/2) =−1.

139. Seaz= f (x,y) dondex= s4+r4, y= 2r s2. Calcula
∂z
∂x

(2,2) y
∂z
∂y

(2,2). Siendo
∂z
∂r

(1,1)=

−2 y
∂z
∂s
(1,1) = 3.

140. Prueba que la funciónF(x,y) = f ( y
x2−y2 ), dondef es una función real derivable, verifica

la igualdad

(x2+y2)
∂F
∂x

+2xy
∂F
∂y

= 0
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141. Prueba que la funciónF(u,v) = f (uv,(u2 − v2)/2), donde f : R2 → R es una función
diferenciable, verifica la igualdad

(u2+v2)

[

(

∂ f
∂x

)2

+

(

∂ f
∂y

)2
]

=

(

∂F
∂u

)2

+

(

∂F
∂v

)2

142. Seaz= f (x,y), dondex= ρcosϑ, y= ρsenϑ. Calcula∂z/∂ρ y ∂z/∂ϑ y prueba que

(

∂z
∂x

)2

+

(

∂z
∂y

)2

=

(

∂z
∂ρ

)2

+
1
ρ2

(

∂z
∂ϑ

)2

143. Seag(s, t) = f (s2− t2, t2−s2). Prueba la igualdadt
∂g
∂s

+s
∂g
∂t

= 0.

144. Seau= f (x,y) dondex= escost, y= essent. Justifica que

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = e−2s

(

∂2u
∂s2 +

∂2u
∂t2

)

145. Seaz= f (x,y), dondex= ρcosϑ, y= ρsenϑ. Prueba que

∂2z
∂x2 +

∂2z
∂y2 =

∂2z
∂ρ2 +

1
ρ2

∂2z
∂ϑ2 +

1
ρ

∂z
∂ρ

146. Seaz= f (x,y) dondex= x(u,v), y= y(u,v). Prueba que

∂2z
∂u2 =

∂2z
∂x2

(

∂x
∂u

)2

+2
∂2z

∂x∂y
∂x
∂u

∂y
∂u

+
∂2z
∂y2

(

∂y
∂u

)2

+
∂z
∂x

∂2x
∂u2 +

∂z
∂y

∂2y
∂u2

E indica la forma en que se evalúan estas funciones.

147. Seah(x,y) = f (u,v) donde f es de claseC2 y u = u(x,y), v= v(x,y) son funciones de

claseC2 verificando que
∂u
∂x

=
∂v
∂y

y
∂u
∂y

=−∂v
∂x

. Prueba que:

∂2h
∂x2 +

∂2h
∂y2 =

(

(

∂u
∂x

)2

+

(

∂v
∂x

)2
)

(

∂2f
∂u2 +

∂2f
∂v2

)

148. Sean las funcionesf (x,y,z) = (ex+y2,λez+y), g(u,v) = logu+v2 para(u,v)∈R+×R.
¿Qué valor debe tenerλ para que la derivada direccional máxima deg◦ f en(0,0,0) sea
igual a 1?

149. SeaF : Ω → Rn un campo vectorial diferenciable e inyectivo en un abiertoΩ ⊂ Rn. Sea
W = F(Ω) y supongamos queW es abierto yF−1 es diferenciable enW. Paray∈W
expresaDF−1(y) en función de la derivada deF.
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3.1.3. Teorema del valor medio para campos vectoriales

En el teorema2.11 vimos una generalización del teorema del valor medio para campos
escalares que se expresaba por la igualdad:

f (b)− f (a) =
〈

∇ f (c)
∣

∣b−a
〉

(3.19)

No existe una generalización del mismo tipo para funciones vectoriales. Por ejemplo, seaγ(t) =
(cost,sent). Tenemos queγ ′(t) = (−sent,cost) es un vector unitario y, comoγ(2π)− γ(0) =
(0,0), no existe ningúnt ∈R que verifique la igualdadγ(2π)− γ(0) = γ ′(t)2π, es decirno
podemos expresar el incremento de la función igual al valor de la derivada en un punto inter-
medio por el incremente de la variable. Lo que se generaliza para funciones vectoriales no es
una igualdad análoga a (3.19) sino unadesigualdad: si tomamos valores absolutos en (3.19)
obtenemos:

| f (b)− f (a)|6 ‖∇ f (c)‖2‖b−a‖2 (3.20)

Es esta desigualdad la que se generaliza para campos vectoriales con independencia, además,
de las normas que se usen. Recuerda que la principal utilidaddel teorema del valor medio es
que permite acotar el incremento de una función por el incremento de la variable cuando se
conoce una cota de la derivada, por ello nada se pierde con la generalización que vamos a
obtener.

3.9 Lema. Consideremos enRn la norma euclídea. Dado un vectoru 6= 0 hay una aplicación
lineal ϕ : Rn → R que verifica queϕ(u) = ‖u‖2 y ‖ϕ‖= 1.

Demostración. Basta definirϕ : Rn → R por

ϕ(x) =
〈

u
‖u‖2

∣

∣x
〉

.

2
3.10 Teorema(Del valor medio para funciones vectoriales). SeaF : Ω → Rm una función
vectorial diferenciable en un abiertoΩ ⊂ Rn. Consideraremos enRn y enRm las normas
euclídeas. Supongamos que[a,b] ⊂ Ω y que‖DF(c)‖ 6 M para todoc ∈ [a,b]. Entonces se
verifica que

‖F(b)−F(a)‖2 6 M‖b−a‖2 (3.21)

Demostración. Si F(b)−F(a) = 0 nada hay que probar. Supondremos queF(b)−F(a) 6= 0.
Por el lema anterior sabemos que hay una aplicación linealϕ : Rm → R que verifica‖ϕ‖ = 1
y ϕ
(

F(b)−F(a)
)

= ‖F(b)−F(a)‖2. La aplicaciónh = ϕ ◦F : Ω → R es un campo escalar
diferenciable enΩ al que podemos aplicar el teorema2.11para obtener que existec∈ [a,b] tal
que

h(b)−h(a) =
〈

∇h(c)
∣

∣b−a
〉

= D(ϕ◦F)(c)
(

b−a
)

= ϕ◦DF(c)(b−a)

Tomando normas deducimos que

‖F(b)−F(a)‖2 6 M‖b−a‖2.

2
3.11 Corolario. Un campo vectorial derivable en un dominio con derivada nulaen todo punto
del mismo es constante.
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3.2. Teorema de la función inversa

Un resultado que debes conocer de primer curso es el siguiente:

Teorema de inversión global para funciones reales.Si f : I → R es una función derivable
en un intervalo I cuya derivada no se anula en ningún punto de I, entonces f es una biyección
de I sobre el intervalo J= f (I), y su inversa g= f−1 : J → R es derivable en J siendo

g′(y) =
1

f ′( f−1(y))
∀y∈J

Recuerda que sif es una función real de una variable real derivable en un puntoa, la
aplicación derivada def ena es la aplicación lineal deR enR dada port 7→ f ′(a)t. Que dicha
aplicación lineal sea invertible equivale a quef ′(a) 6= 0.

También debes saber que siT∈L(Rn), las matrices que representan aT en distintas bases
deRn tienen el mismo determinante, dicho determinante se llama el determinante de la apli-
cación linealT y lo representaremos por det(T). La aplicación linealT es invertible equivale a
que det(T) 6= 0.

Si F : Ω → Rn es un campo vectorial definido en un abiertoΩ ⊂ Rn y diferenciable en
un puntoa∈Ω, el determinante de la derivada, det(DF(a)), se llama eljacobiano deF ena.
Teniendo en cuenta lo antes dicho, el determinante jacobiano deF ena es el determinante de
la matriz jacobianaJF(a). La derivadaDF(a) es invertible si, y sólo si, det(JF(a)) 6= 0.

Pues bien, es fácil dar ejemplos de campos vectoriales de másde una variable que son dife-
renciables y cuya derivada en todo punto es invertible pero ellos no lo son. Es decir, el anterior
teorema de inversión global para funciones reales de una variable real no puede generalizarse
literalmente para campos vectoriales diferenciables de varias variables.

3.12 Ejemplo. El campo vectorial deR2 enR2 dado porF(x,y) = (excosy,exseny) es, evi-
dentemente, diferenciable (es de claseC∞) enR2. Su matriz jacobiana en un punto(x,y) es

JF(x,y) =

(

excosy −exseny
exseny excosy

)

cuyo determinante es igual a e2x > 0. Sin embargo, dicho campo no es inyectivo enR2 pues
F(x,y+2π) = F(x,y), por lo que la funciónF no tiene inversa. Observa, sin embargo, que la
funciónF es inyectiva enR×]0,2π[. �

Una versión local del teorema de inversión global es la siguiente.

Teorema de inversión local para funciones reales.Si f : I → R es una función derivable en
un intervalo abierto I cuya derivada no se anula en un punto a∈I y es continua en dicho punto.
Entonces hay un intervalo abierto H⊂ I tal que a∈H, la restricción de f a H es una biyección
de H sobre el intervalo J= f (H), y su inversa g= f−1 : J → R es derivable en J siendo

g′(y) =
1

f ′( f−1(y))
∀y∈J
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Como vamos a ver, este teorema de inversión local sí puede generalizarse para campos vecto-
riales.

Sea, pues,F = ( f1, f2, . . . , fn) : Ω → Rn un campo vectorial diferenciable en un abierto
Ω ⊂Rn. Queremos dar condiciones que garanticen que para caday = (y1,y2, . . . ,yn)∈F(Ω) el
sistema de ecuaciones:

f1(x1,x2, . . . ,xn) = y1

f2(x1,x2, . . . ,xn) = y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.22)

fn(x1,x2, . . . ,xn) = yn

tiene solución única enx = (x1,x2, . . . ,xn)∈Ω. Dicho de otra forma, queremos saber si dicho
sistema permite “despejar”x1,x2, . . . ,xn en función dey = (y1,y2, . . . ,yn). Además, queremos
que las soluciones sean funciones diferenciables dey. Así planteado, la pregunta que nos esta-
mos haciendo es siF es inyectiva enΩ. Acabamos de ver con un ejemplo que en general esto
no es así: los campos vectoriales no suelen ser funciones inyectivas en dominios muy grandes.
Además, las herramientas que vamos a usar proporcionan información sobre el comportamien-
to local de la función. Por eso, lo primero que hacemos eslocalizar el problema. Dadoa∈Ω,
nos preguntamos si hay conjuntos abiertosU ⊂ Ω y V ⊂Rn cona∈U tales que para todoy∈V
las ecuaciones3.22tienen solución únicax∈U .

Naturalmente, las funcionesf j pueden ser de muy variada naturaleza y sería una ingenuidad
suponer que hay algún tipo de algoritmo que permita resolverdicho sistema. Hay un caso en
que sí sabemos resolverlo: cuando las ecuaciones son lineales. Pues bien, en situaciones como
ésta lo que se hace eslinealizar el problema, es decir, sustituimos la funciónF por su derivada
y trasladamos el problema a dicha aplicación derivada, con lo cual hemos convertido nuestro
problema inicial en un problema de álgebra lineal mucho más simple. En nuestro caso, la
linealización del problema conduce al sistema de ecuaciones linealesDF(a)(x) = y:

D1 f1(a)x1+D2 f1(a)x2+ · · ·+Dn f1(a)xn = y1

D1 f2(a)x1+D2 f2(a)x2+ · · ·+Dn f2(a)xn = y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

D1 fn(a)x1+D2 fn(a)x2+ · · ·+Dn fn(a)xn = yn

Para caday∈Rn dicho sistema tiene solución única enx si, y sólo si, el determinante jacobiano
det(JF(a)) 6= 0.

Un entorno abierto de un punto es un conjunto abierto que contiene a dicho punto.

3.13 Teorema(de la función inversa). SeaF = ( f1, f2, . . . , fn) : Ω → Rn un campo vectorial
de claseC1 en un abiertoΩ ⊂Rn. Seaa∈Ω y supongamos quedet(JF(a)) 6= 0. Entonces existe
un entorno abierto dea, U ⊂ Ω, tal queF(U) =V es abierto,F es una biyección de U sobre
V , la biyección inversaG : V →U ⊂ Rn es de claseC1 en V y para todoy∈V es

DG(y) =
(

DF(x)
)−1

dondex = G(y) (3.23)

Si F es de claseCk enΩ entoncesG es de claseCk en V.
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Demostración. Supondremos fijada la norma euclídea enRn. PongamosL = DF(a). Por hi-
pótesis, la aplicaciónDF : Ω → L(Rn) es continua. En particular, dicha aplicación es continua
ena∈Ω. Por tanto, exister > 0 tal queB(a, r) ⊂ Ω y para todoz∈B(a, r) se verifica que:

‖DF(z)−DF(a)‖6 1
2‖L−1‖ (3.24)

Aplicamos ahora el teorema del valor medio al campo vectorial x 7→ F(x)−DF(a)(x), cuya
derivada en un puntoz∈Ω esDF(z)−DF(a), para obtener que para todosx,y∈B(a, r) se
verifica que

‖F(x)−F(y)−DF(a)
(

x−y
)

‖2 6
1

2‖L−1‖‖x−y‖2

Deducimos que

‖L
(

x−y
)

‖2−‖F(x)−F(y)‖2 6
1

2‖L−1‖‖x−y‖2.

Y teniendo en cuenta que
1

‖L−1‖‖x−y‖2 6 ‖L
(

x−y
)

‖2, obtenemos

‖F(x)−F(y)‖2 >
1

2‖L−1‖‖x−y‖2 ∀x,y∈B(a, r) (3.25)

lo que implica queF es inyectiva enU = B(a, r).

Observa también que, en virtud de la proposición3.4 la desigualdad3.24 implica que la
aplicación linealDF(z) es inversible para todoz∈U y, por tanto, su determinante jacobiano no
es nulo.

Seguidamente probaremos que la imagen porF de todo conjunto abierto contenido enU es
un conjunto abierto enRn.

SeanW ⊂U un abierto yv∈F(W). Seac∈W tal queF(c) = v. Tomemoss> 0 tal que la
bolaeuclídeacerradaB(c,s)⊂W. Sea∆=Fr(B(c,s)) = {x∈Rn : ‖x−c‖2 = s}. La aplicación
h : ∆ →R dada porh(x) = ‖F(x)−v‖2 verifica queh(x)> 0 para todox∈∆ y es continua. Por
compacidad,h alcanza un mínimo absoluto en un puntox0∈∆. Seam= h(x0)> 0. Probaremos
queB(v,m/2) ⊂ F(B(c,s)) donde las bolas son bolas euclídeas.

Seay∈B(v,m/2) fijo en lo que sigue. Definimos la funcióng : B(c,s) → R por g(x) =
‖F(x)− y‖2. Dicha aplicación es continua y, por compacidad, alcanza sumínimo absoluto en
un puntoz∈B(c,s). Comog(c) = ‖v− y‖2 < m/2, tenemos queg(z) < m/2. Parax∈∆ se
verifica que:

g(x) = ‖F(x)−y‖2 > ‖F(x)−v‖2−‖v−y‖2 > m− m
2
=

m
2

Luegog(x) no es el mínimo deg, es decir,x 6= z. Por tantoz∈B(c,s).

Comog es una función que toma valores positivos, es claro queg2 alcanza su mínimo en
z. Como

g2(x) = ‖F(x)−y‖2
2 =

n

∑
i=1

( fi(x)−yi)
2
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es una función diferenciable dicho punto debe ser un punto crítico deg2. Deducimos que:

D jg
2(z) = 2

n

∑
i=1

D j fi(z)( fi(z)−yi) = 0 16 j 6 n

Igualdades que podemos expresar matricialmente como:
(

JF(z)
)t
.(F(z)−y)t = 0

Como det(JF(z)) 6= 0, concluimos que debe serF(z) = y. Como y es cualquier punto en
B(v,m/2) y z∈B(c,s), hemos probado queF(B(c,s))⊃B(v,m/2) lo que implica queB(v,m/2)⊂
F(W). Por tantoF(W) es un conjunto abierto.

En particularV = F(U) es un conjunto abierto. La aplicaciónF es una biyección deU
sobreV. SeaG : V →U ⊂ Rn la biyección inversa definida por:

G(F(x)) = x ∀x∈U, F(G(y)) = y ∀y∈V

La desigualdad3.25nos dice ahora que:

‖G(u)−G(v)‖2 6 2‖L−1‖‖u−v‖2 ∀u,v∈V (3.26)

lo que implica queG es continua enV.

Probaremos queG es diferenciable enV. Seav∈V y c= G(v)∈U . PongamosT = DF(c)
y S= T−1. La funciónϕ : Ω → R definida porϕ(c) = 0, y parax∈U , x 6= c, por la igualdad:

‖F(x)−F(c)−T(x−c)‖= ϕ(x)‖x−c‖ (3.27)

es continua enc porqueF es diferenciable enc. Pongamosu = F(x)∈V dondex∈U , con lo
queG(u) = x. Tenemos:

‖G(u)−G(v)−S(u−v)‖2 = ‖S
(

u−v−T(G(u)−G(v))
)

‖2 6

6 ‖S‖‖u−v−T(G(u)−G(v))‖2 = por (3.27) =

= ‖S‖ϕ(G(u))‖G(u)−G(v)‖2 6 por (3.26) 6

6 ‖S‖ϕ(G(u))2‖L−1‖‖u−v‖2

Como, ĺım
u→v

ϕ(G(u)) = ϕ(c) = 0, deducimos queG es diferenciable env y su derivada viene

dada porDG(v) = (DF(c))−1.

Como esto es válido para todov∈V hemos probado queG es diferenciable enV y para
todo puntoy∈V es:

DG(y) = (DF(G(y)))−1 ∀y∈V (3.28)

Como la aplicacióny 7→ G(y) deV enU ⊂ Rn es continua, la aplicaciónx 7→ DF(x) deU en
GL(Rn) es continua y la aplicaciónT 7→ T−1 deGL(Rn) enL(Rn) es continua, deducimos que
la aplicacióny 7→ DG(y) deV enL(Rn) es continua enV, es decirG es de claseC1 enV.

Finalmente, probaremos que siF es de claseCk también lo esG. Acabamos de ver que esto
es cierto parak = 1. Supongamos que es cierto parak y veamos que en tal caso también lo es
parak+1. SeaF = ( f1, f2, . . . , fn) de claseCk+1. Eso quiere decir que los campos escalares
componentes deF, esto es las funcionesfi, tienen derivadas parciales continuas de ordenk+1
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y, por tanto, las funcionesD j fi tienen derivadas parciales continuas de ordenk. Teniendo en
cuenta la igualdad (3.28) y la regla de Cramer para calcular la inversa de una matriz cuadrada,
deducimos que las funcionesD jgi (dondegi , 16 i 6 n, son los campos escalares componentes
de G) son funciones racionales de las funcionesD j fi ◦G cuyo denominador es siempre el
determinante deJF(G(y)) que sabemos no se anula paray∈V. Como, por la hipótesis de
inducción,G es de claseCk, las funcionesD j fi ◦G son también de claseCk y, siendo las
funciones racionales de claseC∞, concluimos, por la regla de la cadena, que las funcionesD jgi

son de claseCk enV, es decirG es de claseCk+1 enV. 2

Se dice que una aplicación entre espacios métricos es unaaplicación abierta si la imagen
por dicha aplicación de cualquier abierto es un abierto.

SeanU , V abiertos enRn. Un difeomorfismo deU sobreV es una biyección deU sobreV
que es diferenciable enU y cuya inversa es diferenciable enV. Si ambas aplicaciones son de
claseCk se dice que el difeomorfismo es de claseCk.

SeaF : Ω → Rn un campo vectorial diferenciable en un abiertoΩ ⊂ Rn. Se dice queF es
undifeomorfismo localenΩ si para todo puntox∈Ω hay un entorno abiertoUx ⊂ Ω de dicho
punto tal queF(Ux) =Vx es un abierto yF es un difeomorfismo deUx sobreVx.

3.14 Corolario. SeaF : Ω → Rn un campo vectorial de claseCk en un abiertoΩ ⊂ Rn y
supongamos quedetJF(x) 6= 0 para todox∈Ω. EntoncesF es un difeomorfismo local de clase
Ck enΩ y es una aplicación abierta.

Si, además,F es inyectivo enΩ entonces es un difeomorfismo de claseCk deΩ sobreF(Ω).

Un difeomorfismoF de un abiertoU ⊂ Rn sobre un abiertoV ⊂ Rn suele interpretarse
como una función que define nuevas coordenadas enV; de hecho, a veces se llama a los di-
feomorfismoscambios de variableso cambios de coordenadas: las coordenadas segúnF de un
puntoy∈V son las coordenadas cartesianas del puntox∈U tal queF(x) = y.

3.15 Ejemplo (Coordenadas polares en el plano). El campo vectorialF : R+×]− π,π[→ R2

dado porF(ρ,ϑ) = (ρcosϑ,ρsenϑ), es inyectivo enΩ =R+×]−π,π[. ComoF es de claseC1

(es, de hecho, de claseC∞) y detJF(ρ,ϑ) = ρ > 0, concluimos queF es un difeomorfismo de
claseC1 de Ω sobreF(Ω) = R2\{(x,0) : x6 0}. Dado(x,y)∈F(Ω) el par(ρ,ϑ)∈Ω tal que
F(ρ,ϑ) = (x,y) son lascoordenadas polaresde(x,y). �

Una consecuencia interesante del teorema de la función inversa es la siguiente.

3.16 Proposición.SeaF : Ω→Rm una función de claseC1 en un abiertoΩ⊂Rn. Supongamos
que la derivada deF en todo punto deΩ es sobreyectiva. EntoncesF es una aplicación abierta.

Demostración. Seana∈Ω y {e1,e2, . . . ,em} la base canónica deRm. ComoDF(a) : Rn → Rm

es sobreyectiva, existen vectoresui ∈Rn tales queDF(a)(ui) = ei , 16 i 6 m. DefinamosS :
Rm → Rn por:

S

(

m

∑
i=1

λiei

)

=
m

∑
i=1

λiui

Claramente,Ses lineal yDF(a)◦S(ei) = ei , 16 i 6 m. Por tantoDF(a)◦S= IRm (la identidad
enRm). DefinamosSa = τa◦S dondeτa : Rn → Rn es la traslación de vectora: τa(x) = a+x
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para todox∈Rn. Comoa= Sa(0)∈Ω, el conjuntoWa = S−1
a (Ω) es un entorno abierto de0 en

Rm.

Podemos aplicar ahora el teorema de la función inversa a la funciónGa : Wa →Rm definida
por Ga(x) = F ◦Sa(x) para todox∈Wa. ClaramenteGa es de claseC1 enWa y DGa(0) =
DF(a) ◦S= IRm. Obtenemos así que hay un entorno abiertoVa ⊂ Wa de 0 tal queGa es un
difeomorfismo deVa sobre el abiertoGa(Va).

SeaU ⊂ Ω un conjunto abierto y seaa∈U . El conjuntoUa = S−1
a (U)∩Va es un entorno

abierto de0 contenido enVa, por lo queGa
(

Ua) es abierto yGa(0) = F(a)∈Ga
(

Ua). Como:

Ga
(

Ua)⊂ Ga
(

S−1
a (U)

)

= (F◦Sa)
(

S−1
a (U)

)

= F
(

Sa
(

S−1
a (U)

))

⊂ F(U)

Se sigue queF(a) es un punto interior deF(U). Luego todos los puntos deF(U) son interiores
y F(U) es abierto. 2

3.3. Teorema de la función implícita

Seaf (x,y) una función de dos variables con derivadas parciales de primer orden continuas
y consideremos la ecuaciónf (x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuación representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad pueden representar algo más general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que consideresla ecuación

f (x,y) = (x2+y2−1)(2(x−1)2+3(y−2)2−1)(y−x2) = 0

la función f se anula en los puntos de la circunferenciax2 + y2 = 1, de la parábolay = x2 y
de la elipse 2(x−1)2 +3(y−2)2 = 1. Por tanto la ecuaciónf (x,y) = 0 representa la unión de
todas esas curvas.

Figura 3.1. Conjunto dado porf (x,y) = 0

Ese conjunto (ver figura (3.1)) no es exactamente una curva perolocalmentese parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamos unpunto(a,b) tal que f (a,b) = 0
entonces hay una bola abiertaB((a,b), r) tal que el corte de dicha bola con el conjunto de
puntosM = {(x,y) : f (x,y) = 0} es una curva. De hecho, no es cierto que la condición anterior
se verifique para todos los puntos(a,b) tales quef (a,b) = 0. Dicha condición falla en los
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puntos donde se cortan dos de las curvas cuya unión formaM, pues es claro que en dichos
puntos el conjuntoM no parece localmente una curva. Pues bien, en dichos puntos se anula el
vector gradiente def y en ellos la recta tangente no está definida. Este ejemplo te ayudará a
entender lo que sigue.

Volvamos al caso general de una función de dos variablesf (x,y) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecuaciónf (x,y) = 0 desde otro punto de
vista. Intuitivamente,una ecuación esuna condición que debe ligar auna de las variables,
es decir, que si en la igualdadf (x,y) = 0 se fija un valor dex entonces el valor dey queda
determinado de manera única por dicho valor dex. A veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

f (x,y) = y3+yex+senx

Fijado un valor dex la ecuaciónf (x,y) = 0 es un polinomio de tercer grado eny que tiene una
única solución real pues su derivada respecto dey es 3y2+ex que no se anula. Es decir, en este
caso es cierto que la igualdad

y3+yex+senx= 0 (3.29)

define de manera única ay como función dex, en el sentido de que fijado un valor dex, hay
un únicoy = ϕ(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funciónϕ(x) está definida por la
condición:

ϕ(x)3+ϕ(x)ex+senx= 0 (3.30)

Se dice que la funciónϕ está implícitamente definidapor la igualdad (3.29). Puedes calcular
conwxMaximael valor de dicha función y comprobarás que es bastante complicada. El hecho
es que la mejor forma de trabajar con la funciónϕ es la igualdad (3.30) que la define. Por
ejemplo, si queremos calcular la derivada deϕ en un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

3ϕ ′(x)ϕ(x)2 +ϕ ′(x)ex+ϕ(x)ex+cosx= 0

lo que permite calcularϕ ′(x) en función deϕ(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la formaf (x,y) = 0 permita despejar una
variable en función de la otra. Para convencerte, considerael primer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla comox2+y2−1= 0 permite despejar una variable como
función de la otra pues es claro que para cada valor que fijemosde una variable (comprendido
entre -1 y 1) haydosposibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos considerado. Pongamos

Γ =
{

(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0
}

Si la igualdad f (x,y) = 0 permitiera despejary en función dex, es decir, definiera una función
y= ϕ(x) por la condición

f (x,y) = 0⇐⇒ y= ϕ(x)

entonces se tendría que (llamandoI al intervalo donde está definidaϕ)

Γ =
{

(x,y)∈R2 : f (x,y) = 0
}

= {(x,ϕ(x)) : x∈ I}
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es decir, el conjuntoΓ sería la gráfica deϕ, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjuntoΓ puede ser una “curva” mucho más general que la
gráfica de una función. Pero incluso en este caso, dicha “curva” eslocalmente, excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una gráfica de una función.

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al caso de una función de tres variables
f (x,y,z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuaciónf (x,y,z) = 0. La pregunta
ahora es si fijados un valor dex y otro dey queda determinado de manera única un valor de
z= ϕ(x,y) que verifica dicha ecuación. En caso afirmativo tendríamos que la superficie de
ecuaciónf (x,y,z) = 0 coincidiría con la gráfica deϕ. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoría de las “superficies” no son gráficasde funciones.

Consideremos ahora el caso general en que tenemos una función vectorialF : Ω → Rm de
claseC1 definida en un abiertoΩ ⊂ Rn+m. Estamos interesados en estudiar el conjunto donde
se anulaF, es decir, el conjuntoM = {x∈Ω : F(x) = 0}. Dicho conjunto está determinado por
el sistema demecuaciones:

f1(x1,x2, . . . ,xn,xn+1, . . . ,xn+m) = 0

f2(x1,x2, . . . ,xn,xn+1, . . . ,xn+m) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.31)

fm(x1,x2, . . . ,xn, ,xn+1, . . . ,xn+m) = 0

En Mecánica estas ecuaciones se interpretan como “ligaduras” que deben satisfacer las varia-
bles. Tenemos en totalm ligaduras que, intuitivamente, deben “atar” am de las variables en el
sentido de que el valor de las mismas quede determinado por elvalor de las otrasn. Por co-
modidad, consideremos las últimasm variables. La pregunta que nos hacemos es si el sistema
de ecuaciones (3.31) permite “despejar”(xn+1,xn+2, . . . ,xn+m) en función de(x1,x2, . . . ,xn).
Para responder a esta pregunta lo primero que hacemos, siguiendo una estrategia ya cono-
cida, es localizar el problema. La siguiente notación es cómoda: six = (x1,x2, . . . ,xn)∈Rn

y y = (y1,y2, . . . ,ym)∈Rm, pondremos(x,y) = (x1,x2, . . . ,xn,y1,y2, . . . ,ym)∈Rn+m, es decir,
identificamosRn+m con Rn ×Rm. Supongamos que(a,b)∈Ω satisface el sistema de ecua-
ciones (3.31), es decirF(a,b) = 0. Nos preguntamos si hay entornos abiertos,A⊂ Rn dea y
B⊂Rm deb, tales que para todox∈A existe un únicoy∈B tal que(x,y) sea solución de (3.31).
Cuando esto es así, existe una funciónϕ : A→ B que a cadax∈A hace corresponder el único
y∈B que verifica que es solución de (3.31), es decir,F(x,ϕ(x)) = 0. En tal caso, también se
tiene queM∩ (A×B) = {(x,ϕ(x)) : x∈A}, es decir, el conjuntoM∩ (A×B) es la gráfica de la
funciónϕ.

El siguiente paso es linealizar el problema, esto es, sustituir la funciónF por su derivada en
(a,b) y trasladar el problema que nos ocupa a dicha derivada. El sistema de ecuaciones lineales
que resulta escrito en forma matricial es:

JF(a,b).(x,y)t = 0

Se trata de un sistema demecuaciones lineales conn+m incógnitas y lo que queremos saber es
si dicho sistema permite despejary en función dex. La respuesta es conocida: basta exigir que
el determinante de las últimasmcolumnas de la matrizJF(a,b) sea distinto de cero. Llamando
J1 la matriz de las primerasn columnas deJF(a,b) y J2 a la matriz de las últimasm columnas
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tenemos que:

JF(a,b).(x,y)t = J1.xt +J2.yt = 0⇐⇒ yt =−(J−1
2 .J1).xt

Después de lo que antecede, el teorema que sigue es lo que se espera.

3.17 Teorema(de la función implícita). SeaF = ( f1, f2, . . . , fm) : Ω → Rm una función de
claseC1 definida en un abiertoΩ ⊂ Rn+m. Sea(a,b)∈Ω tal queF(a,b) = 0 y

det
(

Dn+ j fi(a,b)
)

16i6m
16 j6m

6= 0

Entonces existen un entorno abierto W⊂ Ω de(a,b), un entorno abierto U dea y una función
ϕ : U → Rm de claseC1 tales que:

{(x,y)∈W : F(x,y) = 0}= {(x,ϕ(x)) : x∈U}

Además, para todox∈U se verifica que

det
(

Dn+ j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6m

6= 0

y

Jϕ(x) =−
(

(

Dn+ j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6m

)−1

.

(

D j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6n

Si F es de claseCk entoncesϕ es de claseCk.

Demostración. Definimos el campo vectorialH : Ω → Rn+m por:

H(x,y) = (x,F(x,y)) ∀(x,y)∈Ω.

H es de claseC1 y su matriz jacobiana en(x,y)∈Ω viene dada por:

JH(x,y) =

















In×n 0n×m

D1 f1(x,y) . . . Dn f1(x,y) Dn+1 f1(x,y) . . . Dn+m f1(x,y)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1 fm(x,y) . . . Dn fm(x,y) Dn+1 fm(x,y) . . . Dn+m fm(x,y)

















Tenemos que:
detJH(x,y) = det

(

Dn+ j fi(x,y)
)

16i6m
16 j6m

Por lo que detJH(a,b) 6= 0. Podemos aplicar el teorema de la función inversa al campo vectorial
H para obtener que hay un entorno abierto deH(a,b) = (a,0), que podemos tomarlo de la
formaU ×V dondeU ⊂ Rn es un entorno abierto dea y V ⊂ Rm es un entorno abierto de0,
y un entorno abierto de(a,b), W ⊂ Ω, tal queH es un difeomorfismo de claseC1 deW sobre
U ×V.

SeaG : U ×V → W ⊂ Rn+m el difeomorfismo inverso deH|W. Teniendo en cuenta la
definición deH, claramenteG es de la forma:

G(x,z) = (x,α(x,z)) ∀(x,z)∈U ×V
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dondeα : U ×V → Rm es una función de claseC1. Definimosϕ : U → Rm por:

ϕ(x) = α(x,0) ∀x∈U.

La funciónϕ es de claseC1. Para todox∈U se tiene que(x,0)∈U ×V y G(x,0) = (x,ϕ(x)).
Por lo que(x,0) = H(G(x,0)) = H(x,ϕ(x)) = (x,F(x,ϕ(x))), luegoF(x,ϕ(x)) = 0. Observa
que para todox∈U se tiene que(x,ϕ(x))∈W. Luego hemos probado que:

{(x,y)∈W : F(x,y) = 0} ⊃ {(x,ϕ(x)) : x∈U}

Supongamos ahora que(x,y)∈W y F(x,y) = 0. EntoncesH(x,y) = (x,0)∈U ×V, luegox∈U
y, por tanto,(x,ϕ(x)) = G(x,0)∈W. Puesto queH(x,ϕ(x)) = (x,0), y H es inyectiva enW ha
de sery = ϕ(x). Hemos probado así que:

{(x,y)∈W : F(x,y) = 0} ⊂ {(x,ϕ(x)) : x∈U} .

Queda probado que:

{(x,y)∈W : F(x,y) = 0}= {(x,ϕ(x)) : x∈U}

En particular, se tiene queϕ(a) = b.

Por el teorema de la inversa, tenemos que para todo(x,y)∈W es detJH(x,y) 6= 0; en parti-
cular, para todox∈U es:

detJH(x,ϕ(x)) = det
(

Dn+ j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6m

6= 0

Para cadai = 1,2, . . . ,m y para todox∈U se verifica que:

fi(x,ϕ(x)) = 0

Derivando esta identidad respecto a la variablek-ésima por la regla de la cadena, poniendo
ϕ = (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm), tenemos que:

Dk fi(x,ϕ(x))+
m

∑
j=1

Dn+ j fi(x,ϕ(x))Dkϕ j(x) = 0

Para cada valor fijo dex∈U y dek= 1,2, . . . ,n éste es un sistema lineal dem ecuaciones ym
incógnitas: lasDkϕ j(x) para 16 j 6 m. El determinante de la matriz del sistema es:

det
(

Dn+ j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6m

6= 0

Y, por tanto, dicho sistema tiene solución única que viene dada por:









Dkϕ1(x)
. . . . . .
. . . . . .

Dkϕm(x)









=−









Dn+1 f1(x,ϕ(x)) . . . Dn+m f1(x,ϕ(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dn+1 fm(x,ϕ(x)) . . . Dn+m fm(x,ϕ(x))









−1

.









Dk f1(x,ϕ(x))
. . . . . .
. . . . . .

Dk fm(x,ϕ(x))
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Tenemos en totaln sistemas de ecuaciones, uno para cada valor dek= 1,2, . . . ,n. Cada uno de
ellos tiene como solución la columnak-ésima de la matriz jacobianaJϕ(x). Las soluciones de
todos ellos podemos escribirlas matricialmente en la forma:

Jϕ(x) =−
(

(

Dn+ j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6m

)−1

.

(

D j fi(x,ϕ(x))
)

16i6m
16 j6n

Finalmente, si la funciónF es de claseCk esta propiedad se traslada a las funcionesH, G, α y,
por tanto, a la función implícitaϕ. 2

3.18 Observación.Con las notaciones usadas en la demostración del teorema, comoW es un
entorno abierto de(a,b), hay entornos abiertosA1 ⊂Rn dea y B⊂Rm deb tales queA1×B⊂
W. Comoϕ : U → Rm es continua yU es abierto, el conjuntoA= ϕ−1(B)∩A1 es un entorno
abierto dea. Para todox∈A tenemos queϕ(x)∈B por lo que{(x,ϕ(x)) : x∈A} ⊂ A×B.
AdemásA×B⊂W. Deducimos fácilmente que:

(A×B)∩F−1(0) = {(x,y)∈A×B : F(x,y) = 0}= {(x,ϕ(x) : x∈A}

En la práctica el teorema de la función implícita se aplica enla forma que te explico en los
siguientes ejemplos.

3.19 Ejemplo. Comprueba que la ecuación

xyz+sen(z−6)−2(x+y+x2y2) = 0

define azcomo función implícita de(x,y) en un entorno de(1,1), conz(1,1) = 6. Comprueba
que(1,1) es un punto crítico de la funciónz= z(x,y).

Solución. Pongamosf (x,y,z) = xyz+sen(z−6)−2(x+y+x2y2) que tiene derivadas parciales

continuas de todo orden. Tenemos que
∂ f
∂z

= xy+ cos(z−6), por lo que
∂ f
∂z

(1,1,6) = 2 6= 0.

Como, además,f (1,1,6) = 0, el teorema de la función implícita garantiza que hay una función
con derivadas parciales continuas,(x,y) 7→ z(x,y), definida en un entorno,U , de(1,1) tal que
z(1,1) = 6, y

f (x,y,z(x,y)) = 0 para todo(x,y)∈U.

Derivando esta identidad tenemos que:

∂ f
∂x

+
∂ f
∂z

∂z
∂x

= yz−2(1+2xy2)+ (xy+cos(z−6))
∂z
∂x

= 0

∂ f
∂y

+
∂ f
∂z

∂z
∂y

= xz−2(1+2x2y)+ (xy+cos(z−6))
∂z
∂y

= 0

Donde las derivadas parciales de la función implícitaz= z(x,y) están calculadas en un punto
(x,y)∈U y las def están calculadas en el punto(x,y,z(x,y)). Haciendox= y= 1, z= z(1,1) =

6, en las igualdades anteriores, se obtiene que
∂z
∂x

(1,1) =
∂z
∂y

(1,1) = 0, esto es,(1,1) es un

punto crítico dez= z(x,y). �
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El ejemplo anterior es todavía demasiado explícito, nos dice muy claramente lo que hay
que hacer. Lo más frecuente es que nos encontremos con ejercicios como el siguiente.

3.20 Ejemplo. Sabiendo que

ycos(xz)+x3 ezy−z+1= 0 (3.32)

Calcula
∂z
∂x

(x,y) y particulariza para el punto(x,y) = (0,0).

Solución.En un ejercicio como este lo más fácil es que en la igualdad (3.32) sustituyas men-
talmentez= z(x,y) y la veas como

ycos
(

xz(x,y)
)

+x3ez(x,y)y−z(x,y)+1= 0 (3.33)

es decir, supones que has calculado para valores dex e y dados la solución respecto az de la
igualdad (3.32). Esta solución (que de hecho no es posible expresar de formaexplícita, esto es,
que no puede calcularse) la representamos porz= z(x,y) y es la función implícita definida por
la igualdad (3.32) (el teorema de la función implícitaque es un teorema de existenciagarantiza
que dicha función existe cuando se cumplen las hipótesis delmismo). Ahora derivamos en la
igualdad (3.33) respecto ax para obtener

−ysen
(

xz(x,y)
)

(

z(x,y)+x
∂z
∂x

(x,y)

)

+3x2ez(x,y)y+x3y
∂z
∂x

(x,y)ez(x,y)y−∂z
∂x

(x,y) = 0

de donde
∂z
∂x

(x,y) =
yz(x,y)sen

(

xz(x,y)
)

−3x2 ez(x,y)y

x3yez(x,y)y−xysen(xz(x,y))−1

Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre que el denominador de la fracción sea
distinto de cero. Puedes comprobar que si llamasf (x,y,z) = ycos(xz)+x3 ezy−z+1 entonces
la igualdad anterior es precisamente

−∂ f
∂x

(x,y,z)

∂ f
∂z

(x,y,z)

calculada en el punto(x,y,z(x,y)). Para(x,y) = (0,0) se tiene quez(0,0) viene dado por la
ecuación que se obtiene haciendox= 0 ey= 0 en la igualdad (3.32) de donde se siguez(0,0) =
1. Además

∂ f
∂z

(0,0,z(0,0)) =
∂ f
∂z

(0,0,1) =−1 6= 0

Por lo que
∂z
∂x

(0,0) =
0
−1

= 0

�
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Ejercicios propuestos

150. Particulariza el teorema de la función implícita:

a) Para campos escalares de dos y de tres variables.

b) Para funciones vectoriales deR3 enR2 y para funciones vectoriales deR4 enR2.

151. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) definida implí-
citamente poryz4+x2z3−exyz= 0. Particularizar para el punto(x,y) = (1,0).

152. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) definida implí-
citamente porz3+zex+cosy= 0.

153. Calcula las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x,y) dada implíci-
tamente por 3x2y2 + 2z2xy− 2zx3 + 4zy3 − 4= 0, en el punto(2,1) siendoz(2,1) = 2.

154. Supongamos que la igualdad

y+zw
xy

g(t)dt+
z2w

3x+y

h(t)dt = 0

dondeg y h son funciones reales derivables, define az como función implícita dex,y.
Calcula las derivadas parciales de primer orden dez= z(x,y).

155. Sabiendo queg es una función continua cong(0) = 3, justifica que

xyw
x2−1

g(t)dt +x2y= 0

define ay como función implícita dex en un entorno del punto(1,0). Calculay′(1).

156. Supongamos que la igualdadF(x,y,z) = 0 determina implícitamente funciones diferen-

ciablesx= x(y,z), y= y(x,z), z= z(x,y). Probar que
∂x
∂y

∂y
∂z

∂z
∂x

=−1.

157. Calcula la derivada de la funcióny= y(x) definida implícitamente por

xy+3x2−2y2−2y= 0

Particularizar parax= 1 sabiendo quey(1) = 1.

158. Calcula la derivada de la funcióny= y(x) definida implícitamente por

ylog(x2+y2)−2xy= 0

Particularizar parax= 0 sabiendo quey(0) = 1.
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159. SeaF = (u,v) : Ω → R2 un campo vectorial de claseC1 en un abiertoΩ ⊂R2 cuya deri-
vada no se anula enΩ. Supongamos queF satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann
enΩ, es decir, que para todo punto(x,y)∈Ω se verifican las igualdades:

∂u
∂x

(x,y) =
∂v
∂y

(x,y),
∂u
∂y

(x,y) =−∂v
∂x

(x,y)

Prueba queF es un difeomorfismo local enΩ. Si, además,F es inyectiva, prueba que su
inversa también satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

160. Justifica la existencia de una funciónϕ de claseC∞ definida en un entornoU de cero en
R con valores enR tal que:

1−ϕ(x)ex+xeϕ(x) = 0 ∀x∈U

Calcula el polinomio de Taylor de segundo orden deϕ enx= 0.

161. Prueba que las ecuaciones:

xy5+yu5+zv5 = 1

x5y+y5u+z5v = 1

definen au y a v como funciones implícitas de(x,y,z) en un entorno de(0,1,1,1,0).

Calcula
∂u
∂y

(0,1,1) y
∂2u
∂y2 (0,1,1).

162. Justifica la existencia de abiertos difeomorfosA y B deR2 verificando que(1,1)∈A,
(0,1)∈B y que para cada(x,y)∈A existe un único(u,v)∈B tal que:

xeu+yev = 1+e

uex+vey = e

Calcula la matriz jacobiana en(1,1) de la aplicación(x,y) 7→ (u(x,y),v(x,y)).

Calcula la matriz jacobiana en(0,1) de la aplicación(u,v) 7→ (x(u,v),y(u,v)).

163. Seaz= z(x,y) la función dada implícitamente por

3x2y2+2z2xy−2zx3+4zy3−4= 0.

Calcula
∂2z

∂x∂y
en el punto(2,1) siendoz(2,1) = 2.

164. Comprueba que la ecuación

xyz+sen(z−6)−2(x+y+x2y2) = 0

define azcomo función implícita de(x,y) en un entorno de(1,1), conz(1,1) = 6. Com-
probar que(1,1) es un punto crítico de la funciónz= z(x,y) y estudiar si se trata de un
máximo relativo, mínimo relativo o punto de silla.

165. Seaz= z(x,y) la función dada implícitamente poryz4 + x2z3−exyz= 0. Calcula
∂2z

∂x∂y
en el punto(x,y) = (1,0).
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166. Calcula y clasifica los puntos críticos de la funciónz= z(x,y) definida implícitamente
por la igualdad 2x2+2y2+z2+8xz−z+8= 0.

167. Prueba que es posible despejar de manera diferenciableu y v en función dex,y,z en las
ecuaciones:

{

xy2+xzu+yv2 = 3
u3xy+2xv−u2v2 = 2

En un entorno de(x,y,z) = (1,1,1) y (u,v) = (1,1). Calcula
∂u
∂z

(1,1,1) y
∂v
∂z

(1,1,1).

168. Justifica que existen dos campos escalares de claseC∞ u y v definidos en un entorno
abiertoU del punto(1,−1) verificando queu(1,−1) = v(1,−1) = (1,1) y para todo
(x,y)∈U :

{

x3+y3+u(x,y)3−v(x,y)3 = 0
x2+y2−2u(x,y)v(x,y) = 0

Sea(s, t) 7→ f (s, t) un campo escalar de claseC2 definido en un entorno abierto de(1,1) y

definamosh(x,y) = f (u(x,y),v(x,y)). Calcula
∂2h
∂x∂y

(1,−1) sabiendo queD1 f (1,1) = 2,

D2 f (1,1) = 2, D12 f (1,1) =−1.

169. Seaf : R3 → R3 el campo vectorial definido por:

f(x,y,z) = (x−xy,xy−xyz,xyz)

SeaΩ =
{

(x,y,z)∈R3 : xy 6= 0
}

. Justifica queΩ es abierto y quef es un difeomorfismo
de Ω sobref(Ω). Calcula la matriz jacobiana del difeomorfismo inverso en elpunto
(0,0,1).

170. Prueba que hay un abiertoU ⊂ R2 con (1,0)∈U y un difeomorfismof = ( f1, f2) deU
sobreV = f(U) que verificaf(1,0) = (0,1) y para todo(x,y)∈U :

{

x2 f1(x,y)+2y f2(x,y)2+xy = 0
y f1(x,y)2+3 f1(x,y) f2(x,y)+ f2(x,y)x2 = 1

171. Justifica que las igualdades:
{

xu−yv+eu cosv = 1
xv+yu+eu senv = 0

definen localmente au y a v como funciones dex e y en un entorno de(0,0) en el cual

se verifica que
∂u
∂x

=
∂v
∂y

y
∂u
∂y

=−∂v
∂x

.

172. SeaA=
{

(x,y,z)∈R3 : x= y∨ y= z∨ z= x
}

. Prueba queA es un conjunto cerrado y
que la funciónf : Ω → R3 dada por:

f(x,y,z) = (x+y+z,xy+yz+zx,xyz)

es un difeomorfismo local enΩ = R3\A.

Seah : R3 →R dada porh(u,v,w) = u+ev+senw. Prueba que existe un abiertoU ⊂R3

con (0,−1,0)∈U y un campo escalarg : U → R de claseC1 enU con g(0,−1,0) =
1+e−1 tal queg◦ f = h. Calcula∇g(0,−1,0).
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173. Prueba que las igualdades:

{

xev+yu−u2 = 0
ycosv+x2−u2 = 1

definen au y av como funciones implícitas dex ey en un entorno del punto(2,1) siendo
u(2,1) = 2, v(2,1) = 0. Calcula las derivadas parciales de segundo orden deu en(2,1).

174. SeaF : Rn →Rn un campo vectorial de claseC1 y supongamos que hay un númeroρ < 1
tal que para todox∈Rn es‖DF(x)‖ 6 ρ. SeaG : Rn → Rn el campo vectorial definido
para todox∈Rn por G(x) = x+F(x). Prueba queG es un difeomorfismo deRn sobre
Rn.

175. SeaF : Rn → Rn un campo vectorial de claseC1 y supongamos que para todosx,y∈Rn

se verifica que:
‖x−y‖6 ‖F(x)−F(y)‖

Prueba queDF(a) es invertible en todo puntoa∈Rn, queF(Rn) es cerrado y queF es
un difeomorfismo deRn sobreRn.

176. Seaf : R→R una función de claseC1 enR y supongamos que hay un númeroα < 1 tal
que| f ′(t)|6 α para todot∈R. DefinamosF : R2 → R2 por

F(x,y) = (x+ f (y),y+ f (x))

Prueba queF es un difeomorfismo deR2 sobreR2.

3.4. Variedades diferenciables enRn

La palabra“variedad” se usa en matemáticas para describir espacios topológicos que lo-
calmenteson parecidos al espacioRk con la topología de la norma para algúnk∈N llamado la
dimensiónde la variedad. Como ya habrás estudiado en la asignatura de Topología I, el concep-
to de identidad matemática entre espacios topológicos es elde homeomorfismo: dos espacios
topológicos sonhomeomorfoscuando entre ellos existe una biyección continua y con inversa
continua. Una tal biyección se llama unhomeomorfismo. Recuerda también que todo subcon-
junto no vacío,M, de un espacio métrico(E,d) se considera siempre como espacio métrico
con la distancia inducida, y también como espacio topológico con la topología dada por dicha
distancia en la cual los abiertos son los abiertos relativos: intersecciones de los abiertos del es-
pacio totalE conM. Esta topología se llama latopología inducidaenM o la topología relativa
deM.

Si A⊂Rn y B⊂Rk son conjuntos no vacíos, diremos que sonhomeomorfossi lo son como
espacios topológicos con las respectivas topologías relativas, es decir, existe una biyección
σ : A → B continua cuya inversa también es continua. Una tal biyección, cuando existe, se
llama unhomeomorfismodeA sobreB.
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Ejercicios propuestos

177. Prueba que todas las bolas abiertas en un espacio normado(X,‖ ‖) son homeomorfas a
la bola abierta unidad,B(0,1), y que ésta es homeomorfa aX.

178. Prueba que la esfera euclídea unidad enR3 no es homeomorfa aR2.

Consideremos, pues, un conjunto no vacíoM ⊂ Rn. Dicho conjunto es un espacio topo-
lógico y serálocalmenteparecido al espacioRk si para todo puntoa∈M existe un abierto
relativoVa ⊂ M que lo contiene que es homeomorfo aRk. Como toda bola abierta enRk es
homeomorfa aRk, y la restricción de un homeomorfismo sigue siendo un homeomorfismo, no
se pierde nada, y se gana agilidad en la exposición, si en vez de exigir queVa sea homeomorfo
aRk exigimos que sea homeomorfo a un abiertoU ⊂ Rk. Supongamos, pues, que℘: U →Va

es un homeomorfismo. Podemos interpretar queU es un mapa “plano” que representaVa y ℘
es la aplicación que lleva cada punto de dicho mapa a su correspondiente enVa. Digamos que
lo que hace la aplicación℘es “curvar y pegar” el mapa planoU sobre un trozoVa deM.

También queremos que nuestras “variedades” tengan un “espacio tangente” en cada punto
que tenga la misma dimensión que la variedad. Para ello vamosa exigir que℘sea al menos de
claseC1 y que su diferencial tenga rangok en todo punto. Naturalmente,Va será de la forma
Va =Wa∩M dondeWa es un entorno abierto dea enRn.

3.21 Definición. Un conjunto no vacíoM ⊂ Rn es unavariedad (diferenciable de claseCq,
16 q6 ∞) de dimensiónk (16 k6 n) si para todo puntoa∈M hay un entorno abiertoWa ⊂
Rn de a, un abiertoU ⊂ Rk y una aplicación℘ : U → Rn (de claseCq, 1 6 q 6 ∞) tal que
rangoJ℘(u) = k para todou∈U y ℘es un homeomorfismo deU sobreWa∩M.

Diremos que un par(℘,U) en las condiciones de la definición anterior esuna carta local
deM ena. El par(℘−1,℘(U)) se llama unsistema de coordenadas locales. Las coordenadas
de un puntox∈℘(U) son las coordenadas cartesianas de℘−1(x). Esta terminología no es uni-
versal y muchos textos llaman “carta local” a lo que hemos llamado “sistema de coordenadas
locales”. Tanto da, pues conocer(℘,U) es lo mismo que conocer(℘−1,℘(U)). También se
dice que el par(℘,U) o la aplicación℘ es unaparametrización local deM ena. Una para-
metrización(℘,U) tal que la aplicación℘−1 sea una proyección enk-coordenadas, es decir,
℘−1(x1,x2, . . . ,xn) = (xi1,xi2, . . . ,xik) donde 16 i1 < i2 < .. . < ik 6 n, se llama unaparame-
trización cartesiana.

Las expresiones escritas entre paréntesis en la definición anterior se sobrentenderán en todo
lo que sigue: nuestras variedades serán siempre de claseCq con 16 q6 ∞.

Las variedades de dimensión 1 se suelen llamarcurvas regularesy las de dimensión 2
superficies regulares. Las variedades de dimensiónn− 1 que están enRn con n > 3 suelen
llamarsehipersuperficies.

Con el convenioR0 = {0} (espacio vectorial nulo), puede incluirse en la definición anterior
el casok= 0.
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Ejercicios propuestos

179. Prueba que las variedades de dimensiónn contenidas enRn son los conjuntos abiertos
deRn.

180. Prueba que las variedades de dimensión 0 son conjuntos de puntos aislados.

En lo que sigue, para no caer en los casos extremos considerados en los ejercicios anterio-
res, se supondrá que 16 k< n.

En la definición3.21las variedades aparecen como subconjuntos deRn que localmente son
imagen homeomorfa de abiertos deRk mediante homeomorfismos diferenciables de rangok.
Podemos dar ejemplos sencillos de variedades.

3.22 Ejemplo. Sea℘ : U → Rn una función vectorial de claseCq en un abiertoU ⊂ Rk tal
que rangoJ℘(u) = k para todou∈U y ℘ es un homeomorfismo deU sobre℘(U). Entonces
℘(U) es una variedad de claseCq y dimensiónk. Se dice que dicha variedad está globalmente
determinada por la parametrización℘.

En particular, siU ⊂ Rk es abierto yF : U → Rn−k es una función de claseCq, entonces la
aplicación℘:U →Rn dada por℘(u)= (u,F(u)) para todou∈U , es de claseCq, rangoJ℘(u) =
k para todou∈U y es un homeomorfismo deU sobre℘(U). Por lo que el conjunto℘(U) =
{(u,F(u)) : u∈U}⊂Rn es una variedad de claseCq y dimensiónk. Observa que dicha variedad
es la gráfica deF y que℘es una parametrización cartesiana global de la misma. �

El ejemplo anterior nos dice que la gráfica de toda función de claseCq es una variedad de
claseCq. Veremos enseguida que toda variedad eslocalmentela gráfica de una función.

El teorema de la función implícita nos dice que el conjunto donde se anula un campo
vectorial diferenciable de rango máximo es localmente una gráfica funcional y proporciona
interesantes ejemplos de variedades.

Seguiremos aquí los convenios de notación que usamos en el teorema de la función implí-
cita: haremos la identificaciónRn =Rk×Rn−k. Una expresión de la forma(x,y) dondex∈Rk,
y∈Rn−k, se interpreta como un vector deRn cuyas primerask componentes son las dex y
cuyas últimasn− k componentes son las dey. Notaremos porπ1 : Rn → Rk la proyección en
las primerask coordenadas, esto es,π1(x,y) = x. Notaremos porπ2 : Rn →Rn−k la proyección
en las últimasn− k coordenadas, esto es,π1(x,y) = y. Observa que estas proyecciones son
aplicaciones abiertas.

3.23 Proposición.SeaF : Ω → Rn−k una función de claseCq en un abiertoΩ ⊂ Rn. Sea

M = {x∈Ω : F(x) = 0}

y supongamos querangoJF(x) = n− k para todox∈M. Entonces se verifica que M es una
variedad de claseCq y dimensión k. Se dice que la variedad M está determinada porF y que
F(x) = 0 son lasecuaciones implícitasde la variedad.
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Demostración. Seax0∈M. EntoncesF(x0) = 0 y rangoJF(x0) = n− k. No es restrictivo su-
poner que las últimasn− k columnas de la matrizJF(x0) son linealmente independientes1.
Pongamosa= π1(x0), b = π2(x0). El teorema de la función implícita nos dice que hay un en-
torno abiertoWx0 ⊂ Ω dex0 = (a,b), un entorno abiertoU ⊂Rk dea y una aplicación de clase
Cq, ϕ : U → Rn−k tal que:

{x∈Wx0 : F(x) = 0}=Wx0 ∩M = {(u,ϕ(u)) : u∈U}

Basta tener en cuenta ahora que la aplicación℘: U →Rn dada por℘(u) = (u,ϕ(u)) para todo
u∈U , es de claseCq, rangoJ℘(u) = k para todou∈U y es un homeomorfismo deU sobre
Wx0 ∩M. 2

3.24 Proposición.Sea M⊂ Rn. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) M es una variedad de claseCq y dimensión k.

b) Para todo puntoa∈M existen, previa una reordenación de las variables enRn, entornos
abiertos Wa ⊂ Rn de a, U ⊂ Rk de π1(a), y una funciónϕ : U → Rn−k de claseCq tal que
Wa∩M = {(u,ϕ(u)) : u∈U}.

c) Para todo puntoa∈M existen, previa una reordenación de las variables enRn, un
entorno abierto Ga ⊂Rn dea y una funciónF : Ga →Rn−k de claseCq tales querangoJF(x) =
n−k para todox∈Ga y

Ga∩M = {x∈Ga : F(x) = 0}
Se dice que la funciónF determina localmentea M en a y también queF(x) = 0 son las
ecuaciones implícitas localesde M ena.

Demostración. Probaremos quea) =⇒ b). Seaa∈M. Por hipótesis hay un abiertoΩ ⊂ Rk,
una aplicación℘ : Ω → Rn de claseCq tal que rangoJ℘(u) = k para todou∈ Ω, ℘ es un
homeomorfismo deΩ sobre℘(Ω) ⊂ M y ℘(Ω) es un entorno abierto relativo dea enM. Sea
u0∈Ω tal que℘(u0) = a. Como rangoJ℘(u0) = k, reordenando las variables si fuera preciso,
podemos suponer que las primerask filas deJ℘(u0) tienen determinante distinto de cero. Esto
es tanto como decir que la aplicación℘1 = π1◦℘: Ω→Rk, cuya matriz jacobiana está formada
precisamente por las primerask filas deJ℘(u0), verifica que detJ℘1(u0) 6= 0.

El teorema de la función inversa afirma que hay un entornos abiertosV ⊂ Ω deu0 y U de
℘1(u0) = π1(a) tal que℘1|V : V →U es un difeomorfismo de claseCq deV sobreU .

Sea℘−1
1|V : U →V el difeomorfismo inverso de℘1|V . Observa que lo que hace este difeo-

morfismo es invertir las primerask funciones componentes de℘. Definamosh : U → Rn por
h(u) =℘(℘−1

1|V(u)).

Pongamos℘2 = π2◦℘: Ω → Rn−k, con lo que para todou∈Ω es℘(u) = (℘1(u),℘2(u)).

Para todou∈U es:

h(u) =℘(℘−1
1|V(u)) = (℘1(℘−1

1|V(u)),℘2(℘−1
1|V(u))) = (u,℘2(℘−1

1|V(u))

1Esto siempre puede conseguirse componiendoF con una conveniente permutación de ejes enRn.
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El conjunto h(U) =℘(℘−1
1|V(U)) =℘(V) es un entorno abierto enM de℘(u0) = a por lo que

hay un abiertoWa ⊂ Rn tal que℘(V) =Wa∩M.

Definamosϕ : U → Rn−k por ϕ(u) = (℘2 ◦℘−1
1|V)(u). Dicha aplicación es de claseCq y:

h(U) = {h(u) : u∈U}= {(u,ϕ(u)) : u∈U}=Wa∩M (3.34)

Probaremos queb) =⇒ c). Dado a∈M, por hipótesis, previa una reordenación de las
variables enRn, existen entornos abiertosWa ⊂ Rn de a, U ⊂ Rk de π1(a), y una función
ϕ : U → Rn−k de claseCq tal queWa∩M = {(u,ϕ(u)) : u∈U}. SeaGa =Wa∩ (U ×Rn−k) y
definamosF : Ga → Rn−k por F(x) = π2(x)−ϕ(π1(x)) para todox∈Ga. Observa que:

F(x1,x2, . . . ,xn) = (xk+1−ϕk+1(x1, . . . ,xk), . . . ,xn−ϕn(x1, . . . ,xk)).

Deducimos que rangoJF(x) = n− k para todox∈Ga. Además, para todox∈Ga∩M se tiene
quex∈Wa∩M por lo quex = (u,ϕ(u)) para algúnu∈U por lo que

F(x) = F(u,ϕ(u)) = ϕ(u)−ϕ(u) = 0

Recíprocamente, six∈Ga y F(x) = 0 entoncesπ1(x) = u∈U y π2(x) == ϕ(u) por lo que
x = (π1(x),π2(x)) = (u,ϕ(u))∈M. Hemos probado así queGa∩M = {x∈Ga : F(x) = 0}.

La implicaciónc) =⇒ a) es consecuencia de la proposición3.23y del carácter local del
concepto de variedad. 2

Observa que la funciónh : U → Rn definida en la demostración anterior,h(u) = (u,ϕ(u)),
es una aplicación de claseCq y rangoJh(u) = k para todou∈U . Ademásh es una biyección
continua deU sobreWa ∩M cuya biyección inversa,(u,ϕ(u)) 7→ u, es la proyección en las
primerask-coordenadas y, por tanto, continua. Esto es, el par(h,U) es una parametrización
cartesiana local deM ena. Hemos probado así el siguiente resultado.

3.25 Corolario. Toda variedad tiene parametrizaciones cartesianas en el entorno de cada uno
de sus puntos.

Hemos visto que una variedadM ⊂ Rn de dimensiónk puede venir dada (localmente) por
medio de sus ecuaciones paramétricas, es decir como la imagen de una parametrización, o
por medio de sus ecuaciones implícitas, es decir como el conjunto de puntos donde se anula
una función den variables yn−k componentes y de rango máximo. Es instructivo considerar
los casos más simples de variedades: los subespacios afines de Rn. Como debes saber, un
subespacio afín de dimensiónk deRn puede venir dado por sus ecuaciones implícitas:















a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn = c1

a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn = c2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−k1x1+an−k2x2+ · · ·+an−knxn = cn−k

Dichas ecuaciones representan la intersección den− k hiperplanos y deben ser linealmente
independientes, es decir, el rango de la matriz de los coeficientes del sistema debe ser igual a
n−k. DefiniendoF : Rn → Rn−k por:

F(x1,x2, . . . ,xn) =

(

n

∑
j=1

a1 jx j −c1,
n

∑
j=1

a2 jx j −c2, . . . ,
n

∑
j=1

an−k jx j −cn−k

)
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Se tiene queF es de claseC∞ y su matriz jacobiana, que es la matriz de los coeficientes delsis-
tema, tiene rango máximon−k, y el subespacio afín viene dado globalmente como el conjunto
de los ceros deF.

Si en la situación anterior suponemos que las últimasn− k columnas de la matriz de los
coeficientes del sistema son linealmente independientes, podemos resolver dicho sistema y su
solución, poniendoA = (ai j )16i6n−k

16 j6k
, B = (ai j )16i6n−k

k+16 j6n
y c= (c1,c2, . . . ,cn−k), está dada por:

(xk+1,xk+2, . . . ,xn)
t = B−1

.ct −B−1
.A.(x1,x2, . . . ,xk)

t

Poniendo
℘(x1,x2, . . . ,xk) =

(

x1,x2, . . . ,xk,B−1
.ct −B−1

.A.(x1,x2, . . . ,xk)
t)

se tiene que℘ : Rk → Rn es una parametrización que determina globalmente al subespacio
afín. Observa que la imagen de℘(Rk) viene dada en función de los parámetrosx1,x2, . . . ,xk

que toman valores reales cualesquiera.

A la vista de estos ejemplos, queda claro que el concepto de variedad que hemos definido
refleja una vez más la idea de “linealización” básica del cálculo diferencial.

3.5. Espacios tangente y normal

En lo que sigueM ⊂Rn será una variedad de dimensiónk (16 k< n), claseCq y a∈M un
punto deM.

Se dice queu∈Rn es unvector tangentea M en a si existe una curva contenida enM,
γ :]−δ,δ[→ M, que pasa pora, γ(0) = a, y que tiene tangente ena con direcciónu, γ ′(0) = u.

Se define elespacio tangenteaM ena como el conjunto de todos los vectores tangentes a
M ena. Lo notaremosTM(a) y veremos enseguida que es un subespacio vectorial deRn.

La variedad afína+TM(a) se llamavariedad afín tangentea M en a (recta tangente si
k= 1, plano tangente sik= 2, hiperplano tangente sik= n−1).

El complemento ortogonal enRn del espacio tangente aM ena, que notaremosT⊥
M (a), se

llamaespacio normalaM ena:

T⊥
M (a) =

{

x∈Rn :
〈

x
∣

∣u
〉

= 0, ∀u∈TM(a)
}

La variedad afína+T⊥
M (a) se llamavariedad afín normal aM ena.

Cuando se conoce una parametrización o las ecuaciones implícitas que representan local-
mente aM ena es muy fácil calcular los espacios tangente y normal.

3.26 Proposición.SeanF(x) = 0 las ecuaciones implícitas locales de M ena y (℘,Ω) una
parametrización local de M ena con℘(c) = a. Entonces se verifica que:

TM(a) = KerDF(a) = ImD℘(c)

Demostración. Como las matrices jacobianas deF y ℘ tienen respectivamente rangon− k y
k, los espacios vectoriales KerDF(a) e ImD℘(c) tiene dimensiónk. Bastará, por ello, probar
que:

ImD℘(c)⊂ TM(a) ⊂ KerDF(a)
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Seah∈ ImD℘(c) y seav∈Rk tal queD℘(c)(v) = h. Seaδ > 0 tal que el segmento]c−
δv,c+ δv[⊂ Ω y definamosγ :]− δ,δ[→ M por γ(t) = ℘(c+ tv). Tenemos queγ(0) = a y
γ ′(0) = D℘(c)(v) = h. Lo que prueba queh∈TM(a).

Sea ahorau∈TM(a) y seaγ :]− δ,δ[→ M una curva conγ(0) = a y γ ′(0) = u. Tomando
δ suficientemente pequeño para que la curvaγ esté contenida en la parte deM determinada
por F se tiene queσ(t) = (F ◦ γ)(t) = 0 y por tantoσ ′(0) = DF(a).u = 0, lo que prueba que
u∈KerDF(a). 2

La proposición anterior tiene una simetría que merece destacar: si representamos local-
menteM ena de forma implícita por loscerosde una funciónF, entonces el espacio tangente
TM(a) viene dado por loscerosdeDF(a); y si representamos localmenteM ena como laima-
gende una parametrización℘, entonces el espacio tangenteTM(a) viene dado como laimagen
deD℘(c) siendo℘(c) = a.

3.27 Corolario. SeanF(x) = 0 las ecuaciones implícitas locales de M ena y pongamosF =
(F1,F2, . . . ,Fn−k), y sea(℘,Ω) una parametrización local de M ena con℘(c) = a y pongamos
℘= (℘1,℘2, . . . ,℘n). Entonces se verifica que:

a) Los vectores fila de la matriz jacobiana JF(a), es decir, los vectores∇Fi(a), 16 i 6 n−k,
forman una base de T⊥M (a) y la variedad afín tangente a M ena viene dada por:

a+TM(a) =
{

x∈Rn :
〈

∇Fi(a)
∣

∣x−a
〉

= 0, 16 i 6 n−k
}

(3.35)

Naturalmente, el espacio afín normal a M ena viene dado por:

a+T⊥
M (a) =

{

x∈Rn : x = a+
n−k

∑
i=1

µi∇Fi(a), µi ∈R, 16 i 6 n−k

}

(3.36)

b) Los vectores columna de la matriz jacobiana J℘(c), es decir, los vectores:

D j℘(c) = (D j℘1(c),D j℘2(c), . . . ,D j℘n(c)) 16 j 6 k

son una base del espacio TM(a) y la variedad afín normal a M ena viene dada por:

a+T⊥
M (a) =

{

x∈Rn :
〈

D j℘(c)
∣

∣x−a
〉

= 0, 16 j 6 k
}

(3.37)

Naturalmente, el espacio afín tangente a M ena viene dado por:

a+TM(a) =

{

x∈Rn : x = a+
k

∑
j=1

λ jD j℘(c), λ j ∈R, 16 j 6 k

}

(3.38)

Observa que (3.35) y (3.37) son, respectivamente, las ecuaciones implícitas de la variedad
afín tangente y del espacio afín normal, mientras que (3.36) y (3.38) son, respectivamente, las
ecuaciones paramétricas del espacio afín normal y de la variedad afín tangente.
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Ejercicios propuestos

181. Comprueba que las rectas y planos tangentes a curvas y superficies estudiados en la
sección 2.2 son casos particulares de los resultados generales para variedades.

182. Interpreta en el contexto de la teoría de variedades los ejercicios100– 104.

183. Prueba que cada uno de los siguientes subconjuntos deR3 es una variedad y calcula el
espacio afín tangente y normal en el puntoP que se indica.

a)M =

{

(x,y,z)R3 :
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

}

, P= (a,b−c).

b) M =
{

(x,y,z)R3 : z= x2−y2
}

, P= (0,0,0).

c) M =

{

(x,y,z)R2×R+ : x2+y2+z2 = 1 ∧
(

x− 1
2

)2

+y2 =
1
4

}

, P= (0,0,1).

d) M =
{

(x,y,z)R3 : (
√

x2+y2−2)2+z2 = 1
}

, P= (3,0,0).

184. Prueba queM =
{

(x,y,z)∈R3 : x2+y2−2z2 = 0∧ x+y+z= 1
}

es una curva regular
y calcula su recta tangente en(1,1,−1).

185. Prueba queM =
{

(x,y,z)∈R3 : x2+y2+z2 = 1∧ z= xy
}

es una curva regular y calcula
su recta tangente en(a,b,c)∈M.

186. Prueba que la esfera euclídea unidad enRn:

Sn−1 = {x∈Rn : ‖x‖2 = 1}

es una variedad de dimensiónn−1 y calcula el hiperplano tangente y la recta normal en
un puntoa∈Sn−1.

187. SeanM ⊂ Rn y N ⊂ Rm variedades yf : U→ Rm una función de claseC1 en un abierto
U⊃ M tal quef(M)⊂ N. Prueba queDf(a)(TM(a)) ⊂ TN(f(a)).

188. Calcula bases del espacio tangente y del espacio normal en elpunto(0,1,1,0) del toro:

M =
{

(x1,x2,x3,x4)∈R4 : x2
1+x2

2 = 1∧ x2
3+x2

4 = 1
}

3.6. Extremos condicionados

En la teoría de extremos relativos se supone que las variables pueden tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueden“moverse libremente”en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoría, de los problemas reales las variables no tienen
tanta libertad y están obligadas a satisfacer ciertas condiciones que en Física suelen llamarse
“ligaduras” . Por ejemplo, supongamos que un móvil se mueve en una curvaΓ dada por la
intersección de dos superficies; para cada punto(x,y,z)∈Γ la energía cinética del móvil viene
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dada por una función conocidaf (x,y,z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria don-
de dicha energía es máxima o mínima. En esta situación las variablesx,y,z no son libres sino
que deben satisfacer la condición(x,y,z)∈Γ. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura
en un punto(x,y,z) de la superficie terrestre viene dada por una funciónT(x,y,z) y queremos
calcular los puntos de mayor y menor temperatura. Aquí las variables tampoco son libres pues
deben verificar una condición de la formax2 + y2+ z2 = R2 dondeR es el radio de la Tierra.
Igualmente, en problemas de optimización de costes o beneficios las variables están siempre
sometidas a restricciones que dependen de las condiciones de producción o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un problema de extremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considera elsiguiente ejemplo.

3.28 Ejemplo. La función f (x,y) = xyex2+y2
tiene un único punto crítico, el origen, que es

un punto de silla. Por tanto dicha función no tiene extremos relativos enR2. Supongamos
que imponemos a las variables la condiciónx2+ y2 = 1 y queremos calcular el máximo valor
de f (x,y) cuando se verifique quex2 + y2 = 1. Fíjate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores que toma la función f (x,y) en el conjunto

K =
{

(x,y)∈R2 : x2+y2 = 1
}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto; además la función f es continua, por
tanto podemos asegurar, de entrada, que tiene que haber algún punto(a,b)∈K en el cual la
función f alcanza su mayor valor enK (y tiene que haber otro donde alcance su menor valor
en K). Calcular dicho punto es, en este caso, muy sencillo pues para (x,y)∈K se tiene que
f (x,y) = exy. Como para(x,y)∈K se tiene quey=±

√
1−x2 y los valores negativos def no

nos interesan porque queremos calcular el mayor valor que toma enK, se sigue que

máx{ f (x,y) : (x,y)∈K} = máx
{

ex
√

1−x2 : 06 x6 1
}

Nuestro problema se ha convertido en algo que ya sabes hacer:calcular el máximo absoluto de
la funciónh(x) = ex

√
1−x2 para 06 x6 1.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

x
√

1−x2 =
√

x2(1−x2)6
1
2

Y la igualdad se da si, y sólo si,x2 = 1−x2, esto es enx= 1/
√

2 se alcanza el máximo absoluto
de f enK. �

De hecho, tú has resuelto ejercicios de extremos condicionados aunque puede que no seas
consciente de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resuelto el siguiente ejercicio.

3.29 Ejemplo. Entre todos los rectángulos cuyo perímetro es igual a 16 calcular el que tiene
área máxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Seaf (x,y) = xy la función que da el área
de un rectángulo cuyos lados tienen longitudesx e y. Se trata de calcular el máximo def (x,y)
cuando las variables verifican la condición 2x+2y= 16. Por tanto, es un problema de extremos
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condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otros ejercicios parecidos a este que has
hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extremos condicionados. La razón es clara:
la condición que nos dan es tan sencilla que permite despejaruna variable en función de la
otra,y= 8− x, con lo que nuestra función se convierte enxy= x(8− x) y el problema queda
reducido a calcular el mayor valor dex(8−x) cuando 06 x6 8.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:
√

x(8−x) 6 4

Y la igualdad se da si, y sólo si,x= 8−x, esto es enx= 4 y el rectángulo de área máxima es
el cuadrado. �

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto quelos problemas de extremos condiciona-
dos de funciones de dos variables en los que puede utilizarsela condición que nos dan para
despejar una variable en función de otra, se reducen fácilmente a problemas de extremos de
funciones de una variable. Pero supongamos ahora que cambiamos la condición del ejemplo 1
por la siguiente:

x−ex+y+ey+sin(1+xy) = 2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condición impuesta para despejar una
variable en función de la otra. Ahora sí tenemos un auténticoproblema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes generalizarlo para funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimensiones de un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea mínima, puedes plantearlo como sigue: calcular el
mínimo de

f (x,y,z) = 2xy+2xz+2yz

(la función que da la superficie lateral de un ortoedro cuyos lados tiene longitudesx, y, z) con la
condiciónxyz= 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pero lacondición dada
permite despejar una variable en función de las otras dos,z= 8/(xy), con lo que nuestra fun-
ción queda 2xy+2xz+2yz= xy+16/y+16/x, función de la que hay que calcular su mínimo
absoluto cuando 0< x, 0< y. Hemos convertido así el problema inicial de extremos condi-
cionados en uno de extremos libres porque ahora las variables (x,y) se mueven en el abierto
R+×R+.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

3
√

(xy)(xz)(yz) = 3
√

(xyz)2 =
3
√

646
xy+xz+yz

3

Y la igualdad se da si, y sólo si,xy= xz= yz lo que implica quex = y = z= 2. El ortoedro
buscado es el cubo.

Pero si cambiamos la condición anterior por la siguiente

x2yz3+sen(1+xz)+y−eyx = 1

o bien, si imponemos dos condiciones como las siguientes:

log(1+x2+y2)+sin(1+xz)−1= 0, e1+y+x+z+cos(xyz)+x2z2−3= 0
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entonces no podemos usar esa condición (o condiciones) paradespejar una variable (o dos
variables) en función de las otras (de la otra).

Ocurre que muchos de los ejercicios que se proponen en los libros de texto para ser resuel-
tos utilizando la teoría de extremos condicionados que vamos a desarrollar seguidamente, se
resuelven con frecuencia de forma más sencilla usando otro tipo de técnicas o algunas desigual-
dades como la de las medias geométrica y aritmética o la de Cauchy - Schwarz. Pero aunque su
utilidad práctica pueda ser discutida, la teoría de extremos condicionados tiene un gran interés
teórico, especialmente en la formulación Lagrangiana de laMecánica.

En términos generales, el problema clásico de extremos condicionados puede enunciarse
como sigue: dados un abiertoΩ ⊂ Rn, un campo escalarf : Ω → R de claseCq y una función
g : Ω → Rn−k de claseCq verificando que el conjunto:

M = {x∈Ω : g(x) = 0∧ rangoDg(x) = n−k}

no es vacío, se trata de calcular losextremos localesde la funciónf|M , restricción de f aM. Es
decir, calcular los máximos y mínimos locales def (x) cuando las variables,x= (x1,x2, . . . ,xn),
están obligadas a satisfacer las condiciones dadas por:

g(x) = 0⇐⇒ gi(x1,x2, . . . ,xn) = 0 16 i 6 n−k (3.39)

dondeg= (g1,g2, . . . ,gn−k).

En Mecánica clásica, las ecuaciones (3.39) representan las ligaduras (que los físicos llaman
holónomas) que obligan a un punto material o a un sistema más complejo a desplazarse en una
determinada región del espacio, y el problema de optimizar ciertos campos escalares asociados
al movimiento del sistema responde al problema de extremos condicionados.

El planteamiento del problema pone de manifiesto queM es una variedad enRn de dimen-
siónk y que se trata de determinar los extremos de larestricción de f a esa variedad.

3.30 Definición. Sea f : Ω → R, dondeΩ ⊂ Rn y seaM ⊂ Ω. Se dice quef tiene unmáximo
(resp.mínimo) local condicionadopor M en un puntoa∈M, si hay un númeror > 0 tal que
para todox∈B(a, r)∩M se verifica quef (a) > f (x) (resp. f (a) 6 f (x)). Se dice quef tiene
ena un extremo local condicionadopor M cuandof tiene ena un máximo o un mínimo local
condicionado porM. Cuando las desigualdades anteriores son estrictas para todo x∈B(x, r)
conx 6= a se dice que el extremo local condicionado correspondiente es estricto.

El siguiente resultado es importante porque permite reducir un problema de extremos con-
dicionados a un problema de extremos relativos ordinario.

3.31 Proposición. Sean f: Ω → R un campo escalar de claseCq en un abiertoΩ ⊂ Rn y
M ⊂ Ω una variedad de claseCq y dimensión k. Seana∈M, (℘,U) una parametrización local
de M ena y c el vector de coordenadas dea, es decir,℘(c) = a. Se verifica entonces que
f tiene ena un extremo local (estricto) condicionado por M si, y sólo si,el campo escalar
f ◦℘: U → R tiene un extremo relativo (estricto) del mismo tipo enc.

Parece que todo está resuelto, pero no es así porque en la práctica pocas veces se conocen
las parametrizaciones locales de una variedad.
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3.32 Proposición.Sean f: Ω→R un campo escalar de claseCq en un abiertoΩ ⊂Rn, M ⊂Ω
una variedad de claseCq y dimensión k ya∈M. Supongamos que f tiene ena un extremo local
condicionado por M. Entonces se verifica que∇ f (a)∈T⊥

M (a).

Demostración. Sea(℘,U) una parametrización local deM ena y sea℘(c) = a. En virtud de
la proposición anterior, la hipótesis hecha es lo mismo que afirmar que f ◦℘ tiene un extremo
relativo enc, en cuyo caso, como es un campo escalar diferenciable enc∈U y U es abierto,c
debe ser un punto crítico def ◦℘, es decir,D( f ◦℘)(c) = 0, esto es,D f (a)◦D℘(c) = 0. Por
tanto, para todoh∈Rk es

(

D f (a)◦D℘(c)
)

(h) =
〈

∇ f (a)
∣

∣D℘(c)(h)
〉

= 0

Como esto vale para todoh∈Rk, resulta que el vector∇ f (a) es ortogonal aD℘(c)(Rk) =
TM(a). 2

En los dos resultados anteriores no se ha supuesto que la variedadM venga dada de alguna
forma concreta, sin embargo el resultado siguiente requiere en su enunciado conocer las ecua-
ciones implícitas locales deM en a, por lo que de aquí en adelante vamos a suponer que la
variedadM es la variedad de dimensiónk = n−m dada por una funcióng : Ω → Rm de clase
Cq en un abiertoΩ ⊂ Rn por:

M = {x∈Ω : g(x) = 0∧ rangoDg(x) = m}

Notaremosg= (g1,g2, . . . ,gm) los campos escalares componentes deg. Observa que esta hi-
pótesis no es realmente restrictiva porque todas las variedades vienen dadas localmente de esta
forma y el problema que nos ocupa es justamente un problema local. En lo que siguef : Ω →R

será un campo escalar de claseCq enΩ.

El siguiente resultado proporciona unacondición necesariapara quef tenga ena∈M un
extremo local condicionado porM. Para enunciarlo conviene definir la llamada “función de
Lagrange”L : Ω×Rm→ R dada por:

L(x,λ) = f (x)+
m

∑
i=1

λigi(x), x = (x1,x2, . . . ,xn)∈Ω, λ = (λ1,λ2, . . . ,λm)∈Rm (3.40)

Observa que es una función den+mvariables.

3.33 Teorema(de Lagrange). Supongamos que f tiene ena∈M un extremo local condicio-
nado por M. Entonces existe un único vectorα∈Rm tal que(a,α) es un punto crítico deL, es
decir, ∇L(a,α) = 0.

Demostración. Por el corolario3.27sabemos que los vectores∇gi(a), 16 i 6 m forman una
base deT⊥

M (a). Por la proposición3.32sabemos que∇ f (a)∈T⊥
M (a). Por tanto, hay números

αi ∈R, 16 i 6 m, únicos, tales que∇ f (a)+
m

∑
i=1

αi∇gi(a) = 0. Poniendoα = (α1,α2, . . . ,αm),

esta igualdad vectorial equivale a las igualdades:

D j f (a)+
m

∑
i=1

αiD jgi(a) = 0⇐⇒ D jL(a,α) = 0 16 j 6 n (3.41)
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Puesto queDn+ jL(a,α) = g j(a) = 0 para 16 j 6 mporquea∈M, se sigue que las igualdades
(3.41) equivalen a que(a,α) sea un punto crítico deL. 2

Los númerosα1,α2, . . . ,αm en el teorema anterior se llaman losmultiplicadores de Lagran-
ge del puntoa. Obtenemos así una regla práctica para proceder en un problema de extremos
condicionados: se empieza por resolver el “sistema de Lagrange”:

D j f (x1,x2, . . . ,xn)+
m

∑
i=1

λiD jgi(x1,x2, . . . ,xn) = 0

g j(x1,x2, . . . ,xn) = 0











16 j 6 n+m

Es un sistema den+m ecuaciones en general no lineales para el que no puede haber técnicas
generales de resolución. De hecho, puede resolverse de forma exacta en muy pocos casos.

El teorema de Lagrange, que no es más que una reformulación equivalente de la proposición
3.32, da una condición necesaria para que un puntoa∈M sea extremo local def condicionado
por M. Daremos a continuación una condición suficiente. Suponemos en lo que sigue que
nuestras funciones son de claseCq conq> 2.

Dado(a,α)∈Ω×Rm, notaremosQL(a,α) la forma cuadrática sobreRn cuya matriz en la
base canónica es

(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

. Se trata, pues, de la aplicaciónQL(a,α) :Rn →R definida

por:

QL(a,α)(x) =
n

∑
i, j=1

Di jL(a,α)xix j ∀x∈Rn (3.42)

Consideraremos también una parametrización local(℘,U) deM ena con℘(c) = a. En estas
condiciones, seanh= f ◦℘: U → R y Qh(c) la forma cuadrática sobreRk dada por:

Qh(c)(u) =
k

∑
i, j=1

Di j h(c)uiu j ∀u∈Rk.

3.34 Proposición.Sea(a,α) un punto crítico de la función de Lagrange. Con las notaciones
anteriores, se verifica que:

Qh(c)(u) = QL(a,α)(D℘(c)(u)) ∀u∈Rk (3.43)

Demostración. Se trata de hacer un cálculo. La mayoría de los textos lo evitan. Vamos a ha-
cerlo.

Notaremos porei , 16 i 6 k, los vectores de la base canónica deRk. Comoh es un cam-
po escalar, se verifica queDih(c) =

〈

∇h(c)
∣

∣ei
〉

= D f (c)(ei). Para campos vectoriales, como
℘, esta relación también se mantiene si interpretamos queDi℘(c) es la columnai-ésima de la
matriz jacobianaJ℘(c). Dicha columna es el vector deRn que se obtiene derivando las fun-
ciones componentes de℘ con respecto a la variablei-ésima que notaremos porDi℘(c). Por
tantoDi℘(c) = D℘(c)(ei). Como hay que calcular derivadas parciales de segundo ordencon-
viene calcular las derivadas parciales de primer orden en unpunto genéricou∈U para volver
a derivarlas usando la regla de la cadena. Parau∈U tenemos:

Dih(u) = D( f ◦℘)(u)(ei) =
(

D f (℘(u))◦D℘(u)
)

(ei) = D f (℘(u))
(

D℘(u)(ei)
)

=

=
〈

∇ f (℘(u))
∣

∣Di℘(u)
〉

=
〈

(∇ f )◦℘)(u)
∣

∣Di℘(u)
〉

(3.44)
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Y volviendo a derivar otra vez como se deriva un producto escalar:

Di j h(u) = D j(Dih(u)) =
〈

D j((∇ f )◦℘)(u)
∣

∣Di℘(u)
〉

+
〈

∇ f (℘(u))
∣

∣D j(Di℘)(u)
〉

(3.45)

Calculemos el primero de estos dos sumandos. Observa que∇ f : x 7→ ∇ f (x) es un campo
vectorial cuyas funciones componentes son las derivadas parciales primeras def , (∇ f )◦℘ es
el campo vectorial composición de∇ f y ℘, por lo que:

D j((∇ f )◦℘)(u) = D((∇ f )◦℘)(u)(ej ) = D(∇ f )(℘(u))◦D℘(u)(ej) =

= D(∇ f )(℘(u))(D j℘(u)) (3.46)

Sustituyendo esta igualdad en (3.45) y haciendou = c tenemos:

Di j h(c) =
〈

D(∇ f )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)
〉

+
〈

∇ f (a)
∣

∣D j(Di℘)(c)
〉

(3.47)

Como(a,α) es un punto crítico de la función de Lagrange se verifica∇ f (a) =−
m

∑
l=1

αl ∇gl (a).

Sustituyendo esta igualdad en (3.47) tenemos:

Di j h(c) =
〈

D(∇ f )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)
〉

−
m

∑
l=1

αl
〈

∇gl (a)
∣

∣D j(Di℘)(c)
〉

(3.48)

Teniendo ahora en cuenta quegl ◦℘(u) = 0 para todou∈U y para 16 l 6 m, y usando la
igualdad (3.47) con el campo escalarh= f ◦℘sustituido porgl ◦℘, obtenemos:

0= Di j (gl ◦℘)(c) =
〈

D(∇gl )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)
〉

+
〈

∇gl (a)
∣

∣D j(Di℘)(c)
〉

de donde se sigue que:
〈

∇gl (a)
∣

∣D j(Di℘)(c)
〉

=−
〈

D(∇gl )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)
〉

Sustituyendo esta igualdad en (3.48) resulta:

Di j h(c) =
〈

D(∇ f )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)
〉

+

〈

m

∑
l=1

αl D(∇gl )(a)(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)

〉

=

=

〈(

D(∇ f )(a)+
m

∑
l=1

αl D(∇gl )(a)

)

(D j℘(c))
∣

∣Di℘(c)

〉

(3.49)

Pero esta igualdad es justamente lo que queríamos probar pues:

Di jL(a,α) = Di j f (a)+
m

∑
l=1

αl Di j gl (a)

Que coincide con el elementoi j de la matriz jacobiana de:

D(∇ f )(a)+
m

∑
l=1

αl D(∇gl )(a) (3.50)

Pues observa que la matriz jacobiana deD(∇ f )(a) es la matriz hessiana def en a y que la
matriz jacobiana deD(∇gl )(a) es la matriz hessiana degl ena. Por tanto, la matriz jacobiana
de (3.50) es justamente la matriz

(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

.
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Lo que dice la igualdad (3.49) es que la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana de
h = f ◦℘ en el puntoc es igual a larestricción de la forma cuadrática asociada a la matriz
(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

al espacio tangente aM ena. Para verlo más claro todavía, pongamos, por

comodidad de escritura,A=
(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

. La forma cuadrática asociada a dicha matriz,

es justamente la definida en (3.42), es decir,QL(a,α), y viene dada para todox∈Rn por:

QL(a,α)(x) = x.A.xt =
〈

A.xt
∣

∣x
〉

Para todou = (u1,u2, . . . ,uk)∈Rk tenemos que:

D℘(c)(u) =
k

∑
j=1

u jD j℘(c)

es un vector del espacio tangenteTM(a) y:

QL(a,α)(D℘(c)(u)) =

〈

A.

(

k

∑
j=1

u jD j℘(c)

)t ∣
∣

∣

∣

k

∑
i=1

uiDi℘(c)

〉

=

=
k

∑
i, j=1

uiu j
〈

A.(D j℘(c))t
∣

∣Di℘(c)
〉

= por (3.49) =
k

∑
i, j=1

Di j h(c)uiu j =

= Qh(c)(u)

Como queríamos probar. 2

Naturalmente, para calcular la restricción de la forma cuadráticaQL(a,α) al espacioTM(a),
todo lo que se necesita es conocer una base de dicho espacio, pues si{a1,a2, . . . ,ak} es una tal
base, la matriz de la forma cuadrática restringida aTM(a) es la matriz(mi j )k×k cuyos elementos
están dados por:

mi j =
〈

A.at
i

∣

∣a j
〉

16 i, j 6 k (3.51)

Como consecuencia de la proposición3.31, de la proposición anterior y del teorema2.26,
obtenemos condiciones suficientes para quef tenga ena un extremo local condicionado por
M.

3.35 Teorema(Condición suficiente de extremo local condicionado). Con las notaciones y
las hipótesis anteriores, supongamos que(a,α) es un punto crítico de la función de Lagrange
y pongamosA =

(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

. Sea{a1,a2, . . . ,ak} una base del espacio TM(a) y sea

(mi j )k×k la matriz cuyos elementos mi j vienen dados por(3.51). SeaQ : Rk → R la forma
cuadrática:

Q(u) =
k

∑
i, j=1

mi j uiu j ∀u∈Rk

Se verifica entonces que:

a) Si la forma cuadráticaQ es definida positiva entonces f tiene ena un mínimo local
estricto condicionado por M.
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b) Si la forma cuadráticaQ es definida negativa entonces f tiene ena un máximo local
estricto condicionado por M.

c) Si f tiene ena un máximo local condicionado por M entonces la forma cuadrática Q es
semidefinida negativa.

d) Si f tiene ena un mínimo local condicionado por M entonces la forma cuadrática Q es
semidefinida positiva.

e) Si la forma cuadráticaQ es no definida entonces f no tiene ena un extremo local
condicionado por M.

En general, la matrizA=
(

Di jL(a,α)
)

16i6n
16 j6n

depende dea y deα. Te digo esto porque es

importante que calcules las soluciones del sistema de Lagrange en la forma(a,α) agrupando
cada puntoa con sus correspondientes multiplicadores de Lagrange. Cada a tiene asociado un
único multiplicadorα, pero puede ocurrir que diferentesa tengan asociado el mismo multipli-
cador porque distintosa pueden dar lugar al mismo∇ f (a). Los coeficientesmi j dependen en
general dea y deα y para cada par(a,α) resulta, en general, una forma cuadráticaQ diferente
cuyo carácter debes estudiar. Pese a todo, de hecho, en la práctica sucede con frecuencia que
A no depende deα, en tal caso puedes olvidarte de los valores deα y considerar solamente los
dea.

La forma de calcular rápidamente la matriz(mi j )k×k es la siguiente: seaBn×k una matriz
cuyas columnas sean los vectores base deTM(a), entonces:

(mi j )k×k =B
t
.A.B (3.52)

3.6.1. Cálculo de extremos absolutos

Cuando la variedadM es un conjunto compacto, la existencia de extremos absolutos para
f está garantizada por la propiedad de compacidad de las funciones continuas. En este tipo de
problemas lo único que hay que hacer es calcular los puntos críticos de la función de Lagrange
y evaluar en ellos la funciónf , lo que nos proporcionará directamente los puntos dondef
alcanza su máximo y su mínimo absolutos enM. Claro está, se supone que hay un número
finito de soluciones del sistema de Lagrange.

Situación diferente es cuando queremos calcular los extremos absolutos o relativos de una
función f en un conjunto compactoK ⊂Rn con interior no vacío y cuya fronteraM = Fr(K) es
una variedad. Por supuesto, la existencia de extremos absolutos está garantizada pero pueden
alcanzarse en el interior o en la frontera. Por tanto, lo que hay que hacer es calcular los puntos
críticos def en el interior deK y las soluciones del sistema de Lagrange paraf y M. Obtendre-
mos así, en la práctica, un conjunto finito de puntos y todo lo que hay que hacer es evaluarf en
cada uno de ellos, lo que nos proporcionará directamente lospuntos dondef alcanza su máxi-
mo y su mínimo absolutos enK. Dicho sea de paso, con frecuencia dichos extremos absolutos
se alcanzan en la frontera deK.

Sucede con frecuencia que la frontera deK ⊂ Rk, k = 2 o k = 3, no es una variedad aun-
que se le parezca mucho; por ejemplo, la frontera puede ser unpolígono o un ortoedro o una
pirámide. En tales casos lo más sencillo es parametrizar lascaras del polígono o del ortoedro y
reducir el problema de calcular los extremos en cada parte dela frontera deK a un problema de
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Cálculo de extremos absolutos 99

extremos más sencillo en una o dos variables. Claro, tambiénse puede descomponer la frontera
de K como unión de variedades disjuntas: las caras o las aristas más los vértices y aplicar la
teoría de extremos condicionados a cada una de ellas. No te loaconsejo.

Ejercicios propuestos

189. Calcula, aplicando la teoría de extremos condicionados, elortoedro de volumen igual a
8 y superficie lateral mínima.

Observación: este ejercicio lo hemos hecho en la introducción usando la desigualdad
de las medias. La teoría de extremos condicionados te permitirá probar que el ortoedro
solución solamente puede ser el cubo, pero dicha teoría no tedice si el mínimo alcanzado
es absoluto.

190. Calcula la distancia mínima de un puntoP= (α,β,γ) al planoAx+By+Cz= D:

a) Usando la teoría de extremos condicionados.

b) Usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz.

191. Calcula el punto de la superficie 4x2 + y2 − z2 = 1 que está más próximo al origen de
coordendas.

192. Una curva está dada como la intersección del cilindrox2+y2 = 4 con el plano de ecua-
ción 2x+ 3y+ z= 3. Calcula el punto de la misma que está más próximo al origen.

193. SeaA una matriz simétrican×n. Aplica el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular el máximo absoluto de la forma cuadrática asociada aA condicionado por
la esfera euclídea unidad enRn, para probar que dicho máximo se alcanza en un punto
de la forma(a,α) tal queA.at =−αa. Por tanto−α es un valor propio deA.

194. Calcula el máximo absoluto def (x,y,z) = x3y2zen el conjunto:

M =
{

(x,y,z)∈R+
o ×R+

o ×R+
o : x+2y+3z= 1

}

196. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular un punto de la elipse
de ecuación

x2

a2 +
y2

b2 = 1

tal que el segmento determinado por la intersección de la tangente a la elipse en dicho
punto con los ejes coordenados tenga longitud mínima.

197. Prueba que el máximo absoluto def (x1,x2, . . . ,xn) = (x1x2 · · ·xn)
2 sometido a la condi-

ción‖(x1,x2, . . . ,xn)‖2 = r es igual a(r2/n)n. Deduce que:

n

√

x2
1x2

2 · · ·x2
n 6

1
n

n

∑
i=1

x2
i ∀(x1,x2, . . . ,xn)∈Rn
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195.
Utiliza el método de los multiplicadores de
Lagrange para calcular el área del triángulo
de mínima área cuyos lados son los segmen-
tos de los ejes coordenados positivos inter-
ceptados por la tangente a la elipse:

x2

a2 +
y2

b2 = 1

en un puntoP = (u,v) de la misma situado
en el primer cuadrante y dicho segmento de
la tangente.

P=(u,v)b

y deduce la desigualdad de las medias:

n
√

x1x2 · · ·xn 6
1
n

n

∑
i=1

xi ∀(x1,x2, . . . ,xn)∈(R+
o )

n

¿Cuándo se da la igualdad?

198. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular el volumen del ortoe-
dro de máximo volumen inscrito en el elipsoide de ecuación

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

¿Sabes resolver este ejercicio usando la desigualdad de lasmedias?

199. Prueba que el máximo absoluto dex2y2 sujeto a la condición

x2p

p
+

y2q

q
= r2

dondep> 0, q> 0 verifican que:
1
p
+

1
q
= 1

se alcanza cuandox2p = y2q y es igual ar2. Deduce que six> 0 ey> 0 se verifica que:

xy6
xp

p
+

yq

q

¿Cuándo se da la igualdad?

200.
Se quiere construir un pentágono colocando
un triángulo isósceles sobre un rectángulo,
como se muestra en la figura de la derecha.
Si el pentágono tiene un perímetro fijop,
determinar las longitudes de los lados del
pentágono que maximizan su área.
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201. Calcula los puntos de la curva
{

x2−xy+y2−z2 = 1

x2+y2 = 1

que están más próximos al origen de coordenadas.

202. Calcula la mínima distancia del origen a la superficie de ecuación xy2z3 = 2.

203. Calcula el mayor y el menor valor de la funciónf (x,y,z) = x− 2y+ 5z en la esfera
x2+y2+z2 = 30.

204. SeaΓ la curva intersección de la esferax2+y2+z2 = 1 y el planox+y+z= 1. Calcula
los puntos deΓ que están más cerca y más lejos del punto(1,2,3). Justifica que los
resultados obtenidos son valores máximos y mínimos absolutos.

205. Encontrar un puntoP de coordenadas positivas perteneciente al elipsoide de ecuación
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1, tal que el plano tangente al elipsoide enP determine con los ejes

coordenados un tetraedro de volumen mínimo.

El volumen del tetraedro con vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y

(0,0,c) (dondea,b,c son números positivos), es igual a
1
6

abc.

206. Calcula los extremos absolutos def (x,y) = x2+y2−x−y en el conjunto

K =
{

(x,y)∈R2 : x2+y2 6 4∧ y> 0
}

207. Calcula el volumen máximo de una caja rectangular situada sobre el planoXY que tie-
ne un vértice en el origen y el vértice opuesto, de coordenadas positivas, pertenece al
paraboloidez+x2+4y2 = 4.

208. Calcula los extremos absolutos def (x,y)= x2y3+x2+6y2 en la bola cerradaB‖ ‖2
((0,0),

√
5).

209. Calcula los extremos absolutos def (x,y,z) = x2+yz en la bola euclídea unidad cerrada.

210. a) Clasifica los extremos relativos del campo escalarf (x,y) = x3+y3−xy2−x+16.

b) Calcula el máximo y el mínimo absolutos de dicho campo escalar en el conjunto:

K =
{

(x,y)∈R2 : x2+y2 6 2, y> 0
}

.

211. Se considera la funciónf : R2 → R dada por:

f (x,y) =
x3

3
+

y3

3
− x2

2
− y2

2
+1

a) Calcula y clasifica los puntos críticos def en la bola abiertaB‖ ‖2((0,0),2).

b) Calcula los extremos absolutos def en la bola cerradaB‖ ‖2
((0,0),2).
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212. Calcula los puntos del conjuntoA=
{

(x,y)∈R2 : x2+y2 6 2x, y> 0
}

donde el campo
escalar f (x,y) = x2−2xy+y2 alcanza su máximo y mínimo absolutos.

213. Calcula los extremos absolutos def (x,y) = (x2+2y2)e−x2−y2
en el discox2+y2 6 4.

214. Calcula los valores máximos y mínimos absolutos def (x,y,z) = xy2z3 en la bolax2 +
y2+z2 6 1.

215. Calcula los extremos absolutos def (x,y) = x2+3y2 en el círculox2−2x+y2−36 0.

216. Calcula los extremos absolutos de la funciónf (x,y) = x2y3(1−x−y) en el conjunto

K = {(x,y) : |x|+ |y|6 1}

217. Calcula los extremos absolutos def (x,y) = x2+y2−xy−x−y en el conjunto

K =
{

(x,y)∈R2 : x> 0,y> 0,x+y6 3
}

218. Calcula los extremos absolutos del campo escalarf (x,y,z) = x+y+z en el conjunto

A=
{

(x,y,z)∈R3 : x2+y2 6 z6 1
}

.

219. Calcula los valores máximo y mínimo de la funciónf (x,y,z) = xyz cuando el punto
(x,y,z) pertenece a la curva definida por la intersección del planox+y+z= 0 y la esfera
x2+y2+z2−1= 0.

220. Calcula la mínima distancia entre la rectax+y= 4 y la circunferenciax2+y2 = 1.

221. Calcula la mínima distancia entre la rectax−y= 2 y la parábolay= x2.

221. Calcula la distancia mínima entre la elipsex2+2y2 = 6 y la rectax+y= 5.

222. El área de una caja rectangular sin tapa es de 108cm2. Calcula sus dimensiones para que
el volumen sea máximo.

223. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la funciónf (x,y,z) = xyzen los puntos
del elipsoidex2+4y2+9z2 = 3.

224. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la función

f (x,y,z) = y2+4z2−4yz−2xz−2xy

en los puntos del elipsoide 2x2+3y2+6z2 = 1.

225. Calcula los puntos de la elipse 5x2−6xy+5y2 = 4 para los cuales la distancia del origen
a la tangente a la elipse en tales puntos es máxima o mínima.
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226. Calcula y clasifica los extremos relativos de la función

f (x,y,z) = x2+y2+z2+2xyz

Y calcula el mínimo valor que dicha función toma en la bola euclídea cerrada de centro
el origen y radio 4.

227. Calcula por el método de los multiplicadores de Lagrange la mínima distancia entre la
rectax+y= 3 y la elipse 3x2+y2 = 3.
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