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Capitulo 1

Campos de Difusion Gaussianos

Biparameétricos

1.1 Introduccién

Los campos de difusién constituyen actualmente un importante drea de investigacién por
su interés en la modelizacion de multiples fendmenos que intervienen en procesos fisicos,
bioldgicos, econdmicos y sociales. El objetivo del primer capitulo de esta memoria es el es-
tudio de campos de difusién gaussianos biparamétricos para lo cual necesitamos introducir

previamente algunos conceptos y resultados generales (basicos) sobre campos aleatorios.

En la Seccién 1.2 daremos la definicion de campo aleatorio espacial, esto es, un proceso
estocastico cuyo espacio paramétrico es un subconjunto de un espacio euclideo de dimen-
sién finita. Aunque la definicién de campo aleatorio espacial la estableceremos en general,
nos centraremos en espacios paramétricos bidimensionales y emplearemos el término cam-
po aleatorio biparamétrico. Llamaremos procesos uniparamétricos asociados al campo a
los procesos que surgen de fijar cada una de las coordenadas del espacio paramétrico

bidimensional.

La teoria de procesos estocdsticos de Markov fue presentada en 1906 por A. A. Markov,
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quien formulé el principio que hoy lleva su nombre. En términos muy simples, este prin-
cipio afirma que el futuro es independiente del pasado cuando conocemos el presente.
Fijada la notaciéon que va a ser utilizada y considerando que el espacio paramétrico es
el cuadrante positivo del plano, vamos a introducir una propiedad de Markov para cam-
pos biparamétricos. Los campos que verifican esta propiedad se conocen como campos
de Markov. Esta propiedad introducida por R. Cairoli [3], al igual que en el caso uni-
paramétrico, permite caracterizar la ley de un campo de Markov por una familia de pro-
babilidades de transicién y la distribuciéon del campo en los ejes del espacio paramétrico
(distribucién inicial), con lo cual el estudio de los campos de Markov biparamétricos se
suele hacer utilizando la familia de probabilidades de transicién en lugar de la familia
de distribuciones finito dimensionales. La probabilidad de transicién de un proceso de
Markov verifica la conocida ecuacion de Chapman-Kolmogorov, que también es posible

establecer para un campo de Markov biparamétrico.

En la Seccién 1.3, resumiremos los conceptos y resultados que D. Nualart [19] establecié
sobre campos de difusién biparamétricos. En esta seccién consideraremos que el espacio
paramétrico es un subconjunto compacto del cuadrante positivo del plano. En el caso
uniparamétrico (véase [1] 0 [17]) una difusién es un proceso de Markov con trayectorias
continuas que verifica tres condiciones. La primera asegura que grandes desplazamientos
son improbables en intervalos de tiempo pequenos. La segunda define una funcién que
da el valor medio infinitesimal del proceso en un instante cualquiera cuando conocemos
el valor del proceso en un instante anterior y la tercera define una funcién que da una
medida de la fluctuacion infinitesimal del proceso en torno al valor medio infinitesimal.
Estas dos funciones se conocen como coeficientes de difusion. En el caso biparamétrico,
D. Nualart trasladé este concepto a un campo de Markov biparamétrico con trayectorias
continuas y establecié una definicién de campo de difusién. Esta definicion sélo requiere
conocer los coeficientes de difusion de los procesos uniparamétricos asociados al campo.
Anos antes, D. Nualart y M. Sanz [20] dieron una definicién que exigia conocer otras

funciones aleatorias conocidas como coeficientes de difusion biparamétricos. Sin embargo,
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no seguiremos esta definicion ya que D. Nualart comprobd, bajo cuatro hipdtesis, que
los coeficiente de difusion biparamétricos se pueden obtener a partir de los coeficientes
de difusion uniparamétricos. Ademds comprobd, que si anadimos una quinta hipdtesis,
podemos obtener la ecuacion en derivadas parciales estocastica que verifica un campo de
difusion. En fisica e ingenieria estas ecuaciones surgen de manera natural en la descripcién
de sistemas dindmicos sometidos a perturbaciones aleatorias. Es por ello, que su estudio
constituye una herramienta muy 1util en la construccién de modelos probabilisticos de

numerosos fenémenos.

Por otro lado, es conocido que la distribucién de las variables aleatorias que inter-
vienen en muchos procesos naturales puede aproximarse de forma muy satisfactoria por la
distribucién de las variables aleatorias de un campo aleatorio espacial gaussiano. En la Sec-
cién 1.4, vamos a estudiar los campos de difusiéon gaussianos. El resultado principal de esta
seccidén es el que establece una caracterizacion de campo de difusién gaussiano. En el caso
uniparamétrico es posible probar que un proceso de difusiéon con coeficientes de difusion
continuos es gaussiano si, y sélamente si, la distribucién inicial es gaussiana o constante,
los coeficientes de difusion solo dependen de la posicion en el espacio paramétrico y algun
momento infinitesimal de orden superior a dos es nulo. En el caso biparamétrico daremos
una caracterizacién similar. Para demostrar este resultado previamente necesitaremos
obtener algunas distribuciones y propiedades, que también nos seran de gran utilidad en
el capitulo siguiente. Finalmente representaremos el campo de difusion gaussiano por una

ecuaciéon en derivadas parciales.

1.2 Campos Markovianos Biparamétricos

Vamos a empezar esta seccion recordando la definicién de campo aleatorio espacial y dando
su ley, esto es, la informacién necesaria para tener completamente especificado el campo.
Fijada la notacién para el caso que estudiaremos, esto es, cuando la dimensién del espa-

cio paramétrico es dos, introduciremos el concepto de campo markoviano biparamétrico,
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daremos su ley y las ecuaciones de Chapman-kolmogorov que verifica. Finalmente recor-
daremos que los procesos uniparamétricos asociados a un campo de Markov, son procesos

de Markov.

En general, como hemos comentado en la introduccién, un campo aleatorio espacial es
una familia de variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad comun, cuyo
espacio paramétrico es un subconjunto de un espacio euclideo de dimensién finita. Los

campos aleatorios espaciales que consideraremos se establecen en la siguiente definicion.

Definicién 1.1 Sea (2,2(,P) un espacio probabilistico y sea (R,B (R)) un espacio medi-
ble, donde B (R) denota la o-dlgebra de conjuntos de Borel sobre la recta real R. Un cam-
po aleatorio espacial {X (z);z € D}, es una familia de variables aleatorias definidas
sobre (Q,24,P) con valores en (R,B (R)), donde el espacio paramétrico D es un subcon-

junto de R™.

Vamos a establecer la ley de un campo aleatorio espacial en términos de la familia
de funciones de distribucién finito dimensionales. Si tomamos un conjunto finito de va-
riables aleatorias del campo (X (z1),..., X (zm)), m > 1, la funcién de distribucién finito

dimensional (m-dimensional) estd dada por
Foozm (@1, 00,2m) = PIX (21) <21, .0, X (2m) < @i

donde z1,...,zm € D, 21, ...,y € R. Es evidente que la familia de funciones de distribu-
cién finito dimensionales antes considerada es consistente, es decir, verifica las siguientes

condiciones:
a) Condicién de simetria:

inl""’zim (':Uila AR xim) = le,“.,zm (xla seey xm) )

para cualquier permutacién i1, ..., 4, de los indices 1, ..., m.
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b) Condicién de consistencia:

F

8
I

Ty eeey Ty, OO, oo Foiom (@150, Tm)

1s--58m»Sm+15--3Sm4-k (

para cualquier m, k > 1.

Podemos afirmar que un campo aleatorio espacial {X (z);z € D} determina una fami-
lia consistente de funciones de distribucién finito dimensionales {F,, .. 21,...,2m € D,
m € N}. Sin embargo, jes cierto el reciproco?, esto es, jdada una familia de funciones
de distribucion finito dimensional, existe un campo aleatorio que posee la familia anterior
como familia de funciones de distribuciones finito dimensionales? La respuesta a esta pre-
gunta es afirmativa siempre que la familia de funciones de distribucién finito dimensionales
sea consistente (véase la extension del Teorema fundamental de Kolmogorov, Teorema 2
pag. 185 de [30]). Por lo tanto, una condicién suficiente y necesaria para la existencia
de un campo aleatorio espacial es que la familia de distribuciones finito dimensionales

verifique las condiciones de simetria y consistencia anteriores.

La definicién de campo aleatorio espacial anterior es mas general de lo que nosotros
necesitaremos. En nuestro estudio vamos a considerar n = 2. En esta situacion hablaremos
de campo aleatorio espacial biparamétrico.

En lo sucesivo vamos a considerar que el espacio paramétrico D, es el cuadrante positivo
del plano que denotamos por Ri. Cada valor z € R%r puede expresarse en coordenadas
como z = (s,t) donde s,t € R4. Usaremos indistintamente la notacién simplificada z, o
la notacién en coordenadas (s,t), para notar a los elementos de Ri. Consideraremos el
orden usual sobre Ri: (s1,t1) < (s2,t2) si, y s6lo si, s1 < sy y t1 < ty y escribiremos

(s1,t1) < (s2,t2) si, y sblo si, s1 < s3 y t1 < to. También notaremos
21N\ 29 = (81 N Sg,t1 A tQ) = (min {81, 82} , min {tl, tz})
vy Eo para referirnos a los ejes del espacio paramétrico, en este caso,

Eoz{(s,t)GRi:s:O 6 t=0}.
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Sea {X (2); z € R%r} un campo aleatorio espacial biparamétrico definido sobre el es-

pacio probabilistico (£2,2(, P). Supondremos que el campo es constante en Ey, esto es
X (2) =X (0,0) Vz € Ep,

donde X (0,0) es una variable aleatoria o una constante. Para referirnos a las variables del
campo usaremos indistintamente la notacién X (z), X, o bien Xy si queremos destacar
las coordenadas de z. También se usard una notacién analoga en las o-algebras asociadas
al campo, que definimos a continuacion.

Si ; y 2y son dos o-dlgebras arbitrarias, notaremos \/ 2; 6 2; V 2y a la menor

i=1,2
o-algebra generada por la union de 241 y Ao,

\ W= VA = o {2 UAs}
i=1,2

Consideraremos las siguientes familias de o-dlgebras {§.; z € R%}, {§L; z € R2},

{3?; = € R2}, donde para cada z € R

Z:a{X(z'):zlgz},

Si=c{X (s,t):s<s,eRy} = \/ St/
>0

2o (X () e Ry L <t) = \/ e
s'>0

Tal y como hemos definido ! y F2, tenemos que

En todo lo que sigue supondremos que las o-algebras generadas por el campo, verifican

la siguiente propiedad
Para cada z = (s,t) € R%,

Si Y Sz son condicionalmente independientes dada § . (1.1)
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La siguiente definicién fue introducida por R. Cairoli [3].

Definicién 1.2 {X (z); z € R3} es un campo de Markov (biparamétrico) si para

cada (s1,t1) < (s2,t2) y cada subconjunto de Borel B, se verifica que

P [X (sa,t2) € B/FL 4, Ve = P[X (s2.t2) € B/X (s1,t2), X (s1,t1), X (s2,1)].

s1t1 s1t1

(1.2)

Dado un campo de Markov {X (2); z € Ri}, llamaremos probabilidad de transi-

cién (funcién de transicién) a la funcién
P (B,z/ (x1,2,22), 21)

definida para todo T = (z1,z,72) € R?, 21,20 € Ri, z1 < z9 y B conjunto de Borel sobre
la recta real, que verifica las siguientes propiedades:

a) P(B,z2/-,21) es una funcién Borel de T,

b) P (-, 22/T, 21) es una probabilidad para z1, z2 y T fijos, y

c) P[X (z2) € B/X (s1,t2) =21, X (21) = x, X (s2,t1) = x2| = P (B, 22/T, z1).

Si consideramos conjuntos de Borel de la forma B = ]|—o0,y], y € R, la probabilidad

de transicién es
P(]—00,y],22/T,21) = P[X (22) <y / X (s1,t2) = w1, X (21) = 2, X (s2, 1) = 2] .

En el caso de que dicha funcién sea derivable respecto a la variable y, a la derivada la
llamaremos densidad de transicién. Generalmente, para hacer referencia a esta funcién
usaremos la notacién f (y, z2/T, z1).

R. Cairoli [3] comprobé que la distribucién del campo de Markov estd determinada
por las probabilidades de transicién junto con la distribucién inicial (distribucién en los
ejes), por lo que, fijada la distribucién inicial, el estudio de los campos de Markov se suele
hacer y asi lo haremos en esta memoria, a través del estudio de las probabilidades de
transicion y en el caso en que dichas probabilidades sean derivables, a través de la familia

de densidades de transicién.
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En el caso uniparamétrico es conocido que la probabilidad de transicién de un proceso
de Markov siempre verifica una ecuacién llamada “ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov”.
En el caso biparamétrico, la probabilidad de transicién del campo de Markov verifica las

siguientes ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

P(B.o/ (o) 2) = [ P(Boaf (Gmea). (o)

P (d&y, (o,t2) [ (x1,2,m2) , 21) (1.3)
P (B,z/ (z1,2,22) ,21) = AP(B,ZQ/(xl,nl,gg),(31,7))

P (d&2, (s2,7) [ (m, @, 32) , 21) , (1.4)

donde s1 < 0 < s3 y t1 < T < tg. La primera ecuacién corresponde a integrar respecto
al valor de la variable en la posicién (o,t2) que hemos notado &;. La segunda ecuacién
corresponde a integrar respecto al valor de la variable en la posicién (s2,7) que hemos
notado &. Por tanto la primera ecuacién corresponde a fijar la segunda coordenada de
z9 y la segunda corresponde a fijar la primera coordenada de zs. Si no fijamos ninguna
coordenada, obtenemos una séla ecuacion de Chapman-Kolmogorov: Dado un punto

z = (o,7) tal que 21 < z < 29, para 11,72 € R se verifica que

P(B,ZQ/(]Il,JI,:L’Q),Zq) = /RSP(B,ZQ/(fl,f,fg),Z)
-P (d€17(0-7t2)/(xlvnl’f)v(slﬂ—))
P (dg?v(5277—)/(53772a$2)7(0-’t1))

P (dg, z/ (n,z,m2) , 21) - (1.5)

En el caso en que la densidad de transicion exista, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
se formulan de forma andloga a la anterior, utilizando la densidad de transicién en lugar

de la probabilidad de transicién.

Por otro lado, es claro que si fijamos una de las dos coordenadas de un campo aleato-
rio biparamétrico, obtenemos un proceso estocdstico. En general, nos referiremos a estos

procesos como procesos uniparamétricos asociados al campo. Si {X (2); z € Ri} es un
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campo de Markov, con probabilidad de transicién dada por P (B, zs/ (1, x,x2),21), en-

tonces para t € Ry fijo y para cualquier s > 0
PL(B,s+ hjz,5) = P (B, (s +ht) / (2,¢,0), (5,0))

es la probabilidad de transicién del proceso uniparamétrico {Xg; s > 0}. Para s € Ry

fijo y para cualquier ¢ > 0
Pj (B,t+k/x,t)=P(B,(s,t+k)/(c,c,x),(0,1))

es la probabilidad de transicién del proceso uniparamétrico {Xg; ¢t > 0}. Utilizando la
condicién (1.2) es facil comprobar que los procesos uniparamétricos asociados a un campo
de Markov son procesos de Markov con funciones de transicién P} y Ps, respectiva-
mente. Si tomamos conjuntos de Borel de la forma B = |—o00,y|, y € R y las funciones de

transicién

Plt(]_oovy]78+h/xvs)a

P2S (}—oo,y],t—i—k/m,t),

son funciones derivables respecto a la variable y, entonces el estudio de los procesos
{Xst; s >0} y {Xs; t >0} se hard con las correspondientes derivadas, es decir, con las
densidades de transicién, a las que notaremos g (y,s + h/z,s) y gs (y,t + k/z,t), respec-

tivamente.

1.3 Campos de Difusion Biparamétricos

Los campos de Markov se utilizan en la descripcién de multitud de fenémenos fisicos,
bioldgicos, econémicos y sociales. No obstante, son particularmente interesantes aquellos
que verifican ciertas condiciones que se observan sobre el incremento del campo en un
intervalo pequenio. Por ello, es interesante estudiar los campos de Markov que verifican
ciertas condiciones que establecemos a continuacién.

La siguiente definicién fue introducida por D. Nualart [19].
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Definicion 1.3 Un campo de Markov {X (2); z € Ri} con valores en R y trayectorias
continuas casi sequramente es un campo de difusion (biparamétrico), si existen fun-
ciones continuas a1 (s,t,x), B1(s,t,z), as (s,t,x) y Bs (s,t,x) definidas en R2 x R tales

que para cualquier € > 0 se verifican las siguientes condiciones:

/|ym|>e Pi{dy s +h/z.s) =o(B), (1.6)
/|yxl<€ (y — x) Pf (dy, s + h/xz,s) = a1 (s,t,2) h + o (h), (1.7)
/|yx|<€ (y —2)* P} (dy,s + h/z,s) = By (s,t,x) h+ o (h), (1.8)
/|“|>€ P (dy,t+k/x,t) = o (k), (1.9)
/|yx|<€ (y — x) P5 (dy,t + k/x,t) = a (s, t,x) k + o (k), (1.10)
el (y — ) P§ (dy,t + k/z,t) = By (s,t,2) k + o (k) (1.11)

/|yx1x2+x|>€ P(dy,(s+ h,t + k) / (z1,3,22), (s, 1))
P (dxa,s + h/w,s) Py (dey,t + k[, t) = o (hk), (1.12)

donde h, k > 0.

Puesto que los procesos uniparamétricos asociados a un campo de Markov son pro-
cesos de Markov, si {X (2); z € Ri} es un campo de difusiéon biparamétrico, entonces
fijado t € R4, {Xg; s > 0} es un proceso de difusién uniparamétrico con coeficientes de
difusién a1 (z,2) y Bi(z,z) y fijado s € Ry, {Xs;t > 0} es un proceso de difusién uni-
paramétrico con coeficientes de difusién as (z,x) y B2 (z,z). En consecuencia, la definicién
que hemos dado de campo de difusion biparamétrico es equivalente a decir que el campo
de Markov {X (2); z € Ri} con trayectorias continuas sea un proceso de difusién en ca-
da coordenada y que verifique (1.12). Las funciones a; y B;, i = 1,2, se conocen como
coeficiente de tendencia (drift) y de difusion del proceso en cada coordenada, respecti-
vamente. Para referirnos a ellos hablaremos, en general, de coeficientes de difusién

(uniparamétricos).
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En todo lo que sigue usaremos la siguiente notacién

X (A}L (2)) = X (s + h,t) — X (s,1),
X (A7 (2)) = X (s, t+ k) — X (s,1), (1.13)

X(Ahk(z)> :X<S+h7t+k) _X(8+h7t> _X(37t+k> +X<Sut)
De acuerdo con la notacién anterior la referencia (1.12) se expresaria como
PIX (Ank (2))] > €/8.] = o (hk).

Observacién 1.1 En las condiciones (1.7) y (1.8) hemos usado momentos truncados ya

que los momentos condicionados
E[X (s+h,t)/X (s,t) =a] y E[X?(s+h,t)/X (s,1) = z]
puede que no existan. Sin embargo, si para § > 0 se verifica que

1 1 2+6 B o1 246 pt _
lim =E [|X (A} () [ /X (z) =] = lim o /R ly — a** P} (dy, s + h/x,5) = 0,

(1.14)

entonces, como para r < 2+ 6

1
/ | ly — z|" P} (dy,s+ h/z,s) < poxs /R ly — x|*" Pt (dy, s+ h/z,s), (1.15)
Yy—x|>€

claramente, tomando r = 0 la condicién (1.6) se verifica y tomando r = 1,2 podemos
elegir R como region de integracién para las condiciones (1.7) y (1.8).
En consecuencia, un proceso de Markov {X; s > 0} con trayectorias continuas casi

seguramente que verifica (1.14),
| w2 Pldys+hfas) = ar(sta)hrolh).
R
[ ol Pl dys /o) = Bils.to)htolh),
R

es un proceso de difusién.



16 Capitulo 1. Campos de Difusion Gaussianos Biparamétricos

En estas condiciones, los momentos de orden r < 2 + § existen y coinciden con los
truncados. El momento infinitesimal de orden i del proceso {Xq; s > 0} para0 < i < 249
viene dado por

lim 1E [X (A}, (z))Z /X (2) = x} = lim 1 (y — )" Pt (dy,s + h/z,s).
h—0 h h—0 h

El momento infinitesimal de orden 1 es la media infinitesimal y puesto que

var [X (A} (2)) /X (2) =x] = Bi(z,2)h+o(h)— (a1 (z,2) h+ o (h))?

= Bi(z,x)h+o(h)

el momento infinitesimal de orden 2 es la varianza infinitesimal. Queda asi justificado en

este caso los nombres de media y varianza infinitesimal para los coeficientes de difusién

(en el caso general tendria que hablarse de media y varianza infinitesimal truncadas).
Veamos que para 2 < i < 2+ ¢ el momento infinitesimal de orden i es nulo. Para ello

basta comprobar que

,llli%%E “X (AL ()] /X (2) = x] =0, si 2<i<2+4. (1.16)
En efecto,
lim ~ X (AL /x ) =2] = Im 1 / ly — o[ P! (dy, s + h/z, s)
h—0 h h—0 h
- Jim % /y_%ISs ly — x| P! (dy, s + h/z, 5)
- %Lné% . ly — z|* P! (dy, s+ h/z,s)
- 0

yva que el primer sumando se anula teniendo en cuenta que los momentos truncados de
orden superior a dos de un proceso de difusién son infinitesimos de orden h (véase la
demostracién que R. N. Bhattacharya y E.C. Waymire hacen para un proceso de difusiéon
homogéneo en [2] y que se extiende sin dificultad a nuestro caso) y el segundo sumando

es cero en virtud de la condicién (1.15).
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Observacion 1.2 Un razonamiento analogo al realizado en la Observacion 1.1 nos per-
mite afirmar que si para 6 > 0 el momento infinitesimal de orden 2 + § del proceso

{Xst; t > 0} se anula, esto es,
1
lim B [\X (A2 /X (2) =] = lim / ly — 2|70 PS (dy, t + k/xz,t) =
(1.17)

entonces la condicién (1.9) se verifica y podemos elegir R como regién de integracién para
las condiciones (1.10) y (1.11). En consecuencia, si {Xg; t > 0} es un proceso de Markov

con trayectorias continuas casi seguramente que verifica (1.17),
[ =0t kat) = ax(sta)k+olk),
R

/ (y —z)* P (dy,t + k/x,t) = Bo(s,t,x)k+o(k),
R
entonces {Xg; t > 0} es un proceso de difusién cuyos coeficientes ag (s,t,z) y Ba (s,t,x)

representan la media y varianza infinitesimal respectivamente y se verifica que
. 1 2 7 . .
]llr%EE[‘X(Ak(z))‘ /X(z)::c}:o, si 2<i<248.

En la definicién que D. Nualart y M. Sanz [20] dieron de campo de difusién, intervienen
ademads de los coeficientes de difusiéon uniparamétricos otros conocidos como coeficientes
de difusion biparamétricos. El motivo de no utilizar esta definicién es que para los cam-
pos que vamos a estudiar, tanto el gaussiano como el lognormal, dichos coeficientes los
podremos obtener a partir de los uniparamétricos cuando se cumplan las cuatro hipétesis
que establecemos a continuacién.

En lo sucesivo supondremos que el espacio paramétrico es el siguiente subconjunto
de R%: I =1[0,5] x [0,T]. Sea {X (z); z € I} un campo de difusién biparamétrico. En
primer lugar vamos a introducir tres hipdtesis que permiten afirmar que los operadores de

difusion uniparamétricos

0 0 1 0?2
D1:_+ B1 9
Os Lor 2 ox? 11
) o 1. 92 (1.18)
Dy = — It +a 8 232a
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conmutan. Las hipdtesis son las siguientes:

(I) Las funciones a; (s,t,z), as (s,t,x), By (s,t,z) y Ba(s,t, ) tienen derivadas parciales

continuas con respecto a s y t, y son cuatro veces derivables con continuidad en x.
(II) Las condiciones (1.6), (1.9) y (1.12) se verifican uniformemente respecto a (s,t) € I.

(IIT) Para cada compacto K, existen constantes [ y ¢ tales que

a) para x € K,

/ (y— ) Pl (dy, s + h/z,s)| + / (y— 2)? Pl (dy, s + h/x. ) < ih,
ly—z|<e ly—z|<e

(1.19)

/ (y— ) P§ (dy,t + ko, 0)| + / (y— )% B (dy.t + k/a,t) < Ik,
ly—z|<e ly—z|<e

(1.20)
b)
sup P} (K,s+ h/z,s) < Ih, (1.21)
x|>c
|S|T1p Py (K, t+Fk/x,t) < Ik, (1.22)
x|>c

para todo (s,t) € I.
Se necesita una cuarta hipdtesis para obtener la siguiente proposicion.

(IV) Para cada compacto K, existe una constante [ tal que si x,& € K, entonces

/x2x|§s (xQ - {/C) (§2 - 6) P (dw?v (S + hvt) / (x7§7§2) ) (37 T)) PlT (d§2a 5+ h/fv 3) < lh,

|§2—€|<e

(1.23)
Jorages 1 =) (= ) P (i, (5,4 )/ ) (0:00) P (At 4 Kf0)| < Ik
Im —n|<e
n (1.24)

para todo (s,t) € I, 7 € [0,t), 0 €[0,s).
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El siguiente resultado, que permite obtener los coeficientes de difusion biparamétricos

a partir de los uniparamétricos, puede consultarse en [19].

Proposicién 1.1 Sea {X (z); z € I} un campo de difusion verificando las hipdtesis I a

IV. Entonces las funciones

a = Dyas = Daay,

B:D2B1—2B1% = D1B2_232%7
ox ox
das Oay
=B =B
16 28
)
o7 o 2 2 Or

donde los operadores D1 y Do estdan definidos en (1.18), son los coeficientes de difusion

biparamétricos del campo en el siguiente sentido

E[X (A (2))' X (A} (2))’ X (83 (2))' /X (2)] (1.25)
a(z, X (2))hk+o(hk) si i=1, jl=0,
B(z,X (2))hk+o(hk) si i=2, j,l=0,
= (2, X (2)hk+o(hk) si i=j=1,1=0,
co(z,X (2))hk+o(hk) si i=1=1, j=0,
d(z, X (2))hk+o(hk) si i=l= j=1.

Las funciones a y B se conocen como coeficiente de tendencia y varianza infinitesimal
del campo, respectivamente, mientras que c¢i, ¢o y d son los llamados coeficientes de

difusion miztos.

En ciencias experimentales, como la fisica o la ingenieria, una de las formas mas na-
turales de expresar un campo de difusién es como solucién de una ecuacién diferencial
estocdstica. Sin embargo, las hipdtesis I-IV no son suficientes para ello. Un conocido
resultado que nos permite representar un campo de difusién como la solucién de una
ecuacién en derivadas parciales, lo establecié D. Nualart en [19] para campos de difusién

que verifiquen las cuatro hipdtesis antes consideradas y la siguiente hipdtesis adicional:
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(V) Existen funciones continuas By (s, t, 7,2, &) y By (s,t,0,2,n) definidas para (s, t) € I,

o €10,s), T €10,t), x,&,n nimeros reales, tales que:

a) B (s,t,x) y Ba(s,t,z) son dos veces derivables con continuidad respecto a la

variable x.

b) Para cualquier € > 0,

Joras (2= ) (€2 = € P (dray (5 + 1) (0,6,82) (5, 7) PY (e + 1/, )
|§2—¢€[<e
= B (s,t,7,x,&)h+o(h), (1.26)

/xl_ﬂgs (x1 =) () —n) P (dea, (8,0 + k) [ (m,m, ), (0,8)) By (dim, ¢+ k /1, 1)

lm—n|<e

~

= Bsy(s,t,o,x,n)k+o(k). (1.27)

lim El (S,t,T,ZE,f) = B (S,T,é) ’
tN\T
r—E

h\mﬁz(s,t,a,x,n) = By(o,t,n). (1.28)
S g
T—n

Proposicién 1.2 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion verificando las hipdtesis I a
V. Entonces existe un campo de Wiener biparamétrico {W (z); z € I} (considerando si
es necesario un nuevo espacio de probabilidad), que mos permite representar el campo

{X (2); z € I} por la siguiente ecuacion en derivadas parciales

92X, X, X, X, Xy
- Xo) T2y (5,1, Xog) o2t — B8, X)) Tot 225t oy (5,8, X,
gigs 1 (56 Xat) 5= = o (8,8 X) == = B (8,8, Xot) =5 === =7 (5,1, Xst)
82
_ plp2 "Wt
BY2 (s,t, Xo) S, (1.29)
donde

e day day 9 (a1az)
B =B 1B21d7 a1 = %—ﬁ@, Qg = Oz — Bax, 7:a_7+ﬁala2~
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1.4 Campos de Difusion Gaussianos Biparamétricos

A lo largo de la presente seccién, vamos a demostrar que un campo de difusién gaussiano
esta completamente determinado por su distribucion inicial, por la media y varianza infi-
nitesimal de las difusiones uniparamétricas y por ciertos coeficientes de difusion.

Sea {X (z);z€1=[0,T] x [0,S]} un campo de difusién biparamétrico definido sobre

el espacio probabilistico (€2,2,P). En todo lo que sigue vamos a suponer que:

1. X (z) = X (0,0) casi seguramente (P), para todo z € Ey = {(s,t) € [ : s =06

t =0}, donde
X (0,0) es una v.a. gaussiana o una v.a. constante con (1.30)
E[X (0,0)] = mo y var (X (0,0)) = o2 '
2. Los coeficientes de difusién uniparamétricos
a1 (z,2) =a1(2), a2(z,2)=az(z),
) =a (), 6 =a () )

Bi(z,2) =Bi(z), Ba(z,x2)=Bs(z),

son funciones continuas que no dependen de x, B; > 0y By > 0.

3. Si k € (0,T], entonces se verifica que

E[X (Apg(2) /X (s+h,t), X (2), X (s,t+ k)] = (a1 (s,t+k)—a1(2))h+o0(h),
E [X(Ahk ()2 /X (s+ht), X (2),X (s,t+ k)| = (Bi (s,t + k) — By (2)) h + 0 (h).
(1.32)

4. Existe § > 0 tal que

E[|X (AL @) /X )] = o),
B [|X (a3 )7 /X (2)] = o (h).
)

E X (A (2)2T° /X (5 + byt ,X(z),X(s,Hk)} —o(h), parake (0,T].

X
X

(1.33)
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Bajo estas hipdtesis las condiciones (1.6) y (1.9) de la definicién de campo de difusién
son inmediatas y queda justificado los nombres de media infinitesimal y varianza infini-
tesimal para los coeficientes de difusién (véase las Observaciones 1.1 y 1.2), de ahi el
comentario que hicimos al principio de la seccion.

En lo sucesivo, con el propédsito de simplificar la notacién escribiremos
X (21,22) = X ((s1,11) , (s2,12)) = (X (s1,t2) , X (s1,%1) , X (s2,1))

donde z1, z90 € I, 21 < 29, 21 = (81,t1) ¥ 22 = (82, 12).
Bajo las hipdtesis anteriores, no es necesario utilizar momentos truncados en (1.32).
En efecto, si llamamos z = (s,t) y & = (x1,x,z2), entonces para § > 0y k € (0,T] se

verifica que (véase (1.33))

B [IX Q)P /X (s + byt 4 k) = 3
fim, h

1
_ lim—/ ly — 21 — 20 + 2270 P (dy, (s + hy t + k) /7, 2) = 0.
h—0 h R

Como parar <2+9

/ ly— 21— 2+ 2" P(dy, (5 + bt +K) /7, 2)
ly—z1—x2+T|>€

1
< i [ - m—aaPO P (s kR ), (13)
R
tomando r = 0 tenemos que
P[|X (Apk (2))] > €/X (2, (s + h,t + k) =Z] =o(h) (1.35)

y tomando r = 1,2 concluimos que no es necesario utilizar momentos truncados en las

condiciones de (1.32). Ademads, veamos que si k € (0,7] ¢ 2 < i < 2+ ¢, entonces

E|1X (A ) /X (2, (s + hyt + k) = x] =o(h). (1.36)
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En efecto,

lim 21X (A () /X (2 5+ ot 4 K) =]

1 .
_ limﬁ/]y—xl—xg+m|’P(dy,(s+h,t+k)/a:,z)

h—0
1 :
= lim — ly —x1 —x2 +z|" P (dy, (s + h,t + k) /T, 2)
h=0 v J}y o\ —zstal<e
1 .
+}11H%E |y—x1—xQ—i—x\zP(dy,(s—{—h,t—i—k)/:i,z)

ly—z1—z2+tz|>€

1
= lim

i ly— 21— 22+ 2] P(dy, (5 + bt +5) /5,2).
h—0 h ly—x1—z2t2|<e

donde hemos utilizado (1.34) y (1.33). Por otro lado, si consideramos § > 0y 6 =
(6/2 (B (s,t+k) = B ()2,

E[1X (A ) L ameize) /X (2 (s + bt + k) = 7]
= B [IX (A ) Lxamenica) /X (s + bt + k) = 7]

+E [\X (A ()" L{x (A (o))< X (Ape () 561/ X (2, (5 + ht + k) = f]

< 072B [1X (A ()P Txaneniza /X (2 (s + bt + k) = 7]
+&'P [|X (Apk (2))] > 6/X (2, (s + h,t + k)) = 7]
0 i
S BB (BT R = BiE) ko) + <o (h)
= H?h +o(h)

donde para obtener la dltima desigualdad hemos usado (1.35). Ahora bien, puesto que
el término o (h) es mas pequeno que #h/2 para valores de h suficientemente pequenos,

uniendo con lo anterior, podemos concluir que (1.36) es cierta.
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1.4.1 Difusiones Gaussianas Uniparamétricas

En las condiciones establecidas, si fijamos ¢ € [0,T], obtenemos que {X (s,t);s € [0, 5]}
es un proceso de difusién uniparamétrico verificando (1.30), la primera condicién de (1.33)
y con coeficientes de difusién a; (s,t) y Bj (s,t), funciones continuas que sélo dependen
de la posicién, con By > 0. En este caso, puede afirmarse que la funciéon caracteristica de

la variable X (s,t) que notaremos
© (S, ¢, u) - B [eiuX(S,t)]

es la Unica solucion de la siguiente ecuacién diferencial conocida como ecuacion de Bartlett

g—f (s,t,u) = {iucu (s,t) — %U2Bl (s, t)} o (s,t,u)

con la condicién inicial

- 1,2 2
0 (0,t,u) = ™m0 2% %0,

Se trata de una ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden cuya solucién,

claramente, es

o (5,6, 1) = exp {zu <mo+/08a1 (a,t)da) - % <08+/0831 (a,t)da)},

y en consecuencia {X (s,t);s € [0, 5]} es un proceso de difusién cuyas variables tienen la

siguiente distribucion

X(s,t)«»N<mo+/Osa1 (0,t) do, a§+/sBl (mt)da). (1.37)

0

Fijando la coordenada s un razonamiento andlogo nos llevaria a afirmar que las variables

del proceso {X (s,t);t € [0,T]} se distribuyen

¢ t
X (s,t)~ N (mo + / as (s,7)dr, of + / By (s, 1) dT> .
0 0

En el siguiente resultado vamos a probar que cualquier subconjunto finito de variables
de las difusiones uniparamétricos tiene una distribucién gaussiana y consecuentemente
dichas difusiones son gaussianas. Ademds vamos a obtener que tienen incrementos inde-

pendientes.
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Proposicién 1.3 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion verificando (1.30), las dos
primeras condiciones de (1.33), con coeficientes de difusion a1, az, B1 y Ba, dados en
(1.31). Entonces las difusiones uniparamétricas que se obtienen fijando cada coordenada

son gaussianas con incrementos independientes.

Demostracién. Veamos que si fijamos ¢ € [0,T7], el proceso {X (s,t);s € [0,5]} es
una difusién gaussiana con incrementos independientes. Es suficiente probar que la dis-
tribucién conjunta de dos variables es gaussiana, ya que ello implica que las condicionadas
son gaussianas y por tanto, aplicando la propiedad de Markov se concluye que cualquier
distribucién finito-dimensional es gaussiana.

En efecto, sean s1, s3 € [0, 5], la funcién caracterfstica del vector (X (s1,t), X (so,t))"

esta dada por

o1 (s1, 52, u1,u2) = E [e““lx(sht)ﬂzx(@’t))} :

Para h > 0,
ot (81,82 + hyut,ug) = E [ei(ulx(sl’t)+“2X(52+h’t))] )

En lo que sigue supondremos que s; < sg (si $1 > sy el razonamiento seria andlogo
cambiando los papeles entre s; y s2). Utilizando las expresiones anteriores

Oy (81, 52, U1, u2) 1 P (s1,82 + h,u1,uz) — ¢t (81, 82, U1, u2)

= 1
382 h1—>0 h
E [ei(ulX($1,t)-‘rng(SQ—l—h,t))} - E [ei(u1X(S1,t)-‘rng(SQ,t))]
= lim
h—0 h
E _{ei(uzX(A}l(sz,t))) o 1} e(ulX(51,t)+u2X(sz,t))]
= lim
h—0 h
E _{E [ei(uzx(A}l(SQ,t)))/g(SQ t):| _ 1} e(ulX(Sl,t)+UQX(32,t)):|
= lim :
E [{B[ellaX(41e20)) 1, ] — 1} e XorDtuXe)]
- i

(1.38)
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donde para la ultima iguadad hemos usado la propiedad de Markov del proceso {X (s,t);
s € [0,S]}. Utilizando el desarrollo en serie de la funcién caracteristica (Loeve [18], p.

197) podemos expresar

B eiuQX(A}L(szﬁt))/X(SQ,t)} = 1+ iusE [X (A} (s2,1)) /X (52,1)]
_%3]3 X (A} (52.0))° /X (s2.1)] + B ()

donde para 0 < §; <1,
91-61 |u2|2+51
(1 + 51) (2 + 61

IRy (us)| < B UX (AL (s2,) 7 /X (52,15)} .

Eligiendo 6; < min {4, 1} y teniendo en cuenta (1.16) tendriamos que R2 (u2) = o (h), por

lo que

‘ 2
E [esz(AHS?vf)) /X (2, t)} — 1+ dusar (s2,8) h — %Bl (sa,t)h+o(h).
Sustituyendo esta expresién en (1.38) y tomando limite obtenemos que la funcién carac-

teristica del vector (X (s1,t),X (so,t))" verifica la siguiente ecuacién diferencial

Ot (51, 52,1, u2)
832

2
) U
= {qual (s2,t) — 7231 (SQ,t)} ot (81, 82, U1, u2) .

La solucién general de esta ecuacién es

S92 2 S92
ot (81, 82, u1,u2) = k (s1,u1,u2) exp {zuz/ ay (o,t)do — %/ By (o,t)da}
S1

S1

donde k (s1,u1,u2) se obtiene haciendo s; = sg en la expresién anterior y utilizando (1.37)

0 (51, 81,U1,U2) -k (31’ U1, u2) —E [e(u1+u2)X(s1,t)}

= exp {i(ul + ug) <m0+/081 ay (a,t)da> — M <a§+/081 By (0,1) do)}.

Sustituyendo k (s, u1,u2) , resulta

S1 S2
ot (81,82,u1,u2) = exp {z <(u1 + ug) (mo + / aj (o,t) da) + UQ/ ay (o,t) do>
0

S1

_% (M <ag . /0 B (out) da) ol / By (0,1) da)}



1.4. Campos de Difusién Gaussianos Biparamétricos 27

y realizando algunos célculos finalmente obtenemos que

51
mo + / ay (o,t)do
. 0
@t (51,82, u1,u2) = expq i (ur,uz) o
mo + / ay (o,t) do
S1 0 S1
. o3 + / By (o,t)do o3 + / B (0,t) do 1
0 0
_5 (ul, UQ) 1 so
o3 + / By (o,t)do o} + / B (0,t) do u2
0 0

Como consecuencia se tiene que si s, s’ € [0, 5]
cov (X (s,t), X (S,,t)) = var (X (3 A S/,t))

y esto implica que el proceso {X (s,t);s € [0,S5]} tiene incrementos independientes. m
La proposicién que acabamos de establecer permite caracterizar las difusiones gaus-

sianas uniparamétricas como sigue.

Observacion 1.3 Las difusiones uniparamétricas asociadas a un campo de difusion {X (z);

z € I}, son gaussianas si se verifican las siguientes condiciones:

i) X (z) =X (0,0), casi seguramente (P), Yz € Ey, donde X (0,0) es una v.a. gaussiana

0 una v.a. constante con E[X (0,0)] = mg y var (X (0,0)) = o3;

ii) los coeficientes de difusion uniparamétricos ay, az, By y Ba sdlo dependen de la posicion

en el espacio paramétrico;

iii) para cada difusion uniparamétrica, algin momento infinitesimal de orden superior a

dos es nulo, es decir, existe § > 0 tal que

E[|X (AL )" /X (2)] =oh),
E [\X (A2 (2)]*" /X (Z>} = o(k).
A continuacién vamos a enumerar algunas propiedades que ya hemos obtenido o que

se deducen facilmente a partir de la proposicion anterior, por su utilidad en desarrollos

posteriores.
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1. Si fijamos ¢ € [0, 7], las variables del proceso {X (s,t);s € [0, S]} tienen la siguiente

distribucién
S S
X (s,t)~ N (mo + / a1 (o,t)do, of + | Bi(o,t) da)
0 0

y si fijamos s € [0, 5], la distribucién de las variables del proceso {X (s,t);t € [0,T]}

es
¢ ¢

X (s,t) ~ N <m0 —|—/ ag (s,7)dr, oi+ [ Ba(s,T) d7-> .
0 0

2. Sis,s+he|0,S],h>0ytt+kecl0,T], k>0 entonces

s+h
X (s+ h,t) ~ N<m0+/ ay (o,t)do, 03+/ >,
0 0

t+k t+k
X (s,t+k) ~ N(mo—i—/ as (s, 7)dr, U+/ By (s )
0 0

3. Sis,s+hel0,S], h>0yte]l0,T], entonces
X (A} (2)) ~ N (ma (2, h), o1 (2,h))
donde
s+h s+h
mieh) = [ alotde, oteh= [ Biods
ysisel0,S]yt,t+ke[0,T], k>0, entonces
X (Ai (2)) ~ N (mga (2, k), o3 (2, k))
donde

t+k t+k
ma (2, k) = / a5 (s,7)dr, 02 (2 k) = / By (s,7) dr.
t t

X (A} (2)) ¥y X (2) son independientes.

X (A% (2)) y X (2) son independientes.
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6. El proceso {X (s,t);s € [0, 5]} admite una densidad de transicién gaussiana de me-

dia x + mq (2, h) y varianza o? (z, h).

7. El proceso {X (s,t);t € [0,T]} admite una densidad de transicién gaussiana de me-

dia x + mg (2, k) y varianza o3 (z,k) .

1.4.2 Distribucién del Incremento Bidimensional y Densidad de Transi-

cion del Campo

Una vez que hemos comprobado que las difusiones uniparamétricas asociadas al campo son
gaussianas, estamos en disposicién de obtener la distribucién del incremento X (Apk (2))
v la densidad de transicién del campo. Para ello necesitamos un resultado que probamos

a continuacion.

Proposicién 1.4 Sea {X (z); z € I} un campo de difusion verificando (1.30), (1.32) y
(1.33), con coeficientes de difusion ay (s,t), a2 (s,t), Bi(s,t) y Ba(s,t) dados en (1.51),
funciones de clase C" respecto a s y t. Entonces si z1,20 € I, z1 < 29, 21 = (s1,t1)
y z9 = (82,t2), la distribucion del vector (X (s2,t2), X (s1,t2), X (s2,t1), X (s1,t1)) es

gaussiana con

S;i ts
E[X (si,tj)] = mo—i-/ /Ja(a,r) dodr,
o Jo

S$i\Sm, tiNtn
cov (X (si,t;), X (Smytn)) = of +/ / B (o,7)dodr,
0 0
donde i,j,m,n=1,2 y

0 0 0 0
a(s,t) = pric! (s,t) = 5502 (s,t); B (s,t) = aBl (s,t) = %Bg (s,t). (1.39)

Demostracion. Si t; = to el resultado se concluye de forma inmediata aplican-
do la Proposicion 1.3. Supongamos entonces que tp > ti. Sea ¢ 4, (51,52,u) donde
u = (u1, ug, us, uq), la funcién caracteristica del vector (X (s2,t2), X (s1,t2), X (s2,t1),
X (s1,t1)), esto es

Dty ¢ (51 S9 u) — B |:6i(ulX(82,t2)+ng(81,t2)+U3X(52,t1)+U4X(81,tl))
1,t2 ’ )
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Para h > 0,

Dt, ¢ (51 82+h u) — E ei(ulX(82+h,t2)+ng(sl,t2)+u3X(82+h,t1)+U4X(81,tl))]
1,02 ’ Y .

Entonces,

agptLtZ (517 52, u) — lim Pt1,to (517 S2 + hv u) — Pyt (517 52, u)
082 h—0 h
E [ei(ulX(sg+h,t2)+ng(51,t2)+u3X(sz+h,t1)+U4X(sl,t1))]

— Pti,to (817 52, u)

= [
hli]% h

(1.40)

Haciendo algunos calculos podemos expresar

E [ei(ulX(82+h,t2)+u2X(81,t2)+u3X(S2+h,t1)+u4X(81,tl))}

- E [ei[U1X(Ah,z2—t1 (82,151))+(U1+U3)X(A}L(52,t1))+U1X(S2,t2)+u2X(51,t2)+U3X(S2,t1)+U4X(S1,tl)]

— E [E [eiulx(Ath(52’“’)/)_( ((s2,t1), (s2 + t2)>}

_ei[(U1+U3)X(A,ll(82,tl))+U1X(82,t2)+u2X(sl,t2)+’LL3X(82,t1)+U4X(S1,tl)]]

Utilizando el desarrollo en serie de la funcién caracteristica y (1.32) podemos expresar

B | X Braa G /X (55,11), (52 + o 12))
2

= 1+u; (a1 (82, tg) —al (82,751)) h — % (Bl (82, tg) — B (SQ, tl)) h+o (h) + Ry (ul) s

donde para 0 < §; <1
21+61 |U1‘2+61
(1 + 51) (2 + 2

|Ro (u1)] < )E [|X (Dnto—ty (52,50)) 7 /X ((s2,t1) s (52 + D 12)) | -

Entonces, tomando §; < min {4, 1} y utilizando (1.36) tenemos que Ra (u1) = o(h) y en

consecuencia

B [ X (8niamn6290) % (59,t1) (52 + D 12))

2
. u
= 14 iu (a1 (Sz,tz) —ai (Sg,tl)) h — 71 (Bl (Sz,tg) — B (Sz,tl)) h + O(h) .
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Sustituyendo, obtenemos

E |:€i(u1X(82+h,t2)+u2X(sl,t2)+u3X(82+h,t1)+U4X(51,tl))

= {1 +iuq (aq (s2,t2) — ay (s2,t1)) h — %% (B1 (s2,t2) — By (s2,t1)) h + O(h)}

.E |:ei[(u1+u3)X(A%L(82,tl))+u1X(82,t2)+u2X(s1,t2)+u3X(52,t1)+U4X(S1,t1)]:|

= {1 + iu1 (a1 (Sz,tg) — al (82, tl)) h — %% (Bl (Sz,tg) — Bl (82,251)) h +o0 (h)}

E [E [ei(u1+u3)X(A}L(82,t1))/3’%8270) V S%SQ,O)}

.6i[u1X(82,t2)+’u‘2X(81 ,t2)+U3X(SQ,t1)+U4X(Sl ,tl)]:|

= {1 + iul (CL1 (Sg,tg) — a1 (Sg,tl)) h — %% (Bl (Sg,tg) — Bl (82,151)) h +o (h)}

.E [E [ei(ulJrUS)X(A}L(SQ,tl))/X (s2,t1)

.ez'[ulx<s2,t2)+u2x<51,t2)+u3X(52¢1)+u4X(sl,tl)]]

= {1 +iuq (a1 (s2,t2) — ay (s2,t1)) h — %% (B1 (s2,t2) — B1(s2,t1)) h+ o0 (h)}

(uq +u2)2

-{1+i(u1+U3) (a1 (s2,t1)) h — 5

(B (SQ,tl))h+0(h)}
Pty to (51, 52, u)

donde hemos utilizado la propiedad de Markov del campo y el desarrollo en serie de
la funcién caracteristica, E ei(“ﬁui”)X(A}L(SQ’tl))/X (SQ,tl)]. Por lo tanto, sustituyendo
en (1.40), realizando algunos célculos y tomando limite obtenemos la siguiente ecuacién

diferencial

8@t17t2 (51) 52, u)
882

= Qi1 (51,52, u) {i[ura; (s2,t2) + uszai (s1,t1) dr]

1
—5 [U%Bl (82, tg) + 2uqus By (82, tl) + U%Bl (82, tl)] }
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La solucién general de esta ecuacién es

52 52
Ot o (51,82, u) = K (21,2, 1) exp {z [ul/ ay (o, t2) do + U3/ ay (o,t1) da]

S1 S1

1 S92 52 52
_5 [u%/ B, (J,tz) dU+2U1U2/ By (J,tl)dd—l-u%/ By (0,t1)d0:| } .
S1

S1 51

Tomando s1 = s9

Pty 1y (51, 81,0) = K (21,t2,u) =
. E[ei(ulX(sl,t2)+u2X(31,t2)+u3X(S1,t1)+U4X(817t1))]

_ E[ei[(u1+u2)x(s1,t2)+(u3+u4)x(s1,t1)]]

_ exp{i [(u1+u2) <mo+/osl a (U,tg)da) - (us + ) <m0+/031 ar (a,tl)daﬂ

_% [(ul +us)? <a§ + /081 Bi (0, t2) da> + (uz + ug)? <03 + /081 Bi(o.h) daﬂ } ’

donde hemos utilizado que fijado s € [0,5], {X (s,t);t € [0,T]} es un proceso de difusién
gaussiano. Sustituyendo K (z1,t2,u) en la expresién anterior se concluye facilmente que

la distribucién del vector (X (sg,t2), X (s1,t2),X (s2,t1), X (s1,11))" es gaussiana con
si
E[X (Si,t]’)} = m0+/ al (O’,tj)dO',
0
SiN\Sm
cov (X (5i,t5), X (Smytn)) = of+ / By (o,tj Nty) do,
0

donde i,7,m,n = 1,2. Tomando z; = z = (s,t) y 22 = (s+ h,t + k) en la proposicién

anterior y considerando la siguiente transformacién

1 -1 -1 1

0 1 0 O
A=

0 0 1 0

0 0 0 1

podemos obtener la distribucién de (X (Apg (2)), X (s,t+ k), X (s + h,t), X (2)) vy a par-
tir de esta distribucién obtener la de X (Apg (2)) condicionada a X (s,t + k), X (s + h,t)
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y X (2) y concluir que

s+h
EIX (A (2) /X (s+h,t), X (2),X (s, t + k)] = / (a1 (o,t+ k) —ay (o,t)) do,

s+h
E [X (Apk (2))? /X (s 4+ h,t), X (2), X (s, t + k)} = / (a1 (o, t+ k) —ay (o,t)) do.

Tomando s =0y h = s en la expresiéon anterior podemos afirmar que
s t+k
/ (a1 (o, t+ k) —aq (o,t))do = / as (s, 7)dr,
0 t
s t+k
/ (By (0,t+ k) — Bi(0,t)do = / By (s, 1) drT,
0 t
lo que implica que

0 0
aal (S)t) = %CLQ (S)t)

a(s,t),

0 0
aBl (S,t) = %BQ (S,t) =B (S, t) .

A las funciones resultantes las hemos notado a (s,t) y B (s,t) pues, como veremos en el
siguiente apartado, son los coeficientes de tendencia y de difusiéon del campo. Finalmente

observando que por ser X (z) = X (0,0) casi seguramente (P), Vz € Ej, se tiene que

ay (s,0) = By (5,0) =0 Vs €10,95],
(1.41)
ao (O,t) = By (O,t) =0 Vit € [O,T],

por lo que

ay (s, t) = /0 a(s,7)dr, B (s,t) = /0 B (s, 7)dT,

. (1.42)
/ B (o,t)do.
0

as (5,4) = /O (o) do, B (s,1)

de donde se concluye el resultado. m

Corolario 1.1 Sea {X (z); z € I} un campo de difusion verificando (1.30), (1.32) y
(1.33), con coeficientes de difusion ai (s,t), az (s,t), B1(s,t) y Ba(s,t) dados en (1.31),
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funciones de clase C* respecto a s yt. Entonces X (Apy, (2)) es independiente de X (z),
de X (s+ h,t) y de X (s,t + k) y tiene la siguiente distribucion

X (Apg (2)) ~ N (m (z,h, k) o2 (2, h, k)) ,
donde z = (s,t), h,k >0y
s+h  pt+k sth pttk
(z,h, k) / / (0,7)dodr, o*(z,h,k) :/ B (o,7)dodr (1.43)
donde las funciones a(s,t) y B(s,t) las definimos en (1.39).

Proposicién 1.5 Sea {X (z); z € I} un campo de difusion verificando (1.30), (1.32) y
(1.33), con coeficientes de difusion aj (s,t), a2 (s,t), Bi(s,t) y Ba(s,t) dados en (1.51),
funciones de clase C respecto a s yt. Entonces la densidad de transicion del campo estd

dada por

fly,(s+ht+k)/(x1,2,29),2) (1.44)

1 1<y—x1—$2+$—m(z,h,k)>2
2102 (2, h, k) 2 o(z,h,k)

donde m (z,h, k) y 02 (2, h, k) estin dados en (1.43).

Demostracién. Consideremos conjuntos de Borel del tipo, B = ]—o0,y[, donde

y € R; entonces la probabilidad de transicién es
Pl|—o0,y[,(s+ h,t + k) / (x1,2,22) , 2]
= P[X(s+ht+k)<y/X(s+h,t)=u2,X(s,t) =x,X (s, t+k)=uz1].
Escribiendo
X(s+ht+k)=XAn)+X(s+ht)+X(s,t+k)—X(2),
se tiene que
Pll—oco,y[,(s+ h,t +k)/(z1,2,22) , 2]

X (A (2) <y—z1—22+2/X (s+ h,t) =29, X (5,t) =
X (s,t+k)=ua4

= P

= PX(An(2) <y—x1—22+7],
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puesto que X (Apg (2)) es independiente de X (z), de X (s + h,t) y de X (s,t+ k) por el

Corolario 1.1. Ademas
X (Ank (2)) ~ N (m(2,h,k) 0% (2, b, k) ,
con lo que

Pll—oco,y[,(s+ h,t +k)/(z1,2,22) , 2]

B 1 /y—xl—wﬂ o d 1 <u—m(z,h, k))Q "
V2mo? (z,h, k) J-oo P12 o (2, h, k) .

Derivando esta tltima expresion respecto a la variable y se concluye la demostracién. m

1.4.3 Coeficientes de Difusién Biparamétricos

Los campos de difusién que verifican las propiedades I a IV son interesantes ya que como
vimos en la Seccién 1.3, para estos campos es posible obtener los coeficientes de difusion
biparamétricos a partir de los uniparamétricos. Sin embargo, en la préactica, no suele ser
sencillo comprobar que un campo de difusion satisface dichas propiedades. No obstante,
para el campo de difusién que consideramos en la introduccién, existe una condicién

suficiente que nos permite garantizarlas y que establecemos en el siguiente lema.

Lema 1.1 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion verificando (1.30), las dos primeras
condiciones de (1.33), con coeficientes de difusion ay, az, By y Bz, dados en (1.31). Si
a1 (s,t), az (s,t), By (s,t) y B2 (s,t) son de clase C! respecto a s yt, entonces se verifican

las hipotesis I-1V.

(No incluimos aqui la demostracién de este lema dada su extension.)
Establecidas las condiciones bajo las cuales se verifican las hipdtesis I-IV, la aplicacién
de la Proposicion 1.1 nos conduce al siguiente resultado en el se establecen los coeficientes

de difusién biparamétricos del campo.
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Proposicién 1.6 Si las funciones a (s,t), az (s,t), B (s,t) y Bz (s,t) son de clase C*

respecto a s y t, entonces los coeficientes de difusion biparamétricos estdn dados por

a(s,t) = gal (s,t) = gag (s,t),

ot 0s
0 0
B (s,t) = aBl (s,t) = %BQ (s,t), (1.45)

c1(s,t) =ca(s,t) =d(s,t) =0.

1.4.4 Campo de Difusién Gaussiano Biparamétrico

Como hemos comentado, el hecho de que los coeficientes de difusién uniparamétricos sean
de clase C! es natural para garantizar que el campo considerado al principio de la seccién
verifica las propiedades I a IV, y en consecuencia, para garantizar los resultados de las
dos secciones anteriores. Ademds, bajo esta condicién y utilizando estos resultados vamos
a demostrar el principal resultado de esta seccién en el que se establece que la distribucién
conjunta de cualquier subconjunto finito de variables del campo es gaussiana, y conse-
cuentemente el campo es gaussiano. Una vez que probemos esta afirmacién, probaremos,

de manera sencilla, que el campo tiene incrementos independientes.

Teorema 1.1 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion verificando (1.50), (1.32) y (1.33),
con coeficientes de difusion ay (s,t), az (s,t), B1(s,t) y B2 (s,t) dados en (1.31), funciones
de clase O respecto a s y t, entonces {X (2); z € I'} es un campo de difusion gaussiano

con incrementos independientes.

Demostracién. 1.- En primer lugar veamos que {X (z); z € I} es un campo de
difusién gaussiano.
Sean (s1,t1), (s2,t2) ..., (Sn,tn) € I tales que s1 < s9 < ... < s, €10,5], t1,t2,....,t, €

[0,T]. Vamos a probar que la distribucién del vector (X (s1,t1), X (s2,t2) ..., X (8, t0))"
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es gaussiana n-dimensional de media
mo +m (s1,t1)

mo + m (s2,t2)

mo + m (S, tn)

y matriz de covarianzas

U%+02(81,t1) 0'3+0'2 (Sl,tl/\tg) U(Q)+02 (Sl,tl/\tn)
0(2)+02 (Sl,tl /\tg) 0(2)+U2 (Sg,tg) 08+02 (Sg,tg/\tn)
)
02+ 02 (s1,t1 Atn) 03+ 02 (sa,ta Aty) -+ 02 4+ 02 (Snytn)

donde por simplificar se ha notado

Si t; Si tiNt;
m(si, t;) = / / a(o,7)dodr, o*(si,ti Nt;) = / / "B (o,7)dodr.
0 0 0 0

Para ello vamos a utilizar el método de induccién en n = cardinal ({s1, 52, ..., sn})-

i) Sin =1, entonces s1 = s9 = ... = s, = s y el vector aleatorio es (X (s,t1), X (s, t2),
,X (8,tn))t, por lo que el resultado se concluye de forma inmediata aplicando el caso
uniparamétrico (véase Proposicion 1.3).

ii) Si n = 2, entonces el vector aleatorio es de la forma
(X (51,t1) 50y X (51,15) X (82, tj51) 5 o0y X (52, 10))"
Consideremos que t1 < ... <t; y que tj11 < ... < t,. En lo que sigue vamos a notar

hyp

Sp—Sp—1, P=2,..,m,

ky = tp—tp—1, p=2,..,n.

En nuestro caso como n = 2, sélo necesitaremos usar h = s9 — 5.
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La funcién caracteristica del vector aleatorio (X (si,t1),...,X (s1,t;), X (s2,tj41),
X (82,t0))t es
E [ei(ulX(sl,tl)+...+qu(81,tj)-l—uj.HX(sg,tj_»,_l)+...+unX(sg,tn)):|
= F |:E |:€i(u1X(Sl,tl)+...+u]'X(51,t]')+Uj+1X(52,t]'+1)+...+unX(527tn))/%,% . ) Vi %,? . ):|:|
S15ln—1 S1ytn—1

_ E[ei(ul)((sl,t1)+...+qu(sl,tj)+uj+1X(32,tj+1)+...+un,1X(52,tn,1))
zunX S2,ln
.E e ( 2t )/3:(151,tn71) \/g%slytnfl)]}
= E |:€i(u1X(sl,t1)+...+'u,jX(31,tj)+uj+1X(52,tj+1)+...+un,1X(82,tn,1))
_ei(unX(SQ,tn_l)JrunX(sl,tn)funX(Sl,tn_1))
E [eiun(X(Ahkn(51,tn—1)))/X ((s1,tn_1), (52, tn))H
— E ei(U1X(81,t1)+...+UjX(S1,tj)-‘r’u,jJrlX(SQ,tj+1)+...+(un_1+un)X(527tn_1))
_ei(unX(sl,tn)—unX(SLtn—l))
E [eiUn(X(Ahkn (Sl,tnfl)))/X ((Sla tnfl) s (52’ tn)):|:|
B E[eiun(X(Ahkn(Shtnfl)))}

E [euulxm,t1)+...+qu(sl,tj)+uj+1X<52,tj+1)+...+(un71+un)X(sg7tn71>)

. ei(u"X(Sl1tn)_unX(81,tn71))
9y

donde hemos usado las propiedades de esperanza condicionada, que {X (2); z € I} es un
campo de Markov y que por el Corolario 1.1, X (Apg, (s1,tn—1)) es independiente de

X ((s1,tn—1), (s2,tn)). Repitiendo pasos andlogos n — j — 2 veces obtenemos que

E |:€i(u1X(81,t1)+...+u]‘X(81,tj)+Uj+1X(82,tj+1)+...+unX(Sn,tn))]

- E [ewn<X(Ahkn<s1,tn_1>>>} E [ei(wun—l)X(Amnfl<sntn—z>)]

B |:ei(un+..-+uj+2)X(Ahkj+2 (Sl,tj+1)>:|
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E {ei(ulX(Sl7t1)+-~~+UjX(517tj)+(uj+1+~~~+Un)X(82,tj+1)*(uj+2+~~~+un)X(81,tj+1))
.ei(unx(sl,tn)-i-un_lX(Sl,tn_1)+...+Uj+2X(81,tj+2))]
= E [eiun(X(Ahkn (81,tn_1))):| B |:€i(un+un—1)X(Ahkn,1(slvtn—Q))] e
B |:ei(un+..-+uj+2)X(Ahkj+2 (Sl,tj+1)>:|
B {E |:€i(u1X(817t1)+..‘+u]'X(31,tj)+(u]‘+1+.4.+'u,n)X(327tj+1)—(uj+2+“_+un)x(sl7tj+1))

i(un X (s1,tn)+un—1X(s1,tn—1)+...Fuj+2 X (s1,t542)
e 7 J /3 (s1,0) v 3'(51 0)

— E [eiun(X(Ahkn(51,t7L,1)))i| E |:ei(un+un71)X(Ahkn_1(Slvtn72))j| ..
E |:ei(un+...+uj+2)X(Ahkj+2 (Sl,tj+1)>:|
E |:e’i(ulX(Sl,t1)+...+UjX(817tj)+uj+1X(51,tj+1)+u]‘+2X(81,tj+2)+...+unX(81,tn))

.E [ei(ugﬂ+---+Un)(X(82atj+1)—X(817tj+1))/X (s1, th)H

- E [eiUn(X(Ahkn(Slatnfl)))} E [ei(“"JF“n—l)X(Ahknq(Slvtn—2))]
-E |:€iu(un+"'+uj+2)X<Ahk‘j+2(Slvtj+1)):| E |:€i(’u,n+...+uj'+1)(X(A}L(Sl,t]url)))]

E [ei(ulX(sl,t1)+...+qu(sl,tj)+uj+1X(sl,tj+1)+u]-+2X(sl,tj+2)+...+unX(sl,tn))}

)

donde hemos utilizado que {X (s,t) ;s € [0, 5]} es un proceso de Markov y que X (A}, (z2))
es independiente de X (z). Sustituyendo las expresiones de las funciones caracteristicas

de los incrementos y notando para simplificar

Sit1 ftivt Sit1 i1
/ / (o,7)dodr / / a,
t S;i ti

J
Sit1 ta+1 Sit+1 fti+1
/ / (o,7)dodr = / / B,
tj Si t;

K3

<

<
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tenemos que

E [ei(ulX(sl,t1)+...+qu(sl,tj)+uj+1X(527tj+1)+...+unX(sn,tn))]

So tn S2 tn—1
= expli un/ / a+ (up + Up—1) / / al+..
S1 tn—1 S1 tn—2

T

52 ftj+2 52 rtjt1
+ (up + ... + uj42) (/ / a> + (Un + ...+ ujg1) <mo+/ / a>>
S1 ti+1 S1 0
1 s2 ftn 9 s2 ftn—1
—= u%/ B+ (tun + up—1) / / B +..
2 S1 th—1 S1 tn—2

n

9 s2 ftj+2 v 52 41
+ (up + ... + ujt2) / / B+ (up + ... + ujq1) <00+/ / B)
S1 ti+1 S1 0

B |:ei(U1X(81,tl)+...+UjX(51,t]‘)+Uj+1X(81,tj+1)+Uj+2X(S17tj+2)+...+unX(81,tn)):| )

Finalmente, aplicando el caso n = 1 anterior y teniendo en cuenta que t; < ... < t; y
tj+1 < ... <ty se concluye facilmente el resultado.

iii) Hipétesis de induccién: Suponiendo que cuando el cardinal {s1, s2,...,s,} =n—1
el resultado es cierto, veamos que cuando cardinal {s1, 2, ..., S, } = n el resultado también

se verifica.

Si cardinal {s1, s2, ..., sn.} = n, entonces existe un unico punto con coordenada s, en
el eje X, que hemos notado (s,,t,). En esta situacién la funcién caracteristica del vector

(X (s1,t1), X (52,t2) ,..e; X (Sn,1n))" se puede expresar como
E [ei(ulX(Sl,tl)+~~~+un71X(3n71,tnfl)“!‘unX(snin))

- B [E [6i(u1X(s1,t1)+...+un71X(sn71,tn71)+unX(sn,tn))/3%87%1’0) vV S:%sn,hO)”

- E |:ei(U1X(317t1)+~--+un71X(3n717tn71)+unx(snfl:tn))

B [eiun(X(sn,tn)fX(Sn—l7tn))/X (8p_1, tn)H
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_ E |:eiUnX(A}Ln(S"71’tn))i| E |:e’i(U1X(51,t1)+~~~+un—1X(5n—17tn—1)+unX(5n—17tn)):|

Sn tn 1 Sn tn
= exp\K iun, mo+/ / a ——Ui 0'(2)+/ / B
Sn—1 0 2 Sn—1 40

E [ei(ulx(sl,t1)+...+un_lx(sn_1,tn_1)+unx(sn_1,tn))}
)

donde hemos utilizado las propiedades de esperanza condicionada, que {X (s,t);s € [0, 5]}
es un proceso de Markov, que X (A}L (2)) es independiente de X (z) y hemos sustituido
la expresion de la funcién caracteristica del incremento correspondiente. Finalmente apli-
cando la hipotesis de induccion podemos sustituir la expresién de la funcién caracteristica
del vector (X (s1,t1), X (52,t2) s X (Sn—1,tn-1), X (Sn_1,1n))" y teniendo en cuenta que

$1 < S92 < ... < 8y se concluye facilmente el resultado.

2.- Por el apartado anterior, {X (2); z € I} es un campo de difusién gaussiano, por lo
que aplicando la Proposicion 1.1 de Nualart y Sanz (véase[20], p. 2), para probar que el

proceso tiene incrementos independientes es suficiente probar que
K (z1,22) = cov (X (21),X (22)) = K (2,2) = var (X (2)),
donde
zi = (si,t;); 1=1,2 Y z =21 Nzg = (81 Asa,t1 Ata).

Sin embargo, este resultado se verifica por el apartado anterior con lo que concluimos la
demostracién. m

La proposicién anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.4 Diremos que el campo de difusion, {X (2); z € I}, es gaussiano si se

verifican las siguientes condiciones:

i) las difusiones uniparamétricas asociadas al campo son gaussianas con coeficientes de
difusion ay (s,t), as (s,t), By (s,t) y Bz (s,t), funciones de clase O respecto a s y
t;
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ii) si k € (0,T], entonces

E [X (Apk (2) /X (2, (s+h,t+k‘))] = (a1 (s,t+k)—a1(z))h+o(h),

E [X (Apk (2))? /X (2, (s + h,t + k))} = (By(s,t+k)—Bi(2)h+o(h);
iii) y existe § > 0 tal que si k € (0,T],

B [1X (A ()P /X (2, (s + hyt 4+ k)| = o (B).

Observacién 1.4 Las condiciones ii) y iii) de la definicién anterior se pueden reemplazar

por las siguientes condiciones:
ii) si h € (0, 5], entonces

E[X (Ank (2)) /X (2, (s+ h,t+ k)] = (az(s+ht)—az(2)k+o(k),

E [X (Ap ()2 /X (2, (s + hyt + k))} = (Ba(s+h,t)— Ba(2)) k +o(k);

iii) y existe 6 > 0 tal que si h € (0, 5],

B [1X (B (DI /X (2, (s + ot 4+ 1) = 0 (k).

1.4.5 Representaciéon de un Campo de Difusiéon Gaussiano por una E-

cuacion en Derivadas Parciales

Sea {X (2); z € I} un campo de difusién verificando (1.30), (1.32) y (1.33), con coeficien-
tes de difusion aq (s,t), as(s,t), B (s,t) y Ba(s,t) dados en (1.31). Para poder aplicar
el resultado de D. Nualart, Proposicion 1.2, que nos permite obtener la representacion de
un campo de difusién biparamétrico mediante una ecuacién en derivadas parciales (véase
ec. (1.29)), necesitamos que se verifiquen las hipétesis I-V. Ya hemos indicado que si
los coeficientes de difusién uniparamétricos son de clase C'! respecto a s y ¢, entonces las
hipétesis I-IV se verifican. El siguiente lema, cuya demostracion omitimos, establece que

bajo esta misma condicién sobre los coeficientes, la hipdtesis V también es cierta.
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Lema 1.2 Si los coeficientes ay, az, By y By dados en (1.81) son de clase C' respecto a

s y t, entonces se verifica la hipdtesis V.

Proposicién 1.7 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion verificando (1.50), (1.32) y
(1.33), con coeficientes de difusion ay (s,t), a2 (s,t), Bi(s,t) y Ba(s,t) dados en (1.51),
funciones de clase C* respecto a s yt. Entonces existe un campo de Wiener {W (2);z € I'}
(salvo quizds, una modificacion, si es mecesario, del espacio de probabilidad) tal que
{X (2); z €I} es el dnico campo de difusion que verifica la siguiente ecuacion diferen-
cial estocdstica

*Wy,
0sot

* X 12
asat —G(S,t)-f-B (Svt)

Demostracion. Puesto que las hipotesis I-V se verifican, podemos aplicar el Teorema
1.2, el cual nos conduce a la ecuacién en derivadas parciales anterior sin mas que tener
en cuenta que ay = az = =0y v =a, yaque a; y az no dependen de x y d = 0.
La unicidad de solucién se obtienen fécilmente aplicando el Teorema 3.9 de J. Yeh (véase

[22], p. 282). m
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Capitulo 2

Campos de Difusion Lognormales

Biparamétricos

2.1 Introduccién

La distribucién lognormal puede definirse como la distribucién de una variable cuyo loga-
ritmo tiene una distribucion gaussiana. Las variables lognormales han sido ampliamente
utilizadas en la descripcién de fendmenos que presentan una distribucién asimétrica po-
sitiva. El estudio de la distribucién lognormal se inicié con los trabajos de Mc. Alister
y Galton en el ano 1879. Desde entonces se ha avanzado mucho en el desarrollo de su
teoria. Un estudio profundo sobre diversos aspectos de esta distribucién y muchas de sus

aplicaciones puede verse en Crow y Shimizu [9].

El proceso de difusiéon lognormal es importante por su uso en la modelizacion de
fenémenos en diversas areas como la economia (véase Tintner [28], [27], [29], [26], Chesney
y Elliot [4]), o las ciencias medioambientales (véase Smith y De Veaux [24]). Destacar
también el trabajo de investigacién que sobre Procesos de Difusién Lognormales ha venido
desarrollando el grupo de investigacién dirigido por el Profesor Dr. D. Ramoén Gutiérrez

Jaimez. En este capitulo pretendemos completar estos trabajos realizando un estudio

45
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tedrico de los campos de difusion lognormales biparamétricos.

Empezaremos considerando un campo de difusién biparamétrico con valores positivos,
que tiene una distribucién inicial lognormal o constante y unos coeficientes de difusion
concretos. Vamos a comprobar que, al aplicar transformada logaritmica a este campo, el
campo resultante tiene unos coeficientes de difusion que sélo dependen de la posicion en el
espacio paramétrico. El tratamiento que, en general, seguiremos en las demostraciones de
este capitulo, serd el de aplicar transformada logaritmica al campo que hemos considerado

y utilizar los resultados obtenidos en la Seccién 1.4 del capitulo anterior.

La estructura del capitulo sera la siguiente.

En la Seccion 2.2 repasaremos las propiedades que verifican los procesos uniparamétri-
cos asociados al campo de difusién antes considerado. A continuacién, la aplicacién de
la caracterizacién de campo de difusion gaussiano biparamétrico nos llevara a establecer
la definicion de campo de difusion lognormal biparamétrico y finalmente, obtendremos la

densidad de transiciéon de este campo.

En la Seccién 2.3 comprobaremos que se verifican las cuatro hipdtesis que permiten

obtener los coeficientes de difusion biparamétricos a partir de los uniparamétricos.

En la Seccién 2.4 vamos a obtener los momentos condiciononados y no condiciona-
dos de un campo de difusién lognormal, a partir de la funcién generatriz de momentos
del campo de difusién gaussiano asociado. Los momentos condicionados del campo nos
seran muy utiles en la obtencién de las ecuaciones atrasada y adelantada de Kolmogorov.
Ademas, usando las expresiones de estos momentos, obtendremos la funcién de covarianza

del campo.

En la Seccién 2.5 comprobaremos que un campo de difusién lognormal también verifica
una quinta hipétesis, lo que unida a las cuatro que se demuestran en la Seccién 2.3, nos

permitirdn representar el campo por una ecuaciéon en derivadas parciales estocéastica.
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2.2 Definicién de Campo de Difusién Lognormal Biparamé-

trico

En esta seccién vamos a establecer una definicién de campo de difusiéon lognormal en la
que sélo intervienen la distribucién del campo en los ejes del espacio paramétrico, la media
y varianza infinitesimal de las difusiones uniparamétricas y ciertos coeficientes de difusion.
Antes de establecerla, estudiaremos algunas propiedades que las difusiones uniparamé-
tricas asociadas al campo verifican.

Sea {X (z); z€ I =10,T] x [0,5]} un campo de difusién definido sobre un espacio

probabilistico (2,2, P), X (z) > 0 para todo z € I. En lo que sigue vamos a suponer que:

1. X (z) = X (0,0), casi seguramente (P), para todo z € Ey donde

X (0,0) es una v.a. lognormal o una v.a. constante con

(2.1)
Elog X (0,0)] = mo y var (log X (0,0)) = o3.
2. Los coeficientes de difusién uniparamétricos
a1 (z,z) = a1 (2) x, By (z,z) = By (2) 22,
1(2,2) = a1 (2) 1(z,2) = B1(2) (22)

son funciones continuas con By > 0y By > 0.

3. Si k € (0,T], entonces se verifica que

E[X (Apk (2)) /X (2, (s + h,t + k)] = X (s,t + k) {a1 (s, t + k) — a1 (2)} h+ 0 (h),
E [X (Ap ()2 /X (2, (5 + hyt + k))} = X2 (s,t+ k) {By (s,t+ k) — By (2)} h+o(h).
(2.3)

4. Para cualquier valor de n, los momentos EHX (A} (z))’n/X (2)], E[’X (A7 (z))’n
/X (2)]y E [|X (Ank (2))|" /X (2, (s + h,t + k))] existen y para ny, ng, ng > 2 pares,
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se verifica que

E[[X (8, ()" /X (2)] = o (h),
E[|X (A2 (2))]"™ /X (2)] = 0 (k), (2.4)

E[|X (Ank (2)|™ /X (2, (s + h,t + k)] =o(h), parake (0,T].

Bajo estas hipdtesis las condiciones (1.6) y (1.9) de la definicién de campo de difusién
son inmediatas y queda justificado los nombres de media infinitesimal y varianza infini-
tesimal para los coeficientes de difusién uniparamétricos (véase las Observaciones 1.1 y
1.2), de ahi el comentario que hicimos al principio de la seccién. Ademds, no es necesario
utilizar momentos truncados en (2.3) (la demostracién es analoga a la que hicimos en el

caso gaussiano).

Observacién 2.1 La propiedad 4 anterior implica, por el resultado de Pawula (Lema 1,

p. 35 de [21]), que si n > 2 entonces
E[|X (A, (2)]" /X (2)]
E[|X (A% (= )\”/X (2)]
E[|X (Apk (2)]" /X (2, (s + h,t + k)] =0(h), parak € (0,T].

o(h),
(k),

O

En lo sucesivo tomaremos Y (z) = log X (z) y consideraremos el campo de difusién
biparamétrico {Y (z); z € I'}. Notemos por ai, az, By y Ba, sus coeficientes de difusién

uniparamétricos y por a, B, ¢1, ¢2 y d, sus coeficientes de difusion biparamétricos.

2.2.1 Difusiones Lognormales Uniparamétricas

Antes de pasar a estudiar el campo que acabamos de definir, veamos que las difusiones
uniparamétricas asociadas son lognormales. Este resultado nos permitird caracterizar los

procesos difusién lognormales y obtener las correspondientes densidades de transicién.

Proposicién 2.1 Sea {X (z); z € I} un campo de difusion positivo verificando (2.1), las

dos primeras condiciones de (2.4) y con coeficientes de difusion ai, az, By y Ba, dados
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en (2.2). Entonces las difusiones uniparamétricas que se obtienen fijando cada coordena-
da son lognormales y los procesos de difusion gaussianos asociados tienen los siguientes

coeficientes difusion

ai (z,y) = a1 (z) — %Bl (2), By (z,y) = B1(2),
(2.5)

B (ey) =02 ()~ 5B (z),  Ba(ey) = Ba(2).

Demostracién. Fijemos ¢ € [0,7] y consideremos el proceso {Y (s,t) = log X (s,1);
s € [0, S]}; veamos que este proceso es una difusién uniparamétrica con coeficientes de
difusién a; y Bi que sélo dependen de la posicién en el espacio paramétrico, en concreto,

veamos que

a (z,y) = a1 (z) — %Bl (2), Bi(z,y) = B1 (2),

y que para § = 1,
E [}Y (AL ()P )y (z)} = o(h).

En efecto, utilizando el desarrollo en serie de Taylor del logaritmo expresamos

Y (AL(2) = Y(s+ht)—Y(z)=log 1+X()?€1LZ()Z))]
_ X(A46) X2(ALE) L (X (8h()
- XE; N ngz) +R2< X(hz> ) (2.6)

donde el resto de Taylor viene dado por la siguiente expresion

X (Al ( ~ 1) (X (AL ()"
R2< g(élz()))>zz(n+)3< g(glz()») ' (2.7)

n=0
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Tomando esperanza condicionada en (2.6) y utilizando la primera condicién de (2.2) y

(2.4)

E[Y (A} (2) /Y (2) = 9]
E[X(AL(2)/X()=¢"] E[X*(A,(2) /X (2) =¢]
ey 2e2y

1(z
Ry (X ()?Elz() ))) /X (z) =¢€Y

ai (z)eYh  Bj(2)e®h
= (62/ — (26)21/ +o(h)+E

+EB

_ @u@_Bg”>h+qm+E

Veamos que

1
£ |R, (%) /X (2) = ] _olh).
En efecto,
(2 1
bl <X ()?Elz() ))> /X (2) =¢€’|| < E||Re (X ()??z() ))>|/X(Z) Zey]
SIS CI0) i = B[|X (A )" /X () =]

< FE r;)(n—l—?))th+3( ) ) =¢" T;) (n 1 3) O =o(h).

(2.8)

donde hemos utilizado que la integral es o-aditiva sobre la familia de funciones medibles

no negativas (véase Corolario 1, p. 126 de [18]) y la Observacidn 2.1. Por lo tanto

au%w:ama:aug—%Bu@.

Por otra parte, si expresamos

bg<L+X(Ai@»>::X(Akun+lﬁ(X(Ai@n>7

X (z)
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donde el resto de Taylor es

. (X (&) <z>)> S U (X (&) <z>)>"“

Xk )

n=0

y elevamos al cuadrado tenemos

X (A} (2) ? X (A} (2) X (A} (2) ?
(l"g(“ X6 )>> :< X6 )“’“( X6 )>>
(2)

X(ALE)\, X (L), (X (A)() x (AL e)))
( X () ) X X )*(&( X () ))
( n

X (AL (2) > U (X (A} <z>)> ”’

X (2)

(
n X(Al(z)) n+4
z( (2 )

() ()

Tomando esperanza condicionada a ambos lados de la igualdad anterior

E[Y?(A)(2) /Y (2) =y] =

E[X2(Al (2)) /X (2) =¢Y
_ Bl xe=e]

G (X o W) /X ()= ]
Bi (2)e®h

= T‘l‘O(h):Bl(Z)h—l-O(h)

puesto que se puede comprobar (siguiendo pasos andlogos a los que dimos en (2.8)) que

E|R: (X g?g;;») /X (2) = ey] —o(h).

Por lo tanto

Finalmente, expresando

X(ALE) &0 (x(ake))
1°g<1+ Xélz) )_;)wrl( Xélz) ) :
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y elevando al cubo obtenemos

XALED)) sy (1" X (84 D)™
<1og<1+Thz))> _Zzz(j+1)(k—j+l)(n—k+1) X&)

n=0 k=0 j=0

(2.10)

Utilizando esta expresion y siguiendo pasos andlogos a los dados en (2.8) es fécil concluir

que
E [\Y (AL ()]} /Y (2) = y} = o(h).

Si fijamos s € [0, S], se puede hacer un razonamiento similar que nos llevarfa a afirmar

que {Y (s,t); t € [0,S]} es una difusién uniparamétrica con coeficientes de difusién

By =w() - 5BG),  Bi(ay) =B,
verificando que para § = 1
E [Y|(Ai ) [**° )y (z)} —o(k).

Por lo tanto, teniendo en cuenta lo anterior, la condicién (2.1) y aplicando la Observacion
1.8 del capitulo anterior, concluimos el resultado. m
Esta proposicién permite caracterizar las difusiones lognormales uniparamétricas como

sigue.

Observacién 2.2 Las difusiones uniparamétricas asociadas a un campo de difusion po-

sitivo {X (z); z € I}, son lognormales si se verifican las siguientes condiciones:

i) X (2) =X (0,0), casi seguramente (P), Vz € Ey, donde X (0,0) es una v.a. lognormal
0 una v.a. constante con E [log X (0,0)] = mg y var (log X (0,0)) = o2;

ii) los coeficientes de difusion uniparamétricos se pueden expresar como

donde a1, as, By y By son funciones continuas, con By >0 y By > 0; y
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iii) los momentos E HX (A} (2)) |n /X (2)] yE HX (A% (2)) ’n /X (2)] eaisten, cualquiera
que sea el valor den y alguno de orden superior a dos y par, es nulo; es decir, existen

ni,no > 2 pares, tales que

Teniendo en cuenta las propiedades 6 y 7 de la pagina 29, es facil obtener las densidades
de transicién de cada difusién lognormal uniparamétrica. En las siguientes propiedades
estableceremos las expresiones de estas densidades, que utilizaremos en desarrollos poste-

riores.

1. La densidad de transicién del proceso {X (s,t); s € [0, 5]} esta dada por

1 1 <log (%) —my (z,h)>2

,S+h/r,s) = ——————exp{ —=
9 (v /) y\/2ma? (2, h) P 2 o1 (z,h)

donde

s+h s+h 1
mieh) = [ o= [ aedo - 5ot (),
’ 3 (2.11)

st+h s+h
o2 (2, 1) = / Br(0,4) do = / By (0,1) do,

2. La densidad de transicién del proceso {X (s,t); ¢t € [0,T]} estd dada por

2
1 1 (log (%) —ma(z,k)
Gyt k/rt) = ———exp{ = z ,
9: (v f=:1) y\/2mo5 (2, k) P 2( o2 (2, k)

donde
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2.2.2 Campo de Difusién Lognormal Biparamétrico

Una vez que sabemos que las difusiones uniparamétricas asociadas al campo considerado
al principio de la seccién, son lognormales, estamos en disposicion de probar que el campo

también es lognormal.

Proposicién 2.2 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion positivo, verificando (2.1),
(2.8) y (2.4), con coeficientes de difusion ay (s,t)z, az (s,t)x, By (s,t)z% y By (s,t)z?
dados en (2.2), funciones de clase C respecto a s y t. Entonces {X (2); z € I} es un

campo de difusion lognormal.

Demostracién. Veamos que {Y (z) =log X (2); z € I'} es un campo de difusién gaus-
siano. Para ello vamos a probar que las condiciones de la Definicion 1.4 se verifican.

La condicién i) es cierta teniendo en cuenta la Proposicion 2.1y que los coeficientes
de difusién son de clase C*.

A continuacién, probaremos ii). Realizando algunos cédculos y utilizando el desarrollo

en serie de Taylor del logaritmo tenemos

Y (Ap (2) =Y (s+h,t+k)—Y (s,t+k)—Y (s+h,t)+Y (2)

X(s+htth)X () \ X (s+ht+F)X ()
(X(s,t+k)X(s+h,t)> = log <1+X(s,t+k)X(s+h,t) _1>

o (HX(Ahm))X(z)—X(AW))X(A%(z)))
-8 X (s+ht)X (st +Fk)

X (Apk (2)) X (2) — X (AL (2)) X (A2 (2))
X(s+ht)X (s, t+ k)

1 (X (Ank (2)) X (2) — X (AL (2)) X (A2 (z))>2

2 X (s+h,t) X (s,t + k)

R (X (Ane (2)) X (2) = X (A} () X (A7 <z>)>
2 X (s+h,t) X (s,t +k)
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donde la expresién del resto, Rz (+) es andloga a la que dimos en (2.7). Tomando esperanza

condicionada en la expresiéon anterior, tenemos que

E[Y (A (2)) /Y (2, (s + h,t + k)]

B X (Apg (2)) X (2) = X (A, (2)) X (A8 (?) 5
= E (Hh’t)X(;Hk) 22X (2, (s + hyt + k)
1 [(X (A (2) X (2) — X (AL (2)) X (A2 (2)))?
2 2) — 1(2)) X (A2 (2 .
+E | Ry <X(Ahk( )3)(éi)h,t)XX(é}:t(+))k) (i ))> /X (z,(s+ h,t+k))

E[X (Ank (2)) /X (2, (s + bt + k)] X (2) = X (A, (2)) X (AF (2))
X (s+h,t) X (s,t+k)

1 E [X2 (Apk (2)) /X (2, (s + hyt + k))] X2 (2) - X? (A,lI (z)) X? (Az (z))
"2 X2(s+h,t) X2 (s, t+ k)

+E (X (Ank (2)) /X (2, (s + h, t + k)] X (2) X (A} () X (A% (2))
X2(s+h,t) X2 (s, t+ k)

2 2) — 1z 2 (2 .
N <x(Ahk< %<+>ht)XX((Ahf+>)k§< (A% ( >)> JX (2. (s + bt 4 K)

+E

= {a1(s,t+k)—ay (z)}h—%{Bl (s,t+k)—Bi(z)}h+o(h)

+E

2 z) — 1(z 2 (2 .
o <x<Ahk< §f<+>ht;<)§(Aht<+>)k§< (A7 ( >)> JX (21 (s + bt + 1))

= {a1(s,t+k)—ai(z)}h+o(h)

donde hemos utilizado (2.5), hemos realizado algunas simplificaciones y por tltimo, hemos

usado que

£, (X (Bne (2)) X (2) = X (A] (2) X (A7 (2))

E X (s+h,t) X (s,t + k) >/X(Z’(S+h’t+k))

=o(h)
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(esta igualdad se demuestra de forma andloga a (2.8)).
Por otra parte, utilizando un desarrollo en serie de Taylor andlogo al que hicimos en

(2.9), tenemos que

E[Y? (At (2)) /Y (2 (s + bt + k)]

2
. <log (1 L X (B (zﬁé(j)h_t)XX(é%f?)g (A% (Z))>> /X (2, (s + ht + k)

(X (A (2)) X (2) = X (AL (2)) X (A2 (2)))?
X2 (s+ h,t) X2 (s,t + k)

/X (z,(s+h,t+k))

[ (X (A (2) X (2) = X (A} (2)) X (A2(2))
+E Rl( XX Giih

>/X(z,(s+h,t+k:))

= {Bi(s,t+k)—Bi(2)} h+o0(h)

i z zZ) — 1(z 2 (2 %
_RT (X(Ahk;( Qi:)h,t)XX(é?t(j)kf (A% ( ))) /X (2, (s +h,t +k))

= {By(s,;t+k) =By ()} h+o(h),

+E

donde hemos realizado algunas simplificaciones, hemos usado que B; (z) = B (2) y

E

=o(h)

2 2) — 1z 2 (2 -
R; (X(Ahk( Qi:)ht;;(éht(j)g (B ))> /X (2, (s + h,t +k))

(esta igualdad se demuestra de forma andloga a (2.8)).
Finalmente realizando un desarrollo en serie de Taylor andlogo al que hicimos en (2.10)

y siguiendo pasos analogos a los que dimos en (2.8) es facil obtener que
E[IY (A ()P /¥ (2 (5 + byt + k)] =0 ().

Por lo tanto, las condiciones ii) y iii) se verifican y podemos afirmar que {Y (z); z € I}
es un campo de difusiéon gaussiano. m

La proposicién anterior motiva la siguiente definicion.
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Definicién 2.1 Diremos que el campo de difusion {X (z); z € I}, X (z) > 0, es lognor-

mal si verifica las siguientes condiciones:

i) las difusiones uniparamétricas asociadas al campo son lognormales con coeficientes de
difusion a1 (s,t) z, as (s,t) x, By (s,t) 2% y B (s,t) 22, funciones de clase C* respecto

asyt, con By >0y By >0;
i) si k € (0,7, entonces

E[X(Ahk (z))/X(z,(s—}—h,t—l—k‘))] = X(s,t+k)(ai(s,t+k)—ai(z))h+o(h),

E[X (Ans (2))2 /X (2, (s+h,t+k))] = X2(s,t+k)(BL(s,t+k) — By () h+o(h);

iii) los momentos E [|X (Apg (2))]" /X (2, (s + h,t + k))] exzisten para cualquier valor de

n y para algin n > 2 par

E[|X (Apk (2)" /X (2, (s+ h,t+ k)] =0(h), dondek € (0,T)

Observacién 2.3 Las condiciones ii) y iii) de la definicién anterior se pueden reemplazar

por las siguientes condiciones:
ii) si h € (0, 5], entonces

E[X(Ahk (z))/X(z,(s+h,t+k))] = X(s+h,t)(az(s+h,t) —az(2))k+o(k),

E [X (Apk (2))? /X (z, (s—l—h,t—i—k))] = X%(s+h,t)(Ba(s+h,t) — By (2)) k4o (k);

iii) los momentos E [|X (Apk (2))[" /X (2, (s + h,t + k))] existen para cualquier valor de

n y para algun n > 2 par

E[|X (Apk (2)" /X (2, (s + h,t + k)] =0(k), donde h € (0,5].
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2.2.3 Densidad de Transicion del Campo

Denotemos por g(y, (s + h,t + k) /Z, z), donde T = (z1,x, xz2) , la densidad de probabilidad

de transicién del campo de difusién lognormal biparamétrico.

Proposicién 2.3 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion positivo, verificando (2.1) y
(2.4) con coeficientes ay (s,t)x, as (s, t)x, By (s,t)x? y By (s,t) 2% dados en (2.2), fun-

ciones de clase C respecto a s y t, entonces la densidad de transicion del campo estd dada

por
) ) 1 1og<xi’i2)—m(z,h,k) 2
9w, (s +ht k) /T2) = = o P 2 o (z,h, k) ’
(2.12)
donde

s+h rt+k st+h  pt+k
m(z,h, k) = / / a(o,7)dodr, o*(z,hk)= / B (o, 7)dodr,
s t s t

a y B son los coeficientes de tendencia y de difusion del campo gaussiano asociado al

lognormal (las expresiones de a y B las daremos en (2.21)).

La demostracion de esta proposicion es inmediata por cambio de variable, teniendo en
cuenta la densidad de probabilidad de transicién del campo {Y (z) = log X (z),z € I} que
dimos en la (1.44).

2.3 Coeficientes de Difusion Biparamétricos

En esta seccién vamos a obtener los coeficientes de difusién biparamétricos del campo a
partir de los coeficientes de difusién uniparamétricos aplicando la, Proposicion 1.1. Para
ello, primero necesitamos comprobar que las hipostesis I-IV que dimos en la Seccién 1.3

se verifican.
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2.3.1 Hipdtesis I a IV

Sea {X (2); z € I} un campo de difusién positivo, verificando (2.1) y (2.4) y con coefi-
cientes de difusion ay (s,t) z, as (s,t) z, By (s,t) 2% y Bs (s,t) 2%, dados en (2.2). Bajo estas
condiciones, vamos a comprobar que las hipotesis II-IV son ciertas. Ademads, si anadi-
mos la hipétesis adicional de que los coeficientes de difusién sean de clase C! respecto a
cada coordenada, la hipétesis I también se verifica. Vamos a probar que se verifican las

hipétesis en los siguientes lemas. Usaremos
xT
»:R—R; ®(a) :/ e 2qu, VreR,
—0o0
para denotar la funcién de distribucién de la ley N (0,1).

Lema 2.1 Si los coeficientes de difusion a1, az, Bi y Ba dados en (2.2) son de clase Ct

respecto a s y t, entonces se verifica la hipotesis I.

Demostracién. Sabemos que a1, ae, By y B tienen derivadas parciales continuas
respecto a s y t ya que son de clase C! y tal como estan definidas (véase (2.2)) son cuatro

veces derivables con continuidad en z. =

Lema 2.2 Si los coeficientes de difusion a1, az, By y B2 dados en (2.2) son funciones

continuas respecto a s y t, entonces la hipdtesis II se verifica.

Demostracién. 1.- Veamos que la condicién (1.6)

/ gt (g5 + h/z,s)dy = o (h)
ly—z|>e

es uniforme respecto a las variables s y t. Para ello notamos
fn@) = [ atyseh/esdy=PIX (A1) >/ X () =
Yy—x|>€

= P[X(AL(z)<—e/X(z)=2]+P[X (A} (2) >/ X (2) =]

- P 1+X()?—Ellz()z))§1—§/X(z):x]
e 1+)(()?7E112()Z)>21+§/X(z)—x].
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Usando que |y — x| > ¢, se puede comprobar que 1 — £ > 0; por lo que podemos aplicar

logaritmos a ambos miembros de las desigualdades anteriores obteniendo que

1 (2
fen(z) = P |log (1 + X(X,Aigz()))> <log (1 — E) / log X (2) = logx]

X

+P |log (1 + X()?—%Z()Z))) > log (1 + %) / log X (2) = 10gm] ,
y entonces
fan(®) = P[Y (8] (2) <log (1-=) /Y (2) = loga]

+P [V (A} () > log (1+ 2) /Y () = loga].

Por la propiedad 4 de la pagina 28 sabemos que Y (A,ll (z)) es independiente de Y (z) por

lo que
1= P81 s (1 £)] o 0419) 2149 ]
Ademss
Y (Ailz (Z)) ~ N (m1 (z,h),0% (z, h)) ,

donde las expresiones de m1 (z,h) y 0% (2, h) las dimos en (2.11), por lo que

- log (1 —£) —my (z,h) B log (14 £) —my (2, h)
fs’h(z)_@< o1(z,h) ) 1 cI)( o1(z,h) ) '

Finamente puesto que mi,01 y ® son funciones continuas sobre un compacto I, existe

z1 € I tal que

max [z, (2) = fep (21) = 0(h),

por lo que concluimos que (1.6) se verifica uniformemente en s y ¢.
2.- De forma andloga se demuestra que (1.9) se verifica uniformemente en s y ¢.

3.- Veamos que la condicién (1.12) se verifica uniformemente en s y ¢.
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Empezamos notando

fons ) = | 9 (0. (s bt +B) [ (21,2.22) . (5.1)
ly—z1—z2t2|>e
‘gt (x2, s+ h/xz,s) gs (x1,t + k/x,t) derdxady
= PIIX (A (2))] > /X (2) = a].
Puesto que §, C FL V F2, usando las propiedades del condicionamiento
PlX (Apk (2))] > /X (2)] = P[X (A (2))| > ¢/ 3]
= E[P[|X (A (2)] >¢/3.VF] /3]

Primero observamos que

P[|X (An (2))] > /3. V F2)

= PX (A (2) < ¢/ BLVE] P [X (A (2) 2 ¢ / 5LV

= P[X (A (2) <—e/ X (z,(s+ht+k))]

+P [X (B (2) Z 2/ X (2, (s + Bt + 1))

= Y(Ahk(z))§10g<1+_€X()(S+ht st+k )/ ,(s+h,t+k))
+P Y(Ahk(z))210g<1+ (j()(s—kht st—l—k: )/ ,(s+h,t+k))
=P Y(Ah’“(z))glog(“r_6X§§)(s+ht st+k: )]
+P Y(Ahk(z))210g<1+€X(§()(s+ht st+k )

donde hemos utilizado que Y (A (2)) es independiente de Y (z, (s + h,t + k)). Ademés

sabemos que

X (Apg (2)) ~ N (m (2, h, k), 0% (2,h,k)),
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por lo que

P[IX (Ank (2))] > /3L V §2]

—eX(2)-X (A} (2)) X (A2(2)
g (1+ QLRI ) — m ey

- ° 2 E)
eX(2)=X(A(2))X(A2(z
log <1 + = ;((s-i-(h,th)(X)()s,t—&(-k)k( ))> —m(2,h,k)
1-®

o2 (z,h, k)

Volviendo a f; 1, sustituyendo la expresién anterior, tomando experanza condicionada,

utilizando que

Y (A,ll (z)) ~ N (m1 (z,h),0% (2, h))

Y (A} (2)) ~ N (ma(zk),03(2,k))

v haciendo algunas simplificaciones obtenemos

_€+eal(z,h)u+m1(z,h)x+602(z,k)u+7n2(z,k)x .
o log < 01 (z,h)utmy(z,h) gog(2,k)utma(z,k) 4 m (27 h? k)

€ =1
Ten " /R o2 (oI )

E+eal(z,h)u+m1(z,h)x+eo'2(z,k)u+m2(z,k)x .
@ ]‘Og ( 01 (z,h)u+m1(z,h)eUQ(z,k)u+m2(z,k)x m (ZJ h? k)

o2 (z,h, k)

_ u2 +v2
e 2 dudv.

Esto demustra que f. 1 (2) es continua (al ser composicién de funciones continuas) sobre
un compacto I lo que nos garantiza que dicha funcién alcanza sus valores extremos en I,

esto es, existe z; € I tal que

max Jenk (2) = fenk (z1) = o (hk),

por lo que concluimos que (1.12) se verifica uniformemente en s y ¢ y por lo tanto la

hipétesis II es cierta. m

Lema 2.3 Si los coeficientes de difusion a1, az, By y Ba dados en (2.2) son funciones

continuas respecto a s y t, entonces la hipdtesis III se verifica.
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Demostracién. (a) En primer lugar veamos que (1.19) se verifica (la demostracién
de (1.20) es andloga). El primer sumando de la desigualdad (1.19) lo acotaremos en 1 y

el segundo en 2.

1.- Por la propiedad 1 de la pagina 53, podemos expresar

/ (y—x) g (y,s+h/x,s)dy
ly—2z|<e

R -2 J 11085 -m@En\
= /y_x|<E exp ( ) dxs.

2mo1 o1 (z,h)

Haciendo el cambio de variable u = log (%) tenemos que

| mats s
y—x|<e
B x log(1+) u 1 (u—my(z,h)\>
B 2mo /bg(l—%) (e —1)exp{—§< o1 (z,h) ) du
B T log(1+5) 1 (u—mi(z,h) 2
- mal/log(l_g eXp{“‘5< o1 (2,h) ) d“

T log(1+%) 1 (u—mi(z,h) 2
_\/%al/k,g(l_i) eXp{_§< o1 (2, h) ) du

= z(A- B).

Por un lado, expresando

u_}(u—ml(z,h))z _ 1 u— (m (2,h) + 0} (2,h)) ?
2 01(2,h) 2 Ul(z,h)

n <0’% (z,h)

5t (2, h)> :
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tenemos que

B 1 log(1+) 1 (u—m(z,h))>
4 = \/%0'1 /log(l—;) P {_5 < g1 (th) ) du
o2 (2
\/%01 exp{ 1 (Q’h) +my (z,h)}

./1og(1+§) o 1 fu-— (ma (2,h) + 0F (2, h)) ? s
10g(1—%) P 2 o1 (Z,h)

) . (2.13)
Por otro lado
B 1 log(1+£) 1 (=i (2, h)\?
b= V2o /bg(l_%) eXp{_§ <W) }d“ (2.14)

o <log (1+2)—m (z,h)) o <log (1-2)—m (z,h))
1 ( '

o1(z,h)

Entonces

flyf:z:\gs (y —z) P} (dy,s + h/z,s) = (A — B)

= [ { A )

-{<I> <log (1+2) = (m1(2,h) + of (z,h)))

01 (Z, h)

® log (1 —£) — (mq (2, h) + 0% (2,h))
o1(z,h)

B log (14 £) —my (2, h) B log (1= %) —my(z,h)
e (st =) - (=)
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Usando que

log(1+§)7(m1(z,h)+02(z,h)) log(lfi)f(ml(z,h)JraQ(z,h))
® ( o1(z,h) - - o1(z,h) : <1

y recordando que

log(1+£ )—mi(z,h) log(1—2)—mi(z,h) .
_{(I)( ( 01()z,h)1 ) _(I)< ( <71()z,h)1 >}_fz,€ (h)_lv

tenemos que

exp { ot (5’ LN h)} + fre (R) — 1H

<
d

Para acotar la expresién anterior consideramos el Teorema del Valor Medio: Sea p > 0y

/ - (y —x) g¢ (y, s+ h/x,s)dy
y—z|<e

IN

wp{aﬂgh)+nn@Jw}—1bﬁﬁﬁwM]

sea 0 < h < p. Sea g (h) una funcion que toma valores de [0, p| en R, continua y derivable

con continuidad. Entonces
lg (h) — g (0)] <lih (2.15)

donde g (0) = limp,_0 g (h).
Para z € I fijoy 0 < h < S (cierto por ser I = [0, S] x [0,T7]) aplicando este resultado

a las funciones

2(z,h
eo{ e b en | v gl
y usando que

2
. 01 (Z7 h) _ : _
}llli% exp {72 +mq (2, h)} =1 y fllli% fze(h) =0,

tenemos que existen constantes [ y (7" tales que

e { A )1 <1
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[z (W) < 7"

Uniendo estas dos expresiones, tenemos que

‘/I - (y—x) gt (y,s +h/x,s)dy| < z[lJh+17"h] = l2h. (2.16)
Yy—x|s€

2.- Utilizando de nuevo la expresion de la densidad de transicion tenemos que

/| P s /) dy
y—x|<e

2
1 / (y — x)? 1 (log (%) —my (z,h)
= exp{ —= dxs.
V2roy Jly—ai<e Y 2 o1(z,h)

Haciendo el cambio de variable v = log (%) tenemos que

/|yx|<€ (y— ) gt (y, s + h/z, 5) dy
- \/29?_;1 [::?fit;) (¥ — 1)% exp {—% (%)2} "
i o (T e
[l (s

72 log(1+5) 1 (u—mq(z,h) 2
+%Em[¥@f)mp{5< am@m_) au

= 2?(C 24+ B). (2.17)

Usando que

%_l<£:ﬁii@>2: _

2 01 (Z, h)

1
2

u— (ma (2, h) + 207 (2, h)) ?
01 (Z, h)

40 (2,h) +2my (2, h),
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podemos expresar

C = 2_;01 exp {of (2,h) + 2m1 (2,h)}

./1og(l+§) ox 1fu-— (ma (2, h) +20% (2, h)) ?
log(1-2) P 2 o1 (z,h)

= exp{of (2,h) +2m1 (z,h)}
. [«p (log (1 + %) — (m1 (2,h) + 203 (2, h)))

g1 (Z,h)
o [ log (1=2) = (m1(2,h) +20% (2,h))
(o fmenen))

Sustituyendo (2.13), (2.14) y (2.18) en (2.17) tenemos que

/ P sl dy
y—x|<e

log (1 + %) - (ml (z,h) + 20% (z, h))
01 (Z,h)

= 2 [exp {0’% (z,h) +2mq (=, h)} i

@ log (1 —£) — (m1 (2, h) + 207 (2, h))
01 (Z,h)

Y £)—(m1(z o?(z
—2exp{g%(2z’h)-|—m1 (th)}' [q) (l g(1+%) ((fl(lz(ha)h)‘f‘ i ,h)))

) <log (1 — %) — (ml (z,h) + O-% (, h)))

o1(z,h)
log (14 £) —m1 (z,h) B log (1—£) —my(z,h)
+(I)< (o} (Z,h) ) (I)< 01 (Z,h) )]
2(z
< 2P [exp {0} (2,h) +2m1 (z,h)} — 2exp {Ul (2’h) +mq (z, h)} - 1}
o log (14 £) —m1 (2, h) +0f (2, h) o log (1 —£) —mi (2,h) +0f (2,h)
01 (Z,h) 01 (Z,h)
< Ish, (2.19)
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donde la tultima desigualdad se obtiene aplicando el resultado (2.15) a la funcién
exp {O’% (z,h) +2my (z,h)} — 1

y a la funcion

o {ZED o)

o1(z,h)

(I) <log (1+2) —m(2,h)+0? (z,h))

log (1—%) —mq (z,h)+0% (z,h) B
- ( o1 (2, h) )] L

Finalmente uniendo las acotaciones obtenidas en (2.16) y en (2.19) obtenemos que para

cada compacto K C Ry, x € K, existe una constante I’ = Iy + [3 tal que

[ w-natsnmsd)+ [ -0 s b dy < U
ly—z|<e ly—z|<e

Andlogamente se demostraria que existe una constante [”

/ (y—2) gs (y, t + k/z,t) dy +/ (y— ) gs (y,t + /. t) dy < I"k:.
ly—z|<e ly—=|<e

(b) Veamos que (1.21) se verifica (la demostracién de (1.22) es anédloga). En efecto: K es
un compacto de R, por lo tanto existe 1 tal que K C |—n,n[. Tomemos ¢ = ¢+ 17y sea x

tal que |x| > c¢. Entonces se tiene que
PH(K,s+h/z,s) = P[X(s+ht)eK /X (z)=ax]

= P[X(AL(2) EK—z /X (2)=1]

IN

P|X (AL (2)|>¢e/ X (2) =21].
Entonces existe una constante [* (véase la demostracién de la hipétesis II, 1) tal que

sup P} (K,s+ h/xz,s) <1*h, V(s,t) el
lz|>c

Anélogamente existe otra constante [** tal que
sup Py (K,t+k/xz,t) <™k, V(s,t) € 1.
lz|>c

Finalmente tomando ¢ = e+ ny | = max {I',1"”,1*,1**} se concluye el lema. m
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Lema 2.4 Si los coeficientes de difusion a1, ag, By y Be dados en (2.2), son funciones

continuas respecto a s y t, entonces la hipdtesis I'V se verifica.

Demostracién. Veamos que (1.23) se verifica (andlogamente se comprueba (1.24)).

En efecto, si notamos

X (A% (2). = X (A5 (2) 1 x(ab ) |<e)

y llamamos

wé (Z,h,l',f,T) =

= /x230|<5 (w2 — ) (§2 = &) g (w2, (s + h, 1) [ (2,€,€2) , (5,7)) 97 (€2, 8 + 1/E, 5) dwadEy
|€2—€|<e

= ‘E [X (A}L (s,r))eX (A}L (s,t))E/X (s,t) =z, X (s,7) = 5”
< E[|X (AL (s,7). X (AL (s,0) | /X (s,t) =2, X (s,7) = ],

donde para la ultima desigualdad hemos utilizado la desigualdad de Jensen. Usando a

continuacién la designaldad de Schwarz
Ve (b, 6,7) < (E[X% (AL (5,7). /X (s,8) =2, X (s,7) = €])"?
(B [X% (AL (s,8) /X (s,6) = 2, X (s,7) = €])"/?

— (E[X2(AL(s,7). /X (s,7) = €])"/?

(E[X2 (A} (5,1)). /X (s,8) = 2])"/?

1/2
= (/ (52 - 5)2 gr (€2a s+ h/é.a 3) d€2>
|§2—¢€|<e

1/2
</| | (y—x>29t<y,s+h/x,s>dy)
y—x|<e

1, 12 /4 ) 1/2
= (;Ul (8,7, h) fe (s, 7, h)) <;01 (z,h) fe (2, h))

< Uh, para p < h,
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donde para la ultima expresién hemos usado la demostracién de la hipétesis III, a) con

z=(s,t) y z = (s,7). Entonces existe una constante I’ tal que
| f|a:2—x\§a (.%'2 - J}) (52 - 5) Y (.%'2, (3 + h, t) / (:B: 3 ‘52) ) (37 T))
l§2—¢|<e

- gr (E2,8+ h/E,5)dradés| < U'h Y (s,t) €1, V1 €[0,t).

De la misma forma existe una constante I” tal que

| f||zlfw|\§5 (‘Tl - x) (771 - 77)9 (131, (57t + k) / (7717 777x) ) (07 t))
m—n|<e

o (m,t+k/n,t)dzrdn| < 1"k V(s,t) €1, Vo €10,s).

Por tanto, es sufiente tomar | = max {l’, 1"} para concluir que la hipétesis IV se verifica.

2.3.2 Coeficientes de Difusién Biparamétricos

Sea {X (z); z € I'} un campo de difusién positivo, verificando (2.1) y (2.4), con coeficientes
de difusién uniparamétricos a, az, By y Bz dados en (2.2), funciones de clase C'* respecto
a sy t. Bajo estas condiciones vamos a obtener los coeficientes de difusién biparamétricos
del campo lognormal y los coeficientes de difusién biparamétricos del campo gaussiano

asociado al lognormal.

Coeficientes de Difusién Biparamétricos del campo {X (z); z € I}

Siempre que hayamos encontrado condiciones suficientes para garantizar que las hipétesis
I-IV se verifican, la aplicacién de la Proposicion 1.1 nos conducird a un resultado que
permite establecer los coeficientes de difusién biparamétricos del campo a partir de los

uniparamétricos.
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Proposicién 2.4 Si los coeficientes a1, as, Bi y By son de clase C' respecto a s y t,
entonces los coeficientes de difusion biparamétricos del campo {X (z); z € I}, a, B, c1, co

y d estan dados por:

a(z,z)=a(z)x con a(z)= aaét(z) +ai(z)az(z) = 8a(;—£z) +a1(z)az(z),
B(sx)=B(:)a® con B(z) = aBalt(z) b By () By (2) = aB;S(Z) + By (2) Ba(2),
c1(z,2) =c1(2)2® con c1(2) =az(z)Bi(2),

c2(z,2) =ca(2)x® con ca(2) =ayi(z)Bay(2),

d(z,z)=d(2)x®> con d(z)=DB1(2)B2(2).

(2.20)

De forma evidente se tiene que

a1 _ day 0By _ 9B;
ot os 7 ot 0s

Coeficientes de Difusién Biparamétricos del Campo {Y (z) =log X (2),z € I}

Si tenemos en cuenta la expresiéon que obtuvimos para los coeficientes de difusién uni-
paramétricos del campo {Y (z) =log X (z),z € I} dados en (2.5), (1.45) y la proposicién

anterior se obtiene de forma inmediata el siguiente resultado.

Proposicién 2.5 Si los coeficientes a1, az, Bi y By son de clase C' respecto a s y t,
entonces los coeficientes de difusion biparamétricos del campo {Y (z),z € I} estan dados

por

B(z,y)=B(2) = B(z) — By (2) B2 (2), (2.21)

2.4 Momentos del Campo Lognormal Biparamétrico

En esta seccidon, vamos a calcular los momentos condicionados de orden k del campo

de difusion lognormal, momentos que nos seran muy utiles en la obtencién de la ecuacion
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atrasada y adelantada de esta campo y los momentos de orden & sin condicionar, a partir de
la funcion generatriz de momentos del campo gaussiano asociado al lognormal. Finalmente

obtendremos la funcién de covariaza utilizando las expresiones de estos momentos.

2.4.1 Momentos Condicionados de Orden &

Sea {X (z); z € I} un campo de difusién positivo, verificando (2.1) y (2.4), con coeficientes
de difusién uniparamétricos ay, az, By y Bz dados en (2.2), funciones de clase C'! con
respecto a s y t. Sabemos que Y (z) = log X (z) tiene una distribucién condicionada a

¥y = (y1,Y,y2) que es gaussiana N (mz(J . (§),0% (20, z)) , donde, si notamos

20 = (so,t0) < z=(s,1),
1 = Y (so,t) =logxy, y =Y (%) =logz,
y2 = Y (s,tg) =logxs,

tenemos que
s t
Mz 2 (Y) = 1ty —y+/ / a(o,7)dodr
so Jto

s t
= log (%) +/ / a(o,7)dodr,
sg Jto

s t
02 (20,2) = / / B (o, 7) dodr,
so Jto

con

a(z) = a(z)—ai(z)az(z) - % [B(2) = Bi(2) B2 (2)],

B(z) = B(z)—Bi1(2)B2(2).
Entonces la funcién generatriz de momentos de Y (z) condicionada a Y = ¢

_ 1
E [ekY(z)/Y = Zj} = exp {kmzo z (g) + §k202 (ZOa Z)}
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Si notamos X (29, 2) = (X (so0,t), X (20), X (s,%0)), como
E|X"(2) /X (20,2)] = B[eHXG/X (z,2)]
= exp {kaO 2 (Y (Zo,Z)) + %k20.2 (anZ)} )

entonces

X (s0,) X (s, to)} ’ (2.22)

E[X’“(Z)/X(Zovz)} - [ X (20)

s t
-exp{ / (o,7 dadT—l——// (0,7 dO‘dT}
to to

2.4.2 Momentos de Orden k&

Sea {X (z); z € I} un campo de difusién positivo, verificando (2.1) y (2.4), con coeficientes
de difusién uniparamétricos a1, az, By y B dados en (2.2), funciones de clase C'! con
respecto a s y t. Sabemos que Y (z) = log X (z) tiene la siguiente distribucién (véase la

propiedad 1 de la pdgina 28 y 1.42)
Y (2) ~ N (m(z),0° (2))
donde

s rt s rt
=mg + / / a(o,7)dodr, o*(z)=o0p+ / / B (o,7)dodr.
0 JO 0 JO

Entonces la funcién generatriz de momentos de Y (z) = log X (2) estd dada por
1
E [eky(z)} = exp {kzm (z) + 5]{:202 (z)} .
Por tanto, el momento de orden k de X (2) es

E [Xk (z)} —F [eky(ﬂ

_exp{k {mo+/08/0ta(a,7)dadr} +%k2 [ag+/05/0t3(a,7)dad7}}.

(2.23)
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En particular

pixn = oo{fms [ [aniod] + o [
VarX (z) = exp{ [mo—l—/ / (o,7 dodr} [00+/
.<exp{a§+/0 /0 B(U,T)dadT}

2.4.3 Funcidon de Covarianza

/B oo dadT]}
/ (0,7 dm}}
.

Una vez que hemos obtenido los momentos tanto condicionados como sin condicionar
para el campo lognormal, vamos a utilizar estas expresiones para obtener la funcién de

covarianza del campo.

Proposicién 2.6 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion positivo, verificando (2.1) y
(2.4), con coeficientes de difusion uniparamétricos ai, a2, B1 y Ba dados en (2.2), fun-
ciones de clase C' con respecto a s yt. Entonces la funcién de covarianza del campo estd

dada por

K (z1,22) = cov(X (21

tl to
= exp{2mo+/ / (0,7 dadT—i—/ / (o,7 dO‘dT}
t1 B to B
-exp{ag+§ (/0 ; B(J,T)dadT—{—/O /0 B(a,7‘)dcrd7‘>}
S1/A\S2 t1/A\t2 _
. (exp {0(2) +/ / B (o, 71) dadr} - 1> , (2.24)
0 0

V21,20 €I, con z1 = (s1,t1), 22 = (s2,t2), y donde a y B se dieron en (2.21).

Demostracién. Distinguimos dos casos.
1.- Sean z1,29 € I, con z1 = (s1,t1), 22 = (S2,t2) tales que zo = (So,t0) = 21 A 22 =

(s1,t2). Por definicién

K (z1,29) = cov (X (21),X (22)) = E[X (21) X (22)] — E[X (z1)] E[X (22)] .
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Calculemos en primer lugar E [X (z1) X (22)]. Puesto que §% y 2 son independientes

condicionalmente respecto a §,, tenemos que
E[X (21) X ()] = E[E[X (21) X (22) /S]] = E[E[X (21) /=] E[X (22) /T=0]] -

Usando que §,, C §; (0,t0) v 3%0,150) y usando la propiedad de Markov

BIX (21) /8a] = E[B[X (1) [Flose) Y Souo)] /320}
= E[E[X (21)/X (0,0),X(0,0),X (20)] /3]

t1 t1
(z0) exp { / / adodt + = / / BdO’dT}
to to

donde para la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la expresién que dimos para calcular

los momentos condicionados, (2.22). De la misma forma

E[X (22) /Tz] = X (20 exp{/ /t2ado’d7—+ / Ot2Bdng},

donde se ha notado @ = @ (0,7) y B = B (0, 7) para aligerar la escritura.

Por tanto

E[X (21) X (22)] = E[X?(20)] exp{/81 /: adod7+1/81 /: BdadT}
exp{ / / N adodr + - / / ’ Bdadr}

Por otro lado usando la expresién (2.23)

to ta
E [X2 (20)] = exp {2 [mo + / / adodr + of + / BdadT] } .
0o Jo o Jo

Sustituyendo tenemos

to t1 t2
E[X (z1) X (z9)] = exp{Qmo —1—2/ / adod7'+/ / adadT—l—/ / adadT}
t
to t1 i
- exp {200 + 2/ / Bdodr + = / / Bdodr + = / BdadT}
¢ 0
t1 t22
= exp {2m0 +/ / adodt + / / adadT}
- exp {0’0 + = (/ BdeT +/ Bdad7‘>}
2\Jo Jo o Jo
S1 to _
- exp {03 —I—/ BdadT} .
o Jo
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Usando de nuevo la expresién (2.23) tenemos

EX (2)] E[X ()] =

S1 to t1 t2
= exp {2m0 =+ 2/ / adodr +/ / dodt —I—/ / adeT}
0o Jo 0 Jts
51tz 1 t1_
- exp {08 + / / Bdodt + - / Bdodr + - / BdadT}
2 0 to S1 0
t1 [2)
= exp {2mg =+ / / adodr + / / adadr}
0
So to B
- exp {O’O + - (/ BdUdT —l—/ Bdach) } .
2\Jo Jo o Jo

En conclusién

K(z1,22) = E[X(21)X E[X (=

t1 t2
exp {Qmo +/ / adodt + / / adeT}
S1 t1 52 t2
exp{ P (/ Bdodr +/ / Bdad7’>}
t2
{exp {O‘O / / BdadT} — 1}

2.- Sean z1,29 € I, con z1 = (s1,t1), 22 = (s2,t2) tales que zo = (sg,t0) = 21 A\ 29 =

(s1,#1). Por definicién
K (21,22) = cov (X (21), X (22)) = E[X (21) X (22)] — E[X (21)] E[X (22)] -
Calculemos en primer lugar la E[X (1) X (22)]. Puesto que 21 = 2
E[X (21) X (22)] = E[E[X (21) X (22) /$z0]] = E[X (20) B [X (22) /T=0]] -
Usando que §,, C Sio \ Szo y la propiedad de Markov

E[X (22) /8] = E [E [X (22) /3% V%, ] /3]
= E[E[X (22) /X (s1,t2), X (20) , X (52, 11)] /0]

_ BIX(s1,t2) X (s2,11) /8] | {/ /badadﬂr /82 tQBdadT}
X (20) t s1 Jiy ’
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donde para la dltima igualdad hemos usado la expresion (2.22). Sustituyendo esta expre-

sién en la anterior y aplicando el caso 1, tenemos que

E[X (21) X (22)] =

t2 t2
= FE[E[X (s1,t2) X (s2,t1) /T2 ]] exp {/ / adodt + — / / BdeT}
t1 t1
to 1
= FE[X (s1,t2) X (s2,1)] exp{/ / adodr + 2/ BdO’dT}
51
t1 s1 ft2 1
= exp {2m0 + 2/ / adodr +/ / adodt +/ / adadr}
t1
t1 _ to B t1 _
- exp {203 + 2/ / Bdodr + - </ / Bdodr —i—/ / Bdad7> }
0 0 2 0 t1 S1 0
sz 2 1 [52 [t2 _
- exp {/ / adodt + —/ BdadT}
S1 t1 2 S1 t1
S1 t1 So to So t1
= exp {Qmo + 2/ / adodt +/ / adodt +/ / adadT}
o Jo 0 Ji
S1 t1 _ 1 So t1
- exp {20(2) + 2/ / Bdodr + - </ BdUdT —I—/ / Bdad7> }
o Jo 2\Jo Ju
51 rt sz rt2
= exp {2mo +/ / adodr —i—/ / adadT}
s1 rt1 s2 i
- exp { </ / Bdodr + / / Bdadr) }
S1 t1 _
- exp {08 + / / Bdadr} .
o Jo

Por otro lado, utilizando (2.23), tenemos que

EX (1) B[X (22)] = eXp{Qmo—i-/O /Otladadr—i—/ /tQadadT}
-exp{a(%—l—;(/o i BdadT—i—/O i Bdad¢>}.
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Por lo que

K (21,22) = E[X (21) X (22)] = E[X (21)] £ [X (22)]
S1 t1 52 to
exp {Qmo +/ / adodt +/ / CLdO’dT}
o Jo o Jo
1 S1 t1 _ 82 to -~
- exp {ag + = ( / Bdodr + / BdadT) }
2\Jo Jo o Jo
S1 11 _
: (exp {03 +/ / BdO’dT} — 1) .
o Jo

Finalmente, reuniendo los resultados obtenidos en 1 y 2, concluimos la demostracién. m

2.5 Representacion de un Campo de Difusion Lognormal

por una Ecuacion en Derivadas Parciales

Sea {X (z); z € I} un campo de difusién positivo, verificando (2.1) y (2.4), con coeficientes
de difusién uniparamétricos ai, az, B1 y Bz dados en (2.2), funciones de clase C'!' con
respecto a s y t. Para poder aplicar el resultado de D. Nualart, Proposicion 1.2, que
nos permite obtener la representacién de un proceso de difusién biparamétrico mediante
una ecuacién en derivadas parciales (véase ec. (1.29)), necesitamos que se verifiquen las
hipétesis I-V. Ya hemos visto que imponiendo la condiciéon de que los coeficientes de
difusién uniparamétricos sean de clase C', las hipétesis I-IV, se verifican. Veamos que,

imponiendo esta misma condicién, también se verifica la hipotesis V.

Lema 2.5 Si las funciones ay (s,t), az (s,t), B1(s,t) y Bz (s,t) son de clase C' respecto

a s yt, entonces la hipétesis V se verifica.

Demostracion.

(a) El que By y Bj sean funciones derivables con continuidad con respecto a x y que

tengan derivadas continuas con respecto a s y t se verifica de forma evidente.
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(b) Veamos que (1.26) se verifica ((1.27) se demostraria de forma andloga). Para ello

veamos que basta tomar

~

Bi(s,t,7,2,€) = %Bl (5,7,).
En efecto:

o . 1
By(s,t,r3,6) — ,{T%)ﬁ/m—mge (22 — ) (2.25)
|€2—€|<e

: (52 - E) g ($27 (S + ]’L,t) / (‘T7§7€2) ’ (877—))97' (527 5+ h/fv S, ) dx2d§2-

Usando (2.12) donde, para simplificar la notacién hemos notado

m = m(z,hk),

o = o(z,hk),

tenemos que

/z2x|<s (.1'2 - H?) (52 - E) g (x27 (S + h7t) / (‘Tv 3 52) ’ (87 T)) gr (527 5+ h/f? S, ) dradSy
|§2—€|<e

= / (&2 =8 gr (&2, 4+ h/E,s,)dE
|&2—¢|<e
1 log (i—g) —-m

expy —= | ———F— dxa

1
(22 — 1) ——=
/x2x|<g TooV 2T 2 o

Haciendo el cambio de variable

y llamando

ul_log((l_%)é>_m, u2_log<(1+§)é)_m,




80 Capitulo 2. Campos de Difusién Lognormales Biparamétricos

obtenemos que

1 [ log (%)—m
expg —— | ———F4— dxa

1
(w2 — ) ——=
/|x2—ac|§s Too/ 2T 2 o

1 /u2 (§26u0+m ) 12
— x| Z———1)e 2% du
V21T Juy §

_ xK@ A ew_%UQdu> —(CD(UQ)—CI)(ul))}.

f V2T U1
Expresando
1 1 2
au—§u2:—§(u—o’)2—|—%,
obtenemos

1 log<fc—2§>—m
expg —= | ———F—— dzo

1
(22 — 1) ——=
/|.’EQ:E§€ Too\ 2T 2 o

—acg—Qemé ug—o0)— P (up —o — ug) — @ (u
= o[ (ST @) - @0 - o)) - @) - ).
Por lo que sustituyendo en (2.25) tenemos
By (s,t,7,2,8) = }lllg%)%/ e x[<%em+§ {q)(uQ—a)—q)(ul—a)}>
= (® (u2) = @ (u1))] (§2 — ) gr (§2,5 + h/&,5,) d&2. (2.26)

Usando que

limwu; = lim = —00,
h—0 h—0 o

log ((1 +£) 5%) -m
limus = lim = 400,
h—0 h—0 o

se comprueba que

lim & = lim & —0) =
Jim @ (us) 0,  lim&(u—0)=0,

lim & = 1 lim & —0)=1
lim @ (u2) v m®(ur—0) =1,
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por lo que tomando limite en (2.26)

Bl (SatyTax7£)
i L o|2 1] @90 @t /) de
h—0 h [€2—€|<e g 7

- %%E%%/MSE (&2 — ) gr (2,5 + h/€,5,) dEs
= %Bl (5,7,8)

De forma andloga se probaria que

A~

X
BQ (Satagaxan) = EB2 (0'715,77) .

(c) Finalmente es evidente que (1.28) se verifica:

lim B (s,t,7,2,&) = By (s,7,€), lim B (s,t,o,2,m) = Ba (0,t,1m),
tN\T s\
z—€ T—n

con lo que concluimos la demostracién del lema. m

Teniendo en cuenta el lema anterior, se verifican las hipétesis I-V, por lo que aplican-
do (1.29) y usando las expresiones de los coeficientes de difusién biparamétricos (véase
(2.20)), se obtiene de forma inmediata la ecuacién diferencial estocdstica para un cam-
po de difusiéon lognormal. La unicidad es consecuencia directa de que nuestro cam-
po {X (2); z € I}, sea una transformacién biyectiva (X (z) =expY (z)) de un campo
({Y (2);z € I} gaussiano) que verifica una ecuacién diferencial estocéstica que tiene solu-

cién unica (véase la demostracién del Teorema 4.3 de [14]).

Proposicién 2.7 Sea {X (2); z € I} un campo de difusion positivo, verificando (2.1) con
coeficientes de difusion uniparamétricos a1, az, By y By dados en (2.2), funciones de clase
C' respecto a s y t. Entonces existe un campo de Wiener {W (2);z € I} (salvo quizds,

una modificacion, si es necesario, del espacio de probabilidad) tal que {X (z); z € I} el
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unico campo de difusion que verifica la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

82X5t 1 8X5t aXSt 8(12 (S,t) .
TR G Pl T e
OB (s,1) vz o,
(T + B (s,t) By (Svt)> Xstm-



Capitulo 3

Ecuaciones de Difusion

3.1 Introduccion

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov puede verse como una ecuacién de compatibilidad
que verifica la densidad de transicion de cualquier proceso de Markov, aunque no es sufi-
ciente para determinar la densidad de transicién del proceso. Necesitamos otras hipdtesis,
ademads de que el proceso sea de Markov para obtener una versién diferencial de la ecuacién
de Chapman-Kolmogorov, que junto con una condicién inicial, nos permita obtener la den-
sidad de transicién del proceso. En concreto, necesitamos tener un proceso de difusién
para obtener unas ecuaciones diferenciales conocidas como ecuaciones de difusion o ecua-
ctones de Kolmogorov. La obtencién de estas ecuaciones, en el caso uniparamétrico, puede
consultarse en la gran mayoria de textos que incluyan un capitulo dedicado al estudio de
los procesos de difusién (Karlin [17], Wong [31], Bhattacharya [2], Gikhman y Skorokhod
[12],...). Destacamos el desarrollo que Ricciardi [23] siguid para obtenerlas, puesto que esta
metodologia es la que nos permitird a lo largo de este capitulo obtener estas ecuaciones
para un campo de difusién lognormal biparamétrico.

De acuerdo con la metodologia de Ricciardi, las ecuaciones de difusién se obtienen como
casos particulares de unas ecuaciones diferenciales conocidas como ecuaciones cinéticas,

ecuaciones que se obtienen bajo la hipdtesis de que el proceso es de Markov y en las

83
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que aparecen ciertos momentos infinitesimales de cualquier orden. Esto tltimo hace que
el orden de la ecuacién diferencial sea arbitrariamente grande y que, por tanto, estas
ecuaciones tengan poca utilidad. Sin embargo, en el caso uniparamétrico, el resultado de
Pawula permite afirmar que si todos los momentos infinitesimales existen y alguno de orden
superior a dos y par es nulo, entonces las ecuaciones cinéticas a lo sumo son de orden dos.
Estas ecuaciones que a lo sumo son de orden dos se conocen como ecuaciones de difusion
del proceso. Los procesos de difusiéon lognormales que surgen al fijar cada coordenada
de un campo de difusién lognormal biparamétrico, verifican esta propiedad y aplicando
el resultado de Pawula y la metodologia de Ricciardi, se pueden obtener facilmente las

ecuaciones de difusién de tales procesos.

La densidad de transicién de un proceso de difusién verifica dos ecuaciones de Kol-
mogorov. La primera se conoce como ecuacion adelantada ya que las variables iniciales
son fijas y la segunda como ecuacion atrasada ya que las variables finales son las que se
fijan. La ecuacién adelantada también se conoce como ecuacion de Fokker-Planck. Es-
tas ecuaciones se utilizan en circunstancias adecuadas. Si estamos interesados en obtener
la densidad de transicién del proceso, entonces la forma adecuada es usando la ecuacion
adelantada. Pero si estamos interesados en estudiar tiempos de primer paso por un esta-
do, entonces la ecuacién atrasada da el método apropiado. Para resolverlas, es necesario
conocer los coeficientes de difusién, por lo que parece que hace falta la densidad de transi-
cién del proceso. Sin embargo, este no es el caso ya que para conocerlos sélo necesitamos
tener la media y la fluctuacion del campo en torno a esa media en un intervalo suficien-
temente pequeno. En otros casos, estas ecuaciones surgen directamente como limite de
ecuaciones en diferencias. Comentar también, que la solucién de estas ecuaciones depende
de las condiciones iniciales y de frontera. Estas condiciones dependeran de si estamos
considerando un proceso no restringido o un proceso restringido por fronteras tales como

barreras absorbentes o reflejantes.

En este capitulo, vamos a obtener las ecuaciones de difusién para un campo lognormal

como aplicacién directa de la metodologia de Ricciardi. En primer lugar obtendremos una
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ecuacién en la cual nos apareceran unos coeficientes que hacen que el orden de la ecuacién
diferencial sea arbitrariamente grande. Sin embargo, es posible probar que la mayoria
de estos coeficientes se anulan y que tanto la ecuacién adelantada como la atrasada a lo
sumo seran de orden cuatro. Estas ecuaciones que a lo sumo son de orden cuatro, son las
ecuaciones de difusién del campo lognormal biparamétrico, las cuales podrian utilizarse
en investigaciones futuras para realizar estudios similiares a los que hacen en el caso
uniparamétrico.

El desarrollo de este capitulo serd el siguiente. En la segunda secciéon obtendremos
la ecuacién adelantada y en la tercera la ecuacién atrasada, aplicando en ambos casos la
metodologia de Ricciardi.

Finalmente, comentar que con el programa Mathematica se ha comprobado que efecti-
vamente, la densidad de transicién del campo lognormal verifica las ecuaciones de difusién

obtenidas.

3.2 Ecuaciéon de Kolmogorov para el Campo de Difusion

Lognormal (Método de Ricciardi)

Ricciardi obtuvo directamente las ecuaciones adelantada y atrasada de Kolmogorov que
la densidad de transicién de un proceso de difusién uniparamétrico verifica (véase [23]).
Siguiendo esta metodologia, en esta seccién vamos a obtener la ecuacion adelantada de Kol-
mogorov que la densidad de transicién de un campo de difusién lognormal biparamétrico
verifica. Comentar que la expresion a la que llegaremos es la misma que se obtendria por

el resultado de Nualart y Sanz (véase el Teorema 2.1 [20]).

Teorema 3.1 Sea {X(2);z€ I =10,5]x[0,T]} un campo de Markov biparamétrico posi-
tivo donde X (0,0) es una v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E[logX (0,0)]
= mo y var (log X (0,0)) = 0. Supongamos que la densidad de transicién del campo
9(y,2/%, ), donde T = (x1,7,73), estd dada por (2.12) donde a(z) y B(z) son fun-

ciones continuas en I y conocidas. Entonces, {X(z);z € I} es un campo de difusion
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lognormal biparamétrico donde a(z) y B (z) son los coeficientes de difusion del campo

gaussiano asociado, los coeficientes de difusion uniparamétricos del campo lognormal son:
1= _
a1 (z,2) = a1 (2)x = (51 (z) + 5B (2)> , By (z,7) = By (2) 2* = By () 2%,

az (z,x) =ag (2)x = <a2 (z) + 132 (z)) x, By (z,x) = By (2) 2% = By (2) 22,

2
donde
¢ - ¢
al(s,t)—/ al(s,7)dr, Bl(s,t)—/ B (s,7)dr,
0 0
ag(s,t)—/ i (0,1) do, BQ(S,t)_/ B (0. t) do,
0 0

para cualesquiera z = (s,t) € I, x € Ry y la densidad de transicion del campo verifica la

stguiente ecuacion adelantada de Kolmogorov:

;:éqt = (Z)%Zg%ruz (Z)aza(—zzg)Jrﬂs (2)838(—3?])+M4 (2)843(—329), (3.1)
donde hemos notado
i) =~ G @),
2 (z) = ai(z)az(z)+ % (83617;2) + B (2) By (z)> + a1 (2) B2 (2) + B (2) a2 (2) ,
ps(5) = —51(2) Ba(2) — 5B1 () a2 (2) — Bi () Ba (2),
pa(s) = Biz) Bala).

Demostracién. La obtencién de la ecuacion adelantada la vamos a desarrollar en
cinco partes para facilitar su compresion. El resto de las afirmaciones son inmediatas
a partir de las caracterizaciones que hicimos para los campos de difusién lognormal y
gaussiano.

Si tomamos zg = (s,t) y z = (s + h,t + k), y notamos = = (z1,,x2), la densidad de

transicion del campo esta dada por:

2
1 1 [ log (%) —m(z,29)

,2]T,20) = ————6exp{ —
9(y,2/T, 20) oo (oo 5

~—

o (z,20
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(véase (2.12)), donde

s+h t+k s+h  pt+k
(z,20) / / (o,7)dodr, 0% (2, 2) = / B (o,7)dodr.
s t

029(y,2/Z,20)

1.- Empezamos considerando la definicién de 501

Tal y como estd definida g (y, z/7, z9) , claramente W existe y por definicién
%9 (y, 2/7, %) Ank (9 (y,2/T; 20))
TR0 2 3.2
st iyt hk (32)
donde
Ahk’ (g (yv Z/Ev ZO)) = g (y> Z//ja ZO) ) (yv (8 + h7 t) /57 ZO)

—9 (. (s,t+k) /T, 20) + 9 (y,2/T; 20) - (3.3)

2.- Sea R (+) una funcién C* con soporte compacto. Multiplicando a ambos lados de

la igualdad (3.2) por R (y) e integrando con repecto a la variable y tenemos que

629 (yv Z/ja ZO) Ahk (g (yv Z/fv ZO))
/R+ B = gsr — W= m Jp, B T dy- (34)

3.- Definimos la funcion

() = E[R(X (2)) /X (20,%) = 7] = /R R(y) g (y, /T, z0) dy.

Entonces, sustituyendo en (3.4)

2 2/T, 2
/RJFR(y)%dy = hl}iﬁnjoﬁ[ (z’)—go(s+h,t)—<p(s,t+k)+g0(z)].
(3.5)

A continuacién, vamos a calcular ¢ (2') — ¢ (s + h,t) — ¢ (s,t + k) + ¢ (z) utilizando
en primer lugar la definicién de ¢ (-) y después las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Tal y como hemos definido ¢ (-)
go(z’) —p(s+ht)—p(s,t+k)+¢(z)=FE [R(X(z'))/Y(zg,z’) zf]
E[R(X (s+h,t))/ X (20, (s + h,t)) = 7]

7]

E[R(X (s,t+k))/ X (20, (s, t + k))

[R ’ /X(Z(), ) ]
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donde hemos notado

X (20,7") = s, t+ k), X (s0,t0), X (s + h,to)),
X (20, (s + h,t)) =

80,t+k) (807t0),X(3,t0)),

X (
X (s0,t), X (s0,t0), X (s+ h,tg)),
X
X

X (Z07 (Sa t))

T

(
(

X (20, (s,t+ k) = (
(X (s0,t), X (s0,%0) , X (s,%0)) ,
(

T1,T, .732) .
Equivalentemente, podemos expresar

gp(z')—gp(s+h,t)—cp(s,t+k)+g0(z):

= / R(y’)g(y’,Z’/f,Zo)dy’—/ R (y2) g (y2, (s + h,t) /T, 20) dya
R R,

+

- / R(yn) g (v, (5.t + &) /T, 20) dys + / R(y) g (y, /T, z0) dy
R, R,

Utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (1.3), (1.4) y (1.5) tenemos que

go(z') o(s+ht)—p(s,t+k)+¢(z)=

/ /// (5221 (1,9, 12)  2) 9 (93, (5 + I 2) / (29, 32) , (5, 1))
g(yl,(3,t+k)/(x1,x1,y),(so, )) (y7 Z/f7 ZO) dy?dyldy]dy/

— | R(y) [/ 9 (Y2, (s + h,t) / (y, 22, 2) , (8, %0)) 9 (¥, 2/, 20) dyldy2
R, R,

- R(yl)[/ g(y17(37t+k)/(xlaxlay)7(307t))g(ya Z/Ea ZO) dy]dyl
R, R,

+/ R(y) g (y,2/%, 20) dy. (3.6)
Ry

4.- En este apartado usando la expresién anterior del incremento ¢ (2') — ¢ (s + h,t) —
o (s,t+k)+ ¢ (z), el desarrollo en serie de Taylor de la funcién R (-) y el desarrollo de
Newton de un binomio, junto con algunos cédlculos que a continuacion se detallan, vamos
a obtener una expresion general de la ecuacién adelantada (ecuacidn cinética adelantada)
en la cual sélo quedan por calcular los coeficientes de dicha ecuacién. Estos coeficientes

los calcularemos en 5.-.
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R (-) es una funcién C'*°. Su desarrollo en serie de Taylor es

vy =3 RO ) o Ry 4 3 R () O
n=0 n=1

Aplicando este desarrollo a las situaciones concretas que necesitamos y sustituyendo en

(3.6) obtenemos

go(z’)—go(s+h,t)—g0(s,t+k)+cp(z):

/R[///R (R(y)+§R(”) <y><f‘/;—!y)”> o (2 () )

‘g (y27 (S + hvt) / (y,$2,l‘2) ) (S,to)) g (ylv (Svt + k) / (xlv $1,y) ) (50’ t))
-9 (y,z/x, zg)dygdyldy]d !

_//Rz( S >")

(y27 (S +h t) / (y7 L2, l’g) ) (‘97 to)) g (y7 Z/E7 ZO) dydys

//R ( )+;R<n> o W ;!m”)

g (ylv (57 t+ k) / (1:1, L1, y) ’ (307 t)) g (y7 Z/fv ZO) dydyy

+ R() (y,2/T, 20) dy

Z::/m[///my_.y (2] (y1,9,92) . 2)

9 (y27 (S + h, t) / (ya L2, ‘772) > (Sa to))
‘g (ylv (37 t+ k) / (.%'1, L1, y) ’ (307 t)) dy2dy1dy/

_/R MQ (y2, (s + h,t) / (y,z2,22), (s, t0)) dy2

n!
—/R (yl;—!y)ng(yl,(8,t+k)/(f€1,:ﬂ1,y),(So,t))dyl R™ (y) g (y, 2/T, z0) dy,
(3.7)

donde para simplificar el término fR+R(y)g(y,z/T, 20) dy hemos utilizado que tanto

9(y2, (s + h,t) /(y,x2,22),(s,t0)) como g (y1,(s,t+k)/(x1,21,y),(s0,t)) son funciones



90 Capitulo 3. Ecuaciones de Difusién

de densidad. Por otro lado, el desarrollo de Newton de un binomio es

=0

que aplicado a las tres situaciones que tenemos en (3.7) nos permite afirmar que

go(z’)—gp(s—i—h,t ap(s t—l—k: )+ (2
> 1)
Z/R Z,n [///i@) W2 1y, 12) 5 2)

g (y2, (s + h,t) / (y, 72, 22) , (5, 0))

g (Y1, (5, + k) / (z1,21,9) , (50, ) dyadyrdy’

g (y2, (s +h,t)/ (y,x2,22), (s, t0)) dyo

)
(&> g1, (s,t+k)/(x1,21,v), (s0,t)) dr

(=y)" B™ (y) g (y, 2/, Zo)d

Si notamos

ulk (z) = ) [///i< > W2 (W, v,02) . 2)

( (S+h t)/(y,:rg,xg),(s,to))
-9 (1, (s,t + k) / (1,21, 9) , (s0, 1)) dy2dyndy’
(%) 9 (2, (5 + 1, ) / (3,22, 2) (5, 10)) di
(%) 9 (s, + )/ (0r1,9) (50,0 |, (3.8)
tenemos que
gp(z’)—g0(3+h,t)—g0(s,t+k)+cp(z)
ok () (—y)™ R 2T, % )
Z:;/RM (2) (~9)" B™ () g (y. 2/7. z0) dy. (3.9)

y por tanto, sustituyendo (3.9) en (3.5) obtenemos que

o0

2 2/, 2
R ) P gy = S oy [ RO @) ()9 02/ 20) . (310)

R, 0s0t —t R,
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donde hemos notado
z) = lim ——=. .
Hin hk—0 hk

Integrando por partes en el lado derecho de la igualdad (3.10) y utilizando que R*) (4-00)

= 0, tenemos que

R (y) 829 (yv 2/57 ZO)

d =
R, 688t 4

NE

(—1)" ((—1)” A ) () O e (v, 2/, ZO”) dy

oy™

Il
_

n

_ (o 0" (v, 2/, 20))
_ /PHR(Z/)(;/M() oo )dy.

Como R (-) es una funcién arbitraria, finalmente obtenemos

o0

829 (yv Z/fv ZO) _ a" (yng (yv Z/Ea ZO))
psot = 2t (2) oy"

: (3.12)

5.- En este apartado vamos calcular los valores de ., (2) utilizando la expresion (2.22),

que dimos para el calculo de los momentos condicionados.

Empezamos sustituyendo (3.8) en (3.11)
v\
<_> g (ylv Zl/ (yh Y, y2) 5 Z)

1 (-1’
i (2) = h}llgrgoﬁgi!(n—i)! [///R Y
g \Yy2, (8 + h’ t) / (y, x2, 1’2) ; (5’ tU))
g (1, (st + k) /[ (21,21,9) 5 (50,1)) dyadyrdy’

7

) 9 (2, (s + o) [ (.2, 22) (5. 0)) dya
-/ (j)zgm,<s,t+k>/<x1,m1,y>,<50,t>>dy1

T ﬁ[A—B—C]. (3.13)
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Para calcular A, primero usaremos la definicién de esperanza condicionada y después

(2.22)

4= /// (%) (2" (W1.9,2) . 2) 9 (92, (s + by 1) / (y, 22, 32) , (5. 10))
( (s, t+ k) / (21, 21,), (s0, 1)) dyadyrdy’

= // yiE [(X (z’))i/X(s,t—i-k) =y, X (s,t) =y, X (s + h,t) :yQ]

( (8+hat)/<yax27x2)a(satO))

S t+k’)/($1,1‘17y),<80, )) dy?dyl

9(n
e[ [ (w0 550 )
yi : (%) (%) 9 (2 (5 + hot) / (3,2, 32) , (5, 10))

'i(yh (:,t + k) / (@1,21,9) , (s0,t)) dyadyr
= exp {/:+ /tt+ (i& (o,7) + g? (o, 7')> dUdT}

,/R (%)Zg (y2, (s + h,t) / (y, T2, 2) , (s, t0)) dyo

. (%)ng<s,t+k>/<x1,x1,y>7<so¢>>dm

= exp {/:+h /tt+k (ia (o,7) + g?(a, T)> dadT} ‘B C, (3.14)

por lo que, para calcular A es preciso calcular previamente B y C. Usando en primer

lugar la definicién de esperanza condicionada y después (2.22)

v /R+ (%)lg(yz’(S+h’t)/(y’l’?’x?)7(Svto))dy2

= iE [(X (s+ h,t))i/X (s,t) =y, X (s,tg) = x2, X (s + h,tg) = @}

- yi yl; exp{/s+h/to < o,7) + . B(a T)> dadT}
= exp{/:+h /to <i6(a,7’) é?(a, T)> dadr}. (3.15)
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Calculando C' de forma analoga a B,

C = /R+ <%>lg(917(5775"‘]9)/(3317331,1;),(so,t)) dy

_ ylE [(X (5,8 ) /X (50, K) = 21, X (s0,8) = 1, X (5,1) = ]
_ ;.%exp{/s/w (ia(a,r)+§ﬁ(a,7)> dadT}
- exp{/ /Hk( (0,7) + 23(a T)) dadT}. (3.16)

Sustituyendo (3.14), (3.15), y (3.16) en (3.13) obtenemos

fn (2) = hkﬁoth% [exp{/s+h/t+k ( o,7) + 23(0 7)> dadT}
- exp { / s+h /to (ia(a, )+ %E(a, 7')> dadT}
exp { / /t o <ia(a, )+ %E(a,7)> dcrdT}
~exp { / o /t t <i6(a,7) + —QE(U,T)) dadT}
—exp {/O /tHk (z'a (o,7) + ;E (0,7’)) dadTH . (3.17)

Por otro lado, podemos expresar

() ~.

~

/tta(a,T) dr = @ (o,t) —ay (o,to),
/tg(a, 7)dr = Bj(o,t)— Bi(o,t0),
/SE(J,T) do = a2 (s,7)—az(so,7),

/SE(O',T)CZO' = Bay(s,7) — Ba(so, 7).
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Puesto que X (s,7) es constantemente igual a x1 cuando 7 € [t,t + k] y X (0,t) es cons-

tantemente igual a x5 cuando o € [s, s + h|

al (O’,to) =0

o cuando o0 € [s,s+h|,
Bl (07 tO) =0

52(80,7‘):0

- cuando 7 € [t,t+ k],
BQ (SQ,T) = 0

y entonces

/s+h/t: (ia(o—,T % ) / .
/ /t+k< (0,7) + B (0 T>d / <¢52(3,7)+§§2(577)> ir

Por el desarrollo en serie de Taylor

exp{/s+h/t+k ( o,T) + 2B(U T)) dO’dT} =1+ <i6(z) + g?(z)) hk + o (hk),
exp {/:+h <za1 (o,t) + %E (o, )) da} =1+ (idl (z) + ;Bl (z)) h+o(h),
2
Z ( )

exp {/;M <i62 (5,7) + 5§2 (3,7’)) dT} =1+

y sustituyendo estas tres expresiones en (3.17)

pn (2) = lim ii%{[lJr( ()—i—;B())hk—i—o(hk)}

(i L)+ S8 )) koo
- {1+ <i61 (z) + gﬁl (z)> h+o(h)] - {1+ (iaz () + ﬁE (z)> k+o(k)]}

2
= Zj: Z,Enil_)z), h}}iﬂgoi {—1 + [(id(z) + ﬁﬁ@))

2
+ <z’61 (2) + gﬁl (z)) <m2( )+ '232( )ﬂ hk + o(hk)}. (3.18)

Utilizando que

n

_1i ] n n . . )
_;MZWZQ)(_D "= -1+ 17 =0
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y tomando limite en (3.18),
" (=) 2 i i
fin (2) = Z g Enl_)m [id(z) +5B(2)+ (ial (2) + 5 B (z)> <m2 (2) + 5 B2 (z))]
D S e R [a(z) - a(2)az(=) + o (B(2) - Bu(2)Bal2)
L (i— 1)l (n—1)! 2

=1

+i (al(z) +i;131(z)) <a2(z) + ingz(Z))] ,

donde para la ltima igualdad hemos simplificando un ¢ y sustituido el valor de a; (s, t),
@3 (s,t), Bi(s,t) y Ba(s,t), que dimos en (2.5) y el valor de @(s,t) y B (s,t), que dimos

en (2.21). Es facil comprobar que

) = 3 e o)~ aGaate) + L (B) - BB

(2) = Z%[ (2) — a1(2)aa(2) + = (B(2) — B(2) Ba(2))
Mo (2 = iZl(i—l)!(?—i)! al\z aj\z)as\z B z 1\ 2 2
4 (al(z) K - 1Bl(z)> <a2(z) K - 132(,2))]
= aj(2)az(z)+ % (aBalt(Z) + Bi (2) B2 (z)) +aq (2) B2 (2)
+B1 (2) a2 (2),
3 i -
i) = 3 e o) - Glaate) + L (BG) - BB
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4 i -
) = 3 i o) - aGal) + 5 B6) - BiBe)

+i <a1(z) +i;131(z)> (az(Z) L 132( ))]

Por dltimo veamos que para n > 5 entonces u, (2) = 0. Para ello basta ver que si

n>>5

=1 ( i=1 H
~ (=D"i(i-1) S (DD 6-1)
iif) ; (i—D!'(n—1di)! 0 vi) Z (i — 1) (n—1)!

i) Hacemos el cambio de indice j =i —1:0,....,n—1

I G D o S G T S G Vi
Z(i—l)!(n—z’)!‘z"<n—<j+1>>!‘( ngmm—l) ]

i=1 j:O J:

(e
l

(-1+1)"t=0, sin>2,

) <—1>
(n—1)!

condicién que se verifica pues nuestra hipétesis es que n > 5.

ii) Usando el apartado anterior y haciendo el cambio de indice j =i —2:0,....,n

L D1 Y ()6
;(i—l)!(n—i)!_; EEICED _;(i—l)!(n—i)!+0
_ Y (i—1) ¢ (=1)’
O+Z z—l )N (n—1i)! _Z(i—Q)!(n—z')!

=2

A < G0

‘Z (=G +2) _jzoj!«n—z)—j)!

S

= oo (—1+1)"*2 =0, sin>3,

—_
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condicion que se verifica pues n > 5.

iii) Usando los apartados anteriores y haciendo los cambios de indice que a continuacién

aparecen

= :
:ézu—§;314ﬂ+2§;u—§;314w
::jjw;fgfwﬂ+aijaw;f5fmw

“am (1) e

e A

— (n—_13)' (=1+1)" 3 + = f B (-1+1)"2=0, sin>4,

condicién que se verifica puesto que n > 5.

vi) Utilizando los apartados anteriores y haciendo los cambios de indice que a conti-

nuacién aparecen

R G L P S RV ]

(=D —1)6G—1 (=D —1) G —1
Z()()() (Z)()()
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:0+i:3(i—2)!(n—i)! 0 ;(i—3)!(n—i)!
(=D (i -3+3)

(i =3)l (n—1)!
_;(i—?’)!(n—i)!+3Zz;(i_3)!(n_z‘)!
RS G ) N G )
SR T T

n—4 : n—3 ]

(—1)J+4 (_1)J+3

= 0 — jl(n—(j +3))!

e . 1)! > (n ; 4) (—1)f 1713

J=0
1 =3 ;
St s (1) e
—3)!
(n=3)t=\ J
1 n—4 1 n—3 .

condicién que se verifica puesto que es nuestra hipdtesis.

Por tanto, la ecuacién (3.12), queda

2 @29y ) T 1y T o T,
donde
i) = -2 e @)a ),
i) = oy (D B @B E) fa @) B )+ B e ).
p(2) = —31() Ba(2) - 551 ()2 (2) — B () Ba ()
pi() = TBEBG),

con lo que concluimos la demostracion del teorema. m
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3.3 Ecuacién Atrasada de Kolmogorov para el Campo de

Difusiéon Lognormal (Método de Ricciardi)

Siguiendo la metodologia de Ricciardi, también podemos obtener la ecuacion atrasada
de Kolmogorov que la densidad de transicién de un campo de difusién lognormal bi-

paramétrico verifica, como sigue.

Teorema 3.2 Sea {X(z);z¢€ I =1[0,5]x[0,T]} un campo de Markov biparamétrico posi-
tivo donde X (0,0) es una v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E[logX (0,0)]
= mo y var (log X (0,0)) = 0. Supongamos que la densidad de transicién del campo
9(y,2/T,20), donde T = (x1,2,22) y 20 = (S0,t0), estd dada por (2.12) donde a(z) y
B (z) son funciones continuas en I y conocidas. Entonces, {X(z);z € I} es un campo
de difusion lognormal biparamétrico cuya la densidad de transicion verifica la siguiente

ecuacion atrasada de Kolmogorov:

0? 0 0 0
J A1 {:J:—g—l-an—g—i-:m—g}
x x

9500ty B 971 D
0%g 0%g 0%g 0%g 0%g
Ml 2 42— 432 +2 2
e {x dz? +x18x% T ox3 * N Daday A 83:8@}
d%g g g d*g
A I A 2 I )\ 2 Y J )\ 2,2 Y J
TASTIT2 0x10x2 + AT 81:%83:2 + 5x1m28x181‘§ + 6x1$28x%8m%’
donde hemos notado
. 1. 1.
AN = a (20) + §B (Z()) , Ao = §B (Zo) ,
_ t 1 [t _
N — B(zo)—i—( &(SO,T)dT—i——/ B(so,T)dT>
to 2 to

(/ a(o,to)da—i-l/ B(U,to)da) ,

S0 2 S0
1 t B S 1 s

N = —</ B(SO,T)dT> </ a(0,t0) do + B(a,tg)da>,
2 to S0 2 S0
1 s t 1 t _

Ay = = (/ B(U,to)da) (/ a(sg,7)dr + = B(SO,T)dT>,
2 S0 to to
1 t E

e = - </ B (s0,T) d7'> ( B (o, to)d0> ,
4 to S0
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siendo a (z) y B (2) los coeficientes de difusion del campo de difusion gaussiano asociado

Demostracion. Vamos a dividir la demostracion de la ecuacién atrasada en varias
partes para facilitar su comprension. El resto de las afirmaciones son inmediatas a partir

de las caracterizaciones que estudiamos en temas anteriores para los campos de difusién
lognormal y gaussiano.

En las condiciones del teorema, los coeficientes de difusiéon uniparamétricos son
_ 1 5
a1 (z,z) =a1 (2)z= (a1 (2) + 531 (2) ) z, By (z,z)=B1(2)zx

as (z,z) =ag (2)x = (ELQ (2) + %Bg (z)) x
donde

/EL (o,t)d Bg(s,t):/ B (o,t)do,
0 0

para cualesquiera z = (s,t) € I, x € R4. Si tomamos z = (s,t), 20 = (s0,%0) (2 > 20)

Z = (z1,,x2), la densidad de transicién del campo lognormal viene dada por

2

(.2/%, ) 1 (1l
2T, 7)) = — ———eX
g ’ 2102 (2, 20) P

x112> -—m (Z’ ZO)

o (z,20)

(véase (2.12)), donde

s rt s rt
m(z,2p) = / / a(o,7)dodr, o%(z,2%) = / / B (o, 7)dodr.
so Jto so Jto

1.- Tal y como esta definida g (y, z/Z, z0), claramente la P9(:2/720)

D500t existe y por definicién

Api (9 (y, 2/, 20))
A , (3.19)

0% (y,2/%, 20) _
0s00to h,k—0

donde

Apk (9 (y,2/T,20)) = g(y,2/%,(so — h,to — k)) — g (y,2/%, (s0,t0 — k))

-9 (y7 Z/'f7 (80 - h;tO)) +9g (y7 Z/ja 20) . (320)
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2.- Vamos a aplicar las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov que dimos en el primer
capitulo a las tres primeras densidades de transicién que aparecen en el lado derecho de
la expresién (3.20).

Aplicando (1.5) a g (y,2/Z,(so — h,to — k)) se tiene que, para cualesquiera valores

n,m2 € Ry

g(yv Z/i" (50 —h,to — k)) =
=[] szl @) 0065t/ (€maw)  (s0.t0 = 1)
‘g (62’ (507t) / (xlvnl’f) ) (80 - h,to))

g (57 ZU/ (nla Zz, 772) ) (50 - hv lo — k)) d§2d£1d§ (321)

Aplicando (1.4) a g (y,z/Z, (so,to — k)) se tiene que, para cualquier valor u € R4

g (yv Z/i'v (SUatO - k)) =

- /R 0,2/ (20, 1,62) , 20) 9 (€2, (5,t0) / (7, 3) , (500 t0 — K)) déa. (3.22)

Y finalmente aplicando (1.3) a g (y, z/Z, (so — h,to)) se tiene que, para cualquier v € R4

g (yv Z/jv (80 - h’tU)) =

- /R 0(5:2/ (€1,0,72) , 20) g (€1, (50,8) / (21, 3,0) , (s0 — h,to)) d€1. (3.23)

3.- En este apartado vamos a expresar en forma de sumatoria las densidades de tran-
sicién que aparecen en el lado derecho de (3.20), utilizando el desarrollo en serie de Taylor
y los resultados del apartado anterior. Una vez que calculemos estos cuatro términos,
sustituiremos su valor en la expresién del incremento (3.20) y lo que resulte, en (4.1).
Cada una de las densidades de transicion las estudiaremos en un apartado distinto:

i) La densidad de transicién g (y,z/ (£1,€,&2), 20) es de clase C* respecto a &1, £y
& en el punto & = (z1,x,x9) . Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de dicha funcién

en este punto, tenemos que

i (£ —2)" (& — )™ (& — m9)"™ 0" 29 (y, 2/, %)

nlngna! Oz 0xy"' Oxy?

g(y,z/ <517§7£2) 720) =

n,ni,n2=0
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e}

> (=)™ (—21)™ (=)™ "1™ (y, 2/ Z, 2)

nlngIng! Jx" Oy Oxy?

n,n1,n2=0

SRS (0 E) (6)(8) e

donde para esta ultima expresion hemos tenido en cuenta el desarrollo de Newton de un
binomio
n n l
a0 =3 (7)o = (7) (2) (3.25)
1=0 0
aplicado a los tres casos anteriores.
A continuacién multiplicamos ambos lados de la igualdad (3.24) por las densidades
de transicién g (§2, (s, to) / (§, 12, 72) ; (so0,to — k)), g (&1, (s0,8) / (z1,m1,8) , (s0 — . t0)) ¥
g9 (& 20/ (Mm,x,m2),(s0o — h,to — k)), integramos en Ri y aplicamos en el lado izquierdo

de la igualdad que queda la ec. (3.21), obteniendo asi que

g(y,2/x,(so — h,tg — k))) =

= > (=2)" (m21)"™ (=22)" 0" ¥ 29 (y, 2/, %)

nlngng! Oz 0y 0xy?

n,n1,n2=0

S0 ()

1=011=0102=0

-///R3+ (%)l (%)ll (i—i)bg(&, (s,t0) / (& m2,72), (s0,t0 — k)

9 (€1, (s0,1) / (1,11, €) , (s0 = I, T0))

‘g (Ea ZO/ (7717 xz, 772) ) (80 - h; to — k)) d€2d§1d§
_ i (=2)" (—@1)™ (=)™ 0" M2g (y, 2/, %)

nlngna! Oz 0y 0xy?

n,n1,n2=0

EEE () o

l
1=0 11=0 1o—0 2

para cualesquiera 11,72 € R.
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Calculemos A como sigue

a= LG ) (&) (2)" st 0/ €m0t 1)

‘g (617 (807t) / ('rla 77175) ) (SU - h7t0))

20/ (M, 2,m2) 5 (S0 — hyto — k)) d§ad&yd€

g (
= / (é 9 (& 20/ (m,z,m2), (s0 — h,to — k))
Ry \Z

l2
{(/ 52 9 (€2, (s,t0) / (€1, 7)., (s0, o — >>d52>

: (/ <é> 1 g (&, (s0,t) / (z1,m1,€) , (so — h,to))d&) } dg. (3.27)
Ry \71

Por un lado,

l2
/ (5—2) 0 (€ (5,10) / (62112, 33) (50, to — K)) s =
R+

T2

la
- E (M) /X (307t0) £ X (So,to — k) =12, X (SatO - k) = 332]

x

() el [ [ (ator+ B ).

donde para la dltima igualdad se ha usado la expresion de momentos condicionados que

dimos en (2.22).

Por otro lado, de forma andloga

I
/R (%) 9 (&1, (s0,8) / (x1,m,€) , (50 — h, o)) d&y =

I
- E <M> /X(So_h,t):xl,X(s()—h,to)=171,X(80,t0)=§]

z1

_ (%)l exp{/s:Oh /t: <l1a(0,7') + gé(mo dadr}.
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Reemplazando estas dos expresiones en (3.27), se tiene

S to 2
A = exp {/ / <l2 a(o, 1)+ Z—QB (o, 7‘)> dO‘dT}
so Jto—k 2
s t 2
-exp {/ / <ll a(o,7)+ l—IB (o, 7')> dO’dT}
so—h Jtg 2

§l+ll+12
/ 596 20/ (1, 2,1m2) 5 (s0 — By to — k) dE.
Ry L7771 7)g

Usando de nuevo (2.22) tenemos que

€l+l1+l2
/R g (& 20/ (m,2,m2) , (s0 — hyto — k)) d§ =

11 1o
90l7711 Ub

X+t (g t
- F wlnm(ﬂgo 0)/X (s0 = hyto) = m, X (so — h,to — k) = x, X (s, to — k) = n2
172
(7717’2)l+ll+l2

m21+ll+1217111 77[22
so rto (411 +12)% -

- exp / / (l+l1+l2)@(0,7)+#3(0,7) dodrt 3 |
so—h Jto—k

cualesquiera que sean 71,72 € Ry ; en particular si 1 = 9 = z, en cuyo caso haciendo

algunas simplificaciones, resulta que

S0 tO 2 _
A = exp{/ / ((l—}—ll—i-lg)a(a,T)—}—MB(JJ)) dO’dT}
so—h Jtog—k 2
S0 t l2 B
- exp {/ / <11 a(o,7) + 2B o, 7‘)> dO’dT}
so—h Jtg 2
S to l2 B
- exp {/ / (lg a(o,7)+ 2B (o, 7')) dUdT} :
so Jto—k 2
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Finalmente, sustituyendo esta expresién en (3.26) obtenemos que

B _ 0 (—:C)n (_wl)m (—l‘g)n2 gntnitna ~
g (y7 Z/I', (80 - ha to — k)) - Z 8.%'”81‘?183372129 (ya Z/.%', ZO)

n,n1,n2=0
e e I+li+l (V) [T ng
. _1\{t+ha+le
x5 o (1) () ()
[=011=015=0
S0 t 2 _
- exp {/ / ((l +l+1)a(o,T)+ MB (o, 7’)) dO’dT}
so—h Jto—k 2
S0 t l2 _
" exp {/ / <ll a(o,7)++B (O’,T)) dO’dT}
so—h Jtg 2

exp { / O /tik <z2 a(o,7) + gB (0,7)> dadT} . (3.28)

ii) La densidad de transicién g (y, z/ (z1,u,&2), z0) es de clase C* respecto a &2

’I”L"TLI'TLQ'

en el punto xo. Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de dicha funcién en este punto,

obtenemos
e (Lo —m2)™ 0m2g (y, 2/ (w1, u,22) , 20)
g (y, Z/ (‘Tla u’€2) ’ZO) - 7;0 no! axgz
o (39)™0mg (y, 2/ (21,0, m9) , 20) L (n2) (&)
- Zo - TR ZZ<—1>2 22 (3.29)
ng= 2=0

donde para la ultima igualdad hemos usado (3.25).

A continuacién multiplicamos ambos lados de la igualdad (3.29) por la densidad de
transicién g (&2, (s, to) / (u,x,z2), (S0, to — k)), integramos en R y aplicando en el lado

izquierdo de la igualdad que queda, la ec. (3.22), obtenemos que

0 (—x9)™ 8™2g (y, 2/ (x1,u, x2) , 2
0.2/ T (st — k) = 3 ( n;) 9y /(9(x712 2), 20)
no=0 : 2

i (-1)" (n2> /R+ (5—2>129(§2, (s,t0) / (u, 2, 22) , (S0, to — k)) d&s, (3.30)

l x
P 2 2
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cualquiera que sea u € R.. Utilizando (2.22)

[ (&) vt nto- i

T2

lo
- E <M> /X (s0,t0) = u, X (so,to — k) =z, X (s,t0 — k) = $2]
€2

- (%)12 exp{/sj /t:ik (m(am) + §3(0,7)> dadT},

para todo u € R, en particular para u = x en cuyo caso la expresion anterior es

e [ [ (batnnrs Erton) v}

Sustituyendo esta expresién en (3.30) obtenemos

0 (—x9)™ 0™2g (y, 2/ T, &
902/ 7 sorto ) = 3 RO
no=0 2

.zi(_l 2<72>exp{//t (lgaUT —l—gB(U,T))dadT}.

Finalmente observando que

ye s () =L @”T

zg_
B(o,7) | dodr
=0 11=01>=0

2
ng s to 2
Z (—1)" <72) exp {/ / <l2& (o,7) + l—2 > dUdT} sin=mn; =0,
2 so Jto—k

= 15=0
0, en otro caso,

se obtiene que,

g (y, Z/f7 (30, to — k)) _ Z (—x)” (_g;l)m (_w2)n2 gntni+na

Iz Iz Oxh? 9(y,2/7, 20)

=0 nlni!nog!
n niy ng s to l2 )
Z Z Z (1)t ( ) m) (m) exp {/ / <l2a(07 7+ 2B (o, T)) dng} .
1=0 11=015=0 h l s0 Jto—k 2

(3.31)
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iii) La densidad de transicién g (y,z/ (§1,v,22), 20) es de clase C* respecto a & en
el punto x;. Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de dicha funcién en este punto,

obtenemos

o) = i (& —21)™ 9™y (y,2/ (w1,v,22) , 20)

ny! ozy!

g (ya Z/ (515 v, 1‘2) ) 2

n1=0

i: "~ g (y’z/g%{v’m)’%)i(—l)ll <711> (i—ll)l (3.32)

11=0

donde para la tltima igualdad hemos usado la expresién (3.25).
A continuacién multiplicamos ambos lados de la igualdad (3.32) por la densidad de
transicion g (&1, (so,t) / (z1,z,v), (so — h,t0)), integramos en Ry y aplicando en el lado

izquierdo de la igualdad que queda, la ec. (3.23), obtenemos que

g(y,z/ Z,(s0 — h,ty)) = Z (—itl‘)m o™ (y, Z/a(a:él,v,xg),zo)
o )
ni L n 51 A
.l;] (_1) <l1> /R+ (x_1> g (617 (807t> / (xl, x,v) s (80 — h,to)) dfl, (3.33)

cualquiera que sea u € R. Utilizando (2.22)

I

/R+ (é)h 9 (€1, (50,8) / (21,3, 0) , (50 — by to)) dEy =

Iy
= FE (%@) /X(So—h,t)zm,X(so—h,to):g;,X(Soth):U]

_ (%)“ exp {/Oih /t: <11 a(o,7) + gB (0,7)) dadT},

para todo u € R, en particular para v = x en cuyo caso la expresién anterior es

S0 t l2 _
= exp {/ / <l1 a(o,7)+ ElB (o, 7‘)> dO’dT} ,
so—h Jtg

Sustituyendo esta expresién en (3.33) obtenemos

9 (y,z/ Z,(so — h,ty)) = Z (—x1)™ O™g(y, 2/ T, 20)

n! Ozt

n1=0

'i(—l)l (Tlll>exp{/so h/to <lla ,7) Z%B(a T)> dadT}.

[1=0
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Finalmente observando que

pa s () (ol [ ] (oo Gien) ]

1=0 11 =0 l5=0

n1 n S0 t l2 B

Z (—D)h ( ) exp {/ / <ll a(o,7)+ 2B (o, 7')> dadr} , sin=ngy =0,
— 1,=0 ll so—h Jto 2

en otro caso,

)

se obtiene que

)nz 8n+n1 +no

o0
, ()" (=x1)"" (=29 _
— h,t

g (y,2/Z, (so 0)) = 1Zn y il ing! &U”Gx’fl@:cg?g (y,z/Z, 20)

n niy n2 50 ¢ 9 B
Z Z Z (—1) l+l1+l2 < > 71) <72) exp {/ / (l 16 (o, 7) + %B (o, 7')> dadT} .

1=0 1, =0 I5=0 1 2 so—h Jto

(3.34)

iv) Como consecuencia inmediata de la siguiente observacién

Zn:i i (71)l+l1+l2 n n1 o B 1, si n=mny =ny :O,
AN la )

1=0 1,=012=0 0, en otro caso,

podemos expresar

- e —2)" (= )™M (=102 Hntnitne
g (ya Z/.%', ZO) = Z ( ) ( 1) ( 2) 8x”8m”18x”2 g (y¢ Z/l' ZO)

n,ni,n2=0

SEE(@E) e

=0 11=0102=0

nlni!ng!

Si notamos

S0 to 2
U (l,1,le,h k) = exp{/ / <(l+l1+l2)@(0,7’)+MB(U,T)> dUdT}
so—h Jto—k 2
S0 t 12 _
- exp {/ / <l1 a(o,7)+ =B (o, 7')) dO’dT}
so—h Jtg 2
S to l2 _
- exp {/ / <l2 a(o,7)+ 2B (o, 7')) dadr}
sg Jto—k 2
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_exp{/sjoh/t: (11&(0,7) + ﬁB(o,r)> deT}
—exp{/ /tt <l2aa7' 5 (,T))dadT}—l—l

y sustituimos las ec. (3.28), (3.31), (3.34) y (3.35) en la expresion (4.1) obtenemos que

[e.9]

0% (y,2/7,20) _ 3 (=) (=)™ (=2)"™ 0" H"2g (y, 2/, 20)

0s00tg N nlng!ng! Oz 0x]* Oxy?

n,ni,n2=0

n ni N9
l+l1+l2 ni n2 : I (lallal27h7 k)
| _— .
222 ( )(zl)< >h,}§30 hk (3-36)

l
1=0 1,=01—0 2

4.- Vamos a calcular el

lim r (la llu l27 h7 k)
h,k—0 hk

y sustituir dicho valor en la expresién (3.36).

Si llamamos

S0 to 2 _
A = / / ( (+lhL+1)a(o,T)+ WB (zo)> dodr
so—h Jtog—k
S0 t l2 B
Ay = / / <l1 a(o,7)+ —13( )) dodr
so—h to
13
Az = laa(o,T +§B(U,T) dodr,
to

entonces podemos expresar
U (1,12, h k) = efeteds —ef2 —efs 41
= (eA2 — 1) (eA3 — 1) + (eA1 — 1) (eAQeA3) .
Ademss, por el desarrollo en serie de Taylor,

2
M1 = {(l+ll+l2)c_l(20)—I—WB(Z())}}LK-FO(}L/{)

{/t: (lla(so, o+ EB(SU,T)) dT}tho(h)
= {( a(so, T )zl+ ( B (s, )dT)z%}h+o(h)

o
S
0
\
—_
Il
[\)
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et -1 = {/50 (lga(ato) gB(o,to)>da}k+o(k‘)

N
_ {( i (0,t0) d >z2+%(/S:B(a,to)da>z§}k+o(k).

Es facil comprobar que

(e — 1) (s — 1) = {(/t:&(so,r)d7> bt </t:B(SQ,7')d7‘> z%}
{(/ a(a,to)da> lg—i—%(/S:B(a,to)dU) zg}hk+o(hk)

I+ +1n)°
2

y que
(et —1) (eM2e) = { (I+h+1)a(z)+ B (zo)} hk + o (hk),

con lo cual nos queda que

L, e, h k) =

([ es(omony
([ s e
+{(z+11+12) (mHMB(m)}

_ H( 3 (50,7 dT+%/t:B(50,T)dT>l1

+3 </tOB(so, )dT) zl(h—l)}
.{(/5:a(a,to)da+%/S:B(a,to)do> Iy
w5 ([ B -]

+{(l+l1 —|—l2)c_l(20) —I—MB(ZO)}

hk + o (hk)

5 hk + o (hk).

Finalmente, observando que

Q+h+0)2=11-D)4+h+L =D +l+l(le—1)+2(1 1 + 1Ly +111s)
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y realizando algunos célculos sencillos, se obtiene que para cualesquiera h > 0, k£ > 0,

suficientemente pequenios

(1,0, h k) =11(l,11,l2) hk + o (hk), (3.37)
donde
D hI) = M+h+L)+X[I(l-1)+L (L —1)+12(lp—1)]
+2Xo [l lh+1 l2] + Aslily + A\aly (I — 1) lo + A5lqlo (lg — 1)
+Xel1 (l1 — 1) lo (lz — 1) (3.38)
y
_ 15
A= a(zo)+ 5B (20),
1.
)\2 = §B (Zo),

N = B(zo)+(/t:d(so,T)dT+%/t:B(so,T)dT>

</ a(o, to)da+%/S:B(a,to)da>,

A L tB / ) to) do + ! / to)
= - (s (o, o+ = (o,
4 5 t 0, T . 0) 5 0) ;
As = 1 to) d /t (s0,7)d —i-l/ (s
5 = 2 O' 0 g 0,7T)art 2 0, T )
1 t _
e = - / B (sg,7)dr / B(o,t) do
4\ Jy,
Sustituyendo la ec. (3.37) en la expresién (3.36), tenemos que
0%g (y,2/%,20) _ i (=2)" (=21)" (=29)" O"T™MF 2 (y, 2/, 20)
0500t ning!ng! JxnOxy' Oxy?

22> v () ) (e

= i (n,n1,m (—ﬁ)n (—z1)™ (—29)™ 0" "2g (y, 2/, 20)
1,72) nlni!ng! Oz 0z Oxy? ’

n,ni,n2=0

(3.39)
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donde hemos notado

=5 S () (o

1=011=015=0

5.- Calculemos los valores de a (n,n1,n2).

Por (3.38), sabemos que

H(l,ll,lg) = )\1(l—|—l1+l2)+)\2[l(l—1>+l1(l1—1)—!—12([2—1)]

+2X0 [L1 + Llo] + Aslala + Aagly (I — 1) lo + Aslql2 (1o — 1)

+Xgl1 (ll — 1) lo (lz — 1) .
Reemplazando esta expresién en la de « (n,n1,n2), obtenemos

a(n,ni, ng) =

AEEE e () (e

=0 11=012=0
n ni no
23235 o ()0 ()
1=011=012=0

QA=1)+ 0 —1) + 12 (l2 —1)]

w;;;&%%0<x>w
MR
s
)

n niy ng n

l

1=011=012=0

n ni no n n2
WEEE ()

1=01;=012=0

+X6 Zn: i i (~p)frhte <7

=0 1,=01>=0

< )( > (h =12 (2 1).

(3.40)
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Observando que

3555 o (3 ()3

1=0 11=01>=0 fa
LlE=1) o (l—i+ D)l —=1) (=1 4+ 1)l (Ilp = 1) ... Iy — g + 1)
= ()" —1) . (n—i+ 1)y (g —1) .. (ng —ig + 1)
g (ng — 1) ... (ng — iz + 1) (1 — 1)+ i) +n2—i)
(_1)n+n1+n2

nlnilng!, si i=mn, i1 = N, 19 = N2,

0, en otro caso,

se obtienen los siguientes valores de « (n,n1,ng) :

a(1,0,0) = «(0,1,0) =« (0,0,1) = —Aq,
a(2,0,0) = «(0,2,0)=0a(0,0,2) =a(1,0,1) = a(1,1,0) = 2\,
a(0,1,1) = s,
a(0,2,1) = -2\,
a(0,1,2) = —2\s,
a(0,2,2) = 4\,
y a(n,ny,ng) =0, en el resto de los casos.

Sustituyendo estos valores en la ec. (3.39) se concluye el teorema. m
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Capitulo 4

Aplicacion del Kriging a Campos

Concretos

4.1 Introduccion

La necesidad de obtener predicciones precisas a partir de un conjunto de datos observados

es algo presente en todas las disciplinas cientificas.

“Kriging” es un término que viene a ser sinénimo de prediccion espacial optima. La
teoria que lo estudia se dedica al andlisis y resolucién de los problemas derivados de la
prediccion espacial de variables que dependen de la localizacion donde son observadas. Sus
origenes (véase [7]) se sitian en torno a los anos cuarenta en los campos de oro del Sur
de Africa, cuando se empieza a usar la media muestral de un conjunto de datos préximos
para estimar la cantidad media de oro en un bloque de terreno. Estos estimadores los
utilizaban para buscar oro de forma selectiva.

Durante los afios cincuenta, D. G. Krige ofrecié una buena discusién sobre cémo mejo-
rar las primeras predicciones, dentro de un contexto minero. Destacar que la formulacién
del método prediccion espacial lineal 6ptima no proviene de los trabajos de Krige. Las

contribuciones dentro del campo de la estadistica de Wold (1938), Kolmogorov (1941)

115
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y Wiener (1949) contienen ecuaciones de prediccién lineal éptima que reflejan la nocién
de cémo utilizar observaciones préximas para dar una prediccién puntual. Dentro de la
fisica, en teoria de turbulencias, Kolmogorov (1941) supuso la existencia de un variogra-
ma (en dimensién cuatro, espacial y temporal) para caracterizar la estructura local de
una turbulencia. Durante la Segunda Guerra Mundial, Wiener desarrollé unas ecuaciones
del kriging (simple) similares a las de Kolmogorov dentro de un contexto temporal, cuya
teoria seria publicada mds tarde (1949). El propésito era predecir los movimientos de los
aviones a partir de medidas tomadas con el radar. Thomson (1956) hizo una extensién de

la aproximacién de Wiener a una situacion espacial.

Lo que hoy conocemos como el método de kriging no aparecié hasta las contribuciones
de Matheron en los afios 60. En un tratado de dos volimenes de 504 paginas en francés,
Matheron (1962, 1963) publicé su Treatise of Applied Geostatistics, dando a la teoria
de kriging una forma ma&s comprensible y centrandose en los aspectos espaciales de los
problemas de mineria. En particular, el Volumen II (1963) trata enteramente la técnica
de kriging, aunque hay algo de esta discusién en el Volumen I (1962, Cap. VIII). En 1963
aparecié una version muy abreviada en inglés, en la que llama la atencién el tratamiento
del kriging para el caso particular en que la dimension es dos. Fue aqui donde Matheron
dio el honor a D. G. Krige por sus contribuciones en el campo de la minerfa usando el

término kriging para describir la prediccion espacial 6ptima.

Mientras Matheron desarrollaba la teoria de kriging en Francia aplicada a la mineria, el
meteordlogo L. S. Gandin (1963) estuvo haciendo un trabajo extraordinariamente similar
en la Unién Soviética. Su libro de 238 péaginas, traducido al inglés en 1965, es notable
por sus desarrollos en el tratamiento de prediccién y diseno espacial, por su claridad de
exposicién y por la atractiva combinacion de teoria y aplicaciones. La original y simultanea
contribucién de estos autores fue la de poner las predicciones lineales éptimas, en términos
del variograma, en un contexto espacial. Gandin usé una terminologia diferente; asi, por
ejemplo, al método de kriging simple lo llama interpolacion éptima (Cap. 3, Sec. 2) y al

kriging ordinario lo llama interpolacion dptima con factores peso normalizados (Cap. 3,
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Sec 5).

Originariamente la teoria del kriging fue desarrollada para ser aplicada en las Ciencias
de la Tierra, en particular en el campo de la mineria, dando lugar al nacimiento de una
nueva rama de la ciencia denominada Geoestadistica. Posteriormente, debido al caracter
general de esta metodologia, el d&mbito de aplicaciéon se ha extendido considerablemente
a otros campos de la ciencia: andlisis de imagenes, agricultura, ecologia, astronomia,

climatologia, geografia, economia, etc.

Cuando, por ejemplo, se procede a planificar la explotacién de una nueva mina o de
una nueva seccion de la mina, los predictores tipo kriging suelen ser insuficientes. Ademéds
de estos predictores, suele ser esencial conocer la dispersién espacial de la caracteristica
en estudio. En este sentido vamos a completar el estudio de prediccién tipo kriging con
el de simulaciéon condicionada. Las realizaciones simuladas toman los mismos valores
en las localizaciones experimentales y tienen las mismas caracteristicas (al menos hasta
segundo orden) que la realizacién real. ;En qué difieren las simulaciones condicionadas de

la prediccion? Las diferencias estan en sus objetivos.

El objetivo de la prediccién es dar, en cada punto z, un predictor X (z) que esté lo mas
cerca posible del verdadero valor X (z). Los criterios a la hora de elegir un predictor son
la insesgadez y que la varianza del error de prediccion, E | (X (z) — X (2))?|, sea minima.
En el caso de kriging, la minimizacién de esta varianza implica la suavidad de las disper-
siones. Por otro lado, la simulacién condicional tiene los dos primeros momentos iguales
experimentalmente a los del campo real, pero, al contrario que en kriging, el valor simu-
lado en cada punto no es el mejor predictor posible. La varianza del error de prediccion
para simulacién condicionada es siempre superior al que se obtiene por kriging. Con ello,
los objetivos de prediccién y simulaciéon condicionada no son compatibles, aunque ambos
estudio son necesarios y se complementan.

El contenido de este capitulo se ha dividido en las siguientes secciones: en la segunda
vamos a plantear el problema de kriging; en la tercera trataremos la metodologia general

del kriging simple; en la cuarta secciéon estudiaremos el kriging ordinario distinguiendo
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el tipo de hipdtesis de partida; en la quinta seccién, en primer lugar, vamos a aplicar el
kriging simple y ordinario a un campo de difusién gaussiano y, después, vamos a utilizar
estos resultados con la idea de obtener buenos predictores para un campo de difusion
lognormal; en la sexta seccién, vamos a dar una técnica que permite obtener simulaciones
condicionadas para un campo de difusiéon lognormal.

El enfoque que se presenta de la metodologia kriging es para campos aleatorios espa-

ciales bidimensionales, esto es, cuando el espacio paramétrico I estd incluido en R2.

4.2 Planteamiento del Problema

En esta seccién, vamos a presentar los principales conceptos y las hipdtesis basicas que
sobre las variables del campo es necesario considerar para aplicar el kriging y, después,

plantearemos el problema de prediccion espacial lineal éptima.

4.2.1 Conceptos sobre Campos Aleatorios

Sea {X (2);2=(s,t) el C R2} un campo aleatorio espacial biparamétrico definido sobre
el espacio probabilistico (2,2, P).

Las variables del campo aleatorio espacial presentan un doble aspecto. Por un lado,
aleatoriedad, es decir, los valores numéricos van a variar irregular e imprevisiblemente de
una localizacién a otra y, por otro lado, estructuracion, es decir, los valores numéricos
no son enteramente independientes de su localizacion; se dice entonces que los valores
préximos presentan autocorrelacién. A estas variables, en algunos textos (especialmente
en textos de Economia), se las llama Variables Regionalizadas. A la teoria que se dedi-
ca al andlisis y resolucion de los problemas derivados de la prediccién espacial de estas
variables se la llama entonces Teoria de Variables Regionalizadas. A lo largo este capitulo
utilizaremos una terminologia més general y hablaremos de variable del campo y teoria de
kriging en lugar de usar los anteriores, que suelen hacen referencia a un contexto de tipo

econdmico.



4.2. Planteamiento del Problema 119

Para cada conjunto finito de variables del campo, X (z1), X (22), ..., X (2m), m > 1, en
el primer capitulo definimos la funcién de distribucién finito dimensional (m-dimensional)

como la funcién de distribucién conjunta de dicho vector, esto es,
F217327._.7Zm (371,332, ,l’m) =P [X (2’1) S xl,X (22) S 9, ...,X (Zm) S xm] .

Kriging es un método que permite predecir el valor del campo en la localizacién zg
a partir de un vector de observaciones (X (z1),..., X (2,))". Para aplicar esta técnica
necesitarfamos conocer la distribucién finito dimensional de las variables X (z¢), X (21),-..,
X (zn) (o parte de ésta). En la prictica, estimar esta distribucién a partir de los n-datos
X (1) ..., X (2n) no es posible en general, lo que requiere introducir algunas hipétesis que

recogemos en las siguientes definiciones.

Campos de segundo orden; funciones media y covarianza.

Esta primera definicién sera la hipdtesis de la que siempre partiremos: los dos primeros
momentos del campo tienen que ser finitos. En general, para la mayoria de definiciones
que vamos a establecer a continuacién (véase, por ejemplo, la definicién de variograma)
no es necesario exigir que el campo sea de segundo orden. Sin embargo, puesto que los
campos a los que le vamos a aplicar la teoria kriging tienen los dos primeros momentos

finitos, siempre partiremos de esta hipétesis.

Definicién 4.1 Un campo aleatorio espacial {X (z);z € I} se dice que es de segundo

orden si verifica que
E[X(Z)Q} < 00, Vz e I

Si{X (z);z € I} es un campo de segundo orden podemos definir la funcién media del

campo, como
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y la funcién covarianza del campo, como
cx (2,2') = E[(X (2) —mx (2) (X (2') —mx (¢))], Vz,2 €.
En particular, cuando z = 2’
0% (2) = B [(X () - mx (2))*] = var(X(2).

Cuando no haya lugar a equivocacién simplificaremos la notacién utilizando m (2), ¢ (z, 2’)

y 0%(2).

Campos estacionarios en sentido estricto y estacionarios de segundo orden

Una de las hipdtesis de partida para aplicar kriging serd que el campo sea estacionario de

segundo orden. Antes, definiremos campo estacionario en sentido estricto.

Definicién 4.2 Un campo {X (2);z € I} de sequndo orden , se dice que es estacionario
en sentido estricto, si las distribuciones finito dimensionales son invariantes por des-

plazamientos, esto es, si para z1,...,z2, € I los vectores
(X (1) X () (X (214 (B R)) s oo X (2 + (R, R)))
tienen la misma distribucion, para cualquier valor de h, k € R.

Sin embargo, no vamos a exigir estacionariedad en sentido estricto para aplicar kriging.

Nos vamos a limitar a la hipdtesis de estacionariedad de segundo orden siguiente.

Definicién 4.3 Un campo {X (z);z € I} de sequndo orden, se dice que es estacionario

de segundo orden (o en sentido débil) si verifica
EX(2)] = p Vzel,
cov (X (s+h,t+k),X(s,t) = c(hk), V(s,t) eI, h,k € R.
La funcion c(-,-) se llama covariograma o funcion de covarianza estacionaria.

Es claro que el que un campo de segundo orden sea estacionario en sentido estricto
implica que sea estacionario de segundo orden, aunque el reciproco no tiene por qué ser

cierto salvo en el caso gaussiano en el cual las dos definiciones son equivalentes.
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Variograma y campos estacionarios intrinsecos e isotrépicos

La hipotesis de estacionariedad de segundo orden supone que la covarianza existe y por
tanto la varianza es finita a priori. Sin embargo, hay muchos fenémenos fisicos que tienen
una capacidad infinita de dispersién, es decir, que no tienen covarianza finita, para los
cuales puede definirse el variograma. En estos casos habra que sustituir la hipdtesis de

estacionariedad de segundo orden por otra menos restrictiva.

Definicién 4.4 Sea {X (z);z € I} un campo de sequndo orden. Se define el variograma

de dicho campo como
27 (21, 22) = var (X (z1) — X (22)), Vzi1,20 € 1.
v (21, 22) recibe el nombre de semivariograma.

La terminologia anterior fue utilizada por primera vez por Matheron (1962), aunque
pueden encontrarse apariciones anteriores en la literatura. Por ejemplo, Yaglom (1957)
usé este término bajo el nombre de funcion de estructura, Jowett (1952) lo usé en series
temporales con el nombre de diferencia cuadrdtica media, etc. De todas ellas, ha sido la
terminologia empleada en el campo de la mineria por Matheron la que se ha mantenido.

Cuando la hipétesis de estacionariedad de segundo orden se debilita a la existencia y

estacionariedad del variograma surge el concepto de campo estacionario intrinseco.

Definicién 4.5 Un campo {X (z);z € I} de sequndo orden, se dice que es estacionario

intrinseco si verifica que

E[X(2)] = u, Vzel,

var (X (s +h,t +k)— X (s,t)) = 2v(h,k), V(s,t) €I, h,keR,
donde 2v (h, k) es el variograma, como funcion de h y k. Si ademds se verifica que
var (X (s + bt + k) — X (5,)) =27 (I(h, B))),  V(s,t) €I, bk € R,

entonces diremos que el campo es tsotropico.
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El variograma nos da una medida de la correlacion espacial describiendo céomo se
relacionan los valores del campo con la distancia y la direcciéon. En el caso isotrdpico,
el variograma nos da una medida de cémo los datos se relacionan con la distancia (el
variograma no varfa con la direccién). Cuando la correlacién espacial del campo cambia

con la direccién se dice entonces que el campo es anisotroépico.

Relacién entre campo estacionario de segundo orden y campo estacionario

intrinseco

Cuando el campo es estacionario de segundo orden, se verifican de forma inmediata las

siguientes relaciones:

var (X (z)) = ¢(0,0), Vzel,

v(h,k) = ¢(0,0)—c(h,k), Vh,k € R,

y, por tanto, el campo es estacionario intrinseco. El reciproco no es cierto. Tenemos
el ejemplo del campo Browniano-Lévy, que es estacionario intrinseco aunque no es esta-
cionario de segundo orden.

La tltima relacién indica que cuando el campo es estacionario de segundo orden la
covarianza y el variograma son dos herramientas equivalentes para caracterizar las auto-

correlaciones entre X (s + h,t+ k) y X (s,1).

4.2.2 Kriging

Sea {X (2);z€lC R2} un campo de segundo orden. Supongamos que observamos el
campo en localizaciones 21, ..., z, y sea X = (X (21), ..., X (zn))" el vector de observaciones.
El problema que se plantea es el de predecir el valor del campo en una localizaciéon conocida
20, esto es, X (zp), a partir del vector de observaciones X.

Kriging es un método de prediccion espacial 6ptima que consiste en obtener un predic-

tor p (X;20) que sea lineal, insesgado y éptimo. Dicho predictor, en general, lo definiremos
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como una combinacién lineal de los valores X (z;), donde i = 1,...,n. Notando
n
p(Xiz0) = > AiX (2) + k,
i=1

el problema consiste en hallar los valores Ay, ..., A\, v k de forma que dicho estimador sea

insesgado y la varianza del error de prediccién, esto es,
B [(X (20) = p (Xi20))?] (4.1)
sea minima.

En las siguientes secciones vamos a obtener un predictor como el que acabamos de des-
cribir partiendo de distintas hipétesis, para después aplicar estos resultados a un campo

de difusién gaussiano.

4.3 Kriging Simple

Hipotesis

Sea {X (2);zelC RQ} campo aleatorio espacial. Supongamos que se verifican las si-
guientes hipdtesis:

1. {X (2);z € I} es un campo de segundo orden.

2. La media m (z) y la funcién de covarianza c(z, z") del campo son funciones conocidas

para cualesquiera valores z,2’ € I.

Planteamiento

Observamos el campo en las localizaciones z1, ..., z,,, obteniendo el vector de observaciones
X = (X (21),..., X (z))". Como hemos comentado anteriormente, el problema que se
plantea es el de predecir el valor de X (zp), a partir de X y bajo las hipétesis anteriores.

Para ello queremos obtener los valores de Iy, ...,1, y k que hacen que el predictor lineal

p(Xiz0) = > LiX (2) +k (4.2)
=1
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sea insesgado y éptimo en el sentido de que minimice (4.1).
Matheron (1971) llamo a este tipo de prediccion espacial kriging simple, ya que supone

que la funcién media m (-) es conocida.

Obtencién del predictor 6ptimo

Comenzamos expresando la varianza del error de prediccién (4.1). Como

n 2 n
X (20) = > 1iX (2) - k] = war (X (20) = Y _LX (zz-)>
i=1 =1
n 2
+ <m (z0) = Y _Lim (z) — k) .
=1

Tomando k = m (z0) — Y lim (2;), minimizar la varianza del error de prediccién es

E

minimizar respecto a lq, ..., 1,

var <X (z0) — ZliX (zl)> = FE
i=1

= C(Z(), Zo) + Z Z liljc (Zi, Zj) — 22 lic (Zo, Zi) . (4.3)
=1

i=1 j=1

n

2
X (20) =m (20) = ) Ui (X (=) —m (Zi))]

i=1

Derivando esta expresion respecto a l1, 12, ..., I, e igualando a cero, se obtiene que
n
E lic(zi,2j) —c(20,2:) =0, i=1,...,n.
j=1
Podemos expresar matricialmente este sistema de ecuaciones como
L'S = ¢,

donde L = (I1, ..., 1n)", ¢ = (¢(20,21),...,¢ (20, 2n))" y & es una matriz n x n cuyo (i, j)-

ésimo elemento es ¢ (z;, zj). Despejando obtenemos que
Lt — ¢ty-1

y, por tanto, el predictor lineal éptimo p* (X; 2p) (E X (zo)) , sustituyendo L! y el valor
de k en (4.2), es

p*(X;20) = 'SH (X —m) +m (20), (4.4)
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donde m = (m (21) ,...,m (z))".

Varianza del error de prediccién minima

Expresando matricialmente la expresién (4.3) y sustituyendo los [; éptimos tenemos que

la varianza del error de prediccién minima es
n
var (X (20) — ZliX (zz)> = ¢(20,20) + L'SL—2L'¢c
= c(20,20) —c'27le.
Para esta varianza, usaremos la notacién
02 (20) = 0% (20) — c'E 7 le. (4.5)

Caso particular: La funcién media es constante
Si la media es conocida y constante m, el predictor 6ptimo se expresa como

p* (Xjz0) = 'S X+ (1-1'S7 ) m, (4.6)
donde hemos utilizado que !X 711 = 1'X !¢ (cierto, por ser un niimero) y hemos notado
1=(1,...,1)". La varianza del error de prediccién es la misma expresién, (4.5).
4.4 Kriging Ordinario
Hipoétesis
Sea {X (2);z€lC R2} un campo aleatorio espacial verificando las siguientes hipdtesis:
1. {X (2);z € I} es un campo de segundo orden.

2. La media del campo es desconocida pero constante, esto es, m (z) = m para cualquier

valor z € I.
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Planteamiento
Observamos el campo que acabamos de describir en las localizaciones z1, ..., z,,, obteniendo
el vector de observaciones X = (X (21),..., X (z,))". El problema que se plantea es el de

predecir el valor de X (zp), a partir de X. Para ello queremos obtener los valores de

A1, ..., Ap que hacen que el predictor lineal

n

P(Xiz0) = > NX (%)

i=1
sea insesgado y 6ptimo. La condicidon de insesgadez del predictor, en este caso, queda

garantizada imponiendo que

Observar que en la versién del kriging simple m es conocida y los coeficientes no suman
necesariamente 1.
En estas condiciones, vamos a obtener el predictor éptimo por el método de los mul-

tiplicadores de Lagrange, esto es, minimizando

n 2 n
E|X (20) = > XX (zi)] —2M (Z Ai — 1) (4.7)
=1

i=1

con respecto a A1, ..., A, y M (el multiplicador de Lagrange que asegura que » ;- A; = 1).
Distinguimos varias situaciones para obtener los \; éptimos.
4.4.1 Kriging Ordinario en Términos de Variogramas
Hipodtesis adicional
Supongamos que anadimos la siguiente hipotesis adicional:
3. El variograma del campo
27y (21, 22) = var (X (z1) — X (22)),

es conocido Vzq, z9 € 1.
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Obtencion del predictor 6ptimo

La condicién Y ; A; = 1 implica que

n n

<X (20) — Z/\z‘X (Zz‘)) = =) ) NN (X () = X ()% /2

i=1 j=1

por lo que (4.7) se expresa como

— Z Z )\Z')\j’)/ (Zi, Zj) + QZ )\i’y (Zo, Zi) — 2M (Z )\1 — 1) .
=1 =1

i=1 j=1

Derivando esta expresién con respecto a A, ..., A, vy M e igualando a cero, tenemos que

n
= Ny (zi,2) + v (20,2) = M = 0, i=1,...n

i=1
n
g A= 1,
i=1
Este sistema de ecuaciones se expresa matricialmente como
FoXo =10,
donde

AO - ()\17-"7)‘717M)t7

Yo = (’7(20721)7"‘7’7(2"072/71)71)]57
v(zi,25), i=1,..,n, j=1,..n,
1, i1=1,...,n, j=n+1
I'o =
1, t=n+1, j=1,...,n,
0, i=n+1, j=n+1;

I'o es una matriz (n + 1) x (n+ 1) simétrica y M es el multiplicador de Lagrange. Des-

pejando en la ecuaciéon matricial anterior tenemos que

Xo =T5"0
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y, a partir de esta ecuacién, el coeficiente A = (Ay, ..., \p)" esté dado por

: -1\

y el multiplicador de Lagrange por

1—-1Ty
M=———- 4.9
1r-11 (4.9)
donde v = (v (20,21) » -, 7 (20, 22))" vy T es la matriz n x n cuyo (i, j)-ésimo elemento es

¥ (2i5 25)-

Sinotamos p (X;zp) o X (z0) , al predictor lineal del kriging ordinario, 6ptimo, entonces

P(Xiz) = X(20)=NX
(1-1T71y) (1'T1X)
1011

= A T7IX+ . (4.10)

Varianza del error de predicciéon

La varianza del error de prediccién minima, llamada algunas veces varianza del kriging (o

de la prediccion), es (utilizando el sistema de ecuaciones del kriging)

o (20) = =D > ANy (z,2) +2) Ay (20, 21)
i=1

i=1 j=1
n n

= =) Aiv(20,2) + M +2> Ny (20, 2)
i=1 i=1

n

= ) v (20,%) + M = Myt M
i=1

(1T 1y —1)?

tp—1
= F —
,‘Y ’7 1tF_11 )

(4.11)

donde para obtener la 1ltima igualdad hemos sustituido el valor de A y M que dimos en

(4.8) y (4.9), respectivamente.
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Casos particulares: Kriging ordinario para campos estacionarios intrinsecos e

isotropicos

Si anadimos la hipotesis de que el campo sea estacionario intrinseco, esto es, en el caso
en que {X (2);2z = (s,t) € I} sea un campo de segundo orden con media m desconocida

pero constante y que el variograma sea una funcién de h y k exclusivamente,
2y (h, k) =var (X (s+h,t+ k) — X (s,1)), V(s,t)el,hkeR,

entonces los desarrollos y, por tanto, los resultados anteriores son validos con la diferencia
de que 7 (z, 2’) se reemplazaria por v (z — 2’), Vz, 2’ € I. Si ademés el campo es isotrépico,
es decir, el variograma no varia con la direccién, los resultados anteriores son validos con

la diferencia de que 7y (z, z’) se reemplazaria por v (|z — 2'|) , Vz,2" € I.

4.4.2 Kriging Ordinario en Términos de Covarianzas
Hipétesis adicional
Supongamos que a las dos hipétesis que impusimos al campo {X (z);z € I} al principio

de la seccién anadimos la siguiente:

3. La funcién de covarianza del campo, ¢ (21, 22), es conocida y finita Vz1, 29 € I.

Obtencion del predictor 6ptimo

En este caso, la varianza del error de prediccién puede escribirse como

var (X (z0) — Z X (zz)> =F |(X (20) —m) — <Z ANiX (z) — m)]
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= c(20,20) = 2> ME[(X (20) — m) (X (2:) — m)]

i=1
n n
D Y CNNE (X (2:) —m) (X (z5) — m)]
i=1 j=1
n n n
= ¢(z0,20) — 2 Z Xic (20, 2i) + Z Z Nidje (zi, z5)
i=1 i=1 j=1
(4.12)
por lo que (4.7) se expresa como
n n n n
¢ (z0,20) — 22 Aic (20, 2i) + Z Z Aidjc (zi, z5) —2M <Z i — 1) .
i=1 i=1 j=1 i=1
Derivando esta expresion respecto a Ay, ..., A\, y M se obtiene que
—c(20,2) + > Nje(zi,25) — M =0, i=1,..,n
=t (4.13)

n
Y= 1.
i=1
Este sistema de ecuaciones se expresa matricialmente como
YoAo =10,
donde

Ao = (Moo dp, =M,

co = (c(z0,21),.,¢(20,2),1)",
c(z,25), i=1,..,n, j=1,..,n,
1, 1=1,.,n, j=n+1
Yo =
1, i=n+1, j=1,...n,
0, t=n-+1, j=n+1;

\

Yo es una matriz (n 4+ 1) x (n + 1) simétrica y M es el multiplicador de Lagrange. Des-

pejando en la ecuaciéon matricial anterior tenemos que

Xo = 250.
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Entonces, el coeficiente A = (A, ..., \n)" y el multiplicador de Lagrange estdn dados por

t 1-1%te)\ ., 1-15-le

El predictor éptimo es

(1-1'%71c) (1'271X)

ANy _ oyl
p(Xsz0) = X (20) = '35 "X+ 11 (4.15)
Observar que la media del campo, m, se ha estimado por
1'%-1X
n=——- 4.1
T S (4.16)

(comparar (4.6) y (4.15)), que es el estimador por minimos cuadrados generalizados de m.

La varianza del error de prediccion

Por (4.12), la varianza del error de prediccién se expresa como

oi(z0) = c(20,20) —2 Z Aic (20, 2i) + Z Z)‘i)‘jc (2is 25)
i=1

i=1 j=1

= o2 (%) — ZZAic (20, 2i) + Z Aic (20, 2i) + M
i=1 i=1

= 02 (Z()) — Z)\ic (Z(),ZZ‘) -+ ]\47
i=1

donde hemos utilizado el sistema de ecuaciones (4.13). Expresando esta igualdad matri-

cialmente,

02 (20) = 02(20)— Ne+M
1-1'%71e) (187 1c)
1t3-11
(1-1'2"%¢)’
1t3-11

= 0% (z) —c'Yle— ( +M

= 0% (%) — 'S let (4.17)

(sustituyendo las expresiones de A' y M que dimos en (4.14)).
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Caso particular: Kriging ordinario para campos estacionarios de segundo or-

den

Si anadimos la hipétesis de que el campo sea estacionario de segundo orden, esto es,
en el caso en que {X (z);z = (s,t) € I} sea un campo de segundo orden con media m

desconocida pero constante y que la funcién de covarianza sea sélo funcion de h y k,
c(h k) =cov(X (s+h,t+k)—X(s,1)), V(s,t) eI, hkeR,

entonces los desarrollos y, por tanto, los resultados anteriores son vélidos con la diferencia

de que c(z,2’) se reemplazaria por ¢(z — 2'), Vz,2’ € I.

4.5 Kriging para los Campos de Difusion Gaussiano y Log-

normal

El campo aleatorio lognormal ha sido considerado ampliamente en Geoestadistica, en
relacién con problemas de kriging por Journel y Huijbregs [15], Cressie [6], Christakos
[5]. En esta seccién vamos a aplicar la teoria de kriging que hemos desarrollado en las
secciones anteriores al caso de un campo de difusién gaussiano y, después, aplicaremos
estos resultados en la obtencién de predictores para un campo de difusiéon lognormal.

Empecemos estudiando el caso gaussiano.

4.5.1 Kriging Gaussiano

Sea {X (2);z€ 1 =1[0,T] x [0,S]} un campo de Markov biparamétrico donde X (0,0) es
una v.a. gaussiana o una v.a. constante con E[X (0,0)] = mg y var (X (0,0)) = o3.
Supongamos que la densidad de transicién del campo estéd dada por (1.44), donde a (z) y
B (z) son funciones continuas en I. En estas condiciones, sabemos que {X (z);z € I} es

un campo de difusién gaussiano biparamétrico, donde a (z) y B (z) son los coeficientes de
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difusion del campo, y que los coeficientes de difusién uniparamétricos se obtienen como

ai(s,t) = /Ota(s,T) dr, Bi(s,t) = /Ot B (s,T)dT,
as(s,t) = /0 a(o.t)do,  Bals,t) = OS B(0.t) do,
para cualquier z = (s,t) € I.
Por la Proposicion 1.4, sabemos que
X (2)~ N (m(z) o2 (2)), z=(s,1),
con

m(z) = mo—i—/os /Ota(a, 7)dodr, (4.18)
o2 (z) = a§+/OS/OtB(a,T)dadT. (4.19)

Ademas, si ¢ (21, 22) es la cov (X (z1), X (22)), sabemos que
c(z1,22) = 0% (2) con z =2z Az.

Sea X = (X (21), X (22) , ..., X (2,,))" una muestra de n datos extrafdos del campo gaus-
siano que acabamos de considerar. Nuestro objetivo serd el de predecir el valor del campo
en la posicion zp, esto es, X (2¢), bajo las distintas hipétesis consideradas en las secciones

anteriores.

Kriging Gaussiano Simple

Supongamos que mg y 0(2] son constantes conocidas y que los coeficientes de difusion a(z)
y B(z) son funciones conocidas cualquiera que sea z € I. En esta situacién, la media y
la covarianza del campo (4.18 y 4.19) son funciones conocidas y, entonces, el predictor
lineal y la varianza del error de prediccién corresponden a las expresiones (4.4) y (4.5),
respectivamente, donde ¢ = (02 (20 A 21) ,...,0% (20 A zn))t y X es una matriz n X n cuyo

(i, j)-ésimo elemento es 02 (2; A zj).

Observacién 4.1 Es conocido que para el caso gaussiano el predictor lineal éptimo y el

predictor éptimo coinciden.
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Kriging Gaussiano Ordinario

Supongamos que mg es desconocida, que 0(2) es conocida, que a(z) = 0 cualquiera que
sea z € I y que B(z) es una funcién conocida para cualquier z € I. En esta situacién,
la media del campo m(z) = myg es desconocida y la covarianza del campo (4.19) es una

funcién conocida.

Kriging ordinario gaussiano en términos de variogramas Calculemos en primer

lugar la expresién del variograma para el campo de difusién gaussiano:

2y (z1,22) = war (X (z1) — X (22))
= war (X (z1)) +var (X (22)) — 2cov (X (21) , X (22))

— +a( )—20 (21 A 22)

t1 to
= / / (o,7 dadT+/ / (o,7)dodr
S1/A\S2 t1A\t2
—2/ / B (o,7)dodr
0 0

(la ultima igualdad la hemos obtenido usando (4.19)). Entonces, el predictor lineal y la
varianza del error de prediccién corresponden a las expresiones (4.10) y (4.11), respectiva-

mente, donde los valores del semivariograma se obtendrian usando la expresién anterior.

Observacién 4.2 No existen campos de difusiéon gaussianos estacionarios intrinsecos. En

efecto,

2y(X (s+h,t+k),X(s1) =
= var (X (s+h,t+k)— X (s,1))
= wvar (X (s+ h,t+k)) +wvar (X (s,t)) — 2cov (X (s + h,t + k), X (s,t))

= o%(s+h,t+k)—o*(s,

s+h pt+k
:/ BO‘TdO‘dT—//BO‘TdO‘dT
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Para que esta expresion sea funcién de h y k exclusivamente se tiene que verificar que su

derivada con respecto a s sea cero, esto es,

t+k t
8(27(X(s+hét+k),X(s,t))) _ B(s+h,7)d7—/ B(s,7)dodr
S 0 0

= Bl(s—i-h,t—l—/{)—Bl(S,t):O,

lo que implicaria que

By (s,t) = cte, Vs, t.
Como By se anula sobre Ey (véase (3.21)),

Bj (s,t) =0, Vs, t,
y esto es una contradiccién con el hecho de que By > 0.

Observacion 4.3 Puesto que todo campo estacionario de segundo orden es estacionario
intrinseco, al no existir campos de difusiéon gaussianos estacionarios intrinsecos, tampoco
existen campos de difusién gaussianos estacionarios de segundo orden. Por el mismo

razonamiento todos los campos de difusiéon gaussianos son anisotrépicos.

Kriging ordinario gaussiano en términos de covarianzas En este caso, el predictor
lineal y la varianza del error de prediccién corresponden a las expresiones (4.15) y (4.17),
respectivamente, donde ahora ¢ = (02 (20 A 21) 5.0y 0% (20 A zn))t y X es una matriz n X n
cuyo (i, j)-ésimo elemento es o2 (z; A z;), valores que se obtienen utilizando (4.19). El

valor de m se estima por (4.16).
4.5.2 Kriging Lognormal

Hipodtesis y notacion

Sea {X(z);z€ I =10,5]x[0,T]} un campo de Markov biparamétrico positivo donde X (0, 0)

es una v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E[logX(0,0)] = mg y
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var (log X (0,0)) = 02. Supongamos que la densidad de transicién del campo estd da-
da por (2.12), donde a(z) y B (z) son funciones continuas en I. En estas condiciones,
sabemos que {X (z);z € I} es un campo de difusién lognormal biparamétrico cuyos coe-

ficientes de difusién uniparamétricos se obtienen como

ay (z,z) = a1 (2)z= <a1 (z) + %Bl (z)) x, B (z,z) = By (2) 2% = By (2) 2°,

as (z,x) as (z)x = (ag (z) + %Bg (z)) x, By (z,2) = By (2) 2 = By (2) 22,

donde
t - t
a(s,t) = / a(s,r)dr, Bi(s,t) = / B (s, 7)dT,
0 ) 0 _
as(s,t) = / a(o,t)do, Bs(s,t) = / B (o,t) do,
0 0
para cualesquiera z = (s,t) € I, z € R
Ademss, si consideramos Y (z) = log X (2), {Y (2);z € I} es un campo de difusién
gaussiano, donde @ (z) y B (z) son los coeficientes de difusién del campo y a1, s, B1 y B2

son los coeficientes de difusiéon uniparamétricos.

A lo largo de esta seccién notaremos
E[Y ()l =my (2),  wvar (Y (2) =0} (2),
cov (Y (2),Y () = ey (2,2) = 0§ (2 N 2'),
donde
s t
my (z) = mo+ / / a(o,7)dodr, (4.20)
0o Jo
s t
0% (2) = of +/ / B (o, 7) dodr. (4.21)
0o Jo
También usaremos la notacién
cy = (0% (20A21), 0% (20 A 20))

Yy = (0—52, (zi A Zj))i,j:l,...,n ’

my = (my(21),....,my (z,))".
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Planteamiento y tratamiento del problema

Sea X = (X (1), ..., X (z,))" una muestra de n datos tomados del campo de difusién log-
normal que acabamos de considerar, {X (z);z € I'}. Nuestro objetivo es estimar X (z).

Para ello transformamos los datos de la escala X a la escala Y obteniendo la muestra

Y = (Y(zl),...,Y(zn))t

= (logX (z1),...,Jog X (zn))t.

A partir de estos datos obtendremos el predictor kriging que corresponda (segin las
hipétesis de partida) para Y (zp), que notaremos Y (z0). Obtendremos el predictor para
X (%) a partir de una transformacién del predictor Y (z9) que sea insesgada de X (zg).
De esta forma aprovecharemos la optimalidad del predictor gaussiano (Observacion 4.1)

para obtener un buen predictor en el caso lognormal.

Kriging Lognormal Simple

e Sea {X (z);z € I} el campo de difusién lognormal que hemos definido al principio
del apartado. Supongamos que mqg y 03 son constantes conocidas y que los coeficientes
de difusién @(z) y B (z) son funciones conocidas cualquiera que sea z € I. Estas condi-
ciones implican claramente que la media, my (z), y la covarianza, o3 (z A 2’), del campo
gaussiano asociado son funciones conocidas para cualesquiera valores de z,2’ € I.

Sea X = (X (21),..., X (zn))" una muestra de n datos tomados del campo de difusién
lognormal {X (2);z € I} yseaY = (Y (21),...,Y (2,))" la muestra de datos transformada.

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el kriging gaussiano simple a los datos trans-

formados Y. El predictor para Y (zg) aplicando (4.4) es
Y (20) = ¢Sy (Y — my) + my (20) -
e Consideremos el predictor que resulta al hacer transformada inversa a este valor,

exp {Y (zo)} = exp {c@Z;l (Y —my) +my (20)} .
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Veamos que este valor no es un predictor insesgado de X (zp), esto es, veamos que

E [exp {¥ (20) }| # BIX (z0)] = exp {my (20) + @} .

En efecto, sabemos que
Y =(Y (21),...,Y (20))" ~ N, (my, Zy)
por lo que, aplicando la Proposicion 1.10 de [13],
Y (20) = b1 (Y — my) + my (20) ~ N (my (20) , b Sy ey ) (4.22)
y, por tanto,
exp {cg/Z{,l (Y —my) +my (20) }

tiene una distribucién lognormal cuya media, aplicando (4.28), es

E [exp {Y/ (zo)H = exp {my (z0) + @} ;

por lo que concluimos que exp {Y (zo)} no es un predictor insesgado para X (zo).

e Sin embargo, podemos expresar

(20) 0% (20) — c@zylcy}
2 2 )

E [exp {}A/ (zO)H = exp {mY (20) + oy —

En consecuencia, corrigiendo la sesgadez, un predictor insesgado de X (z¢) es

~

2 _ ot 2*1
X (20) = exp {c?zyl (Y —my) +my (20) + X (0) QCY y OF (4.23)

. 02 () — ¢t 35 e ) o2 (»
- exp{Y<zO>+ AR —oxp |7 o) + Db

donde hemos utilizado las expresiones (4.4) y (4.5) (6%, (20) denota la varianza del kriging
simple del campo gaussiano).

e Calculemos la varianza del error de prediccién

E [(X (20) — X (zo))Q] .
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Desarrollando el cuadrado,
E [(X (x0) — X (zo)ﬂ = B[X (0] + B[ X (20] ~2B[X (20) X (20)] .
Calculemos cada uno de estos valores separadamente:
1. Puesto que Y (z9) ~ N (my (20) ,0% (20)), aplicando (2.23) tenemos que

E [X (z0>2] = exp {2my (20) + 2(7}2/ (ZO)}

= exp{2my (20) + 0y (20) } exp {0 (20) } - (4.24)

2. Para calcular £ [X (20)2} , calculemos la distribucién de

N . o2 (z0) — ct. 2o le
X(zo):exp{Y(zo)—l— v (20) 2Y y 2 L

Del punto anterior, sabemos que

N

Y (20) ~ N (my (z0) ,cng{,lcy) ,

por lo que

tiene una distribucion

-1

2 t
03 (29) — ¢, 25 ¢y _
N <my (Zo) + Y ( ) 5 Yoy ,C§2Y10y> .

En consecuencia, X (zp) tiene una distribucién lognormal cuyo momento de segundo

orden, aplicando (2.23), es

E [X (20)2} = exp{2my (20) + oy (20) — e Sy ey + 2c§/2;10y}
= exp {2my (20) + 032/ (z0) + c@E;lcY}

= exp {2my (20) + 0% (20) } exp {var (ff (zo)> } , (4.25)

ya que var (Y (zo)) =ct, N, ey (véase 4.22).
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3. Finalmente, calculemos
E[X (20) X (20)] =

exp {Y (20)}exp {y PR ACORY: ol H

= B

= B [exp {¥ (20) + ¥ (20)}] exp {(”2’ o) - 2“ (7 ) } (4.26)

Sabemos que

Y (Z()) ~ N (my (Zo) ,0'12/ (2’0)) (4.27)
Y (z) = Z LY (z) +k~ N (my (20) ,var (Y (zo)>) (4.28)
i=1

y que {Y (z);z € I} es un campo gaussiano. Por tanto,

Y (20) + Y (20)
tiene una distribucion

N (Zmy (20) ,a?/ (20) + var (}Af (zo)> + 2cov (Y (20), Y (2’0))>

y, por tanto, exp {Y (20) +Y (zo)} tiene una distribucién lognormal de media

var (Z (20)) + cov <Y (20),V (Zo))} .

Calculemos cov (Y (20),Y (z0)> ; utilizando (4.27) y (4.28) tenemos que

cov (Y (20),Y (z0)> =F

(Y (20) — my (20)) (Z i (Y (z) —my (Zz‘))>]
=1

(ya que en el desarrollo del kriging simple tomamos k = my (z9) — iy limy (2;))

= Z LE[(Y (20) — my (20)) (Y (2:) — my (2))]
=1

n
§ t t y—1

= lic (Zo,Zi) =L Cy = CYZY Cy,
=1
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donde para la dltima igualdad hemos usado el valor de L! éptimo. Por lo tanto,

cov (Y (20),Y (zo)> =ch Xy ey = var ()A/ (z0)> .

En consecuencia,

E [exp {Y (20) +Y (zO)H =

= exp{ 2my (20) + = <}; (ZO)> + var <}Af (20))

Finalmente, sustituyendo en (4.26) obtenemos que

E X(ZO)X(ZO)] =

var (Y (2
= exp{ 2my (20) + o1 (o) + (2 ( 0))

5 + var (Y (zo)>

3 (20) — var (Y/ (Z0)>
2

- exp

= exp {me (20) + 0% (20) + var (Y (Zo))}

= exp {2my (20) + 0% (20) } exp {var (Y (zo))} . (4.29)
Entonces la varianza del error de prediccién (utilizando (4.24), (4.25) y (4.29)) es

E [(X (0) —X(zo)ﬂ -
— exp {2my (20) + 0% (20)}
- [exp {02 (20)} + exp {W (Y (zo)> } — 2exp {W (if (z0)> H
= exp {2my (20) + 0% (20) }
: [exp {02 (20)} — exp {W (f/ (zo)> }] , (4.30)
donde my (20) y 0% (20) se calculan usando las expresiones (4.20) y (4.21), respectiva-
mente, y donde var (f/ (zo)) = b9 ey

Resumimos estos resultados en la siguiente proposicion.
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Proposicién 4.1 Sea{X(z);z€ I =[0,5]x]0,T]}uncampodeMarkov biparamétrico posi-
tivo donde X (0,0) es una v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E[logX (0,0)]
= mg y var (log X (0,0)) = o2, mo y 03 constantes conocidas. Supongamos que la den-
sidad de transicion del campo estd dada por (2.12), donde a(z) y B (z) son funciones
continuas en I y conocidas. Sea X = (X (21),..., X (zn))" una muestra de dicho campo e

Y = (Y (21),...,Y (22))" la muestra de datos transformada. Sea zo € I. Entonces,

X (20) = exp {Cgfzyl (Y —my) +my (20) +

— exp{Y(Zo)+ M},

0)2/ (20) — cg/E;lcY }
2

2

donde cy = (0% (20 A 21),...,0% (20 A zn))t, Yy es una matriz n X n cuyo (i,j)-ésimo

elemento es 0% (zi Az;) y my = (my (21),...,my (2,))" (véase (4.20) y (4.21)) es un

predictor de X (zp) insesgado con varianza de error de prediccion dada por (4.30).

Kriging Lognormal Ordinario en término de covarianzas

e Sea {X (2);2z € I} el campo de difusién lognormal que hemos definido al principio
del apartado. Supongamos que mg es desconocida, que 08 es conocida, que a(z) = 0
cualquiera que sea z € I y que B(z) es una funcién continua en I y conocida. En estas
condiciones, el campo gaussiano asociado {Y (z) = log X (z);2z €} es un campo con media

desconocida pero constante my = mg. Notaremos
_ t
my = (my,...,my) .

Sea X = (X (21),..., X (zn))" una muestra de n datos tomados del campo de difusién
lognormal {X (2);z€ I} yseaY =(Y (21),...,Y (2n))" la muestra de datos transformada.
Estamos, pues, en condiciones de aplicar el kriging gaussiano ordinario en términos de

covarianzas a los datos transformados Y. El predictor para Y (zp), aplicando (4.15), es

(1-1'27 ey) (11271Y)

Y (20) = ¢, 2o Y +
( 0) Y~y 1t2;11

(4.31)
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e En esta situacion, si denotamos a%k (z0) la varianza del kriging ordinario, un pre-
dictor para X (zg) del tipo que hemos propuesto para el caso de kriging simple, (4.23),

seria

exp {Y (20) +
donde la expresién de Y (zg) estd dada por (4.31) y recordamos que (véase 4.17)

U%k (z0) = 052/ (20) — Mey + M
(1-1'%5ey)?
1
115,11

= 0% (2) —ci Xy ley+

Sin embargo, el estimador propuesto resulta ser sesgado.

En efecto, puesto que

aplicando la Proposicion 1.10 de [13] tenemos que

(1-1'27 ey) (1025
11y,

Y (20) = 3 AY (2) = MY = lc;2;1+ Y
=1

tiene una distribucién gaussiana de media

(1-1'27 ey) (1@;1)]

FE |:Y/ (Zo)i| = [C?E;l—f— my = )\tmy = Z Aimy = my

1
151 i=1
y varianza
. 1-1'%0 ey) (1-1'25 ey)
var (Y (z ) =Auoi = | +(—Ylt ol ——kX "1 4 ¢
(4.32)

Esto es,

Y (20) ~ N (my, var (Y (zo)>) .
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Entonces,

Y (20) + M ~ N <my + M,var (Y (20))) .

Se puede comprobar facilmente, a partir de las ecuaciones del kriging ordinario, ecuaciones

(4.13), que
NEUIN = Mey + M,
por lo que, teniendo en cuenta que /\tE;,l)\ =var (Y (zo)> , tenemos que

U%/k (Zo) = U%/ (Z()) — /\tCy + M
= O’%

(z0) —var (f/ (zo)) +M+ M

= 0% (%) —var (Y (z0)> +2M.

Por tanto,
) .
R 2 oy (20) — var (Y (zo)) +2M .
Y (20) + UYkT(ZO) ~ N | my + 5 ,var (Y (z0)>

Y, entonces,

E {exp {f/ (20) + @H _

0% (z9) — var (Y (zo)) +2M  war (Y (ZO))
2

= exp{ my + 5 +

2
= exp{my—FUYT(ZO)—i-M},

por lo que el predictor propuesto no es insesgado.

e Corrigiendo la sesgadez, un estimador insesgado de X (zg) para el caso en el que la
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media my es desconocida seria

X (z0) = explY(2)+

(4.33)

e La varianza del error de prediccién es
E {(X (20) — X (zo)ﬂ = E[X (20)?] + B [X (20)?] - 2B [X (20) X (20)]
Calculemos cada uno de estos términos separadamente:
1. Claramente
E [X (20)2} = exp {2my + 0¥ (20) } exp {012/ (20)} -
2. Por otro lado, puesto que
Y (z) ~ N (my, var (}7 (zo))> ,

tenemos que

Y( - 0% (20) — var (Y (zo)>
20

~ N | my + U% (Fo) — var (Y (ZO)> ,var (

2 2 v (Z0)>

Por tanto, X (z9) = exp {Y (20) + (032, (z0) — var (Y (zo)>> /2} tendrd una dis-

tribucién lognormal cuyo momento de segundo orden, aplicando (2.23), es

0% (20) — var (Y (zo)) 4 (A )

E{X(zo)ﬂ = expq 2| my+ 5 +§var Y (20)

— exp {me + 0% (29) + var (Y (ZO))}

= exp{2my + 0% (20) } exp {var (Y (zo))} :
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3. Finalmente, calculemos

E [X (20) X (ZO)} -

E

2

o3 (20) — var (Y (Zo)> }]

exp{Y (20)} exp {Y (z0) +

= F [exp {Y (20) +Y (zo)H exp {U% o) - UQM (Y (ZO>) } . (4.34)

Sabemos que

Y (20) ~ N (my,0% (20)),

Y(z) = z": AY (z) ~ N (my,var (Y (z0)>> )
i=1

y que {Y (2);z € I} es un campo gaussiano. Por tanto,
Y (20) + Y (20)
tiene una distribucion
N <2my, 0% (20) + var ()7 (zg)) + 2cov (Y (20),Y (zo)>) )
y exp {Y (20) +V (zo)} tiene una distribucién lognormal de media

B exp {Y (z0) + ¥ (20) }| =

o3 (20)
2

var (Y (zo))
2

= expK 2my + +

+ cov (Y (20),Y (zo)) } :

< ——

Calculemos cov ( (z0),Y (zo)> ; tenemos que

cov (Y (20),Y (zo)> = F
i=1

(Y (20) — my (20)) <Z Ai (Y (=) —my (Zz'))>]
= Y ME[(Y (20) — my (20)) (Y (21) — my (2))]
=1

= En: Nic (20, 21) = Mey = var (Y (zo)) — M.
i=1
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Entonces
B |exp {Y (20) + ¥ (20)}] =

o2 (z) = var (17 (z0)>
2

= expK 2my + +

+ var (Y (zo)> - M

Sustituyendo esta expresién en (4.34) tenemos que

E [X (20) X (20)] =

= exp{ 2my + +

032/ (20) , V9" <}; (ZO)) + var (f’ (ZO)) - M

0% (20) — var (Y (z0)>
2

- exp

= exp {2my + 0% (20) + var (Y (zo)) — M}

= exp {2my + 02 (20)} exp {var <Y (zo)) — M} )

Reuniendo los resultados anteriores, tenemos que la varianza del error de prediccién

minima para el predictor (4.33) es
E [(X (x0) — X (zo)ﬂ = exp {2my + 0% (20)}
: [exp {02 (20)} + exp {W (ff (zo)> } — 2exp {W (f/ (zo)) - M}]
= exp {2my + 0} (20)} - |exp {0 (20)} + exp {var (¥ (20)) } (1 - 2¢7M)]

donde var (17 (zo)> corresponde a la expresién (4.32) y M es el multiplicador de Lagrange,

que recordamos que se calcula como
1-1'%7 ey
— pr—
113571
Al ser la media desconocida, la varianza del error de predicciéon minima también serd
)

desconocida. La estimamos por
. . 2
B [(X (20) — X (zo)) ] = exp {2y + 0% (20)} (4.35)

. [exp {0} (20)} + exp {var ()7 (zo)>} (1- 267M)} ,
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donde
-1
s Y
115,11
(véase 4.16).

Resumimos estos resultados en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2 Sea {X(z);z€ I = [0, 5] %[0, T} uncampo de Markov biparamétrico posi-
tivo donde X (0,0) es una v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E[logX (0,0)]
= myg y var (log X (0,0)) = 03, mg desconocida y o2 conocida. Supongamos que la den-
sidad de transicion del campo estd dada por (2.12), donde a(z) = 0 cualquiera que sea
ze 1y B(z) es una funcién continua en I y conocida. Sea X = (X (21) ..., X (z))" una
muestra de dicho campo e Y = (Y (21),..., Y (2,))" la muestra de datos transformada. Sea

zg € I. Entonces,

R v '
mo = }:1 )
sy
Y
X (20) = exp{ci Iy Y+ (1-1"S7 ey) g
_ 2 1
1, f e (1=1'20ey) 1-1'%y ey
3 (UY(“”‘_CYE%’CY+’ TS BT
Y Y
2
— exp {Y (20) + 70”2(20) - M} ;
donde cy = (0% (20 A 21) , ..., 0% (20 A zn))t y Xy es una matriz n X n cuyo (i,j)-€simo

elemento es o2 (2; A zj) (véase (4.21)), es un predictor de X (20) insesgado con varianza

de error de prediccion dada por (4.35).
Observacion 4.4 El predictor para X (zo) dado por (4.33) es el que minimiza
. 2 . 2
B | (10 (o) = ¥ a0)) | = B[ (¥ ) - ¥ (an)) .

supuesto que Y (zg) = exp Yo Ailog X ()], iy Ai =1y E[X (2)] = E [X (zo)]
Por tanto, observar que X (z0) no es el mejor predictor insesgado ni es predictor 6ptimo

cuando la media my es desconocida.
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4.6 Simulacién Condicionada de un Campo de Difusion Log-
normal
En esta secciéon vamos a aplicar un método que, combinando simulacién no condicionada

v kriging, permite generar simulaciones condicionadas. En primer lugar vamos a describir

el método que utilizaremos para obtener simulaciones no condicionadas.

4.6.1 Simulacién No Restringida de Campos Aleatorios

La técnica que vamos a aplicar para simular una realizacion no condicionada del campo,
se conoce como simulacién no restringida de campos aleatorios y consiste en lo siguiente.
Supongamos que {X (z); z € I} es un campo aleatorio biparamétrico. Sea (X (z1),...,
X (z,))! un vector del campo con densidad de probabilidad f (z1, ..., z,). A partir de esta
funcién de densidad, podemos calcular las densidades de probabilidad f (z1), f (z2/21),...,

f(zn/z1,...,xn—1). Las correspondientes distribuciones de probabilidad se obtienen como

Fla) = [t

Flas/a) = | f(x/e)de,

—0o0

F(xp/z1, .y Tpn1) = /xn fz/x1,.cyxn_1) de.

Finalmente, si u1, ..., u, son nimeros aleatorios independientes entre 0 y 1, las realizaciones

del campo se obtienen resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones respecto a x1, ..., Tpn:

F (z1) = uy,

F (xg/xl) = Uug,

F (zp/x1, .y Tp—1) = Up
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4.6.2 Simulacién Condicionada cuando la Media del Campo es Conocida

Sea {X (z);z € I=10,5] x [0,T]} un campo de Markov positivo donde X (0, 0) es una v.a.
lognormal o una v.a. constante verificando que E [log X (0,0)] = mq y var (log X (0,0))
= 0(2] , ambas constantes conocidas. Supongamos que la densidad de transicién del campo
estd dada por (2.12), donde @(z) y B (z) son funciones continuas en I y conocidas. En
estas condiciones, sabemos que {X (z);z € I} es un campo de difusién lognormal bipa-
ramétrico. Ademds, si consideramos Y (z) = log X (z), {Y (2);2z € I} es un campo de
difusién gaussiano, donde @ (z) y B (z) son los coeficientes de difusién del campo.

Llamaremos G al conjunto de posiciones del espacio paramétrico I donde se sitian
los valores del campo a los que vamos a condicionar, :):g = {xd (2:) : 2z € G}, y, si lla-
mamos y? (z;) = log (2% (z;)), notaremos yg = {y?(2) : z; € G} al conjunto de valores
transformados.

El procedimiento de simulacién condicionada que vamos a aplicar consta de los siguien-

tes pasos.

Primer Paso Predecir el conjunto de valores {7 (z;) : z; € U} a partir de los datos {y? ()
: z; € G} utilizando el predictor de kriging gaussiano simple (véase la Seccién 4.5.1

anterior).
Segundo Paso Simular una realizacién no condicionada {y* (z;) : z; € S}.

Tercer Paso Obtener el conjunto de predicciones {g/ﬁ (zi) 1z €U } a partir de los datos

{y" (z) : z; € G}, utilizando el predictor de kriging gaussiano simple.

Cuarto Paso Obtener la realizacién de simulacion condicionada para el campo gaussiano

COIMo:

—

¥ () =y (2) + [G(:) — 7 ()], vz €S

Quinto Paso Obtener la realizacién de simulaciéon condicionada para el campo lognormal
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como

B 1 VAl E0) o U160 S S CA LI RV

exp {ﬁ (zl)} z" (z)

A continuacién vamos a analizar los dos primeros momentos que produce esta apro-
ximacién. La variable aleatoria X" (z;) (donde z"(z;) es una realizacién de X" (z))
tiene una distribucién lognormal, X*(z;) ~ A (my (2),0% (2)). La variable aleato-
ria X (2) también es una variable aleatoria con distribucién lognormal, X% (z;) ~»

A (my (z:),0% (2) — U%Sk’i). En efecto,
E[Vi(z)] = B |my @)+ D00 (7 () = my (2))
j=1

= my (z)+ Y I (B Y] ()] — my (2) = my (z),
j=1

ya que E [Yj“ (zl)} —my (2;) =0y

var (V(20)) = B[V (20— my ()]
= SCOSERE (Y (2) - my (2)) (Y (21) — my ()]
j=1k=1
= SN lle(zm) = 0 (21) — 0 g
j=1k=1

En consecuencia, el cociente X" (z;) /)/(\“ (z;) tiene una distribucién A (0’012/ski)' En
efecto, X* (z;) / X (z;) tiene una distribucién lognormal de media
BIY" (2)] = B [V (2)] = my () = my () = 0

y varianza

—~

var (Y* (z;)) — 2cov (Y“ (z),Yu (zz)> + var (ﬁ (zz)) = 032/ (z) —2 (052/ () — a%/sk’i)
+ (032/ (21> - J%’sk,i)

2
Oy sk,
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Por lo tanto,

X (2)

X (zi)f(zi)] C 5e)E [Xu (zi)]

- 1
~ e (i e {0+ 1ot}
= X(z)=E[X () /G,
lo cual implica que la aproximacién considerada produce una simulacién condicionada

insesgada (con respecto a los datos de la muestra). Ademds, esta aproximacién también

reproduce la varianza condicional:

var 4)(”/(51)2(%) = (Z(2))*var )/(\u(zl)
( Xt () ) i) (szz»))

exp {2y (z:)} 7V shi (e”iskvi — 1)

- (@) ()

= wvar (X (z) /G).

Ejemplo de simulacién condicionada

Supongamos que X (0,0) es una v.a. lognormal verificando
E [log X (0,0)] = 0.25 y var (log X (0,0)) = 1.

Sea {Y (z) =log X (2); z € I} el campo de difusién gaussiano asociado al campo lognor-
mal. En lo que sigue, vamos a suponer que los coeficientes de difusién y tendencia del

campo gaussiano son los siguientes:

S
—
N
~—
Il
=

wa]
—~
N
N—
Il
—

En primer lugar, vamos a describir cémo simular la realizacién no condicionada {y" (z;)
: z; € S}. Los valores de dicha realizacién los vamos a obtener sobre una malla de tamano

ns X ng, donde ng es el nimero de valores que tomamos dentro del intervalo (0,S] y n;
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el nimero de valores dentro del intervalo (0,7]. Al cruzar los valores que hemos tomado
sobre uno y otro eje obtenemos las localizaciones de la malla. Los elementos de la malla los
vamos a notar z;;, donde ¢ = 1,...,nsy j = 1,...,ng, y cada valor simulado en la localizacion

zijy Y (zi5) = yjj. Estoes, S = {z;:i=1,.,ns, 7 =1,..,n} vy {y"(z) 1z € S} =
{yz’; Dz € S}.

Utilizando el método de simulacién no restringida, y teniendo en cuenta que un campo

de difusion es un campo de Markov, que para el campo considerado mg = 0.25, 0(2) =1y

s,t) ~ N (0.25,1 + st),

Y (

Y (s+h,t)/Y (s,t) =y~ N (y,ht),

Y (s,t+k)/Y (s,t) =y~ N (y,sk),
Y(s+ht+k)/Y(s+ht)=y2Y (s,t)=y,Y (s,t+k)=y1~ N(y1+y2—y hk),

se puede comprobar que si a;j, para ¢ = 1,..,ns y j = 1,...,m, son ng X n; valores
aleatorios independientes de una distribucién N (0, 1), entonces los valores de la realizacion

se obtienen como sigue:

yth = 0.25 + a1 (V1 + s1t1);

parat =2, ...,ngy j =1,

Uil = Yi—11 + aii/ (si — si—1) ti;

parat =1,y 5 =2,...,ny,

Y1 = yrj-1 + ajy/s1 (L — tj-1);

y para el resto de valores con i = 2,...,ns y j = 2, ..., ny,

Yij = Yi—14 + Yij—1 = Yi-1,j-1 + Qij \/(Sz —si-1) (tj —tj-1).

(En la malla simulada con S-Plus, los incrementos s; —s;_1 'y t;—tj_1 se toman constantes.)
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Figura 4.1: Mallas con las 9 y 81 posiciones sobre las que vamos a simular los valores del

campo a los que vamos a condicionar.

Los ejemplos de simulaciones condicionadas que vamos a dar corresponden a dos situa-
ciones. La primera cuando condicionamos a 9 valores del campo y la segunda cuando
condicionamos a 81 valores (entre los cuales se encuentran los 9 anteriores). Puesto que
no disponemos de datos reales del campo, los 9 y 81 valores a los que vamos a condicionar
los obtendremos por el método de simulacién no restringida descrita al principio de esta
seccién, utilizando el programa de S-PLUS descrito en el Apéndice A (para la comprensién
de estos programas, constltese [16] y [25]). La Figura 4.1 muestra las mallas sobre las que
vamos a simular los 9 y 81 valores del campo y las Figuras 4.2 y 4.3, los graficos de curvas

de nivel correpondientes a dichos valores una vez simulados.

Para simular una realizacién condicionada del campo se ha utilizado el programa de S-
PLUS descrito en el Apéndice B. Al ejetutarlo se obtienen los objetos datosSCR y datosSC.
Las dos primeras columnas de estos objetos describen los valores de la malla y la tercera

da el valor simulado en la posiciéon que dan las dos primeras columnas; en el primer objeto,
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Figura 4.2: Grdfico de curvas de nivel para los 9 valores del campo de difusion lognormal

obtenidos por simulacion no condicionada.

cuando se condiciona a los 9 valores del campo, y en el segundo, cuando se condiciona a
los 81 valores que obtuvimos aplicando el programa descrito en el Apéndice A. La Figura
4.4 muestra la malla sobre la que hemos realizado la simulaciéon. El grafico de curvas de
nivel correspondiente a datosSCR puede observarse en la Figura 4.5 y el correspondiente

a datosSC, en la Figura 4.6.

4.6.3 Simulaciéon Condicionada cuando la Media del Campo es Descono-

cida pero Constante

Sea {X (2); z € I=10,5] x[0,T]} un campo de difusién lognormal donde X (0,0) es una
v.a. lognormal o una v.a. constante verificando que E [log X (0,0)] = myg es desconocida
y var (log X (0,0)) = o2 es conocida. Supongamos que la densidad de transicién del

campo estd dada por (2.12), donde @ (z) = 0 cualquiera que sea z € I y B(z) es una
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Figura 4.3: Grdfico de curvas de nivel para los 81 valores del campo de difusion lognormal

obtenidos por simulacion no condicionada.

funcién continua en I y conocida. En estas condiciones, sabemos que {X (z);z € I} es un
campo de difusién lognormal biparamétrico. Ademads, si consideramos Y (z) = log X (z),
{Y (2); 2 € I'} es un campo de difusién gaussiano, donde @ (2) y B (z) son los coeficientes
de difusion del campo.

Llamaremos G al conjunto de posiciones del espacio paramétrico I donde se sitian
los valores del campo a los que vamos a condicionar, xg = {xd (2i) : 2z € G} y si lla-
mamos y¢ (z;) = log (z?(z;)), notaremos yg = {y?(2) : zi € G} al conjunto de valores
transformados.

El procedimiento de simulacién condicionada consta de los siguientes pasos.

Primer Paso Predecir el conjunto de valores {y(z;) : z; € U} a partir de los datos
{yd (zi) 12z € G } utilizando el predictor de kriging gaussiano ordinario en términos

de covarianzas (véase la Seccién 4.5.1). Notemos M al multiplicador de Lagrange
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Figura 4.4: Malla con las 289 posiciones sobre las que vamos a realizar todas las simula-

ciones condicionadas.

correspondiente. Observemos que dicho multiplicador cambia de valor al cambiar
el valor de z; € U, aunque no lo vamos a indicar en la notacién, y que sobre las

posiciones a las que condicionamos, z; € GG, se anula.
Segundo Paso Simular una realizacién no condicionada {y* (z;) : z; € S}.

Tercer Paso Obtener el conjunto de predicciones{g/ﬁ (z;) 1z € U} a partir de los datos
{y" (zi) : z; € G}, utilizando el predictor de kriging gaussiano ordinario en términos

de covarianzas.

Cuarto Paso Obtener la realizacién de simulacion condicionada para el campo gaussiano

como

—

Y (z) = y" (21) + |:§/\(Z’L) -yt (zz)} — M, Vz €S.

Quinto Paso Obtener la realizacién de simulaciéon condicionada para el campo lognormal
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Figura 4.5: Grdfico de curvas de nivel para los valores de datosSCR obtenidos por simu-
lacion cuando condicionamos a 9 wvalores de un campo de difusion lognormal con media

conocida.

como

e {0 @l ep ) _ )
exp {y“ (zl)} exp{M} " (z;) exp{M}

a¢(zi) =

A continuacién vamos a analizar los dos primeros momentos que producen esta apro-
ximacién. La variable aleatoria X" (z;) (donde z" (z;) es una realizacién de X" (z;)) tiene
una distribucién lognormal, X*(z;) ~ A (mg,0% (z;)). La variable aleatoria Xu (2:)
también es una variable aleatoria con distribucién lognormal, Xu (zi) ~ A(mo, 0% ()

—U%kyi + 2M). En efecto,

E [fu (zi)] =B | YN ()| = Y NE [V (20)] = mo,
j=1

J=1



4.6. Simulacién Condicionada de un Campo de Difusién Lognormal 159

Figura 4.6: Grdfico de curvas de nivel para los valores de datosSC obtenidos por simu-
lacion cuando condicionamos a 81 valores del campo de un difusion lognormal con media

conocida.
— Y 2
var (Y“ (zl)> = FE [Y“ (z) — mo}

= DD NME[(Y (5) = mo) (Vi (20) — o))
j=1 k=1

= DD NNe(za) = oF (2) — od +2M.
j=1k=1

En consecuencia, el cociente X" (z;) / Xu (z;) tiene una distribucién A (O, J%,,m-). En efec-

to, X“ (z;)/ Xu (z;) tiene una distribucién lognormal de media

E[Y(z)] - E [ﬁ (zi)} = mg —mg =0



160 Capitulo 4. Aplicacién del Kriging a Campos Concretos

y varianza

var (Y (z;)) — 2cov (Y“ (2:) YU (zz)) + var (ﬁ (zz)) = 0% (%)
~2 (0% (21) — 0%y, + M)
+ (U% (z) — O'%/kﬂ- + 2M)

2
= Ovk-

ya que

cov (Y” (zl),ﬁ(zz)) = E[(Y"(%) ZAZY" (z) —

= Z)\ c(zi,zj) ZZ/\Z)%C 2, 2k)

=1 k=1
= 012/ (i) _UYk,i +2M — M = 03 (z) _G%k,i + M.

Por lo tanto,

X" (21) @ (1)
E = z;) ex M}E
!XU(zi)eXp{M}] z (2;) exp{—M}

~ 1
= exp{y(zi)}exp {0 + 5052/,” — M}
= X(z)=E[X(2)/G],
lo cual implica que la aproximacién considerada produce una simulacién condicionada

insesgada (con respecto a los datos de la muestra). Ademds, esta aproximacién también

reproduce la varianza condicional:

var | Xz T (=) _ (@ (21))° var | X 7)
Xt (z)exp {M} exp {2M} XU ()
= exp{2y(z;)—2M} ki <eg¥/kvi — 1)

- (F) )

= war (X (z) /G).
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Ejemplo de simulacién condicionada

Supongamos que X (0,0) es una v.a. lognormal verificando
E [log X (0,0)] = mg (desconocida) y var (log X (0,0)) = 1.

De acuerdo con los resultados anteriores estimaremos mg por la expresiéon que dimos en
la. Proposicion 4.2.

Sea {Y (z) =log X (2); z € I} el campo de difusién gaussiano asociado al campo log-
normal. En lo que sigue, vamos a suponer que los coeficientes de difusién y tendencia del

campo gaussiano son los siguientes:

I
—
N
~—
I
=

wa])
—~
N
SN—
Il
—_

Como antes, en principio, vamos a describir como simular la realizacién no condiciona-
da {y" (z;) : z; € S}. Los valores de esta realizacién los vamos a obtener sobre una malla
de tamano ng x n;, donde ng es el nimero de valores que tomamos dentro del intervalo
(0, S] y nt el ntiimero de valores dentro del intervalo (0,77]. Al cruzar los valores que hemos
tomado sobre uno y otro eje obtenemos las localizaciones de la malla. Los elementos de
la malla los vamos a notar z;;, donde ¢ = 1,...,n, y j = 1,...,n4, y cada valor simula-
do en la localizacién zj, Y (z;5) = yj;. Esto es, S = {ziji=1,..,ns, 7=1,....,n} y
{y“(zi):zi € S} = {yf] D245 € S}.

Utilizando el método de simulacién no restringida, y teniendo en cuenta que un campo
de difusion es un campo de Markov, que para el campo considerado estimaremos mg por
mo, que 08 =1y

Y (s,t) ~ N (mqg, 1 + st),

Y (s+h,t) /Y (s,t) =y~ N (y, ht),

Y (s,t+k)/Y (s,t) =y~ N (y, sk),

Y (

s+ht+k)/Y (s+ht)=yY (s,t) =y Y (s, t +k)=y1~ Ny +y2—y,hk),
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Figura 4.7: Grdfico de curvas de nivel para los valores de datosSCR.md obtenidos por
simulacion cuando condicionamos a 9 valores de un campo de difusion lognormal con

media desconocida pero constante.

se puede comprobar que si a;j, donde ¢ = 1,...,n, y j = 1,...,ny son ns x n; valores aleato-
rios independientes de una distribucién N (0, 1), entonces, los valores de la realizacién se

obtienen como sigue:
yth = 1o +ann (V1 +sit1);
parat =2, .., ngy j =1,

Uil = Yi—11 + aii/ (si — si—1) ti;

parai =1,y j = 2,...,ny,

Y15 = Y1-1 +ajn/s1 (L —tj-1),
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y para el resto de valores con i = 2,....,.ngy j = 2,...,ny,

Yii = Yi-15 t Yij—1 = Yi-15-1 + Qij \/(Si —si-1) (tj —tj-1).

(En la malla simulada con S-Plus, los incrementos s;—s;_1 y t;—t;_1 se toman constantes.)

Figura 4.8: Grdfico de curvas de nivel para los valores de datosSC.md obtenidos por simu-
lacion cuando condicionamos a 81 valores de un campo de difusion lognormal con media

desconocida pero constante.

Para simular una realizacién condicionada se ha utilizado el programa de S-PLUS
descrito en el Apéndice C. Al ejetutarlo se obtienen los objetos datosSCR.md y datosSC.md.
Las dos primeras columnas de estos objetos describen los valores de la malla y la tercera
da el valor simulado en la posiciéon que dan las dos primeras columnas; en el primer objeto,
cuando se condiciona a 9 valores del campo, y, en el segundo, cuando se condiciona a los
81 valores que obtuvimos aplicando el programa descrito en el Apéndice A. La Figura
4.4 anterior muestra la malla sobre la que hemos realizado la simulacién. El grafico de

curvas de nivel correspondiente a datosSCR.md puede observarse en la Figura 4.7 y el
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correspondiente a datosSC.md, en la Figura 4.8.



Apéndice A

Simulacion No Condicionada de

un Campo de Difusion Lognormal

El siguiente programa genera una realizacién no condicionada del campo de difusién log-
normal considerado en el ejemplo del apartado 4.6.2 y las mallas de localizaciones nece-
sarias en dicho ejemplo.

rm(st,previo,valor,st.valor,stR,previoR,valorR,st.valorR,stS)

sl<-1

s2<-1.12

ns<-9

tl<-1

t2<-1.12

nt<-9

nsR<-3

ntR<-3

h<-(s2-s1)/(ns-1)

k<-(t2-t1)/(nt-1)

tend<-0.25

165
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st<-expand.grid(s=seq(sl,s2,len=ns), t=seq(t1,t2,len=nt))

stR<-expand.grid(s=seq(s1,s2,len=nsR),t=seq(t1,t2,len=ntR))

previo<-c(rep(2,ns*nt))

for(i in 1:(ns*nt)) for(j in 1:(nt-1)) for (r in 2:ns)

{if(i==1)
{previoli]<-tend+(rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(1+st$s[i]*st$t[i])) }
else if (i>1 && i<=ns)
{previo[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(h*st$t[i])+previo[i-1] }
else if (i==(1+ns*}) )
{previo[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(k*st$s[i])+previo[i-ns| }
else if ( i==(r+ns*j) )
{previo[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(h*k)+
previo[i-1]+-previoli-ns]-previo[i-ns-1] }

}

valor<-exp(previo)

previoR<-c(rep(1,nsR*ntR))

for(i in 1:nsR) for(j in 1:ntR)
{previoR[i+(j-1)*nsR]<-previo[1+((i-1)*(ns-1) /(nsR-1))+((j-1)*ns*(nt-1) /(ntR-1))] }

valorR<-exp(previoR)

nsS<-17

ntS<-17

hS<-(s2-s1)/(nsS-1)

kS<-(t2-t1)/(ntS-1)

stS<-expand.grid(s=seq(s1,s2,len=nsS), t=seq(t1,t2,len=ntS))

plot(stR$s,stR$t,xlab="s" ,ylab="t" ,pch=10)

st.valorR<-cbind(stR,valorR)

points(st$s,st$t,pch="+")

st.valor<-cbind(st,valor)
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par(mfrow=c(1,2))
guiPlot(" Filled Contour”, DataSet="st.valorR")

guiPlot(" Filled Contour”, DataSet="st.valor")
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Apéndice B

Simulacion Condicionada de un
Campo de Difusiéon Lognormal

cuando la Media es Conocida

El siguiente programa genera una realizacion condicionada a los valores del campo obte-
nidos en el Apéndice A del campo de difusién lognormal considerado en el ejemplo del
apartado 4.6.2. El programa se ejecuta una vez que se ha ejecutado el programa del
Apéndice A.
rm(previoS,valorS,previoSR, previoSS,sigmaR,sigma, prediccR, prediccSR, predicc, prediccS)
rm(valorSCR,valorSC,datosSCR,datosSC)
previoS<-c(rep(2,nsS*ntS))
for(i in 1:(nsS*ntS)) for(j in 1:(ntS-1)) for (r in 2:nsS)
{if(i==1)
{previoS[i]<-tend+rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(1+stS$s[i]*stS$t[i]) }
else if (i>1 && i<=nsS )
{previoS[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*stS$t[i])+previoS[i-1] }
else if (i==(14+nsS*j) )
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{previoS[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(kS*stS$s[i])+previoS[i-nsS| }
else if (i==(r+nsS*j) )
{previoS[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*kS)+
previoS[i-1]+previoS[i-nsS]-previoS[i-nsS-1] }
}
valorS<-exp(previoS)
previoSR<-c(rep(1,nsR*ntR))
for(i in 1:nsR) for(j in 1:ntR)
{previoSR[i+(j-1)*nsR]<-previoS[1+((i-1)*(nsS-1) /(nsR-1))
(1) *nsS*(ntS-1)/(ntR-1))]}
previoSS<-c(rep(1,ns*nt))
for(i in 1:ns) for(j in 1:nt)
{previoSS[i+(j-1)*ns]<-previoS[1+((i-1)*(nsS-1)/(ns-1))
(1) *nsSH(neS-1),(nt-1)])
vari<-function(s,t){1+s*t}
unoR<-c(rep(1,nsR*ntR))
sigmaR<-c(rep(1,nsR*ntR*nsR*ntR))
for(i in 1:(nsR*ntR)) for(j in 1:(nsR*ntR)) {
sigmaR[(i-1)*(nsR*ntR)+j]<-c(vari(min(stR$s[i],stR$s[j]), min(stR$t[i],stR$t[j]))) }
m.sigmaR<-matrix(sigmaR, nrow=nsR*ntR, byrow=T)
inv.sigmaR<-solve(m.sigmaR)
prediccR<-c(rep(1,nsS*ntS))
prediccSR<-c(rep(1,nsS*ntS))
ceR<-c(rep(1,nsR*ntR))
for(i in 1:(nsS*ntS)){
rm(ceR)
ceR<-c(rep(1,nsR*ntR))
for(j in 1:(nsR*ntR))
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{ceR[j]<-vari(min(stR$s[j],stS$s[i]),min(stR$t[j],stS$t[i])) }
prediccR[i]<-exp(ceR%*%(inv.sigmaR)%*%previoR
+tend*(1-unoR%*%/(inv.sigmaR)%*%ceR))
prediccSR[i] <-exp(ceR%*%(inv.sigmaR)%*%previoSR
+tend*(1-unoR%*%(inv.sigmaR)%*%ceR))
}
valorSCR<-(valorS*prediccR)/prediccSR
datosSCR<-cbind(stS,valorSCR)
guiPlot("Filled Contour”, DataSet="datosSCR")
uno<-c(rep(1,ns*nt))
sigma<-c(rep(1,ns*nt*ns*nt))
for(i in 1:(ns*nt)) for(j in 1:(ns*nt)) {
sigma|(i-1)*(ns*nt)+j]<-c(vari(min(st$s]i],st$s[j]),min(st$t[i],st$t[i]))) }
m.sigma<-matrix(sigma, nrow=ns*nt, byrow=T)
inv.sigma<-solve(m.sigma)
predicc<-c(rep(1,nsS*ntS))
prediccS<-c(rep(1,nsS*ntS))
ce<-c(rep(1,ns*nt))
for(i in 1:(nsS*ntS)){
rm(ce)
ce<-c(rep(1,ns*nt))
for(j in 1:(ns*nt))
{ce[j]<-vari(min(st$s[j],stS$s[i]),min(st$t[j],stS$t[i])) }
predicci] <-exp(ce%*%/(inv.sigma)%*%previo
+tend*(1-uno%*%/(inv.sigma)%*%ce))
prediccS[i] <-exp(ce%*%(inv.sigma)%*%previoSS
+tend*(1-uno%*%(inv.sigma)%*%ce))
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valorSC<-(valorS*predicc)/prediccS
datosSC<-cbind(stS,valorSC)
guiPlot(" Filled Contour”, DataSet="datosSC")
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Simulacion Condicionada de un
Campo de Difusiéon Lognormal
cuando la Media es Desconocida

pero Constante

El siguiente programa genera una realizacién condicionada a los valores del campo obte-
nidos en el Apéndice A del campo de difusién lognormal considerado en el ejemplo del
apartado 4.6.3. El programa se ejecuta después de haber ejecutado los programas de los
Apéndices A y B.
rm(previoSR.md,previoSSR.md,sigma.md,sigmaR.md, previoS.md)
rm(previoSS.md,valorS.md,valorSS.md,previoSSR.md, prediccR.md, prediccSR.md)
rm(valorSCR.md,datosSCR.md,datosSC.md, predicc.md,prediccS.md,valorSC.md)
sigmaR.md<-c(rep(1,nsR*ntR*nsR*ntR))
for(i in 1:(nsR*ntR)) for(j in 1:(nsR*ntR)) {
sigmaR.md][(i-1)*(nsR*ntR)+j]<-c(vari(min(stR$s[i],stR$s[j]), min(stR$t[i],stR$t[j]))) }

m.sigmaRmd<-matrix(sigmaR.md, nrow=nsR*ntR, byrow=T)

173
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inv.sigmaRmd<-solve(m.sigmaRmd)

tend.estR<-c(1)

tend.estR<-(unoR%*%(inv.sigmaRmd)%*%previoR)

/(unoR%*%(inv.sigmaRmd)%*%unoR)

sigma.md<-c(rep(1,ns*nt*ns*nt))

for(i in 1:(ns*nt)) for(j in 1:(ns*nt)) {
sigma.md[(i-1)*(ns*nt)+j]<-c(vari(min(st$s]i],st$s[j]), min(st$t[i],st$t[j]))) }

m.sigmamd<-matrix(sigma.md, nrow=ns*nt, byrow=T)

inv.sigmamd<-solve(m.sigmamd)

tend.est<-c(1)

tend.est<-(uno%*%(inv.sigmamd)%*%previo)/(uno%*%/ inv.sigmamd)%*%uno)

previoS.md<-c(rep(2,nsS*ntS))

for(i in 1:(nsS*ntS)) for(j in 1:(ntS-1)) for (r in 2:nsS)
{if(i==1)
{previoS.md[i]<-tend.estR+rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(1-+stS$s[i]*stS$t[i]) }
else if (i>1 && i<=nsS )
{previoS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*stS$t[i])+previoS.md[i-1] }
else if (i==(14+nsS*j) )
{previoS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(kS*stS$s[i])+previoS.md[i-nsS]}
else if ( i==(r+nsS*j) )
{previoS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*kS)-+
previoS.md[i-1]+previoS.md[i-nsS]-previoS.md[i-nsS-1] }
}

valorS.md<-exp(previoS.md)

previoSR.md<-c(rep(1,nsR*ntR))

for(i in 1:nsR) for(j in 1:ntR)
{previoSR.md[i+(j-1)*nsR]<-previoS.md[1+((i-1)*(nsS-1)/(nsR-1))
+((j-1)*nsS*(ntS-1)/(ntR-1))]}
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previoSS.md<-c(rep(2,nsS*ntS))

for(i in 1:(nsS*ntS)) for(j in 1:(ntS-1)) for (r in 2:nsS)
{if(i==1)
{previoSS.md|i]<-tend.est+rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(1+stS$s[i]*stS$t[i]) }
else if (i>1 && i<=nsS )
{previoSS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*stS$t[i])+previoSS.md[i-1] }
else if ( i==(1+nsS%*)) )
{previoSS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(kS*stS$s[i])+previoSS.md[i-nsS]}
else if (i==(r+nsS*j) )
{previoSS.md[i]<-rnorm(1,mean=0,sd=1)*sqrt(hS*kS)+
previoSS.md(i-1]+previoSS.md[i-nsS]-previoSS.md[i-nsS-1] }
}

valorSS.md<-exp(previoSS.md)

previoSSR.md<-c(rep(1,ns*nt))

for(i in 1:ns) for(j in 1:nt)
{previoSSR.md[i+(j-1)*ns]<-previoSS.md[1+((i-1)*(nsS-1)/(ns-1))
(1) *nsS* (ntS-1),/(nt-1))]}

prediccR.md<-c(rep(1,nsS*ntS))

prediccSR.md<-c(rep(1,nsS*ntS))

valorSCR.md<-c(rep(1,nsS*ntS))

ceR<-c(rep(1,nsR*ntR))

for(i in 1:(nsS*ntS)){
rm(ceR)
ceR<-c(rep(1,nsR*ntR))
for(j in 1:(nsR*ntR))
{ceR[j]<-vari(min(stR$s[j],stS$s]i]),min(stR$t[j],stS$t[i])) }
M<-exp((1-unoR%*%/(inv.sigmaRmd)%*%ceR)

/(unoR%*%(inv.sigmaRmd)%*%unoR))
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prediccR.md[i]<-exp(ceR%*%/(inv.sigmaRmd)%*%previoR
+tend.estR*(1-unoR%*%(inv.sigmaRmd)%*%ceR))
prediccSR.md[i] <-exp(ceR%*%(inv.sigmaRmd)%*%previoSR.md
+tend.estR*(1-unoR%*%(inv.sigmaRmd)%*%ceR))
valorSCR.md[i]<-(valorS.md[i]*prediccR.md[i]) /(prediccSR.md[i]¥*M)
}
datosSCR.md<-cbind(stS,valorSCR.md)
guiPlot("Filled Contour", DataSet="datosSCR.md")
predicc.md<-c(rep(1,nsS*ntS))
prediccS.md<-c(rep(1,nsS*ntS))
valorSC.md<-c(rep(1,nsS*ntS))
ce<-c(rep(1,ns*nt))
for(i in 1:(nsS*ntS)){
rm(ce)
ce<-c(rep(1,ns*nt))
for(j in 1:(ns*nt))
{ce[j]<-vari(min(st$s[j],stS$s[i]),min(st$t[j],stS$t[i])) }
M<-exp((1-uno%*%(inv.sigmamd)%*%ce) /(uno%*%(inv.sigmamd)%*%uno))
predicc.md[i]<-exp(ce%*%(inv.sigmamd)%*%previo
+tend.est*(1-uno%*%(inv.sigmamd)%*%ce))
prediccS.md[i]<-exp(ce%*%/(inv.sigmamd)%*%previoSSR.md
+tend.est*(1-uno%*%(inv.sigmamd)%*%ce))
valorSC.md([i]<-(valorSS.md[i]*predicc.md[i]) / (prediccS.md[i]*M)
}
datosSC.md<-cbind(stS,valorSC.md)
guiPlot("Filled Contour", DataSet="datosSC.md")
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