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Nous voynos par expérience qu' entre ssprits
egaux et toutes chosses pareilles, celni qui a de
la Géométrie l'emporte et acquiert une vignenr
toute nouvelle.
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CAPITULO 1

HISTORIA DI LOS METODOS GRAFTUOS

SIUTMARIO —Necesidad de los graficos. —Primeros trabajos.— Historin
del Célenlo estatico. —Historia del Calenlo dindmico, —Historia de
las representaciones graficas.

295.  Las construcciones grificas tienen la ventaja de dar
forma sensible & la magnitud de las cantidades, poniendo de
manifiesto las relaciones que existen entre las de los datos y
las de los resultados; por ofra parte la resolueién grifica de
los problemas presenta el inconveniente de no ser exacta,
pues los ervores que se cometen dependen de la apreeiacidn
de los instrumentos y de la vista del ealenlador. Por lo tanto
desde tiempo inmemorial se ha comprendido la necesidad de
resolver las dos cuestiones; representacidn grifica de los pro-
blemas analiticos y resolucién analitica de los problemas grii-
ficos. En una palabra: un problema no puede considerarse
complebo si & su andlisis no le acompa su sintesis 6 si 4 su
sintesis no le sigue su andilisis, y como el algoritmo del and-
lisis es el cilculo, y el de la sintesis la figura, de agni se
sigue la necesidad de poder pasar de uno & ofro de estos al-
goritmos.

296. No puede precisarse la época de las primeras tenta-
tivas sobre la resolucidn de dichas cuestiones solo sabemos
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que Bnelides, Entocius, Diofanto, Arqnimedes, Brahmegnta,
Bhascara, Mohamed ben Muza, Abul-Vefi, Alkarkhi, Omar,
etc. resolvieron algunos casos particulares, asi como, poste-
riormente, Leonardo de Pisa, Tartaghia y Cardano. Galileo
halla el drea de la cicloide por el procedimiento del peso;
pero esta aplicacién de planimetria mecanics quedd en ol-
vido hasta 1714 en que Marinoni la presentd como suya, ha-
biéndolo usado también el inglés Young para evaluar la ex-
tensién de las divisiones territoriales de Francia. En 1537,
Pedro Apian propone un procedimiento de multiplicaeidn
grafica, el cual es corregido y modificado por Neper. Bassan-
tin en 1557 es el primero que representa los desniveles por
curvas de nivel y Descartes (1p96-1650) establece los fun-
damentos de la nueva eiencia Hamada (teometria Analitica,
tomando estos trabajos una nueva fase y separdndosa defini-
tivamente de la (feometria Analitica propiamente dicha, que
entra en su estado definitivo ¢ perfecto, el Céalewlo grdfico
que debe al mismo Descartes, 4 Fermat y 4 Newton pasar al
periodo evolutivo. i

297. Al mismo tiempo que Descartes fundaba la Geome-
tria Analitica, Neper (1550-1617) inventaba los logaritmos
(euyas tablas publicd en 1614) influyendo podeérosamente en
ol desaitollo de las ciencias matemdticas por sus grandes
aplicaciones pricticas. Desde este momento pueden distin-
guirse claramente en el Cileulo grifico tres ramas principa-
les que tienen por objeto: la Representacion grifica de las
funciones, el Cileuln estitico 6 sea aquel en que los ele-
mentos carecen de movimientt independiente, y el Cdloulo
dindmico 6 sea aquet en que cada uno de los elementos com-
ponentes tiene movimiento propio. Para su mejor compren-
gién haremos la historia de estas ramas en el orden siguien-
te: Caleulo estitico, Clenlo dindmico y Representacion grd-
fica.

908, (sunter (1581—1626) inventa la Regla de edlewlo,
modificada después por Vingate .(1593--1656) que adopta
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dos reglas moviles yustapuestas y por Seth Partridge que hi-
20 construir 4 Haynes las escalas de tres reglas, tales que una
de ellas se deslizaba entre las otras dos que esfaban unidas
por sus extremos. Oughfred (1574~ 1660) establece las gra-
duaciones de las reglas de Vingate sobre dos cirenlos concén-
firicos con dos indices maviles, cuyo aparato es modificado en
1876 por Biler que suprime los indices y hace movible alre-
dedor de su cenfro al cireuln interior, Milburne, en 1650,
traza las divisiones de la regla sobre una curva que parece ser
la hélice, cuya idea dd origen en 1878 4 la Spirval slide rule
de Fuller. Clairant, en 1727, inventa un disco de cartdn que
sirve para varios cdleulos; Camis, en 1761, construye otro
aparato para medir el tonelage de los navios, llegando 4 fe-
ner tal importancia estos instrumentos de edlenlo que la re-
gla logaritmica es aceptada en Inglaterra desde fines del si-
glo pasado por el comercio y la industria, haciéndose su nso
popular. En Frauneia Ia ley de 18 germinal del afio I1I esta-
blece que en lugar de las tablas de equivalencias entre las an-
tiguas y nuevas medidas que habian sido ordenadas por el de-
creto de 8 de Mayo de 1790, sean determinadas por escalas
graficas, para apreciar estas relaciones sin ningin cdleulo.
lista disposicién da origen & la Awritmética lineal de Pou-
chet (1795) y al cuadrante logaritmico de Leblon (1799);
pero el uso de la regla de eileulo no se hizo general en Fran-
cia hasta que fué importada por M. Jomard en 1815; en Aus-
fria hasta 1840, merced 4 los trabajos de Adam-Burg y Schulz
von Stragsnieki; en Ifalia algunos afios mds tarde merced &
los trabajos de Sella, y en Ispafia, aunque pedida en muchos
programas oficiales y aunque al Sr. Ruiz Amado se le debe la
coustruceion de un cireulo logaritmico, su uso no es todavia
general ni mucho menos. Las dependencias de la Adminis-
tracién piiblica, con pocas excepeiones, han rechazado siste-
miticamente todos los adelantos modernos que facilitan y
simplifican los edleulos. La Spiral slide rule ¢ un aparato
andlogo, que nosotros designaremos bajo el nombre de cilin-
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dro de edleulo, seria muy til e casi todas las olicinas del
Ijstado (1).

999. Tl establecimiento en Hrancia del Catastro, frijo
consigo Ja necesidad del calenlo mecanico de las dreas. Kl
procedimiento de Galileo no podia ser aceptado y se inventa-
ron varios sistemas: el de transformacin, el de la cuadricu-
a6 red de calewlar, debido & d’Hogrefe, el de Riganx, @l
poligondmetro de Hennon y lag ruedas swmatorias; hasta que
en 1824 Gionnella construye el primer planimetro octogonal.
Docos anos despuds Coriolis (1529) construye su dinamome-
tro registrador, Poncelet in venta su mdquina de tntegrary
Lalanue (1840) propone su Aritmoplanimetro. Finalmente,
o 1806 Amsler constraye sn planinetro polar que con ¢l de
Starke (llamado también de Vethi y Starke) son hoy los més
usados. Bl Instituto (eogrifico y Istadistico fué en Tspana
ano de los primeros centros por quien fueron adopbados.

300, Bl edleulo dindmico no ha podido desarrollarse has-
ta la época presente en que ol cileulo estatico ha adquirido el
auficiente desarrollo. Sus fundamentos corresponden & la Me-
ednica, y aqui nos limitaremos decir que su teoria general
consiste en una combinacién de indices con reglas 6 ruedas
numeradas que se mueven automiticamente por medio de di-
Versos engranajes.

301. Desde 1769 en que Francesco Luino indica el me-
dio de vepresentar grificamente el estado cientifico de cada
siglo, extendiendo asi el nso de las curvas i la representacion
de los datos numéricos resultado de la observacion, las repre-
sentaciones graficas de las funciones adquieren una gran it~
portancia. Playfair publica en 1789 sus Cuadros de Arit-
mética lineal, del comercio, de la hacienda y de la deudd
nacional de Inglaterrva, en la cual presenta dos didgramas so-

(L) El cilindro de edleulo podria tener un padio de 070755, lo (que
dfi para la civcunferencia una longitud de 199, mm H; siendo el paso de
la hélice de 0,701 y constando de 30 pasos, la longitud total de la linea
seria de 15 m., la altnra del cilindro do 0,732 v la apreciacion de o
cifras.
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bre la deuda y el halance de la importacién y exportacién.
Cassini en 1721 publica un Cuadro grifico de la diveccion
de la aguja emanada y Penchet en 1795 su Aritmética Ti-
neal. En el siglo actual se multiplican estos trabajos, siendo
los principales los de Frissard, Layton Cooke, Playfair (1ile-
mentos de Estadistica 1801), Pfeiffer (Tablas grificas repre-
sentando diversos resnltados de la observacion 1820), Tarbé
(Curva del célera de 1832), Minard (inventor del cartogra-
ma i@ bandas), Klose, ete. Quetelet, 4 quien tanto debe la
listadistica, extiende su uso en Bélgica, adoptando las coor-
denadas polares. La idea emifida por Penchet de representar
las funciones de dos variables por curvas de igual elemento,
es seguida por D' Obenbeim (1814), Piobert (1825) que ha-
ce uso de las superficies topogrificas para tradueir grifica-
mente los resultados de las observaciones, Terquem (1830)
que hace observar que la representacion grifiea de las funcio-
nes de dos variables puede ser identificada 4 la representa-
cion plana de una superficie topografica por las proyecciones
de sus curvas de nivel y por Lalanne (1843) que inventa el
prineipio de gnwmorfismo y lo generaliza & la Estadistica
(Mewmaive sur lo vepresentation graphigue des Tableawa
metereologiques et des lois naturelles en general). Fn los (il-
timos afios Lallemand, ingeniero de minas, inventa los ab-
cos exagonales y el uso del papel transparente; Mauricio
4° Ocagne da un procedimiento nuevo de edlealo gratico
(1884): Bertillon publica, acompanada de grificos, su Demo-
yrafia figurada de Francia; Reclus su Geografia Univer-
sal; ¢l Ministerio de Trabajos piiblicos de Francia (1878)
L Albun de Statistique graphigue; Ficker en 1860 inven-
ta los cartogramas de tintas graduadas; Zamer los sterco-
gramas; Mayr su Método geogrifico y, finalmente, M. Cheys-
son, Presidente de la Sociedad de Estadistica de Paris, publi-
¢d en 1887 un nueyo método para hacer comparables diver-
§08 cartégramas do una misma série. Respecto 4 Espana, po-
cos trabajos de esta clase se han ejecutado; pero entre ellos
b=
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podemos citar las Tablas de mortalidad referentes al perio-
Jo de 1861-70, caleuladas grificamente por al Sr. Merino y
publicadas por el [nstituto Greogrifico y Estadistico ¥ las
Curvas de mortalidad por edades referentes . Espaia y @
Mudrid que, como tinico grafico, figura en la obra publicada
por el mismo centro con ol titulo de Movimiento de la po-
blacion de Espaiia en el septento de 1886-92. Lintre los tra-
hajos particulares son dignos de especial mencién, los publi-
cados por el individuo del Cuerpo de Estadistica D. Isidoro
(tarrido en el «Almanaque Bailly-Bailliere» y los que suelen
aparecer en el periédico Alrededor del Mundo.



CAPITULO N

REPRESENTACION GRAFICA DB LAS PUNCIONES

SUMARIO.—Determinaciin analitica del punto.—Idem del dngulo, —
“ent de la linea. — Representacion grifica de las funciones de dos
variables. —Determinacién analitica de las superficies.— Represen-
tacion grdfiea de las funeiones de tres variables.

302, Para la mejor comprension de las representaciones
grificas, empezaremos por algunas nociones de Geometria
Analitica, exponiendo la manera de expresar aneliticamente
las figuras y sus elementos, lineas, puntos y dngulos y reci-
procamente de representar graficamente las funciones.

303. Punto.—Todo punto puede considerarse formando
parte de una lines, de un plano ¢ de una superficie.

Determinacion de un punto sobre wna linea.—Sea el
M colocado sobre la linea xx’, (fig. 1.%) quedard determinado
cuando conozeamos su distancia @ un punto fijo O y la direc-
cién en que deba tomarse. La distancia OM se representa
por su medida, y la direccién, & derecha ¢ izquierda, por los
signos - y — segiin nos eusefia el Algebra. Se ha conveni-
do en tomar como posifivas las magnitudes contadas de iz-
(quierda 4 derecha y por lo tanto serin wvegativas las conta-
das en sentido opuesto. A la magnitud OM se le llama
abeisw del punto M y al punto O origen de lus abeisas, 1n
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punto sobre una recta se representa por M (x==m). Admi-
tiendo el convenio de los signos, Ia distaucia MM’ puede
siempre ser represenfada por X'—x eunlquiera que sean las
posiciones relativas de los tres puntos M, M y 0. En efecto,
suponiendo contadas las distancias desde otro origen O’ si-
tuado 4 la izquierda de O y bastante lejano para que todos
los valores, con relacién i 61, sean positivos, se tiene que
las distancias de O, M y M’ 4 0" seran
0'0=+a O'M=+X=-a-+}(x) QM =4+-X'=+F0-+(x)
La distancia MM’ estari siempre representada por N'—X,
(teniendo en cuenfa que M'M=—MM) y por lo tanto
MM'=--a-}(ax")—a—(x)}=x"—X

Determinacion de un punto sobre un plano.—Sea el
punto M; si trazamos un eje xx' y por medio de una veeta
MP, en direccién determinada, hallamos el punto P, (fig. 2)
(que segiin sabemos podrd fijarse sobre el eje xx’ por medio
de su abeisa x) este no determinard el punto M del espacio
sino solamente la reeta PM; pero si por el punto O supone-
mos trazados dos ejes xx' &' yy', ¥ por el punto M las para-
lelas 4 eada uno, hallaremos asi dos puntos P y Q que deter-
minan por completo el punto M; pues trazando por P una
paralela 2’ yy' y por Q una a’ xx’ su punto de interseccién
serd M. Para fijar los puntos () sobre el eje yy' se considera-
ran como positivas las cantidades contadas de O haeia arri-
ba y negativas las contadas en senbido contrario, A las mag-
nitudes contadas sobre el eje yy' se les llama ordenadas y
se representan por la letra y, asi como las contadas sobre xx’
se representan por la letra x. A la abeisa y ordenada de un
punto se le Naman sus coordenadas. Bs facil ver que por
medio de los signos de las coordenadas queda determinado el
angulo en que estd situado el punto dado. Un punto sohre un
plano se representa analiticamente por la expresion

Mx—=m, y—=t1):
A estas coordenadas se les Hama rectilinens. Bl dngelo
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de Tos ¢jes puede ser cualquiera; cuando es recto, las coorde-
nadas se laman rectangulares.

Determinacion de un punto en el espacio.—Para deter-
minar un punto M del espacio no son bastantes las dos eo-
ordenadas xe y que solo nos determinan el pie de Ia proyec-
tante Mm, (fig. 3) y ha sido necesario hacer uso de un nueyo
eje zz' que pase también por el origen O y sobre el cual se
cuentan las coordenadas z. Dadas las tres coordenadas O B
0Qy OR queda determinado el punto M, pues trazando por
cada uno de los P, Q y R planos paralelos i los otros dos ejes
se cortaran en un punto M que es el buscado. Bl dngulo en que
se halla M se determinard por los signos de sus coordenadas.
il algoritmo de un punto del espacio serd

M(x=zE£m, y==tn, z==kp).

304. Axcuno,—En Geometria el dngulo se determina
por medio de su arco correspondiente, pero aqui no podemos
determinarlo lo mismo; pues si tomamos para unidad el ar-
co, introducimos en las formulas magnitudes heterogéneas
con las coordenadas rectilineas, y si tomamos por unidad la
linea recta serd preciso rectificar el areo, operacién larga y
nunea exacta. Asi, pues, se ha pensado en buscar ciertas li-
neas rectas que por si 6 por sus relaciones nos determinen ol
dngulo aunque no lo midan. Sea el dngulo MOX: trazando
perpendiculares & OX (fig. 4) por varios puntos de OM, las
réctas ab, a’h’, a”b¥,..... ob, ob’; ob”,..... 0a, 0a’, oa”..... eada
una por si no determina el dngulo MOX, pues para un mismo
valor del dngulo corresponden infinitos de las lineas y para
un valor de cualquiera de ellas corresponden infinitos del 4n-
gulo; pero observando que los tridngulos oah. oa'h",,.. son se-

: ) , ; oh ob’
mejantes y que por lo fanto las relaciones —, — ... son
oa’ on
ignal i como las ahiesh, il ompren
iguales, asi como g s [y —— il 860 en-
g : o3’ 0a’ " Y OB b P

de la posibilidad de que dichas relaciones determinen el gn-
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gulo, puesto que son constantes para el mismo y variables
para otro cualquiera. Estas relaciones reciben los nombres de
h

ah ob _ a
seno. 1a 2. coseno, la —; tangente, la —.
Wioa) 0a : oh

Las inversas de estas relaciones, que también serdn vons-
tantes, se llaman

04 0d _ ob
cosecante, la —; secante, la — cotangente, la —-
ab ob : ah

Todas estas relaciones se denominan lineas trigonomei-
tricas, aunque mas propiamente debian denominarse relecio-
nes trigonometricas.

Si suponemos trazado por o un gje perpendicular al OX,
los tomamos como ejes coordenados y representamos abre-
viadamente las lineas trigonométricas del dngulo a por sen. a,,
cos. a, tg. a. coses. a, Sec. a, cotg. & podremos establecer que

sen a=y—; cos. :-1:1; b a___.[; COBeE. aa.—.—']i; sec. a:f_-; cotg. a=—

T IS X Y X ¥

Si suponemos que la recta OM gira alrededor del punto
0, dando nna ¢ varias vueltas completas, bien sea en el sen-
tido de X 4 M 6 de M 4 X, volvers i coincidiv con OM, y por
1o tanto sus lineas trigonométricas no variaring podemos es-
tablecer que las léneas trigonométricas de um dangulo no
varian cuando 4 dicho dngulo se le suma 6 se le resta, un
naumero entero cualquiera de circunferencias.

205, Linga.— Las lineas de que se ocupa la Greometria
son verdaderos lugares geométricos de puntos que cumplen
con una 6 varias condiciones, la expresidn analitica de la ley
que une su abeisa, y ordenada es la representacidn de la linea
considerada. Sean, por ejemplo, ias des siguientes:

y

Linea rectt.—Sabemos que la relacién — = constante,
X

Namando 4 dicho valor @ serd y==ax. Si la recta ocupase una
posicién tal como la de la figura 4, que no pasa por o, trazan-
do por dichp punto una paralela se tendri
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Mp=MstiD gz 'b;
wp=ax; Mm==h}

Asi, pues, lu linea recta se representa. por wna ecid-
cion de primer grado con dos incognitas. Si MM fuera pa-
ralela 4 ox, enténces y=c y ax +b=c ¢ lo que es lo mismo
ax=m. Si MM es paralela 4 oy ax=d y y=n.

Oircunferencia.—Suponiendo que los ejes rectangulares
pasen por el centro, un punto cualquiera estda dado por las
coordenadas OP y MP, entre las coales y el ridio r existe la
relacion (fig. 5)

x2 4 }.z____.rz.

Facilmente se comprende que cuando inversamente nosen-
contremos en el cdleulo con una ecuacién tal como y==ax—+b
6 x24y2=r2, la figura representada por ella serd una linea
recta & una circunferencia. La manera de construirlas grafi-
camente se deduce con facilidad, pues no habrd mas que dar
4 x un cierto valor y hallar el correspondiente de y.

Elipse, pardabola é hipérbola.—Estas curvas son también
lugares geométricos, cuyas ecuaciones son casos particulares
de la ecuacidén de segundo grado con dos variables

Ayt By + Ox*4-Dy-+Ex + F=o.

La Geometria analitica (Cortazar) nos demuestra que di-
chas ecuaciones son: la de Ia elipse b2x24a?y®=aZh? la de
la paribola y*=2px, y la de la hipérbola a?y2—h2x2=ab%
Pambién nos enseiia todas las propiedades particulares de es-
tas cuvvas y de sus tangentes, didmetros, cuerdas y asinto-
tas; por lo tanto 4 ella y & la Geometria de posieion de Fa-
varo referimos al lector que desee hacer un estudio detenido
de estas fanciones.

Curva grdfica,—Cuando la curva no es geometrica es
mas diffcil determinar su ecuacidn que se deduce de las con-
diciones que deba camplir; generalmente se supone la eurva
del género parabélico, y se considera representada por la ecua-
cién general

Y=t -, X 42,54 +a, X!
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cuyos coeficientes se determinan por n, al menos, valores par-
ticulares de las variables (Laplace, Traité de Mecanique ce-
leste, t. 1.) (Michal, Methode d’interpolation an moyen des
courbes du genre pavabolique.)

306. REPRESENTACION GHAFICA DI LAS FUNCIONLES DE
DOS VAR1ARLES.—Reciprocamente cuando se tenga una fun-
cidn de dos variables su representacién serd una curva cuya
construeeion se hard tomando & partiv del origen magnitu-
des proporeionales 4 los valores de x, y trazando por su ¢x-
tremo ordenadas proporcionales & los valores de y, las cua-
les nos determinarin una serie de puntos que unides por un
trazo continuo nos dardn la curva representada por la ecua-
cion,

(fuando no se conoce la ley que une & la funcign con su
variable sino que se han hallado experimentaimeute una se-
rie de valores de y, correspondientes 4 otra serie de valores
de x, puede representarse de la misma manera la funcion
desconoeida por medio de una curva en la cual Ias abeisas
sean los valores de x y las ordenadas los de y, d cuyas cur-
vas se denominan grdficas. Esta representacion, ademds de
darnos una idea hastante aproximada de la funciin, nos ofre-
ce la ventaja de poder interpolar con gran facilidad y con
una relativa exactitud.

307. Suvrerricies.— Las superficies geométricas son ver-
daderos lugares geométricos, y por lo tantc su traduceion ana-
litica es sencilla y facil.

Una supetficie se considera definida cuando se eonoce la
posicion ¥ 1a forma de la generatriz para cualgquier punto de
ella. Segiin sabemos, piara engendrar una superficie bastard
conover su generatriz y la ley de generacion; siendo en gene-
ral la generatriz una curva plana, estara representada por una
ecnacion de segundo grado y la ley de generacidn por una
nueva ecunacion, en la enal entrard ofra inedonita; de modo
que la traduceién analifica de una superficie serd una ecua-
eidn de segundo grado con fres variables. Considerando § la

o~
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superlicie como el lugar geométrico de las posiciones de tn
punto del espacio, se deduce también que su expresién serd de
Ja forma f (x, y, 2)=0. El método general seguido para ha-
1lar la ecuacidn de una superficie es suponerla cortada por va-
rios planos paralelos, hallar 1a ecuacién de la curva resultan-
te y la de las variaciones de la indeterminada que se elimi-
na — por el método de sustitucién, y la ecuacion final serd
la de la superficie.

Superficie esférica —Supongamos cortada su superficie
por varios planos paralelos que nos dardn eircunferencias; to-
nemos el centro por origen y por ejes, uno perpendicular § la
direccién de dichos planos y otros dos perpendiculares entre
si y 4 este eje. La ecuacién de una de estas secciones serd
x?-fy?=02 y la ley de la variacién de h estarda dada por la
2 +72—12 de donde x2+y2-+z=1%

Superficie conica de revolucion.—La ecuacién de la sec-
¢ién serd, tomando el centro de Ja base por origen, x*--y*=1®
y la de la variacién de r siendo h Ja altura y a el coeficiente
angular r=az-+1h, de donde x*>-++y*—a%?—2ahz=h? (fig. 6).

Superficie grafieca.—Se buscard su ecuaeién siguiendo el
mismo procedimiento general que ya hemos expuesto, y para
hallar la ecuacién de las secciones se suponen estas proyecla-
das sobre un plano paralelo 4 la direccién comin de los se-
cantes, los cuales, para dar mas regularidad 4 la figura, se
suponen equidistantes,

308. [EPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES DE
TRES VARIABLES,— [istas funciones nos representan siempre
lineas G superficies en el espacio, y la manera de determinar-
las es dar valores 4 una de las variables y formar la linea
(ue representen las otras dos; esto equivale & ir trazando pla-
1os paralelos y hallar sus intersecciones con la superficie.

Sea f (x, y, 2)=o0, la ecuacién x*4y?+422=1", dando 4
7 el yalor m se tiene x*--y?—n? que nos representa una cir-
cunferencia; haciendo y=p, x2+z2=q% lo cual nos dice que

.,,;-“{;iiﬂ RRS]

las seceipnes perpendiculares al eje y las que pasan po}y’d’-
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son cirennferencia, la superficie serd una esfera. Si la ecua-
cién fusse tal como la x2-+y*—a2z®—2ahz=h? haciendo
7—0 se tiene x2-4-y2=h2, lo cual nos dice que las seceiones
perpendiculares al eje son circunferencias; haciendo x=0;y°=
(az-+h)? de donde y=az-+h, luego las seceiones que. pasan
por el eje son lineas rectas.

No siempre es ficil deducir la eurva por la ecuacidn obfe-
nida, sino que es preciso constrairla é ir haciendo lo mismo
con cada seccion. Si suponemos hechas todas estas construc-
ciones sobre el plano x, y, y despuds, trasladada cada una de
o las 4 la albura 6 distancia z, 4 que se encuentra, quedard
asi determinada la superficie. Este procedimiento se conoce
con el nombre de Sistema de planos 4 cotados.

Al plano sobre el cual se hacen las construceiones se 1la-
ma plano de comparacion, cota i la medida de la proyectan-
te de un punto, desnivel & diferencia de mivel entre dos pnn-
tos 4 la diferencia de sus cotas y pendiente de ung 1ecta a
la relacidn de su desnivel 4 la longitud desu proyeccién. La
pendiente de nn plano se mide, como ya sabemos, por la de
su linea de mdzima pendiente. Si una superficie la supone-
mos cortada por planos paralelos al de comparacidn y equi-
distantes enfre si, las proyeceiones de las curvas inferseceio-
nes estaran formadas por puntos de.igual cota y los desnive-
les de una 4 obra serdn constantes. Generalmente las cotas
se eseriben al lado de las proyecciones y por medio de ellas
pueden disbinguirse las diversas ‘curvas. Podemos, pues, &s-
tablecer que toda funcion de tres variables puede ser repre-
sentudn graficamente por medio de curvas de nivel lo mis-
o que wia superficie topograficw (fig. 7.)




CAPITULO 1l

NOCIONES DE UATCULO GRATICO

SUMARIO.—Suma, rvesta, multiplicacion, division, elevacidn & poten:
eias y extraceion de raices por medio de lineas.—Suma, resta, mul-
tiplicacion y division de superficies.—Transformacion de dreas li-
mitadas por lineas curvas.

309. La gran importancia que hoy tienen los métodos
grificos de caleulo y el uso yentajosisimo que de ellos puede
hacer 1a Estadistica en determinados casos, nos obliga 4 ex-
poner algunas nociones sobre los fundamentos del Cdleulo
grdfico, y 4 ocuparncs dela deseripeidn y uso de los diferen-
tes aparatos ¢ instrumentos que pueden ser adoptados para
los que ejecutan dicha ciencia.

Sabiendo ya por el Algebra que si una magnitud es sus-
ceptible de.ser tomada en dos sentidos opuestos, debe de es-
tar afectada de signos confrarios, segiin favorezea 6 se opon-
gn al resultado del problema, se deduce que si sobre una rec-
ta se toma un punto o como origen (fig. 1) y se determina el
sentido de las rectas positivas, las negativas deben ser fomu-
das en sentido contrario.

310.  Swme y restu—Tomando una longitud arbitraria
por aidad y representando cada sumando por un segmento de
recta, la suma de varias cantidades se hallard agregando & la
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primera an el sentido que deba tomanse, cada una de las de-
mis. Asi, a+b+(—c)-Fd--(—e) serd (fig. §) el segmento
0A. Dos segmentos paralelos, iguales y dirigidos en el mis-
mo sentido se llaman equipolentes. Silos segmentos no tie-
nen todos la misma direceidn, su suma serd un contorno po-
ligonal abierto. Uniendo el punto O con el F tendremos (fi-
gura Y) que

OA-+AB+BCHCD+DEER +FO=0
de donde
0A-AB+BC+CD4-DE4EF=—F0=0F
por lo tanto OF es la suma pedida.

Como restar no es otra eosa que, sumar al minuendo los
términos del sustraendo con signo contrario, se deduce que la
operacion se yerificard de una manera aniloga 4 la suma.

311  Multiplicacion.—Si prescindimos de la posicion
relativa de la reefa producto y sdélo queremos su valor abso-
luto, no habra mas que tomar una longitud arbitraria por uni-
dad y los factores estardn representados por las rectas M y m
y el producto serd la enarta proporcional @ dichas magnitu-
des. Ein efecto, segin la definicién, el producto ha de ser con
respecto al multiplicando lo que el multiplicador es con res-
pecto 4 Ja unidad; por lo tanto, la férmula de esfa operacion
serd

— de donde P=M-.
M n n

La (veometria nos dd varios medios pava construir enar-
tas proporcionales, siendo los prineipales el del angulo (figu-
ra 10) y el de las rectas antiparalelas (fig. 11).

312, También puede resolverse esta operacién mis sen-
cillamente, fundindose en otras consideraciones. Adoptemos
una longitud cualquiera por unidad y tomemos sobre una rec-
ta, & partir del origen, magnitudes iguales 4 los logaritmos de
los niimeros enteros y levantemos por dichos puntos ordena-
das, que medidas con una unidad escogida, tengan nna longi-



21
tud igual & dichos nimeros. Toda operacidn ejecutada con las
ordenadas, queda reducida en un grado, si se ejecuta con las
abeisas. Asi, el producto de dos ordenadas puede ser determi-
nado fambién por la abeisa snma de lag dos que nog dan.
Alora, como las ordenadas sdlo nos sirven para representar
los niimerog, pueden suprimirse escribiendo su valor al final
de su abeisa y suprimiendo el niimero que representa el ya-
lor de cada abeisa (puesto que conocida la unidad adoptada
podremos hallar dichos valores siempre que se necesiten con
solo medirlas); sumando las abeisas el nimero que figure en
la suma serd el producto de las cantidades consideradas. Si
sohre dos rectas ejecutamos estas operaciones, podremos ha-
ar ficilmente la suma de dichas abeisas por medio de una
sencilla operacién mecinica. Este es el fundamento de la Re-
gla de edlewlo y de los demds aparatos andlogos, como el Cir-
culo de caleulo y el Cilindro caleulador.

313. Supongamos ahora que tenemos trazado un dngulo
de 120° y su bisectriz (fig. 12), la proyecciou de una recta
cnalquiera AB sobre dicha bisectriz es igual 4 Ia suma de sus
proyeceiones sobre los lades del dngulo. En efecto, lamando
x al dngulo que forma la recta con la bisectriz v d 4 su lon-
gitud, su proyeccion a’b" sera igual & d cos. x; con los lados
del dngulo formard la recta A B los dngulos x+60° y x—60°,
y por lo tanto sus proyecciones serdn ab=d cos. (60-4x) y
i b'=d cos. (x—60°), que sumadas dan d (cos. 60+cos. x—
sen. 60 sen. x)+d(eos. x cos. 60 +sen. x sen 60=d 2 cos. 60
c0s. x=d 2 cos. x gen. 30°=d cos. x. Asi, pues, si sobre los
dos lados y la bisectriz del angulo considerado, marcamos ta-
blas grificas de logaritmos, tomando sobre los lados los de
los factores, la proyeceién de la recta que determinen sobre la
bisectriz serd ei del productc. Sobre este principio estdn fun-
dados los abacos evagonales de M. Lallemand que son lus
mds sencillos y practicos. La propiedad de que gozan las tan-
gentes 4 la pardbola es el fundamento de ofros abacos muy
importantes también por sus aplicaciones. como después ve-
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remos. Esta propiedad se enuncia diciendo que dos tangentes
@ la pardbola son divididas por todas las atras en segmen-
tos proporcionales, cuyo principio demuestra ficilmente la
(tcometria e posieidn.

314. Si se quiere también atender & la posicion de la rec-
ta producto, es preciso que se nos den las del multiplicando
y multiplicador v enténees, segin la definicién, trazariamos
una recta que formase con el multiplicando un dngule igual
al que el multiplicador forma con la unidad positiva, lleva-
riamos el multiplicador sobre la recta producto y la unidad
sobre el multiplicando, resolviéndose el problema por medio
de una cuarta proporcional, segin se vé facilmente en la fi-
aura 13.

315. Division grdifica.—Siendo una operacién confraria
4 la multiplicacién, ficilmente puede deducirse la manera de
efectuarla.

318. Elevacion d potencias.—No habrd mds que repefir
las eonstrucciones hechas para la multiplicacién tantas veces
como unidades menos una tenga el grado de la potencia. Pa-
ra simplificar las construcciones, puede tomarse como multi-
plicador la potencia obtenida y el producto se tendrd sobre
el ofro lado del dngulo y se determinard asi la potencia tra-
zando tantas rectas paralelas y anfiparalelas como unidades
tiene el grado de la pofencia que se pide (7ig. 14).

El li.

ol=1 oa—a/0a*=a® oat==a? va2=—a.a,
At

aé | ad Spemin

a— ——d d"—a"% a.....

8=

317. Si se quisiera tener también la posicién relativa de
la recta potencia no habria més que considerar desdoblada la
figura construida anteriormente, es decir, colocados unos a
conbinuacidn de otros los tridangulos semejantes que se forman
y obtendriamos asi un conforno poligonal cuyo limite, ha-
ciendo decrecer el dngulo que forman las rectas consecuti-
vas, serfa una curva espiral llamada logaritmica porque sus
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radios crecen en progresion geomstrica y sus arcos en progre-
sién aritmética correspondiéndose 1 y o (fig. 19)-

818,  Ertraccion de raices.—Trazada la espiral logarit-
mica la extraceién de raices es sencillisima. Fijada la magni-
tud de la unidad, se toman ambas rectas sobre la espiral. el
angulo que forman se divide en m partes iguales, y trazando
una recta que forme con la unidad nn dngulo igual & dicha
emésima parte esa serd la raiz pedida. La divisién de un ar-
co en m partes iguales es problema dificil que §dlo puede re-
solverse por tanteos; para evitarlos se sigue el procedimien-
to signiente: se construye la espiral llamada de Arquimedes,
en la cual los radios y los arcos crecen en progresidn arifme-
tica (que es la conocida general mente) se toman sobre ella
dos radios que formen un dngulo igual al que comprenden la
recta dada 1' y la unidad 1 sobre la espiral logaribmica, y por

.

1
medio de la relacién 1—m——:u determinaremos la longitud «

del radio que forme con 1 un dngulo, cuyo areo sea ignal 4 la
emeésima parte del que se considera, el cual tomado sobre di-
cha espiral logaritmica nos determinard la longitud de la
vaiz emésima de la recta dada. Sobre este principio estd fin-
dado el aparato conocido con el nombre de (falibo 6 planti-
Ha de Steiner.

319. Vamos ahora & ver la manera cdmo se cjecutan las
cuabro primeras operaciones con las superficies. Ta Gteometria
nos ensefia & transformar un tridngulo en otro de una altura
dada, un poligono en un tridnguio pquivalente ¢ en un cua-
drado; por lo tanto podemos suponer todas las superficies que
s nos dan convertidas bien en tridngulos equivalentes de la
misma altura ¢ en cuadrados equivaleates.

320. Swuma 1 resta.—-Para hallar el lado del cuadrado,
equivalente 4 la suma de otros varios, bastara ir construyen-
do tridngulos rectdngulos cuyos catetos sean los lados de los
cuadrados considerados y la hipotenusa del iltimo serd el la-
do del que se husca. Sea, por ejemplo, 2=a2}-b24-c*+d2,
tendremos (fig. 16) y*=a®4-b% 2=y? 4% =202
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Para determinar la diferencia x*=a2--h*—c®, construi-
remos (fig. 17) y*=a*—b? x*=y*—c=.

Si las figuras son tridngulos de la misma altura. se ten-
drd (fig. 18) ABC=ABa +aBb+bBe 4 ¢BC sin mas que to-
mar una base AC=Aa-+ab +bhe+ ¢Cy construir un tridngu-
lo de la miswa aitura de los dados.

321.  Multiplicacion.— Propongamonos hallar el lado x
de un cuadrado cuya drea sea igual i n veces la de otro, a%;
segtin lo dicho, formaremos un fridngulo rectdngulo isdsceles
cuyo cateto sea a, la hipotenusa serd el lado del euadrado cu-
ya drea sea 2a% sobre ella como cateto y siendo el ofro igual
4 a, construyamos ofro tridngulo rectingulo cuya hipotenusa
serd el lado del cuadrado cuya drea sea igual d 3a®, y asi su-
cesivamente hasta llegar 4 uno en que se verifique la rela-
cién x2=na? (fig. 19).

Si la figura fuese un triingulo no habria mds que cons-
truir uno eon la misma altura y cuya base sea n veces la del
dado (fig. 20).

322, Diwision.— Dividir un tridngulo en n partes igna-
Jes: no habrd més que dividir su base en n partes y unir el
vértice con cada una (fig. 20).

3238. Transformacion de drens limitadas por lineas
curves.—Hsta transformacién se hace siguiendo el procedi-
miento general de suponer la curva formada por elementos
lineales infinitamente pequenos de modo que su perimetro se
confunda sensiblemente con la carva; de aqui se deduce que
esta transformacion no sera nunca exacta; pero sera tanto mis
aproximada cuanto menores sean dichos elementos lineales.
El poligono resultante puede reducirse i un tridangulo ¢ rec-
tangulo de base determinada. (A los lectores que deseen pro-
fundizar esta teoria recomendamos la obra de Favaro tradu-
cida por Tervier Lecons de Statique (iraphique.— Deusieme
partie. Calenl Graphique. Ganthier.—Villars, Paris.)



CAPITULO 1V

INSTRUMBENTOS DB CALCULO GRARICO

SUMARIO. —Deseripeion y uso de la regla de Richer.—Descripeion y
itso del eilindro de Fuller,.—Deseripeion y uso del abaco 6 conbador
wiversal de Lalanne,—Abaco de M. de Lallemand.—Teoria gene-
pal de los planimetros.—Descripeion y teoria del planimetro de
Amsler.—Descripeion y teoria del planimetro de Wetli,—Aritmo-
mebros.— Aritmozrafo de Troncet,—Clasificadores estadisticos de
contadores antomalicos.

424, (on el objeto de facilitar las operaciones graficas
se han construido aparatos mds ¢ menos complicados que nos
las resuelven, generalmente, dentro de un cierto limite de
ertor. Bxaminaremos en este capitulo los prineipales, que son:
La regla de edlealo de Richer; el cilindro de cileulo de Fu-
1ers el abaco de Lalanne y el de Lallemand; los planimebros
de Amsler y de Wetli; los aritmémetros de Thomas y de Ed-
modson: el aritmégrafo de Troncet, y los clasificadores esta-
disticos de contadores automaticos.

395, REGLA DE cALcurno DE RicHER.—Es una regla de
madera 6 metal de 40 cm. de largo por 33 mm. de ancho y
10 mm. de grueso, en ¢uyo centro tiene un rebajo longitudi-
nal donde se aloja ofra vegla, mis estrecha y menos gruesa,
Hamada reglille. La reglilla tiene grabada en el canto infe-
rior de una de sus caras uua tabla grifica de logaritmos, idén-

4
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tica & las dos que 1leva la regla en los dos bordes del rebajo
de que antes hemos hublado, y en el canto superior ligu-
ran los logaritmos de los senos de los arcos decimales de 0 i
100°. En la otra cara lleva tres esealas, una en el canto su-
perior que es una tabla grifica de los logaritmos de las tan-
gentes de los arcos decimales de 0% 4 50° y dos en el canto
inferior que son uwa escala de partes iguales y una fabla de
los logaritmos de los sen.® repetida en sentido contrario.

La escala de parfes iguales es la que sirve para la cons-
fruecidn de las tablas grificas de logaritmos grabadas en la
regla y reglilla. Su longitud es de 200 mm., hallindose divi-
dida en 500 partes iguales, cada nna de las enales vale 0,4
milimetros, y como siempre puede apreciarse la mitad del in-
térvalo, resulta que dicha escala puede considerarse dividida
en 1.000 partes. Después y valiéndonos de una tabla de lo-
garitmos se van fomando sobre la vegla longitudes de fantad
partes de la escala como milésimas tiene la mantisa del lo-
garitmo de cada niimero y colocando dicho nimero en el lu-
gar correspondiente. Como las diferencias de los logaritmos
de dos nimeros consecutivos disminuyen & medida que cre-
cen dichos nameros, al llegar al de 200 (que en la regla es-
td numerado 20) las senales se hallan demasiado préximas y
para que puedan distinguirse sdlo se marcan las mantisas de
los logaritmos de los ntimercs pares y las divisiones de 200
a 400 corresponden 4 los niimeros 202, 204,....; pero este in-
térvalo vuelve 4 resultar pequenio & partir del 400 y se vuel-
ve por lo tanto 4 agrandar la diferencia marcando sdlo los
nitmeros 405, 410, £15..... hasta 1.000.

La longitud de la regla es de dos unidades para poder
apreciar la mantisa del logaritmo de la suma de los de los
factores, pues aunque la de cada uno sea menor que la unidad
su stima puede valer mis de una.

326. Uso.—Los dos problemas dado wn namero hallar
su logaritmo y- veciprocamente se resolverin con gran faci-
lidad, teniendo en cuenta la construccién de la regla; pues
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bastard hacer coincidir los origenes de la regla y la escala y
apreciar el nimero de partes de esta (ltima que comprende
la longitud dada ¢ bien el nimero que hay en la regla en-
frente del nimero de milésimas de la mantisa del logaritmo,
tomadas sobre la escala.

La multiplicacién se resuelve tomando uno de los facto-
res sobre la regla y el otro sobre la tabla de la reglilla, ha-
ciendo coineidir el primero con el origen de la tabla de la re-
glilla y el niimero que en la regla esté enfrente de este fac-
tor serd el producto. Lo que nos queda por determinar es el
nimero de cifras del producto, y para ello supongamos que n
y n’ sean los niimeros de cifras de los factores; se tendrd que
log. N=(n—1), m; log. N'=(n'—1), m’; y log. NNX'=
n—1-tn'—1-+40,m+0,m’=(n4n"—2) 4 (0,;04-0,m°). Si
0,m--0,m’ es mayor que 1, (en cuyo caso los factores se ha-
lan 4 diferente lado del 100) log. N.N'=(n—+4-n'—1)+0,....
y si O,m~o,m’ es menor que 1, (en cuyo easo los dos factores
se hallan al mismo lado del 100) log. N.N'=(n—+n"—2)-+0...
Asi, pues, en e} primer caso el niwero de cifras del prodne-
to serd n-fn' y en el segundo n--n’—1.

Ta divisién se efectiia tomando el dividendo sobre la re-
ola y el divisor sobre la reglilla, haciendo coineidir sus ex-
tremos y buseando sobre la regla el nitmero que corresponde
al 10 de la reglilla. Bl niimero de cifras del cociente serd,
Hamando u, al nimero de cifras del dividendo, n=n,—n'4-1
cuando el dividendo y el divisor estén al mismo lado del 100
y n=n,—n’ cuando estén 4 distinto lado.

La elevacion & potencias y extraccion de raices se ejecu-
tan 1o mismo (ue por medio de las tablas de logaritmos, ofre-
ciendo en ellas la regla poca ventajay un grande error,

También puede emplearse la regla con gran ventaja pa-
ra hallar enartas proporcionales y para la resolucidn de las
ecuaciones de secundo grado. En el primer caso ficilmente se
deduce la manera de operar sabiendo que es preciso resolver
4 la vez una maltiplicacién y una divisiéo; en el segundo
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basta poner la ecuacidn bajo la forma X(X~-p)=—( para su-
her que se busean dos ndmeros que, dando —q de producto,
se diferencien en p unidades.

3927, Limite de aprozimacién.—Por lo que acabamos de
ver, el ervor cometido en el eileulo de nn logaritmo es infe-
rior & media milésima, y que en la deferminacién de un ni-
mero por su logaritmo no se puede eontar con mis de bres ci-
fras exactas. BEn un producto ¢ cociente sélo se puede contar
también con tres cifras 4 lo mis. Bstos ervores hacen que la
regla no sea aplicable & muchos cilenlos de los que se efie-
tian en lag oficinas de Bstadistica y que en la generalidad de
los casos pueda ser sustituida por los abacos.

La gran analogia que existe entre la regla de cileulo y el
cirenlo de calenlo nos dispensa de ocuparnos de este ltimo.

398, (maINpro pE cAncuno pE Funner.—(Spiral slide
rule, equivalent fo a straight slide rule 83 feet 4 inches long,
or, a eirenlar rule 13 feet 3 inches in diameter, George Fu-
ller M. Inst, C. . profesor of tngineering in the Queen’s
University, Ireland. London, 1878) (fig. 21). Se compone de
un cilindro A con nn mango B que enfra i frotamiento sua-
ve en ofro cilindro O de tal manera que este tltimo puede
tener con facilidad los dos movimientos de giro alrededor de
su eje y de traslacién. Unido al reborde a del eilindro A se
halla un indice fijo b y un saliente ¢ que se corresponde con
otro ¢’ del eilindro C. Dicho cilindro C lleva grabada una es-
piral de 12 m. 70 de longitud, equivaliendo por lo tanto i
una regla de 25 m. 40 o' 6 un circulo de 4 m. 038 de did-
metro. in el interior del cilindro A y por el extremo opues-
to & su mango B enchufa ofro cilindro D en cuyo reborde ¢
saliente d se hallan sujetos dos indices movibles con ¢l que
tiene los dos movimientos de rotacion y longitudinal. La dis-
fancia entre los indices e y f es igual 4 la parte de generi-
friz del cilindro comprendida entre el origen de la espiral y
su extremidad. La varilla del indice e lleva una escala lineal
m y el cilindro C ofra circularn en sn parte superior.



28

Siendo la espiral de 12 m. 70 y suponiéndola dividida en
10.000 partes, eada una valdrd 1 mm. 27, luego los logarit-
mos de los niimeros podrin muy bien ser apreciados con un
ervor menor que dos unidades del quinto orden decimal que
valdran O mm. 254, cantidad apreciable & la simple vista.
Los nimeros de cuatro eifras podvin figuvar todos, pues la
diferencia entre los logaritmos de 10.000 y 9.999 es de 0,43%
diez milésimas que valen en la escala adoptada O mm. 6,
cantidad muy apreciable 4 la simple vista; pero el autor cita-
do ‘s6lo hace fignrar los logaritmos de los niumeros de unidad
en unidad hasta 6.500 y desde este nimero en adelante sélo
figuran los de los ntmeros pares. Como los intérvales que
existen entre cada dos divisiones son bastante grandes, en la
mayor parte de la escala, para poder apreciar 4 ojo la quinta
gifra con un ervor menor que dos unidades, se sigue que con
dicho aparato se pueden ejecutar las operaciones contando
siempre con cinco cifras, de Ias cuales cuabvo son exaetas y
una probable. La numeracién de la hélice en lugar de ser
1.000, 6.500, 10.000 ez 100, 650, 1.000, lo cnal, como sa-
bemos, en nada influye respecto @ su uso.

329,  Uso.—Se coloea el indice fijo b sobre el 100 y nno
de los indices méviles e 6 f sobre el multiplicando, se hace
mover el cilindro hasta que el multiplicador esté marcado
por el indice fijo y el producto se lee bajo uno de los indices
mdviles £ 6 e. Si se trata de una divisién se ¢oloca el indice
fijo sobre el divisor y se lleva frente al dividendo al -indice
movil superior e ¢ al inferior f, segin que la primera cifra
del divisor sea superior ¢ inferior d la primera del dividendo,
se mueve el cilindro hasta que b senale 100 y entdnces se
leerd el cociente enfrente de uno de los dos indices mdviles.
Para la elavacidn & potencias ¢ extraceion de raices se coloca
el indice movil superior e enfrente del nimero dado; se de-
termina por las escalas m y n la mantisa del logaritmo de
este niimero al cual se agrega la caracteristica y se multipli-
ca 6 se divide por el indice. Se mueve el cilindro C hasta que
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marque sobre las escalas m y n la parte decimal del logarit-
mo obtenido y el nimero que sefiale e seri la potencia 6 raiz
pedida.

' 330. Hste aparato, tal y como estd eonstruido, es utilisi-
mo; por medio de ¢l se pueden efectuar casi todas las opera-
I ciones que comunmmnente hay que verificar-en las oficinas de
Estadistica, con la exactitud necesaria. Su precio lo hace mis
il recomendable que los aritondmetros 6 maquinas de caleular,
' Las modificaciones que hemos indicado de dar & su hélice

15 m. y de marcar todos los nitmeros de cuatro cifras, le da-
i rian alguna mas exactitud.

331. ABACO 6 CONTADOR UNIVERSAL DE LALANNE.—ES
nn cuadrado de 20 cm. de lado, en el cual y & partir del veér-
tice inferior de la izquierda se han tomado partes proporcio-

nales 4 los logaritmos de los nimeros desde 10 hasta 100:

esta graduacién la llevan los dos lados que concurren en di-
il cho vértice. Por los puntos de divisién se han trazado hori-
I zontales 6 verticales y paralelas 4 las diagonales. La traduc-
cién grifica de la funeién x.y=2 daria una série de hipérbolas
equilateras x.y=a; x.y=b;....: pero sustituyendo en vez de los
ntimeros sus logaritmos dichas hipérholas son sustituidas por
lineas rectas log. x-+log. y=log. a. Esta transformacién ¢
sustitucién recibe el nombre de anambrfosis geométrica,
i 332,  Uso.-—Para la multiplicacion no habrd mas que bus-
car cada uno de los factores sobre cada uno de los dos lados y
siguiendo la vertical y horizontal correspondiente, su punto
de encuentro se hallard sobre una diagonal cuya aumeracidn
nos dd el producto. La divisién se efectnard buseando el di-
videndo en una diagonal y el divisor sobre uno de los lados, y
la graduacién correspondiente, sobre el otro, al punto de in-
ferseceion, serd el cociente, Para la elevacidn 4 pofenecias y ex-
| traceidn de raices hay trazadas lineas especiales. auunque sélo
ll para el enadrado y el cubo. La linea corrvespondiente al cua-
drado es la diagonal y 4 los cubos una que parte de origen y
vé al punto medio del lado snperior y del punto medio del
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lado inferior al vértice opuesto al origen. Si se quisiera fra-
sar la linea de las cuartas potencias irfa desde el origen 4 la
tercera parte el lado superior; la de las potencias quintas
desde el mismo punto @ la cuarta parte de dicho lado, etc:
Tiste abaco contiene también las lineas de los valores de ofras
varias funeiones, como la longitud de la circunferencia, su-
perficie del efrculo, volimen de la esfera, drea del exigono,
densidades de algunos cuerpos y reduccién de pesasy me-
didas.

La figura 22 es una reduccion simplificada del abaco de
M, Lalanne,

333. ApAco bE M. pE LALLEMAND.—Bs el abaco exa-
gonal que ya hemos explicado antes; aqui sélo nos falta afia-
dir que su uso se facilita por medio del papel transparente.
Bl indicador transparente es un trozo de talco 6 papel
transparente ex el cual se hallan marcados seis rddios que
forman dngulos de 60°% para usarlo se coloca el indicador de
modo que uno de dichos rddios pase por el valor tomado so-
bre el lado A. por ejemplo, del dngulo de 120° y el que for-
me con &1 60° pase por el otro valor tomado’sobre B y es evi-
dente que el punto en que el ridio perpendicular 4 la bisec-
triz 1a corfe serd la suma que se busea.

334, PraniurTros.—Se designan por este nombre unos
instrumentos que tienen por objeto determinar grificamente
las dreas de las figuras planas. Aunque el numero de plani-
metros que hoy se conocen es muy grande y se halian funda-
dos en diferentes propiedades geométricas, los dos de que nos
vamos & ocupar lo estin en la teoria que exponemos & conbi-
nuaci6n.

Teoremu general.—El drea de toda figura plane pue-
de reducirse G la swma algebrdica de las dreas de rectdn-
gulos (ue tengan und dimension constante. En efecto, el
sren de ABCD es igual  la de ABba menos la de CDde (fi-
qura 23) la del triangulo (fig. 24) ABC=—=ABba—ACea, la
de ABC (fig. 29) es igual 4 la suma de los ABD mas BCD,
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la del trapecio ABCD (fig. 26) es ignal ABE-BECFH-CKD,
la del poligono (fig. 27) ABCDEF es igual 4 la sumsa de las
areas de los trapecios en que se diyide por medio de una sé-
rie de paralelas, y finalmente el drea de una superficie limita-
da por una linea curva puede considerarse igual d la de un
poligono de infinite nimero de lados infinitamente pequenos.

(onsecuencins.

1.* Siendo la representacién analitica de este principio

Ia formula

a.h--b.h—+eh+....=h(a-+h4c-F.....)
puede sacarse 4 h de factor comin qne multiplica & la suma
de las bases de todos los rectingulos.

2. El valor de la expresién y por consiguiente el area
que buscamos quedarin determinados una vez que se conozca
el factor

y—a-+b4e+...

3% TLa formula anterior queda la misma sin mds que sus-
ol Iy 3 : .
titoir I’ por h, i las figuras en vez de ser rectangulos fue-

sen tridngulos.

4%  Ta descomposicion y transtormacion de las figuras en
rectingulos ¢ tridngulos de altura constante puede efectuarse
geométricamente ¢ mecdinicamente por medio de distinfos
aparatos.

5. Las condiciones generales que dehe Henar el aparato
para la medida de las superficies deben ser las siguientes:
1." Tener un origen fijo. 2.* Tener un segundo centro suseep-
tible de un movimiento longitadinal que no se registra.
3.* Tener un tercer centro suseeptible de nn moyvimiento per-
pendicular al anterior, cuya magnitud debe ser registrada.
4." Hstar relacionados estos centros de tal mavera que el ter-
cero seq susceptible de recorrer un perimebro de cualquier cla-
se y forma.

33b. PrLANIMETRO DE AMSLuR.—Se comipone de dos re-
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glas A y B (fiy. 28) unidas por una charnela, alrededor de la
cual pueden girar, la regla B termina en una aguja que se
clava en el plano de la figura, b es un tornillo de presién; la
regla A puede correr dentro de la charnela D, (cuyo movi-
miento tiene por objeto poner el aparato en condiciones pa-
ra apreciar las dreas en diferentes unidades, como son: centi-
metros, pulgadas inglesas, etc.) y termina en un estilo d. El
contador se compone de una rueda graduada vertical E que gi-
ra alrededor de un eje F que se apoya sobre la armaduwra C y
que trasmite su movimiento por medio de un tornillo sin fin
4 una rueda horizontal G también graduada; el nomius H co-
rrespondiente 4 la rueda B estd fijo 4 la armadura. Un cilin-
dro metalico que acompaiia al instrumento sirve para dispo-
nerlo sobre la aguja en que termina la regla B. La rueda E se
halla dividida en 100 partes numeradas de diez en diez y el
nomins aprecia décimos de una de sus divisiones. La rueda G
se halla dividida en dies partes cada una, de las euales co-
rresponde 4 una vuelta entera de la rueda B.

336. Teoria.—Reduciéndose en restiumen la medida del
drea de cualquier figura plana 4 la de rectingulos de altura
constante s6lo consideraremos aqui dicha figura y la manera
como determina el drea este aparato.

Bl punto fijo es el extremo de la regla B, el centro va-
riable, segiin una direccidn es la charnela D, y el punto mo-
vible en todos sentidos la punta del punzdn d.

Supongamos que la regla A se mueva paralelamente & si
misma y Jamemos r al radio de la roeda E; el frasladarse de
la posicién AA® (fig. 29) 4 1a A A, equivale 4 los dos movi-
mientos de AA’ 4 aa’ el cual no se registra, y de aa’ & A A’
en el cual la rueda B recorre el camino 0,0,=2wran; por lo
tanto, el drea AA’A’ A, tendrd por expresion AA’. 2rr.n=—
AA’. oo, sen, x=a.](1). Si la posicion final del eje no fuese
la A,A’, sino la A,A°, que forma un dngulo 7 con la ante-
vior la expresion del area hallada excederia & la verdadera en
la cantidad (a.c.y) por lo tanto S=a(l—ey). Si la posicién

B
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hubiera sido per la parte superior de A A", el valor de S seria
S=a(l+cy).

337. Hemos supuesto que en todas sus posiciones el eje
pasaba por el centro del disco; pero esta no es una condicion
necesaria. Supongamos dos discos E y B, invariablemente 1i-
gados y que todo el paraleldgramo abed pase de esta posicién
i la a’b’e’d’ el diseo B habra recorrido el arco EE'=rx y el

E, el B E', sen. y, pero E‘E?‘:sef‘y de donde E,E', se-

no y=rx=RBE’; por lo tanto los dos discos darin las mismas
indicaciones (fig. 50).

338. Supongamos ahora que el extremy del eje recorre un
perimetro cerrado: el drea descrita serd S=a(l==ey); pero co-
mo vuelve 4 su posieién primitiva el valor de y es igual d ce-
1o y por lo tanto S=a.l 6 S=al-{-2cax.

Por lo tanto las reglas articuladas del planimetro de
Amsler, siempre que el punto fijo sea exterior, dan el drea de
la figura por la férmula S=a.l. Sefialando en el disco E en
vez de los valores I de los arcos recorridos los de los produe-
tos a.l la graduacidn nos expresard el miimero de em® y m.m?
de la superficie que se considera, cuya superficie segin la es-
cala adoptada y por medio de una multiplicacién nos expre-
sard el drea del terreno representado en el dibujo.

339. 8i el centro o estd denfro de la figura entdinces el
arco y vale 2z y el drea contada es sélo S—=r® de modo que se
tendrd que S—mnr?=al--2rc.a de donde S=al+=(r* { 2c.a).

o la figura 31 se tiene que r *=a0*—0C? y OC*=1>—
DO% Segiin la construeeion del aparato y siendo @ la longi-
tud de A se tiene que

r2=(c+ ! a)? - r?—( c-—il--a)ﬂzr2 +2ac
WO 2
y por lo tanto S=al--=r 2

Se observa que la cantidad v, es constante.

340. Pranimprro pE WerLi—Se compone de un table-
ro T, al cual estd invariablemente unido otro tablero C ele-
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vado perpendicularmente al plano del primero, el cual con-
tiene el contador del aparato, y una armadura metdlica uni-
da 4 él por los tornilles zz' que sostiene el gje de una rueda
lenticular mm® que descansa por su peso sobre cl disco D,
siendo susceptible de girar dicha armadura alrededor de los
tornillos z2’. Sobre el tablero T existen tres barras fijas al
mismo con unas ranuras dende se alojan tres ruedas rr’ que
sostienen Ja parte mévil del instrumento, la cual se compo-
ne de una regla bb’ con un estilo e, que se mueve en un pla-
no horizontal y en sentido perpendicular 4 1a longitud del ta-
blero, entre cuatro ruedas ss’. Un hilo metilico de plata hlv
estd fijo por sus extremos 4 un clavo » y & un tornillo @ y se
arrolla en una vuelta 4 un cilindro ¢ que gira alrededor de un
eje vertical unido al diseo de eristal pp’ cubierto de papel de
grano y dispuesto perpendicularmente al eje del cilindro (fi-
qura 52).

Il contador se compone de una rueda k dividida en 120
partes iguales numeradas de diez en diez y de la semicireun-
ferencia 1 que lo estd en tres partes y cada una de las cuales
en cien partes, numeradas también de diez en diez. La aguja
indicadora recorre la tercera parte de la semiciveunferencia al
mismo tiempo que pasa una division de la rueda k por deba-
jo de la linea de fe’ correspondiente. Cada una de estas ulti-
mas divisiones corresponde 4 un centimetro cuadrado y por
consiguiente cada una de las del arco [ 4 su centdsima parte
que es un milimetro cuadrado (fig. 53).

341, Teoria.—El punto fijo en este aparato es el punto
en que la rneda mm’ toca al disco P, el punto mdvil en una
direccidn y cuyo movimiento no se registra es el centro del
dicho disco P y el punto mdvil eu todas direcciones es la
punta del estilo e cuyo movimiento perpendicular al prime-
ro es el que registra el aparato. Supongamos que el estilo e
recorre el perimetro de un rectangulo, uno de cuyos lados sea
paralelo al eanto del tablero y el aparato en su posicién pri-
mitiva, es decir, que el punto de tangencia pase por el cen-



36
tro del disco; el movimiento de A & B no se registra, pues el
disce girard pero no la rueda mm’, el de B 4 C es paralelo al
lado mayor del tablero y tampoco se registra, el de C a D se
lee en el contador y el de D 4 A es paralelo & BU y tampoco
se registra; asi, pues, llamando R al rdadio del disco, r al 1i-
dio del tambor, b 4 la cantidad de hilo que ha pasado de atris
i adelante ¢ de adelante 4 atris y A el valor del arco de ri-
dio R se tendrd
A b h.R

Riur de donde A:::T

y tomando 4 r por unidad A=Db.R: pero R el ignal al lado
BC y b 4 €D por lo tanto A==irea.

Si se partiera de una posicidn diferente entdnces la rueda
mm’ ¢ bien pasaria al ofro lado del centro del disco 6 queda-
ria al mismo y el drea buscada seria la suma ¢ la diferencia
de las de dos rectingulos en que la posicidn inicial fuese la
normal.

342. FEn las valuaciones delicadas debe, en lo posible, se-
guirse el procedimiento de multiplicacion, es decir, hallar
varias veces seguidas la misma drea y dividir la cifra total
obtenida por el nimero de determinaciones; de esta manera
pueden ser apreciados ciertos errores que el instrumento no
aprecia directamente.

343. AmirMOMETROS DE THOMAS ¥ DE EDMODSON, — [s-
tos aparatos son verdaderas méquinas, y su fundamento es
puramente mecdnico; asi es que nos limitaremos 4 decir que
del primero, Tlamado aritmémetro recto, existen tres mode-
los que dan productos con 12, 16 y 20 cifras, y del segundo
sélo existe un modelo que d4 los productos con euantas cifras
se quieran.

344, ARITMOGRA¥O DE TRONCET.—Se compone esencial-
mente de varias piezas moéviles cifradas y dentadas, cubier-
tas de una hoja fija en la cnal hay practicados agujeros cir-
culares y ranuras. Los huecos de los dientes de las piezas
méviles corresponden exactamente 4 las diey eifras de la nu-




3%
Meracion eseritas varias veces en columnas verticales sobre la
hoja fija. Cada pieza movible se numera de arriba hdcia aba-
jo0,1,2,8,4,5,6,7,8,9,8,7, 6,5, 4, 8,2,1,0:

El uso del aparato es sencillisimo ¥ se halla explicado
con toda extensién en las instruceiones que lo acompanan.
También acompanian al aparato unas tablas de los nueve pri-
meros miltiplos de los nimeros desde O 4 999.

345. CLASIFICADORES ESTADISTICOS DE CONTADORES
AuToMATIC0S.—La_ clasificacion estadistica consta de dos
partes, la separacién de los hechos y su recuento. La separa-
cion de los hechos exige necesariamente la intervencion de la
inteligencia humana, pero el recuento de los de cada clage no,
¥ puede hacerse mecanicamente.

Siendo el contar efectuar una suma de unidades, podrin
aplicarse procedimientos andlogos 4 los de las miquinas de
cileulo aunque simplificados, naciendo de aqui inmediatamen-
te la idea del Clasificador estadistico de contadores rectamn-
gulares que es sélo una simplificacion del aritmégrafo de
Troncet. Como el aparato no tendrd mds aplicacin que 4 la
suma, cabe el reducir & sumitad las reglillas méviles consi-
derando su numeracién de 0 4 9 y una vez aceptado esto ca-
be la sustitucidn de las reglillas por eirculos numerados, ob-
teniendo asi el Clasificador estadistico de contadores circu-
lares. Bstos dos aparatos son de la invencién del autor.

346. Ahora hien, el gran niimero de conceptos de que
consta una clasificacién, hace muy pesado el recuento, con-
cepto por concepto, v se ha pensado en registrar de una vez
todos los correspondientes & un mismo hecho, viniendo asi 4
la idea de la Miquina eléctrica de clasificncion, debida al
sefior Herman Hellerith.

AT e it i e AT AT
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CLASIFICADOR ESTADISTICO

DE CONTADORES RECTANGULARES

347. Se compone de un tablero rectangular de madera de
110 centimetros de base por 90 centimefros de altura, en el
cual paralelamente 4 sus bases y 4 distancia de 5 cm. se ha-

llan practicados unos rebajos, cuya seccidn es un trapecio, que

se extienden desde el borde de la derecha hasta 5 cm. del
borde de la izquierda. En estos rebajos encajan los salientes
que llevan 30 harras rectangulares de la misma altura del ta-
blero y de 3 em. de base y los de otras barritas A que sirven
para separar las primeras y que tieaen 5 mm. de base. La 1l-
tima de dichas barritas fiene unos agnjeros que coinciden con
otros del tablero por donde pasa la espiga de un tornillo cu-
ya tuerca asegura por completo el aparato; esfos tornillos son
dos sitnados 4 20 em. de los bordes superior é inferior res-
pectivamente.

Los 5 cm. que quedan libres en el borde de ia izquierda
del tablero y la parte superior libre de cada barra, sirven pa-
ra pegar los epigrafes de la clasificacién que vaya 4 efec-
tuarse.

Fécilmente se comprende que las columnas ¢ barras ver-
ticales pueden agruparse como se desee por medio de las ba-
rritas A que hemos dicho.

348. Cada barra se halla dividida en diez espacios de
9 ¢m., como el B, envuelto cada uno por una ldmina delgada
de latén que lleva en su parte central tres agujeros de 5 mm.,
de didmetro y por su parte inferior una ranura ondulada. Es-
ta enbierta, con las tres liminas rectangulares de latén C, D,
y F constituyen el aparato registrador. La limina C que se
coloca debajo del agujero de la derecha, 68 la que registra las
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unidades y presenfa un rebajo en su lado izquierdo para mo-
verla con el punzén P; su longitud total es de 54 mm. divi-
dida en 12 partes numeradas ¢ pintadas en negro 6 hlaneo,
segtin indica I figura; la lamina D que se coloca debajo del
agujero de las decenas tiene dos dientes, viéndose en la figu-
ra su disposicion y la de su numeracién; finalmente la ldmi-
nd de las centenas I presenta su numeracidn en el mismo or-
den que la C y difiere de ella en que por su lado izquierdo
presenta dos dientes.

La figura B representa uno de estos contadores en el mo-
mento en que aparece la cifra H26.

349. Kl funcionamiento del aparato es sencillisimo; un
individuo provisto del punzén P hace contar una unidad al
aparato registrador que corresponde al concepto dictado por
ofro individuo. En el momento en que en el agujero de las
unidades aparece lIa cifra cero, se deja correr el punzén por
la ranura y vendrd 4 tropezar con el diente de la limina D,
haciendo aparecer el uno en el agujero de las decenas; para
eontar la unidad siguiente bastard bajar la barra C hasta que
aparezca el uno.

Bl punzén P vd provisto, por el otro extremo, de un lipiz
para tomar las anotaciones que sean necesarias.

CLASIFICADOR ESTADISTICO

DE CONTADORES CIRCULARES

450. Si en vez de harritas rectangulares usamos cireulos
numerados, bastard mover la rueda correspondiente 4 las uni-
dades G, la cual presenta sélo un diente g que engrana con
los diez de la H, la cusl 4 su vez no presenfa mas que uno
(ue engrana con los diez de la [; la disposicién de las mis-
mas, en conjunto, es la representada por la figura J. El as-
pecto exterior del contador sera el que expresa la figura k,
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351. Teniendo entdnces cada aparato eontador 5 cm. de
base por 2 em. y 5 mm. de altura las dimensiones del table-
ro para 300 contadores serdn 80 cm. de altura por 60 de ha-
se 6 bien 70 cm. de altura por 68 de hase; el nfmero de co-
lumnas sexd 10 6 12 y el de contadores contenidos en cada
una el de 30 ¢ 25, contando con dejar en |a parte superior un
elaro de 50 ¢ 55 mni. para los encabezamientos.

liste sistema es superior al de contadores vectangulares:
1.°  Porque es mayor el ntimero de los contenidos en una
misma guperficie.

2.° Porque sélo es preciso mover el aparato que cuenta
las unidades.

3. Porque siendo el espacio que el punzén hace correr al
circulo de las unidades limitado exactamente 4 que aparezca
un nuevo numero, nunca podrd ocurrir la equivocacién de ha-
cerle avanzar dos 6 mds espacios en vez de uno.

MAQUINA ELECTRICA

DE CLASIFICACION

3b2. Se compone de una plancha fija sobre la enal hay
practicados 240 agujeros 1lenos hasta su mitad de mercurio
¥ puesto cada uno en comunicaciér con su correspondiente
contador por medio de un hilo de cobre. La parte mdvil del
aparato se halla formada por una plancha del mismo tamafio
que la fija, la cual lleya, correspondiéndose con los agujeros,
pequenos resortes ferminados por barritas metdlicas y pues-
tos en comunicacién con una pila eléetrica. Esta plancha se
mantiene levantada por medio de un resorte.
Los contadores tienen un mecanismo anilogo al del re-
ceptor Breguet.
303. Kl funcionamiento de Ia miquina exige la confec-
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ci6n de hojas individuales del mismo tamano que las plan-
¢has que hemos dicho, divididas en cuadrados, por lineas ho-
rizontales y verticales, cada uno de los cuales corresponde
un concepto, debiéndose taladrar los correspondientes al in-
dividuo de que se trate. Preparada asi la tarjeta no hay mds
que colocarla sobre el plato fijo de modo (ue sus agujeros se
correspondan y bajar el mévil; las agujas correspondientes
Jos taladros pasarn por ellos introduciéndose en el mercu-
rio, cerrando asi el eircuito y haciendo mover una unidad 4
los contadores correspondientes, las agujas restantes al tro-
pezar con la iarjeta obran sobre su resorte, no pudiendo to-
car al mercurio. Los contadores son aparatos circulares fijos
moviéndose sélo la aguja que vi sefialando las unidades.




CAPITULO V

BRTATICA GRATIGA

SUMARIO.—Representacion grifica del valor absoluto de nn hecho.—
Representacion grifica del valor relative de un hecho en funcion de
i elemento.—Idem idem en funcidn de dos elementos.

35%.  Los valores de los hechos se representan grifica-
mente por medio de figuras que guarden una cierta relacion
constante con dichos valores. De aqui s¢ deduce que la repre-
sentacion mas sencilla serd por medio de una linea cuya lon-
gitud sea proporeional al valor del hecho. También pueden

ser representados por una superficie 6 por un volimen pro-

poreional.

3b65. Bl génio de los publicistas y su deseo de poner de
manifiesto ante los ojos de todas las clases sociales el valor
aproximado del hecho, les ha condueido & adoptar varias for-
mas que todas quedan reducidas 4 las tres ya expuestas. Asi,
puede represenfarse 1a poblacidn de un pais por uno de sus
habitantes, cuya altura sea proporeional & su nimero. Conio
ejemplo podemos citar el publicadc sobre Religiones en el
«Almanaque de Bailly-Baillieres para 1897. También puede
ser representado por una figura inseripta en un rectdngulo en-
yas dimensiones sean proporcionales & la raiz cuadrada del
valor del hecho, y enténces su drea resultari proporcionul al
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hecho. Como ejemplos podemos citar los graficos publicados
en el citado Almanaque para el afio 1898, relabivos al consu-
mo de alcohol y de tabaco; cada figura se halla inscripta en
un rectingulo, euya drea es proporcional 4 la poblacién y cu-
yas dimensiones lo son & su raiz cuadrada, § el vaso ¢ pipa
que tiene cada una se halla inscripto en un recténgulo de drea
proporcional al consumo de cada pais. Las figuras asi traza-
das nos dan una idea hastante clara del hecho representado.
Otro de los medios usados es representar el valor del hecho
por el drea de un circulo enyo radio sea proporcional 4 la raiz
cuadrada de su valor 6 por un tridngulo isésceles, cuya base
es costante y enya altura es también proporeional 4 dieha raiz.

356. Cuando en vez del valor absoluto de un hecho lo
que se quiere representar es su valor relativo en funeidn de
alguno de sus elementos, enténces ya no podrd ser represen-
tado por la linea recta, sino por una superficie producto de
dos variables; una el elemento cousiderado, otra el valor del
heeho con relacidn & él. Asi, por ejemplo, si queremos repre-
sentar el consumo de alcohol con relacidn & la poblac¢ion, po-
dvemos tomar como base del rectinoulo una linea de longi-
tud @ proporeional 4 la poblacién P y por altura b ofra pra-
porcional al consumo H por habitante; el producto a.h repre-
senta 4 la vez el area del rectangulo y el consumo total de

alecohol P.H en el pafs considerado y en la escala 1:g.m. su-
ol

poniendo Il—:a ¥y Ezb. En vez del rectingulo puede tomar-
)

ge el tridngulo.

357. Bingeneral vemosque la representacion del valor ah-
soluto de un hecho equivale & la de una variable independien-
te que se hace por medio de su abeisa, y la de un hecho con
relacién 4 uto de sus elementos equivale 4 1a de nn valor par-
ticular de una funcion de dos variables que se representa siem-
pre por su abeisa y ordenada.

358. Cuando el valor considerado se quiere representar
con relacién 4 dos elementos, lo haremos, en general, por me-
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dic de un volimen; decimos en general, porque ya sabemos
que 4 vez los volimenes pueden ser representados sobre un
plano por medio del sistema de acotuciones. Asi, por ejemplo,
la cantidad de tabaco consumido en un pais, con relacién al
tiempo y 4 la poblacisn, puede ser representado por un para-
lelepipedo rectdingulo, una de cuyas aristas sea proporeional 4
la poblacin, otra 4 la cantidad de tabaco consumido por ca-
da individuo en la unidad de tiempo, y la tercera al tiempo;
el producto a.b.c de las tres es igual al voliimen del paralele-
pipedo y & la cantidad total de tabaco consumido en la fsca-
la 1:m.n.p. En ves del paralelepipedo puede Lacerse uso de pi-
ramides triangulares 6 cuadrangulaves,

399. En general la representacion de un hecho con rela-
cién & dos de sus elementos, equivale 4 la de una funcién de
tres variables que se determina siempre por sus tres coorde-
nadas.
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CAPITULO VI

DINAMIGA GRAPIOA

SUMARIO —Preliminares.—Variaciones con relacion al tiempo y 4 la
extension.— Variaciones en el espacio.—Cartégrama de matices
eraduados.—Cartégrama  coloreado —Carfdgrama sombreado.—
Cartégrama ‘de bandas.—Cartdgrama de ¢irculos. —Cartégrama
stereogrifico ¢ de relieve.—Cartdgrama de focos diagrificos,—
Cartograma de focos cirenlares.— Série de cartdgramas expresan-
do hechos homogéneos. —Procedimiento especial de M. Mayr.

360. Bl grafico no tiene mds objeto que facilitar la com-
paracién de las variaciones de los hechos: estas variaciones
pueden estudiarse con relacién & sus tres elementos: ticmpo,
extension y espacio.

Las variaciones con relacién al tiempo y & la extensidn,
se representan por medio de curyas, y las que se refieren al
espacio por medio de signos particulares relacionados direc-
tamente con las magnitudes del hecho y ordenados artificial
6 naturalmente. Los graficos de la primera clase reciben el
nombre de didgramas y los de la segunda simplemente gri-
ficos 6 didgramus de columnas si se hallan ordenados artifi-
cialménte y cartégramas silo estin naturalmente. Cuando
en el grifico se combina el espacio con cualquier ofro valor
se adopta generalmente el cartdgrama, aunque también suele
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usarse, en ciertos casos, el didgrama compuesto, ¢ sea el for-
mado por varias curvas que se distinguen por su color ¢ por
su trazado.

VARIACIONES
CON RELACION AL TIEMPO Y A LA EXTENSION

361. Siendo los resultados estadisticos funciones de ya-
riables conocidas, su representacidn grifica queda snjeta 4 las
reglas generales dadas para esta clase de trabajos. Kl proce-
dimiento consiste, pues, en considerar al valor del hecho co-
mo funcién de una variable, en cuyo caso los valores de ella
serin las abeisas, los de la funcién las ordenadas ¥ la varia-
cién del hecho estard representada por medio de una curva
plana, recibiendo enténces el grifico el nombre de didgrama.
Si el valor del hecho se eonsidera como fancién de dos varia-
bles, su variacién estard representada, como sabemos, por una
superficie eurva que puede considerarse en relieve, en cuyo ca-
so el grifico recibe el nombre de Steredgrama (denomingcion
propuesta por Massedaglia) ¢ proyectada sobre un plano por
sus curvas de nivel.

362. Cuando las coordenadas que sirven para determinar
la curva que representa los valores del hecho son recfangnla-
res, recibe el didgrama el calificativo de rectangular, y si se
hace uso de las coordenadas polares el de polar; el primevo
es aplicable 4 todos los casos y el seguudo s6lo lo es cienti-
ficamente 4 aquellos en que los valores del hécho se repiten
por eiclos 6 periodos regnlares de tiempo. como por ejemplo,
las variaciones diurnas de presion ¥ temperatura. Real y ver-
daderamente estos graficos caen fuera del dominio de la Es-
tadistica, si por Estadistica se entiende la ciencia de log he-
chos sociales, pues estos hechos presentan el cardcter distin-
tivo de la variabilidad; sin embargo suelen usarse con fre-
cuencia para representar los valores de un hecho con relacion
4 su extensidn (puesto que esta es invariable), como por ejem-
plo, la mortalidad por edades ¢ 1a poblacidn con relacién al
mismo elemento.
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363, Las coordenadas oblicuas son muy poco usadas en
estos trabajos; s6lo en cierbos casos particulares suelen usarse
las exagonales.

364. Como ejemplos de dédgramas rectanyulares pode-
mos citar: el construido por el Sr. Merino para deducir del
movimiento de la poblacidn de 1861-70 una tabla de morta-
lidad, el cual ficura en su obva Reflexiones y conjeturas so-
e I ley de mortalidad en Fspafia; el formado por el Ins-
tituto Geogrifico y Estadistico para representar y comparar la
mortalidad por afios en Madrid durante el periodo 1878-85
con la general de toda Hspafia durante el quinquenio de 1878
4 82. Bste grifico fué construido tomando por abeisa el tiem-
po (12 milfmelros por afio) y por ordenada una longitud pro-
porcional al nimero de defunciones, figurando en la obra
Movimiento de la poblacion de Hspasia. en el septenio de
1886-92 una reduecién del mismo 4 la mitad. E1 nimero de
didgramas publicados en el extranjero es muy considerable;
pero podemos citar como més importantes los que figuran en
lIa obra de Reclus Geographie umniverselle, los que acompa-
fian 4 la de Quetelet Anthropometrie on mesure des diffe-
rentes focultes de I homme, y el gran niimero de los presen-
tados en la Exposicion de 1878 en Paris.

VARIACIONES EN EL ESPACIO

365. Cuando las variaciones de un hecho se estudian con
relacién al espacio y se agrupan artificialmente, enténces el
grifico se denomina de columnas, si las magnitudes de los
hechos estin representadas por rectingulos ¢ no reciben nin-
guna denominacidn si dichas magnitndes se representan por
lineas rectas, tridangulos 6 circulos; en fodos estos casos el or-
den en que se colocan los hechos suele ser el lexicoldgico que
no ofrece mas ventaja que hallar pronto el pais que se desee.
Como ejemplos podemos citar los trabajos de Reclus (Geogra-
phie universelle), Minard, Comoy, Bertillon, ete,
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366. Ll método mids racional y mas ldgico para represen-
tar las variaciones en el espacio, es considerar d los lugares
en la posicién relativa en que se hallan y después por medio
de cualquier signo dar forma sensible & la magnitud del he-
cho. Bstos signos suelen ser: diferentes matices de un mismo
color (de matices gradiados), diferentes coloves (coloreudo),
diferentes sombras (sombreado), bandas de anchura propor-
cional (de bandas), circulos (de circulos) y relieves propor-
cionales (de relieve). Cuando el hecho se considera funcion,
ademis del espacio, de otro elemento que generalmente es el
tiempo, segin que asta variable tenga 6 no representacion asi
se forman el de focos diagrificos y el de focos circulares.

367. Bl cartdgrama se construye ordenando los paises 6
divisiones administrativas, segiin la magnitud del hecho que
se examina y formando con ellas el nimero de grupos nece-
sarios y suficientes para que se pueda conocer de una pane-
ra répida y exacta la variacién de dicho hecho. De ninguna
manera creemos que deba fijarse el nimero de grupos, que
dependerd sdélo de la naturaleza del hecho; pero debe reco-
mendarse que no sea muy grande porque entinces el carti-
grama perde en claridad lo que no gana en exvactitud. Kl
ntmero de grupos no debe fijarse de antemano, ni tampoco
formarse cada uno dividiendo la separacion de los hechos ex-
tremos por el niimero de grupos, pues este procedimiento nos
llevaria, en muchos casos, d la formacién de grupos irregula-
res, de tal manera que en uno estavian comprendidas todas
las entidades menos unas cuantas y en cambio en otros 6 no
estaria comprendida ninguna o estas gerfan en muy pequeiio
niimero. Para ohviar este ineonveniente se ha propuesto se-
parar los resultados extremos y formar con log restantes lag
agrupaciones dejando 4 Tos extremos, 6 bien en grupos sepa-
rados, d formando parte de los grupos primero y tltimo; pero
este procedimiento es poco racional y sobre bodo muy artifi-
ci0s0, lo cual ¢s contrario al fin del grifico, que debe ser fo-
tografiar los valores del hecho. Ll procedimiento que crec-
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mos mas 1ogico y mis conforme con la naturaleza y el 1in de
estas representaciones consiste en construir primeramente su
didgrama rectangular ¢ un cuadro (el primer procedimiento
ha sido propuesto por M. Cheysson y el segundo por M. Loua)
en el cual se ordenen las divisiones por la magnitud del
hecho y los grupos quedardn asi naturalmente formados. Re-
suelta csta difieultad aparece ofra, y es que en tales grificos
la media desaparece 6 por lo menos no se determina; y como
si importante es convcer la variacidn del de hecho, tanto 6
mis 10 es el conocer la media, ¢ sea su medida general, se ha
propuesto que el numeroe de grupos sea impar y que el inter-
medio se forme con aquellos hechos cuyo valor difiera poco
de 1a media (sistema Cheysson), ¢ bien puntear de la misma
manera los grupos equidistantes de Ja media, haciendo des-
aparecer enténces el grupo intermedio (sistema Levasseur).
Después, sobre un mapa del territorio, ¢ mejor dicho, sobre
un croguis, pues en él sélo fignran, aparfe de las divisiones
administrativas ¢ politicas, muy contados accidentes, se vi
representando en cada lugar la magnitud del hecho con el sig-
no escogido.

368. Cartograma de matices gradugdos.—La obserya-
¢ion que sobre é1 hay que hacer se refiere & que es difieil for-
mar una escala de matices que sea bastante bien determina-
da para que no dé lugar @ dudas en quien la examina. Kl
preconizador de este sistema ha sido Ficker, ecuyas obras
Bevoellerung der Oesterreichischen Monarchie y Fran-
keveischs Bevoellerunyg no son ofra cosa (ue colecciones de
cartdgramas de matices graduados. Respecto al numero de
grupog que deben formarse, amnque M. Streftlenr en el Con-
areso de Viena opinaba que debian ser doce y M. Ficker en
San Petersburgo que debian ser diez, creemos que para estos
grificos son demasiados por la dificultad de poder distinguir
diez gradaciones diferentes de un mismo color; sin fijar mi-
mero deben ser, en general, cuatro ¢ cinco 4 lo mas.

369. Cartograma coloreado.—Cuando en vez de diversos

7
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matices de un mismo color se usan colores diferentes, ya no
es ficil confundirlos: pero el nimero de grupos queda tam-
bién limitado porque si no seria preciso acudir continuamen-
te d la explicacion. Su firada exige mayores gastos, pues se
necesita una piedra para cada volor. Respecto 4 su inventor o
preconizador nada podemos decir sing que su uso ha debido
ser muy antiguo y que necesariamente ha precedido al siste-
ma anterior por ser mds elemental y menos cienfifico que él.
(Gomo caso particnlar de este sisfema podemos considerar el
propuesto por M. Lona (Les Methodes de Statistique graphi-
gue), que consiste en usar dos 6 tres colores diferentes, segin
que el grupo que comprende & la media quede en hlanco d se
designe por un color, y los otros dos sirven para designar los
grupos superioves 6 inferioves 4 la media, nsindose matices
e gradacion para designar la mayor ¢ menor separacién de
la media. Hste método sobre ser el linico racional de usar los
colores diferentes, presenta dos grandes ventajas: 1.* no ocul-
ta la media: 2.° el wimero de grupos puede ser doble que en
el anterior, pues s¢ usan dos colores.

370. Cartogramu sombreado.—Presenta sobre los dos
anteriores la ventaja de que los grupos se distinguen aiin sin
necesidad de explicacion y de que los gastos de tirada son muy
pequeiios, pudiendo formar parte del texto de la obra si su

tamano lo permite. Este sistema es también muy antiguo, no

pudiendo decic ni quién fué su inventor ni quién extendié su
uso. Desde luego por sus grandes ventajas es el mds usado,
pudiendo citar como ejemplos los publicados en el «Almana-
que de Bailly-Bailliere» de 1896 por el auxiliar de Bstadis-
tica D, Isidoro Garrido. Como caso particular de este sistema
podemos citar el de M. Levasseur ya descrito,

371.  Cartograma de bandas.—Coando el hecho varia 4
lo largo de una cierta linea la otra ordenada se toma perpen-
dicular & ella y enténces la anchura de la banda es Ia que nos
dd idea de la variacion del hecho relacionado asi con los lu-
gares geogrificos, Los preconizadores de este método han si-
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do Minard en Francia y Belpaire en Bélgica, cuyos trabajos
pueden citarse como modelog de este sistema de represen-
tacidn.

372, (fai't{:_t;-s'ca-:;a{t de civenlos. —In estos cartogranias se
supone que Ia cabeza de la division administrativa es la que
dd cardcter 4 toda ella y es la que sivve de centro para tra-
zar un civculo de radio proporeional i la raiz cuadrada mag-
nitud del hecho; pero los casos en que es mis legitimo su uso
son aquellos en que sélo se comparan las cifras correspondien-
tes 4 dichas poblaciones cabezas de las divisiones adminis-
trativas. Todos los ecirculos frazados pueden ser del mismo
colors pero el hecho queda mejor expresado adoptando tres,
uno para aquellos lugares en que su magnitud sea inferior al
promedio, ofro para aquellos en que sea igual y otro para
aquellos en que sea mayor.

373. Cartograma stereogrifico o de relieve.~—Se forma
superponiendo recorfes de papel 6 eartulina de la misma for-
ma (que el terreno, pero cuyo tamaiio sea cada vez mas peque-
fio hasta una altura proporeional & la magnitud del hecho,
debiendo enidar de gue sus vértices correspondan precisamen-
te d los puntos en que el hecho presente su méximo en cada
vegidn; de esta manera el grifico no necesita explicacién al-
guna, pero tiene el inconveniente de lo dificil de su construc-
aién que hace que las reproducciones sean excesivamente ca-
ras. Sirven mds que para la venta para las exposiciones. Pa-
ra obviar este inconveniente se ha inventado un nuevo siste-
ma que s61o es un caso particular de este que es el lamado
de eurvas de nivel, que se construye uniendo los puntos de
dos en dos, determinando los de igual cota (suponienda los
valores como altnras) y uniéndolos por medio de curvas que
peciben el nombre de curvas de igual elemento G isoplelas.

374 Cartograma de focos dingrdficos—Como sy noin-
bre lo indica, la cabeza de cada divisién administrativa 6 po-
litica s el centro 6 foeo de un pequerio didgrama especial que
hien se refiere 4 la variacion de un mismo hecho 6 hien d la
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expresion de varios hechos diferentes. La manera de cons-
truirlos es muy sencilla: supongaiios, por ejemplo, que quie-
ren expresarse las cifras de la morbalidad en un periodo de
diez afios: cada Ayuntamiento 6 capital de provineia lo hare-
mos centro de un didgrama, que generalmente es polar, euyos
radios expresen la mortalidad en cada alio, es decir, cnyos ri-
dios sean proporcionales & las raices enadradas de la mortali-
dad. Caando los hechos son diferentes, cada uno se represen-
ta por un sector del mismo ¢ de diferente 4ngulo, de rddio
proporcional y de color diferente si todos tienen el mismo din-
gulo. Asi. por ejemplo, los de color blanco expresardn la den-
sidad de la poblacion, el negro la mortalidad, el azul la na-
talidad. ete. Bl color puede ser sustitnido por el orden, y se
dird entonces que contando de derecha & izquierda, pasando
por la parte superior, indican los sectores stcesivamente los
valores de la densidad, natalidad, mortalidad, ete. Como mo-
delos de esta clase, podemos citar los que fignran en la publi-
cacion oficial francesa Albwm de Statistaque graplique de
1580.

375,  Cartégramae de focos circulares.—Cuando la mag-
nitud de un hecho quicre representarse teniendo en cuenta el
lugar y el tiempo, puede adoptarse este precedimiento: la
magnitud del heeho en cada afio se representa por un eireulo
cuyo ridio sea proporeional & la raiz cuadrada del valor del
lecho. Si el hecho v& disminuyendo los ridios de los eirculos
irin también disminuyendo y en el caso confrario aumen-
tando.

376. Série de cartogramas expresando hechos homogé-
neos.— Parece poco légico que cuando se presenta una série
de carbégramas que vepresentan hechos homogéneos las mis-
mas tintas expresen coeficientes diferentes; para eyitar este
inconveniente propone M. Cheysson, Presidente de la Soeie-
dad de Estadistica de Paris, que en lugar de ordenar los gru-
pos por sus coeficientes se ordenen segin sus sfrparaninneé de
la media general, determinadas, segin sabemos, por la for-
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expresard siempre la misma separacién de la media; lo tinico
que puede suceder es que en algunos cartégramas no entren
todas las tintas y que el niimero de grupos sea diferente en
cada una, lo cual no seri nunca un inconveniente para su
construseién ni para su comprension.

377, Procedimiento especial de M. Muyr.—Considera-
dos eon relacion 4 cualquier hecho los Ayuntamientos de una
misma provincia, suelen no tener sus alines en ella misma
sino en la adyacente, y si dichas divisiones administrativas
se rednen segin sus valores con relacién al hecho considera-
do, preseindiendo de si corresponden 6 no & la misma proyin-
cia, se formarin grupos que M. Mayr, & quien sedebe este
método, llama naturales. Bste procedimiento recibe el nom-
bre de Método geogrdfico. Si el grifico en vez de referirse 4
un pais, regién ¢ provincia se refiere 4 una poblacidn, debe
dividirse y subdividirse en distritos, barrios, parroguias, cuar-
toles, etc. para poder aplicar con fruto este método.



APENDICE AL CAPITULO VI

EJEMPLOS DE GRAFICOS

SUMARIO.—Stercégrama de la poblacidn. —Cartdgrama coloreado se-
giin el método de Loua.—Cartégrama colorendo,—Série de cartd-
gramas expresando hechos homogéneos.—Cartogramas de focos
diagraficos del Albuwm de Statistique de 1550,

Vamos 4 explicar y 4 describir en este apéndice algunos -
ejemplos de los graficos mds notables.

378. Stércograma de la poblacién.—Supongamos tres
ejes rectangulares ox, oy, 07 (fig. L); sobre el primero toma-
remos magnitudes proporcionales & los tiempos 1, 2, 3...... 1
afios; sobre el segundo i las edades que queramos considerar
por ejemplo 1, 5, 10, 15..... aflos, y sobre el tercero oz al nii-
mero de individuos. Asf la ordenada m,A representa al nimie-
ro de individuos de la edad on, afios contados en el ano m;
m’,A’ el nimero de individuos de la mwisma edad contados el
afio m'.

En la saperficie formada debemos distinguir cuatro clases
de secciones planas. Las perpendiculares al eje ox que dan
curvas MBAQ; M'B’A'Q'..... que son las de supervivencia de
una generacién que por diferencia de valores pueden repre-
sentar también la mortalidad y que reciben el nombre de li-
neas de los supervivientes. Las perpendiculares al eje oy que
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dan las curvas AA’.... que nos representan la variacién en la
unidad de tiempo del niimero de los individnos de Ia misma
edud; entre ellas es de notar la MM’ (ue nos representa Ia
variacion de los nacimientos. Las perpendiculares al eje oz
que dan eurvas BB’ que son el lugar geométrico de los pun-
tos que tienen la misma ordenada vertical, es decir, que nos
manifiestan cudles son las edades en cada alio que tienen el
mismo nimero de individuos ¥y se llaman lineas dsodémicas.
Las perpendiculares 4 la bisectriz del dngulo xoy que dan cur-
vas QB,"M™ que nos representan el censo por edades del
pais en el afio m'", En efecto, la ordenada B,"m"; represen-
ta al nimero de individuos nacidos el aiio m’ que llegan 4 la
edad n, y que por lo tanto serin contados en el Censo verifi-
cado el afio m” +-n,, pero como el trigngulo m’.m”,m" es
isdsceles m”m;=m"m""., A estas lineas se les d4 el nombre
de lineas de los recuentos.

379. Berg ha construido un grifico de esta especie rela-
tivo & Suecia y valiéndose de los censos quinquenales verifi-
cados en dicha nacién desde 1750 & 1875. Perozzo ha cons-
truido otro relativo 4 los matrimonios verificados en Italia
desde 1872 & 1876, y 4 ¢l se debe también la construccién de
tn stercdgrama polar.

380. Bl stercégrama polar, debido 4 Perozzo, estd cons-
truido de modo que cada censo figura en un sector de 180
grados, tomando sobre cada radio una longitud igual al ni-
mero de individuos de eada edad. Este procedimiento resulta
de explicacién y lectura més ficil, reduciendo el sector'd 90°
y enténces la linea de los individnos de 0 4 1 afio es verti-
cal y la de 95 4 100 horizontal. La construccién de este gri-
fica es muy sencilla: trazado el dngulo de 90° se dividird, por
ejemplo, en 20 partes iguales, cada una de las cuales eom-
prenderd 4°307, se trazarin los rddios correspondientes y se
irin tomando sohre cada uno longitudes proporeionales al ni-
mero de individuos de cada edad; asi, sobre el ridio 05 se
marcard una longitud proporcional al nimero de individuos
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de 0 & b afos, sobre el 010 al de individuos de 5 & 10 anos,
y finalmente, sobre el de 0 100 la representativa del nume-
ro de individuos de 95 & 100 afios. Bl mismo grifico se cons-
truird para cada uno de los demds censos que se conozcan v
después se colocardn sobre una circunferencia de modo que
los polos O coincidan con el centro y que las lineas 0 120
formen entre si dngulos iguales.

381. Cartograma coloreado segin el método Lout.—
Supongamos que queremos formar un cartégrama (ue nos ex-
prese la densidad de poblacién de los partidos judiciales de la
provineia de Cérdoba. Segiin los datos del Censo de 1887 la
densidad media de la provincia es de 50,65 habitantes por
k”: formaremos por o tanto un gripo que se tefird de ama-
rillo formado por los partidos de Fuente Obejuna (17.47),
Hinojosa del Dugue(18,02), Montoro(17,89), Posadas (18,41)
y Pozoblanco (19,87); otro de verde con Baena (32,60) y Cor-
doba (31,57), y tres de azul de diferentes matices formados
por Bujalance (59,62), Pricgo (57,35), Rambla (46,66), Agui-
lar (64,13), Cabra (76,55), Castro (61,67), Lucena (61,93),
Rute (71.06) y Montilla (82,34).

382. Cartograma coloreado.—Uno de los casos en que
6s mas ldgico el uso de diferentes colores es aquel en que se
compara la densidad de la poblacién con la constitueion geo-
l6gica del suelo. Asi, para formar el relativo d la provincia
de Cérdoba, adoptaremos para cada terreno un color diferente
v la densidad de poblacién quedard determinada pov el som-
breado de cada uno, segin se expresa en el euadro siguiente:




S09093817)
LS00 Inmn N
g), sooIsRIN [

L¥ 0Wa201

0g euaorjdsog

83 S010J1H0(aB))

£5 S0ausy

% S0oL[IS
¥ S0OLI(UTY)

*ojadmoo do10p

"9[qop opvduyg

‘opedByy

‘opBesun g

* OInps|o [nEy
MR o I (VA
T ERIPLOLA,
*OINOSq0 PP A
T 0IB]D 8pIa A
S e oA
©  copelovavuy
z S .OH—T:_HA_«
SRR R TG




B

11 niumero que figura al Jado de cada terreno es el de habi-
tantes por kilémetro cuadrado en el mismo. Bn el terreno cre-
tdceo no figura cifra ninguna porque en esta provineia de Cor-
doba sdlo existe un pequefio manchén en donde se halla edi-
ficada la cindad de Cabra.

383, Sirie de cartogramas expresando Techos homori-
neos.—Supongamos queé queremos formar tres grificos refe-
rontes al Mowvimiento de la poblacion de la provincia de
Cordoba durante los aios 1886-92. Bmpezaremos por de-
terminar el valor de la relacién entre la diferencia del valor
hallado y la media y esta misma media y formaremos el cua-
dro siguiente, tomando por unidad el partido judicial:

|
(Nacimien- | Matrimo- | Defuncio-
Partidos. \ tos. nios. nes.
| | = \

T Aemilat, At s e 1671 =200 L iE06
I TP Tl e | o Sl e O 18H
3 Bujalance. . . . . o —Db& | —17 | —12
IR RN Th: e st e gl 1N 5| 45 | 04
F Castro del Rio. . 80 i =—20085 —1:8
e i on S DR e
7 Fuente Obejuna. . - .| ~9p | —29 (=)
8 Hinojosa del Duque. . . 16 118 | 515}
O LT o G 32 368 | 146
o  Monwllast w0 - e i [ 191 | 168
315 U R o e B —31 103 | —109
1O PosaaRg. s ot s w19 _99 | —197
e RS R )
14 Priego de Cordoba. . . —24 1911 =9
{5 Rambla (La). . . . . —69 |- —103 536
3G e o e SRR R 15 15 | 21

(Jonsiderando tres grupos superiores d la media, tres in-
farioves y uno intermedio y designando cada partido por su
i mero do 6rden formaremos el cuadro siguiente:
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Grupos. Nacimientos. Matrimonios. Defunciones.
De 100 en adelante/6— 5—3—6—2—15—11{18—7--11--
De 51 4100 H—156—3 13
De [1 450 16—11—14—1211—T7—12— 5—3
De—10 i-+10 14—
De—11 4—50 8—1—89—7— [16—13—1 16—1—15H
De—50 a—100 8—4—-13—10 5—4
De--100 enadelante 8—10—14—4) 9—10—2

De este cuadro se deduce enseguida el color 0 el matiz
que debe tener cada partido judicial en cada uno de los tres
cartégramas que se han de construir.

Nota.—El no estar todavia publicados los resultados del
{iltimo Censo ni estar atin ejecutadas las clasificaciones refe-
rentes al mismo, son la causa principal de que los gréficos,
que como modelos debian acompanar & esta parte, los deje-
mos para el ultimo de los tomos de esta obra.

884, Cartogramas de focos diagrdficos del Album de
Statistique de 1880.—En dicho Album figuran varios de es-
tos cartégramas, de los cuales vamos d deseribir tres.

El que figura en la limina [ se refiere 4 las vias de co-
municacion de cada departamento. Cada capital de departa-
mento es el foco de un didgrama polar compuesto de tres
partes. Bl semicirculo superior cuya superficie se halla divi-
dida en varios sectoves que representan la longitud de las ca-
rreteras del Estado, de las departamentales, de las vias na-
vegables, de los caminos de hierro y de las tres clases de ca-
minos vecinales. Bl enadrante inferior de la izquierda tiene
una superficie proporcional & la relacidn total entre las viag
de comunicacion y la superficie del departamento. Y el drea
del cuadrante interior de la derecha es proporcional 4 la rela-
cién entre dichas vias de comunicaeién y la poblaeidn. Cada
uno de estos sectores estd sefialado con su tinta caracteristica.

1 que figura en 1a limina XV se refiere al entretenimien-
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to y conservacidn de las carreferas. La parte superior se com=
pone de seis sectores concénfricos de una abertura constante
de 30° y cuyas superficies expresan de izquierda 4 derecha: la
cualidad media de los materiales, el trinsito, ¢l consumo de
materiales, el precio de los mismos por metro clihico, el pre-
cio de empleo y el preeio total. El semicirenlo inferior re-
presenta la relacién entre los acaparamientos de materiales y
el del consumo.

El de la Jémina XVI expresa el desarrollo de los cami-
nos de hierro en los principales Estados desde 1830 4 1878.
La capital de cada Istado es el foco 0 centro de una eircun-
ferencia dividida en seis arcos iguales, siendo la terminacion
de cada radio el centro de una circunferencia iluminada, cu-
ya superficie es proporcional al desarrollo absoluto de las
vias férreas en cada uno de los afios 1830, 1840, 1850, 1860,
1870 y 1878. Por debajo de la horizontal, que pasa por la
capital de cada Estado, figuran dos sectores de 90°, cuyas dreas
expresan las relaciones de las lineas férreas en 1878 4 la po-
blacién y & la superficie del territorio.




T T T ™

CAPITULO VI

VENTAJAS ¥ INCONVENIENTES DE LOS GRAPFICOS

SUMARIO.—Principales ventajas de los graficos.—Sus inconvenientes,
— Partes de que debe constar toda obra estadistica.

38b. La principal ventaja que tienen los grificos es que
tienden & vulgarizar los resultados estadisticos, poniéndolos
al alcance no sélo de las personas menos ilustradas, sino tam-
bién de aquellas que, teniendo una gran ilustracién, no dis-
ponen del tiempo necesario para estudiar la marcka de cual-
quier hecho examinando los cuadros numéricos, resultado de
la investigacién. ¢Quién puede dudar que en un Consejo de
Ministros serd siempre mds 1itil un grifico 6 una coleceidn
de grificos que una publicacidn estadistica cuya exfmen exi-
ge varios dias de un trabajo asiduo y pesado? ¢Quién puede
dudar que al militar, al ingeniero, al abogado, que sélo tie-
nen que ocuparse de la Estadistica como accidente para de-
terminado asunto, les sea mis 1til un grifico que uu cuadro
numérico? :Como hacer que el obrero ¢ el nifio fijen su aten-
cién y deduzean consecuencias de un cuadro estadistico por
¢laro y ordenado que sea? Y zeémo, aunque sélo sea por la
impresion que causa su visba, no han de fijar su atencién en
un grafico? Y una vez despertada y avivada por si misma Zno
ha de ser logico suponer que lleve al individuo, no sélo al
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exdmen atento y detenido del grifico, sino hasta al del cua-
dro numérico de donde se ha deduecido?

386. Para el estadistico tienen también la ventaja de en-
senarle y facilitarle la sintésis del andlisis del hecho, de to-
do aquel trabajo de clasificacidn, sumas, promedios, compara-
ciones, efc., y por medio de ellos puede Ilegar con mds faci-
lidad & deseubrir la misteriosa ley de los heches. Los did-
gramas, en partieular, facilitan las interpolaciones (U y se
prestan & la prediccién prixima de los hechos @,

387. Ofra ventaja es que el grifico no es alemdn, ni fran-
cés, ni inglés, ni espanol, pues habla en el lenguaje univer-
sal de los signos, y si se adoptase por un couvenio interna-
cional que sus encabezamientos fuesen eseritos en latin y en
el lengnaje nacional, tendrian de hecho y de derecho la uni-
versalidad que todos los estadisticos les reconocen.

388. " Los inconvenientes que presentan son dos: uno cien-
tifico y otro econémico. El primero es que en el grifico se
pierde el detalle y aparece sclo el conjunto; es un modelo de
simfesis y no puede sustituir nunca al cuadro numérico que
us el andlisis, sino que debe acompanarlo y completarlo. El
segundo consiste en que su tirada exije mayores gastos que
los enadros naméricos.

389. Para terminar diremos que en toda obra estadisti-
ca deben distinguirse cuatro secciones:

1.*  Introduccion donde se exponga el origen de los da-
tos fundamentales del trabajo, confianza que merecen, dificul-
tades vencidas, plan y método seguido.

(1) La tabla de mortalidad de Espafia, relativa al periodo de 1861
4 1870, fué construida por el Sr. Merino sirviéndose de un grifico, y co-
mo sélo se conocign directamente los valores por grupos de adades, de-
dujo los intermedios por interpolacion. Asi también ha sido construida
la publicada por el Instituto Geografico y Estadistico con referencia al
periodo de 1878-82.

(2) El caso mds notable que puede citarse de esta prediceion, es el
que se vefiere 4 la cesacidn de la c¢risis econdmica del Banco de Fran-
cia, anunciada por Juglar y Siegfried con muchos afios de anticipacion.
Tﬁ.as predicciones metereoldgicas son deducidas casi siempre de los zr4-

CO8.
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2. Erposicion 6 andlisis en donde figuren todos los cua-
dros estadisticos.

8. Deduccion 6 sintesis en la que se expongan las re-
flexiones que sugieran las cifras, se comparen con otras and-
logas, se deduzcan consecuencias y se haga la prediceién proxi-
ma del valor del hecho.

4. Traduccion grifica de la variacién del hecho 6 de
los hechos de que se trate.



CAPITULO VII

SINTESIS DE LA ESTADISTICA TEORICA

SUMARIO.— Estado actual de la Teoria de la Estadistica medios de
favorecer su adelanto.—Lugar que 1o corresponde entre los diver-
sos organismos del Estado.—Teoria filosofica del método estadisti-
co comparado con el de las demis ciencias experimeumkes‘-—];’riu-
cipios de Taxonomia Estadistica.—Aplicacion del mbtodo de tonm-
probacién d posteriori & los hechos sociales.

390. De la exposicién hecha se deduce que no todas las
teorias cuyo conjunto forma la Ciencia estadistica se hallan
en ¢l mismo grado de adelanto. Asi, 1a Teoria del Territorio
que es el elemento menos variable, es la mis proxima & su
estado definitivo y en orden de perfeccién siguen la Teoria
de la Poblacion y la del Fstado. Hsta ultima puede decirse
que s6lo se halla esbozada; son precisos todavia grandes tra-
bajos para conseguir que adquiera tedo el desarrollo de que
ps suseeptible, y desde luego se comprende que no podrd ade-
lantarse un paso en el establecimiento de sus prineipios mien-
tras no exista unidad entre las miltiples y variadas estadis-
ticas que tienen por objeto la apreciacién de las fuerzas que
lo componen y de sus diversas relaciones. Aunque mds ade-
lante hemos de desarrollar este punto, no queremos dejar de
hacer aqui algunas ligeras observaeiones sobre la wnificacion
de las diversas estadisticas y sobre Ja necesidad de que sea




G
un Centro tinico el encargado de coordinar y comparar los re-
sultados que arrojen. Entendemos por unificacion de las es-
tadisticas la sujecion de todas ellas & un plan finico y 4 una
idea comtin; no debe confundirse con la centralizacion que es
la. realizacién por un centro ¢ corporacién tinica de todas las
estadisticas. La primera la creemos ventajosa y necesaria pa-
ra el adelanto de la ciencia; la segunda no es necesaria y ann-
que pueda favorecer 4 determinada corporacién es contraria
al interés de la ciencia; nadie mejor que el empleado de Adua-
nas puede formar sus estadisticas, nadie mejor que los em-
pleados de Correos y Telégrafos pueden formar las suyas, na-
die mejor que el militar nos puede dar las relativas 4 la mi-
licia.

391. Aunque esta unidad es importantisima no constitn-
ye ella sola el desideratum de la ciencia, sino que es precisa
otra todavia mas elevada, la unidad internacional. Del mis-
mo modo que la Asociacion Geodésicn internacional produ-
ce grandes heneficios i la ciencia, podria producirlos ain ma-
yores d la ciencia y & la humanidad la Asociacion Estadisti-
ca internacional, cuya organizacién deberfa ser andloga y
componerse por lo tanto de Asamblea, Comisién y Oficina in-
ternacionales. ¢Sid Hspana cupo el honor, por medio de su
representante el general Ibanez, de establecer aquella, se ha
de mostrar rehacia 1 opuesta 4 ejecutar cuantos trabajos sean
necesarios para formar esta?

392.  (Qcurre preguntar jse da 4 la Estadistica la impor-
tancia que se merece? /Cudl debe ser el Ingar que le corres-
ponde entre los diversos organismos del Estado? Asi como es
principio axiomdtico que el individuo no se resuelva 4 em-
prender ningtin negoeio sin el conocimiento prévio de todas
las circunstancias que puedan influir sobre el mismo, asila
Politica y la Administracién deben consultar, antes de deci-
dirse 4 ejecutar ningin acto, los datos y noticias que recoje
la Bstadistica; las ciencias sociales marchan con los ojos
vendados sin el auwilio de la Estadistica. De aqui se dedu-
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ce el grave y necesavio papel que dicha ciencia debe desem-
penar en el desarrollo de las fuerzas del Estado; ella mide y
estudia aquellas fuerzas, aconseja las disposiciones que deben
tomarse y prevee los resultados; Ia Politica y la Administra-
cién ejecutan aquellos cousejos. La primera es s6lo una cien-
cia consulfiva, las segundas son ejecutivas: aquella no dard
nunca ¢ngresos directos 4 la Hacienda, pero puede por medio
de sus principios y deducciones anmentar los que faciliten los
demis organismos administrativos, sefialard las deficiencias é
Injusficias, determinard la justa cuantia de los diversos gas-
tos, en una palabra, nos servird de faro para llegar al ideal
del perfecto equilibrio. Pero si importantes y necesarios son
estos fines materiales ¢ inmediatos de la Estadistica, mas im-
portante y trascendental es su fin moral, el ensefiar 4 las so-
ciedades de dinde vienen y 4 dénde van, eudles son sus de-
fectos, cudles sus virbudes, eudles sus aptitudes, cusl su desti-
no y qué Ingav estdn HNamadas & ocupar en la historia de la
humanidad.

393. El método 6 procedimiento de que se vale la cien-
cia para conseguir la verdad consta de dos partes:

1. Descubrimiento de una verdad 6 propiedad nueva.

2."  Demostracién de la verdad del descubrimiento efec-
tuado.

Fin las ciencias racionales el descubrimiento v4 unido 4 la
demostracidn, cualquiera que sea el proecedimiento (andlisis 6
sintesis) por el que hemos llegado al descabrimiento de la
verdad de que se trata. En las ciencias experimentales, 4 par-
te de que las demostraciones no pueden ser nunea necesarias,
no existen realmente y son sustituidas por la prueba 6 conm-
probacion, es decir, por una nueva operacidn que nos mulbi-
plica las probabilidades de eerteza pero que nunca nos la ase-
gura. Ll procedimiento es por demds sencillisimo (aungne ha-
ya costado d la humanidad mucho tiempo y grandes trabajos
para descubrirlo) consiste silo en emplear el razonamiento
complementario de aquel que nos ha servido para llegar al
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descubrimiento de la verdad de que nos ocupamos. Asi, si nos
hemos servido del andlisis del hecho después partiendo de
las verdades halladas reconstruiremos dicho hecho valiéndo-
nos de la séintesis.

394. Se llama, en general, hecho, ¢ lo que ha sido, @ lo
que es 6.d4 lo que serd. Ahora bien, nosotros no podemos
condeer al sustantivo propio, fisico 6 metafisico (1) mas que
por sus atributos, los cuales no son otra cosa que abstraceio-
nes, luego nosotros no podemos considerar & los segundos
mas que como 2 conjunto de abstracciones que forman
wn abstraceion. La inteligencia humana es tan limitada
que no puede estudiar el atributo en un solo sustantivo sino
que lo haes comparativamente en una serie de ellos que lo
posean. De aqui la necesidad que tienen todas las ciencias
experimentales de clasificar los hechos de que se ocupan. fn
las ciencias experimentales una biena clasificacion es to-
da la ciencia porque facilifa al limitado entendimiento lin-
mano Hegar al conocimiento de Ia verdad que se busea. La
Morfologia 6 estudio de la forma del ser, fué, en los princi-
pios de la ciencia, el fundamento de las elasifieaciones 1la-
madas aartificiales 6 sistemas, pero despuds, penetrando el
hombre mis en Ia esencia de las cosas, empezd i establecer
las clasificaciones naturales 6 méltodos que estin fundadas
en el conjunto de caractéres que presentan los hechos orde-
nados segin su importancia, atendiendo primero 4 los doni-
nantes y después a los snbordinados. Mientras el hombre
sglo clasificé por la forma era imposible la aplicacién del
método 4 las ciencias sociales y politicas; pero aceptado y
establecido el método natural puede extenderse la clasifica-
¢ién 4 dichas cieneias y puede seguirse para el deseubrimien-
to de las causas de los hechos el sencillisimo pero poderoso
y seguro método dicotomico (parrafo 174.)

(1) Btudes des procedes de I‘esprit hamain dans la recherche de
Iinconnu a 1taide de Fobservation et de 1‘experience ete por M. E.
Chevreul.
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505, El trabajo que tendremos que tomarnos para hacer
la clasificacidn de los hechos estadisticos serd solo el de la
apreciacién de la importancia de los caractéres. Tres clases
de elementos hay que considerar en todo hecho que se refie-
ren & la extensién, al espacio y al tiempo. Los caractéres re-
ferentes d la extension son los prineipales, por que la exten-
gi6n es el elemento que mejor determina el hecho. Entre los
caractores referentes al espacio y al tiempo, les mis impor-
tantes son los primeros por que las variaciones en el tiempo
son condicidn inherente & los hechos sociales; por 1 tanto la
constancia en el tiempo podemos decir que no existe y que
solo puede suponerse para periodos mds 6 menos grandes,

396. La especie se detine que es la reunién de individuos
(hechos) que se parecen més enfre si que 4 los de cualquiera
otro grupo y enyoscaructeres no tienen variaeion en el tiempo.

397.  Asi, pues, estableceremos los fundamentos de Ia
Taxonomia estadistice, distinguiendo los tipes, clases, 6r-
denes, familias, tribus, gdneros y especies por medio de los
caractéres, cuyas propiedades sean las que figuran en el coa-
dro inserto & continnacién:

Categorias, Extensidn. Espaeio. Tiempo.
Tipo Generales Comunes Constantes
Clase Tdem Idem Variables
Orden ldem Diferenciales | Constantes
Familia Particulares | Comunes Idem

Tribu (enerales Diferenciales | Variables
Geénerop Parficulares | Comunes Idem
Especie Idem Diferenciales | Constantes
Individuo | Tdem Idem Variahles

La cifra absoluta es 1 vopresentacion del individuo, la

cifra relativa medida de la intensidad representa la especie.
'(‘.H ﬁ's?‘wmir%ﬂ‘{! en I’I t?‘\‘jm‘(‘;(] nos ri’p“‘seﬂtﬁ al AR, h m[—.ai.
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da de la extension i la tribu, el promedio referente al tiem~
po Y al espucio parece representar la familia, las leyes que
son aplicables & un mismo pais ¢ regién y son diferentes en
los demds, son representacion del orden, las aplicables 4 fo-
dos los paises pero variables en el fiempo, representan la
elase y finalmente el tipo se halla representado por las leyes
de la primera categoria.

398. La diferencia principal que existe entre las ciencias
fisicas y naturales ¥ las sociales y politicas consiste en que
aunque los caractéres en unas y otras son abstraceiones, en
las primeras su reunién constituye un ser 6 un fendmeno real,
es decir, apreciable por nuestros sentidos y en las segundas
constituye un sustantivo abstracto; el empleo del método de
gomprobacién & posteriors es en las primeras facil y sencillo
porque la imperfeceion de nuestros senbidos nos hace siem-
pre ver que un hombre es ignal 4 otro, ura hoja ignal & otra
y un planeta igual @ ofro; en las segundas, por el contrario,
como el espiritu es un instrumento mds fino y delicado que
nuestros sentidos cualquier diferencia por pequeiia que sea la
nota y no encuentra nada constante. Para poder distinguir
ambas clases de caractéres ha buscado y usa un instrumento
en el cual no existe nada extrafio d él mismo, es, pudiéra-
mos decir, su representacién material, el cual no es otro que
el caleulo matemdtico. Ha sido por lo tanto preciso para cla-
sificar los hechos sociales, aplicarles las leyes matemdticas,
evaluindolos numéricamente y para la eliminacién de las
variaciones, es decir, de sus accidentes, establecer una lvipi-
tesis traducida por el postulado del pdrrafo 15, que es el
fundamental del método de la Estadistica.

399. Bl método de comprobacién & posteriors, que exi-
ae la sintesis, cuyo objeto es ver que efectivamente la reunion
de los caracteres del hecho constituyen ¢ forman el sustanti-
vo abstracto de que partimos, no puede ser aplicado aqui del
mismo modo que en las ciencias fisicas y naturales princi-
palmente porque los errores que pueden ser admitidos por su
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pequetiez en la determinacién de dichos caracteres al reunir-
se se multiplican y hacen que el sustantivo asi encontrado
sea 86lo subjetivo y no objetivo, es decir, que difiera de to-
dos y eada uno de los que nos han servido para formarlo; pe-
ro como la deferminacién de este tZpo que en Estadistica re-
cibe en general el calificativo de medio nos ha hecho conocer
el grado de importancia de cada cardcter, podemos compro-
bar su existencia por el anilisis directo de varios hechos con-
venientemente escogidos dentro de cada grupo. Asi, pues, la
Estadistica actiia por medio del andlisis sobre la investiga-
ciom, determina por medio de la sinfesis las leyes ¢ las cau-
sas de los hechos y comprueba los resultados obtenidos, apli-
cando el andlisis 4 las monografias.




APENDICE A LA PRIMERA PARTE

DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE STIRLING

[. Vamos & demostrar el célebre teorema de Stirling es-
tablecido en el nimero 62 (primera parte).
Si multiplicamos y dividimos |2 por n* se tendréd

|]l+1

{n —=n"f(n); como

——n-1

l =L
serd f(n—f—l):( l+[-l-) .f(n) y cuando n=m

'f(u+1):e£. f(n) y por consiguiente f(n)=e—>=1,(n).

Sustituyendo en vez de n el valor n+41 y dividiendo
f(n--1) por f(n) se tiene
fo t1)_1 f,(u+1) (1)

f(u) e f,(n) (n)

cuya igualdad nos dice que para el valor (n4-1) se multipli-
ca f (n) por un factor que difiere muy poco de la unidad, ape-
sar de lo cual f,(n) no es una cantidad constante ni tiende &
serlo. Fin efecto, haciendo

de donde f,(n+1)=f,(n) .
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=2 1
(1+%) . e=z estableceremos que lz=—1- n[(hl +“ ) yre-

emplazando 1(1—|—E) por los dos primeros términos de su de-

1
1 1 n
H?):?TJ de donde z—=e

1
sarrello Iz=1—~n(——
Nii
1
Si sustitnimos en vez de e 1os dos primeros términos de

su desarrollo se tiene

f.(n+1) 1
HF__H_‘)n fi(n) = o

iI.  Ahora, como

u..l.-

\”‘" . (1+ ) —t o

con el mismo grado de aproximacién que la igualdad ante-
rior, deducimos de aqui que f,(n) varia segin la misma ley
que \'n y por consiguiente que

fi(n) =y F(n) y o =n"e—ny P(n).

HI.  Vamos ahora & demostrar que F(n) tiende 4 un va-
lor constante cuando n aumenta indefinidamente. En efecto,
habiendo establecido la igualdad

Lutl) gt Fu+1)
f,(n) _\' n ° F(n)

despreciando los términos inferiores 5 o Se deberd verificar
12
para cualquier valor de n que

l{n+l} k,
Ba) a2

siendo k, una cantidad que no crece mdefinidamente con n.

P
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De las igualdades :
F(n41) _  k,
) e
F(n+42) k,
Fotl)  T@rip
E(n-=p) kp
F(D+p—1}_1+{n+p—1)z

se dedunce que

) () e ()

¥ como

k k
] (1+ )= a(1+b)

el logaritmo de la expresién anterior serd

k
= 1 = S R e 5(14-tp
e T e a(lts) -I-m_l_P et +t0)
cuya série es couvergente por serlo la formada por los tér-
minos 1% y por lo tanfio s [I?(—f“]l) = constante. Haciendo en

esta formula p=n y n=o se tiene que F(n = constante.
Si llamamos (¢ 4 dicha constante [n—~Gn"e—2yn .
IV. Segin el teorema de Vallis (Traité de Trigonomé-
trie par J. A. Serret, parrafo 188)

E :) 2 -it‘j:!llll 2_.._11 1 2“ —
Sl Sn g D=1y Sh=1
2.4..9n.2.4...%n S 2480

~ (1,35...2n—1)(1.35...20—1)(2n+1) (120)2(2n 1)

sustituyendo en vez de [n y |20 sus valores, esta férmula se
convierte en



hmltaremns i cdnsxgnar que la aphcaemn fle esta fdrmrﬂa al
~ cdlelo del término de valor miximo enando

m=20 § p=.‘q'=.} -

ﬂé. un error menor que 0,0005, y como generalmente sélo se
 apreciar los valores de las prohabilidades con dos eifras, po-
demos considerarlo despreciable.

A




DEO T A

Nuestro deseéo de que la publicacidn de la primera parte
de esta obra coincidiera con la rennién en Madrid del IX Con-
greso infernacional de Higiene y Demografia, fué causa de
que no pudidramos corregir algunos defectos de que adolece.
El pérrafo niumero 109 debe ser susbituido por #1 siguiente:

109. Fué por Decreto de 19 de Junio de 1873 por ¢l que
se cred, s6lo nominalmente, el Cuerpo de Estadistica, v se en-
cargaron los trabajos Estadisticos al Instituto Geografico que
cambié dicho nomhre por el de Instituto Geogrifico y Este-
distico. Por Real decreto de 15 de Diciembre de 1876, se
crea definitivamente dicho Cuerpo con la organizacién que
hoy tiene. En el Reglamento dictado en 27 de Abril de 1877.
se establece que dicha Direceién general es la encargada de
ejecutar todos los trabajos geodésicos, topogrificos, metrold-
wicos y estadisticos de Espafia por medic del personal gue
menciona su artieulo 2.° que, copiado d la letra, dice asi:
(Contintia en la pdgina 106 de la primera parte).
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dp: Mearia ceueral de los grdaficos, Su apligaciin al céledlo y 4 1a
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Bstadisticn tedrien v Apéndice.— Precio 1‘60 pesetsas.
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