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H IS T O R IA  1)13 l o s  m é t o d o s  g r á f i c o s

SUMARIO—Necesidad de los gráficos.—Primeros trabajos. - -Historia 
del Cálculo estático.—Historia del Cálculo dinámico.—Historia de 
las representaciones gráficas.

295. Las construcciones gráficas tienen la ventaja de dar 
forma sensible á la magnitud de las cantidades, poniendo de 
manifiesto las relaciones que existen entre las de los datos y 
las de los resultados; por otra parte la resolución gráfica de 
los problemas presenta el inconveniente de no ser exacta, 
pues los errores que se cometen dependen de la apreciación 
de los instrumentos y de la vista del calculador. Por lo tanto 
desde tiempo inmemorial se ha comprendido la necesidad de 
resolver las dos cuestiones; representación gráfica de los pro­
blemas analíticos y resolución analítica de los problemas grá­
ficos. En una palabra: un problema no puede considerarse 
completo si á su análisis no le acompa su síntesis ó si á su 
síntesis no le sigue su análisis, y como el algoritmo del aná­
lisis es el cálculo, y el de la síntesis la figura, de aquí se 
sigue la necesidad de poder pasar de uno á otro de estos al­
goritmos.

296. No puede precisarse la época de las primeras tenta­
tivas sobre la resolución de dichas cuestiones solo sabemos



que Enelides, Entocius, Diofanto, Arquíniédes, Brahmegnta, 
Bhascara, Moliamed ben Muza, Abul-Vefa, Alkarkhi, Omai, 
etc. resolvieron algunos casos particulares, así como, poste­
riormente, Leonardo de Pisa, Tartaghia y Cardano. Gahleo 
baila el área de la cicloide por el procedimiento del peso; 
pero esta aplicación de planimetría mecánica quedó en ol­
vido basta 1714 en que Marinoni la presentó como suya, ha­
biéndolo usado también el inglés Young para evaluar la ex­
tensión de las divisiones territoriales de Francia. En  ̂ 1537, 
Pedro Apian propone un procedimiento de multiplicación 
gráfica, el cual es corregido y modificado por Neper-. Bassan- 
tin en 1557 es el primero que representa los desniveles poi 
curvas de nivel y Descartes (1596-1650) establece los fun­
damentos de la nueva ciencia llamada Geometría Analítica, 
tomando estos trabajos una nueva fase y separándose defini­
tivamente de la Geometría Analítica propiamente dicha, que 
entra en su estado definitivo ó perfecto, el Calado gráfico 
que debe al mismo Descartes, á Fermat y á Newton pasar al 
periodo evolutivo.

297. Al mismo tiempo que Descartes fundaba la Geome­
tría Analítica, Neper (1550-1617) inventaba los logaritmos 
(cuyas tablas publicó en 161-4) influyendo poderosamente en 
el desarrollo de las ciencias matemáticas por sus grandes 
aplicaciones prácticas. Desde este momento pueden distin­
guirse claramente en el Cálculo gráfico tres ramas principa­
les que tienen por objeto: la Representación gráfica de las 
funciones, el Ciliado estático ó sea aquel en que los ele­
mentos carecen de movimiento independiente, y el Calado 
dinámico ó sea aquel en que cada uno de los elementos com­
ponentes tiene movimiento propio. Para su mejor compren­
sión haremos la historia de estas ramas en el orden siguien­
te: Cálculo estático, Cálculo dinámico y Representación grá­
fica.

298. Gunter (1581—1626) inventa la Regla de calado, 
modificada después por Vingate .(1593—1656) que adopta



dos reglas móviles yustapuestas y por Seth Partridge que hi­
zo construir á Haynes las escalas de tres reglas, tales que una 
de ellas se deslizaba entre las otras dos que estaban unidas 
por sus extremos. Oughtred (1574- 1660) establece las gra­
duaciones de las reglas de Vingate sobre dos círculos concén­
tricos con dos índices móviles, cuyo aparato es modificado en 
1876 por Biler que suprime los índices y hace movible alre­
dedor de su centro al círculo interior. Milburne, en 1650, 
traza las divisiones de la regla sobre una curva que parece ser 
la hélice, cuya idea dá origen en 1878 á la Spiral slide rule 
de Fuller. Clairant, en 1727, inventa un disco de cartón que 
sirve para varios cálculos; Camús, en 1761, construye otro 
aparato para medir el tonelage de los navios, llegando á te­
ner tal importancia estos instrumentos de cálculo que la re­
gla logarítmica es aceptada en Inglaterra desde fines del si­
glo pasado por el comercio y la industria, haciéndose su uso 
popular. En Francia la ley de 18 germinal del año III esta­
blece que eu lugar de las tablas de equivalencias entre las an­
tiguas y nuevas medidas que habían sido ordenadas por el de­
creto de 8 de Mayo de 1790, sean determinadas por escalas 
gráficas, para apreciar estas relaciones sin ningún cálculo. 
Esta disposición dá origen á la Aritmética lineal de Pou- 
cbet (1795) y al cuadrante logarítmico de Leblon (1799); 
pero el uso de la regla de cálculo no se hizo general en Fran­
cia basta que filé importada por M. Jomard en 1815; en Aus­
tria hasta 1840, merced á los trabajos de Adam-Burg y Schulz 
von Strassnieki; en Italia algunos años más tarde merced á 
los trabajos de Sella, y en España, aunque pedida en muchos 
programas oficiales y aunque al Sr. Ruiz Amado se le debe la 
construcción de un círculo logarítmico, su uso no es todavía 
general ni mucho menos. Las dependencias de la Adminis­
tración pública, cou pocas excepciones, han rechazado siste­
máticamente todos los adelantos modernos que facilitan y 
simplifican los cálculos. La Spiral slide rule ó un aparato 
análogo, que nosotros designaremos bajo el nombre de cilin-



clro de cálculo, sería muy útil en <¡asi todas las oficinas del

Estado (1).
299. El establecimiento en Francia del Catastro, ti ajo 

consigo la necesidad del cálculo mecánico de las áreas. El 
procedimiento de Galileo no podía ser aceptado y se inventa­
ron varios sistemas: el de transformación, el de la cuadricu­
la 6 red de calcular, debido á d’Hogrefe, el de liigaux, el 
poligonómetro de Hennon y las ruedas sumatonas, hasta que 
en 1824 Gonnella construye el primer planímetro octogonal. 
Pocos años después Coriolis (1829) construye su dinamóme­
tro registrador, Poncelet inventa su máquina de integrar y 
Lalanne (1840) propone su Aritmoplanpnetro. Finalmente, 
en 1856 Arasler construye su planímetro polar que con el de 
Starke (llamado también de Vetli y Star-Ice) son hoy los más 
usados. El Instituto Geográfico y Estadístico fue en España 
uno de los primeros centros por quien fueron adoptados.

300. El cálculo dinámico no ha podido desarrollarse has­
ta la época presente en que el cálculo estático ha adquirido el 
suficiente desarrollo. Sus fundamentos corresponden á la Me­
cánica, y aquí nos limitaremos á decir que su teoría general 
consiste en una combinación de índices con reglas ó ruedas 
numeradas que se mueven automáticamente por medio do di­
versos engranajes.

301. Desde 1769 en que Francesco Luino indica el me­
dio de representar gráficamente el estado científico de cada 
siglo, extendiendo así el uso de las curvas á la representación 
de los datos numéricos resultado de la observación, las repie- 
sentaciones gráficas de las funciones adquieren una gran im­
portancia. Playfair publica en 1789 sus Cuadros de A r it­
mética lineal, del comercio, de la hacienda y de la deuda 
nacional de Inglaterra, en la cual presenta dos diágramas so-

(i) El cilindro de cálculo podría tener un rádio de O,”0795, lo que 
dá para la circunferencia una longitud de 499, mm 5; siendo el paso de 
la hélice de O,"'01 y constando de 30 pasos, la longitud total de la línea 
sería de 15 m., la altura del cilindro de O,”32 y la apreciación de o 
cifras.



bre la deuda y el balance de la importación y exportación. 
Cassini en 1791 publica un Cuadro gráfico de la dirección 
de la aguja imanada y Penchet en 1795 su Aritmética li­
neal. En el siglo actual se multiplican estos trabajos, siendo 
los principales los de Frissard, Layton Cooke, Playfair (Ele­
mentos de Estadística 1801), Pfeiffer (Tablas gráficas repre­
sentando diversos' resultados de la observación 1820), Tarbé 
(Curva del cólera de 1832), Minard (inventor del cartogra­
ma á bandas), Klose, etc. Quetelet, á quien tanto debe la 
Estadística, extiende su uso eu Eélgica, adoptando las coor­
denadas polares. La idea emitida por Penchet de representar 
las funciones de dos variables por curvas de igual elemento, 
es seguida por D’ Obenbeim (1814), Piobert (1825) que ha­
ce uso de las superficies topográficas para traducir gráfica­
mente los resultados de las observaciones, Terqnem (1830) 
que hace observar que la representación gráfica de las funcio­
nes de dos variables puede ser identificada á la representa­
ción plana de una superficie topográfica por las proyecciones 
de sus curvas de nivel y por Lalanne (1843) que inventa el 
principio de anamorfismo y lo generaliza á la Estadística 
(Memoire sur la representation gráphique des Tableaux 
metereologiques et des lois naturelles en general). En los úl­
timos años Lallemand, ingeniero de minas, inventa los aba­
cos exagonales y el uso del papel transparente; Mauricio 
d' Ocagne dá un procedimiento nuevo de cálculo gráfico 
11884); Bertillon publica, acompañada de gráficos, su Demo­
grafía figurada de Francia; Reclus su Geografía Univer­
sal; el Ministerio de Trabajos públicos de Francia (1878) 
L  Albun de Statistique gráphique-, Ficker en 1860 inven­
ta los cartogramas de tintas graduadas-, Zumer los sterco- 
gramas; Mayr su Método geográfico y, finalmente, M. Cheys- 
son, Presidente de la Sociedad de Estadística de París, publi­
ca eu 1887 un nuevo método para hacer comparables diver­
sos cartogramas de ima misma série. Respecto á España, po­
cos trabajos de esta clase se han ejecutado; pero entre ellos



podemos citar las Tablas de mortalidad referentes al perio­
do de 1861-70, calculadas gráficamente por el Sr. Merino y 
publicadas por el Instituto Geográfico y Estadístico y las 
Curvas de mortalidad por edades referentes a España y a  
Madrid que, como único gráfico, figura en la obra publicada 
por el mismo centro con el título de Movimiento de la po­
blación de España en el septenio de 1886-92. Entre los tra­
bajos particulares son dignos de especial mención, los pub í- 
cados por el individuo del Cuerpo de Estadística 1). Isidoro 
Garrido en el .Almanaque Bailly-Bailliere» y los que suelen 
aparecer en el periódico Alrededor del Mundo.



R E P R E S E N T A C IO N  O R Á T IC A  D E  LA S PU N C IO N E S

SUMARIO. —Determinación analítica riel punto.—Idem del ángulo.— 
'dem de la línea.—Representación gráfica de las funciones de dos 
variables.—Determinación analítica de las superficies.—Represen­
tación gráfica de las funciones de tres variables.

302, Para la mejor comprensión de las representaciones 
gráficas, empezaremos por algunas nociones de Geometría 
Analítica, exponiendo la manera de expresar analíticamente 
las figuras y sus elementos, líneas, puntos y ángulos y recí­
procamente de representar gráficamente las funciones.

303. Punto.—Todo punto puede considerarse formando 
parte de una línea, de un plano ó de una superficie.

Determinación de un punto sobre una línea.—Sea el 
M colocado sobre la línea xx’, (fig. 1.a) quedará determinado 
cuando conozcamos su distancia á un punto fijo O y la direc­
ción en que deba tomarse. La distancia OM se representa 
por su medida, y la dirección, á derecha ó izquierda, por ios 
signos -f- y — según nos enseña el Álgebra. Se ha conveni­
do en tomar como positivas las magnitudes contadas de iz­
quierda á derecha y por lo tanto serán negativas las conta­
das en sentido opuesto. A la magnitud OM se le llama 
abcisa del punto M y al punto O origen de las abe,isas. Un



punto sobre una recta se representa por M (x = ± m ). Admi­
tiendo el convenio de los signos, la distancia MM puede 
siempre ser representada por x’—x cualquiera que sean las 
posiciones relativas de los tres puntos M, M’ y O. En efecto, 
suponiendo contadas las distancias desde otro origen O si­
tuado á la izquierda de O y bastante lejano para que todos 
los valores, con relación á él, sean positivos, se tiene que 
las distancias de O, M y M’ á O’ serán 
0 !0 = - f a  0 ’M = -fX = + a -t-(x )  0 ’M’= -t-X ’= -f -a - f (x ’) 
La distancia MM’ estará siempre representada por X • X, 
(teniendo en cuenta que M’M = —MM) y por lo tanto 

MM’= + a + ( a x ’)—a— (x)=x‘—x 
Determinación de un punto sobre un plano.—Sea el 

punto M; si trazamos un eje xx' y por medio de una recta 
M l\ en dirección determinada, hallamos el punto P, (fig. 3) 
(que segúu sabemos podrá fijarse sobre el eje xx’ por medio 
de su abcisa x) este no determinará el punto M del espacio 
sino solamente la recta PM; pero si por el punto O supone­
mos trazados dos ejes xx1 e’ yy\ y por el punto M las para­
lelas á cada uno, hallaremos así dos puntos P y Q que deter­
minan por completo el punto M; pues trazando por P una 
paralela a1 yy' y por Q una a’ xx' su punto de intersección 
será M. Para fijar los puntos Q sobre el eje yy’ se considera­
rán como positivas las cantidades contadas de O hacia arri­
ba y negativas las contadas en sentido contrario. A las mag­
nitudes contadas sobre el eje yy1 se les llama ordenadas y 
se representan por la letra y, asi como las contadas sobre xx’ 
se representan por la letra x. A la abcisa y ordenada de un 
punto se le llaman sus coordenadas. Es fácil ver que por 
medio de los signos de las coordenadas queda determinado el 
ángulo en que está situado el punto dado. Un punto sobre un 
plano se representa analíticamente por la expresión 

M (x= ± m , y = ± n ) .
A estas coordenadas se los llama rectilíneas. El ángulo



de los ejes puede ser cualquiera; cuando es recto, las coorde­
nadas se llaman rectangulares.

Determinación ele un  punto en el espacio.—Para deter­
minar un punto M del espacio no son bastantes las dos co­
ordenadas xe y que solo nos determinan el pie de la proyec­
tante Mm, (fig. 3) y ha sido necesario hacer uso de un nuevo 
eje zz’ que pase también por el origen O y sobre el cual se 
cuentan las coordenadas z. Dadas las tres coordenadas OP, 
OQ y OE queda determinado el punto AI, pues trazando por 
cada uno de los P, Q y E planos paralelos á los otros dos ejes 
se cortarán en un punto M que es el buscado. El ángulo en que 
se halla M se determinará por los signos de sus coordenadas. 
El algoritmo de un punto del espacio será

M (x = ± m , y—± n , z = ± p ) .

304. A n g u lo .—En Geometría el ángulo se determina 
por medio de su arco correspondiente, pero aquí no podemos 
determinarlo lo mismo; pues si tomamos para unidad el ar­
co, introducimos en las fórmulas magnitudes heterogéneas 
con las coordenadas rectilíneas, y si tomamos por unidad la 
línea recta será preciso rectificar el arco, operación larga y 
nunca exacta. Asi, pues, se ha pensado en buscar ciertas lí­
neas rectas que por sí ó por sus relaciones nos determineu el 
ángulo aunque no lo midan. Sea el ángulo MOX; trazando 
perpendiculares á OX (fig. 4) por varios puntos de OM, las
rectas ab, a’b’, a”b”,.... ob, ob\ oh”,...... oa, oa’, oa”......  cada
una por sí no determina el ángulo MOX, pues para un mismo 
valor del ángulo corresponden infinitos de las líneas y para 
un valor de cualquiera de ellas corresponden infinitos del án­
gulo; pero observando que los triángulos oab. oa’b’,,.. son se­

mejantes y que por lo tanto las relaciones —, — , . .. son
oa oa’

, , , ab a’b’ ab a’b’iguales, asi como las —, — T,  y .....se compren­

de la posibilidad de que dichas relaciones determinen el áu-



"ulo, puesto que son constantes para el mismo y \aliñóles
para otro cualquiera. Estas relaciones reciben los nombres de

íiVi ob i
seno, la —; coseno, la —; tangente, la

oa oa
Las inversas de estas relaciones, que también serán cons­

tantes, se llaman

cosecante, la secante, la — cotangente, la ^

Todas estas relaciones se denominan líneas trigonomé­
tricas, aunque mas propiamente debían denominarse relacio­
nes, trigonométricas.

Si suponemos trazado por o un eje perpendicular al OX, 
los tomamos como ejes coordenados y representamos abre­
viadamente las líneas trigonométricas del ángulo a por sen. a„ 
eos. a, tg. a. cosec. a, sec. a, cotg. a, podremos establecer que

sen a= X ; eos. a = * ; tg. a = |- ;  cosec. a = - ;  sec. a = —; cotg. a——_

Si suponemos que la recta OM gira alrededoi del punto 
O, dando nna ó varias vueltas completas, bien sea en el sen­
tido de X á M ó de M á X, volverá á coincidir con OM, y pol­
lo tanto sus líneas trigonométricas no variarán; podemos es­
tablecer que las líneas trigonométricas de un ángulo no 
varían cuando á dicho ángulo se le suma ó se le resta un  
número entero cualguiera de circunferencias.

305. Línea .—Las líneas deque se ocupa la Geometría 
son verdaderos lugares geométricos de puntos que cumplen 
con una ó varias condiciones, la expresión analítica de la ley 
que une su abeisa, y ordenada es la representación de la línea 
considerada. Sean, por ejemplo, las dos siguientes:

y
Línea recia.—Sabemos que la relación -  == constante,

llamando á dicho valor a será y=ax. Si la recta ocupase una 
posición tal como la de la figura 4, que no pasa'por o, trazan­
do por dicho punto nna paralela se tendrá



Mp=M m -M np I

mp=ax; H m =b)
M p=y=ax4-b.

Así, pues, la línea recta se representa por una ecua­
ción de primer grado con dos incógnitas. Si MM fuera pa­
ralela á ox, entonces y = c  y ax -f b = c  ó lo que es lo mismo 
ax=m . Si MM es paralela á oy ax= d y y = n .

Circunferencia.—Suponiendo que los ejes rectangulares 
pasen por el centro, un punto cualquiera está dado por las 
coordenadas OP y MP, entre las cuales y el radio r existe la
relación (fig. 5)

x'2 f y 2= r 2.
Fácilmente se comprende que cuando inversamente nos en­

contremos en el cálculo con una ecuación tal como y=ax-f-b 
5 x2_j_y2_ r2) ]a figura representada por ella será una línea 
recta ó una circunferencia. La manera de construirlas gráfi­
camente se deduce con facilidad, pues no habrá mas que dar 
á x un cierto valor y hallar el correspondiente de y.

Elipse, parábola é hipérbola.—Estas curvas son también 
lugares geométricos, cuyas ecuaciones son casos particulares 
de la ecuación de segundo grado con dos variables 

Ay2-|-Bxy -j- Cx2-t-Dy+Ex f  F = o .
La Geometría analítica (Cortazar) nos demuestra que di­

chas ecuaciones son: la de la elipse b2x2-}-a2y2= a 2b2; la de 
la parábola y2= 2px, y la de la hipérbola- a2y2- b 2x2= a 2b2. 
También nos ensena todas las propiedades particulares de es­
tas curvas y de sus tangentes, diámetros, cuerdas y asínto­
tas; por lo tanto á ella y á la Geometría deposición de Fa- 
varo referimos al lector que desee hacer un estudio detenido 
de estas funciones.

Curva, gráfica,—Cuando la curva no es geométrica es 
más difícil determinar su ecuación que se deduce de las con­
diciones que deba cumplir; generalmente se supone la cuiva 
del género parabólico, y se considera representada por la ecua­
ción general

y = a 0-j-a,x-f-ajX2-j- ....  + a u x"



cuyos coeficientes se determinan por n, al menos, valores par­
ticulares de las variables (Laplace, Traite de Mecanique ce­
leste, t. T.) (Micha!, Methode d’interpolation au moyen des 
courbes du genre parabolique.)

306. R e p r e s e n t a c ió n  g r á f ic a  d e  la s  f u n c io n e s  DE 
dos v a b ia b i.e s .— Recíprocamente cuando se tenga una fun­
ción de dos variables su representación será una curva cuya 
construcción se hará tomando á partir del origen magnitu­
des proporcionales á los valores de x, y trazando por su ex­
tremo ordenadas proporcionales á los valores de y, las cua­
les nos determinarán una serie de puntos que unidos por un 
trazo continuo nos darán la curva representada por la ecua­
ción.

Cuando no se conoce la ley que une á la función con su 
variable sino que se han hallado experimentalmeute una se­
rie de valores de y, correspondientes á otra serie de valores 
de x, puede representarse de la misma manera la función 
desconocida por medio de una curva en la cual las abcisas 
sean los valores de x y las ordenadas los de y, á cuyas cur­
vas se denominan gráficas. Esta representación, además de 
darnos una idea bastante aproximada de la función, nos ofre­
ce la ventaja de poder interpolar con gran facilidad y con 
una relativa exactitud.

307. Su p e r f ic ie s .—Las superficies geométricas son ver­
daderos lugares geométricos, y por lo tanto su traducción ana­
lítica es sencilla y fácil.

Una superficie se considera definida cuando se conoce la 
posición y la forma de la generatriz para cualquier punto de 
ella. Según sabemos, para engendrar una superficie bastará 
conocer su generatriz y la ley de generación; siendo en gene­
ral la generatriz una curva plana, estará representada por una 
ecuación de segundo grado y la ley de generación por una 
nueva ecuación, en la cual entrará otra incógnita; de modo 
que la traducción analítica de una superficie será una ecua­
ción de segundo grado con tres variables. Considerando á la



superlicie como el lugar geométrico de las posiciones de un 
punto del espacio, se deduce también que su expresión será de 
la forma f (x, y, z)=o. El método general seguido para ha­
llar la ecuación de una superlicie es suponerla cortada por va­
rios planos paralelos, hallar la ecuación de la curva resultan­
te y la de las variaciones de la indeterminada que se elimi­
na — por el método de sustitución, y la ecuación final será 
la de la superficie.

Superficie, esférica.—Supongamos cortada su superficie 
por varios planos paralelos que nos darán circunferencias; to­
memos el centro por origen y por ejes, uno perpendicular á la 
dirección de dichos planos y otros dos perpendiculares entre 
sí y á este eje. La ecuación de una de estas secciones será 
x'2-j-y2= h 2 y la ley de la variación de li estará dada por la 
h2-(-z‘2= r 2, de donde x2-fy2-f z2= r 8.

Superficie cónica de revolución.—La ecuación de la sec­
ción será, tomando el centro de la base por origen, x2+ y 2= r 2 
y la de la variación de r siendo li la altura y a el coeficiente 
angular r= a z + h , de donde xaH-y2—a2z2—2ahz—h2 (fig. 6).

Superficie gráfica.—Se buscará su ecuación siguiendo el 
mismo procedimiento general que ya hemos expuesto, y para 
hallar la ecuación de las secciones se suponen estas proyecta­
das sobre un plano paralelo á la dirección común de los se­
cantes, los cuales, para dar más regularidad á la figura, se 
suponen equidistantes.

308. lÍEPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS FUNCIONES DE 
t r e s  v a r ia b l e s .— Estas funciones nos representan siempre 
líneas ó superficies en el espacio, y la manera de determinar­
las es dar valores á una de las variables y formar la línea 
que representen las otras dos; esto equivale á ir trazando pla­
nos paralelos y hallar sus intersecciones con la superficie.

Sea f (x, y, z )= o , la ecuación x2+ y 2 +  22= r 2, dando á 
z el valor m se tiene x2+y '2= n 2 que nos representa una cir­
cunferencia; haciendo y = p , x2-fz2= q 2;lo cual nos dice que 
las secciones perpendiculares al eje y lasque pasan Áfip



soii circunferencia, la superficie será una esfera. Si la ecua­
ción fuese tal como la x2-f-y:á—a'2z2—2ahz=h'2; haciendo 
z—o se tiene x'2-j-y2= h 2, lo cual nos dice que las secciones 
perpendiculares al eje son circunferencias; haciendo x=o;y 
(az-f-h)2 de donde y= az +  h, luego las secciones que pasan 
por el eje son líneas rectas.

No siempre es fácil deducir la curva por la ecuación obte­
nida, sino que es preciso construirla é ir haciendo lo mismo 
con cada sección. Si suponemos hechas todas estas construc­
ciones sobre el plano x, y, y después, trasladada cada una de 
e las á la altura ó distancia z, á que se encuentra, quedará 
así determinada la superficie. Este procedimiento se conoce 
con el nombre de Sistema de planos acotados.

Al plano sobre el cual se hacen las construcciones se lla­
ma plano de comparación, cota á la medida de la proyectan­
te de un punto, desnivel ó diferencia de nivel entie nos pun­
tos á la diferencia de sus cotas y pendiente de una recta á 
la relación de su desnivel á la longitud de su proyección. La 
pendiente de un plano se mide, como ya sabemos, por la de 
su línea de máxima pendiente. Si una superficie la supone­
mos cortada por planos paralelos al de comparación y equi­
distantes entre sí, las proyecciones de las1 curvas interseccio­
nes estarán formadas por puntos de igual cota y los desnive­
les de una á otra serán constantes. Generalmente las cotas 
se escriben al lado de las proyecciones y por medio de ellas 
pueden distinguirse las diversas curvas. Podemos, pues, es­
tablecer que toda f  unción de tres variables puede ser repre­
sentada gráficamente por medio de curvas de nivel lo mis­
mo que una superficie topográfica ffig. 7.)



CAPÍTULO III

N O C IO N ES D E  CÁOCULO G R Á FIC O

SUMARIO.—Suma, resta, multiplicación, división, elevación á poten­
cias y extracción de raíces por medio de líneas.—Suma, resta, mul­
tiplicación y división de superficies.—Transformación de áreas li­
mitadas por líneas curvas.

309. La gran importancia que hoy tienen los métodos 
gráficos de cálculo y el uso ventajosísimo que de ellos puede 
hacer la Estadística en determinados casos, nos obliga á ex­
poner algunas nociones sobre los fuudamentos del Cálculo 
gráfico, y á ocuparnos déla descripción y uso de los diferen­
tes aparatos é instrumentos que pueden ser adoptados para 
los que ejecutan dicha ciencia.

Sabiendo ya por el Algebra que si una magnitud es sus­
ceptible de ser tomada en dos sentidos opuestos, debe de es­
tar afectada de signos contrarios, según favorezca ó se opon­
ga al resultado del problema, se deduce que si sobre una rec­
ta se toma un punto o como origen (fig. 1) y se determina el 
sentido de las rectas positivas, las negativas deben ser toma­
das en sentido contrario.

310. Suma y resta,.—Tomando una longitud arbitraria 
por unidad y representando cada sumando por un segmento de 
recta, la suma de varias cantidades se hallará agregando á la



primera en el sentido que deba tomarse, cada una de las de­
más. Así, a-j-b-j-(—c )+ d + ( —e) será (fie/. 8) el segmento 
OA. Dos segmentos paralelos, iguales y dirigidos en el mis­
mo sentido se llaman equipolentes. Si los segmentos no tie­
nen todos la misma dirección, su suma será un contorno po­
ligonal abierto. Uniendo el punto O con el F tendremos (fi­
gura 9) que

OA-I-AB-t-BC +  CD-fDE-)-EF -j-F 0= 0
de donde

OA-f AB+BC-t-CD-j-DE-f FF——FO— OF 
por lo tanto OF es la suma pedida.

Como restar no es otra cosa que, sumar al minuendo los 
términos del sustraeudo con signo contrario, se deduce que la 
operación se verificará de una manera análoga á la suma.

311 Multiplicación.—Si prescindimos de la posición
relativa de la recta producto y sólo queremos su valor abso­
luto, no habrá más que tomar una longitud arbitraria por un i • 
dad y los factores estarán representados por las rectas M y m 
y el producto será la cuarta proporcional á dichas magnitu­
des. En efecto, según la definición, el producto ha de ser con 
respecto al multiplicando lo que el multiplicador es con res­
pecto á la unidad; por lo tanto, la fórmula de esta operación 
será

P m , , , , rmr - = — de donde P = M - .M u  n

La Geometría nos dá varios medios para construir cuar­
tas proporcionales, siendo los principales el del ángulo ('figu­
ra 10) y el de las rectas antiparalelas (fi,g. 11).

312. También puede resolverse esta operación más sen­
cillamente, fundándose en otras consideraciones. Adoptemos 
una longitud cualquiera por unidad y tomemos sobre una rec­
ta, á partir del origen, magnitudes iguales á los logaritmos de 
los números enteros y levantemos por dichos puntos ordena­
das, que medidas con una unidad escogida, tengan una longi-



tud igual á dichos números. Toda operación ejecutada con las 
ordenadas, queda reducida en un grado, si se ejecuta con las 
abcisas. Así, el producto do dos ordenadas puede ser determi­
nado también por la aberia suma de las dos que nos dan. 
Ahora, como las ordenadas sólo nos sirven para representar 
los números, pueden suprimirse escribiendo su valor al final 
de su abcisa y suprimiendo el número que representa el va­
lor de cada abcisa (puesto que conocida la unidad adoptada 
podremos hallar dichos valores siempre que se necesiten con 
solo medirlas); sumando las abcisas el número que figure en 
la suma será el producto de las cantidades consideradas. Si 
sobre dos rectas ejecutamos estas operaciones, podremos ha­
llar fácilmente la suma de dichas abcisas por medio de una 
sencilla operación mecánica. Este es el fundamento de la Re­
gla de cálculo y de los demás aparatos análogos, como el Cír­
culo de cálculo y el Cilindro calculador.

313. Supongamos ahora que tenemos trazado un ángulo 
do 120° y su bisectriz (fie/. 12), la proyección de una recta 
cualquiera AB sobre dicha bisectriz es igual á la suma de sus 
proyecciones sobre los lados del ángulo. En efecto, llamando 
x al ángulo que forma la recta con la bisectriz y d á su lon­
gitud, su proyección a”b” será igual á d eos. x; con los lados 
del ángulo formará la recta AB los ángulos x+60° y x—60°, 
y por lo tanto sus proyecciones serán ab= d  eos. (60 -j-x) y 
á b’= d  eos. (x-—60°), que sumadas dan d (eos. 60-t-cos. x— 
sen. 60 sen. x)-¡- d(cos. x eos. 6 0 -¡-sen. x sen 6 0 = d  2 eos. 60 
eos. x = d  2 eos. x sen. 30°=d eos. x. Así, pues, si sobre los 
dos lados y la bisectriz del ángulo considerado, marcamos ta­
blas gráficas de logaritmos, tomando sobro los lados los de 
los factores, la proyección de la recta que determinen sobre la 
bisectriz será el del producto. Sobre este principio estáu fun­
dados los abacos exagonales de M. Lallemand que son los 
más sencillos y prácticos. La propiedad de que gozan las tan­
gentes á la parábola es el fundamento de otros abacos muy 
importantes también por sus aplicaciones, como después ve-



remos. Esta propiedad se enuncia diciendo que dos tangentes 
á la parábola son divididas por todas las otras en segmen­
tos proporcionales, cuyo principio demuestra fácilmente la 
Geometría de posición.

314. Si se quiere también atender á la posición de la rec­
ta producto, es preciso que se nos den las del multiplicando 
y multiplicador y entonces, según la definición, trazaríamos 
una recta que formase con el multiplicando un ángulo igual 
al que el multiplicador forma cou la unidad positiva, lleva­
ríamos el multiplicador sobre la recta producto y la unidad 
sobre el multiplicando, resolviéndose el problema por medio 
de una cuarta proporcional, según se vé fácilmente en la fi­
gura 13.

315. División gráfica.—Siendo una operación contraria 
á la multiplicación, fácilmente puede deducirse la manera de 
efectuarla.

316. Elevación á potencias.—No habrá más que repetir 
las construcciones hechas para la multiplicación tantas veces 
como unidades menos una tenga el grado de la potencia. Pa­
ra simplificar las construcciones, puede tomarse como multi­
plicador la poteucia obtenida y el producto se tendrá sobre 
el otro lado del ángulo y se determinará así la potencia tra­
zando tantas rectas paralelas y antiparalelas como unidades 
tiene el grado de la potencia que se pide (jig. 14).

o 1 = 1  oa= a oa‘2= a '2 oa3= a 8 a =a.a.

- = a  a° =a .a.

317. Si se quisiera tener también la posición relativa de 
la recta potencia no habría más que considerar desdoblada la 
figura construida anteriormente, es decir, colocados unos á 
continuación de otros los triángulos semejantes que se forman 
y obtendríamos así un contorno poligonal cuyo límite, ha­
ciendo decrecer el ángulo que forman las rectas consecuti­
vas, sería una curva espiral llamada logarítmica porque sus



radios crecen en progresión geométrica y sus arcos en progre­
sión aritmética correspondiéndose 1 y o (fig. 15).

318. Extracción de raíces.—Trazada la espiral logarít­
mica la extracción de raíces es sencillísima. Pijada la magni­
tud de la unidad, se toman ambas rectas sobre la espiral, el 
ángulo que forman se divide en m partes iguales, y trazando 
una recta que forme con la unidad un ángulo igual á dicha 
emésima parte esa será la raiz pedida. La división de un ar­
co en m partes iguales es problema difícil que sólo puede re­
solverse por tanteos; para evitarlos se sigue el procedimien­
to siguiente: se construye la espiral llamada de Arquímedes, 
en la cual los radios y los arcos crecen en progresión aritmé­
tica (que es la conocida generalmente) se toman sobre ella 
dos rádios que formen un ángulo igual al que comprenden la 
recta dada V y la unidad 1 sobre la espiral logarítmica, y por

medio de la relación - - :~ = a  determinaremos la longitud a

del rádio que forme con 1 un ángulo, cuyo arco sea igual á la 
emésima parte del que se considera, el cual tomado sobie di­
cha espiral logarítmica nos determinará la longitud de la 
raiz emésima de la recta dada. Sobre este principio está fun­
dado el aparato conocido con el nombre de Gálibo ó planti­
lla de Steiner.

319. Vamos ahora á ver la manera cómo se ejecutan las 
cuatro primeras operaciones con las superficies. La Geometría 
nos enseña á transformar un triángulo eu otro de una altura 
dada, un polígono en un triángulo equivalente ó en un cua­
drado; por lo tanto podemos suponer todas las superficies que 
se nos dan convertidas bien eu triángulos equivalentes de la 
misma altura ó en cuadrados equivalentes.

320. Suma y  resta.—Para hallar el lado del cuadrado, 
equivalente á la suma de otros varios, bastará ir construyen­
do triángulos rectángulos cuyos catetos sean los lados de los 
cuadrados considerados y la hipotenusa del último será el la­
do del que se busca. Sea, por ejemplo, x2= a 2+ b 2+ c 2+  d2, 
tendremos (fig. 16) y2= a 2+ b 2; z2= y 'T c‘'; x~—z2+ d 2.



Para determinar la diferencia x2= a 2—b2—c2, construi­
remos (fig. 17) y'¿= ar—b2; x2= y 2—c2.

Si las figuras son triángulos de la misma altura, se ten­
drá (fig. 18) ABC=ABa 4-aBb-j-bBc-fcBC sin más que to­
mar una base AC=Aa4-ab f  be-} cC y construir un triángu­
lo de la misma altura de los dados.

321. M u ltip l ic a c ió n Propongámonos hallar el lado x 
de un cuadrado cuya área sea igual á n veces la de otro, a2; 
según lo dicho, formaremos un triángulo rectángulo isósceles 
cuyo cateto sea a, la hipotenusa será el lado del cuadrado cu­
ya área sea 2a2; sobre ella como cateto y siendo el otro igual 
á a, construyamos otro triángulo rectángulo cuya hipotenusa 
será el lado del cuadrado cuya área sea igual á 3a2, y así su­
cesivamente hasta llegar á uno en que se verifique la rela­
ción x2= n a 2 (jig. 19).

Si la figura fuese un triángulo no habría más que cons­
truir uno con la misma altura y cuya base sea n veces la del 
dado (fig. SO).

322. División.—Dividir un triángulo en n partes igua­
les; no habrá más que dividir su base en n partes y unir el 
vórtice con cada una (fig. 20).

328. Transformación de áreas limitadas por líneas 
curvas.—Esta transformación se hace siguiendo el procedi­
miento general de suponer la curva formada por elementos 
lineales infinitamente pequeños de modo que su perímetro se 
confunda sensiblemente con la curva; de aquí se deduce que 
esta transformación no será nunca exacta; pero será tanto más 
aproximada cuanto menores sean dichos elementos lineales. 
El polígono resultante puede reducirse á un triángulo ó rec­
tángulo de base determinada. (A los lectores que deseen pro­
fundizar esta teoría recomendamos la obra de Favaro tradu­
cida por Terrier Legons de Statique Gr aplique.--- Deuxieme 
partie. Calcul Graphique. Gauthier.—Villars, París.)



CAPÍTULO IV

IN S T R U M E N T O S  1)1! CÁLCULO G R Á FIC O

SUMARIO. —Descripción y uso de la regla de Riulier.—Descripción y. 
uso del cilindro de Fuller.—Descripción y uso del abaco ó contador 
universal de Lalanne.—Abaco de M. de Lallemand.—Teoría gene­
ral de los planímetros.—Descripción y teoría del planímetro de 
Anisler.—Descripción y teoría del planímetro de Wetli. Aritmó­
metros.— Aritmógrafo de Troneet.—Clasificadores estadísticos de 
contadores automáticos.

H24. Con el objeto de facilitar las operaciones gráficas 
se tan construido aparatos más ó menos complicados cpie nos 
las resuelven, generalmente, dentro de un cierto límite de 
error. Examinaremos en este capítulo los principales, que son: 
La regla de cálculo de Iücher; el cilindro de cálculo de Fu- 
]ler; el abaco de Lalanne y el de Lallemand; los planímetros 
de Amsler y de Wetli; los aritmómetros de Tilomas y de Ed- 
luodsón; el aritmógrafo de Troneet, y los clasificadores esta­
dísticos de contadores automáticos.

325. Reg la  d e  cálculo  d e  Ric h e r .—Es una regla de 
madera ó metal de 40 crn. de largo por 33 mm. de anclio y 
10 mm. de grueso, en cuyo centro tiene un rebajo longitudi­
nal donde se aloja otra regla, más estrecha y menos gruesa, 
llamada reglüla. La reglilla tiene grabada en el canto infe­
rior de una de sus caras una tabla gráfica de logaritmos, idéu-



tica á las dos que lleva la regla eu los dos bordes del rebajo 
de que antes hemos hablado, y en el canto superior figu­
ran los logaritmos de los senos de los arcos decimales de 0o á 
100°. En la otra cara lleva tres escalas, una eu el canto su­
perior que es una tabla gráfica de los logaritmos de las tan­
gentes de los arcos decimales de 0o á 50°, y dos en el canto 
inferior que son una escala de partes iguales y una tabla de 
los logaritmos de los sen.* repetida eu sentido contrario.

La escala de partes iguales es la que sirve para la cons­
trucción de las tablas gráficas de logaritmos grabadas en la 
regla y reglilla. Su longitud es de 200 mm., hallándose divi­
dida eu 500 partes iguales, cada una de las cuales vale 0,4 
milímetros, y como siempre puede apreciarse la mitad del in­
tervalo, resulta que dicha escala puede considerarse dividida 
en 1.000 partes. Después y valiéndonos de una tabla de lo­
garitmos se van tomando sobre la regla longitudes de tantas 
partes de la escala como milésimas tiene la mantisa del lo­
garitmo de cada número y colocando dicho número en el lu­
gar correspondiente. Como las diferencias de los logaritmos 
de dos números consecutivos disminuyen á medida que cre­
cen dichos números, al llegar al de 200 (que en la regla es­
tá numerado 20) las señales se hallan demasiado próximas y 
para que puedan distinguirse sólo se marcan las mantisas de 
los logaritmos de los números pares y las divisiones de 200 
á 400 corresponden á los números 202, 204,....; pero este in­
tervalo vuelve á resultar pequeño á partir del 400 y se vuel­
ve por lo tanto á agrandar la diferencia marcando sólo los 
números 405, 410, 415.... hasta 1.000.

La longitud de la regla es de dos unidades para poder 
apreciar la mantisa del logaritmo de la suma de los de los 
factores, pues aunque la de cada uno sea menor que la unidad 
su suma puede valer más de una.

326. Uso.—Los dos problemas dado un número hallar 
su logaritmo y recíprocamente se resolverán con gran faci­
lidad, teniendo en cuenta la construcción de la regla; pues



bastará hacer coincidir los orígenes de la regla y la escala y 
apreciar el número de partes de esta última que comprende 
la longitud dada ó bien el número que hay en la regla en­
frente del número de milésimas de la mantisa del logaritmo, 
tomadas sobre la escala.

La multiplicación se resuelve tomando uno de los facto­
res sobre la regla y el otro sobre la tabla de la reglilla, ha­
ciendo coincidir el primero con el origen de la tabla de la re­
glilla y el número que en la regla esté enfrente de este fac­
tor será el producto. Lo que nos queda por determinar es el 
número de cifras del producto, y para ello supongamos que u 
y n’ sean los números de cifras de los factores; se tendrá que 
log. N = (n — 1), m; log. N’= ( n ’—1), m’; y log. NS¡’=  
n—1-j-n’—1 -)-0,m -j-0,m’= (n -(-n ’—2) -j- (0,m-f-0,m ). Si 
0,m-f-0,m’ es mayor que 1, (en cuyo caso los factores se ha­
llan á diferente lado del 100) log. N.N’=(n-}-n’— 1)+0,.... 
y si 0,m-j-o,m’ es menor que 1, (en cuyo caso los dos factores 
se hallan al mismo lado del 100) log.N.N’=(n-+-n’ 2)-(-0...
Así, pues, en el primer caso el número de cifras del produc­
to será n-f n’ y en el segundo n-f-n’—1.

La división se efectúa tomando el dividendo sobre la re­
gla y el divisor sobre la reglilla, haciendo coincidir sus ex­
tremos y buscando sobre la regla el número que corresponde 
al 10 de la reglilla. El número de cifras del cociente será, 
llamando n, al número de cifras del dividendo, n = n ,—u’+ l  
cuando el dividendo y el divisor estén al mismo lado del 100 
y u = n ,—n1 cuando estén á distinto lado.

La elevación á potencias y extracción de raíces se ejecu­
tan lo mismo que por medio de las tablas de logaritmos, ofie- 
ciendo en ellas la regla poca ventaja y un grande error.

También puede emplearse la regla con gran ventaja pa­
ra hallar cuartas proporcionales y para la resolución de las 
ecuaciones de segundo grado. Eu el primer caso fácilmente se 
deduce la manera de operar sabiendo que es preciso resolver 
á la vez una multiplicación y una división; en el segundo



basta poner la ecuación bajo la forma x(x-j-p)— ■—(i l)ara 
ber que se buscan dos números que, dando —q de producto, 
se diferencien en p unidades.

327. Límite de aproximación.—Por lo que acabamos de 
ver, el error cometido en el cálculo de un logaritmo es infe­
rior á media milésima, y que en la determinación de un nu­
mero por su logaritmo no se puede contar con más de tres ci­
fras exactas. En un producto ó cociente sólo se puede contar 
también con tres cifras á lo más. Estos errores hacen que la 
regla no sea aplicable á muchos cálculos de los que se efec­
túan en las oficinas de Estadística y que en la generalidad de 
los casos pueda ser sustituida por los abacos.

La gran analogía que existe entre la regla de cálculo y el 
círculo de cálculo nos dispensa de ocuparnos de este último.

328. Cil in d r o  de cálculo  d e  E u l l e r .—(Spiral slide 
rule, equivalent to a straight slide rule 83 feet 4 inches long, 
or, a circular rule 13 feet 3 inches in diameter, George Fu- 
11er M. Iust, C. E. profesor of fengineering in the Queen’s 
University, Ireland. London, 1878) flig. 21). Se compone de 
un cilindro A con un mango 13 que entra á frotamiento sua­
ve en otro cilindro C de tal manera que este último puede 
tener con facilidad los dos movimientos de giro alrededor de 
su eje y de traslación. Unido al reborde a del cilindro A se 
halla un índice fijo b y un saliente c que se corresponde con 
otro c’ del cilindro C. Dicho cilindro C lleva grabada una es­
piral de 12 m. 70 de longitud, equivaliendo por lo tanto á 
una regla de 25 m. 40 o’ ó un círculo de 4 m. 038 de diá­
metro. En el interior del cilindro A y por el extremo opues­
to á su mango B enchufa otro cilindro D en cuyo reborde ó 
saliente d se hallan sujetos dos índices movibles con él que 
tiene los dos movimientos de rotación y longitudinal. La dis­
tancia entre los índices e y f es igual á la parte de genera­
triz del cilindro comprendida entre el origen de la espiral y 
su extremidad. La varilla del índice e lleva una escala lineal 
m y el cilindro C otra circular n en su parte superior.



Siendo la espiral de 12 m. 70 y suponiéndola dividida en 
10.000 partes, cada una valdrá 1 mm. 27, luego los logarit­
mos de los números podrán muy bien ser apreciados con un 
error menor que dos unidades del quinto orden decimal que 
valdrán O mm. 254, cantidad apreciable á la simple vista. 
Los números de cuatro cifras podrán figurar todos, pues la 
diferencia entre los logaritmos de 10.000 y 9.999 es de 0,434 
diez milésimas que valen en la escala adoptada O mm. 6, 
cantidad muy apreciable á la simple vista; pero el autor cita­
do sólo hace figurar los logaritmos de los números de unidad 
en unidad hasta 6.500 y desde este número eu adelante sólo 
figuran los de los números pares. Como los intervalos que 
existen entre cada dos divisiones son bastante grandes, en la 
mayor parte de la escala, para poder apreciar á ojo la quinta 
cifra con un error menor que dos unidades, se sigue que con 
dicho aparato se pueden ejecutar las operaciones contando 
siempre con cinco cifras, de las cuales cuatro snu exactas y 
una probable. La numeración de la hélice en lugar de ser 
1.000, 6.500, 10.000 es 100, 650, 1.000, lo cual, como sa­
bemos, en nada influye respecto á su uso.

329. Uso.—Se coloca el índice fijo b sobre el 100 y uno
de los índices móviles e ó f sobre el multiplicando, se hace 
mover el cilindro hasta que el multiplicador esté marcado 
por el índice fijo y el producto se lee bajo uno de los índices 
móviles f ó e. Si se trata de una división se coloca el índice 
fijo sobre el divisor y se lleva frente al dividendo al índice 
móvil superior e ó al inferior f, según que la primera cifra 
del divisor sea superior ó inferior á la primera del dividendo, 
se mueve el cilindro hasta que b señale 100 y entonces se 
leerá el cociente enfrente de uno de los dos índices móviles. 
Para la elevación á potencias ó extracción de raices se coloca 
el índice móvil superior e enfrente del número dado; se de­
termina por las escalas m y n la mantisa del logaritmo de 
este número al cual se agrega la característica y se multipli­
ca ó se divide por el índice. Se mueve el cilindro C hasta que



marque sobre las escalas m y n la parte decimal del logarit­
mo obtenido y el número que señale e será la potencia ó raiz 
pedida.

330. Este aparato, tal y como está construido, es útilísi­
mo; por medio de él se pueden efectuar casi todas las opera­
ciones que comunmente hay que verificar en las oficinas de 
Estadística, con la exactitud necesaria, Su precio lo Lace más 
recomendable que los aritonómetros ó máquinas de calcular. 
Las modificaciones que hemos indicado de dar á su hélice 
15 m. y de marcar todos los números de cuatro cifras, le da­
rían alguna más exactitud.

331. A baco ó contados  u n iv e r sa l  d e  L a la n n e .— Es 
un cuadrado de 20 cm. de lado, en el cual y á partir del vér­
tice inferior de la izquierda se han tomado partes proporcio­
nales á los logaritmos de los números desde 10 hasta 100; 
esta graduación la llevan los dos lados que concurren en di­
cho vértice. Por los puntos de división se han trazado hori­
zontales ó verticales y paralelas á las diagonales. La traduc­
ción gráfica de la función x.y=z daría una serie de hipérbolas 
equiláteras x.y=a; x.y=b;....; pero sustituyendo en vez de los 
números sus logaritmos dichas hipérbolas son sustituidas por 
líneas rectas log. x-)-log. y=log. a. Esta transformación ó 
sustitución recibe el nombre de anamorfosis geométrica.

332. Uso.—Pava la multiplicación no habrá más que bus­
car cada uno de los factores sobre cada uno de los dos lados y 
siguiendo la vertical y horizontal correspondiente, su punto 
de encuentro se hallará sobre una diagonal cuya numeración 
nos dá el producto. La división se efectuará buscando el di­
videndo en una diagonal y el divisor sobre uno de los lados, y 
la graduación correspondiente, sobre el otro, al punto de in­
tersección, será el cociente. Para la elevación á potencias y ex­
tracción de raíces hay trazadas líneas especiales, aunque sólo 
para el cuadrado y el cubo. La línea correspondiente al cua­
drado es la diagonal y á los cubos una que parte de origen y 
vá al punto medio del lado superior y del punto medio del



lado inferior al vértice opuesto al origen. Si se quisiera tra­
zar la línea de las cuartas potencias iría desde el origen á la 
tercera parte del lado superior; la de las potencias quintas 
desde el mismo punto á la cuarta paite de dicho lado, etc- 
Este abaco contiene también las líneas de los valores de otras 
varias funciones, como la longitud de la circunferencia, su­
perficie del círculo, volumen de la esfera, área del exágono, 
densidades de algunos cuerpos y reducción de pesas y me­
didas.

La figura 22 es una reducción simplificada del abaco de 
M. Lalanne.

333. Abaco d e  M. d e  L a llem a n d .—Es el abaco exa­
gonal que ya hemos explicado antes; aquí sólo nos falta aña­
dir que su uso se facilita por medio del papel transparente. 
El indicador transparente es un trozo de talco ó papel 
transparente en el cual se bailan marcados seis íádios que 
forman ángulos de 60°; para usarlo se coloca el indicador de 
modo que uno de dichos radios pase por el valor tomado so­
bre el lado A. por ejemplo, del ángulo de 120° y el que for­
me coa él 60° pase por el otro valor tomado'sobre B y es evi­
dente que el punto en que el rádio perpendicular á la bisec­
triz la corte será la suma que se busca.

334. P l a n ím e t b o s .—Se designan por este nombre unos 
instrumentos que tienen por objeto determinar gráficamente 
las áreas de las figuras planas. Aunque el número de plañí- 
metros que hoy se conoceu es muy grande y se hallan funda­
dos en diferentes propiedades geométricas, los dos de que nos 
vamos á ocupar lo están en la teoría que exponemos á conti­
nuación.

Teorema general, - -El área de toda figura plana pue­
de reducirse á la suma algebráica de las áreas de rectán­
gulos que tengan una dimensión constante. En efecto, el 
área de ABCD es igual á la de ABba menos la de CDdc (fi­
gura 23) la del triángulo (fig. 24)  ABC—ABba—ACca, la 
de ABC (fig- 25) es igual á la suma de los ABD mas BCD,



la del trapecio ABC!) (fig. 26) es igual ABE+BECF-t-CFD, 
la del polígono (fig. 27) ABCDEF es igual á la suma de las 
áreas de los trapecios en que se divide por medio de una se­
rie de paralelas, y finalmente el área de una superficie, limita­
da por una línea curva puede considerarse igual á la de un 
polígono de infinito número de lados infinitamente pequeños.

Consecuencias.

1. a Siendo la representación analítica de este principio 
la fórmula

a.b+b.b-f-c.b-1- — h(a-|-b-j-c-[- )
puede sacarse á h de factor común que multiplica á la suma 
de las bases de todos los rectángulos.

2. a El valor de la expresión y por consiguiente el área 
que buscamos quedarán determinados una vez que se conozca 
el factor

x—a + b -f  c-j-....
3. a La fórmula anterior queda la misma sin más que sus­

tituir b’ por i-b, si las figuras en vez de ser rectángulos fue-
u

sen triángulos.
4. a La descomposición y transformación de las figuras en 

rectángulos ó triángulos de altura constante puede efectuarse 
geométricamente ó mecánicamente por medio de distintos 
aparatos.

5. a Las condiciones generales que debe llenar el aparato 
para la medida de las superficies deben ser las siguientes: 
1.a Tener un origen fijo. 2.a Tener un segundo centro suscep­
tible de un movimiento longitudinal que uo se registra.
3. a Tener un tercer centro susceptible de un movimiento per­
pendicular al anterior, cuya magnitud debe ser registrada.
4. a Estar relacionados estos centros de tal manera que el ter­
cero sea susceptible de recorrer un perímetro de cualquier cla­
se y forma.

335. Planímetbo de Ambles.—Se. compone de dos re-



glas A y B (fy . 28) unidas por una charnela, alrededor de la 
cual pueden girar, la regla B termina en una aguja que se 
clava en el plano de la figura, b es un tornillo de presión; la 
regla A puede correr dentro de la charnela D, (cuyo movi­
miento tiene por objeto poner el aparato en condiciones pa­
ra apreciar las áreas en diferentes unidades, como son: centí­
metros, pulgadas inglesas, etc.) y termina en un estilo d. El 
contador se compone de una rueda graduada vertical E que gi­
ra alrededor de un eje E que se apoya sobre la armadura C y 
que trasmite su movimiento por medio de un tornillo sin fin 
á una rueda horizontal G también graduada; el nomius H co­
rrespondiente á la rueda E está fijo á la armadura. Un cilin­
dro metálico que acompaña al instrumento sirve para dispo­
nerlo sobre la aguja en que termina la regla B. La rueda E se 
halla dividida en 100 partes numeradas de diez en diez y el 
nomius aprecia décimos de una de sus divisiones. La rueda G 
se halla dividida en diez partes cada una, de las cuales co­
rresponde á una vuelta entera de la rueda E.

836. Teoría.—Reduciéndose en resúmen la medida del 
área de cualquier figura plana á la de rectángulos de altura 
constante sólo consideraremos aquí dicha figura y la manera 
como determina el área este aparato.

El punto fijo es el extremo de la regla B, el centro va­
riable, según una dirección es la charnela D, y el punto mo­
vible en todos sentidos la punta del punzón d.

Supongamos que la regla A se mueva paralelamente á sí 
misma y llamemos r al rádio de la rueda E; el trasladarse de 
la posición A A’ (fig. 29) á la A, A’, equivale á los dos movi­
mientos de A A’ á aa’ el cual no se registra, y de aa’ á A,A’f 
en el cual la rueda E recorre el camino o1o2= 2m \n ; por lo 
tanto, el área AA’A’jA, tendrá por expresión AA’. 2xr.n=  
AA’. oo2 sen. x= a.l(l). Si la posición final del eje no fuese 
la AjA’, sino la A,AL que forma un ángulo y  con la ante­
rior la expresión del área hallada excedería á la verdadera en 
la cantidad (a.c.y) por lo tanto S = a (l—cy). Si la posición



hubiera sido per la parte superior de A.ik \  el valor de S sería 
S= a(l+ cy).

337. Hemos supuesto que eu todas sus posiciones el eje 
pasaba por el centro del disco; pero esta no es una condición 
necesaria. Supongamos dos discos E y E, invariablemente li­
gados y que todo el paralelógramo abed pase de esta posición 
á la a’b’c’d’ el disco E habrá recorrido el arco EE’= rx  y el

E, el E.E’, sen. y, pero E .E’. =  XI' -- de donde E,Eq se-i i i  j ' í i i  sen. y
no y = rx = E E ’; por lo tanto los dos discos darán las mismas 
indicaciones (fig. 30).

338. Supongamos ahora que el extremo del eje recorre un 
perímetro cerrado: el área descrita será S = a(l± cy); pero co­
mo vuelve á su posición primitiva el valor de y es igual á ce­
ro y por lo tanto S = a.l ó S=al-|-2ca'Á;.

Por lo tanto las reglas articuladas del planímetro de 
Amsler, siempre que el punto fijo sea exterior, dan el área de 
la figura por la fórmula S=a.l. Señalando en el disco E en 
vez de los valores l de los arcos recorridos los de los produc­
tos a.l la graduación nos expresará el número de em2 y m.m2 
de la superficie que se considera, cuya superficie según la es­
cala adoptada y por medio de una multiplicación nos expre­
sará el área del terreno representado en el dibujo.

339. Si el centro o está dentro de la figura entonces el 
arco y vale 2u y el área contada es sólo S—irr2 de modo que se 
tendrá que S—Tn,2= al-|-2uc.a de donde S = al-j--(r2-f 2c.a).

Eu la figura 31 se tiene que r,2=AC2—OÜ2 y oü2= r 2—• 
i5c2- Según la construcción del aparato y siendo a la longi­
tud de A se tiene que

r , 2= ( c + J a)2+ r2—(c—^a)2= r 2 -f 2ac

y por lo tanto S = a l -f-7rr,2.
Se observa que la cantidad r, es constante.

340. P la n ím etr o  d e  W e t l i—Se compone de un table­
ro T, al cual está invariablemente unido otro tablero C ele-



vado perpendicularmente al plano del primero, el cual con­
tiene el contador del aparato, y una armadura metálica uni­
da á él por los tornillos zzr que sostiene el eje de una rueda 
lenticular mm’ que descansa por su peso sobre el disco D, 
siendo susceptible de girar dicha armadura alrededor de los 
tornillos zz’. Sobre el tablero T existen tres barras fijas al 
mismo con unas ranuras donde se alojan tres ruedas rr’ que 
sostienen la parte móvil del instrumento, la cual se compo­
ne de una regla bb’ con un estilo e, que se mueve en un pla­
no horizontal y en sentido perpendicular á la longitud del ta­
blero, entre cuatro ruedas ss’. Un hilo metálico de plata lili' 
está fijo por sus extremos á un clavo y  y á un tornillo a y so 
arrolla en una vuelta á un cilindro c que gira alrededor de un 
eje vertical unido al disco de cristal pp’ cubierto de papel de 
grano y dispuesto perpeudicularmente al eje del cilindro (fi­
gura 32).

El contador se compone de una rueda k dividida en 120 
partes iguales numeradas de diez en diez y de la semicircun­
ferencia 1 que lo está en tres partes y cada una de las cuales 
en cien partes, numeradas también de diez en diez. La aguja 
indicadora recorre la tercera parte de la semicircunferencia al 
mismo tiempo que pasa una división de la rueda k por deba­
jo de la línea de fe’ correspondiente. Cada una de estas últi­
mas divisiones corresponde á un centímetro cuadrado y por 
consiguiente cada una de las del arco l á su centésima parte 
que es un milímetro cuadrado (fig. 33).

341. Teoría.—El punto fijo en este aparato es el punto 
en que la rueda mm’ toca al disco P, el punto móvil en una 
dirección y cuyo movimiento no se registra es el centro del 
dicho disco P y el punto móvil en todas direcciones es la 
punta del estilo e cuyo movimiento perpendicular al prime­
ro es el que registra el aparato. Supongamos que el estilo e 
recorre el perímetro de un rectángulo, uno de cuyos lados sea 
paralelo al canto del tablero y el aparato en su posición pri­
mitiva, es decir, que el punto de tangencia pase por el ceu-



tro del disco; el movimiento de A á B no se registra, pues el 
disco girará pero no la rueda mm’, el de B á C es paralelo al 
lado mayor del tablero y tampoco se registra, el de G a D se 
lee en el contador y el de D á A es paralelo á BC y tampoco 
se registra; así, pues, llamando R al radio del disco, r al ra­
dio del tambor, b á la cantidad de hilo que ha pasado de atrás 
á adelante ó de adelante á atrás y A el valor del arco de ra­
dio R se tendrá

A= b 
R r de donde A = b.R

y tomando á r por unidad A=b.R: pero R el igual al lado 
BC y b á CD por lo tanto A=área.

Si se partiera de una posición diferente entonces la rueda 
mm' ó bien pasaría al otro lado del centro del disco ó queda­
ría al mismo y el área buscada sería la suma ó la diferencia 
de las de dos rectángulos en que la posición inicial fuese la 
normal.

342. En las valuaciones delicadas debe, en lo posible, se­
guirse el procedimiento de multiplicación, es decir, hallar 
varias veces seguidas la misma área y dividir la cifra total 
obtenida por el número de determinaciones; de esta manera 
pueden ser apreciados ciertos errores que el instrumento no 
aprecia directamente.

343. A ritm óm etros  d e  T homas y  de E dm odson ._Es­
tos aparatos son verdaderas máquinas, y su fundamento es 
puramente mecánico; así es que nos limitaremos á decir que 
del primero, llamado aritmómetro recto, existen tres mode­
los que dan productos con 12, 16 y 20 cifras, y del segundo 
sólo existe un modelo que dá los productos con cuantas cifras 
se quieran.

344. A r itm ó g r a eo  d e  T r o n c et .— Se compone esencial­
mente de varias piezas móviles cifradas y dentadas, cubier­
tas de una hoja fija en la cual hay practicados agujeros cir­
culares y ranuras. Los huecos de los dientes de las piezas 
móviles corresponden exactamente á las diez cifras de la mi-



aeración escritas varias veces en columnas verticales sobre la 
hoja fija. Cada pieza movible se numera de arriba hácia aba­
jo O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0.

El uso del aparato es sencillísimo y se halla explicado 
con toda extensión en las instrucciones que lo acompañan. 
También acompañan al aparato unas tablas de los nueve pri­
meros múltiplos de los números desde O á 999.

3-±5. Cl a s if ic a d o r e s  e s t a d ís t ic o s  d e  contadores  
a u to m á tic o s .— La. clasificación estadística consta de dos 
paites, la separación de los hechos y su recuento. La separa­
ción de los hechos exige necesariamente la intervención de la 
inteligencia humana, pero el recuento de los de cada clase no, 
y puede hacerse mecánicamente.

Siendo el contar efectuar una suma de unidades, podrán 
aplicarse procedimientos análogos á los de las máquinas de 
cálculo aunque simplificados, naciendo de aquí inmediatamen­
te la idea del Clasificador estadístico de contadores rectan­
gulares que es sólo una simplificación del aritmógrafo de 
Troncet. Como el aparato no tendrá más aplicación que á la 
suma, cabe el reducir á su mitad las reglillas móviles consi­
derando su numeración de O á 9 y una vez aceptado esto ca­
be la sustitución de las reglillas por círculos numerados, ob­
teniendo así el Clasificador estadístico de contadores circu­
lares. Estos dos aparatos son de la invención del autor.

346. Ahora bien, el gran número de conceptos de que 
consta una clasificación, hace muy pesado el recuento, con­
cepto por concepto, y se ha pensado en registrar de una vez 
todos los correspondientes á un mismo hecho, viniendo así á 
la idea de la Máquina eléctrica de clasificación, debida al 
señor Hermán Hellerith.



C LA SIFIC A D O R  EST A D ÍST IC O
DE CONTADORES RECTANGULARES

347. Se compone de un tablero rectangular de madera de 
110 centímetros de base por 90 centímetros de altura, eu el 
cual paralelamente á sus bases y á distancia de 5 cm. se ba­
ilan practicados unos rebajos, cuya sección es un trapecio, que 
se extienden desde el borde de la derecha hasta 5 cm. del 
borde de la izquierda. En estos rebajos encajan los salientes 
que llevan 30 barras rectangulares de la misma altura del ta­
blero y de 3 cm. de base y los de otras barritas A que sirven 
para separar las primeras y que tienen 5 rnm. de base. La úl­
tima de dichas barritas tiene unos agujeros que coinciden con 
otros del tablero por donde pasa la espiga de un tornillo cu­
ya tuerca asegura por completo el aparato; estos tornillos son 
dos situados á 20 cm. de los bordes superior é inferior res­
pectivamente.

Los 5 cm. que quedan libres en el borde de la izquierda 
del tablero y la parte superior libre de cada barra, sirven pa­
ra pegar los epígrafes de la clasificación que vaya á efec­
tuarse.

Fácilmente se comprende que las columnas ó barras ver­
ticales pueden agruparse como se desee por medio de las ba­
rritas A que hemos dicho.

348. Cada barra se halla dividida en diez espacios de 
9 cm., como el 13, envuelto cada uno por una lámina delgada 
de latón que lleva en su parte central tres agujeros de 5 mm. 
de diámetro y por su parte inferior una ranura ondulada. Es­
ta cubierta, con las tres láminas rectangulares de latón C, D, 
y F constituyen el aparato registrador. La lámina C que se 
coloca debajo del agujero de la derecha, es la que registra las



unidades y presenta un rebajo en su lado izquierdo para mo­
verla con el punzón P; su longitud total es de 54 mm. divi­
dida en 12 partes numeradas ó pintadas en negro ó blanco, 
según indica. 1¡¿ figura; la lámina D que se coloca debajo del 
agujero de las decenas tiene dos dientes, viéndose en la figu­
ra su disposición y la de su numeración; finalmente la lámi­
na de las centenas F presenta su numeración en el mismo or­
den que la C y difiere de ella en que por su lado izquierdo 
presenta dos dientes.

La figura B representa uno de estos contadores en el mo­
mento en que aparece la cifra 526.

349. El funcionamiento del aparato es sencillísimo; un 
individuo provisto del punzón P hace contar una unidad al 
aparato registrador que corresponde al concepto dictado por 
otro individuo. En el momento en que en el agujero de las 
unidades aparece la cifra cero, se deja correr el punzón por 
la ranura y vendrá á tropezar con el diente de la lámina D, 
haciendo aparecer el uno en el agujero de las decenas; para 
contar la unidad siguiente bastará bajar la barra O hasta que 
aparezca el uno.

El punzón P vá provisto, por el otro extremo, de un lápiz 
para tomar las anotaciones que sean necesarias.

C LA SIFIC A D O R  EST A D ÍST IC O
DE CONTADORES CIRCULARES

350. Si en vez de barritas rectangulares usamos círculos 
numerados, bastará mover la rueda correspondiente á las uni­
dades Gr, la cual presenta sólo un diente g que engrana con 
los diez de la H, la cual á su vez no presenta más que uno 
que engrana con los diez de la I; la disposición de las mis­
mas, en conjunto, es la representada por la figura J. El as­
pecto exterior del contador será el que expresa la figura k.



351. Teniendo entonces cada aparato contador 5 cm. de 
base por 2 cm. y 5 ruin, de altura las dimensiones del table­
ro para 300 contadores serán 80 cm. de altura por 60 de ba­
se ó bien 70 cm. de altura por 68 de base; el número de co­
lumnas será 10 ó 12 y el de contadores contenidos en cada 
una el de 30 ó 25, contando con dejar en la parte superior un 
claro de 50 ó 55 mm. para los encabezamientos.

Este sistema es superior al de contadores rectangulares:
1. ° Porque es mayor el número de los contenidos en una 

misma superficie.
2. ° Porque sólo es preciso mover el aparato que cuenta 

las unidades.
3. ° Porque siendo el espacio que el punzón hace correr al 

círculo de las unidades limitado exactamente á que aparezca 
un nuevo número, nunca podrá ocurrir la equivocación de ha­
cerle avanzar dos ó más espacios en vez de uno.

M Á Q U IN A  E L É C T R IC A
IDE OLASIPICAGlÓrST

352. Se compone de una plancha fija sobre la cual hay 
practicados 240 agujeros llenos basta su mitad de mercurio 
y puesto cada uno en comunicación con su correspondiente 
contador por medio de un hilo de cobre. La parte móvil del 
aparato se halla formada por una plancha del mismo tamaño 
que la fija, la cual lleva, correspondiéndose con los agujeros, 
pequeños resortes terminados por barritas metálicas y pues­
tos en comunicación con una pila eléctrica. Esta plancha se 
mantiene levantada por medio de un resorte.

Los contadores tienen un mecanismo análogo al del re­
ceptor Breguet.

353. El funcionamiento de la máquina exige la coufec-



ción de hojas individuales del mismo tamaño que las plan­
chas que hemos dicho, divididas eu cuadrados, por líneas ho­
rizontales y verticales, cada uno de los cuales corresponde á 
uu concepto, debiéndose taladrar los correspondientes al in­
dividuo de que se trate. Preparada así la tarjeta no hay más 
que colocarla sobre el plato fijo de modo que sus agujeros se 
correspondan y bajar el móvil; las agujas correspondientes á 
los taladros pasarán por ellos introduciéndose en el mercu­
rio, cerrando así el circuito y haciendo mover una unidad á 
los contadores correspondientes, las agujas restantes al tro­
pezar con la iarjeta obran sobre su resorte, no pudiendo to­
car al mercurio. Los contadores son aparatos circulares fijos 
moviéndose sólo la aguja que vá señalando las unidades.



K s rr  Á T  X 0  A G n  Á K X C A

SUMARIO.—Representación gráfica, del valor absoluto de un hecho.— 
Representación gráfica del valor relativo de un hecho en función de 
un elemento.—Idem Ídem en función de dos elementos.

354. Los valóresele los hechos se representan gráfica­
mente por medio de figuras que guarden una cierta relación 
constante con dichos valores. De aquí se deduce que la repre­
sentación más sencilla será por medio de una línea cuya lon­
gitud sea proporcional al valor del hecho. También pueden 
ser representados por una superficie ó por un volumen pro­
porcional.

355. El genio de los publicistas y su deseo de poner de 
manifiesto ante los ojos de todas las clases sociales el valor 
aproximado del hecho, les ha conducido á adoptar varias for­
mas que todas quedau reducidas á las tres ya expuestas. Así, 
puede representarse la población de un país por uno de sus 
habitantes, cuya altura sea proporcional á su número. Como 
ejemplo podemos citar el publicado sobre Religiones en el 
«Almanaque de Bailly-Bailliere» para 1897. También puede 
ser representado por una figura inscripta en un rectángulo cu­
yas dimensiones sean proporcionales á la raíz cuadrada del 
valor del hecho, y entonces su área resultará proporcional al



hecho. Como ejemplos podemos citar los gráficos publicados 
en el citado Almanaque para el año 1898, relativos al consu­
mo de alcohol y de tabaco; cada figura se halla inscripta en 
un rectángulo, cuya área es proporcional á la población y cu­
yas dimensiones lo son á su raiz cuadrada, y el vaso ó pipa 
que tiene cada una se halla inscripto en un rectángulo de área 
proporcional al consumo de cada país. Las figuras así traza­
das nos dan una idea bastante clara del hecho representado. 
Otro de los medios usados es representar el valor del hecho 
por el área de un círculo cuyo rádio sea proporcional á la raiz 
cuadrada de su valor ó por un triángulo isósceles, cuya base 
es costante y cuya altura es también proporcional á dicha raiz.

356. Cuando en vez del valor absoluto de un hecho lo 
que se quiere representar es su valor relativo en función de 
alguno de sus elementos, entonces ya no podrá ser represen­
tado por la línea recta, sino por una superficie producto de 
dos variables; una el elemento considerado, otra el valor del 
hecho con relación á él. Así, por ejemplo,-si queremos repre­
sentar el consumo de alcohol con relación á la población, po­
dremos tomar como base del rectángulo una línea de longi­
tud a proporcional á la población P y por altura b otra pro­
porcional al consumo H por habitante; el producto a.b repre­
senta á la vez el área del rectángulo y el consumo total de 
alcohol P.H en el país considerado y en la escala l:q.m, su-

P Hponiendo - = a  y - = b .  En vez del rectángulo puede tomar­

se el triángulo.
357. En general vemos que la representación del valor ab­

soluto de un hecho equivale á la de una variable independien­
te que se hace por medio de su aboisa, y la de un hecho con 
relación á mío de sus elementos equivale á la de un valor par­
ticular de una función de dos variables que se representa siem­
pre por su abeisa y ordenada.

358. Cuando el valor considerado se quiere representar 
con relación á dos elementos, lo haremos, en general, por me­



dio de un volumen; decimos en general, porque ya sabemos 
que á vez los volúmenes pueden ser representados sobre un 
plano por medio del sistema de acotaciones. Así, por ejemplo, 
la cantidad de tabaco consumido en un país, con relación al 
tiempo y á la población, puede ser representado por un para­
lelepípedo rectángulo, una de cuyas aristas sea proporcional á 
la población, otra á la cantidad de tabaco consumido por ca­
da individuo en la unidad de tiempo, y la tercera al tiempo; 
el producto a.b.c de las tres es igual al volumen del paralele­
pípedo y á la cantidad total de tabaco consumido en la esca­
la l.m.n.p. En vez del paralelepípedo puede hacerse uso de pi­
rámides triangulares ó cuadraugulares.

.339. Ln general la representación de un hecho con rela­
ción á dos de sus elementos, equivale á la de una función de 
tres variables que se determina siempre por sus tres coorde­
nadas.
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360. El gráfico no tiene más objeto que facilitar la com­
paración de las variaciones de los hechos: estas variaciones 
pueden estudiarse con relación á sus tres elementos: tiempo, 
extensión y espacio.

Las variaciones con relación al tiempo y á la extensión, 
se representan por medio de curvas, y las que se refieren al 
espacio por medio de signos particulares relacionados direc­
tamente con las magnitudes del hecho y ordenados artificial 
ó naturalmente. Los gráficos de la primera clase reciben el 
nombre de diagramas y los de la segunda simplemente grá­
ficos ó diagramas de columnas si se hallan ordenados artifi­
cialmente y cartogramas si lo están naturalmente. Cuando 
en el gráfico se combina el espacio con cualquier otro valor 
se adopta generalmente el cartógrama, aunque también suele



usarse, en ciertos casos, el diágrama compuesto, ó sea el for­
mado por varias curvas que se distinguen por su color ó por 
su trazado.

VARIACIONES
CON RELACIÓN AL TIEMPO Y Á LA EXTENSIÓN

361. Siendo los resultados estadísticos funciones de va­
riables conocidas, su representación gráfica queda sujeta á las 
reglas generales dadas para esta clase de trabajos. El proce­
dimiento consiste, pues, en considerar al valor del hecho co­
mo función de una variable, en cuyo caso los valores de ella 
seián las abcisas, los de la función las ordenadas y la varia­
ción del hecho estará representada por medio de una curva 
plana, recibiendo entonces el gráfico el nombre de diágrama. 
Si el valor del hecho se considera como función de dos varia­
bles, su variación estará representada, como sabemos, por una 
superficie curva que puede considerarse en relieve, eu cuyo ca­
so el gráfico recibe el nombre de Stereógrama (denominación 
piopnesta por Massedaglia) ó proyectada sobre un plano por 
sus curvas de nivel.

362. Cuando las coordenadas que sirven para determinar 
la curva que representa los valores del hecho son rectangula­
res, recibe el diágrama el calificativo do rectangular, y si se 
hace uso de las coordenadas polares el de polar; el primero 
es aplicable á todos los casos y el segundo sólo lo es cientí­
ficamente á aquellos en que los valores del hecho se repiten 
por ciclos ó periodos regulares de tiempo, como por ejemplo, 
las variaciones diurnas de presión y temperatura. Keal y ver­
daderamente estos gráficos caen fuera del dominio de la Es­
tadística, si por Estadística se entiende la ciencia de los he­
chos sociales, pues estos hechos presentan el carácter distin­
tivo de la variabilidad; sin embargo suelen usarse con fre­
cuencia para representar los valores de un hecho con relación 
a su extensión (puesto que esta es invariable), como por ejem­
plo, la mortalidad por edades ó la población con relación al 
mismo elemento.



363. Las coordenadas oblicuas son muy poco usadas en 
estos trabajos; sólo en ciertos casos particulares suelen usarse 
las exagonales.

364. Como ejemplos de diagramas rectangulares pode­
mos citar: el construido por el Sr. Merino para deducir del 
movimiento de la población de 1861-70 una tabla de morta­
lidad, el cual figura en su obra Reflexiones y conjeturas so­
bre la ley de mortalidad en España; el formado por el Ins­
tituto Geográfico y Estadístico para representar y comparar la 
mortalidad por años en Madrid durante el periodo 1878-85 
con la general de toda España durante el quinquenio de 1878 
á 82. Este gráfico fue construido tomando por abcisa el tiem­
po (12 milímetros por año) y por ordenada una longitud pro­
porcional al número de defunciones, figurando en la obra 
Movimiento de la población de Esjiaña, en el septenio de 
1886-92 una reducción del mismo á la mitad. El número de 
diagramas publicados en el extranjero es muy considerable; 
pero podemos citar como más importantes los que figuran en 
la obra de Reclus Geographie universelle, los que acompa­
ñan á la de Quetelet Anthropometrie on mesure des diffe- 
rentes focultes de V homme, y el gran número de los presen­
tados en la Exposición de 1878 en París.

VARIACIONES EN EL ESPACIO

365. Cuando las variaciones de un hecho se estudian con 
relación al espacio y se agrupan artificialmente, entónces el 
gráfico se denomina de columnas, si las magnitudes de los 
hechos están representadas por rectángulos ó no reciben nin­
guna denominación si dichas magnitudes se representan por 
líneas rectas, triángulos ó círculos; en todos estos casos el or­
den en que se colocan los hechos suele ser el lexicológico que 
no ofrece mas ventaja que hallar pronto el país que se desee. 
Como ejemplos podemos citar los trabajos de Reclus (Geogra­
phie universelle), Minard, Comoy, Bertillon, etc,



366. El método más racional y más lógico para represen­
tar las variaciones en el espacio, es considerar á los lugares 
en la posición relativa en que se hallan y después por medio 
de cualquier signo dar forma sensible á la magnitud del he­
cho. Estos signos suelen ser: diferentes matices de un mismo 
color (de matices graduados), diferentes colores (coloreado), 
diferentes sombras (sombreado), bandas de anchura propor­
cional (de bandas), círculos (de círculos) y relieves propor­
cionales (de relieve). Cuando el hecho se considera función, 
además del espacio, de otro elemento que generalmente es el 
tiempo, según que esta variable tenga ó no representación así 
se forman el de focos diagráficos y el de focos circulares.

367. El cartograma se construye ordenando los países ó 
divisiones administrativas, según la magnitud del hecho que 
se examina y formando con ellas el número de grupos nece­
sarios y  suficientes para que se pueda conocer de una mane­
ra rápida y exacta la variación de dicho hecho. De ninguna 
manera creemos que deba fijarse el número de grupos, que 
dependerá sólo de la naturaleza del hecho; pero debe reco­
mendarse que no sea muy grande porque entonces el carto­
grama pierde en claridad lo que no gana en exactitud. El 
número de grupos no debe lijarse de antemano, ni tampoco 
formarse cada uno dividiendo la separación de los hechos ex­
tremos por el número de grupos, pues este procedimiento nos 
llevaría, en muchos casos, á la formación de grupos irregula­
res, de tal manera que en uno estarían comprendidas todas 
las entidades menos unas cuantas y en cambio en otros ó no 
estaría comprendida ninguna ó estas serían en muy pequeño 
número. Para obviar, este inconveniente se ha propuesto se­
parar los resultados extremos y formar con los restantes las 
agrupaciones dejando á los extremos, ó bien en grupos sepa­
rados, ó formando parte de los grupos primero y último; pero 
este procedimiento es poco racional y sobre todo muy artifi­
cioso, lo cual es contrario al fin del gráfico, que debe ser fo­
tografiar los valores del hecho. El procedimiento que cree-



uios más lógico y más conforme con la naturaleza y el fin de 
estas representaciones consiste en construir primeramente su 
diagrama rectangular ó un cuadro (el primer procedimiento 
ha sido propuesto por M. Cheysson y el segundo por M. Loua) 
en el cual se ordenen las divisiones por la magnitud del 
hecho y los grupos quedarán así naturalmente formados. Re­
suelta esta dilicultad aparece otra, y es que en tales gráficos 
la media desaparece ó por lo menos no se determina; y como 
si importante es conocer la variación del de hecho, tanto ó 
más lo es el conocer la media, ó sea su medida general, se ha 
propuesto que el número de grupos sea impar y que el inter­
medio se forme con aquellos hechos cuyo valor difiera poco 
de la media (sistema Cheysson), ó bien puntear de la misma 
manera los grupos equidistantes de la media, haciendo des­
aparecer entonces el grupo intermedio (sistema Levasseur). 
Después, sobre un mapa del territorio, ó mejor dicho, sobre 
un croquis, pues en él sólo figuran, aparte de las divisiones 
administrativas ó políticas, muy contados accidentes, se vá 
representando en cada lugar la magnitud del hecho con el sig­
no escogido.

368. Cartograma de matices graduados.—La observa­
ción que sobre él hay que hacer se refiere á que es difícil for­
mar una escala, de matices que sea bastante bien determina­
da para que uo dé lugar á dudas en quien la examina. El 
preconizado]- de este sistema ha sido l'icker, cuyas obras 
Bevoellieruug der Oesterreichisc'hen Monarchie y Fran- 
kreischs Bevoclkerung no son otra cosa que colecciones de 
cartogramas de matices graduados. Respecto al número de 
grupos que deben formarse, aunque M. Streffleur en el Con­
greso de Yiena opinaba que debían ser doce y M. Ficker en 
San Petersburgo que debían ser diez, creemos que para estos 
gráficos son demasiados por la dificultad de poder distinguir 
diez gradaciones diferentes de un mismo color; sin fijar nú­
mero deben ser, en general, cuatro ó cinco á lo más.

369. Cartograma coloreado.— Cuando en vez de diversos



matices de un mismo color se usan colores diferentes, ya uo 
es fácil confundirlos; pero el número de grupos queda tam­
bién limitado porque si no sería preciso acudir continuamen­
te á la explicación. Su tirada exige mayores gastos, pues se 
necesita una piedra para cada color. Respecto á su inventor ó 
preconizado!- nada podemos decir sino que su uso ha debido 
ser muy antiguo y que necesariamente ba precedido ai siste­
ma anterior por ser más elemental y menos científico que él. 
Como caso particular de este sistema podemos considerar el 
propuesto por M. Lona (Les Methodes de Statistique grapM- 
que), que consiste en usar dos ó tres colores diferentes, según 
que el grupo que comprende á la media quede en blanco ó se 
designe por un color, y los otros dos sirven para designar los 
grupos superiores ó inferiores á la media, usándose matices 
en gradación para designar la mayor ó menor separación de 
la media. Este método sobre ser el único racional de usar los 
colores diferentes, presenta dos grandes ventajas: 1.a no ocul­
ta la media: 2.a el número de grupos puede ser doble que en 
el anterior, pues se usan dos colores.

370. Cartograma sombreado.—Presenta sobre los dos 
anteriores la ventaja de que los grupos se distinguen aún sin 
necesidad de explicación y de que los gastos de tirada son muy 
pequeños, podiendo formar parte del texto de la obra si su 
tamaño lo permite. Este sistema es también muy antiguo, no 
podiendo decir ni quién fue su inventor ni quién extendió su 
uso. Desde luego por sus grandes ventajas es el más usado, 
podiendo citar como ejemplos los publicados en el «Almana­
que de Bailly-Bailliere» de 1896 por el auxiliar de Estadís­
tica D. Isidoro Garrido. Como caso particular de este sistema 
podemos citar el de M. Levasseur ya descrito.

371. Cartograma de bandas.—Cuando el becho varía á 
lo largo de una cierta línea la otra ordenada se toma perpen­
dicular á ella y entonces la anchura de la banda es la que nos 
dá idea de la variación del becbo relacionado así con los lu­
gares geográficos. Los preconizadores de este método lian si­



do Minará en Francia y Belpaire en Bélgica, cuyos trabajos 
pueden citarse como modelos de este sistema de represen­
tación.

372. Cartograma de círculos.—En estos cartogramas se 
supone que la cabeza de la división administrativa es la que 
dá carácter á toda ella y es la que sirve de centro para tra­
zar un círculo de rádio proporcional á la raiz cuadrada mag­
nitud del hecho; pero los casos en que es más legítimo su uso 
son aquellos en que sólo se comparan las cifras correspondien­
tes á dichas poblaciones cabezas de las divisiones adminis­
trativas. Todos los círculos trazados pueden ser del mismo 
color; pero el hecho queda mejor expresado adoptando tres, 
uno para aquellos lugares en que su magnitud sea inferior al 
promedio, otro para aquellos en que sea igual y otro para 
aquellos en que sea mayor.

373. Cartograma stereográfico ó de relieve.-—Se forma 
superponiendo recortes de papel ó cartulina de la misma for­
ma que el terreno, pero cuyo tamaño sea cada vez más peque­
ño hasta una altura proporcional á la magnitud del hecho, 
debiendo cuidar de que sus vértices correspondan precisamen­
te á los puntos en que el hecho presente su máximo en cada 
región; de esta manera el gráfico no necesita explicación al­
guna, pero tiene el inconveniente de lo difícil de su construc­
ción que hace que las reproducciones sean excesivamente ca­
ras. Sirven más que para la venta para las exposiciones. Pa­
ra obviar este inconveniente se ha inventado un nuevo siste­
ma que sólo es un caso particular de este que es el llamado 
de curvas de nivel, que se construye uniendo los puntos de 
dos en dos, determinando los de igual cota (suponiendo los 
valores como alturas) y uniéndolos por medio de curvas que 
reciben el nombre de curvas de igual elemento ó isopletas.

374. Cartograma de focos diagráficos.—Como su nom­
bre lo indica, la cabeza de cada división administrativa ó po­
lítica es el centro ó foco de un pequeño diágrama especial que 
bien se refiere á la variación de un mismo hecho ó bien á la



expresión de varios hechos diferentes. La manera de cons­
truirlos es muy sencilla: supongamos, por ejemplo, que quie­
ren expresarse las cifras de la mortalidad en un periodo de 
diez años; cada Ayuntamiento ó capital de provincia lo hare­
mos centro de un diagrama, que generalmente es polar, cuyos 
radios expresen la mortalidad en cada año, es decir, cuyos ra­
dios sean proporcionales á las raices cuadradas de la moitali- 
dad. Cuando los hechos son diferentes, cada uno se represen­
ta por un sector del mismo ó de diferente ángulo, de rádio 
proporcional y de color diferente si todos tienen el mismo án­
gulo. Asi. por ejemplo, los de color blanco expresarán la den­
sidad de la población, el negro la mortalidad, el azul la na­
talidad, etc. El color puede ser sustituido por el orden, y se 
dirá entonces que contando de derecha á izquierda, pasando 
por la parte superior, indican los sectores sucesivamente los 
valores de la densidad, natalidad, mortalidad, etc. Como mo­
delos de esta clase, podemos citar los que figuran en la publi­
cación oficial francesa Album de Stutistique gnvphiqne de 
1880.

375. Cartograma de focos circulares.—Cuando la mag­
nitud de un hecho quiere representarse teniendo en cuenta el 
lugar y el tiempo, puede adoptarse este procedimiento: la 
magnitud del hecho en cada año se representa por un círculo 
cuyo rádio sea proporcional á la raiz cuadrada del valor del 
hecho. Si el hecho vá disminuyendo los rádios de los círculos 
irán también disminuyendo y en el caso contrario aumen­
tando.

376. Serie de cartogramas expresando hechos homogé­
neos.— Parece poco lógico que cuando se presenta una serie 
de cartógramas que representan hechos homogéneos las mis­
mas tintas expresen coeficientes diferentes; para evitar este 
inconveniente propone M. Cheysson, Presidente de la Socie­
dad de Estadística de París, que en lugar de ordenar los gru­
pos por sus coeficientes se ordenen según sus separaciones de 
la media general, determinadas, según sabemos, porlafór-
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expresará siempre la misma separación de la media; lo linico 
que puede suceder es que en algunos cartogramas no entren 
todas las tintas y que el número de grupos sea diferente en 
cada una, lo cual no será nunca un inconveniente para su 
construcción ni para su comprensión.

377. Procedimiento especial de M. Mayr.—Considera­
dos con relación á cualquier hecho los Ayuntamientos de una 
misma provincia, suelen no teuer sus afines en ella misma 
sino en la adyacente, y si dichas divisiones administrativas 
se reúnen según sus valores con relación al hecho considera­
do, prescindiendo de si corresponden ó no á la misma provin­
cia, se formarán grupos que M. Mayr, á quien se debe este 
método, llama naturales. Este procedimiento recibe el nom­
bre de Método geográfico. Si el gráfico en vez de referirse á 
un país, región ó provincia se refiere á uua población, debe 
dividirse y subdividirse en distritos, barrios, parroquias, cuar­
teles, etc. para poder aplicar con fruto este método.



APÉNDICE AL CAPÍTULO VI

EJEMPLOS DE GRÁFICOS

SUMARIO.—Stercógrama de la población.—Cartograma coloreado se­
gún el método de Loua.-Cartógrama coloreado.-Série de carto­
gramas expresando hechos homogéneos.—Cartogramas de focos 
diagráficos del A lb u m  d e  S t a t i s t i q w  d e  1880.

Vamos á explicar y á describir en este apéndice algunos 
ejemplos de los gráficos más notables.

378. Stercógrama de la población.—Supongamos tres 
ejes rectangulares ox, oy, oz (fig. L); sobre el primero toma­
remos magnitudes proporcionales á los tiempos 1, 2, 3..... n
años; sobre el segundo á las edades que queramos considerar 
por ejemplo 1, 5, 10, 15.... años, y sobre el tercero oz al nú­
mero de individuos. Así la ordenada m 2A representa al núme­
ro de individuos de la edad on2 años contados en el año m, 
m’sA’ el número de individuos de la misma edad contados el
año m’.

En la superficie formada debemos distinguir cuati o clases 
de secciones planas. Las perpendiculares al eje ox que dan
curvas MBAQ; M’B’A’Q’..... que son las de supervivencia de
una generación que por diferencia de valores pueden íepie- 
sentar también la mortalidad y que reciben el nombre de lí­
neas de los supervivientes. Las perpendiculares al eje oy que



dan las curvas AA’.....que nos representan la variación en la
unidad de tiempo del número de los individuos de la misma 
edad; entre ellas es de notar la ATM’ que nos representa la 
variación de los nacimientos. Las perpendiculares al eje oz 
que dan curvas BB’ que son el lugar geométrico de los pun­
tos que tienen la misma ordenada vertical, es decir, que nos 
manifiestan cuáles son las edades en cada año que tienen el 
mismo número de individuos y se llaman líneas isodémicas. 
Lao peipendiculares á la bisectriz del ángulo xoy que dan cur­
vas QB,”M”' que nos representan el censo por edades del 
país en el año m” ’. En efecto, la ordenada B / ’m”, represen­
ta al número de individuos nacidos el año m” que llegan á la 
edad n3 y que por lo tanto serán contados en el Censo verifi­
cado el año m” -fu3, pero como el triángulo m’.m”3m’” es 
isósceles m ’m ’3= n r  m . A estas líneas se les dá el nombre 
de líneas de los recuentos.

379. Berg ha construido un gráfico de esta especie rela­
tivo á Suecia y valiéndose de los censos quinquenales verifi­
cados en dicha nación desde 1750 á 1875. Perozzo ba cons­
truido otro relativo á los matrimonios verificados en Italia 
desde 1872 á 1876, y á él se debe también la construcción de 
un stercógrama polar.

380. El stercógrama polar, debido á Perozzo, está cons­
truido de modo que cada censo figura en un sector de 180 
grados, tomando sobre cada rádio una longitud igual al nú­
mero de individuos de eada edad. Este procedimiento resulta 
de explicación y lectura más fácil, reduciendo el sector á 90° 
y entonces la línea de los individuos de O á 1 año es verti­
cal y la de 95 á 100 horizontal. La construcción de este grá­
fico es muy sencilla: trazado el ángulo de 90° se dividirá, por 
ejemplo, en 20 partes iguales, cada una de las cuales com­
prenderá 4°30\ se trazarán los rádios correspondientes y se 
irán tomando sobre cada uno longitudes proporcionales al nú­
mero de individuos de cada edad; así, sobre el rádio 05 se 
marcará una longitud proporcional al número de individuos
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de O á 5 años, sobre el UlO al de individuos de 5 á 10 años, 
y finalmente, sobre el de O 100 la representativa del núme­
ro de individuos de 95 á 100 años. El mismo gráfico se cons­
truirá para cada uno de los demás censos que se conozcan y 
después se colocarán sobre una circunferencia de modo que 
los polos O coincidan con el centro y que las líneas O 100 
formen entre sí ángulos iguales.

381. Cartograma coloreado según el método )Loan. 
Supongamos que queremos formar un cartograma que nos ex­
prese la densidad de población de los partidos judiciales de la 
provincia de Córdoba. Según los datos del Censo de 1887 la 
densidad media de la provincia es de 30,65 habitantes poi 
lv°; formaremos por lo tanto un grupo que se teñirá de ama­
rillo formado por los partidos de Fuente Obejuna (17,40), 
Hinojosa del Duque(18,02),Montoro(17,89), Posadas(18,41) 
y Pozoblanco (19,87); otro de verde con Baena (32,60) y Cór­
doba (31,57), y tres de azul de diferentes matices formados 
por Bujalance (59,62),Priego (57,35),Kambla (46,66), Agui- 
lar (64,13), Cabra (76,55), Castro (61,67), Lucena (61,93), 
Rute (71,06) y Montilla (82,34).

382. Cartograma coloreado. -Uno de los casos en que 
es más lógico el uso de diferentes colores es aquel en que se 
compara la densidad de la población con la constitución geo­
lógica del suelo. Así, para formar el relativo á la provincia 
de Córdoba, adoptaremos para cada terreno un color diferente 
y la densidad de población quedará determinada por el som­
breado de cada uno, según se expresa en el cuadro siguiente:



oO

CV]l>
ZO ™¡t. OL O
o  rtz —
O  r —-i 

•rH r-J O

*§ a 
f e | £>-3 O

rüO
Tí
O

Tí
c3>5
c3
P3

o
o
P

oTí
có

03
tí

coCM

Pbe

00CM

POrü?-«c3O

oco
®P

coOo,

Tí<3
PP

Ph

CO
.1 §ÍH O¿a *rl
S 'Pvcá r̂ j
O co

o 
. TíO Cá P2 O Op ^

!  *
S 9 í  ®' « © .'_

p
!  ^  ^  ~  = ■



' El número que figura al lado de cada terreno es el de habi­
tantes por kilómetro cuadrado en el mismo. En el terreno cre­
táceo no figura cifra ninguna porque en esta provincia de Coi 
doba sólo existe un pequeño manchón en donde se halla ei i- 
ficada la ciudad de Cabra.

383. Serie de cartogramas expresando hechos homogc- 
neos.—Supongamos que queremos formar tres gráficos refe­
rentes al Movimiento de la población de la provincia de 
Córdoba durante los años 1886-92. Empezaremos por de­
terminar el valor de la relación entre la diferencia del valor 
hallado y la media y esta misma media y formaremos el cua­
dro sumiente, tomando por unidad el partido judicial:

Partidos.

1 A lm ia r.................
2 Baena.....................
3 Bujalance. . . •
4 Cabra.....................
5 Castro del Río. .
6 Córdoba.. . • •
7 Puente Obejuna. .
8 Hinojosa del Buque
9 Lucena. .

10 Montilla.
11 Montero.
12 Posadas..
13 Pozoblanco
14 Priego de Córdoba
15 Rambla (La). .
16 Rute.................

Nacimien­
tos.

Matrimo­
nios.

Defuncio­
nes.

16 —29 36

51 —118 185
—54 —147 — 12

75 45 94
—80 —206 —18

— 128 —135 6
35 —29 —122
16 118 55
32 368 146
77 191 168

. —37 —103 —109

• —19
- 2 9 — 197

75 * 29 —60
I —24 191 —9
. —69 —103 36
. —45 15

1
21

Considerando tres grupos superiores á la media, tres in­
feriores y uno intermedio y designando cada partido por su 
nú mero de orden formaremos el cuadro siguiente:



Grupos. Nacimientos. Matrimonios. Defunciones.

De 100 en adelante 6 - 5 - 3 - 6 - 2 - 1 5 - 1 1 1 2 -7 -1 1 -
Do 51 á 100 5 - 1 5 - 3 13
De 11 á 50 1 6 -1 1 —14—12 1 - 7 - 1 2 - 5—3
De—10 á+ 10 1 4 -6
De—11 á—50 8 - 1 —9—7— 1 6 - 1 3 - 4 1 6 -1 —15
De—50 á—100 2 - 1 - 1 3 - 1 0 8 - 4
De-100 en adelante

1T—íOT00 9—10—2

De este cuadro se deduce enseguida el color ó el matiz 
que debe tener cada partido judicial en cada uno de los tres 
cartogramas que se han de construir.

Nota.—El no estar todavía publicados los resultados del 
último Censo ni estar aún ejecutadas las clasificaciones refe­
rentes al mismo, son la causa principal de que los gráficos, 
que como modelos debían acompañar á esta parte, los deje­
mos para el último de los tomos de esta obra.

384. Cartogramas de focos diagráficos del Album de 
Statistique de 1 8 8 0 — En dicho Album figuran varios de es­
tos cartogramas, de los cuales vamos á describir tres.

El que figura en la lámina I se refiere á las vias de co­
municación de cada departamento. Cada capital de departa­
mento es el foco de uu diágrama polar compuesto de tres 
partes. El semicírculo superior cuya superficie se halla divi­
dida en varios sectores que representan la longitud de las ca­
rreteras del Estado, de las departamentales, de las vías na­
vegables, de los caminos de hierro y de las tres clases de ca­
minos vecinales. El cuadrante inferior de la izquierda tiene 
una superficie proporcional á la relación total entre las víag 
de comunicación y la superficie del departamento. Y el área 
del cuadrante inferior de la derecha es proporcional á la rela­
ción entre dichas vías de comunicación y la población. Cada 
uno de estos sectores está señalado con su tinta característica.

El que figura en la lámina XV se refiere al entretenimien-



fió
to y conservación de las carreteras. La parte superior se com­
pone de seis sectores concéntricos de una abertura constante 
de 30° y cuyas superficies expresan de izquierda á derecha: la 
cualidad media de los materiales, el tránsito, el consumo de 
materiales, el precio de los mismos por metro cúbico, el pre­
cio de empleo y el precio total. El semicírculo inferior le 
presenta la relación entre los acaparamientos de materiales y 
el del consumo.

El de la lámina XVI expresa el desarrollo de los cami­
nos de hierro en los principales Estados desde 1830 a 18 < 8. 
La capital de cada Estado es el foco ó centro de una circun­
ferencia dividida en seis arcos iguales, siendo la terminación 
de cada rádio el centro de una circunferencia iluminada, cu­
ya superficie es proporcional al desarrollo absoluto de las 
vías férreas en cada uno de los años 1830, 1840, 1850, 1860, 
1870 y 1878. Por debajo de la horizontal, que pasa por la 
capital de cadaEstado, figuran dos sectores de 90°, cuyas áreas 
expresan las relaciones de las líneas férreas en 1878 á la po­
blación y á la superficie del territorio.



VENTAJAS É INCONVENIENTES DE I.OS GHÁPICOS

SUMARIO.—Principales ventajas de los gráficos.—Sus inconvenientes. 
Partes de que debe constar toda obra estadística.

385. La principal ventaja que tienen los gráficos es que 
tienden á vulgarizar los resultados estadísticos, poniéndolos 
al alcance no sólo de las personas menos ilustradas, sino tam­
bién de aquellas que, teniendo una gran ilustración, no dis­
ponen del tiempo necesario para estudiar la marcha de cual­
quier hecho examinando los cuadros numéricos, resultado de 
la investigación. ¿Quién puede dudar que en un Consejo de 
Ministros será siempre más útil un gráfico ó una colección 
de gráficos que una publicación estadística cuya exámen exi­
ge varios días de un trabajo asiduo y pesado? ¿Quién puede 
dudar que al militar, al ingeniero, al abogado, que sólo tie­
nen que ocuparse de la Estadística como accidente para de­
terminado asunto, les sea más útil un gráfico que un cuadro 
numérico? ¿Cómo hacer que el obrero ó el niño fijen su aten­
ción y deduzcan consecuencias de un cuadro estadístico por 
claro y ordenado que sea? Y ¿cómo, aunque sólo sea por la 
impresión que causa su vista, no han de fijar su atención en 
un gráfico? Y una vez despertada y avivada por sí misma ¿no 
ha de ser lógico suponer que lleve al individuo, no sólo al



examen atento y detenido del gráfico, sino hasta al del cua­
dro numérico de donde se ha deducido?

386. Para el estadístico tienen también la ventaja de en­
señarle y facilitarle la síntesis del análisis del hecho, de to­
do aquel trabajo de clasificación, sumas, promedios, compara­
ciones, etc., y por medio de ellos puede llegar con más faci­
lidad á descubrir la misteriosa ley de los hechos. Los diá- 
gramas, en particular, facilitan las interpolaciones 6) y se 
prestan á la predicción próxima de los hechos ®.

387. Otra ventaja es que el gráfico no es alemán, ni fran­
cés, ni inglés, ni español, pues habla en el lenguaje univer­
sal de los signos, y si se adoptase por un convenio interna­
cional que sus encabezamientos fuesen escritos en latín y en 
el lenguaje nacional, tendrían de hecho y de derecho la uni­
versalidad que todos los estadísticos les reconocen.

388. Los inconvenientes que presentan son dos: uno cien­
tífico y otro económico. El primero es que en el gráfico se 
pierde el detalle y aparece sólo el conjunto; es un modelo de 
síntesis y no puede sustituir nunca al cuadro numérico que 
es el análisis, sino que debe acompañarlo y completarlo. El 
segundo consiste en que su tirada exije mayores gastos que 
los cuadros numéricos.

389. Para terminar diremos que en toda obra estadísti­
ca deben distinguirse cuatro secciones:

1.a Introducción donde se exponga el origen de los da­
tos fundamentales del trabajo, confianza que merecen, dificul­
tades vencidas, plan y método seguido.

(1) La tabla de mortalidad de España, relativa al periodo de 1861 
á 1870, fué construida por el Sr. Merino sirviéndose de un gráfico, y co­
mo sólo se conocían directamente los valores por grupos de edades, de­
dujo los intermedios por interpolación. Así también lia sido construida 
la publicada por el Instituto Geográfico y Estadístico con referencia al 
periodo de 1878-82.

(2) Encaso más notable que puede citarse de esta predicción, es el 
que se refiere á la cesación de la crisis económica del Banco de Fran­
cia, anunciada por Juglar y Siegiried con muchos años de anticipación. 
Las predicciones metereológicas son deducidas casi siempre de los g rá­
ficos.



2. Exposición ó análisis en donde figuren todos los cua­
dros estadísticos.

3. a Deducción ó síntesis en la que se expongan las re- 
liexiones que sugieran las cifras, se comparen con otras aná­
logas, se deduzcan consecuencias y se haga la predicción próxi­
ma del valor del hecho.

4. a Traducción gráfica de la variación del hecho ó de 
los hechos de que se trate.



SÍNTESIS DE LA ESTADÍSTICA TEÓRICA

SUMARIO -E s tad o  actual de la Teoría de la Estadística y medios de 

probación d posteriori a los hechos sociales.

390 I)e la exposición hecha se deduce que no todas las 
teorías cuyo conjunto forma, la Ciencia estadística se hallan 
en el mismo grado de adelanto. Asi, la Teoría del Temtono 
que es el elemento menos variable, es la mas pi exima a su 
estado definitivo J  en orden de perfección signen a Teoría 
de la Pol,lacio,i J la del Estado. Esta última puede decirse 
que sólo se halla esbozada; son precisos todavía glandes tía 
tajos para conseguir que adquiera todo el desarrollo de que 
es susceptible, y desde luego se comprende que no podra ade­
lantarse un paso en el establecimiento de sus principios mien­
tras no exista unidad entre las múltiples y vanadas estadís­
ticas que tienen por objeto la apreciación de las fuerzas que 
lo componen y de sus diversas relaciones. Aunque mas ade­
lante hemos de desarrollar este punto, no queremos dejar de 
hacer aquí algunas ligeras observaciones sobre la unificación 
de las diversas estadísticas y sobre la necesidad de que sea



un Centro único el encargado de coordinar y comparar los re­
sultados que arrojen. Entendemos por unificación de las es­
tadísticas la sujeción de todas ellas á un plan único y á una 
idea común-, no debe confundirse con la centralización que es 
la realización por un centro ó corporación única de todas las 
estadísticas. La primera la creemos ventajosa y necesaria pa­
ra el adelanto de la ciencia; la segunda no es necesaria y aun­
que pueda favorecer á determinada corporación es contraria 
al interés déla ciencia; nadie mejor que el empleado de Adua­
nas puede formar sus estadísticas, nadie mejor que los em­
pleados de Correos y Telégrafos pueden formar las suyas, na­
die mejor que el militar nos puede dar las relativas á la mi­
licia.

391. Aunque esta unidad es importantísima no constitu­
ye ella sola el desiderátum de la ciencia, sino que es precisa 
otra todavía más elevada, la unidad internacional. Del mis­
mo modo que la Asociación Geodésica internacional produ­
ce grandes beneficios á la ciencia, podría producirlos aún ma­
yores á la ciencia y á la humanidad la Asociación Estadísti­
ca internacional, cuya organización debería ser análoga y 
componerse por lo tanto de Asamblea, Comisión y Oficina in­
ternacionales. ¿Si á España cupo el honor, por medio de su 
representante el general Ibañez, de establecer aquella, se ha 
de mostrar rehacía ú opuesta á ejecutar cuantos trabajos sean 
necesarios para formar esta?

392. Ocurre preguntar ¿se dá á la Estadística la impor­
tancia que se merece? ¿Cuál debe ser el lugar que le corres­
ponde entre los diversos organismos del Estado? Así como es 
principio axiomático que el individuo no se resuelva á em­
prender ningún negocio sin el conocimiento previo de todas 
las circunstancias que puedan influir sobre el mismo, así la 
Política y la Administración deben consultar, antes de deci­
dirse á ejecutar ningún acto, los datos y noticias que receje 
la Estadística; las ciencias sociales marchan con los ojos 
vendados sin el auxilio de la Estadística. De aquí se í1díIm-



ce el grave y necesario papel que dicha ciencia debe desem­
peñar en el desarrollo de las fuerzas del Estado; ella mide y 
estudia aquellas fuerzas, aconseja las disposiciones que deben 
tomarse y prevee los resultados; la Política y la Administra­
ción ejecutan aquellos consejos. La primera es sólo una cien­
cia consultiva, las segundas son ejecutivas: aquella no dará 
nunca ingresos directos á la Hacienda, pero puede por medio 
de sus principios y deducciones aumentar los que faciliten los 
demás organismos administrativos, señalará las deficiencias é 
injusticias, determinará la justa cuantía de los diversos gas­
tos, en una palabra, nos servirá de faro para llegar al ideal 
del perfecto equilibrio. Pero si importantes y necesarios son 
estos fines materiales ó inmediatos de la Estadística, más im­
portante y trascendental es su fin moral, el enseñar á las so­
ciedades de dónde vienen y á dónde van, cuáles son sus de­
fectos, cuáles sus virtudes, cuáles sus aptitudes, cuál su desti­
no y qué lugar están llamadas á ocupar en la historia de la 
humanidad.

393. El método ó procedimiento de que se vale la cien­
cia para conseguir la verdad consta de dos partes:

1. a Descubrimiento de una verdad ó propiedad nueva.
2. a Demostración de la verdad del descubrimiento efec­

tuado.
En las ciencias racionales el descubrimiento vá unido á la 

demostración, cualquiera que sea el procedimiento (análisis ó 
síntesis) por el que hemos llegado al descubrimiento de la 
verdad de que se trata. En las ciencias experimentales, á par­
te de que las demostraciones no pueden ser nunca necesarias, 
no existen realmente y son sustituidas por la prueba ó com­
probación, es decir, por una nueva operación que nos multi­
plica las probabilidades de certeza pero que nunca nos la ase­
gura. El procedimiento es por demás sencillísimo (aunque ha- 
\ra costado á la humanidad mucho tiempo y grandes trabajos 
para descubrirlo) consiste sólo en emplear el razonamiento 
complementario de aquel que nos ha servido para llegar al



descubrimiento de la verdad de que nos ocupamos. Así, si nos 
liemos servido del análisis del hecho después partiendo de 
las verdades halladas reconstruiremos dicho hecho valiéndo­
nos de la síntesis.

394. Se llama, eu general, hecho, á lo que ha sido, á lo 
que es ó á lo que será. Ahora bien, nosotros no podemos 
conocer al sustantivo propio, físico ó metafísica (1) más que 
por sus atributos, los cuales no son otra cosa que abstraccio­
nes, luego nosotros no podemos considerar á los segundos 
más que como un  conjunto de abstracciones que forman 
una abstracción. La inteligencia humana es tan limitada 
que no puede estudiar el atributo en un solo sustantivo sino 
que lo hace comparativamente en una serie de ellos que lo 
posean. De aquí la necesidad que tienen todas las ciencias 
experimentales de clasificar los hechos de que se ocupan. En  
las ciencias experimentales una buena clasificación es to­
da la ciencia porque íacilita al limitado entendimiento hu­
mano llegar al conocimiento de la verdad que se busca. La 
Morfología ó estudio de la forma del ser, fue, en los princi­
pios de la ciencia, el fundamento de las clasificaciones lla­
madas artificiales ó sistemas, pero después, penetrando el 
hombre más en la esencia de las cosas, empezó á establecer 
las clasificaciones naturales ó métodos que están fundadas 
en el conjunto de caracteres que presentan los hechos orde­
nados según su importancia, atendiendo primero á los domi­
nantes y después á los subordinados. Mientras el hombre 
sólo clasificó por la forma era imposible la aplicación del 
método á las ciencias sociales y políticas; pero aceptado y 
establecido el método natural puede extenderse la clasifica­
ción á dichas ciencias y puede seguirse para el descubrimien­
to de las causas de los hechos el sencillísimo pero poderoso 
y seguro método clicotómico (párrafo 174.)



895. El trabajo que tendremos que tomarnos para hacer 
la clasificación de los hechos estadísticos será solo el de la 
apreciación de la importancia de los caracteres. -Tres clases 
de elementos hay que considerar en todo hecho que ae refie­
ren á la extensión, al espacio y al tiempo. Los caracteres re­
ferentes á la extensión son los principales, por que la exten­
sión es el elemento que mejor determina el hecho. Entre los 
caracteres referentes al espacio y al tiempo, les más impor­
tantes son los primeros por que las variaciones en el tiempo 
son condición inherente á los hechos sociales; por lo tanto la 
constancia en él tiempo podemos decir que no existe y  que 
solo puede suponerse para periodos más ó menos grandes.

396. La especie se define que es la reunión de individuos 
(hechos) que se parecen más entre sí que á los de cualquiera 
otro grupo y cuyos caracteres no tienen variación en el tiempo.

397. Así, pues, estableceremos los fundamentos de la 
Taxonomía estadística, distinguiendo los tipos, clases, ór­
denes, familias, tribus, géneros y especies por medio de los 
caracteres, cuyas propiedades sean las que figuran en el cua­
dro inserto á continuación:

Categorías. Extensión, Espacio. Tiempo.

Tipo Generales Comunes Constantes
Otase Idem Idem Variables
Orden Idem Diferenciales Constantes
Familia Particulares Comunes Idem
Tribu Generales Diferenciales Variables
llenero Particulares Comunes Idem
Especie Idem Diferenciales Constantes
Individuo Idem Idem Variables

La cifra absoluta es la representación del individuo, la 
■«'Ira relativa medida de la kitenmlhul representa la especie, 
el prormdm mi el espacio nos representa ai género,, la niedi-



da de la extensión á la tribu, el promedio referente al tiem­
po y al espacio parece representar la familia, las leyes que 
sod  aplicables á un mismo país ó región y son diferentes en 
los demás, son representación del orden, las aplicables á to­
dos los países pero variables en el tiempo, representan la 
cíase y finalmente el tipo se baila representado por las leyes 
de la primera categoría.

398. La diferencia principal que existe entre las ciencias 
físicas y naturales y las sociales y políticas consiste en que 
aunque los caracteres en unas y otras son abstracciones, en 
las primeras su reunión constituye un ser ó un fenómeno real, 
es decir, apreciable por nuestros sentidos y en las segundas 
constituye un sustantivo abstracto; el empleo del método de 
comprobación á posteriori es en las primeras fácil y sencillo 
porque la imperfección de nuestros sentidos nos hace siem­
pre ver que un hombre es igual á otro, una hoja igual á otra 
y un planeta igual á otro; en las segundas, por el contrario, 
como el espíritu es un instrumento más fino y delicado que 
nuestros sentidos cualquier diferencia por pequeña que sea la 
nota y no encuentra nada constante. Para poder distinguir 
ambas clases de caracteres ha buscado y usa un instrumento 
en el cual no existe nada extraño á él mismo, es, pudiéra­
mos decir, su representación material, el cual no es otro que 
el cálculo matemático. Ha sido por lo tanto preciso para cla­
sificar los hechos sociales, aplicarles las leyes matemáticas, 
evaluándolos numéricamente y para la eliminación de las 
variaciones, es decir, de sus accidentes, establecer una hipó­
tesis traducida por el postulado del párrafo IB, que es el 
fundamental del método de la Estadística.

399. El método de comprobación á posteriori, que exi­
ge la síntesis, cuyo objeto es ver que efectivamente la reunión 
de los caracteres del hecho constituyen ó forman el sustanti­
vo abstracto de que partimos, no puede ser aplicado aquí del 
mismo modo que en las ciencias físicas y naturales princi­
palmente porque los errores que pueden ser admitidos por su



lo
pequenez en la determinación de dichos caracteres al reunir­
se se multiplican y hacen que el sustantivo así encontrado 
sea sólo subjetivo y no objetivo, es decir, que difiera de to­
dos y cada uno de los que nos han servido para formarlo; pe­
ro como la determinación de este tipo que en Estadística re­
cibe en genera] el calificativo de medio nos ha hecho conocer 
el grado de importancia de cada carácter, podemos compro­
bar su existencia por el análisis directo de varios hechos con­
venientemente escogidos dentro de cada grupo. Así, pues, la 
Estadística actúa por medio del análisis sobre la investiga­
ción, determina por medio de la síntesis las leyes ó las cau­
sas de los hechos y comprueba los resultados obtenidos, apli­
cando el análisis á las monografías.



APÉNDICE Á LA PRIMERA PARTE

DEMOSTRACIÓN DE IjA FORMOLA DE STIRLING

I. Vamos á demostrar el célebre teorema de Stirling es­
tablecido en el número 62 (primera parte).

Si multiplicamos y dividimos |V por n“ se tendrá

|n -H1
|n = i i uf(n); como ^  = n -} -l

será f ( n + l ) = |  1 +  ̂  .f(n) y cuando n=co

f(n-f 1 )= ^ . f(n) y por consiguiente f(n)=e uf,(n).

Sustituyendo en vez de n el valor n - f l  y dividiendo 
f(n-f 1) por f(n) se tiene

f(n 4~1)__1 f ,( n + l )
f(n) e ' f,(n)

de donde f,(n-f l)= íi(n ) f(n +  l) 
f(n) '

cuya igualdad nos dice que para el valor (n -f l)  se multipli­
ca f,(n) por un factor que difiere muy poco de la unidad, ape­
sar de lo cual f,(n) no es una cantidad constante ni tiende á 
serlo. En efecto, haciendo



. e—z estableceremos que l z = l — nl^ 1 -f y re­

emplazando l ( l - f - i j  por los dos primeros términos de su de-

_i
sarrollo l z = l —n ( - — A ') = J -  de donde z = e ¿n 

Vu 2a V  2n
i_

Si sustituimos en vez de ean los dos primeros términos de 
su desarrollo se tiene

IL

Z==1+ 2 n  ?
* >  +  1) 1

f,(n) X 2n
Ahora, como

i

con el mismo grado de aproximación que la igualdad ante­
rior, deducimos de aquí que f,(n) varía según la misma ley 
que V n y por consiguiente que

fi(n) =  V n P(n) y |n =  n''e-“yVT F(n).

III. Vamos ahora á demostrar que F(n) tiende á un va- 
loi constante cuando n aumenta indefinidamente. En efecto, 
habiendo establecido la igualdad

A(n-H) j n+1 F(u-M ) 
fi(n) \  n F(n)

despreciando los términos inferiores á ~  se deberá verificar 

para cualquier valor de n que

g (n + l)  k, 
m  r n-

siendo k, una cantidad que no crece indefinidamente con n
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F(n) u2

F (n + 2 )  k2
F(u +  1) ^ ( n + l ) 2

F (n+ p) kp
F (n + p — 1) ' (n-f-p— 1)2

el logaritmo de la expresión anterior será

cuya serie es convergente por serlo la formada por los tér-

esta fórmula p = n  y n = o  se tiene que F(n =  constante.
Si llamamos G á dicha constante |^ = G n Be_nVñT.

IV. Según el teorema de Vallis (Traite de Trigonomé- 
trie par J . A. Serret, párrafo 188)

2 1 3 3 5 2n—1 2 n + l

(1.3.5....2n—l)(1.3.5....2n—l) ( 2 n + l)  (|2n)2( 2 n f  1)

sustituyendo en vez de |p y sus valores, esta fórmula se 
convierte en

se deduce que

y como

p ( l + ^ j + ^ y # - t - t 2)-h.... + (n_|_p^_i)2(l+ tp )

2 2 4 4 2n 2ui _i _l _ l mi _____ i

2.4....2n.2.4... 2n 2^ |n



Ü=r-T2—^— de donde G2= 2 t: + -  y cuando n=co G2= 2 -  
2 4 n + 2  ' n

v ( y = \2 r ,
Así, pues, para cualquier valor de n se verificará la igual­

dad aproximada
|ü = n Be_ny 2nrc.

V. Prescindiendo de otra especie de consideraciones nos 
limitaremos á consignar que la aplicación de esta fórmula al 
cálculo del término de valor máximo cuando

m =20 y P = 1 = í)

dá un error menor que 0,0005, y como generalmente sólo se 
aprecian los valores de las probabilidades con dos cifras, po­
demos considerarlo despreciable.



N O T  .A ..

Nuestro deseo de que la publicación de la primera parte 
de esta obra coincidiera con la reunión en Madrid del IX Con­
greso internacional de Higiene y Demografía, fue causa de 
que no pudiéramos corregir algunos defectos de que adolece. 
El párrafo número 109 debe ser sustituido por el siguiente: 

109. Fue por Decreto de 19 de Junio de 1873 por el que 
se creó, sólo nominal mente, el Cuerpo de Estadística, y se en­
cargaron los trabajos Estadísticos al Instituto Geográfico que 
cambió dicho nombre por el de Instituto Geográfico y Esta­
dístico. Por Real decreto de 15 de Diciembre de 1876, se 
crea definitivamente dicho Cuerpo con la organización que 
hoy tiene. En el Reglamento dictado en 27 de Abril de 1877, 
se establece que dicha Dirección general es la encargada de 
ejecutar todos los trabajos geodésicos, topográficos, metroló- 
gicos y estadísticos de España por medio del personal que 
menciona su artículo 2.° que, copiado á la letra, dice así: 
(Continúa en la página 106 de la primera parte).
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