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Summary

In the area of Natural Language Generation, data-to-text systems aim to produ-
ce textual descriptions of aspects of interest of a dataset. One of the key problems
in this setting is the generation of referring expressions, which are noun phrases
intended to identify and distinguish an object or set of objects, called target, from
other objects present in a context, in which case the expressions is said to achie-
ve referential success, and the target is said to be referable. Referring expressions
allow data-to-text systems to generate descriptions by referring to and characteri-
zing structures in data like, for instance, regions in digital images.

A first step in the generation of referring expressions in natural language is to
obtain a computational representation of the semantics of the expression using so-
me knowledge representation formalism. A usual approach is to represent a refe-
rring expression as a set of basic properties of objects, which will refer to the set of
objects in the context that satisfy all the properties, if any. From a logical point of
view, the referring expression has the semantics of a conjunction of properties.

In the literature it is possible to find different ad-hoc proposals for determining a
referring expression for a given object or set. In addition, several formal frameworks
like Graph Theory, Conceptual Graphs, Constraint Satisfaction, and Description
Logics have been employed for solving the referring expression generation (reg)
problem. The use of formal frameworks contribute to the solution of the problem in
several respects. For instance, allowing in some cases an expressive power beyond
simple conjunctions of properties. Also, the formulation of reg in terms of these
formal frameworks allow us to take benefit of the existing algorithms and results
in the frameworks for solving the reg problem.

One of the main contributions of this Ph.D. Thesis is the proposal of a new fra-
mework for reg based on the use of Formal Concept Analysis (fca), a mathema-
tical theory that formalize concepts in a context as those pairs (𝐴, 𝐵) such that 𝐴
is the set of objects that share all properties in 𝐵 and, at the same time, 𝐵 is the
set of properties that are satisfied by all objects in 𝐴. We show that a set of objects
𝐴 is referable in a context if and only if a formal concept of the form (𝐴, 𝐵) exists
in the context, so we can determine the referable sets by computing all the formal
concepts in a context, which is one of the main problems in fca, and for which
different algorithms are available. More specifically, these algorithms compute the
lattice associated to the partial order between formal concepts that can be defined
in terms of set inclusion of the sets of objects. We have also been able to use this



lattice in order to provide characterizations of the whole set of referring expres-
sions for every referable set, a crucial resource for choosing the most appropriate
expression for a certain target set in terms of user’s satisfaction. These capabilities
provided by the use of fca for reg are not simultaneously provided by any other
formal framework.

The other main contribution of our work concerns the generalization of reg to
the case of gradual properties like “tall’’ for which it is not possible to define a clear
boundary between the fulfillment and the unfulfillment of the property. A usual
way to represent such properties is by means of fuzzy sets defined by membership
functions assigning a membership degree in [0, 1] to every element in the domain
of the property. In this setting we have provided advances in two directions:

1. When properties are gradual, referential success becomes gradual as well.
Hence, it is necessary to provide measures of the referential success of re-
ferring expressions involving gradual properties. In this setting, we have pro-
vided axioms that any such measure should satisfy. We have also shown that
it is possible to define measures of referential success from specificity mea-
sures of fuzzy sets, which measure the degree to which a fuzzy set is a crisp
singleton. This led us to deepen into the study of specificity, with several no-
vel results: first, a characterization of specificity measures into three families
with different behaviours, each family being appropriate for different pur-
poses during the construction and final evaluation of referring expressions.
Second, a methodology for building specificity measures on the basis of mea-
sures of distances between fuzzy sets. Finally, the proposal of possibility and
necessity measures of referential success for those cases in which the degrees
attached to properties represent possibilistic uncertainty. In order to measu-
re referential success when the target is a set of objects, some of these results
have been generalized to the case of k-specificity measures, which measure
the degree to which a fuzzy set is a crisp set with k elements.

2. Wehave provided an extension of fca to the gradual case based on theTheory
of Representation by Levels, which is an alternative to Fuzzy Set Theory for
representing graduality. Our extension benefits from the main features of the
Theory of Representation by Levels: first, a finite set of levels in (0, 1] is em-
ployed in order to represent different degrees of “relaxation’’ of the mem-
bership criteria; second, gradual sets are represented as assignments of crisp
sets to levels; finally, operations between gradual sets are performed as the
corresponding crisp operations applied to the crisp sets in the same levels in-
dependently. Beyond sets, representations by levels can be employed for any
other mathematical object and notion, such as elements (as assignments of
individual elements to levels), predicates, algorithms, etc. As a consequence,
the extension of any crisp formal system to the gradual case is unique and di-
rect. In addition, contrary to fuzzy sets, the extensions keep all the properties
of the crisp case. Using these features we have been able to extend our crisp
results about using fca for reg to the case of gradual properties.

In order to test our proposals, we have developed a proof of concept prototype,



called Refer4Learning, that implements a referential game, a well-known type of
image-to-text system. The prototype is oriented to teaching basic visual concepts
like color, shape, size, etc. to students in the earlier stages of education. Using this
prototype, we have performed experiments with adult subjects in order to analyze
the correspondence between some of our quality measures and the performance
of the system in terms of user’s preferences. Additionally, by means of an interdis-
ciplinary collaboration with researchers in Computer Vision, we have shown that
our techniques can be integrated with the extraction of objects and gradual proper-
ties from images using Deep Learning based techniques, allowing to automatically
generate referring expressions for objects and sets of objects from images. These re-
sults are potentially useful in several applications like image-to-text systems, visual
information retrieval, and interactive dialogue systems about visual information.





Resumen

En el ámbito de la Generación de Lenguaje Natural, los sistemas data-to-text
tienen como objetivo producir descripciones textuales de aspectos de interés de un
conjunto de datos. Uno de los problemas clave en este ámbito es la generación de
expresiones de referencia, que son frases nominales destinadas a identificar uní-
vocamente un objeto o conjunto de objetos, denominado objetivo, de otros objetos
presentes en un contexto, en cuyo caso se dice que las expresiones tienen éxito refe-
rencial, y se dice que el objetivo es referible. Las expresiones de referencia permiten
a los sistemas data-to-text generar descripcionesmediante la referencia y la caracte-
rización de estructuras en los datos como, por ejemplo, las regiones en las imágenes
digitales.

Un primer paso en la generación de expresiones de referencia en lenguaje na-
tural es obtener una representación computacional de la semántica de la expresión
utilizando algún formalismo de representación del conocimiento. Un enfoque ha-
bitual es representar una expresión de referencia como un conjunto de propiedades
básicas de los objetos, que se referirá al conjunto de objetos del contexto que satis-
facen todas las propiedades, si las hay. Desde un punto de vista lógico, la expresión
de referencia tiene la semántica de una conjunción de propiedades.

En la literatura es posible encontrar diferentes propuestas ad-hoc para deter-
minar una expresión de referencia para un objeto o conjunto dado. Además, se
han empleado varios marcos formales como la Teoría de Grafos, los Grafos Con-
ceptuales, la Satisfacción de Restricciones y las Lógicas Descriptivas para resolver
el problema de la generación de expresiones de referencia (ger). El uso de marcos
formales contribuye a la solución del problema en varios aspectos. Por ejemplo, per-
mitiendo en algunos casos un poder expresivomás allá de las simples conjunciones
de propiedades. Además, la formulación de ger en términos de estos marcos for-
males nos permite aprovechar los algoritmos y resultados existentes en el ámbito
de estos marcos para resolver el problema ger.

Una de las principales contribuciones de esta Tesis Doctoral es la propuesta de
un nuevo marco para ger basado en el uso del Análisis de Conceptos Formales
(acf), una teoría matemática que formaliza los conceptos en un contexto como
aquellos pares (𝐴, 𝐵) tales que 𝐴 es el conjunto de objetos que comparten todas las
propiedades en 𝐵 y, al mismo tiempo, 𝐵 es el conjunto de propiedades que son sa-
tisfechas por todos los objetos en 𝐴. Demostramos que un conjunto de objetos 𝐴 es
referible en un contexto si, y sólo si, existe un concepto formal de la forma (𝐴, 𝐵) en
el contexto, por lo que podemos determinar los conjuntos referibles obteniendo to-



dos los conceptos formales de un contexto, que es uno de los principales problemas
en acf, y para el que existen diferentes algoritmos. Más concretamente, estos algo-
ritmos calculan el retículo asociado al orden parcial entre conceptos formales que
puede definirse en términos de inclusión de conjuntos de los conjuntos de objetos.
También hemos podido utilizar este retículo para proporcionar caracterizaciones
del conjunto de expresiones de referencia para cada conjunto referible, un recurso
crucial para elegir la expresión más adecuada para un determinado conjunto obje-
tivo en términos de preferencias del usuario. Estas capacidades proporcionadas por
el uso de acf para ger no son proporcionadas simultáneamente por ningún otro
marco formal.

La otra contribución principal de nuestro trabajo se refiere a la generalización
de ger al caso de propiedades graduales como «alto» para las que no es posible de-
finir una frontera clara entre el cumplimiento y el incumplimiento de la propiedad.
Una forma habitual de representar tales propiedades es mediante conjuntos difu-
sos definidos por funciones de pertenencia que asignan un grado de pertenencia en
[0, 1] a cada elemento del dominio de la propiedad. En este ámbito hemos aportado
avances en dos direcciones:

1. Cuando las propiedades son graduales, el éxito referencial también lo es. Por
lo tanto, es necesario proporcionar medidas del éxito referencial de las expre-
siones de referencia que implican propiedades graduales. En este contexto,
hemos proporcionado los axiomas que debe satisfacer cualquier medida de
este tipo. También hemos mostrado que es posible definir medidas de éxi-
to referencial a partir de medidas de especificidad de conjuntos difusos, que
miden el grado en que un conjunto difuso es un singleton crisp. Esto nos ha
llevado a profundizar en el estudio de la especificidad, con varios resultados
novedosos: primero, una caracterización de las medidas de especificidad en
tres familias con comportamientos diferentes, siendo cada familia apropiada
para diferentes propósitos durante la construcción y evaluación final de las
expresiones de referencia. En segundo lugar, una metodología para construir
medidas de especificidad a partir de medidas de distancia entre conjuntos di-
fusos. Por último, la propuesta demedidas de posibilidad y necesidad de éxito
referencial para aquellos casos en los que los grados asociados a las propie-
dades representan incertidumbre posibilista. Para medir el éxito referencial
cuando el objetivo es un conjunto de objetos, algunos de estos resultados se
han generalizado al caso de las medidas de 𝑘-especificidad, que miden el gra-
do en que un conjunto difuso es un conjunto clásico con 𝑘 elementos.

2. Hemos proporcionado una extensión de acf al caso gradual basada en la
Teoría de Representación por Niveles, que es una alternativa a la Teoría de
Conjuntos Difusos para representar la gradualidad. Nuestra extensión se be-
neficia de las principales características de la Teoría de Representación por
Niveles: en primer lugar, se emplea un conjunto finito de niveles en (0, 1] para
representar diferentes grados de «relajación» de los criterios de pertenencia;
en segundo lugar, los conjuntos graduales se representan como asignaciones
de conjuntos clásicos a niveles; finalmente, las operaciones entre conjuntos



graduales se realizan como las correspondientes operaciones clásicas aplica-
das a los conjuntos clásicos en los mismos niveles de forma independiente.
Más allá de los conjuntos, las representaciones por niveles pueden emplearse
para cualquier otro objeto y nociónmatemática, como elementos (como asig-
naciones de elementos individuales a niveles), predicados, algoritmos, etc.
En consecuencia, la extensión de cualquier sistema formal crisp al caso gra-
dual es única y directa. Además, a diferencia de los conjuntos difusos, las
extensiones mantienen todas las propiedades del caso crisp. Utilizando estas
características hemos podido extender nuestros resultados crisp sobre el uso
de acf para ger al caso de las propiedades graduales.

Para poner a prueba nuestras propuestas, hemos desarrollado un prototipo de
prueba de concepto, denominado Refer4Learning, que implementa un juego refe-
rencial, un tipo muy conocido de sistema de image-to-text. El prototipo está orien-
tado a la enseñanza de conceptos visuales básicos como el color, la forma, el tama-
ño, etc. a estudiantes de las primeras etapas educativas. Utilizando este prototipo,
hemos realizado experimentos con sujetos adultos para analizar la corresponden-
cia entre algunas de nuestras medidas de calidad y el rendimiento del sistema en
función de las preferencias de los usuarios. Adicionalmente, mediante una colabo-
ración interdisciplinar con investigadores en Visión por Computador, hemos de-
mostrado que nuestras técnicas pueden integrarse con la extracción de objetos y
propiedades graduales a partir de imágenes utilizando técnicas basadas en Apren-
dizaje Profundo, permitiendo generar automáticamente expresiones referenciales
para objetos y conjuntos de objetos a partir de imágenes. Estos resultados son po-
tencialmente útiles en varias aplicaciones como sistemas de imagen a texto, recu-
peración de información visual y sistemas de diálogo interactivo sobre información
visual.
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Capítulo 1

Introducción

Comenzamos esta memoria con los versos que Miguel Hernández dedicó a Ra-
món Sijé:

Tanto dolor se agrupa en mi costado,
que por doler me duele hasta el aliento.

Estos versos son una muestra de lo complejo que puede llegar a ser el lengua-
je. Por medio del lenguaje podemos trasladar o expresar la misma información de
innumerables formas distintas. El lenguaje que empleamos día a día, al cual nos re-
feriremos como lenguaje natural, es vasto, lleno dematices y de interpretaciones. Y
ya no solo nos encontramos estos matices en las figuras literarias como la hipérbole
o la metáfora. El lenguaje natural es complejo en su uso diario. En el día a día em-
pleamos la comparación, la metáfora, el doble sentido, y el lenguaje se ve afectado
por el contexto; entre otras muchas aristas que tiene este prisma.

No explicamos del mismo modo un concepto a un niño que a un adulto. No
empleamos el mismo vocabulario en un contexto profesional que en una charla
distendida. Por ejemplo, nos referiríamos a un perro como «el perro» sin especi-
ficar su raza cuando estamos hablando con un niño o cuando no se necesita más
precisión en la conversación. Pero en otro contexto, en otra conversación, nos po-
dríamos referir al mismo perro como «el dálmata». Otro ejemplo de esta jerarquía u
ontología de términos en base a su precisión lo podemos encontrar en la Figura 1.1.

Por lo tanto, el problema de hacer que un computador «hable» como un hu-
mano es extremadamente complejo. Sin embargo, cualquiera puede imaginar la
innumerable cantidad de aplicaciones que tendría un sistema capaz de comunicar-
se con un usuario de una forma natural al mismo. Podemos pensar en sistemas de
asistencia a personas de avanzada edad que puedan, no solo ayudar a la persona,
sino también hacer que se sienta, en lamedida de lo posible, atendida con la calidez
que estas personas requieren. También podemos idear un sistema capaz de, com-
binando otras tecnologías como el reconocimiento visual de objetos, describir un
entorno, como pudiera ser una sala de museo, a una persona invidente. Por lo que
no es de extrañar la atención que ha recibido este problema en los últimos años.
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objeto

mueble

mueble de almacenaje

armario

Figura 1.1: Ejemplo de términos que podemos emplear para referirnos a un mismo
objeto con mayor o menor especificidad.

En torno a él giran dos grandes campos de relevante actualidad dentro de las
Ciencias de la Computación: el Procesamiento de Lenguaje Natural (pln) y la Ge-
neración de Lenguaje Natural (gln). Mientras que el primero se encarga de inter-
pretar mediante algoritmos y otros modelos computacionales el mensaje emitido
por un humano [36, 204, 214], el segundo estudia los procesos mentales mediante
los que generamos el lenguaje y la comunicación, para así traducirlos en modelos
formales que puedan ser representados en un computador y que este los emplee pa-
ra generar un mensaje similar al que generaría un humano, dentro de un contexto
determinado [91, 94, 127].

Esta tesis doctoral se enmarca dentro del campo de la Generación de Lengua-
je Natural. Como hemos indicado anteriormente, el lenguaje natural es amplio y
muy complejo, por lo que en esta tesis nos centraremos en uno de los problemas
más relevantes dentro de la Generación de Lenguaje Natural: el problema de la Ge-
neración de Expresiones de Referencia (ger). Este problema consiste, de un modo
general, en generar una descripción que identifique o señale a un objeto dentro de
un universo de discurso de forma unívoca.

En el universo que presentamos en la Figura 1.2, si empleamos la expresión «el
círculo», el usuario no sabría a qué elemento de los seis nos estamos refiriendo.
Sin embargo, si nos referimos al objeto como «el círculo negro más pequeño» o «el
círculo más a la derecha», entonces sí que identificaríamos inequívocamente dicho
objeto dentro del universo de discurso.

Formalizaremos este problemamás adelante, pero es claro que la generación de
expresiones de referencia es una tarea que llevamos a cabo a diario en muchas oca-
siones: cuando queremos pedir algo, llamar la atención sobre algo o, por ejemplo,
explicar alguna idea. Con lo cual, abordar y resolver el problema de Generación
de Expresiones de Referencia es de gran importancia en sistemas que pretendan
comunicarse con los humanos de una forma que sea natural y resulte amigable al
usuario. Un ejemplo de los sistemas que se benefician de los desarrollos en el área
de ger son los sistemas data-to-text [94, 172, 174, 175, 178]. Sistemas cuyo propósi-
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Figura 1.2: Un contexto en el que encontramos diferentes figuras geométricas blan-
cas y negras de distintos tamaños.

to es expresar la información contenida en un conjunto de datos mediante un texto
similar al que produciría un humano.

Como sabemos, para trabajar con cualquier tipo de información en un compu-
tador, como puede ser la información contenida en un universo de discurso, ne-
cesitamos un modo de representarla en el computador, de forma que la hagamos
tratable y accesible para el mismo. Necesitamos así lo que denominaremos un me-
canismo formal para manejar y tratar la información contenida en un universo de
discurso de manera apropiada.

Como veremos, en la literatura podemos encontrar distintos mecanismos de
representación de conocimiento que han sido empleados en el campo de la Gene-
ración de Expresiones de Referencia. Desde los grafos con etiquetas a las lógicas
descriptivas, que poseen una gran capacidad semántica. Cada uno de estos meca-
nismos, que podemos encontrar en la literatura, presenta una serie de característi-
cas que lo hacen interesante, sobre otros, para abordar distintos problemas dentro
de la tarea de Generación de Expresiones de Referencia.

En esta tesis doctoral proponemos una nueva idea para representar la informa-
ción y tratar los distintos aspectos que atañen al problema de la Generación de Ex-
presiones de Referencia. Así, presentamos el Análisis de Conceptos Formales (acf)
como una herramienta para tratar de un modo efectivo el problema de la ger. Más
adelantemostraremos que el Análisis de Conceptos Formales posee una serie de ca-
racterísticas distintas a otrosmecanismos de representación de conocimiento. Estas
características nos permitirán tratar problemas dentro de la Generación de Expre-
siones de Referencia que otros mecanismos de la literatura no permiten tratar, o no
lo hacen de un modo tan eficiente.

Uno de los propósitos primeros en el desarrollo del Análisis de Conceptos For-
males fue formalizar matemáticamente cómo los humanos representamos los con-
ceptos que aprendemos a lo largo de nuestra vida en nuestra mente [212]. Así, por
ejemplo, podríamos pensar en el concepto de «camión» representado por dos com-
ponentes. Por un lado el conjunto de características que nos hacen identificar a un
objeto como un camión, como pueden ser tener ruedas, ser un vehículo a motor, el
tener un tamaño mayor al resto de vehículos... Y, por otro, tenemos al conjunto de
los objetos que se engloban en la categoría «camión» dentro de nuestro imagina-
rio. Se puede ver aquí la relación estrecha entre los orígenes de este formalismo y
el problema que nos ocupa.
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Como veremos en la memoria, este formalismo aporta nuevas características al
estado del arte en el problema de la Generación de Expresiones de Referencia. Así,
por ejemplo, nos permitirá abordar el problema de la referenciación a conjuntos de
objetos de un modo muy natural.

De este modo estudiaremos el problema de encontrar un mecanismo formal de
representación de conocimiento adecuado para tratar el problema de la Generación
de Expresiones de Referencia. Como hemos indicado anteriormente, encontrar un
mecanismo formal es de gran importancia a la hora de abordar cualquier problema
de un modo computacional.

Pero no es este el único problema al que nos enfrentamos al estudiar el problema
de la Generación de Expresiones de Referencia, ya que estamos dentro del campo
de la Generación de Lenguaje Natural. Por lo tanto, no solo tenemos que encontrar
un mecanismo formal para enfrentarnos a este problema, sino que además este ha
de permitirnos manejar los distintos tipos de información que manejamos en el
lenguaje natural día a día.

Como hemos dicho, el lenguaje natural es altamente complejo por diversas ca-
racterísticas de la comunicación por este medio. Una de estas características es el
manejo de información vaga. Los conceptos o etiquetas lingüísticas que maneja-
mos hacen referencia a conceptos imprecisos o, mejor dicho, graduales. Podemos
pensar en la etiqueta lingüística «alto» o «alta». A una persona con una altura muy
por encima de la media la etiquetaríamos como alta sin ninguna duda; pensemos
por ejemplo en una persona con una altura de 1.90metros. En cambio, una persona
con una alturamuchomenor de lamedia no sería considerada alta. Ahora bien, una
persona con una altura como por ejemplo 1.85metros, seguiría siendo considerada
alta aunque lo sea algo menos que la primera persona que hemos considerado. Por
lo tanto, el cambio de considerar una persona alta a considerarla como baja, se pro-
duce de manera gradual. Es decir, una pequeña diferencia en la altura no supone
una gran diferencia en la etiqueta lingüística que asociamos a la persona.

Por otro lado, el lenguaje natural también viene modificado por el contexto. Po-
demos pensar en una jugadora de baloncesto. Es claro que, en un contexto general,
esta persona sería considerada alta, ya que tendrá una altura muy por encima de
la media. Sin embargo, si nos restringimos al universo compuesto por sus compa-
ñeras de equipo, quizás esta jugadora sea la más baja de todas, por ejemplo si es la
base del equipo. Entonces, si queremos hacer referencia a esa jugadora dentro de su
equipo lo podríamos hacer como «la jugadora baja». Por lo tanto, aquí se ve cómo
las etiquetas lingüísticas que empleamos para describir un objeto son dependientes
del contexto.

Atendiendo al ejemplo anterior, podemos ver cómo en el lenguaje natural se
manejan conceptos graduales. Precisamente, este concepto de elementos que per-
tenecen a un cierto conjunto en un grado determinado, es el concepto central de la
Teoría deConjuntosDifusos [63]. Como veremosmás adelante, esta teoría constitu-
ye una excelente herramienta con la que manejar la vaguedad propia del lenguaje.
En capítulos posteriores daremos las nociones teóricas base de esta teoría de un
modo formal.

Esta idea de tratar de unmodo computacional las etiquetas lingüísticas quema-
nejamos en el día a día nos lleva al paradigma de la Computación con Palabras [224,
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225] (cp,ComputingwithWords en inglés). En el paradigma de la Computación con
Palabras se parte de la premisa de que, al contrario que en la computación clásica en
la que se emplean cifras y símbolos para realizar una serie de cálculos, los humanos
empleamos las palabras como las unidades con las que razonar y por tanto llevar
a cabo nuestros procesos mentales [226]. Dado que, como hemos dicho antes, el
principal objetivo del campo de la Generación de Lenguaje Natural es trasladar los
procesosmediante los cuales los humanos generamos losmensajes que empleamos
en la comunicación natural a un computador, parece lógico que el paradigma de la
Computación con Palabras sea un buen enfoque con el que abordar los problemas
de este campo de las Ciencias de la Computación [113].

También hemos mencionado anteriormente que el lenguaje natural es impre-
ciso o, dicho de otra manera, emplea información vaga de forma intrínseca a la
naturaleza del propio lenguaje. En [226] Lofti A. Zadeh pone de manifiesto cómo
la Teoría de Conjuntos Difusos y la Lógica Difusa están íntimamente ligadas a la
Computación con Palabras. Además, se indica que uno de los aspectos principa-
les de la Computación con Palabras es la combinación del lenguaje natural con la
computación empleando variables difusas. Por ejemplo, podemos considerar el si-
guiente caso de uso de la Computación con Palabras:

Ejemplo 1.1: [226]
En la Computación con Palabras las unidades de información que se manejan re-
ciben el nombre de gránulos (granule) y, como se indica en [226], un gránulo es un
conjunto difuso de elementos que se agrupan por su similitud. Por ejemplo, en la
proposición «María es joven», «joven» es la etiqueta lingüística que se le asigna al
gránulo joven.

En este caso, joven sería un conjunto difuso que actuaría como una restricción
difusa sobre la edad deMaría. Delmismomodo, en la proposición «Pablo vive cerca
de María», el gránulo vive cerca actúa como una restricción sobre la distancia entre
los hogares de Pablo y María.

Y así podríamos encontrar el valor de verdad (difuso) de dichas proposiciones
a partir de la definición de dichos gránulos.

Por lo tanto, es claro el uso que se da a la Teoría de Conjuntos Difusos en el cam-
po de la Generación de Lenguaje Natural. La extensión del Análisis de Conceptos
Formales para el manejo de la gradualidad ya se ha abordado en la literatura desde
el enfoque de la Teoría de ConjuntosDifusos. Dichas extensiones dan lugar a la apa-
rición de nuevas formulaciones de especial complejidad en el ámbito del acf que
luego hay que trasladar a implementaciones concretas. En esta tesis, extenderemos
el Análisis de Conceptos Formales mediante la Teoría de Representaciones por Ni-
veles con la idea de obtener un modelo más natural, fácilmente implementable, y
consistente con la estructura de Álgebra de Boole.

Nosotros vamos a aprovechar los desarrollos teóricos en el campo del Análisis
de Conceptos Formales en el ámbito del problema de la Generación de Expresio-
nes de Referencia gracias al empleo de la Representación por Niveles (rn). Esta
herramienta [188] plantea un modo de representar conceptos graduales de un mo-
do que preserva todas las propiedades de las álgebras booleanas, algo que resulta
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interesante para muchas aplicaciones. Esta característica de conservar las propie-
dades de las álgebras booleanas no es tan común, y de hecho no está presente en
las extensiones más comunes de conceptos graduales, particularmente propios de
la Teoría de Conjuntos Difusos [64].

Con esta extensión del Análisis de Conceptos Formales al ámbito gradual com-
pletaremos una propuesta con la que abordar el problema de Generación de Ex-
presiones de Referencia con información vaga, fundamental, como hemos dicho,
en el campo de la Generación de Lenguaje Natural, y en los sistema data-to-text en
particular. Serán estos sistemas los que nos sirvan de plataforma para verificar la va-
lidez de nuestras propuestas en un ambiente real, realizando pruebas con usuarios
reales.

En concreto, una de las aplicaciones que hacemos de nuestros desarrollos teó-
ricos es en el campo de los juegos referenciales [77, 221] (referential games). Así,
desarrollaremos una aplicación que implementa un juego referencial, un juego en
el que, dada una imagen y una descripción de un objeto, el usuario ha de identificar
a qué objeto se refiere la descripción, como pudiese ser la expresión «el círculo más
a la derecha» en el ejemplo de la Figura 1.2.

A través de este tipo de aplicaciones, que presentaremos más adelante, alcanza-
mos distintos objetivos. Por un lado, con estas aplicaciones podemos generar prue-
bas de concepto de nuestros desarrollos teóricos en un entorno con usuarios reales.
Por otro, a través de este tipo de juegos se pueden realizar distintas experimenta-
ciones para obtener información sobre cómo los humanos realizamos el proceso de
generación de expresiones de referencia. Experimentos similares han sido amplia-
mente utilizados en el campo de la lingüística [89, 205]. Veremos así las distintas
experimentaciones que hemos realizado y los resultados que hemos obtenido con
ellas. Con estas experimentaciones finalizaremos la exposición del trabajo de inves-
tigación realizado en esta tesis doctoral.

A continuación se describen los objetivos establecidos para esta tesis doctoral y
presentamos la estructuración del resto de la memoria.

1.1 Objetivos de esta tesis doctoral

Una vez expuesta la introducción de la tesis, estos son los objetivos que se plan-
tean para la misma:

1. Elaboración de un estado del arte de la cuestión en el ámbito de la generación
de expresiones de referencia dentro del campo de la Generación de Lenguaje
Natural, prestando especial atención al tratamiento de la incertidumbre.

2. Propuesta de unmodelo formal que sirva para dar soporte a la representación
de conocimiento en el problema de la Generación de Expresiones de Referen-
cia.

3. Propuesta de medidas de calidad, tanto para la guía de los procesos de extrac-
ción de conocimiento como para la evaluación de los resultados obtenidos.
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4. Diseño y desarrollo de algoritmos para la extracción de expresiones de refe-
rencia, basados en el modelo formal y las medidas de calidad propuestas.

5. Validaciónde las propuestas en el dominio de aplicación de los sistemas image-
to-text: elaboración de un prototipo de juego referencial y análisis experimen-
tal.

1.2 Organización de la memoria

La presente memoria se estructura como sigue. En el siguiente capítulo, Ca-
pítulo 2, presentaremos algunas nociones previas sobre las que sustentaremos los
desarrollos teóricos que constituyen las aportaciones novedosas de la tesis doctoral
al campo de la Generación de Expresiones de Referencia. En este capítulo forma-
lizaremos el problema de la Generación de Expresiones de Referencia, en torno al
cual se construye esta tesis. Se presentarán entonces, los marcos formales utiliza-
dos en la literatura para abordar este problema, a fin de establecer el contexto en
el cual se enmarcarán nuestras propuestas y poner de relieve las aportaciones que
realizamos a este campo. Del mismo modo, haremos una revisión sobre las medi-
das de calidad que se pueden encontrar en la literatura a fin de dirigir y evaluar los
procesos desarrollados para su tratamiento.

Por otro lado, presentaremos el concepto de gradualidad que, como se ha pues-
to de manifiesto en esta introducción, permea todo el campo de la Generación de
Lenguaje Natural. En este capítulo también presentaremos la teoría de la Represen-
tación por Niveles, mecanismo mediante el cual se puede tratar esta gradualidad y
que ofrece unas propiedades muy interesantes. Introduciremos así la herramienta
que emplearemos para trasladar nuestra propuesta de marco formal de un ámbito
clásico a un ámbito gradual.

Tras este capítulo preliminar, en el Capítulo 3, trasladaremos el problema bá-
sico de la Generación de Expresiones de Referencia presentado en el Capítulo 2 al
ámbito gradual. Aquí veremos cómo se trasladan los conceptos presentados en el
caso clásico a un problema en el que manejamos información vaga.

Se presentará el éxito referencial, concepto central del problema de la Genera-
ción de Expresiones de Referencia, como un concepto gradual y veremos medidas
de éxito referencial graduales, fundamentales para tratar el problema de la ger con
propiedades graduales. Examinaremos distintas propuestas que hemos presentado
para construir dichas medidas, mostrando otra de las aportaciones de esta tesis al
campo de la Generación de Expresiones de Referencia.

A continuación, en los Capítulos 4 y 5 presentamos el principal desarrollo teóri-
co de esta tesis doctoral. Así, en el Capítulo 4 se introduce el Análisis de Conceptos
Formales como un mecanismo formal de representación de conocimiento con el
que tratar el problema de la Generación de Expresiones de Referencia. En primer
lugar presentaremos los fundamentos teóricos del Análisis de Conceptos Formales
y luego veremos cómo trasladar estas ideas al contexto del problema de ger. He-
cho esto, pasaremos a, en el Capítulo 5, extender este marco formal a un ámbito
gradual empleando la teoría de la Representación por Niveles para este propósito.
Compararemos el Análisis de Conceptos Formales gradual definido a través de la
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Representación por Niveles con otras propuestas que podemos encontrar en la lite-
ratura para extender el acf al ámbito gradual. Finalmente, veremos cómo aplicar
nuestra propuesta al problema de la Generación de Expresiones de Referencia con
propiedades graduales.

Ya en el Capítulo 6 presentaremos algunas aplicaciones y experimentos que he-
mos desarrollado para analizar nuestras propuestas en ámbitos de aplicación reales.
Así, presentaremos una aplicación en la que se emplea un juego referencial como
unmedio para ayudar a niños y niñas en edad escolar a adquirir conceptos visuales
como el color o el tamaño. Y también presentaremos distintas experimentaciones
que hemos realizado a fin de obtener información sobre la tarea de laGeneración de
Expresiones de Referencia por usuarios reales, que nos permitan mejorar nuestros
algoritmos incorporando dicha información en su diseño.

Finalizamos estamemoria conunCapítulo 7 de conclusiones y trabajos futuros.



Capítulo 2

Preliminares

Todos recordamos aquellas fichas escolares en las que, en una imagen como la
que se muestra en la Figura 2.1, se nos pedía que, de un modo u otro, identificáse-
mos a un objeto determinado: «colorea el círculo de naranja» o, en el ejemplo que
mostramos, «marca el círculo más pequeño». De este modo, a través de este tipo de
ejercicios, se aprenden conceptos como la forma y el tamaño, entre otros.

Figura 2.1: Ejemplo de ficha escolar en la que nos pedían que, por ejemplo, marcá-
semos el círculo más pequeño.

Este tipo de fichas escolares constituyen un ejemplo de juego referencial como
los que hemos mencionado en el Capítulo 1. Siguiendo la formalización que se da
en [59] podemos dar la siguiente definición.

Definición 2.1: Juego referencial
Consideremos un emisor y un receptor que comparten un universo de discurso
compuesto por un conjunto no vacío de objetos 𝒪. Un juego referencial consiste
en un proceso comunicativo en el cual el emisor conoce el objeto 𝑜 ∈ 𝒪 que debe
señalar, desconocido por el receptor. Así, el emisor generará una descripción de 𝑜
para señalar a dicho objeto. Si el receptor identifica correctamente el objeto enton-
ces la comunicación tendrá éxito; en otro caso el acto comunicativo habrá fallado;
no habrá cumplido su propósito.

Hacemos referencia a este tipo de juegos puesto que aquí podemos ver un ejem-
plo de aplicación de la generación de expresiones de referencia. En el campo de la
Generación de Lenguaje Natural una de las tareas que ha recibido mayor atención
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es precisamente el problema de la Generación de Expresiones de Referencia, al que
nos referimos comoger. Así, dedicamos la primera parte de este capítulo a estudiar
dicho problema.

Además, como hemos indicado en el Capítulo 1, en el lenguaje natural maneja-
mos constantemente información vaga o imprecisa, y una de las formas en las que
se puede representar y manejar este tipo de información es a través de la Teoría de
Conjuntos Difusos. En la segunda parte de este capítulo profundizaremos en esta
idea de gradualidad. Presentaremos el tratamiento que se hace de la gradualidad en
la Teoría de Conjuntos Difusos. También veremos cómo la Teoría de Representa-
ción por Niveles se emplea paramanejar información vaga, por ejemplo la presente
en los conjuntos difusos, y las propiedades que esta teoría presenta.

2.1 el problema de la generación de expresiones de referencia

Como ya hemos dicho en diversas ocasiones, la tarea de generar expresiones de
referencia en un universo de discurso determinado, es una de las tareas o proble-
mas principales dentro del campo de la Generación de Lenguaje Natural [48, 50,
177]. Para tener una definición, y así saber a qué nos referimos cuando hablamos
de expresiones de referencia, podemos considerar el siguiente fragmento traducido
de [190]:

Definición 2.2: Expresión de referencia desde la perspectiva de [190]
Una expresión de referencia es cualquier expresión que permite identificar alguna
cosa, proceso, evento, acción o cualquier otro tipo de elemento. Así, las expresio-
nes de referencia señalan a elementos particulares, respondiendo a preguntas como
quién, qué o cuál.

A la luz de la anterior definición, podemos ver que una expresión de referencia
puede ser desde una descripción elaborada de un objeto, a un pronombre en el texto
(podemos ver algunos estudios al respecto del uso de pronombres como expresiones
de referencia en [30, 116, 167]).

Aunque en la anterior descripción se define una expresión de referencia basán-
donos en su resultado, es decir, cualquier expresión que identifica un objeto uní-
vocamente, existe otro enfoque para definir qué es una expresión de referencia y es
centrándonos en su intención. Una expresión será una expresión de referencia si se
genera con el propósito de referenciar a un elemento determinado en un universo
de discurso, aunque después este propósito comunicativo no se vea satisfecho y el
receptor no sea capaz de identificar correctamente el objeto señalado.

En este segundo enfoque surge el concepto de éxito referencial que, como ve-
remos en el Capítulo 3, presenta complejidad para ser medido o verificado cuando
trabajamos con información vaga o imprecisa. Así, se considerará que una expre-
sión de referencia en un universo de discurso determinado tiene éxito referencial
para un determinado objeto, si esta expresión identifica inequívocamente ese objeto
dentro de dicho universo.

En este capítulo nos vamos a centrar en el problema de la Generación de Expre-
siones de Referencia a partir de los trabajos de Robert Dale y Ehud Reiter. Podemos
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consultar el trabajo [50] y ver el cambio que, como se recoge en [54], se da en la filo-
sofía que tuvo el estudio de esta materia a partir de los trabajos de estos dos autores.
Concretamente, como se indica en [54], se pasó de una visión más ambiciosa y ho-
lística de la tarea de generación de expresiones de referencia, a una simplificación
o una concreción del problema o problemas a abordar. Como hemos comentado en
el Capítulo 1, el lenguaje natural resulta muy vasto y complejo; por tanto, el des-
componerlo en distintos problemas permite hacer un estudio abordable y con la
profundidad requerida. Podemos definir el problema de Generación de Expresio-
nes de Referencia del que partiremos como sigue:

Problema 2.1: Problema clásico de ger [54]
Consideremos un cierto universo de discurso compuesto por un conjunto finito y
no vacío de objetos 𝒪, y un conjunto no vacío de propiedades atómicas 𝒫 (es decir,
propiedades simples que no tienen ningún tipo de estructura lógica), que cada uno
de los objetos del universo puede poseer o no. El problema de la Generación de
Expresiones de Referencia se formaliza como:

Dado un cierto objeto 𝑜 ∈ 𝒪, que llamaremos el objetivo1, se ha de encontrar
un subconjunto de propiedades 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 tal que

⟦𝑟𝑒⟧ ≔ ⋂
𝑝∈𝑟𝑒

⟦𝑝⟧ = {𝑜}, (2.1)

donde para cada 𝑝 ∈ 𝒫, ⟦𝑝⟧ denota el conjunto de objetos en 𝒪 que poseen la
propiedad 𝑝, es decir, aquellos objetos para los que la propiedad 𝑝 es cierta.

Notaremos como ⟦𝑟𝑒⟧ el conjunto de objetos al que hace referencia la expre-
sión 𝑟𝑒. En este caso, este conjunto de objetos es el resultado de realizar la inter-
sección que aparece en la Ecuación 2.1, puesto que estamos considerando que una
expresión de referencia es un conjunto de propiedades que se combinan de forma
conjuntiva. Sin embargo, en la Sección 2.2, veremos extensiones del problema que
acabamos de definir. En estas extensiones se emplearán otro tipo de expresiones de
referencia, y el conjunto ⟦𝑟𝑒⟧ tendrá que calcularse según la información contenida
en estas nuevas expresiones.

En la Ecuación 2.1 tenemos una formalizaciónmatemática del concepto de éxi-
to referencial que hemos mencionado anteriormente. Diremos que la expresión de
referencia tiene éxito referencial para ese objeto en el universo de discurso en el
que nos encontremos. Es decir, cuando el conjunto de objetos a los que señala la
expresión de referencia esté compuesto por un único objeto y sea ese el objeto que
queremos señalar. De aquí en adelante, cuando nos refiramos a una cierta expre-
sión de referencia para un cierto objeto, estaremos usando la primera definición
de expresión de referencia que hemos dado, es decir, implícitamente estaremos di-
ciendo que tiene éxito referencial para dicho objeto, a no ser que explicitemos que
no lo tiene.

Hemos de tener en cuenta que habrá ocasiones en las cuales no podamos en-
contrar una expresión de referencia válida para un objeto determinado. Y en ese

1En la literatura internacional se denomina a este objeto “target”, que hemos traducido como objeti-
vo.
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caso los algoritmos que se construyan para buscar expresiones de referencia ten-
drán que detener su ejecución. En ese caso diremos que el objeto no es referible.
Aquí nos encontramos una de las cuestiones a abordar en el problema de la Ge-
neración de Expresiones de Referencia: determinar la referibilidad de un objeto, es
decir, comprobar si existe al menos una expresión de referencia válida para dicho
objeto. Veremos esta cuestión en más detalle en la Sección 2.2.

Tenemos que señalar que, como se indica en [54], en el problema deGeneración
de Expresiones de Referencia hemos de intentar que las propiedades seleccionadas
para la expresión de referencia conformen un conjunto de propiedades lo más si-
milar posible al que escogería un humano al querer describir el objeto en el mismo
universo de discurso. Al fin y al cabo, el objetivo del campo de la Generación de
Lenguaje Natural es generar un texto similar al que produciría un humano y por
tanto, es lógico plantear este objetivo como parte del problema a resolver.

Por ejemplo, algunos estudios muestran cómo los humanos preferimos usar el
color antes que el tamaño [51] para describir un objeto; incluso incluyendo esta
propiedad cuando no aporta ningún tipo de poder discriminatorio. Aquí podemos
ver un fenómeno que se da en el lenguaje natural y que se conoce como sobre-
especificación: los humanos tendemos a incluir más información de la necesaria
en nuestras descripciones. Por tanto, si es posible identificar un objeto mediante
su color, un algoritmo para resolver el problema de la Generación de Expresiones
de Referencia debería emplear esta propiedad en lugar del tamaño del objeto. Evi-
dentemente, esta elección está sujeta a diversos aspectos que tienen que ver con el
universo de discurso en el que nos encontremos, así como de otros aspectos de la co-
municación, como puede ser la capacidad del receptor o del emisor para identificar
correctamente el color de los objetos.

En el Problema 2.1 estamos presentando la versiónmás simple del problema de
Generación de Expresiones de Referencia. Hay diversas premisas que se establecen
para simplificar en una primera instancia este problema. En concreto, en [54] se in-
dican siete premisas que se están haciendo al definir el problema de lamanera en la
que lo hemos presentado. Veremos más adelante algunas generalizaciones o exten-
siones del Problema 2.1, como la presencia de gradualidad o el uso de distintos tipos
de propiedades en las expresiones construidas. En este caso estamos considerando
únicamente propiedades crisp2.

Además, estas propiedades se combinan pormedio de la conjunción sin ningún
otro tipo de operador lógico para conectarlas, de ahí la intersección de conjuntos
en la Ecuación 2.1. Pero aunque resulte una simplificación de los problemas que
engloba la Generación de Expresiones de Referencia, el Problema 2.1 constituye
un buen punto de partida para estudiar el problema de ger. Y distintos algoritmos
han sido propuestos para abordarlo.

Hemos de señalar que los algoritmos que veremos a continuación, al igual que
las propuestas que presentaremos en los Capítulos 4 y 5, se centran en encontrar
el conjunto de propiedades que aparece en la formulación del Problema 2.1 para
identificar al objeto, y no se encargan de trasladar este conjunto de propiedades a

2Propiedades que los objetos presentan o no, sin ninguna gradualidad. Una propiedad crisp estará o
presente o ausente en un elemento. Por ejemplo, podemos considerar la propiedad de ser primo para los
números naturales; un número es primo o no lo es.
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un texto o una expresión lingüística bien construida. Aquí estamos haciendo una
distinción entre las fases de extracción de conocimiento, en la que obtenemos el
conjunto de propiedades que identifican al objeto, y la fase de expresión lingüística
en la que, a partir de dicho conjunto, se construye un texto que contiene la infor-
mación del conjunto [147].

Esta distinción en las fases del proceso de generación de expresiones de referen-
cia nos permite combinar distintas propuestas para distintas fases del proceso. Por
lo tanto, los algoritmos que vamos a presentar a continuación y las propuestas de
los Capítulos 4 y 5 se pueden beneficiar de motores de generación de texto a partir
de conjuntos de propiedades, como los basados en protoformas lingüísticas [112,
222], desarrollados de forma independiente, para obtener un texto bien formado a
partir de los resultados generados por estos algoritmos.

Uno de los primeros algoritmos que podemos considerar es el algoritmo Full
Brevity [48] que busca generar una expresión de referencia lo más corta posible y
que puede describirse por medio del siguiente pseudo-código:
1 para n ∈ {1, 2,… , |𝒫|}
2 para cada conjunto, 𝐴 ⊆ 𝒫, de tamaño 𝑛
3 si ⟦𝐴⟧ = {𝑜}
4 devolver 𝐴
5 devolver «No se ha encontrado una expresión de referencia válida»

Algoritmo 2.1: Pseudo-código para el algoritmo Full Brevity [54].

Aunque este algoritmo nos permite encontrar una expresión de referencia mi-
nimal, en términos de la longitud medida en el número de propiedades empleadas,
como hemos mencionado anteriormente, el resultado obtenido podría no resultar
natural para un humano, ya que en el lenguaje natural se produce el fenómeno de la
sobreespecificación [76, 163]. Pensemos por ejemplo en el contexto de la siguiente
Figura 2.2. Nosotros podríamos señalar el objeto deseado con la expresión de re-
ferencia «el blanco» y no habría duda de a qué objeto nos estamos refiriendo. Sin
embargo, nos resultaría más natural, y es la expresión de referencia que usaríamos,
«el círculo blanco», ya que tendemos a incluir siempre la categoría del objeto en su
descripción, tenga poder discriminatorio o no.

Figura 2.2: Ejemplo de contexto donde en el lenguaje natural, dentro de la tarea de
ger, se produce el fenómeno de sobreespecificación.

El hecho de que, al menos en inglés, se añada siempre el tipo del objeto a des-
cribir en la expresión de referencia se indica por ejemplo en [54] y se puede extraer
del estudio realizado en [51], donde en todos los tipos de expresiones de referencia
empleadas por los usuarios aparece el tipo del objeto como parte del patrón.
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Otro algoritmo clásico que podemos considerar es el que se conococe como
Greedy Algorithm [48]. En esta ocasión se va construyendo la expresión de refe-
rencia de forma iterativa, añadiendo en cada momento aquella propiedad, de las
no consideradas previamente, que tenga mayor poder discriminatorio. Es decir, se
añade en cada paso aquella propiedad que descarte elmayor número de distractores
posible.

1 sea 𝑟𝑒 = ∅
2 sea 𝐷 = 𝒪 ⧵ {𝑜}
3 sea 𝑃 = 𝒫
4 mientras 𝐷 ≠ ∅ ∧ 𝑃 ≠ ∅
5 escoger 𝑝 ∈ 𝒫 con el mayor poder discriminatorio
6 𝑟𝑒 = 𝑟𝑒 ∪ {𝑝}
7 𝑃 = 𝑃 ⧵ {𝑝}
8 𝐷 = 𝐷 ⧵ {𝑜 ∈ 𝐷 ∣ 𝑜 ∉ ⟦𝑝⟧}
9
10 si 𝐷 = ∅
11 devolver 𝑟𝑒
12
13 devolver «No se ha encontrado una expresión de referencia válida»

Algoritmo 2.2: Pseudo-código para el Greedy Algorithm [54].

Por último, presentaremos uno de los algoritmos con mayor relevancia para la
tarea de la Generación de Expresiones de Referencia. Este algoritmo se conoce con
el nombre de Algoritmo Incremental [50] (Incremental Algorithm) y se describe en
el Algoritmo 2.3. Como hemos indicado anteriormente, los humanos tenemos pre-
ferencia de unas propiedades sobre otras, por ejemplo del color sobre el tamaño. Es
precisamente esta idea la que incorpora el Algoritmo Incremental, el cual parte de
una lista ordenada de propiedades. Así, se van añadiendo las propiedades a la ex-
presión de referencia que se está construyendo hasta que dicha expresión permita
identificar el objetivo, siguiendo el mencionado orden predefinido en las propieda-
des.

Una vez hemos presentado tres de los algoritmos clásicos para el problema clá-
sico de Generación de Expresiones de Referencia, podemos ver un ejemplo de apli-
cación de estos algoritmos.

Ejemplo 2.1: Ejemplo de aplicación de los algoritmos clásicos de ger
Consideremos el universo de la Figura 2.3 compuesto por 6 objetos. Consideremos
también como atributos la forma, el tamaño y si el objeto es blanco o negro. Y su-
pongamos que queremos referenciar el elemento 𝑐.

Atendiendo al pseudocódigo que hemos dado de los algoritmos propuestos, ten-
dríamos que, para cada uno de los algoritmos que hemos visto, la expresión de refe-
rencia obtenida sería la siguiente, donde consideramos, atendiendo a lo que hemos
comentado anteriormente, que el orden de preferencia considerado por el Algorit-
mo Incremental sería forma > blanco/negro > tamaño.
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1 sea 𝑟𝑒 = ∅
2 sea 𝐷 = 𝒪 ⧵ {𝑜}
3 sea 𝐿 = {𝑝1,… , 𝑝𝑛} la lista ordenada de propiedades
4 sea 𝑖 = 1
5
6 mientras 𝐷 ≠ ∅ ∧ 𝑖 ≤ 𝑛
7 sea 𝑝 = 𝐿[𝑖]
8 si 𝑜 ∈ ⟦𝑝⟧ ∧∃𝑐 ∈ 𝐷 t.q. 𝑐 ∉ ⟦𝑝⟧
9 𝑟𝑒 = 𝑟𝑒 ∪ {𝑝}
10 𝐷 = 𝐷 ⧵ {𝑜 ∈ 𝐷 ∣ 𝑜 ∉ ⟦𝑝⟧}
11 𝑖 = 𝑖 + 1
12
13 si 𝐷 = ∅
14 devolver 𝑟𝑒
15
16 devolver «No se ha encontrado una expresión de referencia válida»

Algoritmo 2.3: Pseudo-código para el Algoritmo Incremental [54].

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

Figura 2.3: Universo de discurso compuesto por círculos y discos sobre el que apli-
camos los algoritmos que hemos visto.
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· Full Brevity: {pequeño}.

· Greedy Algorithm: {pequeño}.

· Algoritmo Incremental: {círculo,negro, pequeño}.
Como podemos ver en este ejemplo, si nuestro objetivo es producir una des-

cripción lo más similar posible a la que produciría un humano, el Algoritmo Incre-
mental es el que produce lamejor. Como vemos, en el resultado de este algoritmo se
incluye la categoría del objeto y se usa el color. Además, se da la sobreespecificación
que tanto encontramos en el lenguaje natural.

Hemos presentado algunos algoritmos básicos para resolver el problema de Ge-
neración de Expresiones de Referencia en su versión más simplificada y clásica.
Sin embargo, existen diversas extensiones de este problema, relacionadas con dis-
tintos aspectos de la tarea de referenciar objetos que realizamos los humanos en el
día a día. Por ejemplo, en el lenguaje natural no solo hacemos referencia a objetos
individuales dentro de un universo de discurso, sino que también podemos hacer
referencia a un conjunto de objetos. En el universo de la Figura 2.3, podríamos ha-
cer referencia al conjunto de objetos {𝑐, 𝑒} como «los círculos negros». Este sería el
Problema de Generación de Expresiones de Referencia Plurales [56, 58, 83, 90, 107]
que podemos formalizar como sigue en su versión más simple.

Problema 2.2: Problema clásico deGeneración de Expresiones deReferencia Plu-
rales [54]
Consideremos un cierto universo de discurso compuesto por un conjunto finito y
no vacío de objetos 𝒪, y un conjunto no vacío de propiedades atómicas 𝒫 (es de-
cir, propiedades simples que no tienen ningún tipo de estructura lógica), que cada
uno de los objetos del universo puede poseer o no. El problema de la Generación
de Expresiones de Referencia Plurales, gerp, se formaliza como:

Dado un cierto conjunto de objetos𝑂 ⊆ 𝒪, que llamaremos el objetivo, se ha de
encontrar un subconjunto de propiedades 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 tal que

⟦𝑟𝑒⟧ = ⋂
𝑝∈𝑟𝑒

⟦𝑝⟧ = 𝑂. (2.2)

Como se indica en [54], este problema esmás complejo que el caso particular de
referenciar a un solo objeto, y en esta tesis prestamos especial atención a su resolu-
ción. En el Capítulo 4 planteamos una nueva propuesta para resolverlo por medio
de un mecanismo formal de representación de conocimiento, el cual no se ha apli-
cado anteriormente al problema de Generación de Expresiones de Referencia. Así,
empleamos el Análisis de Conceptos Formales para abordar este problema. Como
veremos en la Sección 4.3, este formalismo proporciona nuevas características y
ventajas sobre las propuestas de la literatura.

Además de esta primera generalización del problema clásico, en la literatura po-
demos encontrar diversas extensiones del problema de Generación de Expresiones
de Referencia, las cuales presentaremos en la Sección 2.2. Por ejemplo, podemos
considerar el uso de otros conectores lógicos, tales como la disyunción, o incluir
otro tipo de propiedades como las propiedades relacionales, es decir, aquellas que
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se basan en distintas relaciones del objeto con otros objetos en el universo de dis-
curso. Estas extensiones aumentan la capacidad semántica de nuestros sistemas,
pero también la complejidad computacional del problema a tratar, como veremos.

Como podemos ver, hay distintos tipos de información que puede estar conte-
nida en un universo de discurso, y que podemos utilizar en nuestro proceso para
encontrar una expresión de referencia para un objeto o conjunto de objetos deter-
minado. Por tanto, necesitamos unmodo de representar esta información, demodo
que sea tratable por una computadora.

Las propuestas que hemos visto anteriormente se basan en algoritmos ad hoc.
Sin embargo, hay un segundo enfoque que podemos tomar para abordar el proble-
ma de la Generación de Expresiones de Referencia. Este enfoque consiste en em-
plear algún mecanismo formal de representación de conocimiento existente para
abordar el problema de ger. Así, emplearemos alguno de estos mecanismos para
representar y manejar la información de un universo de discurso, y nos podremos
beneficiar de los desarrollos teóricos y prácticos generados para el formalismo ele-
gido, como pueden ser estrategias de búsqueda o algoritmos eficientes para resolver
alguna cuestión relacionada con el mecanismo en cuestión. Además, cuando que-
ramos elaborar expresiones de referenciamás complejas, empleando información o
estructuras más avanzadas, como se pone de manifiesto en [180], necesitaremos de
los mecanismos de representación y desarrollos teóricos que nos permitan abordar
esta tarea, y hacerlo además de un modo eficiente. Es por ello que, a lo largo de los
años, distintos mecanismos formales de representación de conocimiento han sido
propuestos para abordar el problema de la Generación de Expresiones de Referen-
cia. A continuación realizamos un repaso a las distintas propuestas que podemos
encontrar en la literatura.

2.1.1 marcos formales para ger

En la literatura podemos encontrar distintos mecanismos formales de repre-
sentación de conocimiento que se han empleado para resolver el problema de la
Generación de Expresiones de Referencia. Vamos a seguir el enfoque de [118] don-
de, para cada uno de los formalismos, se analiza cómo se representa la informa-
ción del universo de discurso a tratar y cómo se representa lo que es una expresión
de referencia. Así, en los ejemplos que hemos visto al principio de este capítulo,
una expresión de referencia era representada como una conjunción de propieda-
des, como círculo ∧ grande ∧ blanco, pero ya hemos visto que podíamos elaborar
otro tipo de descripciones más elaboradas, por ejemplo, desde el punto de vista de
los conectores lógicos empleados. Por ejemplo, podríamos considerar la expresión
de referencia (círculo ∧ blanco) ∨ (disco ∧ negro)3.

Además, en los análisis subsiguientes vamos a ver cómo se puede tratar el pro-
blema de la Generación de Expresiones de Referencia Plurales a través de estos
formalismos. Como hemos dicho, esta tarea está presente en nuestro día a día, y

3A lo largo de esta memoria nos serviremos de esta representación para hacer referencia a distintas
expresiones de referencia, expresando pormedio de la Lógica de PrimerOrden la información contenida
en la expresión de referencia. En otros casos emplearemos la realización lingüística de dicha expresión
de referencia.
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la referencia a conjuntos de objetos constituye un problema más complejo que el
problema clásico de Generación de Expresiones de Referencia. Por lo tanto, para
poder comparar nuestra propuesta para tratar este problema en los Capítulos 4 y 5
con los mecanismos formales propuestos en la literatura, hemos de conocer cómo
se aborda este problema a través de ellos.

teoría de grafos

En primer lugar vamos a analizar el uso de la Teoría de Grafos en el problema
de Generación de Expresiones de Referencia. Como sabemos, los grafos son una
estructura de datos ampliamente utilizada en diversos problemas de las Ciencias
de la Computación. El área de la Lingüística Computacional, dentro de la cual po-
demos enmarcar al campo de la Generación de Lenguaje Natural, y en concreto el
problema de ger, no es una excepción a esto [119, 120].

Como hemos comentado anteriormente, en una expresión de referencia pode-
mos incluir diversos tipos de información, como pueden ser las relaciones entre
objetos. «La madre de Pablo» o «el objeto a la derecha de un círculo que está a la
izquierda de un cuadrado negro» serían ejemplos de expresiones de referencia que
incluyen relaciones entre objetos de un universo de discurso. Y los grafos nos per-
miten representar de un modo natural este tipo de información. Basta pensar en
los árboles genealógicos o los grafos que modelan las conexiones que existen entre
distintos usuarios de una red social. Además, desde el punto de vista de las Ciencias
de la Computación, son bien conocidos la multitud de algoritmos de búsqueda que
pueden emplearse y definirse sobre un grafo. Algoritmos de los que se han benefi-
ciado multitud de áreas y aplicaciones para resolver distintos problemas.

En particular, los grafos dirigidos con etiquetas son el tipo de grafos que resul-
tan más convenientes para representar el tipo de información que aparece en las
expresiones de referencia que hemos indicado a modo de ejemplo.

Definición 2.3: Grafo dirigido con etiquetas [120]
Un grafo dirigido con etiquetas es una tripleta ⟨𝑉, 𝐸, 𝐿⟩, donde:

· 𝐿 es el conjunto de etiquetas.

· 𝑉 es el conjunto de vértices o nodos.

· 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝐿 × 𝑉 es el conjunto de aristas etiquetadas del grafo. Así, una arista
𝑒 ∈ 𝐸 será de la forma (𝑣, 𝑤, 𝑙), siendo (𝑣, 𝑤) un par ordenado de vértices y
𝑙 ∈ 𝐿 la etiqueta asociada a esta arista.

Estos grafos permiten representar los objetos del universo de discurso en el que
nos encontramos mediante los nodos del grafo, mientras que las propiedades in-
dividuales, como puede ser el color y la categoría de los objetos, y las propiedades
relacionales, las relaciones entre objetos, pueden ser representadas por medio de
aristas con etiquetas o etiquetadas. En [120] se distinguen, dentro del conjunto de
etiquetas, aquellas que representan propiedades relacionales y aquellas que se re-
fieren a propiedades individuales que pueden presentar los objetos del universo de
discurso. Veamos el universo de la Figura 2.4.
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𝑎
𝑏

𝑐

𝑑

𝑒

𝑓

𝑔
ℎ

Figura 2.4: Universo de discurso, con diversas figuras geométricas, que empleamos
para mostrar cómo se emplean distintos mecanismos formales para tratar el pro-
blema de ger.

En este caso, podríamos representar parte de la información contenida en este
universo de la Figura 2.4 como semuestra en la Figura 2.5. Como puede verse, cada
propiedad se representamediante una arista etiquetada. En esta representación, las
propiedades individuales de los objetos son lazos sobre el nodo que representa dicho
objeto, mientras que las propiedades relacionales entre objetos son aristas entre
dichos objetos, donde la dirección de la arista tiene también una carga semántica:
indica en qué sentido se da la relación. Cabe señalar que en este marco formal se
representan únicamente relaciones binarias. Para representar relaciones de mayor
aridad necesitaríamos un mecanismo formal más complejo.

A través de este marco formal no solo podemos representar la información con-
tenida en un universo de discurso. También tenemos una representación para una
expresión de referencia en un universo determinado. Así, una expresión de refe-
rencia se modela como un grafo (conectado) dirigido con etiquetas, con un nodo
marcado como central. Además, se ha de cumplir que todo subgrafo del grafo que
representa el universo de discurso isomorfo a esta expresión de referencia, incluya
al nodo que representa el objetivo asumiendo el rol del nodo marcado como cen-
tral en el grafo de la expresión de referencia. Es decir, esta es la condición que se
establece para indicar que la expresión de referencia tiene éxito referencial para el
elemento deseado. Podemos encontrar la formalización y desarrollo de esta idea
en [120].

En la Figura 2.6 podemos ver el grafo etiquetado que representa la expresión de
referencia «el círculo blanco justo a la izquierda de un círculo». Se puede verificar
que el único subgrafo que es isomorfo al que representa la expresión de referencia
es el que se obtiene al superponer el nodo 𝛼 (marcado en negro) con el nodo 𝑎;
por lo tanto este grafo representa una expresión de referencia para el objeto 𝑎 en el
universo de la Figura 2.4. En el grafo hemos marcado las aristas que forman parte
de este isomorfismo con aristas continuas.

Es clara la extensión de estemecanismo al caso de la Generación de Expresiones
de Referencia Plurales, teniendo en cuenta ahora más nodos como nodos centra-
les, todos los que representan los elementos del conjunto de objetos a referenciar. Y
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𝑎

𝑒

𝑑

ℎ

grande

blanco

círculo

pequeño

negro

círculo

grande

blanco

cuadrado

pequeño

negro

triángulo

justo a la izquierda

justo encima justo encima

justo a la izquierda

Figura 2.5: Grafo dirigido con etiquetas representando parte de la información del
universo de la Figura 2.4.
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𝑎
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𝛼 𝛽

grande

blanco

círculo

pequeño

negro

círculo

grande

blanco

cuadrado

pequeño

negro

triángulo

círculo

blanco

círculo

justo a la izquierda

justo a la izquierda

justo encima justo encima

justo a la izquierda

Figura 2.6: Expresión de referencia para el objeto 𝑎 de la Figura 2.4. A la izquierda
tenemos el grafo dirigido con etiquetas que representa parte de la información del
universo de la Figura 2.4. A la derecha tenemos el grafo dirigido con etiquetas que
representa una expresión de referencia para el objeto 𝑎.

como hemos podido ver, el problema de Generación de Expresiones de Referencia
se traduce en un problema de isomorfismo de grafos. Además, emplear distintas
funciones de coste en estos algoritmos de exploración permite emular el comporta-
miento de distintos algoritmos de ger, como los que hemos presentado al comienzo
de esta sección [120].

grafos conceptuales

La Teoría de Grafos, como acabamos de ver, es un formalismo que resulta muy
natural para tratar el problema de la Generación de Expresiones de Referencia. Sin
embargo, este mecanismo formal solo nos permite generar expresiones de referen-
cia empleando la información que esté representada de manera explícita en el mis-
mo. En la literatura podemos encontrar estudios que señalan las limitaciones de
este formalismo [54]. Es por ello que se hace patente la necesidad de analizar y de-
sarrollar otros mecanismos formales de representación de conocimiento, los cuales
permitan construir expresiones de referencia empleando, no solo la información
explícita del universo de discurso en el que se está trabajando, sino también cono-
cimiento a priori acerca del ámbito en el que se enmarca el problema, a través de
mecanismos de inferencia lógica.

Los grafos conceptuales [196] están en esta dirección. Constituyen unmecanis-
mo formal basado en grafos que permite trabajar tanto con información explícita
del universo, como con conocimiento a priori. Vamos a utilizar la versión simpli-
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ficada de los grafos conceptuales que encontramos en [45] que está basada en la
formalización que se presenta en [38]. Así, un grafo conceptual se define como si-
gue.

Definición 2.4: Grafo conceptual [38, 45]
Un grafo conceptual es una tripleta ⟨𝑆, 𝐺, 𝜆⟩, donde:

· El soporte 𝑆 ≔ (𝑇𝐶 , 𝑇𝑅, 𝐼) es un tripleta, en la que 𝑇𝐶 es un conjunto par-
cialmente ordenado de tipos de conceptos, 𝑇𝑅 es un conjunto parcialmente
ordenador de tipos de relaciones e 𝐼 es un conjunto de identificadores atómi-
cos.

· 𝐺 ≔ (𝑉𝐶 , 𝑉𝑅, 𝐸) es un grafo bipartido ordenado que representa la información
explícita del universo de discurso. Donde el conjunto de nodos 𝑉 se divide en
un conjunto de nodos que representa conceptos, 𝑉𝐶 , y un conjunto de nodos
que representa relaciones de cualquier aridad entre conceptos,𝑉𝑅. El conjun-
to de aristas 𝐸 conecta nodos de los dos conjuntos, asignándole propiedades
a los conceptos y estableciendo relaciones entre ellos. Además, cuando se ne-
cesite, las aristas pueden numerarse para indicar algún tipo de orden en las
relaciones entre conceptos.

· Por último, 𝜆 ∶ 𝑉 → 𝑆 es una función de etiquetado que conecta cada con-
cepto en 𝑉𝐶 con su tipo correspondiente de 𝑇𝐶 y un identificador de 𝐼, y cada
relación de 𝑉𝑅 con su tipo de relación correspondiente de 𝑇𝑅.

Para el universo de discurso de la Figura 2.4, podemos representar la informa-
ción contenida en él mediante el grafo conceptual compuesto por el soporte de la
Figura 2.7 y el grafo bipartido de la Figura 2.8.

objeto

polígono

cuadrado triángulo

círculo

relación

justo a la izquierda

justo a la derecha

justo encima

justo debajo

Figura 2.7: Soporte del grafo conceptual que representa el conocimiento a priori del
universo de discurso de la Figura 2.4.

Cada grafo conceptual tiene una semántica asociada en forma de una expre-
sión de la Lógica de Primer Orden, la cual se obtiene mediante reglas de derivación
simples [197]. Esta semántica combina la información explícita del universo de dis-
curso con el conocimiento a priori representado en el soporte.

De unmodo similar a lo que ocurría con los grafos con etiquetas, una expresión
de referencia en este mecanismo formal se representa mediante un grafo bipartido
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círculo:*𝑎 blanco

grande

círculo:*𝑑 negro

pequeño

cuadrado:*𝑒 blanco

grande

triángulo:*ℎ negro

pequeño

justo a la izquierda

justo encima

justo a la izquierda

justo encima

1

2

1

2

1

2

1
2

Figura 2.8: Grafo bipartido del grafo conceptual que representa la información del
universo de discurso de la Figura 2.4.

con un nodo concepto marcado. Y esta expresión de referencia tendrá éxito refe-
rencial cuando se den las siguientes condiciones:

· Existe una proyección que establece una correspondencia entre nodos del
grafo que representa la expresión de referencia y el grafo bipartido del grafo
conceptual.

· La proyección asigna el nodo que representa al objetivo con el nodo marcado
del grafo de la expresión de referencia.

· No existe una proyección que asigne un nodo representando uno de los dis-
tractores al nodo marcado.

En la Figura 2.9 semuestra cómo se representa una expresión de referencia para
el objeto 𝑎 de la Figura 2.4 en el mecanismo basado en grafos conceptuales y la
correspondiente proyección en el grafo bipartido de la Figura 2.8. Nuevamente, las
aristas implicadas en esta proyección se representan pormedio de aristas continuas.

Delmismomodo que lo hemos planteado para los grafos con etiquetas, esteme-
canismo formal puede emplearse también para generar expresiones de referencia
que señalen a conjuntos de objetos. En este caso, consideramos un grafo bipartido
en el que aparecerán diversos nodos representando los elementos del conjunto a re-
ferenciar, y buscaremos una proyección de estos nodos a nodos del grafo bipartido
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Figura 2.9: Expresión de referencia para el objeto 𝑎 de la Figura 2.4. A la izquierda
encontramos el grafo conceptual relativo a este universo de discurso y a la derecha
el grafo conceptual que representa una expresión de referencia para el objeto 𝑎.

correspondiente al universo de discurso, cumpliendo unas condiciones análogas a
las que hemos descrito para el problema clásico.

Hay algoritmos para la construcción de expresiones de referencia empleando
grafos conceptuales [45]. Estos algoritmos funcionan de un modo similar a los al-
goritmos de Generación de Expresiones de Referencia clásicos. Además, el grafo
bipartido que representa la información explícita del universo de discurso puede
ser extendido con la información contenida en el soporte, y así se pueden construir
expresiones de referencia con propiedades y relaciones que no estén explícitamente
representadas en el grafo bipartido. Podemos pensar por ejemplo en conocimiento
a priori como que «la hermana demimadre esmi tía». Incluso podemos considerar
el uso de reglas de inferencia [46].

lógicas descriptivas

Comohemos visto en algunos ejemplos que hemosmostrado en la introducción
de esta sección, la semántica de una expresión de referencia puede ser representada
como una proposición de la Lógica de Predicados de Primer Orden (lpo), como en
(círculo∧ blanco) ∨ (disco∧negro). Y existen distintos subconjuntos de la Lógica de
Primer Orden para los que se han desarrollado sistemas de razonamiento eficientes
y decidibles, al contrario de lo que pasa cuando consideramos la lpo completa. En-
tre estos subconjuntos podemos encontrar diversas lógicas descriptivas con distinta
capacidad semántica [7], las cuales se diferencian en el conjunto de conectores ló-
gicos y operadores que permiten usar. Por ejemplo, todas las lógicas descriptivas
incluyen la intersección de conceptos, pero no toda lógica descriptiva permite em-
plear la unión de conceptos.

Las lógicas descriptivas han sido también propuestas comomecanismos forma-
les de representación de conocimiento para el problema de la Generación de Ex-
presiones de Referencia, como por ejemplo la lógica descriptiva ℰℒ o la 𝒜ℒ𝒞, que
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tiene mayor potencia semántica, en [3, 4]. También debemos considerar la lógica
descriptiva 𝒮ℛ𝒪ℐ𝒬 que tiene una gran capacidad semántica [108] en [180].

La terminología y notación de las lógicas descriptivas es diferente de la que sole-
mos emplear en la Lógica de Primer Orden: las constantes son llamadas individuos,
los predicarios unarios se denominan conceptos y los binarios son roles. El conoci-
miento se expresa por medio de axiomas, que son expresiones lógicas que involu-
cran conceptos y/o roles. Podemos considerar dos tipos de axiomas para describir
una base de conocimiento:

· Axiomas que describen información sobre individuos, como por ejemplo 𝑎 ∶
𝐶, indicando que 𝑎 es un individuo del concepto 𝐶. O por ejemplo, (𝑎, 𝑏) ∶ 𝑅
que representa que 𝑎 está relacionado con 𝑏 pormedio del rol𝑅, y por lo tanto
(𝑏, 𝑎) ∶ 𝑅−, donde 𝑅− es el rol inverso de 𝑅. El conjunto de estos axiomas se
denomina ABox.

· Axiomas describiendo propiedades generales de conceptos y relaciones. Por
ejemplo, 𝐶 ⊑ 𝐷 indica que todo invididuo de 𝐶 es también un individuo
del concepto 𝐷. Otro ejemplo es 𝑅 ≡ 𝑅−, indicando que 𝑅 es simétrica. Al
conjunto de estos axiomas se le llama TBox.

Cuando empleamos las lógicas descriptivas para tratar el problema de Genera-
ción deExpresiones deReferencia, la información del universo de discurso se repre-
senta por medio de una base de conocimiento como la que acabamos de describir.
Mientras que en la propuesta en [3, 4] se usa solo la ABox, en el trabajo de [180]
se emplean también una TBox. Hemos de señalar que cuando se emplea una TBox
podemos dar una representación más condensada del conocimiento del universo
de discurso que estemos representando. Pensemos nuevamente en la relación «la
hermana demimadre esmi tía». Si tenemos este axioma en laTBox, en laABox solo
necesitaremos incluir los axiomasmadre(𝑎, 𝑏) y hermanas(𝑏, 𝑐) para poder también
considerar o inferir el axioma tía(𝑎, 𝑐).

Como hemos visto, la ABox permite representar no solo propiedades de objetos
en forma de conceptos sobre ciertos individuos, sino también relaciones a través de
roles. Para el ejemplo de la Figura 2.4 que venimos considerando en esta sección,
podemos representar la información de ese universo de discurso empleando con-
ceptos relacionados con las propiedades círculo, triángulo, cuadrado, negro, blanco,
pequeño, grande; y los roles correspondientes a las relaciones justo a la izquierda,
justo a la derecha, justo encima o justo debajo. Así, la ABox contendría axiomas co-
mo 𝑎 ∶ círculo, 𝑎 ∶ grande, ℎ ∶ triángulo o (𝑎, 𝑑) ∶ justo a la izquierda. Además,
también podríamos usar una TBox para expresar axiomas que resultan naturales
como justo a la derecha ≡ justo a la izquierda−, con lo que podríamos no especifi-
car los axiomas relacionados con el rol justo a la derecha en la ABox.

Como es usual, la semántica de una base de conocimiento vendrá dada por una
interpretaciónℳ ≔ ⟨Δ, ‖ ⋅ ‖⟩, donde Δ es un conjunto finito y ‖ ⋅ ‖ es una función de
interpretación que asocia un subconjunto de Δ a cada concepto, y un subconjunto
de Δ × Δ a cada rol de la base de conocimiento. Y la semántica (que también po-
demos denominar extensión) de una fórmula lógica en un cierta lógica descriptiva
ℒ se obtiene de forma recursiva para las distintas operaciones permitidas en ℒ. Por
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ejemplo, ‖𝐶⊓𝐷‖ ≔ ‖𝐶‖∩‖𝐷‖. Podemos considerar la interpretación de la Tabla 2.1
con la extensión de algunos conceptos y roles relativos al universo de discurso de
la Figura 2.4.

Δ = {𝑎, 𝑑, 𝑒, ℎ} ‖círculo‖ = {𝑎, 𝑑}
‖cuadrado‖ = {𝑒} ‖triángulo‖ = {ℎ}
‖blanco‖ = {𝑎, 𝑒} ‖negro‖ = {𝑑, ℎ}
‖grande‖ = {𝑎, 𝑒} ‖pequeño‖ = {𝑑, ℎ}
‖justo a la izquierda‖ = {(𝑎, 𝑑), (𝑒, ℎ)} ‖justo encima‖ = {(𝑎, 𝑒), (𝑑, 𝑒)}

Tabla 2.1: Extensiones de conceptos y roles relativos al universo de la Figura 2.4.

En el marco formal de las lógicas descriptivas representamos una expresión de
referencia en la forma de una fórmula 𝜙 de la lógica descriptiva ℒ que estemos em-
pleando. Y dada una interpretaciónℳ ≔ ⟨Δ, ‖ ⋅ ‖⟩, decimos que 𝜙 es una expresión
de referencia para el conjunto𝑂 ⊆ Δ si, y solamente si, ‖𝜙‖ = 𝑂. Con lo cual, el pro-
blema de la Generación de Expresiones de Referencia se traduce en encontrar una
fórmula lógica dentro de la lógica descriptiva elegida cuya extensión sea el objeto o
conjunto de objetos que queremos referenciar.

Además, la elección de una lógica descriptiva u otra afecta a la capacidad ex-
presiva [3] y, por tanto, a la referibilidad que tenemos. Por ejemplo, si una lógica
descriptiva no posee la unión de conceptos no podremos hacer referencia al con-
junto de objetos formado por los discos negros y los círculos blancos, si no hay otro
modo de hacer referencia a dicho conjunto.

satisfacción de restricciones

Por último, vamos a repasar el formalismo de Satisfacción de Restricciones co-
mo otra propuesta para abordar el problema de la Generación de Expresiones de
Referencia [49, 199]. Esta propuesta viene motivada por distintas razones.

En primer lugar, la Satisfacción de Restricciones permite la búsqueda de expre-
siones de referencia que optimicen un determinado criterio, como por ejemplo, si
recordamos el algoritmo Full Brevity que presentamos anteriormente, minimizar la
longitud de la expresión de referencia, lo cual añade más complejidad computacio-
nal a la resolución del problema de Generación de Expresiones de Referencia. El
problema de encontrar una expresión de referencia minimal es un problema np-
duro [50]. Y la Satisfacción de Restricciones trata con problemas np de un modo
eficiente [83].

En segundo lugar, y pensando en el problema de la Generación de Expresio-
nes de Referencia Plurales, este formalismo permite expresar de una forma natural
propiedades colectivas relativas a un conjunto de objetos, como puede ser estar ali-
neados [54].

Veamos ahora cómo se traduce el problema de la Generación de Expresiones
de Referencia en términos de la Satisfacción de Restricciones. Una expresión de
referencia viene dada por un par ⟨𝑃+, 𝑃−⟩, con 𝑃+ y 𝑃− conjuntos disjuntos de pro-
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piedades. Diremos que la expresión de referencia ⟨𝑃+, 𝑃−⟩ tiene éxito referencial
para un cierto conjunto de objetos 𝑂 ⊆ 𝒪 si se dan las siguientes condiciones:

· 𝑃+ es un conjunto de propiedades individuales compartidas por todos los ob-
jetos de 𝑂, o bien propiedades colectivas aplicables a 𝑂.

· 𝑃− es un conjunto de propiedades que no posee ninguno de los objetos de 𝑂,
o bien propiedades colectivas que no son aplicables al conjunto de objetos 𝑂.

· Y para cada distractor 𝑑 ∉ 𝑂 se da al menos una de las siguientes situaciones:

· Hay alguna propiedad individual de 𝑃+ que no posee 𝑑.
· Hay alguna propiedad colectiva de 𝑃+ que no se puede aplicar al con-
junto 𝑂 ∪ {𝑑}.

· Hay alguna propiedad individual de 𝑃− que posee 𝑑.
· Hay alguna propiedad colectiva de 𝑃− que puede aplicarse al conjunto
𝑂 ∪ {𝑑}.

Por lo tanto, el problema de la Generación de Expresiones de Referencia desde
la perspectiva de este mecanismo formal se traduce en encontrar, para un cierto
conjunto de objetos 𝑂 ⊆ 𝒪, un par ⟨𝑃+, 𝑃−⟩ cumpliendo las tres condiciones an-
teriores. En el ejemplo que estamos viendo, para hacer referencia al objeto 𝑎 en
el universo de discurso de la Figura 2.4 podemos emplear el par ⟨{círculo, blanco,
grande}, ∅⟩, o bien, si queremos emplear propiedades en un sentido negativo, el par
⟨{círculo}, {negro, pequeño}⟩.

Como se indica en [118], una propiedad interesante de este formalismo es que
permite separar la especificación de la propuesta para abordar el problema deGene-
ración de Expresiones de Referencia de su implementación algorítmica, esto hace
que distintas estrategias de optimización y búsqueda pueden aplicarse para encon-
trar una expresión de referencia que satisfaga ciertas restricciones.

Así concluímos nuestro repaso a distintos mecanismos formales de representa-
ción de conocimiento para tratar el problema de la Generación de Expresiones de
Referencia. En la siguiente sección abordamos otro asunto relevante para el ger y
es la evaluación de los resultados obtenidos.

2.1.2 medidas de calidad en el ger

Ya en la sección anterior hemos visto algunos ejemplos de objetos o grupos de
objetos que podrían ser referidos mediante distintas expresiones de referencia, más
si tenemos en cuenta el fenónomeno de la sobreespecificación al que ya hemos
hecho referencia anteriormente. Y esto es algo común en la Generación de Expre-
siones de Referencia. Para verlo podemos considerar el universo de discurso de la
Figura 2.10.

Aunque nos encontramos ante un universo de discurso muy simple, para hacer
referencia al objeto 𝑎, y dependiendo del conjunto de propiedades que considere-
mos, podemos emplear un gran número de expresiones de referencia para dicho
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𝑎

Figura 2.10: Ejemplo de ununiverso de discurso en el que podemos hacer referencia
al objeto 𝑎mediante diversas expresiones de referencia.

objeto. Por ejemplo, entre otras muchas, podríamos señalar el objeto 𝑎 mediante
las siguientes expresiones de referencia:

· «El círculo negro».

· «El círculo pequeño».

· «El círculo negro pequeño».

· «El círculo que está más a la derecha».

· «El círculo negro que está más a la derecha».

· «El círculo a la derecha de un círculo que está a la derecha de un círculo».

· «El círculo a la derecha de un círculo blanco que está a la derecha de un
círculo grande».

· «El círculo negro a la derecha de un círculo que está a la derecha de un círculo
blanco y grande».

Por tanto, aquí se muestra que en el proceso de generación de expresiones de
referencia necesitamos, no solo un mecanismo de representación de conocimiento
para manejar la información del universo de discurso en el que nos encontremos y
una serie de algoritmos construidos sobre dicho formalismo para generar una ex-
presión de referencia, sino también una serie de criterios para guiar este proceso
de generación y, dado el caso, evaluar los distintos resultados generados para esco-
ger el que mejor se adecue a nuestro problema. A estos criterios los denominamos
medidas de calidad.

El problema de evaluar los resultados de un sistema que genere descripciones
de un conjunto de datos o de cualquier otro sistema dentro del campo de la Ge-
neración de Lenguaje Natural ha recibido mucha atención en la literatura [15, 72,
176, 209]. Como se indica en [20], la tarea de evaluar el resultado de un sistema
de estas características es compleja, ya que la calidad del resultado depende de un
gran número de factores distintos, empezando por las preferencias del usuario que
ya se comenzaban a tener en cuenta en el Algoritmo Incremental que presentamos
anteriormente.

Y es que no basta con que la expresión de referencia tenga éxito referencial
(Ecuación 2.1), aunque es el principal objetivo a abordar en el problema de Gene-
ración de Expresiones de Referencia. Incluso el mismo factor del éxito referencial,



29

como veremos en el Capítulo 3, al introducir información vaga también se trans-
forma en un concepto vago y, por tanto, su medición no es trivial como sí que lo
es en la Ecuación 2.1. Además, otros muchos factores influirán en la calidad de la
expresión de refencia.

Por ejemplo, una expresión de referencia debe tener una longitud adecuada, no
contener ambigüedades y debe transmitir información al receptor que sea útil para
el mismo [20, 79]. También podemos considerar que no tiene sentido emplear el
color en una expresión de referencia, por muy saliente que sea esta propiedad, si
el receptor tiene dificultad para reconocer ciertos colores. Por lo tanto, tal y como
se propone en [20], para evaluar la calidad del resultado de un sistema de genera-
ción de lenguaje natural se ha de emplear unmodelomultidimensional que integre
todos estos aspectos.

Comohemos dicho, distintas preferencias de los usuarios deben tenerse en cuen-
ta para medir la calidad de una expresión de referencia, y en la literatura podemos
encontrar distintos estudios que intentan extraer estas preferencias de los usua-
rios en el proceso comunicativo de la generación de expresiones de referencia [53,
79, 115]. En [50] se da una interpretación computacional de las máximas de Gri-
ce [100], enmarcadas dentro del problema de la Generación de Expresiones de Re-
ferencia:

· Calidad: Como hemos indicado anteriormente, la expresión de referencia ha
de contener solo información que sea verdadera sobre el objetivo.

· Cantidad: La expresión de referencia debe contener suficiente información
para que el receptor identifique correctamente el objetivo, pero no ha de con-
tener más información de la necesaria.

· Relevancia: La expresión de referencia solo debe contener información que
tenga algún tipo de poder discriminatorio.

· Forma: La expresión ha de ser clara y sin ambigüedades.

Estos principios son interesantes y han sido analizados en la literatura sobre
el problema de Generación de Expresiones de Referencia como hemos visto. Por
ejemplo, el algoritmo Full Brevity aplica estos principios. Sin embargo, también se
ha mencionado anteriormente que en la comunicación natural se produce el fenó-
meno de la sobreespecificación [163], por lo que en un sistema que pretende emu-
lar el comportamiento humano en la generación de expresiones de referencia, estos
principios pueden ser discutibles o mejorables. Así, no pueden ser los únicos que
se consideren y en ocasiones tendrán que dejar de cumplirse en beneficio de la ca-
lidad del texto producido por el sistema. Entre otros factores, tendremos que tener
en cuenta las preferencias del usuario final del sistema que estemos construyendo.
Pensemos en un sistema orientado a generar descripciones de animales. Entonces,
si nos estamos dirigiendo a un usuario experto en biología tiene sentido emplear
la nomenclatura científica para cada especie de animal. Sin embargo, si el destina-
tario de nuestra descripción es un niño emplearemos términos más generales para
hacer referencia a esos animales.
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Otro factor que podemos tener en cuenta en el proceso de Generación de Ex-
presiones de Referencia es la saliencia [114, 166], es decir, en qué medida un objeto
o propiedad destaca visualmente para el usuario. Así, aunque hemos dicho ante-
riormente que el color tiene preferencia sobre el tamaño en la construcción de ex-
presiones de referencia, puede haber casos en los que sea preferible usar el tamaño,
por ejemplo si la diferencia de tamaño entre el objetivo y los distractores es muy
grande. Entonces, es claro que esta propiedad será notoria para el usuario; tendrá
mucha saliencia. Por lo tanto, incluir esta propiedad en la expresión de referencia
ayudará al usuario a localizar el objeto.

𝑎

𝑏 𝑐𝑑

𝑒 𝑓

Figura 2.11: Ejemplo de una escena donde puede ser preferible usar el tamaño del
objeto 𝑓, debido a su saliencia, en lugar de usar el color.

Para la escena de la Figura 2.11, si queremos hacer referencia al objeto 𝑓 podría-
mos hacerlo empleando la expresión de referencia «el círculo negro». Pero, como
podemos ver, este objeto es también el más pequeño de todos los objetos de la esce-
na. Por tanto, puede ser interesante hacer referencia a este objeto como «el círculo
pequeño», ya que es probable que la atención visual del usuario haya ido en un pri-
mermomento hacia aquel objeto que destaca en la imagen por su reducido tamaño.
Mientras que el color negro está presente en otros objetos de la escena.

Además de estas dimensiones o factores, podemos considerar otros factoresmás
concretos para el problema que nos ocupa. En [20] se presentan una serie de me-
didas que pueden aplicarse al resultado de un sistema encargado de generar una
descripción de un conjunto de datos. Entre estas medidas aparece el concepto de
la granularidad, un concepto que ya introdujimos en el Capítulo 1, cuando habla-
mos de las ontologías de conceptos o términos que se podían incluir en una ex-
presión de referencia. Por ejemplo, podemos describir un conjunto de perros como
«los perros» o podemos aumentar la granularidad de la descripción e indicar que el
conjunto se compone de «dos rottweiler y tres galgos». Según las preferencias del
usuario emplearemos un nivel mayor o menor de granularidad.

Sin embargo, como se señala en [20], hay ocasiones en las que las dimensio-
nes a medir representan conceptos muy complejos para los que resulta difícil, si
no imposible, definir una métrica para medirlos. Y en estos casos se necesita rea-
lizar una experimentación con usuarios, o bien emplear métodos de aprendizaje
automático para obtener un criterio de preferencia entre distintas expresiones de
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referencia [164]. Como muestra, podemos pensar en cómo evaluar lo «amigable»
que resulta al usuario el sistema generado, dimensión que podría medirse según
la similitud que presenta el diálogo producido por el sistema al que construiría el
propio usuario. Esta dimensión no puede sermedida de forma externa al usuario. Y
por lo tanto, necesitaremos de la participación del mismo para medirla. O bien, ne-
cesitaremos un corpus de expresiones generadas por el usuario para así comparar
estas con las generadas por el sistema.

Así las cosas, además de estas medidas, que pueden guiar el proceso de Gene-
ración de Expresiones de Referencia teniendo en cuenta distintas dimensiones o
distintas métricas basándose en estudios externos al problema para el que se es-
tá desarrollando el sistema, también se ha de realizar una evaluación de los re-
sultados finales generados por el sistema en el contexto de la tarea que este ha de
abordar [20]. En [20] se enumeran tres posibles métodos de validación final de los
resultados producidos por un sistema:

1. Validar si realmente los resultados del sistema producen el efecto deseado en
los usuarios finales del mismo.

2. Validar los textos producidos de una formamás general pidiéndole a distintos
sujetos que valoren el texto en un contexto genérico. Podemos encontrar una
propuesta de metodología para realizar este tipo de validaciones en [72].

3. Validar de una forma automática los textos generados comparándolos con un
corpus de textos producidos por expertos [78, 173].

Evidentemente, cada uno de estos tipos de validación presenta ventajas e in-
convenientes. Mientras que las primeras propuestas implican el reunir una can-
tidad adecuada de usuarios y plantear una experimentación ad hoc para nuestra
aplicación, la tercera tiene el inconveniente de que construir un corpus con el que
comparar nuestros resultados es también una tarea que requiere mucho tiempo.
Aunque en ocasiones es posible validar nuestras propuestas empleando conjun-
tos de datos ya generados para otras tareas, como puede ser el conjunto de datos
tuna [14]. Podemos encontrar una revisión actual de las mejores prácticas para
realizar validaciones con usuarios en [127].

2.2 extensiones del problema clásico de generación de expresiones
de referencia y referibilidad

El problema clásico de Generación de Expresiones de Referencia que hemos
presentado en el Problema 2.1 considera que las expresiones de referencia son con-
junciones de propiedades, de ahí la intersección que empleamos en la Ecuación 2.1.
Sin embargo, existen múltiples extensiones al problema clásico, las cuales afectan
tanto a los operadores lógicos utilizados como al tipo de propiedades que se in-
cluyen en las expresiones de referencia. Estas extensiones son interesantes para el
problema que nos ocupa principalmente por dos razones: por un lado, enriquecen
el poder expresivo de las expresiones de referencia incluyendo expresiones que so-
lemos usar en nuestro día a día, lo que mejora el resultado de nuestro sistema al
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resultar más natural y que permite hacer referencia a objetos que quizás no serían
referibles si empleásemos solo propiedades básicas o solo conjunciones de propie-
dades; por otro lado, estas extensiones son la principal motivación para emplear
mecanismos formales de representación de conocimiento en lugar de simplemente
emplear algoritmos ad hoc.

A continuación, vamos a hablar de las principales extensiones al problema de la
Generación de Expresiones de Referencia que podemos encontrar en la literatura.
Aunque podemos considerar extensiones más complejas que se deriven de combi-
nar las extensiones de las que vamos a hablar.

2.2.1 negación de propiedades

El conjunto {𝑒, 𝑓, 𝑔} no es referible en el universo de la Figura 2.4 empleando
conjunción de propiedades sin emplear la negación. Sin embargo, sí que es referible
si podemos emplear propiedades en un sentido negativo empleando la negación,
es decir, si podemos indicar que un objeto no posee una propiedad determinada.
Por ejemplo, podríamos usar la expresión de referencia «los objetos blancos que no
son círculos», que se corresponde con la expresión lógica blanco ∧ ¬círculo. Como
otro ejemplo, la expresión ¬círculo es una expresión de referencia para el conjunto
{𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ}.

2.2.2 disyunción de propiedades

El conjunto {𝑎, 𝑏, ℎ} no es referible en el universo de la Figura 2.4 usando única-
mente la conjunción de propiedades, pero sí que podemos hacer referencia a él con
la expresión de referencia «los objetos que son o bien círculos grandes o bien trián-
gulos pequeños», es decir, la expresión de referencia (grande∧círculo)∨(pequeño∧
triángulo). Sin embargo, esta disyunción no tiene por qué aparecer explícitamente
en la expresión lingüística de la expresión de referencia construída. Por ejemplo,
una expresión lingüística conjuntiva puede emplearse para trasladar esa informa-
ción a lenguaje natural, haciendo referencia a los objetos mediante una enumera-
ción de subconjuntos de objetos cuya unión forma el conjunto a referenciar. Siendo
cada uno de estos conjuntos de objetos referible mediante conjunciones de propie-
dades.

Así, para el ejemplo anterior, podríamos usar la expresión de referencia «los
círculos grandes y el triángulo pequeño», indicando que el conjunto {𝑎, 𝑏, ℎ} se pue-
de obtener mediante la unión de {𝑎, 𝑏}, «los círculos grandes», y {ℎ}, «el triángulo
pequeño». En este caso la disyunción está implícita dado que estamos describiendo
una unión de conjuntos.

Este tipo de expresiones de referencia en las que empleamos conjunciones, dis-
yunciones y negaciones se denominan booleanas en [118]. Podemos encontrar una
extensión del Algoritmo Incremental para tratar con expresiones de referencia boo-
leanas en [56], generando expresiones lógicas en forma normal conjuntiva. Por otro
lado, el uso de expresiones lógicas en forma normal disyuntiva para el problema de
la Generación de Expresiones de Referencia Plurales se ha propuesto en [87, 107].
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2.2.3 propiedades relacionales

Hasta ahora hemos considerado únicamente propiedades simples de objetos in-
dividuales. Sin embargo, es también usual considerar propiedades relacionales, de-
finidas como relaciones 𝑛-arias entre los objetos del universo de discurso en el que
nos encontremos. Desde un punto de vista lógico, podemos representar estas rela-
ciones mediante predicados 𝑛-arios. Un ejemplo básico de este tipo de propiedades
relacionales son las relaciones espaciales entre los objetos de una escena. Por ejem-
plo, para el universo de la Figura 2.12, las relaciones espaciales justo a la izquierda,
justo a la derecha, justo encima y justo debajo se representanmediante líneas discon-
tinuas (notemos que cada línea representa las dos relaciones espaciales simétricas
correspondientes). La Tabla 2.2 muestra distintas expresiones de referencia cons-
truídas empleando tanto propiedades individuales de los objetos como propiedades
relacionales.

Cabe señalar que el uso de propiedades relacionales nos permite crear cadenas
de referencias como la última expresión que mostramos en la Tabla 2.2. Por lo tan-
to, tendremos que tratar dos problemas adicionales: en primer lugar evitar referen-
cias circulares como «el cuadrado negro que está justo a la izquierda de un círculo
grande blanco que está justo a la derecha de un cuadrado negro». En segundo lugar,
tenemos que tener en cuenta la potencial explosión combinatoria en el número de
expresiones de referencia que podemos construir para un objetivo determinado.

También tenemos que tener en cuenta lo que se señala en [118], y es que a la
hora de hacer referencia a objetos mediante relaciones con otros objetos, estos úl-
timos no tienen que ser necesariamente referibles. E incluso cuando lo sean, no
necesitamos emplear una expresión de referencia con éxito referencial para ellos.
Esta observación, entre otras discusiones interesantes sobre propiedades relacio-
nales en el problema de la Generación de Expresiones de Referencia, es analizada
en [49]. Como muestra, en la tercera expresión de referencia que encontramos en
la Tabla 2.2, el objeto 𝑜 es referido mediante su relación con un círculo que no se
identifica previamente.

𝑜

Figura 2.12: Universo en el que mostramos distintas relaciones espaciales entre los
objetos. Así, podemos encontrar varias expresiones de referencia posibles para el
objeto 𝑜 empleando o no relaciones espaciales con otros objetos de la escena, como
las que encontramos en la Tabla 2.2.
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«El cuadrado negro»
«El cuadrado pequeño»
«El cuadrado que está justo debajo de un círculo»
«El cuadrado negro que está justo debajo de un círculo blanco pequeño»
«El cuadrado que está justo a la izquierda de un círculo blanco grande»
«El cuadrado negro pequeño que está justo a la derecha de un círculo negro que
está justo a la derecha de un cuadrado grande blanco»

Tabla 2.2: Expresiones de referencia válidas para el objeto 𝑜 de la Figura 2.12, algu-
nas empleando relaciones espaciales entre los objetos de la escena.

2.2.4 propiedades contextuales

Este tipo de propiedades son aquellas que los objetos cumplen o no dependien-
do del resto de objetos en su universo de discurso o del subuniverso donde el objeto
es considerado. Para ver esto, supongamos que eliminamos el objeto 𝑏 del contexto
de la Figura 2.134. En ese caso, en este subuniverso la expresión de referencia «el
objeto a la izquierda» se referiría unívocamente al objeto 𝑐, ya que en ese subuniver-
so este es el único objeto que satisfaría esa propiedad. Sin embargo, si consideramos
el universo al completo de la Figura 2.13, esta expresión haría referencia al objeto 𝑏,
ya que sería el objeto más a la izquierda. Así, ejemplos típicos de propiedades con-
textuales son aquellas que se asignan al objeto que mejor cumple dicha propiedad
dentro del universo o subuniverso que estemos considerando.

𝑎
𝑏

𝑐

𝑑

𝑒

𝑓

𝑔
ℎ

Figura 2.13: Universo de discurso con diversas figuras geométricas blancas o negras
de distintos tamaños.

Cabe señalar que este tipo de propiedades requieren estrategias específicas para
resolver el Problema de Anclaje de Símbolos [103] del que hablaremos en la Sec-
ción 2.3, el cual intenta resolver el problema de determinar la semántica de los
términos del lenguaje natural que empleamos para construir las expresiones de re-
ferencia (ver la sección 9.3 de [54]).

4Reutilizamos aquí el universo que ya empleamos para ilustrar el funcionamiento de losmecanismos
formales representados en la Sección 2.1.1.
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El uso de propiedades contextuales aumenta la complejidad del problema de
Generación de Expresiones de Referencia. Esto se debe a que el orden en el cual
consideramos las propiedades tiene importancia, ya que el subuniverso donde una
propiedad va a ser considerada o evaluada puede venir determinado por las propie-
dades anteriormente empleadas. Podemos considerar la propiedad ser el segundo
objeto por la izquierda en la Figura 2.13. En este caso, la expresión «el segundo ob-
jeto por la izquierda de entre los objetos blancos» hace referencia al objeto 𝑎, ya
que en primer lugar consideramos la propiedad blanco, y dentro del subuniverso
de objetos blancos consideramos la propiedad ser el segundo objeto por la izquierda.
Por el contrario, la expresión «el objeto blanco que es el segundo por la izquierda»
hace referencia al objeto 𝑐, puesto que primero consideramos la propiedad ser el
segundo objeto por la izquierda en el universo completo de la Figura 2.13, y luego
consideramos la propiedad blanco. Aquí se pone de manifiesto que la simetría de
los operadores lógicos que empleamos en las expresiones de referencia desaparece-
rá en general. Por ejemplo, como acabamos de ver, la fórmula blanco∧⃗2izquierda
puede no ser equivalente a la 2izquierda∧⃗blanco, donde ∧⃗ representa una conjun-
ción no conmutativa.

Además, la complejidad computacional del problema aumenta. Para ver esto
podemos notar que si solo se emplean conjunciones no conmutativas el espacio de
búsqueda de posibles expresiones de referencia estaría formado por todas las orde-
naciones posibles de propiedades en cada posible subconjunto de propiedades, con
tamaño∑𝑛

𝑖=1[𝑛!/(𝑛 − 𝑖)!], donde 𝑛 es el número de propiedades. Esta complejidad
es mucho mayor que en el caso en el que no se emplean propiedades contextuales
y se emplea una conjunción conmutativa. En este caso el tamaño del espacio de
búsqueda sería∑𝑛

𝑖=1[𝑛!/(𝑖! × (𝑛 − 𝑖)!)] = 2𝑛.
Una fuente usual de propiedades contextuales es la existencia de ordenaciones

entre objetos del universo de discurso. Hemos visto el caso en el que los objetos se
ordenan en base a su posición en la imagen. En general, dado un orden entre los
objetos, como por ejemplo ser más/menos/o tan 𝑝 que/como 𝑛 objetos en el univer-
so, donde 𝑝 es una propiedad y 𝑛 es un número natural, este orden puede verse
como una propiedad contextual, ya que un cambio en el conjunto de objetos con-
siderado puede producir un cambio en el cumplimiento de la propiedad para un
objeto determinado. Notemos además que las propiedades contextuales pueden ser
individuales o relacionales.

2.2.5 propiedades colectivas

En lugar de propiedades de un objeto invidual, las propiedades colectivas son
aquellas que verifica un conjunto de objetos como un todo. Por ejemplo, si nos re-
ferimos a un conjunto de líneas en una imagen, podríamos considerar la propiedad
colectiva ser paralelas [118], siendo la propiedad paralela una propiedad propia de
un conjunto de líneas y no de una línea individual.

Para resolver el problema de la Geneneración de Expresiones de Referencia con
propiedades colectivas empleando los algoritmos existentes, podríamos resolver un
problema clásico en un universo artificial en el que consideremos como objetos
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cada uno de los elementos de 2𝒪. En este caso, además de considerar las propieda-
des colectivas,𝒫𝐶 , podemos considerar las propiedades individuales presentes en el
universo original, asignando a un conjunto de objetos una determinada propiedad
individual si todos los elementos de ese conjunto la verifican [56].

Por otro lado, el problema también puede resolverse considerando cada propie-
dad colectiva como un conjunto de propiedades individuales artificiales: un objeto
verificará la propiedad 𝑝 ∈ 𝒫𝐶 en el subuniverso 𝑆 ∈ 2𝒪 si ese objeto pertenece a 𝑆
y 𝑆 verifica la propiedad colectiva 𝑝 [198].

Notemos que aunque en ambas estrategias estamos manejando de manera in-
distinguible propiedades individuales y colectivas, en la fase de realización lingüís-
tica tendremos que tener en cuenta qué tipo de propiedad es realmente la propiedad
que estemos considerando, para dar lugar a un texto adecuado.

En la literatura podemos encontrar distintos algoritmos para resolver las exten-
siones del problema de Generación de Expresiones de Referencia que acabamos de
introducir [118]. Además, en [118] se señala que el problema de ger bajo distintas
combinaciones de estas extensiones resulta una tarea muy compleja.

2.2.6 el problema de la referibilidad

Dentro de la tarea deGeneración de Expresiones de Referencia podemos encon-
trar distintos problemas a resolver. Aunque nos hemos centrado en la generación
de expresiones de referencia para un conjunto de objetos, hay otro problema que
hemos de tener en cuenta: determinar qué objetos son referibles, término que ya
hemos empleado anteriormente. A continuación formalizamos este término me-
diante una definición.

Definición 2.5: Conjunto de objetos referible
Consideremos un universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos 𝒪 y
un conjunto de propiedades 𝒫. Diremos que un subconjunto de objetos 𝑂 ⊆ 𝒪 es
referible si existe al menos una expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 tal que ⟦𝑟𝑒⟧ = 𝑂.

Así, un conjunto será referible si al menos existe una expresión de referencia
con éxito referencial para él. Evidentemente esto dependerá del universo de discur-
so en el que nos encontremos, del tipo de propiedades que consideremos, así como
de los operadores lógicos que empleemos. En las secciones anteriores hemos visto,
para distintas extensiones del problema de Generación de Expresiones de Referen-
cia, cómo el considerar un tipo de propiedades o un determinado operador lógico
nos permitía hacer referencia a conjuntos de objetos que, sin considerar estas pro-
piedades u operadores, no serían referibles.

Determinar si un conjunto de objetos es referible puede resultar muy importan-
te, y podría ser una fase previa a la de búsqueda y generación de una expresión de
referencia para dicho conjunto. Como hemos puesto de manifiesto anteriormen-
te, para un mismo conjunto de objetos podemos encontrar diversas expresiones de
referencia válidas para elmismo, pudiendo llegar a presentar un problema de explo-
sión combinatoria. Además, en la Sección 2.1.2 hemos presentado diversos criterios
de calidad con los que evaluar y escoger la expresión de referencia quemejor se ade-
cue a nuestros propósitos. Por lo tanto, este proceso de encontrar lamejor expresión
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de referencia puede requerir mucho tiempo computacional. Y habrá ocasiones en
las que, tras haber explorado todo el espacio de posibles expresiones de referencia
para un conjunto de objetos, ninguna de estas expresiones tenga éxito referencial.
Con lo que el conjunto no sería referible. Así, saber antes de este proceso de búsque-
da si el objeto es referible o no puede mejorar el rendimiento de nuestro sistema.

Por ejemplo, en el área de la descripción de imágenes, conocer qué subconjunto
o qué áreas de la imagen son referibles, puede resultar interesante. Conociendo
qué conjuntos de objetos son referibles dentro de un universo de discurso o de una
escena, podremos encontrar una partición de dicho universo a través de la cual
describir el universo al completo, describiendo de forma individual cada uno de los
subconjuntos de objetos referibles escogidos.

Esto da lugar al siguiente problema a resolver.

Problema 2.3: Problema de referibilidad
Dado un universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos 𝒪 y un con-
junto de propiedades 𝒫, se ha de determinar qué conjuntos de objetos en 2𝒪 son
referibles. Es decir, se ha de obtener el conjunto

{𝑂 ⊆ 𝒪 ∣ ∃𝑟𝑒 tal que ⟦𝑟𝑒⟧ = 𝑂}. (2.3)

Observemos que en la Ecuación 2.3 no hemos impuesto que 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫. Hemos
optado por dar esta definición del conjunto de conjuntos de objetos referibles para
expresar la dependencia del problema del tipo de propiedades consideradas, así co-
mo de los operadores lógicos disponibles; entre otros aspectos que podríamos tener
en cuenta relacionados con la referibilidad. Por lo tanto, fuera de la versión clásica
del problema de Generación de Expresiones de Referencia, no podemos conside-
rar una expresión de referencia simplemente como un subconjunto de propiedades
que se combinarán por medio de una conjunción conmutativa, sino que será algo
más complejo como hemos visto en esta sección.

Como hemos visto, el problema de la referibilidad constituye una tarea muy
importante a abordar dentro del problema de Generación de Expresiones de Refe-
rencia. Por lo tanto, el desarrollo de mecanismos y algoritmos para resolverlo de
manera eficiente resulta de gran interés y relevancia.

2.3 gradualidad y el problema del anclaje de símbolos

Yahemos visto anteriormente cómo lamayoría de conceptos o términos lingüís-
ticos que empleamos en nuestro día a día no presentan fronteras bien definidas. Es
decir, no se corresponden con términos crisp, sino que presentan cierta vaguedad o
gradualidad en su definición. Así, en el Capítulo 1 vimos como ejemplo el adjetivo
«alto» o «alta».

Y es que no está clara la frontera entre aquellas personas que serían etiquetadas
como «altas» y aquellas que no lo serían. Una pequeña variación entre las alturas
de dos personas distintas no hace que pasemos de considerar a una de ellas como
alta, mientras que a la otra le asignamos sin ninguna duda la etiqueta «no alta».
Hay una gradualidad en este cambio de etiquetas lingüísticas. Mientras que a una
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persona le asignaríamos la etiqueta «alta» con total seguridad, a una cuya altura
sea ligeramente menor, le seguiríamos asignando dicha etiqueta, pero quizás con
un menor grado de seguridad. Pero lo que es claro, en cualquier caso, es que esta
asignación se da con un cierto grado.

De ahí que digamos que la información que manejamos en el lenguaje natural
es vaga o gradual, puesto que no se corresponde en lo general con conceptos con
una definición clara y una interpretación fija, con unas fronteras bien definidas.
Por ejemplo, en el campo de las matemáticas, está claro qué números son primos,
{2, 3, 5, 7, 11, 13,… }, y cuáles no, {4, 10, 16, 9,… }. Pero la mayoría de conceptos que
manejamos no se corresponden con este tipo de conceptos bien definidos.

Dehecho, en el lenguaje natural encontramos vaguedad endistintas formas [57].
En [57], donde Kees van Deemter explora el concepto de la vaguedad en distin-
tos ámbitos y con distintos enfoques, hay un capítulo dedicado exclusivamente al
ejemplo que hemos puesto al principio: a la vaguedad en la medida de distintas
dimensiones.

En el capítulo 6 del mismo libro [57] encontramos una sección dedicada a la
vaguedad de los adjetivos. Y como el autor pone demanifiesto, en nuestro día a día,
cuando escuchamos a alguien dar una descripción, esperamos o damos por sentada
cierta vaguedad en los adjetivos que emplea. Así, el autor pone como ejemplo que
cuando una persona habla de la longitud de la barba de alguien, suponemos que
en lo expresado hay un cierto margen de error. En palabras del propio autor, la
vaguedad es universal al lenguaje natural.

Los humanos hemos aprendido a manejar esta vaguedad desde pequeños y te-
nemos en nuestra mente los modelos necesarios para manejar dicha vaguedad. Así
por ejemplo, podemos pensar en el uso de la frase hecha «tan grande como un ca-
mión». Aquí implícitamente estamos estableciendo una correspondencia entre que
un camión es grande dentro de la categoría de los vehículos, mientras que el objeto
que estamos describiendo es grande si lo comparamos con el resto de objetos que
forman parte de su categoría. Y, como hemos dicho en el Capítulo 1, el tamaño es
una propiedad contextual, es decir, un objeto puede ser etiquetado como «grande»
o «pequeño» dependiendo de con qué otros objetos lo comparemos; recordemos el
ejemplo de la jugadora de baloncesto.

Ahora bien, el propósito de esta tesis es contribuir al campo de la Generación de
Lenguaje Natural, donde se busca desarrollar sistemas capaces de «hablar» como
lo haría un humano, y por tanto se han de trasladar a dicho sistema los procesos
mentales mediante los cuales los humanos generamos el lenguaje. En particular,
y teniendo en cuenta la importancia que hemos puesto de manifiesto que tiene,
tenemos que desarrollar modelos capaces de representar y manejar la vaguedad
que permea todo el lenguaje natural. En concreto, en esta tesis nos centraremos
en la vaguedad que se encuentra en las palabras y conceptos que manejamos en
nuestro lenguaje natural, como puede ser la que hay presente en los adjetivos que
usamos día a día. Ya hemos visto un ejemplo de esta gradualidad con el uso del
adjetivo «alta» para una persona determinada.

De este modo, habrá que escoger un mecanismo de representación para esta
vaguedad, y elegir cómo traducir cada uno de los conceptos vagos que manejamos
los humanos en términos de ese mecanismo. ¿Cómo podemos representar ese con-
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tinuo que nos lleva desde el concepto alto al concepto bajo? ¿Cómo trasladamos a
un ordenador esa escala que los humanos establecemos para describir una persona
como alta o baja?

Este problema se conoce en la literatura como Problema de Anclaje de Símbo-
los [103]. En este problema podemos partir de una corriente psicológica en la que se
entiende la mente como un sistema simbólico. Un sistema simbólico que se define
como sigue.

Definición 2.6: Sistema simbólico [103]
Un sistema simbólico consiste en un conjunto de símbolos que se manipulan por
medio de una serie de reglas explícitas que se formulan mediante, también, símbo-
los y cadenas de símbolos.

Esta manipulación de símbolos a partir de reglas es puramente sintáctica, te-
niendo únicamente en cuenta la «forma» de los símbolos, y de un modo completa-
mente independiente de su semántica asociada. Se puede distinguir entre símbolos
atómicos y símbolos compuestos, que se obtienen aplicando el conjunto de reglas
del sistema partiendo de los símbolos atómicos.

Por último, el sistema simbólico al completo (símbolos y reglas) ha de tener una
interpretación semántica.

La corriente psicológica del «lenguaje del pensamiento» [75] entiende la mente
como un sistema simbólico y, por tanto, la cognición consiste en la manipulación
de esos símbolos para generar algún comportamiento como, por ejemplo, la gene-
ración automática de textos que es la actividad cognitiva central en el campo de la
Generación de Lenguaje Natural.

Como hemos indicado en la Definición 2.6 y siguiendo esta corriente psicoló-
gica, cada uno de los conceptos que manejamos en el lenguaje natural tiene una
semántica asociada. Si queremos manejar estos conceptos en un sistema de gene-
ración de lenguaje natural que se comporte de un modo similar a como lo haría
un humano, tendremos que ver cómo trasladar esta semántica a una computadora
en forma de algún tipo de representación formal. Esto es precisamente en lo que
consiste el Problema de Anclaje de Símbolos [103].

Para entenderlo mejor podemos recordar el ejemplo que da Stevan Harnad en
su trabajo [103]. Así, podemos pensar en cómo sería intentar aprender chino utili-
zando como material únicamente un diccionario de chino escrito en chino. Si no
tenemos ningún tipo de conocimiento sobre la lengua china, un carácter desco-
nocido, un símbolo, nos llevaría a otro para el que tampoco tendríamos ninguna
semántica asociada. Para poder obtener algún tipo de información a partir de este
diccionario necesitaríamos, al igual que los criptógrafos, tener una base de cono-
cimiento previa para poder conectar esos símbolos, inicialmente sin significado, a
una representación semántica en esa base de conocimiento, que nos permita en-
tender y manipular esos símbolos con un significado.

A continuación, vamos a ver cómo representar la semántica de los conceptos
que manejamos en el lenguaje natural, como azul o alto, empleando la Teoría de
Conjuntos Difusos. Para ello, vamos a introducir los fundamentos de esta teoría en
la siguiente sección.
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2.3.1 el manejo de la gradualidad: teoría de conjuntos difusos

La Lógica Difusa y la Teoría de Conjuntos Difusos han sido aplicadas amplia-
mente para representar la semántica de conceptos o etiquetas lingüísticas como
grande o rápido. Para comenzar a hablar de la Teoría de Conjuntos Difusos, desde
la perspectiva que en esta tesis nos ocupa, conviene empezar hablando del paradig-
ma de la Computación con Palabras (cp). Este paradigma fue introducido por Lofti
A. Zadeh [224, 225]. En él se establece que, en lugar de realizar computaciones con
números y símbolos, como estamos acostumbrados a realizar en una computado-
ra, los humanos hacemos este tipo de cálculos empleando palabras. Por lo tanto, si
la única forma que tenemos los humanos de comunicarnos es el lenguaje, parece
lógico intentar generar sistemas que empleen el lenguaje como medio para reali-
zar cómputos [113]. Ya hemos presentado un ejemplo en el Capítulo 1, además de
presentar el concepto de gránulo como el concepto atómico de este paradigma.

Si nos centramos en el campo de la Generación de Lenguaje Natural, donde
tenemos que realizar cómputos en los que precisamente se maneja y genera infor-
mación expresada en términos de lenguaje natural, es clara la relación entre este
campo y el paradigmade laComputación conPalabras. El propio Zadeh en su traba-
jo [226] indica cómo la Teoría de ConjuntosDifusos es elmecanismo formal natural
para tratar este paradigma.

Uno de los conceptos principales que se encontramos en la Teoría de Conjun-
tos Difusos, y que emplearemos ampliamente en el desarrollo de esta tesis, es el
concepto de conjunto difuso.

Definición 2.7: Conjunto difuso [68, 223]
Un conjunto difuso 𝐹 definido sobre un cierto dominio 𝑂 viene dado por una fun-
ción 𝜇𝐹 ∶ 𝑂 → [0, 1] que denominaremos función de pertenencia. De modo que a
cada elemento de 𝑂 le asigna un valor en el intervalo [0, 1], que representa en qué
medida ese elemento pertenece al conjunto difuso 𝐹. Así, para aquellos elementos
cuyo grado de membresía sea máximo, 1, diremos que pertenecen al conjunto con
total seguridad, mientras que aquellos con grado mínimo, 0, sabemos que no per-
tenecen al conjunto sin ninguna duda. El resto de grados intermedios expresan un
mayor o menor grado de pertenencia al conjunto.

Dado un cierto elemento 𝑜 ∈ 𝑂 notamos al grado de pertenencia de 𝑜 a 𝐹 por
𝐹(𝑜) = 𝜇𝐹(𝑜). Se tiene que distintas funciones de membresía dan lugar a distintos
conjuntos difusos. Dado un dominio 𝑂, notaremos por ℱ(𝑂) al conjunto de todos
los posibles conjuntos difusos que pueden definirse sobre él.

Volviendo al ejemplo del Capítulo 1 sobre la etiqueta lingüística «alto» o «alta»
o, dicho de otro modo, del concepto alta, este concepto se comporta de un modo
gradual, como dijimos en el Capítulo 1. Si consideramos a una persona alta, una
persona con una altura un poco menor será considerada también alta aunque lo
sea en «menor grado». Podemos modelar, como hemos indicado anteriormente,
este concepto como un conjunto difuso. En este caso el dominio será un continuo
representando la altura de cada persona en centímetros, y para cada altura el valor
de pertenencia indicará en qué grado una persona es considerada alta. Entonces,
podríamos tener la función de membresía que mostramos en la Figura 2.14.
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Figura 2.14: Función de membresía del conjunto difuso representando el concepto
alta.

Como podemos ver, para el conjunto alta, las personas a partir de una cierta
altura, 𝑎2, son consideradas altas sin ningún tipo de duda, y aquellas personas cuya
altura está por debajo de un cierto valor, 𝑎1, se considera que no son altas sin nin-
guna duda o, dicho de otro modo, que su altura no pertenece en ningún grado al
conjunto difuso de «alturas propias de personas altas». Sin embargo, para aquellas
personas cuya altura está en el intervalo [𝑎1, 𝑎2], se produce un descenso progresivo
del grado en el que la persona es considerada alta, o dicho de otra forma, del gra-
do en el que la altura de la persona pertenece al conjunto de alturas consideradas
propias de personas altas.

Es claro que un conjunto clásico 𝐴 ∈ 2𝑂 puede verse como un conjunto difuso
enℱ(𝑂) que cumple que𝐴(𝑜) ∈ {0, 1}. Por lo tanto, podemos trabajar con conjuntos
clásicos en combinación con conjuntos difusos, simplemente viendo los primeros
también como conjuntos difusos con la función de membresía que definimos en la
Ecuación 2.4.

𝐴(𝑜) ≔ {0 𝑜 ∉ 𝐴,
1 𝑜 ∈ 𝐴. (2.4)

Otro modo de ver los conjuntos difusos es como una familia de conjuntos clá-
sicos anidados [68]. Con esta visión en mente aparece el concepto de 𝛼-corte. A
través de esta familia de conjuntos clásicos, representamos un conjunto difuso me-
diante una descomposición en niveles, de modo que en un nivel más alto estarán
aquellos objetos que pertenecen al conjunto difuso con un grado mayor, mientras
que a medida que descendemos en los niveles, más elementos del dominio se irán
añadiendo al nivel correspondiente, puesto que es un nivel «menos estricto». For-
malmente, dado un conjunto difuso, su 𝛼-corte se define como sigue.
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Definición 2.8: 𝛼-corte de un conjunto difuso [68]
Dado un conjunto difuso 𝐹 ∈ ℱ(𝑂) y un cierto 𝛼 ∈ (0, 1], definimos su 𝛼-corte
como

𝐹𝛼 ≔ {𝑜 ∈ 𝑂 ∣ 𝐹(𝑜) ≥ 𝛼} . (2.5)

A partir de esta definición se desprende que existe un anidamiento entre los
distintos 𝛼-cortes de un conjunto difuso,

𝛼 ≤ 𝛽 ⟹ 𝐹𝛼 ⊇ 𝐹𝛽, ∀𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1]. (2.6)
Comohemos presentado en algunos ejemplos previos, cuando estamos constru-

yendo expresiones de referencia solemos combinar distintos tipos de información.
Por ejemplo, podemos pensar en el conjunto de objetos designado por la expre-
sión de referencia alta ∧ morena para referirnos al conjunto de personas que son
consideradas altas y morenas. Los dos conceptos que aparecen en esta expresión de
referencia presentan gradualidad y, en consecuencia, el conjunto que aquí designa-
mos será un conjunto difuso. Podemos pensar en que el conjunto de personas que
son altas y morenas será la intersección de aquellas personas que son consideradas
altas y aquellas que son consideradas morenas.

Pues bien, al contrario de lo que sucede en la Teoría de Conjuntos clásica, para
los conjuntos difusos las operaciones conjuntistas clásicas pueden ser definidas de
distintas formas.

En un primer momento, la unión y la intersección de conjuntos difusos, que
da como resultado otro conjunto difuso, se definió en [223] como sigue, dados dos
conjuntos difusos 𝐹 y 𝐺:

(𝐹 ∩ 𝐺)(𝑜) ≔ mín(𝐹(𝑜), 𝐺(𝑜)), (2.7)

(𝐹 ∪ 𝐺)(𝑜) ≔ máx(𝐹(𝑜), 𝐺(𝑜)). (2.8)
Como puede comprobarse, estas definiciones extienden a la definición de inter-

sección y unión de conjuntos clásicos. Pero, al contrario de lo que sucede para los
conjuntos clásicos, podemos encontrar distintos pares de operaciones con los que
definir la unión e intersección de conjuntos difusos, de modo que que se reduzcan
a las operaciones originales cuando las aplicamos sobre conjuntos clásicos. Estas
operaciones son las t-normas y las t-conormas [1, 63, 64].

Definición 2.9: t-norma
Una t-norma es una función⊗ ∶ [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] que cumple las siguientes
propiedades para cualesquiera 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0, 1]:

1. ⊗(𝑎, 𝑏) = ⊗(𝑏, 𝑎),

2. ⊗(𝑎, 𝑏) ≤ ⊗(𝑐, 𝑑) si 𝑎 ≤ 𝑐 ∧ 𝑏 ≤ 𝑑,

3. ⊗(𝑎,⊗(𝑏, 𝑐)) = ⊗(⊗(𝑎, 𝑏), 𝑐),

4. ⊗(𝑎, 1) = 𝑎.
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Algunos ejemplos de t-normas bien conocidas son:

· ⊗(𝑎, 𝑏) = mín(𝑎, 𝑏),

· ⊗(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏,

· ⊗(𝑎, 𝑏) = máx(0, 𝑎 + 𝑏 − 1).

Por ejemplo, podríamos definir la intersección de dos conjuntos difusos 𝐺 y 𝐹
empleando la t-norma producto, con lo que tendríamos el conjunto difuso (𝐹 ∩
𝐺)(𝑜) = 𝐹(𝑜)𝐺(𝑜).

Lo mismo ocurre con la unión de conjuntos difusos empleando una t-conorma
cualquiera.

Definición 2.10: t-conorma
Una t-conorma es una función⊕ ∶ [0, 1]×[0, 1] → [0, 1] que cumple las siguientes
propiedades para cualesquiera 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0, 1]:

1. ⊕(𝑎, 𝑏) = ⊕(𝑏, 𝑎),

2. ⊕(𝑎, 𝑏) ≤ ⊕(𝑐, 𝑑) si 𝑎 ≤ 𝑐 ∧ 𝑏 ≤ 𝑑,

3. ⊕(𝑎,⊕(𝑏, 𝑐)) = ⊕(⊕(𝑎, 𝑏), 𝑐),

4. ⊕(𝑎, 0) = 𝑎.

Y algunos ejemplos de t-conormas son:

· ⊕(𝑎, 𝑏) = máx(𝑎, 𝑏),

· ⊕(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏,

· ⊕(𝑎, 𝑏) = mín(𝑎 + 𝑏, 1).

Al igual que definimos la intersección y la unión de conjuntos difusos, podemos
definir su complemento. Así, la forma más usual para definir el complemento de
un conjunto difuso 𝐹 ∈ ℱ(𝑂) es

𝐹(𝑜) ≔ 1 − 𝐹(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝑂. (2.9)

Y se demuestra que la complementación de conjuntos difusos, de modo que
extienda a la complementación clásica, se puede definir por medio de cualquier
función que sea de la forma de la función de la Ecuación 2.9 combinada con un
isomorfismo [202].

También podemos definir la inclusión de conjuntos de un modo que resulta
muy natural [223], otro concepto básico de la Teoría de Conjuntos que es necesario
extender al caso difuso. En la formamás básica o clásica, la inclusión entre conjun-
tos difusos se define como sigue:

𝐹 ⊆ 𝐺 ⟺
def

𝐹(𝑜) ≤ 𝐺(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝑂, 𝐹, 𝐺 ∈ ℱ(𝑂). (2.10)
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La Teoría de Conjuntos Difusos es muy amplia y podemos encontrar una gran
cantidad de conceptos y resultados en la literatura. Sin embargo, el objetivo de esta
sección es presentar los fundamentos de esta materia que serán necesarios en el
subsiguiente desarrollo de esta tesis.

A continuación, vamos a presentar una forma alternativa de representar los con-
juntos difusos ymanejar los conceptos difusos, la cual presenta interesantes propie-
dades algebraicas.

2.3.2 fundamentos de la representación por niveles

Ya hemos puesto anteriormente de manifiesto cómo, dependiendo de qué t-
norma, t-conorma y negación empleemos (⟨⊗,⊕,¬⟩), obtenemos distintas defini-
ciones para las operaciones entre conjuntos difusos. Así, como se indica en [188],
dependiendo de qué operaciones empleemos tendremos distintas operaciones con-
juntistas y, consecuentemente, distintas operaciones lógicas. Por lo tanto, las ope-
raciones lógicas del caso clásico pueden extenderse de infinitas formas distintas al
caso difuso, dependiendo de los operadores que escojamos para ello [171]. El con-
junto de operaciones que se derivan de la tripleta de operadores seleccionados se
denomina una teoría de conjuntos difusos.

Sin embargo, no hay una tripleta de operadores y, por tanto, no hay una teoría
de conjuntos difusos, que permita extender la lógica al caso difuso cumpliendo to-
das las propiedades que poseen las álgebras booleanas. A saber, para cualesquiera
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0, 1]:

1. Leyes de idempotencia: 𝑎 ⊗ 𝑎 = 𝑎, 𝑎 ⊕ 𝑎 = 𝑎.

2. Leyes de identidad: 𝑎 ⊗ 1 = 𝑎, 𝑎 ⊕ 0 = 𝑎.

3. Leyes de conmutatividad: 𝑎 ⊗ 𝑏 = 𝑏 ⊗ 𝑎, 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑏 ⊕ 𝑎.

4. Leyes de asociatividad: 𝑎⊗ (𝑏⊗ 𝑐) = (𝑎⊗ 𝑏)⊗ 𝑐, 𝑎 ⊕ (𝑏 ⊕ 𝑐) = (𝑎⊕ 𝑏) ⊕ 𝑐.

5. Leyes de distributividad: 𝑎 ⊗ (𝑏 ⊕ 𝑐) = (𝑎 ⊗ 𝑏) ⊕ (𝑎 ⊗ 𝑐), 𝑎 ⊕ (𝑏 ⊗ 𝑐) =
(𝑎 ⊕ 𝑏) ⊗ (𝑎 ⊕ 𝑐).

6. Leyes de absorción: 𝑎 ⊗ 0 = 0, 𝑎 ⊕ 1 = 1.

7. Ley de no contradicción: ¬(𝑎 ⊗ ¬𝑎) = 1.

8. Ley del tercero excluído: 𝑎 ⊕ ¬𝑎 = 1.

9. Ley de involución: ¬(¬𝑎) = 𝑎.

10. Leyes de De Morgan: ¬(𝑎 ⊗ 𝑏) = ¬𝑎 ⊕ ¬𝑏,¬(𝑎 ⊕ 𝑏) = ¬𝑎 ⊗ ¬𝑏.

Podemos encontrar estudios que demuestran que no hay una teoría de conjun-
tos difusos que pueda satisfacer la idempotencia y a la vez satisfacer las leyes de
no contradicción y del tercero excluído [64, 67]. Por lo tanto, no hay una teoría de
conjuntos difusos capaz de extender el álgebra booleana clásica al ámbito difuso
completamente [43].
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Sin embargo, el hecho de poder definir las operaciones de intersección, unión y
complemento a través de funciones, en este caso t-normas, t-conormas y negacio-
nes, puede ser interesante desde diversos puntos de vista. Como se indica en [188],
este tipo de extensiones permiten reducir la complejidad de las operaciones, ya he-
mos visto cómo las t-normas y t-conormas requieren de cómputos sencillos, y ade-
más reducen el almacenaje requerido por dichas operaciones.

También, el hecho de poder definir las operaciones conjuntistas mediante dis-
tintas funciones nos proporcionamayor flexibilidad, pudiendo escoger en cada caso
aquella tripleta de operadores quemejor se ajuste a nuestros propósitos. Sin embar-
go, distintos autores argumentan que estas ventajas pueden no ser interesantes en
algunos casos, teniendo en cuenta la interpretación semántica de los conjuntos di-
fusos [126]. Y que por lo tanto, el hecho de imponer que se expresen las operaciones
conjuntistas de este modo puede no resultar beneficioso. Sobre todo si considera-
mos que esto supone que no se cumplan algunas propiedades básicas de las álgebras
booleanas.

En consecuencia, el estudio de otros modelos de representación u otras teorías
que se alejen de este tipo de extensiones de las álgebras booleanas, y que presenten
otro tipo de propiedades interesantes, tiene especial interés [171]. Como se indica
en [188], en algunas aplicaciones puede resultar interesante dar una representación
de los conjuntos difusos que cumpla un cierto conjunto de propiedades como las
que hemos enumerado anteriormente, aunque ello conlleve perder la propiedad de
expresar las operaciones conjuntistas en término de distintas funciones.

En esta sección presentamos los fundamentos teóricos de la Representación por
Niveles (rn) [69, 70, 186, 187]. Esta teoría presenta interesantes propiedades desde
el punto de vista algebráico y computacional, como ya veremos. Por lo tanto, cons-
tituye una propuesta de gran relevancia en la extensión de las álgebras booleanas
al ámbito difuso, entre otras aplicaciones.

En esta propuesta semodelan los conceptos difusosmediante una asignación de
elementos a distintos niveles, lo que permite no solo representar conjuntos difusos,
sino que nos da una estructura más general. Esta representación tiene la particu-
laridad de que cumple todas las propiedades de las álgebras booleanas que hemos
citado anteriormente. A continuación, vamos a introducir los conceptos fundamen-
tales de esta teoría que emplearemos en el desarrollo de la tesis.

Así, dado un cierto universo𝑋 , se tiene la siguiente definición de representación
por niveles:

Definición 2.11: Representación por niveles [188]
Dado un universo𝑋 , una representación por niveles es un par (Λ, 𝜌), dondeΛ es un
conjunto finito de niveles y 𝜌 ∶ Λ → 2𝑋 es una función, que a cada nivel le asigna
un determinado subconjunto de elementos del universo 𝑋 .

Si pensamos en el caso particular de los conjuntos difusos, podemos ver su re-
presentaciónmediante 𝛼-cortes, que dábamos en la Definición 2.8, como un primer
ejemplo de representación por niveles. El conjunto difuso 𝐹 ∈ ℱ(𝑂) podría verse
como una representación por niveles 𝐹 ≔ (Λ𝐹 , 𝜌𝐹), donde

Λ𝐹 ≔ {𝛼 ∈ (0, 1] ∣ ∃𝑜 ∈ 𝑂 ∶ 𝐹(𝑜) = 𝛼}
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y 𝜌𝐹(𝛼) ≔ 𝐹𝛼, ∀𝛼 ∈ Λ𝐹 .
Pero la Representación por Niveles es muchomás flexible y tiene un gran poder

semántico, permitiéndonos representar una amplia multitud de estructuras. Para
ilustrar esto, podemos dar una representación por niveles en la cual los niveles aso-
ciados no estén anidados.

Ejemplo 2.2:
Podemos considerar un conjunto de niveles Λ𝐸 ≔ {1, 0.75, 0.5, 0.1}, y un universo
𝑋 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}. Entonces, podríamos definir la representación por niveles 𝐸 ≔
(Λ𝐸, 𝜌𝐸), dada por la Tabla 2.3.

𝛼 𝜌𝐸(𝛼)
1 {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}
0.75 {𝑐, 𝑑}
0.5 {𝑎}
0.1 {𝑎, 𝑏}

Tabla 2.3: Ejemplo de representación por niveles en la que los distintos niveles no
están anidados, como sí que ocurre con los 𝛼-cortes de un conjunto difuso.

Aquí podemos ver la capacidad expresiva de la Representación por Niveles, po-
niendo demanifiesto que su uso no ha de limitarse a la representación de conjuntos
o conceptos difusos.

Dado un cierto concepto representado por niveles, podemos distinguir el con-
junto de niveles correspondiente y la función 𝜌 asociada a él empleando como
subíndice el nombre del propio concepto. Y, además, notaremos del mismo mo-
do el concepto y su correspondiente representación por niveles. Así, tendríamos
que 𝐴 = (Λ𝐴, 𝜌𝐴).

Definición 2.12: Conjunto de representantes crisp de una rn [188]
Dada una representación por niveles 𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌𝐴), definimos el conjunto de sus
representantes crisp como

Ω𝐴 ≔ {𝜌𝐴(𝛼) ∣ 𝛼 ∈ Λ𝐴} (2.11)

Por ejemplo, para la representación por niveles de la Tabla 2.3, el conjunto de
sus representantes crisp sería el conjunto

Ω𝐸 = {{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}}.

Enmuchas ocasiones tendremos que combinar la información de dos represen-
taciones por niveles distintas𝐴 y𝐵, en las que sus conjuntos de niveles no coinciden
(Λ𝐴 ≠ Λ𝐵). En este caso habrá que extender ambas representaciones al conjunto
de niveles Λ𝐴 ∪ Λ𝐵. Para ello la siguiente definición es fundamental.
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Definición 2.13: Extensión de una rn [188]
Consideremos una representación por niveles (Λ, 𝜌), donde Λ ≔ {𝛼1,… , 𝛼𝑛} con
1 = 𝛼1 > 𝛼2 > ⋯ > 𝛼𝑚 > 𝛼𝑚+1 = 0. Sea 𝛼 ∈ (0, 1] tal que 𝛼𝑖 ≥ 𝛼 > 𝛼𝑖+1. Se define

𝜌(𝛼) ≔ 𝜌(𝛼𝑖).

Si consideramos la representación por niveles de la Tabla 2.3 y un 𝛼 = 0.6, por
ejemplo, entonces tendríamos que 𝜌𝐸(𝛼) = {𝑐, 𝑑}.

Teniendo en cuenta que podemos tener representaciones por niveles definidas
sobre un mismo universo, pero con conjuntos de niveles distintos, es interesante
saber cuándo dos representaciones contienen la misma información. Esto nos per-
mitiría, entre otras cosas, reducir la cantidad de información almacenada en una
base de conocimiento en la que se emplean representaciones por niveles para ma-
nejar la información.

Definición 2.14: Representaciones por niveles equivalentes [188]
Consideremos dos representaciones por niveles (Λ, 𝜌) y (Λ′, 𝜌′) sobre un cierto uni-
verso 𝑋 . Se dice que ambas representaciones son equivalentes, (Λ, 𝜌) ≡ (Λ′, 𝜌′),
cuando

𝜌(𝛼) = 𝜌′(𝛼), ∀𝛼 ∈ (0, 1].

También podemos notar esto como (Λ, 𝜌) = (Λ′, 𝜌′) cuando consideremos am-
bas representaciones extendidas a la unión de los niveles sobre los que se definen
cada una de ellas.

Como hemos indicado anteriormente, uno de los muchos usos que tienen las
representaciones por niveles es representar conjuntos difusos. Así, resulta intere-
sante ver cómo se definen o extienden las operaciones conjuntistas usuales sobre
conjuntos difusos a la Representación por Niveles:

Definición 2.15: Intersección y unión de representaciones por niveles [188]
Dadas dos representaciones por niveles 𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌𝐴) y 𝐵 ≔ (Λ𝐵, 𝜌𝐵) podemos
definir las siguientes:

𝐴 ∧ 𝐵 ≔ (Λ𝐴∧𝐵, 𝜌𝐴∧𝐵) con 𝜌𝐴∧𝐵(𝛼) ≔ 𝜌𝐴(𝛼) ∩ 𝜌𝐵(𝛼), (2.12)

𝐴 ∨ 𝐵 ≔ (Λ𝐴∨𝐵, 𝜌𝐴∨𝐵) con 𝜌𝐴∨𝐵(𝛼) ≔ 𝜌𝐴(𝛼) ∪ 𝜌𝐵(𝛼), (2.13)

donde Λ𝐴∧𝐵 = Λ𝐴∨𝐵 ≔ Λ𝐴 ∪ Λ𝐵.

Como podemos ver, al contrario que sucedía en la Teoría de Conjuntos Difusos
que hemos presentado en la sección anterior, la forma en la que se extienden estas
operaciones conjuntistas al ámbito difuso es única. Además de la unión e intersec-
ción entre representaciones por niveles, otra operación conjuntista básica es la de
complemento.
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Definición 2.16: Complemento de una representación por niveles [188]
Dada una representación por niveles 𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌𝐴), se define su complemento co-
mo la representación 𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌𝐴), donde

𝜌𝐴(𝛼) ≔ 𝜌𝐴(𝛼). (2.14)

En esta definición, entendemos que la operación de complemento se da en el
universo sobre el que se define la representación por niveles.

Para ver cómo se extienden estas operaciones conjuntistas al caso de la Repre-
sentación por Niveles vamos a considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3:
En la Tabla 2.4 definimos dos representaciones por niveles 𝐴 y 𝐵, y presentamos el
resultado de las operaciones conjuntistas que hemos visto anteriormente.

𝛼 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 ∪ 𝐵 𝐴 ∩ 𝐵 𝐴 ∪ 𝐵 𝐴 ∩ 𝐵
1 {𝑎, 𝑏} {𝑐, 𝑑} {𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑎, 𝑏, 𝑒} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} ∅ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}
0.5 {𝑎, 𝑏, 𝑒} {𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑒} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}
0.25 {𝑏, 𝑒} {𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑎, 𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏} {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑒} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}

Tabla 2.4: Resultado de aplicar las operaciones conjuntistas sobre dos representa-
ciones por niveles definidas en el universo 𝑋 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}. Para simplificar la
notación hemos representado por el nombre de la representación por niveles a la
correspondiente función 𝜌. Por ejemplo, 𝐴 ∩ 𝐵 nota a la función 𝜌𝐴∩𝐵.

Como podemos ver en las dos últimas columnas de la Tabla 2.4, se conservan
las leyes de De Morgan. Además, también volvemos a ver que los distintos niveles
de una representación por niveles no han de estar necesariamente anidados. Y que
podemos operar una rn anidada con una que no lo esté.

Como hemos dicho, en la Representación por Niveles las operaciones que se
definen tienen una única forma de hacerlo, con lo que perdemos esa flexibilidad
que comentábamos de las teorías de conjuntos difusos. Sin embargo, se demuestra
además en [188] que todas las operaciones que se realizan sobre representaciones
por niveles cumplen todas las propiedades de las álgebras booleanas que hemos
visto anteriormente. Por lo tanto, este tipo de mecanismos proporcionan una serie
de propiedades que pueden ser muy interesantes desde el punto de vista práctico.

Además, podemos extender esta idea de la Representación por Niveles que aca-
bamos de presentar para manejar otro tipo de conceptos que nos puedan resultar
interesantes. Podemos extender así dos conceptos propios de la Teoría de Conjun-
tos, como son el concepto de conjunto potencia y de producto cartesiano de un rn-
conjunto, que serán necesarios en los subsiguientes desarrollos teóricos. Veamos
cómo extendemos estas nociones.
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Definición 2.17: Conjunto potencia de un rn-conjunto
Dado un rn-conjunto 𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌𝐴), se define su conjunto potencia, 2𝐴, como un
rn-conjunto 2𝐴 ≔ (Λ𝐴, 𝜌2𝐴) con

𝜌2𝐴(𝛼) ≔ 2𝜌𝐴(𝛼). (2.15)

Definición 2.18: Producto cartesiano entre rn-conjuntos
Dados dos rn-conjuntos𝐴 y𝐵 se define su producto cartesiano comounrn-conjunto
𝐴 × 𝐵 ≔ (Λ𝐴×𝐵, 𝜌𝐴×𝐵), donde Λ𝐴×𝐵 ≔ Λ𝐴 ∪ Λ𝐵 y

𝜌𝐴×𝐵(𝛼) ≔ 𝜌𝐴(𝛼) × 𝜌𝐵(𝛼). (2.16)

Para ver estos conceptos podemos considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4:
En la Tabla 2.5 vemos un ejemplo de cómo se calcula el conjunto potencia y el
producto cartesiano de rn-conjuntos.

𝛼 𝐴 𝐵 2𝐴 𝐴 × 𝐵
0.25 {𝑎, 𝑏, 𝑐} {𝑑, 𝑒} {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}} {(𝑎, 𝑑), (𝑎, 𝑒), (𝑏, 𝑑), (𝑏, 𝑒), (𝑐, 𝑑), (𝑐, 𝑒)}
0.5 {𝑎, 𝑏} {𝑑, 𝑒} {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}} {(𝑎, 𝑑), (𝑎, 𝑒), (𝑏, 𝑑), (𝑏, 𝑒)}
1 {𝑎, 𝑏} {𝑒} {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}} {(𝑎, 𝑒), (𝑏, 𝑒)}

Tabla 2.5: Ejemplo del cálculo del conjunto potencia y el producto cartesiano de
rn-conjuntos definido en el universo 𝑋 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}.

Otro concepto que puede resultar interesante extender a la Representación por
Niveles puede ser el concepto de predicado 𝑛-ario, que nos será útil en el desarrollo
de esta tesis. Para poder tener un predicado lógico necesitamos una serie de varia-
bles sobre las cuales definir ese predicado. Así, en primer lugar hemos de presentar
el concepto de variable definida sobre un rn-dominio.

Definición 2.19: Variable definida sobre un rn-dominio
Una variable definida sobre un rn-dominio 𝑥 es una variable que toma valores
en un rn-conjunto, que podemos denominar su rn-dominio. Notaremos al rn-
dominio de una variable 𝑥 como la representación por niveles 𝐷𝑥 ≔ (Λ𝑥, 𝜌𝑥).

De aquí en adelante, por cuestiones de simplicidad, nos referiremos a las varia-
bles definidas sobre rn-dominios como rn-variables.

Una vez hemos definido lo que es una rn-variable podemos construir los pre-
dicados sobre rn-variables.
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Definición 2.20: Predicado 𝑛-ario sobre rn-variables
Un predicado 𝑛-ario sobre rn-variables es un predicado 𝑛-ario en el sentido de la
Lógica de Primer Orden, que está definido sobre rn-variables. Es decir, un predica-
do 𝑛-ario 𝑃(𝑥1,… , 𝑥𝑛), donde 𝑥𝑖 es un rn-variable, para todo 𝑖 = 1,… , 𝑛. Así, una
evaluación de un predicado 𝑛-ario sobre rn-variables será una representación por
niveles ‖𝑃‖ ≔ (Λ‖𝑃‖, 𝜌‖𝑃‖), para la que

Λ‖𝑃‖ ≔⋃
𝑖
Λ𝑥𝑖 , y

𝜌‖𝑃‖ ∶ Λ‖𝑃‖ → {V,F},
donde en cada nivel, 𝜌‖𝑃‖(𝛼) evaluará a verdadero o falso según la interpretación

del predicado, entendiéndolo como un predicado 𝑛-ario usual de la Lógica de Pri-
mer Orden definido sobre variables clásicas, cada una de las cuales tomará valores
en el correspondiente dominio 𝜌𝑥𝑖 (𝛼).

Diremos que unrn-predicado es cierto, viéndolo comouna fórmula bien forma-
da, si como fórmula evalúa a verdadero en todos los niveles en los que está definido.
En otro caso, daremos una medida gradual de la veracidad de dicho rn-predicado,
como veremos más adelante.

En el siguiente ejemplo, mostramos la evaluación de un predicado5 ternario.

Ejemplo 2.5:
En la Tabla 2.6, presentamos la evaluación del predicado ternario ∀𝑥, 𝑦(𝑥 ≥ 𝑦 →
∃𝑧, 𝑦 > 𝑧).

𝛼 𝐷𝑥 𝐷𝑦 𝐷𝑧 ∀𝑥, 𝑦(𝑥 ≥ 𝑦 → ∃𝑧, 𝑦 > 𝑧)
1 {2, 5, 6} {3, 4, 11} {2, 8, 9, 10} V
0.7 {5, 6} {3, 4} {2, 8, 9, 10} V
0.1 {5, 6} {3, 4} {8, 9, 10} F

Tabla 2.6: Evaluación del predicado ternario ∀𝑥, 𝑦(𝑥 ≥ 𝑦 → ∃𝑧, 𝑦 > 𝑧) definido
sobre sendas rn-variables. Para cada rn-variable, en la columna correspondiente
mostramos el rn-dominio donde toma valores.

Como hemos indicado en la Definición 2.20, cuando no tenemos que un predi-
cado es cierto en todos los niveles, entonces podemos dar una medida que de algún
modo resuma la información del valor de verdad del predicado en cada uno de los
niveles. Para comenzar podemos definir la siguiente distribución de probabilidad
relacionada con una representación por niveles determinada.

5En lo que sigue nos referiremos a los predicados definidos sobre rn-variables simplemente como
predicados, por cuestiones de brevedad.
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Definición 2.21: Distribución de probabilidad asociada a una representación por
niveles [186]
Consideremos una representación por niveles (Λ, 𝜌) con el conjunto de represen-
tantes crispΩ. Entonces, definimos la distribución de probabilidad asociada a esta
representación por niveles𝑚 ∶ Ω → [0, 1], dada por

𝑚(𝑌) ≔ ∑
𝛼𝑖 ∣𝑌=𝜌(𝛼𝑖)

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1). (2.17)

Más en general, si consideramos una cierta condición que podamos aplicar a
los subconjuntos del universo sobre el que se define la representación por niveles,
podemos definir la siguientemedida asociada a dicha condición para una represen-
tación por niveles.

Definición 2.22: Medida de una representación por niveles asociada a una pro-
piedad lógica
Consideremos una representación por niveles (Λ, 𝜌) definida sobre un universo 𝑋 .
Entonces, si 𝑃 es una condición lógica que puede aplicarse a los subconjuntos de
𝑋 , definimos la siguiente medida de (Λ, 𝜌) asociada a 𝑃 como sigue

𝜈𝑃((Λ, 𝜌)) ≔ ∑
𝛼𝑖 ∣𝑃(𝜌(𝛼𝑖))

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1). (2.18)

Veamos un ejemplo de esto. Si consideramos la condición 𝑃𝑖 definida como «𝑥𝑖
pertenece al conjunto», entonces, 𝜈𝑃𝑖 ((Λ, 𝜌))mide la pertenencia del elemento 𝑥𝑖 a
la representación por niveles. Y así, podemos traducir la información de esta rn al
conjunto difuso

𝜈𝑃1((Λ, 𝜌))/𝑥1 +⋯+ 𝜈𝑃𝑛((Λ, 𝜌))/𝑥𝑛.

Ejemplo 2.6:
Veamos para el rn-conjunto de la Tabla 2.3 el conjunto difuso, resumen de la infor-
mación representada en él, que obtenemos. Para ello, veamos en primer lugar en
qué niveles aparece cada uno de los elementos del universo 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}:

elemento niveles en los que aparece
𝑎 {1, 0.5, 0.1}
𝑏 {1, 0.1}
𝑐 {1, 0.75}
𝑑 {1, 0.75}
𝑒 ∅

Entonces, consideramos las propiedades 𝑃𝑖 y la medida que hemos definido en
la Ecuación 2.18, tenemos el siguiente conjunto difuso:

0.75/𝑎 + 0.35/𝑏 + 0.5/𝑐 + 0.5/𝑑 + 0/𝑒.
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También podemos, usando este mismo tipo de medidas, dar una medida del
grado de verdad de un predicado definido sobre rn-variables, empleando una con-
dición 𝑃V que sea verdadera en aquellos niveles en los que el predicado lo es.

Ejemplo 2.7:
Para el predicado del Ejemplo 2.5 tenemos que los niveles que consideramos son
{1, 0.7, 0.1}. Como el predicado es cierto en los niveles 1 y 0.7, tendríamos que su
medida gradual de verdad sería

(1 − 0.7) + (0.7 − 0.1) = 0.9.

Una vez hemos definido lo que es un predicado sobre rn-variables, podemos de-
finir algunos casos particulares que nos serán útiles en los subsiguientes desarrollos
teóricos. Así por ejemplo, nos será útil definir la inclusión entre rn-conjuntos.Dado
que cada rn-conjunto esta definido en una serie de niveles, tiene sentido estudiar
esta inclusión también por niveles, dando lugar al siguiente concepto.

Definición 2.23: rn-inclusión entre rn-conjuntos
Definimos la relación de rn-inclusión entre rn-conjuntos como un predicado ⊆
(𝐴, 𝐵), donde𝐴 y𝐵 son dos rn-variables que representanrn-conjuntos y que toman
valores en el conjunto potencia de un cierto rn-dominio. La evaluación de este
predicado será una representación por niveles (Λ𝐴⊆𝐵, 𝜌𝐴⊆𝐵), donde Λ𝐴⊆𝐵 ≔ Λ𝐴 ∪
Λ𝐵 y

𝜌𝐴⊆𝐵(𝛼) ≔ {V 𝜌𝐴(𝛼) ⊆ 𝜌𝐵(𝛼),
F en otro caso. (2.19)

Si el rn-predicado⊆ (𝐴, 𝐵) es cierto lo notaremos por𝐴 ⊆ 𝐵. En caso contrario,
daremos una medida gradual de la validez de este predicado como hemos indicado
anteriormente.

También podemos definir el predicado de igualdad entre rn-conjuntos. Su defi-
nición resulta trivial si nos valemos de la definición del predicado ⊆ (𝐴, 𝐵), puesto
que bastará con combinar los valores de verdad en cada uno de los nivelesmediante
una conjunción lógica clásica.

Con estas definiciones, que como podemos ver resultan muy naturales, finali-
zamos el repaso a los fundamentos de la Representación por Niveles que nos se-
rán necesarios en el desarrollo de esta tesis en los siguientes capítulos. Así, en este
capítulo hemos presentado las herramientas teóricas que serán necesarias en los
siguientes capítulos.

En el Capítulo 3 veremos con más profundidad cómo se emplea la Teoría de
Conjuntos Difusos en el problema de la Generación de Expresiones de Referencia
cuando se maneja información vaga o imprecisa.



Capítulo 3

Vaguedad en el Problema de la
Generación de Expresiones de
Referencia

Como hemos visto en los capítulos anteriores, la vaguedad es uno de los princi-
pales asuntos a abordar a la hora de tratar el problema de la Generación de Expre-
siones de Referencia. Sobre todo en aquellos sistemas que pretendan comunicarse
de un modo natural con el usuario. En este capítulo profundizamos en la presen-
cia de la vaguedad en el problema de Generación de Expresiones de Referencia.
Así, estudiaremos una de las principales cuestiones a tratar cuando introducimos
vaguedad en las expresiones de referencia que generamos: el problema de cómo
medir el éxito referencial. Algo que, como veremos, se convierte también en una
cuestión gradual.

3.1 el rol de la gradualidad en el problemade generaciónde expre-
siones de referencia

Llegados a este punto, es claro cómo la vaguedad está presente en nuestro día
a día. La información vaga o gradual puede encontrarse con facilidad en múltiples
situaciones cotidianas. La vaguedad está presente en atributos tan básicos y de tan
frecuente uso como el color o el tamaño de los objetos. También la encontramos
en los cuantificadores que incluimos para aportar mayor información en nuestras
descripciones [60, 96], como cuando indicamos que «la mayoría de franceses son
altos» o «aproximadamente la mitad de pelotas son azules». Así, la vaguedad está
presente en la mayoría de conceptos mentales que manejamos a diario en nuestra
comunicación [183].

Son multitud las muestras que podemos encontrar de la presencia de la vague-
dad en el lenguaje natural. En concreto, el libro de Kees van Deemter [57] dedica
su primera parte a mostrar cómo la vaguedad está presente en la comunicación
humana permanentemente.
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Aunque podemos encontrar, como se pone demanifiesto en elmismo libro [57],
distintos tipos de vaguedad en el lenguaje natural, en esta tesis nos centramos, al
igual que en [52], en la vaguedad presente en los adjetivos. En el día a día, los ad-
jetivos son piezas fundamentales de las descripciones que producimos en nuestra
comunicación natural. Sin ir más lejos, en [52] se indica que, entre las primeras pa-
labras que aprendemos a utilizar, podemos encontrar multitud de adjetivos [162].
Y, por lo tanto, se hace patente la necesidad de prestar especial atención al manejo
de estos adjetivos vagos o, como se denominan en [52], graduales, en los sistemas
que desarrollemos para tratar el problema de Generación de Expresiones de Refe-
rencia.

Dentro de la tarea de Generación de Expresiones de Referencia distinguimos
dos problemas que se han de resolver: Por un lado, tenemos que prestar atención al
manejo de estos conceptos o adjetivos graduales, empleando una buena represen-
tación de la semántica de losmismos. Por otro, deberemosmedir el grado de verdad
de las expresiones de referencia generadas. Debido a que estamos trabajando con
propiedades graduales, determinar si una expresión de referencia puede aplicarse
a un objeto determinado será también una cuestión gradual. Lo mismo ocurrirá
con otra medida central en el problema de Generación de Expresiones de Referen-
cia como es el éxito referencial. Veremos más adelante cómo el éxito referencial se
convierte, en un ámbito difuso, en un concepto gradual que necesita de medidas
adecuadas.

Manejar los adjetivos graduales que encontramos en el lenguaje natural impli-
ca una correcta representación de los mismos en la computadora. Es decir, para
poder construir un sistema capaz de utilizar correctamente estos adjetivos, se ha
de representar correctamente la semántica de estos. Con lo que, en primer lugar,
hemos de abordar el Problema de Anclaje de Símbolos que hemos introducido en
la Sección 2.3.

En la literatura podemos encontrar distintos modos de enfocar el problema de
la Generación de Expresiones de Referencia empleando propiedades graduales. Al-
go que puede diferenciar unas propuestas de otras es el modo en el que manejan o
representan la semántica de los adjetivos vagos. En [52] se presentan los adjetivos
vagos como adjetivos asociados con un valor numérico, que luego será traducido
a una etiqueta o expresión lingüística determinada. Y en esta línea repasan tres
propuestas de la literatura que realizan, de un modo u otro, este proceso de «susti-
tución».

En primer lugar, se puede partir de una asociación de etiquetas a valores de
forma fija, como sucede por ejemplo en el sistema fog [98]. Este sistema genera
descripciones de datos meteorológicos. Como muestra de esta estrategia, podemos
considerar la siguiente asignación para el atributo relativo a la fuerza del viento, el
cual se puede relacionar con el dato numérico dado por la velocidad del viento, que
a continuación notamos por 𝑣.

fuerza del viento ≔
⎧
⎨
⎩

fuerte 𝑣 ≥ 62𝑘𝑚/ℎ,
moderado 12𝑘𝑚/ℎ ≤ 𝑣 < 62𝑘𝑚/ℎ,
flojo 12𝑘𝑚/ℎ ≥ 𝑣.
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En este caso se ha utilizado la escala de Beaufort para la fuerza de los vientos pa-
ra definir, a modo de ejemplo, una asociación de etiquetas lingüísticas a distintas
velocidades del viento. Pero esta asignación de etiquetas lingüísticas a datos nu-
méricos podría venir fijada por otro criterio, como puede ser el producido por un
experto. Sin embargo, esta opción es muy rígida, ya que se asignan las etiquetas de
una forma externa y ajena al usuario final del sistema que estamos construyendo.
Así, otra aproximación más flexible, en la que sea el usuario el que fije estos in-
tervalos para asignar una etiqueta lingüística u otra a un atributo [52], sería más
recomendable, como se propone en [179]. Aun así, hemos de puntualizar que estas
primeras aproximaciones no hacen más que una discretización de un continuo de
valores que, aunque proporciona una forma lingüística de expresar una informa-
ción numérica, no llega a tener la potencia de la Teoría de Conjuntos Difusos que
hemos presentado en la Sección 2.3.1.

Por último, en [52] se cita la propuesta de [55] en la cual se determina qué eti-
queta lingüística asociar a un dato dependiendo del contexto. En [52] se explica
cómo decidir si asociar a una determinada pieza musical la etiqueta «famosa», se-
gún el número de veces que esa obra ha sido escuchada en comparación con la
media del resto de obras que se consideran. Pero nuevamente no se establece en
qué grado dicho adjetivo puede ser aplicado al objeto; simplemente se determina,
según el contexto, si el adjetivo puede aplicarse al objeto o no. Por tanto, este tipo de
aproximaciones no presentan la misma complejidad y flexibilidad que el lenguaje
natural. La Teoría de Conjuntos Difusos sí que ofrece un marco en el cual plasmar
y manejar esta gradualidad propia del lenguaje natural.

Por ejemplo, la Teoría de Conjuntos Difusos se ha usado profusamente [2] pa-
ra dar mayor flexibilidad y capacidad semántica a las consultas sobre una base de
datos. Y en [130] se presenta una propuesta para construir prototipos difusos pa-
ra describir conjuntos de datos. Así, se construye un prototipo para cada grupo de
datos que se haya encontrado mediante un proceso de agrupamiento. En la misma
línea tenemos el trabajo de [157].

En [130] se explica cómo los prototipos difusos pueden ser más precisos y ade-
cuados en muchas situaciones. En el trabajo se da como ejemplo el caso de generar
un prototipo de una persona de origen francés. En lugar de usar, por ejemplo, la
media numérica de la altura de los franceses, que sería un enfoque clásico como en
el algoritmo de 𝑘-medias, se propone dar el prototipo «las personas francesas son
bastante altas», expresando así la información de una forma lingüística y natural.

Además, las tres propuestas que hemos presentado anteriormente, y según la
revisión de [52], se centran en adjetivos que se ven afectados por el contexto, como
puede ser el tamaño de los objetos. Pero hay ocasiones en las cuales los adjetivos
presentan vaguedad y son graduales pese a no tener una dependencia del contexto.
Pensemos por ejemplo en una propiedad tan básica como es el color.

Podemos ver un color representado en el modelo de color hsv en el cual los
colores se definen sobre tres dimensiones: el matiz, la saturación y el brillo. En este
modelo, el matiz determinaría de qué gama de color estamos hablando; si es un
color rojo o uno azulado. Luego, el color base dado por el matiz se ve modificado
según la saturación y el brillo escogidos. Partiendo de este modelo, podríamos asig-
nar a cada color tres etiquetas lingüísticas distintas, una por cada dimensión, y así
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combinarlas para formar el nombre o etiqueta lingüística de ese color, como por
ejemplo «rojo oscuro grisáceo».
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Figura 3.1: Partición difusa del rango [0, 2𝜋] del matiz en el modelo hsv y etiquetas
lingüísticas asociadas.

En la Figura 3.1 hemos presentado una posible partición difusa para la dimen-
sión del matiz en el modelo hsv. Entonces podemos asignar a cada uno de los
conjuntos difusos que en ella se definen, cada unas de las funciones de membre-
sía trapezoidales que aparecen, una etiqueta lingüística determinada como las que
mostramos en la misma figura. Hemos de señalar que esta es solo una posible re-
presentación del color, y que podríamos haber modelado este concepto de otro mo-
do. Así, podríamos haber elegido otro número de conjuntos para la partición, otro
tipo de función de membresía para los mismos u otras etiquetas lingüísticas. Si es-
tuviéramos construyendo una aplicación para trabajar con niños y niñas en edad
escolar, entonces quizás no tendría sentido emplear una granularidad tan alta o
unas etiquetas lingüísticas tan específicas para describir los colores, puesto que no
sabrían identificarlos; podríamos limitarnos a un conjunto de etiquetas lingüísticas
más básico.

Tambiénpodríamos definir estas funciones demembresía de otromodo. En [195]
encontramos una propuesta para definir estas funciones empleando diagramas de
Voronoi y un conjunto de colores prototípicos. Por ejemplo, aquellos colores que
sabemos que conoce el usuario. Una vez establecidos estos prototipos, midiendo la
distancia de un color dado a cada uno de esos colores prototípicos, establecemos en
qué medida, en qué grado, ese color puede ser referenciado con la etiqueta lingüís-
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tica asociada a cada uno de los colores prototípicos.
Como hemosmencionado con anterioridad, y hemos visto en el ejemplo del co-

lor, la Teoría de ConjuntosDifusos es una de las herramientas quemejor se adecuan
para modelar propiedades graduales [113, 183]. Como se indica en [143], podemos
representar la semántica de un concepto gradual «atómico» o simple por medio de
un cierto conjunto difuso, como hemos hecho en el caso del color con la representa-
ción de la Figura 3.1. Cada propiedad, rojo o azul por ejemplo, se modela mediante
un cierto conjunto difuso definido sobre el universo que corresponda, en este caso
el valor del matiz en el modelo hsv. Todos estos conjuntos forman una partición
difusa que nos permite modelar el atributo o el concepto gradual del color de un
modo más natural y similar al sistema que empleamos los humanos para modelar
este tipo de conceptos, como se pone de manifiesto en los estudios de [183].

Entonces, podemos combinar la semántica de conceptos simples para modelar
conceptos derivados. Así, en el ejemplo anterior hemos combinado las etiquetas
lingüísticas correspondientes a las tres dimensiones delmodelo hsv para obtener el
nombre preciso del color correspondiente. Esto lo hacemos por medio de t-normas
y t-conormas que, como hemos comentado en la Sección 2.3.1, es el modo usual
con el que se define la unión e intersección de conjuntos difusos.

Como se indica en [10], dos usuarios distintos pueden referirse al mismo color
con etiquetas lingüísticas distintas. Mientras que un usuario puede referirse a un
color como «rosa claro», otro puede identificar ese color como «salmón». Por lo
que la semántica de un determinador concepto gradual puede variar de un usuario
a otro. Por ello es importante emplear una herramienta flexible en la que el usuario
pueda establecer esta semántica o estas particiones difusas, para adaptar así el sis-
tema al usuario final del mismo. Como vemos, modelar la semántica de una cierta
propiedad vaga no resulta trivial, ya que la semántica de un cierto término lingüís-
tico depende de múltiples factores.

Sin embargo, la comunicación humana es tan rica y compleja que, aunque dos
usuarios manejen dos representaciones semánticas distintas de una misma propie-
dad, la tarea comunicativa de referirse a un objeto en un universo de discurso por
medio de esa propiedad puede resultar efectiva. Como se analiza en [10], el recep-
tor puede, a pesar de la representación propia que tenga de los colores, asociar con
la descripción proporcionada por el emisor aquel objeto que mejor encaje con la
misma. Identificando así el objeto que para él es color salmón como el objeto rosa
claro que ha indicado su interlocutor.

Del mismomodo, en [74] se pone de manifiesto cómo el contexto puede afectar
a la semántica de los adjetivos que empleamos. En este trabajo se indica cómo los
adjetivos en su forma básica, sin usar comparativos o superlativos, son más sensi-
bles al contexto. Y cómo podemos emplear, por ejemplo, la expresión de referencia
«la carretera larga» para una carretera que en comparación con otra tenga más ki-
lómetros, aunque esta carretera, en general, no fuese considerada una carretera de
gran longitud.

Por tanto, con las ideas que acabamos de presentar en esta sección, hemos pues-
to de manifiesto que el modelado de conceptos graduales es una tarea que, no solo
es fundamental para construir un sistema de comunicación natural adecuado, sino
que además es una tarea compleja y a la que hay que prestar especial atención a fin
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de obtener los resultados deseados.
Un ejemplo de sistemas para los que es importante realizar este modelado de

la forma adecuada son los sistemas que generan resúmenes lingüísticos (linguistic
summaries). Estos resúmenes tienen la intención de describir la información conte-
nida en un conjunto de datos mediante un texto que resulte natural para el usuario.
Esto es de gran utilidad si tenemos en cuenta la ingente cantidad de datos que se
recogen día a día, por ejemplo, a partir de la multitud de sensores de distintos tipos
que encontramos en diversos lugares. Por lo que generar una descripción lingüística
de esos datos, que describa de unmodo natural al usuario la información contenida
en ellos será de mucha más utilidad [208]. A modo de aplicación, podemos gene-
rar informes a partir de los datos recogidos por distintos sensores que asistan en
la detección temprana del deterioro físico o cognitivo de personas en edad avanza-
da [111, 182].

Dentro de los resúmenes lingüísticos podemos considerar los resúmenes lin-
güísticos graduales, los cuales son textos compuestos por un conjunto de protofor-
mas lingüísticas [210]. Estas protoformas, en su forma más básica pueden seguir
los esquemas

𝑄 𝑦 son 𝑃,
𝑄 𝑅 𝑦 son 𝑃, (3.1)

donde 𝑄 es un cuantificador lingüístico, como por ejemplo la mayoría, 𝑃 es un
resumen o una descripción como costosos de reparar, 𝑅 es un cualificador como
alto impacto e 𝑦 representa los objetos o elementos que se están describiendo, como
los problemas a describir detectados por un sistema de detección de fallos [210]. Así
tendríamos como ejemplo la expresión «lamayoría de los fallos de alto impacto son
costosos de reparar».

Las protoformas que podemos emplear en estos resúmenes son muy variadas.
Así, los autores en [8] realizan un estudio sobre el uso de este tipo de expresiones,
para ver en qué situaciones los usuarios usan un tipo de sentencias u otro. De este
modo podremos adaptarnos a la forma de expresarse del usuario y generar un sis-
tema que se comunique con él del modo más natural posible. De hecho, como ya
comentamos en el Capítulo 1, la comunicación, y en particular las expresiones de
referencia que generamos, se ve afectada por el contexto en el que se produce. Por
todo ello, podemos ver que la generación de resúmenes lingüísticos no es una tarea
trivial. En [194] encontramos una metodología para diseñar este tipo de sistemas
de modo que la generación de resúmenes lingüísticos sea eficiente.

Además, también es necesario medir la calidad del resumen lingüístico gene-
rado, empezando por la veracidad del mismo. En particular, habrá que calcular el
grado de verdad de las protoformas que conforman el resumen. Esto no es algo tri-
vial, puesto que al estar trabajando con propiedades graduales, este veracidad será
también gradual. En la literatura podemos encontrar diversos métodos para cal-
cular el grado de verdad de una sentencia cuantificada [60] como las que hemos
introducido en la Ecuación 3.1.

Asimismo, y tal como vimos en la Sección 2.1.2, otras muchas medidas de ca-
lidad pueden ser tenidas en cuenta en el proceso de generación de resúmenes lin-
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güísticos [131].
A continuación, vamos a centrarnos en la medida de un concepto de gran re-

levancia para el problema de Generación de Expresiones de Referencia: el éxito
referencial. Este concepto, al igual que otras medidas que acabamos de ver, será un
concepto gradual, con lo que veremos cómo interpretar ymedir dicha gradualidad.

3.2 éxito referencial como un concepto gradual

En el Capítulo 2 presentamos la noción de éxito referencial. Una expresión de
referencia tiene éxito referencial cuando identifica unívocamente al objeto para el
que se generó. En la Ecuación 2.1 dimos una formalización de éxito referencial
cuando consideramos expresiones de referencia formadas por una conjunción de
propiedades crisp. Una expresión de referencia 𝑟𝑒, entendida como una conjunción
de propiedades, tiene éxito referencial para el objeto 𝑜 si se cumple que

⋂
𝑝∈𝑟𝑒

⟦𝑝⟧ = {𝑜}.

Dicho de otro modo, la expresión de referencia tiene éxito referencial para el
objeto si este es el único objeto que presenta todas y cada una de las propiedades
que conforman la expresión. Y, por lo tanto, no hay ningún distractor que presente
todas las propiedades.

Pensemos ahora en lo que ocurre cuando estamos trabajando en un ámbito gra-
dual en el que las propiedades son vagas y, por lo tanto, los objetos presentan dichas
propiedades en un cierto grado. Entonces, para una propiedad gradual, como por
ejemplo rojo, el conjunto ⟦rojo⟧ será un conjunto difuso, donde 𝜇rojo vendrá dada
por el grado en el que cada uno de los objetos del universo de discurso presenta
dicha propiedad. Con lo cual, el conjunto de objetos referidos por una cierta expre-
sión de referencia será un conjunto difuso, por lo que medir el éxito referencial de
la misma será una cuestión gradual.

Veamos en primer lugar cómo podemos medir el grado de verdad de una ex-
presión de referencia para un cierto objeto. Es decir, en qué grado la expresión de
referencia puede aplicarse a dicho objeto. El grado de verdad de la expresión de
referencia vendrá dado por el grado en el cual el objeto presenta cada una de las
propiedades que aparecen en ella. Para combinar el grado en el que se da cada una
de las propiedades o, dicho de otro modo, el grado de verdad de la proposición «el
objeto 𝑜 es 𝑝», que viene dado por 𝜇𝑝(𝑜) ≔ 𝑝(𝑜), podemos usar, como ya indicamos
anteriormente, una t-norma. Así, el grado de verdad de una expresión de referen-
cia 𝑟𝑒 ≔ {𝑝1,… , 𝑝𝑛}, formada por una conjunción de propiedades, para un objeto 𝑜
vendrá dado por la siguiente expresión [92]:

acc𝑟𝑒(𝑜) ≔
𝑛

⨂
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑜). (3.2)

Partiendo de esta idea, definimos el siguiente conjunto difuso que emplearemos
para proveer a lasmedidas de éxito referencial de una axiomática, a partir de la cual
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podremos realizar nuevas aportaciones en el campo de las medidas de éxito refe-
rencial, construyendo nuevas medidas que cumplan dichos axiomas. Para definir
este conjunto difuso en ℱ(𝒪)medimos el grado de verdad de una cierta expresión
de referencia para cada uno de los universos de discurso.

𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≔ acc𝑟𝑒(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝒪. (3.3)

Podemos interpretar este conjunto como la información que aporta la expresión
de referencia sobre a qué objeto se refiere. Consideremos una cierta expresión de
referencia 𝑟𝑒 para la que se cumpla que

𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 𝛼, ∀𝑜 ∈ 𝒪, 𝛼 ∈ [0, 1].

Esta expresión de referencia no aportará ninguna información, ya que todos los
objetos son referidos por ella en la misma medida, con lo que el usuario no sabría
a qué objeto nos estamos refiriendo.

Del mismo modo, si para un cierto objeto se tiene que acc𝑟𝑒(𝑜) = 0, entonces
la expresión de referencia no sería válida para referirlo. Y también es probable que
ocurra esto si 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 𝜖, siendo 𝜖 ∈ [0, 1] un grado muy bajo.

En esta línea, podemos establecer la siguiente axiomática, o conjunto de propie-
dades deseables, para toda medida de éxito referencial para expresiones de referen-
cia con propiedades graduales, dando lugar a una definición axiomática de este tipo
de medidas. En la literatura no hemos encontrado una propuesta para axiomatizar
la familia de medidas de éxito referencial. Establecer un conjunto de propiedades
que, atendiendo a la semántica del concepto de éxito referencial, todamedida debe-
ría cumplir, nos permite construir medidas teniendo en cuenta estas propiedades y
que, por tanto, serán adecuadas para tal propósito.

Definición 3.1: Medida de éxito referencial
Consideremos un universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos 𝒪 y
un conjunto de propiedades𝒫, que cada objeto puede presentar en un cierto grado.
Entonces, una medida de éxito referencial es una función 𝑟𝑠 ∶ 2𝒫 ×𝒪 → [0, 1] que
cumple:

1. 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 1 ⟺ 𝑂𝑟𝑒 = {𝑜}.

2. Si 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 0 entonces 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 0.

3. Si 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≤ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖), ∀𝑜𝑖 ∈ 𝒪 ⧵ {𝑜} y además 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜), entonces
𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) ≥ 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑜).

La tercera propiedad viene a decir que, cuanto mayor sea el grado en el que se
puede aplicar la expresión de referencia al objeto 𝑜, y menor sea este grado para
los distractores, mayor es el éxito referencial de la expresión de referencia para este
objeto.

Entonces, el problema de Generación de Expresiones de Referencia en un ám-
bito gradual puede formalizarse como sigue.
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Problema 3.1: Problema de Generación de Expresiones de Referencia con pro-
piedades graduales
En un universo de discurso con propiedades graduales, dado un objeto 𝑜 ∈ 𝒪, se
ha de encontrar una expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫, tal que

(𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) > 0) ∧ (𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) > 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜𝑖), ∀𝑜𝑖 ∈ 𝒪 ⧵ {𝑜}),

y que maximice el éxito referencial para el objetivo. Es decir, que se de que

𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) ≥ 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑜), ∀𝑟𝑒′ ⊆ 𝒫.

Por lo tanto, como ya hemos puesto de manifiesto con anterioridad, medir el
éxito referencial es una tarea central para resolver el problema de Generación de
Expresiones de Referencia con propiedades graduales. A continuación, vamos a ver
cómo podemos construir medidas de éxito referencial siguiendo la Definición 3.1
en un ámbito gradual.

3.2.1 una medida de éxito referencial basada en 𝛼-cortes

Como ya hemos visto en la Sección 2.1, en la literatura podemos encontrar mu-
chas propuestas y algoritmos para abordar el problema de la Generación de Expre-
siones de Referencia en el caso clásico. Unmodo de aprovechar todos estos desarro-
llos teóricos y técnicos en un ámbito gradual es emplear unmecanismo que traslade
el problema de un ámbito gradual a un problema o problemas en un ámbito clásico.

Esto lo podemos hacer fijando un cierto nivel de confianza a partir del cual
consideremos que el grado de verdad es suficiente para considerar que es cierto en el
sentido crisp. Evidentemente, distintos niveles de confianza darán lugar a distintos
escenarios. Y en cada uno de estos escenarios crisp podremos tratar el problema de
Generación de Expresiones de Referencia desde una perspectiva clásica.

Siguiendo esta idea, a continuación vamos a presentar una medida de éxito re-
ferencial en un ámbito gradual basada en 𝛼-cortes. Para ello consideraremos el con-
junto de 𝛼-cortes con el que podemos representar un conjunto difuso. En cada uno
de estos niveles, que nos llevarán a distintos escenarios crisp, mediremos el éxi-
to referencial de la forma usual que hemos presentado en la Ecuación 2.1, donde
consideramos que las expresiones de referencia son conjunciones de propiedades.

Antes de introducir esta medida tenemos que presentar algunas definiciones
previas.

Definición 3.2: 𝛼-corte de una propiedad difusa
En un cierto universo de discurso, consideremos una propiedad difusa1 𝑝. Enton-
ces, dado un 𝛼 ∈ [0, 1], definimos su 𝛼-corte, ⟦𝑝⟧𝛼, como el conjunto clásico que
viene dado por el 𝛼-corte del conjunto difuso 𝑂{𝑝}.

1Cuandohablamos de propiedades difusas, estamos haciendo referencia a propiedades graduales que
se están representando por medio de conjuntos difusos, y que se manejan a través de elementos propios
de la Teoría de Conjuntos Difusos. Estos es solo un modo de representar y manejar esta gradualidad
propia del lenguaje, y podemos encontrar otras estrategias paramanejar esta gradualidad en la literatura.
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Apartir de los𝛼-cortes de una propiedad difusas, podemos introducir la siguien-
te definición en la que vemos el éxito referencial por niveles.
Definición 3.3: Éxito referencial en un nivel 𝛼
Consideremos una expresión de referencia 𝑟𝑒 ≔ {𝑝1,… , 𝑝𝑛}, un 𝛼 ∈ [0, 1] y 𝑜 ∈ 𝒪.
Entonces, decimos que 𝑟𝑒 tiene éxito referencial para 𝑜 en el nivel 𝛼 si, y solamente
si,

⋂
𝑝∈𝑟𝑒

⟦𝑝⟧𝛼 = {𝑜}. (3.4)

Por lo tanto, tenemos que una determinada expresión de referencia en un ám-
bito gradual puede tener éxito referencial para un objeto en unos niveles determi-
nados, y no tenerlo en otros. Podemos introducir el siguiente conjunto de valores,
que contiene los niveles en los que la expresión de referencia tiene éxito referencial
para un cierto objeto en un universo de discurso.
Definición 3.4: Conjunto de validez de una expresión de referencia para un cierto
objeto
En un cierto universo de discurso, dada una expresión de referencia 𝑟𝑒 y un objeto
𝑜 ∈ 𝒪, definimos el siguiente conjunto:

𝑉𝑜
𝑟𝑒 ≔ {𝛼 ∈ [0, 1] ∣ ⋂

𝑝∈𝑟𝑒
⟦𝑝⟧𝛼 = {𝑜}} . (3.5)

Proposición 3.1:
En un cierto universo de discurso, dada una expresión de referencia 𝑟𝑒 y un objeto
𝑜 ∈ 𝒪, si el conjunto 𝑉𝑜

𝑟𝑒 ≠ ∅, entonces es un intervalo contenido en el [0, 1].
Demostración: Para cada nivel, estamos considerando la intersección de los 𝛼-

cortes de las propiedades de 𝑟𝑒 en dicho nivel. Por lo tanto, tenemos que

⋂
𝑝∈𝑟𝑒

⟦𝑝⟧𝛼 = (𝑂𝑟𝑒)𝛼,

donde definimos el conjunto 𝑂𝑟𝑒 considerando como t-norma el mínimo, como
es usual.

Como hemos indicado en la Ecuación 2.6, existe un anidamiento entre los 𝛼-
cortes de un conjunto difuso. Por lo tanto, tenemos que si 𝛼 > 𝛽, entonces (𝑂𝑟𝑒)𝛼 ⊆
(𝑂𝑟𝑒)𝛽. En consecuencia, no existe 𝛿 ∈ [0, 1], con 1 ≥ 𝛼 > 𝛿 > 𝛽 > 0, tal que
(𝑂𝑟𝑒)𝛼 = (𝑂𝑟𝑒)𝛽 = {𝑜} y (𝑂𝑟𝑒)𝛿 ≠ {𝑜}. Con lo que el conjunto 𝑉𝑜

𝑟𝑒 es un intervalo en
[0, 1], como queríamos demostrar. □

A partir de este conjunto de validez proponemos la siguiente medida de éxito
referencial.
Definición 3.5: Medida de éxito referencial basada en 𝛼-cortes

𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) ≔ {𝛼1(𝛼1 − 𝛼2), 𝑉𝑜
𝑟𝑒 ≠ ∅,

0 en otro caso. (3.6)
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Donde 𝛼1 = sup(𝑉𝑜
𝑟𝑒) y 𝛼2 = ínf(𝑉𝑜

𝑟𝑒).

Vamos a ver que esta medida cumple las propiedades de la Definición 3.1. Para
ello hemos de considerar el siguiente resultado intermedio.

Proposición 3.2:
Consideremos una expresión de referencia 𝑟𝑒 en un universo de discurso. Toma-
mos entonces la permutación de elementos en 𝒪 {𝑜1,… , 𝑜𝑚}, con 𝑚 ≥ 2, tal que
𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≥ 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖+1), ∀1 ≤ 𝑖 < 𝑚. Sea 𝑜 ∈ 𝒪 con 𝑉𝑜

𝑟𝑒 ≠ ∅. Entonces se da que:

1. 𝑜 = 𝑜1.

2. 𝛼1 = 𝑂𝑟𝑒(𝑜) > 𝑂𝑟𝑒(𝑜2) = 𝛼2.

Demostración:

1. Si 𝑜 ≠ 𝑜1 o 𝑂𝑟𝑒(𝑜1) = 𝑂𝑟𝑒(𝑜2), entonces no existe 𝛼 ∈ [0, 1] tal que (𝑂𝑟𝑒)𝛼 =
{𝑜}, y por tanto tenemos que 𝑉𝑜

𝑟𝑒 = ∅, lo que es una contradicción. Con lo que
𝑜 = 𝑜1 y 𝑂𝑟𝑒(𝑜1) > 𝑂𝑟𝑒(𝑜2).

2. Para cualquier 𝛼 > 𝑂𝑟𝑒(𝑜), tenemos que (𝑂𝑟𝑒)𝛼 = ∅. Por otro lado, para
aquellos 𝛼 tales que 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝛼 > 𝑂𝑟𝑒(𝑜2), (𝑂𝑟𝑒)𝛼 = {𝑜}. Y por último, para
aquellos 𝛼 con 𝑂𝑟𝑒(𝑜2) ≥ 𝛼, se tiene que {𝑜, 𝑜2} ⊆ (𝑂𝑟𝑒)𝛼, con lo que (𝑂𝑟𝑒)𝛼 ≠
{𝑜}. Con este análisis observamos que 𝑉𝑜

𝑟𝑒 = {𝛼 ∈ [0, 1] ∣ 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝛼 >
𝑂𝑟𝑒(𝑜2)}, es decir, 𝛼1 = 𝑂𝑟𝑒(𝑜) > 𝑂𝑟𝑒(𝑜2) = 𝛼2.

□

Proposición 3.3:
La medida definida en la Ecuación 3.6 verifica los axiomas de la Definición 3.1.

Demostración:

1. 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 1 si, y solo si, 𝛼1 = 1 y 𝛼2 = 0. Y como 𝑉𝑜
𝑟𝑒 ≠ ∅, esto equivale a que

(𝑂𝑟𝑒)𝛼 = {𝑜}, ∀𝛼 ∈ (0, 1] o, equivalentemente, 𝑂𝑟𝑒 = {𝑜}.

2. Si 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 0, entonces 𝑜 ∉ (𝑂𝑟𝑒)𝛼, ∀𝛼 ∈ (0, 1]. En este caso, se pueden dar
dos opciones:

· Si 𝒪 = {𝑜}, entonces 𝑉𝑜
𝑟𝑒 = {0} y 𝛼1 = 𝛼2 = 0, por lo tanto 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 0.

· Si {𝑜} ⊈ 𝒪, entonces 𝑉𝑜
𝑟𝑒 = ∅ y por definición 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 0.

3. Tenemos que 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≤ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖), ∀ ∈ 𝒪 ⧵ {𝑜} y 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜). Conside-
ramos entonces la siguiente permutación de los objetos de 𝒪 {𝑜1,… , 𝑜𝑚}, tal
que 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≥ 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖+1), ∀1 ≤ 𝑖 < 𝑚, y sea {𝑜′1,… , 𝑜′𝑚}, la correspondiente
permutación para 𝑂𝑟𝑒′ . Entonces, podemos considerar dos casos:

· Si 𝑉𝑜
𝑟𝑒′ = ∅ o 𝑉𝑜

𝑟𝑒′ = {0}, entonces tenemos que 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑜) = 0, y por lo
tanto 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) ≥ 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑜).
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· Si {0} ≠ 𝑉0
𝑟𝑒′ ≠ ∅, entonces por la Proposición 3.2, tenemos que 𝑜 = 𝑜′1

y 𝛼′1 = 𝑂𝑟𝑒′(𝑜) > 𝑂𝑟𝑒′(𝑜′2) = 𝛼′2. Entonces, por las condiciones del tercer
axioma tenemos que 𝑜 = 𝑜1 = 𝑜′1 y

𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 𝛼1 ≥ 𝛼′1 = 𝑂𝑟𝑒′(𝑜) > 𝑂𝑟𝑒′(𝑜′2) = 𝛼′2 ≥ 𝛼2 = 𝑂𝑟𝑒(𝑜2)
y, por lo tanto,

𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜) = 𝛼1(𝛼1 − 𝛼2) > 𝛼′1(𝛼′1 − 𝛼′2) = 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑜).
□

Veamos un ejemplo de aplicación de esta medida de éxito referencial en un uni-
verso de discurso con propiedades graduales.

Ejemplo 3.1:
Consideramos el universo de discurso que está representado por la Tabla 3.1.

objeto círculo triángulo rojo azul
𝑎 1.0 0.0 1.0 0.0
𝑏 0.0 1.0 0.0 0.5
𝑐 1.0 0.0 0.0 0.75
𝑑 1.0 0.0 0.0 0.25

Tabla 3.1: Universo de discurso con 𝒪 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} y 𝑃 ≔ {círculo, triángulo, rojo,
azul}. Los valores en cada celda representan en qué grado el objeto correspondiente
presenta la propiedad de esa columna.

Veamos el conjunto de validez y la medida de éxito referencial de distintas ex-
presiones de referencia para distintos objetos en este universo de discurso. Estos
resultados los encontramos en la Tabla 3.2.

Como hemos visto, el éxito referencial mide en qué grado el conjunto difuso de
objetos referidos por una expresión es un conjunto crisp formado por un solo ele-
mento, el elemento al que se quiere hacer referencia. En general, la tarea de deter-
minar en quémedida un conjunto difuso se corresponde con un conjunto crisp for-
mado por un solo elemento ha recibido especial atención en el campo de la Teoría

expresión de referencia objeto 𝑉𝑜
𝑟𝑒 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑜)

«El círculo rojo» 𝑎 [0, 1] 1.0
«El círculo azul» 𝑎 [0, 0] 0.0
«El triángulo azul» 𝑏 [0.5, 0] 0.25
«El círculo azul» 𝑐 [0.75, 0.25] 0.38

Tabla 3.2: Conjunto de validez y éxito referencial para distintas expresiones de re-
ferencia y objetos en el universo de discurso de la Tabla 3.1.
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de Conjuntos Difusos. Los estudios al respecto dieron origen al concepto de especi-
ficidad: el grado de especificidad de un conjunto difuso indica cuán parecido es este
conjunto a un conjunto crisp con un solo elemento. Así, en la literatura podemos
encontrar distintos trabajos en los que se proponen medidas para la especificidad
de un conjunto difuso.

Como se puede observar, existe una clara relación entre el concepto de especi-
ficidad y el de éxito referencial. Ambos conceptos miden en qué grado un conjunto
difuso está compuesto por un solo elemento en grado máximo. Por tanto, podemos
plantearnos el derivar medidas de éxito referencial a partir de medidas de especifi-
cidad.

Ya hemos definido una medida de éxito referencial en la Ecuación 3.6, y hemos
comprobado que cumple las propiedades que consideramos deseables para este tipo
de medidas. Nos podemos preguntar entonces por qué estudiar nuevos métodos
para construir nuevas medidas de éxito referencial.

Pues bien, como veremos en las siguientes secciones, la existencia de distintas
medidas de especificidad nos permite ajustar la semántica del concepto de especi-
ficidad a nuestros propósitos. Por ejemplo, podemos considerar medidas de especi-
ficidad drásticas, que devuelvan el valor mínimo en cuanto el conjunto difuso sea
ligeramente distinto a un conjunto crisp con un solo elemento, o emplear medi-
das más graduales, dependiendo de los objetivos del sistema donde las vayamos a
emplear.

Del mismo modo, veremos en la Sección 3.4.2 el concepto de 𝑘-especificidad,
el cual mide en qué grado un conjunto difuso es un conjunto crisp de cardinalidad
𝑘. Teniendo en cuenta la relación que acabamos de ver entre el éxito referencial
y la especificidad, podemos pensar en el uso de medidas de 𝑘-especificidad para
derivar medidas de éxito referencial en el problema de Generación de Expresiones
de Referencia Plurales.

En consecuencia, resulta interesante estudiar la construcción de nuevas medi-
das de éxito referencial a partir de medidas de especificidad. Por un lado, contar
con distintas medidas de éxito referencial nos permitirá emplear aquella que mejor
se ajuste, desde el punto de vista semántico, al sistema que estemos desarrollando.
Por otro lado, nos permitirá derivar medidas de éxito referencial con propiedades
interesantes para otras extensiones del problema de Generación de Expresiones de
Referencia.

A continuación, vamos a presentar un método para construir medidas de éxito
referencial a partir de medidas de especificidad. Como veremos, este método nos
da la posibilidad de generar una familia muy rica de medidas de éxito referencial
que nos permite adaptarnos a distintas situaciones y aplicaciones.

3.3 medidas de éxito referencial basadas en especificidad

3.3.1 el concepto de especificidad

Un conjunto difuso puede interpretarse como una distribución de posibilidad
para modelar la información disponible sobre el valor real de una determinada va-
riable. Así, cuando el conjunto difuso es un conjunto clásico compuesto por un solo
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elemento, un singleton, no hay ninguna duda sobre el valor de esa variable; es jus-
tamente el único elemento del conjunto. En otro caso, habrá más incertidumbre
sobre este valor cuanto menos se parezca el conjunto difuso a un singleton y esto es
precisamente lo que miden las medidas de especificidad [65, 84, 86, 105, 215-217].
En nuestro caso, un conjunto difuso, relativo a una determinada expresión de re-
ferencia, puede interpretarse como una representación de la certidumbre que hay
sobre a qué objeto hace referencia la expresión. Cuando el conjunto es un singleton
no hay duda de a qué elemento se está haciendo referencia, el único elemento de
dicho conjunto. Y cuanto más se aleja este conjunto de un singleton, más dudas
habrá sobre a qué objeto señala.

En esta sección presentamos una propuesta con la que construir medidas de
éxito referencial a partir de medidas de especificidad. Como hemos visto en las
Ecuaciones 2.1 y 3.4, y como expresa la primera propiedad de la Definición 3.1,
una expresión de referencia tiene éxito referencial absoluto o total si el conjunto
difuso de objetos a los que hace referencia, 𝑂𝑟𝑒, es un conjunto clásico compues-
to por un único elemento. Además, si consideramos la definición de expresión de
referencia según su intención, podemos ver una expresión de referencia como una
expresión que busca, en el caso clásico deGeneración deExpresiones deReferencia,
hacer referencia a un único objeto. Por lo tanto, medir la especificidad del conjunto
difuso de objetos referidos por la expresión es equivalente a esta definición desde
un punto de vista semántico. Así, en la siguiente propuesta medimos el éxito refe-
rencial en términos de cuánto se parece el conjunto 𝑂𝑟𝑒 al conjunto {𝑜}, siendo 𝑜 el
objeto al que queremos hacer referencia. Esto lo haremos a través de medidas de
especificidad.

Veamos entonces cómo se define qué es una medida de especificidad, ya que,
como hemos dicho, es la pieza con la que construiremos nuevas medidas de éxito
referencial.

A lo largo de la literatura podemos encontrar distintas definiciones del concepto
de medida de especificidad, las cuales varían en cómo de estrictas son en las pro-
piedades de monotonía que imponen. Vamos a mostrar tres definiciones distintas
que podemos encontrar en la literatura, cada una más estricta que la anterior.

Definición 3.6: Medida de especificidad [215, 217]
Dado un conjunto 𝒪 una medida de especificidad es una función 𝑆𝑝 ∶ ℱ(𝒪) →
[0, 1] que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪):

1. 𝑆𝑝(𝐴) = 1 si, y solamente si, 𝐴 = {𝑜} para algún 𝑜 ∈ 𝒪.

2. 𝑆𝑝(∅) = 0.

3. Dados 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝑂) conjuntos normales tales que 𝐴 ⊆ 𝐵, entonces 𝑆𝑝(𝐴) ≥
𝑆𝑝(𝐵).

En esta primera definición se imponen condiciones de monotonía solo al traba-
jar con conjuntos difusos normalizados, es decir, conjuntos en los que al menos un
elemento pertenece al conjunto con grado 1. En concreto, esta condición de mono-
tonía indica que, cuanto más pequeño sea el conjunto difuso normalizado, mayor
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será su especificidad. Esto es lógico, ya que ambos conjuntos poseen al menos un
elemento con grado 1, por lo tanto, cuanto menor sea el grado de pertenencia del
resto de elementos al conjunto, más se parecerá dicho conjunto a un singleton.

Ahora bien, en la práctica no trabajaremos siempre con conjuntos normaliza-
dos, con lo que la definición anterior puede ser poco general. Así, la siguiente defini-
ción presenta una condición demonotonía para la que no se exige que los conjuntos
comparados estén normalizados.

Definición 3.7: Medida de especificidad [219]
Dado un conjunto 𝒪, una medida de especificidad es una función 𝑆𝑝 ∶ ℱ(𝒪) →
[0, 1] que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪):

1. 𝑆𝑝(𝐴) = 1 si, y solamente si, 𝐴 = {𝑜} para algún 𝑜 ∈ 𝒪.

2. 𝑆𝑝(∅) = 0.

3. Dados 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝑂) tales que 𝑎1 ≥ 𝑏1 y 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖, ∀𝑖 ≥ 2, donde 𝑎𝑖 y 𝑏𝑖 se
corresponden con los grados de membresía de 𝐴 y 𝐵 en orden decreciente.
Entonces 𝑆𝑝(𝐴) ≥ 𝑆𝑝(𝐵).

La condición demonotonía que aquí se impone tiene una clara interpretación si
pensamos en la semántica del concepto de especificidad. Es decir, la especificidad
serámayor cuando aumente la pertenencia de un elemento determinado al conjun-
to, el que sería el único elemento del conjunto si fuese un singleton, y disminuye la
pertenencia del resto de elementos al conjunto.

La siguiente definición impone unas condiciones de monotonía similares, aun-
que algo más estrictas. En la siguiente definición se indica que una pequeña va-
riación en la membresía del elemento que pertenece con mayor grado al conjunto,
supone una variación también en la medida de especificidad del conjunto. Es de-
cir, en esta propuesta se le da algo de más importancia al grado de pertenencia del
elemento con mayor grado de membresía.

Definición 3.8: Medida de especificidad [189, 218]
Dado un conjunto 𝒪, una medida de especificidad es una función 𝑆𝑝 ∶ ℱ(𝒪) →
[0, 1] que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪):

1. 𝑆𝑝(𝐴) = 1 si, y solamente si, 𝐴 = {𝑜} para algún 𝑜 ∈ 𝒪.

2. 𝑆𝑝(∅) = 0.

3. 𝑆𝑝(𝐴) es estrictamente creciente con respecto a 𝑎1.

4. 𝑆𝑝(𝐴) es decreciente con respecto a 𝑎𝑖, ∀𝑖 ≥ 2.

Se puede ver fácilmente que cada definición es más estricta que la anterior en
las condiciones de monotonía. Por lo tanto, si una medida cumple la axiomática
de la Definición 3.8, entonces también cumplirá la de la Definición 3.7, puesto que
aquí se exige solomonotonía en todas las componentes, sin importar que sea estric-
ta para la componente 𝑎1. Del mismomodo, si una medida cumple las propiedades
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de la Definición 3.7, también cumplirá el conjunto de propiedades en la Defini-
ción 3.6; cuando los conjuntos están normalizados ambos tienen el mismo valor en
la componente 𝑎1, y en consecuencia la especificidad será mayor cuanto menor sea
el grado de membresía del resto de elementos, con lo que solo importa la condición
de monotonía decreciente en los 𝑎𝑖.

En la literatura podemos encontrar diversas propuestas para medir la especifi-
cidad de conjuntos difusos. Entre estas propuestas encontramos familias paramé-
tricas de medidas de especificidad como la familia lineal [216] (Ecuación 3.7) o
la familia producto [218] (Ecuación 3.8). También tenemos medidas basadas en la
combinación de operadores difusos [84] o integrales difusas [85].

𝑆𝑝�⃗�(𝐴) ≔ 𝑎1 −
𝑛
∑
𝑖=2

𝑤𝑖𝑎𝑖. (3.7)

𝑆𝑝𝑘(𝐴) ≔ 𝑎1
𝑛
∏
𝑖=2

(𝑘𝑎𝑖 + (1 − 𝑎𝑖)). (3.8)

En las ecuaciones anteriores, 𝑘 ∈ [0, 1] y𝑤𝑖 ∈ [0, 1], tales que∑𝑛
𝑖=2𝑤𝑖 = 1, son

parámetros que nos dan distintas medidas de especificidad, ajustando el compor-
tamiento de la medida a través de ellos.

Como hemos indicado anteriormente, distintas medidas de especificidad ten-
drán distintas propiedades, y podrán aportar distintas interpretaciones semánticas
del concepto de especificidad a nuestro sistema. Estas propiedades y semánticas
podrían trasladarse a la medida de éxito referencial correspondiente, derivada a
partir de la medida de especificidad que mejor se adecue a nuestros propósitos o a
las preferencias del usuario.

A continuación veremos cómo construir medidas de éxito referencial en base a
medidas de especificidad como las que acabamos de presentar.

3.3.2 un método para la construcción de medidas de éxito referen-
cial

A continuación, presentamos un nuevo método para obtener nuevas medidas
de éxito referencial a partir de medidas de especificidad. A través de este método,
podremos construir distintas medidas de éxito referencial que se adecuen mejor
a los requisitos del sistema que estemos construyendo, a la semántica de éxito re-
ferencial que mejor se ajuste a nuestros propósitos. De este modo, aportamos al
campo de las medidas de éxito referencial una forma de incrementar la familia de
medidas disponibles, algo que es de gran importancia por lo que acabamos de ex-
poner.

Definición 3.9: Medidas de éxito referencial basadas enmedidas de especificidad
Dada unamedida de especificidad 𝑆𝑝 según la Definición 3.6, se define la siguiente
función, donde⊗ es un t-norma:
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𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) ≔ {𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ⊗ 𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒) si máx𝑜∈𝒪 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) > 0,

0 en otro caso.
(3.9)

A la condición del primer caso de la ecuación anterior la llamaremos demanera
abreviada condmax. Además, 𝑂∗

𝑟𝑒 es el conjunto 𝑂𝑟𝑒 normalizado, es decir,

𝑂∗
𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≔

𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖)
𝑚𝑎𝑥𝑜∈𝒪𝑂𝑟𝑒(𝑜)

.

Proposición 3.4:
Dada una medida de especificidad 𝑆𝑝, la función 𝑟𝑠𝑆𝑝 (Ec. 3.9) es una medida de
éxito referencial según la Definición 3.1.

Demostración: Veamos que 𝑟𝑠𝑆𝑝 cumple las tres propiedades que introdujimos
en la Definición 3.1:

1. 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) = 1 sii𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖)⊗𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒) = 1. Por las propiedades de las t-normas

tenemos que esto último equivale a que 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) = 1 y que 𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒) = 1. Y por

tanto, teniendo en cuenta las propiedades de cualquier medida de especifici-
dad, esto equivale a que 𝑂𝑟𝑒 = {𝑜𝑖}, ya que la especificidad de un conjunto es
1 si, y solamente si, el conjunto es un singleton.

2. La demostración de la segunda propiedad resulta trivial, ya que la tenemos
por definición de 𝑟𝑠𝑆𝑝.

3. Consideremos dos expresiones de referencia 𝑟𝑒 y 𝑟𝑒′ tales que𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≤ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜),
∀𝑜 ∈ 𝒪 ⧵ {𝑜𝑖} y 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖). Entonces podemos distinguir dos casos:

· Si 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖) = 0, o bien máx𝑜∈𝒪 𝑂𝑟𝑒′(𝑜) > 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖) > 0, entonces por
definición tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒′, 𝑜𝑖) = 0 ≤ 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖).

· Si por el contrario máx𝑜∈𝒪 𝑂𝑟𝑒′(𝑜) = 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖) > 0, entonces por las con-
diciones de la tercera propiedad tenemos quemáx𝑜∈𝒪 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) >
0. Y ahora, por la definición de 𝑟𝑠𝑆𝑝 tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) = 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖)⊗
𝑆𝑝(𝑂∗

𝑟𝑒) y 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒′, 𝑜𝑖) = 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖) ⊗ 𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒′).

Como 𝑂∗
𝑟𝑒 = 𝑂𝑟𝑒(𝑜)

𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖)
y 𝑂∗

𝑟𝑒′ = 𝑂𝑟𝑒′ (𝑜)
𝑂𝑟𝑒′ (𝑜𝑖)

(en particular, 𝑂∗
𝑟𝑒(𝑜𝑖) = 1 =

𝑂∗
𝑟𝑒′(𝑜𝑖)), entonces 𝑂∗

𝑟𝑒 ⊆ 𝑂∗
𝑟𝑒′ . Y como ambos conjuntos están norma-

lizados, para cualquier medida de especificidad se tiene que 𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒) ≥

𝑆𝑝(𝑂∗
𝑟𝑒′), y como𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖), por las propiedades de las t-normas

tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) ≥ 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒′, 𝑜𝑖).

□

Amodo de ejemplo, veamos la medida de éxito referencial que obtenemos para
cada uno de losmiembros de la familia lineal demedidas de especificidad, así como
para la familia producto, respectivamente.
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𝑟𝑠𝑆𝑝�⃗� (𝑟𝑒, 𝑜𝑖) ≔ {𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ⊗ (𝑎1 −∑𝑛
𝑖=2𝑤𝑖𝑎𝑖) si condmax,

0 en otro caso.

𝑟𝑠𝑆𝑝𝑘(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) ≔ {𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ⊗ (𝑎1∏
𝑛
𝑖=2(𝑘𝑎𝑖 + (1 − 𝑎𝑖))) si condmax,

0 en otro caso.

Estos son solo dos ejemplos de las medidas de éxito referencial que podemos
derivar a partir de medidas de especificidad. Es claro, y por ello en la literatura
encontramos tantas propuestas alternativas de medidas de especificidad, que dis-
tintas medidas de especificidad pueden ser más o menos adecuadas para distintas
aplicaciones y distintas semánticas. Así podremos tener, por ejemplo, medidas de
especificidadmás estrictas omenos. Como ilustración, la siguientemedida de espe-
cificidad (según la Definición 3.6) es muy estricta, ya que solo vale 1 si el conjunto
es un singleton y 0 en cualquier otro caso.

𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜) ≔ {1 𝑂𝑟𝑒 = {𝑜},
0 en otro caso.

En cambio, medidas como las de la familia lineal sí que permiten mayor flexi-
bilidad y gradualidad en la medición.

Por lo tanto, contar con un abanico amplio de medidas de especificidad es de
gran utilidad para poder encontrar la más adecuada para nuestros propósitos. Ade-
más de que nos permite derivar medidas de éxito referencial con distinto compor-
tamiento que se adapten a nuestros propósitos.

A continuación presentamos distintas aportaciones que hemos hecho al área de
las medidas de especificidad, ampliando el catálogo disponible. Así como la lista de
métodos o técnicas para su construcción.

3.4 otras medidas de especificidad propuestas

En la literatura existen distintas propuestas de medidas de especificidad, con
distintas características y semánticas. Y como hemos apuntado anteriormente, el
método propuesto en la Definición 3.9 para construir medidas de éxito referencial
a partir de medidas de especificidad nos puede permitir llevar estas característi-
cas de la medida de especificidad correspondiente a la medida de éxito referencial
derivada.

3.4.1 medidas de especificidad acotadas

En esta sección vamos a estudiar condiciones de acotamiento para medidas de
especificidad. Así, definiremos unos tipos particulares de medidas de especificidad
que están acotadas de algún modo. Propiedad que podemos trasladar a la medi-
da de éxito referencial que se derive a partir de una de ellas. Estas condiciones de
acotamiento pueden tener importancia desde el punto de vista práctico, que como
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hemos dicho es por lo que no interesa considerar un amplio catálogo de medidas
de especificidad, para poder emplear la que mejor se adecue a nuestros propósi-
tos. En concreto, estas condiciones que aquí vamos a introducir surgen pensando
en los dos problemas que definimos a continuación, relacionados con el área de la
Recuperación de Información.

Problema 3.2:
Consideramos un conjunto de imágenes {𝐼1,… , 𝐼𝑙}, cada una de las cuales contie-
ne un conjunto de objetos 𝒪𝑖 ≔ {𝑜𝑖1,… , 𝑜𝑖𝑛𝑖 }. También consideramos un conjunto
de propiedades graduales 𝒫 ≔ {𝑝1,… , 𝑝𝑚} que pueden aplicarse a los objetos de
𝒪𝑖, ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑙}. Así como una expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫.

El problema consiste en encontrar el subconjunto difuso de imágenes en las que
𝑟𝑒 tiene éxito referencial para algún objeto dentro de cada una de las imágenes de
ese subconjunto.

Problema 3.3:
Consideramosuna imagen 𝐼 comprendida por un conjunto de objetos𝒪 ≔ {𝑜1,… , 𝑜𝑛}
con propiedades graduales 𝒫 ≔ {𝑝1,… , 𝑝𝑚}.

El problema consiste en encontrar una expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 que tenga
éxito referencial alto para algún objeto en 𝒪.

Teniendo en cuenta estos problemas, podemos definir los siguientes tipos de
medidas de especificidad, las cuales son medidas de especificidad que presentan
ciertas condiciones de acotamiento. Más adelante veremos cómo se relacionan es-
tas condiciones y estas familias de medidas con los problemas que acabamos de
describir.

Definición 3.10: Medida de especificidad∞-acotada
Una medida de especificidad 𝑆𝑝 se dice que está∞-acotada si se cumple que

𝑆𝑝(𝐴) ≤ 𝑎1, ∀𝐴 ∈ ℱ(𝒪).
Al conjunto de todas las medidas de especificidad∞-acotadas lo notamos por

𝕊ℙ∞.
Esta condición de acotación, aunque veremos más adelante que no se da para

toda medida de especificidad, resulta natural. La especificidad mide en qué grado
un conjunto difuso es un singleton. En particular, para que un conjunto sea un sin-
gleton ha de contener un elemento; por tanto, un conjunto difuso será un singleton
en un grado que como mucho será el grado de pertenencia del elemento que con
mayor seguridad pertenece al conjunto.

Definición 3.11: Medida de especificidad 𝑧-acotada
Dado un cierto 𝑧 ∈ ℕ, 𝑧 > 1, una medida de especificidad 𝑆𝑝 se dice que está
𝑧-acotada si se cumple que

𝑆𝑝(𝐴) ≤ 𝑎1 − 𝑎𝑧, ∀𝐴 ∈ ℱ(𝒪).
Al conjunto de todas las medidas de especificidad 𝑧-acotadas lo notamos por

𝕊ℙ𝑧.
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En este caso la semántica que se le da a la especificidad varía con respecto a
las∞-acotadas. Una medida de especificidad 𝑧-acotada considera que el grado en
el que un conjunto es un singleton no puede ser mayor que el grado en el que el
conjunto contiene al menos un elemento, y no contiene más de 𝑧. Por tanto, esta
semántica esmás restrictiva que la anterior. Lasmedidas∞-acotadas solo tienen en
cuenta que en el conjunto haya al menos un elemento, sin importar si hay alguno
más.

Se puede demostrar que

𝕊ℙ2 ⊆ 𝕊ℙ3 ⊆ ⋯ ⊆ 𝕊ℙ∞.

En concreto podemos dar el siguiente resultado.

Proposición 3.5:
Dada una función de especificidad 𝑆𝑝 𝑧-acotada, se tiene que

· 𝑆𝑝 está 𝑧′-acotada, ∀𝑧′ ≥ 𝑧 > 1.

· 𝑆𝑝 está∞-acotada.

Demostración: Si 𝑆𝑝 está 𝑧-acotada con 𝑧 > 1, entonces para cualquier 𝑧′ ≥ 𝑧 se
tiene que 𝑆𝑝(𝐴) ≤ 𝑎1 −𝑎𝑧 ≤ 𝑎1 −𝑎𝑧′ ≤ 𝑎1. Por lo tanto, atendiendo a la definición
que hemos dado, tenemos que 𝑆𝑝 está 𝑧′-acotada y∞-acotada. □

Hemos de señalar que existen medidas de especificidad que no están siquiera
∞-acotadas. Como un ejemplo de ello, podemos considerar la medida dada por
𝑆𝑝(𝐴) = +√𝑎1 − 𝑎22. Si consideramos un conjunto difuso tal que 0 < 𝑎1 < 1 y
con 𝑎2 = 0, entonces tenemos que 𝑆𝑝(𝐴) = +√𝑎1 > 𝑎1, con lo que la medida no
cumple la condición para estar∞-acotada.

Ahora podemos definir el siguiente valor para unamedida de especificidad aco-
tada.

cota(𝑆𝑝) ≔ {mín{𝑧 ∣ 𝑆𝑝 ∈ 𝕊ℙ𝑧} ∃𝑧 t.q. 𝑆𝑝 ∈ 𝕊ℙ𝑧,
∞ en otro caso. (3.10)

Así por ejemplo, tenemos que para la medida de especificidad 𝑆𝑝(𝐴) = 𝑎1−𝑎2,
cota(𝑆𝑝) = 2, ya que justo el valor que toma es la cota correspondiente a la familia
de medidas 2-acotadas. Por otro lado tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.6:
La medida de especificidad fraccional

𝑆𝑝𝑓(𝐴) ≔ {
𝑎21

∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

𝐴 ≠ ∅,
0 en otro caso,

es una medida de especificidad acotada, con cota(𝑆𝑝𝑓) = ∞.
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Demostración: Veamos en primer lugar que esta función está∞-acotada:
Si 𝐴 ≠ ∅, entonces tenemos que 𝑎1 ≤ ∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖, y por tanto tenemos que

𝑎1/
𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ≤ 1,

con lo que

𝑆𝑝𝑓(𝐴) = 𝑎1
𝑎1

∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

≤ 𝑎1,

como queríamos.
Por otro lado, consideremos un conjunto difuso 𝐴 tal que 𝐴(𝑜𝑖) = 0.5, ∀1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛. Entonces, se tiene que 𝑎1 − 𝑎𝑛 = 0 y

𝑆𝑝𝑓(𝐴) = 𝑎2𝑖
∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖
> 0 = 𝑎1 − 𝑎𝑛.

Por lo tanto, 𝑆𝑝𝑓 no está 𝑛-acotada, y en consecuencia tampoco estará 𝑧-acotada
para ningún 𝑧, con 𝑛 ≥ 𝑧 > 1. □

Una vez hemos introducido estas nuevas familias de medidas de especificidad,
veamos qué aplicaciones prácticas tienen las condiciones de acotamiento que im-
ponemos.

El Problema 3.2 puede surgir por ejemplo cuando, dentro de un repositorio de
imágenes, queremos encontrar imágenes adecuadas para aprender un determinado
concepto visual, como el color. En este caso, podríamos buscar imágenes en las que
haya un solo objeto rojo. Entonces, pidiéndole al usuario que localice el objeto rojo
en esas imágenes, podemos ayudarle a que aprenda a identificar el color rojo.

Pues bien, para el Problema 3.2 las medidas de especificidad más adecuadas
son aquellas en la familia 𝕊ℙ2, a las cuales llamamosmedidas tipo predicado. Estas
medidas son las más restrictivas, puesto que cuando en una imagen hay dos obje-
tos para los que una determinada expresión de referencia tiene el mismo grado de
compatibilidad, entonces estas medidas nos dan 0.

Por otro lado, el Problema 3.3 puede surgir cuando estemos abordandouna tarea
muy relacionada con la anterior, como es encontrar una expresión de referencia con
la que poder aprender un concepto determinado con una imagen determinada. Por
ejemplo, si encontramos, para el Problema 3.3, que la expresión de referencia «el
objeto grande» tiene un elevado éxito referencial para algún objeto en la imagen 𝐼,
entonces podemos emplear dicha imagen para, con el mismo tipo de ejercicios que
acabamos de describir, ayudar a la persona a asimilar la propiedad grande.

En este caso, las medidas de especificidad acotadas para las que cota(𝑆𝑝) =
∞ son las adecuadas para abordar este problema. Estas medidas, que llamamos
tipo índice, son las apropiadas, puesto que el objetivo es encontrar conjuntos de
propiedades capaces de hacer referencia a algún objeto de la imagen, sin importar
que el éxito referencial sea absoluto.

Atendiendo a la discusión que hemos hecho anteriormente sobre la semántica
que presentan estas dos familias de medidas, vemos cómo, a partir de medidas de



74

especificidad de alguna de las familias que acabamos de definir, podemos obtener
medidas de éxito referencial más o menos estrictas. Y por tanto, podremos escoger
el nivel de rigidez para medir el éxito referencial que mejor se ajuste al objetivo de
nuestro sistema.

Pero no solo es interesante analizar las medidas de especificidad por las pro-
piedades que pueden aportar a las medidas de éxito referencial, sino que también
nos van a permitir extender el concepto de éxito referencial al problema de Gene-
ración de Expresiones de Referencia Plurales, donde buscamos que el conjunto de
objetos referenciado por la expresión de referencia sea un conjunto clásico de una
determinada cardinalidad.

3.4.2 medidas de 𝑘-especificidad

En la sección anterior hemos presentado la definición clásica de medida de es-
pecificidad, como medidas que indican en qué grado un conjunto difuso se parece
a un conjunto clásico formado exactamente por un único objeto. Sin embargo, en
el problema de Generación de Expresiones Referencia Plurales buscamos una ex-
presión de referencia que haga referencia a un cierto conjunto de objetos, el cual
presentará una cardinalidad determinada.

Asimismo, hay ocasiones en las que estamos interesados en conjuntos de objetos
con un cierto número de elementos. Podemos encontrar aplicaciones en las que el
usuario está interesado en obtener, de una base de datos u otro repositorio de cono-
cimiento, colecciones de objetos que cumplan una determinada restricción difusa
y que tengan una determinada cardinalidad. Con esta idea en mente y teniendo en
cuenta que la cardinalidad, en un ámbito difuso, no es una dimensión que podamos
medir o definir de forma trivial, surge el concepto de 𝑘-especificidad [99].

A continuación, presentamos la definición de medida de 𝑘-especificidad. Esta
definición modifica la que encontramos en [99], de modo que esté en mayor con-
sonancia con la definición original de medida de especificidad, la cual es un caso
particular de 𝑘-especificidad.

Definición 3.12: Medida de 𝑘-especificidad
Consideremos un 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} y un cierto conjunto de objetos 𝒪. Una medida de
𝑘-especificidad es una función 𝑆𝑝𝑘 ∶ ℱ(𝒪) → [0, 1] que cumple las siguientes
condiciones, donde, para un cierto 𝐴 ∈ ℱ(𝑂), 𝑎𝑖 denota al i-ésimo mayor valor de
membresía de 𝐴:

1. 𝑆𝑝𝑘(𝐴) = 1 si, y solamente si, 𝑎𝑘 = 1 y 𝑎𝑘+1 = 0.

2. Si 𝑎𝑘 = 0 entonces 𝑆𝑝𝑘(𝐴) = 0.

3. Sean dos conjuntos 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪) tales que 𝑎𝑖 ≥ 𝑏𝑖, ∀𝑖 ≤ 𝑘 y 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖, ∀𝑖 > 𝑘.
Entonces se tiene que 𝑆𝑝𝑘(𝐴) ≥ 𝑆𝑝𝑘(𝐵).

A modo de ejemplo, se puede definir la medida fraccional de 𝑘-especificidad
como sigue.
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𝑆𝑝𝑓𝑘(𝐴) ≔ {
∏𝑘

𝑖=0 𝑎
2
𝑖

∏𝑘
𝑖=0 𝑎𝑖+∑

𝑛
𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖

𝑎𝑘 > 0,

0 en otro caso.

Además, podemos extender las nociones de medidas acotadas presentadas en
la sección anterior al caso de las medidas de 𝑘-especificidad, teniendo en cuenta las
mismas cuestiones semánticas que para el caso anterior.

Definición 3.13: Medida de 𝑘-especificidad∞-acotada
Una medida de 𝑘-especificidad 𝑆𝑝𝑘 se dice que está∞-acotada si se cumple que

𝑆𝑝𝑘(𝐴) ≤ 𝑎𝑘.

Definición 3.14: Medida de 𝑘-especificidad 𝑧-acotada
Una medida de 𝑘-especificidad 𝑆𝑝𝑘 se dice que está 𝑧-acotada para un 𝑧 ∈ ℕ ∪ {0},
con 𝑧 > 𝑘, si se cumple que

𝑆𝑝𝑘(𝐴) ≤ 𝑎𝑘 − 𝑎𝑧.

Como hemos dicho al comenzar esta sección, este tipo de medidas nos permiti-
rán definir medidas de éxito referencial para el problema de Generación de Expre-
siones de Referencia Plurales. En primer lugar, al igual que hemos hecho en el caso
clásico, vamos a introducir una axiomatización de las medidas de éxito referencial
plural.

Definición 3.15: Medida de éxito referencial plural
Consideremos un universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos 𝒪 y
un conjunto de propiedades𝒫, que cada objeto puede presentar en un cierto grado.
Entonces, una medida de éxito referencial plural es una función 𝑟𝑠 ∶ 2𝒫 × 2𝒪 →
[0, 1] que cumple:

1. 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑂) = 1 ⟺ 𝑂𝑟𝑒 = 𝑂.

2. Si 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 0 para algún 𝑜 ∈ 𝑂, entonces 𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑂) = 0.

3. Si 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≤ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝒪 ⧵ 𝑂 y además 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝑂, entonces
𝑟𝑠(𝑟𝑒, 𝑂) ≥ 𝑟𝑠(𝑟𝑒′, 𝑂).

Entonces, de forma análoga a la idea presentada en la Definición 3.9, propone-
mos el siguiente mecanismo para obtener medidas de 𝑘-éxito referencial a partir de
medidas de 𝑘-especificidad.

Definición 3.16: Medidas de éxito referencial plural basadas en medidas de 𝑘-es-
pecificidad
Consideremos una familia de medidas 𝑆𝑃 ≔ {𝑆𝑝𝑘}, donde 𝑆𝑝𝑘 es una medida de
𝑘-especificidad, para cada 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}, siendo 𝑛 = |𝒪|. Entonces, se define la
siguiente función 𝑟𝑠𝑆𝑃 ∶ 2𝒫 × 2𝒪 → [0, 1], donde⊗ es una t-norma y 𝑘 = |𝑂|.
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𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒, 𝑂) ≔ {(⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒(𝑜)) ⊗ 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗
𝑟𝑒) si condmax,

0 en otro caso,
(3.11)

donde 𝑂∗
𝑟𝑒, en este caso, se define como

𝑂∗
𝑟𝑒(𝑜) ≔ mín ( 𝑂𝑟𝑒(𝑜)𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑘)

, 1) ,

siendo 𝑜𝑘 es el objeto con el 𝑘-ésimo mayor valor de membresía.
Por otro lado, en este caso, la condición condmax vendría definida como: los 𝑘

grados de membresía más grandes de 𝑂𝑟𝑒 coinciden con los correspondientes a los
objetos de 𝑂, y además 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) > 0, ∀𝑜𝑖 ∈ 𝑂.

Queremos notar que, aunque en la definición anterior hemos empleado la mis-
ma t-norma ⊗ en ambos casos, la propuesta puede flexibilizarse sin más que per-
mitir emplear una t-norma distinta en cada uno de los casos en los que se aplica
⊗.

Proposición 3.7:
Dadauna familia demedidas𝑆𝑃 ≔ {𝑆𝑝𝑘}, donde𝑆𝑝𝑘 es unamedida de𝑘-especificidad,
para cada 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}, siendo 𝑛 = |𝒪|, la función 𝑟𝑠𝑆𝑃 (Ec. 3.11) es una medida de
éxito referencial plural según la Definición 3.15.

Demostración: Veamos que 𝑟𝑠𝑆𝑃 cumple las tres propiedades que introdujimos
en la Definición 3.15:

1. 𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒, 𝑂) = 1 sii ⊗(⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒(𝑜), 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗
𝑟𝑒)) = 1. Por las propiedades de

las t-normas tenemos que esto último equivale a que ⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒(𝑜) = 1 y
que 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗

𝑟𝑒) = 1. Y por tanto, teniendo en cuenta las propiedades de cual-
quier medida de 𝑘-especificidad, esto equivale a que 𝑂𝑟𝑒 = 𝑂, ya que la 𝑘-
especificidad de un conjunto es 1 si, y solamente si, el conjunto es un conjunto
clásico con 𝑘 elementos.

2. La demostración de la segunda propiedad resulta trivial, ya que la tenemos
por definición de 𝑟𝑠𝑆𝑃 .

3. Consideremos dos expresiones de referencia 𝑟𝑒 y 𝑟𝑒′ tales que𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≤ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜),
∀𝑜 ∈ 𝒪 ⧵ 𝑂 y 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ 𝑂𝑟𝑒′(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝑂. Entonces podemos distinguir dos ca-
sos:

· Si 𝑂𝑟𝑒′(𝑜) = 0 para algún 𝑜 ∈ 𝑂, o bien ∃𝑜𝑖 ∈ 𝒪, 𝑜𝑗 ∈ 𝑂 tales que
𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑖) > 𝑂𝑟𝑒′(𝑜𝑗) > 0, entonces por definición tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒′, 𝑜𝑖)
= 0 ≤ 𝑟𝑠𝑆𝑝(𝑟𝑒, 𝑜𝑖).

· Si por el contrario se da condmax para𝑂𝑟𝑒′ , entonces por las condiciones
de la tercera propiedad tenemos que también se da para𝑂𝑟𝑒. Y ahora, por
la definición de 𝑟𝑠𝑆𝑃 tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒, 𝑂) = ⊗ (⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒(𝑜), 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗

𝑟𝑒))
y 𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒′, 𝑂) = ⊗ (⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒′(𝑜), 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗

𝑟𝑒′)).
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Como 𝑂∗
𝑟𝑒 =

𝑂𝑟𝑒(𝑜)
𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑘)

y 𝑂∗
𝑟𝑒′ =

𝑂𝑟𝑒′ (𝑜)
𝑂𝑟𝑒′ (𝑜𝑘)

, para algún 𝑜𝑘 ∈ 𝑂 (en particular,
𝑂∗
𝑟𝑒(𝑜) = 1 = 𝑂∗

𝑟𝑒′(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝑂), entonces𝑂∗
𝑟𝑒 ⊆ 𝑂∗

𝑟𝑒′ . Y como ambos con-
juntos están normalizados, para cualquier medida de 𝑘-especificidad se
tiene que 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗

𝑟𝑒) ≥ 𝑆𝑝𝑘(𝑂∗
𝑟𝑒′), y como⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒(𝑜) ≥ ⨂𝑜∈𝑂 𝑂𝑟𝑒′(𝑜),

por las propiedades de las t-normas tenemos que 𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒, 𝑂) ≥ 𝑟𝑠𝑆𝑃(𝑟𝑒′, 𝑂).

□

Con lo que, como podemos ver, a partir de medidas de 𝑘-especificidad podemos
derivar medidas de éxito referencial plural. Ponemos así de manifiesto, nuevamen-
te, la importancia que tiene estudiar distintos tipos de medidas de especificidad y
ampliar el catálogo de medidas disponibles.

A continuación, para completar el estudio de la relación entre el éxito referen-
cial y la especificidad, vamos a presentar el camino inverso al que presentamos en
la Sección 3.3, definiendo medidas de especificidad a partir de medidas de éxito
referencial.

3.4.3 medidas de especificidad basadas en medidas de éxito referen-
cial

Del mismomodo que en la Definición 3.9 hemos visto cómo podemos construir
medidas de éxito referencial a partir de medidas de especificidad, en esta sección
proponemos un método para construir medidas de especificidad a partir de medi-
das de éxito referencial.

El éxito referencial mide, en cierta forma, en qué grado el conjunto de objetos
𝑂𝑟𝑒 al que hace referencia una expresión de referencia determinada está compuesto
por un solo objeto, aquel para el que se mide el éxito referencial de la expresión.
Por lo tanto, de algún modo, estamos midiendo en qué grado el conjunto 𝑂𝑟𝑒 es un
singleton. Con esta idea podemos dar la siguiente definición.

Definición 3.17: Medidas de especificidad basadas en medidas de éxito referen-
cial
Sea 𝑟𝑠 una medida de éxito referencial. Para un cierto 𝐴 ∈ ℱ(𝒪), si máx𝑜∈𝒪 𝐴(𝑜) =
𝐴(𝑜𝑖), podemos definir la siguiente medida de especificidad

𝑆𝑃(𝑟𝑠)(𝐴) ≔ 𝑚𝑎𝑥𝑜∈𝒪𝑟𝑠({𝐴}, 𝑜) = 𝑟𝑠({𝐴}, 𝑜𝑖). (3.12)

Donde en {𝐴} estamos entendiendo 𝐴 como la propiedad difusa que se define
con la función de membresía 𝜇𝐴, y, por tanto, estamos considerando la expresión
de referencia formada únicamente por esa propiedad difusa 𝐴.

Como muestra de este procedimiento, podemos considerar la medida de éxito
referencial propuesta en [92]

𝑟𝑠(⊗,¬)(𝑟𝑒, 𝑜𝑖) ≔ 𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑖) ⊗ ( ⨂
𝑜𝑗∈𝑂∧𝑗≠𝑖

¬(𝑂𝑟𝑒(𝑜𝑗))) ,
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donde⊗ es una t-norma y ¬ es una negación difusa. Entonces, a partir de esta
familia de medidas de éxito referencial obtenemos la siguiente familia de medidas
de especificidad.

𝑆𝑝(⊗,¬)(𝐴) = 𝑆𝑃(𝑟𝑠(⊗,¬))(𝐴) ≔ máx
𝑜∈𝒪

(𝐴(𝑜) ⊗ ( ⨂
𝑜≠𝑜𝑗∈𝒪

¬(𝐴(𝑜𝑗)))) .

Y podemos ver que si consideramos⊗ siendo la t-norma producto y ¬ la nega-
ción estándar, obtenemos la medida de especificidad producto 𝑆𝑝𝑘 con 𝑘 = 0. Pero
teniendo en cuenta que existen infinitas t-normas, al igual que infinitas negaciones
difusas, con este ejemplo ponemos de manifiesto cómo este método nos permite
ampliar el conjunto de medidas de especificidad disponibles.

Por último, para finalizar esta exploración sobre el conjunto demedidas de espe-
cificidad disponibles, vamos a presentar un segundo método para construir nuevas
medidas de especificidad. En este caso, emplearemos medidas de similitud entre
conjuntos difusos para derivar nuevas medidas de especificidad. Esto nos permi-
tirá ampliar el catálogo de medidas de especificidad disponibles, que pueden ser
utilizadas en diversas aplicaciones, no solo en el campo de las medidas de éxito re-
ferencial que aquí nos ocupa, sino también en otros campos como por ejemplo la
Recuperación de Información.

3.4.4 medidas de especificidad basadas en medidas de similitud

Ya hemos visto que las medidas de especificidad miden en qué grado un con-
junto difuso se parece a un conjunto clásico compuesto por un solo elemento, un
singleton. Por tanto, tiene sentido medir la especificidad en términos de cuán pa-
recido es el conjunto difuso al singleton más cercano, en la misma línea que [218],
donde se propone una medida de especificidad como el complemento de una dis-
tancia normalizada entre el conjunto difuso y su singleton más cercano.

La propuesta que presentamos en esta sección es más general, puesto que em-
pleamos para ello una medida de similitud entre conjuntos difusos cualesquiera.
Así, en primer lugar, vamos a introducir el concepto de medida de similitud.

Al igual que ocurre para las medidas de especificidad, en la literatura podemos
encontrar diversas definiciones del concepto de medida de similitud.

Definición 3.18: Medida de similitud [132]
Una función𝔖 ∶ ℱ(𝒪)2 → [0, 1] es una medida de similitud si verifica los siguien-
tes axiomas ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪):

1. 0 ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) ≤ 1.

2. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 𝔖(𝐵, 𝐴).

3. Si 𝐴 = 𝐵 entonces 𝔖(𝐴, 𝐵) = 1.

4. Si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶, entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) y 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐵, 𝐶).
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Si particularizamos la definición de medida de similitud que se da en [22] para
conjuntos difusos invervalo-valuados obtenemos la siguiente definición.

Definición 3.19: Medida de similitud
Una función𝔖 ∶ ℱ(𝒪)2 → [0, 1] es una medida de similitud si verifica los siguien-
tes axiomas ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪):

1. 0 ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) ≤ 1.

2. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 𝔖(𝐵, 𝐴).

3. 𝔖(𝐴,𝐴) = 0, ∀𝐴 ∈ 2𝒪.

4. 𝔖(𝐴,𝐴) = 1.

5. Si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶, entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) y 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐵, 𝐶).

Definición 3.20: Medida de similitud [155]
Una función𝔖 ∶ ℱ(𝒪)2 → [0, 1] es una medida de similitud si verifica los siguien-
tes axiomas ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪):

1. 0 ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) ≤ 1.

2. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 𝔖(𝐵, 𝐴).

3. Dados 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐵, si 𝔖(𝐴, 𝐵) = 0 entonces 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

4. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 1 ⟺ 𝐴 = 𝐵.

5. Si se da que𝐴 ⊇ 𝐵 ⊇ 𝐶 o𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶 entonces𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ mín(𝔖(𝐴, 𝐵), 𝔖(𝐵, 𝐶)).

Definición 3.21: Medida de similitud [227, 228]
Una función𝔖 ∶ ℱ(𝒪)2 → [0, 1] es una medida de similitud si verifica los siguien-
tes axiomas ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪):

1. 0 ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) ≤ 1.

2. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 𝔖(𝐵, 𝐴).

3. 𝔖(𝐴,𝐴) = 0, ∀𝐴 ∈ 2𝒪.

4. 𝔖(𝐴, 𝐵) = 1 ⟺ 𝐴 = 𝐵.

5. Si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶, entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵) y 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐵, 𝐶).

Como vemos, distintas definiciones del concepto de medida de similitud se co-
rresponden con distintas axiomáticas. Como veremos, dependiendo de la axiomá-
tica que cumpla la medida de similitud empleada, la medida de especificidad de-
rivada siguiendo el proceso que vamos a presentar a continuación presentará unas
propiedades u otras.
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Definición 3.22: Medidas de especificidad basadas en medidas de similitud
Dado un cierto 𝐴 ∈ ℱ(𝒪) con ‖𝒪‖ = 𝑛, definimos 𝐴↓ ∈ ℱ(𝒪) tal que 𝐴↓(𝑜𝑖) ≔ 𝑎𝑖,
donde 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛 son los grados de membresía de 𝐴 en orden decreciente.

Entonces, dada una medida de similitud, 𝔖, definimos la siguiente medida de
especificidad 𝑆𝑝𝔖 ∶ ℱ(𝒪) → [0, 1] como:

𝑆𝑝𝔖(𝐴) ≔ {0 𝐴 = ∅,
𝔖(𝐴↓, {𝑜1}) en otro caso. (3.13)

A continuación vamos a introducir unos resultados en los cuálesmostramos có-
mo, dependiendo del conjunto de propiedades que verifique la medida de similitud
escogida, siguiendo el mecanismo propuesto en la Ecuación 3.13, obtenemos una
medida de especificidad siguiendo una de las tres Definiciones 3.6, 3.7 o 3.8.

Para ello vamos a introducir unos conjuntos de axiomas que se recogen en [44],
donde se realiza un estudio formal comparativo de distintas definiciones axiomá-
ticas de medidas de similitud. En este trabajo se recopilan axiomas como los que
encontramos en las Tablas 3.3 y 3.4, que pueden ser deseables para medidas de
comparación generales entre conjuntos difusos y para medidas de similitud en par-
ticular, respectivamente. En estas tablas, si un axioma tiene un asterisco en su iden-
tificador, significa que es más estricto que su homónimo.

G1 0 ≤ 𝑚(𝐴, 𝐵) ≤ 1, ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪).
G1* 0 ≤ 𝑚(𝐴, 𝐵) ≤ 1, ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪) y existe un par de conjuntos difu-

sos 𝐶,𝐷 ∈ ℱ(𝒪) tales que𝑚(𝐶,𝐷) = 1.
G2 𝑚(𝐴, 𝐵) = 𝑚(𝐵, 𝐴), ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪).

Tabla 3.3: Algunos axiomas que pueden ser deseables para cualquier medida de
comparación entre conjuntos difusos𝑚 [44].

A la luz de estos conjuntos de axiomas, aunque podemos encontrarmás en [44],
podemos resumir las propiedades o la axiomática de cada una de las definiciones
de medida de similitud que hemos visto anteriormente en la Tabla 3.5.

Entonces, vamos a ver bajo qué condiciones, unamedida de similitud, según al-
guna de las cuatro definiciones que hemos introducido anteriormente, nos permite
derivar una medida de especificidad según alguna de las tres definiciones que he-
mos visto en la Sección 3.3.1. Para ello vamos a considerar la notación de la Tabla 3.6
para referirnos a los distintos axiomas que encontramos en las Definiciones 3.6, 3.7
y 3.8.

Entonces, vamos a establecer una correspondencia entre estos axiomas propios
de medidas de especificidad y algunos axiomas propios de medidas de similitud o
de comparación entre conjuntos difusos. Para ello, vamos a ver distintos resultados,
que luego nos permitirán establecer unos conjuntos de condiciones suficientes para
obtener, a partir de una medida de similitud, nuevas medidas de especificidad.

Proposición 3.8:
Si 𝔖 cumple G1* y S4*, entonces 𝑆𝑝𝔖 cumple 𝔸.
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S1 ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪), si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶 y máx𝑜∈𝒪 𝐴(𝑜) = máx𝑜∈𝒪 𝐵(𝑜),
entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵).

S1* ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪), si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶, entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐴, 𝐵).
S2 ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪), si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶, entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) ≤ 𝔖(𝐵, 𝐶).
S2* Si 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℱ(𝒪) se cumple que

· 𝐴(𝑜0) < 𝐵(𝑜0) ≤ 𝐶(𝑜0), para algún 𝑜0 ∈ 𝒪, y

· 𝐵(𝑜) = 𝐴(𝑜), ∀𝑜 ∈ 𝒪, 𝑜 ≠ 𝑜0,

entonces 𝔖(𝐴, 𝐶) < 𝔖(𝐵, 𝐶).
S3 ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝒪),𝔖(𝐴, 𝐴) = 0.
S4 𝔖(𝐶, 𝐶) = máx𝐴,𝐵∈ℱ(𝒪)𝔖(𝐴, 𝐵), ∀𝐶 ∈ ℱ(𝒪).
S4* 𝐶 = 𝐷 ⟺ 𝔖(𝐶,𝐷) = máx𝐴,𝐵∈ℱ(𝒪)𝔖(𝐴, 𝐵).
S5 𝔖(𝐴, 𝐵) = 0 ⟹ 𝐴∩ 𝐵 = ∅.
S7 Para 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℱ(𝒪) tales que 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐶 ∩ 𝐷, 𝐴 ⧵ 𝐵 ⊇ 𝐶 ⧵ 𝐷, y

𝐵 ⧵ 𝐴 ⊇ 𝐷 ⧵ 𝐶 se tiene que 𝔖(𝐴, 𝐵) ≤ 𝔖(𝐶,𝐷).

Tabla 3.4: Algunos axiomas que pueden ser deseables para cualquier medida de
similitud entre conjuntos difusos 𝔖 [44].

Def. 3.18 G1*, G2, S1*, S2 y S4
Def. 3.19 G1*, G2, S1*, S2, S3 y S4
Def. 3.20 G1*, G2, S1*, S2, S4* y S5
Def. 3.21 G1*, G2, S1*, S2, S3 y S4*

Tabla 3.5: Axiomática que se da en cada una de las definiciones de medida de simi-
litud que hemos introducido antes, vista según los conjuntos de axiomas de [44].

𝔸 𝑆𝑝(𝐴) = 1 si, y solamente si, 𝐴 = {𝑜} para algún 𝑜 ∈ 𝒪.
𝔹 𝑆𝑝(∅) = 0.
𝕔 Dados 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝑂) conjuntos normales tales que 𝐴 ⊆ 𝐵, entonces

𝑆𝑝(𝐴) ≥ 𝑆𝑝(𝐵).
ℂ Dados 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝑂) tales que 𝑎1 ≥ 𝑏1 y 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖, ∀𝑖 ≥ 2, donde 𝑎𝑖 y

𝑏𝑖 se corresponden con los grados de membresía de 𝐴 y 𝐵 en orden
decreciente. Entonces 𝑆𝑝(𝐴) ≥ 𝑆𝑝(𝐵).

ℂ↑ 𝑆𝑝(𝐴) es estrictamente creciente con respecto a 𝑎1.
ℂ↓ 𝑆𝑝(𝐴) es decreciente con respecto a 𝑎𝑖, ∀𝑖 ≥ 2.

Tabla 3.6: Axiomas que podemos exigir a una medida de especificidad. Los dos pri-
meros axiomas son comunes a las tres definiciones de especificidad que hemos vis-
to. Y el resto de axiomas se corresponden, en orden, a los axiomas de monotonía
presentes en cada una de las tres definiciones que hemos visto, de menos a más
estrictas.
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Demostración:

⇒) 𝐴 = {𝑜} ⊆ 𝒪 ⟹ 𝑎1 = 1, 𝑎𝑖 = 0, ∀𝑖 ≥ 2 ⟹
Def. 3.22

𝐴↓ = {𝑜1} = 𝑆 ⟹
Ec. 3.13

𝑆𝑝𝔖(𝐴) = 𝔖(𝑆, 𝑆) =
S4*

máx𝐴,𝐵∈ℱ(𝒪)𝔖(𝐴, 𝐵) =G1* 1.

⇐) 𝑆𝑝𝔖(𝐴) = 1 ⟹
Ec. 3.13

𝔖(𝐴↓, 𝑆) = 1 =
G1*

máx𝐴,𝐵∈ℱ(𝒪)𝔖(𝐴, 𝐵) ⟹
S4*

𝐴↓ = 𝑆
⟹

Def. 3.22
𝐴 = {𝑜} ⊆ 𝒪.

□

El siguiente resultado se tiene de forma trivial por cómo definimos las medidas
de especificidad derivadas a partir de medidas de similitud.

Proposición 3.9:
𝑆𝑝𝔖 cumple 𝔹 para cualquier medida de similitud 𝔖.

Proposición 3.10:
Si 𝔖 cumple G2 y S1, entonces 𝑆𝑝𝔖 cumple 𝕔.

Demostración: Si 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ(𝒪) son dos conjuntos normales, tales que 𝐴 ⊆ 𝐵,
entonces se tiene que 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ∀𝑖, con 𝑎1 = 𝑏1 = 1. Por lo tanto, 𝑆 = {𝑜1} ⊆ 𝐴↓ ⊆ 𝐵↓.
Y además, máx𝑜∈𝑂 𝑆(𝑜) = máx𝑜∈𝒪 𝐴↓(𝑜) = 1 ⟹

S1
𝔖(𝑆, 𝐵↓) ≤ 𝔖(𝑆, 𝐴↓) ⟹

G2
𝔖(𝐵↓, 𝑆) ≤ 𝔖(𝐴↓, 𝑆) ⟹

Ec. 3.13
𝑆𝑝𝔖(𝐵) ≤ 𝑆𝑝𝔖(𝐴). □

En las siguientes demostraciones vamos a utilizar unos conjuntos difusos que
se introducen en [18], y que se definen como siguen, dado un cierto 𝐴 ∈ ℱ(𝒪)
cualquiera y 𝜀 > 0:

𝐴𝜀
𝑖 (𝑜𝑗) ≔ {𝐴(𝑜𝑗) 𝑗 ≠ 𝑖,

mín(1, 𝐴(𝑜𝑗) + 𝜀) 𝑗 = 𝑖. (3.14)

Proposición 3.11:
Si 𝔖 cumple S2*, entonces 𝑆𝑝𝔖 cumple ℂ↑.

Demostración: Sea 𝐴 ∈ ℱ(𝒪), con 𝐴(𝑜𝑖) = 𝑎1 < 1 y 𝐴𝜀
𝑖 para algún 𝜀 > 0.

Entonces, 𝑎𝑗 = 𝐴↓(𝑜𝑗) = 𝐴𝜀
𝑖
↓(𝑜𝑗) = 𝑎𝜀𝑗 , ∀𝑗 ≥ 2 y 𝑎1 = 𝐴↓(𝑜1) < 𝐴𝜀

𝑖
↓(𝑜1) = 𝑎𝜀1 =

mín(1, 𝑎1 + 𝜀) ≤ 1 = 𝑆(𝑜1) ⟹
S2*

𝔖(𝐴↓, 𝑆) < 𝔖(𝐴𝜀
𝑖
↓, 𝑆) ⟹

Ec. 3.13
𝑆𝑝𝔖(𝐴) < 𝑆𝑝𝔖(𝐴𝜀

𝑖 ),
con lo que 𝑆𝑝𝔖 es estrictamente creciente con respecto a 𝑎1. □

Proposición 3.12:
Si 𝔖 cumple S7, entonces 𝑆𝑝𝔖 cumple ℂ↓.

Demostración: Sea∅ ≠ 𝐴 ∈ ℱ(𝒪), con |𝒪| > 1, y tal que 𝐴(𝑜𝑖) = 𝑎𝑗 < 𝑎1, para
algún 𝑗 ≥ 2, y sea 𝐴𝜀

𝑖 para algún 0 < 𝜀 ≤ 𝑎1 − 𝑎𝑗 , es decir, 𝑎𝑗 < 𝑎𝑗 + 𝜀 ≤ 𝑎1 (para
cumplir la precondición del axioma ℂ↓). Entonces, tenemos que 𝐴𝜀

𝑖
↓(𝑜𝑘) = 𝐴↓(𝑜𝑘),
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∀𝑘 > 𝑗 y también para 𝑘 = 1, y 𝐴𝜀
𝑖
↓(𝑜𝑘) ≥ 𝐴↓(𝑜𝑘), ∀1 < 𝑘 ≤ 𝑗. Por lo tanto,

considerando cualesquiera operaciones de intersección y diferencia de conjuntos
difusos, se tiene que 𝐴𝜀

𝑖
↓ ∩ {𝑜1} = 𝐴↓ ∩ {𝑜1}, 𝐴𝜀

𝑖
↓ ⧵ {𝑜1} ⊇ 𝐴↓ ⧵ {𝑜1} y {𝑜1} ⧵ 𝐴𝜀

𝑖
↓ =

{𝑜1} ⧵ 𝐴↓ ⟹
S7

𝔖(𝐴𝜀
𝑖
↓, {𝑜1}) ≤ 𝔖(𝐴↓, {𝑜1}) ⟹

Ec. 3.13
𝑆𝑝𝔖(𝐴𝜀

𝑖 ) ≤ 𝑆𝑝𝔖(𝐴), por lo tanto
𝑆𝑝𝔖 es decreciente con respecto a 𝑎𝑗 = 𝐴(𝑜𝑖). □

A partir de estos resultados, podemos obtener distintos conjuntos de axiomas,
que serán condiciones suficientes para que a partir del método propuesto en la
Ecuación 3.13 obtengamos una medida de especificidad según alguna de las axio-
máticas que hemos definido previamente. En concreto:
Teorema 3.1:
Si𝔖 cumple G1*, G2, S4* y S1, entonces 𝑆𝑝𝔖 es una medida de especificidad según
la Definición 3.6.
Corolario 3.1:
Las medidas de similitud que cumplen la axiomática de la Definición 3.20 o de
la Definición 3.21 nos permiten derivar medidas de especificidad según la Defini-
ción 3.6 empleando el método definido en la Definición 3.22.
Teorema 3.2:
Si𝔖 cumple G1*, S4*, S2* y S7, entonces 𝑆𝑝𝔖 es unamedida de especificidad según
la Definición 3.8 y, por lo tanto, también según las Definiciones 3.7 y 3.6.

A modo de ejemplo, podemos considerar la siguiente medida de similitud que
podemos obtener a partir de la propuesta en [203].

𝔖Tversky(𝐴, 𝐵) ≔ 𝜃‖𝐴 ∩ 𝐵‖ − 𝛼‖𝐴 ⧵ 𝐵‖ − 𝛽‖𝐵 ⧵ 𝐴‖, 𝛼, 𝛽, 𝜃 > 0.
Entonces, obtenemos la siguiente medida de especificidad que pertenece a la

familia de medidas de especificidad lineales.

𝑆𝑝𝔖Tversky
(𝐴) ≔ 𝑎1 −

1
𝑛 − 1 ∑𝑖≥2

𝑎𝑖.

Por otro lado, en [227] se presentan diversas medidas de similitud basadas en
medidas de entropía. Así, si consideramos la medida de entropía

𝐸1(𝐴) ≔ 1 − 1
𝑛 ∑

𝑜∈𝑂
‖2𝐴(𝑜) − 1‖,

y consideramos el conjunto difuso que se define como sigue para dos 𝐴, 𝐵 ∈
ℱ(𝒪)

𝑓(𝐴, 𝐵)(𝑜) ≔ 1 + ‖𝐴(𝑜) − 𝐵(𝑜)‖
2 ,

entonces, se define la medida de similitud 𝔖𝑓
𝐸1(𝐴, 𝐵) ≔ 𝐸1(𝑓(𝐴, 𝐵)). Siguiendo

el método anteriormente presentado, construimos la siguiente medida de especifi-
cidad que, hasta donde nosotros sabemos, no se ha presentado anteriormente en la
literatura.
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𝑆𝑝𝔖𝑓
𝐸1
(𝐴) ≔ 𝔖𝑓

𝐸1(𝐴
↓, {𝑜1}) =

𝑎1 +∑𝑖≥2(1 − 𝑎𝑖)
𝑛 .

Con lo que, como podemos ver, este método nos permite encontrar nuevas me-
didas de especificidad que puedan ser más adecuadas para nuestros propósitos.

Con esto finalizamos el repaso a distintos resultados novedosos en el campo de
las medidas de especificidad que nos permiten ampliar, tanto el catálogo de medi-
das de especificidad disponibles, como la familia de medidas de éxito referencial
que podemos emplear en nuestros sistemas de Generación de Expresiones de Re-
ferencia, lo que, como ya hemos mencionado, es de especial relevancia dentro del
campo de ger.

A continuación vamos a ver cómo tratar otro tipo de información en el proble-
ma de Generación de Expresiones de Referencia. Esta información proviene de la
incertidumbre que tenemos acerca del conocimiento que poseemos sobre el univer-
so de discurso. Y es que hasta ahora, la gradualidad que hemos manejado provenía
de la vaguedad propia de las propiedades o términos lingüísticos que empleamos en
el lenguaje natural. En la siguiente sección vamos a ver cómo manejar otro tipo de
gradualidad, la cual procede de la incertidumbre que poseemos sobre un universo
determinado.

3.5 incertidumbre dentro de la generación de expresiones de refe-
rencia

En la comunicación natural podemos encontrar distintos tipos de vaguedad o
de información gradual. Así, en las secciones anteriores hemos tratado un tipo par-
ticular de vaguedad, la inherente a las propiedades que presentan los objetos.

Pero en nuestra comunicación diaria a menudo tenemos que manejar otro tipo
de vaguedad, y es la que proviene de nuestra falta de conocimiento o información
acerca del objeto que estamos describiendo. En esta sección proponemos una forma
de tratar este tipo de incertidumbre a través de la Teoría de Conjuntos Difusos.

Supongamos entonces que un emisor quiere hacer referencia a un estudiante.
De este estudiante solo conoce el color de su jersey y su nacionalidad, la cual ha
inferido a través del idioma que este estudiante habla. Así, podríamos tener un pro-
blema de Generación de Expresiones de Referencia clásico como planteamos en el
Problema 2.1, donde 𝒫 ≔ {rojo, azul, verde, británico, chino, alemán,neerlandés}.

En este caso, la información que conoce el emisor sobre cada uno de estos es-
tudiantes vendría dada por la Tabla 3.7, donde los estudiantes a describir vienen
representados por el conjunto 𝒪 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}.

Con este tipo de información resolveríamos el problema de Generación de Ex-
presiones de Referencia como hemos visto en las secciones anteriores. Sin embargo,
hay ocasiones en las que se presenta incertidumbre debida a la falta de conocimien-
to de los integrantes de la conversación o dudas de los mismos. Así por ejemplo,
para este caso que acabamos de presentar, podemos pensar que el emisor sabe que
el receptor, al cual le está describiendo el estudiante, tiene dificultades para distin-
guir los colores azul y morado. Por tanto, desde la perspectiva del receptor, el jersey
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estudiante propiedades
𝑎 {verde, británico}
𝑏 {azul, chino}
𝑐 {verde, alemán}
𝑑 {rojo,neerlandés}
𝑒 {rojo, alemán}

Tabla 3.7: Información para el problema de ger clásico en el ejemplo de los estu-
diantes.

del estudiante 𝑏 puede ser morado o azul. Del mismo modo, quizás el emisor no
sea capaz de dilucidar si una persona es americana o británica por su acento, o si
un estudiante es alemán o neerlandés, pues no conoce suficientemente bien los dos
idiomas.

En estos casos, además de tener, para cada estudiante, el conjunto de propieda-
des que sabemos que cumple, podemos tener representadas estas dudas dentro de
dicho conjunto. Así, representaremos estas dudas u opciones posibles como con-
juntos de propiedades entendidas en un sentido disyuntivo; sabemos que el objeto
presenta alguna de las propiedades de ese conjunto, pero no estamos seguros de
cuál. Pasaríamos entonces a tener la información de la Tabla 3.8.

estudiante propiedades
𝑎 {{verde}, {británico, americano}}
𝑏 {{azul,morado}, {chino}}
𝑐 {{verde}, {neerlandés, alemán}}
𝑑 {{rojo}, {neerlandés}}
𝑒 {{rojo}, {alemán}}

Tabla 3.8: Información para el problema de ger en el que introducimos incerti-
dumbre.

Por lo tanto, en este caso la información que tenemos de un objeto, en lugar de
ser simplemente un subconjunto de propiedades de 𝒫, es un conjunto compuesto
de subconjuntos de propiedades. Y cada uno de estos subconjuntos está formado
por aquellas propiedades entre las cuales tenemos algún tipo de duda; sabemos
que el objeto presenta una de las propiedades de ese conjunto, pero no sabemos
cuál. Así, para un cierto 𝑜 ∈ 𝒪 tenemos que la información que tenemos sobre sus
propiedades tiene la siguiente forma.

𝑃(𝑜) = {𝑆1,… , 𝑆𝑘} ⊂ 2𝒫 ⧵ ∅
Además, para evitar redundancias en la representación del conocimiento dispo-

nible para un determinado objeto, al conjunto anterior le imponemos que 𝑆 𝑖 ⊈ 𝑆𝑗
para cualesquiera 𝑖 ≠ 𝑗.
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Veamos, entonces, cómo podemos tratar el problema de Generación de Expre-
siones de Referencia cuando tenemos este tipo de incertidumbre sobre las propie-
dades que poseen los objetos del universo de discurso en el que nos encontramos.

Lo primero que tenemos que tener en cuenta es que, cuando tenemos incerti-
dumbre sobre las propiedades que presentan cada uno de los objetos en el universo
en el que nos encontramos, entonces, dada una expresión de referencia, también
tendremos incertidumbre sobre a qué objetos hace referencia esa expresión.

Por lo tanto, dado un cierto conjunto de propiedades 𝑆 ⊆ 𝒫 definimos los si-
guientes conjuntos de objetos:

⟦𝑆⟧Π ≔ {𝑜 ∈ 𝒪 ∣ ∃𝑆′ ∈ 𝑃(𝑜) ∶ 𝑆′ ∩ 𝑆 ≠ ∅} (3.15)

⟦𝑆⟧𝑁 ≔ {𝑜 ∈ 𝒪 ∣ ∃𝑆′ ∈ 𝑃(𝑜) ∶ 𝑆′ ⊂ 𝑆} (3.16)

El conjunto ⟦𝑆⟧Π es el conjunto de aquellos objetos que posiblemente presen-
ten alguna de las propiedades contenidas en 𝑆. Aunque podría ser que no, pues-
to que, según la información que tenemos sobre dichos objetos, podrían presentar
realmente una propiedad del conjunto 𝑆′ que no estuviese en el conjunto de pro-
piedades 𝑆.

Por otro lado, el conjunto ⟦𝑆⟧𝑁 está compuesto por los objetos que necesaria-
mente presentan alguna de las propiedades contenidas en 𝑆, puesto que tenemos
un cierto conjunto de propiedades de entre las cuales sabemos que el objeto pre-
senta una de ellas y todas estas propiedades están contenidas en 𝑆. Por lo tanto, es
claro que ⟦𝑆⟧𝑁 ⊆ ⟦𝑆⟧Π

Por ejemplo, para el caso presentado en la Tabla 3.8, tenemos que si𝑆 = {neerlandés},
entonces ⟦𝑆⟧Π = {𝑐, 𝑑}, mientras que ⟦𝑆⟧𝑁 = {𝑑}.

Entonces, cuando consideramos una cierta expresión de referencia en la cual
incluimos incertidumbre, podemos definir, como hicimos en el caso clásico, el con-
junto𝑂𝑟𝑒. Aunque en este caso tendremos dos subconjuntos: el conjunto de objetos
que la expresión refiere posiblemente y los que refiere necesariamente.

Definición 3.23: Referentes posibles y necesarios para una expresión de referen-
cia con incertidumbre
Consideremos un cierto universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos
𝒪 y un conjunto de propiedades 𝒫, que los objetos pueden presentar o no. Enton-
ces, dada una cierta expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊂ 2𝒫 ⧵ ∅, se definen los siguientes
conjuntos de objetos.

𝑂Π
𝑟𝑒 ≔ ⋂

𝑆∈𝑟𝑒
⟦𝑆⟧Π, (3.17)

𝑂𝑁
𝑟𝑒 ≔ ⋂

𝑆∈𝑟𝑒
⟦𝑆⟧𝑁 . (3.18)

Diremos entonces que una expresión de referencia tiene éxito referencial para
un cierto objeto, 𝑜 ∈ 𝒪, si se da que 𝑂Π

𝑟𝑒 = 𝑂𝑁
𝑟𝑒 = {𝑜}. La expresión de referencia
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tendrá éxito referencial para el objeto cuando este objeto necesariamente cumpla
la descripción dada, es decir, no pueda presentar alguna propiedad que no hemos
contemplado en la expresión de referencia. Y además, se ha de dar que no haya
algún distractor que pueda encajar con dicha descripción.

Así, para el ejemplo que hemos visto tenemos los conjuntos de referentes ne-
cesarios y posibles para diferentes expresiones de referencia que recogemos en la
Tabla 3.9.

𝑟𝑒 𝑂Π
𝑟𝑒 𝑂𝑁

𝑟𝑒

{{neerlandés}} {𝑐, 𝑑} {𝑑}
{{alemán}} {𝑐, 𝑒} {𝑒}
{{neerlandés, alemán}} {𝑐, 𝑑, 𝑒} {𝑐, 𝑑, 𝑒}
{{verde}, {neerlandés}} {𝑐} ∅
{{verde}, {alemán}} {𝑐} ∅
{{verde}, {neerlandés, alemán}} {𝑐} {𝑐}
{{azul}} {𝑏} ∅
{{morado}} {𝑏} ∅
{{azul, morado}} {𝑏} {𝑏}

Tabla 3.9: Referentes posibles y necesarios para distintas expresiones de referencia
en el escenario de la Tabla 3.8.

Los términos «posible» y «necesario» que estamos empleando en este trabajo
provienen de la Teoría de la Posibilidad [62, 66]. En lo que hemos presentado ante-
riormente estábamos manejando incertidumbre sobre propiedades crisp. Pero co-
mo hemos visto en el desarrollo previo, para abordar el problema de Generación de
Expresiones de Referencia en un contexto real, necesitamos manejar propiedades
graduales. Por lo tanto, hemos de extender los desarrollos anteriores sobre mane-
jo de incertidumbre en el ger al manejo de la incertidumbre sobre propiedades
graduales.

Así las cosas, la información que manejamos para cada uno de los objetos del
universo de discurso en el que estamos trabajando tendrá la forma

𝑃(𝑜) = { ̃𝑆1,… , ̃𝑆𝑘} ⊂ ℱ(𝒫) ⧵ ∅.

Aquí, cada uno de los conjuntos difusos, ̃𝑆 𝑖, que manejamos puede verse co-
mo la distribución de posibilidad que representa una parte de la incertidumbre que
manejamos para el objeto. Por ejemplo, podemos considerar la información de la
Tabla 3.10 en la que representamos la información del estudiante acerca de los es-
tudiantes que componen el universo de discurso que hemos descrito. Así podemos
representar en qué grado el estudiante cree que otro estudiante es americano y en
qué grado cree que es británico.

Entonces, dado un cierto conjunto difuso de propiedades, ̃𝑆, podemos exten-
der los conjuntos de objetos que hemos presentado en las Ecuaciones 3.15 y 3.16 a
conjuntos difusos definidos sobre 𝒪 como sigue.
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estudiante 𝑃(𝑜)
𝑎 {1.0/verde, 0.6/americano + 1.0/británico}
𝑏 {1.0/azul + 1.0/morado, 1.0/chino}
𝑐 {1.0/verde, 0.7/neerlandés + 1.0/alemán}
𝑑 {1.0/rojo, 1.0/neerlandés}
𝑒 {1.0/rojo, 1.0/alemán}

Tabla 3.10: Incertidumbre con gradualidad para el ejemplo que estamos presentan-
do.

⟦ ̃𝑆⟧Π(𝑜) ≔ máx
̃𝑆′∈𝑃(𝑜)

máx
𝑝∈𝒫

mín( ̃𝑆′(𝑝), ̃𝑆(𝑝)), (3.19)

⟦ ̃𝑆⟧𝑁(𝑜) ≔ máx
̃𝑆′∈𝑃(𝑜)

mín
𝑝∈𝒫

máx(1 − ̃𝑆′(𝑝), ̃𝑆(𝑝)). (3.20)

Y ahora podemos definir los conjuntos difusos de referentes posibles y necesa-
rios para una expresión de referencia compuesta por propiedades difusas con in-
certidumbre.

Definición 3.24: Conjuntos difusos de referentes posibles y necesarios para una
expresión de referencia compuesta por propiedades difusas con incertidumbre
Dada un cierta expresión de referencia 𝑟𝑒 ⊆ ℱ(𝒫) ⧵ ∅, definimos los siguientes
conjuntos de referentes posibles y necesarios para 𝑟𝑒:

𝑂Π
𝑟𝑒(𝑜) ≔ mín

̃𝑆∈𝑟𝑒
⟦ ̃𝑆⟧Π(𝑜), (3.21)

𝑂𝑁
𝑟𝑒(𝑜) ≔ mín

̃𝑆∈𝑟𝑒
⟦ ̃𝑆⟧𝑁(𝑜), (3.22)

Entonces, si consideramos estos conjuntos difusos y tomamos una medida de
éxito referencial como las que hemos presentado en las Secciones 3.2 y 3.3, podemos
definir la siguiente medida de éxito referencial en una situación con incertidumbre
con propiedades graduales.

Definición 3.25:Medida de éxito referencial para una expresión de referencia con
propiedades graduales e incertidumbre

𝑟𝑠Π𝑁(𝑟𝑒, 𝑜) ≔ mín(𝑟𝑠Π(𝑟𝑒, 𝑜), 𝑟𝑠𝑁(𝑟𝑒, 𝑜)). (3.23)

Aquí, 𝑟𝑠Π y 𝑟𝑠𝑁 son dos medidas de éxito referencial como las que hemos visto
en la Sección 3.2. Y para cada una de ellas realizamos la medición del éxito referen-
cia considerando, como conjunto de objetos a los que hace referencia la expresión
de referencia, los conjuntos 𝑂Π

𝑟𝑒 y 𝑂𝑁
𝑟𝑒 respectivamente.
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Con lo que hemos extendido las nociones principales del problema de Genera-
ción de Expresiones de Referencia a un ámbito en el que manejamos incertidum-
bre con propiedades difusas, otro tipo de información que es usual en el lenguaje
natural. Ya en el siguiente capítulo presentaremos nuestra propuesta para tratar el
problema de Generación de Expresiones de Referencia a través del Análisis de Con-
ceptos Formales, empezando por la versión crisp del mismo que presentamos en la
Sección 2.1.

3.6 difusión de resultados

En este capítulo hemos presentado diversas aportaciones al campo de las medi-
das de éxito referencial y lasmedidas de especificidad. Ampliando así el conjunto de
estas familias de medidas y estudiando las relaciones entre ellas. Además, también
hemos presentado un modo de manejar otro tipo de gradualidad en el problema de
Generación de Expresiones de Referencia, la incertidumbre.

Las propuestas que se han presentado en este capítulo, han sido difundidas in-
ternacionalmente a través de publicaciones en revistas de reconocido prestigio y
congresos internacional de gran relevancia. En concreto, las propuestas que se han
presentado en este capítulo han dado lugar a las siguientes publicaciones:

1. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla y Daniel Sánchez. «A Measure of Re-
ferential Success Based on Alpha-Cuts». en. En: Scalable Uncertainty Mana-
gement. Ed. por Steven Schockaert y Pierre Senellart. Lecture Notes in Com-
puter Science. Cham: Springer International Publishing, 2016, págs. 345-351.

2. NicolásMarín,GustavoRivas-Gervilla yDaniel Sánchez. «Using specificity to
measure referential success in referring expressions with fuzzy properties».
En: 2016 IEEE InternationalConference onFuzzy Systems (FUZZ-IEEE). 2016,
págs. 563-570

3. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla, Daniel Sánchez y Ronald R. Yager.
«Specificity Measures and Referential Success». En: IEEE Transactions on
Fuzzy Systems 26.2 (2018), págs. 859-868

4. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla, Daniel Sánchez y Ronald R. Yager.
«On families of bounded specificity measures». En: 2017 IEEE International
Conference on Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE). ISSN: 1558-4739. 2017, págs. 1-6

5. NicolásMarín,GustavoRivas-Gervilla yDaniel Sánchez. «Using k-Specificity
for theManagement of Count Restrictions in FlexibleQuerying». en. En: Sca-
lable Uncertainty Management. Ed. por Serafín Moral, Olivier Pivert, Daniel
Sánchez y Nicolás Marín. Lecture Notes in Computer Science. Cham: Sprin-
ger International Publishing, 2017, págs. 49-63

6. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla, Daniel Sánchez y Ronald R. Yager.
«Specificity measures based on fuzzy set similarity». en. En: Fuzzy Sets and
Systems. Fuzzy Measures, Integrals and Quantification in Artificial Intelli-
gence Problems –AnHomage to Prof.MiguelDelgado 401 (2020), págs. 189-199
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7. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla y Daniel Sánchez. «Referring under
Uncertainty». En: 2019 IEEE InternationalConference onFuzzy Systems, FUZZ-
IEEE 2019, New Orleans, LA, USA, June 23-26, 2019. IEEE, 2019, págs. 1-6

Entrando con algo más de detalle en cada una de estas publicaciones, tenemos
que:

· En [138] se propone la medida de éxito referencia basada en 𝛼-cortes que he-
mos presentado en la Sección 3.2. Este trabajo fue presentado en el congreso
internacional sum 2016.

· En los trabajos [139] y [145] estudiamos la relación entre la especificidad y el
éxito referencial. En concreto, el trabajo realizado en [139] fue presentado en
el congreso fuzz-ieee 2016, un congreso internacional de reconocido presti-
gio. Y por otro lado, el artículo [145], que cuenta con la colaboración del Prof.
Ronald R. Yager, autoridad y pionero en el campo de las medidas de especi-
ficidad para conjuntos difusos, fue publicado en la revista ieee Transactions
on Fuzzy Systems (jif: 2018 6/134 Q1 95.90).

· En [144] presentamos nuestro trabajo sobre medidas de especificidad acota-
das, también contando con la colaboración del Prof. Ronald R. Yager, quien
además forma parte del grupo de trabajo de la beca de Formación de Profeso-
rado Universitario que ha disfrutado el doctorando. Este trabajo fue presen-
tado en el congreso fuzz-ieee 2017.

· En [141] presentamos algunas de las ideas sobre medidas de 𝑘-especificidad
que hemos visto en la Sección 3.4.2. Este trabajo se presentó en el congreso
internacional sum 2017.

· Y, nuevamente con la colaboración del Prof. Ronald R. Yager, exploramos la
derivación demedidas de especificidad a partir demedidas de similitud entre
conjuntos difusos en el trabajo de revista [146]. Este trabajo fue publicado en
Fuzzy Sets and Systems (jif: 2020 23/110 Q1 79.55)

· Así, en [136] presentamos nuestra primera propuesta para tratar con la incer-
tidumbre en el problema de Generación de Expresiones de Referencia, como
hemos visto en la Sección 3.5. Este trabajo presentado en el congreso fuzz-
ieee 2019 fue galardonado con el premio “fuzz-ieee 2019 Outstanding Con-
ference Paper Award”.



Capítulo 4

Análisis de Conceptos Formales
para el problema de Generación
de Expresiones de Referencia

En este capítulo presentamos la principal aportación de esta tesis al campo de
la Generación de Expresiones de Referencia. Veremos cómo aplicar el Análisis de
Conceptos Formales al problema de Generación de Expresiones de Referencia Plu-
rales.

Así, en un primer lugar, veremos los fundamentos teóricos de este mecanismo
formal de representación de conocimiento. A continuación, veremos cómo trasla-
dar y aplicar estas herramientas al problema que abordamos en esta tesis. Y ana-
lizaremos las ventajas que aporta este mecanismo formal de representación de co-
nocimiento al problema de Generación de Expresiones de Referencia.

4.1 fundamentos del análisis de conceptos formales

Como ya comentamos en el Capítulo 1, el Análisis de Conceptos Formales pue-
de ser visto como una formalización de los conceptos mentales que manejamos los
humanos [212]. Así, el acf permite representar distintos conceptos, al igual que je-
rarquías entre conceptos; el concepto perro es un subconcepto de animal, y a su vez
puede tener chihuahua como un subconcepto, como se representa en la Figura 4.1.

Podemos pensar, por ejemplo, en el concepto número primo. Al ser un concep-
to matemático es fácilmente caracterizable como un conjunto de elementos que
comparten unas características en común

{ser un número, sus únicos divisores son el uno y él mismo}.

Y además, este concepto estará acompañado en nuestra mente por un conjun-
to de elementos que son los números primos que conocemos, {2, 3, 5, 7,… }, aunque
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animal

perro

chihuahua

Figura 4.1: Jerarquía de conceptos mentales que podemos manejar y representar
gracias al Análisis de Conceptos Formales.

realmente el conjunto de los números primos es infinito. Pero este pequeño subcon-
junto es el que tenemos en nuestro imaginario asociado al concepto número primo.

Y no nos tenemos que limitar a pensar en conceptos matemáticos que son fácil-
mente definibles. Podemos pensar en el concepto camión. Este concepto podemos
verlo como un subconjunto del concepto vehículo a motor y puede venir caracteri-
zado por el siguiente conjunto de características:

{gran tamaño, seis ruedas, cajón de almacenaje,… }.

Al igual que antes, este concepto vendrá acompañado por aquellos camiones
que tengamos en nuestro imaginario, individual o colectivo.

El Análisis de Conceptos Formales surge con la idea de reestructurar la Teoría
de Retículos teniendo en cuenta el concepto matemático de orden [211]. Así su
entidad principal es la de contexto formal que presentamos a continuación. Aquí
aparecen las piezas fundamentales del Análisis de Conceptos Formales: como son
los objetos, los atributos y la relación entre estos objetos y atributos.

Se hace patente cómo conecta esto con los ejemplos que acabamos de presentar.
Hemos presentado conceptos que se representaban por un conjunto de propieda-
des, de atributos1, que tenían en común los elementos de un determinado conjunto
de objetos.

Definición 4.1: Contexto formal [212]
Sean 𝐺 y𝑀 dos conjuntos e 𝐼 ⊂ 𝐺 × 𝑀 una relación binaria entre ellos. Entonces,
la tripleta 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) se denomina contexto formal.

Además, a los conjuntos 𝐺 y 𝑀 se les denomina, respectivamente, el conjunto
de objetos (formales) y el conjunto de atributos (formales) del contexto formal. Así,
si para un cierto objeto 𝑔 ∈ 𝐺 y un cierto atributo 𝑚 ∈ 𝑀, se tiene que (𝑔,𝑚) ∈ 𝐼,
esto significa que el objeto 𝑔 presenta o posee el atributo𝑚, y lo denotamos por 𝑔𝐼𝑚.

Dado un contexto formal que, como hemos visto, puede entenderse como un
conjunto de objetos, cada uno de los cuales presenta una serie de atributos que vie-

1En este caso, estamos empleando la nomenclatura propia del Análisis de Conceptos Formales. De
modo que lo que en capítulos anteriores hemos considerado como propiedades, como podría ser alta o
blanco, aquí se denominarán atributos.
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nen dados por una relación binaria, podemos definir los operadores de derivación,
los cuales juegan un papel central en el Análisis de Conceptos Formales.

Definición 4.2: Operadores de derivación [212]
Consideremos, dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), sendos subconjuntos de
objetos y atributos 𝐴 ⊆ 𝐺 y 𝐵 ⊆ 𝑀. Entonces definimos los siguientes operadores
de derivación, los cuales notamos por ′:

𝐴′ ≔ {𝑚 ∈ 𝑀 ∣ 𝑎𝐼𝑚, ∀𝑎 ∈ 𝐴}, (4.1)

𝐵′ ≔ {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝑔𝐼𝑏, ∀𝑏 ∈ 𝐵}. (4.2)

Así, dado un conjunto de objetos 𝐴, el conjunto 𝐴′ es el conjunto de atributos
que tienen en común los objetos en 𝐴. Del mismo modo, dado un conjunto de atri-
butos 𝐵, 𝐵′ es el conjunto de objetos que presentan todos y cada uno de los atributos
del conjunto 𝐵. Además, se puede comprobar que los operadores de derivación que
acabamos de definir cumplen las siguientes propiedades [212], donde 𝑆, 𝑆1 y 𝑆2
representan conjuntos de atributos o de propiedades indistintamente.

𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⟹ 𝑆′1 ⊇ 𝑆′2, (4.3)

𝑆 ⊆ 𝑆″, (4.4)

𝑆‴ = 𝑆′. (4.5)

A partir de estas propiedades, tenemos que el par de operadores de derivación
que hemos definido son un caso particular de conexión de Galois.

Definición 4.3: Conexión de Galois [13]
Consideremos dos familias de conjuntos ordenadas ⟨U, ⊆⟩ y ⟨V, ⊆⟩. Dos operadores
o funciones ↑ ∶ U → V y ↓ ∶ V → U se dice que forman una conexión de Galois
entre U y V si cumplen las siguientes propiedades:

1. 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⟹ 𝐴↑
1 ⊇ 𝐴↑

2,

2. 𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⟹ 𝐵↓1 ⊇ 𝐵↓2 ,

3. 𝐴 ⊆ 𝐴↑↓ y 𝐵 ⊆ 𝐵↓↑,

para cualesquiera 𝐴1, 𝐴2, 𝐴 ⊆ U y 𝐵1, 𝐵2, 𝐵 ⊆ V.

A partir de estos operadores de derivación podemos definir la pieza fundamen-
tal del Análisis de Conceptos Formales, los conceptos formales. Estos conceptos
formales serán la representación formal de los conceptos mentales que manejamos
y que hemos ejemplificado a comienzo de esta sección.
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Definición 4.4: Concepto formal [212]
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼). Entonces, dados dos conjuntos
𝐴 ⊆ 𝐺 y 𝐵 ⊆ 𝑀, el par (𝐴, 𝐵) se denomina concepto formal si se cumple que

𝐴 = 𝐵′ ∧ 𝐵 = 𝐴′. (4.6)

En este caso, 𝐴 se denomina la extensión del concepto formal, y 𝐵 la intensión
del concepto formal. Y podemos definir los siguientes conjuntos:

Ext(𝕂) ≔ {𝐴 ⊆ 𝐺 ∣ ∃𝐵 ⊆ 𝑀, (𝐴, 𝐵) es un concepto formal}. (4.7)

Int(𝕂) ≔ {𝐵 ⊆ 𝑀 ∣ ∃𝐴 ⊆ 𝐺, (𝐴, 𝐵) es un concepto formal}. (4.8)

Por tanto, a la luz de la definición anterior, un concepto formal es un par com-
puesto por un conjunto de objetos, su extensión, y un conjunto de atributos, su
intensión. De modo que tenemos un conjunto de objetos que tienen en común pre-
cisamente los atributos del conjunto de atributos, y no hay ningún otro objeto en el
contexto formal que posea todos y cada uno de los atributos en dicho conjunto. Es-
tos conceptos formales pueden verse como los puntos fijos de la conexión de Galois
dada por los operadores de derivación que hemos definido [27].

Al igual que hemos mostrado en la Figura 4.1, podemos establecer una jerar-
quía de conceptos formales según la relación de orden siguiente. Esta relación nos
permite hablar de subconceptos y superconceptos, al igual que hemos hecho ante-
riormente.

(𝐴1, 𝐵1) ≤ (𝐴2, 𝐵2) ⟺
def

𝐴1 ⊆ 𝐴2(⟺ 𝐵1 ⊇ 𝐵2). (4.9)

Pues bien, en base a esta relación de orden entre conceptos podemos construir
lo que denominamos el retículo de conceptos formales. Esta estructura, como vere-
mos, es muy útil de cara a explorar la información contenida en un contexto. Antes
de continuar, nos gustaría recordar las siguientes definiciones, para distintos tipos
de estructuras de retículo.

Definición 4.5: Retículo, retículo acotado y retículo completo
Un retículo es una estructura ⟨𝐿, ∧, ∨⟩, donde 𝐿 es un conjunto y ∧ y ∨ son dos
operaciones binarias en 𝐿, las cuales son conmutativas y asociativas y presentan las
siguientes propiedades ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿:

· 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎,

· 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑎.

Si además existen dos elementos 0 y 1 tales que para cualquier 𝑎 ∈ 𝐿 se tiene
que

· 𝑎 ∨ 0 = 𝑎,

· 𝑎 ∧ 1 = 𝑎.
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Entonces la estructura ⟨𝐿, ∧, ∨, 0, 1⟩ se dice que es un retículo acotado.
Si en un retículo todo subconjunto de elementos, 𝐾 ⊂ 𝐿 tiene supremo e ínfi-

mo, notados respectivamente por⋁𝐾 y⋀𝐾 entonces se dice que el retículo es un
retículo completo.

Definición 4.6: Conjunto de conceptos formales [211]
Dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), notamos por 𝐹𝐶(𝕂) al conjunto de con-
ceptos formales del contexto, es decir,

𝐹𝐶(𝕂) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∣ 𝐴 ⊆ 𝐺, 𝐵 ⊆ 𝑀,𝐴 = 𝐵′, 𝐵 = 𝐴′}. (4.10)

Teorema 4.1: Teorema Fundamental de los Retículos de Conceptos [211]
Dado un contexto formal𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), el conjunto 𝐹𝐶(𝕂) con la relación de orden
definida en la Ecuación 4.9 es un retículo completo, que denominamos el retículo
de conceptos formales. En este retículo, el ínfimo y el supremo se definen respecti-
vamente como sigue:

⋀
𝑖
(𝐴𝑖, 𝐵𝑖) ≔ (⋂

𝑖
𝐴𝑖, (⋂

𝑖
𝐴𝑖)

′

) , (4.11)

⋁
𝑖
(𝐴𝑖, 𝐵𝑖) ≔ ((⋂

𝑖
𝐵𝑖)

′

,⋂
𝑖
𝐵𝑖) . (4.12)

Para ver los conceptos que acabamos de presentar vamos a considerar el ejemplo
que presentamos la Figura 4.2, que es el mismo que empleamos en la Sección 2.1.1.

𝑎
𝑏

𝑐

𝑑

𝑒

𝑓

𝑔
ℎ

Figura 4.2: Escena compuesta por figuras geométricas blancas o negras de distinto
tamaño.

Podemos representar la información contenida en esta escena en forma de una
tabla binaria. En esta tabla las filas se corresponden con los objetos y las columnas
con los atributos. Y encontraremos un cero o un uno dependiendo de si el objeto
correspondiente posee el atributo de la columna o no. Así, para la Figura 4.2 cons-
truimos la Tabla 4.1.

Para el contexto representado en la Tabla 4.1 tenemos el conjunto de conceptos
formales que se recoge en la Tabla 4.2.
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objeto círculo cuadrado triángulo blanco negro grande pequeño
𝑎 1 0 0 1 0 1 0
𝑏 1 0 0 0 1 1 0
𝑐 1 0 0 1 0 0 1
𝑑 1 0 0 0 1 0 1
𝑒 0 1 0 1 0 1 0
𝑓 0 1 0 1 0 0 1
𝑔 0 0 1 1 0 1 0
ℎ 0 0 1 0 1 0 1

Tabla 4.1: Tabla binaria para representar la información de la Figura 4.2. En esta
tabla marcamos con • los atributos que posee cada uno de los objetos de la escena.

(∅,𝑀) ({𝑐, 𝑑}, {círculo, pequeño})
({𝑎}, {círculo, blanco, grande}) ({𝑐, 𝑓}, {blanco, pequeño})
({𝑏}, {círculo, negro, grande}) ({𝑑, ℎ}, {negro, pequeño})
({𝑐}, {círculo, blanco, pequeño}) ({𝑒, 𝑓}, {cuadrado, blanco})
({𝑑}, {círculo, negro, pequeño}) ({𝑔, ℎ}, {triángulo})
({𝑒}, {cuadrado, blanco, grande}) ({𝑎, 𝑒, 𝑔}, {blanco, grande})
({𝑓}, {cuadrado, blanco, pequeño}) ({𝑏, 𝑑, ℎ}, {negro})
({𝑔}, {triángulo, blanco, grande}) ({𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, {círculo})
({ℎ}, {triángulo, negro, pequeño}) ({𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑔}, {grande})
({𝑎, 𝑏}, {círculo, grande}) ({𝑐, 𝑑, 𝑓, ℎ}, {pequeño})
({𝑎, 𝑐}, {círculo, blanco}) ({𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑓, 𝑔}, {blanco})
({𝑏, 𝑑}, {círculo, negro}) (𝐺,∅)

Tabla 4.2: Lista de conceptos formales para el contexto formal representado en la
Tabla 4.1.
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Además, uno de los objetivos que debería perseguir cualquier sistema de repre-
sentación de conocimiento es el de hacer que este conocimiento pueda ser fácilmen-
te explorado y visualizado. Así, para un contexto formal determinado, podemos dar
una representación gráfica de su conjunto de conceptos formales. Esta representa-
ción son los bien conocidos diagramas de Hasse.

En estos diagramas, que tienen forma de un grafo con vértices y aristas, cada
vértice representa uno de los conceptos formales del contexto. De modo que dos
nodos están relacionados con una arista según la relación de orden que hemos de-
finido en la Ecuación 4.9. Además, algunos de estos vértices aparecen etiquetados
mostrando, o bien la intensión del concepto, o bien su extensión. De modo que, pa-
ra un vértice determinado, su extensión se calcula de forma recursiva por medio de
la unión de la extensión de los subconceptos que aparecen como vértices «hijo» en
el diagrama. Por otro lado, la intensión de un concepto se calculará recursivamente
por medio de la intersección de la intensión de los superconceptos que aparecen
como vértices «padre» del nodo correspondiente.

En la Figura 4.3 mostramos el diagrama de Hasse que representa el conjunto
de conceptos formales que presentamos en la Tabla 4.2 para el contexto de la Figu-
ra 4.2.

ℎ

pequeño grande

triángulo

blanco

cuadrado

negro

𝑎𝑏 𝑐

círculo

𝑓𝑔 𝑒𝑑

Figura 4.3: Diagrama de Hasse para los conceptos de la Tabla 4.2.

Vamos a ver ahora las definiciones de ⊓-semiconcepto y ⊔-semiconcepto que,
como veremos, tendrán especial relevancia en el rol del Análisis de Conceptos For-
males para el problema de Generación de Expresiones de Referencia.

Definición 4.7: ⊓-semiconcepto y ⊔-semiconcepto [207]
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼). Entonces un par (𝐴, 𝐵), con 𝐴 ⊆
𝐺, 𝐵 ⊆ 𝑀, se dice que es un ⊓-semiconcepto si 𝐴′ = 𝐵. Del mismo modo, se dirá
que es un ⊔-semiconcepto si 𝐵′ = 𝐴.

Otro importante concepto dentro del Análisis de Conceptos Formales es el de
las relaciones flecha [82] que introducimos a continuación.

Definición 4.8: Relaciones flecha [82]
Consideremos un contexto formal𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) y sendos 𝑔 ∈ 𝐺 y𝑚 ∈ 𝑀. Entonces
definimos las siguientes relaciones como subconjuntos de 𝐺 ×𝑀:
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· 𝑔 ↙ 𝑚 ⟺
def

(𝑔,𝑚) ∉ 𝐼 y {𝑔}′ ⊂ {ℎ}′ ⟹ (ℎ,𝑚) ∈ 𝐼, ∀ℎ ∈ 𝐺.

· 𝑔 ↗ 𝑚 ⟺
def

(𝑔,𝑚) ∉ 𝐼 y {𝑚}′ ⊂ {𝑛}′ ⟹ (𝑔, 𝑛) ∈ 𝐼, ∀𝑛 ∈ 𝑀.

· Por último diremos que 𝑔 ⤢ 𝑚 ⟺
def

𝑔 ↙ 𝑚 y 𝑔 ↗ 𝑚.

Así, cuando tenemos un objeto 𝑔 y un atributo𝑚 tales que 𝑔 ↗ 𝑚, entonces lo
que tenemos es que 𝑔 no presenta el atributo 𝑚, pero que cualquier otro atributo
que sea aplicable a aquellos objetos que sí que presentan𝑚 es también aplicable a
𝑔.

A modo de ejemplo, supongamos que en un aparcamiento hay 10 coches, uno
de los cuales es azul y el resto son rojos. En ese caso, sin entrar en más detalles
sobre el modelo de coche, tendríamos que para ese coche, que podemos llamar 𝑐, se
tiene que 𝑐 ↗ rojo. Es decir, es el único objeto que no es rojo, pero los objetos que
son rojos son coches, con lo que, cualquier otro atributo que posean lo presentará
también 𝑐.

Del mismo modo, si 𝑔 ↙ 𝑚, entonces se tiene que cualquier otro objeto que
posea todos los atributos que posea 𝑔 presentará también𝑚. Visto de otro modo, de
entre todos los objetos que poseen las propiedades que posee 𝑔 (entre otras posible-
mente), 𝑔 es el único que no posee el atributo𝑚.

Para ilustrar esto podemos pensar en un lapicero donde hay varios bolígrafos,
uno de los cuales no tiene caperuza, lo llamaremos 𝑏. Entonces se tiene que 𝑏 ↙
caperuza, puesto que el resto de bolígrafos, que presentarán el resto de atributos
que como bolígrafo tiene 𝑏, sí que tienen caperuza.

Con esto acabamos el repaso a los fundamentos del Análisis de Conceptos For-
males que nos permitirán realizar los desarrollos teóricos centrales de esta tesis
doctoral y que presentaremos en la Sección 4.2.

4.1.1 algoritmos para obtener el retículo de conceptos formales

El retículo de conceptos formales de un contexto resulta de gran interés. En
él está contenida gran parte de la información que podemos extraer del contexto.
Además, como veremos en la Sección 4.2, este retículo tendrá un papel central en
los desarrollos teóricos más relevantes de nuestra tesis. Así veremos como, a través
del retículo de conceptos formales, podemos desarrollar distintos algoritmos que
marcarán el carácter diferenciador delAnálisis deConceptos Formales con respecto
a otros mecanismos formales de representación de conocimiento empleados para
el problema de Generación de Expresiones de Referencia, que hemos visto en la
Sección 2.1.1.

Por la definición de concepto formal que hemos dado (Def. 4.4) tenemos la si-
guiente proposición cuya demostración resulta trivial.

Proposición 4.1:
Consideremos un cierto contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼). Entonces, para cualesquie-
ra conceptos formales (𝐴, 𝐵), (𝐶, 𝐷) ∈ 𝐹𝐶(𝕂), se tiene que:

· 𝐴 ≠ 𝐶 ⟹ 𝐵 ≠ 𝐷.
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· 𝐵 ≠ 𝐷 ⟹ 𝐴 ≠ 𝐶.

Demostración: Supongamos que existen dos conceptos formales de la forma
(𝐴1, 𝐵), (𝐴2, 𝐵) ∈ 𝐹𝐶(𝕂). Entonces, por definición de concepto formal tenemos que

𝐴1 = 𝐵′ = 𝐴2.
Y de forma simétrica tenemos el mismo resultado para dos conceptos formales

(𝐴, 𝐵1), (𝐴, 𝐵2) ∈ 𝐹𝐶(𝕂). Con lo que tenemos lo que queríamos. □

Teniendo esto en cuenta, es claro que, dado un cierto contexto formal 𝕂 ≔
(𝐺,𝑀, 𝐼), el número de conceptos formales que podemos tener es, como máximo,

2mín(|𝐺|,|𝑀|). (4.13)

Esta es una cota superior del número de conceptos formales que pueden existir
en un contexto formal, pero podemos ver casos en los que se alcanza dicha cantidad,
como demostramos a continuación.

Proposición 4.2:
Consideremos sendos conjuntos de objetos y atributos 𝐺 y𝑀. Entonces, existe 𝐼 ⊆
𝐺 ×𝑀 tal que el contexto formal 𝐾 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) cumple que |𝐹𝐶(𝕂)| = 2mín(|𝐺|,|𝑀|).

Demostración: Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), con 𝐺 ≔
{𝑔1,… , 𝑔𝑝} y 𝑀 ≔ {𝑚1,… ,𝑚𝑞}. Entonces, definimos la siguiente relación binaria
entre objetos y atributos:

𝐼(𝑔𝑖, 𝑚𝑗) ≔ {1 𝑖 ≠ 𝑗,
0 𝑖 = 𝑗.

Consideremos el caso en el que 𝑝 ≥ 𝑞, en caso contrario bastará con intercam-
biar el papel de objetos y atributos (ver Def. 4.9). Para cada objeto 𝑔𝑖, tenemos que
existe un atributo que no posee, el𝑚𝑖, y que sí que presentan el resto de objetos en
el contexto. Por otro lado, tenemos que 𝑔𝑖 posee el resto de atributos en 𝑀, y para
cada 𝑔𝑗 ∈ 𝐺 ⧵ {𝑔𝑖} tenemos que 𝑔𝑖 posee el atributo 𝑚𝑗 , que no lo posee 𝑔𝑗 . Con lo
cual, tenemos que {𝑔𝑖}′ = 𝑀 ⧵ {𝑚𝑖}. Pero además, 𝑔𝑖 es el único objeto que posee
todos los atributos𝑚𝑗 con 𝑖 ≠ 𝑗, ergo ({𝑔𝑖},𝑀 ⧵ {𝑚𝑖}) ∈ 𝐹𝐶(𝕂), teniendo en cuenta
la definición de los operadores de derivación.

Ahora vamos a ver, razonando por inducción, que existe un concepto formal
para cada 𝐴 ∈ 2𝐺 de la forma (𝐴, 𝐴′). Para ello, consideramos como caso base el
análisis que acabamos de hacer para el caso de objetos individuales.

Supongamos, para un cierto 𝑛 ∈ ℕ, con 𝑛 < 𝑞, que para todo conjunto 𝐶 ∈
2𝐺 tal que |𝐶| = 𝑛 se tiene que (𝐶, 𝐶′) ∈ 𝐹𝐶(𝕂). Tomemos ahora un conjunto
cualquiera 𝐴 ∈ 2𝐺, con |𝐴| = 𝑛. Y sea 𝑘, con 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞, un índice tal que 𝑔𝑘 ∉ 𝐴;
con lo que |𝐴 ∪ {𝑔𝑘}| = 𝑛 + 1.

Por lo que acabamos de ver, tenemos que ({𝑔𝑘}, {𝑔𝑘}′) y (𝐴, 𝐴′) son conceptos for-
males. Teniendo en cuenta el Teorema 4.1, tenemos que el siguiente par es también
un concepto formal:
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((𝐴 ∪ {𝑔𝑘})″, 𝐴′ ∩ {𝑔𝑘}′)
Ahora bien, tenemos que

(𝐴 ∪ {𝑔𝑘})′ = 𝑀 ⧵ (𝐴′ ∪ {𝑚𝑘}) ,
Y por como hemos definido 𝐼, se tiene que no hay ningún objeto que esté fuera

de 𝐴∪ {𝑔𝑘} que tenga todos y cada uno de los atributos que hay en𝑀 ⧵ (𝐴′ ∪ {𝑚𝑘}),
con lo que (𝐴 ∪ {𝑔𝑘})″ = 𝐴 ∪ {𝑔𝑘}, como queríamos. □

Como hemos dicho, el retículo de conceptos formales es de gran importancia en
un contexto formal. Por lo tanto, la tarea de obtener el retículo de conceptos de un
contexto ha recibido especial atención en la literatura. Y en ella podemos encontrar
distintos algoritmos para obtener el retículo de conceptos formales.

En primer lugar, partiendo de las propiedades de los operadores de derivación
tenemos lo siguiente.

Proposición 4.3:
Dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), se tiene que:

· Si 𝐴 ⊆ 𝐺 entonces (𝐴″, 𝐴′) es un concepto formal.

· Si 𝐵 ⊆ 𝑀 entonces (𝐵′, 𝐵″) es un concepto formal.

Con lo cual sería sencillo, teniendo en cuenta además la Proposición 4.1, diseñar
un algoritmo de fuerza bruta que obtenga todo el retículo de conceptos formales,
comprobando el concepto obtenido para cada conjunto 𝐴 ∈ 2𝐺. Sin embargo, co-
mo hemos visto en la Ecuación 4.13, esto daría lugar a un algoritmo exponencial
en todos los casos, con lo que soluciones más eficientes han sido propuestas en la
literatura. Aunque es claro que, en el peor de los casos, todos los algoritmos serán
de orden exponencial, 𝑂(2𝑛), ya que este es el número máximo de conceptos que
podemos encontrar en un contexto formal.

En [125] podemos encontrar un estudio comparativo de la eficiencia de distintos
algoritmos propuestos en la literatura. Además se analizan distintas características
de los algoritmos. Lo primero que vamos a tener en cuenta es que el papel de los
objetos y atributos de un contexto formal es intercambiable o simétrico. De modo
que podemos considerar los atributos como objetos y viceversa. Esto es interesante
desde el punto de vista práctico, puesto que hay algoritmos como el de Bordat [17]
cuya complejidad algorítmica es𝑂(|𝐺||𝑀|2|𝐹𝐶(𝕂)|). Por lo tanto, la dimensión que
añade mayor complejidad al algoritmo es el número de atributos.

Entonces, en un contexto donde se tenga que el número de atributos es mayor
que el número de objetos, si se va a calcular el retículo empleando el algoritmo de
Bordat, será interesante considerar el contexto «traspuesto».

Definición 4.9: Contexto formal traspuesto
Dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), definimos su contexto formal traspuesto,
que lo notamos por 𝕂𝑇 , como el contexto 𝕂𝑇 ≔ (𝑀,𝐺, 𝐼𝑇), donde 𝐼𝑇 ∈ 𝑀 × 𝐺 se
define como
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𝐼𝑇 ≔ {(𝑚, 𝑔) ∈ 𝑀 × 𝐺 ∣ (𝑔,𝑚) ∈ 𝐼}. (4.14)

De este modo, ahora los atributos pasarán a jugar el papel de los objetos y vice-
versa. Y así, de forma teórica, la complejidad computacional del cálculo del retículo
disminuiría en el caso que acabamos de exponer.

En [125] se estudian distintas características de los algoritmos y estos se clasifi-
can según estas características. Los algoritmos de Norris [158] o de Godin [97], por
ejemplo, pertenecen a la familia de algoritmos incrementales. Un algoritmo incre-
mental procesa los objetos en el contexto de forma iterativa, de modo que en cada
iteración calcula el retículo de conceptos correspondiente al contexto formal tenien-
do en cuenta únicamente los primeros 𝑛 objetos. Uno de estos algoritmos obtendría
un retículo intermedio 𝐹𝐶(𝕂𝑛) que en la siguiente iteración se verá modificado al
tener en cuenta un objeto más, y obtener así el retículo 𝐹𝐶(𝕂𝑛+1). Finalizando el
algoritmo cuando todos los objetos han sido introducidos en el contexto.

Este tipo de algoritmos son interesantes cuando se esté empleando el Análisis
de Conceptos Formales en un entorno cambiante. De modo que se pueden reutili-
zar los cálculos realizados en una ejecución previa para obtener el nuevo retículo
correspondiente al estado actual del sistema.

Entre los algoritmos incrementales encontramos diferencias en su eficiencia. El
algoritmo de Godin tiene la peor complejidad algorítmica, puesto que es cuadráti-
ca en el número de conceptos formales del retículo, que como ya hemos dicho es
exponencial (Ecuación 4.13). Sin embargo, el algoritmo de Norris que, como indi-
can los autores en [125], puede verse como una versión incremental del algoritmo
Close by One [124], tiene una complejidad de 𝑂(|𝐺|2|𝑀||𝐹𝐶(𝕂)|).

Otra característica que se tiene en cuenta en el análisis de [125] son los meca-
nismos que emplean los algoritmos para evitar generar conceptos que ya han si-
do obtenidos en iteraciones previas del algoritmo. Así por ejemplo, el algoritmo de
Nourine [159] emplea una estructura de árbol con la que comprobar si un concepto
determinado ha sido previamente generado.

Por otro lado, tenemos aquellos algoritmos que no son incrementales. Como
puede ser el algoritmo de Chein [37] cuya complejidad es 𝑂(|𝐺|3|𝑀||𝐹𝐶(𝕂)|) o el
algoritmo Close by One anteriormente mencionado.

Además, como sucede en cualquier otra área, no solo es importante analizar
la complejidad teórica de un algoritmo. Este análisis nos sirve para conocer una
aproximación del tiempo que empleará el algoritmo para obtener un retículo de
conceptos en el peor caso posible. Pero a menudo en nuestras aplicaciones nos en-
contramos con que los casos que manejamos no se ajustan al peor caso. Así, un
algoritmo que en un análisis asintótico de la complejidad resulte el menos eficien-
te, puede ser que sea el que mejor se comporte para los problemas que nosotros
queramos resolver en la práctica. En [125] encontramos un análisis comparativo
en el que se mide el tiempo de ejecución de diversos algoritmos en base al tamaño
del contexto formal. Del mismo modo [117] es un estudio más reciente de la efi-
ciencia de varios algoritmos para el cálculo de conceptos formales. En él se analiza
un factor tan importante como es la densidad del contexto; el número medio de
atributos que presenta cada uno de los objetos del contexto.
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En este estudio se demuestra cómo el algoritmo Add Intent [152] es un algorit-
mo incremental cuyo rendimiento es mayor que el de otros algoritmos incremen-
tales propuestos anteriormente.

En la actualidad, aprovechando la existencia de ordenadores y arquitecturas
más potentes, encontramos algoritmos paralelizables que permiten realizar cálcu-
los aprovechando los múltiples núcleos de un computador. Así, dentro del área del
Análisis de Conceptos Formales, podemos encontrar algoritmos que paralelizan
el cálculo del retículo de conceptos formales. Por ejemplo, el algoritmo propuesto
en [121] es capaz de obtener el retículo de conceptos formales de un contexto de
dimensiones 295 × 32710 con una densidad de 3 atributos por objeto en 11 segun-
dos empleando 8 núcleos de un procesador, mientras que la ejecución monolítica
del mismo cálculo se extendería hasta los 65 segundos. Con lo que aquí se muestra
la potencia de este tipo de propuestas en contextos de gran dimensión. También
podemos encontrar la propuesta de [40] que emplea Spark para implementar una
versión distribuida de un algoritmo para el cálculo del retículo de conceptos forma-
les.

Como podemos ver, en la literatura existe una gran cantidad de propuestas para
el cómputo del retículo de conceptos formales. La propuesta que hacemos en esta
tesis para resolver el problema de Generación de Expresiones de Referencia a través
del Análisis de Conceptos Formales puede beneficiarse de todas ellas.

4.1.2 simplificación de contextos formales

Como acabamos de ver, la complejidad algorítmica de obtener el retículo de
conceptos formales depende del número de conceptos formales del retículo. Y esta
cantidad viene acotada por la Ecuación 4.13, la cual depende del número de objetos
y de atributos del contexto. Por lo tanto, disminuir el número de objetos o atributos
de un contexto formal nos permitiría obtener el retículo asociado enmenor tiempo.
Podemos realizar un proceso de clarificación y reducción [82] en el contexto origi-
nal para obtener un contexto de menor dimensión, pero en el que la información
contenida es equivalente a la presente en el contexto original.

Veamos cuándo se dice que un contexto formal está clarificado.

Definición 4.10: Contexto formal clarificado [82]
Un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), se dice que está o que es clarificado cuando
cumple las siguientes condiciones:

· Para cualesquiera 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, se tiene que si {𝑔}′ = {ℎ}′ ⟹ 𝑔 = ℎ.

· Para cualesquiera𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀, se tiene que si {𝑚}′ = {𝑛}′ ⟹ 𝑚= 𝑛.

Es decir, un contexto formal está clarificado cuando la matriz binaria corres-
pondiente a la relación entre atributos y propiedades no presenta filas ni columnas
iguales. Si nos centramos en los atributos, es claro que si las columnas correspon-
dientes a ambos atributos son iguales, entonces ambos atributos aportan la misma
información. Aquellos objetos que presentan uno de estos atributos son losmismos
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que presentarán el otro atributo. Por tanto, las dos columnas se pueden reducir a
una que represente la presencia de ambos atributos.

Por otro lado, podemos hablar de atributos y objetos reducibles.
Definición 4.11: Atributos y objetos reducibles [82]
Dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), decimos que un atributo 𝑚 ∈ 𝑀 es redu-
cible si existe un subconjunto de atributos 𝑌 ⊆ 𝑀 ⧵ {𝑚}, tal que {𝑚}′ = 𝑌 ′.

Del mismo modo, diremos que un objeto 𝑔 ∈ 𝐺 es reducible si existe un sub-
conjunto de objetos 𝑋 ⊆ 𝐺 ⧵ {𝑔} tal que {𝑔}′ = 𝑋 ′.

Aquí, al igual que para el caso de atributos equivalentes y que se pueden eli-
minar para clarificar el contexto, tenemos que las columnas relativas al conjunto
de atributos 𝑌 de la anterior definición proporcionan la misma información que la
columna correspondiente al atributo reducible. Es decir, aquellos objetos que ten-
ga todos los atributos presentes en 𝑌 poseerán también el atributo 𝑚, con lo que
podemos eliminar la columna relativa a este último. No al revés, puesto que puede
haber objetos que presenten alguno de los atributos en 𝑌 que no presenten todos.

El mismo razonamiento podemos hacer para los objetos reducibles en el con-
texto. Entonces, podemos definir lo que es un contexto reducido como sigue.
Definición 4.12: Contexto formal reducido [82]
Un contexto formal clarificado se dice que está reducido en las filas, si todo objeto
en el contexto es irreducible, y se dirá que está reducido en las columnas si todo
atributo presente en él es irreducible.

Diremos entonces que un contexto está reducido cuando lo está en las filas y en
las columnas.

En [82] podemos encontrar un método para realizar este proceso de clarifica-
ción y reducción que se basa en las relaciones flecha de la Definición 4.8. Aunque
podemos encontrar otras propuestas en la literatura [213].

Relacionado con el concepto de atributos reducibles podemos introducir el con-
cepto de implicación entre conjuntos de atributos, aunque en este caso estas impli-
caciones no nos permitirán simplificar el contexto original, pero sí que aportarán
una información útil. De hecho, como se pone de manifiesto en [82], a partir del
conjunto de implicaciones entre atributos que se den en un contexto formal pode-
mos reconstruir el retículo de conceptos del mismo y viceversa.
Definición 4.13: Implicación entre atributos [82]
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), y dos subconjuntos de atributos
𝐵1, 𝐵2 ⊆ 𝑀. Entonces decimos que el conjunto 𝐵1 implica al conjunto 𝐵2, y lo nota-
mos por 𝐵1 → 𝐵2, si se da que 𝐵′1 ⊆ 𝐵′2.

Pero como se indica en [82], en el conjunto de todas las implicaciones que pue-
den darse dentro de un contexto formal, habrá muchas que resulten redundantes o
que no aporten información nueva. Así surgen los siguientes conceptos.
Definición 4.14: Base de implicaciones [42]
Dada un contexto formal, una base de implicaciones es un conjunto de implicacio-
nes de ese contexto a partir del cual se pueden deducir todas las que se dan en el
contexto empleando las reglas de Armstrong [5].
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Y se tiene que en un contexto formal podemos encontrar diversas bases de im-
plicaciones. Por ejemplo, podemos construir bases de implicaciones como las pro-
puestas en [101] que son minimales en el número de implicaciones que contienen.
De este modo, habrá casos en los que el retículo de conceptos sea muy grande y sea
más interesante representar la información de una formamás condensada, a través
de estas bases de implicaciones minimales.

Por último vamos a introducir el concepto de generador minimal.

Definición 4.15: Generador minimal [42]
Consideremos 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) un contexto formal, y sea (𝐴, 𝐶) ∈ 𝐹𝐶(𝕂). Entonces,
un subconjunto de atributos 𝐵 ⊆ 𝑀 diremos que es un generador minimal de 𝐶
si, y solamente si, 𝐵 → 𝐶, y además no existe ningún otro conjunto 𝐷 ⊂ 𝐵 tal que
𝐷 → 𝐶.

Este concepto es interesante dentro del campo del Análisis de Conceptos For-
males y en la literatura podemos encontrar diversos algoritmos para obtenerlos [42,
165]. También podemos encontrar una propuesta en la sección 2.2.3 de [80].

4.2 análisis de conceptos formales como un marco formal para ge-
neración de expresiones de referencia

En la sección anterior hemos presentado los fundamentos teóricos del Análisis
de Conceptos Formales. A continuación vamos a ver cómo podemos emplear este
mecanismo formal de representación de conocimiento para abordar el problema de
la Generación de Expresiones de Referencia. Así, mostraremos cómo el Análisis de
Conceptos Formales nos permite tratar el Problema de Generación de Expresiones
de Referencia Plurales de un modo natural.

En esta primera propuesta, presentamos el Análisis de Conceptos Formales co-
mo un mecanismo para tratar el problema de la Generación de Expresiones de Re-
ferencia Plurales en su versión crisp, es decir, en un entorno en el cual los obje-
tos presentan las propiedades o no, sin ningún tipo de gradualidad como la que
presentamos en la Sección 3.1. Además, consideraremos, como hicimos en el Pro-
blema 2.2, que las expresiones de referencia están formadas por conjunciones de
propiedades.

En primer lugar, como hemos visto en la Sección 2.1, el problema de la Gene-
ración de Expresiones de Referencia se enmarca en un universo de discurso deter-
minado; el escenario en el cual se quiere identificar unívocamente a un objeto o
conjunto de objetos determinado. Así, lo primero que vamos a ver es cómo repre-
sentar la información de este universo a través del Análisis de Conceptos Formales.

Definición 4.16: Contexto formal asociado a un problema ger
Consideremos un problema de ger en un universo de discurso compuesto por un
conjunto de objetos 𝒪 y un conjunto de propiedades 𝒫, que cada objeto puede pre-
sentar o no.

Podemos definir entonces el contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ), que representa
la información contenida en dicho universo de discurso. Donde para cualesquiera
𝑜 ∈ 𝒪 y 𝑝 ∈ 𝒫, se tiene que
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(𝑜, 𝑝) ∈ 𝐼ℂ ⟺
def

𝑜 presenta la propiedad 𝑝.

Amodo de ilustración, para el universo que hemos presentado en la Figura 4.2
podemos definir el contexto formal, ℂ ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼ℂ) donde

𝐺 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ},
𝑀 ≔ {círculo, cuadrado, triángulo, blanco, negro, pequeño, grande}

e 𝐼ℂ vendría dada por la relación binaria que hemos representado en la Tabla 4.1.
Vemos entonces cómo podemos traducir de una forma natural la información con-
tenida en un universo de discurso para un problema de Generación de Expresiones
de Referencia en términos del Análisis de Conceptos Formales.

Ahora vamos a ver cómo representamos una expresión de referencia en este
formalismo, al igual que en la Sección 2.1.1 vimos cómo se representa una expre-
sión de referencia en cada uno de los mecanismos formales que encontramos en la
literatura para abordar el problema de la Generación de Expresiones de Referen-
cia. Y cómo determinar si una determinada expresión tiene éxito referencial para
el objetivo del problema.

Definición 4.17: Expresión de referencia en el Análisis de Conceptos Formales
Consideremosun contexto formal asociado aununiverso de discursoℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ)
y un conjunto de objetos objetivo𝑂 ⊆ 𝒪. Entonces, una expresión de referencia pa-
ra 𝑂 es un conjunto 𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 tal que 𝑟𝑒′ = 𝑂.

Recordemos nuevamente, que en esta sección estamos considerando que las ex-
presiones de referencia son conjunciones de propiedades, de ahí que la semántica
propia de los operadores de derivación de la Definición 4.2 sea adecuada para defi-
nir lo que es una expresión de referencia.

Dentro de un contexto formal, podemos definir el siguiente caso particular de
⊔-semiconceptos.

Definición 4.18: Semiconcepto referencial
Sea ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) un contexto formal y sean 𝐴 ⊆ 𝒪, 𝐵 ⊆ 𝒫 tales que 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐵2.
Entonces decimos que el par (𝐴, 𝐵) es un semiconcepto referencial si, y solamente
si, 𝐵′ = 𝐴.

Podemos ver, teniendo en cuenta la definición de expresión de referencia que
acabamos de introducir, por qué hemos denominado estos pares semiconceptos

2En nuestro caso vamos a considerar siempre que tanto el referente como la expresión de referencia
son conjuntos no vacíos. Sin embargo, nos gustaría señalar que estudiar casos en los que se tenga un
referente definido como un conjunto vacío, o una expresión de referencia vacía, tiene interés desde el
punto de vista teórico. Por ejemplo, si buscamos una expresión que haga referencia al conjunto vacío,
entonces podemos obtener, dentro del contexto en el que nos encontramos, un conjunto de propiedades
que no señalen a ningún conjunto de objetos. Por otro lado, si consideramos una expresión de referencia
vacía, esto puede representar que no estamos imponiendo ninguna restricciones sobre los objetos que
queremos seleccionar, en una base de datos por ejemplo, con lo que estaríamos haciendo referencia al
conjunto𝒪 al completo.
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referenciales. Y es que en este caso el conjunto 𝐵 es una expresión de referencia
para el conjunto de objetos 𝐴. Teniendo en cuenta la definición de concepto formal
(Def. 4.4), obtenemos el siguiente resultado de forma trivial.

Proposición 4.4:
Sea (𝐴, 𝐶) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) en un cierto contexto formal ℂ con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces
(𝐴, 𝐶) es un semiconcepto referencial.

Como hemos indicado en la Sección 2.2, uno de los principales problemas den-
tro del campo de la Generación de Expresiones de Referencia es determinar si un
conjunto de objetos es referible o no. Es decir, determinar si para un objetivo de-
terminado podemos encontrar al menos una expresión de referencia para dicho
conjunto de objetos. Teniendo en cuenta la definición de semiconcepto referencial,
el siguiente resultado es trivial aunque, como veremos, resultará de gran relevancia.

Proposición 4.5:
Consideremos un contexto formalℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un conjunto de objetos no vacío
𝑂 ⊆ 𝒪. Entonces diremos que𝑂 es referible en ℂ si, y solamente si, existe un cierto
𝑟𝑒 ⊆ 𝒫 tal que (𝑂, 𝑟𝑒) es un semiconcepto referencial de ℂ.

Veamos cómo el Análisis de Conceptos Formales nos permite caracterizar aque-
llos conjuntos de objetos que son referibles dentro de un universo de discurso deter-
minado. Este resultado es relevante, ya que muestra cómo el Análisis de Conceptos
Formales es un mecanismo que aporta herramientas muy interesantes para la re-
solución del problema de Generación de Expresiones de Referencia.

Teorema4.2: Caracterizaciónde conjuntos referibles a través delAnálisis deCon-
ceptos Formales
Sea ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) un contexto formal. Entonces, para un cierto 𝐴 ⊆ 𝒪, 𝐴 ≠ ∅,
𝐴 es un conjunto de objetos referible si, y solamente si, existe un concepto formal,
(𝐴, 𝐶) ∈ 𝐹𝐶(ℂ), con 𝐶 ≠ ∅.

Demostración: ⇒) Según la Proposición 4.5, si 𝐴 es un conjunto referible, en-
tonces existe un semiconcepto referencial (𝐴, 𝐵) tal que 𝐵′ = 𝐴. Entonces por la
Proposición 4.3 tenemos que (𝐴, 𝐵″) = (𝐵′, 𝐵″) es un concepto formal de ℂ. Ade-
más, por las propiedades de los operadores de derivación tenemos que 𝐵 ⊆ 𝐵″. Por
lo tanto, basta con definir𝐶 = 𝐵″ para tener la demostración en uno de los sentidos
de la doble implicación.

⇐) Por otro lado, si (𝐴, 𝐶) es un concepto formal, entonces por definición 𝐶′ =
𝐴, con lo que 𝐶 es una expresión de referencia para 𝐴, con lo que 𝐴 es referible. □

Por lo tanto, a la luz de este teorema, podemos deducir que para obtener todos
los conjuntos referibles dentro de un determinado universo de discurso, a través
del Análisis de Conceptos Formales, nos bastará con obtener las extensiones de los
conceptos formales del contexto formal con el que representamos dichouniverso, es
decir, el conjunto Ext(ℂ). Por lo tanto, bastará con obtener el conjunto 𝐹𝐶(ℂ) para
lo que, como hemos visto en la Sección 4.1.1, encontramos muchas propuestas en
la literatura de las cuales beneficiarnos.



107

Como hemos indicado en la Sección 2.1.2, para un mismo conjunto de objetos
pueden existir diversas expresiones de referencia válidas. El siguiente corolario nos
da una primera caracterización del conjunto de expresiones de referencia para un
determinado conjunto de objetos referible.

Corolario 4.1:
Sea un concepto formal (𝐴, 𝐶), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces, todo semiconcepto
referencial de la forma (𝐴, 𝐵) cumple que 𝐵 ⊆ 𝐶 = 𝐴′.

Por lo tanto, para un cierto conjunto referible, la intensión del concepto formal
asociado, es la expresión de referencia maximal para ese conjunto. Es decir, cual-
quier otra expresión de referencia, entendida como una conjunción de propiedades
como venimos haciendo, para ese conjunto de objetos será un subconjunto de esta
expresión de referencia maximal.

Este corolario nos da una cota superior para explorar el espacio de posibles ex-
presiones de referencia para un determinado conjunto referible. Veremos esto en
más profundidad en la Sección 4.3.3. Ahora vamos a ver un ejemplo a modo ilus-
trativo.

Teniendo en cuenta los resultados que acabamos de ver, para el universo de
discurso de la Figura 4.2 que hemos traducido en un contexto formal determinado
por la Tabla 4.1, encontramos 22 subconjuntos de objetos referibles. Estos conjuntos
se corresponden con la extensión de cada uno de los conceptos formales listados en
la Tabla 4.2 que tienen extensión e intensión no vacías.

Así por ejemplo, para el conjunto {ℎ} tenemos que la expresión de referencia
{triángulo,negro, pequeño} es la expresiónmaximal para este objeto. Delmismomo-
do, los subconjuntos {triángulo,negro} y {triángulo, pequeño} son también expresio-
nes de referencia válidas para {ℎ}.

Sin embargo, podemos ver que no todo subconjunto de la expresión maximal
para un conjunto de objetos es también una expresión de referencia válida. Co-
mo muestra, el subconjunto {negro} no es una expresión de referencia con éxito
refencial para {ℎ}, ya que {negro}′ = {𝑏, 𝑑, ℎ}. Por tanto, negro, atendiendo a la De-
finición 4.17, es una expresión de referencia para el conjunto de objetos {𝑏, 𝑑, ℎ}, el
conjunto de objetos negros de la Figura 4.2.

Con lo cual, como podemos ver, el Análisis de Conceptos Formales nos permite
tratar de forma natural el problema de la Generación de Expresiones de Referencia
Plurales en un ámbito crisp. A continuación, vamos a comparar nuestra propuesta
con los formalismos de representación de conocimiento que hemos presentado en
la Sección 2.1.1.

4.3 estudio del análisis de conceptos formales para la generación
de expresiones de referencia

Una vez hemos presentado cómo podemos tratar el problema de la Generación
de Expresiones de Referencia Plurales a través del Análisis de Conceptos Formales,
vamos a analizar esta propuesta a la luz de los otros mecanismos formales de re-
presentación de conocimiento que hemos introducido en la Sección 2.1.1. En este
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análisis vamos a mostrar nuevas aportaciones que podemos hacer al campo de la
Generación de Expresiones de Referencia a través del Análisis de Conceptos For-
males. Veremos que, aunque hay aspectos en los que otros mecanismos formales
destacan, el Análisis de Conceptos Formales aporta nuevas herramientas para tra-
tar problemas que, en algunos casos, no habrían podido ser tratados con otros me-
canismos, o al menos no de un modo eficiente.

En lo siguiente, vamos a analizar estos mecanismos junto con el Análisis de
Conceptos Formales para los distintos problemas que hemos planteado en la Sec-
ción 2.2.

4.3.1 el problema clásico de generación de expresiones de referen-
cia

En primer lugar vamos a analizar el problema de Generación de Expresiones de
Referencia Plurales en su versión clásica, es decir, el Problema 2.2. Para este proble-
ma consideramos únicamente conjunción de propiedades simples para conformar
las expresiones de referencia.

Análisis de Conceptos Formales

En el caso del Análisis de Conceptos Formales, dado un cierto conjunto𝑂 ≠ ∅,
teniendo en cuenta los resultados que hemos visto en la Sección 4.2, tenemos que
𝑂′ es una expresión de referencia para 𝑂 si, y solamente si, 𝑂′ ≠ ∅ y 𝑂″ = 𝑂.
En cuyo caso (𝑂, 𝑂′) es un concepto formal y, en particular, es un semiconcepto
referencial. En caso contrario, por lo que hemos visto en el Teorema 4.2, 𝑇 no sería
referible. Podemos formular entonces el siguiente algoritmo.

1 sea 𝑂 el conjunto a referenciar
2 si 𝑂″ = 𝑂
3 devolver 𝑂′

4
5 devolver «No se ha encontrado una expresión de referencia válida.»

Algoritmo 4.1: Algoritmo para el problema de Generación de Expresiones de
Referencia Plurales empleando los operadores de derivación propios del Análisis
de Conceptos Formales.

La complejidad computacional de este algoritmo depende de la complejidad del
cómputo de los operadores de derivación, la cual en el peor caso es 𝑂(|𝒪| × |𝒫|).
Esta complejidad es la misma que la de los algoritmos voraces que hemos visto en
la Sección 2.1. En este caso, a diferencia de, por ejemplo, el algoritmo Full Brevity,
estamos devolviendo, en caso de que el conjunto sea referible, la expresión de refe-
rencia de máxima longitud posible.
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teoría de grafos

Como vimos en la Sección 2.1.1, el uso de la Teoría de Grafos para resolver el
problema de Generación de Expresiones de Referencia implica la búsqueda de un
isomorfismo de grafos para determinar si una expresión de referencia es válida para
un conjunto determinado. Este problema es np-completo en general. Sin embargo,
nosotros trabajamos con un grafo fijo, el que representa la expresión de referencia.
Y además, al considerar únicamente conjunciones de propiedades, determinar si
una expresión de referencia es válida tendrá una complejidad lineal 𝑂(|𝒪| + |𝒫|).

Sin embargo, este es únicamente el proceso para determinar si una expresión de
referencia es válida, pero no estamos teniendo en cuenta el tiempo necesario para
construir dicha expresión, que en el mejor de los casos tendrá una complejidad
𝑂(|𝒪| × |𝒫|).

grafos conceptuales

En este caso, este problema tiene una complejidad similar a la que tenemos
al emplear la Teoría de Grafos, ya que se emplean procedimientos similares. Sin
embargo, este proceso puede ser algo más complejo al tener en cuenta también la
información que se representa en el soporte del grafo conceptual [45].

lógicas descriptivas

En el caso de las lógicas descriptivas, existen razonadores lógicos capaces de
determinar si una determinada expresión de referencia, definida por medio de una
fórmula lógica bien formada, hace referencia al conjunto de objetos que queremos
referenciar. Es decir, determinar si la extensión de la fórmula que representa la ex-
presión de referencia es el conjunto de objetos a referenciar.

Sin embargo, al igual que ocurre en los casos anteriores, en las lógicas descrip-
tivas necesitamos de un procedimiento adicional de búsqueda y construcción de la
expresión de referencia. Así, necesitaremos de algoritmos externos como los vora-
ces que hemos visto. Aunque estos algoritmos se pueden beneficiar de razonadores
sobre lógicas descriptivas como HermiT [192].

En cualquier caso, el proceso de generación de una expresión de referencia y
comprobar si es válida tiene una complejidad 𝑂(|𝒪| × |𝒫|). Además, las propues-
tas actuales para tratar el problema de Generación de Expresiones de Referencia a
través de lógicas descriptivas se centran en el problema de la referibilidad, es de-
cir, determinar qué subconjuntos de un universo son referibles y encontrar una
expresión de referencia para cada uno de ellos. Analizaremos este problema más
adelante.

satisfacción de restricciones

Como hemos dicho en la Sección 2.1.1, dentro del mecanismo de la satisfacción
de restricciones existen diversas estrategias de optimización y búsqueda disponi-
bles para encontrar una expresión de referencia para el conjunto a referenciar. Con
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lo que podemos emplear distintas estrategias algorítmicas para resolver este pro-
blema. Además, una ventaja de esta aproximación con respecto a otras es que nos
permite introducir restricciones adicionales que ha de verificar la expresión de re-
ferencia. Aunque tener en cuenta alguna de estas restricciones adicionales puede
resultar en una elevada complejidad computacional, como por ejemplo intentar en-
contrar una expresión de referenciaminimal, donde la complejidad es exponencial.

4.3.2 el problema de la referibilidad

En el problema de la referibilidad se quiere determinar qué conjuntos de objetos
del universo de discurso son referibles. Es decir, determinar para qué subconjun-
tos de objetos existe al menos una expresión de referencia válida, empleando las
propiedades y el tipo de información que estemos considerando en ese momento.

Evidentemente para determinar esto basta con intentar resolver el problema de
Generación de Expresiones de Referencia clásico para cada subconjunto de obje-
tos posible en el universo. Y esta estrategia la podemos emplear en cualquiera de
los mecanismos formales de representación de conocimiento que hemos visto. Sin
embargo, esto supondría una complejidad exponencial en el número de objetos del
universo. Además, esto habría que multiplicarlo por la complejidad que tiene de-
terminar si existe una expresión de referencia válida para un conjunto determinado
y construirla. Por lo tanto es una estrategia poco eficiente e inviable.

En cambio, elAnálisis deConceptos Formales nos ofrece, gracias al Teorema4.2,
un modo más eficiente de determinar qué subconjuntos de objetos son referibles.
En términos del Análisis de Conceptos Formales, los conjuntos de objetos referibles
se corresponden con las extensiones de los conceptos formales del contexto formal
asociado al universo de discurso en el que nos encontramos. Y como hemos vis-
to, existen diversas propuestas algorítmicas para obtener el retículo de conceptos
formales de un contexto formal de un forma eficiente. Con lo que podemos benefi-
ciarnos de estas estrategias para resolver el problema de la referibilidad empleando
el Algoritmo 4.2.

1 sea conjuntosReferibles = ∅
2 sea ℂ el contexto formal asociado al universo de discurso
3
4 para cada (𝐴, 𝐶) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) ∣ 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶
5 conjuntosReferibles = conjuntosReferibles ∪ {𝐴}
6
7 devolver conjuntosReferibles
Algoritmo 4.2: Algoritmo para obtener los conjuntos referibles en un universo de
discurso a través del Análisis de Conceptos Formales.

Como podemos ver, el Análisis de Conceptos Formales proporciona herramien-
tas para abordar de un modo natural el problema de la referibilidad. Aunque otros
mecanismos formales no disponen de estas herramientas que resultan tan natura-
les, sí que encontramos propuestas en la literatura para resolver el problema de la
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referibilidad empleando lógicas descriptivas. Así, en [3, 4] encontramos un algorit-
mo para, a través de las lógicas descriptivas, encontrar todos los conjuntos referibles
de un universo de discurso junto con una expresión de referencia válida para cada
uno de ellos.

4.3.3 exploración del espacio de posibles expresiones de referencia

Como hemos dicho, también encontramos propuestas en la literatura para re-
solver el problema de la referibilidad a través de las lógicas descriptivas. Y con estas
propuestas podemos encontrar una expresión de referencia para cada uno de los
conjuntos referibles en el universo. Sin embargo, como ya pusimos de manifiesto
en la Sección 2.1.2, para unmismo conjunto de objetos podemos encontrar diversas
expresiones de referencia posibles. Y como vimos en la Sección 2.1.2, elegir lamejor
expresión de referencia de entre las disponibles es también una tarea crucial dentro
del problema de laGeneración deExpresiones deReferencia. En esta sección vamos
a presentar unmodo de explorar este conjunto de expresiones de referencia para un
determinado conjunto de objetos a través del Análisis de Conceptos Formales.

Para comenzar podemos definir el siguiente conjunto de expresiones de refe-
rencia.
Definición 4.19: Conjunto de expresiones de referencia para un conjunto de ob-
jetos
Consideremos el contexto formalℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) asociado a un universo de discurso
determinado. Para un cierto conjunto de objetos 𝑂 ⊆ 𝒪, definimos el conjunto

𝑅𝐸𝑂 ≔ {𝐵 ⊆ 𝒫 ∣ 𝐵′ = 𝑂}. (4.15)
Es decir, 𝑅𝐸𝑂 es el conjunto de expresiones de referencia válidas para el con-

junto de objetos 𝑂.
Pues bien, para un determinado conjunto de objetos, el conjunto de expresio-

nes de referencia que podemos considerar para intentar referenciar a un conjunto
de objetos tiene un tamaño exponencial en el número de propiedades comparti-
das por todos los objetos de ese conjunto. Por lo tanto, su exploración no resulta
trivial y mecanismos eficientes de exploración para dicho espacio de expresiones
de referencia se hacen necesarios. Esto nos permitiría escoger la expresión de re-
ferencia más adecuada para los propósitos del sistema que estemos construyendo,
al poder explorar este espacio de búsqueda de un modo eficiente. Además de co-
nocer, dentro del vasto espacio de posibles expresiones de referencia que podemos
considerar, qué expresiones son válidas para el conjunto a referenciar, sin tener que
invertir mucho tiempo de cómputo en descartar aquellas expresiones que no son
válidas. Veamos cómo a través del Análisis de Conceptos Formales podemos dar
una representación condensada de este conjunto.

Como ya vimos por el Teorema 4.2, la intensión asociada a un concepto formal
es la expresión de referencia maximal para el conjunto que se corresponde con la
extensión de ese concepto. Es decir, tenemos una cota superior para las expresiones
de referencia válidas para un determinado conjunto de objetos, como pusimos de
manifiesto en el Corolario 4.1.



112

Proposición 4.6: Cota superior para la expresiones de referencia de una conjunto
referible
Consideremos un contextoℂ = (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) asociado a un universo de discurso, y sea
𝐴 un conjunto referible. Entonces, para cualquier expresión de referencia 𝑟𝑒 para
𝐴 se tiene que

𝑟𝑒 ⊆ 𝐴′

Si volvemos al ejemplo de la Figura 4.2, recordamos que el conjunto {ℎ} era re-
ferible, con expresión de referencia maximal triángulo∧negro∧pequeño. Y además
se tenía que las expresiones de referencia {triángulo,negro} y {triángulo, pequeño}
eran también expresiones de referencia válidas. Sin embargo, como mostramos, el
subconjunto {negro} no es una expresión de referencia válida para el objeto ℎ, ya
que hace referencia a varios objetos negros en la escena.

Por lo tanto, tenemos una única cota superior para las posibles expresiones de
referencia de un determinado conjunto de objetos. Sin embargo, existen diversas
cotas inferiores para este conjunto y no solo una. Definimos por ello el siguiente
concepto.

Definición 4.20: Frontera inferior interna
Consideremos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Se define la frontera inferior interna para el conjunto de
expresiones de referencia para 𝐴 como

𝐼𝐿𝐵𝐴 ≔ {𝐵 ⊆ 𝐶 ∣ 𝐵′ = 𝐴, 𝐵 ≠ ∅ ∧ ∄𝐷 ⊂ 𝐵,𝐷′ = 𝐴}. (4.16)

Es decir, esta frontera contiene aquellas expresiones de referencia para el con-
junto de objetos que son minimales con respecto a la inclusión de conjuntos. Por
ejemplo, en el caso que acabamos de presentar

𝐼𝐿𝐵{ℎ} = {{triángulo,negro}, {triángulo, pequeño}}.
Notemos además que hay casos en los que 𝐼𝐿𝐵𝐴 = 𝐶, lo que significa que sólo

hay una expresión de referencia posible para el conjunto 𝐴.
Por lo tanto, con esta frontera y la cota superior que hemos dado para las ex-

presiones de referencia posibles, podemos dar una representación condensada del
conjunto de expresiones de referencia válidas para un conjunto de objetos. Cual-
quier expresión de referencia para un determinado conjunto estará comprendida
entre la cota superior, dada por la expresión maximal para ese conjunto, y la fron-
tera de expresiones válidas que acabamos de definir. En concreto:

Teorema 4.3: Representación compacta del conjunto 𝑅𝐸𝐴 a través de 𝐼𝐿𝐵𝐴
Consideremos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces, (𝐴, 𝐵) es un semiconcepto referencial si, y sola-
mente si, ∃𝐷 ∈ 𝐼𝐿𝐵𝐴 tal que 𝐷 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶.

Demostración: ⇒) Sea (𝐴, 𝐵) un semiconcepto referencial. Por el Corolario 4.1
tenemos que 𝐵 ⊆ 𝐶. Ahora bien, al ser un semiconcepto referencial tenemos por
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definición que 𝐵′ = 𝐴. Supongamos entonces que no existe un 𝐷 ∈ 𝐼𝐿𝐵𝐴 tal que
𝐷 ⊆ 𝐵. Por lo tanto, en particular tampoco existirá un 𝐷 ∈ 𝐼𝐿𝐵𝐴 tal que 𝐷 ⊂ 𝐵 y
por definición tendríamos que entonces 𝐵 ∈ 𝐼𝐿𝐵𝐴, en contradicción con nuestra
suposición.

⇐) Supongamos que existe un 𝐷 ∈ 𝐼𝐿𝐵𝐴 tal que 𝐷 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶. Por definición
tenemos que 𝐷 y 𝐶 son expresiones de referencia para 𝐴, con lo que, teniendo en
cuenta las propiedades de los operadores de derivación, tenemos que 𝐴 = 𝐶′ ⊆
𝐵′ ⊆ 𝐷′ = 𝐴. Por lo tanto 𝐵′ = 𝐴 y (𝐴, 𝐵) es un semiconcepto referencial. □

Podemos definir otra frontera inferior para el conjunto de expresiones de refe-
rencia válidas, la cual, como veremos, presenta interesantes propiedades desde el
punto de vista computacional.

Definición 4.21: Frontera inferior externa
Consideremos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Se define la frontera inferior externa para el conjunto de
expresiones de referencia para 𝐴 como

𝑂𝐿𝐵𝐴 ≔ {𝐵 ⊂ 𝐶 ∣ 𝐵′ ≠ 𝐴 ∧ ∄𝐷 ⊃ 𝐵,𝐷′ ≠ 𝐴}. (4.17)

Por lo tanto, este conjunto está formado por aquellos subconjuntos de propie-
dades maximales contenidos en 𝐶 que no constituyen expresiones de referencia
válidas para 𝐴. Así, para el ejemplo que estamos considerando,

𝑂𝐿𝐵{ℎ} = {{negro, pequeño}, {triángulo}}.
Se tiene también que este conjunto nunca es vacío puesto que el conjunto vacío

nunca es una expresión de referencia válida para ningún conjunto de objetos, con lo
que siempre estará contenido en la frontera. Pero si el conjunto𝑂𝐿𝐵𝐴 = {∅}, enton-
ces todas las posibles expresiones de referencia por encima de él serán expresiones
de referencia válidas. Por lo tanto, en particular se tendrá que {𝑝} ∈ 𝑅𝐸𝐴, ∀𝑝 ∈ 𝐶.

En la Figura 4.4 representamos gráficamente las fronteras que acabamos de de-
finir para el conjunto {ℎ}. Asimismo, la Tabla 4.3 recoge estas fronteras para cada
uno de los conjuntos referibles que podemos encontrar en el universo de la Figu-
ra 4.2.

Al igual que hemos visto para la frontera inferior interna, podemos dar una
representación compacta del conjunto de expresiones de referencia válida para un
conjunto de objetos.

Teorema 4.4: Representación compacta del conjunto 𝑅𝐸𝐴 a través de 𝑂𝐿𝐵𝐴
Consideremos un contexto formal ℂ = (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces, (𝐴, 𝐵) es un semiconcepto referencial si, y sola-
mente si, ∄𝐷 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴 tal que 𝐵 ⊆ 𝐷.

Demostración: ⇒) Al ser (𝐴, 𝐵) un semiconcepto referencial tenemos por defi-
nición que 𝐵′ = 𝐴. Supongamos que existe𝐷 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴 con 𝐵 ⊆ 𝐷. Entonces,𝐷 ⊂ 𝐶
y tenemos que 𝐷′ ≠ 𝐴 = 𝐶, es decir, 𝐴 = 𝐶′ ⊂ 𝐷′. Por las propiedades de los
operadores de derivación tenemos que 𝐴 ⊂ 𝐷′ ⊆ 𝐵′. Por lo tanto 𝐴 ≠ 𝐵′, lo que es
una contradicción.
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{triángulo,negro, pequeño}

{triángulo,negro} {triángulo, pequeño} {negro, pequeño}

{triángulo} {negro} {pequeño}

∅

Figura 4.4: Fronteras para el conjunto de posibles expresiones de referencia del con-
junto {ℎ} de la Figura 4.2. Así, el conjunto 𝑅𝐸{ℎ} estará compuesto por todos los
conjuntos de propiedades por encima de la línea discontinua. Por otro lado, los ele-
mentos de 𝐼𝐿𝐵{ℎ} se marcan con elipses, mientras que los de 𝑂𝐿𝐵{ℎ} se marcan con
rectángulos.

𝐴 𝐶 𝐼𝐿𝐵𝐴 𝑂𝐿𝐵𝐴
{𝑎} {círculo, blanco, grande} {{círculo, blanco, grande}} {{círculo, grande}, {círculo, blanco}, {blanco, grande}}
{𝑏} {círculo,negro, grande} {{negro, grande}} {{círculo, grande}, {círculo,negro}}
{𝑐} {círculo, blanco, pequeño} {{círculo, blanco, pequeño}} {{círculo, blanco}, {círculo, pequeño}, {blanco, pequeño}}
{𝑑} {círculo,negro, pequeño} {{círculo,negro, pequeño}} {{círculo,negro}, {círculo, pequeño}, {negro, pequeño}}
{𝑒} {cuadrado, blanco, grande} {{cuadrado, grande}} {{cuadrado, blanco}, {blanco, grande}}
{𝑓} {cuadrado, blanco, pequeño} {{cuadrado, pequeño}} {{blanco, pequeño}, {cuadrado, blanco}}
{𝑔} {triángulo, blanco, grande} {{triángulo, blanco}, {triángulo, grande}} {{triángulo}, {blanco, grande}}
{ℎ} {triángulo,negro, pequeño} {{triángulo,negro}, {triángulo, pequeño}} {{negro, pequeño}, {triángulo}}
{𝑎, 𝑏} {círculo, grande} {{círculo, grande}} {{círculo}, {grande}}
{𝑎, 𝑐} {círculo, blanco} {{círculo, blanco}} {{círculo}, {blanco}}
{𝑏, 𝑑} {círculo,negro} {{círculo,negro}} {{círculo}, {negro}}
{𝑐, 𝑑} {círculo, pequeño} {{círculo, pequeño}} {{círculo}, {pequeño}}
{𝑐, 𝑓} {blanco, pequeño} {{blanco, pequeño}} {{blanco}, {pequeño}}
{𝑑, ℎ} {negro, pequeño} {{negro, pequeño}} {{negro}, {pequeño}}
{𝑒, 𝑓} {cuadrado, blanco} {{cuadrado}} {{blanco}}
{𝑔, ℎ} {triángulo} {{triángulo}} {∅}
{𝑎, 𝑒, 𝑔} {blanco, grande} {{blanco, grande}} {{blanco}, {grande}}
{𝑏, 𝑑, ℎ} {negro} {{negro}} {∅}
{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} {círculo} {{círculo}} {∅}
{𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑔} {grande} {{grande}} {∅}
{𝑐, 𝑑, 𝑓, ℎ} {pequeño} {{pequeño}} {∅}
{𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑓, 𝑔} {blanco} {{blanco}} {∅}

Tabla 4.3: Expresión de referencia maximal (𝐶) y las fronteras 𝑂𝐿𝐵𝐴 y 𝐼𝐿𝐵𝐴 para
cada conjunto de objetos referible de la Figura 4.2.
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⇐) Supongamos que no existe 𝐷 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴 tal que 𝐵 ⊆ 𝐷 para un cierto 𝐵 ⊆ 𝐶.
Por definición, es claro que 𝐵 ∉ 𝑂𝐿𝐵𝐴. Supongamos ahora que (𝐴, 𝐵) no es un
semiconcepto referencial, es decir, que 𝐵′ ≠ 𝐴. Entonces, como 𝐵 ∉ 𝑂𝐿𝐵𝐴, ∃𝐷1
con 𝐵 ⊆ 𝐷1 tal que 𝐷′

1 ≠ 𝐴. Si 𝐷1 ∉ 𝑂𝐿𝐵𝐴 podemos repetir este razonamiento de
forma iterativa, obteniendo así la cadena de inclusiones

𝐵 = 𝐷1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐷𝑘 ⊂ 𝐶,

con 𝐷′
𝑖 ≠ 𝐴 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 y 𝐷𝑘 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴. Y por lo tanto, existe 𝐷 = 𝐷𝑘 tal

que 𝐷 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴 y 𝐵 ⊆ 𝐷, lo que es una contradicción. □

Ahora, teniendo en cuenta el Corolario 4.1 y el Teorema 4.4, podemos dar una
caracterización del conjunto de expresiones de referencia válidas para un conjunto
de objetos.

Proposición 4.7:
Consideremos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces

𝑅𝐸𝐴 = 2𝐶 ⧵ ( ⋃
𝐵∈𝑂𝐿𝐵𝐴

2𝐵) . (4.18)

Definición 4.22: Potencial referencial
Consideremos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Definimos el potencial referencial de 𝐴 como

|𝑅𝐸𝐴|
|2𝐶 | . (4.19)

Este concepto de potencial referencial tiene relevancia en el problema de la Ge-
neración de Expresiones de Referencia. El potencial referencial nos indica la pro-
babilidad de que, escogida una expresión de referencia al azar contenida en 𝐶, esta
expresión de referencia tenga éxito refencial para 𝐴.

Por lo tanto, se pone de manifiesto que las fronteras que acabamos de definir
tienen gran utilidad cuando queremos explorar el conjunto de posibles expresiones
de referencia para un conjunto de objetos de una forma eficiente. A continuación
vamos a ver cómo podemos obtener estas fronteras.

obteniendo las fronteras

En la Proposición 4.7 hemos visto cómo podemos obtener el conjunto de expre-
siones de referencia válidas para un determinado conjunto de objetos a partir de
la frontera inferior externa. Pues bien, como hemos indicado anteriormente, esta
frontera tiene interesantes propiedades desde el punto de vista computacional.

Podemos obtener esta frontera de forma inmediata gracias al retículo de con-
ceptos formales asociado al universo de discurso con el que estemos trabajando.
Esto resulta muy interesante, ya que el cómputo del retículo de conceptos tiene
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otras muchas aplicaciones, como por ejemplo resolver el problema de la referibi-
lidad en el universo en el que nos encontremos. Por tanto, con solo realizar este
cómputo podemos obtener mucha información relevante para el problema de la
Generación de Expresiones de Referencia. El siguiente resultado formaliza esto.
En este resultado, dados dos conceptos formales (𝐴, 𝐵), (𝐶, 𝐷) ∈ 𝐹𝐶(ℂ), decimos
que (𝐴, 𝐵) ≺ (𝐶, 𝐷) si (𝐴, 𝐵) < (𝐶, 𝐷) y no existe otro concepto formal, (𝐸, 𝐹), tal
que (𝐴, 𝐵) < (𝐸, 𝐹) < (𝐶, 𝐷).

Teorema 4.5: Caracterización de la frontera inferior externa
Consideremos un contexto formal ℂ = (𝒪,𝒫, 𝐼ℂ) y un concepto formal (𝐴, 𝐶) ∈
𝐹𝐶(ℂ), con 𝐴 ≠ ∅ ≠ 𝐶. Entonces

𝑂𝐿𝐵𝐴 = {𝐵 ⊂ 𝐶 ∣ (𝐵′, 𝐵) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) ∧ (𝐴, 𝐶) ≺ (𝐵′, 𝐵)}. (4.20)

Demostración: ⇒) Sea 𝐵 un elemento de𝑂𝐿𝐵𝐴, es decir, 𝐵 ⊂ 𝐶 con 𝐵′ ≠ 𝐴 y tal
que ∄𝐷 ⊃ 𝐵 con 𝐷′ ≠ 𝐴. Supongamos que (𝐵′, 𝐵) ∉ 𝐹𝐶(ℂ), o lo que es lo mismo,
𝐵″ ≠ 𝐵. Por lo tanto, por las propiedades de los operadores de derivación, 𝐵 ⊂ 𝐵″.
Además, tenemos que 𝐵‴ = 𝐵′ ≠ 𝐴. Con lo cual, ∃𝐷 = 𝐵″ ⊃ 𝐵 tal que 𝐷′ = 𝐴, lo
que es una contradicción. Por lo tanto (𝐵′, 𝐵) ∈ 𝐹𝐶(ℂ).

Veamos ahora que se da que (𝐴, 𝐶) ≺ (𝐵′, 𝐵). Por las propiedades de los operado-
res de derivación tenemos que 𝐴 = 𝐶′ ⊂ 𝐵′ y, por lo tanto, (𝐴, 𝐶) < (𝐵′, 𝐵). Supon-
gamos que existe (𝐴1, 𝐶1) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) tal que (𝐴, 𝐶) < (𝐴1, 𝐶1) < (𝐵′, 𝐵). Entonces,
como 𝐶′

1 = 𝐴1 ⊂ 𝐴 tenemos que ∃𝐷 = 𝐶1 ⊃ 𝐵 tal que 𝐷′ ≠ 𝐴, con lo que llegamos
de nuevo a una contradicción. Con lo que que efectivamente (𝐴, 𝐶) ≺ (𝐵′, 𝐵).

⇐) Sea 𝐵 ⊂ 𝐶 tal que (𝐵′, 𝐵) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) con (𝐴, 𝐶) ≺ (𝐵′, 𝐵). Entonces, tenemos
que 𝐵 ⊂ 𝐶 y 𝐵′ ⊃ 𝐴. Además, tenemos que ∄(𝐷′, 𝐷) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) tal que (𝐴, 𝐶) <
(𝐷′, 𝐷) < (𝐵′, 𝐵). Con lo cual 𝐵′ ≠ 𝐴 y ∄𝐷 ⊃ 𝐵 tal que 𝐷′ ≠ 𝐴. □

Este resultado nos dice que para obtener 𝑂𝐿𝐵𝐴 basta considerar, en el retículo
de conceptos asociado al universo de discurso, los superconceptos inmediantemen-
te superiores al concepto formal (𝐴, 𝐶). Con lo que, una vez hemos calculado el re-
tículo de conceptos, no requiere de más cómputos. Por ejemplo, para el conjunto
{ℎ}, tenemos que el concepto formal asociado es el ({ℎ}, {triángulo,negro, pequeño).
Los conceptos formales inmediatemente superiores a este son ({𝑔, ℎ}, {triángulo})
y ({𝑑, ℎ}, {negro, pequeño}). Por lo tanto tenemos que 𝑂𝐿𝐵{ℎ} = {{triángulo}, {negro,
pequeño}}, como habíamos indicado anteriormente.

Ahora vamos a ver cómoobtener la frontera inferior interna. Es claro, por defini-
ción, que los elementos de 𝐼𝐿𝐵 coinciden con los generadoresminimales (Def. 4.15)
de𝐶, al ser esta la expresión de referenciamaximal para el conjunto correspondien-
te. Por lo tanto, podríamos emplear cualquiera de los algoritmos disponibles en la
literatura [11] para obtener los generadores minimales de un conjunto de atribu-
tos. En este caso nosotros presentamos un algoritmo alternativo para obtener el
conjunto 𝐼𝐿𝐵𝐴.

El Algoritmo 4.3 parte de los resultados presentados en la Proposición 4.7 y en
el Teorema 4.5. Con estos resultados en mente, deducimos que una expresión de
referencia válida para 𝐴 será un subconjunto de 𝐶 que no esté contenido en la in-
tensión de ningún superconcepto de (𝐴, 𝐶). Esto nos da un criterio de poda en la



117

exploración del conjunto 2𝐶 , lo que ahorra cálculos.
1 sea 𝐼𝐿𝐵 = ∅
2 sea Candidatos1 = {{𝑝} ⊆ 𝐶 ∣ ∄𝐷 ∈ 𝑂𝐿𝐵𝐴, {𝑝} ⊆ 𝐷}
3 sea j = 1
4
5 mientras Candidatosj ≠ ∅ ∧ j ≤ |𝐶|
6 𝐼𝐿𝐵𝐴 = 𝐼𝐿𝐵𝐴 ∪ Candidatosj
7 Candidatosj+1 = NuevosCandidatos(Candidatosj, 𝐼𝐿𝐵𝐴, 𝑂𝐿𝐵𝐴, (𝐴, 𝐶))
8 j = j + 1
9
10 devolver 𝐼𝐿𝐵𝐴
Algoritmo 4.3: Algoritmo para obtener el conjunto 𝐼𝐿𝐵𝐴 empleando el retículo de
conceptos formales asociado al universo de discurso en el que estamos trabajando.

Como podemos ver en el Algoritmo 4.3 se exploran los subconjuntos de propie-
dades demenor amayor cardinalidad. Demodo que en cada iteración del algoritmo
consideramos, como posibles candidados a formar parte de la frontera inferior in-
terna, conjuntos con un mayor número de propiedades. Con lo cual, en la función
NuevosCandidatos formamos los candidatos añadiéndoles a los candidatos del ni-
vel anterior una nueva propiedad. Y de entre los nuevos candidatos generados no
tenemos en cuenta aquellos que incumplan alguna de las dos condiciones de poda
siguientes:

· No ser un superconjunto de ningún elemento ya añadido al conjunto 𝐼𝐿𝐵𝐴,
ya que como sabemos estos elementos son minimales.

· No ser un subconjunto de ningún elemento en la 𝑂𝐿𝐵𝐴.

Aunque la complejidad en el peor caso para este algoritmo es exponencial, estas
estrategias de poda pueden reducir el tiempo de cómputo necesario.

Pasemos ahora a ver cómo funciona nuestra propuesta para las distintas gene-
ralizaciones del problema de Generación de Expresiones de Referencia que hemos
presentado en la Sección 2.2.

4.3.4 generalizaciones del problema de generación de expresiones
de referencia

Ahora vamos a analizar el Análisis de Conceptos Formales para tratar distin-
tas generalizaciones del problema de la Generación de Expresiones de Referencia,
comparándolo con el resto de propuestas que hemos presentado en la Sección 2.1.1.

En particular, en la propuesta anterior, hemos visto el Análisis de Conceptos
Formales como una herramienta para abordar el problema de Generación de Ex-
presiones de Referencia Plurales clásico, en el que consideramos expresiones de
referencia limitadas a la conjunción de propiedades básicas. A continuación vamos
a ver cómo podemos extender esta propuesta para considerar otro tipo de informa-
ción u otro tipo de expresiones de referencia.
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propiedades relacionales

En general, el hecho de considerar propiedades relacionales para construir una
expresiónde referencia para un conjunto de objetos aumenta la complejidad compu-
tacional de este problema. Esta complejidad variará dependiendo de cuántas rela-
ciones entre objetos estemos considerando [45, 119, 120].

Las relaciones que más empleamos para construir descripciones son las rela-
ciones binarias, como «el círculo a la derecha del triángulo» o «el cuadrado cerca
de un círculo negro». Aunque considerar relaciones 𝑛-arias puede resultar intere-
sante, en general son las relaciones binarias las que resultan más comunes. Como
hemos podido ver en la Sección 2.1.1, tanto en los formalismos basados en grafos
como en las lógicas descriptivas podemos representar este tipo de relaciones de una
forma natural. Ya sea mediante el uso de aristas dirigidas, en el caso de los grafos o
mediante los roles propios de las lógicas descriptivas. Así, por ejemplo, en [206] se
emplean grafos en los que las aristas se emplean para representar relaciones espa-
ciales entre objetos, como las que acabamos de usar como ejemplo.

También existen lógicas descriptivas capaces de representar relaciones 𝑛-arias,
como es el caso de la lógica descriptiva 𝒟ℒℛ [31]. Y del mismo modo podemos
representar este tipo de relaciones en los formalismos basados en grafos. En par-
ticular, los grafos conceptuales nos permiten representarlas de un modo natural
gracias a que emplean un grafo bipartido para representar la información. Así, ten-
dríamos un nodo relación que representa la relación y 𝑛 aristas que asocian esta
relación con los 𝑛 objetos implicados en ella, pudiendo, como ya apuntamos en la
Sección 2.1.1, etiquetar estos nodos para indicar el orden en el que cada uno de los
objetos interviene en la relación.

Aunque el formalismo de la satisfacción de restricciones está centrado en pro-
piedades individuales, podemos representar propiedades relacionales viéndolas co-
mo propiedades individuales [83]. Para representar una relación binaria,𝑅 ⊆ 𝒪×𝒪
la podemos representar pormedio de un nuevo conjunto de propiedades individua-
les 𝑅1𝑜𝑖 and 𝑅2𝑜𝑖 para cada 𝑜𝑖 ∈ 𝒪. De modo que un objeto 𝑜 presentará la propiedad
𝑅1𝑜𝑖 si tenemos que (𝑜𝑖, 𝑜) ∈ 𝑅 y de forma simétrica presentará la propiedad 𝑅2𝑜𝑖 si
(𝑜, 𝑜𝑖) ∈ 𝑅. Es claro cómo podemos extender este mecanismo al caso de relaciones
𝑛-arias.

Del mismo modo, para representar propiedades relacionales en el marco del
Análisis de Conceptos Formales, podemos traducir estas propiedades en forma de
atributos individuales para los objetos del contexto. Así, dada una propiedad rela-
cional 𝑅 podemos considerar los atributos de la forma «estar relacionado por 𝑅 a
un objeto que verifica un conjunto de propiedades 𝑄», con 𝑄 ⊆ 𝒫. Entonces, al
igual que hemos visto antes, definiríamos los dos atributos simétricos 𝑅𝑄1 y 𝑅𝑄2 . En
particular podemos considerar el caso en el que 𝑄 = ∅.

En general, para cada relación binaria 𝑅 el número de atributos añadidos para
𝑅1 y 𝑅2 es 𝑁, con

𝑁 =
||||⋃𝑜∈𝒪

2{𝑜}′
||||
≤ ||2⋃𝑜∈𝒪{𝑜}′ || ≤ ||2𝒫|| = 2|𝒫|, (4.21)
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donde únicamente consideramos propiedades individuales para los operadores
de derivación. Hemos de señalar que 𝑁 es en general mucho menor que 2|𝒫|. Por
ejemplo, para el universo de la Figura 4.2 que hemos venido empleando en este ca-
pítulo, tenemos que 𝑁 = 31, mientras que el número de propiedades 7 y 27 = 128.
Esto se debe a dos razones: en primer lugar, algunas propiedades son contradicto-
rias, por ejemplo un objeto no puede ser a la vez blanco y negro; en segundo lugar,
aunque algunas propiedades no son contradictorias, no todas las posibles combi-
naciones de propiedades se pueden encontrar en el contexto. Por ejemplo, en la
Figura 4.2 no hay ningún cuadrado negro.

Aquí, estamos considerando únicamente relaciones entre los objetos y aquellos
objetos que están inmediatamente junto a ellos. Podemos extender esta idea recur-
sivamente para considerar relaciones más complejas como «el círculo que está a
la derecha de un cuadrado blanco que está debajo de un triángulo». Aunque es-
to requerirá tratar una explosión combinatoria aún mayor, con lo que habrá que
analizar en profundidad el manejo de la misma. Podríamos considerar el uso de
algoritmos propios del Análisis de Conceptos Formales con una naturaleza incre-
mental y paralelizable, así como realizar un proceso de clarificación y reducción
para reducir el número de propiedades consideradas, evitando también contradic-
ciones entre propiedades. Además, tenemos que tener en cuenta que el uso de este
tipo de relaciones daría como resultado expresiones de referencia muy complejas
que no resultarían, en la mayoría de los casos, naturales ni útiles para el usuario,
con lo que el tratamiento de este tipo de propiedades relacionales de mayor com-
plejidad resulta menos interesante en el problema que nos ocupa.

En cualquier caso, hemos de señalar que gran parte de la carga computacional
que supone emplear el Análisis de Conceptos Formales para el problema de Gene-
ración de Expresiones de Referencia nos permite encontrar todos los conjuntos de
objetos referibles en un universo de discurso determinado. Una tarea que esmucho
más compleja que simplemente encontrar una expresión de referencia válida para
un conjunto de objetos determinado. En el caso de los formalismos basados en gra-
fos, esta tarea requeriría, en principio, abordar la tarea de encontrar una expresión
de referencia válida para cada uno de los posibles subconjuntos de objetos del uni-
verso. Mientras que con el Análisis de Conceptos Formales, a través del retículo de
conceptos formales, podemos conocer para qué conjuntos sí existirá al menos una
expresión de referencia válida; cuáles son referibles.

Por último, nos gustaría señalar que existe una extensión del Análisis de Con-
ceptos Formales llamadaAnálisis de Conceptos Relacionales, la cual se ha propues-
to para tratar tanto con propiedades individuales como relacionales [102, 109]. Aun-
que el análisis de esta extensión para el manejo de este tipo de información en el
problema de Generación de Expresiones de Referencia requiere de un estudio fu-
turo.

otros operadores lógicos

A lo largo de este capítulo hemos considerado que las expresiones de referen-
cia generadas estaban compuestas únicamente por una conjunción de propiedades
atómicas. Sin embargo, como ya vimos en la Sección 2.2, se puede usar otro tipo de
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información para construir estas expresiones de referencia. En particular, podemos
usar otro tipo de conectores lógicos para combinar la información, como pueden ser
la negación o la disyunción.

Vimos en la Sección 2.1.1 que las lógicas descriptivas incorporan este tipo de
conectores de manera natural. Así vimos que hay lógicas descriptivas con mayor o
menor capacidad semántica, dependiendo del conjunto de operadores lógicos que
empleen. Por ejemplo, la lógica ℰℒ solo emplea conjunciones, mientras que 𝒜ℒ𝒞
y sus extensiones como 𝒮ℛ𝒪ℐ𝒬 incluyen la negación de cualquier concepto, inclu-
yendo aquellos derivados a partir de la intersección de otros conceptos.

Los mecanismos formales basados en grafos que hemos visto están orientados
a obtener expresiones compuestas por conjunción de propiedades. Sin embargo, en
la literatura podemos encontrar propuestas basadas en grafos en las que se incluyen
otro tipo de operadores lógicos [119]. Una de estas propuestas considera la inclu-
sión de nuevas aristas representando negaciones de propiedades, relaciones y dis-
yunciones de propiedades. Podemos ver [45] en el caso de grafos conceptuales. En
este caso, las expresiones de referencia podrían obtenerse considerando únicamen-
te conjunciones de propiedades, obteniendo fórmulas lógicas en la forma normal
conjuntiva.

El principal problema de esta propuesta, como se indica en [119], es que repre-
sentar la disyunción entre una propiedad individual y una relación implica defi-
nir un tipo especial de arista. Esto añadiría complejidad computacional al proble-
ma, haciendolo intratable en algunos casos. Otra propuesta que podemos encontrar
en [119] es la de obtener expresiones de referencia en forma norma disyuntiva. De
este modo, se busca una partición del conjunto de objetos a referenciar, de modo
que cada una de las particiones sea referible mediante una conjunción de propie-
dades. Una técnica similar se emplea en el marco de la satisfacción de restricciones
en [83].

En el caso del Análisis de Conceptos Formales tenemos que por definición tra-
baja inherentemente con conjunciones de propiedades, podemos pensar en la defi-
nición de concepto formal. Sin embargo, para representar propiedades negadas, al
igual que hemos visto en el caso de las propiedades relacionales, podemos incluir un
nuevo conjunto de atributos𝒫¬ y considerar entonces el contexto formal extendido
ℂ ≔ (𝒪,𝒫 ∪ 𝒫¬, 𝐼ℂ) donde (𝑜, ¬𝑝) ∈ 𝐼ℂ si, y solamente si, (𝑜, 𝑝) ∉ 𝐼ℂ [153, 181].
Así, el retículo de conceptos formales puede obtenerse empleando algoritmos clási-
cos [153], aunque podemos elaborar algoritmos más eficientes teniendo en cuenta
la relación entre una propiedad y su negada [181].

Del mismo modo, podemos introducir nuevos atributos que representen ne-
gaciones, conjunciones y disyunciones de propiedades, cuya extensión correspon-
diente puede ser calculada a partir de operaciones de intersección, unión y comple-
mente de conjuntos [81]. Con lo que en esta propuesta cada fórmula lógica aparece
como un nuevo atributo en el contexto.

Siguiendo la idea propuesta en [56, 119] de buscar expresiones de referencia en
forma normal conjuntiva, tenemos una solución alternativa a este problema. Esta
idea se basa en añadir al contexto un conjunto de atributos𝒫∨ = {[𝑞1∨⋯∨𝑞𝑘] | 𝑞𝑖 ∈
𝒫 ∪ 𝒫¬, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 2 ≤ 𝑘 ≤ |𝒫|}, que se corresponden con la disyunción de
propiedades en sentido positivo o negativo. En este caso consideramos el contexto
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ℂ ≔ (𝒪,𝒫 ∪ 𝒫¬ ∪ 𝒫∨, 𝐼ℂ), donde para cada [𝑞1 ∨ ⋯ ∨ 𝑞𝑘] ∈ 𝒫∨ se tiene que
(𝑜, [𝑞1 ∨ ⋯ ∨ 𝑞𝑘]}) ∈ 𝐼ℂ si, y solamente si, (𝑜, 𝑞𝑖) ∈ 𝐼ℂ para algún 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.
Entonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.6:
Consideramos un contexto formal ℂ ≔ (𝒪,𝒫 ∪ 𝒫¬ ∪ 𝒫∨, 𝐼ℂ) y un conjunto de
objetos ∅ ≠ 𝑂 ⊆ 𝒪. Entonces, 𝑂 es referible mediante una fórmula booleana con
propiedades en 𝒫 si, y solamente si, ∃(𝑂,𝑂′) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) con 𝑂′ ≠ ∅.

Demostración: Notemos que existe una biyección 𝑓 entre el conjunto de pro-
piedades del contexto ℂ y las fórmulas booleanas en forma normal conjuntiva con
propiedades en 𝒫, la cual asocia cada 𝐵 ≔ {𝑟1,… , 𝑟𝑙} ⊆ 𝒫 ∪ 𝒫¬ ∪ 𝒫∨ con la fór-
mula 𝑓(𝐵) ≔ (𝑟1 ∧ ⋯ ∧ 𝑟𝑙), y viceversa3. Además, notamos por ⟦𝑓(𝐵)⟧ = 𝐵′ ⊂ 𝒪.
Entonces:

⇒) Sea 𝑂 ⊆ 𝒪, 𝑂 ≠ ∅, un conjunto referible mediante una fórmula booleana
𝛾 con propiedades en 𝒫. Es decir, ⟦𝛾⟧ = 𝑂. Por las propiedades de la lógica
booleana tenemos que existe al menos una fórmula 𝛾𝑐𝑛𝑓 con propiedades en
𝒫 en forma conjuntiva normal que es lógicamente equivalente a 𝛾. Entonces
⟦𝛾𝑐𝑛𝑓⟧ = ⟦𝛾⟧ = 𝑂. Por lo tanto, como hemos visto, esto implica que existe un
conjunto de propiedades 𝑓−1(𝛾𝑐𝑛𝑓) ⊆ 𝒫 ∪ 𝒫¬ ∪ 𝒫∨ tal que (𝑓−1(𝛾𝑐𝑛𝑓))′ = 𝑂.
Con lo cual, (𝑂, 𝑓−1(𝛾𝑐𝑛𝑓)) es un semiconcepto referencial. Entonces, por el
Teorema 4.2 y el Corolario 4.1, existe un concepto formal (𝑂, 𝑂′) ∈ 𝐹𝐶(ℂ),
con 𝑓−1(𝛾𝑐𝑛𝑓) ⊆ 𝑂′ ≠ ∅.

⇐) Sea (𝑂, 𝑂′) ∈ 𝐹𝐶(ℂ) con𝑂,𝑂′ ≠ ∅. Entonces 𝑓(𝑂′) es una fórmula booleana
con propiedades 𝒫 tal que ⟦𝑓(𝑂′)⟧ = 𝑂. Por lo tanto, 𝑂 es referible mediante
𝑓(𝑂′).

□

En el campo del Análisis de Conceptos Formales, podemos encontrar propues-
tas para tratar información disyuntiva. Así, aunque en nuestra propuesta añadimos
de forma explícita estas disyunciones al contexto, en la literatura podemos encon-
trar otras propuestas alternativas [149].

Aunque el Teorema 4.6 nos da un modo de determinar si un conjunto es refe-
rible mediante una fórmula booleana y un modo de construir dicha fórmula, esta
aproximación supone un aumento en la complejidad computacional del problema
con respecto a la versión en la cual únicamente consideramos conjunciones de pro-
piedades. Sin embargo, podemos reducir esta complejidad empleando estrategias
que tengan en cuenta las complejas relaciones que pueden existir entre los elemen-
tos en𝒫,𝒫¬, y𝒫∨ para calcular el retículo de conceptos. Estrategias de este tipo han
sido empleadas con anterioridad en el campo del Análisis de Conceptos Formales,
por ejemplo considerando implicaciones entre atributos [12].

3Por motivios de simplicidad, estamos considerando como la misma fórmula todas aquellas que son
lógicamente equivalentes realizando todas las permutaciones de propiedades posibles en cada conjun-
ción y disyunción.
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propiedades graduales

Ya hemos visto en el Capítulo 3 distintas formas de tratar con información vaga
en el problema de la Generación de Expresiones de Referencia. Así, una primera
aproximación sería transformar cada propiedad gradual en propiedades crisp me-
diante umbrales. Pudiendo calcular estos umbrales dependiendo del contexto cuan-
do se trabaja con propiedades contextuales como el tamaño. Por otro lado, también
vimos cómo manejar esta información a través de la Teoría de Conjuntos Difusos y
la Representación por Niveles.

La estrategia de emplear umbrales ha sido empleada para manejar información
imprecisa dentro de la Teoría de Grafos [119]. Esto se basa en la propuesta de [52]
en la que se representan las propiedades graduales por medio de un conjunto de
desigualdades como alta > 179cms. Podemos ver que esta estrategia puede em-
plearse para manejar información imprecisa en cualquiera de los marcos formales
que hemos presentado.

En cuanto a la segunda estrategia, podemos encontrar extensiones difusas de
los distintos mecanismos formales de representación de conocimiento que hemos
presentado. Entre ellos encontramos grafos difusos [156, 184], grafos conceptuales
difusos [32], satisfacción de restricciones difusas [41, 134, 185], lógicas descriptivas
difusas [16, 47, 200] y Análisis de Conceptos Formales difuso, en el que profun-
dizaremos en el siguiente capítulo. Por lo tanto, nos podemos beneficiar de estas
extensiones para trabajar con información vaga en el problema de la Generación
de Expresiones de Referencia.

En el siguiente capítulo veremos cómo tratar con información imprecisa en el
Análisis de Conceptos Formales empleando la Representación por Niveles como
el mecanismo con el que representar y manejar este tipo de información en un
contexto formal.

propiedades contextuales

Como hemos visto anteriormente, las propiedades contextuales pueden tratarse
como un tipo de propiedad gradual [52]. Sin embargo, desde nuestro punto de vista,
la dependencia del contexto va más allá de la gradualidad. Amodo de ejemplo cabe
señalar que habrá casos en los que la expresión «los objetos grises de entre los gran-
des» se refiera a un conjunto distinto que «los objetos grandes de entre los grises».
Además, los humanos no somos tan precisos en nuestras descripciones, generando
expresiones como «los objetos grises grandes» o «los objetos grandes grises», ex-
presiones que presentan una mayor ambigüedad sobre en qué orden considerar las
propiedades, algo que dependerá del receptor del mensaje.

En la literatura no hemos encontrado mecanismos para tratar este tipo de pro-
piedades en los marcos formales presentados en la Sección 2.1.1. En el caso del
Análisis deConceptos Formales encontramosuna extensión que resulta interesante
para tratar con propiedades contextuales: el Análisis de Conceptos Triádicos[128].

Un contexto triádico se define como un cuarteto (𝐺,𝑀, 𝐶𝑜, 𝑌) donde𝐺 y𝑀 son
los conjuntos usuales de objetos y atributos, 𝐶𝑜 es un conjunto de condiciones e 𝑌
es una relación ternaria 𝑌 ⊆ 𝐺 × 𝑀 × 𝐶𝑜, donde (𝑔,𝑚, 𝑐) ∈ 𝑌 representa que el
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objeto 𝑔 presenta la propiedad 𝑚 bajo la condición 𝑐. Esta extensión nos permite
representar propiedades contextuales de un modo muy general.

En particular, en los ejemplos que hemos presentado anteriormente, podemos
emplear condiciones que indiquen conjuntos de objetos dentro de los cuales el obje-
to tiene una determinada propiedad, como ser el más grande de los objetos negros,
considerando 𝐶𝑜 ⊆ 2𝐺. En este caso, (𝑔,𝑚, 𝐴) ∈ 𝑌 , con 𝐴 ⊆ 𝐺, significa que 𝑔
cumple la propiedad 𝑚 en el subcontexto 𝐴. La definición de semiconceptos refe-
renciales abre una interesante línea de investigación tanto en el campo del Análisis
de Conceptos Formales, como en el campo de la Generación de Expresiones de Re-
ferencia.

propiedades colectivas

Hay dos modos de trabajar con propiedades colectivas: viendo todas las propie-
dades como colectivas [56] o viéndolas como propiedades contextuales individua-
les [198]. Así, por ejemplo, la primera alternativa se ha empleado en la Teoría de
Grafos para tratar el problema de laGeneración de Expresiones de Referencia [119].
La segunda propuesta la podemos encontrar en el marco de la satisfacción de res-
tricciones [198].

Ambas estrategias pueden emplearse en el marco de las lógicas descriptivas y
del Análisis de Conceptos Formales, aunque el uso de estas estrategias ha de anali-
zarse con mayor profundidad.

Para el Análisis de Conceptos Formales veamos la diferencia en el contexto for-
mal que empleamos en cada una de las dos estrategias posibles.

Por un lado, si consideramos que todas las propiedades son colectivas, inclu-
yendo las individuales, entonces consideraremos como objetos en nuestro contexto
cada uno de los posibles conjuntos de objetos en el contexto original. En este ca-
so el contexto formal considerado sería de la forma ℂ ≔ (2𝒪, 𝒫, 𝐼ℂ), de modo que,
a través de 𝐼ℂ, asignaremos a cada posible conjunto de objetos aquellas propieda-
des colectivas que cumpla como conjunto, y aquellas propiedades individuales que
sean comunes a todos los elementos del conjunto.

Por otro lado, si vemos a las propiedades colectivas como propiedades contex-
tuales individuales entonces tendremos que emplear un contexto formal triádico
(𝒪, 𝒫, 2𝒪, 𝑌), como hemos visto antes. De modo que cada objeto tendrá las propie-
dades colectivas que tengan aquellos conjuntos de objetos de los que forma parte
como propiedades contextuales asociadas a cada uno de esos conjuntos de objetos.

4.3.5 idoneidad del análisis de conceptos formales comomarco for-
mal para la generación de expresiones de referencia

El análisis que acabamos de realizar muestra que el Análisis de Conceptos For-
males constituye un nuevo marco formal con el que abordar satisfactoriamente el
problema de la Generación de Expresiones de Referencia. Así, tanto el problema
clásico de Generación de Expresiones de Referencia como distintas extensiones de
este pueden beneficiarse de emplear las herramientas disponibles en el marco del
Análisis de Conceptos Formales. Más en concreto:
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· ElAnálisis de Conceptos Formales es unmarco natural para la Generación de
Lenguaje Natural como ya pusimos demanifiesto. Un concepto formal puede
verse como la interpretación filosófica tradicional de concepto. Es decir, algo
determinado por su extensión e intensión [211]. En concreto, la extensión y
la intensión se corresponden con las nociones de denotación y connotación
de expresiones introducidas por John Stuart Mill, como se puede ver en la
sección 2.3 de [54].

· Podemos resolver el problema clásico de Generación de Expresiones de Refe-
rencia empleando únicamente las herramientas propias del Análisis de Con-
ceptos Formales. Sin embargo, como veremosmás adelante en esta sección, la
combinación del acf con otros marcos formales nos puede permitir obtener
mejores resultados en la resolución de los problemas que hemos presentado.

· Además, el Análisis de Conceptos Formales nos da, para el problema clásico
de Generación de Expresiones de Referencia, un modo inmediato de com-
probar si un concepto es referible y encontrar una expresión de referencia
para él, basta con comprobar si 𝑂 = 𝑂″. En cambio, las propuestas clásicas
como los algoritmos voraces que hemos visto, en caso de que un objeto no
sea referible, han de explorar todo el espacio de posibles expresiones de re-
ferencia hasta comprobar que no hay ninguna válida. Con lo que el Análisis
de Conceptos Formales resulta interesante también desde el punto de vista
computacional.

· El Análisis de Conceptos formales es, junto con las lógicas descriptivas, el
únicomecanismo de representación de conocimiento que proporciona herra-
mientas adecuadas para resolver de forma eficiente el problema de la referibi-
lidad. Y además, nos proporciona una representación compacta del conjunto
de todas las expresiones de referencia válidas para un determinado conjunto
de objetos. Mientras que las lógicas descriptivas únicamente nos proporcio-
nan una expresión de referencia para cada uno de los conjuntos referibles
en el universo de discurso. Esto hace que el Análisis de Conceptos Formales
sea interesante para aplicaciones como la descripción de escenas donde po-
demos tener diversas expresiones de referencia válidas para cada uno de los
conjuntos referibles en la escena [110].

Esta lista de aspectos relevantes del Análisis de Conceptos Formales no preten-
de ser exhaustiva. Los avances y desarrollos teóricos en el campo del Análisis de
Conceptos Formales abren un nuevo campo de investigación en relación al proble-
ma de la Generación de Expresiones de Referencia. En nuestro análisis no hemos
encontrado un mecanismo formal de representación de conocimiento que resulte
mejor que el resto para todos los problemas relacionados con la Generación de Ex-
presiones de Referencia, al igual que se señala en [118] sin considerar el Análisis
de Conceptos Formales.

Además de ver el Análisis de Conceptos Formales como una herramienta que
nos permite tratar el problema de Generación de Expresiones de Referencia de un
modo eficiente, es interesante ver cómo la combinación de las herramientas del
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acf con otros mecanimos de representación de conocimiento y técnicas puede be-
neficiar el área de la Generación de Expresiones de Referecia. Así, en la literatura
podemos encontrar distintas combinaciones propuestas para tratar otros proble-
mas.

· Como hemos visto, las estrategias basadas en grafos son especialmente ade-
cuadas para representar la información de un contexto en el que se consi-
deran propiedades relacionales. Esta capacidad expresiva ha sido empleada
junto con el Análisis de Conceptos Formales en [169]. En este trabajo se pre-
sentan los grafos relacionales para representar fórmulas y operaciones lógicas
de la Lógica Contextual de Relaciones, una lógica basada en la combinación
del Análisis de Conceptos Formales y una lógica algebráica de Peirce [19].
Otra sinergia entre el acf y la Teoría de Grafos puede encontrarse en [148]
donde algoritmos propios de la Teoría de Grafos y técnicas como el orden
topológico son empleadas para analizar el retículo de conceptos formales.

· Podemos encontrar varias aplicaciones del Análisis de Conceptos Formales
en combinación con las lógicas descriptivas, algunasmuy tempranas como [201].
En [191] podemos encontrar una revisión de la combinación del Análisis de
Conceptos formales con las lógicas descriptivas. Estas aplicaciones se deben
a la estrecha relación entre ambos formalismos, como se indica en [61]: «con-
juntos de atributos en el acf y conjunciones de conceptos en las lógicas des-
criptivas comparten en esencia la misma semántica». En [6] se generan ex-
plicaciones de hipótesis formuladas sobre imágenes médicas, combinando
lógicas descriptivas y operadores morfológicos en un retículo de conceptos.
Finalmente, en [61] podemos ver un estudio sobre cómo combinar el Análisis
de Conceptos Formales con las lógicas descriptivas para tratar con propieda-
des graduales a través de conjuntos difusos.

Finalmente, vamos a ver algunas combinaciones del Análisis de Conceptos For-
males con otros mecanismos que pueden resultar interesantes para abordar el pro-
blema de la Generación de Expresiones de Referencia:

· A excepción del mecanismo de satisfacción de restricciones, no hay ningún
formalismo que permita optimizar la expresión de referencia generada en ba-
se a preferencias definidas previamente. Sin embargo, el Análisis de Concep-
tos Formales y la satisfaccion de restricciones pueden combinarse para mejo-
rar la búsqueda de una expresión de referencia óptima, especialmente cuando
dicha búsqueda ha de realizarse para varios conjuntos de objetos. En ese caso,
las satisfacción de restricciones puede emplearse para buscar la mejor expre-
sión de referencia dentro de las fronteras que define el Análisis de Conceptos
Formales para este espacio de búsqueda, acelerando así el proceso.

· Así, un problema común de los mecanismos formales que hemos presentado
está relacionado con la eficiencia de los procesos de búsqueda cuando el nú-
mero de propiedades en el contexto aumenta. De hecho, aunque el número
de propiedades sea pequeño, emplear generalizaciones como considerar ne-
gaciones o disyunciones de propiedades para aumentar la potencia expresiva
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del sistema puede llevar al mismo problema. En ese caso, encontrar un equi-
librio entre la eficiencia y la expresividad de nuestro sistema es necesario; se
ha de encontrar un balance entre las capacidades funcionales y no funciona-
les del sistema. En el caso del Análisis de Conceptos Formales, un modo de
encontrar ese equilibro es combinar los algoritmos incrementales para ob-
tener el retículo de conceptos con heurísticas voraces como las empleadas
por el Algoritmo Incremental [50]. La idea es obtener un primer retículo de
conceptos empleando un primer subconjunto de propiedades e incorporar,
según sea necesario, nuevos conjuntos de propiedades en distintas iteracio-
nes, según los recursos computacionales y el tiempo de respuesta requerido
lo permitan. Esta prometedora idea será objeto de trabajo futuro.

Así, concluímos nuestro análisis sobre el Análisis de Conceptos Formales como
una herramienta para tratar el problema de Generación de Expresiones de Referen-
cia. Como hemos podido ver resulta una herramienta muy prometedora que abre
una interesante vía de investigación en este campo.

4.4 difusión de resultados

La propuesta para tratar el problema de la Generación de Expresiones de Refe-
rencia a través delAnálisis deConceptos formales ha sido presentada en el siguiente
artículo:

· Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla, M. Dolores Ruiz y Daniel Sánchez.
«Formal concept analysis for the generation of plural referring expressions».
en. En: Information Sciences 579 (2021), págs. 717-731

Este artículo ha sido elaborado en colaboración con la Doctora María Dolores
Ruiz, licenciada en matemáticas y doctora en informática, quien forma parte del
del grupo de trabajo de la beca de Formación de Profesorado Universitario que ha
disfrutado el doctorando. Así, el trabajo ha sido publicado en Infomation Sciences
revista internacional de reconocido prestigio (jif: 2020 9/223 Q1 96.19).



Capítulo 5

Análisis de Conceptos Formales
para la Generación de
Expresiones de Referencia con
propiedades graduales

En el capítulo anterior hemos presentado el Análisis de Conceptos Formales
como un mecanismo formal de representación de conocimiento con el que tratar
el problema de la Generación de Expresiones de Referencia en un ámbito crisp,
es decir, en un ámbito en el cual los objetos presentan propiedades binarias. Sin
embargo, en el día a día nos encontramos situaciones y dominios donde hemos de
manejar información imprecisa o vaga, como ya hemos puesto de manifiesto en los
Capítulos 2 y 3. Para ejemplificar esta situación podemos considerar el universo
de discurso de la Figura 5.1 compuesto por varias figuras con distintas formas y
colores.

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑

𝑒 𝑓

𝑔

Figura 5.1: Ejemplo de universo de discurso en el que encontramos diversas figuras
con distintas formas y colores de relleno.
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Comovemos, algunos objetos en la Figura 5.1 no se corresponden con las figuras
geométricas básicas que conocemos. Podemos fijarnos en el objeto 𝑔 que, pese a
ser similar a un cuadrado, presenta unas esquinas redondeadas. Por lo tanto, no
diríamos que este objeto cumple la propiedad cuadrado, que se corresponde con
tener una forma cuadrada, completamente, mientras que sí se da enmáximo grado
para el objeto 𝑎.

Al igual que hemos hecho en el Capítulo 4, podemos representar la información
vaga de este universo de discurso mediante una tabla. En este caso no se trata de
una tabla binaria sino de una tabla cuyas celdas toman valores en el intervalo [0, 1].
El valor en cada una de las celdas representa en qué grado el objeto de la fila en
cuestión presenta la propiedad de la columna correspondiente.

objeto cuadrado círculo triángulo rojo azul blanco
𝑎 1 0 0 0 0 1
𝑏 0 0 1 0 0 1
𝑐 0 1 0 0 0 1
𝑑 0 0 1 0.5 0 0.5
𝑒 0.5 0.5 0 0 0.75 0.25
𝑓 0 0.75 0 0 0 1
𝑔 0.75 0.25 0 0 1 0

Tabla 5.1: Tabla que contiene la información del universo de la Figura 5.1. Los va-
lores en cada celda indican en qué grado el objeto presenta la propiedad correspon-
diente.

En la Tabla 5.1 vemos que consideramos tres propiedades relativas a la forma
de un objeto: un objeto puede presentar una forma cuadrada, circular o triangular.
En el caso en el que un objeto presente esquinas redondeadas entonces tendrá una
forma que será ligeramente circular y que no tendrá grado máximo para la propie-
dad cuadrado, como sucede con el objeto 𝑒. Del mismo modo encontramos elipses,
como el objeto 𝑓, que no presentan la propiedad círculo con grado uno. También
consideramos propiedades relativas al color de relleno de cada figura. Existen ob-
jetos que son totalmente blancos, como el 𝑎 o el 𝑏, y objetos que pueden tener un
color azul o rojo. Estos colores podrán estar más o menos saturados, lo que se co-
rresponde con unmayor o menor grado para la propiedad relativa al color y para la
propiedad blanco, como vemos para los objetos 𝑑 y 𝑒.

En este ejemplo vemos cómo podemos representar la información de un uni-
verso de discurso con información vaga en forma de tabla. Es precisamente este
tipo de información y este tipo de representación las que maneja el 𝐿-Análisis de
Conceptos Formales1. Como se indica en [151], hoy en día manejamos una gran

1En la literatura podemos encontrar distintas denominaciones para la extensión del Análisis de Con-
ceptos Formales a un ámbito gradual. Por ejemplo en [168] se denomina Fuzzy Formal Concept Analysis,
mientras que en [9] emplean el término 𝐿-Concept Analysis. En nuestro caso nos hemos decantado por
el término 𝐿-Análisis de Conceptos Formales, ya que consideramos que se ha de diferenciar la gradua-
lidad propia de muchos tipos de información vaga o imprecisa, que puede venir representada mediante
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cantidad de información, mucha de ella imprecisa. Podemos pensar, por ejemplo,
en el campo del Procesamiento de Lenguaje Natural del que hablamos en el Capí-
tulo 1. Por lo tanto, como indican los autores, elaborar sistemas de razonamiento
capaces de manejar este tipo de información se hace relevante, siendo el 𝐿-Análisis
de Conceptos Formales la herramienta que vamos a analizar en este capítulo.

En este capítulo presentamos una nueva propuesta para extender el Análisis
de Conceptos Formales para el manejo de información vaga o imprecisa a través
de la Teoría de Representación por Niveles. Como veremos, esta nueva propuesta
cuenta con diversas ventajas con respecto a otras que podemos encontrar en la li-
teratura y que presentamos en la Sección 5.1. Introducimos esta nueva extensión
en la Sección 5.2 y vemos su aplicación al problema central de esta tesis, el proble-
ma de la Generación de Expresiones de Referencia, en la Sección 5.3. Finalmente,
analizamos nuestra propuesta en comparación con las existentes en la Sección 5.4.

A continuación presentamosun estudio del estado del arte de las propuestas que
encontramos en la literatura para formalizar el 𝐿-Análisis de Conceptos Formales,
dando así un contexto en el que enmarcar nuestra propuesta.

5.1 l-análisis de conceptos formales: estado del arte

En la literatura existen diversas extensiones o adaptaciones del Análisis de Con-
ceptos Formales para elmanejo de información imprecisa o vaga. A este formalismo
en el quemanejamos información vaga a través del acf lo denominamos 𝐿-Análisis
de Conceptos Formales, y lo abreviaremos como l-acf. Podemos encontrar distin-
tos trabajos que realizan un estudio del estado del arte de estas extensiones [23,
168]. A continuación vamos a ver las propuestas más relevantes que hallamos en la
literatura.

En primer lugar vamos a revisar el trabajo de Ana Burusco y Ramón Fuentes-
González [21] que es considerado el primer trabajo a este respecto [23].

En este trabajo se parte de una estructura algebraica L ≔ (𝐿,≤,¬,⊕), donde
(𝐿, ≤) es un retículo completo,¬ es una operación de complemento en 𝐿 y⊕ es una
t-conorma en 𝐿. Aquí vemos algo fundamental del 𝐿-Análisis de Conceptos Forma-
les y es que, al manejar información vaga o imprecisa, se considera un conjunto
de grados 𝐿 que representa en qué grado cada elemento presenta una determina-
da propiedad. Por lo tanto, no nos tenemos que restringir a grados en el intervalo
[0, 1] como es usual en la Teoría de Conjuntos Difusos, sino que podemos emplear
el conjunto de grados que mejor se adecue a la semántica de nuestro problema.
Además, es usual que dicho conjunto de grados venga acompañado de una estruc-
tura algebraica, que aquí hemos notado como L, con un conjunto de operaciones y
propiedades adecuadas para manejar y combinar la información representada por
los distintos grados en 𝐿.
una serie de grados en un cierto conjunto 𝐿, de la herramienta que se emplee para modelar y manejar
esta información, que usualmente es la Teoría de Conjuntos Difusos. Es por ello que reservamos el tér-
mino «difuso» para los casos en los que hablamos de conceptos propios de dicha teoría, y hablaremos de
«gradual» o añadiremos el prefijo 𝐿 cuando estemos hablando de gradualidad de la forma más general,
independientemente de la herramienta que empleemos para ello. En concreto, nosotros emplearemos
en este capítulo la Teoría de Representación por Niveles para manejar esta información vaga.
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Si consideramos, al igual que en el marco clásico analizado en la Sección 4.1,
sendos conjuntos de objetos y atributos 𝐺 y𝑀, en un marco gradual se puede con-
siderar una 𝐿-relación entre estos conjuntos de objetos y atributos, es decir, una
𝐿-relación 𝐼 ∈ 𝐿𝐺×𝑀 , con 𝐼 ∶ 𝐺 ×𝑀 → 𝐿. Partiendo de esta 𝐿-relación se define un
𝐿-contexto formal2 como sigue.

Definición 5.1: L-contexto formal de Burusco et al. [21]
Un 𝐿-contexto formal es una tupla 𝕂 ≔ (𝐿, 𝐺,𝑀, 𝐼), donde 𝐺 y𝑀 son los objetos y
atributos del contexto e 𝐼 ∈ 𝐿𝐺×𝑀 es una 𝐿-relación.

Como podemos ver, esta definición de 𝐿-contexto formal tiene una traducción
directa en forma de una tabla como la Tabla 5.1. En el caso del ejemplo de la Fi-
gura 5.1 tenemos que 𝐿 ≔ [0, 1], 𝐺 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔}, 𝑀 ≔ {cuadrado, círculo,
triángulo, rojo, azul, blanco} e 𝐼 viene dada por los valores de la Tabla 5.1.

Se indica en [21] que cuando consideramos 𝐿 = {0, 1} nos encontramos ante
un contexto formal clásico, con lo que este trabajo constituye una extensión del
Análisis de Conceptos Formales clásico.

Dado un 𝐿-contexto formal, los autores en [21] definen los siguientes operado-
res de derivación para seguir con su extensión del marco formal del Análisis de
Conceptos Formales clásico a un ámbito gradual.

Definición 5.2: Operadores de derivación de Burusco et al. [21]
Consideremos un 𝐿-contexto 𝕂 ≔ (𝐿, 𝐺,𝑀, 𝐼). Dados dos 𝐿-conjuntos de objetos y
propiedades 𝐴 ∈ 𝐿𝐺 y 𝐵 ∈ 𝐿𝑀 , se definen los siguientes operadores de derivación
↑ ∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 y ↓ ∶ 𝐿𝑀 → 𝐿𝐺:

𝐴↑(𝑚) ≔ ⋀
𝑔∈𝐺

(¬𝐴(𝑔) ⊕ 𝐼(𝑔,𝑚)),

𝐵↓(𝑔) ≔ ⋀
𝑚∈𝑀

(¬𝐵(𝑚) ⊕ 𝐼(𝑔,𝑚)).

Podemos ver un ejemplo de aplicación de estos operadores en el 𝐿-contexto de
la Tabla 5.1, relativo al universo de discurso de la Figura 5.1.

Ejemplo 5.1:
Consideremos el conjunto de objetos 𝐴 ≔ 1.0/𝑎+ 1.0/𝑏+ 1.0/𝑐 + 1.0/𝑓. Si conside-
ramos que ⊕ = máx y como operación de complemento ¬ consideramos la usual
tenemos que

𝐴↑ = 1.0/blanco = 𝐵.
Y podemos aplicar ahora el correspondiente operador de derivación sobre este

conjunto de atributos.
2En el trabajo original en [21] se denomina a este concepto L-Fuzzy context, en nuestro caso, y si-

guiendo con la nomenclatura que venimos empleando, dado que estamos añadiendo el prefijo 𝐿, que
como hemos dicho implica el uso de grados en 𝐿, omitiremos el atributo difuso. Además, añadimos
el adjetivo «formal» para hacer patente la relación con el acf clásico, aunque en otras ocasiones por
brevedad lo omitiremos.
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𝐵↓ = 1.0/𝑎 + 1.0/𝑏 + 1.0/𝑐 + 0.5/𝑑 + 0.25/𝑒 + 1.0/𝑓.
En este caso tenemos que el conjunto 𝐵↓ se corresponde con el conjunto difuso

de objetos definido por la propiedad blanco entendida como una función de mem-
bresía difusa.

En este ejemplo podemos observar una particularidad de las propuestas que va-
mos a analizar y que supondrá una diferencia con respecto a la propuesta que pre-
sentamos en la Sección 5.2. Como vemos, el resultado de aplicar los operadores de
derivación anteriormente definidos dependerá de qué t-conorma y qué operación
de complementación empleemos. Por tanto, este tipo de propuestas tienen la flexi-
bilidad de la que hablábamos en la Sección 2.3.2; podemos elegir una t-conorma u
otra dependiendo de la semántica que queramos emplear.

Una vez se han definido los operadores de derivación podemos pasar a ver cómo
se define el retículo de conceptos formales en un ámbito gradual. Esta definición
resulta natural teniendo en cuenta las definiciones vistas en la Sección 4.1.

Definición 5.3: Retículo de L-conceptos formales de Burusco et al. [21]
Dado un 𝐿-contexto 𝕂 ≔ (𝐿, 𝐺,𝑀, 𝐼), definimos el siguiente conjunto:

𝐹𝐶(𝕂) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∈ 𝐿𝐺 × 𝐿𝑀 ∣ 𝐴↑ = 𝐵, 𝐵↓ = 𝐴}.
A cada par (𝐴, 𝐵) del conjunto anterior se le denomina 𝐿-concepto formal de𝕂.
En [21] se define la siguiente relación de orden ≤ entre los 𝐿-conceptos de

𝐹𝐶(𝕂):

(𝐴, 𝐵) ≤ (𝐶, 𝐷) ⟺
def

𝐴 ⊆ 𝐶
[21]
⟺ 𝐵 ⊇ 𝐷 (5.1)

Y se demuestra que el par (𝐹𝐶(𝕂), ≤) es un retículo completo [21] que se deno-
mina el retículo de 𝐿-conceptos formales de 𝕂, aunque normalmente, al igual que
hemos hecho en el Capítulo 4, lo notaremos simplemente como 𝐹𝐶(𝕂).

Sin embargo este trabajo presenta algunos problemas, tal y como se señala en [23],
y es que los operadores de derivación propuestos (Def. 5.2) no verifican una propie-
dadmuy útil de los operadores de derivación clásicos. Hay casos en los que, dado un
cierto 𝐴 ∈ 𝐿𝐺, 𝐴 ⊈ 𝐴↑↓. Para verlo basta con considerar el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 5.1:
Consideremos un 𝐿-contexto con 𝐿 = [0, 1], 𝐺 = {𝑔}, 𝑀 = {𝑚} e 𝐼(𝑔,𝑚) = 0.5.
Entonces, dado el 𝐿-conjunto de objetos 𝐴 ≔ 1/𝑔, siendo ⊕ = máx y como ¬ la
operación de complementación usual, se da que:

𝐴↑(𝑚) = máx(¬𝐴(𝑔), 𝐼(𝑔,𝑚)) = máx(0, 0.5) = 0.5 ⟹ 𝐴↑ = 0.5/𝑚.
𝐴↑↓(𝑔) = máx(¬𝐴↑(𝑚), 𝐼(𝑔,𝑚)) = máx(0.5, 0.5) = 0.5 ⟹ 𝐴↑↓ = 0.5/𝑔.

Con lo que tenemos que 𝐴↑↓ ⊉ 𝐴, como queríamos demostrar.
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Por otro lado, se indica en [151] que uno de los motivos por los que Burusco
y Fuentes-González no continuaron trabajando en esta propuesta fue el hecho de
no emplear implicaciones residuadas en sus operadores de derivación, lo que les
impidió seguir adelante en los desarrollos teóricos de su propuesta.

Podemos encontrar otras propuestas en literatura que siguieron al pionero tra-
bajo desarrollado en [21]. A continuación, vamos a ver una extensión presentada
por dos autores de forma independiente: Polland [170] y Bělohlávek [13, 26]. En es-
tos trabajos, para evitar los problemas que presentala propuesta anterior, se emplea
una estructura de retículo residuado acotado.

Definición 5.4: Retículo residuado [13]
Un retículo residuado es un álgebra ⟨𝐿, ∧, ∨,⊗,→, 0, 1⟩ que verifica que

· ⟨𝐿, ∧, ∨, 0, 1⟩ es un retículo acotado.

· ⟨𝐿,⊗, 1⟩ es un semigrupo conmutativo con 1 como el elemento unidad. Es
decir,⊗ es asociativa, conmutativa y se verifica la identidad𝑥⊗1 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐿.

· ⊗ y→ verifican

𝑥 ≤ 𝑦 → 𝑧 ⟺ 𝑥⊗ 𝑦 ≤ 𝑧, para cada 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿.

Entonces, partiendo de un retículo residuado y acotadoL ≔ ⟨𝐿, ∧, ∨,⊗,→, 0, 1⟩,
se definen los siguientes operadores de derivación.

Definición 5.5: Operadores de derivación de Polland [170] y Bělohlávek [13, 26]
Consideremos sendos 𝐿-conjuntos de objetos y propiedades 𝐴 ∈ 𝐿𝐺 y 𝐵 ∈ 𝐿𝑀 .
Entonces se definen los siguientes operadores de derivación ↑ ∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 y ↓ ∶
𝐿𝑀 → 𝐿𝐺:

𝐴↑(𝑚) ≔ ⋀
𝑔∈𝐺

(𝐴(𝑔) → 𝐼(𝑔,𝑚)),

𝐵↓(𝑔) ≔ ⋀
𝑚∈𝑀

(𝐵(𝑚) → 𝐼(𝑔,𝑚)).

Veamos un ejemplo de aplicación de estos operadores de derivación para el uni-
verso de discurso de la Figura 5.1.

Ejemplo 5.2:
Vamos a considerar como t-norma el mínimo como es usual. Por lo tanto, tomamos
como→ su residuo, la implicación estándar de Gödel que se define como sigue

𝑥 → 𝑦 ≔ {𝑦 𝑥 > 𝑦,
1 en otro caso.

En este caso, volviendo al ejemplo que hemos visto para la propuesta anterior,
tenemos que si 𝐴 = 1.0/𝑎 + 1.0/𝑏 + 1.0/𝑐 + 1.0/𝑓 entonces
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𝐴↑ = 1.0/blanco,

𝐴↑↓ = (1.0/blanco)↓ = 1.0/𝑎 + 1.0/𝑏 + 1.0/𝑐 + 0.5/𝑑 + 0.25/𝑒 + 1.0/𝑓.

En este caso particular obtenemos los mismos resultados que obteníamos para
los operadores de derivación de la propuesta anterior.

Aunque, en el ejemplo anterior obtenemos elmismo resultado que para los ope-
radores de derivación anteriores (Ej. 5.1), estos nuevos operadores tienen ventajas
con respecto a los que introdujimos en la Definición 5.2. Como se pone demanifies-
to en [13], para estos operadores de derivación sí que se tiene que𝐴 ⊆ 𝐴↑↓, ∀𝐴 ∈ 𝐿𝐺,
y lo mismo ocurre para cualquier conjunto de atributos 𝐵 ∈ 𝐿𝑀 .

Además, como se indica en [13], estos operadores generalizan los operadores
clásicos cuando se toma como retículo residuado el único que tiene como soporte
al 𝐿 = {0, 1}. Y se tiene que estos operadores forman una conexión de Galois [13] y
el retículo de conceptos formales se define del mismomodo que en la propuesta de
Ana Burusco y Ramón Fuentes-González (Def. 5.3), con la relación de orden de la
Ecuación 5.1. De hecho, esto será algo común para todas las propuestas que vamos
a ver. En general los operadores de derivación que se definen en cada uno de ellos
forman una conexión de Galois y, al igual que ocurre para el Análisis de Conceptos
Formales clásico, los 𝐿-conceptos formales de estas propuestas se definen como los
puntos fijos de dicha conexión de Galois, es decir, los pares de 𝐿-conjuntos de obje-
tos y propiedades (𝐴, 𝐵) para los que se da que 𝐴↑ = 𝐵 y 𝐵↓ = 𝐴, para cualesquiera
que sean los operadores de derivación que se definan.

Las dos propuestas que acabamos de repasar son propuestas simétricas, en las
que el papel de atributos y objetos es intercambiable, y los dos operadores de de-
rivación que se definen son simétricos. Sin embargo, en la literatura podemos en-
contrar trabajos en los que se hace una propuesta no simétrica para los operadores
de derivación.

Dos autores, Yahia [220] y Krajči [122], propusieron, de forma independiente,
lo que podríamos denominar una propuesta unilateral empleando la nomencla-
tura que usa Krajči (“one-sided fuzzy approach”). Como se indica en [23], ambas
propuestas difieren en el lado en que se aplica cada uno de los operadores, en los
objetos o en los atributos. Dado que, desde un punto de vista teórico, tal y como se
vio en la Sección 4.1, el papel de los objetos y los atributos en un contexto formal es
intercambiable, basta con estudiar una de estas propuestas para conocerlas.

En [220] se define lo que es como un 𝐿-contexto formal3 como sigue.

Definición 5.6: 𝐿-Contexto formal de Yahia [220]
Un 𝐿-contexto formal es una tripleta 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), donde 𝐺 es un conjunto de
objetos,𝑀 es un 𝐿-conjunto de atributos e 𝐼 es una 𝐿-relación entre 𝐺 y𝑀.

3Aunque este trabajo está claramente arraigado en la Teoría de Conjuntos Difusos, y emplea una
nomenclatura que así lo indica, seguimos empleando el término 𝐿-contexto formal para unificar toda
esta sección en la que presentamos distintos trabajos desarrollados a lo largo de la literatura.
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Como podemos ver, en estas propuestas solo uno de los dos conjuntos es difuso,
en este caso el conjunto de atributos. Cabe señalar que esta propuesta parte desde
el punto de vista práctico de trabajar con una base de datos difusa de la que extraer
reglas de asociación difusas [220]. En concreto, los autores proponen unmétodo de
extracción de reglas de asociación de una base de datos, donde se almacenan da-
tos de distintas transacciones. En este trabajo, en lugar de considerar transacciones
binarias o crisp, donde un elemento está o no en cada una de las transacciones o
items de la base de datos, se consideran transacciones difusas en las que se tiene
en cuenta la cantidad de cada producto en la transacción. De ahí que tenga una
clara interpretación semántica el hecho de presentar un conjunto crisp de objetos,
la transacción, y un conjunto difuso de atributos, que en el trabajo original se co-
rresponde con la cantidad en la que aparece cada elemento en la transacción.

Desde el punto de vista del problema de Generación de Expresiones de Refe-
rencia con propiedades graduales, esta definición de contexto formal también tiene
una clara interpretación semántica: un contexto formal podría verse como un con-
junto finito de objetos de los cuales conocemos que presentan un conjunto de pro-
piedades graduales, como pueden ser el color o el tamaño. Por lo tanto, este tipo de
propuestas unilaterales sí que tienen cabida desde un punto de vista práctico y no
han de considerarse simplificaciones teóricas con respecto a otras propuestas más
genéricas.

Pues bien, en las propuestas de Yahia y Krajči encontramos los siguientes ope-
radores derivación donde, como vemos, no tenemos simetría.

Definición 5.7: Operadores de derivación de Yahia [220] y Krajči [122]
Consideremos un 𝐿-contexto formal𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼). Entonces se definen los siguien-
tes operadores de derivación ↑ ∶ 2𝐺 → 𝐿𝑀 y ↓ ∶ 𝐿𝑀 → 2𝐺 como sigue:

𝐴↑(𝑚) ≔ ⋀
𝑔∈𝐴

𝐼(𝑔,𝑚),

𝐵↓ ≔ {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ ∀𝑚 ∈ 𝑀 ∶ 𝐵(𝑚) ≤ 𝐼(𝑔,𝑚)}.

A continuación podemos ver un ejemplo de aplicación de estos operadores de
derivación para el contexto difuso de la Tabla 5.1 relativo al universo de la Figu-
ra 5.1.

Ejemplo 5.3:
Para el conjunto 𝐴 ≔ {𝑎, 𝑒} tenemos que

𝐴↑ = 0.5/cuadrado + 0.25/blanco.
Aplicando ahora el operador de derivación correspondiente al 𝐿-conjunto de

atributos anterior, obtenemos el siguiente conjunto crisp de objetos:

𝐴↑↓ = {𝑎, 𝑒}.

En el ejemplo anterior, siguiendo la definición que se da para esta propuesta del
conjunto de conceptos formales
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𝐹𝐶(𝕂) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∈ 2𝐺 × 𝐿𝑀 ∣ 𝑓(𝐴) = 𝐵, ℎ(𝐵) = 𝐴},
el par ({𝑎, 𝑒}, 0.5/cuadrado + 0.25/blanco) es un concepto formal. En [220] se

demuestra que el conjunto 𝐹𝐶(𝕂) es un retículo completo.
En la Sección 4.1 ya hemos hablado de la explosión combinatoria que puede

darse en el número de conceptos formales de un contexto formal (Ec. 4.13). Esta
explosión puede darse del mismo modo en un 𝐿-contexto o incluso agravarse. Te-
niendo en cuenta este problema, Bělohlávek et al. en [28] propusieron trabajar con
un menor número de conceptos formales, es decir, no considerar toda la informa-
ción que podemos extraer de un𝐿-contexto formal, considerando lo que denominan
crisply generated fuzzy concepts, que sería un subconjunto de los conceptos formales
obtenidos a través de los operadores de derivación de la Definición 5.5.

Dado un 𝐿-contexto formal 𝕂, se considera el subconjunto 𝐹𝐶(𝕂)𝑐 ⊆ 𝐹𝐶(𝕂)
definido como sigue:

𝐹𝐶(𝕂)𝑐 ≔ {(𝐴, 𝐵) ∈ 𝐹𝐶(𝕂) ∣ ∃𝐵𝑐 ⊆ 𝑀 ∶ 𝐴 = 𝐵↓𝑐 } (5.2)

Los autores indican [28] que, considerando todos los 𝐿-conceptos formales que
podría contener𝐹𝐶(𝕂), nos podríamos encontrar con conceptos comoun par (𝐴, 𝐵)
donde 𝐴(𝑚) = 1/2 = 𝐵(𝑔), ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑚 ∈ 𝑀, que serían conceptos que no resulta-
rían interesantes desde un punto de vista práctico. Por lo tanto, el conjunto 𝐹𝐶(𝕂)𝑐
contiene en gran medida, y según la perspectiva de estos autores, la información
relevante del contexto.

Por último, cabe señalar que, como se demuestra en [28], 𝐹𝐶(𝕂)𝑐 es un retículo
completo que además es isomorfo al que obtenemos con la propuesta de Yahia y
Krajči en la Definición 5.7 [23].

Siguiendo con la problemática de tratar con el elevado número de conceptos
formales que pueden aparecer, encontramos la siguiente propuesta que es una ge-
neralización que tiene como casos particulares la primera propuesta de Polland y
Bělohlávek (Def. 5.5) y la propuesta de trabajar con conceptos formales crisply ge-
nerated (Eq. 5.2). Así, en [27] se presenta una propuesta para reducir el número de
conceptos formales que se consideran. En esta propuesta se consideran unas fun-
ciones que se denominan modificadores (del inglés hedges que en [27] se emplea
como abreviación de truth-stressing hedge) que actúan como unos parámetros que
controlan el número de conceptos extraídos al establecer qué objetos y/o atributos
son considerados «importantes».

Definición 5.8: Modificador [27, 29]
Dado un retículo residuado completo L ≔ ⟨𝐿, ∧, ∨,⊗,→, 0, 1⟩, un modificador es
una función monaria ∗ ∶ 𝐿 → 𝐿 que cumple las siguientes propiedades para cua-
lesquiera 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿:

1. 1∗ = 1,

2. 𝑎∗ ≤ 𝑎,

3. (𝑎 → 𝑏)∗ ≤ 𝑎∗ → 𝑏∗,
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4. 𝑎∗∗ = 𝑎∗.

Si se comparan dos modificadores punto a punto, el mayor modificador es la
función identidad y el menor sería el que se denomina globalización, el cual se
define como 𝑎∗ = 0, ∀𝑎 ≠ 0.

En la propuesta presentada en [29] se definen los siguientes operadores de de-
rivación empleando dos de estos modificadores como parámetros:

Definición 5.9: Operadores de derivación con modificadores [29]
Consideremos un retículo residuado L y un 𝐿-contexto formal (𝐺,𝑀, 𝐼) con 𝐼 ∶
𝐺 × 𝑀 → 𝐿, siendo 𝐺 y 𝑀 dos conjuntos de objetos y atributos respectivamente.
Entonces, se definen los siguientes operadores de derivación ↑ ∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 y ↓ ∶
𝐿𝑀 → 𝐿𝐺, donde ∗𝐺 y ∗𝑀 son modificadores sobre 𝐿:

𝐴↑(𝑚) ≔ ⋀
𝑔∈𝐺

(𝐴(𝑔)∗𝐺 → 𝐼(𝑔,𝑚)),

𝐵↓(𝑔) ≔ ⋀
𝑚∈𝑀

(𝐵(𝑚)∗𝑀 → 𝐼(𝑔,𝑚)).

Empleando estos operadores de derivación se define el retículo de conceptos de
la forma usual [29]:

𝐹𝐶(𝐺∗𝐺,𝑀∗𝑀 , 𝐼) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∣ 𝐴↑ = 𝐵, 𝐵↓ = 𝐴}.

Y si se consideran los dosmodificadores siendo la identidad, entonces se tiene la
propuesta de Polland y Bělohlávek (Def. 5.5), y si por otro lado 𝐺∗ es la identidad y
𝑀∗ es la globalización, entonces se obtiene el retículo de conceptos formales crisply
generated. Como se indica en [29], 𝐺∗ y 𝑀∗ pueden verse como parámetros para
reducir el tamaño del retículo 𝐹𝐶(𝐺∗𝐺,𝑀∗𝑀 , 𝐼).

En la literatura encontramos otra generalización del 𝐿-Análisis de Conceptos
Formales en el trabajo de [123].

Definición 5.10: Generalización del l-acf de Krajči [123]
Consideremos un poset 𝑃 y dos retículos completos 𝐶 y 𝐷, así como la relación
• ∶ 𝐶 × 𝐷 → 𝑃, una función monótona y continua por la izquierda en sus dos
argumentos. Es decir, sea • una función que presenta las siguientes propiedades:

· 𝑐1 ≤ 𝑐2 ⟹ 𝑐1 • 𝑑 ≤ 𝑐2 • 𝑑, ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐶, 𝑑 ∈ 𝐷.

· 𝑑1 ≤ 𝑑2 ⟹ 𝑐 • 𝑑1 ≤ 𝑐 • 𝑑2, ∀𝑐 ∈ 𝐶, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐷.

· Si se da que 𝑐•𝑑 ≤ 𝑝 con 𝑑 ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ 𝑃 y ∀𝑐 ∈ 𝑋 ⊆ 𝐶, entonces sup(𝑋)•𝑑 ≤ 𝑝.

· Si se da que 𝑐•𝑑 ≤ 𝑝 con 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑝 ∈ 𝑃 y ∀𝑑 ∈ 𝑌 ⊆ 𝐷, entonces 𝑐•sup(𝑌) ≤ 𝑝.
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Por otro lado, sean 𝐴 y 𝐵 dos conjuntos no vacíos y 𝑅 ∶ 𝐴×𝐵 → 𝑃. Entonces se
consideran 𝐿-conjuntos sobre los retículos 𝐶 y 𝐷 y se definen los siguientes opera-
dores4 ↙∶ 𝐶𝐴 → 𝐵𝐷 y↗∶ 𝐷𝐵 → 𝐶𝐴 tales que dados dos conjuntos representados
por sus funciones de membresía ℎ ∶ 𝐴 → 𝐶 y 𝑘 ∶ 𝐵 → 𝐷, se tiene que:

↙ (ℎ)(𝑏) ≔ sup{𝑑 ∈ 𝐷 ∣ ∀𝑎 ∈ 𝐴, ℎ(𝑎) • 𝑑 ≤ 𝑅(𝑎, 𝑏)}.

↗ (𝑘)(𝑎) ≔ sup{𝑐 ∈ 𝐶 ∣ ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 • 𝑘(𝑏) ≤ 𝑅(𝑎, 𝑏)},

Como se puede ver en el propio trabajo deKrajči [123], esta propuesta generaliza
a los contextos difusos de Polland y Bělohlávek (Def. 5.5), así como a la propuesta
del mismo autor en [122].

En esta generalización lo que tenemos es que los 𝐿-conjuntos de atributos y
objetos que considerábamos en las propuestas anteriores se pueden definir sobre
dos conjuntos 𝐿1 y 𝐿2 distintos, y que además pueden ser distintos del conjunto
parcialmente ordenado que se emplea para establecer el grado de relación entre
atributos y objetos en el contexto, de ahí que esta propuesta sea más genérica.

Y se demuestra en [123] que con estos operadores de derivación, con la meto-
dología que estamos acostumbrados a emplear, se puede tener una estructura de
retículo completo de conceptos formales.

A continuación vamos a ver una generalización que presenta mayor flexibili-
dad que la anterior. No solo permite manejar varios conjuntos de grados distintos
para expresar gradualidad de distinta forma en objetos, atributos y la relación en-
tre estos. También permite interpretar esta información de una forma distinta para
cada atributo o para cada objeto que exista en el contexto. Esta generalización es
una propuesta de Medina et al. en [150]. En primer lugar se introduce la siguiente
definición que constituye el constructo principal para esta propuesta.

Definición 5.11: Tripleta adjunta [150]
Consideremos tres conjuntos parcialmente ordenados (𝑃1, ≤1), (𝑃2, ≤2) y (𝑃3, ≤3); y
tres funciones & ∶ 𝑃1 × 𝑃2 → 𝑃3,↙∶ 𝑃3 × 𝑃2 → 𝑃1 y↖∶ 𝑃3 × 𝑃1 → 𝑃25. Se dice que
la tripleta (&,↙,↖) es una tripleta adjunta con respecto a 𝑃1, 𝑃2 y 𝑃3 si verifica las
siguientes propiedades:

· & conserva el orden en sus dos argumentos.

· ↙ y↖ conservan el orden en su primer argumento y lo invierten en el segun-
do.

· Para cualquier (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃1×𝑃2×𝑃3 se tiene que 𝑥 ≤1 (𝑧 ↙ 𝑦) ⟺ (𝑥&𝑦) ≤3
𝑧 ⟺ 𝑦 ≤2 (𝑧 ↖ 𝑥).

4Estamos siguiendo la notación de [123] para estos operadores, pero nos gustaría señalar que estos
operadores no se corresponden con las relaciones flecha que hemos definido anteriormente.

5Nuevamente nos gustaría señalar que no hemos de confundir estas funciones con las relaciones
flecha anteriormente introducidas.
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Una vez que se ha definido el concepto de tripleta adjunta, en [150] se define
el siguiente concepto, sobre el cual se definirá lo que es un contexto formal en esta
propuesta.

Definición 5.12: Marco multi-adjunto [150]
Un marco multi-adjunto es una tupla

ℒ ≔ (𝐿1, 𝐿2, 𝑃, ⪯1, ⪯2, ≤, &1,↙1,↖1,… ,&𝑛,↙𝑛,↖𝑛),

donde (𝐿1, ⪯1) y (𝐿2, ⪯2) son retículos completos, (𝑃, ≤) es un conjunto parcial-
mente ordenado y para ∀𝑖 = 1,… , 𝑛 la tripleta (&𝑖,↙𝑖,↖𝑖) es una tripleta adjunta
con respecto a 𝐿1, 𝐿2 y 𝑃.

Este marco también se puede notar como (𝐿1, 𝐿2, 𝑃, &1,… ,&𝑛) para abreviar.

Una vez se ha definido qué es unmarco multi-adjunto, los autores pasan a defi-
nir qué es un contexto sobre un marco multi-adjunto, que será la forma de genera-
lizar otras extensiones del Análisis de Conceptos Formales clásico al caso gradual.

Definición 5.13: Contexto sobre un marco multi-adjunto [150]
Un contexto para un cierto marco multi-adjunto (𝐿1, 𝐿2, 𝑃, &1,… ,&𝑛) es una tupla
(𝐺,𝑀, 𝐼, 𝜎), donde𝐺 y𝑀 son conjuntos no vacíos, 𝐼 ∶ 𝐺×𝑀 → 𝑃 es una 𝐿-relación,
y𝜎 es una función que asigna a cada objeto en𝐺 (o a cada atributo en𝑀) una tripleta
multi-adjunta (&𝑖,↙𝑖,↖𝑖). Es decir, 𝜎 ∶ 𝐺 → {1,… , 𝑛} (o bien 𝜎 ∶ 𝑀 → {1,… , 𝑛}).

Y en un contexto sobre un marco multi-adjunto se definen los siguientes ope-
radores de derivación:

Definición 5.14: Operadores de derivación en un contexto sobre un marco mul-
ti-adjunto [150]
Consideremos un contexto formal definido sobre un marco multi-adjunto. Se defi-
nen los siguientes operadores de derivación ↑ ∶ 𝐿𝐺2 → 𝐿𝑀1 y ↓ ∶ 𝐿𝑀1 → 𝐿𝐺2 :

𝐴↓(𝑚) ≔ ínf
𝑔∈𝐺

{𝐼(𝑔,𝑚) ↖𝜎(𝑚) 𝐴(𝑔)},

𝐵↑(𝑔) ≔ ínf
𝑚∈𝑀

{𝐼(𝑔,𝑚) ↙𝜎(𝑚) 𝐵(𝑚)}.

Como se pone de manifiesto en [150], esta propuesta generaliza a la propuesta
de Krajči introducida en la Definición 5.10. Nuevamente tenemos tres conjuntos
distintos de grados de cumplimiento, que en este caso son los conjuntos 𝐿1, 𝐿2 y 𝑃
del marco multi-adjunto que se considere, para definir los distintos 𝐿-conjuntos y
𝐿-relaciones que representan la información del contexto. Y, además, en este caso
la relación entre la información de los 𝐿-conjuntos de objetos y atributos que se
consideren y la información representada por 𝐼 se puede dar con distinta semántica
para cada uno de los atributos (o de los objetos, aunque en la Def. 5.14 se da para
los atributos) a través de la función 𝜎 que introduce esta propuesta.

Veamos un ejemplo que dan en el propio [150] de aplicación de esta propuesta.
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Ejemplo 5.4:
Se considera comomarco multi-adjunto el ([0, 1], [0, 1], [0, 1], &𝐺, &𝐿), donde&𝐺 y
&𝐿 son las conjunciones de Gödel y Łukasiewicz respectivamente y por lo tanto

𝑏 ↖𝐿 𝑎 = 𝑏 ↙𝐿 𝑎 ≔ mín{1, 1 + 𝑏 − 𝑎},

𝑏 ↖𝐺 𝑎 = 𝑏 ↙𝐺 𝑎 ≔ {1 si 𝑏 ≥ 𝑎,
𝑏 en otro caso.

Los conjuntos de objetos y atributos que se consideran son:

𝐺 ≔ {cálido, frío, poca lluvia, viento suave} y

𝑀 ≔ {𝐿,𝑀, 𝑋, 𝐽, 𝑉, 𝑆, 𝐷}.
Y la relación que se considera entre objetos y atributos es

𝐿 𝑀 𝑋 𝐽 𝑉 𝑆 𝐷
cálido 0.5 1 0.5 0.5 0 0 0
frío 0.5 0 0.5 0.5 1 1 1
poca lluvia 1 1 0 1 0 0.5 0
viento suave 1 1 0 0 0 0 1

Podemos definir, por ejemplo, dos contextos distintos,𝕂1 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼, 𝜎1) y𝕂2 ≔
(𝐺,𝑀, 𝐼, 𝜎2), donde 𝜎1(𝑚) = &𝐺 y 𝜎2(𝑚) = &𝐿, ∀𝑚 ∈ 𝑀. Y si tenemos que la
preferencia de un usuario es encontrar un día en el que caminar cómodamente,
podríamos pensar que el usuario busca un día que no seamuy caluroso, nimuy frío,
y que además no llueva. Estas preferencias del usuario las podemos representar con
el siguiente conjunto difuso de atributos:

𝑓 ≔ 0.5/cálido + 0.5/frío + 1.0/poca lluvia + 0.5/viento suave.
Entonces en 𝕂1 tenemos

𝑓↓ = 1.0/𝐿,

𝑓↓↑ = 0.5/cálido + 0.5/frío + 1.0/poca lluvia + 1.0/viento suave.
Y por tanto, se tiene que el lunes es el mejor día para ir a andar según la inter-

pretación que se le da a la información contenida en 𝐼 mediante la función 𝜎1 que
se emplea en𝕂1. En cambio, si interpretamos esta información con 𝜎2 en𝕂2 lo que
obtenemos es

𝑓↓ = 1.0/𝐿 + 0.5/𝑀 + 0.5/𝐽 + 0.5/𝑆 + 0.5/𝐷

𝑓↓↑ = 0.5/cálido + 0.5/frío + 1.0/poca lluvia + 0.5/viento suave
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Con lo que en esta ocasión el lunes es el mejor día; pero martes, jueves, sába-
do y domingo también podrían ser buenos días para salir a caminar. Por último,
si además de estas preferencias del usuario tenemos que el usuario prefiere salir a
caminar los domingos, podríamos definir un contexto 𝕂3 donde 𝜎3(𝑚) = &𝐺 pa-
ra los días de la semana, mientras que 𝜎3(𝑚) = &𝐿 para el sábado y el domingo.
Aquí se ve el potencial de esta propuesta, y es el potencial semántico que nos da el
poder emplear distintas tripletas adjuntas para distintos elementos. En cuyo caso
obtendríamos

𝑓↓ = 1/𝐿 + 0.5/𝑆 + 0.5/𝐷

𝑓↓↑ = 0.5/cálido + 0.5/frío + 1.0/poca lluvia + 0.5/viento suave
Con lo que ahora tendríamos que el lunes sigue siendo el mejor día, pero ahora

son solo los días del fin de semana los que siguen siendo adecuados para salir a
caminar.

Otra propuesta que se puede encontrar en la literatura es la de Georgescu y Po-
pescu [95] en la cual trabajan conun retículo completo residuadoL ≔ ⟨𝐿, ∧, ∨,⊗,→
,⇒, 0, 1⟩ que tiene como particularidad que, al contrario que sucedía con otras pro-
puestas que se han presentado,⊗ no es conmutativa. Y en este caso la equivalencia
se desdobla en dos:

· 𝑎 ≤ 𝑏 → 𝑐 ⟺ 𝑎⊗ 𝑏 ≤ 𝑐,

· 𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ 𝑐 ⟺ 𝑏⊗ 𝑎 ≤ 𝑐.

Los autores de [95] justifican la necesidad de emplear una conjunción no con-
mutativa debido a que hay ocasiones en que el orden de los elementos en la conjun-
ción es relevante. Esto puede verse, por ejemplo, con las propiedades contextuales
de las que hablamos en la Sección 2.2.

En la literatura también se encuentran propuestas que trasladan el problema
de un ámbito gradual a un ámbito crisp. Como se indica en [25] podemos encon-
trar dos estrategias distintas para realizar este proceso. En primer lugar podemos
traducir los operadores de derivación del caso gradual a un conjunto de operadores
de derivación cada uno de los cuales está asociado a un determinado grado de ver-
dad de 𝐿. Esta idea ya se refleja en [24], y sus resultados pueden encontrarse en un
trabajo más actualizado en la sección 5.3 de [26].

En concreto, en este trabajo se indica cómo se puede representar una𝐿-conexión
de Galois como un conjunto de conexiones de Galois clásicas, como pone de mani-
fiesto el siguiente teorema.

Definición 5.15: Sistema de conexiones de Galois 𝐿-anidado [26]
Un sistema de conexiones de Galoix {(↑𝛼 ,↓𝛼 ) ∣ 𝛼 ∈ 𝐿} se dice que está 𝐿-anidado si
cumple las siguientes condiciones:

1. ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 tales que 𝛼 ≤ 𝛽 se tiene que 𝐴↑𝛼 ⊇ 𝐴↑𝛽 y 𝐵↑𝛼 ⊇ 𝐵↑𝛽 , para cuales-
quiera 𝐴 ∈ 2𝐺 y 𝐵 ∈ 2𝑀 .
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2. El conjunto {𝛼 ∈ 𝐿 ∣ 𝑚 ∈ {𝑔}↑𝛼 } contiene al mayor elemento de 𝐿.

Teorema 5.1: Expresar una conexión de 𝐿-Galois a través de conexiones de Galois
crisp [24, 26]
Dada una 𝐿-conexión de Galois ⟨↑,↓ ⟩ entre 𝐺 y 𝑀, se define el siguiente conjunto
de conexiones de Galois

𝐶⟨↑,↓⟩ ≔ {⟨↑𝛼 ,↓𝛼 ⟩ ∶ 𝛼 ∈ 𝐿}, (5.3)

donde ↑𝛼 ∶ 2𝐺 → 2𝑀 y ↓𝛼 ∶ 2𝑀 → 2𝐺 vienen dadas por 𝐴↑𝛼 = (𝐴↑)𝛼 y 𝐵↓𝛼 =
(𝐵↓)𝛼 para 𝐴 ∈ 2𝐺 y 𝐵 ∈ 2𝑀 .

Para un sistema de conexiones de Galois entre 𝐺 y 𝑀 𝐶 ≔ {⟨↑𝛼 ,↓𝛼 ⟩ ∶ 𝛼 ∈ 𝐿⟩
𝐿-anidado, llamamos ⟨↑𝐶 ,↓𝐶 ⟩ al par de funciones ↑𝐶 ∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 y ↓𝐶 ∶ 𝐿𝑀 → 𝐿𝐺
que vienen dadas por:

𝐴↑𝐶 (𝑚) ≔⋁{𝛼 ∈ 𝐿 ∣ 𝑚 ∈ ⋂
𝛽∈𝐿

(𝐴𝛽)↑𝑎⊗𝑏} (5.4)

𝐵↓𝐶 (𝑔) ≔⋁{𝛼 ∈ 𝐿 ∣ 𝑔 ∈ ⋂
𝛽∈𝐿

(𝐵𝛽)↑𝑎⊗𝑏} . (5.5)

Entonces se tiene que:

1. 𝐶⟨↑,↓⟩ es un sistema de 𝐿-conexiones de Galois anidado entre 𝐺 y𝑀,

2. ⟨↑𝐶 ,↓𝐶 ⟩ es una 𝐿-conexión de Galois entre 𝐺 y𝑀,

3. 𝐶 = 𝐶⟨↑,↓⟩ y ⟨↑,↓ ⟩ = ⟨↑𝐶⟨↑,↓⟩ ,↓𝐶⟨↑,↓⟩ ⟩.

Lo que nos viene a decir el teorema anterior es que hay una forma de descom-
poner una 𝐿-conexión de Galois en un conjunto de conexiones de Galois clásicas,
a partir de las cuales podemos recuperar la información dada por la 𝐿-conexión de
Galois original. Este resultado nos permitiría (recordemos que los pares de opera-
dores que se definen en un contexto formal forman una conexión de Galois) tratar
el problema de calcular el conjunto 𝐹𝐶(𝕂) a partir de varios conjuntos 𝐹𝐶(𝕂𝛼) pro-
pios de contextos formales clásicos, ya que el conjunto 𝐹𝐶(𝕂) puede ser visto como
el conjunto de puntos fijos de la 𝐿-conexión de Galois correspondiente [26].

La otra idea para pasar de un ámbito gradual a uno crisp que se recoge en [25],
y para la que también encontramos resultados en la sección 5.3 de [26], es pasar de
un contexto donde consideramos relaciones graduales entre objetos y atributos, y
por lo tanto consideramos 𝐿-conjuntos de objetos y de atributos, a uno en el que
consideremos unos objetos y atributos artificiales, cada uno de los cuales se corres-
ponden con la asociación de un grado de 𝐿 con un objeto o atributo. A continua-
ción presentamos el siguiente teorema, que es una adaptación del que encontramos
en [26] más centrado en los resultados que nos interesan en esta memoria.
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Teorema 5.2: Pasar de un 𝐿-contexto formal a un contexto formal clásico equiva-
lente
Dado un 𝐿-contexto formal𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), se tiene que el retículo 𝐹𝐶(𝕂) es isomor-
fo al retículo de conceptos formales asociado al siguiente contexto formal clásico

(𝐺 × 𝐿,𝑀 × 𝐿, 𝐼×), donde ((𝑔, 𝛼), (𝑚, 𝛽)) ∈ 𝐼× ⟺ 𝛽 ≤ (𝛼/𝑔)↑(𝑚). (5.6)

Por último, vamos a presentar otra propuesta que también trata de pasar de un
dominio gradual a uno crisp. Así, en [71] se introduce la siguiente idea:

Definición 5.16: l-acf basado en 𝛼-cortes de Ďuráková [71]
Dado un 𝐿-contexto 𝕂 ≔ ⟨𝐺,𝑀, 𝐼⟩, donde 𝐼 ∶ 𝐺 × 𝑀 → 𝐿, se define una familia
de contextos formales clásicos de la forma 𝕂𝛼 ≔ ⟨𝐺, 𝑌, 𝐼𝛼⟩ donde 𝐼𝛼 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∣
𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ 𝛼} para un cierto 𝛼 ∈ 𝐾 ⊆ 𝐿. Así, en cada uno de estos contextos formales
clásicos, consideramos el correspondiente retículo de conceptos formales 𝐹𝐶(𝕂𝛼)
y definimos el siguiente conjunto:

⨆
𝛼∈𝐾

𝐹𝐶(𝕂𝛼) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∣ 𝐴 ∈ Ext(𝐼𝛼) para algún 𝛼 ∈ 𝐾},

donde 𝐵 es un multiconjunto en 𝑀 con 𝐵(𝑚) ≔ ‖𝛼 ∈ 𝐾 ∣ 𝐴 ∈ 𝐸𝑥𝑡(𝐼𝛼),𝑚 ∈
𝐴↑𝐼𝛼 }‖.

En esta ocasión en [23] no se indica si esta estructura es un retículo completo o
no.

En la siguiente sección presentamos una nueva propuesta para extender el Aná-
lisis de Conceptos Formales al ámbito difuso empleando la teoría de la Represen-
tación por Niveles, que puede verse como una evolución de esta última propuesta
en la que se descompone un contexto difuso en un conjunto de contextos clásicos.
Es por esto que no mostramos un ejemplo de aplicación de estas últimas propuesta
por niveles, ya que veremos en la siguiente sección cómo funcionan este tipo de
estrategias de un modo más general.

Como veremos, esta nueva propuesta nos permite aprovechar todos los avances
teóricos y prácticos que se han desarrollado en el campo del Análisis de Concep-
tos Formales clásico en un ámbito gradual, lo que dota a nuestra aproximación de
un gran potencial. Este potencial está presente tanto a nivel teórico, trasladando
resultados interesantes en la literatura a un ámbito de aplicación gradual, como a
nivel práctico, puesto que nos podremos beneficiar de aquellos desarrollos algorít-
micos que han sido desarrollados, y ampliamente estudiados en la literatura, para
resolver problemas relacionados con el manejo de información vaga a través de una
estructura de contexto formal.

5.2 l-análisis de conceptos formales basado en la representación
por niveles

En la Sección 2.3.2 hemos presentado los fundamentos de la Representación por
Niveles. Como hemos visto, podemos emplear la Representación por Niveles para



143

modelar distintos conceptos propios de la Teoría de ConjuntosDifusos, aunque esta
teoría es mucho más general y tiene mayor capacidad expresiva que la Teoría de
Conjuntos Difusos, como ya vimos.

A continuación presentamos nuestra propuesta para extender el Análisis de
Conceptos Formales al ámbito gradual a través de la Representación por Niveles.
Llamaremos a esta nueva extensión Análisis de Conceptos Formales basado en la
Representación por Niveles, lo cual abreviamos como rn-acf. Como veremos, esta
propuesta da un marco mucho más general que el que se define en la propuesta de
Polland y Bělohlávek que hemos visto en la Definición 5.5.

En primer lugar vamos a ver cómo extendemos la idea de contexto formal a
un contexto con información gradual representado por niveles. Si recordamos la
filosofía de la Representación por Niveles, un entidad de un determinado tipo re-
presentada por niveles se corresponde con una asignación a distintos niveles de
entidades básicas de ese tipo; por ejemplo, un rn-conjunto es una asignación de
conjuntos clásicos a niveles.

Siguiendo esta filosofía, podemos pensar en que un rn-contexto será una asig-
nación de contextos formales clásicos, como los introducidos en el Capítulo 4, a
niveles. En la siguiente definición vamos a seguir la filosofía que acabamos de des-
cribir: en cada nivel consideramos un conjunto de objetos y atributos determinados,
que definirán así un rn-conjunto de objetos y un rn-conjunto de atributos, y esta-
bleceremos una relación binaria en cada uno de estos niveles entre los objetos y
atributos correspondientes. Por lo tanto, considerando la relación que definamos
en cada uno de los niveles tendremos también una rn-relación binaria, que será
un rn-subconjunto del producto cartesiano de dos rn-conjuntos tal y como lo for-
malizamos en la Definición 2.18.

Definición 5.17: Contexto formal definido sobre rn-conjuntos
Consideremos dos conjuntos Ω𝐺 y Ω𝑀 que llamaremos los conjuntos de objetos
y atributos del contexto formal definido sobre rn-conjuntos. Un contexto formal
definido sobre rn-conjuntos 𝕂 se define como una tripleta (𝐺,𝑀, 𝐼), donde 𝐺 ≔
(Λ𝐺, 𝜌𝐺) es un rn-conjunto definido sobre Ω𝐺,𝑀 ≔ (Λ𝑀 , 𝜌𝑀) es un rn-conjunto
definido sobre Ω𝑀 e 𝐼 es una rn-relación con 𝐼 ⊆ 𝐺 ×𝑀.

Denotaremos por 𝕂𝛼 ≔ 𝜌𝕂(𝛼) al contexto formal clásico (𝜌𝐺(𝛼), 𝜌𝑀(𝛼), 𝜌𝐼(𝛼))
con 𝛼 ∈ Λ𝕂 ≔ Λ𝐺 ∪ Λ𝑀 ∪ Λ𝐼 .

En primer lugar queremos aclarar la nomenclatura que hemos empleado en
esta definición. Como vemos, no hemos denominado a este concepto como rn-
contexto formal, puesto que la definición, siguiendo de forma estricta la filosofía de
la Representación por Niveles, no se corresponde con tal idea, ya que no realizamos
directamente una asignación de contextos formales a niveles. Sin embargo, es claro
que a partir de un contexto formal definido sobre rn-conjuntos sí que podemos
obtener un rn-contexto formal, de modo que a cada nivel 𝛼 en Λ𝕂 le asignamos el
correspondiente contexto formal clásico 𝕂𝛼 que hemos definido. En lo que sigue
nos referiremos a un contexto formal definido sobre rn-conjuntos simplemente
como contexto formal, por brevedad.

Veamos un ejemplo de contexto formal definido sobre rn-conjuntos, vamos a
ver cómo podemos representar la información imprecisa del universo de discurso
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de la Figura 5.1 a través de un contexto formal como los que acabamos de definir.

Ejemplo 5.5:
Vamos a considerar los siguientes conjuntos de atributos y objetos, que se corres-
ponden con los objetos y propiedades que consideramos en el universo de la Figu-
ra 5.1:

Ω𝐺 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔},

Ω𝑀 ≔ {cuadrado, círculo, triángulo, rojo, azul, blanco}.
A partir de estos conjuntos de objetos y propiedades podemos pasar a definir

el rn-conjunto de objetos 𝐺 y el rn-conjunto de atributos𝑀, que serán los corres-
pondientes a las filas y columnas de las tablas que encontramos en la Tabla 5.1. Por
otro lado, la rn-relación 𝐼 se define a partir de los 𝛼-cortes de la relación difusa que
presentamos en la Tabla 5.1. Presentamos estos niveles en la Tabla 5.2.

En este ejemplo hemos considerado los 𝛼-cortes de la relación de la Tabla 4.1
para definir la rn-relación entre objetos y atributos. Pero, tal y como señalamos en
la Sección 2.3.2, los distintos niveles de una representación por niveles no tienen
que estar anidados necesariamente; por lo tanto esta representación y esta defini-
ción de contexto formal esmuchomás general que las que hemos visto en la seccion
anterior, en particular que aquellas basadas en 𝛼-cortes que hemos visto al final de
dicha sección.

Veamos ahora cómo se definen los operadores de derivación en un contexto
formal como el que acabamos de definir. Como ya hemos visto, en nuestro caso
manejaremos rn-conjuntos de objetos y atributos, puesto que estamos trabajan-
do en un contexto formal que está definido por niveles. Por lo tanto, al definir un
operador de derivación que actúe sobre un rn-conjunto de objetos o de atributos
tendremos que definir un operador que se aplique en cada uno de los niveles de ese
conjunto. Como en cada uno de los niveles del contexto tenemos una información
determinada, tendremos que aplicar el operador en cada uno de los niveles de for-
ma independiente, considerando la información que esté presente en cada nivel.
Así llegamos a la siguiente definición de operador de derivación, en la que aplica-
mos los operadores de derivación clásicos introducidos en la Definición 4.2 en cada
nivel, para el contexto formal clásico correspondiente a ese nivel del contexto.

Definición 5.18: Operadores de derivación sobre rn-conjuntos
Dado un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) y sendos rn-subconjuntos 𝐴 ⊆ 𝐺 y 𝐵 ⊆ 𝑀
definimos los siguientes operadores de derivación:

𝐴′ ≔ (Λ𝕂, 𝜌𝐴′), donde 𝜌𝐴′(𝛼) ≔ 𝜌𝐴(𝛼)′, (5.7)

𝐵′ ≔ (Λ𝕂, 𝜌𝐵′), donde 𝜌𝐵′(𝛼) ≔ 𝜌𝐵(𝛼)′. (5.8)
En las Ecuaciones 5.7 y 5.8, para calcular𝜌𝐴(𝛼)′ y𝜌𝐵(𝛼)′ empleamos el operador

de derivación correspondiente al contexto formal clásico 𝕂𝛼, donde los operadores
de derivación son los definidos en la Definición 4.2.
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objeto cuadrado círculo triángulo azul blanco
𝑎 1 0 0 0 1
𝑏 0 0 1 0 1
𝑐 0 1 0 0 1
𝑑 0 0 1 0 0
𝑓 0 0 0 0 1
𝑔 0 0 0 1 0

(a) 𝜌𝐼(1)
objeto cuadrado círculo triángulo azul blanco
𝑎 1 0 0 0 1
𝑏 0 0 1 0 1
𝑐 0 1 0 0 1
𝑑 0 0 1 0 0
𝑒 0 0 0 1 0
𝑓 0 1 0 0 1
𝑔 1 0 0 1 0

(b) 𝜌𝐼(0.75)
objeto cuadrado círculo triángulo rojo azul blanco
𝑎 1 0 0 0 0 1
𝑏 0 0 1 0 0 1
𝑐 0 1 0 0 0 1
𝑑 0 0 1 1 0 1
𝑒 1 1 0 0 1 0
𝑓 0 1 0 0 0 1
𝑔 1 0 0 0 1 0

(c) 𝜌𝐼(0.5)
objeto cuadrado círculo triángulo rojo azul blanco
𝑎 1 0 0 0 0 1
𝑏 0 0 1 0 0 1
𝑐 0 1 0 0 0 1
𝑑 0 0 1 1 0 1
𝑒 1 1 0 0 1 1
𝑓 0 1 0 0 0 1
𝑔 1 1 0 0 1 0

(d) 𝜌𝐼(0.25)

Tabla 5.2: Niveles para la rn-relación que representa la información gradual del
universo de la Figura 5.1. Los objetos y atributos en las filas y columnas de cada
tabla son el conjunto de objetos y atributos que se considera en cada nivel.



146

Como podemos ver, estos operadores de derivación se definen en base a los ope-
radores de derivación del caso clásico que hemos visto en la Sección 4.1. Por lo tan-
to, aquí podemos ver una de las principales ventajas de nuestra propuesta, y es que
podemos emplear los resultados teóricos y prácticos del caso clásico para elaborar
nuestros desarrollos en el manejo de información gradual a través del Analisis de
Conceptos Formales.

Ejemplo 5.6:
Para el contexto que hemos definido en el Ejemplo 5.5 podemos considerar el si-
guiente rn-conjunto de atributos 𝐵:

1 {cuadrado, blanco}
0.75 {cuadrado, azul}
0.5 {cuadrado, azul}
0.25 {blanco}

Ahora, según la definición que acabamos de ver tenemos que 𝐵′ es el siguiente
rn-conjunto de objetos:

1 {𝑎}
0.75 {𝑔}
0.5 {𝑒, 𝑔}
0.25 {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}

En este ejemplo vemos cómo podemos aplicar los operadores de derivación de
la Definición 5.18 sobre rn-conjuntos que no tienen que tener necesariamente sus
niveles anidados. Y también observamos cómo el resultado de aplicar un operador
de derivación sobre un cierto rn-conjunto es otro rn-conjunto que tampoco tiene
por qué tener sus niveles anidados. Así, se pone de manifiesto la potencia de esta
propuesta, que aprovecha la capacidad de la Representación por Niveles para ma-
nejar estructuras más generales que aquellas presentes en la Teoría de Conjuntos
Difusos.

Una vez hemos definido qué es un contexto formal y los operadores de deriva-
ción que sobre él podemos aplicar, siguiendo con la extensión natural que estamos
haciendo del Análisis de Conceptos Formales al ámbito gradual, el siguiente pa-
so es ver cómo definimos lo que es un concepto formal en este marco de trabajo.
Nuevamente hemos de recordar que estamos trabajando con rn-conjuntos de ob-
jetos y propiedades. Por lo tanto, estableceremos que un concepto formal es un par
de estos rn-conjuntos de modo que se dé la misma igualdad entre conjuntos que
la que se establecía en el caso clásico (Def. 4.4); en esta ocasión exigeremos que
se dé la igualdad nivel a nivel. Es decir, si consideramos un nivel 𝛼 determinado,
el par formado por el nivel correspondiente de los dos rn-conjuntos que estemos
considerando formará un concepto formal en el contexto clásico 𝕂𝛼.
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Definición 5.19: Concepto formal de un contexto formal definido sobre rn-con-
juntos
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) y dos rn-subconjuntos 𝐴 ⊆ 𝐺,
𝐵 ⊆ 𝑀. Entonces, diremos que el par (𝐴, 𝐵) es un concepto formal si, y solamente
si, 𝐵′ = 𝐴 y 𝐴′ = 𝐵.

Dados dos conceptos formales (𝐴, 𝐵), (𝐶, 𝐷) de un cierto contexto formal, pode-
mos definir la siguiente relación de orden parcial entre ellos.

(𝐴, 𝐵) ≤ (𝐶, 𝐷) ⟺
def

𝐴 ⊆ 𝐶(⟺ 𝐵 ⊇ 𝐷) (5.9)

Finalmente, podemos comprobar que el conjunto de los conceptos formales aso-
ciados a un contexto formal definido sobre rn-conjuntos tiene estructura de retícu-
lo completo con la relación de orden que acabamos de definir.

Definición 5.20: Conjunto de conceptos formales de un contexto formal definido
sobre rn-conjuntos
Dado un contexto formal𝕂 denotamos por 𝐹𝐶(𝕂) al siguiente conjunto de concep-
tos formales.

𝐹𝐶(𝕂) ≔ {(𝐴, 𝐵) ∣ 𝐴 ⊆ 𝐺, 𝐵 ⊆ 𝑀,𝐴′ = 𝐵, 𝐵′ = 𝐴}.

Con la definición de concepto formal que hemos dado, puede verse que dado un
cierto concepto formal (𝐴, 𝐵) y un cierto 𝛼 ∈ Λ𝕂, se tiene que el par (𝜌𝐴(𝛼), 𝜌𝐵(𝛼))
es un concepto formal clásico en el contexto formal clásico 𝕂𝛼. Por lo tanto, para
obtener el conjunto 𝐹𝐶(𝕂), basta con obtener el conjunto 𝐹𝐶(𝕂𝛼) en cada uno de
los niveles, como veremos más adelante.

Teorema 5.3: Teorema fundamental de los retículos de conceptos formales sobre
rn-conjuntos
Dado un contexto formal definido sobre rn-conjuntos𝕂, se tiene que (𝐹𝐶(𝕂), ≤) es
un retículo completo, llamado el retículo de conceptos de 𝕂, para el cual el ínfimo
y el supremo se definen como sigue:

⋀
𝑖
(𝐴𝑖, 𝐵𝑖) ≔ (⋂

𝑖
𝐴𝑖, (⋃

𝑖
𝐵𝑖)

″

) , (5.10)

⋁
𝑖
(𝐴𝑖, 𝐵𝑖) ≔ ((⋃

𝑖
𝐴𝑖)

″

,⋂
𝑖
𝐵𝑖) . (5.11)

Demostración: Al definir los operadores de derivación, así como los conceptos
formales, estamos aplicando un operador de derivación clásico en cada uno de los
niveles. Esto implica que dado un cierto concepto formal (𝐴, 𝐵) y un cierto 𝛼 ∈
Λ𝕂, se tiene que el par (𝜌𝐴(𝛼), 𝜌𝐵(𝛼)) es un concepto formal clásico en el contexto
formal clásico 𝕂𝛼.

Y como en las Ecuaciones 5.10 y 5.11 consideramos la intersección (∩) y unión
(∪) por niveles, así como en la Ecuación 5.9 consideramos que dos rn-conjuntos
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𝐴 y 𝐶 cumplen que 𝐴 ⊆ 𝐶 si, y solamente si, 𝜌𝐴(𝛼) ⊆ 𝜌𝐶(𝛼), ∀𝛼 ∈ Λ𝕂, por el
Teorema Fundamental de los Retículos de Conceptos Formales [211] tenemos lo
que queremos demostrar. □

Por lo tanto, hemos demostrado que nuestra propuesta para extender el Análisis
de Conceptos Formales al ámbito gradual a través de la Representación por Nive-
les conserva las propiedades del Análisis de Conceptos Formales clásico. Y con el
mismo tipo de demostración que acabamos de hacer es trivial demostrar que los
operadores de derivación cumplen las propiedades que vimos para los operadores
de derivación clásicos en el Capítulo 4. A saber, para cualesquiera rn-conjuntos de
objetos (o atributos) 𝑆, 𝑆1 y 𝑆2, se tiene que:

1. 𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⟹ 𝑆′1 ⊇ 𝑆′2,

2. 𝑆 ⊆ 𝑆″,

3. 𝑆‴ = 𝑆′.

Además, es clara la forma en la que podemos obtener el conjunto 𝐹𝐶(𝕂), pues-
to que no tenemos más que obtener los correspondientes retículos de conceptos
formales en cada uno de los contextos clásicos 𝕂𝛼, y considerar todas las posibles
combinaciones de conceptos formales de los distintos niveles para definir todos los
elementos de 𝐹𝐶(𝕂), que serán rn-pares de conjuntos que en cada uno de sus ni-
veles tendrá uno de los conceptos formales del contexto 𝕂𝛼 correspondiente. Con
esta misma idea, podemos definir un algoritmo para determinar si un par de rn-
conjuntos de objetos y atributos es un concepto formal.

1 sea 𝕂 el contexto formal
2 sea {𝐹𝐶(𝕂𝛼) ∣ 𝛼 ∈ Λ𝕂}para cada 𝛼 ∈ Λ𝕂si (𝜌𝐴(𝛼), 𝜌𝐵(𝛼)) ∉ 𝐹𝐶(𝕂𝛼)devolver

Fdevolver V
Algoritmo 5.1: Algoritmo para determinar si un par de rn-conjuntos (𝐴, 𝐵) es un
concepto formal.

Algo interesante del algoritmo anterior es que, para obtener el retículo de con-
ceptos clásico 𝐹𝐶(𝕂𝛼), en la Línea 2 podemos emplear cualquier algoritmo desa-
rrollado en la literatura, como los que hemos presentado en la Sección 4.1.1. Ya
vimos en dicha sección que, según el contexto con el que estemos trabajando, unos
algoritmos tienen un rendimiento mejor que otros. En el Algoritmo 5.1 podemos
beneficiarnos de los distintos algoritmos que existen, empleando para cada contexto
formal clásico, 𝕂𝛼, el mejor algoritmo para calcular su retículo de conceptos. Ade-
más, este algoritmo es fácilmente paralelizable ya que el cálculo de cada uno de los
niveles se realiza de forma independiente al resto, por lo tanto podemos aprovechar
todo el desarrollo en el campo de la computación paralela y de altas prestaciones
para acelerar el cálculo del retículo.

Veamos, para el ejemplo que venimos empleando en esta sección, cómo calcu-
lamos el retículo de conceptos formales para el contexto que hemos definido en el
Ejemplo 5.5.
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Ejemplo 5.7:
En este contexto podemos considerar cuatro contextos formales clásicos, aquellos
que vienen dados por cada uno de los 𝛼-cortes de la relación 𝐼 y que vienen defini-
dos por cada una de las tablas en la Tabla 5.2. Así, en cada uno de estos contextos
clásicos obtendremos los retículos de conceptos formales que mostramos en la Fi-
gura 5.2.

Como podemos ver, en cada nivel podemos tener un retículo de conceptos dis-
tinto, ya que la información de cada uno de los contextos𝕂𝛼 es diferente, tal y como
mostramos en la Tabla 5.2. Por ejemplo, en el retículo 𝕂1 tenemos el concepto for-
mal ({𝑐}, {círculo, blanco}) puesto que con este nivel de confianza este objeto es el
único que presenta esas dos propiedades. Sin embargo, cuando bajamos al nivel
0.75, en 𝕂0.75 tenemos que este concepto desaparece y de hecho no hay ningún
otro concepto formal que tenga a 𝑐 como único elemento de su extensión. En su
lugar el concepto formal ({𝑐, 𝑓}, {círculo, blanco}) aparece. Mientras que en el nivel
uno el objeto 𝑓 solo poseía la propiedad de ser blanco, ahora con un nivel menos
estricto también es considerado un círculo. Del mismo modo, mientras que el ob-
jeto 𝑒 no posee ninguna propiedad con grado 1 y, por tanto, no se considera en 𝕂1,
cuando reducimos las restricciones sí que podemos tener en cuenta algunas propie-
dades que este objeto presenta con un gradomenor. Así aparece el concepto formal
({𝑒, 𝑔}, {azul}) en el contexto 𝕂0.75.

Entonces, una vez que tenemos los cuatro retículos de conceptos formales clási-
cos podemos obtener el retículo de conceptos formales del contexto 𝕂 que estamos
considerando. Algunos ejemplos de conceptos formales para este contexto, que he-
mos denominado 𝑐1, 𝑐2 y 𝑐3, se corresponden con las distintas columnas de la Ta-
bla 5.3.

𝛼 𝑐1 𝑐2 𝑐3
1 ({𝑔}, {azul}) ({𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓}, {blanco}) ({𝑔}, {azul})
0.75 ({𝑔}, {cuadrado, azul}) ({𝑎, 𝑔}, {cuadrado}) ({𝑐, 𝑓}, {círculo, blanco})
0.5 ({𝑎}, {cuadrado, blanco}) ({𝑏, 𝑑}, {triángulo, blanco}) ({𝑐, 𝑓}, {círculo, blanco})
0.25 ({𝑒, 𝑔}, {cuadrado, círculo, azul}) ({𝑐, 𝑒, 𝑓}, {círculo, blanco}) ({𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}, {blanco})

Tabla 5.3: Ejemplo de conceptos formales para el contexto definido sobre rn-
conjuntos que encontramos en el Ejemplo 5.5.

Es claro, que por la definición que hemos dado de concepto formal, el número
de conceptos formales en un contexto formal definido sobre rn-conjuntos es

∏
𝛼∈Λ𝕂

|𝐹𝐶(𝕂𝛼)|. (5.12)

Por lo tanto la explosión combinatoria en este caso se incrementa ya que, tenien-
do en cuenta la Ecuación 4.13, tenemos que el máximo de conceptos que pueden
existir en un contexto definido sobre rn-conjuntos es:

(2máx(|Ω𝐺 |,|Ω𝑀 |))|Λ𝕂|. (5.13)
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𝑎

cuadrado

𝑏 𝑐
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𝑔
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𝑑

triángulo

𝑓
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(a) 𝐹𝐶(𝕂1)

𝑎 𝑏𝑔

cuadrado

𝑑

triángulo

c f

círculo

𝑒

azul blanco

(b) 𝐹𝐶(𝕂0.75)

𝑎

𝑑

rojo

𝑒

𝑏

triángulo

𝑐 𝑓𝑔

azul

cuadradocírculo blanco

(c) 𝐹𝐶(𝕂0.5)

𝑑

rojo

𝑒

𝑎𝑏

triángulo

𝑔

azul

cuadrado

𝑐 𝑓

círculoblanco

(d) 𝐹𝐶(𝕂0.25)

Figura 5.2: Retículos de conceptos formales clásicos para cada uno de los 𝕂𝛼 que
podemos considerar en el contexto formal del Ejemplo 5.5.
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Sin embargo, no necesitamos almacenar ni tratar con esta información al com-
pleto. Para almacenarla bastará con guardar en memoria cada uno de los retículos
de conceptos clásicos 𝐹𝐶(𝕂𝛼) y extraer de estos conceptos aquella información que
necesitemos. Con lo que el número de conceptos clásicos que necesitamos almace-
nar será a lo sumo |Λ𝕂|2máx(|Ω𝐺 |,|Ω𝑀 |), un número mucho menor en la mayoría de
los casos.

También podemos desarrollar distintas medidas que nos permitan dar otra re-
presentación condensada del conjunto 𝐹𝐶(𝕂). Así podríamos ver para un determi-
nado par (𝐴, 𝐵) con 𝐴 ⊆ Ω𝐺 y 𝐵 ⊆ Ω𝑀 en qué niveles aparece, y dar una medida
como las que introdujimos en la Definición 2.22. Con lo que, en un ámbito gradual,
podemos dar una representación condensada de esta gradualidad. Dando para ca-
da par de conjuntos clásicos, en qué grado ese par es un concepto formal. Entonces
nuestra propuesta maneja esta gradualidad de una forma distinta a como lo hacen
otras propuestas que hemos visto en la Sección 5.1. Manejamos en este resumen
conceptos formales clásicos y medimos el grado en el que se dan. Definiendo así
un conjunto difuso de conceptos formales clásicos que pertenecen al contexto for-
mal definido sobre rn-conjuntos que estemos considerando. Este conjunto difuso
vendrá dado por la siguiente función de pertenencia:

𝜇𝐹𝐶(𝕂)((𝐴, 𝐵)) ≔ ∑
𝛼𝑖 ∣(𝐴,𝐵)∈𝐹𝐶(𝕂𝛼𝑖 )

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1). (5.14)

A continuación, presentamos otras nociones dentro de nuestra propuesta que
pueden resultar interesantes de cara a futuros desarrollos teóricos o prácticos. Ade-
más, con estos nuevos conceptos ponemos de manifiesto el potencial semántico
de nuestra propuesta, ya que nos permite extender conceptos bien conocidos a un
ambiente gradual y con una mayor flexibilidad que la Teoría de Conjuntos Difu-
sos como ya hemos señalado en otras ocasiones. Además, veremos cómo podemos
trasladar conceptos propios del Análisis de Conceptos Formales clásico a un ámbito
gradual de una forma natural.

Así por ejemplo, podemos definir un retículo de conceptos formales por niveles,
que nos da otro nivel de flexibilidad en nuestra propuesta para poder representar y
manejar información más heterogénea.

Definición 5.21: rn-retículo de conceptos formales
Dado un conjunto de niveles Λ𝐹𝐶 , un rn-retículo de conceptos formales es un par
𝐹𝐶 ≔ (Λ𝐹𝐶 , 𝜌𝐹𝐶), donde para un cierto 𝛼 ∈ Λ𝐹𝐶 , 𝜌𝐹𝐶(𝛼) ≔ 𝐹𝐶(𝐾𝛼) siendo 𝐾𝛼 ≔
(𝐺𝛼,𝑀𝛼, 𝐼𝛼) un contexto formal clásico.

Es claro que esta definición es una generalización del retículo de conceptos que
hemos introducido anteriormente. Basta con considerar en cada nivel el correspon-
diente contexto formal clásico 𝕂𝛼.

Otro concepto que hemos introducido en la Sección 4.1 es el de implicación
entre atributos (Def. 4.13), puesto que hemos definido el concepto de predicado de-
finido sobre rn-variables (Def. 2.20) podemos emplear este constructo para definir
una implicación por niveles entre atributos.
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Definición 5.22: rn-implicación entre rn-conjuntos de atributos
Consideremos un contexto formal definido sobre rn-conjuntos 𝕂, 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), y
dos rn-conjuntos𝐵,𝐷 ⊆ 𝑀. Definimos la rn-implicación entre los conjuntos como
un predicado

(𝐵 ⇒ 𝐷)(𝛼) ≔ {V 𝐵′(𝛼) → 𝐷′(𝛼),
F en otro caso.

(5.15)

Cuando el predicado 𝐵 ⇒ 𝐷 sea cierto en todos los niveles diremos que se da la
implicación entre los rn-conjuntos de atributos 𝐵 y 𝐷 y lo notaremos por 𝐵 → 𝐷.

Y es claro, a la luz de lo que hemos visto en esta sección, cómo podemos ex-
tender otros conceptos propios del Análisis de Conceptos Formales clásico a este
marco de trabajo, por ejemplo las relaciones flecha que hemos introducido en la
Definición 4.8.

A continuación pasamos a ver cómo podemos aplicar nuestra propuesta para
tratar el problema de Generación de Expresiones de Referencia con propiedades
graduales.

5.3 rn-acf para generación de expresiones de referencia con propie-
dades graduales

En esta sección vamos a ver cómo emplear las ideas planteadas en la sección
anterior para abordar el problema de Generación de Expresiones de Referencia en
un universo con propiedades graduales. En primer lugar veamos cómo representar
la información de un universo de discurso con información vaga en forma de los
contextos formales que hemos visto en la sección anterior.
Definición 5.23: Contexto para un problema ger con información gradual
Consideremos un universo de discurso compuesto por un conjunto de objetos 𝒪 y
un conjunto de propiedades graduales 𝒫, de modo que cada objeto 𝑜 ∈ 𝒪 presenta
cada propiedad 𝑝 ∈ 𝒫 con un cierto grado 𝑝(𝑜) ∈ [0, 1]. Podemos representar esta
información en forma de un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) donde:

· Λ𝕂 ≔ {𝛼 ∈ (0, 1] ∣ ∃𝑜 ∈ 𝒪, 𝑝 ∈ 𝒫 ∶ 𝑝(𝑜) = 𝛼}.
· 𝜌𝐺(𝛼) ≔ Ω𝐺 = 𝒪, 𝜌𝑀(𝛼) ≔ Ω𝑀 = 𝒫, ∀𝛼 ∈ Λ𝐼 .

· 𝜌𝐼(𝛼) es el 𝛼-corte de la relación difusa entre objetos y propiedades en el uni-
verso de discurso.

Aquí vemos cómo el Ejemplo 5.5 es un ejemplo de este tipo de contextos. En
este caso estamos viendo la escena de la Figura 5.1 como un universo de discurso
sobre el que resolver el problema de Generación de Expresiones de Referencia.

Y en este marco formal podemos formalizar el problema de Generación de Ex-
presiones de Referencia como sigue. Queremos señalar que, en este caso, estamos
considerando que las únicas descripciones que manejamos son las formadas por
conjunciones de propiedades y no emplearemos más que propiedades atómicas de
los objetos.
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Problema 5.1: Problema de Generación de Expresiones de Referencia con pro-
piedades graduales en el marco del rn-acf
Consideremos un contexto formal definido sobre rn-conjuntos 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼). En-
tonces, dado un rn-conjunto de objetos 𝑂 que llamaremos objetivo, el problema
consiste en encontrar un rn-conjunto de propiedades 𝑟𝑒 tal que 𝑟𝑒′ = 𝑂.

Como podemos ver, este problema enmás general que el que venimos tratando,
ya que en esta ocasión queremos hacer referencia a un rn-conjunto de objetos en
lugar de a un conjunto crisp. Esto no quiere decir que, como veremosmás adelante,
nonos permita abordar el Problema 3.1. Bastará con considerar unrn-conjunto que
en todos sus niveles tenga el mismo conjunto de objetos.

El siguiente concepto que tenemos que definir en nuestro marco formal es el
de expresión de referencia. En nuestro caso estamos trabajando con rn-conjuntos
de objetos a los que queremos hacer referencia. Por lo tanto, el problema de Ge-
neración de Expresiones de Referencia se traslada a cada uno de los niveles desde
el punto de vista clásico que hemos presentado en la Sección 2.1. Entonces, una
expresión de referencia en el marco del Análisis de Conceptos Formales basado
en Representación por Niveles será un rn-conjunto de atributos; cada uno de los
cuales hace referencia al conjunto de objetos del nivel correspondiente.

Definición 5.24: Expresión de referencia
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼) y un rn-conjunto de objetos 𝑇 ⊆
𝐺. Un rn-conjunto de propiedades generado para hacer referencia a𝑇 se denomina
expresión de referencia para 𝑇.

Como vemos, en este caso damos una definición de expresión de referencia ba-
sada en su intención. Esto se debe a que pueden existir niveles en los que un con-
junto no sea referible, y por lo tanto no podamos encontrar una expresión de refe-
rencia con éxito referencial en dicho nivel. Aunque según las operaciones que este-
mos realizando tengamos que definir dicho nivel para la expresión. Por ejemplo, en
una representación por niveles, como hemos visto en la Definición 2.11, siempre
hemos de considerar el nivel 1, donde por ejemplo el objeto 𝑒 del ejemplo que es-
tamos manejando no es referible. Así, construiremos una expresión de referencia y
mediremos en qué grado tiene éxito referencial para el rn-conjunto de objetos que
queremos referenciar.

Ejemplo 5.8:
En primer lugar vamos a considerar un caso más próximo al problema de Genera-
ción de Expresiones de Referencia con propiedades graduales que hemos presen-
tado en el Capítulo 3. Supongamos que queremos hacer referencia al conjunto de
objetos {𝑒, 𝑔} en la Figura 5.1.

En ese caso definimos el rn-conjunto de la Tabla 5.4 y para él podemos definir
la expresión de referencia que definimos en la misma tabla, donde ponemos el con-
junto de propiedades que conforman la expresión de referencia en cada uno de los
niveles.

Como vemos en la Tabla 5.4, en el nivel 1 no se incluye el objeto 𝑒 puesto que
este objeto no se considera en dicho nivel, como hemos visto en la Tabla 5.2, ya que
en ese nivel el objeto 𝑒 no presenta ninguna propiedad.
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𝛼 𝑇 𝑟𝑒
1 {𝑔} {azul}
0.75 {𝑒, 𝑔} {azul}
0.5 {𝑒, 𝑔} {cuadrado, azul}
0.25 {𝑒, 𝑔} {cuadrado, blanco}

Tabla 5.4: Ejemplo de expresión de referencia con propiedades graduales en el mar-
co del rn-fca.

A continuación vamos a ver un ejemplo más genérico, en el que ponemos de
manifiesto la potencia de nuestra propuesta. Y es que podemos hacer referencia a
rn-conjuntos de objetos más heterogéneos.

Ejemplo 5.9:
Vamos a considerar el rn-conjunto de objetos que definimos en la Tabla 5.5. Para
este rn-conjunto podemos definir la expresión de referencia que presentamos en
la misma tabla.

𝛼 𝑇 𝑟𝑒
1 {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓} {blanco}
0.75 {𝑐, 𝑓} {círculo, blanco}
0.5 {𝑎} {cuadrado, blanco}
0.25 {𝑒, 𝑔} {cuadrado, círculo, azul}

Tabla 5.5: Ejemplo de expresión de referecia para un rn-conjunto de objetos no
anidado de la Figura 5.1.

Asociado al concepto de expresión de referencia, podemos extender el concepto
de semiconcepto referencial que presentamos en la Sección 4.2.

Definición 5.25: Semiconcepto referencial
Dado un contexto formal definido sobre rn-conjuntos 𝕂, 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), un semi-
concepto referencial es un par (𝐴, 𝐵) ∈ 𝐺 ×𝑀 tal que 𝐵′ = 𝐴.

Estos ejemplos nos llevan a pensar que habrá niveles para los que encontremos
una o varias expresiones de referencia para un determinado conjunto de objetos,
pero habrá otros niveles en los que no existirá una expresión de referencia válida
para el conjunto que queramos referir. Por ejemplo, en el contexto del Ejemplo 5.5
tenemos que el objeto 𝑐 es referible en el nivel 1 empleando las expresiones círculo
o círculo∧ blanco. Sin embargo, cuando pasamos al nivel 0.75 este objeto no puede
ser referido, puesto que el objeto 𝑓 pasa a presentar también la propiedad círculo,
y por tanto la expresión de referencia círculo ∧ blanco pasa a referir el conjunto de
objetos {𝑐, 𝑓}. Del mismo modo, el objeto 𝑒 no es referible en el nivel 1 puesto que
no presenta ninguna propiedad con grado 1, pero sí que es referible en el nivel 0.5
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a través de la expresión círculo ∧ azul; en el nivel 0.75 no existe una expresión de
referencia para el objeto 𝑒 tampoco.

Si un objeto, como acabamos de ver, puede ser referible o no en los distintos
niveles de un cierto contexto formal definido sobre rn-conjuntos, entonces tiene
sentido definir la siguiente medida.

Definición 5.26: Medida de referibilidad basada en niveles
Consideremos un contexto 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), y sea 𝑂 ⊆ Ω𝐺 un conjunto de objetos.
Definimos el siguiente conjunto de niveles:

𝑉𝑂 ≔ {𝛼𝑖 ∈ Λ𝕂 ∣ ∃𝑟𝑒 ⊆ 𝑀𝛼𝑖 ∶ 𝑟𝑒′ = 𝜌𝛼𝑖 (𝑂) en 𝕂𝛼𝑖 } (5.16)

Es decir, el conjunto 𝑉𝑂 contiene los niveles para los que existe al menos una
expresión de referencia con éxito referencial (en el sentido crisp) para el nivel co-
rrespondiente del rn-conjunto de objetos. Entonces, en base a este conjunto pode-
mos dar la siguiente medida de referibilidad:

ref(𝑂) ≔ ∑
𝛼𝑖∈𝑉𝑂

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1). (5.17)

Ejemplo 5.10:
Si volvemos al ejemplo que hemos analizado anteriormente tenemos que el objeto
𝑐 es referible en el nivel 1 y deja de serlo en el nivel 0.75, por tanto su grado de
referibilidad es 1 − 0.75 = 0.25. Del mismo modo el conjunto 𝑒 es referible a partir
del nivel 0.5, con lo que tenemos que ref({𝑒}) = 0.5 − 0 = 0.5.

Además de esta medida de referibilidad que sigue la forma de las medidas sobre
representaciones por niveles de la Ecuación 2.18, podemos definir otros índices de
referibilidad basados en ella como el siguiente, que pueden tener distintas aplica-
ciones y semánticas.

refI(𝑂) ≔ ∑
𝛼𝑖∈𝑉𝑂

𝛼𝑖(𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1). (5.18)

Y es claro que podemos trasladar lamedida de éxito referencial para expresiones
de referencia entendidas como conjuntos de atributos clásicos de la Ecuación 3.6 a
este marco de trabajo. Ahora bien, como hemos visto anteriormente, el Análisis de
Conceptos Formales basado en Representación por Niveles nos permite dar unas
definiciones más generales de los conjuntos de objetos que queremos referir y del
tipo de expresiones de referencia que podemos emplear, a través de rn-conjuntos
de objetos y atributos respectivamente. A continuación, podemos ver cómo se tras-
ladan las nociones de éxito referencial y de conjunto referible al caso general que
aquí presentamos.

Definición 5.27: Éxito referencial
Consideremosun contexto formal𝕂definido sobre rn-conjuntos.Definimos el pre-
dicado 𝑅𝑆(𝐵, 𝐴), donde 𝐴 y 𝐵 son variables que representan respectivamente rn-
conjuntos de objetos y propiedades:
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𝑅𝑆(𝐵, 𝐴)(𝛼) ≔ {V 𝜌𝐵(𝛼)
′ = 𝜌𝐴(𝛼),

F en otro caso.
(5.19)

Si el predicado𝑅𝑆(𝐵, 𝐴) es cierto en todos los niveles diremos que elRL-conjunto
de atributos 𝐵 tiene éxito refencial para 𝐴. En otro caso daremos una medida gra-
dual del éxito referencial de 𝐵 para 𝐴.

Definición 5.28: rn-conjunto de objetos referible
Dado un contexto formal 𝕂, un rn-conjunto de objetos 𝑂 ⊆ 𝐺 es referible si, y
solamente si, existe una expresión de referencia con éxito referencial para él.

En caso contrario, daremos lamedida de referibilidad definida en laEcuación 5.17.

Por último, volviendo a los conceptos que hemos introducido en la Sección 4.2
podemos extender los conceptos de 𝐼𝐿𝐵𝐴 (Ec. 4.20) y 𝑂𝐿𝐵𝐴 (Ec. 4.21) a una repre-
sentación por niveles, de modo en que en cada uno de los niveles del contexto 𝕂
consideremos las fronteras correspondientes para el conjunto (clásico) de objetos
𝐴.

Definición 5.29: Frontera inferior interna de un rn-conjunto de objetos
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼) y un rn-conjunto de objetos 𝑂.
Se define la frontera inferior interna para el conjunto de expresiones de referencia
exitosas para 𝑂 como la representación por niveles 𝐼𝐿𝐵𝑂 ≔ (Λ𝑂, 𝜌𝐼𝐿𝐵𝑂 ), donde

𝜌𝐼𝐿𝐵𝑂 ≔ 𝐼𝐿𝐵𝜌𝑂(𝛼), ∀𝛼 ∈ Λ𝑂. (5.20)

Definición 5.30: Frontera inferior externa de un rn-conjunto de objetos
Consideremos un contexto formal 𝕂 ≔ (𝒪,𝒫, 𝐼) y un rn-conjunto de objetos 𝑂.
Se define la frontera inferior externa para el conjunto de expresiones de referencia
exitosas para 𝑂 como la representación por niveles 𝑂𝐿𝐵𝑂 ≔ (Λ𝑂, 𝜌𝑂𝐿𝐵𝑂 ), donde

𝜌𝑂𝐿𝐵𝑂 ≔ 𝑂𝐿𝐵𝜌𝑂(𝛼), ∀𝛼 ∈ Λ𝑂. (5.21)

Por lo tanto, aquí podemos observar que el Análisis de Conceptos Formales ba-
sado en la Representación por Niveles nos permite afrontar el problema de Gene-
ración de Expresiones de Referencia con propiedades graduales, aprovechando los
desarrollos teóricos que ya hemos presentado en el capítulo anterior para tratar el
problema clásico de ger a través del Análisis de Conceptos Formales clásico.

5.4 análisis del acf-rn para el problema de la generación de expre-
siones de referencia con propiedades difusas

En la sección anterior hemos visto cómo podemos emplear el Análisis de Con-
ceptos Formales basado en la Representación por Niveles para abordar el proble-
ma de Generación de Expresiones de Referencia con propiedades graduales. Y así
hemos puesto de manifiesto la principal ventaja de nuestra propuesta sobre otras
que podemos encontrar para extender el Análisis de Conceptos Formales al ámbito
gradual y que hemos presentado en la Sección 5.1: y es que el acf-rn nos permite
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aprovechar todos los desarrollos teóricos y prácticos que hemos elaborado en la Sec-
ción 4.2 para resolver el problema de la Generación de Expresiones de Referencia
clásico a través del Análisis de Conceptos Formales Clásico. Por ejemplo, ya vimos
en la Sección 4.3.3 cómo el concepto de frontera interior (𝐼𝐿𝐵𝐴 Def. 4.20) y frontera
exterior (𝑂𝐿𝐵𝐴 Def. 4.21) eran de gran importancia desde el punto de vista algo-
rítmico, y constituía una de las principales aportaciones del Análisis de Conceptos
Formales al campo de la Generación de Expresiones de Referencia, y hemos visto
al final de la sección anterior que estos conceptos se pueden trasladar de forma na-
tural al ámbito gradual a través del Análisis de Conceptos Formales basado en la
Representación por Niveles.

Y es que, comohemos puesto demanifiesto a lo largo de las secciones anteriores,
nuestra propuesta permite aprovechar todos los avances que podemos encontrar en
la literatura para el Análisis de Conceptos Formales clásico, el cual está más desa-
rrollado y ha sido más estudiado que su extensión gradual, para tratar información
vaga o imprecisa, ya sea para resolver el problema central de esta tesis o para cual-
quier otro tipo de aplicación en la que el Análisis de Conceptos Formales sea una
buena herramienta para tratar la información que se requiera. Vimos, por ejemplo,
distintas extensiones del Análisis de Conceptos Formales que lo combinaban con
otrosmecanismos de representación de conocimiento como las lógicas descriptivas
que tanta flexibilidad semántica nos aportaban, y es claro cómo podemos aprove-
char estas combinaciones en cada uno de los niveles del contexto formal definido
sobre rn-conjuntos que estemos empleando.

Ahora bien, también en la Sección 5.1 hemos visto algunas propuestas de la lite-
ratura que siguen una filosofía similar a la nuestra, y es que trasladan los problemas
del ámbito gradual al ámbito clásico del Análisis de Conceptos Formales, a través
de un conjunto de elementos clásicos que representan, de un modo alternativo, la
información gradual contenida en el 𝐿-contexto formal original. Por lo tanto, en es-
te análisis nos gustaría centrarnos en analizar qué aporta el Análisis de Conceptos
Formales basado en la Representación por Niveles a la literatura, comparándolo
con estas otras propuestas. Ya que, como hemos dicho, la ventaja del acf-rn con
respecto al resto de propuestas es clara: tomar aquellos avances que existen para el
Análisis de Conceptos Formales clásico y emplearlos en el ámbito gradual.

Como vimos en la Sección 2.3.2 una de las principales ventajas que tiene la Re-
presentación por Niveles es que las extensiones de conceptos difusos a través de
una representación por niveles conservan las propiedades del concepto clásico. Re-
cordemos por ejemplo lo que ocurría con las propiedades propias de las álgebras
booleanas. Pusimos demanifiesto en la Sección 2.3.2 quemientras que las distintas
teorías de conjuntos difusos nos permitían tener una gran flexibilidad semántica al
poder escoger la tripleta de operadores ⟨⊗,⊕,¬⟩ que mejor se adecuase a nuestra
aplicación, estas teorías tenían el problema de que no podían verificar todas y ca-
da una de las propiedades de las álgebras booleanas clásicas. Además, dentro del
campo de la Lingüística Computacional uno de los principales problemas que se
señalan en el manejo de la gradualidad propia del lenguaje a través de la Teoría de
Conjuntos Difusos viene precisamente de esta flexibilidad. Así, se considera que el
hecho de que no exista una forma única de definir las distintas operaciones dificul-
ta el uso de la Teoría de Conjuntos Difusos para este propósito, sobre todo se señala
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la complejidad para definir las funciones de membresía que modelan los distintos
conceptos lingüísticos. En cambio, en la Representación por Niveles, hay una for-
ma única de definir cada extensión de un concepto al ámbito gradual. Por lo que
trabajar con representaciones por niveles nos permite, no solo aprovechar las he-
rramientas que ya hemos definido para el problema de Generación de Expresiones
de Referencia clásico, sino que además nos permite manejar esta gradualidad sin
el problema que acabamos de presentar.

En particular, emplear una representación por niveles tiene ventajas cuando
queremos tratar con propiedades booleanas, como por ejemplo las que vimos para
algunas extensiones del problema de Generación de Expresiones de Referencia en
la Sección 2.2, y queremos conservar estas propiedades. Es claro que trabajar con
disyunciones de propiedades por niveles resulta tan natural como podría serlo en
el caso clásico del Análisis de Conceptos Formales.

Ahora bien, alguna de las extensiones del Análisis de Conceptos Formales que
hemos visto anteriormente se basaba en 𝛼-cortes, algo que como vimos era un caso
particular de representación por niveles. Por lo que podemos pensar que este tipo
de extensiones son tan versátiles como nuestra propuesta y que presentan las mis-
mas ventajas. Sin embargo, el problema que tienen los 𝛼-cortes es que no son tan
flexibles como lo es la Representación por Niveles, que ya vimos que tiene una gran
capacidad de generalización en la Sección 2.3.2. Además, hay ocasiones en los que
los 𝛼-cortes nos llevan a resultados que no parecen lógicos o que no tienen sentido
desde un punto de vista práctico.

Pensemos en un ejemplo particular que refleja cómo el uso de 𝛼-cortes puede
conllevar ciertas inconsistencias propias de la Teoría de Conjuntos Difusos, y que
no están presentes en la Representación por Niveles, ya que, como hemos dicho,
esta última conserva todas las propiedades de las álgebras booleanas clásicas.

Así, vamos a ver lo que sucede con la negación de propiedades graduales, y va-
mos a considerar la operación de complementación usual en la Teoría de Conjuntos
Difusos; 𝑥 → 1 − 𝑥.

Ejemplo 5.11:
Podemos considerar ununiverso de discurso como el quemostramos en la siguiente
tabla, en el que tenemos un conjunto de objetos {𝑎, 𝑏, 𝑐} y un conjunto de propieda-
des graduales {𝑥, 𝑦, 𝑧}.

𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 0.5 1 1
𝑏 1 0.7 1
𝑐 1 1 1

En este caso tenemos que si consideramos, por ejemplo, la propiedad ¬𝑥 te-
nemos que ¬𝑥(𝑎) = 0.5, por tanto, si consideramos un nuevo universo en el que
incluimos cada propiedad y su negada, tenemos lo siguiente:
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𝑥 𝑦 𝑧 ¬𝑥 ¬𝑦 ¬𝑧
𝑎 0.5 1 1 0.5 0 0
𝑏 1 0.7 1 0 0.3 0
𝑐 1 1 1 0 0 0

Con lo que tendremos que en el 0.5-corte, que recogemos en la siguiente tabla,
se tiene que 𝑎 presenta a la vez las propiedades 𝑥 y ¬𝑥 algo que, en muchos casos
resultará contradictorio y llevará a contextos clásicos que contendrán información
sin sentido.

𝑥 𝑦 𝑧 ¬𝑥 ¬𝑦 ¬𝑧
𝑎 1 1 1 1 0 0
𝑏 1 1 1 0 0 0
𝑐 1 1 1 0 0 0

Sin embargo, este problema puede ser salvado si empleamos nuestra propuesta
que no exige un anidamiento, ni una relación entre los distintos niveles, de modo
que en cada nivel de nuestro contexto formal definido sobre rn-conjuntos incluya-
mos la propiedad ¬𝑥 si, y solamente si, no está presente la propiedad 𝑥.

Centrémonos entonces en cómo se manejan los atributos negados en el campo
del Análisis de Conceptos Formales. Lo que se hace normalmente para manejar
atributos negativos en el Análisis de Conceptos Formales clásico es, en lugar de
considerar el contexto añadiéndole nuevos atributos que representen los negados
de los atributos originales, lo que supondría un aumento del coste computacional
del cálculo del retículo [154, 181], es que se tienen en cuenta esta información solo
en los operadores de derivación para así tener algoritmos más eficientes como los
que presentan en [129, 181].

En el caso del𝐿-Análisis deConceptos Formales encontramos la propuesta en [9],
en la que se consideran 𝐿-conceptos formales demodo que en su intensión incluyen
tanto atributos negativos como positivos. En concreto se tiene lo siguiente.

Definición 5.31: Operadores de derivación antitónicos e isotónicos [9]
Consideremos un 𝐿-contexto formal 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), donde 𝐺 es un conjunto de
objetos,𝑀 es un conjunto de atributos e 𝐼 es una𝐿-relación entre objetos y atributos,
es decir, 𝐼 ∈ 𝐿𝐺×𝑀 . Se definen los siguientes pares de operadores de derivación.

Por un lado tenemos los operadores antitónicos (↑, ↓) que son los operadores de
derivación usuales del 𝐿-Ánalisis de Conceptos Formales.

↑∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 ; 𝐴↑(𝑚) ≔ ⋀
𝑔∈𝐺

(𝐴(𝑔) → 𝐼(𝑔,𝑚)), (5.22)

↓∶ 𝐿𝑀 → 𝐿𝐺; 𝐵↑(𝑔) ≔ ⋀
𝑚∈𝑀

(𝐵(𝑚) → 𝐼(𝑔,𝑚)). (5.23)

Por otro lado se define el siguiente par de operadores isotónicos (∩, ∪) que vie-
nen dados por las siguientes ecuaciones donde⊗ es una t-norma.
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∩∶ 𝐿𝐺 → 𝐿𝑀 ; 𝐴∩(𝑚) ≔ ⋁
𝑔∈𝐺

(𝐴(𝑔) ⊗ 𝐼(𝑔,𝑚)), (5.24)

∪∶ 𝐿𝑀 → 𝐿𝐺; 𝐵∩(𝑔) ≔ ⋀
𝑚∈𝑀

(𝐼(𝑔,𝑚) → 𝐵(𝑚)). (5.25)

En las figuras 2 y 3 de [9] podemos encontrar una interpretación gráfica de estos
dos pares de operadores. Como se señala en [9], mientras que los operadores (↑, ↓)
consideran los atributos en un sentido positivo (podríamos hacer un análisis similar
para el caso de los objetos) y por lo tanto el grado 𝐴↑(𝑚) nos dice en qué grado al
menos todos los objetos de 𝐴 presentan el atributo 𝑚, los operadores isotónicos,
(∩, ∪), consideran los atributos en un sentido negativo, es decir, el grado 𝐴∩(𝑚) nos
dice en qué grado comomáximo todos los objetos en𝐴 presentan el atributo𝑚. Por
ejemplo, cuando 𝐴∩(𝑚) = 0 esto indica que ninguno de los objetos en 𝐴 presenta
el atributo 𝑚 en ningún grado. En base a estos operadores vamos a ver cómo se
definen 𝐿-contextos formales en los que se manejan atributos en sentido positivo y
negativo.

Notación 5.1: 𝐿-conceptos con atributos positivos y negativos [9]
Se consideran 𝐿-conceptos formales donde la intensión está compuesta por un 𝐿-
conjunto definido sobre un conjunto de atributos positivos +𝑀 y un 𝐿-conjunto
definido sobre un conjunto de atributos negativos −𝑀. Así, se tendrá por ejemplo
el par A = (+𝐴,− 𝐴), un par de 𝐿-conjuntos de atributos, unos considerados en
sentido positivo y otros en negativo.

Definición 5.32: Operadores de derivación para un 𝐿-contexto con atributos po-
sitivos y negativos [9]
Consideremos un 𝐿-contexto 𝕂 ≔ (𝐺,𝑀, 𝐼), donde 𝐺 es un conjunto de objetos,𝑀
es un conjunto de atributos e 𝐼 es una 𝐿-relación entre objetos y atributos. Entonces
se definen sendos conjuntos de atributos positivos y negativos +𝑀,−𝑀 ⊆ 𝑀, que
no necesariamente han de ser conjuntos disjuntos.

Se define ahora un 𝐿-contexto con atributos positivos y negativos como una tri-
pleta 𝕂± ≔ (𝐺, (+𝑀,−𝑀), 𝐼) = (𝐺,M, 𝐼), y notamos por +𝐼 = 𝐼 ∩ (𝐺 ×+ 𝑀) y
−𝐼 = 𝐼 ∩ (𝐺 ×− 𝑀). En este nuevo contexto se definen los siguientes operadores de
derivación:

▵∶ 𝐿𝐺 → 𝐿+𝑀×−𝑀 ; 𝐴▵ ≔ (𝐴↑, 𝐴∩), (5.26)

▿∶ 𝐿+𝑀×−𝑀 → 𝐿𝐺;B▿ ≔ (+𝐵↓ ∩− 𝐵∪), (5.27)

Hemos de señalar que en cada caso los operadores de derivación antitónicos
e isotónicos que se emplean son aquellos inducidos, respectivamente, por las 𝐿-
relaciones +𝐼 y −𝐼.

De este modo, podemos manejar atributos en sentido positivo y negativo en un
𝐿-contexto formal. Ahora bien, como se ha indicado en la anterior definición, los
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conjuntos +𝑀 y −𝑀 no tienen por qué ser disjuntos, por lo tanto, esto no evita casos
paradójicos como los que hemos expuesto en el Ejemplo 5.11.

También, nos gustaría señalar que las propuestas basadas en considerar propie-
dades artificiales que representen los distintos grados de membresía de un atributo
u objeto a un 𝐿-conjunto pueden resultar más ineficientes que nuestra propuesta.
No solamente sonmenos generales, sino que comohemos visto en la Ecuación 4.13,
incrementar el número de propiedades en un contexto aumenta exponencialmen-
te el tiempo de cómputo requerido, mientras que nuestra propuesta es fácilmente
paralelizable, y además podemos emplear los métodos de reducción y clarificación
que hemos visto en la Sección 4.1.2 para simplificar aúnmás los contextos formales
clásicos correspondientes a cada nivel.

Por último vamos a ver una tabla en la que comparamos distintos aspectos de
las propuestas que hemos visto en la Sección 5.1 en relación con nuestra propuesta.
Hemos de señalar que aquí no consideramos la primera propuesta de Burusco y
Fuentes-González, ya que como hemos visto presentaba problemas de base.

Consistencia Reutilización Toda la información Grados Semántica
rn-acf • • • •
PollandyBělohlávek •
Yahia •
crisplygenerated
modificadores •
Krajči • •
Medina • • •
Georgescu y Popescu •
Conexiones de Galois anidadas • • •
Propiedades artificiales • • •
Ďuráková •

Tabla 5.6: Comparativa de las distintas propuestas para extender el Análisis de Con-
ceptos Formales al ámbito gradual. Mostramos para cada propuesta (en orden) si
mantiene la consistencia de las propiedades algebraicas, si permite la reutilización
de desarrollos en el caso crisp, si usa toda la información contenida en el contexto,
si permite emplear distintos conjuntos de grados para distintas componentes del
problema y si permite tratar con distinta semántica la información para cada obje-
to (o para cada atributo) del contexto.

En primer lugar, analizamos la conservación de las propiedades algebráicas pro-
pias de las lógicas booleanas. Como hemos visto a lo largo de este capítulo, nuestra
propuesta es la única que conserva todas las propiedades algebráicas al pasar a un
ámbito gradual. El resto de propuestas, incluso aquellas que pasan de un contexto
gradual a varios niveles crisp, como las pasadas en 𝛼-cortes o la que incluye propie-
dades artificiales para representar varios grados de una propiedad, tienen inconsis-
tencias lógicas.

Estas últimas propuestas, que realizan un proceso de «desgradualización» tie-
nen en común con nuestra propuesta la ventaja de poder aprovechar aquellos desa-
rrollos teóricos y prácticos que se pueden encontrar para el Análisis de Conceptos
Formales clásicos, aplicando estas ideas en cada uno de los niveles que las definen.
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Esto, como hemos venido diciendo, es muy importante e interesante. Por ejemplo,
ya analizamos las importantes ventajas y propiedades que tiene nuestra propuesta
de la Sección 4.2 para tratar el problema de Generación de Expresiones de Referen-
cia en el caso clásico a través del Análisis de Conceptos Formales. Estas propuestas
nos permitirán conservar estas características en un ámbito gradual.

Tambiénpodemos pensar en si una propuesta extrae toda la informaciónposible
de un 𝐿-contexto formal. En general, de un modo u otro, todas las propuestas que
hemos visto consideran toda la información del contexto. Sin embargo la propuesta
de considerar conceptos crisply generated, ignora mucha información del contexto,
ya que solo considera conceptos que pueden ser descritos por medio de un conjun-
to crisp de propiedades. Aunque esto disminuye la cantidad de información que
hemos de manejar y puede tener interesantes implicaciones prácticas, es evidente,
que habrá conceptos interesantes en un contexto formal que sean ignorados por es-
ta propuesta, por ejemplo el conjunto de objetos anaranjados. Del mismomodo, no
consideramos que la propuesta de Ďuráková basada en 𝛼-cortes proporcione toda
la información posible a partir de un contexto formal, puesto que el multiconjunto
que emplean hace que se pierda información tan relevante como en qué niveles se
da el atributo.

Por último, nos gustaría centrarnos en la generalización que aporta cada pro-
puesta. Es claro que las generalizaciones de Krajči y de Medina tiene una gran ca-
pacidad de generalización, al permitir considerar distintos conjuntos de grados, y
esto las diferencia de la mayoría de propuestas que hemos presentado.

Ahora bien, nuestra propuesta es lo suficientemente general como para poder
manejar distintos conjuntos de grados comohaceKrajči. Y es que bastará con consi-
derar como niveles elementos del producto cartesiano de tres conjuntos de niveles:
una para los objetos, otro para los atributos y otro para la relación entre objetos y
atributos. A partir de estos niveles, podemos considerar en cada uno la misma in-
formación que se considera en la propuesta de Krajči. Y el mismo razonamiento
podemos hacer para otras propuestas como las basadas en 𝛼-cortes. Aunque, como
hemos dicho, de entre estas propuestas que pasan de un ámbito gradual a uno crisp,
nuestra propuesta es mucho más general al emplear la Representación por Niveles
para ello.

Por lo tanto, nuestra propuesta es tan general como la de Krajči, pero es cierto
que la propuesta de Medina da una mayor flexibilidad semántica gracias a la asig-
nación de tripletas adjuntas a cada atributo, con lo que su propuesta esmás flexible,
aunque no conserva las propiedades algebraicas, ni permite aprovechar resultados
del Análisis de Conceptos Formales clásico.



Capítulo 6

Desarrollos prácticos

En los capítulos anteriores hemos introducido las bases sobre las que se sustenta
este trabajo de investigación y hemos presentado los desarrollos teóricos que cons-
tituyen la principal aportación de esta tesis doctoral. Hemos visto cómo el Análisis
de Conceptos Formales es unmecanismo formal de representación de conocimien-
to que nos permite tratar el problema de Generación de Expresiones de Referencia,
tanto en un ámbito crisp como gradual.

En este capítulo nos centraremos en otros resultados que complementan la in-
vestigación dentro del campo de la Generación de Expresiones de Referencia, tra-
bajos que enmayor o menor medida tienen un carácter práctico, a diferencia de los
resultados que hemos presentado en los capítulos anteriores, que son resultados
puramente teóricos.

En primer lugar, presentaremos el desarrollo de un sistema de interacción con
usuarios a través de expresiones de referencia. Este sistema, que se programó co-
mo una aplicación Android, está orientado al campo de la enseñanza. En concreto,
el propósito de este sistema es ayudar a niños y niñas en edad escolar a aprender
conceptos básicos como la forma o el color. En esta aplicación creamos un juego
referencial en el que usuario ha de tocar en la pantalla el objeto que se le indica con
una expresión de referencia generada de forma automática, empleando algoritmos
como los que hemos visto en los Capítulos 2, 4 y 5. Esta aplicación se describirá en
la Sección 6.1.

Además, esta aplicación ha sido de gran importancia en la investigación reali-
zada ya que nos ha servido como herramienta experimental para otros estudios que
hemos realizado. Gracias a esta aplicación hemos podido realizar distintas experi-
mentaciones que se han enfocado como un juego referencial con unas característi-
cas determinadas, con lo que adaptando el sistema desarrollado en esta aplicación
Android, hemos podido realizar distintas experimentaciones que han arrojado re-
sultadosmuy interesantes, tanto en el campo de la Generación de Lenguaje Natural
como en el de la Lingüística Computacional. En concreto, en la Sección 6.2 presen-
tamos un estudio experimental centrado en la evaluación de medidas de especifici-
dad. En esta experimentación se estudian distintas medidas de especificidad para
ver cuál de ellas modela mejor la semántica de especificidad en la tarea de la iden-
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tificación de figuras geométricas en una escena o, más en general, en la tarea de la
identificación de objetos. Como hemos visto en el Capítulo 3, existe una gran varie-
dad de medidas de especificidad, lo que nos permite escoger aquella que mejor se
adecue a nuestro sistema. Así, esta experimentación, no solo arroja resultados so-
bre la tarea realizada y las medidas de especificidad analizadas, sino que establece
un protocolo y un diseño de experimentación para analizar la adecuación de una
medida de especificidad para un sistema determinado.

Otra tarea de gran relevancia en este tipo de sistemas es la del modelado de
los términos lingüísticos que en él se emplean. Ya hemos visto en el Capítulo 3 la
gradualidad presente en los términos lingüísticos que usamos en nuestro día a día,
y la importancia que tiene el problema de Anclaje de Símbolos en el campo de la
Generación de Lenguaje Natural. En concreto, en la Sección 6.3 presentamos una
propuesta preliminar para modelar de manera automática la semántica de propie-
dades contextuales, lo que resulta de gran interés, ya que el modelado de este tipo
de propiedades resulta más complejo al tener que incorporar también cómo afecta
el contexto a la propiedad.

Finalmente, en la Sección 6.4 veremos cómo podemos combinar técnicas deGe-
neración de Expresiones de Referencia, como las que hemos visto en los capítulos
anteriores, con técnicas propias del área del Aprendizaje Profundo, en concreto del
área de la Visión Artificial, para diseñar un sistema de descripción automática de
imágenes. Esta investigación demuestra cómo el uso de juegos referenciales puede
servir de herramienta para la resolución del problema de Anclaje de Símbolos del
que hemos hablado.

6.1 un caso de uso: aplicación para la enseñanza

Yahemos visto a lo largo de estamemoria distintos desarrollos teóricos, y hemos
puesto de manifiesto que los sistemas data-2-text constituyen un ejemplo paradig-
mático de aplicación de todas aquellas técnicas que hemos desarrollado para tratar
el problema de Generación de Expresiones de Referencia. En esta sección vamos a
ver un ejemplomás concreto de este tipo de sistemas, y será un ejemplo sobre el que
podemos aplicar buena parte de los desarrollos teóricos que hemos venido viendo
a lo largo de los capítulos y secciones anteriores.

La aplicación que vamos a presentar, que hemos denominado Refer4Learning,
es una aplicación Android orientada al campo de la enseñanza, donde el campo de
la Generación de Lenguaje Natural tiene múltiples aplicaciones [73]. En concreto,
nuestra aplicación tiene como objetivo ayudar a niños y niñas en edad escolar a
asimilar o aprender conceptos como la forma, el color, el tamaño y la posición de
objetos en una escena. En esta aplicación se muestran escenas compuestas por una
serie de figuras geométricas con distintos colores y tamaños como la que semuestra
en la Figura 6.1.

Esta aplicación se encarga de generar una escena de forma aleatoria, compuesta
por un conjunto de objetos, y le indica al usuario que toque el único objeto que
se corresponde con una determinada descripción, con una determinada expresión
de referencia que ha sido construida de forma automática. Este tipo de ejercicios
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Figura 6.1: Ejemplo de escena con figuras geométricas que se genera en la aplica-
ción Refer4Learning.

coinciden con las actividades que podemos encontrar en muchas fichas escolares,
donde se pide que se rodee o coloree un objeto determinado, por ejemplo «el círculo
más grande», como ya señalamos al comienzo del Capítulo 2.

Como es común en todo proceso de aprendizaje, este tipo de ejercicios se plan-
tea en orden creciente de dificultad; en cada paso se presentan propiedades más
complejas, descripciones más elaboradas, o escenas más complejas. Nuestro sis-
tema de generación de escenas también incorpora distintos niveles de dificultad,
presentando conjuntos de escenas cada vez más complejas, en las que el usuario ha
de identificar el objeto correcto. Es decir, la aplicación que hemos desarrollado es
un ejemplo de juego referencial [77].

En estas escenas, como la que vemos en la Figura 6.1, consideramos cuatro pro-
piedades distintas para cada uno de los elementos de la escena: la forma, el color,
el tamaño y su posición en la escena en términos absolutos. Mientras que la forma,
en este caso, la modelamos sin ningún tipo de gradualidad, para el color, el tamaño
y la posición en la escena, sí que consideramos gradualidad en su definición. Por
tanto, como hemos puesto de manifiesto en capítulos anteriores, en este sistema
hemos tenido que modelar esta gradualidad en las propiedades a fin de hacer que
nuestro sistema trabaje con estos términos lingüísticos de una forma adecuada.

En el caso de esta aplicación, se han modelado las distintas etiquetas lingüísti-
cas que consideramos empleando para ello particiones difusas, como la que veía-
mos para el matiz del modelo hsv del color en el Capítulo 3. En concreto, es esta
partición la que empleamos en la aplicación. En nuestro caso consideramos colores
con un brillo y saturación fijos, con lo que la etiqueta lingüística del color vendrá
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dada únicamente por su matiz.
Del mismo modo, el tamaño de los objetos se modela empleando una partición

fija del espacio de posibles tamaños de los mismos, sin tener en cuenta el contexto.
Aunque ya vimos en el Capítulo 3 que este tipo de representaciones no eran del
todo convenientes para tratar con propiedades contextuales, en este caso, y para
los propósitos de nuestra aplicación, sí que consideramos que con una partición
difusa como la quemostramos en la Figura 6.2 es suficiente para nuestros objetivos.
Como podemos observar, en este caso no estamos empleando la Representación por
Niveles para modelar esta gradualidad; en este caso, las propiedades de la Teoría de
Conjuntos Difusos son suficientes para este sistema y no necesitamos de aquellas
características que en particular ofrece la Representación por Niveles. Y además,
luego podremos discretizar estos conjuntos difusos y pasar a una representación
por niveles como hemos visto. Sin embargo, una representación directa por medio
de niveles también resultaría adecuada para nuestros objetivos.

50 70 90 110 130 150
0

1

pequeño mediano grande

tamaño

gr
ad
o

Figura 6.2: Ejemplo de partición difusa para modelar las etiquetas lingüísticas re-
lativas al tamaño de los objetos en la aplicación Refer4Learning.

Al igual que en el caso del tamaño, la posición de los objetos se modela como
un par de particiones difusas en los ejes horizontal y vertical de la pantalla. De
modo que se consideran las etiquetas lingüísticas arriba, en el medio y abajo para
la posición vertical del objeto; y las etiquetas izquierda, en el centro y derecha para
referirnos a la posición horizontal del objeto.

Una vez que hemos visto cómo modelamos los términos lingüísticos que em-
pleamos en nuestro sistema, veamos cómo funciona. En nuestro sistema emplea-
mos un proceso inverso al que estamos acostumbrados a ver en los capítulos ante-
riores donde, a partir de una escena y objeto, se construía una expresión de referen-
cia para el objeto que se desea referenciar. En nuestro caso, a partir de una expre-
sión de referencia, que será adecuada para señalar una determinada propiedad, y
por tanto constituirá un buen ejemplo para trabajar un determinado concepto, in-
tentamos encontrar una escena en la que exista un único objeto que se corresponda
con dicha expresión de referencia. Formalmente este problema se podría describir
como sigue:
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Problema 6.1:
Dada una cierta expresión de referencia re y un conjunto de imágenes𝐷, encontrar
aquellas imágenes tales que se da la siguiente condición, donde rs es una medida
de éxito referencial y 𝜏 es un nivel mínimo de éxito referencial que establecemos y
que dependerá de nuestros objetivos:

∃𝑜 ∈ 𝑂 ∣ rs(re, 𝑜) ≥ 𝜏 (6.1)

Nuestro sistema podrá obtener, dentro del conjunto de imágenes que son ade-
cuadas para tratar un determinado concepto, aquellas que cumplan unos criterios
de complejidad determinados, como puede ser el número de distractores en la es-
cena o el parecido, en la propiedad en cuestión, que los distractores tendrán con el
objeto objetivo, aumentando o reduciendo así la complejidad del ejercicio. Es de-
cir, en nuestro sistema se realiza un proceso de Recuperación de Información, en
este caso en un repositorio de imágenes o escenas. Aunque el procedimiento que
se realiza en nuestro sistema es extensible a otros sistemas de recuperación de in-
formación y otros repositorio o bases de datos.

Ya hemos visto en Capítulo 3 la relación entre los conceptos de éxito referencial
y de especificidad. Es el ámbito de nuestro sistema en concreto, nosotros estamos
interesados en imágenes en las cuales la expresión de referencia que se use señale
a un único objeto, que será el objeto a identificar y a través del cual el niño o niña
reforzará su conocimiento sobre un concepto determinado, como puede ser el color
rojo al identificar un círculo rojo en la escena. Pero no nos importa qué objeto den-
tro de la escena sea el que cumpla este objetivo; solo nos interesa que exista uno.
Por lo tanto, esto equivale a buscar una escena que, vista como un conjunto de obje-
tos, haga que la especificidad del conjunto difuso que sobre ese conjunto de objeto
defina la expresión de referencia escogida sea lo suficientemente grande. Además,
si en lugar de buscar una escena donde esta especificidad sea máxima, buscamos
una donde la especificidad seamenor, tendremos un ejemplo donde serámás difícil
identificar el objeto correcto, de forma que podamos controlar el nivel de dificultad
del ejercicio. Este nivel de dificultad puede venir también determinado por otros
factores como el número de objetos en la escena o la variedad de propiedades en la
misma.

Si vemos este proceso de recuperación de imágenes como una consulta en una
base de datos, entonces la sentencia SQL para obtener el conjunto de escenas que
necesitamos sería la siguiente, donde se emplea una cierta medida de especificidad
𝑆𝑝 y se considera una expresión de referencia 𝑟𝑒.

select escena from repositorio
where 𝑆𝑝(𝑟𝑒) ≥ 𝜏 and otros criterios
order by 𝑆𝑝(𝑟𝑒), otros criterios.

(6.2)

Por ejemplo, en la Figura 6.1 tenemos una imagen que tiene especificidadmáxi-
ma para la expresión de referencia «el círculo rojo en la esquina superior derecha».
Por otro lado, para las escenas de la Figura 6.3, tenemos escenas en las que, por un
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motivo u otro, la especificidad de dicha expresión de referencia disminuye, aumen-
tando la complejidad del ejercicio.

Para determinar la especificidad de una escena concreta el sistema ha de ser
capaz de analizar cada una de las escenas del repositorio, con lo que necesitamos
representar la información del mismo de un modo que sea tratable por el sistema.
En el caso de esta aplicación optamos por emplear unos grafos etiquetados simi-
lares a los que hemos presentado en la Sección 2.1.1, en el que representábamos
para cada objeto el grado en el que cumplía cada una de las propiedades de las que
hemos hablado. Estas imágenes se pueden generar automáticamente, emplean un
mecanismo que, dada una expresión de referencia determinada, fuese capaz de ge-
nerar un universo donde dicha expresión tiene una especificidad determinada, así
como otros criterios de complejidad. O bien, pueden ser generadas por el usuario,
en cuyo caso se analiza la escena generada, se determina qué objetos son referibles
y se genera una expresión para uno de ellos.

En la siguiente sección vamos a ver cómo podemos emplear este tipo de juegos
para llevar a cabo una experimentación interesante tanto desde el punto de vista de
la Generación de Expresiones de Referencia, como desde el campo de la Lingüística
Computacional.

6.2 experimentación a través de un juego referencial

Como hemos visto en el Capítulo 3, para medir la especificidad de un conjunto
difuso podemos definir diversasmedidas de especificidad, que pueden tener asocia-
da distintas semánticas. El propósito de los sistemas que estamos tratando en ese
capítulo, y del campo de la Generación de Lenguaje Natural en general, es producir
un texto similar al que produciría un humano para la misma tarea. Es por esto que,
como hemos puesto de manifiesto en el Capítulo 3, se introduce la gradualidad en
el problema de la Generación de Expresiones de Referencia, lo que hace que me-
dir la especificidad de una determinada expresión de referencia con propiedades
graduales sea más complejo que en un ámbito crisp.

Además, dado que el objetivo de estos sistemas es producir una comunicación
natural con el usuario, el concepto de especificidad y de éxito referencial, que como
sabemos son dos conceptos fuertemente ligados, tendrán que reflejar las preferen-
cias y la semántica del propio usuario; no bastará con dar un valor numérico ajeno
a las preferencias del usuario y a las condiciones específicas del problema concreto
en el que estemos trabajando. En general, el modelado que hagamos de los distintos
elementos de nuestro sistema tendrá que tener en cuenta al usuario final delmismo.
Ya hemos visto ejemplos de esto en el caso del modelado de términos lingüísticos
en un sistema de generación de lenguaje natural.

Por ejemplo, cuando estamos trabajando con propiedades contextuales, estable-
cemos enmuchos casos un orden entre los objetos del universo de discurso en base
a esas propiedades. Es decir, realizamos comparaciones entre los objetos en base
a la propiedad contextual que se esté considerando en cada momento. Pero habrá
diferencias entre objetos para una propiedad que serán imperceptibles para el usua-
rio. Nuestro sistema ha de ser capaz de determinar cuándo dos objetos, a los ojos
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(a) Ejemplo de escena donde la
especificidad es 0.6 ya que el ob-
jetivo no cumple la expresión en
grado máximo.

(b) Ejemplo de escena donde la
especificidad es 0 ya que el obje-
tivo no cumple en absoluto.

(c) Ejemplo de escena donde la
especificidad es 0.6 ya que hay
un segundo objeto que cumple
la expresión con cierto grado.

(d) Ejemplo de escena donde la
especificidad es 0 ya que hay un
segundo objeto que cumple la
expresión en máximo grado.

Figura 6.3: Ejemplos de escenas en las que la expresión de referencia «el círculo
rojo en la esquina superior derecha» presenta una especificidad más baja debido a
distintos motivos, lo que dificulta el ejercicio a realizar.
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del usuario, son indistinguibles según una propiedad determinada, de modo que
no considere que esos objetos son referibles a través de esa propiedad. Y es que un
ordenador puede manejar datos con una alta precisión, pero llegará un momento
en que estas diferencias en los valores representados en el ordenador no serán dis-
tinguibles para el usuario. Por ejemplo, para los objetos de la Figura 6.4, aunque el
radio del círculo 𝐴 es de 1𝑐𝑚, mientras que el del círculo 𝐵 es de 1.05𝑐𝑚, la expre-
sión de referencia «el círculo pequeño» no tendrá éxito referencial en absoluto para
el círculo 𝐴, ya que a simple vista ambos círculos son indistinguibles.

𝐴 𝐵

𝐴 𝐵

Figura 6.4: Ejemplo en el que dos círculos son indistinguibles a simple vista, aunque
realmente sus radios sean distintos. Como podemos ver, cuando los círculos están
suficientemente cerca, entonces es perceptible su diferencia de tamaño, pero si los
círculos estánmás alejados esta diferencia es prácticamente imperceptible, aunque
esto dependerá de la agudeza visual del usuario.

Y con esta idea, es claro que el uso de unamedida especificidad u otra dependerá
de cómo cadamedida sea capaz de reflejar la especificidad real de una expresión de
referencia para un usuario real en el contexto en el que estemos trabajando. A con-
tinuación, presentamos un estudio experimental en el que, para ocho medidas de
especificidad distintas, vemos cuál de ellas refleja mejor la especificidad real en un
contexto determinado. Además, a partir de la misma experimentación, realizamos
un estudio de qué factores influencian en el éxito de una determinada expresión de
referencia.

En este estudio vamos a analizar un conjunto de ochomedidas de especificidad,
las cuales encontramos en la Tabla 6.1. Estasmedidas se corresponden conmedidas
de especificidad tipo predicado, como las que hemos visto en el Capítulo 3. En este
caso estamos comparando medidas de especificidad adecuadas para, por ejemplo,
el sistema de Recuperación de Información que hemos presentado en la sección
anterior. Estas medidas indican en qué grado en la escena se da que la expresión de
referencia tiene éxito referencial para un único objeto en la escena, aunque no nos
importa para qué objeto sea.

Como vemos, en la Tabla 6.1 encontramos medidas normalizadas y sin norma-
lizar. El hecho de emplear estos dos tipos de medidas es debido a que tienen un
comportamiento distinto en ocasiones. En concreto, en el caso en el que un con-
junto difuso no esté normalizado, entonces, las medidas de especificidad no nor-
malizadas pueden darnos el mismo resultado en distintas situaciones. Por ejemplo,
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𝑆𝑝(𝑂) 𝑆𝑝(𝑂)
𝑚1 𝑎1 − 𝑎2 𝑚2 (𝑎1 − 𝑎2)/𝑎1
𝑚3 𝑎1 ∗ (𝑎1 − 𝑎2) 𝑚4 𝑎1 ∗ (𝑎1 − 𝑎2)/𝑎1
𝑚5 𝑎1 ∗ (1 − 𝑎2) 𝑚6 𝑎1 ∗ (1 − 𝑎2)/𝑎1
𝑚7 mín(1, 1 − 𝑎2) 𝑚8 mín(1, 1 − 𝑎2)/𝑎1

Tabla 6.1:Medidas de especificidad que se analizan en esta experimentación. Como
vemos, en cada fila encontramos una medida de especificidad y la misma medida
normalizada, donde 𝑎1 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛 son los grados demembresía del conjunto difuso
𝑂 ∈ ℱ(𝒪) ordenados en orden creciente.

la medida 𝑚1 nos da el mismo grado de especificidad cuando 𝑎1 = 1 y 𝑎2 = 0.5,
y cuando 𝑎1 = 0.5 y 𝑎2 = 0. Por tanto, resulta interesante comprobar en nuestra
experimentación qué tipo de comportamiento se ajusta mejor a lo que espera un
usuario real.

En nuestra experimentación empleamos una aplicación Android, que es una
variación de la aplicación Refer4Learning que hemos presentado, en la que se pro-
ponía a los sujetos que identificasen un objeto determinado en distintas escenas,
es decir, empleamos un juego referencial con el que llevar a cabo nuestros experi-
mentos y extraer información de los resultados de cada sujeto en los mismos. En
concreto, para cada escena y sujeto medimos dos variables distintas: el tiempo que
el sujeto tarda en responder (tiempo de respuesta) y si ha escogido el objeto correc-
to (tasa de acierto), que son las variables que se consideran en la experimentación
de [88]. A través de este experimento extraemos información relativa a dos cuestio-
nes distintas:

1. Ver el impacto de distintos factores en el éxito referencial de la expresión de
referencia empleada, como puede ser el tipo de propiedad empleado en la
misma.

2. Comprobar en qué grado cada una de las medidas de especificidad de la Ta-
bla 6.1 es capaz de predecir el tiempo que le llevará al usuario identificar el
objeto y si el usuario acertará o no, es decir, queremos ver la correlación entre
lasmedidas de especificidad y las dos variables quemedimos en el experimen-
to.

En cada ejercicio presentamos al sujeto una escena con cinco elementos, uno
de los cuales es el objeto a identificar, a través de la expresión de referencia que
presentamos al sujeto acompañando a la escena. En esta expresión de referencia se
emplea una de las siguientes cuatro propiedades para identificar el objeto: el color;
el tamaño medido en términos absolutos en tres intervalos de tamaño distintos;
correspondientes a los tamaños grande, pequeño y mediano; la posición vertical
absoluta del objeto y la horizontal. Además, para cada una de estas propiedades se
consideran cinco niveles en los que el objeto presenta dicha propiedad, según la
propiedad puede aplicarse en mayor o menor grado al objeto.
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Un último factor adicional que consideramos es la presencia en la escena o no
de un distractor similar al objetivo en la propiedad escogida para el objeto. Esto nos
da un total de 4 × 5 × 2 = 40 posibles combinaciones de factores para construir la
escena. Así, de cara a realizar el estudio que detallaremos a continuación se realizó
un diseño experimental adecuado para ello, poniendo especial atención en las pro-
piedades de dicho experimento de cara a extraer conclusiones significativas de los
experimentos.

A cada sujeto se le presentaron un total de 40 escenas distintas, cada una de
las cuales se corresponde con una de las posibles combinaciones de factores que
acabamos de ver. Para una misma escena, con unas figuras determinadas, de unos
colores y tamaños determinados, podemos considerar una combinación determi-
nada de factores; podemos tener la misma escena en la que un objeto sea rojo con
grado máximo o tenga un grado menor de rojo, por ejemplo. Así, estas combinacio-
nes se rotan para cada sujeto empleando un cuadrado latino, de modo que distintos
sujetos vean la misma escena bajo distintas combinaciones de factores, o lo que es
lo mismo, se considere la misma combinación de factores con escenas distintas.

De este modo, con este diseño intra-sujetos, es decir, un diseño en el que todos
los sujetos son expuestos a todas las posibles condiciones del experimento, y en el
que además presentamos para cada combinación de factores una escena distinta
a cada sujeto, nos aseguramos que el efecto de una determinada combinación de
factores sea independiente de la escena en la que se emplea.

Para llevar a cabo esta experimentación empleamos una adaptación de la apli-
cación Android que hemos presentado en la sección anterior, de modo que nos
sirviese para llevar a cabo los experimentos con adultos que deseamos realizar. En
la Figura 6.5 encontramos una captura de un ejemplo de escena empleada en estos
experimentos. En cada experimentomostramos una escena con 5 elementos acom-
pañada por una expresión de referencia que indica al sujeto qué objeto debe tocar,
tanto por voz como por texto. Además, en la parte inferior de la pantalla se mues-
tran una serie de objetos que sirven de referencia para las tres categorías de tamaño
que consideramos.

6.2.1 resultados de la experimentación

En primer lugar podemos estudiar el impacto de distintos factores en el tiem-
po de respuesta y la tasa de acierto. Podemos comparar, para cada combinación de
factores considerada, cómo varía el número de aciertos de los sujetos. Estos resul-
tados se muestran en la Figura 6.6. Podemos ver cómo el grado en el que el objetivo
presenta la propiedad y la presencia de un distractor similar tienen influencia en el
éxito de la tarea. Y en concreto, el tiempo requerido para identificar un objeto por
su tamaño disminuye a medida que el objeto presenta el tamaño indicado en ma-
yor grado. Por otro lado, cuando hay un distractor similar y se emplea el color para
identificar el objeto, el acierto de los sujetos disminuye a medida que el objeto, y
por tanto también el distractor similar, presentan dicho color en mayor grado. Esto
es lógico, puesto que cuando un objeto presenta, por ejemplo, el color rojo en un
grado bajo, su distractor lo presentará en un grado aún menor, y por tanto quizás
tenga un color claramente anaranjado, que el usuario identificará como naranja.
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Figura 6.5: Ejemplo de ejercicio propuesto al sujeto en nuestra experimentación.
Vemos la escena concreta del ejercicio sobre fondo blanco, la expresión de referen-
cia relativa al ejercicio y, sobre fondo gris, los objetos que son referencia de las tres
categorías de tamaño que se consideran. También puede verse un botón con el que
el sujeto puede reproducir nuevamente la locución que lee la expresión de referen-
cia indicada.
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Sin embargo, cuando este grado aumenta, ambos objetos tendrá un color rojizo, y
por tanto el usuario tendrá mayores dificultades para identificar el objeto correcto,
al no poder descartar tan fácilmente al distractor.

(a) Tasa de acierto.

(b) Tiempo de respuesta.

Figura 6.6: Tasa de acierto y tiempo de respuesta de los sujetos, para cada posible
combinación de propiedad, grado y presencia o no de un distractor similar. Leyen-
da: C (color), H (posición horizontal), S (tamaño) y V (posición vertical).

En la Figura 6.7 podemos ver cómo, en general, la presencia de un distractor
similar disminuye la tasa de acierto de los sujetos y aumenta el tiempo que toman
para responder a los ejercicios. Del mismo modo, podemos observar que cuando
no hay un distractor similar en la escena, y por tanto la dificultad para identificar
el objeto depende únicamente de cómo de clara sea la propiedad empleada para
ese objeto, el tiempo de respuesta disminuye cuando el grado en el que el objeto
presenta la propiedad es mayor.
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(a) Tasa de acierto.

(b) Tiempo de respuesta.

Figura 6.7: Tiempo de respuesta de los sujetos para cada posible grado y presen-
cia o no de un distractor similar, agrupando todos los resultados para las distintas
propiedades que podemos emplear. Leyenda: C (color), H (posición horizontal), S
(tamaño) y V (posición vertical).
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A continuación vamos a realizar un análisis por separado para cada una de las
dos variables que medimos, el tiempo de respuesta y la tasa de acierto. En este aná-
lisis empleamos un modelo jerárquico mixto con el que estudiar el efecto de los
distintos factores que variamos de una escena a otra. En primer lugar construimos
unmodelo por separado para cada uno de los factores que consideramos, y los com-
paramos por medio de tres medidas distintas con un modelo base nulo: el criterio
de información Bayesiano (cib), la verosimilitud logarítmica (ll, por sus siglas en
inglés) y el estadístico 𝜒2.

modelo cib ll 𝜒2

base 546.74 -263.27
similitud 502.31 -237.69 51.159∗∗∗
grado 550.34 -261.7 3.134∗
propiedad 552.88 -262.97 0.5939

(a) Tasa de acierto.

modelo bic ll 𝜒2

base 16019 −7996.1
similitud 16003 −7984.5 23.313∗∗∗
grado 16020 −7993.4 5.4181∗∗
propiedad 16024 −7995 2.2904

(b) Tiempo de respuesta.

Tabla 6.2: Comparación demodelos simples para analizar el impacto de los distintos
factores sobre las variables de tasa de acierto y tiempo de respuesta. Leyenda: ∗∗∗
el nivel de significación es 𝑝 < 0.001, ∗∗ el nivel de significación es 𝑝 < 0.05, ∗
significación marginal con 𝑝 ≥ 0.05.

La Tabla 6.2 resume los resultados de estas comparaciones con el modelo nulo,
tanto para la tasa de acierto, como para el tiempo de respuesta. Y puede verse que,
si no tenemos en cuenta ningún otro factor y los consideramos como independien-
tes, es la presencia o no de un distractor similar el factor que mayor efecto tiene, ya
que este es el modelo más explicativo (el que considera la similitud únicamente).
Por otro lado, el grado en el que el objeto presenta la propiedad tiene mayor impor-
tancia para el tiempo de respuesta que para la tasa de acierto del sujeto. Por último,
vemos que el tipo de propiedad empleada, por sí solo, no parece tener ningún tipo
de influencia en las variables que se consideran.

Ahora podemos pasar a considerar modelos más complejos, en los que anali-
cemos la influencia de unos factores sobre otros, viendo así cómo interactúan las
distintas combinaciones de factores que podemos tener sobre las variables que con-
sideramos. A partir de los resultados quemostramos en la Tabla 6.3, tenemos que la
presencia de un distractor similar tiene efecto, pero depende también del grado en
el que el objeto a identificar presenta la propiedad. También podemos ver que el tipo
de propiedad que empleamos tiene efectos en las dos variables que consideramos.

Ahora vamos a pasar al estudio que más nos interesa teniendo en cuenta los
desarrollos teóricos que hemos planteado en el Capítulo 3, y es el estudio de la ade-
cuación de distintas medidas de calidad para un sistema particular de generación
de expresiones de referencia.

Para poder elegir, de entre todas estas medidas de especificidad, cuál es mejor
para nuestros propósitos podemos realizar un estudio como los que mostramos en
las Tablas 6.4 y 6.5. Así, en el caso de la tasa de acierto, dividimos los experimentos
realizados por los sujetos según hayan acertado o no. Después, obtenemos la media
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factores fijados estimación error estándar 𝑧-valor
base 2.88 0.45 6.39∗∗∗
S 0.07 0.74 0.09
G 0.07 0.13 0.53
P −0.66 0.33 −2.01∗
S × G −0.73 0.26 −2.77∗∗
S × P −0.42 0.66 −0.64
G × P 0.18 0.12 1.58
S × G × P 0.29 0.23 1.26

(a) Tasa de acierto.

factores fijados estimación error estándar 𝑡-valor
base 3620.53 329.01 11∗∗∗
S 119.29 508.24 0.24
G −182.07 76.62 −2.38∗
P 585.02 232.54 2.52∗
S × G 314.26 153.24 2.05∗
S × P 102.32 454.59 0.23
G × P −142.17 69.58 −2.04∗
S × G × P −125.16 137.06 −0.91

(b) Tiempo de respuesta.

Tabla 6.3: Comparación de modelos combinados en los que analizamos la influen-
cia de unos factores sobre otros. Leyenda: S (similitud), G (grado) y P (propiedad).
En las primera filas aparecen losmodelos donde se consideran los factores de forma
individual. En las siguientes cadamodelo representa la combinación de los factores
que aparecen. Por ejemplo, el modelo S × P es el modelo que combina la presen-
cia de un distractor similar con el tipo de la propiedad empleada. ∗∗∗ el nivel de
significación es 𝑝 < 0.001, ∗∗ el nivel de significación es 𝑝 < 0.01, ∗ el nivel de
significación es 𝑝 < 0.05.
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del valor asignado por cada medida para cada uno de los conjuntos de experimen-
tos, y vemos la diferencia entre ambos valores. Por lo tanto, cuanto mayor sea esta
diferencia (Tabla 6.4) mejor será la media para predecir la tasa de acierto.

̄𝑋corr ̄𝑋incorr ̄𝑋corr − ̄𝑋incorr
𝑚1 0.418 0.238 0.180
𝑚2 0.756 0.476 0.280
𝑚3 0.293 0.161 0.132
𝑚4 0.418 0.238 0.180
𝑚5 0.455 0.301 0.154
𝑚6 0.824 0.588 0.235
𝑚7 0.493 0.360 0.134
𝑚8 0.890 0.689 0.201

Tabla 6.4: Valor medio de especificidad de cada medida para aquellas escenas en la
que el sujeto ha acertado, ̄𝑋corr, y para aquellas en las que ha fallado ̄𝑋incorr.

En el caso del tiempo de respuesta calculamos dos coeficientes de correlación
entre el valor devuelto por cada medida y el tiempo de respuesta del sujeto en el ex-
perimento. En este caso los resultados no son concluyentes, probablemente debido
a la naturaleza de los datos que consideramos.

𝑟 de Pearson 𝜌 de Spearman
𝑚1 −0.184 −0.258
𝑚2 −0.117 −0.202
𝑚3 −0.159 −0.239
𝑚4 −0.184 −0.258
𝑚5 −0.181 −0.293
𝑚6 −0.107 −0.202
𝑚7 −0.172 −0.265
𝑚8 −0.091 −0.163

Tabla 6.5: Coeficientes de correlación entre el tiempo de respuesta y el valor de
distintas medidas de especificidad sobre la escena.

Como hemos podido ver, a partir de un juego referencial podemos obtener una
gran cantidad de información relevante para el problema central de esta tesis doc-
toral, la Generación de Expresiones de Referencia. A continuación pasamos a ver
una propuesta preliminar para el modelado de propiedades contextuales en siste-
mas como los que hemos visto en estas secciones.
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6.3 modelado de propiedades contextuales

En la comunidad de la Lingüística Computacional hay cierto debate sobre el uso
de la Teoría de Conjuntos Difusos como herramienta adecuada para elmodelado de
términos lingüísticos. En concreto, quienes no consideran que este mecanismo sea
apropiado para este fin indican que resulta muy complejo el definir las funciones
de membresía que modelan cada uno de los términos lingüísticos a utilizar en el
sistema. Y además, el hecho de que las operaciones entre conjuntos difusos puedan
definirse de infinitas formas distintas, hace que se encuentren dificultades a la hora
de emplear la Teoría de Conjuntos Difusos para esta área.

En esta sección vamos a presentar una propuesta para el modelado automático
de propiedades contextuales. Mostrando así cómo realmente la Teoría de Conjun-
tos Difusos nos permite trabajar de una forma adecuada con términos lingüísticos,
permitiéndonos modelarlos con una semántica correcta y de un modo automático.
También mostramos que el uso de juegos referenciales puede ayudar en el desa-
rrollo y validación de propuestas para la resolución del problema de Anclaje de
Símbolos mediante el uso de la Teoría de Conjuntos Difusos.

En lo que sigue nos vamos a centrar en el modelado de una de las propiedades
contextuales más usuales que podemos encontrar en nuestro día a día, el tamaño.
Ahora bien, nos gustaría señalar que la propuesta que vamos a presentar a conti-
nuación se puede emplear para todas aquellas propiedades que tengan una natu-
raleza similar al tamaño, como pueden ser la altura o la rapidez. En definitiva, la
siguiente propuesta es adecuada para aquellas propiedades que permitan ordenar
de algún modo los objetos, según algún valor que esté asociado con esta propiedad,
como pueden ser los metros por segundo que puede alcanzar un corredor para ser
etiquetado como rápido o lento.

En nuestro caso, vamos a modelar este tipo de propiedades por medio de con-
juntos difusos, con lo que haremos uso de las herramientas propias de la Teoría de
Conjuntos Difusos para definir las funciones de membresía que asignan una eti-
queta lingüística determinada a un objeto, según las características que presente.
Hemos de tener en cuenta que, a diferencia de propiedades como el color o la posi-
ción relativa de los objetos (que podrían ser modeladas sin dependencia del univer-
so de discurso en el que estemos trabajando, mediante un conjunto de funciones
de membresía o particiones difusas como las que hemos visto para el color o el ta-
maño de los objetos) las propiedades contextuales deben ser modeladas teniendo
en cuenta la información contenida en el universo de discurso sobre el que se estén
considerando.

A modo de ejemplo, para poner de manifiesto que el tamaño es una propiedad
contextual, podemos considerar los dos universos de discurso presentes en la Fi-
gura 6.8. Como vemos, en la Figura 6.8a el objeto 𝐵 podría ser descrito como «el
círculo grande», ya que es el círculo de mayor tamaño en la escena. En cambio, en
el universo de la Figura 6.8b, aparece un nuevo objeto 𝐶 con un tamañomayor que
el de 𝐵, por tanto la expresión de referencia «el círculo grande» no puede aplicarse
al objeto 𝐵 puesto que en este caso señalará al objeto 𝐶 de forma unívoca. Así, sería
más apropiado describir el objeto 𝐵 como «el objeto mediano».

A continuación, vamos a presentar una propuesta preliminar para asignar eti-
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𝐵

𝐴

(a) Universo en el que el objeto 𝐵 es el ob-
jeto más grande.

𝐵

𝐴

𝐶

(b) Universo en el que aparece un objeto
de mayor tamaño que 𝐵.

Figura 6.8: Universos de discurso donde se pone de manifiesto cómo el tamaño es
una propiedad contextual.

quetas lingüísticas a los objetos de un universo de discurso determinado según su
tamaño, teniendo en cuenta el resto de objetos en la escena. En este caso se consi-
dera un conjunto de 3 posibles etiquetas lingüísticas (pequeño,mediano y grande).
Por lo tanto se han de definir tres conjuntos difusos, donde la membresía a cada
uno de los cuales indica en qué grado una etiqueta es adecuada para describir a un
objeto determinado.

Como hemos dicho, nuestra propuesta se basa en que la propiedad que conside-
remos, en este caso el tamaño, nos permita definir un orden entre los objetos o una
comparación entre ellos. De este modo, nuestra propuesta se basa en la similitud
entre los objetos en dicha propiedad para establecer estos conjuntos difusos, que
modelarán las distintas etiquetas lingüísticas que consideremos.

Partimos entonces del conjunto de tamaños de los objetos, que será un conjunto
𝑆 ≔ {𝑠1,… , 𝑠𝑛}, con 𝑛 ≥ 2, y de modo que estos elementos estén ordenados en
orden decreciente: 0 < 𝑠1 < 𝑠2 < ⋯ < 𝑠𝑛. Puede haber objetos que tengan el
mismo tamaño, con lo que simplemente se les asignará la misma etiqueta. A partir
de este conjunto de tamaños, nosotros queremos definir tres conjuntos difusos en
ℱ(𝑆) quemodelen las tres etiquetas lingüísticas quemanejamos. Así, tendremos los
conjuntos pequeño,mediano y grande, e imponemos las siguientes restricciones:

· pequeño(𝑠1) = 1 = grande(𝑠𝑛).

· pequeño(𝑠𝑛) = 0 = grande(𝑠1).

· En el caso en el que 𝑛 > 2, entonces también podemos definir los represen-
tantes del conjuntomediano. De modo que, si 𝑛 es impar, tendremos que este
representante es 𝑠(𝑛 + 1)/2, mientras que si 𝑛 es par, entonces tendremos dos re-
presentantes para esta clase, que serán 𝑠𝑛/2 y 𝑠(𝑛/2)+1.

Una vez hemos establecido cuáles serán los representantes cada una de las ca-
tegorías de objetos o de cada una de las etiquetas lingüísticas que consideramos,
vamos a definir la función de membresía de cada uno de estos conjuntos difusos.
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En concreto, esta pertenencia a cada uno de los conjuntos será proporcional a la dis-
tancia entre el tamaño del objeto y el tamaño o tamaños de los representantes de
cada categoría; cuanto más similar sea el tamaño del objeto al tamaño representa-
tivo de la clase correspondiente, más adecuado será asignar a ese objeto la etiqueta
correspondiente. Esta asignación de grados la realizaremos mediante un proceso
de agrupamiento difuso, siguiendo una idea similar a la planteada en [161]. Para
realizar este agrupamiento consideramos la siguiente relación de similitud difusa
entre objetos, donde 𝑑𝑚 es la distancia a partir de la cual juzgamos que el parecido
entre los objetos es nulo.

𝑅(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≔ máx (1 −
𝑑(𝑠𝑖, 𝑠𝑗)
𝑑𝑚

, 0) (6.3)

Una vez hemos obtenido los valores de esta relación de similitud entre obje-
tos, pasamos a realizar un proceso de agrupamiento difuso que se puede describir
resumidamente como sigue:

1. Obtenemos los 𝛼-cortes de la relación de similitud anterior, que denotaremos
por 𝑅𝛼.

2. Obtenemos el conjunto de cliquesmaximales en cada𝑅𝛼; es decir, realizamos
un agrupamiento en cada nivel.

A partir de este agrupamiento por niveles definimos las funciones demembresía
como sigue, donde𝐶pequeño

𝛼 ,𝐶mediano
𝛼 y𝐶grande

𝛼 , se corresponden con los conjuntos de
objetos en cada nivel que están en alguno de los clústeres en los que está también
el representante o representantes de la clase correspondiente.

pequeño(𝑠𝑖) ≔ ∑
𝛼𝑘 | 𝑠𝑖∈𝐶

pequeño
𝛼𝑘

(𝛼𝑘 − 𝛼𝑘+1) (6.4)

mediano(𝑠𝑖) ≔ ∑
𝛼𝑘 | 𝑠𝑖∈𝐶mediano𝛼𝑘

(𝛼𝑘 − 𝛼𝑘+1) (6.5)

grande(𝑠𝑖) ≔ ∑
𝛼𝑘 | 𝑠𝑖∈𝐶

grande
𝛼𝑘

(𝛼𝑘 − 𝛼𝑘+1) (6.6)

Veamos un ejemplo de aplicación de esta propuesta.

Ejemplo 6.1:
Consideramos el siguiente conjunto de tamaños de objetos:

𝑆 ≔ {10, 20, 25, 30, 40}.
En este caso los representantes de las tres clases que consideramos son: 𝑠1 = 10

para la clase pequeño, 𝑆5 = 40 para la clase grande y 𝑠3 = 25 para la clasemediano. Y
consideramos 𝑑𝑚 = 15. Como el conjunto de distancias entre los distintos tamaños
es {0, 5, 10, 15, 20, 30}, aplicando lamedida de similitud de la Ecuación 6.3, tenemos
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que el conjunto de niveles a considerar, el conjunto de distintos valores que toma la
relación de similitud entre objetos, es Λ = {1.0, 0.66, 0.33}. Para cada uno de estos
niveles tenemos los siguientes clústeres.

𝛼𝑘 𝐶pequeño
𝛼𝑘 𝐶mediano

𝛼𝑘 𝐶grande
𝛼𝑘

1.0 {10} {25} {40}
0.66 {10} {20, 25, 30} {40}
0.33 {10, 20} {20, 25, 30} {30, 40}

Y a partir de estos clústeres definimos los siguientes conjuntos difusos.

pequeño = 1.0/10 + 0.33/20
mediano = 0.66/20 + 1.0/25 + 0.66/30
grande = 0.33/30 + 1.0/40

De este modo, teniendo en cuenta la información del universo de discurso, po-
demos ver en qué grado podemos asignar a cada uno de los objetos en este universo
la etiqueta lingüística correspondiente.

Así, hemos visto un modo de modelar etiquetas lingüísticas relativas a propie-
dades contextuales, teniendo en cuenta la información del universo de discurso en
el que estemos trabajando. Existen diversas propuestas para el modelado de térmi-
nos lingüísticos en la literatura: así en [161] las etiquetas lingüísticas se asignan
empleando el proceso de c-medias difuso, en [39] se emplean un procedimiento de
gradiente descendente para ajustar los parámetros de las funciones de membresía,
y en los trabajos de [106, 193] se emplean algoritmo genéticos con este propósito.
Nuestra propuesta es una propuesta preliminar para el modelado de propiedades
contextuales de forma automática y seguiremos profundizando en ella.

También cabe señalar que, a través de un juego referencial como el que hemos
presentado en las secciones anteriores, podríamos validar el modelado que haya-
mos realizado en nuestro sistema, por ejemplo para el tamaño. Para ello, podríamos
diseñar un experimento en el que comprobemos si las expresiones de referencia que
generemos, incluyendo etiquetas lingüísticas relativas al tamaño a través de nues-
tro modelado, hacen que el usuario identifique el objeto correcto y que lo haga en
poco tiempo.

A continuación vamos a ver cómo podemos combinar estrategias clásicas de
la Generación de Expresiones de Referencia, como las que hemos podido ver en
capítulos anteriores, con técnicas avanzadas de Aprendizaje Profundo.

6.4 un ejemplo de aplicación en visión por computador

Los resultados teóricos y algorítmicos que hemos presentado en los capítulos
anteriores para tratar el problema de Generación de Expresiones de Referencia a
través del Análisis de Conceptos Formales, parten del contexto formal que repre-
senta la información del universo de discurso en el que estamos trabajando. Estas
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propuestas son, por lo tanto, completamente independientes de la técnica o proce-
so mediante el cual se obtenga dicho contexto formal. Podemos decir que nuestros
desarrollos son agnósticos del método de obtección del contexto formal que se em-
plee. Por lo tanto, cualquier técnica o avance en esta tarea, que nos permita extraer
esta información de un universo de discurso, podrá emplearse en combinación con
nuestros desarrollos de los Capítulos 4 y 5. En concreto, en esta sección presenta-
mos un trabajo en colaboración con un equipo de investigación experto en el campo
de la Visión por Computador. Así, en este estudio analizamos la combinación de
nuestros desarrollos teóricos, que hemos ido presentando en los capítulos anterio-
res, con los avances en el campo de la Visión por Computador realizados por este
grupo. Por tanto, aquí pasamos de estudios más téoricos o experimentaciones de la-
boratorio a analizar la utilidad de nuestras propuestas en un sistema de Inteligencia
Artificial avanzada.

Si, dentro del campo de la Generación de Lenguaje Natural, pensamos en un
sistema automático de descripción de imágenes, es claro que necesitamos dotar a
nuestro sistema de los mecanismos necesarios para detectar los distintos objetos
o elementos de la escena, y para extraer las propiedades que presenta cada uno
de ellos, como puede ser determinar la categoría a la que pertenecen o su color
dominante.

Como sabemos, una aplicación típica de las técnicas de Aprendizaje Profundo
es la de categorizar imágenes de objetos en distintas categorías, como puede ser
determinar si en una imagen aparece un gato o un edificio. Por tanto, el uso del
Aprendizaje Profundo en este tipo de sistemas de descripción de imágenes o, más
en general, de sistemas de Generación de Lenguaje Natural, resulta de especial in-
terés [160]. Aunque en la literatura podemos encontrar propuestas [133, 135] que
emplean técnicas de Aprendizaje Profundo, tanto en esta fase de extracción de ca-
racterísticas, como en la fase de generación de expresiones de referencia, nosotros
proponemos una combinación de estas técnicas junto a los desarrollos teóricos que
hemos visto en los capítulos anteriores.

Podemos pensar en el universo de discurso que encontramos en la Figura 6.9.
En él encontramos distintos objetos de muy diversos tipos, con distintos colores y
en distintas posiciones. Un sistema de descripción automática de imágenes debería
ser capaz de identificar cada uno de los objetos en la escena de forma automática,
y determinar qué tipo de objeto es y extraer las características que posee. En este
ejemplo nos vamos a centrar en el color y la posición que ocupa el objeto, en relación
con el resto de objetos en la escena.

Para poder realizar esta tarea de identificación de objetos o segmentación, los ex-
pertos del grupo de investigación con el que hemos colaborado emplean unmodelo
de Aprendizaje Profundo que se encarga de proponer regiones de píxeles de inte-
rés en la escena, aquellas que se corresponderían con objetos de la imagen, y que
luego categorice dichas regiones, como puede ser un modelo Mask-RCNN [104].
Para la escena de la Figura 6.9, a partir de un modelo Mask-RCNN entrenado ade-
cuadamente por estos investigadores para el tipo de escena que estamos intentando
segmentar, obtenemos la segmentación que mostramos en la Figura 6.10.

Una vez se han identificado los objetos de la escena con su región de píxeles
correspondiente, estos investigadores logran extraer, a partir de esta región, infor-
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Figura 6.9: Ejemplo de universo de discurso donde existen diversos objetos de dis-
tintos tipos y colores.

Figura 6.10: Segmentación del universo de la Figura 6.9, donde semuestra cada uno
de los objetos detectados por la red neuronal empleada, así como la categoría que
se le asigna a cada uno de ellos, con un porcentaje que expresa la seguridad con la
que la red asigna esa etiqueta al objeto.
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mación sobre cada objeto, como el color dominante en la región [34, 35].
Por otro lado, podemos considerar la posición relativa de los objetos en la escena

en base a la posición relativa de los centroides de sus correspondientes regiones de
píxeles. Podemos definir una partición difusa en el intervalo [0, 2𝜋], para modelar
distintas etiquetas lingüísticas para hacer referencia a la posición relativa de dos
objetos según el ángulo que forman sus centroides.

A partir del proceso de segmentación y categorización conseguido a través de
unmodeloMask-RCNN [104], así como de la información extraída a partir de estas
regiones de interés, podemos obtener de forma automática la información relativa
al universo de discurso de la Figura 6.9 a través de técnicas como las que hemos
presentado en capítulos anteriores. En la Tabla 6.6 tenemos la información relativa
a la categoría y el color del objeto.

S1 (tijeras,1), (gris,1), (naranja,1)
B1 (banana,1), (oliva, 0.32), (amarillo, 0.73)
BK1 (libro, 0.97), (oliva, 0.59), (gris,1)
K1 (teclado,1), (negro,1)
B2 (banana,1), (oliva, 0.22), (amarillo, 0.78)
M1 (ratón, 0.99), (gris,1)
M2 (ratón,1), (blanco,1)
S2 (tijeras,1), (gris,1)
T1 (cepillo de dientes, 0.96), (blanco,1), (naranja, 0.99)
T2 (cepillo de dientes, 0.99), (verde, 0.84), (blanco,1)

Tabla 6.6: Propiedades individuales de cada uno de los objetos de la Figura 6.9.

Del mismo modo, podemos extraer de forma automática la información sobre
la posición relativa de cada objeto a partir de los centroides de sus regiones de in-
terés, como hemos explicado anteriormente. En la Tabla 6.7 tenemos en qué grado
cada objeto está a la izquierda del resto de objetos de la escena, y lo mismo para la
relación «encima de» en la Tabla 6.8. No mostramos la información relativa a las
otras dos relaciones espaciales que consideramos, puesto que son simétricas a estas
otras dos.

Teniendo en cuenta esta información, podemos extraer, empleando los resulta-
dos teóricos y algorítmicos que hemos visto en las Secciones 4.2 y 5.3, las siguientes
expresiones de referencia para el objeto M1 de la Figura 6.9, entre otras. Para cada
una de estas expresiones de referencia mostramos su éxito referencial relativo al
objeto M1, obtenido con la medida definida en la Ecuación 3.6.

· «El ratón gris.» (0.98)

· «El ratón gris que está a la izquierda de unas tijeras.» (0.98)

· «El ratón gris que está debajo de una banana.» (0.98)

· «El ratón gris que está a la derecha de un libro.» (0.94)



186

S1 B1 BK1 K1 B2 M1 M2 S2 T1 T2
S1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
B1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BK1 1 0.92 0 0 0 0 0 0 0
K1 0.75 1 0 0 0 0 0 0 0
B2 1 1 1 0.56 0 0 0 0 0
M1 1 1 1 0.88 0 0 0 0 0
M2 1 1 0.80 1 0.05 0.10 0 0 0
S2 1 1 1 0.96 1 1 0.05 0 0
T1 1 1 0.87 1 0.36 0.51 1 0 0
T2 1 1 0.95 1 0.55 0.73 1 0.19 1

Tabla 6.7: Grados de cumplimiento de la relación espacial «a la izquierda» entre los
objetos de la Figura 6.9.

S1 B1 BK1 K1 B2 M1 M2 S2 T1 T2
S1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
B1 1 0.07 0 0 0 0 0 0 0
BK1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
K1 0.24 0 1 0.43 0.11 0 0.03 0 0
B2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
M2 0 0 0.19 0 0.94 0.89 0.94 0 0
S2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T1 0 0 0.12 0 0.63 0.48 0 1 0
T2 0 0 0.04 0 0.44 0.26 0 0.80 0

Tabla 6.8: Grados de cumplimiento de la relación espacial «encima de» entre los
objetos de la Figura 6.9.
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· «El ratón que está a la izquierda de unas tijeras.» (0.93)

· «El ratón que está a la izquierda de unas tijeras grises.» (0.93)

· «El ratón que está encima de otro ratón.» (0.79)

· «El ratón que está encima de un ratón blanco.» (0.79)

· «El ratón gris que está encima de otro ratón.» (0.79)

· «El ratón gris que está a la derecha de un teclado.» (0.79)

Por lo tanto aquí hemos visto cómo el uso de técnicas de generación automática
de expresiones de referencia puede utilizarse, junto con técnicas de análisis y seg-
mentación, como las basadas en Aprendizaje Profundo vista en este experimento,
para etiquetar y describir de forma efectiva imágenes reales. Permitiéndonos desa-
rrollar así un sistema de descripción automática de imágenes gracias, por ejemplo,
a las herramientas que aporta el Análisis de Conceptos Formales al campo de la
Generación de Expresiones de Referencia.

Desde nuestro punto de vista, esto ofrece ventajas sobre las propuestas que em-
plean únicamente Aprendizaje Profundo:

· Podemos aprovechar los algoritmos usuales que encontramos en la literatura
para el problema de Generación de Expresiones de Referencia. Además, es-
tos algoritmos pueden presentar una serie de parámetros, como por ejemplo
la lista ordenada de propiedades en el Algoritmo Incremental, que permiten
modelar las preferencias del usuario de una forma sencilla. Si quisiéramos
cambiar el funcionamiento de un algoritmo para que se adaptase a cada usua-
rio en el caso del Aprendizaje Profundo, necesitaríamos volver a entrenar la
red o redes neuronales que se empleen en el proceso para poder reflejar estas
preferencias de usuario.

· Las redes neuronales que empleemos ennuestra propuesta seránmás simples
o harán frente a una tarea mucho más sencilla que la que puede ser generar
lenguaje natural. En consecuencia, el conjunto de datos de entrenamiento
que necesitaremos será menor. Si quisiéramos generar expresiones de refe-
rencia empleando una red neuronal, tendríamos que emplear un corpus de
expresiones de referencia generado por el usuario o por un experto, lo que
sería un conjunto de entrenamiento no solo más complejo, sino tambiénmás
complicado y costoso de obtener.

· Como hemos visto en la Sección 2.2, existen diversas extensiones del proble-
ma de Generación de Expresiones de Referencia. Gracias a nuestra propues-
ta, podríamos reutilizar los algoritmos existentes en la literatura para resolver
estos nuevos problemas, como por ejemplo el uso de propiedades colectivas
u otros operadores lógicos. Sin embargo, necesitaríamos volver a entrenar,
cuando no volver a diseñar, la red neuronal de nuestro sistema para poder
resolver nuevas extensiones del problema de Generación de Expresiones de
Referencia, con los costes de tiempo y desarrollo que esto supondría.
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Con esto finalizamos el repaso a los trabajos de un corte más práctico que se
han realizado durante este trabajo de investigación.

6.5 difusión de resultados

Los resultados que se recogen en este capítulo de la memoria se corresponden
con los trabajos correspondientes a distintas publicaciones que hemos realizado.
En concreto:

1. NicolásMarín, Gustavo Rivas-Gervilla yDaniel Sánchez. «Scene selection for
teaching basic visual concepts in the Refer4Learning app». En: 2017 IEEE
International Conference on Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE). ISSN: 1558-4739.
2017, págs. 1-6

2. Albert Gatt, Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla y Daniel Sánchez. «Spe-
cificity measures and reference». En: Proceedings of the 11th International
Conference on Natural Language Generation. Tilburg University, The Nether-
lands: Association for Computational Linguistics, 2018, págs. 492-502

3. Nicolás Marín, Gustavo Rivas-Gervilla y Daniel Sánchez. «An Approxima-
tion to Context-Aware Size Modeling for Referring Expression Generation».
En: 2018 IEEE InternationalConference onFuzzy Systems (FUZZ-IEEE). 2018,
págs. 1-8

4. JesúsChamorro-Martínez,NicolásMarín,MíriamMengíbar-Rodríguez,Gus-
tavo Rivas-Gervilla y Daniel Sánchez. «Referring expression generation from
images via deep learning object extraction and fuzzy graphs». En: 2021 IEEE
International Conference on Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE). ISSN: 1558-4739.
2021, págs. 1-6

Entrando con algo más de detalle en cada una de estas publicaciones, tenemos
que:

· En [140] presentamos la aplicación Refer4Learning como un sistema de Re-
cuperación de Información a través de medidas de especificidad. Este trabajo
fue presentado en el congreso internacional FUZZ-IEEE 2017.

· Nuestro estudio experimental sobremedidas de especificidad se recoge en [93],
trabajo presentado en el congreso internacional iNLG. Este trabajo se realizó
con la colaboración del Doctor Albert Gatt, referente en el área de la Lin-
güística Computaciones y en el campo de la Generación de Expresiones de
Referencia.

· Nuestra propuesta para el modelado de propiedades contextuales de forma
automática se encuentra en [142]. Este trabajó se presentó en el congreso in-
ternacional FUZZ-IEEE 2020.



189

· Finalmente, la propuesta para desarrollar un sistema de descripción automá-
tica de escenas combinando técnicas propias de laGeneración deExpresiones
de Referencia y del Aprendizaje Profundo se desarrolla en [33], trabajo pre-
sentado en el congreso internacional FUZZ-IEEE 2021. Este trabajo se realizó
en colaboración con un grupo de investigación de la Universidad de Grana-
da experto en el área de la Visión Artificial, en el contexto de un proyecto de
investigación.
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Capítulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se han llevado a cabo aportaciones al problema de la búsqueda de
expresiones de referencia para objetos descritos mediante propiedades graduales,
uno de los problemas más importantes en el ámbito de los sistemas data-to-text.
Nuestras principales aportaciones han sido:

· La propuesta de un nuevo marco formal, basado en el Análisis de Concep-
tos Formales, para determinar los conjuntos de objetos referibles en el con-
texto bajo análisis, en base a propiedades crisp, así como la caracterización
del conjunto completo de expresiones de referencia para cada conjunto de
objetos en base a las propiedades consideradas. Hemos podido comprobar
que el marco propuesto proporciona capacidades que no presenta de forma
conjunta ninguno de los marcos formales propuestos en la literatura. Asimis-
mo, hemos comprobado que es posible extender la capacidad expresiva de las
expresiones de referencia desde conjunciones de propiedades simples hasta
incluir propiedades relacionales, contextuales y colectivas, así como expre-
siones booleanas.

· Una propuesta novedosa de extensión del Análisis de Conceptos Formales al
ámbito gradualmediante el uso de la Teoría de Representaciones por Niveles.
El uso de esta teoría nos ha permitido beneficiarnos de dos de sus grandes
virtudes: proporcionar una extensión natural (y por lo tanto fácil de enten-
der) del Análisis de Conceptos Formales al caso gradual, y la conservación de
todos los resultados y algoritmos del caso crisp (algo que no ocurre con las ex-
tensiones difusas), ya que consiste en la aplicación directa del Análisis crisp
en un conjunto finito de niveles de forma independiente. Esta extensión, que
es general y aplicable a cualquier tipo de problema donde el Análisis Formal
de Conceptos deba considerar gradualidad en el contexto, nos ha permitido
asimismo extender el marco formal mencionado en el primer punto de estas
conclusiones al caso de objetos descritos mediante propiedades graduales.

· Para determinar el éxito referencial de expresiones de referencia con propie-
dades graduales, hemos presentado una definición del concepto de éxito re-
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ferencial gradual basado en un conjunto de axiomas, y hemos propuesto un
amplio conjunto demedidas de éxito referencial, particularmente familias de
medidas basadas en el uso de medidas de especificidad. Adicionalmente, he-
mos llevado a cabo un estudio de las medidas de especificidad, identificando
familias de medidas con distintos comportamientos y usos potenciales en el
problema de la generación de expresiones de referencia con propiedades gra-
duales. En nuestro estudio de la especificidad como concepto de especial re-
levancia a la hora de determinar el éxito referencial, hemos propuesto nuevas
familias demedidas de especificidad obtenidas en base amedidas de semejan-
za entre conjuntos difusos. Cabe destacar que nuestros estudios y resultados
en el ámbito de la especificidad tienen una utilidad potencial que transciende
su uso en el problema de la generación de expresiones de referencia. Final-
mente, hemos estudiado la extensión de las medidas de éxito referencial al
caso en el que la gradualidad representa incertidumbre posibilística en las
propiedades, proporcionandomedidas de necesidad y posibilidad para el éxi-
to referencial de las expresiones generadas.

· El trabajo de propuesta de modelos anterior se ha completado con el desa-
rrollo de un prototipo de prueba de concepto que nos ha permitido mostrar
la utilidad de nuestras propuestas en el ámbito de los juegos referenciales,
un tipo de sistema image-to-text bien conocido en la literatura. El prototipo
está orientado a la enseñanza de conceptos visuales básicos (color, forma, ta-
maño, posición, etc.) en las primeras etapas del sistema educativo, conceptos
cuya gradualidad complica la resolución del problema de anclaje de símbolos
para utilizar con solvencia el lenguaje natural. Hemos utilizado este prototi-
po para realizar algunos experimentos con adultos para analizar la relación
entre distintas propiedades y medidas de calidad con respecto al desempeño
y las preferencias del usuario. Adicionalmente, y fruto de una colaboración
interdisciplinar con investigadores del ámbito del análisis de imágenes y vi-
sión por computador, hemos podido demostrar que nuestros resultados pue-
den integrarse con herramientas actuales de segmentación e identificación de
objetos con propiedades graduales basadas en aprendizaje profundo, lo que
permite automatizar la generación de expresiones de referencia para objetos
en imágenes, con aplicaciones directas en sistemas image-to-text, recupera-
ción de información visual, y sistemas de interacción con imágenes basados
en el diálogo.

Con todo ello, consideramos que hemos alcanzado los objetivos planteados en la
presente tesis doctoral. Queremos asimismo destacar que hemos proporcionado re-
sultados que permiten solventar los dos principales inconvenientes señalados desde
la comunidad de Generación de Lenguaje Natural en relación al uso de la Teoría de
Conjuntos Difusos para la generación de expresiones de referencia con propiedades
graduales:

· En primer lugar, gracias al uso de la Teoría de Representaciones por Nive-
les, no es necesario llevar a cabo una elección de operadores para realizar la
conjunción, disyunción y negación de propiedades, ya que en dicha teoría la
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extensión para el manejo de la gradualidad se realiza de forma única y direc-
ta utilizando como base todos los resultados y algoritmos del caso crisp sin
modificación; además, y contrariamente a lo que ocurre con la Teoría de Con-
juntos Difusos, se conservan todas las propiedades del caso crisp, tales como
la estructura de Álgebra de Boole propia de las operaciones de conjunto.

· En segundo lugar, hemos proporcionadomecanismos para la construcción de
funciones de pertenencia de propiedades graduales visuales sensibles al con-
texto, que pueden extenderse a otros ámbitos. Los juegos referenciales son
una herramienta que puede utilizarse para el desarrollo y validación de pro-
puestas para la obtención semiautomática de la semántica de los términos del
lenguaje.

Nuestro trabajo de investigación, aunque completa en nuestra opinión los objetivos
planteados al inicio del mismo, se encuadra en una línea de investigación reciente
que explora la integración de técnicas y resultados en el ámbito de la Lingüística
Computacional con el uso de herramientas de Computación Flexible. En esta línea,
y como continuación del estudio realizado en la presente tesis, consideramos las
siguientes líneas de trabajo futuro:

· Desarrollo de algoritmos para la extensión de las expresiones de referencia al
caso de propiedades relacionales, contextuales y colectivas, así como expre-
siones booleanas. Como ya hemos visto, la incorporación de dichas propieda-
des aumenta de forma considerable la cardinalidad del conjunto de propie-
dades considerado en el contexto formal lo cual, dado que la eficiencia de los
algoritmos es exponencial en el número de propiedades, puede tener un im-
pacto indeseado en el tiempo de respuesta para problemas de cierto tamaño.
Por tanto, es necesario el desarrollo de heurísticas de exploración del espacio
de expresiones para proporcionar resultados en un tiempo razonable, entre
otras posibilidades.

· En relación también con la eficiencia, la aplicación de nuestra propuesta para
la gestión de la gradualidad mediante la representación por niveles del Aná-
lisis de Conceptos Formales abre el camino para el desarrollo de implemen-
taciones paralelas que aprovechen el hecho de que nuestra propuesta realiza
cálculos en cada nivel de forma independiente del resto.

· Ampliar los resultados al ámbito de la generación de descripciones lingüís-
ticas de datos en sistemas data-to-text. Las expresiones de referencia pueden
utilizarse para construir textos que describan aspectos de interés de conjun-
tos de datos, basados en la identificación de objetos y conjuntos de objetos
relevantes en relación con las preferencias del usuario. Partimos para ello de
la hipótesis de que una descripción lingüística de datos puede obtenerse a
partir de un conjunto de expresiones de referencia que recubra el conjun-
to de datos de interés. Al estudio teórico de estos recubrimientos habrá que
añadir el planteamiento de modelos de calidad para su validación, así como
de heurísticas que permitan el desarrollo de soluciones algorítmicas para su
generación.
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· Analizar el uso de expresiones de referencia para la realización de consulta
flexible y recuperación de información. Dado el poder de identificación de
las expresiones de referencia, estas pueden resultar de gran utilidad en pro-
cesos de resolución de consulta flexible sobre datos, tanto para aumentar la
capacidad expresiva de los lenguajes de consulta como a la hora de mostrar
los resultados de la misma. Asimismo, las expresiones de referencia pueden
enriquecer la indexación de documentos en general en sistemas de recupe-
ración de información, siguiendo la línea de las experiencias realizadas en
esta tesis en relación con el uso de la especificidad para la recuperación de
escenas.

· Por último, atendiendo a las expectativas generadas cuando hemos mostrado
nuestra herramienta a profesionales del ámbito de las Ciencias de la Edu-
cación, nos planteamos llevar a cabo una colaboración multidisciplinar con
investigadores de este área que permita validar en dicho ámbito la utilidad de
Refer4Learning como asistente en los procesos de aprendizaje para la resolu-
ción del problema de anclaje de símbolos en etapas tempranas del desarrollo
cognitivo.

Conclusions

In this thesis, contributions have been made to the problem of referring expres-
sion generation for objects described by gradual properties, one of the most impor-
tant problems in the field of data-to-text systems. Our main contributions are:

· Theproposal of a new formal framework, based on theFormalConceptAnaly-
sis, to determine the sets of referable objects in the context under analysis,
based on crisp properties. Additionally, this formal framework allow us to
characterize the complete set of referring expressions for each set of objects
based on the properties considered. The proposed framework provides capa-
bilities which are not jointly provided by any of the formal frameworks pre-
viously proposed in the literature. At the same time, we have verified that it is
possible to extend the expressive power of referring expressions from simple
property conjunctions to more advanced forms including relational, contex-
tual, and collective properties, as well as Boolean expressions.

· A novel proposal to extend the Formal Concept Analysis to deal with gradua-
lity through the use of the Theory of Representations by Levels. The use of
this theory has allowed us to benefit from some of its great virtues: providing
a natural (and therefore easy to understand) extension of the Formal Con-
cept Analysis to the gradual setting, and keeping the whole set of results and
algorithms of the crisp case (something that does not happen with the fuzzy
extensions available in the literature), since the new proposal consists of the
direct application of the crisp analysis in a finite set of levels independently.
This extension, which is general and applicable to any type of problem whe-
re the Formal Concept Analysis must consider graduality in the context, has
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allowed us also extend the formal framework mentioned in the first point of
these conclusions to the case of objects described by gradual properties.

· In order to determine the referential success of expressions with gradual pro-
perties, we have introduced a definition of the concept of gradual referential
success based on a set of axioms, and we have proposed a broad set of refe-
rential success measures, particularly families of measures based on the use
of specificity measures. Additionally, we have carried out a study of the mea-
sures of specificity, identifying families of measures with different behaviors
and potential uses in the problem of generating referring expressions with
gradual properties. Moreover, in our study of specificity as a concept of spe-
cial relevance when determining referential success, we have proposed new
families of specificity measures on the basis of similarity measures between
fuzzy sets. It should be noted that our studies and results in the realmof speci-
ficity have a potential utility that transcends its use in the problemof referring
expression generation. Finally, we have studied the extension of referential
success measures to the case in which graduality represents possibilistic un-
certainty in the properties, providing measures of necessity and possibility to
assess the referential success of the generated expressions.

· The previously described proposal of models has been completed with the
development of a proof-of-concept prototype that has allowed us to show the
usefulness of our proposals in the field of referential games, a type of image-
to-text systemwell known in the literature. The prototype is aimed at teaching
basic visual concepts (color, shape, size, position, etc.) in the early stages of
the educational system, concepts whose graduality complicates the resolu-
tion of the symbol grounding problem in order to use the natural langua-
ge with solvency. We have used this prototype to perform some experiments
with adults to analyze the relationship between different properties andmea-
sures of quality with respect to performance and user preferences. Additio-
nally, and as a result of an interdisciplinary collaboration with researchers in
the field of image analysis and computer vision, we have been able to show
that our results can integrate with current segmentation and object identi-
fication tools in the presence of gradual properties based on deep learning,
which allows to automate the generation of referring expressions for objects
in images, with direct applications in image-to-text systems, visual informa-
tion retrieval, and dialogue systems for interacting with images.

According to this, we consider that we have achieved the objectives set out in
the present doctoral thesis. We also want to emphasize that we have provided re-
sults that allow to solve the two main inconveniences indicated from the Natural
Language Generation community in relation to the use of the Theory of Fuzzy Sets
for generating referring expressions with gradual properties:

· On the one hand, thanks to the use of the Theory of Representations by Le-
vels, it is not necessary to carry out a setting of operators to carry out the
conjunction, disjunction, and negation of properties, since in the RL theory
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the extension for the handling of graduality is done in a unique and direct
way using as a basis all the results and algorithms of the crisp case without
modification; furthermore, and contrary to what happens with the Theory of
Fuzzy Sets, all properties of the crisp case are preserved, such as the Boolean
Algebra structure of set operations.

· On the second hand, we have providedmechanisms for building context awa-
re membership functions for gradual visual properties, which can be exten-
ded to other areas. The referential games are a tool that can be used for the
development and validation of proposals for the semi-automatic obtaining of
the semantics of the linguistic terms.

Our research work, although it completes in our opinion the objectives raised
at the beginning of the present thesis, is part of a current hip research line that
explores the integration of techniques and results in the field of Computational
Linguistics with the use of Soft Computing tools. In this line, and as a continuation
of the study carried out in this thesis, we consider the following lines of futurework:

· Developing of algorithms for the extension of referring expressions to the case
of relational, contextual, and collective properties, as well as Booleans expres-
sions. As we have already seen, the incorporation of these properties greatly
increases the cardinality of the property set considered in the formal context
which, given that the efficiency of the algorithms is exponential in the num-
ber of properties, can have an undesired impact in response time for problems
of a certain size. Therefore, it is necessary to develop exploration heuristics
for the space of expressions to provide results in a reasonable amount of time,
among other possibilities.

· In relation also to efficiency, the application of our proposal for the manage-
ment of graduality through the representation by levels of the Formal Con-
cept Analysis paves the way for the development of parallel implementations
initiatives that take advantage of the fact that, in our proposal, computations
can be independently carried out at each level.

· Applying our results to the field of generating linguistic descriptions of data
in data-to-text systems. Referring expressions can be used to construct texts
that describe aspects of interest of datasets, based on the identification of re-
levant objects and sets of objects according to user preferences. To do that, we
consider the hypothesis that a linguistic description of data can be obtained
from a set of referring expressions that covers the whole set of data. To the
theoretical study of these coverings, it will be necessary to propose quality
models for their validation, as well as heuristics that allow the development
of algorithmic solutions for its generation.

· Analyzing the use of referring expressions for flexible querying and informa-
tion retrieval. Given the identifying power of referring expressions, these can
be very useful in processes of flexible query resolution, to increase the ex-
pressive power of query languages as well as to improve the displaying of the
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results. Additionally, referring expressions can enrich the indexing of docu-
ments in general in information retrieval systems, following the line of the
experiments carried out in this thesis in relation to the use of specificity for
the retrieval of scenes.

· Finally, taking into account the expectations generated when we have shown
our tool to professionals in the field of Education Sciences, we plan to carry
out amultidisciplinary collaboration with researchers in this area that allows
validating the usefulness of Refer4Learning to assist in symbol grounding
learning processes in early stages of cognitive development.



«El conocimiento científico pertenece a la humanidad»
Alexandra Asánovna Elbakián
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