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Capitulo 1

Introduccion

En estos tltimos anos, la regresion funcional se ha convertido en un campo muy
importante en la investigacion estadistica, cuya aplicacion en diversas areas tales como,
la economia, climatologia, teledeteccion, lingiiistica, oceanografia y medicina, se ha
intensificado con el desarrollo de técnicas computacionales para su implementacion
a partir de datos reales. Varios autores destacan las ventajas del marco de regresion
funcional sobre los enfoques multivariantes discretos (ver, por ejemplo, Cuevas, Febrero
y Fraiman |35]; Marx y Eilers [100]; Ramsay y Silverman [121]). La regresion funcional
surge cuando las respuestas y/o las covariables toman sus valores en un espacio de
dimension infinita, cuyo objetivo es explicar las variaciones o predecir valores de la

respuesta.

En la formulacion del modelo de regresion funcional con respuesta escalar, se consi-
dera un vector aleatorio (X, Y") con valores en el espacio producto Z = H xR, donde H
es un espacio Hilbert separable de dimension infinita. Laloé [89] establece la consisten-
cia débil del estimador propuesto para la funcién de regresion, basado en el método de
los k-vecinos mas proximos. De hecho, esta técnica se aplica en dimension finita sobre el
subespacio generado por las d primeras componentes que aproximan la variable funcio-
nal regresora, tras el truncamiento de su expansion en serie. En este mismo contexto,
Shin y Hsing [132| derivan la razon de convergencia del predictor lineal 6ptimo, basado
en minimos cuadrados. En Febrero-Bande, Galeano y Gonzalez-Manteiga [47] se anali-

za la influencia de las observaciones en el modelo lineal funcional con respuesta escalar,
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y mide sus efectos, en la estimacion y prediccion del modelo, mediante el método de
componentes principales funcionales; proponen tres métodos estadisticos, que son ge-
neralizaciones del modelo lineal funcional y un método basado en bootstrap suavizado
para estimar los cuantiles de las medidas de influencia, que permite senalar las obser-
vaciones que son mas influyentes. Aplican la metodologia de Anélisis de Componentes
Principales Funcionales (FPCA) para lograr un estimador de la pendiente funcional
(ver, por ejemplo Cardot y Sarda [26]; Imaizumi y Kato [76]). En Gonzélez-Manteiga
y Martinez-Calvo [61] proponen el procedimiento Bootstrap para obtener intervalos de
confianza del operador de regresion en el modelo lineal funcional y analizan las propie-
dades asintoticas (ver también, Khademnoe, Mohammad y Hosseini-Nasab [82]). En
Febrero-Bande, Galeano y Gonzélez-Manteiga [48] desarrollan una descripcion general
del modelo de regresion lineal funcional con respuesta escalar, mediante el analisis de
componentes principales funcionales, asi como del modelo de regresion funcional por
minimos cuadrados parciales, en la estimacion de parametros del modelo lineal funcio-
nal con respuesta escalar. Existe una amplia literatura sobre el analisis asintético de
las propiedades de los estimadores de la funcién de regresion, citaremos, entre otros,
los trabajos de Cai y Hall [19]; Cardot et al. [22]; Cardot y Sarda [23]; Hall y Horowitz
|65]; Miiller y Stadmiiller |[111]. Se destacan asimismo las contribuciones de Crambes,
Kneip y Sarda [32] y Wang, Lin y Zhang [136]. Crambes, Kneip y Sarda [32] derivan
un estimador basado en splines de la funcion de regresion, en el modelo de regresion
lineal funcional con respuesta escalar y predictores funcionales. En Wang, Lin y Zhang
[136] proponen una técnica para linealizar la relaciéon entre la respuesta y la variable
explicativa, utilizando splines. En el modelo de regresiéon funcional con respuesta esca-
lar, donde las covariables se observan con un error de medicién en los puntos marcados
por el diseno estadistico, Long 97| deriva un método de estimacion en dos pasos, bajo

ciertas condiciones de regularidad, que es evaluado mediante un estudio de simulacion.

Un enfoque lineal parcial semifuncional para la regresiéon, basado en series tem-
porales no paramétricas, se considera en Aneiros-Pérez y Vieu [6]; [7]. Destacaremos
asimismo en este contexto las referencias de Ferraty y Vieu [50]; Ferraty et al. [53].

En el contexto de métodos de seleccion de variables para la regresion funcional, en



Matsui y Konishi [108] proponen un criterio de seleccion del modelo para elegir los
parametros de regularizacion involucrados en el método de maxima verosimilitud pe-
nalizada, basado en SCAD (Smoothly Clipped Absolute Deviation). En Collazos, Dias
y Zambom [31] proponen un contraste de significacion para la seleccion de covariables,
basado en la expansién ortogonal de las covariables y aplicaciéon de un test de la ra-
zon de verosimilitud, para el modelo de regresiéon con respuesta escalar y covariables
funcionales. Berrendero, Bueno-Larraz y Cuevas [13] presentan un enfoque, basado en
el espacio del niicleo reproductor (RKHS). En Goia y Vieu [59] adoptan un enfoque
semiparamétrico, en un Modelo de Indice Unico Funcional Particionado de dos tér-
minos. Ver también la perspectiva general presentada en Cuevas [36] sobre temas de
relevancia en el analisis de datos funcionales (FDA), que incluyen, entre otros, la de-
finicién y estimacion de los pardmetros de centralidad; y las principales vertientes en
regresion, clasificacion y reduccion de la dimension. En Ahmedou, Marion y Pumo [3]
se define el modelo lineal funcional generalizado con derivada (GFLMD), para predecir
la variable respuesta escalar Y en término de un predictor funcional X y su derivada
X’ mediante un operador monétono no lineal r. De hecho, este modelo GFLMD es
en particular el modelo lineal funcional generalizado (GFLM) que incluye la primera
derivada del predictor X. Adicionalmente, se generaliza a este contexto, la estimacion
mediante minimos cuadrados totales (FTLS), a partir de covariables observadas con
ruido. En Cardot et al. [24] se realiza una estimacion de la funcion pendiente basada
en splines, a partir de la observacion de la respuesta y de las covariables, y, poste-
riormente, se deriva el método FTLS a partir de la observacion de las covariables con
ruido, para realizar una estimacion simultanea de las covariables y la funcién de regre-
sion. En Li y Hsing [92] analizan la tasa de convergencia de la estimacion por minimos
cuadrados penalizados en un modelo de regresion lineal funcional, a partir de observa-
ciones discretas y afectadas por ruido. En Reiss y Ogden [122] se introduce la version
funcional de las técnicas de reducciéon de la dimensién basadas en componentes prin-
cipales (PC) y método de estimaciéon minimo cuadratica parcial (PLS). En Cardot y
Johannes [25] proponen un método de estimacion basado en proyeccion en bases or-
tonormales, que involucran técnicas thresholding, que aseguran la consistencia de los

estimadores de regresion, en el modelo linear funcional con respuesta escalar, bajo un
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conjunto de condiciones mas flexible y amplio. En particular, en el contexto de espacios
de Sobolev y bases trigonométricas se obtiene la razén de convergencia del predictor.
Maronna y Yohai [99] proponen un estimador no paramétrico robusto para el modelo
de regresion lineal funcional. La eficiencia del estimador propuesto se compara con el
estimador de regresion basado en pérdidas Lo y el estimador de regresiéon de minimos
cuadrados parciales robustos. En el contraste de analisis de series funcionales con un
enfoque paramétrico, en Garcia-Portugués, Gonzalez-Manteiga y Febrero-Bande [57]
proponen una prueba estadistica (goodness-of-fit) para el modelo lineal funcional con
respuesta escalar, basado en una version funcional de la prueba estadistica de ajuste,
previamente formulada para modelos de regresion, con covariables vectoriales, basada
en proyecciones aleatorias, en el contexto Gaussiano (ver también Cuesta-Albertos et

al. [34]; Patilea, Sanchez-Sellero y Saumard [116]).

En el contexto de los modelos de regresion funcional con respuesta y covariables
funcionales, Yao, Miiller y Wang [138| adoptan un enfoque basado en el analisis de
componentes principales funcional (FPCA). He et al. [66] obtienen una expansion ca-
nonica del nicleo de la regresion, basada en los componentes canénicos de las funciones
aleatorias involucradas. Biicher, Dette y Wieczorek [17] proponen pruebas estadisticas
para contrastar la forma funcional del nicleo de la regresion y la varianza funcional,
basadas en distancia L?. En Crambes y Mas [33] se obtiene el error cuadratico medio
asintético para el estimador formulado, con constantes 6ptimas, basado en el anélisis de
componentes principales funcional (FPCA). La seleccion del parametro de truncamien-
to se aborda asimismo, en relacién con el tamano de muestra funcional. La variable
regresora funcional puede ser regular o singular, probédndose un teorema del limite
central para el predictor funcional. En el contexto no paramétrico, para respuesta y
regresora funcionales, destacamos la contribucion de Ferraty, Keilegom y Vieu [52],
donde se deriva un estimador tipo niicleo del operador de la regresion y se obtiene su
normalidad asintética puntual. En Lian [91] se deriva un predictor plug-in penalizado,
en la regresion funcional con respuesta y covariable funcional, basado en la estimacion
penalizada del operador de regresion, calculada a partir de la norma involucrada en un

RKHS. Se analizan asimismo las tasas de convergencia del predictor. En Chiou, Yang y



Chen [30] derivan una version multivariante del modelo de regresion funcional con res-
puesta y covariable funcional, permitiendo la incorporacion de correlaciones cruzadas
entre las funciones aleatorias involucradas. Estos autores obtienen asimismo la consis-
tencia y normalidad asintética del estimador formulado para la matriz funcional de
regresion. En Benhenni, Hedli-Griche y Rachdi [12]| obtienen un estimador tipo nicleo
no paramétrico, version funcional del estimador de Nadaraya—Watson, para aproximar
la esperanza condicionada de la funciéon aleatoria, que define la respuesta funcional,
condicionada al regresor funcional, cuando el término de error se modeliza, mediante
un proceso estacionario en el tiempo, cubriéndolos dos escenarios, correspondientes a

memoria corta y larga.

En relacién con las series temporales funcionales paramétricas en un contexto de
espacios de estados, destacaremos las monografias de Bosq [14] v Bosq y Blanke [15],
donde se adopta un enfoque, basado en estimadores de momentos, mediante proyeccion
numeérica, para la prediccion plug-in funcional, en series de tiempo lineales evaluadas
en espacios de Hilbert y Banach. Se estudian asimismo las propiedades asintéticas,
consistencia y normalidad asintotica, de los estimadores derivados. Guillas [63] estudia
la consistencia en media cuadratica de los estimadores y predictores plug-in propues-
tos, en el contexto de modelos autorregresivos Hilbertianos de orden uno (ARH(1)).
Mas [104] deriva propiedades asintoticas del estimador formulado para el operador de
autocorrelacion, cuando dicho operador es compacto, pero no pertenece a la clase de
operadores Hilbert-Schmidt. Damon y Guillas [39] introduce el modelo autorregresivo
Hilbertiano con variables exégenas. Se analizan las propiedades asintoticas de los es-
timadores formulados componente a componente, mediante proyeccion, a partir de la
expresion matricial funcional de la ecuacion que define el modelos ARH X (1). Mas [105]
prueba la distribucién normal asintética del estimador del operador de autocorrelacion,

después de la regularizacion del problema de estimacion inversa correspondiente.

Una nueva clase de los modelos lineales funcionales generalizados con interacciones
semiparamétricas se introduce en Li, Wang y Carroll [93], donde utiliza modelos de
indice Gnico para modelar interacciones de predictores escalares y funcionales, consi-

derando las proyecciones de los datos funcionales en bases ortonormales. En Chiou y
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Miiller [29] desarrollan un método de diagnostico de regresion para modelos de regresion
funcional, basado en el proceso residual mediante el anélisis de componentes principales
funcionales (FPCA), formulando una prueba estadistica, para determinar si el proceso
residual depende de la respuesta. La version funcional del test de independencia para
contrastar la nulidad del operador de regresion en el modelo lineal funcional constituye
un tema central, en particular, en el contexto de las series funcionales. Destacamos,
en este sentido, la contribucion de Kokoszka et al. [84], quienes proponen una prueba
estadistica basada en la descomposicion en componentes principales (ver también Bosq
[14]). Se prueba asimismo, que el estadistico del test se distribuye asintoticamente se-
gtin una chi-cuadrado. Modelos de regresion funcional aditivos, cuando las respuestas
son escalares o funcionales con predictores funcionales se analizan en Miiller y Yao
[112] quienes prueban la consistencia asintotica de las estimaciones de los componentes
del modelo aditivo funcional, basadas en FPCA. En el contexto del modelo aditivo
de respuesta funcional con predictores funcionales multivariantes, Fan et al. [46] pro-
ponen un método de regresion funcional no lineal (FRAME), basado en el criterio de
optimizacion de minimos cuadrados penalizados. En Radchenko et al. [119] proponen
la estimacion funcional del modelo de indice escaso (Sparse Index Model Functional

FEstimation (SIMFE)) para tratar los predictores escasamente observados.

La contribuciéon esencial de esta tesis reside en la formulacion de un modelo de
regresion multiple multivariante, con errores correlados, cuyas covariables funcionales
son operadores integrales de Hilbert-Schmidt, que van cambiando en el tiempo. La res-
puesta y covariables se evaltian en un espacio de Hilbert separable. El término de error
se modeliza mediante un proceso ARH(1). Se derivan las condiciones suficientes para la
consistencia y normalidad asintética de los estimadores de los operadores de regresion,
obtenidos mediante el método de minimos cuadrados generalizados y minimos cuadra-
dos ordinarios. Este ultimo implementado cuando los parametros que caracterizan la
distribucion del término de error son desconocidos. En tal caso, el proceso residual
asociado a la estimacion minimo cuadratica ordinaria es utilizado en el calculo de los

estimadores de momentos de los pardmetros funcionales, que caracterizan la estructura



de dependencia del término de error.

Como segunda contribucion de la tesis, se presenta una nueva aportacion, en el
modelo de regresion miiltiple funcional, donde se adopta un enfoque Bayesiano, para
la estimacion de las entradas funcionales, que definen el operador matricial de autoco-
rrelacion del término de error. También se deriva la estimacion no parameétrica espacial
funcional, basada en operador periodograma, del operador densidad espectral, que ca-
racteriza la estructura de dependencia espacial funcional del término de error en el
modelo de regresion multiple funcional, bajo la suposicién de estacionariedad espacial.
Este enfoque consiste en estudiar el problema a través del analisis de Fourier usando
la Transformada Discreta de Fourier funcional (fDFT), formulando el modelo en el do-
minio de frecuencias para datos funcionales débilmente dependientes. Posteriormente,
se ilustran las dos metodologias, respectivamente basadas en el espectro puntual puro
espacial y el espectro continuo espacial, para predecir la incidencia de COVID-19 a

partir de un marco Bayesiano y no paramétrico, respectivamente.

El esquema de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 2. proporciona un resumen
sobre el modelo FANOVA, que se extiende a un contexto mas flexible y general la
presente tesis. En el Capitulo 3, se presenta la contribucion fundamental de esta tesis,
anteriormente descrita sobre el modelo de regresién multiple funcional con regresores
tipo nicleo y errores funcionales correlados en el tiempo. En el Capitulo 4, se desarrolla
una nueva aportacion para la estimacion del operador matricial de covarianza del tér-
mino de error, en el modelo de regresion miltiple funcional introducido en el capitulo
3, adoptando un enfoque Bayesiano, asi como un enfoque espacial funcional espectral
no paramétrico. En el Capitulo 5, se describen las principales lineas abiertas a abordar

en nuestra investigacion futura.
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Capitulo 2

Modelos FANOVA Multivariantes

2.1. Introducciéon

En este capitulo se introduce los modelos de Analisis de Varianza Funcional (FA-
NOVA) multivariante. En estas tltimas décadas existe una extensa literatura sobre
las técnicas de analisis de datos funcionales. En Abramovich et al. [1] consideran el
problema de diseno de una prueba estadistica en un modelo FANOVA con efectos fijos
para desarrollar procedimientos de contraste asintoticamente 6ptimos (minimaz) para
los efectos principales funcionales y las interacciones funcionales. Como extension de
los resultados sobre el modelo FANOVA de efectos fijos, en Abramovich y Angelini
[2] consideran el modelo FANOVA de efectos mixtos que surgen en diversas aplicacio-
nes que involucran datos longitudinales y desarrollan los procedimientos de contraste
asintoticamente optimos (minimaz), para probar la importancia de la tendencia global
funcional y los efectos fijos funcionales basados en los coeficientes empiricos respecto a
una base de wavelets de los datos. Zoglat [139] estudia el modelo de Analisis de Varian-
za Funcional (FANOVA) como una extension de las técnicas estadisticas del modelo
de Anélisis de Varianza Multivariante (MANOVA), donde los datos son vectores en
R?, cuya formulacion infinito-dimensional, en términos de funciones, se considera en
los modelos FANOVA. En Rady, Kilany y Eliwa [120] consideran el problema de esti-
maciéon en el modelo FANOVA de efectos mixtos y derivan los estimadores de méxima
verosimilitud de los parametros funcionales y los componentes de la varianza del mode-

lo. Un enfoque de efectos fijos en espacios de Hilbert es adoptado en Ruiz-Medina [128],

9
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para el analisis de FANOVA bajo errores dependientes. En este trabajo, se derivan las
condiciones que garantizan la finitud casi segura de las componentes funcionales de la
varianza: la suma de cuadrados total (SCT), la suma de cuadrados de error residual
(SCE) y la suma de cuadrados debido a la regresion (SCR). En el modelo considerado,
se supone que el vector de errores funcional tiene componentes correladas en el tiem-
po vy deriva la prueba estadistica para contrastar la significaciéon de los parametros de
efectos fijos funcionales. La extension de la formulacion de este modelo se puede ver
en Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4], donde, en particular, se analiza el efecto del

dominio espacial en el analisis FANOVA de datos funcionales con soporte espacial.

2.2. El Modelo de efectos fijos multivariante Hilbert-

valuado

En esta seccion se analiza el modelo FANOVA multivariante adoptando el enfoque
basado en modelos de efectos fijos para variables Hilbert-valuadas, resumiéndose los
resultados fundamentales derivados en Ruiz-Medina [128|. Se define H como un espacio
de Hilbert separable real con producto interno < -,- >p. Se considera el modelo de

efectos fijos multivariante Hilbert-valuado definido mediante la siguiente ecuacion:
V() =XB() +oe(), (2.1)

donde la matriz del diseno X es una matriz n X p real-valuada, y el vector de parametro

o efectos fijos funcionales, evaluado en H?, se denota por,

6() = [ﬁl()a s 75p(')]T € H?.

Asimismo, se consideran las observaciones de la respuesta funcional, definidas mediante

el vector,

V()= M), Ya()"
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que se asume distribuido segtin una variable aleatoria funcional gaussiana evaluada en

H™. Notese que E[Y] = X . El término de error H"-valuado

tiene media cero y operador de covarianza matricial dado por:

R.. = EH51<')7 s 78”(')]T[51<')7 s 76%()“

E[€1®61] E[€1®€n]
Ele,®e1] ... Elen Q&)
Ree, ... Re,
= ST (2.2)
L Ranfl o R5n5n
donde R..,,7 = 1,...,n, son operadores compactos y autoadjuntos en H, en la cla-

se traza. El parametro de la varianza funcional se denota por o, bajo estacionarie-
dad. Se asume que R..,¢ = 1,...,n, son estrictamente positivo. Para i # 7, con

i,7€1,...,n, R, denota el operador covarianza cruzada entre ¢; y ;.

Ruiz-Medina [128] plantea la siguiente Suposicion A0, que proporciona la definicion
semiparamétrica de los elementos de la clase de operadores de matriz covarianza que

caracterizan la estructura de correlacion del término de error vectorial funcional.

Suposiciéon A0 Los operadores autocovarianza R.,.,,7 = 1,...,n, admite una descom-
posicion espectral en términos de una base ortonormal de autovectores {¢y}r>1 de H
proporcionando la siguiente resolucion de la identidad >~ ¢ ® ¢x. Sea {nx;, k > 1},
1 =1,...,n,una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas segiin una normal con media cero y varianza uno tal que
{<€i7¢k>H = \/)\_kznkwk > 1}7 con Rs¢5i¢k = )\kz¢k7 para 1= 1,...,Tl,. Se supone

que se cumple la siguiente condicion de ortogonalidad:

E[T}kznpj] - 5k,p7 k7p € N - {O} Z,j - ]-7 - N, (23)



12 CAPITULO 2

donde § denota la funciéon delta de Kronecker.

Bajo A0, se tiene la siguiente descomposicion ortogonal del término de error:
oo
k=1

Ademas, utilizando la supuesta condicion de ortogonalidad (2.3) y de la ecuacion (2.4),

se tiene:

Rsiaj = E[gz 02 6]] = Z \V/ Aszk]¢k & ¢ka Z?] = ]-a sy N (25)
k=1

Por lo tanto, se puede reescribirse el operador de covarianza matricial (2.2) como sigue:

Y e Ak @ P e 0 P ] YRk @

i ZZ;[/\knAm]l/zﬁbk Qg e 220:1 Mn @k @ Qi

Lema 2.1 El inverso del operador covarianza matricial R} satisface

R W)(0) = Y oh Ao, (2.6)

k>1

para todo ¥, p € Rig/Q(H) Equivalentemente a R_' es tal que

PRI = (A st (2.7)

Demostracion. Ver en Ruiz-Medina [128] [

El sistema de autovector {¢r, k > 1} y la sucesion matricial {Ax, k& > 1} se suponen
conocidos para la estimacion del parametro § H-valuado. El espacio de Hilbert del

ntcleo reproductor (RKHS) 7(¢) de ¢ se define como la clausura de RZ*(H). A partir



2.2. EL MODELO DE EFECTOS FIJOS MULTIVARIANTE HILBERT-VALUADO 13

del Lema 1, se tiene

IV = Xl = RO = XB)( - XF)
— O*RID(P(Y — X)) (@ (Y — XB))

o0

= IV~ XBUITAL Y - (X8

k=1

= Sl (28)

donde e =Y — X,y er(Br) = [Yi — [XB]x] = ©5(Y — X), k > 1. Esta ecuacion se

minimiza si, y solo si, para cada k > 1, la norma || - HA: de ek (k) se minimiza.

El estimador de minimos cuadrados generalizados, minimiza ||ex(%)3 1 con res-
k

pecto a [ para cada k > 1, y, por tanto, se tiene
Bo=Brase s Bp)” = (XTAX)IXTAYG, B2 L (2.9)

Es decir, el estimador del parametro vectorial 3, viene dado por

®)
||

00 T
B)k=1) (Z Br1drs - - - ZB@@) : (2.10)
k=1

La expresion anterior proporciona un estimador de 3, si se cumple la siguiente condi-

cion:
(e P (e
SN =D IXTAT X)X A (XA X)TIXTAL Y] < oo, (2.11)
k=1 i=1 k=1

es decir, si § € HP.
Una condicién suficiente que asegura que [ es el estimador de minimos cuadrados

generalizados del vector funcional paramétrico 3, se deriva en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1 5i

Ztmza(XTA;lX)_l < 00, (2.12)

k=1

entonces se satisface la ecuacion (2.11) y consecuentemente, B en la ecuacion (2.10)
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define un estimador de minimos cuadrados generalizados para 3.

Demostraciéon. Ver en Ruiz-Medina [128] [

En Ruiz-Medina [128] presenta caso particular, cuando

s X es una matriz identidad:

Ztraza XA X)™ Ztraza Ay) < 0.

» Si X es una matriz unitaria tal que X X7 = I, entonces, la condicion (2.12) que

se asume en la Proposiciéon 1 se satisface cuando se tiene que

Z traza XTA X))~ Z traza(X XTA Z traza(Ay) <

k=1 k=1

2.3. Componentes Funcionales de la Varianza de FA-

NOVA

Nos referiremos ahora a las componentes funcionales de la varianza (ver Seccion 4

de Ruiz-Medina [128]). A partir de las ecuaciones (2.9) y (2.10), que definen 3 se tiene

Y - XB = (Vi — X(XTAX) ' XTAL YY) )i
= B(((Inxn — X(XTAX) T XTAL ) Y0 )iz1)

= O(MpYr)e>1)
= (Z [ZM;C(L@)Y;“ qﬁk,...,Z[ZMk»(n,i)Ym ¢k> ;

(2.13)

donde I,,«,es la matriz de identidad n x n.

Ahora se procede a calcular los componentes de la varianza funcional

= La suma de cuadrados del error residual, denotada como SCE, se escribe como

sigue a partir del producto escalar del RKHS de e, aplicando el Lema 1 y la
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ecuacion (2.13):

SCE = (Y =Y,V =Y)p
= (Y~ XB,Y - XB)p
= RMY - XB,Y — XB)

o

k=1

donde, para cada k > 1, My se ha introducido en la ecuacion (2.13). Se observa
que la distribucion de (Y — X3,Y — Xf)p-1 coincide con la distribucion de
Sor Xi, siendo X, ~ x%(n), para k> 1.

» La suma de cuadrados total (SCT) se calcula bajo el Suposicion A0 y el Lema

2.1 como sigue

SCT = (YY) = Y _YIAY, (2.15)

k=1

Los momentos de SCT no son finitos, es decir,
E[SCT] = Ztmza(/\;lAk) +BTXTAXB =00
k=1

Var(SCT) = ) 2traza(A; AeAg Ay) + 48" XTA MM X B = o0,

k=1

Por lo tanto, para que la suma de cuadrados total (ﬁ) sea finita, se considera una
transformacion lineal del vector funcional Y en la ecuacion (2.1). Dicha transformacion
se denota por W : H" — H™, y por lo tanto, la ecuacién transformada viene dada
por

Y =WY() = WXB(-) + We(.). (2.16)
Las condiciones de la construccion del operador matricial de pesos W se pueden ver

en detalle en Ruiz-Medina [128], para asegurar la finitud de los componentes de la

varianza funcional.

En el modelo (2.16), la suma de cuadrados total SCT es finita y bajo la ecuacion (38)
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de la Seccion 4 en Ruiz-Medina [128], se tiene
E[SCT] = 3" traza(WEA; ' Wily) + BEXTWIA Wi X By < o0, (2.17)
k=1

La finitud del componente de varianza funcional (SCT), se deriva en la Proposicion 2
de Ruiz-Medina [128], donde se tiene que E[S%?] < 0. Por lo tanto, SCT es finita
casi seguramente. La prueba de dicha proposicién se proporciona en el Apéndice 1 en

Ruiz-Medina [128|.

» La suma de cuadrados debido a la regresiéon (56'7%) para el modelo transformado

viene dada por

50T - S0T-3CF
= RI(V)(Y) - RAY ~WXB)(Y — WXP)

ge

= D VIWIAWYL = VI W MEA MY

k=1

= > VIWIAI WL — WEMEA M WLY (2.18)

k=1

Para la finitud de la suma de cuadrados debido a la regresion (o varianza explicada)

SCR, es suficiente considerar
wy(Wy) = O(k~P0Fe®)y - g oo (2.19)

donde w,(W},) representa el p-ésimo autovalor de Wy, con el comportamiento asint6tico
especificado en la ecuacion (2.19), siendo o(p) > 1,y p(p) > 1 paracadap=1,...,n,
y wy(Ag) > C(k,p), con C(k,p) = O(k=P®), k — oo,p = 1,...,n, y eligiendo el
parametro p(p) independiente de p, con ¢ > 1, condiciéon requerida para la construccion
de W (ver Seccion 4,1,1 en Ruiz-Medina [128]). Esta construccion de W asegura que
Sor traza(A'Wy) < oo, y, por tanto, E[S/C\Jj%] < 00, como se indica en la Proposi-
cion 3 (ver en detalle la demostracion en Ruiz-Medina [128]). Como en la Proposicion

2, W satisface W, = W[y E[gc\‘j%] < 00. Por lo tanto, SCR es finito.
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Finalmente, por las Proposiciones 2 y 3 de Ruiz-Medina [128], se obtiene que SCE es

también finito bajo el modelo transformado.

2.3.1. Funciones generadora de momentos de los componentes

de la varianza

En Ruiz-Medina [128], el Teorema 1 establece las condiciones suficientes para la
existencia de las funciones generatriz de momentos de los estadisticos 555’, SCR y
SCE en el modelo de datos funcional transformado. Ademés, para cada k > 1, los

elementos del sistema de autovalores

{fZ(WgAI;IWkAk), Z = 1, e ,’I’L},
{EWIAT X (XTAT X)) T XTA WA, i =1,...,n},
{G(WEA W, — WEA X (XTAX) T XTA W) AR), i =1,...,n}

de las  matrices  WIA WAy, WENIX(XTAX)TEXTA WA,y
(WEA W, — WEA X (XTALX)LXT AL W) Ay, son considerados menor que uno.

—_~

Entonces, las funciones generatrices de momentos de los estadisticos §C\777, SCRy SCFE

t
o <2<SCNT>>

[det(Lnen — WAL WiAy)] Y2

vienen dadas por

t

I
13

e
Il

1

1
XGIp( - éﬂgXT(Inxn - (Ian

—tWr A,;lkak)—l)A,jXBk) : (2.20)



18 CAPITULO 2
t t
M~ (—) = FE |exp ——
P2 <2<SOR>>

= []ldet(Lnxn — WA X (XA X) ™
k=1
XXTAlzlkak)]il/Q

1
xe:z:p( - §5ZXT(In><n - ([nxn

— WA X (XA X))

XXTAEIWkAk)_I)A;1X5k> . (221)
t

exrp /t\/
2(SCE)
= [[ldet(Tnsn — tW{ A W

k=1

~WIAIX (XTAX) T XTA W) AL)] Y2

1
Xe:rp( — 55,{XT(IW — (Lnxn — t(W,EATW,
—WIASX(XTA X))

La demostracion en detalle se puede ver en Ruiz-Medina [128].

2.3.2. Funciones caracteristicas de los componentes de la va-

rianza

El Lema 2 de Ruiz-Medina [128] contempla el caso Gaussiano Hilbert-valuado para
el caso especial del espacio de Hilbert H = H". En el siguiente teorema establece

condiciones suficientes para la definicion explicita de las funciones caracteristicas de

los estadisticos 56’77, SCR y SCE.
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Teorema 2.1 Bajo el Suposicion A0 y las condiciones (2.12) y (2.19), se tienen las

siguientes afirmaciones:

i) La funcion caracteristica de SCT esti definida como sigue

Fezr(iw) = Eleap(iwSCT)]
= [[ldet(Luxn — 2iwA 2 Wi AT WA )72

k=1

xexp( — 4w? Z B,CTXTI/I/',{TA/,;lI/Vk/\,{:/2
k=1
X (Inxn — 2iw* W AT W A?)

x A2 W A,;lwk)wk)

X erp (iw Z ﬂ;{XTWkTA,;kaX/Bk> : (2.23)

k=1

ii) La funcion caracteristica de SCR admite la siguiente expresion:

Ferliw) = Eleap(iwSCR)]

= [[ldet(Lixn — 2iwA;* WA X

k=1

) (XTAT X)X TA WL A2 12

Xexp( — 4w? Z BEXTWEIANTX

k=1
) (XTAX) T XTA WA (L
—2iwNPWEAT X (XA X))
x XTAT WA A PWIATT X
X (XTA,;IX)—leA,jWkX5k>
X exrp (iw Z BLEXTWEATX

k=1

X (XTA,;1X)—1XTA,;1WkX5k> : (2.24)
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iii) La funcion caracteristica de SCE se escribe como sigue

Fer(iw) = EBleap(iwSCE)]

o0

= []ldet(Lixn — 2iwh)> (WAL W,
k=1

WA X (XTASX) T XTA WA, %) 7172

xexp( — 4u? Z BEXTWEA W,
k=1

WA X (XTAS X)X TA WAL

X (L — 2iwy (WA W,

WA X (XTAS X)X AL WA

) AP (WEAS W, — WIADLX

x (XTAX) T XTA W)X &)

xexp <m > BIXT(WIAS W, — WIATTX
k=1

X (XTA,jX)—lXTA,;ka)X@k) : (2.25)

La demostracion estd desarrollada en detalle en el Apéndice 4 de Ruiz-Medina [128].
Una version extendida al caso infinito-dimensional del estadistico Fisher (F'), mide la
magnitud relativa entre la suma de cuadrados empirica explicativa del modelo trans-

formado funcional y la suma de cuadrados residual, que viene dado por:

F = SCxR (2.26)
SCFE

En la siguiente seccion, se presenta la extension de la formulacion del modelo de

efectos fijos multivariante Hilbert-valuado estudiado en Ruiz-Medina [128], al caso,

donde los componentes funcionales correlacionados del término de error se definen me-

diante un proceso autorregresivo Hilbert-valuado de orden uno (Proceso ARH(1)) (ver

en Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4]). Se analiza el efecto del dominio espacial en

el analisis FANOVA a partir de datos funcionales con soporte espacial. Esta formula-
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cion, considera los niicleos de autocovarianza y covarianza cruzada no separables en
el espectro puntual con soporte compacto, extendiendo el caso separable estudiado en

Ruiz-Medina [128|.

2.4. Modelo de efectos fijos multivariante Hilbert—

valuado con término de error ARH(1)

Sea H un espacio Hilbert separable real con producto interno (-,-)y, y la norma
asociado || - ||g. Se define el siguiente modelo de efectos fijos multivariante Hilbert-

valuado con término de error ARH(1).
V() =XB()+e(), (2.27)

donde Y(-) = [Yi(:),...,Y,(:)]T representa la respuesta gaussiana H"-valuada con
E{Y} = Xf. Donde X es una matriz n x p real-valuada, que denota, como antes, la
matriz del disefio de efectos fijos y 8(-) = [B1(*), ..., B8,(-)]" € HP representa el vector
de parametros de efectos fijos. El término de error HP-valuado () = [e1(+), ..., &,(*)]"
es un proceso ARH(1) sobre el espacio de probabilidad basico (9,4, P), es decir, es
un proceso gaussiano Hilbert-valuado, estacionario en el tiempo que satisface (ver en

Bosq [14])
em(") = plem-1)() + vm(), mEZ, (2.28)

donde E{e,,} = 0, para cada m € Z, y p representa el operador autocorrelacion del
proceso de error €, que pertenece al espacio de operadores lineales acotados en H. El
proceso v = {v,,,m € Z} es un ruido Gaussiano en sentido fuerte; es decir, v es un pro-
ceso estacionario con media cero Hilbert-valuado, con componentes independientes e

identicamente distribuidas en el tiempo, y con 6% = E{||v,,||%} < oo, para todo m € Z.

Entonces, las entradas funcionales no nulas de la matriz de operador covarianza R.. de

e(-) =[e1(+),...,&p(+)]" se definen a partir de los siguientes operadores:
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= Operador autocovarianza R

E{Ei & Ei} = Ro, sto1= ja

= Operador covarianza cruzada R;

E{€i®8j}:R1, S1 ]—’l:l,

y E{e;®¢;} = R}, si i—j =1, representa el adjunto del operador covarianza
cruzada para el proceso ARH(1) ¢ = {e;, i € Z}. Se asume que p es suficientemente

regular. En particular, p es tal que [|p?||z) = 0.

Equivalentemente, el operador de covarianza matricial R.. viene dado por:

R.. = E_'{[gl('%"'78”(')]T[51<')7‘"7671(')]}

E{51®€1} E{€1®€n}
E{len®@e1} - Ele,®en}
Ry Ry Og Oy --- Oy Oy O
R: Ry Ri Oy --- Oy Oy Op
O Oy Oy Og ... R Ry Ry
Ou O Ou Ou ... On R R

donde Oy representa la funciéon nula en la norma de H.

En el espacio H = H", se considera el producto interno

n

(f, 9 e = Z(fi»gi>H7 f,.ge H"

=1
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Asimismo, se tiene la descomposicion espectral diagonal (ver Bosq [14])

Ry=> Mty ® oy,

k=1

en términos de un sistema de autovectores ortonormal completo {¢y, k > 1}, que define
en H una resolucion de la identidad )", | ¢p @ ¢y. Se tiene que el k-ésimo autovalor

de Ry satisface A\, = \;(Rp) para cada k > 1, con Ro(¢r) = Ae(Ry) bk

Por lo tanto, en el sentido media cuadratica, se tiene la expansion de la serie:

€ = Z(gia ¢k>H¢k = Z \/)\_knk(Z)Qbk; 1= ]-) o n,
k=1 k=1

donde 7, (i) = ﬁ(ei,gbk}H, para k> 1y i€N.

En Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4] plantea la siguiente suposicion:

Suposicion AO: La sucesion de variables aleatorias gaussianas estandar

{nk(@), k> 1, i € N}, con
\/)\_;mk(z) = (&i, Ox)H, para cada k > 1, i € N
satisface la siguiente condicién de ortogonalidad, para cada 7, € N,
E{ne(i)1p(4)} = Onp, k;p €N,

donde 0 denota la funcion delta de Kronecker, y

o0

Ry = Z)\k(Rl)Qbk@Qbka

k=1

Ry = ) Ml(R)éx @ ép
k=1

Bajo la Suposicion A0, se calcula el estimador de minimos cuadrados generaliza-

dos de [B1(:), ..., B,(-)]T que se obtiene a partir de la proyeccion en la base ortogonal
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de autovectores {¢r, k > 1} del operador autocovarianza R, del proceso ARH(1)
e ={e;,1 € Z}.

El operador de proyeccion en el sistema de autovector {¢x, k > 1} se representa como
antes por ®* y aplicado a una funcion vectorial f € H = H" se define como sigue (ver

Ejemplo 2.1, de Ruiz-Medina [128])

o*(f) = {P(f), k>1}
= {00 i), k> 1)
= {(fu,-o s fin)"s K21}
= i k=1}, (2.29)

donde ®&* = Idy—_pn, con
oo o0 T
O({fy, k>1}) = <Z fk1¢k7--'yszn¢k) :
k=1 k=1

El operador matricial A = {Am}‘l’;1 """""" ™ tal que, para cada i,j = 1,...,n, sus

entradas funcionales esta dado por

o0
A= Z Viij P @ P,
k=1
con y oo, %%ij < 00. Se tiene la siguiente identidad:

O AD = {Ty, k> 1}, O{T)k > 1}0* = 4, (2.30)

donde, para cada k > 1, las entradas de I'y son I'y;; = Viij, para s, j =1,...,n.

Aplicando las ecuaciones (2.29) y (2.30) se obtiene

RO = {Ay, k>1},
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también su inversa

donde

R (f.9)

2
1120

entonces, para cada k > 1,

PRI ={AY, k> 1},

(ID*R;;CD(q)*f, d*g)
<f7 g>R;1

> KA gk,  fog € RIHD),
k=1

SN e fe REHY),
k=1

A

O R.. Dy,
A (Ro)  Ae(Ry) 0 0
Me(RY) Ae(Ro) Me(R1) O

A(RY) Ak(Ro)  Ar(FRa)
0 Ae(RT) Ar(Ro)

y la matriz inversa se denota por A,;l para cada k > 1..

(2.31)

(2.32)

Suposicién Al: La matriz diseno de efectos fijos X es una matriz no cuadrada orto-

gonal.

XX =1d,, ID,c R
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De la ecuacion (2.31) se tiene

E{IY - X8I} = R2EE)

12
()¢

S
=

o

bl

@

N
——

(2.33)

para cada k > 1, y la matriz A, representa la version empirica de la matriz Ay cuyos
elementos son los operadores de autocovarianza y covarianza cruzada empiricos Ry, R;

y Ry

j%\o = %i:&@&i
=1

n—1
— 1
R, = n_lg&'@&ﬂ
R ! Zn: ®
= 9% Ei—1-
1 n—1:2 1

que aproximan los operadores Ry y R, cuando son desconocidos.

Si Ry y Ry son conocidos, en la estimacién por minimos cuadrados generalizados de

[81(-), - -, Bp(+)]", minimizando la correspondiente funcién de pérdida se tiene:

~ —~ —~\T
B = (B B
= (XA X)'XTA Y,

La respuesta estimada viene dada, como antes, por Y = XB, donde

B = o({h k=1})
- o T
_ (Z@¢k,...72@¢k)
k=1 k=1
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Por otro lado, bajo la Suposicién Al, se tiene

oo p N (0.]
E { > @;} =Y Tr(XTA;X) T + [18]7 < o0 (2.34)
; k=1

es decir, B € H? (ver en Ruiz-Medina [128)).

El resto se obtiene mediante aplicacion de los resultados en Ruiz-Medina [128|. En
particular, las componentes de la varianza funcional del modelo de Anélisis de Varianza
Funcional (2.27) y (2.28) mediante la transformacion lineal de los datos funcionales,

(ver en detalle en Ruiz-Medina [128]) es la siguiente:
WY = WXg + We, (2.35)

Segin hemos comentado antes, a partir de la transformacion lineal de la respuesta
funcional mediante el operador de pesos W, se obtiene la descomposicion de la varianza

funcional como sigue:

SCT = (WY,WY)

= Y VWA WY,
k=1
SCE = (W(v-7),w(y-7)) |
Ree
= Z(MkaYk)TAgleWkYk,
k=1

SCR = SCT - S5CE

donde para My, = I Dy, — X(XTA'X)"1XTALY, para cada k > 1.

2.5. Comentarios finales

Notese que en Ruiz-Medina [128] se obtiene por primera vez el desarrollo formal

de la descomposicion de la varianza en el modelo FANOVA multivariante analizado,
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tras derivar las condiciones que permiten dicha descomposicion. Finalmente, resaltar la
importancia del contraste lineal general formulado, que posteriormente se aplica en el
trabajo de Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4], en el contexto del analisis de Imagenes

de Resonancia Magnética funcionales.

El modelo de efectos fijos multivariante Hilbert-valuado con término de error defini-
do por un proceso Autorregresivo Hilbertiano de orden uno (proceso ARH(1)) estudiado
en Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4] es una extension de la formulacion del mode-
lo de efectos fijos multivariante Hilbert-valuado estudiado en Ruiz-Medina [128]. Este
enfoque proporciona el Analisis de la Varianza Funcional (FANOVA) de datos correla-
dos Hilbert-valuados con soporte espacial. Presenta una prueba estadistica alternativa
basada en la proyecciéon aleatoria para contrastar la significancia de los parametros de
efectos fijos funcional. En particular, se aplica, segtin se ha comentado, al analisis de
datos de Imagen de Resonancia Magnética funcional (IRMf). En este caso, el rango
de dependencia temporal del término de error es controlado por la dindmica ARH(1),
mientras el rango de dependencia espacial es controlado por las condiciones en la fron-

tera (ver en Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4]).

Especificamente, de los enfoques del modelo de efectos fijos multivariante Hilbert va-
luado de Ruiz-Medina [128] y del modelo de efectos fijos multivariante Hilbert-valuado
con término de error ARH(1) estudiado en Alvarez-Liébana y Ruiz-Medina [4], se sien-
tan las bases fundamentales para la formulacién del modelo Regresion funcional con
regresores tipo nicleo y errores correlados (ver en Ruiz-Medina, Miranda y Espejo
[130]). Este modelo es la extension de ambos modelos estudiados en este capitulo. En
el siguiente capitulo se puede ver en detalle la derivacion de dicho modelo de regresion
y los resultados fundamentales asociados al mismo sobre propiedades asintéticas de los

estimadores de los parametros funcionales del modelo propuesto.



Capitulo 3

Regresion funcional con regresores

tipo nucleo y errores correlados

El contenido de este capitulo se han publicado en el trabajo de Ruiz-Medina, M.D.,
Miranda, D., and Espejo, R. M. (2019). Dynamical multiple regression in function
spaces, under kernel regressors, with ARH(1) errors. TEST. 28(3), 943-968. DOI: 10.
1007/s11749-018-0614-2.

En las ultimas décadas, varios autores han destacado las ventajas del enfoque del
modelo de regresion funcional multivariantes discretos. De hecho, solo en el ajuste fun-
cional, podemos incorporar suposiciones de suavidad en los predictores y el espacio de
los parametros de regresion. En particular, Crambes, Kneip y Sarda [32] que derivan
un estimador de suavizado basado en splines para el parametro pendiente funcional.
Demuestran que la tasa de convergencia del error de prediccion depende de la suavidad
de la funcién de la pendiente y de la estructura de los predictores. En Febrero-Bande,
Galeano y Gonzalez-Manteiga [48| presentan una descripcion general de la regresion
basada en Analisis de Componentes Principales Funcional (ACPF) y la regresion par-
cial por minimos cuadrados funcional, en la estimacion de los pardmetros de regresion
del modelo lineal funcional con respuesta escalar. Existe una extensa literatura sobre
las propiedades asintoticas de los estimadores de regresion funcional, en el caso de la
respuesta escalar y los regresores funcionales (ver, por ejemplo, Cai y Hall [19], y sus
referencias). Aplicando la Regresion de Busqueda de Proyeccion, la aproximacion de

la funcion de regresion en el caso de un predictor funcional y una respuesta escalar se

29
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aborda en Ferraty et al. [53] (ver también Ferraty y Vieu [50]; Ferraty y Vieu [51]). En
el contexto no paramétrico, se estudia el caso de la respuesta funcional y el predictor,
por ejemplo, en Ferraty, Keilegom y Vieu [52] donde se deriva un estimador de tipo de
nucleo del operador de regresion y se obtiene su normalidad asintotica puntual segtin
se ha comentado en la introduccion general de esta tesis. Cuevas [36] discute temas
centrales en Anélisis de Datos Funcionales (FDA), relacionados con las herramientas
probabilisticas, la definicion y estimacion de los parametros de centralidad y las prin-
cipales tendencias en regresion, clasificacion, reduccion de dimensiones y métodos de
arranque para la FDA. Los avances recientes en el andlisis estadistico de datos de alta
dimension, bajo un enfoque funcional paramétrico, semiparamétrico y no paramétrico,

se recopilan en la Edicion especial de Goia y Vieu [60].

La formulacion tipo nicleo de los pardmetros de regresion generalmente se adopta
en la literatura de regresion lineal paramétrica con respuesta y regresores funcionales
(ver, por ejemplo, Chiou, Miiller y Wang [28]; Ruiz-Medina [125]; [126]; [127], y sus
referencias). En Morris [110] se puede encontrar una revision extensa y referencias
adicionales para los enfoques de regresion funcional, incluido el caso de respuesta y
regresores funcional. Ver también la monografia de Hsing y Eubank [75], donde se
presentan varias herramientas analiticas funcionales, para la estimacion de elementos
aleatorios en espacios funcionales. El concepto de procesos aproximados L”—m también
permite modelar la dependencia temporal en los errores funcionales de regresion (ver,
por ejemplo, Horvath y Kokoszka [71]). Un tema central en este libro es el analisis de
datos funcionales, que presentan las estructuras dependientes en el tiempo y el espacio
segtin se describe en el Capitulo 2,. Un enfoque de efectos fijos evaluados en espacios
de Hilbert es adoptado en Ruiz-Medina [128], para el anélisis de FANOVA bajo errores
dependientes. Para la regresién simple, con variables explicativas que toman valores
en algin espacio abstracto de funciones, la tasa de convergencia del error cuadratico
medio de la version funcional del estimador del nicleo de Nadaraya-Watson se deriva,
en Benhenni, Hedli-Griche y Rachdi [12], cuando los errores estén representados por

un proceso de memoria estacionario, corto o largo.

La presente tesis considera la respuesta funcional y los regresores tipo nicleo, y

adopta el marco del proceso ARH(1) (ver Bosq [14]), para representar la correlacion
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temporal de los errores funcionales. La eficiencia, la consistencia y la normalidad asin-
totica de un estimador de proyeccion, basado en los momentos empiricos del operador
de autocorrelacion residual se pueden obtener, a partir de los resultados obtenidos, en
el marco del proceso ARH(1) (ver, por ejemplo, Bosq [14]; Bosq y Ruiz-Medina [16];
Guillas [63]; Mas [104]; y Mas, [105]). El modelo de series de tiempo no paramétrico
introducido en Ferraty, Goia y Vieu [49] también podria adoptarse en la representacion
de la dependencia temporal mostrada por el término de error de regresion. Sin embar-
go, este trabajo se centra en el marco de las series temporales paramétricas lineales. El
enfoque paramétrico, adoptado en el presente capitulo, permite analizar las propieda-
des asintéticas del estimador del vector de parametros funcional de regresion, evitando
algunos problemas de seleccion de modelos que aparecen bajo el enfoque no paramé-
trico. Es bien conocido que el modelo estadistico no paramétrico funcional ofrece un
marco mas flexible, pero sufre la llamada maldicion de la dimensionalidad, causada por
la escasez de datos en espacios de alta dimensién, que afectan a las propiedades asinto-
ticas, en particular, de estimadores de regresion no paramétrica. Geenens [58] propone
estimadores ligeramente modificados, considerando un enfoque semiparamétrico para
medir la proximidad entre dos elementos aleatorios en un espacio de dimensién infinita.
En la implementacion del enfoque basado en ponderacion local se requiere la seleccion
previa de un parametro de suavizado y un nticleo adecuado. Recientemente, Kara et
al. [79] investiga varios modelos no paramétricos, incluida la regresion, la distribucion
condicional, la densidad condicional y la funcién de riesgo condicional, cuando las co-
variables son de dimension infinita. La seleccion del ancho de banda a partir de los

datos también se discute para las aplicaciones.

Los problemas inversos pueden describirse como ecuaciones funcionales, donde el
valor de la funcién es conocido o facilmente estimable, pero el argumento es desco-
nocido. En el caso de dimension finita, la estimacion de parametros del modelo lineal
general constituye un ejemplo de problema inverso, donde el argumento desconocido
de la matriz de diseno, el parametro de regresion, debe ser aproximado. La definicion
bidimensional habitual de la matriz de diseno incluye el tamano de la muestra y las
dimensiones de la poblaciéon de la covariable. En el anélisis de datos funcionales, surgen

modelos de dependencia méas complejos, que involucran distribuciones condicionales en
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espacios abstractos. Nos referimos al lector a la reciente contribucion de Chaouch, Laib
y Louani [27], sobre la estimacion del modo condicional del nicleo, a partir de datos
ergddicos estacionarios funcionales, en el contexto de elementos aleatorios en espacios

abstractos semimétricos (véase también Ling, Liu y Vieu [95]).

En este capitulo se considera el problema de estimacion de regresion funcional lineal
miltiple, cuando la respuesta toma valores en un espacio de Hilber separable abstracto
H y los regresores son operadores sobre H. La dependencia temporal de los errores
se representan en términos de un modelo de series de tiempo ARH(1). De hecho, el
enfoque presentado proporciona una formulacién funcional de la parte paramétrica, que
aparece en el modelo semiparamétrico anteriormente mencionado adoptado en Aneiros

Pérez y Vieu [6]; [7].

La motivacion préctica de la formulacion tipo nicleo de los regresores se basa en
la incorporacion de posibles correlaciones entre la respuesta y los regresores en dife-
rentes escalas y dominios en el tiempo, el espacio o la profundidad, entre otros. Por
ejemplo, los experimentos disenados podrian ejecutarse a lo largo del tiempo, con el
control de los regresores sobre el espacio y la profundidad, en un perfodo de tiempo.
Este tipo de modelos surgen, por ejemplo, en la estimacion de los mapas de tempe-
ratura de la superficie del océano a lo largo del tiempo, a partir de la evolucion de
las covariables funcionales relacionadas observadas a diferentes intervalos de profun-
didad del océano (ver Espejo, Fernandez-Pascual y Ruiz-Medina [44]). En esta tesis,
se analiza un conjunto de datos del panel financiero. El mapeo de apalancamiento de
la empresa, durante un periodo de tiempo determinado, en las comunidades espanolas
de la Peninsula Ibérica, se aborda desde una perspectiva funcional. Los regresores tipo
nicleo son los factores determinantes de la empresa, involucrados en el anilisis de las
decisiones de financiacion de la empresa, segin el area industrial muestreada y la co-
munidad espanola estudiada. El enfoque de estimacion funcional propuesto implica dos
pasos: Estimacion de parametros de regresion por minimos cuadrados generalizados y
analisis de correlacion residual ARH(1), para la estimacion funcional de la respuesta.
Se deriva la consistencia fuerte del estimador del parametro de regresion funcional por
minimos cuadrados generalizados. En el caso en el que se desconoce el operador matri-

cial de autocovarianza del término de error, también se obtiene la consistencia fuerte
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del correspondiente estimador plug-in por minimos cuadrados. Se prueba la normalidad
asintotica del estimador del parametro funcional por minimos cuadrados generalizado,
en el caso de que los errores funcionales siguen una distribucion gaussiana de dimension

infinita conocida.

En este capitulo, se reflejan una de las principales contribuciones de la presente
tesis. Mas concretamente, se introduce el modelo de regresion funcional con término
de error ARH (1), para representar la correlacion temporal de los errores funcionales.
Se derivan asimismo las propiedades asintoticas del estimador del vector funcional de
parametros de regresion. El anélisis de correlaciéon se basa en un estimador por compo-
nentes del operador de autocorrelaciéon residual. Especificamente, cuando se desconoce
la estructura de correlacion del término de error, se estima dicha estructura a partir
de los residuos obtenidos tras aplicar la estimacion por minimos cuadrados ordinarios.
Mediante un estudio de simulacién se ilustran las propiedades del predictor funcional
de regresion bajo diferentes escenarios de regularidad local. Finalmente, se ilustra la
metodologia propuesta mediante una aplicacion a datos reales en el contexto de la

Economia Financiera.

El presente capitulo consta de las siguientes secciones: La Seccion 3.1 introduce
los elementos del modelo de regresién miltiple dindmico con regresores tipo ntcleo y
con término de error dado por un proceso ARH(1). En la Seccion 3.2, se deriva el
estimador paramétrico por minimos cuadrados generalizado. Cuando los pardmetros
funcionales que caracterizan las propiedades de segundo orden del término de error son
desconocidos, se aplica el método de los momentos para la estimacion de los mismos,
a partir de los residuos obtenidos en la estimacién por minimos cuadrados ordinaria,
en la Seccion 3.3. El estudio de simulacién abordado en la Seccion 3.4 permite ilustrar
los resultados sobre estimacion, previamente derivados. Una aplicacién de datos reales

se desarrolla en la Seccion 3.5, en el contexto de datos de panel financieros.
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3.1. EIl modelo

Sea (€2, A, P) el espacio de probabilidad béasico y sea H un espacio Hilbert separable

real. Se propone el siguiente modelo de regresion multiple funcional dindmico:
= X,(B1) + -+ X0(By) +en, NEL, (3.1)

donde B = (B1(+),...5,(-))" € H?; X} € S(H),j=1,...,p, n € Z, siendo S(H) el
espacio de los operadores Hilbert-Schmidt sobre H, e Y,,, ¢, € H, para cada n € Z.

Dada una base ortonormal {¢y}r>1 de H, denotaremos
(Xi(en), )y =aly(n), K1>1,VneZ, j=1,...p (3.2)
Como XJ € S(H), entonces, 3, [27,(n)]* < 0o, y ademis

me (f,e0per VfeH, (3.3)

paracadan €Z, j=1,...,p, donde = significa la igualdad en la norma de H.

El término de error € = {e,, n € Z} satisface
EleqX,,...,XE] =0, VneLZ. (3.4)
Ademas, se supone que € es un proceso ARH(1) con media cero, es decir,
en = p(en_1) + 0, n € Z, (3.5)

donde p denota el operador de autocorrelacion, que pertenece al espacio de operadores
lineales acotados L£(H) sobre H, satisfaciendo HpH’Z(H) < 1, para k > ko, para cierto
ko € N. Aqui, {0,, n € Z} es una secuencia de variables aleatorias con media cero
H-valuadas independientes e identicamente distribuidas, con un operador de autocova-
rianza traza, es decir, que definen un ruido blanco en sentido fuerte con valores en H.

Las componentes aleatorias de dicho proceso funcional no estan correlacionadas con la



3.1. EL MODELO 35

condicién inicial aleatoria H-valuada (ver Bosq [14]).

Observacion 3.1 Segin se probard en la Seccion 3.2 posterior, cuando la estructu-
ra de sequndo orden del proceso de innovacion H-valuado es conocida, el estimador
paramétrico de regresion, calculado mediante minimos cuadrados generalizados, se dis-

tribuye segun una normal asintolicamente.

Se puede obtener una generalizacion de la prueba estadistica lineal clasica, para
verificar la significacion fy, ..., B, (ver, por ejemplo, el Teorema 3 en la Seccion 6, en
Ruiz-Medina [128]). De hecho, bajo este escenario gaussiano, la seleccion adaptativa
de variables regresoras en el tiempo, podria derivarse mediante una prueba estadistica
de significacion, teniendo en cuenta la estructura ARH(1) del término de error (véase,
por ejemplo, Kara et al. [80], donde las mismas ideas motivan el uso de estimadores
basados en kNN, en la regresion no paramétrica).

Denotamos por

Ry = Elgg ®&| = Ele, ®en], Vn€Z,

el operador traza de autocovarianza, y por
Ry = Elgy®e1] = Ele, ® enq1], Yn € Z,

el operador nuclear de covarianza cruzada.
Se ejecuta el experimento y se selecciona una muestra funcional Yy, ..., Yy de tamano
N de la respuesta (3.1), bajo el control de los regresores tipo ntcleo, X}, ..., X? para

los tiempos @ = 1,..., N. De las ecuaciones (3.1), (3.4) y (3.5),

fnx = E[Y,| X)X =X B1) +--+ X2(B,), n=1,...,N

E[(Y; — pix) ® (Y; — pjx)] = Ele; ® e5] = p 7 Ry, (3.6)

para i,j € {1,..., N}, donde, X denota el vector de valores de las covariables, a las

que estamos condicionando. Ademaés, en la tltima ecuacion, hemos aplicado que

k
En = ijénfj + karl(gnfkfl)u k>1
=0
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(ver ecuacion (3.11) en Bosq [14]). Por lo tanto, la estructura de covarianza de los

errores funcionales Y; — p x, ...

operador matricial, de la siguiente manera:

C

Ry pRoy
B pRo Ry
i pPNTIRy pN TRy
I p
B p p
i pN-1 pN=2
Ry 0 O
0 Ry O
X
0 O

p* Ry pN Ry
pRo J
Ry
pN-1
V=2
I
0
0
= PRO .
Ry

donde I denota el operador de identidad en H.

= E|(( —M1,X),-~7(YN_MN,X))T

(Y1 —prx), -, (Yv — pvx))]

, YN — pnv.x, la podemos expresar, en forma de un

Observacion 3.2 El enfoque propuesto puede extenderse facilmente al término de

error ARH(p), p > 2, reemplazo el operador p por

P1

P2

Pp

donde, como antes, I denota el operador de identidad en H (ver Bosq [14], p.128).

Si C~! existe, entonces

C—l —_ Ro_lp_1~

(3.8)
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Por otro lado, esta claro que Rgl existe si, y solo si Ry' existe, donde

Ry' 0 0 ... 0
0O R 0 ... 0
Ry = | " .
0 0 ... ... Ry!

Denotamos por {¢ }i>1 ¥ { \(Ro) hr>1 los autovalores y autovectores de Ry, respecti-

vamente. Haremos las siguientes suposiciones:

Suposicién Al. El sistema de autovalores de Ry satisfacen

)\1(R0) > )\2<R0) > ... > >\m<R0) >...>0.

Suposicién A2. El operador de autocorrelacion p del término de error € es un operador

compacto autoadjunto en H.

Bajo la Suposicién A1, podemos formalmente definir el nicleo kg, del inverso Ry
de Ry por kg, =Y o, m@n ® ¢, (ver Dautray y Lions [40], pp. 112-126). Dado
que Ry es un operador traza, tendremos que m — 00, cuando k£ — oco. Por lo tanto,
para poder calcular explicitamente R Y(f), para cada f € H necesitamos encontrar
una base ortonormal adecuada de H en R(l)/Q(H). En caso contrario, Ry' solo puede

ser definido sobre las funciones del RKHS Ré/Q(H) de €, para cada n € Z (ver Bosq
[14]; Da Prato y Zabczyk [41], Capitulo 1, pp. 12-16).

Por otro lado, bajo la Suposicién A2, consideramos el sistema de autovectores {¢y r>1

del operador de autocorrelacion p satisfaciendo

p(k) = Me(p)rs k=15 plg) =D Mlp) (g, k) y n, Vg € H. (3.9)

Lema 3.1 Sea p el operador matricial introducido en (3.7). Bajo la Suposicion A2,
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p admite la siguiente representacion en serie en HY : Para cada £ = (f1,..., fn),
1 Melp) o Pw(p)]

Mi(p) 1 () w6, (3.10)

p(f) = D W

k>1

IO A 1

donde para g = (g1,...,gn)T € HY, y k > 1,

i(g) = diag(dn, -, n)yun (8) = &
(81, Vr) g Vi
| <gN7¢k>H77Z)k’ ]
AQUZ/, gk = (<g17¢k>H PRI <gN7¢k>H)T7 k > ]-7 Y, como antes dlag ( o )NXN CoTTES-

ponde a una matriz diagonal funcional de dimension N. También, [-]* representa el

adjunto del operador matricial [-], e Inxn denota la matriz identidad N x N.

Demostraciéon. Bajo la Suposicién A2, a partir de la ecuacion (3.9), consideremos

la identidad

=Y M) b @, j=1,...,N—1,

00
k=1

en la ecuacion (3.7), para f = (f1,..., fn)T, entonces p se puede expresar como
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vr 0 0 1 A (p) k()]
0 0 Ak(p) 1 e (p)]¥ 2
pf) = > | . .
k>1 :
| 0 de || e 1 ]
vy 0 0 fi
0 Ui . 0 fa
X . . .
| 0 Ve | | Sy ]
= Y WA, (3.12)
k>1
donde ~ _
1 Ak(p) M)V
A 1 Ae(p)]N 2
p | M0 A I
el 1]
Entonces,
con
1 (p) X (p) o A (p)
O 1 - )\2 _Ai(l))‘f')\k(p) o _)‘]kV(P)‘F)‘fCV_Q(P)
vV 7 (p) —m 1-22(p)
A= ' o : (3.13)
T X (0)+2(p)
0 0 k(p> 1-22(p)
0 0 o . 1—X2(p)




40 CAPITULO 3

Observacion 3.3 Por el Lema 3.1, p admite una representacion diagonal infinito-
dimensional, con respecto al sistema funcional de matrices ortonormales {¥y}r>1, con

matriz diagonal de entradas Ay, k > 1. Equivalentemente, para k > 1,

Ak = K |:(<(Yi - Ml,X)a 77Z)k>H IR <(YN - MN,X)?¢I€>H)T (314)
X ((Yi = p,2), V) gy (Y — v ), V) )| (TR,
= E[(en g few i) ) (en i)y oo v tidg) | (1R

El siguiente lema se aplicara en la definicion formal de la norma del RKHS de ¢,
en el modelo (3.1), definiendo la funciéon de pérdida cuadratica a partir de la ecuaciéon
(3.24), involucrada en el calculo del estimador de minimos cuadrados generalizados B N
del parametro 3, en la siguiente seccion.

Lema 3.2 Para i,j = 1...N, las entradas funcionales pij de p~ = (pij); ;. n S€

definen formalmente como sigue:

i = pyyv=I—p)"
Piiv1 = pija=—T—p)tp, i=1,....N—1,j=2...,N

pii = (I—=p) ' I+pY, i=2,...,N—1 (3.15)

Demostraciéon. El operador p es invertible si y solo si [Ag]nxn, es invertible, para
k > 1. El inverso p~! admite entonces una representacion diagonal infinito-dimensional

con respecto a {Wy}x>1, con matriz diagonal de entradas

- 1 -1

1 M(p) ()]
A;l _ )\k(p) 1 : P‘k(p)] - _ [AzAk] -1 _ A;I[Ag]_l,
L0 AT 1 1 aan
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donde
L=X(p) —Xlp) O 0
0 1 —)\k(p) 0
1
A = ——— : . R Ck>1
V1= Xi(p)
0 0 1
L 4 NxN
(3.16)
(ver, por ejemplo, Fitzmaurice, Laird y Ware [54]). Asi, p~! en (3.8) admite la siguiente
representacion en serie: por cada f = (f,..., fv)f € HY,
pl(f) = > WAT(E), (3.17)
k>1

donde, para cada k£ > 1, la matriz A,;l estd dada por

[ anlp) 0 0 |
“Xelp) 1+A(p) —M(p) 0O o 0
A1 | |
1= M)
0 S o =) TR —Ak(p)
0 0 =) 1

(3.18)
Las entradas funcionales de p~' en (3.15) se definen a partir de (3.17)-(3.18), me-
diante aplicacion de los resultados sobre calculo espectral para funciones continuas de

un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert separable (ver Dautray y Lions

40], pp. 112-126 y p.140)

Ademés, de (3.8)-(3.15), las entradas funcionales Cj;, 4,7 = 1,...,N, de

Cc'l= <6’”> se definen formalmente como

i,j=1...,N

6'1,1 = 5N7N = Ro_l([ - 02)_1

Ci,i-i-l == 5j7j_1:—Ral(I—p2)_1p7 izl,...,N—Lj:Q,...,N
Coi = RMI—-p) YT +p%, i=2,...,N—1 (3.19)
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Se considera adicionalmente la siguiente suposicion:
Suposicién A3. Los autovectores {1y }r>1 de p satisfacen {¢}r>1 C R(l)/Q(H).

Bajo la Suposicion A3, el siguiente lema proporciona una expansion en serie de
las entradas funcionales de C~!, lo que nos lleva a la derivacién del estimador de
minimos cuadrados generalizados 3, de 3, bajo la Suposicién A4 que se formulara

posteriormente.

Lema 3.3 Bajo la Suposicion A3, las entradas funcionales del operador matricial

en (3.19) admiten la siguiente expansion de serie en la norma de H :

5’N,N(f) =Ry'(I—p*)7'(f)

= X T (600 e

= > a (W, flytr, VfEH
k.l

Cia(f)

Ciina(f) = Cijma(f)=—=Rg'(I - p*)"p(f)
_ )‘k(p) -1
= kZJ—l ey o W) (s S

= > bk iy, VfEH i=1,.. . N-1,j=2..N
k,l

Gulf) = Ry'(I— '+ 2)()
SN s () (e £ 0

7 1= ()
= > cau(tn iy, VfeH i=2.. N-1 (3.20)
k.l

La demostracion de este lema es inmediata a partir de la Suposiciéon A3 y la
aplicacion de los Teoremas Espectrales para operadores compactos autoadjuntos (ver

Dautray y Lions [40], pp. 112-126).

Notamos que de (3.8)-(3.20), C~! admite una representacion en serie: Para cada
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f:(fl?"'afN)Tayg:(gla--'7gN)T€HN7

Cl(f)(g) = ) [¥i(g)] Hiu¥i(f) (3.21)
k,l
Qar i bl,k 0 e 0
bl,k CLk bl,k e 0
0 c. bl,k: Clk bl,k
0 0 Ce bl,k Qar

donde ay, bk, ¢k, k,1 > 1, se han introducido en la ecuacion (3.20) del Lema 3.3. La

norma en el RKHS H(e) de € = (1,...,en)7, viene dada por

130y = CTHENE) = D W7 (O] HuwWi(f), VE € He). (3.23)

3.2. Estimaciéon de parametros de regresiéon funcional

Bajos condiciones apropiadas, el estimador por minimos cuadrados generalizados

del vector de parametros 3 viene dado por la siguiente expresion, calculada a partir de

(3.23):
By = min L*(8) = min |Y — X(8)|}
By = minI%(B)= mi | (B)luce)
= (Y - X(BN'Cc (Y -X
ggg;( (B)) ( (B))
= min > (WY - X(B) H (Y - X(8)), (3.24)
k,l
donde
XT X/ XP
X = = : = [X',..., X"]
X% X4 X%
X' = (X},...,XP), i=1,...,N,

(3.25)
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Zxkl (o0 y (9, k) y
Vf,gEH, i=1,...pn=1....N (3.26)

Y = (Yin....Yy)" B=(8,....8,)" . (3.27)

Para derivar las ecuaciones normales que permiten el calculo del estimador de las

componentes del vector de pardmetros funcionales 3, dadas por

B = (Z <517wk>H¢kv e '72 <ﬁpv¢k>Hwk>

k>1 k>1
T
(S )
k>1 k>1

se considera la siguiente suposicion:

Suposiciéon A4. Asumir las condiciones de regularidad que aseguran las siguientes

identidades:

a‘I’ZX(,@) B al’k h 5]h a’Ek h /th
a6joho B <J 1 Z a6]0’1 Zlh aﬁ]oho )

h=1 1
= (@ (1) 2, (V) (3.28)
con convergencia uniforme con respecto a k > 1, para jo=1,...,p,y hg > 1.
Bajo la Suposiciéon A4, denotamos, para jo =1,...,p,

OviX(8) _ - amkh )Bin Ga:kh )Bjn
8/6jo - (Z aﬂ]oh ) - (ZZ 8ﬁ]0h0 ) <

7j=1 h=1 0> 7=1 h=1 ho>1

- <(x?‘foh0(1))hoz1"' (m?coho(N»hozl)TE‘I’szo, (3.29)

donde X’ se ha introducido en las ecuaciones (3.25)-(3.26), y = denota la identificacion
[I2]N = HY establecida por la isometria definida en términos de la base ortonormal
{¥x }r>1. Entonces, bajo la Suposicién A4, a partir de las ecuaciones (3.24)-(3.29),
para cada jo =1,...,p,
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Y = X(B) ey _ 3 o (Y — X(8)]"Hy, Wi(Y — X(8))
8@0 il aﬁjo

= =3 X)W H (Y — X(8)) + [ (Y — X(8))H T X,
| (3.30)

A partir de la ecuacion (3.30), el minimizador de (3.24) con respecto a 3, es decir,
el estimador de minimos cuadrados generalizados ,(Ai’ ~ de B viene dado por la solucion

de la siguiente ecuacion funcional matricial:

- XTCHY - X(B)) =XTC'X(B) - X'C'Y =0
—(Y -X@)'c'X=8"X"Cc'X -Y'C'X =0. (3.31)

Ademas, bajo la condicién de existencia del inverso del operador matricial (XTC~1X)!,

la solucion de (3.31) se define como sigue:

By = (XTC'X)'XTCT(Yy)
= B+ (XTCT'X) " XTC(ey). (3.32)

Entonces, de (3.32), se deduce

1

EBy] = B, ElBy—B)By—B)=(X"C'X)"
ByeH & £C'X(XTC'X) " (XTC'X) ' XTC e < o0, e,

donde c.s. denota la igualdad casi segura, y la ultima condicion en (3.33) se debe asumir

para la definiciéon adecuada del estimador del parametro B N-

3.2.1. Normalidad asintotica

A partir de (3.33), aplicando el Teorema 2.7 en Bosq [14], el siguiente Teorema Cen-
tral del Limite proporciona la distribucién normal asintdtica del estimador de minimos

cuadrados generalizados 3, cuando N — oo.
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Teorema 3.1 Bajo las Suposiciones A1-A}, sea BN el estimador de minimos cua-
drados generalizados definido en (5.32) que satisface (5.33). Supongamos que

{6n, n € Z} es un ruido blanco fuerte gaussiano en H. Entonces, cuando N — oo,

(xTCx)"* (By - 8)
VN

—p N (0, Inxn),
donde Inxn denota el operador de identidad en H™.

Demostraciéon. La demostracion se deriva directamente del Teorema 2.7 en Bosq
[14], ya que, a partir de la ecuacion (3.33), las componentes H-valuadas del vector

funcional
Z

z=| i |[=X'Cc'x)"(By-8)
Zn
son variables aleatorias de H-valuadas independientes e idénticamente distribuidas,

satisfaciendo N

Zi=Y Bij(s) ~N(0,1), (3.33)

j=1
para i = 1,...,p, v j = 1,...,N, B;; denota la entrada funcional (i,j) de
(XTC”X)U2 (XTCle)f1 XTC~!. Como antes, I denota el operador de identidad
en H. Por tanto, se tienen las condiciones requeridas para la aplicacion del Teorema
Central del Limite, dado en el Teorema 2.7 en Bosq [14] que conducen al resultado

deseado. [ |

3.2.2. Consistencia fuerte

Requerimos las siguientes condiciones:

Suposicién A5. Existe Q € L(HP) tal que

(5%)

donde L£(HP) denota el espacio de operadores lineales acotados sobre HP.

—0, N — o0, (3.34)
L(HP)
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Suposicién A6. Para cada N > 2, X es tal que C!XXTC~! € L(HY), con L(HY)

denotando el espacio de operadores lineales acotados sobre H™.

Teorema 3.2 Segun las Suposiciones A1-A6, el estimador de minimos cuadrados
generalizados By satisfaciendo (5.32)-(3.33) es consistente en sentido fuerte en la nor-

ma de HP, es decir,

1By — Bllmr —as. 0, N = oo, (3.35)

A partir de las ecuaciones (3.32) y (3.34), cuando N — oc:

2 H xrc-1x\
< || 2=
HP — < N )

L(HP)

2
C.S.

|By -8

’XTCl(s)

HP

(3.36)

Ademés, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, las siguientes identidades se

satisfacen c.s.:

N ’ N

H XTC(e)
N

? <XTC_1(5) XTC‘1(6)>

HP
= % (CT'XXTC7(e),€)

HN

1
< [ CTXXTC @) el

1 _ _ 2
Iz |CTXXTCH |,y el (3.37)
Ahora, consideramos
N
E|lelzy =) Ellelli = Nl Rollvn, (3.38)
j=1
donde || - ||a¢z) denota la norma del operador nuclear o traza. De (3.38),
2
leller o N S oo (3.39)

N2
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De las ecuaciones (3.37) y (3.39), bajo la Suposicién A6,

2

—es 0, N — o0. (3.40)
HPp

H XTC(e)
N

Bajo la Suposicién A5, de las ecuaciones (3.36) y (3.40), se obtiene la consistencia

fuerte en la norma H? de BN.

3.3. Implementacién practica

En la practica, cuando Ry y R; son desconocidos, primero aplicamos minimos
cuadrados ordinarios, es decir, se calcula el estimador paramétrico de 3 dado por,
By = (XTX)_1 XT(Y). Los momentos empiricos funcionales de los residuos propor-
cionan una aproximacion de los operadores de autocovarianza y covarianza cruzada del

término de error como sigue:

B = & DY = XL B @ [Yor = X (B

=

RV = Z m = X0 (B @ Yo — X] 11 (By)] (3.41)

m=1

En un segundo paso, estos operadores de covarianza empiricos se consideran en el
calculo de la ecuacion (3.32), en términos de una base empirica ortonormal adecuada
en H. Consideremos, en particular, {¢;n};>1 el sistema de autovectores del operador

de autocovarianza empirica ﬁé\’, que satisface (ver Bosq [14], pp. 102-103)

éév¢jN = ANOjN, J =1,

AMN > 2 AN 2 0= Ay Nt = ANNgo, - (3.42)

donde {\;n};>1 es el sistema de autovalores de RY. Los operadores [RY]™! y
= E{V ’1[§é\’ 7! pueden ser calculados en términos de tales autovectores empiri-

cos. Asi, consideramos los residuos H-valuados
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=Y, — Yy =Y, — XYB) )= — X2(B,), n=1,... N, (3.43)

~ ~N ~N
asociados al estimador por minimos cuadrados ordinarios By = (8, , ..., 3, )T para el

calculo del siguiente estimador del operador autocorrelacion del proceso error:

=z

kn  kn ~1
1

Pry = Z Zﬁi,j,N¢iN ® OiN; PijN = T (Eny Gin)

<gn+17 gij)H
N -1 “ )

s
i=1 j=1 N

3
Il

(3.44)

Aqui, ky denota el parametro de truncamiento, con ky < N, ky — o0, ¥ %N — 0,
N — oo (ver Bosq [14]). El estimador (3.44) tiene las mismas propiedades asintoticas
que el estimador de p, calculado a partir de {e,, n = 1,..., N}, en el caso donde el
estimador de minimos cuadrados ordinarios ,@ ~ de 3 es fuertemente consistente en la
norma de H?. En particular, ;ﬁkN es también fuertemente consistente en la norma L£(H)

(véase el Capitulo 8 en Bosq [14]). Notamos que

~N ~N

En = Yu—X,(By) - = X1(B,)
- gn+X}L(51—B§V>+'~~+X£<BP—B;V>

= €n+0a.s.(1)7 N_>OOa

en vista de la consistencia fuerte de 3y, se tiene, por tanto,

N N
~ 1 - 1
Rév - N Zén Qe = N Zé” K ep + Oa.s.(l) = Rév + 0‘1-5-(1)
n=1 n=1
B 1 N-1 1 N-1
Rff_l = N_1 Z En ® Eny1 = N_1 Z En ® Eny1 + 04.5.(1)
n=1 n=1
= RY ' 4 04..(1), (3.45)

lo que también implica la consistencia fuerte de Eév Y }N%iv ~! involucrados en el calculo
de (3.32), cuando Ry y R; son desconocidos. Para la consistencia fuerte del estima-
dor del parametro de minimos cuadrados ordinarios B ~» bajo errores dependientes, se

asumen las siguientes condiciones suficientes:
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Suposicion A5. Existe Qe L(HP) tal que

T -
H(XNX) 5

—0, N — oo (3.46)
L(HP)

Suposicion A6. X es tal que XX* € L(HY), para cada N > 2.

Proposicion 3.1 Bajo las Suposiciones zzlv’c')-zzlv& el estimador paramétrico por mini-

mos cuadrados ordinarios By es fuertemente consistente.

Bajo las Suposiciones ;lv5-;16, la prueba de la Proposicion 3.1 se obtiene, de ma-

nera similar al Teorema 3.2, aplicando la siguiente desigualdad:

x7x\ |
(%)

L(HP)

2

X' (e)
N

HBN - BH%IP <

c.s. (3.47)

HP

Observacion 3.4 Cuando Ry y Ry son desconocidos, las entradas funcionales
57;j, i,j=1,...,N, de C™1 = <5ij)ij:1...N en (5.19) pueden ser reemplazados por
RY y /ﬁ:k,N = F(RN-',RY) = W;N}}i\f—i[éé\/’]—lﬁm (ver las ecuaciones (3.41)-(3.44)).
Aqui, Ty, denota el proyector ortogonal en el subespacio de H generado por los auto-
vectores {¢jn, j = 1,...,kn} de ﬁé\’ con ky < N, ky — o0, y %N — 0, N — oo,
como antes. Las Suposiciones A5-A6 aseguran la consistencia fuerte del estimador
por minimos cuadrados ordinarios BN de B. De la ecuacion (3.45), los autovectores
{jn, j=1,... kn} de Eév convergen c.s. a los autovectores de ﬁév = ]lv ij:l EnQEn,
cuando N — 00, ya que _f{(z]v —as. f{év, N — oo. (También }NQ{V_I —as. ]?Eiv_l, N — o0).
Bagjo las condiciones del Teorema 8.8 en Bosq [14] (ver Seccion 8.3 en Bosq [1/]), la

consistencia fuerte de ﬁlm en (3.44) se obtiene, cuando p es un operador de Hilbert-

Schmidt, bajo ky tal que

N, (Ro)
(2%, 0,) log(V)

— 00, N — oo, (3.48)
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donde

a1 = 2v2(A(Ro) — Aao(Ro)) ™
a; = 2v2max [(\j_1(Ro) — Aj(Ro)) ™", (N (Ro) — Ajs1(Ro)) '], 7 > 2.

Por lo tanto, la consistencia fuerte del correspondiente estimador por minimos cuadra-
dos generalizados plug-in, BN, se da a partir de la consistencia fuerte de BN, bajo las

condiciones del Teorema 8.8 en Bosq [14].

Estimacién basada en ARH(1) de la respuesta funcional

Se considera el siguiente predictor H-valuado de la respuesta:
S L SN b AN,

donde p, (En—1) se calcula de manera similar a (3.44), a partir de los residuos
~ 1 ~N » ~N ~N .

En =Y, = X, (B,) = XE(B,),n=1,...,N,con B ,i =1,...,p, siendo los
estimadores de minimos cuadrados generalizados de los componentes de 3, basados en
la observacion de Yq,..., Yy, calculados en términos de C™!, o su version empirica,

en el caso donde Ry y Ry son desconocidos, como se indicd anteriormente.

3.4. Estudio de Simulacion

La ilustracion de la metodologia presentada se realizard en el caso de que los auto-
vectores del operador de autocovarianza del proceso de error son desconocidos, como
suele ocurrir en la préactica. El modelo 2 que se genera y analiza a continuacion (ver
también los modelos 3 y 4 en el Apéndice 1), también se ilustra el hecho de que la
suposicion de Hilbert-Schmidt en los regresores se puede relajar, sustituyéndola por la
condicion, més débil, de compacidad de los regresores, a partir de un diseno espectral
diagonal. Limitemos nuestra atencion al caso gaussiano, y al espacio de Hilbert separa-
ble real H = L?((a, b)), el espacio de funciones de cuadrados integrables en (a,b), con

(a,b) = (0,60). Se consideran los siguientes sistemas de autovectores y autovalores:
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) () = 72— sin (ﬁfl) iz (3.50)

Ralf)x) = 3wl / ()64 (v) £ (0)dy (3.51)
Rs(f)(x) = Z)\k (Rs) / Or(2)dr(y) f (v)dy (3.52)
PO = D n) / () bu () £ (0)dy. (3.53)

Xi(8)(@) = Zxk /ask Vo) By, i=1,....p

ﬁz(x) = <ﬁu¢k>L2 (a,b)) ¢k Zﬁz :17"'7p'
k=1

(3.54)

La ecuacion (3.50) define {¢;};>1 como los autovectores del operador Laplaciano nega-
tivo las condiciones de Dirichlet sobre el intervalo (a,b). Las secuencias {\;(Ro)}x>1,
{Ae(Rs) ti>1 ¥ {M(p) }e>1 denotan, respectivamente, los sistemas de autovalores de Ry,
Rs vy p. Notese, que en los siguientes ejemplos, {1 }r>1 coincide con los autovectores
{¢r}r>1 de Ry. Se han analizado seis modelos, mostrando diferentes 6rdenes de regula-
ridad. Las observaciones Y7, ..., Yy de la respuesta se generan a partir de las ecuaciones
(3.1)-(3.5), en términos de (3.50)-(3.54) (una realizacion de una muestra funcional de
tamano /N = 200 de la respuesta y su estimacion se representa en el Apéndice 1, para los
seis modelos analizados). Los resultados para los escenarios mas regulares y singulares
se muestran aqui, correspondientes a los Modelos 1 y 2, respectivamente (se muestran
asimismo los resultados en los Modelos 3-6, para ky = 2,3,4, y N = 200, 600, 1000,
en la secciéon sobre Apéndice 1). Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran los errores cuadraticos

medios funcionales empiricos

T

ECMFE(n 12 6—10 S [Yiw) - Vi), (3.55)

2€(0,60)

<

para el caso méas desfavorable, es decir, para el valor del parametro de truncamiento
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méas grande ky = 4, y el tamano de muestra mas pequeno N = 200. Aqui, r denota
el nimero de repeticiones generadas. Ver también el Apéndice 1, donde se muestran
los resultados obtenidos para valores de los pardmetros de truncamiento y tamanos de

muestras adicionales. Los ECMECs,

r
ECMEC(z,n) — %Z[Y@'m _ Vi@, 2 € (0,60), n=1,...,N,
i=1
también estan representados, en ese apéndice. Aqui, Y!(x) denota el valor de la respues-
ta en el punto x € (0,60), e f/g(m) es su valor estimado, para tiempos n=1,..., N =
200, calculado a partir de la i-ésima generaciéon de una muestra funcional de tamano N,
para i = 1,...,r. Como se indica en la nota 3.4, el ky 6ptimo se determina a partir del
tamano de la muestra, la tasa de convergencia a cero de los autovalores empiricos de
Ry, v la distancia entre los autovalores empiricos de Ry. De hecho, el valor ky 6ptimo

se encuentra en el intervalo [2, 4], para N = 200,600, 1000 (ver el Apéndice 1).

Los modelos 1 y 2 se definen a partir de los siguientes valores de los parametros:

paracada k> 1,yn > 1,

1 1 1
Modelo 1 M\i(Ry) = -3, M(Rs) = ——7, Ml(p) =
odelo 1 ARo) = Gy M) = gyye M0 =5
xilg(n) _ exp(—nk‘l/lo), xi(n) :exp(—nk15/100),
1
xi(n) = exp(—nk2/10)7 <517¢k>L2(a,b) = m’
1 1
</827¢k>L2(a’b) = —(k:+1)7/10’ <537¢k>,;2(a,b) = (k+ 1) (3.56)
1 1
Modelo 2 M\, (Ry) = m, Me(Rs) = (k + 1)12/10
M) = e
1 1
1 B 200N
zp(n) = —n(k:+1)1/10’ . (n) n(k + 1)2/100
1 1
3 _ J— I
) = el = g
1 1

(Bo, ¢k>L2(a,b) (Bs, ¢’“>L2(avb) -

(k + 1)7/10° (k+ 1)4/5°

(3.57)
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La velocidad de caida de los autovalores de los operadores de autocovarianza y
autocorrelacion es mas rapida en el modelo 1 que en el modelo 2, mas singular. Adicio-
nalmente, el modelo 2 corresponde a un escenario mas singular, donde los regresores se
definen a partir de operadores compactos, pero no Hilbert-Schmidt. Los errores cua-
draticos medios funcionales empiricos, obtenidos para r = 100 realizaciones de una
muestra funcional de tamano N = 200, se muestran en la Tabla 3.1 para el modelo 1
y en la Tabla 3.2 para el modelo 2, considerando los tiempos n = 10t, t = 1, ..., 20,
muestreados de la observaciones funcionales, que conforman la muestra global de tama-
no N = 200. Las propiedades de regularidad, es decir, las propiedades de continuidad y
diferenciabilidad de las funciones, que definen los parametros de regresion, y asi como
del operador de autocovarianza de la respuesta y las innovaciones, y el operador de
autocorrelacion junto con los regresores tipo ntcleo, determinan, en parte, la precision
del estimador propuesto. Para los tamanos de muestra N = 200, 600, 1000, y valores de
parametros de truncamiento ky = 2, 3,4, probados, el mejor rendimiento corresponde
al modelo 1, que proporciona el escenario paramétrico mas regular. Los peores resul-
tados se observan en el modelo 2, que corresponde al escenario mas singular, lo que

conduce a los valores més grandes de Ay, = sup,_; 1 ik Ver Teorema

<k X;(Ro)=A;+1(Ro)
2 de Guillas |63], que proporciona la convergencia a cero del error medio cuadratico
funcional, en la norma de £(H). Tengase en cuenta que segiin este resultado, la eleccion

6ptima de ky es tal que
Mt (Ry) = 22, >0, e<1/2, y > 1.

La tasa de convergencia en media cuadratica es entonces de orden.

Az M)
)\ZN (RO) = |:N1_NQ€‘|

(Ver Apéndice 1, para una comparacion con los modelos 3-6).
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Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0075 110 0.0030
20 0.0072 120 0.0038
30 0.0058 130 0.0023
40 0.0039 140 0.0036
20 0.0048 150 0.0018
60 0.0042 160 0.0033
70 0.0020 170 0.0052
80 0.0062 180 0.0056
90 0.0036 190 0.0023
100 0.0031 200 0.0045

Tabla 3.1: Modelo 1. Errores Cuadraticos Medios Funcionales Empiricos (ECMFE),
basado en r = 100 repeticiones de una muestra de la respuesta funcional de tamano
N = 200, considerando el orden de truncamiento ky = 4.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.2960 110 0.0652
20 0.3068 120 0.0629
30 0.2970 130 0.0625
40 0.3145 140 0.0588
20 0.2289 150 0.0372
60 0.2491 160 0.0655
70 0.2339 170 0.0709
80 0.1496 180 0.1048
90 0.1200 190 0.1011
100 0.0922 200 0.1237

Tabla 3.2: Modelo 2. Errores Cuadréticos Medios Funcionales Empiricos (EFMQE),
basado en r = 100 repeticiones de una muestra de la respuesta funcional de tamano
N = 200, considerando el orden de truncamiento ky = 4.

3.5. Aplicaciéon

En esta seccion, se analiza un panel de pequenas y medianas empresas espanolas,
en diferentes 4reas industriales de las 15 comunidades auténomas espanolas, en la Pe-
ninsula Ibérica, durante el periodo 1999 — 2007, considerando 4 sectores industriales
(Fabricas, Construccion, Comercio y Servicio). Los datos fueron recogidos de la base
de datos SABI (Sistema de Anélisis de Balances Ibéricos). Los factores determinantes
del endeudamiento de la empresa, considerados en el analisis de las decisiones finan-

cieras, son: Tamano de la empresa, Estructura del activo, Rentabilidad, Crecimiento,
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Riesgo de la empresa, Edad. Especificamente, el endeudamiento se mide como la pro-
porciéon de la deuda total de los activos totales; el tamano de la empresa se mide como
el registro de los activos totales; la estructura de activos consiste en los activos fijos
netos divididos por los activos totales de la empresa; la rentabilidad se calcula como la
proporcion entre beneficio antes de intereses, impuestos, depreciacion y amortizacion,
y el total de activos; el crecimiento se mide en términos del crecimiento de los activos,
calculado como el cambio anual de los activos totales de la empresa; el riesgo de la
empresa viene dado por el riesgo del negocio y se define como la desviacion estandar
del beneficio antes de intereses e impuestos sobre el valor contable de los activos tota-
les, durante el periodo de muestra; y, finalmente, la edad se mide como el logaritmo
del nimero de anos que la empresa ha estado operando. Estos factores determinantes
dependen de la comunidad espafola estudiada (localizacion espacial en la Peninsula
Ibérica) y del area industrial muestreada (situado por el argumento radial, en la comu-
nidad auténoma correspondiente). Segtin se ha comentado, los registros corresponden
al periodo 1999-2007 (ver Apéndice 2, donde la respuesta y estos regresores tipo nicleo

estan representados para el sector Fabrica).

SCC H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.0053 0.0066 0.0136 0.0141 0.0050 0.0061 0.0095 0.0030 0.0182
2 (Asturias) 0.0559 0.0492 0.0285 0.0366 0.0299 0.0273 0.0198 0.0252 0.0280
3 (Cantabria) 0.0487 0.0213 0.0288 0.0384 0.0197 0.0175 0.0169 0.0146 0.0256
4 (P. Vasco) 0.0038 0.0051 0.0102 0.0070 0.0065 0.0035 0.0037 0.0052 0.0092
5 (Navarra) 0.0110 0.0127 0.0097 0.0106 0.0065 0.0088 0.0173 0.0106 0.0141
6 (Aragon) 0.0162 0.0069 0.0161 0.0208 0.0105 0.0107 0.0115 0.0078 0.0180
7 (Catalufia) 0.0058 0.0039 0.0186 0.0121 0.0043 0.0037 0.0046 0.0037 0.0204
8 (Cast. Leon) 0.0070  0.0052 0.0267 0.0309 0.0057 0.0061 0.0124 0.0058 0.0376
9 (La Rioja) 0.0662 0.0515 0.0237 0.0372 0.0221 0.0265 0.0585 0.0352 0.0237
10 (Extremadura) || 0.0326 0.0273 0.0467 0.0501 0.0453 0.0452 0.0445 0.0417 0.0537
11 (Madrid) 0.0087 0.0021 0.0086 0.0057 0.0076 0.0096 0.0086 0.0059 0.0082
12 (Cast. Mancha) || 0.0062 0.0087 0.0102 0.0220 0.0054 0.0053 0.0060 0.0036 0.0107
13 (C. Valenciana) || 0.0129 0.0073 0.0104 0.0103 0.0094 0.0109 0.0179 0.0099 0.0240
14 (Andalucia) 0.0170  0.0097 0.0249 0.0235 0.0048 0.0053 0.0085 0.0063 0.0440
15 (Murcia) 0.0123 0.0086 0.0130 0.0137 0.0112 0.0102 0.0127 0.0057 0.0170

Tabla 3.3: Sector Fabrica. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Autonomas
espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.

El suavizado Beals ha sido considerado tradicionalmente en Ecologia para pre-
decir la probabilidad de aparicion de diferentes especies en las unidades de muestra

(ver, por ejemplo, Caceres y Legendre [18]). La estructura global de la empresa de
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las comunidades espanolas estudiadas, durante el periodo temporal analizado, se ha
tenido en cuenta, en el procedimiento de seleccion de objetivo adecuado "subsectores
de la industria", en nuestra implementaciéon del suavizado Beals. Especificamente, el
siguiente objetivo "subsectores industriales" (es decir, objetivo ’especies’) se consideran
11 subsectores industriales en el sector Féabrica (alimentos; bebidas y tabaco; papel,
carton, escritorio y artes graficas; articulos y automotriz; confeccion textil y calzado;
fabricante de construccion y equipamiento; industria de madera, corcho y muebles;
industria metalmecanica; industria quimica y paraquimica; diversas industrias; tecno-
logia de la informacion y economia del conocimiento), 3 subsectores industriales en el
sector Construccion (actividades de construccion especializadas; edificacion; y obra ci-
vil), 9 subsectores industriales en el sector Comercio (articulos para el hogar, muebles y
electrodomésticos; equipos y componentes electronicos, informaticos y de telecomunica-
ciones; ferreteria, vidrio y materiales de construccion; maquinaria, mobiliario y equipos
para actividades agricolas e industriales; materias primas, agricolas, para la industria y
materiales de desecho; productos farmacéuticos, perfumeria, accesorios de vestir; libros
y otros; productos textiles y calzado; y vehiculos, motores, repuestos, combustibles y
lubricantes) y 6 subsectores industriales en el sector Servicio (hosteleria; servicio a la
empresa; servicio de distribucion; servicio social; servicios al consumidor; y transporte).
Los valores de probabilidad estimada (por suavizamiento Beals) que un determinado
subsector industrial ocurre en una unidad de muestreo especifico desempena el papel
de ponderaciones, en el cilculo de una version espacial suavizada del endeudamiento
de la empresa observada (ver el endeudamiento medio de la empresa por comunidad, y
la representacion mediante mapas del endeudamiento suavizado Beals en el Apéndice
2). La interpolacion espacial se realiza en una cuadricula regular. El modelo regresion
funcional propuesto se ajusta a partir de dicho conjunto de datos suavizados e interpo-
lados espacialmente, en términos de autovectores y autovalores empiricos (ver Apéndice
2 para obtener méas detalles). Dado que el tamano de la muestra funcional N = 9 es
pequeno y la distancia entre los autovalores empiricos del operador autocovarianza de
los residuos, asociados con el estimador de minimos cuadrados ordinarios (ver Secciéon
3.3), solo un autovector empirico (ky = 1) es considerado en la ecuacion (3.44) (ver

también Bosq [14]). Se aplica el método de validacion cruzada ( Leave-One-Out Cross-
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Validation (LOOCYV)) para analizar la capacidad predictiva del modelo ajustado. Los
errores medios LOOCYV en las 15 comunidades espanolas, para los anos en el periodo
1999 — 2007, se muestran, en las Tablas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6, para los cuatro sectores
de la industria estudiados, respectivamente. Notese, que el peor ajuste del modelo es
observado para los truncamientos ky = 2 y ky = 3 (ver el Apéndice 2). El mejor
resultado corresponde al sector Fabrica seguido por los sectores Construccion y Co-
mercio, donde los subsectores objetivo de la empresa parecen ser seleccionados, segin
la estructura empresarial de la mayoria de las comunidades espanolas. Mientras que
en el sector Industrial Servicios se observan los peores resultados, ya que este sector
incluye una mayor diversidad de areas industriales con poca dependencia espacial. A
pesar de estos efectos observados del suavizamiento Beals, la magnitud de los errores
medios LOOCYV es bastante estable a través del tiempo y el espacio (vease también
la representacion mediante mapas de los errores medios LOOCYV en el Apéndice 2,
para ky = 1). Dada la ausencia de registros en la base de datos utilizada, en el sector
Construccion en Cantabria, y en el sector Comercio en La Rioja, omitimos estas lineas,
en las correspondientes tablas de los errores medios LOOCV. El efecto de estos datos
faltantes se puede observar en el mapa de los errores medios LOOCYV en el Apéndice
2. El desarrollo del enfoque presentado, bajo un enfoque de datos faltantes u omitidos,

constituyen un tema de trabajo para el futuro.

SCC H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.0238 0.0163 0.0332 0.0359 0.0154 0.0169 0.0261 0.0378 0.0157
2 (Asturias) 0.0628 0.0680 0.0703 0.0494 0.0715 0.0937 0.0648 0.0445 0.0557
4 (P. Vasco) 0.0416 0.0301 0.0382 0.0474 0.0336 0.0165 0.0376 0.0477 0.0365
5 (Navarra) 0.0290 0.0301 0.0261 0.0808 0.0191 0.0399 0.0898 0.0756 0.0389
6 (Aragon) 0.0245 0.0163 0.0375 0.0370 0.0122 0.0507 0.0407 0.0480 0.0158
7 (Catalunia) 0.0148 0.0136 0.0230 0.0276 0.0195 0.0149 0.0177 0.0471 0.0216
8 (Cast. Leon) 0.0540 0.0538 0.0664 0.0465 0.0684 0.0314 0.0610 0.1226 0.0795
9 (La Rioja) 0.0639 0.0457 0.0636 0.1043 0.0554 0.0937 0.0599 0.1636 0.0498
10 (Extremadura) | 0.0294 0.0306 0.0337 0.0311 0.0260 0.0330 0.0487 0.0689 0.0461
11 (Madrid) 0.0199 0.0333 0.0190 0.0255 0.0143 0.0092 0.0144 0.0418 0.0147
12 (Cast. Mancha) || 0.0251 0.0248 0.0316 0.0262 0.0246 0.0315 0.0432 0.0600 0.0222
13 (C. Valenciana) || 0.0226 0.0224 0.0300 0.0310 0.0190 0.0190 0.0190 0.0179 0.0177
14 (Andalucia) 0.0335 0.0504 0.0546 0.0620 0.0298 0.0289 0.0245 0.1275 0.0336
15 (Murcia) 0.0316 0.0321 0.0413 0.0432 0.0092 0.0397 0.0225 0.0332 0.0560

Tabla 3.4: Sector Construccion. Errores LOOCV en cada una de las Comunidades
Autonomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.
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SCC H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.0094 0.0100 0.0071 0.0092 0.0089 0.0090 0.0113 0.0120 0.0078
2 (Asturias) 0.0259 0.0258 0.0233 0.0247 0.0208 0.0250 0.0260 0.0270 0.0223
3 (Cantabria) 0.0211 0.0236 0.0153 0.0153 0.0180 0.0236 0.0274 0.0251 0.0154
4 (P. Vasco) 0.0049 0.0052 0.0052 0.0047 0.0054 0.0064 0.0057 0.0064 0.0051
5 (Navarra) 0.0879 0.0850 0.0821 0.0789 0.0833 0.0877 0.0810 0.0826 0.0794
6 (Aragon) 0.0129 0.0172 0.0126 0.0128 0.0149 0.0166 0.0188 0.0171 0.0109
7 (Catalufia) 0.0042 0.0057 0.0045 0.0067 0.0060 0.0061 0.0048 0.0064 0.0058
8 (Cast. Leon) 0.0176 0.0165 0.0178 0.0175 0.0169 0.0157 0.0169 0.0148 0.0187
10 (Extremadura) | 0.0084 0.0085 0.0106 0.0093 0.0082 0.0094 0.0090 0.0105 0.0097
11 (Madrid) 0.0099 0.0101 0.0105 0.0100 0.0114 0.0130 0.0190 0.0145 0.0132
12 (Cast. Mancha) || 0.0099 0.0138 0.0068 0.0052 0.0072 0.0122 0.0183 0.0205 0.0074
13 (C. Valenciana) || 0.0079 0.0075 0.0082 0.0079 0.0093 0.0110 0.0092 0.0082 0.0088
14 (Andalucia) 0.0236  0.0239 0.0206 0.0209 0.0235 0.0251 0.0228 0.0241 0.0197
15 (Murcia) 0.0088 0.0090 0.0072 0.0069 0.0086 0.0110 0.0106 0.0106 0.0074

Tabla 3.5: Sector Commercio. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Au-
tonomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.

SCC H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.0578 0.0577 0.0547 0.0595 0.0296 0.0442 0.0464 0.0437 0.0526
2 (Asturias) 0.0351 0.0085 0.0157 0.0253 0.1956 0.0228 0.0157 0.0341 0.0440
3 (Cantabria) 0.0360 0.0385 0.0354 0.0334 0.3637 0.0357 0.0480 0.0406 0.0449
4 (P. Vasco) 0.0190 0.0257 0.0214 0.0341 0.2277 0.0197 0.0191 0.0253 0.0307
5 (Navarra) 0.0674 0.0379 0.0397 0.0711 0.2124 0.0416 0.0407 0.0389 0.0472
6 (Aragon) 0.0207 0.0311 0.0376 0.0578 0.7336 0.0279 0.0363 0.0298 0.0305
7 (Cataluiia) 0.0440 0.0401 0.0109 0.0373 0.0876 0.0192 0.0232 0.0351 0.0371
8 (Cast. Leon) 0.0215 0.0264 0.0137 0.0714 0.5700 0.0308 0.0136 0.0204 0.0202
9 (La Rioja) 0.0406 0.0592 0.0689 0.0707 0.2736 0.0732 0.0560 0.0533 0.0631
10 (Extremadura) || 0.0464 0.0479 0.0315 0.1038 0.1239 0.0416 0.0364 0.0450 0.0514
11 (Madrid) 0.0647 0.0259 0.0333 0.0292 0.0718 0.0259 0.0183 0.0418 0.0433
12 (Cast. Mancha) || 0.0273 0.0288 0.0206 0.0465 0.1548 0.0556 0.0243 0.0569 0.0532
13 (C. Valenciana) || 0.0190 0.0330 0.0315 0.0554 0.4012 0.0475 0.0399 0.0398 0.0392
14 (Andalucia) 0.0624 0.0092 0.0223 0.0237 0.2590 0.0245 0.0351 0.0307 0.0483
15 (Murcia) 0.0247 0.0346 0.0116 0.0240 0.3455 0.0468 0.0277 0.0848 0.0948

Tabla 3.6: Sector Servicio. Errores LOOCV en cada una de las Comunidades Autono-
mas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.

3.6. Comentario final

Este capitulo extiende los resultados de la estimacion por minimos cuadrados gene-
ralizados obtenidos en Ruiz-Medina [128], en el anélisis FANOVA de modelos de efectos
fijos Hilbert-valuados, bajo errores dependientes. Especificamente, el enfoque presen-
tado permite el andlisis de las respuestas funcionales durante un periodo de tiempo,
bajo el control de regresores tipo ntcleo definidos durante dicho periodo. Mientras que,
en Ruiz-Medina [128], se considera una matriz del disefio de efectos fijos escalar. En

Benhenni et al. [12], se asume un disenio aleatorio funcional en regresion simple bajo



60 CAPITULO 3

errores dependientes. El enfoque presentado en este capitulo, permite desarrollar el
analisis estadistico funcional a partir de un diseno aleatorio tipo nicleo bajo un mo-
delo de regresién multiple con errores dependientes. Ademas, se obtienen condiciones
suficientes para la derivacion explicita del estimador funcional del parametro de regre-
sion por minimos cuadrados generalizados, mas allad de la restriccion considerada en
Ruiz-Medina [128], sobre la diagonalizacion espectral de los parametros funcionales, en
términos de un sistema autovectores comun. En la implementacién practica de la meto-
dologia propuesta, se debe considerar una base ortonormal adecuada {p; = ¥y, k > 1}
de H. Cuando H es un elemento de la escala del espacios de Sobolev fraccionarios, in-
cluyendo el espacio L2, las bases wavelet proporcionan bases incondicionales para estos
espacios. En particular, como base de funciones {¢x, k > 1} se puede considerar una
base wavelet ortonormal que proporcione un anéalisis multirresolucion [s] + 1 regular de
un espacio L?, para un adecuado s > 0, permitiendo la inversioén continua del operador
autocovarianza Ro. Aqui [-] denota la parte entera. El estudio de simulacion destaca
la interaccion entre las propiedades de regularidad de los datos funcionales y el rendi-
miento del enfoque presentado, dependiendo del orden de truncamiento y el tamaifio de
la muestra. Por otro lado, en el ejemplo desarrollado a partir de datos reales, se ilustra
el comportamiento de los estimadores de regresion funcional para tamanos pequenos de
muestra. Se ilustra asimismo el papel de los regresores tipo niicleo. En nuestro ejemplo,
suavizan el efecto de las areas industriales, en la representacion de los mapas del endeu-
damiento de las empresas con suavizamiento Beals anual (respuesta), como la salida de
un filtro lineal, con entrada los pardmetros de regresion, incorporando la informacion
de los factores determinantes de la empresa (regresores tipo nucleo), dependiendo del

area industrial muestreada, y de la comunidad espanola estudiada.
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3.7. Apéndice 1: Estudio de Simulacién

Se presenta los errores cuadréaticos medios empiricos para los valores 6ptimos del
parametro de truncamiento ky,; con N = 200,600, 1000. Se estudian seis modelos,

incluyendo los considerados en la Seccion 3.4, para H = L*((0,60)).

3.7.1. Modelo 1

Se considera en primer lugar el modelo 1 introducido en la Seccion 3.4 de este capi-

tulo. En la Figura 3.1, se muestra una realizaciéon de la respuesta original y estimada.
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Figura 3.1: Modelo 1. Los valores de la respuesta original Y, (z), z € (0,60), n =

1,...,200 (lado izquierdo), y los valores de la respuesta estimada ?n(a:), z € (0,60),
n=1,...,200 (lado derecho).

Se presenta los Errores Cuadraticos Medios Funcionales Empiricos (ECMFE), para
ordenes de truncamiento ky = 2,3, y los tamanos de muestras N = 200, 600, 1000.
Los Errores Cuadraticos Medios Empiricos Puntuales (ECMEC) son también repre-
sentados, incluyendo el valor del pardmetro de truncamiento ky = 4 considerado en la

Seccién 3.4
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Figura 3.2: Modelo 1. ECMEC basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =
4.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0045 110 0.0027
20 0.0041 120 0.0030
30 0.0032 130 0.0034
40 0.0037 140 0.0036
20 0.0038 150 0.0031
60 0.0037 160 0.0031
70 0.0035 170 0.0035
80 0.0040 180 0.0033
90 0.0036 190 0.0031
100 0.0031 200 0.0038

Tabla 3.7: Modelo 1. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =
3.
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200

Figura 3.3: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =
3.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0043 110 0.0026
20 0.0037 120 0.0033
30 0.0032 130 0.0030
40 0.0036 140 0.0025
20 0.0032 150 0.0029
60 0.0032 160 0.0026
70 0.0026 170 0.0030
80 0.0028 180 0.0030
90 0.0029 190 0.0027
100 0.0028 200 0.0028

Tabla 3.8: Modelo 1. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =
2.
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Figura 3.4: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =
2.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0031 210 0.0035 410 0.0029
20 0.0035 220 0.0031 420 0.0031
30 0.0033 230 0.0032 430 0.0027
40 0.0031 240 0.0026 440 0.0030
20 0.0032 250 0.0037 450 0.0031
60 0.0029 260 0.0037 460 0.0030
70 0.0035 270 0.0029 470 0.0030
30 0.0030 280 0.0032 480 0.0030
90 0.0032 290 0.0022 490 0.0027
100 0.0029 300 0.0030 200 0.0029
110 0.0031 310 0.0033 510 0.0028
120 0.0033 320 0.0027 520 0.0029
130 0.0033 330 0.0023 530 0.0028
140 0.0034 340 0.0031 540 0.0028
150 0.0032 350 0.0034 950 0.0025
160 0.0036 360 0.0032 260 0.0034
170 0.0028 370 0.0025 270 0.0034
180 0.0028 380 0.0033 280 0.0028
190 0.0024 390 0.0030 290 0.0024
200 0.0026 400 0.0033 600 0.0031

Tabla 3.9: Modelo 1. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento ky =
3.
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Figura 3.5: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento ky =
3.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0065 210 0.0046 410 0.0029
20 0.0059 220 0.0041 420 0.0033
30 0.0060 230 0.0034 430 0.0030
40 0.0064 240 0.0037 440 0.0032
20 0.0060 250 0.0035 450 0.0041
60 0.0048 260 0.0030 460 0.0033
70 0.0068 270 0.0033 470 0.0041
80 0.0045 280 0.0038 480 0.0034
90 0.0055 290 0.0036 490 0.0028
100 0.0063 300 0.0034 200 0.0032
110 0.0052 310 0.0032 510 0.0037
120 0.0055 320 0.0026 920 0.0028
130 0.0050 330 0.0027 930 0.0031
140 0.0047 340 0.0038 540 0.0029
150 0.0047 350 0.0036 250 0.0039
160 0.0036 360 0.0032 260 0.0036
170 0.0047 370 0.0041 270 0.0034
180 0.0043 380 0.0037 280 0.0037
190 0.0034 390 0.0031 290 0.0041
200 0.0040 400 0.0029 600 0.0034

Tabla 3.10: Modelo 1. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.
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Figura 3.6: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento ky =
2.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0037 260 0.0038 510 0.0035 760 0.0037
20 0.0042 270 0.0038 920 0.0034 770 0.0037
30 0.0046 280 0.0040 230 0.0040 780 0.0036
40 0.0046 290 0.0045 540 0.0037 790 0.0050
50 0.0041 300 0.0035 250 0.0035 800 0.0041
60 0.0034 310 0.0033 260 0.0037 810 0.0029
70 0.0051 320 0.0037 a70 0.0032 820 0.0041
80 0.0047 330 0.0042 280 0.0041 830 0.0030
90 0.0043 340 0.0031 290 0.0031 840 0.0039
100 0.0039 350 0.0036 600 0.0034 850 0.0036
110 0.0036 360 0.0041 610 0.0032 860 0.0030
120 0.0038 370 0.0046 620 0.0037 870 0.0033
130 0.0043 380 0.0043 630 0.0034 880 0.0043
140 0.0033 390 0.0040 640 0.0040 890 0.0034
150 0.0040 400 0.0041 650 0.0037 900 0.0039
160 0.0043 410 0.0038 660 0.0040 910 0.0035
170 0.0038 420 0.0036 670 0.0036 920 0.0039
180 0.0043 430 0.0040 680 0.0034 930 0.0036
190 0.0037 440 0.0038 690 0.0033 940 0.0042
200 0.0055 450 0.0034 700 0.0028 950 0.0030
210 0.0051 460 0.0045 710 0.0040 960 0.0036
220 0.0037 470 0.0041 720 0.0045 970 0.0038
230 0.0037 480 0.0039 730 0.0031 980 0.0035
240 0.0036 490 0.0030 740 0.0045 990 0.0033
250 0.0036 200 0.0035 750 0.0033 1000  0.0038

Tabla 3.11: Modelo 1. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.7: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de

respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kN = 3.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo  ECE
10 0.0041 260 0.0033 510 0.0029 760 0.0040
20 0.0039 270 0.0038 520 0.0035 770 0.0030
30 0.0039 280 0.0041 530 0.0044 780 0.0036
40 0.0036 290 0.0035 540 0.0035 790 0.0034
50 0.0053 300 0.0039 550 0.0042 800 0.0039
60 0.0036 310 0.0030 560 0.0032 810 0.0035
70 0.0059 320 0.0038 570 0.0025 820 0.0035
80 0.0043 330 0.0030 580 0.0040 830 0.0047
90 0.0044 340 0.0042 590 0.0033 840 0.0046
100 0.0042 350 0.0037 600 0.0037 850 0.0030
110 0.0037 360 0.0032 610 0.0045 860 0.0034
120 0.0051 370 0.0039 620 0.0047 870 0.0031
130 0.0035 380 0.0034 630 0.0039 880 0.0034
140 0.0052 390 0.0037 640 0.0037 890 0.0033
150 0.0038 400 0.0037 650 0.0030 900 0.0032
160 0.0042 410 0.0033 660 0.0041 910 0.0040
170 0.0041 420 0.0030 670 0.0030 920 0.0034
180 0.0031 430 0.0051 680 0.0033 930 0.0043
190 0.0032 440 0.0031 690 0.0030 940 0.0041
200 0.0033 450 0.0033 700 0.0035 950 0.0047
210 0.0039 460 0.0035 710 0.0034 960 0.0037
220 0.0031 470 0.0029 720 0.0030 970 0.0040
230 0.0041 480 0.0039 730 0.0034 980 0.0034
240 0.0048 490 0.0027 740 0.0037 990 0.0035
250 0.0041 500 0.0038 750 0.0034 1000  0.0037

Tabla 3.12: Modelo 1.

kn = 2.

ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
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Figura 3.8: Modelo 1. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

3.7.2. Modelo 2

Una realizacion de la respuesta original y estimada del Modelo 2, introducida en la

Secciéon 3.4, se muestra en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Modelo 2. Los valores de la respuesta original Y, (z), = € (0,60)
(

? 9 n =
1,...,200 (lado izquierdo), y los valores de respuesta estimados Y, z), z € (0,60),

n=1,...,200 (lado derecho).

Se presenta los Errores Cuadraticos Medios Funcionales Empiricos (ECMFE), para
el 6ptimo ky = 2, cuando se considera el tamano de muestra N = 200, 1000. Los Errores
Cuadraticos Medios Empiricos por Componente (ECMEC) son también representado

por ky = 2,4, y N = 200, 1000.
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Figura 3.10: Modelo 2. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 4.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.3769 110 0.0636
20 0.3855 120 0.0544
30 0.3546 130 0.0408
40 0.3718 140 0.0288
20 0.3051 150 0.0304
60 0.2372 160 0.0378
70 0.1812 170 0.0661
80 0.1465 180 0.0740
90 0.1157 190 0.1004
100 0.0874 200 0.1514

Tabla 3.13: Modelo 2. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.



70 CAPITULO 3

0.8

fx
(R
1" l.:i. i § ;\‘\\s\\

\g !
,/,,nu,,' ‘|,~\\ i

200

Figura 3.11: Modelo 2. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0296 260 0.0654 510 0.0371 760 0.0318
20 0.0611 270 0.0775 920 0.0366 770 0.0263
30 0.0714 280 0.0840 230 0.0343 780 0.0344
40 0.0760 290 0.0657 540 0.0440 790 0.0255
50 0.0883 300 0.0711 250 0.0349 800 0.0337
60 0.0768 310 0.0625 260 0.0329 810 0.0336
70 0.0921 320 0.0644 a70 0.0324 820 0.0329
80 0.0891 330 0.0452 280 0.0252 830 0.0343
90 0.0851 340 0.0534 290 0.0271 840 0.0354
100 0.0758 350 0.0574 600 0.0349 850 0.0279
110 0.0817 360 0.0546 610 0.0284 860 0.0366
120 0.0893 370 0.0597 620 0.0356 870 0.0342
130 0.0877 380 0.0461 630 0.0323 880 0.0441
140 0.0792 390 0.0486 640 0.0255 890 0.0339
150 0.0878 400 0.0451 650 0.0255 900 0.0321
160 0.0758 410 0.0506 660 0.0250 910 0.0367
170 0.0721 420 0.0579 670 0.0272 920 0.0364
180 0.0883 430 0.0464 680 0.0229 930 0.0490
190 0.0884 440 0.0425 690 0.0270 940 0.0364
200 0.0711 450 0.0414 700 0.0311 950 0.0576
210 0.0825 460 0.0375 710 0.0338 960 0.0490
220 0.0662 470 0.0435 720 0.0287 970 0.0380
230 0.0827 480 0.0490 730 0.0251 980 0.0409
240 0.0700 490 0.0353 740 0.0299 990 0.0504
250 0.0668 200 0.0431 750 0.0272 1000  0.0436

Tabla 3.14: Modelo 2. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kny = 2.
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Figura 3.12: Modelo 2. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

3.7.3. Modelo 3

Los parametros funcionales involucrados en este ejemplo son mas singulares que en
los modelos 4-6, pero més regulares que en el modelo 2. Especificamente, consideramos,

paracada k> 1,y n > 1,

Ae(Ro) = m Ak(Re) = m

Nl = e o) =

r3(n) = m, zi(n) = m’

By, Ok} 12(ap) = ma (B2, Or) p2(ap) = m,
(B3 Or) p2(ap) = m

Los valores generados de la respuesta y su estimacion se representa en la Figura
3.13. Se consideran R = 100 repeticiones de una muestra funcional de tamano N = 200,
los Errores Cuadréticos Medios Funcionales Empiricos (ECMFE), en tiempos n = 10t,

t=1,...,20, se recogen en la Tabla 3.15, para ky = 4.
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Figura 3.13: Modelo 3. Los valores de la respuesta original Y,,(x)

) 6 7 n
1,...,200 (lado izquierdo), y los valores de la respuesta estimada }/}n(x), x € (0,60
n=1,...,200 (lado derecho).

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0154 110 0.0128
20 0.0180 120 0.0119
30 0.0234 130 0.0109
40 0.0113 140 0.0091
20 0.0158 150 0.0124
60 0.0097 160 0.0114
70 0.0220 170 0.0080
80 0.0102 180 0.0101
90 0.0179 190 0.0140
100 0.0089 200 0.0166

Tabla 3.15: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 4.

En la Figura 3.14, los correspondientes valores puntuales de los ECMFE
{CEMQE(x,n)}rec(0,60), n=1,..,200, son representados, en cada punto x del intervalo

(0,60), por cada tiempo n analizado.
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Figura 3.14: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 4.

Los ECMFEs se muestran ahora para ky = 2,3, y para tamanos de muestra N =

200, 600, 1000.

Tiempo ECMFE

Tiempo ECMFE

10
20
30
40
20
60
70
80
90
100

0.0694
0.0853
0.0824
0.0720
0.0576
0.0448
0.0525
0.0386
0.0304
0.0217

110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

0.0193
0.0165
0.0116
0.0105
0.0116
0.0151
0.0189
0.0209
0.0240
0.0367

Tabla 3.16: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.
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Figura 3.15: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.2406 110 0.0369
20 0.2811 120 0.0236
30 0.2499 130 0.0152
40 0.2279 140 0.0104
20 0.1957 150 0.0098
60 0.1645 160 0.0162
70 0.1230 170 0.0271
80 0.1041 180 0.0408
90 0.0745 190 0.0583
100 0.0541 200 0.0860

Tabla 3.17: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.
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Figura 3.16: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0440 210 0.0715 410 0.0110
20 0.0873 220 0.0649 420 0.0110
30 0.1196 230 0.0568 430 0.0103
40 0.1278 240 0.0527 440 0.0107
20 0.1376 250 0.0493 450 0.0115
60 0.1317 260 0.0447 460 0.0127
70 0.1335 270 0.0478 470 0.0142
80 0.1382 280 0.0354 480 0.0131
90 0.1390 290 0.0349 490 0.0138
100 0.1290 300 0.0294 500 0.0174
110 0.1210 310 0.0292 510 0.0179
120 0.1196 320 0.0249 520 0.0237
130 0.1132 330 0.0237 230 0.0222
140 0.1121 340 0.0209 540 0.0251
150 0.1092 350 0.0194 950 0.0350
160 0.0923 360 0.0147 560 0.0332
170 0.0892 370 0.0136 270 0.0377
180 0.0888 380 0.0130 280 0.0434
190 0.0782 390 0.0130 290 0.0454
200 0.0680 400 0.0119 600 0.0537

Tabla 3.18: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.17: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0110 210 0.0088 410 0.0070
20 0.0126 220 0.0095 420 0.0094
30 0.0076 230 0.0098 430 0.0079
40 0.0087 240 0.0085 440 0.0082
50 0.0110 250 0.0095 450 0.0091
60 0.0093 260 0.0113 460 0.0093
70 0.0090 270 0.0105 470 0.0089
80 0.0090 280 0.0080 480 0.0104
90 0.0095 290 0.0086 490 0.0092
100 0.0074 300 0.0108 500 0.0098
110 0.0109 310 0.0104 510 0.0088
120 0.0095 320 0.0098 520 0.0099
130 0.0099 330 0.0098 530 0.0087
140 0.0088 340 0.0091 540 0.0093
150 0.0096 350 0.0089 550 0.0088
160 0.0071 360 0.0101 560 0.0097
170 0.0089 370 0.0091 570 0.0089
180 0.0097 380 0.0107 580 0.0097
190 0.0089 390 0.0107 590 0.0102
200 0.0083 400 0.0094 600 0.0093

Tabla 3.19: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Figura 3.18: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo  ECE

10 0.0145 260 0.0288 510 0.0144 760 0.0116
20 0.0166 270 0.0266 920 0.0135 770 0.0118
30 0.0250 280 0.0305 330 0.0122 780 0.0105
40 0.0258 290 0.0254 540 0.0121 790 0.0097
50 0.0356 300 0.0231 250 0.0117 800 0.0136
60 0.0333 310 0.0246 260 0.0134 810 0.0131
70 0.0360 320 0.0230 d70 0.0124 820 0.0121
80 0.0376 330 0.0223 280 0.0121 830 0.0131
90 0.0360 340 0.0210 290 0.0104 840 0.0124
100 0.0364 350 0.0211 600 0.0113 850 0.0136
110 0.0385 360 0.0209 610 0.0096 860 0.0147
120 0.0354 370 0.0208 620 0.0118 870 0.0129
130 0.0361 380 0.0201 630 0.0121 880 0.0138
140 0.0340 390 0.0184 640 0.0116 890 0.0149
150 0.0329 400 0.0174 650 0.0102 900 0.0143
160 0.0341 410 0.0198 660 0.0102 910 0.0151
170 0.0326 420 0.0160 670 0.0110 920 0.0144
180 0.0327 430 0.0160 680 0.0104 930 0.0131
190 0.0332 440 0.0158 690 0.0096 940 0.0149
200 0.0317 450 0.0158 700 0.0110 950 0.0161
210 0.0302 460 0.0190 710 0.0104 960 0.0202
220 0.0289 470 0.0162 720 0.0115 970 0.0177
230 0.0281 480 0.0153 730 0.0098 980 0.0181
240 0.0301 490 0.0181 740 0.0104 990 0.0178
250 0.0299 200 0.0183 750 0.0092 1000  0.0182

Tabla 3.20: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.19: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 3.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0133 260 0.0081 510 0.0106 760 0.0095
20 0.0081 270 0.0082 920 0.0092 770 0.0072
30 0.0085 280 0.0092 230 0.0109 780 0.0088
40 0.0110 290 0.0071 540 0.0076 790 0.0099
50 0.0106 300 0.0101 250 0.0086 800 0.0116
60 0.0107 310 0.0116 260 0.0105 810 0.0098
70 0.0122 320 0.0089 a70 0.0084 820 0.0112
80 0.0093 330 0.0096 280 0.0112 830 0.0106
90 0.0111 340 0.0077 290 0.0114 840 0.0103
100 0.0086 350 0.0110 600 0.0083 850 0.0104
110 0.0097 360 0.0088 610 0.0079 860 0.0092
120 0.0103 370 0.0085 620 0.0104 870 0.0079
130 0.0093 380 0.0107 630 0.0077 880 0.0094
140 0.0111 390 0.0094 640 0.0098 890 0.0110
150 0.0100 400 0.0080 650 0.0085 900 0.0110
160 0.0096 410 0.0087 660 0.0118 910 0.0101
170 0.0101 420 0.0100 670 0.0092 920 0.0083
180 0.0084 430 0.0104 680 0.0100 930 0.0099
190 0.0097 440 0.0085 690 0.0098 940 0.0105
200 0.0093 450 0.0095 700 0.0090 950 0.0104
210 0.0083 460 0.0102 710 0.0096 960 0.0091
220 0.0081 470 0.0082 720 0.0075 970 0.0079
230 0.0096 480 0.0082 730 0.0084 980 0.0103
240 0.0086 490 0.0118 740 0.0100 990 0.0091
250 0.0103 200 0.0098 750 0.0089 1000  0.0111

Tabla 3.21: Modelo 3. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kny = 2.
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Figura 3.20: Modelo 3. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

3.7.4. Modelo 4

En este ejemplo, se consideran los nicleos de autocovarianza y autocorrelacion més
regulares que en el modelo 2. Por lo tanto, estdn méas lejos del limite del espacio del

parametro funcional correspondiente. Especificamente,

1 1 1
)\ R = —— )\ RE - ) )\ =
k( 0) (k—i— 1)37 k( ) (k—i— 1)4 k(p) (/{Z—i- 1)
1 1
1 B 2 _ _
zi(n) = —n(k FENVICE vi(n) = n(k + 1)2/100°
1 1
3 - _ )
zy(n) = n(k + 1)3/100° B Ok 12a) = (k+1)3/5
1 1

<627¢k>L2(a,b) = m7 <ﬁ37 ¢k>L2(a,b) = (/{Z 4 1)4/5;

porcada k > 1,y n > 1. Los valores de la respuesta original y estimada se muestran en
la Figura 3.21. Un muestreo de los Errores Cuadraticos Medios Funcionales Empiricos
(ECMFE) en diferentes tiempos n = 10t, t = 1, ..., 20, se reflejan en la Tabla 3.22. En
la Figura 3.22, los correspondientes valores puntuales de los ECMFE se representan en

cada punto x en el intervalo (0,60), para cada tiempo n analizado.
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Figura 3.21: Modelo 4. Los valores de la respuesta orlglnal Y, (x
1,...,200 (lado izquierdo), y la respuesta estimada Yn( ), x

(lado derecho).

Tiempo ECMFE

i WII| )
"l"n“\ i

!Mf’

|
el - o :=:,...

8
S M

€ (0,60),

Tiempo ECMFE

10 0.0045
20 0.0030
30 0.0029
40 0.0033
20 0.0028
60 0.0021
70 0.0028
80 0.0027
90 0.0069
100 0.0030

Tabla 3.22: Modelo 4. ECMFE, basado en R =

110 0.0019
120 0.0031
130 0.0037
140 0.0036
150 0.0032
160 0.0039
170 0.0028
180 0.0021
190 0.0035
200 0.0052

100 repeticiones de una muestra

de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 4.
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Figura 3.22: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 4.

También, como en los modelos anteriores, se muestran los ECMFEs y ECMECs,
para ky = 2,3, y para los tamanos de muestra N = 200,600, 1000. En la estimacion

del modelo 4.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0039 110 0.0028
20 0.0042 120 0.0026
30 0.0038 130 0.0034
40 0.0033 140 0.0031
20 0.0038 150 0.0029
60 0.0035 160 0.0035
70 0.0033 170 0.0033
80 0.0032 180 0.0031
90 0.0033 190 0.0034
100 0.0030 200 0.0037

Tabla 3.23: Modelo 4. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.23: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.

Tabla 3.24: Modelo 4. ECMFE, basado en R =

Tiempo ECMFE

Tiempo ECMFE

10
20
30
40
20
60
70
80
90
100

0.0110
0.0098
0.0099
0.0086
0.0083
0.0073
0.0063
0.0057
0.0048
0.0040

110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

0.0038
0.0038
0.0032
0.0035
0.0037
0.0032
0.0031
0.0039
0.0048
0.0051

100 repeticiones de una muestra

de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Figura 3.24: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0042 210 0.0030 410 0.0030
20 0.0038 220 0.0035 420 0.0025
30 0.0040 230 0.0031 430 0.0030
40 0.0046 240 0.0036 440 0.0032
20 0.0032 250 0.0031 450 0.0027
60 0.0037 260 0.0032 460 0.0040
70 0.0038 270 0.0030 470 0.0030
80 0.0038 280 0.0035 480 0.0025
90 0.0033 290 0.0030 490 0.0034
100 0.0035 300 0.0027 500 0.0022
110 0.0033 310 0.0035 510 0.0033
120 0.0037 320 0.0024 520 0.0045
130 0.0039 330 0.0029 230 0.0035
140 0.0034 340 0.0035 540 0.0034
150 0.0041 350 0.0030 950 0.0033
160 0.0035 360 0.0034 560 0.0035
170 0.0037 370 0.0028 270 0.0024
180 0.0033 380 0.0026 280 0.0030
190 0.0033 390 0.0033 290 0.0026
200 0.0034 400 0.0030 600 0.0039

Tabla 3.25: Modelo 4. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.25: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0070 210 0.0070 410 0.0027
20 0.0119 220 0.0086 420 0.0028
30 0.0140 230 0.0068 430 0.0024
40 0.0139 240 0.0069 440 0.0027
50 0.0154 250 0.0070 450 0.0031
60 0.0159 260 0.0074 460 0.0035
70 0.0148 270 0.0057 470 0.0032
80 0.0139 280 0.0057 480 0.0032
90 0.0139 290 0.0055 490 0.0036
100 0.0141 300 0.0055 500 0.0035
110 0.0141 310 0.0046 510 0.0039
120 0.0138 320 0.0049 520 0.0040
130 0.0127 330 0.0044 530 0.0037
140 0.0131 340 0.0036 540 0.0042
150 0.0098 350 0.0038 550 0.0050
160 0.0115 360 0.0037 560 0.0059
170 0.0100 370 0.0041 570 0.0045
180 0.0097 380 0.0036 580 0.0070
190 0.0101 390 0.0028 590 0.0057
200 0.0098 400 0.0032 600 0.0067

Tabla 3.26: Modelo 4. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Figura 3.26: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Tiempo  ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo  ECE

10 0.0062 260 0.0193 510 0.0060 760 0.0063
20 0.0123 270 0.0202 920 0.0088 770 0.0046
30 0.0212 280 0.0205 330 0.0066 780 0.0054
40 0.0216 290 0.0180 540 0.0069 790 0.0044
50 0.0232 300 0.0165 250 0.0072 800 0.0050
60 0.0258 310 0.0168 260 0.0058 810 0.0042
70 0.0285 320 0.0139 d70 0.0057 820 0.0051
80 0.0344 330 0.0168 280 0.0055 830 0.0054
90 0.0330 340 0.0159 290 0.0047 840 0.0044
100 0.0309 350 0.0153 600 0.0051 850 0.0053
110 0.0308 360 0.0163 610 0.0054 860 0.0053
120 0.0295 370 0.0128 620 0.0057 870 0.0057
130 0.0288 380 0.0128 630 0.0052 880 0.0063
140 0.0284 390 0.0133 640 0.0045 890 0.0061
150 0.0286 400 0.0128 650 0.0049 900 0.0085
160 0.0274 410 0.0097 660 0.0049 910 0.0059
170 0.0257 420 0.0115 670 0.0039 920 0.0088
180 0.0237 430 0.0098 680 0.0042 930 0.0072
190 0.0304 440 0.0107 690 0.0042 940 0.0103
200 0.0288 450 0.0072 700 0.0043 950 0.0113
210 0.0274 460 0.0095 710 0.0038 960 0.0097
220 0.0239 470 0.0089 720 0.0051 970 0.0106
230 0.0227 480 0.0086 730 0.0044 980 0.0123
240 0.0225 490 0.0079 740 0.0045 990 0.0112
250 0.0231 200 0.0076 750 0.0040 1000  0.0107

Tabla 3.27: Modelo 4. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.27: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0070 260 0.1227 510 0.0245 760 0.0048
20 0.0540 270 0.1206 520 0.0218 770 0.0078
30 0.0995 280 0.1132 530 0.0249 780 0.0049
40 0.1245 290 0.1122 540 0.0204 790 0.0082
50 0.1532 300 0.1061 550 0.0162 800 0.0111
60 0.1702 310 0.1031 560 0.0185 810 0.0128
70 0.1757 320 0.0933 570 0.0162 820 0.0095
80 0.1745 330 0.0926 580 0.0146 830 0.0157
90 0.1750 340 0.0850 590 0.0105 840 0.0168
100 0.1849 350 0.0766 600 0.0094 850 0.0173
110 0.1809 360 0.0780 610 0.0114 860 0.0201
120 0.1816 370 0.0725 620 0.0083 870 0.0251
130 0.1777 380 0.0677 630 0.0058 880 0.0216
140 0.1844 390 0.0611 640 0.0060 890 0.0278
150 0.1768 400 0.0647 650 0.0046 900 0.0298
160 0.1669 410 0.0582 660 0.0059 910 0.0312
170 0.1675 420 0.0568 670 0.0065 920 0.0333
180 0.1564 430 0.0472 680 0.0060 930 0.0373
190 0.1534 440 0.0457 690 0.0044 940 0.0323
200 0.1464 450 0.0479 700 0.0047 950 0.0387
210 0.1423 460 0.0386 710 0.0045 960 0.0508
220 0.1364 470 0.0391 720 0.0037 970 0.0523
230 0.1334 480 0.0366 730 0.0040 980 0.0548
240 0.1287 490 0.0341 740 0.0038 990 0.0519
250 0.1172 500 0.0274 750 0.0046 1000  0.0579

Tabla 3.28: Modelo 4. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Figura 3.28: Modelo 4. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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3.7.5. Modelo 5

Los siguientes parametros definen el modelo 5: Para cada k > 1,y n > 1,

1 1 1
)\ _ A ) = — )\ R
1(Ro) (k + 1)3/2’ KR UESEE k(p) CESEL
ri(n) = exp(_nkl/lo)7 22 (n) = exp(—nle/loo),
1
3(n) = 2/10 B
:L'k:(n) - eXp<_nkf / )7 </817¢k>L2(a7b) — m,

1 1
<627¢k>L2(a,b) = (k I 1)7/107 <63a ¢k>L2(a,b) = (k + 1)4/5.
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Figura 3.29: Modelo 5. Los valores de la respuesta original Y, (z)

Y 6 ) n
.,200 (lado izquierdo), y los valores de la respuesta estimada Y, (x), z € (0,60),
n=1,...,200 (lado derecho).

Los niicleos de autocovarianza y autocorrelacion muestran las mismas propiedades
de singularidad que en el modelo 3. Sin embargo, los regresores tipo niicleo son tan
regulares como en el modelo 1, y por lo tanto, menos singulares que en los modelos 2, 3 y
4. Podemos observar que la regularidad / singularidad de los nticleos de autocovarianza
y autocorrelacion afecta mas al rendimiento de la metodologia de estimacion propuesta,
que la regularidad / singularidad de los regresores tipo nticleo. Los valores originales
y estimados de la respuesta se muestran en la Figura 3.29. Los ECMFEs, obtenidos a
partir de R = 100 repeticiones de una muestra funcional de tamano 200 se reflejan en
la Tabla 3.29. La Figura 3.30 muestra los correspondientes CEMQEs. En ambas, tabla

y figura, se ha considerado el valor del pardmetro de truncamiento ky = 4.
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Tiempo ECMFE

Tiempo ECMFE

10
20
30
40
20
60
70
80
90
100

0.1915
0.1154
0.1123
0.0992
0.0673
0.0764
0.0483
0.0569
0.0281
0.0224

110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

0.0133
0.0132
0.0125
0.0099
0.0098
0.0220
0.0366
0.0342
0.0416
0.0509

Tabla 3.29: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =

4.
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Figura 3.30: Modelo 5. ECMEC, basado en R =
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 4.

100 repeticiones de una muestra

Para ky = 2,3, y N = 200,600, 1000, los ECMFEs y ECMECs, en la estimacion

de Modelo 5, se muestran seguidamente.
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Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0930 110 0.0140
20 0.0787 120 0.0115
30 0.0584 130 0.0111
40 0.0454 140 0.0103
20 0.0415 150 0.0119
60 0.0460 160 0.0181
70 0.0289 170 0.0230
80 0.0356 180 0.0244
90 0.0220 190 0.0264
100 0.0163 200 0.0306

Tabla 3.30: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamientoky = 3.

0.2
0.15
0.1

0.05

" \\\ '
‘ ‘v"’/‘“’ ‘.N

200

0 o

Figura 3.31: Modelo 5. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.

Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.1342 110 0.0109
20 0.1212 120 0.0126
30 0.0909 130 0.0112
40 0.0659 140 0.0100
20 0.0556 150 0.0134
60 0.0460 160 0.0184
70 0.0457 170 0.0210
80 0.0330 180 0.0246
90 0.0218 190 0.0410
100 0.0183 200 0.0495

Tabla 3.31: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.
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Figura 3.32: Modelo 5. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
kny = 2.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0313 210 0.0151 410 0.0113
20 0.0273 220 0.0130 420 0.0093
30 0.0224 230 0.0162 430 0.0106
40 0.0219 240 0.0133 440 0.0135
20 0.0180 250 0.0119 450 0.0114
60 0.0173 260 0.0114 460 0.0135
70 0.0213 270 0.0108 470 0.0131
80 0.0205 280 0.0138 480 0.0135
90 0.0184 290 0.0099 490 0.0136
100 0.0182 300 0.0116 500 0.0135
110 0.0204 310 0.0094 510 0.0131
120 0.0201 320 0.0141 520 0.0140
130 0.0176 330 0.0119 230 0.0115
140 0.0205 340 0.0126 540 0.0145
150 0.0151 350 0.0100 950 0.0163
160 0.0149 360 0.0130 560 0.0143
170 0.0141 370 0.0097 270 0.0125
180 0.0133 380 0.0111 280 0.0151
190 0.0126 390 0.0097 290 0.0159
200 0.0145 400 0.0093 600 0.0139

Tabla 3.32: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Figura 3.33: Modelo 5. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.

Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0314 210 0.0158 410 0.0103
20 0.0231 220 0.0118 420 0.0110
30 0.0276 230 0.0138 430 0.0113
40 0.0241 240 0.0138 440 0.0116
50 0.0266 250 0.0126 450 0.0105
60 0.0212 260 0.0104 460 0.0094
70 0.0268 270 0.0103 470 0.0117
80 0.0173 280 0.0107 480 0.0096
90 0.0231 290 0.0085 490 0.0111
100 0.0150 300 0.0106 500 0.0095
110 0.0176 310 0.0103 510 0.0119
120 0.0205 320 0.0119 520 0.0111
130 0.0164 330 0.0107 530 0.0120
140 0.0167 340 0.0122 540 0.0134
150 0.0195 350 0.0089 550 0.0105
160 0.0150 360 0.0110 560 0.0132
170 0.0160 370 0.0095 570 0.0115
180 0.0172 380 0.0083 580 0.0138
190 0.0133 390 0.0095 590 0.0098
200 0.0133 400 0.0091 600 0.0104

Tabla 3.33: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Figura 3.34: Modelo 5. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento
kny = 2.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0108 260 0.0087 010 0.0101 760 0.0074
20 0.0078 270 0.0110 520 0.0098 770 0.0110
30 0.0099 280 0.0098 230 0.0090 780 0.0099
40 0.0091 290 0.0114 940 0.0092 790 0.0103
20 0.0113 300 0.0100 350 0.0097 800 0.0088
60 0.0100 310 0.0106 260 0.0093 810 0.0107
70 0.0107 320 0.0079 570 0.0100 820 0.0091
80 0.0110 330 0.0089 280 0.0104 830 0.0119
90 0.0093 340 0.0093 290 0.0110 840 0.0086
100 0.0110 350 0.0094 600 0.0095 850 0.0109
110 0.0091 360 0.0137 610 0.0094 860 0.0083
120 0.0084 370 0.0133 620 0.0081 870 0.0082
130 0.0107 380 0.0109 630 0.0103 880 0.0104
140 0.0083 390 0.0110 640 0.0088 890 0.0094
150 0.0098 400 0.0090 650 0.0130 900 0.0110
160 0.0140 410 0.0110 660 0.0081 910 0.0095
170 0.0103 420 0.0087 670 0.0106 920 0.0092
180 0.0090 430 0.0074 680 0.0096 930 0.0092
190 0.0106 440 0.0097 690 0.0081 940 0.0119
200 0.0099 450 0.0101 700 0.0062 950 0.0097
210 0.0126 460 0.0087 710 0.0081 960 0.0084
220 0.0095 470 0.0095 720 0.0099 970 0.0114
230 0.0110 480 0.0094 730 0.0090 980 0.0090
240 0.0087 490 0.0075 740 0.0082 990 0.0091
250 0.0078 200 0.0077 750 0.0091 1000  0.0094

Tabla 3.34: Modelo 5. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

1000

Figura 3.35: Modelo 5. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.



3.7. APENDICE 1: ESTUDIO DE SIMULACION 95

3.7.6. Modelo 6

Bajo el escenario més regular, dado en el modelo 1, estudiamos el efecto de consi-
derar un pequeno espacio de parametros de regresion funcional, conteniendo funciones

vectoriales muy regulares 3. Los valores de los pardmetros que definen el modelo 6

estan dados por, para k > 1,y n > 1,

1 1 1
21 (n) = exp(—nk"10),  22(n) = exp(—nk'>/19),
1
23 (n) = exp(—nk?1),  (B1, k) 12 = s
1 1

(52, ¢k>L2(a,b) == Wa <ﬁ3a¢k>L2(a,b) = (k + 1)12

Los valores de respuesta gaussianas originales y estimados se representan en la Figura

3.36.
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6
1,...,200 (lado izquierdo), y los valores de respuesta estimada Y, x), T €
n=1,...,200 (lado derecho).

En la Tabla 3.35, los ECMFEs calculados a partir de R = 100 repeticiones de una
muestra funcional de tamano N = 200 se muestran para ky = 4. Los correspondientes

valores puntuales ECMECs se representan en la Figura 3.37.
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Tiempo ECMFE

Tiempo ECMFE

10 0.0043
20 0.0027
30 0.0039
40 0.0030
20 0.0034
60 0.0022
70 0.0047
80 0.0020
90 0.0046
100 0.0022

110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

0.0037
0.0033
0.0031
0.0027
0.0029
0.0041
0.0015
0.0025
0.0046
0.0040

Tabla 3.35: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra de
respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento ky =

4.
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Figura 3.37: Modelo 6. ECMEC, basado en R =

|
" ' ll||||||.,

L
,""""l.,

100 repeticiones de una muestra

de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento

kn = 4.

Para ky = 2,3,y N = 200, 600, 1000, los ECMFEs y ECMECs son ahora calculados,

después de la estimacion del modelo 6.
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Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0156 110 0.0037
20 0.0139 120 0.0028
30 0.0114 130 0.0035
40 0.0098 140 0.0036
20 0.0085 150 0.0038
60 0.0069 160 0.0043
70 0.0055 170 0.0035
80 0.0055 180 0.0053
90 0.0043 190 0.0062
100 0.0041 200 0.0066

Tabla 3.36: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 3.
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Figura 3.38: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
kn = 3.
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Tiempo ECMFE Tiempo ECMFE

10 0.0026 110 0.0025
20 0.0029 120 0.0031
30 0.0029 130 0.0028
40 0.0033 140 0.0028
20 0.0029 150 0.0025
60 0.0032 160 0.0026
70 0.0031 170 0.0029
80 0.0024 180 0.0027
90 0.0028 190 0.0027
100 0.0029 200 0.0027

Tabla 3.37: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

200

Figura 3.39: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 200, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0067 210 0.0033 410 0.0026
20 0.0049 220 0.0035 420 0.0037
30 0.0052 230 0.0037 430 0.0031
40 0.0050 240 0.0035 440 0.0028
50 0.0044 250 0.0035 450 0.0039
60 0.0041 260 0.0042 460 0.0032
70 0.0046 270 0.0037 470 0.0028
80 0.0039 280 0.0044 480 0.0035
90 0.0036 290 0.0032 490 0.0027
100 0.0040 300 0.0034 500 0.0037
110 0.0044 310 0.0033 510 0.0031
120 0.0043 320 0.0030 520 0.0034
130 0.0049 330 0.0029 530 0.0035
140 0.0036 340 0.0026 540 0.0035
150 0.0043 350 0.0035 550 0.0034
160 0.0037 360 0.0035 560 0.0035
170 0.0041 370 0.0028 570 0.0042
180 0.0030 380 0.0030 580 0.0039
190 0.0039 390 0.0028 590 0.0036
200 0.0038 400 0.0029 600 0.0037

Tabla 3.38: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.
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Figura 3.40: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 3.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE
10 0.0032 210 0.0031 410 0.0028
20 0.0033 220 0.0029 420 0.0024
30 0.0035 230 0.0022 430 0.0028
40 0.0026 240 0.0029 440 0.0030
50 0.0029 250 0.0027 450 0.0030
60 0.0029 260 0.0029 460 0.0035
70 0.0031 270 0.0030 470 0.0031
80 0.0028 280 0.0028 480 0.0025
90 0.0027 290 0.0025 490 0.0027
100 0.0025 300 0.0027 500 0.0034
110 0.0037 310 0.0031 510 0.0033
120 0.0028 320 0.0030 520 0.0027
130 0.0027 330 0.0028 530 0.0026
140 0.0027 340 0.0024 540 0.0030
150 0.0026 350 0.0030 550 0.0033
160 0.0030 360 0.0029 560 0.0028
170 0.0032 370 0.0028 570 0.0029
180 0.0035 380 0.0027 580 0.0024
190 0.0027 390 0.0030 590 0.0034
200 0.0032 400 0.0030 600 0.0026

Tabla 3.39: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.

Figura 3.41: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 600, considerando el orden de truncamiento

kn = 2.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0031 260 0.0041 010 0.0036 760 0.0040
20 0.0041 270 0.0039 920 0.0034 770 0.0044
30 0.0031 280 0.0032 230 0.0044 780 0.0035
40 0.0036 290 0.0040 240 0.0030 790 0.0032
20 0.0032 300 0.0031 350 0.0036 800 0.0030
60 0.0034 310 0.0037 260 0.0033 810 0.0039
70 0.0039 320 0.0033 570 0.0033 820 0.0034
80 0.0041 330 0.0038 280 0.0042 830 0.0037
90 0.0036 340 0.0037 290 0.0040 840 0.0039
100 0.0038 350 0.0036 600 0.0046 850 0.0041
110 0.0035 360 0.0035 610 0.0039 860 0.0035
120 0.0038 370 0.0034 620 0.0036 870 0.0037
130 0.0040 380 0.0028 630 0.0039 880 0.0043
140 0.0040 390 0.0037 640 0.0031 890 0.0033
150 0.0038 400 0.0038 650 0.0038 900 0.0035
160 0.0034 410 0.0039 660 0.0044 910 0.0034
170 0.0036 420 0.0035 670 0.0037 920 0.0038
180 0.0044 430 0.0029 680 0.0032 930 0.0031
190 0.0040 440 0.0028 690 0.0039 940 0.0031
200 0.0035 450 0.0032 700 0.0036 950 0.0030
210 0.0031 460 0.0038 710 0.0038 960 0.0033
220 0.0027 470 0.0038 720 0.0032 970 0.0038
230 0.0035 480 0.0031 730 0.0028 980 0.0039
240 0.0043 490 0.0033 740 0.0035 990 0.0041
250 0.0039 200 0.0037 750 0.0045 1000  0.0036

Tabla 3.40: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 3.

" 1000

Figura 3.42: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 3.
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Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE Tiempo ECE

10 0.0084 260 0.0046 010 0.0035 760 0.0030
20 0.0061 270 0.0052 520 0.0035 770 0.0032
30 0.0079 280 0.0043 230 0.0033 780 0.0029
40 0.0065 290 0.0049 940 0.0031 790 0.0039
20 0.0052 300 0.0045 350 0.0030 800 0.0028
60 0.0055 310 0.0055 260 0.0036 810 0.0030
70 0.0081 320 0.0048 570 0.0031 820 0.0030
80 0.0058 330 0.0041 280 0.0030 830 0.0038
90 0.0045 340 0.0041 290 0.0035 840 0.0041
100 0.0066 350 0.0035 600 0.0040 850 0.0033
110 0.0058 360 0.0040 610 0.0032 860 0.0032
120 0.0064 370 0.0039 620 0.0037 870 0.0035
130 0.0058 380 0.0032 630 0.0032 880 0.0034
140 0.0049 390 0.0038 640 0.0031 890 0.0037
150 0.0041 400 0.0041 650 0.0031 900 0.0039
160 0.0049 410 0.0038 660 0.0028 910 0.0032
170 0.0038 420 0.0031 670 0.0044 920 0.0034
180 0.0058 430 0.0036 680 0.0029 930 0.0045
190 0.0060 440 0.0036 690 0.0026 940 0.0048
200 0.0056 450 0.0040 700 0.0032 950 0.0038
210 0.0044 460 0.0039 710 0.0029 960 0.0045
220 0.0054 470 0.0037 720 0.0032 970 0.0035
230 0.0050 480 0.0035 730 0.0030 980 0.0040
240 0.0047 490 0.0031 740 0.0034 990 0.0036
250 0.0044 200 0.0034 750 0.0032 1000  0.0039

Tabla 3.41: Modelo 6. ECMFE, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.

Figura 3.43: Modelo 6. ECMEC, basado en R = 100 repeticiones de una muestra
de respuesta funcional de tamano N = 1000, considerando el orden de truncamiento
ky = 2.
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3.8. Apéndice 2: Aplicacion de datos reales

Se proporcionan los detalles sobre el conjunto de datos analizados en la Seccién 3.5
y la implementacion del enfoque propuesto. La capacidad predictiva de la metodologia
de regresion funcional propuesta se contrasta para tamanos muestrales pequenos, en

términos de los errores LOOCYV calculados.

3.8.1. Aplicaciéon de datos reales. Principales pasos

Los principales pasos involucrados en la implementacion practica en la Secciéon 3.5

son las siguientes:

Paso 1 Aplicar una técnica de suavizamiento e interpolacion espacial, para aproximar
los valores funcionales de la respuesta con soporte espacial, para cada uno de los

tiempos observados.
Paso 2 Interpolacion radial espacial de los regresores.

Paso 3 Calcular las versiones empiricas de los operadores de autocovarianza y covarianza
cruzada de los residuos. El estimador de proyeccion (o componente a componente)
del operador autocorrelaciéon se obtiene entonces, para un adecuado orden de

truncamiento ky (ver la Seccion 3.3)

Paso 4 Célculo del estimador paramétrico por minimos cuadrados generalizados plug-in

,/B\N de B, a partir del paso 3 y la ecuacion (3.32).

Paso 5 Calcular el predictor dado en la ecuacion (3.49) para la respuesta.
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Sector Fabrica. Regresores tipo niicleo dependiente del tiempo

Tamano de empresa: El registro de los activos totales

Figura 3.44: Tamano de la empresa. En el eje z, el tamano de la empresa es representado
para los afios en el periodo 1999-2007 analizado. El eje x refleja los 215 valores del
argumento radial r € [45,225] (tamafio del paso de discretizacion, A = 0,837), donde
el tamafio de la empresa ha sido interpolado. El eje y muestra las 15 localizaciones
espaciales de las comunidades autéonomas espanolas estudiadas. En las tres primeras
filas, se muestran los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo, mientras que,
en las tres dltimas filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado el efecto de
industria.
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Estructura de activos: Los activos fijos netos divididos por los activos totales

de la empresa

Figura 3.45: Estructura del activo. En el eje z, la estructura de activos esté representada,
para los anos del periodo 1999-2007 analizados. El eje x refleja los 215 valores del
argumento radial r € [45,225] (tamafio del paso de discretizacion, A = 0,837), donde la
estructura del activo se ha interpolado. El eje y muestra las 15 localizaciones espaciales
de las comunidades auténomas espanolas estudiadas. En las tres primeras filas, se
muestran los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo, mientras que, en las
tres tltimas filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado el efecto de la industria.
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Rentabilidad de la empresa: La proporcién entre beneficio antes de intereses,

impuestos, depreciacién y amortizacién, y el total de activos

Figura 3.46: Rentabilidad de la empresa. En el eje z, la rentabilidad esta representada
para los anos del periodo 1999-2007 analizados. El eje x refleja los 215 valores del
argumento radial r € [45,225] (tamafio del paso de discretizacion, A = 0,837), donde
la rentabilidad de la empresa ha sido interpolada. El eje y muestra las 15 localizaciones
espaciales de las comunidades auténomas espanolas estudiadas. En las tres primeras
filas, se muestran los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo, mientras que,
en las tres dltimas filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado el efecto de la
industria.
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Crecimiento de la empresa: El crecimiento de los activos, calculado como

la variacion anual de los activos totales de la empresa.

Figura 3.47: Crecimiento de la empresa. En el eje z, se representa el crecimiento de
la empresa para los anos del periodo 1999-2007 analizados. El eje x refleja los 215
valores del argumento radial » € [45,225] (tamano del paso de discretizacion, A =
0,837), donde se ha interpolado el crecimiento de la empresa. El eje y muestra las 15
localizaciones espaciales de las comunidades auténomas espanolas estudiadas. En las
tres primeras filas, se muestran los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo,
mientras que, en las tres tltimas filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado
el efecto de la industria.
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Riesgo de la empresa: La desviacion estandar del beneficio antes de intereses
e impuestos sobre el valor contable de los activos totales, durante el periodo

muestreado

Figura 3.48: Riesgo de la empresa. En el eje z, el riesgo de la empresa esté representado
para los anos del periodo 1999-2007 analizados. El eje x refleja los 215 valores del
argumento radial r € [45,225] (tamafio del paso de discretizacion, A = 0,837), donde se
ha interpolado el riesgo de la empresa. El eje y muestra las 15 localizaciones espaciales
de las comunidades auténomas espanolas estudiadas. En las tres primeras filas, se
muestran los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo, mientras que, en las
tres tltimas filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado el efecto de la industria.



3.8. APENDICE 2: APLICACION DE DATOS REALES 109

Edad de la empresa: El logaritmo del nimero de anos que la empresa ha

estado operando

Figura 3.49: Edad de la empresa. En el eje z, se representa la edad de la empresa para los
anos del perfodo 1999-2007 analizados. El eje x refleja los 215 valores del argumento
radial r € [45,225] (tamano del paso de discretizacion, A = 0,837), donde se ha
interpolado la edad de la empresa. El eje y muestra las 15 localizaciones espaciales de las
comunidades autéonomas espanolas estudiadas. En las tres primeras filas, se muestran
los efectos de la industria, la comunidad y el tiempo, mientras que, en las tres tltimas
filas (cuarta fila hasta la sexta fila), se ha eliminado el efecto de la industria.
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3.8.2. Endeudamiento medio de la empresa por comunidad, y

apalancamiento suavizado Beals, mapas

Los datos funcionales del endeudamiento suavizado, observados en el periodo 1999-

2007, se muestran seguidamente.

L L L L
50 100 150 200

Industrial Cities Industrial Cities Years

Figura 3.50: Sector Fdbrica. Endeudamiento de los datos funcionales suavizados

La media empirica del endeudamiento de la empresa por comunidad, y los mapas del
endeudamiento suavizados Beals, durante el periodo analizado para los cuatro sectores

industriales estudiados, también se muestran posteriormente.
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Figura 3.51: Sector Fdbrica. La media empirica del endeudamiento de la empresa por
comunidad (arriba) y los mapas del endeudamiento suavizado Beals (abajo)
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Figura 3.52: Sector Construccion. La media empirica del endeudamiento de la empresa
por comunidad (arriba) y los mapas del endeudamiento suavizado Beals (abajo)
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Figura 3.53: Sector Comercio. La media empirica del endeudamiento de la empresa
por comunidad (arriba) y los mapas del endeudamiento suavizado Beals (abajo)
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Figura 3.54: Sector Servicios. La media empirica del endeudamiento de la empresa por
comunidad (arriba) y los mapas del endeudamiento suavizado Beals (abajo)
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3.8.3. Errores LOOCYV para diferentes 6rdenes de truncamiento

Para las 6rdenes de truncamiento ky = 2,3 (ver Seccion 3.5 para ky = 1), la media

de los errores LOOCV se muestran seguidamente.

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.4920 0.5067 0.3385 0.4685 0.5124 0.3828 0.4121 0.4026 0.4065
2 (Asturias) 0.3974 0.3028 0.0773 0.0574 0.0672 0.0611 0.1981 0.1946 0.0624

3 (Cantabria) 0.1933 0.2154 0.0614 0.0256 0.0975 0.1261 0.4569 0.3665 0.0529

4 (Aragon) 0.0808 0.0394 0.3305 0.1136 0.1846 0.4814 0.3451 0.0167 0.16359

5 (P. Vasco) 0.4281 0.4224 0.2993 0.3565 0.3199 0.3422 0.4003 0.4626 0.3707

6 (Navarra) 0.2987 0.3646 0.2487 0.2735 0.4141 0.5166 0.5119 0.3361 0.3183

7 (Cataluniia) 0.3032 0.3244 0.2992 0.3070 0.3296 0.3861 0.3749 0.3455 0.3436

8 (Cast. Leon) 0.3685 0.3789 0.3126 0.3060 0.3441 0.3712 0.3552 0.3680 0.3619

9 (La Rioja) 0.0696 0.0751 0.2963 0.2678 0.2657 0.0384 0.2656 0.0885 0.2157

10 (Extremadura) || 0.0500 0.0859 0.3098 0.0624 0.0552 0.3039 0.2666 0.0885 0.0483
1 (Madrid) 0.1010 0.1802 0.0856 0.0992 0.1745 0.4565 0.4882 0.2585 0.1680

12(Cast Mancha) || 0.4029 0.3533 0.4623 0.2957 0.3429 0.3485 0.3662 0.3245 0.3208

13 (C. Valenciana) || 0.2874 0.3097 0.3236 0.2536 0.3215 0.3956 0.3278 0.3253 0.3629
14 (Andalucia) 0.5257 0.5047 0.4496 0.4847 0.4250 0.3856 0.4039 0.5587 0.5222
5 (Murcia) 0.5498 0.5505 0.5515 0.5445 0.5307 0.4908 0.4953 0.5403 0.5226

Tabla 3.42: Sector Fdbrica. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Autono-
mas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = In(N) =1In(9) ~ 2

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.4776 0.5110 0.3546 0.4546 0.5208 0.1795 0.3579 0.2048 0.3347
2 (Asturias) 0.4104 0.2657 0.0791 0.0496 0.0846 0.0881 0.0670 0.0720 0.0738

3 (Cantabria) 0.2121 0.1422 0.1311 0.0400 0.1677 0.0551 0.0344 0.0979 0.0274

4 (Aragon) 0.0935 0.0142 0.1503 0.1607 0.1123 0.0592 0.1412 0.1786 0.0920

5 (P. Vasco) 0.4379 0.4063 0.3232 0.3481 0.3367 0.4949 0.4155 0.4933 0.4382

6 (Navarra) 0.2770 0.3860 0.1691 0.2837 0.3933 0.1587 0.3155 0.1556 0.2263

7 (Cataluna) 0.3007 0.3324 0.2551 0.3151 0.3195 0.3283 0.3692 0.3766 0.3560

8 (Cast. Leon) 0.3620 0.3888 0.2814 0.3107 0.3376 0.3434 0.3828 0.2839 0.3322
9 (La Rioja) 0.0467 0.1244 0.3117 0.2783 0.2412 0.0410 0.0851 0.2925 0.0294

10 (Extremadura) || 0.0492 0.0810 0.2395 0.0555 0.0857 0.0795 0.0798 0.1089 0.1676
1 (Madrid) 0.0902 0.1956 0.0393 0.1146 0.1423 0.1143 0.2420 0.1461 0.1021

12(Cast. Mancha) || 0.4047 0.3470 0.4902 0.2930 0.3457 0.3077 0.2956 0.2193 0.2594

13 (C. Valenciana) || 0.2787 0.3326 0.2469 0.2725 0.2998 0.3526 0.3990 0.3150 0.3430

4 (Andalucia) 0.5408 0.4930 0.4650 0.4821 0.4404 0.6435 0.5796 0.7292 0.6482

15 (Murcia) 0.5440 0.5512 0.5994 0.5345 0.5332 0.4815 0.5200 0.3037 0.4089

Tabla 3.43: Sector Fdbrica. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Autono-
mas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = VN =3
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Region | 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.5052 0.5496 0.5404 0.5436 0.5692 0.5649 0.5634 0.5757 0.5796
2 (Asturias) 0.3748 0.3516 0.1587 0.2564 0.5464 0.6100 0.5858 0.5796 0.3499
4 (Aragon) 0.3469 0.4075 0.5545 0.3654 0.2169 0.3161 0.2154 0.2609 0.3107
5 (P. Vasco) 0.6229 0.5938 0.6105 0.7756 0.6051 0.5465 0.7435 0.6575 0.8635
6 (Navarra) 0.2615 0.2328 0.1377 0.1264 0.3594 0.0706 0.0693 0.0798 0.0579
7 (Catalufina) 0.4622 0.4183 0.3250 0.4121 0.5302 0.5509 0.5863 0.5525 0.4810
8 (Cast. Leon) 0.4181 0.4248 0.3932 0.4519 0.4833 0.5096 0.5505 0.5303 0.5449
9 (La Rioja) 0.0514 0.2158 0.1543 0.1810 0.2082 0.4697 0.1527 0.2937 0.0761
10 (Extremadura) | 0.7615 0.6909 0.9179 0.6588 0.3761 0.5237 0.4615 0.5275 0.6067
11 (Madrid) 0.5040 0.5183 0.5285 0.4640 0.4118 0.5145 0.4997 0.5426 0.5130
12(Cast. Mancha) | 0.4232 0.5160 0.4348 0.1586 0.4687 0.5323 0.4383 0.4663 0.1283
13 (C. Valenciana) || 0.3933 0.5009 0.4263 0.3442 0.6004 0.5560 0.5072 0.5595 0.4150
14 (Andalucia) 0.7167 0.6688 0.6628 0.6723 0.6361 0.6262 0.6770 0.6590 0.6596
15 (Murcia) 0.5260 0.6973 0.5258 0.0699 0.5485 0.7127 0.5526 0.6402 0.0617

Tabla 3.44: Sector Construccion

Se ha considerado el orden de truncamiento ky = In(N) = In(9) ~ 2

. Errores LOOCV en cada una de
Auténomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.

las Comunidades

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.5760 0.5771 0.4761 0.5197 0.5722 0.4630 0.5611 0.4959 0.5491
2 (Asturias) 0.3280 0.3247 0.5480 0.4175 0.4012 0.7044 0.4706 0.5145 0.3795
4 (Aragon) 0.2864 0.2937 0.2597 0.2434 0.2323 0.2094 0.2516 0.2612 0.3247
5 (P. Vasco) 0.8188 0.8506 0.4828 0.7696 0.7627 0.6465 0.8299 0.7791 0.8120
6 (Navarra) 0.2161 0.1402 0.1477 0.2086 0.2413 0.0459 0.0589 0.0913 0.0784
7 (Cataluna) 0.4564 0.4609 0.4884 0.5245 0.4971 0.6719 0.5497 0.6053 0.4985
8 (Cast. Leon) 0.4994 0.5128 0.3616 0.4866 0.5115 0.5137 0.5600 0.5426 0.5285
9 (La Rioja) 0.0736  0.0791 0.2803 0.1491 0.0965 0.1495 0.0565 0.1036 0.0912
10 (Extremadura) | 0.5659 0.5756 0.6883 0.4921 0.4457 0.5917 0.6223 0.6938 0.6860
11 (Madrid) 0.4946 0.5109 0.4715 0.4157 0.3634 0.5854 0.5310 0.4445 0.5098
12(Cast. Mancha) || 0.2814 0.2384 0.2747 0.1366 0.1628 0.2777 0.2307 0.2851 0.1233
13 (C. Valenciana) || 0.4875 0.4557 0.2906 0.3119 0.4986 0.1898 0.4305 0.3107 0.3486
14 (Andalucia) 0.6821 0.6830 0.7102 0.6785 0.6269 0.7381 0.6887 0.7091 0.6711
15 (Murcia) 0.3222  0.2585 0.0786 0.0700 0.0797 0.4513 0.2182 0.1805 0.0696

Tabla 3.45: Sector Construccion

. Errores LOOCV en cada una de
Autonomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007.
Se ha considerado el orden de truncamiento ky = v N = 3

las Comunidades



3.8. APENDICE 2: APLICACION DE DATOS REALES 117

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.4522 0.4004 0.4098 0.4686 0.4341 0.4392 0.4529 0.4380 0.4528
2 (Asturias) 0.3405 0.3307 0.2966 0.1045 0.4416 0.4290 0.3713 0.3905 0.2678
3 (Cantabria) 0.0274 0.0298 0.0255 0.0298 0.0440 0.0383 0.1854 0.2426 0.4260
4 (Aragon) 0.2176 0.2876 0.2519 0.1441 0.2752 0.2739 0.3229 0.3502 0.2826
5 (P. Vasco) 0.1152 0.2008 0.2412 0.1428 0.0890 0.0878 0.0970 0.0773 0.0764
6 (Navarra) 0.6663 0.6870 0.6826 0.8001 0.7008 0.6999 0.6678 0.6150 0.6635
7 (Cataluna) 0.3663 0.3453 0.3391 0.3228 0.3711 0.3727 0.3952 0.3985 0.3838
8 (Cast. Leon) 0.6052 0.5461 0.5565 0.4843 0.5713 0.5722 0.5559 0.5645 0.5036
10 (Extremadura) || 0.5703 0.5473 0.5500 0.5667 0.5626 0.5645 0.5715 0.5676 0.5716
11 (Madrid) 0.4261 0.3459 0.3557 0.3141 0.3798 0.3824 0.3824 0.4009 0.3648
12(Cast. Mancha) || 0.4909 0.5635 0.5191 0.4903 0.5702 0.5678 0.5782 0.5717 0.5302
13 (C. Valenciana) || 0.4396 0.4177 0.4032 0.3585 0.4293 0.4295 0.4049 0.4386 0.3767
14 (Andalucia) 0.4018 0.4128 0.3897 0.4087 0.4426 0.4411 0.4544 0.4440 0.4521
15 (Murcia) 0.4539 0.4061 0.4425 0.4720 0.4083 0.4215 0.5675 0.5424 0.6158

Tabla 3.46: Sector Comercio. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Autoé-
nomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = In(N) =1n(9) ~ 2

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.4934 0.4595 0.4733 0.5720 0.4239 0.4475 0.4085 0.4940 0.4482
2 (Asturias) 0.2140 0.1402 0.0655 0.0558 0.3905 0.4124 0.4660 0.2427 0.2528
3 (Cantabria) 0.0308 0.0532 0.0472 0.1059 0.0340 0.0433 0.1581 0.2317 0.3752
4 (Aragon) 0.1234 0.1428 0.0906 0.2597 0.2018 0.2660 0.4224 0.3004 0.2477
5 (P. Vasco) 0.0747 0.1182 0.1124 0.0967 0.1180 0.0919 0.0776 0.0852 0.0778
6 (Navarra) 0.7563 0.8337 0.8350 0.4923 0.8043 0.7071 0.5726 0.6393 0.7272
7 (Cataluna) 0.3489 0.3092 0.2967 0.3051 0.3512 0.3724 0.3980 0.3917 0.3765
8 (Cast. Leon) 0.5666 0.4684 0.4652 0.4934 0.5231 0.5703 0.5730 0.5496 0.4895
10 (Extremadura) | 0.5810 0.5594 0.5627 0.5755 0.5595 0.5668 0.5553 0.5819 0.5710
11 (Madrid) 0.3933 0.2735 0.2774 0.3285 0.3356 0.3813 0.3896 0.3888 0.3494
12(Cast. Mancha) || 0.4481 0.4988 0.4304 0.1594 0.5912 0.5620 0.5964 0.4994 0.5639
13 (C. Valenciana) || 0.3797 0.3195 0.2999 0.4411 0.3755 0.4252 0.4599 0.3954 0.3654
14 (Andalucia) 0.4000 0.3998 0.3744 0.1083 0.4883 0.4387 0.4323 0.4030 0.4842
15 (Murcia) 0.5081 0.4816 0.5005 0.6353 0.3664 0.4335 0.4896 0.6687 0.5663

Tabla 3.47: Sector Comercio. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Auto-
nomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = VN = 3
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Regioén H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.3551 0.0532 0.1026 0.0522 0.1618 0.0712 0.0581 0.0920 0.0465
2 (Asturias) 0.0410 0.0659 0.0464 0.0828 0.0563 0.0661 0.0689 0.0671 0.0672
3 (Cantabria) 0.4256 0.5272 0.3405 0.8167 0.1971 0.4298 0.4299 0.4496 0.5675
4 (Aragon) 0.6483 0.6513 0.7621 0.4590 0.7138 0.6288 0.6288 0.6179 0.5895
5 (P. Vasco) 0.4100 0.1744 0.1782 0.2930 0.3956 0.2213 0.2421 0.1925 0.2616
6 (Navarra) 0.5134 0.5223 0.5403 0.5199 0.4673 0.5014 0.5298 0.5287 0.5216
7 (Cataluna) 0.2710 0.2527 0.2439 0.3239 0.2526 0.2819 0.2807 0.2817 0.2880
8 (Cast. Leon) 0.7298 0.6033 0.5832 0.4951 0.6765 0.6086 0.6114 0.6069 0.5783
9 (La Rioja) 0.2981 0.2344 0.2098 0.3429 0.2591 0.3171 0.3052 0.3093 0.3473
10 (Extremadura) || 0.0517 0.0885 0.0705 0.3479 0.0346 0.0468 0.0355 0.0440 0.0667
1 (Madrid) 0.3244 0.3412 0.3412 0.3654 0.3744 0.3822 0.3792 0.3761 0.3696
12(Cast. Mancha) || 0.5590 0.7875 0.7527 0.7423 0.6098 0.7115 0.7043 0.7219 0.7544
3 (C. Valenciana) || 0.0331 0.1236 0.1072 0.2498 0.0394 0.1362 0.1224 0.1294 0.1731
4 (Andalucia) 0.3059 0.2668 0.2546 0.3369 0.3257 0.2915 0.2940 0.2875 0.2695
5 (Murcia) 0.3337 0.3749 0.3092 0.4733 0.3336 0.3618 0.3602 0.3556 0.3703

Tabla 3.48: Sector Servicios. Errores LOOCV en cada una de las Comunidades Auto-
nomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = In(N) =In(9) ~ 2

Region H 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
1 (Galicia) 0.4146 0.1824 0.1686 0.1280 0.1792 0.1805 0.2193 0.2287 0.2149
2 (Asturias) 0.0387 0.0522 0.0459 0.1034 0.0584 0.0578 0.0556 0.0556 0.0559
3 (Cantabria) 0.3488 0.1824 0.2744 0.4295 0.2491 0.3002 0.2618 0.2504 0.3506
4 (Aragon) 0.6706 0.7880 0.7772 0.5988 0.7212 0.6800 0.6789 0.6922 0.6151
5 (P. Vasco) 0.4263 0.1959 0.2120 0.1760 0.2640 0.2789 0.2956 0.2811 0.3489
6 (Navarra) 0.5018 0.4951 0.5181 0.4139 0.5078 0.5177 0.4820 0.5027 0.4857
7 (Cataluna) 0.2625 0.2154 0.2282 0.2176 0.2547 0.2685 0.2677 0.2680 0.2704
8 (Cast. Leon) 0.7336  0.6097 0.6256 0.7513 0.6728 0.6597 0.6606 0.6623 0.6522
9 (La Rioja) 0.2721 0.1406 0.1748 0.0551 0.2028 0.2701 0.2878 0.2613 0.3743
10 (Extremadura) || 0.0368 0.1034 0.0701 0.1390 0.0437 0.0705 0.0787 0.0729 0.0780
1 (Madrid) 0.3242 0.3455 0.3337 0.3419 0.3622 0.3695 0.3772 0.3732 0.3751
12(Cast. Mancha) || 0.5418 0.7468 0.7243 0.6661 0.6134 0.6326 0.6312 0.6112 0.6984
3 (C. Valenciana) || 0.0298 0.0481 0.0595 0.0426 0.0359 0.0633 0.0677 0.0557 0.0932
4 (Andalucia) 0.3203 0.2900 0.2716 0.4232 0.3317 0.3117 0.3153 0.3249 0.2722
15 (Murcia) 0.3260 0.3127 0.3106 0.5288 0.3520 0.3355 0.3311 0.3339 0.3032

Tabla 3.49: Sector Servicios. Errores LOOCYV en cada una de las Comunidades Auto-
nomas espanolas analizadas, para los anos estudiados, en el periodo 1999 — 2007. Se ha
considerado el orden de truncamiento ky = VN = 3
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3.8.4. Mapas de error LOOCYV para ky =1
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Figura 3.55: Sector Fdabrica. Mapa de error LOOCYV en el ano 2000 (arriba a la izquier-
da), en el ano 2003 (arriba a la derecha), en el ano 2007 (abajo a la izquierda) y mapa
de error LOOCV promediado en el tiempo en la parte inferior derecha.
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Figura 3.56: Sector Construccion. Mapa de error LOOCV en el ano 2000 (arriba a la
izquierda), en el ano 2003 (arriba a la derecha), en el ano 2007 (abajo a la izquierda)
y mapa de error LOOCV promediado en el tiempo en la parte inferior derecha.
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Figura 3.57: Sector Comercio. Mapa de error LOOCV en el ano 2000 (arriba a la
izquierda), en el afo 2003 (arriba a la derecha), en el afio 2007 (abajo a la izquierda)
y mapa de error LOOCV promediado en el tiempo en la parte inferior derecha.
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Figura 3.58: Sector Servicios. Mapa de error LOOCV en el afio 2000 (arriba a la
izquierda), en el ano 2003 (arriba a la derecha), en el ano 2007 (abajo a la izquierda)
y mapa de error LOOCV promediado en el tiempo en la parte inferior derecha.



Capitulo 4

Regresion Bayesiana funcional
dinamica versus regresion espectral

espacial de curvas

El contenido de este capitulo se han publicado en el trabajo de Ruiz-Medina y
Miranda (2022) [131], Bayesian surface regression versus spatial spectral nonparametric

curve regression. Spatial Statistics. DOI: 10.1016/j.spasta.2022.100604.

Este capitulo presenta una nueva aportacion de la tesis, donde se analiza la inciden-
cia de COVID-19 en las provincias de las Comunidades espaiiolas en la Peninsula Ibérica
durante el periodo febrero-octubre de 2020. Se proponen dos enfoques de regresion en
un contexto infinito-dimensional, regresion de superficie y regresion espacial curva. En
el primero, se adopta la estimaciéon Bayesiana basada en la moda de la a-posteriori
(MAP) en la aproximacion del espectro puntual puro del operador de autocorrelacion
residual de la regresion temporal. Asi, se deriva una alternativa a la metodologia de
estimacion basada en momentos desarrollada en Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130].
Ademas, se considera la regresion espacial curva. Se calcula un estimador no paramé-
trico del operador de densidad espectral, basado en el operador periodograma espacial,
para aproximar la correlaciéon espacial entre curvas. La reduccién de la dimensiéon se
logra mediante la proyecciéon sobre los autovectores empiricos del operador de cova-

rianza espacial de largo rango. Se implementan procedimientos de validacion cruzada
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para probar el rendimiento de los dos enfoques de regresion funcional.

4.1. Introduccion

Segin se describe en la introduccion, el modelo lineal funcional se ha estudiado
extensamente en la literatura de Analisis de Datos Funcional (FDA) (ver, por ejemplo,
Hoérmann y Kokoszka [67]; Horvath y Kokoszka [71]; Ramsay y Silverman [121]). Varios
enfoques contribuyen al contexto de regresion lineal funcional y por minimos cuadrados,
que involucran respuesta escalar/funcional y regresores funcionales. Solo por mencionar
algunos, nos referimos a la regresiéon basada en suavizado spline, la regresion funcio-
nal basada en componentes principales o regresion funcional por minimos cuadrados
parciales (ver, por ejemplo, Cai y Hall [19]; Crambes, Kneip y Sarda [32]; Cuevas,
Febrero y Fraiman [35|; Cuevas [36]; Febrero-Bande, Galeano y Gonzalez-Manteiga
[48]; Marx y Eilers [100]; Ruiz-Medina [128], entre otros). Morris [110] presenta una
extensa revision sobre regresion funcional, centrandose en las técnicas mas comunes
respaldadas por métodos de regularizacion. Wang, Chiou y Miiller [137] describen las
metodologias usuales comunmente aplicadas en FDA, incluido el analisis de la media
y covarianza, técnicas de reduccién de dimensiones, como el Analisis de Componentes
Principales Funcionales, y avances recientes sobre clustering/clasificacion, regresion no
lineal y técnicas de deformacion para datos funcionales. Finalmente, nos referimos a
la contribucion de Jadhav, Koul y Lu [77], en el contexto de regresion multivariante
funcional, donde se analiza el efecto de las covariables funcionales sobre la variable

respuesta.

La regresion funcional semiparamétrica y no paramétrica constituye uno de los
enfoque mas flexibles en el andlisis de correlaciones entre variables funcionales (ver, por
ejemplo, Ferraty y Vieu [50]). Un enfoque lineal parcial semifuncional para la regresion,
basado en series de tiempo no paramétricas, se considera en Aneiros-Pérez y Vieu [6];
[7]. En particular, la regresion funcional de tipo nicleo se ha aplicado ampliamente,
incluyendo el caso donde ambos, la respuesta y los regresores son funciones (ver, por
ejemplo, Ferraty y Vieu [51]; Ferraty, Van Keilegom y Vieu [52]). En el marco no

parameétrico, en el caso de respuesta escalar y los regresores funcionales, Ferraty, Goia,
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Salinelli y Vieu [53] presentan un enfoque novedoso, donde se logra la eleccion de la
direccion optima, basada en la funcion de pérdida cuadratica, para la proyeccion de los
regresores, v la funcion de enlace. Un marco mas flexible para modelar posibles cambios
estructurales se contempla en Goia y Vieu [59], reflejando los diferentes patrones de
interaccion entre la respuesta y regresor funcional dependiendo del intervalo de tiempo
considerado. Los beneficios de compartir técnicas de analisis de datos funcionales y
de alta dimension se reflejan en el nimero especial editado por Goia y Vieu [60] (ver

también en Gao, Shang y Yang [56]).

Para series funcionales de tiempo, la modelizacién lineal mediante una ecuacion
de estados ha sido ampliamente desarrollada desde las décadas de los 70-90 (ver, por
ejemplo, Bosq [14]). En efecto, desde los trabajos pioneros de Cardot [21]; Labbas y
Mourid [88]; Marion y Pumo [98] ¥y Mas [101], se pueden encontrar diferentes métodos
de regularizacion y analisis asintotico, en la definicion de predictores lineales funciona-
les. Varias extensiones, como modelizaciéon condicional (modelos CARH(1)), versiones
estocésticas dobles, series Banach-valuadas y diferentes aplicaciones basadas en datos
dispersos, han sido tratados en una amplia literatura (ver Aue, Horvath y Pellatt [9];
Aue y Klepsch [10]; Cugliari [37]; Damon y Guillas [38]; [39]; Didericksen y Kokosz-
ka [42]; El Hajj [43]; Ferraty, Van Keilegom y Vieu [52]; Guillas [63]; [64]; Hérmann,
Horvath y Reeder [69]; Horvath, Huskova y Kokoszka [73]; Horvath, Kokoszka y Rice
[74]; Kara-Terki y Mourid [78]; Kargin y Onatski [81]; Klepsch, Kliippelberg y Wei [83];
Kokoszka y Reimherr [85]; [86]; Kowal, Matteson y Ruppert [87|; Laukaitis [90]; Liu,
Xiao y Chen [96]; Mas [102]; [103]; [104]; [105]; Mas y Menneteau [106], y, Mas y Pumo
[107]).

Un tratamiento mas general, ademas de los supuestos estructurales, se pueden en-
contrar en el libro de Hormann y Kokoszka [68] (ver también Aue, Norinho y Hérmann
[8]; Gorecki, Hormann, Horvath y Kokoszka |62]; Hormann, Kokoszka y Nisol [70]; Hor-
vath, Huskova y Rice [72]; Kokoszka y Reimherr [85]). El anélisis de series funcionales
del tiempo bajo una perspectiva no paramétrica ofrece alternativas interesantes (ver,
por ejemplo, Aneiros-Pérez, Cao y Vilar-Fernandez [5]; Ezzahrioui y Ould-Said [45];
Ferraty, Goia y Vieu [49]). Finalmente, en el contexto del andlisis de series funcionales

con dependencia de largo rango, destacaremos las contribuciones de Li, Robinson y
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Shang 94|, y Ruiz-Medina [129].

Canale y Ruggiero [20], Petris [117] y Torres-Signes, Frias y Ruiz-Medina [135]
adoptan un marco Bayesiano en el contexto funcional de series de tiempo. El presente
trabajo también considera un enfoque Bayesiano en la estimacion de los autovalores
del operador de autocorrelaciéon, caracterizando la estructura de dependencia del tér-
mino error, en el modelo de regresion de superficie dindmica formulado en la ecuaciéon
(3.1) a continuacion (ver Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130]). Especificamente, este
trabajo contribuye con una metodologia alternativa para estimar el operador matricial
de covarianza del término error basada en la moda de la distribucion a-posteriori (es-
timacion MAP). La formulacion en este capitulo de la matriz del diseno mediante un
operador matricial, cuyas entradas son los regresores tipo ntcleo, también constituye
una contribuciéon interesante en la practica. Los pasos restantes en la implementacion
de la estimacion por minimos cuadrados generalizados del parametro de la regresion
funcional son similares a los dados en Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130], bajo un
modelo de series de tiempo autorregresivas, con valores en un espacio de Hilbert se-
parable para el término de error. Con respecto a otras alternativas, como el ajuste
del modelo basado en la proyeccion spline, nuestra elecciéon de los autovectores empiri-
cos del operador de autocorrelacion de los residuos de la regresion para la proyeccion
permite una reduccién sustancial de la dimensiéon, en el problema de maximizacién

asociado con la estimacién MAP.

El analisis funcional espectral es una de las principales areas de investigacion abier-
tas en la literatura actual sobre series temporales funcionales. En Panaretos y Tavakoli
[114], bajo un escenario de dependencia débil, se deriva un estimador no paramétrico
del operador de densidad espectral basado en el operador periodograma. Un ingre-
diente fundamental en el analisis del comportamiento asintético de dicho estimador
es el resultado previo sobre la normalidad asintotica de la transformada de Fourier
discreta funcional de los datos curva, bajo condiciones adecuadas sobre el comporta-
miento asintdtico de los cumulantes, y la sumabilidad en el tiempo de la norma traza de
los elementos de la familia de operadores de covarianza (ver también Tavakoli [133]).
En Panaretos y Tavakoli [115] se derivan una descomposicion tipo Karhunen-Loéve

en el dominio espectral funcional temporal, denominada representacion de Cramér-
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Karhunen-Loéve, que proporcionan un anélisis armoénico en componentes principales
para series funcionales en el tiempo (ver también algunas aplicaciones recientes en el
contexto de regresion funcional en Pham y Panaretos [118], y, Rubin y Panaretos [123]).
Ademas, Rubin y Panaretos [124] proponen técnicas de simulacion basadas en la re-
presentacion Cramér-Karhunen-Loéve. La deteccion de dinamicas diferentes en series
funcionales en el tiempo se contrasta a través de pruebas de hipotesis en Tavakoli y

Panaretos [134].

En el contexto de la regresion espacial curva, se adopta un enfoque paramétrico
en el dominio espectral funcional en Frias, Torres-Signes y Ruiz-Medina [55] para es-
timar la estructura de correlacion funcional espacial subyacente a un proceso espacial
de Cox en un marco de dimensién infinita. Hasta donde sabemos, ademas de esta con-
tribucion paramétrica-espectral en Frias, Torres-Signes y Ruiz-Medina [55], el marco
no paramétrico espectral funcional espacial atin no ha sido explotado. Nuestro trabajo
contribuye a cubrir esta brecha al considerar una formulacion espacial del estimador
no parameétrico del operador de densidad espectral derivado en Panaretos y Tavakoli
[114]. A partir de este estimador, se estiman las entradas funcionales (nicleos) de la in-
versa del operador matricial de covarianza espacial del error de regresion. El estimador
por minimos cuadrados generalizados plug-in del vector de parametros de la regresion

espacial curva se calcula en el dominio espectral funcional espacial.

Los dos enfoques de regresion presentados se validan en un ejemplo de datos reales,
donde se analiza las incidencia de COVID-19, desde febrero a octubre, en las provin-
cias de las Comunidades espafniolas: Andalucia, Aragon, Asturias, Cantabria, Castilla
La Mancha, Castilla-Le6én, Cataluna, Comunidad de Madrid, Comunidad Valenciana,
Extremadura, Galicia, la Rioja, Murcia, Navarra, Pais Vasco. El rendimiento de ambas
metodologias de regresion superficie y curva, se prueba mediante validacion cruzada.
Las conclusiones de nuestro estudio empirico se extrae en la Seccién 4.5. En particu-
lar, el rendimiento superior observado en la implementaciéon del modelo de regresion
espacial curva frente a la regresion de la superficie temporal se debe, en parte, a la
dependencia espacial débil entre curvas y la alta dimensionalidad inherente al espacio
de parametros en el marco funcional Bayesiano de series de tiempo, donde se observa

un rango de correlacion temporal més grande. Ademas, la técnica de reduccion de la
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dimension implementada, basada en la proyeccion sobre los autovectores del operador
de covarianza espacial empirico de largo rango, favorece la velocidad computacional.
Adicionalmente, debemos tener en cuenta las ventajas que se derivan de efectuar la
computacién en el dominio espectral espacial funcional, minimizando el tiempo de
computo, por ejemplo, en la implementacién de convoluciones que se transforman en
productos. En el Apéndice, también se muestran la visualizaciéon de datos y algunas

salidas adicionales de los algoritmos de estimacion implementados.

4.2. Regresion dinamica funcional miltiple bajo un

enfoque Bayesiano

En esta seccion, las variables aleatorias introducidas a continuacién se definen sobre
el espacio probabilistico base (2,4, P) y toman sus valores en el espacio de Hilbert
separable H de funciones real-valuadas. Restringimos nuestra atencién al modelo de

regresion funcional dindmica (ver Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130]):
Vo=py + X, (B1) 4+ + XE(By) +en, neL, (4.1)

donde p, € H superficie que proporciona el valor medio en el tiempo, y
B = (Bi(),...5,(-))F € HP es el vector de los parametros de regresion funcional.
Los operadores X! € S(H), i = 1,...,p, son los regresores funcionales que definen la
matriz de diseno en cada tiempo n € Z. Como en el capitulo anterior, S(H) denota
el espacio de operadores de Hilbert-Schmidt sobre H. La respuesta Y, y el error de

regresion ¢, se encuentra en H, por cada n € Z.

En este capitulo, el modelo (4.1) se interpreta como un modelo dindmico para el
mapeo de enfermedades, donde el valor funcional de la respuesta Y, (-) proporciona
la transformacion logaritmica del mapa de riesgo de incidencia o mortalidad sobre un
dominio espacial D, para un tiempo dado n € Z. La respuesta se define a partir de una
combinacion lineal de los regresores tipo nticleo, X! = E[(Y,_; — pty) @ (Y_io1 — by )],

i=1,...,p, cuyos pesos funcionales 3;, i = 1, ..., p, son los parametros de regresion a
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estimar, que satisfacen la siguiente ecuacion:
Bi(z) = wiR;l(Yn—i—l)(Z)7 z€D, Ri=E[(Yoi-i—py)@Vo—ici—py)], i=1,....p,

para cierto vector desconocido (wy, ..., w,) € RP. Como es usual, ® denota el producto

tensorial de funciones. Es bien conocido que para h,g € H, h® g € S(H).

Segtin se indica en el capitulo anterior (ver también Ruiz-Medina, Miranda y Espejo

[130]), para una base ortonormal fija {¢y}r>1 de H,
X (1) (@) <X ©K), gol> —x};,l(n), kJd>1,VnelZ, i=1,...,p. (4.2)
De hecho, dado que X, € S(H), entonces, >_, [z},,(n)]* < oo, y

Z%z (f,o)gvr, YfeH, (4.3)

paracadan € Z,i=1,...,p, donde = significa la igualdad en la norma de H.

Trabajamos bajo la suposicion
E[eqX,,...,X!] =0, VneZ, (4.4)

sobre el término de error ¢ = {¢,, n € Z}, interpretado como un proceso Hilbert-
valuado con componentes débilmente correladas. En efecto, € se supone que es un
proceso Autorregresivo Hilbertiano de orden uno (proceso ARH(1)) de media cero,

satisfaciendo la siguiente ecuacion de estados:
en = pen_1) + €, n €Z, (4.5)

donde p denota el operador de autocorrelacion, que pertenece al espacio de operadores
lineales acotados L(H) en H, satisfaciendo Hp||Z(H) < 1, para k > kg, para cierto
ko € N. Restringimos nuestra atenciéon al caso gaussiano, con {¢,, n € Z} siendo un
ruido blanco gausiano H-valuado en sentido fuerte. Equivalentemente, {¢,, n € Z}

es una sucesion de variables aleatorias gaussianas, evaluadas en H, de media cero
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independientes e idénticamente distribuidas con un operador de autocovarianza en la
clase traza. La estructura de covarianza de la superficie aleatoria dindmica subyacente
en el tiempo que define € es entonces caracterizado en términos de los operadores de

la autocovarianza R, y covarianza cruzada R;, dados por:

Ry = E[€0®50]:E[5n®5n], Vn € Z

Ry = Eleo®ei]=Ele,@ept1], Vnei

Notese que bajo el modelo de regresion introducido en el Capitulo 3 (ver Ruiz-Medina,

Miranda y Espejo [130]):
E[Y, X} . XPl=py + X2 (B1) + -+ XP(B,), n=1,...,N.

A partir de (4.5)
Ele;®ej]=p" "Ry, i,j€Z, (4.6)

y (ver la ecuacion (3.11) en Bosq [14])
k
Ep = ZIOJGn—j + " M eppr), k> 1
=0

Consideremos la muestra funcional Yi,...,Yy. Se consideran de nuevo los opera-
dores matriciales introducidos en el Capitulo 3 que caracterizan la estructura de co-
rrelacion lineal entre las componentes funcionales del término de error en la regresion

infinito-dimensional (ver Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130]):
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Ry pRy  p’Ry ... p"'Ry I P’ pN !
B pRo Ry pRo ... p"?Ro | | »p p pN 2
I PN_1R0 pN_2R0 RO | I pN—l pN—Q T |
Ry 0 O 0
0 Ry O 0
X = pRy. (4.7)
0 O . Ry

bajo las Suposiciones A1l y A2 introducido en el Capitulo 3, el operador de co-
rrelacion matricial y el inverso del operador del operador de covarianza matricial del

término error funcional se definen como en el Capitulo 3 (ver ecuaciones 3.10, 3.11 y

3.20-3.22)

4.2.1. Predictor funcional Bayesiano

Como se indica en la ecuacion (3.24) del Capitulo 3 (ver también ecuacion (24) en
Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130]), el estimador de minimos cuadrados generaliza-

dos ,@N del vector de parametro 3 € H? puede ser calculado como sigue:

By = min L*(8) = min |Y = X(8)l
= min(Y - X(8)"C(Y - X(8))
= pin > (WY - X(8)] Hi LY - X(8)). (48)
k,l

En este capitulo de la tesis proponemos una estimacion Bayesiana de los autovalores

del operador de autocorrelacion p. En efecto, se considera la siguiente version truncada
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del operador de autocovarianza empirico:

k(N)
Ry = > MeNGkN @ Gry, (4.9)

k=1

donde fi(()k(N))ngvN = Xk,NngSka, para k =1,...,k(N). Aqui, hemos considerado k(N) <
N tal que k(N)/N — 0, N — oo, con una cierta disminucion de la velocidad que asegu-
ra buenas propiedades asintoticas. La consistencia fuerte (ver Bosq [14]). Usualmente,
se selecciona el valor k(N) = In(N) del parametro k(N). Bajo la distribucion gaussiana
de los errores, las estimaciones de los valores propios \x(p), k =1, ..., k(N), se calculan

maximizando la funcion de pérdida Zk(N) (M(p), -+ Aewy(p)/Ap(€)) , dada por

Zk(N) (Al(p),, E)

~ Ly (A,(e)/M(p) N (P) ey (M (p), - Ay (p)

k(N) N

= O' 27T N/2 €xXp < Z €t 77ij )
MM@W*G—M@W*%ﬁﬁﬁﬂ' (410

En efecto, Zk(N) (M(p), -+ Aevy(p)/Ap(€)) define la densidad de probabilidad con-

junta a-posteriori salvo la constante positiva /C,

K:A;qummwwxmmxm

donde

Ay(e) == {ea(r) = M(p)er (W), - - - en(¥n) — Ae(p)en—1 (k) by

con € = (e1,...,en), ¥y Alp) = (M(p)s-- mn(p). En (4.10),
A(p) = (M(p), .-, Ay(p)) se supone que es un vector de k(NN) variables aleato-
rias beta independientes, cuya densidad de probabilidad conjunta pyy factoriza en
k(N) densidades de probabilidad beta con parametros de forma respectivos ay y by,

k=1,...,k(N). Como usual, Iy-..; denota la funcion del indicador en el intervalo
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(0,1), y B(ay, br) es la funcion beta,

'(ax)T(bx)

B N Sl Vi e 74
(@ 0) = T T o)

También hemos aplicado la independencia de los componentes del proceso de inno-
vacion gaussiano e. Por lo tanto, para cada k = 1,...,k(N), e.(¥r) = (e, Vr) g, ¥
o = \/W, parat = 1,...,N. Para 7,57 = 1,..., N, se obtiene la siguiente
aproximacion 8” de 5” basada en la version empirica y truncada del operador de

autocovarianza, y la estimacién Bayesiana de los autovalores del operador de autoco-

rrelacion,
Coalf) = Cun(f) = [RENI(T = 300) 71 (f)
ol 1 (k(N))
- Zl_ i (0] W) e
k=1
= a““ (ks )y W
k=1
511+1(f) = éj,j—l(f):_[ﬁt()k(N))]_lu_ﬁi(N)>_lﬁk(N)(f>
R A0 sk
= ! Xg(p)mo 17 (W) (W) (Wi, ) g
k,l -

= > W fhyt, i=1,....N—1,j=2...N
k,l

Coilf) = [RBYU)M = Bon) ™+ i) (f)
k(N) 9
_ 14+ X2(0)  #k(v) -1
2 @I e D)
k(N) _
= > W gt i=2,.. ,N-1, (4.11)
k,l

para cualquier f € H, donde pypn) = Zﬁg) Xk(p)wk ® 1. Se obtiene entonces la
siguiente aproximacion Bayesiana del inverso del operador de covarianza matricial del

término de error.
E(N)
~N— * 77 (N *
Cply = > _[¥/ ()" 1,3}, (4.12)
k.l
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donde, para k[ =1,...,k(N), Al(f,:[) tiene entradas al(f,:[), bz(,];;[) y Cz(,JZ) calculadas a partir

de la ecuacion (4.11).

Bajo las Suposiciones A1-A4 del Capitulo 3 (ver también Ruiz-Medina, Miranda

y Espejo [130]), obtenemos el estimador Bayesiano plug-in

~ ~ -1 ~
:BB,N = (XTC;NX> XTCJ_B,IN(YN)

~ -1 ~
= B+ (XTCHX)  XTChly(en) (4.13)

A partir de (4.13), el correspondiente predictor de regresion funcional Bayesiana se

calcula como

Yon =XBpy- (4.14)

4.2.2. Algoritmo de estimaciéon 1

Resumimos brevemente los principales pasos en la implementacion de la metodo-
logia de estimacion de la regresion funcional introducida anteriormente para calcular
Y g n a partir de un conjunto de datos reales (ver la Seccion 4.4.1 donde se analiza la

incidencia de COVID-19 en las Comunidades espanolas).

Paso 1 Las curvas escalonadas de casos acumulados de COVID-19 en las provincias espa-
nolas estan interpolados en el tiempo y suavizadas mediante proyecciéon en bases
de spline ctbicos. Luego se calculan sus derivadas y transformada logaritmica, y

también se implementa su interpolaciéon espacial para una cuadricula regular.

Paso 2 Se calculan el operador empirico de autocovarianza y el estimador MAP de los
autovalores del operador de autocorrelacion residual de la regresion, después de
aplicar minimos cuadrados ordinarios. A partir de la ecuaciones (4.11)-(4.12), se

estima entonces C1.

Paso 3 El estimador por minimos cuadrados generalizado BBJ\, = (B\}B,N, e ,B\% N) del
vector del parametros de la regresion 3 se calcula a partir del Paso 2 aplicando

la ecuacion (4.13).
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Paso 4 El predictor Bayesiano plug-in \?B,N se obtiene de (4.14).

Paso 5 Se implementa un esquema sistematico de validacion cruzada leave-one-out cross-
validation LOOCV, basado en el modelo de regresion de superficie (4.1) (ver, por
ejemplo, Barbian y Assuncao [11]; Nicolet et al. [113]). Paran = 1,...,N —
p, en la n-ésima iteracion de este procedimiento, la muestra objetivo se define
por la (n + p)-ésima superficie, con la que comparamos la superficie predicha
plug-in (4.14) obtenida en los Pasos 3-4. Especificamente, esta prediccion se
obtiene a partir de la estimacién Bayesiana @;N de C™1, basada en la muestra de
entrenamiento, como se indica en los Pasos 1-2. Esta muestra de entrenamiento
estd constituida por las superficies restantes, después de eliminar la superficie
objetivo y las superficies asociadas con los p tiempos iniciales. Notese que la
matriz de diseno X en (4.1) se calcula a partir de las superficies en estos tiempos

iniciales en las primeras ejecuciones.

4.3. Enfoque de regresion miultiple funcional espacial

en el dominio espectral

Sea X = {X,, z € Z%} una serie de tiempo funcional espacial con valores en
el espacio espacio de Hilbert real separable H = L? ([T1, T2), u(dt)), T; € (—o0,00),
i =1,2. Aqui, p(-) es una medida positiva finita, cuyo soporte es el intervalo de tiempo
[T1,T2). Para cada z € Z¢, P[X, € L*([T1, T2}, u(dt))] = 1, es decir, X, es un elemento
aleatorio en L? ([T1, To), u(dt)) .

Suponga que X es estacionario en el espacio y tiene media cero. Los nicleos

{0y, 2,y € 2}
?17)’(7_7 U) =F [XZ<T>XY(0>] = rZ—y(Tv U)? 7,0 S [7—17 75]7 z,y S Zda

definen respectivamente la familia de los operadores de covarianza espacial
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{75”, z,y € Zd} , dados por

Rey(F)9) = Ray(N)g) = E[X. @ Xy (F)(9)

= B (Xa: 9) v 1) an) Xy P27 73) iy
Vf,g € L*([Ti, T2}, u(dt)), (4.15)

para y, z € Z%. El operador de autocovarianza espacial R se obtiene cuando z = y

en la ecuacion (4.15), es decir,
Ro = E[X,® X, € £ (I (75, To), uld))) . Va € 7

donde L' (L*([Ti,T2),pu(dt))) denota el espacio de los operadores traza sobre
L2 ([T1, Ta], u(dt)) -

Por lo tanto,

2
HROH£1 L2([T1, T3], Z)\k Ro)=E HXZHLQ([TLTZ},;L(dt)) = 0'?( < o9,
k>1
siendo Rodr = M(Ro)ow, en L ([T1, To], pu(dt)) , para cada k > 1. Aqui, {¢p}r>1 ¥
{A&(Ro) }r>1 respectivamente denotan el sistema ortonormal de autovectores y el sis-

tema asociado de autovalores del operador Rg.

La metodologia de estimacion propuesta se implementa en el dominio espectral
funcional espacial. El espectro funcional espacial de X se define en términos de la
familia de operadores de densidad espectral {]:w, w E [—W,W]d}, caracterizando su
estructura espacial de segundo orden. La familia de nicleos { f,(7,0), w € [-m, 7]} C
L2 ([T7, T2, @ p(dt, ds), C) , que define la familia de operadores { F,,, w € [-7, 7|},

vienen dados para cada w € [—m, 7% y 7,0 € [T1, T3],

fo(r,0)

L2([T1, 7'2]2 pp(dt,ds),

X)) (T, 0), (4.16)

xEZd

donde = significa la identidad en la norma del espacio
L2([T1,73)2,u@u(dt,ds),C

)
L2 ([Th, To)?, 1 ® p(dt, ds),C) .
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Para cada w € [—m, 7% el estimador no paramétrico del operador de densidad
espectral F,, que calcularemos méas adelante estd basado en la Transformada Discre-
ta de Fourier funcional espacial (SfDFT), y en el operador periodograma, ambos se

introducen ahora.

Definicién 4.1 La SfDFT de {X,(7), 7 € [Ti, ), z € [L,T)"NZ}, T > 1, se define

mediante la siguiente identidad:

XM (7) = ((2n)4N)~1/2 Z X, (1) exp (—i (w, z)), (4.17)

z€[1,T)4nZ4

para todo 7 € [T1, T3], yw € {272/T, z € [1,T — 1]} donde N =T, y la serie (4.17)
converge en la norma L*([T;, T}, p(dt), C).

El operador periodograma, denotado como IS,N)7 se calcula a partir del SIDFT de

la siguiente forma:

TN (r,¢) = XM (X (¢) =

| Y x@epiwz)| | Y X(Q)exp(—ifw,z)

z€[1,T]4NZ4 z€[1,T]4NZ4

V(r,¢) € [T, T2)%, we {2nz/T, z€ 1, T —1]"}, (4.18)

donde la convergencia de las series anteriores se da en la norma del espacio
L2 ([T1, T2)?, p @ p(dt, ds),C) . donde se da dicha convergencia para funciones complejo-

valuadas

Consideramos el siguiente estimador no paramétrico del niucleo del operador de

densidad espectral espacial:

2 d 2
o= 5] 2w (o= )0
z€[1,T—-1]¢

v(r,¢) € [T1. Ta)%, (4.19)
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donde la funcion peso W™ viene dada por

1 z+27j
WMz =Y —Ww ( ) , z€RY (4.20)

con By siendo el parametro de ancho de banda, y W satisface las siguientes cuatro

condiciones:
(1) W es positivo, uniforme y acotado en variacion
(2) W(x) =0, si[|x[]| = 1;
(3) Jau IW(x)[” dx < 00

(4) Joa W(x)dx = 1.

En particular, después de calcular el estimador no paramétrico (4.19) del operador
de densidad espectral, las entradas funcionales del operador matricial de covarianza
espacial C de las curvas aleatorias ubicadas en las localizaciones observables, que viene

dado por,

ro(T,0) 7’07,d_7T_1(T, o)
c={|: Do , (1,0) € [T, ToJ°

TT_L.J?()(T, 0') P TT—ly-d-aT—l(T7 0')

se aproximan, aplicando la transformada SfDFT inversa, obteniendo

Tx(T,0) = : Z ff,N)(T, o) exp (i (w,x)), (4.21)

L2([T1,T2)? u@u(dt,ds)

para todo 7,0 € [T1, T3], y para cada x € [0,7 — 1]%. Asi, obtenemos el estimador GS,N
de C, dado por

~

To(T,0) 70, -1 (1,0)

CSN = ; (T70) € [71’75]2

~ ~

TT—1,.J,0(T, U) TT—1,.(.1.,T—1(T7 U)



4.3. ENFOQUE DE REGRESION MULTIPLE FUNCIONAL ESPACIAL EN EL DOMINIO
ESPECTRAL

El estimador de minimos cuadrados generalizado plug-in B s.n de B,y el correspon-
diente predictor de la regresiéon funcional ?S,N se obtienen a partir de las siguientes

identidades:

- ~ -1 ~
BS,N = (XTC;%VX) XTCE}V (YN )
Ysn = X@S,N

~ -1 ~
_ X((XTchVX) XTchV(YN)>.

La ecuacion (4.22) se calcula a partir de la siguiente formulaciéon espacial de (4.1):

p p
Yo=py + Y Y XJ(Bij)+es z€Z (4.22)
i=1 j=1
donde, como antes, py € H es la curva intercepto, y (5, 4,7 = 1,...,p) € HP*P es

el vector funcional de parametros de regresion. Los operadores regresores X € S(H),
i=1,...,p, 7 =1,...,p, definen la matriz de disefio para cada z € Z. La respuesta
Y, v el error de la regresion €, se encuentra en H, para cada z € Z%. Especificamente,

X se define a partir de los regresores tipo nticleo
X;j = EKYvZ*hZ - l"'Y) ® <}/Z*hj - IJ’Y)L (423)

para h;, h;, i,7 = 1,...,p, vectores no negativos de retardos espaciales, en el modelo
espacial direccional adoptado. De hecho, estos retardos espaciales configuran el entorno
de vecinos de la respuesta funcional en la localizacién espacial z, de acuerdo a las
interacciones espaciales mas significativas observadas entre las curvas proximas. Los

parametros de la regresion 3;;, ¢ = 1,...,p, satisfacen la ecuacion

Bijt) = wRy (Yon)(t), t€ [T, T

Rn, = E[(Ythj — Hy) ® (Yz—hj —py)l, ,i=1,...,p,

para cierto vector desconocido (wy,...,w,) € RP. Como siempre, h ® g denota el

producto tensorial de funciones fy g. Es bien conocido que para h,g € H, h®g € S(H).
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4.3.1. Algoritmo de estimacién 2

Consideremos ahora los principales pasos involucrados en la implementacion del

algoritmo de estimacion dos.

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 7

Paso 8

Paso 9

Tras la interpolacion temporal y suavizado cibico B-spline de las curvas escalo-
nadas de casos acumulados localizadas en cada una de las provincias espanolas
analizadas, se calculan sus derivadas y transformada logaritmica. De nuevo, se

realiza la interpolacion espacial a una cuadricula regular N x N.

El operador de covarianza espacial empirico de largo rango se obtiene a partir de

los datos tapered.

La descomposicion en valores singulares del operador de covarianza espacial em-

pirico de largo rango proporciona bases adecuadas para la proyeccion.

Después del truncamiento, se realiza la proyeccion sobre los autovectores empiri-
cos derechos del operador de covarianza espacial de largo rango. La transformada
SIDFT se aplica luego a las curvas espaciales de log-riesgo, convenientemente
ponderadas (tapering’). (En la Seccion 4.4.2, se hace la eleccion M = 5 para el

parametro de truncamiento, explicando un 99 % de la variabilidad empirica).
Calculo del operador periodograma espacial proyectado.

El estimador no paramétrico del operador de densidad espectral espacial se calcula
mediante una eleccion adecuada de W. (En la Seccion 4.4.2, W se define a partir

de la ventana modificada de Bartlett-Hann).

La ecuacion (4.22) se implementa en el dominio espectral funcional espacial pro-

yectado.

La transformada inversa SfDFT aplicada a la salida del Paso 7 conduce al pre-

dictor de regresion espacial curva Yg x en la ecuacion (4.22).

Se implementa un esquema sistematica de validacion cruzada leave-one-row-

column-out cross-validation, basado en el entorno de vecinos curva mas proximo
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que interaccionan con la respuesta en la localizacion z (ver, por ejemplo, Bar-
bian y Assungao [11]; Nicoletet al. [113]|). Paran = 1,..., N — p, en la n-ésima
iteracion de este procedimiento, las curvas en los nodos de la (n + p)-ésima fila
y de la (n 4 p)-ésima columna definen la muestra objetivo. Las curvas restantes,
excepto las curvas ubicadas en p primeras filas y columnas, define la muestra de
entrenamiento. Las p primeras filas y columnas estdn involucradas en el calculo
de la matriz funcional X en las primeras ejecuciones. (En la Seccion 4.4.2; se
considera p = 1, dada la estructura de dependencia débil observada a partir del

conjunto de datos curva analizados).

4.4. Analisis de incidencia de COVID-19 espanol

Los datos se obtienen de la declaracion de casos de COVID-19 por la Red Nacional
de Vigilancia Epidemiologica (RENAVE), a través de la plataforma informéatica por
la Web SiVIES (Sistema de Vigilancia Espanol), gestionada por el Centro Nacional
de Epidemiologia (CNE). Esta informacion proviene de la encuesta de casos epide-
miologicos que cada comunidad autéonoma completa sobre la identificacion de casos
de COVID-19. Las provincias y comunidades auténomas estéan indicadas por el codigo

ISO 3166-2 publicado por la Organizacion Internacional de Normalizacion (ISO).

4.4.1. Algoritmo de estimacién uno

En las Figuras 1-9 del apéndice, se pueden observar los patrones espaciales dentro de
algunas de las comunidades auténomas analizadas, asi como las predicciones obtenidas
tras implementar el algoritmo de estimacion uno. El procedimiento de preprocesamiento
de datos reflejado en el Paso 1 del algoritmo de estimaciéon uno conduce a una serie de
1061 superficies de riesgo de incidencia de COVID-19, asumiendo un modelo de Cox,
en el marco introducido en Torres-Signes, Frias y Ruiz-Medina [135]. Los efectos borde

temporal se eliminan considerando una muestra de superficies de tamano N = 1000.

Ademas, los mapas presentados en la Figura 4.1 muestran los valores empiricos
de py, obtenidos promediando en el tiempo las superficies de log-riesgo de inciden-

cia COVID-19, proporcionando una primera vista de los patrones espaciales de log-
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riesgo de COVID-19 entre comunidades. Especificamente, se muestra, en el grafico de
la izquierda de la Figura 4.1, los valores empiricos e interpolados espacialmente del
pardmetro p, para las provincias de las comunidades de Extremadura, Castilla La
Mancha, Murcia y Andalucia, donde se observan valores elevados de log-riesgo en las
provincias de Granada, Sevilla, Malaga y Murcia, que inducen las manchas marrones
en este grafico. Las dos manchas marrones centrales en el grafico central de la Figura
4.1 reflejan un elevado riesgo en las provincias de Madrid y Barcelona, que se extrapola
a las zonas circundantes, interpoladas espacialmente. La Rioja, Asturias y Leon indu-
cen las manchas verdes en el norte del mapa que se muestra en la parte derecha de la
Figura 4.1. Los regresores tipo niicleo se aproximan mediante un ajuste polinomial 2-D
por minimos cuadrados a partir de su version empirica. Especificamente, la funcion fit
de MatLab se implementa con el argumento polinomial 6ptimo correspondiente a la
mejor bondad de ajuste de acuerdo a la salida gof de la funcion fit. Los regresores tipo
nicleo se muestran en la Figura 4.4. El operador de autocorrelaciéon empirica residual,

se calcula para la implementacion del Paso 2, y se muestra en la Figura 4.3.

Como se indica en la Seccion 4 en Ruiz-Medina, Miranda y Espejo [130], bajo la
eleccion k(N) = In(N) ~ 7, en una primera etapa, los residuos se obtienen aplicando el
ajuste del modelo de minimos cuadrados ordinarios en términos de la matriz de diseno
funcional calculada. Bajo el ajuste polinomial por minimos cuadrados de los regresores
tipo nicleo, se cumplen las condiciones de la Proposicién 1 en Ruiz-Medina, Miranda y
Espejo [130]. Para la implementacion de la ecuacion (4.10), se realiza el ajuste mediante
muestreo bootstrap de los pardmetros de forma de las distribuciones beta que definen
la a-priori. Es decir, se implementa una metodologia de estimacion Bayesiana empirica
(ver el Paso 8 del algoritmo de estimacion propuesto en Torres-Signes, Frias y Ruiz-
Medina [135] para el analisis estadistico de la mortalidad por COVID-19). Para calcular
la ecuacion (4.11), la ecuacion (4.10) se maximiza siguiendo un procedimiento similar
al Paso 9 en Torres-Signes, Frias y Ruiz-Medina [135], a partir de la funcion MatLab
gaoptimset (seleccionando la opcion HybridFen). La opcion seleccionada de la funcion
gaoptimset ejecuta un algoritmo genético hibrido, involucrando la metodologia cuasi-
Newton en el procedimiento de optimizaciéon aplicado una vez finalizado el algoritmo

genético. Las salidas correspondientes nos permiten implementar Paso 3, donde se
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proporciona una aproximaciéon Bayesiana (4.13) a la ecuacion (4.8), en términos de
6;}\,, calculado a partir de las ecuaciones (4.11)-(4.12) en el Paso 2. El Paso 4 se
sigue de los Pasos 1-3 y la ecuacion (4.14) (ver también las Figuras 4.16-4.18 en el

Apéndice).

Finalmente, el esquema de validaciéon cruzada sistematica ‘leave-one-oul cross-
validation’ se implementa posteriormente en el Paso 5, considerando N = 1000, y
p = 7. La Tabla 4.1 muestra los resultados de la validaciéon cruzada para las 47 provin-
cias espanolas analizadas. El grafico de contorno en el lado izquierdo de la Figura 4.2
muestra los resultados de la validacion cruzada para los valores de los pardmetros de
truncamiento k(N) = 1,2,3,4,5, y para las 47 provincias espatiolas. En el lado derecho
de la Figura 4.2, los valores del error de la validacion cruzada para las 47 provincias, y
para el valor del parametro de truncamiento k(N) = 6 también se representa grafica-
mente. Se puede observar a partir del andlisis de sensibilidad del error de la validacién
cruzada en relacion con los valores del parametro k(V), que el valor umbral se ubica en

k(N) = 5 para asegurar unos buenos resultados bajo este enfoque Bayesiano empirico.

COVID-19 incidence log-risk empirical intercept surface

COVID-19 incidence log-risk empirical intercept surface COVID-19 incidence log-risk empirical intercept surface

CATALURA, ARAGON, MADRID, CASTILLA-LEON, C. VALENCIA,

59 595 59 6 61 62 63 64 65 66 67 68 69

GALICIA, ASTURIAS, CANTABRIA, PAIS VASCO, NAVARRA, LA RIOJA, CASTILLA LEON NORTE

6w “w 7w SWodw gw 2w 1w o TE 2E

Figura 4.1: Mapa py empirico de log-riesgo de COVID-19, para Extremadura, Cas-
tilla La Mancha, Murcia y Andalucia (Lado izquierdo), Cataluna, Aragon, Madrid,
Castilla-Leon Sur y Comunidad Valenciana (Centro), y Galicia, Asturias, Cantabria,
Pais Vasco, Navarra y Castilla-Ledn Norte (Lado derecho).
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Region P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9
AN AL CA CO GR H J MA SE
0.0321 0.0694 0.0836 0.1275 0.0217 0.0775 0.1475 0.2082
AR HU TE Z
0.0197 0.0201 0.1268
CL AV BU LE p SA SG SO VA 7ZA
0.0342 0.0750 0.0972 0.0370 0.0894 0.0449 0.0178 0.1505 0.0313
CM AB CR CU GU TO
0.0511  0.1494 0.0452 0.0648 0.1939
CMU MU
0.0939
CMA MD
0.9810
LR LG
0.0180
AS ov
0.0859
CB ST
0.0230
cT B GI L T
0.9516 0.0843 0.0630 0.0715
EX BA cC
0.0831  0.0746
GA C LU OR PO
0.0863 0.0180 0.0596 0.0617
PV BI SS VI
0.1938 0.1002  0.0839
vC A CSs %
0.1383  0.0330 0.2003
CN PA
0.0748

Tabla 4.1: Errores LOOCYV. Cédigos de comunidades y provincias (entre paréntesis):
Andalucia (AN) (Almeria (AL), Cddiz (CA), Cdrdoba (CO), Granada (GR), Huelva
(H), Jaén (J), Mdlaga (MA), Sevilla (SE)); Extremadura (EX) (Badajoz (BA), Cdce-
res (CC)); Castilla La Mancha (CM) (Albacete (AB), Ciudad Real (CR), Cuenca (CU),
Guadalajara (GU), Toledo (TO)); Comunidad de Murcia (CMU) (Murcia (MU)); Co-
munidad Valenciana(VC) (Alicante (A), Castellon (CS), Valencia (V)); Castilla y Leon
(CL) (Avila, (AV), Burgos (BU), Leén (LE), Palencia (P), Salamanca (SA), Segovia
(SG), Soria (SO), Valladolid (VA), Zamora (ZA)); Comunidad de Madrid (CMA)
(Madrid (MD)); La Rioja (LR) (Logrorio (LG)); Galicia (GA) (A Coruna (C), Lu-
go (LU), Ourense (OR), Pontevedra (PO)); Asturias (AS) (Oviedo (OV)); Cantabria
(CB) (Santander (ST)); Pais Vasco (PV) (Vizcaya (Bl), Guipizcoa (SS), Alava (VI);
Comunidad de Navarra (CN) (Pamplona (PA)); Aragon (AR), (Huesca (HU), Teruel
(TE), Zaragoza (Z)); Catalunia (CT) (Barcelona (B), Girona (GI), Lleida (L), Tarra-

gona (T)).
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Systematic leave-row-column-out cross validation error Truncation parameter K(N)=6

=~

Truncation parameter value k(N)
~ o

5 10 15 2 2 30 3B 4 45

[

002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 0 5 10 15 2 25 30 35 40 45 50
47 SPANISH PROVINCES.

Systematic leave-N-p-out cross validation error

Figura 4.2: Grdfico de contorno del lado izquierdo, error sistemdtico de validacion cru-
zada para los valores de los pardmetros de truncamiento k(N) = 1,2,3,4,5 (eje y), y
para las 47 provincias espanolas analizadas (eje x). En el lado derecho, el error siste-
mdtico de validacion cruzada para el valor del pardmetro de truncamiento k(N) = 6.
La numeracion de provincias utilizada aqui es: Almeria (1), Cddiz (2), Cérdoba (3),
Granada (4), Huelva (5), Jaén (6), Mdlaga (7), Sevilla (8), Cdceres (9), Badajoz (10),
Guadalajara (11), Cuenca (12), Toledo (13), Ciudad Real (14), Albacete (15), Murcia
(16), Alicante (17), Valencia (18), Castellon (19), Tarragona (20), Barcelona (21),
Gerona (22), Lérida (23), Huesca (24), Zaragoza (25), Teruel (26), Soria (27), Se-
govia (28), Madrid (29), Avila (30), Salamanca (31), Zamora (32), Valladolid (33),
Palencia (34), Burgos (35), Ledn (36), Logronio (37), Pamplona (38), Vizcaya (59),
Alava (40), San Sebastidn (41), Santander (42), Oviedo (43), Corusia (44), Lugo (45),
Pontevedra (46), Orense (47).

RESIDUAL AUTOCORRELATION OPERATOR RESIDUAL AUTOCORRELATION OPERATOR

100 015

1
005
| 0
|
005

7l

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Figura 4.3: Operador de autocorrelacion empirica de residuos. Estimacion empirica
basada en el método de los momentos en el lado izquierdo y estimacion basada en el
método de los momentos, tras el tapering en el lado derecho.
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KERNEL REGRESSOR. TEMPORAL LAG 1 KERNEL REGRESSOR. TEMPORAL LAG 2 EMPIRICAL REGRESSOR. TEMPORAL LAG 3

EMPIRICAL REGRESSOR. TEMPORAL LAG 4

015

0.05

0.05

Figura 4.4: Regresores tipo nicleo para el valor del pardmetro p = 7. Dada la interpo-
lacion espacial calculada para una cuadricula espacial reqular 10 x 10, los grdficos de
contorno reflejan el ajuste polinomial 2—D por minimos cuadrados para aproximar los
regresores de tipo nicleo sobre la cuadricula regular resultante de 100 x 100 después de
aplicar la funcion vec.

4.4.2. Algoritmo de estimacion dos

Como se comentd en la Seccion 4.4.1, el procedimiento de preprocesamiento de
datos aplicado en el Paso 1 del algoritmo de estimacion 2 es casi el mismo que el
aplicado en el algoritmo 1, considerando, ademés, el tapering de los datos, que mejora

los célculos de los estimadores espectrales espaciales funcionales. El Paso 2 es imple-
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mentado después de eliminar la tendencia de los datos. Especificamente, denotando por
X los datos sin tendencia, el operador de covarianza espacial empirico de largo rango
ﬁf{N) = ZZG[O,T_W 7€z se calcula para d = 2, a partir de los operadores de covarianza
espacial empiricos (ver también la Figura 4.19 en el Apéndice):

~ 1

z

T . Y Xy ®Xy, zel0,T-1]" (4.24)
=171 vy >zi=1,...,d

Como resultado del Paso 3, la descomposicion en valores singulares de ﬁf&) se obtiene

calculando los autovectores empiricos derechos {@D](CN)}kZla e izquierdos {gpl(cN)}kzl y los

correspondientes valores singulares {)\k(ﬁé{r))} k>1 que satisfacen
~ N R N
R = M(RE)eY, k> 1

Para k£ = 1,..., M, después de la proyeccion sobre w,(CN), se implementa el Paso 4 a

partir de

XM@Y = (@2r)'N)T2 N XY exp (—i (w, 7)),

ze[1,T)4NZ

w € {2nz/T, z € [1,T —1]%} (4.25)

donde el valor del pardmetro de truncamiento M = 5 ha sido seleccionado correspon-
dente a un 99 % de la variabilidad empirica Zszl /\k(ﬁ{(N)) En el Paso 5, obtenemos
el correspondiente operador periodograma proyectado

I M) ) = XX ™), ke {1,..., M},

w

(4.26)

para w € {QWZ/T, ze[1,T— 1]d}. En el Paso 6, el estimador no paramétrico del
operador de densidad espectral se calcula a partir de la ecuacion (4.19), considerando
una version espacial separable de la ventana modificada de Bartlett-Hann, correspon-
diente a ejecutar blackmanharris en el primer argumento en la funcion de MatLab

de window(-,-) (ver la columna de la izquierda en la Figura 4.5, donde se muestran
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dos proyecciones diagonales del estimador del operador de densidad espectral no pa-
ramétrico, y ver también en la Figura 4.20 en el Apéndice). El Paso 7 proporciona
el calculo de la ecuacion (4.22) en el dominio espectral funcional espacial proyectado.
El Paso 8 aplica la funcion MatLab ifft2(-, ) al resultado en el Paso 7 para obtener
}7571\1 (ver Figura 4.6). Ver también la columna derecha en la Figura 4.5. Finalmente,
el Paso 9 se calcula con p = 1. Por lo tanto, el error absoluto de la validacién cruzada
se obtiene después de ejecutar 9 iteraciones (ver Figuras 4.21-4.22, y las Tablas 4.3-4.6
en el Apéndice). Finalmente, se muestra, el promedio sobre los 1061 nodos temporales

de los valores puntuales de los errores absolutos de validaciéon cruzada en la Tabla 4.2.

NONPARAMETRIC SPECTRAL ESTIMATOR COVARIANCE OPERATOR ESTIMATOR
SPATIAL NODE-1-1 SPATIAL NODE-1-1

5
a5
4
D 35
SR ))) < 25
d
0o

NONPARAMETRIC SPECTRAL ESTIMATOR COVARIANCE OPERATOR ESTIMATOR
SPATIAL NODE-2-2 SPATIAL NODE-2-2

Figura 4.5: El estimador no paramétrico proyectado del operador de densidad espectral
FN ) ), for k=1 =1 (parte superior izquierda) y para k = | = 2 (parte inferior
izquierda). Se muestran las estimaciones correspondientes del operador de covarianza
espacial proyectada, para k = 1 = 1 (parte superior derecha) y para k =1 = 2 (parte
inferior derecha).
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Figura 4.6: El valor de la curva original (linea roja), y su estimacidn espectral funcional
espacial (linea azul discontinua) se muestran en los nodos espaciales (2,3), (2,4), (2,5),
(2,6), (8,9), (8,10), (9,9) v (9,10).
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TIME C1 C2 C3 C4 Ch C6 C7 C8 C9

R1 5.7030092e-04  6.8348935e-04  7.3573629e-04 1.2111422e-03 1.5253610e-03  1.1582524e-03  6.4996599e-04  4.4853841e-04 4.8335842e-04
R2 6.8117054e-04  1.0439449e-03  2.3038393e-03  4.3216034e-03 5.6747. 1.9086671e-03  9.3589234e-04  6.3663570e-04
R3 1.1343173e-03  4.9980942e-03  1.0964759e-02  2.1721765e-02 1.35 2 7.1904923e-03  2.7851634e-03  1.1143095e-03
R4 1.9814737e-03  7.4492915e-03  1.8550020e-02 5.9885317e-02  1.7065638e-01 1.2645345e-02  5.5759098e-03  1.3117121e-03
R5 1.6909117e-03  9.1699655e-03  2.1533640e-02  3.8610072e-02  7.9602583e-02 - 2.3334549e-02  7.4936816e-03  1.9115134e-03
R6 1.7947759e-03  8.3489455e-03  2.4934251e-02  3.4649351e-02  1.8313565e-02 2.7779579e-02  1.8405330e-02 6.5693512e-03  2.0597864e-03
R7 1.2888168e-03  5.1579564e-03  1.5046107e-02  2.1652733e-02  1.7133585e-02  8.0797335e-03  7.9961038e-03  3.1094061e-03  1.1663059-03
R8 6.9762041e-04 1.7261479e-03 4.6013923e-03 9.2542787e-03 1.1597638e-02  7.8890004e-03  5.9333870e-03  2.0044843e-03  8.3627742e-04

R9 5.7529370e-04  6.4731393e-04  1.4868305e-03 3.0378125e-03  4.5606010e-03  4.1239116e-03  1.1999598e-03  6.9900174e-04  4.2810584e-04

Tabla 4.2: Promedio sobre los 1061 nodos temporales de los errores absolutos de vali-
dacion cruzada en una cuadricula de 9 x 9

4.5. Comentarios finales

Este Capitulo propone dos metodologias de estimacion en el contexto de la regresion
funcional. La primera metodologia proporciona una estimacion Bayesiana de la estruc-
tura de correlacion funcional, que caracteriza el error de regresion. Esta metodologia
proporciona un predictor Bayesiano plug-in de regresion de los mapas de log-riesgo de
incidencia de COVID-19, en las comunidades espanolas analizadas. En segundo lugar,
adoptamos un modelo espacial de regresion curva para la prediccion del riesgo de casos
por COVID-19. En esta segunda metodologia se estima la estructura de correlacion
espacial del ruido de regresion, en el dominio espacial espectral funcional. Para reducir
el problema de dimensionalidad en el tiempo, se considera la proyeccién sobre los auto-
vectores del operador de covarianza espacial empirico de largo rango. Se puede observar
que las correlaciones espaciales més significativas a lo largo del tiempo se mantienen
en las proyecciones correspondientes a los autovectores empiricos asociados a los ma-
yores valores singulares, explicando un 99 % de la variabilidad empirica. En efecto, la
transformada de Fourier funcional espacial inversa del estimador no paramétrico del
operador de densidad espectral presenta los valores de correlacion mas significativos
en las proyecciones diagonales. Esta estructura de correlacion proyectada decae para
las proyecciones cruzadas y llega a cero relativamente rapido, cuando consideramos
las proyecciones que involucran los autovectores empiricos asociados con los valores

singulares empiricos més pequenos.

La capacidad predictiva de los dos enfoques de regresion funcional se mide me-
diante la validacion cruzada. En la regresion dindmica de superficies, se implementa la

validacion cruzada ’leave-one-out cross-validation’, para N = 1000, y p = 7. Para el
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ajuste del modelo de regresion espacial curva, se implementa ‘leave-one-row-column-out
cross-validation’, para N = 100, y p = 1. Los dos enfoques de regresion paramétrica
involucran diferencias importantes en el soporte de los parametros de regresion, en los

conjuntos de ajuste, etc.

La alta dimensionalidad del espacio de parametros induce un elevado coste compu-
tacional en la estimacion Bayesiana MAP. Creemos que las diferencias observadas en
el ajuste del modelo se deben principalmente a este problema de alta dimensionalidad
y al mayor rango de dependencia en el tiempo que en el espacio. Particularmente, la
regresion de superficies Bayesiana podria mejorarse considerando valores mas grandes
del parametro p, es decir, incorporando méas memoria en el modelo (4.1). Los valores
pequeiios del parametro de truncamiento k(/N) también alivian el costo computacional
de la funcién de pérdida asociada al MAP. Bajo este compromiso entre el parametro
de rango de memoria p, y el nivel de resoluciéon en el espacio limitado por el parametro
k(N), el calculo de regiones de credibilidad también podria mejorar los resultados de
estimacion en investigaciones futuras. Ademas, algunas alternativas en la seleccion de
modelos a-priori, como el de Jeffreys, asi como un analisis basado en el factor de Bayes,
podrian ser implementables bajo valores pequenos del parametro de truncamiento k(V)
(ver, por ejemplo, Moreno y Martinez [109] sobre el criterio de seleccion para modelos
que son a priori igualmente probables, y sobre la comparaciéon de pruebas estadisticas

Bayesianas y frecuentistas unilaterales).

De los resultados mostrados en este capitulo, esta claro que el segundo enfoque,
mas novedoso, basado en la aplicacién de anélisis espectral funcional espacial, no solo
supone una contribucion al drea emergente de la Estadistica Funcional Espacial, tam-
bién proporciona una herramienta ttil en el andlisis de problemas de datos reales. Este
hecho se ilustra en nuestro andlisis de riesgo de COVID-19. De hecho, los resultados de
la validacién cruzada muestran que el valor del parametro p = 1 se ajusta bien al nivel
de interacciéon espacial observado entre curvas. Fn la reducciéon de la dimensionalidad
inherente, los beneficios de considerar la proyeccion de los datos curva en los autovec-
tores empiricos del operador de covarianza espacial de largo rango son mayores que
los que se obtienen mediante la proyeccion en los autovectores empiricos del operador

de autocorrelacion en la regresion de superficies. El impacto del enfoque de regresion
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espacial curva también se puede observar en su velocidad de calculo mas réapida en el

dominio espectral.

4.6. Apéndice

En esta seccion, se visualizan las salidas adicionales de los algoritmos de estimacion
1y 2. Especificamente, se visualizan los valores originales y estimados sobre los mapas
mensuales de casos de COVID-19 en parte de las comunidades analizadas. Las curvas de
riesgo de COVID-19 originales y estimadas mediante el algoritmo uno estan graficados
para algunas comunidades espanolas. Con respecto al algoritmo de estimacion dos,
se representan algunos elementos de la familia de operadores de covarianza espacial
empirica. En particular, se muestra el operador de covarianza espacial empirico de
largo rango y se grafican los autovectores empiricos derechos seleccionados. También se
proporcionan las proyecciones cruzadas del estimador no paramétrico del operador de
densidad espectral y sus transformadas de Fourier espaciales inversas. Se proporciona
informacion adicional sobre los errores de validacion cruzada, como graficos de contorno

y tablas que muestran sus valores en diferentes tiempos.

4.6.1. Mapas de incidencia del algoritmo de estimacién uno

Los mapas de datos originales de las incidencia de COVID-19 promediados men-
sualmente y sus estimaciones de regresion funcional Bayesiana, obtenidas mediante
la aplicaciéon de los Pasos 1-4 del algoritmo de estimaciéon uno, se muestran en las
Figuras 4.7-4.15. Notese que, en cada uno de los siguientes gréficos, los mapas repre-
sentados en cada fila muestran la informacion de la muestra, y la estimacion mediante
de la regresion funcional Bayesiana correspondientes a dos meses para cada una de las

Comunidades Autoénomas espanolas analizadas.
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Figura 4.7: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Andalucia (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas), a dos meses por

fila.
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Figura 4.8: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Aragdn (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.9: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Castilla y Ledn (primera y tercera columnas), y sus esti-
maciones mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.10: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Castilla-La Mancha (primera y tercera columnas), y sus
estimaciones mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.11: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Catalunia (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.12: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Extremadura (primera y tercera columnas), y sus estima-
ciones mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.13: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Galicia (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.14: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad de Pais Vasco (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).
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Figura 4.15: Mapas de datos originales de casos por COVID-19 promediados mensual-
mente en la Comunidad Valenciana (primera y tercera columnas), y sus estimaciones
mediante regresion funcional Bayesiana (sequnda y cuarta columnas).

Predicciones de riesgo de COVID-19

Esta seccion completa la Seccion 4.4.1 con respecto a la visualizacion de datos y los
resultados del Paso 1-4 del algoritmo de estimacion uno (ver las Figuras 4.16-4.17 a

continuacion).
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Figura 4.16: Curvas de riesgo de COVID-19 interpoladas y suavizadas temporales (lado
izquierdo) y sus estimaciones de regresion funcional Bayesiana (lado derecho).
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Figura 4.17: Curvas de riesgo de COVID-19 interpoladas y suavizadas temporales (lado
izquierdo) y sus estimaciones de regresion funcional Bayesiana (lado derecho).
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Figura 4.18: Casos Extremos en las grdficas anteriores. Datos originales (lado izquier-
do), y predicciones de regresion Bayesiana (lado derecho) en Galicia (arriba) y Cata-
luna (abajo) (Madrid se ha excluido en estos grificos)



4.6. APENDICE 163

4.6.2. Algoritmo de estimacién 2

Ahora consideremos algunos resultados adicionales de la implementacion del algo-
ritmo de estimacion 2 descrito en la Seccion 4.3.1. Especificamente, en la Figura 4.19,
se muestran los operadores de covarianza espacial empiricos 7/@(0,1), 7/?\,(1,1), y el operador
de covarianza espacial empirico de largo rango ﬁﬁooy Los cinco autovectores empiricos
derechos seleccionados para la proyeccion son graficados también. Finalmente, la Figu-
ra 4.20 muestra las proyecciones cruzadas del estimador no paramétrico del operador
densidad espectral y de su transformada de Fourier espacial inversa, que involucran los
autovectores empiricos derecho ,,,, m = 1,2, 3, asociados con los tres valores singulares

empiricos més grandes del operador de covarianza espacial empirico de largo rango.

EMPIRICAL COVARIANCE OPERATOR, SLAG (0,1) EMPIRICAL COVARIANCE OPERATOR, SLAG (1,1)

o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

LONG-RUN SPATIAL COVARIANCE OPERATOR

o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000 1200

Figura 4.19: Operador de covarianza espacial empirico ﬁz, para z = (0,1) (arriba a
la izquierda) y para z = (1,1) (arriba a la derecha). Operador de covarianza espacial
empirico de largo rango ﬁ(N), N = 100, en la parte inferior izquierda, y los cinco
autovectores empiricos derechos seleccionados, asociados con los valores empiricos sin-
gulares mds grandes en la parte inferior derecha
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Figura 4.20: El estimador no paramétrico proyectado del operador de densidad espec-
tral, ﬂdN) (Vi) (W), para k =2 y 1 =1 (lado superior izquierda), para k =1 and | = 2

(lado centro izquierdo), y para k = 1 y I = 3 (lado inferior izquierdo). Las corres-
pondientes estimaciones del operador de covarianza espacial proyectada se muestran
respectivamente en el lado derecho

4.6.3. FErrores de validacion cruzada

Los errores absolutos de validacion cruzada en una cuadricula de 9 x 9 se muestran
para los tiempos T = 100, 300, 500, 700, 400, 600, 800, y 1000, en la Figura 4.21. Las
Tablas 4.3-4.6 proporcionan los valores numéricos de los errores absolutos de validacion
cruzada del algoritmo de estimacion dos para los tiempos 7' = 100, 400, 750, 1000. El
promedio en el tiempo de los errores absolutos de validacion cruzada son también

graficado en la Figura 4.22.
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Figura 4.21: Grdficos de contorno de los errores absolutos de validacion cruzada en los
tiempos T = 100, 300, 500, 700, 400, 600, 800, 1000

10

10

10

10

TIME-100

TIME-500

10

TIME-400

10

TIME-800

10

10

|
|
|
|

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.08

0.06

0.04

0.02

10

10

10

10

TIME-300

TIME-700

10

)

5

TIME-600

10

TIME-1000

10

10

0.1

0.08
0.06
0.04

0.02

0.12
0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

=x1073
15

10



166 CAPITULO 4

T Node = 100 C1 C2 C3 C5 C6 C7 C8 C9

R1 6.1204173e-05  8.3996806e-05 1.0867887e-04 1.6870079e-04  1.2576312e-04  5.5700200e-05 4.6411740e-05 5.5447056e-05
R2 1.0380220e-04  1.7192350e-04  3.8619790e-04 5.4629122¢-04  3.4612041e-04  2.0198347e-04 1.0761950e-04  9.3149726e-05
R3 1.8943254e-04  1.1122786e-03  2.1298044e-03  2.8909338e-03 4.5387182e-04  6.8753601e-04 6.1782875e-04  3.2858314e-04  1.4693153e-04
R4 3.8386324e-04  1.3959642¢-03 2.9016102e-03  9.2545281e-03  2.9002651e-02  5.9688375¢-03  8.6134456e-04  5.6339902e-04  1.8974401e-04
R5 3.2864046e-04  1.6604634e-03 3.0116751e-03  3.7715075e-03  1.3097672e-02 2.4117136e-02 2.8491675e-03 8.9407411e-04  2.8354084e-04
R6 K 2e-04  1.8559396e-03  4.8096533e-03  3.8200671e-03  2.6273534e-03  2.6002380e-03  1.2721569¢-03  1.0251994e-03  3.0171874e-04
R7 272290e-04  1.0420691e-03  2.8875618e-03  3.1440138e-03  2.0351141e-03  7.1639707e-04  3.6785949e-04  2.1802414e-04  1.2342755e-04
R8 1.2294469e-04  3.4873820e-04 8.0018507e-04 1.2597105e-03  1.3761920e-03  9.7761548e-04  6.2846099e-04  2.0144703e-04  9.3184777e-05
R9 7.1249040e-05  9.8225491e-05 2.1060637e-04  3.5903159e-04  5.1083539e-04  4.3023373e-04 1.4483591e-04 7.5364360e-05 4.7760071e-05

Tabla 4.3: Errores absolutos de validacion cruzada en una cuadricula de 9 X 9 en
tiempo T" = 100
T-Node = 400 C1 2 C3 C4 C5 C6 c7 8 9
R1 2.3611921e-04 2.8707690e-04 3.5810073e-04 4.8221046e-04 5.2052388e-04 5.7927601e-04 3.3505325e-04 1.9848276e-04 2.4228040e-04
R2 3.8872400e-04 5.1079429e-04  7.9083920e-04 1.0439665e-03  6.7334310e-04 1.0382651e-03  6.9555559¢-04 4.1367715e-04  3.8076543e-04
R3 8.4715118e-04 3.6808796e-03 6.7501901e-03  6.1606608e-03 3.5087354e-03 2.2137227e-03  1.4201297e-03 6.7177484e-04 5.6835768e-04
R4 2.0497520e-03  5.9859503e-03  1.0036807e-02 2.4267252e-02 5.4081456e-02 1.2803864e-02 4.0232175e-03 2.8885013e-03  8.0495636e-04
R5 2.1697110e-03  8.1425582e-03 1.2325056e-02 1.4540464e-02 3.1643913e-02 4.4307021e-02 8.6382740e-03  7.4090502e-03  2.1487235e-03
R6 1.9260433e-03  9.3628481e-03 2.4121110e-02 3.1266597e-02 1.7564873e-02 5.2523880e-02 3.6038306e-02 8.3019823e-03 1.8379311e-03
R7 1.2523898e-03 733114e-03  1.6535257e-02 2.5539487e-02 2.2747852¢-02 1.5047623e-02 1.7183644e-02 6.2786643e-03  1.1091889¢-03
RS 4.8984746e-04 2.0815931e-03  5.6042097e-03 1.0690818e-02 1.2757140e-02 8.8660524e-03 6.2826998e-03 2.1212041e-03  4.7766286e-04
R9 3.1309085¢-04  5.0796998e-04 1.4817959¢-03 2.8145421e-03  4.2149766e-03  3.8125912e-03  8.8335667e-04 4.3887270e-04  3.1185484e-04

Tabla 4.4: Errores absolutos de validacion cruzada en una cuadricula de 9 X 9 en
tiempo T' = 400
T Node = 750 C1 Cc2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 Cc9
R1 6.0771499¢-04  7.7855689%-04 1.4690898e-03 2.3063089¢-03  2.1258865e-03  1.2032700e-03  8.9585923e-04  5.8055082¢e-04  4.6037638e-04
R2 9.2589501e-04 1.5570139e-03  4.3455005e-03  7.3664977e-03 7.7044592e-03 5.4668415e-03 2.7079514e-03  8.9468152e-04 6.5390237e-04
R3 1.3104277e-03  7.7190386e-03 1.4973417e-02 1.4941124e-02 1.3919536e-02 1.2356364e-02  8.5651539e-03  4.3906483e-03  1.6604252¢e-03
R4 1.8146349e-03  8.3350409e-03 1.8701156e-02 2.2437657e-02 3.9153547e-02 1.2808229e-02 1.1479391e-02 4.9292102e-03  1.8851898e-03
R5 1.7484021e-03  9.1343729¢-03  1.9994476e-02 2.2087173e-02 1.9489421e-02 3.5877588e-02 4.3542822¢-03 2.1163578e-03 1.1510853e-03
R6 1.1482671e-03  4.9730978e-03 1.2837846e-02 1.0877600e-02 1.1814041e-02 3.4578282e-02 2.1675248e-02 1.7218246e-03 1.6243956e-03
R7 8.3757641e-04  2.5040917e-03  5.5503463e-03 3.8307233e-03  4.8315029¢-03 1.0393975e-02 1.1763741e-02 4.7016887¢-03  9.9822854e-04
R8 T7.1581640e-04 9.1580902e-04 8.0952887¢-04 1.7285564e-03  2.7890606e-03  6.8084062¢-04  3.0420951e-03  1.4077201e-03  6.0285756e-04
R9 5.5447357e-04  4.7873765e-04 3.4547303e-04 6.7957170e-04 1.1501336e-03 1.0156499e-03 1.2052462e-03 5.9237623e-04  4.0526255e-04

Tabla 4.5: Errores absolutos de validacion
tiempo T' = 750

T Node= 1000

C1

C2

C3

C4

cruzada en una

C5 C6

cuadricula de 9

X9 en

C9

R1
R2
R3
R4
R5
R6
R7
R8
R9

8.9320653e-05
1.3168664¢-04
1.8123463e-04
3.8829995¢-04
3.8213200e-04
2.8419284e-04
2.2287644e-04
1.5594982e-04
9.4844520e-05

1.3057952e-04
2.7755229e-04
1.8250503e-03
2.0391994e-03
2.5523551e-03
1.3758691e-03
9.5505617e-04
3.4195147e-04
1.2448871e-04

2.0562577e-04
6.3509366e-04
3.3117479e-03
3.8055030e-03
5.7751226e-03
4.5788117e-03
2.5387961e-03
7.2603578e-04
2.9470457e-04

3.3246047e-04
9.3173765e-04
3.4761256e-03
8.7219830e-03
6.2938450e-03
4.6560094e-03
2.6727272e-03
1.2778177e-03
5.5614846e-04

Tabla 4.6: Errores absolutos de validacion
tiempo T" = 1000

3.3847914e-04
1.1584988¢-03
2.1527281e-03
1.7884231e-02
1.2281812¢-02
3.9609530e-03
1.9021202e-03
1.7242038e-03
7.4955988e-04

2.2589010e-04
1.0094586e-03
2.6522044e-03
5.7473928e-03
1.4770791e-02
2.4845029e-03
1.2209890e-03
1.4235480e-03
6.5252436e-04

cruzada en una

C7 C8
1.3258015e-04  8.0177113e-05
5.8304444e-04  1.8556372¢-04

1.8209331e-03
2.7548699¢-03
3.0529617e-03
9.7202471e-04
4.1005005e-04
9.5020006e-04
3.0157063e-04

1.1358810e-03
1.3011254e-03
9.4913057e-04
1.5444637e-03
4.2518503e-04
3.6150208e-04
1.3730418e-04

6.4652629¢-05
8.7962001e-05
3.3056798e-04
3.4268820e-04
2.3950519e-04
4.7500977e-04
2.2589630e-04
1.5731405e-04
7.0757635e-05

el

el

el

cuadricula de 9 x 9 en el
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TEMPORAL AVERAGED CROSS-VALIDATION ERRORS

0.16
0.14

0.12

0.08
0.06
0.04

0.02

Figura 4.22: Promedio en el tiempo de errores absolutos de validacion cruzada
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Capitulo 5

Lineas abiertas

En el capitulo 5, presentamos las lineas abiertas que se desarrollaran en nuestra
investigacion futura. Mas concretamente, detallaremos por bloques tematicos los prin-
cipales problemas abiertos que abordaremos en el futuro cercano, en relaciéon con las

lineas de investigacién planteadas en esta tesis.

= En la revision bibliografica realizada en el Capitulol de esta tesis, se observa que
son muchas las aportaciones y contribuciones sobre la estimaciéon y prediccion en
el contexto de los modelos de regresion lineales funcionales, con especial atencion
a los modelos planteados en el contexto de variables aleatorias, evaluadas en un
espacio de Hilbert. Esta tesis en su Capitulo 3, presenta una extension de dichos
modelos al contexto de la regresion multiple funcional lineal con errores corre-
lados, en el contexto paramétrico. También se realiza el correspondiente analisis
sobre las propiedades asintoticas de los estimadores y predictores formulados.
Sin embargo, el contexto no lineal no se ha abordado atin desde una perspectiva
semi-paramétrica y no paramétrica, cuando se consideran una mayor complejidad
estructural en el modelo que define los errores correlados, en los regresores, asi
como en los espacios de estados de la respuesta, que se puede encontrar restringi-
do. Estas extensiones se abordaran desde un punto de vista formal y nimerico en
nuestra investigacion futura, prestando especial atenciéon a las aplicaciones con

datos reales.

= Un tema de vital importancia en el ajuste de las familias de modelos, analizadas
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en esta tesis, a datos de elevada dimension es la resolucion de los problemas de
seleccion de modelos asociados a los parametros de truncamiento y suavizamiento
involucrados, asi como la seleccion de bases apropiadas, adecuadas a la naturaleza
de los datos, a la dimensionalidad del problema y a las caracteriticas de interés
que estamos interesados en predecir (a macro y micro escala), de acuerdo a los
objetivos de nuestro estudio. Por todo ello, intentaremos desarrollar estudios
de simulaciéon amplios para analizar la sensibilidad de estos modelos a dichos
parametros, y a las caracteristicas mencionadas, en los problemas abordados sobre

prediccion y estimacion.

El analisis espectral funcional introducido en el Capitulo 4 para la familia de mo-
delos propuesta en el Capitulo 3 ha resultado ser una herramienta bastante po-
tente en las aplicaciones con datos reales desarrolladas. Por otra parte el enfoque
Bayesiano, basado en el espectro puntual, ofrece una alternativa con interesantes
vias de investigacion por abordar. Debemos destacar asimismo la importancia de
la linea que se desarrolla en el Capitulo 4, en relaciéon con el anélisis estadistico de
datos de elevada dimensiéon desde una perspectiva de modelos no lineales de series
espaciales funcionales. Por otra parte, nos plantearemos la formulacién de inter-
valos de confianza basadas en los estimadores espectrales funcionales formulados,
asi como, se realizard una comparativa con las regiones de credibilidad deriva-
das bajo un enfoque bayesiano espectral puntual. Asimismo, como se anuncia
en el Capitulo 4, se extenderan los estimadores bayesianos formulados, mediante
consideracion de a-priori alternativas y se planteard una comparativa en el seno
de pruebas estaditicas bajo el enfoque bayesiano y espectral espacial funcional

analizados.

Finalmente, se contemplard la extension de los resultados formulados en esta
tesis al contexto de la Estadistica Direccional Funcional, donde se abordara el
andlisis de datos funcionales correlados espacialmente, evaluados en una variedad
de Riemann, desde una perspectiva intrinsica y extrinsica. La formulacion de
técnicas de prediccion funcional en este contexto tendra un elevado impacto en

diversas areas aplicadas tales como astrofisica y biomedicina.
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