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Introduccion

El presente Trabajo de Fin de Méster tiene como objetivo introducir al lector en el
estudio de las ecuaciones en derivadas parciales elipticas lineales de segundo orden. La
referencia principal que se ha seguido en el trabajo ha sido [6], la cual es una de las mas
completas y reconocidas en este ambito. Sin embargo, como he podido comprobar a lo
largo de la elaboracién de este trabajo, tanto el orden de la presentacion de sus resulta-
dos como el bajo nivel de detalle en algunas de sus demostraciones no son especialmente
apropiados para estudiantes que se estén iniciando en el tema. Es por ello que la labor
que se ha realizado en el presente trabajo ha sido subsanar estos inconvenientes, de forma

que sea accesible a un publico mas amplio.

Para ello, se han estructurado los resultados de la forma mas pedagogica posible vy,
con ayuda del resto de las fuentes bibliograficas, se han completado y detallado las de-
mostraciones. Ademds, se han incluido algunos ejemplos y figuras, de elaboracién propia,
para la mejor comprension de los mismos. Por tanto, este trabajo es especialmente ade-
cuado para estudiantes de posgrado que quieran introducirse en el estudio de este tema,

o bien para investigadores de ramas afines que necesiten de los resultados contenidos en él.

Para introducir al lector en el estudio de las EDPs elipticas lineal de segundo orden se
ha optado por estudiar el operador eliptico lineal de segundo orden tipo: el Laplaciano,
el cual da lugar tanto a la ecuacién de Laplace como a la ecuacién de Poisson. Alrededor

de dichas ecuaciones girara todo nuestro trabajo.



Para la redaccion del mismo se han usado simultdneamente todas las fuentes recogi-
das en la bibliografia, escogiendo en cada uno de los resultados las més adecuadas. En
consecuencia, no se citaran las fuentes en el desarrollo del trabajo, ya que todas se estan

utilizando de forma simultdnea.

Finalmente, senalamos que se consideran como prerrequisitos los contenidos matemati-
cos desarrollados en el Grado de Matematicas, siendo muy recomendable haber cursado
la asignatura optativa “Ecuaciones en Derivadas Parciales”. En consecuencia, no se enun-
ciaran ni demostraran aquellos teoremas y resultados vistos en él; se anima al lector a que
consulte fuentes especializadas en caso de querer profundizar en ellos. La notacion que se
usara en el trabajo sera, por tanto, la usada de forma usual en el Grado. Sin embargo,

para mayor claridad, se detallara la més relevante a continuacién:

Notacién previa basica:

Denotaremos 0S5 a la frontera del conjunto S.

» Denotaremos S = S U dS: a la adherencia (o clausura) del conjunto S.

» Denotaremos S — S’ al conjunto = {x € S : 2 € 5'}.

» Denotaremos S” CC S si S’ estd estrictamente contenido en S.

= Llamaremos €2 a un abierto cualquiera de R". Serda dominio si ademas es conexo.

» Denotaremos Br(y) a la bola de centro y € R™ y radio R.

9 n
= Denotaremos w,, = W(i) al volumen de la bola unidad de R".
n —_—
2
» D, = g—;, D;; = ax?ng? Du = (Dyu, ..., Dyu) es el gradiente de u; D*u = [D;] es la

matriz Hessiana wu.

18] o
» DBy = —3935?...,;%’ donde 5 = (f1, ..., Bn), B enteros positivos y |8 =", B;.
1 n

» Denotaremos C°(Q) al conjunto de funciones continuas en €.

vi



Denotaremos C°(€2) al conjunto de funciones continuas en 2.

Denotaremos C*(Q2) al conjunto de funciones cuyas derivadas de orden menor o

igual que k son continuas en ).

Denotaremos C*(Q) al conjunto de funciones de C*(f2) cuyas derivadas de orden

menor o igual que k tienen una extensién continua en ).

Denotaremos C§(€2) al conjunto de funciones de C*(€2) de soporte compacto en €.

1 sii=j 5
dij = (Funcién Delta de Kronecker)
0 sii#j
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Resumen

El presente Trabajo de Fin de Master tiene como principal objetivo introducir al lector
en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales elipticas lineales de segundo orden.
Para ello, se ha optado por estudiar sus dos ecuaciones tipo: la ecuacién de Laplace y su

version no homogénea, la ecuacion de Poisson.

El trabajo se ha dividido en los siguiente capitulos:

EDPs elipticas de segundo orden.

Funciones armoénicas, subarmonicas y superarmoénicas.

El problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace.

El problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson.

Antes de poder introducir al lector en el estudio de las EDPs elipticas lineales de
segundo orden, es imprescindible definirlas previamente. Es por ello que se ha dedicado el
Capitulo 1 del trabajo a este fin. En él partiremos de la definicién general de ecuacion en
derivadas parciales hasta llegar, finalmente, a las lineales elipticas de segundo orden. Por
ultimo, introduciremos las dos EDPs elipticas lineales de segundo orden tipo: la ecuacion
de Laplace y la ecuacién de Poisson, las cual trataremos con més detalle en los siguiente

capitulos.

1X



Estos capitulos restantes (2, 3 y 4) estardan dedicados al estudio de la existencia y
unicidad de los problemas clasicos de Dirichlet para las ecuaciones de Laplace y Poisson,

es decir, del problema

Au(x) = f(x) x € (),
u(z) = ¢(x) x € 09.

donde ¢ y f son funciones dadas (si f = 0 estamos en el caso de la ecuacién de Laplace,

en caso contrario en el de la ecuacién de Poisson).

En el Capitulo 2 se introducen los conceptos de funciones armoénicas, subarmoénicas y
superarmonicas los cuales, como se pone de manifiesto en su definicion, estan intimamente
relacionados con el operador Laplaciano. A lo largo del capitulo se describen algunas de
sus principales propiedades, entre las que destacan las llamadas desigualdades del valor
medio. Gracias a éstas, obtendremos un resultado fundamental en nuestro trabajo: el prin-
cipio del maximo-minimo. Como consecuencia de éste obtendremos, al final del capitulo,
un resultado que, como veremos mas adelante, nos asegurara la unicidad de solucion del

problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace.

En la Capitulo 3 nos dedicaremos al estudio de la existencia de soluciones del problema
de Dirichlet para la ecuacién de Poisson. Distinguiremos dos casos: los dominios en forma
de bola y los dominios acotados arbitrarios. Haciendo uso de las Identidades de Green
obtendremos la existencia de soluciéon en bolas, es mas, la obtendremos explicitamente.
Para el estudio del problema en dominios acotados arbitrarios tendremos que hacer uso
del método de las funciones subarmonicas, conocido también como el método de Perron.
Gracias a este obtendremos una condicién suficiente y necesaria, que dependerd de la
frontera del dominio, para la existencia de solucién (la cual sabemos que seria tnica,
como vimos en el capitulo anterior). Finalmente, veremos algunas condiciones sobre la

frontera del dominio que nos aseguren esta existencia de solucién.



Finalmente, en el Capitulo 4, estudiaremos el problema de Dirichlet para la ecuacién de
Poisson. Una de las dificultades a las que nos enfrentaremos sera que no basta imponer que
la funcién f sea de clase C* para obtener soluciones de clase C2. Con el fin de solucionar
este problema introduciremos un nuevo espacio de funciones: el espacio de las funciones
Holder continuas. Gracias a €él, haciendo uso de sus propiedades, obtendremos una serie de
estimaciones que nos serviran para, finalmente, obtener resultados de existencia y unicidad

del problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson.

x1
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Capitulo

EDPs elipticas lineales de segundo orden

En esta capitulo vamos a definir el concepto de ecuacién en derivadas parciales (EDP)
eliptica lineal de segundo orden. Para ello partiremos de la definicion mas general de
ecuacién en derivadas parciales e iremos clasificandolas hasta llegar a ellas. Tras ésto
daremos dos ejemplos de las mismas: la ecuacion de Laplace y la ecuacién de Poisson, que

seran aquellas que estudiaremos a lo largo del presente trabajo.

1.1 Ecuacién en derivadas parciales (EDP)

Vamos, en primer lugar, a definir el concepto de ecuacién en derivadas parciales de

k-ésimo orden:

Definicion 1.1. Sea Q) un abierto de R™. Llamaremos ecuacion en derivadas par-

ciales de k-ésimo orden a aquella de la forma
F(D*u(z), D" Yu(z), ..., Du(z), u(z),2) = 0 Vo € (), (1.1)
donde
= u: ) — R es una funcion desconocida.

k—1

s FRY xR X . xR"xRxQ— R es una aplicacion dada.

Dependiendo de la F' tomada podemos clasificar las EDPs en cuatro subtipos:

1



2 CAPITULO 1. EDPS ELIPTICAS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

Definicion 1.2. (Clasificacion de las EDPs en funcion de F)

» La EDP (1.1) es lineal si F' es de la forma

> aa(@)D%u(x) = f(2),

la|<k
donde f y los a, son funciones dadas. Ademds, si f =0, diremos que la EDP

es lineal y homogénea

» Diremos que la EDP (1.1) es semilineal si F' es de la forma

Z ao(2)D*u(x) + ag(D*tu(x), ..., Du(z), u(z), z) = 0.
jal=k

» Diremos que la EDP (1.1) es cuasilineal si F' es de la forma

Z ao(DF1(2), ..., u(z), u) D*u(z) + ag(D*tu(x), ..., u(z), 2) = 0.
jal=k

» Diremos que la EDP (1.1) es no lineal si depende nolinalmente de la derivada

de mayor orden.

1.2 Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

En virtud de lo visto en la seccién anterior podemos definir de forma general una EDP

de segundo orden general:

Definicion 1.3. Sea Q2 un abierto de R™. Llamaremos ecuacion en derivadas par-

ciales de sequndo orden a aquella de la forma
F(D*u(x), Du(z),u(z),z) = 0 z €, (1.2)
donde

s u: ) — R es una funcion desconocida.

s F:RY XR*" xR xQ— R es una aplicacién dada.
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Ahora bien, esta funcién F' la podemos expresar de la siguiente forma
F(D?u(z), Du(), u(x), z) = A(z) - D*u(z) — D(Vu(z),u(@),2),  (13)

donde A = (a;;)7;—, es una matriz n x n, cuyos coeficientes dependen de Vu(x), u(x), .
D?u(x) es la matriz Hessiana de u. Si realizamos el producto de dichas matrices obtenemos

el siguiente resultado:

Az) - D*ulz) = 3 ay(x) &i ;xj ().

ij=1

Ademds, si u € C%*(Q) las derivadas cruzadas coinciden y, en consecuencia, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que nuestra matriz A es simétrica. Gracias a esto, junto
con el hecho de que los coeficientes son reales, tenemos que la matriz A es diagonalizable,

con valores propios A1(x), Aa(z), ..., A\n ().

En funciéon de estos valores propios vamos a clasificar nuestras EDPs en un punto
xr € (). Denotaremos P al ntimero de valores propios estrictamente positivos y Z al

nimero de valores propios nulos.

Definicion 1.4. (Clasificacion, en un punto x € ), de las EDPs de sequndo orden

en funcion de los valores propios de la matriz A(x).)

Diremos que una EDP es hiperbolica en x € Q) st Z =0 y, ademds, P =1 o

bien P=n—1.

Diremos que una EDP es parabolica si Z > 0.

Diremos que una EDP es ultra hiperbolica si Z =0y , ademds, 1 < P <n—1.

Diremos que una EDP es eliptica st Z =0 y, ademds, P =n o bien P = 0.

Otra definicion, equivalente a la anterior, para EDPs elipticas es la siguiente:
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Definicion 1.5. Diremos que una EDP de sequndo grado es eliptica en x € € si

n

Y ay@)Et; #0 Ve R — {0},

ij=1

1.3 Ecuaciones en derivadas parciales elipticas lineales de

segundo orden

Por tanto, como consecuencia de todas las definiciones vistas a lo largo del capitulo,
estamos en condiciones de poder definir qué es una ecuaciones en derivadas parciales

eliptica de segundo orden en un punto x € :

Definicion 1.6. Liamaremos ecuacion en derivadas parciales eliptica lineal de se-

gundo orden en x € ) a aquella de la forma

> a5t~ e) - Vulo) - clafutz) = (0 14

ij=1

verificando que
n

> ay(@)ég #0  VEER" —{0}.

ij=1

Esta definicion es puntual, llamaremos ecuacion en derivadas parciales eliptica lineal

de segundo orden a aquella que lo sea para todo = € (). Esto lleva a la siguiente definicion:

Definicion 1.7. Diremos que la ecuacion (1.4) es eliptica (en Q) si existe o > 0
tal que

alé]? < A(z)€ - €, Vo € Q, V¢ € R™.

donde A = (a;)} ;=1 Si o =0 diremos que es eliptica degenerada.
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1.4 Ejemplos de EDPs elipticas lineales de segundo orden

Los dos ejemplos mas conocidos, y sencillos, de EDP eliptica lineal de segundo orden

son las ecuaciones de Laplace y de Poisson:

Ecuacion de Laplace

A las soluciones de esta ecuacién las llamaremos, como veremos mas adelante, funciones

armoénicas en €.

Ecuacion de Poisson

Au(z) = f(x), Vz € Q.

Notese que la ecuacién de Poisson es la version no homogénea de la ecuacion de

Laplace. Estas ecuaciones las trataremos con mas detalle en lo que resta de trabajo.
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Capitulo

Funciones armonicas, subarmonicas y

superarmonicas

En este capitulo introduciremos el concepto de funcion armoénica, subarmoénica y supe-
rarmonica y estudiaremos algunas de sus propiedades mas relevantes. Estas propiedades
seran de gran utilidad en los siguientes capitulos, donde las utilizaremos para estudiar la
existencia y unicidad de soluciones tanto del problema clasico de Dirichlet para la ecuacion

de Laplace como del problema clasico de Dirichlet para la ecuacién de Poisson.

2.1 El operador Laplaciano

El concepto de funcién armoénica, subarmonica y superarmonica estd intimamente

ligado, como veremos en breve, al operador Laplaciano, el cual definimos como sigue:

Definicion 2.1. Sea  un dominio (conjunto abierto y conexo) en R™ yu € C%(Q).

Llamaremos Laplaciano de u, y lo denotaremos Au, al operador definido por

Au(z) = Z Dju(z) = div(Du(z)), = €.

Dicho operador tiene gran importancia en multiples contextos fisicos, tales como la
teoria del potencial, la propagacién de ondas, la conduccion del calor, la electrostatica, la

mecanica cuantica, etc.
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2.2 Definicion de armonica, subarmoénica y superarmonica

Definicion 2.2. Sea Q C R" un dominio y u € C*(Q),
» Diremos que u es armonica en ) si verifica que Au(x) =0 V€ Q.
» Diremos que u es subarmdnica en § si verifica que A(x)u >0 Vz € ()
» Diremos que u es supermarmdnica en ) si verifica que Au(z) <0 Va € Q.
Es decir, el concepto de funcién armoénica, subarmoénica y superarménica depende del

signo que tome el Laplaciano de la funcién en todos los puntos del dominio considerado.

A continuacién daremos algunos ejemplos bésicos de estos tipos de funciones:

Ejemplos de funciones arménicas

» Las funciones constantes son armonicas en todo su dominio de definicion.
» u(xy,T3) = ary + bry es armonica en = R?

» u(zy,T2) = 27 — 23 es armonica en ) = R2.

Ejemplos de funciones subarmonicas

» u(zy,22) = 322 + x5 es subarménica en ) = R?.
» u(xy,Ty) = 23 + 29 es subarménica en Q = {(xy,z5) € R?: 27 > 0}.

» u(xy,T) = —25 + 23 es subarmoénica en Q = {(z1,22) € R? : 21 — x5 < 0},

Ejemplos de funciones superarmoénicas

» u(ry,79) = 3z — T3 es superarménica en ) = R2.

» u(xy,Ty) = 23 + x5 es superarménica en Q = {(z1,72) € R? : 7y < 0}.

» u(xy,T3) = —25 + 23 es superarménica en Q = {(x1,22) € R? : ; — 13 > 0},
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2.3 Desigualdades del valor medio

En esta seccion vamos a demostrar las llamadas desigualdades del valor medio para
funciones armonicas, subarménicas y superarmonicas. Gracias a ellas seremos capaces de

probar el principio del maximo-minimo en la siguiente seccion del capitulo.

Teorema 2.1. Sea u € C*(Q) tal que Au = 0 (> 0,< 0) en Q. Entonces para

cualquier bola B = Br(y) C € se tiene que:

) = (£,2) =y [ ula) ds. (21)

u(y) = (<, 2)— /B u(z) d. (2.2)

wp R
Para funciones armonicas, el teorema nos dice que el valor en el centro de la bola

B es igual a la integral de los valores medios sobre OB y B.

Demostracion. Consideremos p € (0, R) y apliquemos el Teorema de la divergencia

a Du en la bola B, = B,(y). De tal forma obtenemos que

/aB 8g(f> dsw:/B Au(x)dr = (2,<)0

A continuacién usaremos las coordenadas radiales y angulares r = |z — y|, w = =¥. De

tal forma, tenemos que u(z) = u(y + rw) y, en consecuencia, que

ou

Ju(x) ou 1/
ds = —(y + pw) ds = p" —(y + pw) dw =
/wp e o5, O (y + pw) p s 7 (y + pw)

_ 3/ ;0 _
== u(y 4+ pw) dw = p" 1= 1"/ u(x)ds, | = (>,<)0.
Ay - (y + pw) Ay [p - (2) ] (>,9)

Vamos a estudiar las 3 situaciones posibles por separado:

i) Pnfla% [Plfn faBp u(z) dsx] =0
Puesto que p es distinto de 0 tenemos que a% [pl_” faBp u(x) dsx] =0, lo cual equi-
vale a que la funcién p*~" [ o8, u(z) ds,, es constante respecto de p. En consecuencia,

es constantemente igual a su valor en, por ejemplo, p = R, es decir:

,01”/ u(z)ds, = Rln/ u(z) dsy, Vp € (0, R).
2B, OBr
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11) pn—lagp |:p1—’fl f@Bp u(;[;) de:| > 0:
Puesto que p es distinto de 0 tenemos que a% [pl_” /. o8, u(z) dsx} > 0, lo cual equi-

vale a que la funCién 1=n ul\xr dSI es creciente respecto de p. En consecuencia
0B, ’ )
P

tenemos que

pln/ u(z)ds, < Rln/ u(x) dsy, Vp € (0, R).
BBp 8BR

iii) pn_la% [pl_” faB,, u(x) dsx] <0:

Puesto que p es distinto de 0 tenemos que 2

% [pl_” faBp u(x) dsx] < 0, lo cual equiva-

le a que la funcién p' =" |, o8, u(z) ds,, es decreciente respecto de p. En consecuencia,

tenemos que
pl_”/ u(z) ds; > Rl_”/ u(x) ds,, Vp € (0, R).
dB, OBg
Todo esta informacion se puede condensar de la siguiente forma:

pln/ u(z)ds, = (<, 2)R1”/ u(x) dsy, Vp € (0, R).
2B, 0Br

Por otro lado, tenemos que

lim pln/ u(z) ds, = nwpu(y).
0B,

p—0

En consecuencia, a partir lo anterior, tenemos lo siguiente:

p—0

nwyu(y) = lim pln/ u(z)ds, = (<, 2)R1”/ u(x) ds, =
8Bp 8BR

R 1
= (<, 2 d T = T poq d T
=) = (€2)7 - [ wwyds = e [ utwyas

que es justo (2.1).

Vamos ahora a probar la expresién (2.2) haciendo uso de lo que acabamos de demostrar:

[ uwa = | ' ( / , s, ) =2 [ " (uly) nesn™Ydp =

— u(y) / (nionp™ ) dp = u(y)w” R

= u(y) = (<,>) ! /BU(SU) dz.

wn R®
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2.4 Teorema de Liouville

A continuacién vamos a demostrar el conocido como Teorema de Liouville, el cual nos

asegura que toda funcién armoénica en R™ acotada es constante.

Teorema 2.2. Sea u una funcion armdnica en R™ tal que |u(y)| < M Vy € R™.

Entonces u es constante.

Demostracion. Sea y € R” y tomemos R > 0. Aplicando el Teorema 2.1 tenemos

que
1
u(y) — u(0)| = —- / U(I)dx—/ w(z)dz| <

W2 | B(y) Br(0)
M

< - / dx—/ dr| <
W | B (y) Br(0)

<

M
/ dzx.
wan Dg

donde Dy = [Br(y) U Bg(0)] — [Br(y) U Bg(0)] es la llamada diferencia simétrica de las
bolas Bgr(y) y Br(0).

Dpr

@ L @ L
“R ly| — R Y R ly| + R

Figura 2.1: Diferencia simétrica de Bg(y) y Bgr(0)
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A continuacién, vamos a buscar un conjunto, que llamaremos Ag, cuyo volumen nos

acote al de Dpg y el cual sepamos calcular. Es decir, buscamos un conjunto Ag tal que

/ dxg/ dzx.
Dgr AR

Este conjunto va a ser el siguiente:
AR = Biyj+r(0) = Br—y/(0).

La demostracion es inmediata, basta ver la siguiente figura comparando Dg con Ag:

A

Dg

@ @ L L L
-R ly| — R Yy R ly| + R

Figura 2.2: Comparacion de Ar y Dg.

Luego, si usamos ésto en la acotacion anterior, tenemos que

M M M
)~ w0 < S [ s S [ e ([ a0 ) =
(A}nR DR wnR AR wnR B|y|+R(O) BR,‘y‘(O)

= wi\én ((Jy| + R)"wy — (R — |y|)"wn) = M ((ly| + R);n— (R~ ly)")

Por tanto, si hacemos tender R a infinito en la expresion anterior obtenemos que
lu(y) —u(0)| <0, Vy € R™ En consecuencia, tenemos u(x) = u(0), Yy € R", es decir, la

funcién u es constante.
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A continuacién, vamos a ver que también son constantes las funciones arménicas y
positivas en R". Este resultado es conocido como el Teorema de Liouville para funciones

armonicas positivas:

Teorema 2.3. Sea u una funcidon armonica en R™ tal que u(y) > 0 Yy € R".

Entonces u es constante.

Demostracion. Sea y € R™ fijo pero arbitrario y tomemos R > |z|. Sean Dg la dife-
rencia simétrica de las bolas Bgr(y) y Br(0) y Ag el conjunto definido en la demostracién

anterior, es decir:

Dg = [Br(y) U Br(0)] — [Br(y) U Br(0)],
Apr = B\y|+R(O) - BR—\yI(O)-

(Recordemos que vimos que || b, dr < 1) 4, ).

En virtud de la propiedad del valor medio para funciones arménicas, Teorema 2.1,

tenemos que

<

|uy) —u(0)] =

1
u(x d:z;—/ w(x) dx /ua: dr <
n /BR(y) (z) ) (x) R (2)

1 1
< ~ u(z) de = ~ / u(z) dr — / u(z) dx) =
wnR AR wTLR < B‘UH’R(O) BRf\y\(O)

— i WO) (] + B — (R~ [y])"wn) =
oyl Ay = (R = )

wy, R™

Notese que si u no fuese positiva estas desigualdades no son necesariamente ciertas.

Por tanto, si hacemos tender R a infinito, obtendremos que |u(y) —u(0)| < 0, es decir
u(y) = u(0). Como y era arbitrario podemos realizar este proceso para todo y € R" y, en

consecuencia, tenemos u es constante.
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Finalmente, mostraremos una version ain mas general del Teorema de Liouville, la

cual es conocida como el Teorema de Liouville generalizado:

Teorema 2.4. Sea u una funcion armonica en R™ tal que

lim inf M >0,
y=oo |yl

entonces u es constante en R™.

Demostracion. Sea y € R™ un punto fijo pero arbitrario y € > 0. Tomemos ahora

Ju(z)]

R > |y| tal que ——— > —¢ para todo z € R" tal que |z| > r — |y|.

2]

En virtud de la propiedad del valor medio para funciones arménicas, Teorema 2.1,

tenemos que

uly) — u(0) = wann ( /B ) do - /B ) d:c> |

Ahora bien, teniendo en cuenta las propiedades de los conjuntos Dg yv Ar vistas en

las demostraciones de esta seccion, tenemos que

1
/ udr — / u dz
Br(y) Br(0)

wy, R™
1 1
< dr < dzx.
_wan/DR|u| x_Wan/ARMI T

Por otro lado, tenemos la siguiente acotacion de u para valores de Ag:

[uy) —u(0)] < =<

lu(z)] < 2¢|z| + u(z) < der + u(z), Vz € Ap.

La primera desigualdad es inmediata si u(z) > 0y, en el caso u(z) < 0, consecuencia de
nuestra eleccién de R.

Por tanto, si utilizamos esta acotacion, obtenemos lo siguiente:

< wan" </AR der dx + /AR u() da:) = (4er + u(O))((‘y’ i R)Z}n—RSlR - ’y‘)n)

Si hacemos tender R a infinito obtenemos que |u(y) — u(0)| < 8enly|. Finalmente, si

u(y) —u(0)]

tomamos limite cuando ¢ tiende a 0 obtenemos que u(y) = w(0). Como y es un punto fijo

pero arbitrario concluimos que u es constante. [
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2.5 Desigualdad de Harnack

Otra consecuencia de las desigualdades del valor medio para funciones armoénicas es

la conocida desigualdad de Harnack.

Teorema 2.5. Sea u una funcion no negativa y armonica en 2. Entonces para todo
subdominio ' CC Q existe una constante C, que depende unicamente de € y Q
tal que

supu < C inf u. (2.3)
Q/ 194

Demostracion. Sea y € Qy R > 0 tal que Byg(y) C Q. Entonces, Va1, 25 € Br(y)

tenemos, en virtud de la propiedad del valor medio para funciones armdnicas, que

),
w(x) dx
wan Br(z1) ()

i |
—_ u(z) dx
wn(SR)” B3g(x2)

Ademas, es claro que Bg(x1) C Bar(y) v que Bsg(z2) D Bagr(y). Por tanto, puesto que u

u(zy) =

u(ry) =

es no negativa, podemos considerar las siguientes desigualdades:

u(zy) = wan” /BR(II) u(z) dr < wan” /BQR(y) u(z) de. (2.4)
1 1
u(zy) = W /BgR(xQ) u(z) de > W /BQR(y) u(z) de. (2.5)
Multiplicando (2.5) por 3™ obtenemos
3"u(xq) = ! / u(z) de > ! u(z) dz. (2.6)
WnR™ J Byp(ws) wWn R ) By (y)

Ahora bien, si observamos las desigualdades (2.4) y (2.6) podemos obtener la siguiente

cadena de desigualdades:

1 1 1
= dr < dr < dr = 3"
) wp " /BR(rl) u(z) dv < wp R" /BQR(Z,) u(z) de < wp R" /B3R(12) ulw) dz ulw2),

es decir,

u(zy) < 3"u(z2) Yy, x9 € Br(y).
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En particular, si tomamos x; y x5 tales que u(x1) = sup vy u(xz) = inf u obtenemos
Br(y) Br(y)

la siguiente estimacion:

sup v < 3" inf w. (2.7)
Br(y) Br(y)

Sea ahora Q' CC Q y tomemos yy, yo € ' tales que u(y;) = supu y u(yz) = igfu. En tal
o '

caso, podemos considerar un arco cerrado I' C €' uniendo y; e yo y escoger R de forma

que 4R < dist(T", 0€2). Entonces, en virtud del Teorema de Heine-Borel, podemos recubrir

I por un niimero finito de bolas N (que depende tnicamente de Q' y Q) de radio R.

Figura 2.3: Aplicamos la estimacién a cada una de las N bolas.

Finalmente, aplicando la estimacién (2.7) a cada una de estas N bolas y combinando
las desigualdades que se obtienen, obtenemos que
supu = u(y) < 3"Nu(y,) = 3™ lgrzlffu
Q/
Por tanto, hemos obtenido que

supu < C'inf u,
Q Q/

donde C' = 3™ tnicamente depende de Q v ', que es justo lo que querfamos demostrar.
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2.6 Principios del maximo y del minimo

A continuacién vamos a obtener, haciendo uso del Teorema 2.1, los principios fuertes

del maximo y del minimo para funciones subarménicas y superarmoénicas.

Teorema 2.6. Sea Au > 0 (< 0) en Q, y supongamos que eziste un punto y € §2

tal que u(y) = supu (igf u) Entonces u es constante.
Q

Demostracion. Sea Au >0 en 2y M = supu. Definimos el conjunto
Q

Qu={reQ:u(zx)= M}

Claramente () # Q,; C Q. Por tanto, si demostramos que 2, es abierto y cerrado relativo
a {2 tendremos que €23, = €2, es decir, u serd constantemente igual a M en todo €2. Vamos

a demostrarlo:

n (s es cerrado relativo a Q:

Que Q; es cerrado relativo a 2 es inmediato teniendo en cuenta que u es continua.

n (), es abierto relativo a Q:

Queremos ver que para todo z € {2y existe una bola Br(z) tal que Br(z) C . Si
aplicamos la desigualdad del valor medio a u — M (que claramente es subarménica)

en una bola Bg(z) CC (2 obtenemos que

1
0=u(z)— M <

S R /B (Z)(u(m) — M) dx <0 = u(xr) = MVzx € Bg(z),

es decir, Bg(z) C Q) como queriamos probar.

Por tanto, podemos concluir que u es contante en todo €. Para demostrar este resul-
tado para funciones superarmonicas (Au < 0) basta tomar la funcién —u en lugar de u y
seguir el mismo razonamiento. [ |

Por tanto, una funcién arménica no puede alcanzar un maximo o un minimo en su

interior a menos que sea constante.
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Como consecuencia de los principios fuertes del maximo y del minimo podemos obtener
las siguientes estimaciones globales, la cual son conocidas como los principios débiles del

maximo y del minimo:

Teorema 2.7. Sea u € C?(Q) N C°(Q), con Au > 0(< 0). Entonces si  estd
acotado se tiene que
Slslzpu = S;Qp u <H§12f u = laan u) .
Demostracion. Puesto que u es continua y €2 es un dominio acotado sabemos que
tiene supremo e infimo. Sabido ésto basta aplicar el teorema anterior. [ |
En consecuencia, toda funcién arménica u € C2(Q) N C°(Qy), con € dominio acotado,
verifica lo siguiente:
ia%fu <u(x) < saqu u, Vo € Q.
Noétese que la condicién de que €2 esté acotado es imprescindible. Para ello veremos
un ejemplo de una funcién armoénica en un dominio €2 no acotado que no se satisface el

principio débil del maximo:

Ejemplo:
Consideremos la funcién u(x,y) = eYcos(x) en el dominio

™ T

0= {(x,y) eR’:ze <—§,§> Y € (—OOWLOO)}u

el cual claramente no esta acotado.

Es trivial que u € C?(2) N C%(Q2). Veamos que u es arménica en

2 2
Au(z,y) = Oulz,y)  Fulz,y)

57 D52 = eYcos(x) — €Ycos(x) = 0.

Por tanto, si el teorema anterior fuese cierto para dominios no acotados tendriamos
que supg U = Supy, U.

Veamos que no es cierto:

00 = {(%y) eR’:z € {—g,g} Y € (—OOHFOO)}a
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es decir, los puntos de 0f2 son de la forma (ig, y), con y € (—o0, +00).

Ahora bien,
s T
U<—§,y> :u<§>y> :07 vye (—OO,—FOO),
es decir, u(z,y) =0 V(z,y) € 0.

Por otro lado, tenemos que u(z,y) > 0 para todo (z,y) € €2, de hecho tenemos que

lim u(0,y) = lim €Y = +o0.
Yy—+00 Yy—r+00

En consecuencia, hemos obtenido que
supu = 400 # 0 = sup u,
Q o0

y, por tanto, que el teorema anterior no es cierto, en general, para dominios no

acotados.

Finalmente, concluiremos la seccion con un resultado que, como veremos mas adelante,
nos asegurara la unicidad de solucién del problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace

en dominios acotados.

Teorema 2.8. Sean u,v € C%(2) N C°Q), con Q acotado, tales que Au = Av y

u =10 en 0N). Entonces u = v en todo ) .

Demostracion. Definimos w = v — u. Dicha funciéon verifica que

Aw(z) =0 en z € ()
w(z) =0 en z € L.

En consecuencia, en virtud del teorema anterior,

0=infu <w(zx) <supu=0 VzeQ
o0 a0

= w(x) =v(z) —u(xr) =0 Ve
= u(z) =v(xr) Ve

tal y como queriamos demostrar. [
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Capitulo

El problema de Dirichlet para la ecuacion de

Laplace

3.1 La ecuacion de Laplace

En primer lugar, vamos a buscar soluciones de la ecuacion
Au = 0, (3.1)

comunmente conocida como la ecuacién de Laplace. En particular, vamos a centrarnos en
las de tipo radial, es decir, aquellas de la forma u = v(r), donde r = |z — y| e y € R" es
un punto fijado.

Aplicando convenientemente la regla de la cadena en (3.1) obtenemos la ecuacién

diferencial de segundo orden

Para resolverla utilizaremos el cambio de variable w(r) = v'(r), obteniendo la EDO de

primer orden

—1
w’(r)—i—n

. w(r) =0.

La resolveremos por el método de variables separadas:

! 1— 1—
w (T) — n = 1n w(r) = / i dr = ln(r(l_”)) + K (K constante)
T

= w(r) = Lrt=m = ¢pt=n) (C' constante).

21
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Finalmente, deshaciendo el cambio de variable, tenemos que

C .
r2 " gin > 2

v(r) = /Crl_" dr=2{ 2-n (C' constante).
Clogr sin =2,

Por tanto, las soluciones radiales de la ecuacién de Laplace (3.1) son de la forma

C

_ ]2—n 3 > 92
2_n|x Y| sin

ulz —y) =u(lr —y|) = (C' constante) (3.2)

C'log|z — ¥ sin=2,
Notese que cualquier funciéon constante también es solucién de la ecuacion de Laplace.

Definicion 3.1. Llamaremos solucion fundamental de la ecuacion de Laplace en

un dominio €2 a la funcion definida como

|z —yl>™, sin>2

e—y)=T(le—y)) =4 "M

1
— 1] — i n=2
o oglz —yl, sin =2,

donde y € Q es un punto fijado.

Notese que la solucién fundamental que acabamos de definir es la solucion radial ge-

neral de la ecuacién de Laplace, definida en (3.2), tomando como constante C' =
nwy,

Se puede comprobar facilmente que esta funcion I' que acabamos de definir es armonica

en () para todo x # y, para ello basta utilizar que

1 -n
Dil'(xz —y) = — (25 —yi)|r —y[™"
n (3.3)

1 e
— {lz = y?6;; — nlz; — yi)(x; —y;) } |z — y| "%

D'z —y) =
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La forma de comprobarlo es la siguiente:

n

Al'(x —y) = Z Dil'(z —y) = Z mlu
k=1

k=1 n

{1z = y* o — nlar — yu) (@r — o) } lz —y| "% =

n

- Z : {lz = y[* = n(zr —y)’} lo —y| ™% =

nw
k=1 n

= n%nlx —y[? (Z {lz =y —n(zx — yk)g}) =

_ ]‘ —n—2 2 . 2 _
—nwn|5’7 Y| (n’%’ Y| ”;(fck yk))-

1 L
= —Iz—y| " P (nJe —y]? —nlz—y[’) =0, Vz#y.

nwy,

Vamos ahora a aplicar la segunda identidad de Green a I'. Para ello supondremos, en
primer lugar, que §2 verifica las condiciones del Teorema de la Divergencia. Sin embargo,
como consecuencia de la singularidad en y, no podemos aplicar directamente la segunda
identidad de Green a T'.

Para sortear esta dificultad remplazaremos  por Q — B,, donde B, = B,(y) para un
p lo suficientemente pequeno. Por tanto, aplicando la segunda identidad de Green para I

en Q — B, a una funcién u € C?(Q) obtenemos que

Ou(x) o' (z — y))
I'x —y) Au(x dx:/ (Fx— —u(r)———=% | ds,
[, remnau@ = | (re-nTEl @ g
ou(z) OT(z—y) o
u(x 'z —vy
Iz — - ——— | ds,
R e e ks
Veamos que ocurre con algunos de los términos cuando hacemos tender p a cero:
/ [(x—vy) Oulz) ds, = F(p)/ Ou dsy < nwpp™ ' sup | Dul 22899,
OB, 8V 9B, 81/ B,
Il (z —y) / / —1 / p—=0
w(r)———= ds, = T w(xr) dsy, = ——— w(x) ds, —— —u(y).
[, =g 0 [ v dse= o | )

En consecuencia, si hacemos tender p a 0 en (3.4) obtenemos la siguiente expresion:
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u = [ (a0 -0 -1 -n ) as,

+ /QF(I —y)Au(z) dz, ye .

Noétese que, en caso de ser u armonica (Au = 0), podemos reescribir (3.5) como

w = [ (w0 o= -t ) as. yen

Puesto que el integrando de la expresion anterior es infinitamente derivable y analitico
con respecto a y, tenemos que la funciéon armoénica u es también analitica en 2. Por tan-
to, las funciones armonicas son analiticas en su dominio de definiéon y, en consecuencia,
estan determinadas de forma tinica por sus valores en cualquier subconjunto abierto como

consecuencia del Teorema de la Identidad para funciones analiticas.

Por otro lado, si u es de soporte compacto en R” la ecuacién (3.5) se transforma en

u(y) = /QF(x —y) Au(z) dz.

Para toda funcion f integrable llamaremos potencial Newtoniano de f a

[ =) fa) o

Estas funciones las trataremos con mas detalle en el Capitulo 4.
Supongamos ahora h € C?(Q) N C*(Q) armdnica en Q. Entonces, haciendo uso de la

segunda identidad de Green, tenemos que

_ /8 ) (u(a:)ag(f) —h(@ag(f)) ds, = /Q h(z) Au(z) da. (3.6)

Si consideramos G = I'+h y sumamos (3.5) y (3.6) obtenemos una versién més general

de la férmula de representacién de Green:
u(y) :/ (u(ac)M - G(m,y)au(x)) ds, +/G(9c,y) Au(z) du.
90 aV aV Q
Ademas, si G = 0 en 0€) obtenemos que

u(y) = /mu(:z:)w ds; + /Q G(z,y)Au(x) dx, (3.7)
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donde la funciéon G = G(x,y) es llamada la funcién de Green (para el problema de
Dirichlet) en el dominio €2.

Ademas, por el Teorema 2.8 tenemos que dicha funcién es tunica y, como consecuencia
de la ultima expresion obtenida, su existencia implica una representacion de las funciones
armonicas de clase C2(2) N C1(Q) en términos de sus valores en la frontera.

Desgraciadamente no es posible, en general, construir la funcion de Green de forma
explicita. Una de las excepciones es cuando el dominio 2 es una bola. En tal caso, la
funcién de Green puede determinarse explicitamente haciendo uso del llamado método de
las imagenes:

Consideremos Br = Bg(0) y, para € Bg,x # 0, sea

R2

R

Kl

X

el punto inverso de z respecto de By (si = 0 consideraremos = = o0). En tal caso, se

puede comprobar que la funcién de Green en el dominio By viene dada por

G(x,y) =
I'(Jz]) = T(R), y=0

2
=F<\/\w!2+|y!2—2w-y)—F \/(%) +R?—2z-y | Vz,y € Br,x #v.

(3.8)

Esta funcién G tiene las siguiente propiedades:
G(z,y) =G(y.x),  Glz,y) <0  Va,y€ Bp.

Ademas, la derivada de GG respecto del normal en z € 0B viene dada por

o O] nw.R

[z —y[™" = 0.

En consecuencia, si u € C?(Bg) N C'(Bg) es arménica y sustituimos la expresién

anterior en (3.7), obtenemos la denominada férmula de la Integral de Poisson:

u(y) = M/a _u@) Lo (3.9)

nw, R B lz—yl "
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3.2 El problema clasico de Dirichlet

Vamos ahora a estudiar la existencia de soluciones del conocido problema clasico de

Dirichlet para la ecuacién de Laplace, es decir, del problema de contorno

Au=0 -en
(3.10)

u=¢ en 0.

Gracias a lo visto en la seccién anterior estamos en condiciones de probar un resultado
que nos asegura la existencia de soluciones del problema clasico de Dirichlet en cualquier

bola.

Teorema 3.1. Sea B = Bg(0) y ¢ una funcion continua en 0B. Entonces la
funcion u definida por
R2 _ 2
|z] / v(y) ds, zcB
nwp 12 dBgr |1‘ - y|n (3'11)
() x € 0B

u(z) =

es de clase C*(B) N C°(B) y arménica en B.

Demostracion. La funcién u definida en (3.11) es arménica y de clase C? en B por
serlo G (definida en 3.8) y, en consecuencia, g—lcj Para ver que u es continua en 0B vamos
a usar la férmula de la Intergal de Poisson (3.9) en el caso particular u = 1. De esta forma
obtenemos la siguiente identidad:

K(z,y) ds, =1 Ve B.

0B

donde K es el llamado Nucleo de Poisson:
r€B, yedB. (3.12)

Tomemos ahora xy € 0B arbitrario. Puesto que ¢ es continua sabemos que para todo

e > 0 existe un 0 > 0 tal que si |z — zg| < 0, entonces |p(x) — ¢(zg)| < €. Ademas, existe
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J
M > 0 tal que |p| < M en 0B. Entonces, si |z — 2| < 2’ tenemos que:

() —ulzo)| = | [ K(z,y) (p(y) — ¢(x0)) dsy

< / K(z.)lely) - olao)] ds,

OB
(3.13)
Consideremos ahora los conjuntos
By ={y€dB:|ly—xo| <}, Ba={y€IB:|y— x| >0}
Entonces,
3.13) = | K(z,y)le(y) —¢(xo)l dsy + | K(z,y) lp(y) — @(wo)| ds,.  (3.14)

B1 B2

Para continuar debemos tener en cuenta lo siguiente:
= |y — 20| < 2 en By, luego |p(y) — p(x)| < £ en By.

» Aplicando desigualdad triangular y teniendo en cuenta que || < M en 9B, tenemos

que |¢(y) — ¢(zo)| < [p(y)| + [p(x)] < M + M =2M en B,.

» Puesto que K(z,y) > 0, fBl K(x,y) dsy < [, K(z,y) ds, = 1.

Luego,
(3.14) <e-1+42M | K(z,y)ds, = +2M 7 — |zf” ds,|| <
. . xXr Sy = r——— 0 ]
- BQ 7y Y BQ nwnR|I - y|n Y a
R? — |z|? R — |z|? IM R (R? — |z[?)
<e+42M | ——ds, <e+2MR"'— " —=¢ - 3.15
s Rlz =y ™ R(5/2) /2 (315

Juntando todas las desigualdades tenemos que

2MR"™(R? - |z]?)
(6/2)"

Luego, si tomamos |z — x| suficientemente pequeno tendremos que |u(z) —u(zg)| < 2¢ vy,

u(z) = u(zo)| <€+

en consecuencia, u serd continua en xy. Como ¢ es arbitrario tenemos u € C°(9B) que,
junto al hecho de que u € C?(B), implica que u € C°(B), que era lo que nos faltaba por
probar. [ |

Seguiremos estudiando la existencia de soluciones en dominios acotados arbitrarios en

la Seccién 3.5.
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3.3 Teoremas de convergencia

Hasta el momento sabemos que toda funciéon armoénica verifica la propiedad del valor
medio. ;Es cierto el reciproco? Es decir, ;las funciones armonicas estan caracterizadas
por su propiedad del valor medio? El siguiente resultado nos da una respuesta positiva a

dicha cuestién:

Teorema 3.2. Una funcién u € C°(Q) es armdnica si y sélo si para toda bola

B = Bg(y) CC Q satisface la propiedad del valor medio

uly) = — /aB () o

nwy R*1

Demostracion.

Ya probado (véase Teorema 2.1).

Supongamos que u satisface la propiedad del valor medio. Por el Teorema 3.1
sabemos que para toda bola B = Bg(y) CC Q existe una funcién arménica h de clase
C%(B) N C°%B) tal que h = u en dB. En consecuencia, la funcién w := u — h verificard la
propiedad del valor medio en cualquier bola de B. Por tanto, tendremos que w satisface
el principio del méaximo y todos los resultados de unicidad vistos (nétese que la tnica
propiedad de las funciones armdnicas que se utiliza en las demostraciones es la del valor

medio) y, en consecuencia, w = 0 en B, lo cual implica que u es armonica en (2.

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3. El limite de una sucesion uniformemente convergente de funciones

armonicas es una funcion armonica.

En consecuencia, si tenemos una sucesién de funciones arménicas {u, } en un dominio
Q con valores en la frontera {¢,} que convergen en 9 a una funcién ¢, entonces {u,}
converge uniformemente (por el principio del méximo) a una funcién arménica cuyos

valores en la frontera coinciden con los de ¢ en 0f2.
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Ademas, usando este ultimo teorema y la desigualdad de Harnack (2.3), obtendremos

el llamado Teorema de la Convergencia de Harnack:

Teorema 3.4. Sea {u,} una sucesion mondtonamente creciente de funciones
armonicas en un dominio €2 y supongamos que para algun punto y € 2 la sucesion
{un(y)} estd acotada. Entonces la sucesion converge uniformemente en cualquier

subdominio Q' CC Q a una funcion armdnica.

Demostracion. Toda sucesién mondtona y acotada es convergente, por tanto {u,(y)}

convergera, es decir, para todo € existe un numero N = N, tal que
0 <un(y) —u,(y) <e Vm>n>N.
Ahora bien, teniendo en cuenta que
. sg/p [tum () — up(x)] < sgp [t () — up(x)] vVQ cc Q.
w10 [t (2) = un(2)] < Jum(y) —un(y)] <e.
. Slslzp [t () — up(x)| < C’l’gf [t () — up ()] (Desigualdad de Harnack).

obtenemos que

Sup [um (z) — un(z)| < Ce,
Q

donde C' es una constante que depende tinicamente de Q y €. Por tanto, {u,} converge
uniformemente en cualquier subdominio " CC 2 y, en virtud del teorema anterior, la

funcién limite es armonica.

3.4 Estimaciones interiores de las derivadas

El primer objetivo de la seccién es obtener estimaciones de la derivada en el interior

del dominio de funciones armonicas haciendo uso de sus propiedades del valor medio.
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Sea u una funcién arménica en Q y B = Bg(y) CC Q2. Como el gradiente de u, Du, es
también una funcién armonica podemos considerar también su propiedad del valor medio:

1
D .
N /B u(zx) dx

Usando ahora el Teorema de la divergencia obtenemos que

Du(y) =

1 1
Du(y) = o /BDu(x) dx = o /BB u(z)v ds,

y, en consecuencia, obtenemos la siguiente acotacion

n
|Du(y)| < 5 sup Jul.
oB
Como ésto se verifica para cada bola B, esto implica que

n
Duy)] < -sup lul (3.16)
Q

Y

donde d,, = dist(y, 082).

Aplicando sucesivamente esta estimacién en bolas anidadas igualmente espaciadas

obtenemos una estimacion para las derivadas de mayor orden:

Teorema 3.5. Sea u una funcién armdnica en Q y sea ) cualquier subconjunto

compacto de Q). Entonces para cualquier multiindice o tenemos que

||
sup | D] < (M) suplul
o d Q

donde d = dist(€Y,00Q).

Notese que esta ultima acotacién implica la equicontinuidad en subdominios acota-
das de las derivadas de cualquier conjunto acotado de funciones armonicas. Por tanto,

aplicando el Teorema de Ascoli-Arzela, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.6. Todo sucesion acotada de funciones armonicas en un dominio €
contiene una subsucesion que converge uniformemente en subdominios compactos

de ) a una funcion armonica.
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3.5 Meétodo de Perron

Ya hemos obtenido ciertos resultados referentes a la existencia de soluciones del pro-
blema clasico de Dirichlet en bolas. El objetivo ahora es tratar de obtener resultados
referentes a la existencia de soluciones para dominios acotados arbitrarios. Para alcanzar
dicho fin vamos a usar el llamado método de Perron para funciones subarmoénicas, el cual
estd intimamente relacionado con el principio del méximo y con la existencia de soluciones
del problema de Dirichlet en bolas.

En primer lugar vamos a generalizar el concepto de funcion subarmoénica y supe-

rarmonica (hasta el momento imponiamos que tenidn que ser de clase C? en ).

Definicion 3.2. Diremos que una funcion u € C°(Q) es subarmdnica en Q2 si para
toda bola B CC § y para toda funcion armonica h en B tal que u < h en OB se

verifica también que u < h en B.

Definicion 3.3. Diremos que una funcién u € C°(Q) es superarmdnica en ) si
para toda bola B CC Q y para toda funcion armonica h en B tal que u > h en OB

se verifica también que u > h en B.

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones subarménicas de clase C°(£2) que

acabamos de definir:

i) Si w es subarmonica en un dominio € satisface el principio fuerte del méximo. Si v
es superarménica en un dominio acotado €2 con v > u en 0f2, entonces o bien v > u

en 2 o bien v = w.

ii) Sea uw una funcién subarménica en 2 y B una bola contenida estrictamente en €2.
Llamemos @ a la funcién armonica en B (dada por la integral de Poisson de y en
0B) verificando que 4 = u en B. Si definimos en 2 la funcién lifting arménico de u

en B como
u(z), r€B

u(x), reQ—B
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entonces U también es subarmonica en ).

iii) Sean wuy,us,...,uy funciones subarménicas en €. Entonces la funcién
u(r) = méx {uy(x),...,un(x)}
es también subarmodnica.

Las correspondientes propiedades para funciones superarmoénicas son andlogas a las

anteriores.

Sea ahora {2 un dominio acotado y sea ¢ una funciéon acotada en 0€2. Una funcién
subarménica u € C%(Q) es llamada subfuncién relativa a ¢ si satisface que u < ¢ en 9.
Analogamente, una funcién v € C°(Q) superarménica es llamada superfuncién relativa
a  si verifica que u > ¢ en 0. Por el principio del maximo toda subfuncién es menor
o igual que cualquier superfuncién. En particular, las funciones menores o iguales que
infsq ¢ (mayores o iguales que supyg ¢) son subfunciones (superfunciones). Denotaremos
S, al conjunto de subfunciones relativas a ¢. El siguiente teorema contiene el resultado

basico fundamental del método de Perron:

Teorema 3.7. La funcion u(x) = sup v(z) es armdnica en 2.
vES,

Demostracion. Por el principio del méximo tenemos que cualquier funciéon v € S,
verifica que v < sup ¢ en todo €2, luego u estd bien definida. Sea y € {2 un punto fijo
pero arbitrario. Por definicién de u existe una sucesiéon {v,} C S, tal que v, (y) = u(y).
Reemplazando v,, por max(v,, inf ¢) podemos suponer que la sucesién{v,} estd acotada.
Escojamos ahora R tal que B = Bgr(y) CC Q y definamos el lifting armdnico de v, en B

como
Un, r€eB

Un (), reQN—-DB

Valz) =

Como ya sabemos, V,, es subarménica y, ademés V,(y) — u(y). Ademds, como conse-

cuencia del Teorema (3.6), la sucesién {V,,} contiene una subsucesién {V,, } que converge
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uniformemente en cualquier bola B,(y), con p < R, a una funcién v arménica en B.
Claramente v < u en B y v(y) = u(y). Veamos que, de hecho, v = u en toda la bola
B; razonaremos por contraccién. Supongamos que existe z € B tal que v(z) < u(z). En
tal caso, existirfa una funcién u € S, tal que v(z) < @(z). Definiendo wy, = méx (u, V},,)
y su correspondiente [ifting armonico W), obtendriamos, de forma analoga a la vista con
V,, una subsucesion suya que convergeria a una funciéon armonica w, verificando que
v <w < uen By tal que v(y) = w(y) = u(y). Sin embargo, como consecuencia del
principio del maximo, tendriamos que v = w en B, lo cual contradice la definicién de 4.
Por tanto, como habiamos adelantado, v = u en todo B = B,(y). Como y era arbitrario
tenemos que, u es armoénica en todo 2. [ |

Este resultado nos muestra una funcién (llamada solucién de Perron) que, como
veremos mas adelante, es la candidata a solucion del problema clasico de Dirichlet:
Au = 0,u = ¢ en 0f2. Es mads, si el problema de Dirichlet admite solucién, entonces
sera idéntica a la solucion de Perron. Para ello basta tener en cuenta que, si w es solucion
del problema, entonces claramente w € S, y ademads, como consecuencia del principio del
maximo, w > u Vu € S,.

En el método de Perron el estudio del comportamiento en la frontera de la solucién estéa
esencialmente separado del de la existencia de solucién para el problema. La suposicion de
continuidad de los valores de la frontera esta conectada con las propiedades geométricas
de la frontera a través del concepto de funcién barrera, el cual procedemos a definir a

continuacion.
Definicion 3.4. Sea £ un punto de OS2, diremos que una funcién w = we € C°(Q)
es la funcion barrera de & relativa a €2 si verifica las siguiente propiedades:
i) w es superarmonica en §).

i) w>0 en Q—{&}, w(&) = 0.

Un aspecto importante del concepto de barrera es que es una propiedad local de la

frontera 0€). Es por ello que podemos definir el concepto de barrera local en £ € 0§2:
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Definicion 3.5. Decimos que una funcion w es una funcion barrera local en & € 0S)

si existe un entorno N de & tal que w verifica la definicion anterior en QN N.

En consecuencia, dada una funcién barrera w = we, se puede definir una funcién

barrera local en & relativa a {2 como sigue

min(m, w(x)), r€QNB

m, reQ—B

donde B es una bola tal que £ € B CC Nym:]\l;nwa > 0.

Veamos que, efectivamente, w es una funcién barrera de £ relativa a 2, es decir, veamos
que w € C°(Q) y que se verifican las dos propiedades de la definicién:

Claramente w es continua en {2 y, como consecuencia de la tercera propiedad de fun-
ciones subarmonicas, es superarmonica en 2. Comprobar la segunda propiedad de funcion

barrera es inmediata.

La siguiente definicién nos va a relacionar las propiedades geométricas de los puntos

de la frontera con la existencia de funcién barrera en dichos puntos.

Definicion 3.6. Diremos que un punto de la frontera, &, es Laplaciano-regular si

existe una funcion barrera en dicho punto.

En los siguiente resultados veremos la conexion existente entre el comportamiento de

las soluciones en la frontera y la existencia de funcién barrera.

Lema 3.1. Sea u la funcion armonica definida en €2 por el método de Perron. Si &
es un punto de la frontera de ) Laplaciano-regular y ¢ es una funcion continua en

&, entonces se tiene que

lim u(z) = ¢ (©).

r—E
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Demostracion. Como consecuencia de la continuidad de ¢ tenemos que, para todo
e >0, existe 0 = d(e) > 0 tal que si |z — & < 0y x € I, entonces |p(x) — p(§)| < e.
Sea M = supyg, |¢|. Puesto que £ es regular podemos considerar una funcién frontera, w,

y obtener un K = K(¢) > 0 tal que Kw(x) > 2M si |z —£| > 9.

Paso 1: Veamos que ¢(§) + ¢ + Kw(z) es una superfuncién relativa a ¢:

Recordemos que, puesto que w es funcién barrera de € , w € C(€2), w superarménica

en Q, w>0en Q—{£} y w(€) = 0. En consecuencia, tenemos que
o) +e+kw(x) > p(x)+e+2M > p(x) Yeed:|z—E >0.
Ademas,
[p(z) =) <e Ve ed: |z —§ <.

Por tanto, tenemos que
p(&) + e+ Kw(z) > ¢(z),

es decir, ¢(§) + € + Kw(x) es una superfuncién relativa a .

Paso 2: Veamos que ¢(&§) — ¢ — Kw(z) < u(z):
Claramente ¢(§) — e — Kw(x) es claramente una subfuncién relativa a ¢. Puesto que

u(z) es el supremo de todas las subfunciones de ¢ tenemos que
(&) —e — Kw(z) <u(z) Ve

Paso 3: Usamos los pasos anteriores y concluimos:

Puesto que toda subfuncién de una funcién ¢ estd mayorada por cualquier superfun-
cién de ¢ y p(§) + ¢ + Kw(z) es una superfuncién relativa a ¢ (véase paso 1) tenemos
que

v(z) <€) +e+ Kw(z) Yves,.

En particular, esto es cierto para u(z) = sup v(x):
vES,

u(z) <€) +e+ Kw(z).
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Por tanto, tenemos que

u(z) — (§)] < e + Kw(x).

Finalmente, haciendo tender x a £, usando que w(§) = 0, concluimos que

lfm u(z) = o (©).

z—E

Finalmente, vamos a probar el resultado fundamental de nuestro capitulo, el cual

nos caracterizara los dominios acotados en los que existe solucion al problema clésico de

Dirichlet:

Teorema 3.8. El problema cldsico de Dirichlet en dominios acotados tiene solucion
para condiciones de contorno continuas si y solo si todos los puntos de la frontera

son Laplaciano-regulares.

Demostracion.
Si las condiciones de contorno son continuas y todos los puntos de la frontera 02 son
Laplaciano-regulares entonces, en virtud del lema anterior, la funcién « que nos propor-

ciona el método de Perron es solucion del problema de Dirichlet.

Supongamos que el problema de Dirichlet tiene solucién para cualesquiera condicio-
nes de contorno continuas. Sea § € J). En tal caso, la funcién ¢(x) = |z — £| es continua
en 0f) y, claramente, la funciéon armoénica que resuelve el problema de Dirichlet en € con
valores en la frontera ¢ es una barrera en £. Por tanto, todos los puntos de la frontera
¢ € 02 son Laplaciano-regulares.
|
Tras conocer este resultado es 16gico que el lector se plantee la siguiente pregunta: ; Qué
dominios acotados tienen todos los puntos de su frontera Laplaciano-regulares? Daremos

respuesta a esta pregunta en la siguiente seccién.
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3.6 Dominios con frontera Laplaciano-regular

Para terminar el capitulo vamos a estudiar algunas condiciones que nos aseguren que
nuestro dominio tienen frontera regular y, en consecuencia, que el problema clésico de

Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en dicho dominio tenga solucion.

Definicion 3.7. Decimos que un dominio 2 C R" satisface la condicion de la esfera

exterior en & € OS) si existe una bola B = Bgr(y) tal que BNQ = €.

Figura 3.1: Condicion de la esfera exterior.

Proposicion 3.1. Si Q) satisface la condicion de la esfera exterior en &, entonces

0N) es Laplaciano-reqular en &.

Demostracion. Sea & € €, y consideremos la funcion

log\*=yl n=2
w(x) = IR

R*™ — |z —y|>™ n>3.

Esta funcién verifica lo siguiente:
= w es armonica en () y, por ende, superarmonica.
= w(¢)=0.
» w(z) >0, VoreQ-—{¢).

Por tanto, w es una funcién barrera de £ en €2 y, en consecuencia, £ es un punto regular.
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Ahora bien, ;hay algun tipo de dominios que siempre verifiquen la condicién de la
esfera exterior? La respuesta es afirmativa, un ejemplo de dicho dominios son aquellos

que tienen frontera de clase C2.

Definicion 3.8. Decimos que una superficie 2 es de clase C*, k entero positivo, en
su frontera si para todo & € OQ existe un entorno E de £ y una funcion f € C*(E,R)

tales que
» QONE={x € E: f(z) <0}.
» NNE={zxeE: f(x)=0}

« Df(€) £0, VE € 00N E.

Proposicién 3.2. Si Q) tiene frontera de clase C?, entonces & satisface la propiedad

de la esfera exterior Y& € 0S).

Demostracion. Dado £ € 0€) escogemos un sistema ortogonal x1, ..., x, para R" de
forma que £ se encuentre en el punto (0,0,...,0) y que el hiperplano tangente a 02 en
este punto sea el hiperplano x,, = 0, con vector normal e,, = (0,0, ...,0,1).

Como la frontera de Q es de clase C? podemos tomar, en virtud del Teorema de la
funcién Implicita, un entorno del origen de nuestras coordenadas, 2 N B.(0), en el que

nuestro dominio €2 esté definido como

QN B(0) ={(21, o0y p) : xp < f1, .y 20) )

donde f: R™! — R es una funcién de C? tal que f(0,...,0) =0y Df(0,...,0) = 0.

Ademas, por el Teorema de Taylor, tenemos que existe M > 0 tal que
(@) < M(ai+ ...+ 274)

en un entorno del origen de nuestro nuevo sistema de coordenadas.
Sea ahora y = Re,, R > 0 (claramente y € R™ — Q). Vamos a demostrar que existe

R > 0 suficientemente pequefio tal que Br(y) C R" — Qv Bgr(y) N Q = {0}.
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Si tomamos x € Bg(y), * # 0, tenemos que

|z —y|* = |z|* - 2Rz, + R* < R?

y, en consecuencia, que |z|* < 2Rx,,.

Por tanto, si tomamos R < ﬁ tendremos que f(z1,...,7, 1) < M|z|* < MRz, < z,,
es decir, z € R™ — Q). Notese que la bola inicamente interseca con la frontera del dominio

en el origen de coordenadas.

Cambio de sistema Tp =0

de coordenadas )

Figura 3.2: Obtencién de la bola para cada & € 0.

Resumiendo, si tomamos R < 317 la bola Bg(y) verifica que Br(y)NQ = {0} (recorde-
mos que, como consecuencia del cambio de coordenadas, {0} representa al punto £). Como
podemos realizar este proceso para todo £ € 02 tenemos que € verifica la propiedad de

la esfera exterior tal y como queriamos demostrar.
|

Otra condicién de regularidad similar, recogida en el ejercicio propuesto 2.12 de [6], es
la llamada condicién del cono exterior. Vamos a definir, en primer lugar, dicha condicion

para posteriormente resolver el ejercicio mencionado.



40 CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA LA ECUACION DE LAPLACE

Definicion 3.9. Decimos que un dominio 2 C R" satisface la condicion del cono
exterior en & € 0S) si ewiste un cono finito circular K, con vértice en & tal que

KNnQ=¢.

Figura 3.3: Condicion del cono exterior.

Proposicion 3.3. Si Q satisface la condicion del cono exterior en &, entonces 0S)

es Laplaciano-regular en &.

Demostracion. Siguiendo las indicaciones del ejercicio 2.12 [6] vamos a buscar una
funcién barrera de la forma w(x) = r*f(), donde r = |z — £|, A > 0 y 6 es el dngulo del
cono.

Calculemos, en primer lugar, el laplaciano de w(z):
Aw = r*2(\2f + f)
Vamos a buscar una funcién f(#) de forma que Aw =0 Va € 0
P 2NF0) 4+ f1(0)] =0, Vo € Q = Nf(O)+ f'(0) =0 <

< f(0) = Acos(\0) + B isin(\0) A, B eR.

En consecuencia, si tomamos f(6) = cos(\d) tenemos que la funcién w(z) = r* cos(A\)

verifica:
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= w(z) >0 VoeQ—{

Basta tomar A suficientemente pequenio de manera que cos(Af) sea mayor que 0.

Por tanto, w es una funciéon barrera en £ y, en consecuencia, £ es un punto Laplaciano-
regular.

[ |

Otra forma de caracterizar los puntos regulares de un dominio es a través del concepto

fisico de capacidad, véase la seccién 2.9 de [6] para méas detalles.
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Capitulo

El problema de Dirichlet para la ecuacion de

Poisson

4.1 Ecuaciéon de Poisson

A lo largo de este capitulo vamos a estudiar la ecuacién de Poisson

Como consecuencia de los visto en (3.5), tenemos que si u € C?(2) N C%() es solucién

de la ecuacion de Poisson, entonces tiene la siguiente representacion:

w = [ (w05 -0 -T2 ) ds,+ [ ra— s an, yeo

Es decir, se podian expresar mediante la suma de una funcién arménica y del potencial
Newtoniano de su laplaciano. Por tanto, el estudio de la ecuacion de Poisson estara, como
veremos a lo largo del capitulo, intimamente relacionado con el estudio del potencial

Newtoniano de f.

43
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4.2 Problemas de regularidad de la ecuacion de Poisson

Si f € C5°(9), entonces su potencial Newtoniano w es de clase C°°(Q2), lo cual se ve
facilmente escribiendo

wiw) = [ Te-nf@dy= [ Ta-nf)d= [ T2

Sin embargo, si inicamente suponemos que f es continua, su potencial Newtoniano w no
tiene por qué ser, necesariamente, dos veces diferenciable. Esto se debe a que el operador
Laplaciano A : C%(Q2) — C(2) no es biyectivo, es decir, habré funciones f € C(Q) para
las que exista una funcién u tal que Au = f, pero que no seran de clase C?(2). Ejemplos
de funciones en las que ésto ocurre se pueden ver en el Problema 4.9 de [6] o en el ejemplo

de la pagina 35 de [10], el cual mostramos a continuacién:

Ejemplo:

Consideremos la funcién continua

f(x):xg—x% n+ 2 i 1
21z \ (—log|z))z  2(—log|z|)2

en Q = Bg(0), con R < 1.

Entonces la funcion
1
u(z) = (23 — x3)(—log|z|)?

es de clase C'(Bg(0)) N C>®(Bg(0) — {0}) y satisface el problema de Dirichlet

Au=f en Br(0) — {0},
u = +/—logR(z? — x3) en OBg(0).
Sin embargo, nuestra solucién u no es de clase C?(Br(0)), para ello basta calcular
0?*u

Dyju y observar que lim Dyju = lim —— = +o0.
|z|—0 |z|—+0 Ox]

Este problema nos lleva a plantearnos la siguiente pregunta: ; Existira algin conjunto

de funciones, H, tal que el operador Laplaciano Au : C*(2) — H sea biyectivo?
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Esta pregunta motiva la definiciéon de un nuevo espacio de funciones, el espacio de las

funciones Holder-continuas, las cuales vamos a tratar en la siguiente seccion.

4.3 Continuidad de Holder

Definicion 4.1. Sea ¢ € R", f una funcion definida en un conjunto acotado D

que contenga a xg y o € (0,1). Diremos que que f es Holder-continua con exponente

o en xg st el valor

ey 1= sup L&) = F(@0)]

D |z — xo|®

es finito. A dicho valor lo llamaremos el coeficiente a-Holder en xg respecto de D.

Claramente si f es Holder-continua en zg, entonces f es continua en zg. Cuando [f]asz,

con o = 1, decimos que f es Lipschitz-continua (o simplemente lipschitziana).

Ejemplo:
La funcién f(z) = |z|%, 0 < a < 1 es Hélder-continua con exponente « en z = 0.

Si o = 1, entonces es Lipschtitz-continua en x = 0.

La definiciéon dada anteriormente es local, pero puede extenderse a todo el conjunto

D (que no necesariamente tiene por qué estar acotado):

Definicion 4.2. Decimos que una funcion f es uniformemente Holder-continua

con exponente o en un conjunto D si es valor

[flop = sup |f($)—f(y)!’ D<ca<i
’ z,y€ D ‘x_y‘a
TH#Y

es finito. Diremos que f es localmente Holder-continua con exponente v en D si es

uniformemente continua con exponente o en todo subconjunto compacto de D.

A continuacién mostraremos un ejemplo de funcién Holder continua en su dominio de

definicién y otra que no lo es para ningin exponente « (ejemplos obtenidos de [5]):
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Ejemplo:

La funcién
z sin 1 sixE(O,%),

0, six =0.

es Holder-continua con exponente v = % en su dominio de definicion D.

Demostracion. Sean z,y € (O,%) y asumamos, sin pérdida de generalidad, que

y < x. En tal caso tenemos que

1 1 1 1 1
f(x) - f(!/) =zsin— —ysin— = (x—y)sin— +y <sin— —sin—> .
x Yy x x Y
Por tanto, haciendo uso de las desigualdades

1
w |z —yl2 <

-

1
. . 3
. sm%—sm% S\/i.

1

. . 2

sint —sintl” < —
X Yy -

1
T

obtenemos lo siguiente:

1

N N

sin — — sin —
x

Y

1 1 Yy 1
< —lz—1vyl|2 2./ <l —ylz <
< kel +\/_\/;|w y|? <

< (%+\/§) & — y]2.

<

@) — fy)] < %!x gt 2

Por tanto, tenemos que

[f]%yD = SUpD —|f(|x) — J;Sy)l = (% + \/§> < o0,
xy € Tr —yl|2 ™
TFy

es decir, f es Holder continua con exponente o = % en su dominio de definicién, al cual

hemos llamado D.
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Ejemplo:

La funcion .

f(a)= | 1o8%

0, six = 0.

sixE(O 1),

)
no es Holder-continua para ningin exponente o en su dominio de definicién.

Demostracion. Supongamos que fuese Holder-continua para algin exponente a. En

consecuencia
[f(z) = FWI < [flalz —yl*  Vz,y €10,2].

En particular, como f(0) = 0, tendriamos que

|f($)‘ S [f]al'aa Vo € (07 _]v

lo cual a equivale a decir que

1 1
< —.
Z’a|10g$| — [f]OH VZL' € (O’ 2]

Con esto llegamos a un absurdo, ya que diverge cuando x tiende a 0.

x%| log x|
Por tanto, concluimos que f no es Holder-continua para ningtin exponente a en su

dominio de definicién.

[ |

Las definiciones anteriores motivan la expansion de los ya conocidos espacios de fun-

ciones diferenciables C*((2).

Definicion 4.3. Diremos que una funcion pertenece al espacio de Holder C**(Q)
si es de clase C*(Q) y su k-ésima derivada es localmente Hdlder-continua con ex-

ponente o en €.

Definicion 4.4. Diremos que una funcién pertenece al espacio de Holder C* ()
si es de clase C*(Q) y su k-ésima derivada es uniformemente Holder-continua con

exponente o en €.
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Por simplicidad seguiremos los siguientes convenios en la notacién:

. C00(Q) = CQ),  C0(Q) = C(Q).

» OF0(Q) = CHQ), CkO(Q) = C*(Q).
= CJ*(Q) serd el espacio de funciones C'**(2) con soporte compacto en €.
Definamos ahora los siguiente valores:

[u]ko0.0 = |Dku|0;g = sup sup |D5u|, k=0,1,2,..

1Bl=k €

[k = [D*ulase = |Sl|lp [Du) ;0.
Bl=k

Con estas seminormas podemos definimos las normas relativas a los espacios C*(Q2) y
Cre(Q):

k

k
lullor@) = lulee = [uleon =Y [uljoe =Y [Dulog,
=0 =0

[yl = [ulkan = lulko + [Ulkae = [tlko + [D*ulao

Para este capitulo nos serd 1itil definir las normas no-dimensionales en C*(Q) y C*(Q).

Sea €2 un conjunto acotado de didmetro d, entonces:

k k
lullpn @y = Tl =Y @luljon =Y & DV ufog;
=0

=0

HUH/ck,a(Q) = |u ;i’,oc;Q = ’U‘ZQ + dkw[u]k,a;ﬁ = ‘U“m + dkm[DkU}a;Q-

Los espacios C*(Q) y C**(Q) junto con sus recién definidas normas forman espacios de

Banach (véase el Capitulo 5 de [6]).
Ademas, el producto de dos funciones Holder-continuas es también Holder-continuo:
Sea u € C*(Q) y v € C#(Q), entonces uv € C?(€2), donde v = min(a, 3) y
[uv]| oy < méx(L, d* 72 ful| go gy V]l s )

HUUHICW(Q) < HUHICQ(Q)HUH/CB(Q)‘
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4.4 Problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson

En esta seccion veremos que si f estd acotada y es Holder-continua en un dominio
acotado €2, entonces el problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson sera resoluble
bajo las mismas condiciones que en el problema para la ecuacién de Laplace.

En primer lugar vamos a tener en cuenta las siguientes estimaciones de las derivadas

de T', las cuales son consecuencia de (3.3):

|I’ _y|1_n7

1
D,I'(z — <
DT(e —y)| < —

n

1 —-n
|D;l(x —y)| < w—lw—yl : (4.1)

n

DT (& —y)| < Cla =y, C=C(n,|B)).

Lema 4.1. Sea [ una funcion acotada e integrable en ), y sea w su potencial

Newtoniano. Entonces w € C*(R") y, para todo x € (2,

Dyw(z) = /QDJ‘(.:E — ) f(y) dy, i=1,..,n. (4.2)

Demostracion.
Paso 1: Comprobamos que la funcién (4.2) estd bien definida:
Como consecuencia de la estimacién (4.1) para DI' tenemos que la funcién definida

v(x) = /QDz'F(m —y)f(y)dy

estd bien definida para todo x € €.
Paso 2: Veamos que v(z) es justamente D;w:

Consideremos una funcién n € C'(R) tal que

= 0<n(t) <1, VteR.

» (t)=0sit <1, n(t)=1parat>2.
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Definimos a continuacién, para € > 0, la funcién

we () = /Q I'n. f(y) dy,

donde I' =T'(z —y), n. =n (Ix;y|>_
Claramente w, € C1(R) y

v(z) — Dyw.(x) = /QDiF(aﬁ —y)f(y)dy — /Q Di{n.f(y)} dy = /QDi{(l —n )T} f(y) dy =

= /W|<2 Di{(1 =o)L} f(y) dy + / DA(1 = n )T} fly) dy =

[z—y| >2

€

- /z—yl<2 Di(1=ne)T}Hf(y) dy = / Di{(1 —n:)T'}f(y) dy,

Bae(y)

donde hemos usando en el peniltima igualdad que 7.(t) = 1si t = @ > 2.

En ConsecuenCia, tenemos que
2
|v(z) — Diw.(z)| < sup|f] [D:I'[ + =[] ) dy.
B2€(y) €

A continuacién, vamos a acotar cada uno de los sumando de la integral interior. Para ello

usaremos que, a partir de las estimaciones (4.1), tenemos que
Dz —y)| < Cilz =y, Ci=Ci(n)

|DD(z — y)| < Colz —y|'™,  Ch = Cs(n)

y el siguiente resultado, el cual usaremos con frecuencia en este capitulo:

/BR(y) f(lz —yl)dz = /Sn1 /ORf(T’)Tnl dr df = (nwy,) /OR f(r)yr™tdr,

siendo f una funcién radial integrable en Bgr(y).

e Estimacién de [ Boc(y) |D;I'| dy:

2e
/ |D,I'(z —y)| dy < / Cilz —y|' " dy = C’l/ / e dr df =
Bae(y) Bae(y) sn=1.J0

2e
= C’l(nwn)/ dr = Cy(nwy)2e = Ce.
0
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e Estimacién de 2 || Bo(y) IT| dy:

2 2 2 %
—/ IT(x —y)| dy < —/ Colz —y|* ™ dy = CQ_/ / P2l dr df) =
€ JBa:(y) € JBae(y) € Jsn-1 Jo

9 2e 2 .
= C’g—(nwn)/ rdr = Cy=(nwy,)2e? = Cye.
€ 0 €
Luego, si llamamos C = méx(él, C’Q), obtenemos finalmente que

2
o)~ Dol < suplf| [ (1pirl+ 2 ay <

BQE(y)

< sup | f|(Che + Cye) < sup | f|Ce.
Por tanto, si hacemos tender € a 0 tenemos que w. y D;w,. convergente uniformemente

en compactos de R" a w y v respectivamente y, en consecuencia, w € C*(R") y Dyw = v,

tal y como queriamos demostrar. [ |

Lema 4.2. Sea f una funcion acotada y localmente Hélder-continua (con exponente
a<1)enQ,y sea w su potencial Newtoniano. Entonces w € C%*(w), Aw = f en

Q y, para todo x € (), se liene que

Djjw(z) = Dz —y)(f(y) — f(x)) dy
L (4.3)

—f(fE) D1F<x_y)yj(y) d5y7 27] = 17---7n-
0Q0

donde Q es cualquier dominio que contenga a §2 para el cual se verifican las con-

diciones del Teorema de la divergencia y f ha sido definida como 0 fuera de €.

Demostracion.
Paso 1: Comprobamos que la funcién del lema esta bien definida:

Como consecuencia de la estimacion (4.1) para DTy de la Holder-continuidad puntual
de f en , tenemos que la funcion

u(r) = A DyU(f(y) — f(x)) dy — f(x) o Dilv;(y)ds,

esta bien definida para todo x € €.
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Paso 2: Veamos que u(x) es justamente D;jw:

Sea v = D;w vy, para € > 0, definimos la funcion

ve(z) = / D,y (y) dy.

donde 7. es la funcién que definimos en la demostracion del lema anterior. Claramente

v. € C1(Q) y, tras derivarla, obtenemos lo siguiente:

Djue(x) = / D,(DiTn.) f(y) dy =
- / Dy(DTn)(f(y) — F(2)) dy + / Dy(DiTn.) f (x) dy =
= / D;(D;I'n.)(f(y) — f(x))dy + f(x) / D;(D;I'n.) dy =
Q Q

= Di(Dil'ne)(f(y) — f(x)) dy — f(x) o D;(Dilv;(y)) dsy,

con ¢ suficientemente pequeno. En consecuencia, tenemos que

<

u(z) = Djve(x)] =

[, DAG = mIDIY ) = Fe) dy

< /. DA —n) DT - |(F(y) — f(x))] dy <
2
< /I;ylSQ (’Dijm + E‘D'LF|) |z — y|a[f]a;x dy <
2
< [flag /I_y<2 (IDZ-]TI + ngim) |z — y|® dy.

A continuacién, vamos a acotar la integral

2
MSQ g

para ello acotaremos cada sumando haciendo uso de las estimaciones (4.1):
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o Acotacién de A := [jo—y _, |Di;l||z — y|* dy:

« 1 —n «
A= [ Dyt -ple-yltdy< [ eyl e -l dy =
B2€(y) B

25(y) n

1 a—n 1 % a—n, n—1
— _’m_y’ dy:— T T drdg:
Bae(y) Wn Wn Jsn—1 Jo

= i(nwn)/o Era_l dr = n(QZ) = E(25)0“.

Wh, o

o Acotacién de B := [ja—y _, |DT||x — y|* dy:

[0 1 —n [0
B:/ DT (z - y)l|z — ] dys/ 2 =y — y|* dy =
Bae () Ba.(y) TWn

1 1+a—n 1 % 1+a-n,n—1
= |z — y dy = r " dr df =
Bac(y) nwny, nwy, Jsn-1 Jo

1 2e 2 a+1
= (nwn)/ r®dr = (22) .
nwy, 0 a+1

e Acotacién de I = A + %B:

2 2 (2e)t! 2
T= A+ 2B <o+ 22 Pioney 2g0en
€ o e a+1 « €
2
- 220+ 2(29(20) = -

: % (2e) +4(20)7 = (2 +4) 20

«

Por tanto, obtenemos que

n «
[uw) = Dyve(@)] < [flaw (= +4) (22)°,
con 2¢ < dist(x,002).
En consecuencia, si € tiende a 0 tenemos que Djv. converge uniformemente a u en

los subconjuntos compactos de €2. Ademas, puesto que que v, converge uniformemente a

v = D;w en Q, tenemos que w € C*(Q) y u = D;jw.
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Paso 3: Veamos que Aw = f en
Finalmente, tomando Qy = Bgr(z) en (4.3) para un R suficientemente grande, obtene-
mos lo siguiente:

1

nwy, R*—1

Bufe) = f) [ ) sy = 1)

tal y como queriamos demostrar.
[ |
Finalmente, haciendo uso de los Lemas 4.1, 4.2 y el Teorema 3.8 obtendremos el re-

sultado que habiamos anunciado al principio de esta seccion:

Teorema 4.1. Sea () un dominio acotado y supongamos que todos los puntos de su
frontera, 0S), son Laplaciano-requlares. Entonces si f estd acotada y es localmente
Hoélder-continua en €), entonces el problema cldsico de Dirichlet: Au = f en €,
u = @ en 082, tiene una unica solucion para cualesquiera condiciones de contorno

continuas @.

Demostracion. Sea w el potencial Newtoniano de f. Definimos la funcion v := u—w.
En consecuencia, el problema Au = f en Q, u = ¢ en 0, es equivalente al problema
Av =-en ), v = p —w en €2 que, en virtud del Teorema 3.8, sabemos que tiene una tnica
solucion.

[ |

Noétese que, en caso de que nuestro dominio {2 sea una bola, este ultimo teorema que
acabamos de probar es consecuencia directa del Teorema 3.1 y de los Lemas 4.1 y 4.2. Es
mas, tenemos una férmula explicita de la solucion:

ue) = | KGgetds, + [ Gl ) du

donde K es el nicleo de Poisson y G es la funcion de Green.
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4.5 Estimaciones de Holder para las segundas derivadas

El siguiente lema nos dara una estimacion que usaremos mas adelante en esta seccién:

Lema 4.3. Sean By = Bgr(xo) y By = Bar(xg) dos bolas concéntricas en R",

f € C¥By), 0 < a< 1, yw el potencial Newtoniano de f en By. Entonces

w € C**(By) y se verifica que
|D2w|6,a;31 S O|f|6,a;327
es decir,
|D2w|0;31 + Ra[Dzw]a;Bl <C (|f|0;32 + Ra[f]a;BQ)

donde C = C(n, «).

Demostracion. La demostracion de este resultado es larga y no aporta nada a las
siguientes demostaciones del capitulo. Es por ello que, en caso de querer consultarla, se

insta al lector a leerla en [6]. [
Notese que este lema es también cierto para dominios €27 y €2y tales que 2y C By y

2 D By, siendo w el potencial Newtoniano de f en {2, y, en consecuencia,

|D2w|/0,a;ﬂ1 S C|f‘6,a;ﬂg'

Teorema 4.2. Sean u € C3(R"), f € C&(R") tales que Au = f en R"™. Entonces
u € C’g’a(R”) y, si B = Bgr(xo) es cualquier bola que contenga el soporte de u,

entonces tenemos que

|D2u|6,a;B S C|f|6,a;B’ C= C(n7 O'/)
|u|/1;B < CR2|f|0;BJ C= C(”)

Demostracién. Puesto que la funcién v € CZ(R™) es de soporte compacto en B,

sabemos que podemos expresarla como
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y, ademas, que el término de la derecha de esta igualdad es el llamado potencial Newto-
niano de Au. Ahora bien, por hipétesis sabemos que Au = f en ) y, en consecuencia, lo

anterior puede reescribirse de la siguiente forma:
u(y) = / I'(x —y)f(z) dr  (potencial Newtoniano de f).
B

Parte 1: Estimacién de |D?ulj , p:
Aplicando ahora el Lema 4.3 al potencial Newtoniano de f, que es justamente u, en
By = B, = B tenemos que

’D2u|6;a,B S C|f|6,a,B?

donde C' = C'(n, a), tal y como querfamos probar.
Parte 2: Estimacién de |ul} p:

Por definicion, tenemos que

1 1
ulp = Y dluljon = Y & D7ulos = lulos + d|Dulos = [ulo.s + 2R|Dulos,
j=0 j=0

donde hemos usado que d = didmetro(B) = 2R. En consecuencia, para estimar |u|}.z
tendremos que acotar primero |ulo.p y [Dulo.s:
Parte 2.1: Estimacion de |uo.z:

Usando que u es el potencial Newtoniano de f tenemos que
o < [ [P =9I @) ds < [Flow [ T3] do
A continuacién, vamos acotar [, |I'(x — y)| dz, para ello usaremos que
ID(x —y)| < Cilz —yl*", C,=Ci(n). (véase en (4.1)).

Como consecuencia, obtenemos que

[ =olde< [ il =y o= ot [ o= ol de =
B B B

R
= C1(n) / / r2 " dr df =
sn—1Jo
R

=0 (n)nwn/ rdr = C} (n)nwn%R2 = Cy(n)R2.
0
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S7

Por tanto, concluimos que
lulo.s < Ch[flo,s R, Cy = Ci(n).

Parte 2.2: Estimacién de |Dulo.p:

Haciendo uso del Lema 4.1 tenemos que
Duly) = [ Dre=y)f(w) do
En consecuencia, tenemos que
Dulsn < [ DY@ = plIf(e)] do < [fos [ DD =)l do.
A continuacién, vamos acotar [, |DI'(z — y)| dz, para ello usaremos que
|IDT(z —y)| < Colz —y|'™,  Cy = Cy(n). (véase en (4.1)).

Como consecuencia, obtenemos que

/|DF($—y)|dx§/Cg(n)|x—y|1_” da::Cg(n)/ |x—y|1_” dr =
B B B

R
= C’g(n)/ / el dr d =
sn—1Jo
R

A

= Cg(n)nwn/ dr = Cy(n)nw, R = Co(n)R.
0
Por tanto, concluimos que
|Dulo.s < Co(n)[flosR,  Ca = Cy(n).

Parte 2.3: Usamos las estimaciones de |ulo.p y |Dulo,p para obtener la de |ul}.g:

Finalmente, si consideramos C' = C'(n) = max(C}, 2Cs) tenemos que
lulyyp = |ulos + d|Dulo.s < Ci(n)[flo.sR? + 2RCo(n) [flo.s R =
= (G R+ 2C() B [Flos < COVR? f s

tal y como queriamos demostrar.
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Teorema 4.3. Sea Q un dominio en R" yu € C*(Q) y f € C*(Q) tales que
Au = f en Q. Entonces u € C*(Q) vy, para cualesquiera dos bolas concéntricas

By = Bg(zy), By = Bagr(xo) CC 2, tenemos que

|u|/2,oz;Bl S C(’u|0;32 + R2|f|6,o¢;32>

donde C' = C(n, a).

Demostracion. Por la representacion de Green podemos escribir toda funcién u

CcOo1mo

u(z) =v(x) +w(x), z€ By

donde v es una funciéon armonica en By v w es el potencial Newtoniano de f en Bs.

Por el Teorema 3.5 y los Lemas 4.1 y 4.3 tenemos que

R|Dw|0;31 + R2|D2w|6,a,B1 < CR2|f|E),a;B2

R|Dvlos, + R D0l .5, < Clvlo:s, < Cllulos, + B¥|flo:5,)

La ultima desigualdad, para n > 2, es consecuencia de que v = v — w. Para n = 2
basta considerar como solucién de la ecuacién de Poisson en una bola de R? a la funcién
u(wy, T2, x3) = u(x1, T2).
Finalmente, combinando las dos desigualdad obtenidas, obtenemos el resultado bus-
cado.
[ |
Como consecuencia directa de esta estimacién obtenemos la equicontinuidad en los
subdominios compactos de las segundas derivadas de cualquier conjunto de soluciones de
la ecuacién de de Poisson Au = f. Por tanto, en virtud del Teorema de Ascoli-Arzela,

tenemos la siguiente extensién del Teorema 3.6:

Corolario 4.1. Cualquier sucesion acotado de solucion de la ecuacion de Poisson
Au = f en un dominio ) con f € C*(QQ) contiene una subsucesion que converge

uniformemente en subdominios compactos a la solucion.
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4.6 Estimaciones en la frontera

En esta seccion vamos a obtener una extensién del Lema 4.3. En lo que sigue, de-
notaremos R’ al semiespacio x,, > 0 y T al hiperplano x, = 0. Dadas By = Byg(x0),

By = Bg(wo), bolas con centro zo € R, llamaremos By = By "R, Bf = B; NR".

Lema 4.4. Sean f € CQ(B;) y w el potencial Newtoniano de f en By . Entonces
w € C**(BY) y
D2l e < CIf

/
0,0, BF

donde C' = C(n, ).

Demostracion.
Caso 1: B, NT = (:
Si By y T no intersecan, entonces el resultado estd contenido en el Lema 4.3.
Caso 2: BoNT # {:
La representacion (4.3) se satisface para D;;w con Qy = By. Ademds, si i o j son

distintas de n, tenemos que la integral

Dil'(x — y)v;(y)ds, <: D'z — y>Vi(y)d3y>

dBF dBF

se anula en 7', ya que v;, o bien v; son nulas en 7'. Las estimaciones del Lema 4.3, para ¢
o 7 distintas de n, se realizan de manera analoga a lo visto en su demostraciéon cambiando
By por BY y 0By por 9B — T. De esta forma conseguimos estimaciones para D;jw,
1,7 = 1,...,n excepto para D,,w. Para estimar D,,w obtendremos su valor de la ecuacion

Aw = f, ya que las estimaciones Dy,w, k= 1,..,n — 1, si son conocidas.

Teorema 4.4. Supongamos que €2 es simétrico respecto del hiperplano T de . Si u
es continua en QT UT, u armdnica en QT y, ademds, u =0 en QNT, entonces u

se puede extender a un funcidn armonica en Q0 (hemos denotado QT = QN RY).



60 CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA LA ECUACION DE POISSON

Demostracion. Sea x = (', x,), donde ' = (x4, ...,2,_1). Consideremos el hiper-

plano

T={(" 2z, €eR": 2z, =0}.
Entonces la funcion

i) = ) L) s @) €9, 20 20
—u(x', —x,) si(2/,x)€eQ, x, <0

es continua en €2 y satisface la propiedad del valor medio 2.1. Por tanto, como consecuencia

del Teorema 3.2, tenemos que u es arménica en todo €.
|

Este resultado, aplicado a §2 = Bj nos sera de ayuda para probar el siguiente resultado:

Teorema 4.5. Sean u € C?(Bf)NCYBf) y f € C*(By) tales que Au = f en

B y u=0 enT. Entonces u € C>*(B{") y tenemos que
|u’/27a731+ < C(W’O;B; + R2|f|67a73;)7

donde C' = C(n,a).

Demostracion.
Caso 1: BoNT = {:
Si By y T no intersecan, entonces el resultado nos lo da el Teorema 4.3.

Caso 2: B,NT # (:

* /

Sea 2’ = (r1,...,Tp_1), ** = (2/, —x,) y definimos la funcién

fa xy,) six, >0

fl@',—x,)  siz, <O0.

Consideremos ahora los conjuntos

By ={zreR":2"€ B}, D=ByUB,U(BNT).
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T:{(.’L'],.’EQ) ERQZCEQZO}

By = Baygr(zo)

>
| %
B — P
By —> . :}D—»‘.
Bng —>

Figura 4.1: Ejemplo de representacion de dichos conjuntos en dimension n = 2.

Entonces f* € C2(D) y /[y 0p < 21/

/
O,Q;B;.

A continuacion, definimos la funcién

wia) = [ M=) =T =l dy= [ =) =T =) ) du

la cual verifica que w(z’,0) =0y Aw = f en By .

Ademas, notese que

[ e = [ ta-ro) d

2

y, en consecuencia, obtenemos que
w(r) = / Iz —y)f(y) dy — / [z —y)f*(y) dy.
Bf D

Sea ahora w*(z) = [, T'(x —y)f*(y)dy. Como consecuencia del Lema 4.3 (tomando como
conjuntos Q; = B y Q, = D) tenemos que
D20y, e < CUf o < 2C1F

/
0,0;B5

Combinando esto con el Lema 4.4, tenemos que

|D2u}’6,o¢;31+ S C|f|6,a;B§L'
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Consideremos ahora v = u — w. En tal caso tenemos que
Av=Au—Aw=f—f=0 en B

y v = 0 en T. Luego, en virtud del Teorema 4.4, podemos extender por reflexién a v a
una funcién armonica en todo By y, por tanto, la estimacién buscada la obtenemos como

consecuencia del Teorema 3.5.

Teorema 4.6. Sea B una bola en R" yu € C*(B)NC°%B) y f € C*(B) tales que
Au=fenB y u=0 en dB. Entonces u € C**(B).

Demostracion. Mediante una traslacion podemos asumir que 0B pasa por el origen

de coordenadas. Consideremos ahora la aplicacién
I:R"— R"—{0}

T
I’l—)[(ﬂf):fl}'* = W,

la cual es bicontinua y suave en R™ — {0} en s misma, y relaciona B con el semiespacio

B*. Ademés, si u € C*(B) U C°(Q), entonces la funcién

o) = Lo (1)),

llamada transformada de Kelvin de u, satisface lo siguiente (véase [1])
Agv(z*) = |2*| "2 Au(x), 2* € B,z € B,

= |o*| "2 f ( ’ ) , x"e DB

||

En consecuencia, podemos aplicar el Teorema 4.5 a la transformada de Kelvin v vy,

como podemos realizar la traslacién al origen a cualquier punto de 0B, tenemos que

u € C*(B).

Corolario 4.2. Sean ¢ € C**(B) y f € C*(B). Entonces el problema de Dirichlet

Au=f en B, u= ¢ en OB tiene una unica solucion u € C**(B).
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Demostracion. Sea v = u — ¢. En tal caso, tenemos que el problema de Dirichlet
Au = fen B, u = ¢ en 0B se puede reescribir como Av = f — Ay en B, v = 0
en 0B. Sabemos, en virtud del Teorema 4.1, que tiene como tnica solucién una funcion
v € C?(B)NC°(B), la cual serd también de clase C*(B) como consecuencia del teorema
que acabamos de demostrar. Finalmente, como u = v + ¢, ¢ € C*>*(B) y acabamos de
probar que v € C2%(B), es inmediato que la tinica solucién, u, del problema de Dirichlet

inicial es de clase C?*(B).
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