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Summary and conclusions

The theory of minimal and constant mean curvature surfaces in the
Euclidean space R3 is a classical field in Differential Geometry. It gathers
different techniques such as Complex Analysis, Geometry Measure Theory
and Partial Differential Equations, as well as Topology and Algebra. No-
wadays it is still an important research field with different applications in
Geometry and other areas of Mathematics.

The origins of minimal surfaces date back to 1760 when Lagrange pro-
posed the problem, previously treated by Euler for revolution surfaces, of
finding a surface with the least area possible which encloses a given closed
curve without self-intersections. This approach was subsequently expan-
ded by the experimental model of the physicist Plateau, that consists in
immersing a closed curved of thin wire in soapy water. Removing the wire
carefully, the solution to this problem appears, which has in general, the
shape of a regular surface and remain still by the action of the surface
tension of the liquid. By the Laplace-Young Law, such a surface has mean
curvature zero. Surfaces with constant mean curvature equal to zero are
known as minimal surfaces.

Lagrange’s problem is an example of the method that it is known as
Calculus of Variations nowadays. Area-minimizing surfaces, that is, those
that solve the minimization problem, are critical points of the Area fun-
ctional (which is equivalent to being a minimal surface), though not every
critical point of this functional solves the minimization problem. We can
argue that the minimal surfaces which are observable are locally minima
of the Area functional. In particular, they are stable, that is, the second
derivate of the Area functional is bigger than o equal zero for all compactly
supported variation of the surface.

The concept of constant mean curvature surface or H-surface (H ∈ R)
was extended to any 3-Riemannian manifold as a critical point of the fun-

1



2

ctional

Area− 2H · Volume,

where 2H is the trace of the Weingarten operator, see for instance [5].

It is natural to study this class of surfaces in the 3-Riemannian ma-
nifolds with group of isometries as large as possible, where the theory is
richer and more interesting. In that sense, the most symmetric spaces are
the homogeneous spaces, ie., those such that for each pair of points there
is an isometry that sends one to the other. Simply-connected homogeneous
3-manifolds are classified, being all of them isometric to a Lie group of di-
mension 3 with some left-invariant metric, except for the Riemannian pro-
ducts S2(κ) × R with κ > 0, see [65, Theorem 2.4]. Among them, the most
symmetric ones are the space forms M3(κ), which are simply 3-manifold
connected with constant sectional curvature κ ∈ R, with group of isome-
tries of dimension 6. After the space forms, the most symmetric ones are the
spaces that have a group of isometries of dimension 4, which can be clas-
sified as a 2-parameter family of spaces E(κ, τ), where κ− 4τ2 6= 0, see [17].
We will focus our study on these spaces.

The family E(κ, τ) contains the product spaces E(−1, 0) ≡ H2 × R and
E(1, 0) ≡ S2 × R, as well as the Lie groups S̃L2(R), Nil3 and SU(2) with left-
invariant metrics that have an unitary Killing vector field ξ, see [17, 50].
Moreover, E(κ, τ) admits a Riemannian submersion Π : E(κ, τ)→M2(κ) with
constant bundle curvature τ over M2(κ), the simply connected complete
surface of constant curvature κ, and whose fibers are the integral curves of
an unitary Killing vector field ξ. This structure is known as Killing submer-
sion, see [50]. The Killing vector field ξ is a distinguished vector field, which
allows us to define the concepts of vertical direction, as that tangent to ξ,
and horizontal direction, as that orthogonal to ξ. Moreover, this structure
allows us to talk about cylinders over a curves and multigraphs, concepts
that play a very importance role in this work. On the one hand, we define
the cylinder over a smooth curve α ⊂ M2(κ) as Π−1(α) ⊂ E(κ, τ); one has
that Π−1(α) is a flat surface whose mean curvature is equal to the half of
the curvature of α. So, the H-cylinders project onto curves of constant cur-
vature 2H in M2(κ). In the case H = 0, the H-cylinders are called vertical
planes, but they are not totally geodesic surfaces when τ 6= 0. On the other
hand, an isometric immersion φ : Σ→ E(κ, τ) is said to be a multigraph if it
is transverse to ξ, see epigraph ”Grafos y multigrafos” in Section 1.1.2.
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In the spaces H2 × R and S̃L2(R), which correspond to E(κ, τ) with κ <

0, there is a notion of asymptotic boundary. We can identify topologically
S̃L2(R) with H2 × R (choosing a global section of Π which can be identified
with H2 × R) and then consider the product compactification for H2 × R.
In this way, the asymptotic boundary of S̃L2(R) is homeomorphic to the
vertical boundary ∂∞H2 × R together with the caps H2 × {+∞} and H2 ×
{−∞}. Moreover, this allows us to define properly the asymptotic behaviour
of a surface Σ immersed in S̃L2(R). For instance, we say that a point p ∈
∂∞(S̃L2(R)) is in the asymptotic boundary of a surface Σ if there exists
a divergent sequence of points pn ∈ Σ that converges topologically in the
product compactification. We denote by ∂∞Σ the asymptotic boundary of
Σ.

The theory of constant mean curvature surfaces in homogeneous 3-
manifolds has drawn considerable attention during the last decades, being
the homogeneous setting a natural step in the generalization of classical
results in space forms. This can be exemplified by the results of classifica-
tion of spheres in E(κ, τ) by Abresch and Rosenberg in [1, 2], by the recent
classification of spheres in Lie metric groups by Meeks, Pérez, Mira, Ros
en [64], by the half-spaces theorems obtained by Mazet en [60], Daniel and
Hauswirth in [20], Hauswirth, Rosenberg and Spruck in [37] and Haus-
wirth, Menezes and Rodrı́guez in [34] and, by the work of Daniel [17, 19]
(where the Lawson correspondence between minimal surfaces in S3 and
1-surfaces in R3) and the concept of associate family are generalized. Da-
niel correspondence is an isometric correspondence between H-surfaces in
E(κ, τ) that we study in detail in Chapter 3. We also highlight the works
of Fernández and Mira [24, 25, 26], in which they show the existence of
a harmonic Gauss map for 1

2-surfaces in H2 × R and minimal surfaces in
Nil3, and used it to solve the Bernstein problem (that is, the classification
of minimal entire graphs) in Nil3.

One of the most studied subclass of H-surfaces in E(κ, τ)-spaces are
the minimal surfaces in H2 × R triggered by the work of Rosenberg in [85].
After that there were many works on this topic, among which, we emp-
hasizes the work of Nelli and Rosenberg [71], where they show that the
Bernstein theorem fails in H2×R by solving the Radó problem for curves in
the asymptotic boundary that project graphically (see epigraph ”The asym-
ptotic Plateau problem in S̃L2(R)), the work of Sa Earp and Toubiana [87],
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where they classify the invariant minimal surfaces, and the work of Haus-
wirth [31], where he constructs and classifies the minimal surfaces foliated
by horizontal curves of constant curvature. We also emphasize the work of
Hauswirth, Sa Earp and Toubiana where they extend the concepts of asso-
ciate family and conjugate surfaces to minimal surfaces of H2 ×R, this is a
particular of Daniel correspondence using a different approach.

One of the most celebrated results in the theory was given by Collin and
Rosenberg [14], who solved a Dirichlet problem over unbounded domains
of H2 for the minimal surface equation with asymptotic boundary values
±∞ over geodesics arcs in the boundary of the domain. This problem is
known as the Jenkins-Serrin problem and was treated earlier by Nelli and
Rosenberg in [71] for bounded domains. This problem take its name from
the analogous problem in R3 originally discussed by Jenkins and Serrin
in [41]. Collin and Rosenberg use these examples of minimal surfaces to
construct minimal entire graphs in H2×R which are conformally equivalent
to the complex plane C, disproving a conjecture by Schoen and Yau, since
such graphs induce a harmonic diffeomorphism between C and H2 through
the natural projection over the first factor. Later, Mazet, Rodrı́guez and Ro-
senberg in [61] solved the Jenkins-Serrin problem for much more general
domains. Some particular cases of this problem was studied in S̃L2(R) by
Younes [94] y Melo [69] and by Pinheiro in Nil3 in [80]. In Section 1.3 we
collect the main results in this topic and we solve the Jenkins-Serrin pro-
blem for some special domains in S̃L2(R) and Nil3. We will use the solutions
in order to construct H-surfaces in H2 × R. This problem has also been
studied for surfaces with constant mean curvature 0 < H < 1

2 in H2 × R
in bounded domains by Hauswirth, Rosenberg and Spruck in [38] and in
unbounded domains by Folha and Melo in [28]. In this case, the H-graphs
take asymptotic values ±∞ over curves of constant curvature ±2H.

Minimal surfaces with total finite curvature in H2×R.
Another topic that has received a considerable attention within the theory

is the construction and classification of minimal surfaces with finite total
curvature in H2×R, that is, these whose Gauss curvature is integrable as a
function in the surface. In the Euclidean space R3, minimal surfaces with
finite total curvature are one of the best known families thanks to the work
of Osserman [76]. Using that the Gauss map of a minimal surface in R3 is
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conformal, if the total curvature is finite, it has to be a multiple of −4π and
the surface is conformally equivalent to a compact Riemann surface minus
k points by a result of Huber [40].

It expected that in H2×R the family of minimal surfaces with finite total
curvature has relevant properties. In fact, the combined work of Haus-
wirth and Rosenberg [36], Hauswirth, Nelli, Sa Earp and Toubiana [35]
and Hauswirth, Menezes y Rodrı́guez [33] shows that an immersed mini-
mal surface has finite total curvature if and only if it is proper, has finite
topology, and each of its ends is asymptotic to an admissible polygon at
infinity (see Definition 2.2 and Theorem 2.4). It follow form [36] that an
orientable minimal surface with total finite curvature is conformally equi-
valent to a compact Riemann surface minus k points which correspond to
the ends of the surface, and the total curvature satisfies a Gauss-Bonnet
type formula as expressed by equation (2.1); in particular, it is a multiple
of −2π, see Theorem 2.1. It is important to remark that the study of mi-
nimal surfaces with finite total curvature in H2 × R is easier than in the
rest of E(κ, τ)-spaces, due in part to the fact that the Gauss curvature is
negative in this case as shown by the Gauss equation K = detA − ν2, see
Equation (1.8).

Although this characterization is very satisfactory from a theoretical
point of view, it seems tough in general to determine whether or not a given
family of admissible polygons actually bounds a minimal surface, or if a
given topological type can be realized by such a surface. In fact, there are
not many examples of surfaces with finite total curvature in the literature.
Let us highlight some of the most relevant constructions:

The simplest case is that of flat minimal surfaces, which must be
vertical planes. In particular, vertical planes are the only complete
minimal surfaces with zero finite total curvature, see [39, Corollary 5].

A minimal Scherk graph in H2 × R is a minimal graph over a geodesic
ideal polygon of H2 with 2a vertexes, a ≥ 2, taking alternating limit
values +∞ and −∞ on the sides of the polygon. They are solutions
to the most simply Jennkins-Serrin problems over an unbounded do-
main, whose existence follows from [71, 14]. They have genus 0, and
one end asymptotic to an admissible polygon at infinity with a geode-
sics in H2×{±∞}. These surfaces have total curvature −2(a−1)π. The
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case a = 2 gives rise to the only complete minimal surfaces with total
curvature −2π, as shown by Rodrı́guez and Pyo [83, Theorem 4.1].

The Twisted Scherk surfaces constructed by Pyo and Rodrı́guez in [83]
with genus 0, one end, and total curvature −4bπ for any b > 1. Some
of these surfaces are embedded and they are the only examples of
minimal surfaces with finite total curvature that are not graphs or bi-
graphs, (here, a bigraph is nothing but the union of two graphs being
one obtained from the other by a mirror symmetry about a horizontal
plane H2 × {t0}).

The minimal k-noids constructed by Morabito and Rodrı́guez [70] (also
by Pyo [81] in the symmetric case) have finite total curvature, genus
0 and k > 2 ends asymptotic to vertical planes. Inside this family we
can find the horizontal catenoids (k = 2) which were characterized by
Hauswirth, Nelli, Sa Earp and Toubiana in [35] as the unique com-
plete connected minimal surfaces with finite total curvature with two
ends, each of them asymptotic to a vertical plane, see Theorem 2.7.
We remark that the family of minimal surfaces with finite total curva-
ture and planar ends is not hitherto well understood, not even in the
case of genus 0.

For genus g > 0, Martı́n, Mazzeo and Rodrı́guez construct in [58] pro-
perly embedded minimal surfaces with finite total curvature in H2×R
of genus g and k ends asymptotic to vertical planes, for arbitrary ge-
nus g ≥ 0 and k sufficiently large depending on g.

In Section 3.2 we enlarge this list by constructing minimal surfaces with
finite total curvature with genus 1 and k ≥ 3 ends each of them asymptotic
to a vertical plane.

There are no many examples of surfaces with finite total curvature in
S̃L2(R), in Section 2.2.1, following the ideas of Rodrı́guez and Pyo [83] we
construct examples in S̃L2(R) that are analogous to the Twisted Scherk sur-
faces. These can be seen as solutions to the asymptotic Plateau problem
when Γ is an admissible polygon at infinity (see epigraph ”The asympto-
tic Plateau problem in S̃L2(R)”). We will show that they have finite total
curvature by a result of Hauswirth, Menezes and Rodrı́guez in [33], see
Theorem 2.12.
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Minimal surfaces with total curvature −4π in H2×R. By the above men-
tioned result by Rodrı́guez and Pyo, the next possible value of the finite
total curvature for which there is not a classification is −4π. With this total
curvature the only known examples are the Scherk graphs over an ideal
geodesic hexagon, the Twisted Scherk surfaces with b = 1 and the hori-
zontal catenoid. In Section 2.1, we analyze the complete minimal surfaces
properly embedded in H2 ×R with total curvature −4π. We prove that such
a surface must be a horizontal catenoid or a simply connected surface with
one end asymptotic to some admissible polygon at infinity, see Theorem 2.9
and Figure 2.1.

However, the classification of complete minimal surfaces properly em-
bedded in H2 × R with total curvature −4π is still open, and we expect that
the Scherk graph, the Twisted Scherk graphs, and the horizontal catenoid
are the unique examples.

Conjugate constructions in E(κ, τ) spaces.
Given the spaces E(κ, τ) and E∗(κ∗, τ∗), where κ − 4τ2 = κ∗ − 4(τ∗)2, and

given θ,H,H∗ ∈ R verifying iH+τ = eiθ(iH∗+τ∗), Daniel [17] proved that the-
re is an isometric correspondence between H-surfaces of E and H∗-surface
of E(κ∗, τ∗), see Theorem 3.1. This correspondence is particularly relevant
when we apply it between minimal surfaces in E(κ, τ), and H-surfaces in
M2(ε)×R for ε ∈ {−1, 0, 1}, which corresponds with choosing θ = π

2 in Theo-
rem 3.1. These corresponding immersions are known as conjugate immer-
sion. In this case the parameters are univocally determined by κ = 4H2 + ε

and τ = H. The case k = 4τ2 (and consequently ε = 0) corresponds to the
Lawson correspondence between minimal surfaces of S3 and 1-surfaces in
R3.

This correspondence shows the relevant role of the critical value for
the mean curvature H = 1

2 in H2 × R, being the behaviour of the surface
very different for 0 < H < 1

2 , H = 1
2 or H > 1

2 . We have that a H-surface
with 0 < H < 1

2 in H2 × R is locally isometric to a minimal surface in
S̃L2(R) = E(4H2−1, H), a 1

2-surface in H2×R is locally isometric to a minimal
surface in Nil3 = E(0, 1

2) and a H-surface with H > 1
2 is locally isometric to

a minimal surface in the Berger sphere E(4H2 − 1, H), see Table 3.1.

The fact that the conjugation has special properties among all sister
surfaces for any θ ∈ R is due to the next correspondence between curves
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proved independently by Manzano and Torralbo in [54] and by Plehnert
in [77]: If φ : Σ→ E(4H2 + ε,H) and φ∗ : Σ→M2(ε)×R are conjugate immer-
sions and α ⊂ Σ is a differentiable curve, then if γ = φ(α) is a horizontal
(resp. vertical) geodesic of E(4H2+ε,H), if and only if γ∗ = φ∗(α) is contained
in a vertical (resp. horizontal) plane of M2(ε)×R. Moreover, φ∗(Σ) intersects
orthogonally such a plane along γ∗, see Theorem 3.6. Furthermore, the-
re is a correspondence between axial symmetries about horizontal (resp.
vertical) geodesics and mirror symmetries about vertical (resp. horizontal)
planes, see Proposition 3.7.

This gives rise to the following technique to construct H-surfaces the
product spaces, known as the conjugate technique and based on the ideas
of Lawson [46] and Karcher [43] in the space forms: first, we consider a
minimal surface in E(4H2 + ε,H) whose boundary is composed of horizon-
tal and vertical geodesics; second we consider the conjugate surface in the
product space; and finally we extend this conjugate surface until a com-
plete surface in M2(ε) × R is obtained. This technique has been used in
several constructions of minimal and mean curvature surfaces, see for ins-
tance [54, 55, 56, 57, 59, 62, 70, 77, 78, 81]. In this work we have focused
and produced new techniques to treat the case when the minimal surface
has vertical ideal geodesics (only possible in S̃L2(R) or H2 × R) or when it
has horizontal ideal geodesics. This kind of surfaces are usually obtained
as a solution of a Jenkins-Serrin problem.

In Section 3.1 we study in detail the properties of the conjugate cons-
truction. We emphasize the analysis of the conjugate curve of a vertical
segment contained in the boundary of a multigraph Σ. Here, we show that
for H > 0, the direction of the rotation of the normal vector along this
segment plays a determinant role since the bundle curvature of the spa-
ce E(4H2 − 1, H). Observe that the bundle curvature depends in turn on
the orientation of the ambient space. If Γ ⊂ ∂Σ is a vertical segment and
Γ∗ ⊂ H2 × {t0} denotes the conjugate curve in the boundary of the conju-
gate surface Σ∗, then we define θ the angle of rotation along Γ as the angle
between N and the horizontal vector fields {E1, E2} in a positively orien-
ted orthonormal frame {E1, E2, ξ}. Let Ω ⊂ M2(4H2 − 1) be the domain over
which Σ is projecting, let N∗ be the normal of Σ∗, and let Ω∗ be the domain
(possibly non-embedded) where Σ∗ is projecting. Then we deduce the next
properties:
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If θ′ > 0 ( resp. θ′ < 0) then, N∗ points to the interior (resp. exterior)
of Ω∗ along Γ∗ with κg < 2H (κg > 2H), and Σ∗ is locally contained in
H2 × (−∞, z0] (H2 × [z0,+∞)) around Γ∗.

If 4H2 − 1 < 0, θ′ > 0 y
∫

Γ θ
′ ≤ π, then Γ∗ is embedded.

This is illustrated by Figure 3.2, see also Equation (3.10) and Theorem 3.10.
This imply that conjugate H-surfaces will behave very differently for oppo-
site direction of rotation as we will see in the examples constructed in Sec-
tion 3.3. This highlight the importance of the orientation in E(κ, τ)-spaces.

Construction of minimal k-noids and Saddle Towers with genus 1 in
H2 × R. We will use the Daniel correspondence in the case H = 0 in order
to construct of properly Alexandrov embedded minimal surfaces with finite
total curvature, genus 1 and k ≥ 3 ends. They are conformally equivalent to
a torus minus k points and can be seen as the counterparts of the k-noids
of genus 1 in R3 constructed by Mazet in [59]. In fact our construction is
inspired by this work of Mazet, and by the construction for 1

2-surfaces with
genus 1 in H2 × R given by Plehnert [77].

Outside a compact set, these surfaces look like the minimal k-noids
constructed by Morabito and Rodrı́guez [70] and Pyo [81], since they are
asymptotic to k vertical planes, our examples are also symmetric with res-
pect to k equiangular vertical planes containing a common geodesic, see
Theorem 3.17 . Although each end is embedded, these surfaces are not
globally embedded in general. There are not examples for k = 2 since they
wold contradict the uniqueness of the horizontal catenoids given by Haus-
wirth, Nelli, Sa Earp and Toubina [35] see Theorem 2.7.

In order to construct the genus 1 k-noids we begin by considering the
solution of a Jenkins-Serrin problem in H2 × R over a geodesic triangle
∆ ⊂ H2 with two interior vertices and one ideal vertex. If we fix an interior
vertex and the ideal vertex (for example, in (0, 0) and in (1, 0) in the disk
model for H2), the triangle is determined by the length a > 0 of the finite
side and the angle 0 < ϕ < π

2 at (0, 0). We call Σ(a, ϕ, b) the solution to the
Jenkins-Serrin problem which takes the value +∞ on the side opposite to
(0, 0), a finite value b ∈ R on the side of length a, and 0 on the other side,
see Figure 3.4.
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The conjugate surface Σ∗(a, ϕ, b) is another minimal graph in H2 × R
because of the Krust-type theorem proved by Hauswirth, Sa Earp and Tou-
biana in [39] that we will discuss later. The two horizontal geodesics contai-
ned in the boundary of Σ(a, ϕ, b) correspond by conjugation two symmetry
curves of symmetry of Σ(a, ϕ, b)∗ contained in vertical planes. The half ver-
tical geodesic and the segment of length |b| correspond by conjugation with
two symmetry curves of Σ(a, ϕ, b)∗ contained in horizontal planes, see Figu-
re 3.4.

Our goal will be to find values of (a, ϕ, b) that ensure that, after reflecting
Σ∗(a, ϕ, b) by mirror symmetries across the horizontal and vertical planes of
symmetry, we obtain a complete surface of genus 1.

As in the work of Plehnert [77], we define two period problems, to obtain
the desired complete genus-1 surface, see Section 3.2.1. The first problem
will be solved when the two horizontal curves of symmetry contained in the
boundary of Σ(a, ϕ, b) lie in the same horizontal plane. The second period
problem will be solved when the vertical planes containing the symmetry
curves intersect with an angle π

k . We observe that when b = 0 and ϕ = π
k we

recover the (symmetric) minimal k-nodois of Morabito and Rodrı́guez [70]
and Pyo [81].

We will prove, that for any π
k < ϕ < π

2 there exist aϕ and bϕ solving
the two periods problems, giving rise after reflections across the symmetry
planes a complete minimal surface of genus-1 and k ends.

The value bϕ is univocally determined by ϕ and aϕ. However, our analysis
of the second period function does not allow us to prove the uniqueness of
aϕ since it is not clear the dependence of the second problem with respect
the parameters. Although, it is expected that there are values of ϕ for which
the complete surface will be embedded, it seems difficult to prove it. observe
that the fundamental piece is a vertical graph contained in a half-space but
we can lose the embeddedness after reflecting the fundamental piece about
the vertical planes of symmetry. We can ensure that the complete surface
is embedded if the value aϕ that solves both period problem is bigger than
some quantity aemb(ϕ), see Equation (3.21).

By a similar argument to that of Collin and Rosenberg in [14] using
Fatou’s Lemma, we prove that the obtained surfaces have finite total cur-
vature. However, it can be also proved by means of the characterization
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of minimal surfaces with finite total curvature of Hauswirth, Menezes and
Rodrı́guez in [33], since these surfaces are proper, have finite topology and
the asymptotic boundary of each end coincides with the asymptotic boun-
dary of a vertical plane, so it is an asymptotic polygon ant infinity. The
study of minimal surfaces with finite total curvature in [36, 35, 33] will
also allow to control the asymptotic behaviour of the ends of the k-noids
with genus 1.

Moreover, we can adapt this construction to produce minimal surfa-
ces invariant by a vertical translation, similar to the Saddle Towers given
in [70]. These surfaces have genus 1 in the quotient of H2×R by the vertical
translation, see Theorem 3.18. We can see that they have finite total cur-
vature in the quotient using in this case the characterization of of minimal
surfaces with finite total curvature in the quotient spaces of H2 × R given
by Hauswirth and Menezes in [32]. These are the first examples where this
characterization is used.

The analysis of the period problems also allow us to find minimal surfa-
ces that are invariant by a discrete group of parabolic or hyperbolic trans-
lations instead of a discrete group of rotations. We call these examples pa-
rabolic or hyperbolic∞-noids, respectively, see Figure 3.10. These are obtai-
ned when the vertical planes of symmetry of Σ∗(a, ϕ, b) are asymptotic ( pa-
rabolic ∞-noids) or they lie at positive distance (hyperbolic ∞-noids). They
have infinitely many ends and we can guarantee the embeddedness for so-
me hyperbolic ∞-noids since we can choose the parameter aϕ > aemb(ϕ),
see Theorem 3.25.

Construction of H-surfaces in H2 × R and the Krust property. In the
previous sections we have given several reasons why the conjugate techni-
que has been specially relevant in the case H = 0. One of them reason is
the fact that Hauswirth, Sa Earp and Toubiana [39] extended a theorem
of Krust (unpublished, see [43, Theorm 2.4.1] ) showing that the conjugate
minimal surface of a minimal graph in a product space H2 × R, defined on
a convex domain of H2, must be a graph, see Theorem 3.15. This result
has turned out to be very useful to deal with the embeddedness of the con-
jugate minimal surface as in the case of the minimal k-noids of Morabito
and Rodrı́guez [70] and Pyo [81], or in the proof that the ends of the genus
1 minimal k-noids are embedded, among other constructions. Although it
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was expected that this property also holds true for the case 0 < H < 1
2 ,

since H-surfaces in H2 × R are often similar to minimal surfaces in R3. In
Section 3.3.4, we will show that this property fails in general for all H > 0. It
is a very interesting problem to find extra hypothesis that ensure a Krust-
type theorem for 0 < H < 1

2 . The importance of such a result is motivated
by the fact that is usually one of the most difficult problems in conjugate
constructions. Recently, Manzano and Torralbo have proved the embed-
dedness in some particular case for H > 1

2 using techniques that require
to identify functions with geometric content in the kernel of the common
stability operator of conjugate surfaces, see [56].

For 0 < H ≤ 1
2 , our counterexamples to the Krust property in Theo-

rem 3.37 belong to a broader 2-parameter family of H-surfaces in H2 × R
that also depend on a fixed integer k ≥ 2 indicating the number of ver-
tical planes of symmetry and the number of ends. These surfaces inclu-
de the symmetric Saddle Towers and minimal k-noids of Morabito and
Rodrı́guez [70] and Pyo [81] when H = 0. Nevertheless, for 0 < H ≤ 1

2 ,
its behaviour is very different; for instance, there are non-embedded exam-
ples with two ends for any value of 0 < H < 1

2 , unlike the case H = 0 where
all horizontal catenoids are embedded.

More concretely, for each 0 ≤ H ≤ 1
2 and for each integer k ≥ 2, we cons-

truct a 2-parametric family of H-surfaces properly Alexandrov embedded
that we denote by Σ

∗
a,b ⊂ H2 × R, a, b ∈ (0,∞] (no both of them equal to ∞).

These surfaces are invariant by mirror symmetries over a horizontal plane
and k equiangular vertical planes sharing a common vertical geodesic. We
have the following cases (see Figure 1 and Theorem 3.28).

(a) If a, b < ∞, then Σ
∗
a,b are called saddle towers. They are simply periodic

in the vertical direction, they have genus 0 and 2k ends in the quotient
of H2×R by a vertical translation, each end is asymptotic in the quotient
to the half of a H-cylinder. We study them in Section 3.3.1.

(b) If a = ∞ and b < ∞, then Σ
∗
∞,b are called (H, k)-noids (or H-catenoids

if k = 2). They have genus 0 and k ends. If H ∈ [0, 1
2), then each end is

embedded and contained in the concave part of a H-cylinder to which
it is asymptotic. If H = 1

2 , then each end is tangent to the asymptotic
boundary ∂∞H2 × R along a vertical ideal geodesic. We study this case
in Section 3.3.2.
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(c) If a <∞ and b =∞, then Σ
∗
a,∞ are called (H, k)-nodoids (or H-catenodoids

if k = 2). They have genus 0 and k ends. If H ∈ [0, 1
2), then each end is

embedded and contained in the convex part of a H-cylinder to which it
is asymptotic. If H = 1

2 , then the corresponding H-cylinders disappear
at infinity. We study this case in Section 3.3.3.

If 0 ≤ H ≤ 1
2 , the (H, k)-noids Σ

∗
∞,b coincide with the surfaces cons-

tructed by Plehnert in [78] by conjugation. Moreover, the 1
2-catenoids were

originally discovered by Daniel and Hauswirth in [20], by means of its har-
monic Gauss map as surfaces of critical mean curvature. If H = 0 the
surfaces Σ

∗
a,b and Σ

∗
b,a are congruent for all a, b ∈ (0,∞], and the subfamilies

of (0, k)-noids and (0, k)-nodois are the same (see Remark 1.14). The coun-
terexamples to the Krust property appear in the family of H-catenodoids
where we find non-embedded surfaces which come from by conjugation of
a minimal graph in E(4H2 − 1, H) over a convex domain in M2(4H2 − 1).

The fundamental piece of the minimal initial surface Σa,b is a minimal
graph in E(4H2 − 1, H) over a triangle Ta,b ⊂ M2(4H2 − 1) determined by
the angle π

k in one of its vertexes (we assume it is (0, 0)) and the lengths
a, b ∈ (0,∞], not both ot them equal to ∞, of the adjacent sides to that
vertex. This fundamental piece of Σa,b is a solution of a Jenkins-Serrin
problem with values 0 over the sides of length a and b and +∞ in the other
side. When a =∞ or b =∞ the triangle becomes in a non bounded triangle
with one ideal vertex in H2(4H2 − 1), or in a half strip in R2 with and angle
π
k if H = 1

2 , see Figure 3.11. The boundary of the conjugate surface of the
fundamental piece consists of two symmetry curves contained in vertical
planes which intersect with angle π

k and two symmetry curves contained
in horizontal planes, but one of them is ideal in the limit cases a = ∞ or
b =∞. By successive reflections about these vertical and horizontal planes
we obtain the desired surfaces Σ

∗
a,b.

In the case when a and b are finite, the solution of the Jenkins-Serrin
problem can be deduced from the results of Younes in [94] for 0 < H < 1

2

and from the results of Pinheiro in [80] for H = 1
2 . However, when a = ∞

or b = ∞, these results must be adapted to guarantee the existence of
solution, see Section 1.3.1. It is specially significant the case of b = ∞
and H = 1

2 , since in order to obtain the solution of the Jenkins-Serrin
problem we construct a new family of minimal surfaces in Nil3 that solve
the problem for k = 2 and act as barriers. These belong to a family of
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horizontal helicoids that we denote by Hµ, foliated by Euclidean straight
lines, see Figure 1.10. We observe that these lines are not geodesics in
Nil3. The family Hµ includes the helicoids given by Daniel and Hauswirth
in [20, Section 7] with different techniques, as well as other helicoids with
different direction of rotation and entire minimal graphs (among them we
find the invariant graphs of Figueroa, Mercuri and Pedrosa [30]). Daniel in
[19, Examples 8.4] gave another family of entire minimal graphs foliated by
straight lines not includes in our family Hµ.

The uniqueness in these problems in H2 × R for unbounded domains
can be proved using the general maximum principle of Mazet, Rosenberg
and Rodrı́guez [61], see Theorem 1.12. This result extends easily to S̃L2(R)

since here the base surface is also H2 and we have a well defined notion
of asymptotic boundary. Nevertheless, it seems complicate that a similar
results holds true in Nil3, where there is not a well defined asymptotic
boundary. In fact, it is not clear if the solution that we give over the half-
strip (even for the k = 2) is unique. Even more, in the limit case a = b =∞,
Nelli, Sa Earp and Toubiana proved that the solution to the Jenkins-Serin
problem is not unique, see [74].

As H 6= 0, different directions of the rotation of the normal θ along the
vertical geodesics Γ ⊂ Σa,b imply different curvature estimates for the con-
jugate curves Γ∗ ⊂ Σ∗a,b, as we mentioned above, see Equation (3.10) and
Theorem 3.10. In particular, we exploit the fact that swapping the boun-
dary values +∞ and −∞ in a Jenkins-Serrin problem (that is, swapping
a and b in our construction) outputs very different H-surfaces. We have
the (H, k)-noids (resp. (H, k)-nodoids) when a = ∞ (resp. b = ∞) and the
rotation along the vertical geodesics contained in Σ∞,b (Σa,∞ resp.) is in the
positive (resp. negative) direction, see Figure 3.11.

The differences can be also illustrated by the case of spherical helicoids
in Berger spheres, in which different directions of rotation of such an he-
licoid lead to rotationally invariant unduloid-type or nodoid-type surfaces
in H2 × R with H > 1

2 , as observed by Manzano and Torralbo in [54, Pro-
position 1], this motivates the name of (H, k)-nodoids and H-catenodoid.
Likewise, vertical helicoids in S̃L2(R) or Nil3 give rise to embedded and non-
embedded rotationally invariant H-surfaces in H2×R with 0 < H ≤ 1

2 , which
are described, for example in [73, Proposition 5.2].

The limit of Σ
∗
a,b when a → 0 or b → 0 is the union of k asymptotic
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vertical H-cylinders that produce, after a suitable rescaling, a symmetric
minimal k-noid in R3, see Remark 3.30. As a matter of fact, for small va-
lues of the parameters, H-catenoids and H-catenodoids desingularize two
tangent vertical H-cylinders from the concave or the convex side, respec-
tively. In Lemma 3.29, we will show that there is a unique H-catenoid or
H-catenodoid for each prescribed signed distance (in the admissible range)
between the asymptotic vertical H-cylinders. Moreover, we discuss how, in
the case H = 1

2 , the possible asymptotic horocylinders of the (1
2 , k)-noids

and (1
2 , k)-nodoids disappear at infinity.

After the description of the symmetries and the asymptotic behaviour of
the surfaces Σ

∗
a,b, one of the most interesting problems we deal with in Sec-

tion 3.3, is the embeddedness of Σ
∗
a,b. Unlike the minimal Saddle Towers,

the embeddedness of Σ
∗
a,b may fail for H > 0, even when the fundamental

piece is embedded, since it could scape from the horizontal slab of H2 × R
determined by the horizontal planes that contain the boundary curves and
produce self-intersections after reflecting the fundamental piece about the-
se planes. By Studying the angle function of the surface Σa,b in Lemma 3.31
and Proposition 3.33, we prove that Σ

∗
a,b lies inside the slab for k = 2, but

not in general for values of the parameters a, b and k ≥ 3.

The embeddedness of the fundamental piece is therefore analysed by
studying the embeddedness of the conjugate curves of the vertical geodesic
contained Γ in Σa,b, where the angle of rotation θ along Γ is again deter-
minant. In fact, when θ′ > 0 along Γ we can guarantee the embeddedness
of the conjugate curves if the total variation of the normal is less than or
equal to π, see item (c) in Theorem 3.10. This, along with the study of the
limit surface Σ∞,∞, which is a Scherk ideal H-graph if 0 < H < 1

2 or a entire
graph when H = 1

2 , allows us to give conditions for the embeddedness of
some (H, k)-noids and (H, k)-nodoids (see Propositions 3.34 and 3.35). For
0 < H < 1

2 , all the H-catenoids are embedded while there are embedded
and non-embedded H-catenodoids (see Figure 3.12). As for H = 1

2 the pos-
sible asymptotic horocylinders disappear at infinity: all the 1

2-catenoids are
embedded and all the 1

2-catenodoids are non-embedded. The domain of H2

over which they project has been numerically drawn in Figure 3.13.

It would be interesting to prove that the H-catenoid and H-catenodoids
have finite total curvature and to prove a Schoen type theorem similar to
that Hauswirth, Nelli, Sa Earp and Toubiana in [35] in the minimal case.
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Another interesting problem will be to construct complete H-surfaces
with genus 1 in H2 × R, for 0 < H < 1

2 similar to the case H = 0 previously
described. The main difficult is that we do not have a the Krust property,
which is used strongly in the case H = 0, plus there is no available descrip-
tion of H-surfaces with finite total curvature.

The asymptotic Plateau problem in S̃L2(R).
Another problem treated during the last years in the theory of minimal

surfaces in H2 × R, and later in S̃L2(R), is the so-called asymptotic Plateau
Problem. For a given curve Γ in the asymptotic boundary with possibly a
finite number of connected components which are simple and closed, the
asymptotic Plateau problem is to decide if there exists an area-minimizing
surface or a minimal surface with asymptotic boundary Γ. This problem
has been well studied in H2×R, motivated by the results of Anderson [3, 4]
about the same problem in H3.

The first result obtained in this theory was the Radó type theorem given
by Nelli and Rosenberg in [71]. Recall that they show that for a simply
closed curve Γ which projects graphically over ∂∞H2 there exists a unique
complete minimal surface with asymptotic boundary Γ. Such a surface is
also a vertical graph, and therefore area-minimizing. This result extends
easily to S̃L2(R) as Folha and Peñafiel showed in [29].

On the other hand, if Γ is the union of two disjoint circles in the asym-
ptotic boundary of H2 at vertical distance less than π, then Nelli and Ro-
senberg showed in [71, 72] that there exists a rotational catenoid with
asymptotic boundary Γ. The same happens in S̃L2(R) when the distance is
less or equal than

√
1 + 4τ2π. This constant also appears in the surfaces

known as Tall Rectangles, which receive this name since their asymptotic
boundary is a rectangle of height bigger than π in H2 × R and bigger than√

1 + 4τ2π in the half-space model of S̃L2(R), see (1.25). Note that the shapes
in the ideal boundary of S̃L2(R) essentially depend on the model.

This motivates the following notion of height of a curve in the asymptotic
boundary of S̃L2(R) which also applies to H2×R when τ = 0. Given a curve Γ

in ∂∞S̃L2(R) possibly disconnected, let Ω = ∂∞S̃L2(R)\Γ. For each p ∈ ∂∞H2,
let hΓ(p) be the length of the shortest connected component of ({p}×R)∩Ω.
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We define the height of Γ as (see [45, Definition 1.1])

hΓ = ı́nf
p∈∂∞H2

hΓ(p).

We say that Γ is tall if hΓ(p) >
√

1 + 4τ2π for all p ∈ ∂∞H2.

Coskunuzer in [15], using the Tall Rectangles as barriers in a limit pro-
cess, proved that, for any tall curve Γ, there exists an area-minimizing
surface in H2×R (possibly disconnected) with asymptotic boundary Γ. Mo-
reover, he gave a non-existence result for area-minimizing surfaces when
the height of a curve is less than π in an open arc. He also studied a more
general problem when the curve Γ has components in H2×{±∞}. Kloeckner
and Mazzeo in [44] have also considered the problem in H2 × R for curves
Γ with components in H2 × {±∞}, showing that they must be geodesics.
They have also given an example of a curve Γ in the asymptotic boundary
of H2 × R whose height is smaller than π such that there are not area-
minimizing surfaces with asymptotic boundary Γ, but there is a minimal
surface with asymptotic boundary Γ.

Sa Earp and Toubiana proved in [88] a general non-existence result for
minimal surfaces in H2 × R, showing that there are not minimal surfaces
properly immersed in H2 ×R that have a thin tail, that is, there is a vertical
line L in ∂∞H2 and a subarc Γ′ ⊂ Γ such that Γ′ ∩ L 6= ∅ and ∂Γ′ ∩ L = ∅
that Γ′ is in one side of L, and Γ′ is contained in a slab of height π. As
consequence, they proved that there are not minimal surfaces in H2 × R
with asymptotic boundary a Jordan curve homologous to zero in ∂∞H2 × R
strictly contained in a slab of height π.

Ferrer, Martı́n, Mazzeo and Rodrı́guez in [27] proved existence and non-
existence results for minimal annuli in H2 × R having two curves in the
asymptotic boundary projecting graphically onto ∂∞H2. Klaser, Menezes
and Ramos in a recent work [45] extend some of these results to S̃L2(R).
Using the Tall Rectangles in S̃L2(R) they prove that for any tall curve Γ in
∂∞(S̃L2(R)) there is an area-minimizing surface in S̃L2(R) (possibly discon-
nected) with asymptotic boundary Γ. They also obtain a a non-existence
result when the height of the curve is less than (

√
1 + 4τ2 − 4τ)π in an open

arc. Their estimate is only valid when |τ | < 1√
12

, because following the ideas
of Coskunuzer and Sa Earp y Toubiana, they send to infinity a compact
piece of the rotational catenoid in order to compare the translated catenoid
with the possibly area-minimizing surface. The curves in the boundary of
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this piece of the catenoid are contained in the minimal surface known as
umbrella (the union of all horizontal geodesics through a point, see Exam-
ple 1.8), which is not invariant by hyperbolic translations, unlike in the
case of H2×R. This entails that the gap between the boundary components
does not remain constant when we translate the piece of the catenoid, not
leading the expected optimal estimate.

In Chapter 4 we will extend the non-existence results for minimal surfa-
ces of Sa Earp and Toubiana [88] to the case of S̃L2(R) and we will improve
the non-existence result for area-minimizing surfaces of Klaser, Menezes
and Ramos [45] obtaining the expected estimate

√
1 + 4τ2π. Ww would like

to remark that Theorems 4.6 and 4.11, in which these result are proved,
are local in the sense that the hypothesis on the curve are only needed in
a neighbourhood.

In the proof of Theorem 4.6 we cannot use rotational catenoids as Sa
Earp y Toubiana did because of the above reasons. To overcome this pro-
blem, we construct a family of compact minimal annuli in S̃L2(R) in the
half-space model whose boundary curves are contained in a minimal sur-
face invariant by hyperbolic translations, that we call Slice and we denote
by S. In the half-space model of S̃L2(R) this surface has equation {t = t0},
where t is the third coordinate. Moreover, we take advantages of the fact
that in this model there are some hyperbolic translations with a simple ex-
pression, that keep the third coordinate constant, see Section 1.2 for the
details about the space S̃L2(R). This annuli are constructed by the Dou-
glas criteria, by comparing an annulus that is defined using the height
function of the rotational catenoid in H2 × R, with two compact disk of
the Slices {t = 0} and {t = h} with the same boundary, see Section 4.1.
Moreover, we will use these annuli to extend the non-existence results for
area-minimizing surfaces of Klaser, Menezes and Ramos when the height of
the curve is less than the expected constant

√
1 + 4τ2π, see Theorem 4.11.

The estimate of the height is sharp in both Theorems except for maybe the
critical value hΓ =

√
1 + 4τ2π, being this problem still open in H2 × R.

The Slab Theorem. Another important problem in the theory of minimal
surfaces is to classify such surfaces by their topological type. Collin, Haus-
wirth and Rosenberg proved in [12] that a properly immersed minimal sur-
face in H2×R of finite topology inside a slab of width strictly less than π has
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multigraphical ends. Moreover, if the surface is embedded, it has graphical
ends; and if in addition it is simply connected, then it is an entire graph.
This result is known as the Slab Theorem. Lima in [48] extended this result
to the case τ 6= 0 by replacing the slab region by a generalized slab region,
see Definition 4.12. In Section 4.3 we prove a Slab Theorem in S̃L2(R) in
the region between an entire minimal graph G1 in the cylinder model whose
asymptotic boundary is a closed graphical curve over ∂∞H2 and it is boun-
ded away from the vertical (see Definition 4.12), and its translated copy
G2 := G1 + (0, 0,

√
1 + 4τ2π − ε), where ε is any positive number less than√

1 + 4τ2π, see Theorem 4.13.

To this end, we use again the family of annuli constructed in Sec-
tion 4.1. The main idea is to prove that we can move around the asymptotic
boundary of the entire graphs in such a way the annuli separate the two
entire graphs near the asymptotic boundary. That is possible thanks to the
nice properties of the annuli. After that, one can follow the same ideas of
Collin, Hauswirth and Rosenberg [12] and Lima [48] in order to prove the
result using the Dragging Lemma of Collin, Hauswirth and Rosenberg, see
Lemma 4.16.

Jenkins-Serrin constructions and the Scherk helicoidal examples. Re-
lated to the asymptotic Plateau problem are the constructions of minimal
surfaces in H2 × R in [83] and the counterparts in S̃L2(R) of the Sec-
tion 2.2.1. They solve the asymptotic Plateau problem for some special
curves Γ composed of vertical straight lines in ∂∞H2 × R and horizontal
geodesics in H2 × {±∞}.

Similar techniques as in [83] are used in [84] to construct complete em-
bedded minimal surfaces in H2 × R which are non proper. These surfaces
are interesting in relation to the Calabi-Yau conjecture for embedded mini-
mal surfaces. This conjecture says that any complete embedded minimal
surface in R3 is necessarily proper. Colding and Minicozzi in [8] showed
that any complete minimal surface embedded in R3 with finite topology is
proper. Meeks, Pérez and Ros in [66] weakened the hypothesis of finite to-
pology to finite genus and a countable number of limit ends. The examples
constructed by Rodrı́guez and Tinaglia in [84] show that the conjecture
does not hold in H2 × R even for simply connected surfaces. We construct
the analogous examples in S̃L2(R) in Section 4.4 showing that the conjec-
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ture does not hold either, as it was expected.



Introducción

La teorı́a de superficies mı́nimas y de curvatura media constante en el
espacio euclı́deo R3 es un área clásica de la Geometrı́a Diferencial que ha
sabido aunar fructı́feramente técnicas puramente geométricas con otras de
naturaleza analı́tica como la variable compleja, la teorı́a geométrica de la
medida y la teorı́a de ecuaciones en derivadas parciales, ası́ como con otros
campos de la Topologı́a y del Álgebra. Hoy en dı́a sigue siendo un campo de
intensa investigación y desarrollo, con aplicaciones no solo en Geometrı́a
Diferencial, sino también en otras ramas de las matemáticas, la biologı́a y
la ingenierı́a.

Los orı́genes de las superficies mı́nimas se remontan a 1760 con un
problema propuesto por Lagrange anteriormente estudiado por Euler para
el caso de superficies de revolución. Este problema consistı́a en encontrar
una superficie de área mı́nima que tuviera por frontera una curva cerrada
y sin auto-intersecciones fijada a priori. Este planteamiento se corresponde
con el posterior modelo experimental ideado por el fı́sico Plateau, que con-
sistı́a en introducir una curva cerrada de alambre fino en una disolución
de agua y jabón. Retirando el alambre cuidadosamente, aparece (si existe)
una solución a este problema formada por una pelı́cula de jabón, que tiene
en general la forma de una superficie regular y se mantiene en equilibrio
por la acción de la tensión superficial del lı́quido. Según la ley de Laplace-
Young dicha superficie tiene curvatura media nula. A las superficies con
curvatura media nula se les conoce como superficies mı́nimas.

Este problema de Lagrange aparecı́a como un ejemplo de un método
que hoy en dı́a se conoce como el Cálculo de Variaciones. Ası́, las super-
ficies área-minimizantes, es decir, aquellas que resuelven el problema de
minimización, son puntos crı́ticos del funcional Área (que equivale a ser
superficie mı́nima). Aunque no todos los puntos crı́ticos de este funcional
resuelven el problema de minimización, las superficies mı́nimas observa-
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bles son además mı́nimos locales del funcional Área. En particular, son
estables, es decir, la segunda derivada del funcional Área es mayor o igual
que cero para cualquier variación de la superficie con soporte compacto.

El concepto de superficie de curvatura media constante H ∈ R o H-
superficie se extendió a cualquier 3-variedad riemanniana como punto
crı́tico del funcional

Area− 2H · Volumen,

donde 2H coincide con la traza del operador de Weingarten, véase por ejem-
plo [5].

Es natural estudiar esta clase de superficies en las 3-variedades rieman-
nianas con mayor grupo de isometrı́as, donde la teorı́a es más rica e in-
teresante. En este sentido los espacios más simétricos son los espacios ho-
mogéneos, donde para cada par de puntos del espacio existe una isometrı́a
que lleva un punto en el otro. Los espacios homogéneos 3-dimensionales
simplemente conexos están clasificados y todos ellos son isométricos a un
grupo de Lie de dimensión 3 con cierta métrica invariante izquierda, salvo
los productos riemannianos S2(κ)×R con κ > 0, véase [65, Theorem 2.4]. De
entre ellos, los más simétricos son los espacios forma M3(κ), que son las 3-
variedades simplemente conexas con curvatura seccional constante κ ∈ R,
con grupo de isometrı́as de dimensión 6. Tras los espacios forma, los más
simétricos son los que tienen un grupo de isometrı́as de dimensión 4 que
se pueden clasificar como una familia 2-parámetrica de espacios E(κ, τ),
donde κ − 4τ2 6= 0, véase [17]. Estos son los espacios homogéneos donde
centraremos nuestro estudio.

La familia E(κ, τ) contiene a los espacios producto E(−1, 0) ≡ H2 × R
y E(1, 0) ≡ S2 × R, ası́ como a los grupos de Lie S̃L2(R), Nil3 y SU(2) con
métricas invariantes izquierda que tienen un campo de Killing unitario ξ,
véase [17, 50]. En este sentido, los espacios E(κ, τ) admiten una submer-
sión riemanniana Π : E(κ, τ) → M2(κ) con curvatura constante del fibrado
τ sobre M2(κ), la superficie simplemente conexa de curvatura constante κ,
y cuyas fibras son las curvas integrales de un campo de Killing unitario ξ.
Esta estructura se conoce como submersión de Killing, véase [50]. El campo
de Killing ξ representa pues un campo destacado que nos permite definir
los conceptos de dirección vertical, como aquella tangente a ξ, y de direc-
ción horizontal, como aquella ortogonal a ξ. Además, esta estructura nos
permite hablar de cilindro sobre una curva y de multigrafo, conceptos que
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serán de gran importancia a lo largo de toda esta memoria. Definimos el
cilindro sobre una curva diferenciable α ⊂ M2(κ) como Π−1(α) ⊂ E(κ, τ); se
tiene que Π−1(α) es una superficie llana cuya curvatura media coincide con
la mitad de la curvatura de α. Ası́ los H-cilindros, se proyectan sobre una
curva de curvatura contante en M2(κ). En el caso H = 0, a los H-cilindros
también los llamaremos planos verticales, si bien no son superficies total-
mente geodésicas cuando τ 6= 0. Una inmersión isométrica φ : Σ → E(κ, τ)

se dice un multigrafo si φ(Σ) es transversa al campo de Killing ξ, véase el
epı́grafe ”Grafos y multigrafos” de la Sección 1.1.2.

En los espacios H2 × R y S̃L2(R), que se corresponden con E(κ, τ) para
κ < 0, hay una noción de frontera asintótica que definimos a continua-
ción. Para ello identificamos topológicamente S̃L2(R) con H2 × R de forma
natural (eligiendo una sección global de Π e identificándola con H2 × {0}) y
consideraremos la compactificación producto en H2 × R. De esta forma, la
frontera asintótica de S̃L2(R) es homeomorfa a la frontera vertical ∂∞H2 × R
junto con las fronteras horizontales H2 × {+∞} y H2 × {−∞}, donde ∂∞H2

denota la frontera asintótica de H2. Esto además nos permite entender me-
jor el comportamiento asintótico en infinito de una superficie Σ inmersa
en S̃L2(R). Diremos que un punto p ∈ ∂∞(S̃L2(R)) pertenece a la frontera
asintótica de una superficie Σ, que denotaremos por ∂∞Σ, si existe una su-
cesión divergente de puntos pn ∈ Σ que converge a p en la compactificación
producto.

El estudio de superficies de curvatura media constante en los espacios
homogéneos ha tenido una considerable importancia durante los últimos
años, siendo este estudio un paso natural en la generalización de los re-
sultados clásicos en los espacios forma. Esto se pone de manifiesto por
ejemplo en los resultados de clasificación de esferas en los espacios E(κ, τ)

de Abresch y Rosenberg en [1, 2], en la reciente clasificación de esferas en
grupos de Lie métricos de Meeks, Pérez, Mira y Ros en [64], en los Teo-
remas de semi-espacio obtenidos por Mazet en [60], Daniel y Hauswirth
en [20], Hauswirth, Rosenberg y Spruck en [37] y Hauswirth, Menezes y
Rodrı́guez en [34] y en el trabajo de Daniel [17, 19] donde se generaliza
tanto la correspondencia de Lawson entre superficies mı́nimas de S3 y 1-
superficies de R3 como el concepto de familia asociada de superficies mı́ni-
mas en R3. Esto último se materializa en una correspondencia isométrica
entre H-superficies en E(κ, τ), que estudiaremos en detalle en el Capitu-
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lo 3. También han sido de especial relevancia en la teorı́a los trabajos de
Fernández y Mira [24, 25, 26], donde muestran la existencia de una apli-
cación de Gauss armónica para superficies de curvatura media constante
H = 1

2 en H2 × R y superficies mı́nimas en Nil3, trabajos que llevaron a la
solución del problema de Bernstein (esto es, a la clasificación de los grafos
enteros mı́nimos) en Nil3.

Uno de los casos más investigados de la teorı́a de H-superficies en los
espacios E(κ, τ) son las superficies mı́nimas en H2 × R a raı́z del trabajo
de Rosenberg en [85]. Después de esto hubo varios trabajos entre los que
destacamos el trabajo de Nelli y Rosenberg [71], donde muestran que el
Teorema de Bernstein falla en H2 × R resolviendo el problema de Radó pa-
ra curvas en la frontera asintótica que se proyectan gráficamente (véase
también en el epı́grafe ”El problema de Plateau Asintótico en S̃L2(R)”), el
trabajo de Sa Earp y Toubiana [87], donde clasifican superficies mı́nimas
invariantes por un grupo de isometrı́as, y el trabajo de Hauswirth [31],
donde se construyen y clasifican las superficies mı́nimas foliadas por cur-
vas horizontales de curvatura constante. Destacamos también el trabajo
de Hauswirth, Sa Earp y Toubiana en [39] donde extienden el concepto de
familia asociada e inmersiones mı́nimas conjugadas en H2 × R, ası́ como
los artı́culos de Daniel [17, 18] citados anteriormente.

Uno de los artı́culos más celebrados en la teorı́a fue el articulo de Collin
y Rosenberg [14], donde resuelven un problema de Dirichlet en dominios
no acotados para la ecuación de los grafos mı́nimos en H2 × R con valores
asintóticos ±∞ sobre lados geodésicos de un polı́gono ideal H2, conocido
como problema de Jenkins-Serrin, también tratado anteriormente por Nelli
y Rosenberg en [71] en el caso acotado, que toma el nombre del mismo
problema en el espacio R3 tratado en [41] por Jenkins y Serrin. Collin y
Rosenberg usan estos ejemplos para construir grafos enteros mı́nimos en
H2 ×R que son conformemente equivalentes al plano complejo C. Conside-
rando la proyección natural de estos grafos sobre H2, se obtiene un difeo-
morfismo armónico entre C y H2, refutando ası́ una conjetura de Schoen y
Yau. Más tarde en [61] Mazet, Rodrı́guez y Rosenberg resolvieron el proble-
ma de Jenkins-Serrin para dominios mucho más generales. Algunos casos
particulares del problema de Jenkins-Serrin fueron estudiados en S̃L2(R)

por Younes en [94] y Melo en [69] y en Nil3 por Pinheiro en [80]. En la Sec-
ción 1.3 recopilamos estos resultados y resolvemos el problema de Jenkins-
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Serrin para unos dominios particulares en S̃L2(R) y Nil3. Usaremos estos
grafos en la Sección 3.3 para construir por conjugación H-superfices en
H2×R. Este problema también ha sido estudiado para el caso de curvatura
media constante 0 < H < 1

2 en H2×R en dominios acotados por Hauswirth,
Rosenberg y Spruck en [38] y en dominios no acotados por Folha y Me-
lo en [28]. En este caso los H-grafos toman valores asintóticos ±∞ sobre
curvas de curvatura constante ±2H.

Superficies con curvatura total finita.
Otro problema que ha recibido una atención importante en la teorı́a de

superficies mı́nimas de H2×R es la construcción y clasificación de superfi-
cies mı́nimas con curvatura total finita, esto es, aquellas cuya curvatura de
Gauss es una función integrable sobre la superficie. En el espacio euclı́deo
R3 las superficies mı́nimas con curvatura total finita son una de las fami-
lias mejor conocidas gracias al trabajo de Osserman [76]. Usando que la
aplicación de Gauss de una superficie mı́nima de R3 es conforme, si su
curvatura total es finita, se prueba que esta debe ser un múltiplo de −4π

y la superficie es conformemente equivalente a una superficie de Riemann
compacta menos k puntos por el resultado de Huber [40].

Es natural esperar que en H2×R la familia de superficies con curvatura
total finita tenga propiedades destacadas. De hecho, el trabajo combinado
de Hauswirth y Rosenberg [36], Hauswirth, Nelli, Sa Earp y Toubiana [35]
y Hauswirth, Menezes y Rodrı́guez [33] muestra que una superficie mı́ni-
ma inmersa en H2 × R tiene curvatura total finita si y solo si es propia,
tiene topologı́a finita y cada uno de sus finales es asintótico a una poligo-
nal admisible en infinito (ver Definición 2.2 y Teorema 2.4). Combinando
esta clasificación con el ya mencionado trabajo previo de Hauswirth y Ro-
senberg [36] se tiene que una superficie mı́nima completa y orientable con
curvatura total finita en H2 × R es conformemente equivalente a una su-
perficie de Riemann compacta menos k puntos que se corresponde con los
finales de la superficie. Además, la curvatura satisface una fórmula de ti-
po Gauss-Bonnet como expresa la fórmula (2.1) y es un múltiplo de −2π,
véase el Teorema 2.1. El estudio de superficies mı́nimas con curvatura to-
tal finita en H2 × R es más sencillo que en el resto de espacios E(κ, τ) en
parte debido a que la curvatura de Gauss K es negativa, como muestra la
ecuación de Gauss K = detA− ν2, véase la Ecuación (1.8).
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Aunque esta caracterización geométrica de las superficies con curva-
tura total finita es muy satisfactoria desde el punto de vista teórico, es
difı́cil, en general, determinar cuándo una familia concreta de poligonales
admisibles en infinito bordean realmente una superficie mı́nima, o si hay
ejemplos para una topologı́a concreta. De hecho, no hay muchos ejemplos
con curvatura total finita en la literatura. Damos a continuación algunas
de las construcciones más destacadas.

Los planos verticales son el caso más sencillo y son los únicos que
tienen curvatura total 0, véase [39, Corollary 5].

Los grafos de Scherk son grafos mı́nimos sobre un polı́gono ideal en
H2 con 2a lados geodésicos (a ≥ 2), donde toman alternativamente
los valores +∞ y −∞. Son solución del problema de Jenkins-Serrin
más sencillo sobre un dominio no acotado, resuelto en [71, 14]. Estos
tienen género cero y un final asintótico a una poligonal admisible en
el infinito con a geodésicas en H2×{±∞}. Tienen curvatura total finita
−2(a− 1)π. En el caso de a = 2, Pyo y Rodrı́guez probaron en [83] que
son la únicas superficies mı́nimas completas con curvatura total −2π.

Los ejemplos Twisted Scherk construidos por Pyo y Rodrı́guez en [83]
con género cero, un final y curvatura total −4bπ para cada b > 0. Algu-
nos de estos son embebidos y son los únicos ejemplos conocidos hasta
ahora que no son grafos ni bigrafos, esto es, la unión de dos grafos
verticales siendo uno el reflejado de otro por una simetrı́a especular
respecto a un plano horizontal H2 × {t0}.

Los k-noides mı́nimos construidos por Rodrı́guez y Morabito en [70]
y también por Pyo en [81]. Estos tienen género cero y k finales, con
cada final asintótico a un plano vertical. Dentro de esta familia se
encuentran las catenoides horizontales cuando k = 2, que fueron ca-
racterizadas por Hauswirth, Nelli, Sa Earp y Toubiana en [35] como
la únicas superficies mı́nimas completas (conexa) con curvatura total
finita y dos finales, cada uno asintótico a un plano vertical, véase el
Teorema 2.7. Para el caso de tres o más finales asintóticos a planos
verticales no hay un resultado de este estilo, incluso cuando el género
es cero.

Para género distinto de cero, Martı́n, Mazzeo y Rodrı́guez construye-
ron en [58] superficies mı́nimas propiamente embebidas con curvatu-



27

ra total finita en H2×R de género g ≥ 0 y k finales asintóticos a planos
verticales, siendo k suficientemente grande dependiendo de g.

En la Sección 3.2 ampliaremos esta lista de ejemplos construyendo su-
perficies mı́nimas en H2 × R con curvatura total finita, género 1 y k ≥ 3

finales, cada uno asintótico a un plano vertical.

En el caso de S̃L2(R) no se conocen muchos ejemplos con curvatura total
finita, en la Sección 2.2.1, siguiendo las técnicas de Pyo y Rodrı́guez [83]
construimos los ejemplos análogos a las superficies Twisted Scherk. Estas
pueden verse como solución al problema de Plateau asintótico cuando Γ es
una poligonal admisible en el infinito (ver epı́grafe ”El Problema de Plateau
Asintótico en S̃L2(R)”). Estas tienen curvatura total finita por un resultado
de Hauswirth, Menezes y Rodrı́guez en [33], véase el Teorema 2.12.

Superficies mı́nimas con curvatura total finita −4π en H2×R. Según el
resultado de Pyo y Rodrı́guez [83] anteriormente citado, el siguiente valor
de la curvatura total para el cual no están clasificadas las superficies mı́ni-
mas completas con curvatura total finita es −4π. Con esta curvatura solo se
conocen los grafos de Scherk sobre un polı́gono ideal de 6 lados, las super-
ficies Twisted Scherk con b = 1 y la catenoide horizontal. En la Sección 2.1,
analizamos las superficies mı́nimas propiamente embebidas con curvatura
total finita −4π. Probamos que tal superficie es una catenoide horizontal
o una superficie simplemente conexa con un solo final asintótico a cierta
poligonal admisible en el infinito (véase el Teorema 2.9 y la Figura 2.1).

La clasificación completa de las superficies mı́nimas completas, embe-
bidas y con curvatura total −4π sigue siendo un problema abierto. Espe-
ramos que los únicos ejemplos posibles sean la catenoide horizontal, los
grafos de Scherk y las superficies Twisted Scherk.

Construcciones conjugadas en los espacios E(κ, τ).
Daniel en [17] reveló la existencia de una correspondencia isométrica

de tipo Lawson para H-superficies en E(κ, τ). Dados los espacios E(κ, τ)

y E(κ∗, τ∗), donde κ − 4τ2 = κ∗ − 4(τ∗)2, y dados θ,H,H∗ ∈ R verificando
iH+τ = eiθ(iH∗+τ∗), Daniel probó que existe una correspondencia isométri-
ca entre H-superficies de E(κ, τ) y H∗-superficies de E(κ∗, τ∗), véase el Teo-
rema 3.1. Esta correspondencia es particularmente relevante cuando la
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aplicamos entre superficies mı́nimas de un espacio E(κ, τ) y H-superficies
en M2(ε) × R para ε ∈ {−1, 0, 1}, esto se corresponde con tomar θ = π

2 en el
Teorema 3.1. Las inmersiones (resp. superficies) se conocen como inmer-
siones (resp. superficies) conjugadas. En este caso los parámetros están
unı́vocamente determinados por κ = 4H2 + ε y τ = H. El caso κ = 4τ2 (y, por
tanto, ε = 0) se reduce a la correspondencia de Lawson entre superficies
mı́nimas de S3 y superficies de curvatura media constante 1 en R3.

Esta correspondencia pone de manifiesto el papel destacado de la cur-
vatura media crı́tica H = 1

2 en H2 × R, siendo el comportamiento de las
H-superficies en H2×R muy distinto para 0 < H < 1

2 , H = 1
2 y H > 1

2 . Se tie-
ne que una H-superficie con 0 < H < 1

2 en H2×R es localmente isométrica a
un superficie mı́nima en S̃L2(R) = E(4H2−1, H) , una 1

2-superficie en H2×R
es localmente isométrica a una superficie mı́nima en Nil3 = E(0, 1/2) y una
H-superficie con H > 1

2 es locamente isométrica a una superficie mı́nima
en la esfera de Berger E(4H2 − 1, H), véase la tabla 3.1.

El hecho de que la conjugación goce de propiedades destacadas en este
tipo de construcción se debe a la siguiente correspondencia entre curvas
probada por Manzano y Torralbo en [54] y por Plehnert en [77] indepen-
dientemente: Sean φ : Σ → E(4H2 + ε,H) y φ∗ : Σ → M2(ε) × R inmersiones
conjugadas y α ⊂ Σ una curva diferenciable. Si γ = φ(α) es una geodésica
horizontal (resp. vertical) de E(4H2 +ε,H), entonces γ∗ = φ∗(α) está conteni-
da en un plano vertical (resp. horizontal) de M2(ε)× R. Además φ∗(Σ) corta
ortogonalmente a dicho plano a lo largo de γ∗, véase el Lema 3.6. Además
hay una correspondencia entre simetrı́as axiales respecto a geodésicas ho-
rizontales (resp. verticales) y simetrı́as especulares respecto a planos verti-
cales (resp. horizontales), véase la Proposición 3.7.

Esto permite seguir la siguiente hoja de ruta para construir H-superficies
en los espacios producto, conocida como construcción conjugada, que se
basa en las ideas originales de Lawson [46] y Karcher [43] para construir
H-superficies en los espacios forma: primero consideramos una superficie
mı́nima en E(4H2 + ε,H) cuya frontera esté compuesta por geodésicas ho-
rizontales y verticales, después consideramos la superficie conjugada en
el espacio producto y finalmente extendemos esta por simetrı́a hasta obte-
ner una superficie completa en M2(ε) × R. Esta técnica ha sido empleada
en diversas construcciones de superficies mı́nimas y de curvatura media
constante, como por ejemplo en [54, 55, 56, 57, 59, 62, 70, 77, 78, 81]. En
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este trabajo se ha puesto especial interés y se han proporcionado nuevas
técnicas para abordar el caso en que la superficie contiene geodésicas ver-
ticales ideales (solo es posible en S̃L2(R) o H2×R) o geodésicas horizontales
ideales, donde a menudo la superficie inicial viene dada como solución a
un problema de Jenkins-Serrin.

A lo largo de la Sección 3.1 estudiaremos en detalle las propiedades de
la construcción conjugada, donde destacamos el análisis pormenorizado
de la curva conjugada de un segmento vertical contenido en la frontera de
un multigrafo Σ. Mostramos que, para el caso H > 0, la dirección de giro
del vector normal a lo largo de este segmento juega un papel determinante
debido a la presencia de curvatura del fibrado en el espacio inicial E(4H2 +

ε,H). Nótese que la curvatura del fibrado depende a su vez de la orientación
del ambiente. Si Γ ⊂ ∂Σ es un segmento vertical, y Γ∗ ⊂ H2 × {t0} denota
su curva conjugada contenida en la frontera de la superficie conjugada Σ∗,
definimos θ, el ángulo de rotación a lo largo de Γ, como el ángulo que forma
el normal N con los campos horizontales {E1, E2} en una base ortonormal
{E1, E2, ξ} orientada positivamente. Llamamos Ω ⊂ M2(4H2 − 1) al dominio
donde se proyecta Σ, N∗ al normal de Σ∗ y Ω∗ al dominio donde se proyecta
Σ∗. Entonces se deducen las siguientes propiedades:

Si θ′ > 0 ( resp. θ′ < 0) entonces, N∗ apunta hacia el interior (resp.
exterior) de Ω∗ a lo largo de Γ∗ con κg < 2H (resp. κg > 2H), y Σ∗ está
localmente contenido en H2 × (−∞, z0] (resp. H2 × [z0,+∞)) alrededor
de Γ∗.

Si 4H2 − 1 < 0, θ′ > 0 y la rotación total del normal N es menor o igual
que π, entonces Γ∗ es embebida.

Esto se pone de manifiesto en la fórmula (3.10) y en el Teorema 3.10
(vésase también la Figura 3.2), donde se explica en detalle la diferencia de
un sentido de giro con respecto a otro. Esto hará que las H-superficies ob-
tenidas por conjugación sean muy distintas, como se verá en los ejemplos
construidos en la Sección 3.3 que comentaremos más adelante, y pone de
manifiesto el papel fundamental que tiene la orientación en los espacios
E(κ, τ), como se ha mencionado anteriormente

Construcción de k-noides y Saddle Towers con género 1 mı́nimos en
H2 × R. Utilizaremos la correspondencia de Daniel en el caso H = 0 pa-
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ra construir superficies mı́nimas propiamente Alexandrov-embebidas con
curvatura total −4kπ, género 1 y k ≥ 3 finales. Son conformemente equi-
valentes a un toro menos k puntos. Se pueden ver como los análogos en
H2 × R a los k-noides de género 1 construidos por Mazet en [59] en R3. De
hecho, nuestra construcción está inspirada en este trabajo de Mazet, y en
la construcción de 1

2-superficies con género 1 en H2 × R de Plehnert [77].

Fuera de un conjunto compacto, los k-noides mı́nimos con género 1

se parecen a los k-noides mı́nimos citados anteriormente construidos por
Morabito y Rodrı́guez [70] y Pyo [81] ya que son asintóticas a k planos ver-
ticales, simétricas con respecto a un plano horizontal y k planos verticales
equiangulares con una geodésica vertical común, véase el Teorema 3.17.
Aunque cada final es embebido, estos k-noides de género 1 no son global-
mente embebidos en general. No se puede realizar una construcción similar
para k = 2 ya que como comentamos anteriormente las únicas superficies
mı́nimas completas y conexas con curvatura total finita asintóticas a dos
planos verticales son las catenoides horizontales por el resultado de Haus-
wirth, Nelli, Sa Earp y Toubiana, véase el Teorema 2.7.

Para construir estas superficies comenzamos considerando la solución
de un problema de Jenkins-Serrin en H2 × R sobre un triángulo con dos
vértices interiores y uno ideal. Fijando un vértice interior y el vértice ideal
(por ejemplo, en (0, 0) y en (1, 0) en el modelo del disco para H2), el triángulo
queda determinado por la longitud a > 0 del lado finito y el ángulo 0 < ϕ < π

2

en el vértice interior fijado. Llamaremos Σ(a, ϕ, b) a la solución del problema
de Jenkins-Serrin que toma el valor +∞ sobre el lado opuesto al vértice
interior fijado, b ∈ R sobre el lado de longitud a y 0 en el lado restante,
véase la Figura 3.4.

La superficie conjugada Σ∗(a, ϕ, b) es otro grafo mı́nimo en H2 × R de-
bido al resultado de tipo Krust de Hauswirth, Sa Earp y Toubiana [39]
que comentaremos en la siguiente sección. Las dos geodésicas horizonta-
les contenidas en la frontera de Σ(a, ϕ, b), se corresponden por conjugación
con dos curvas de simetrı́a en Σ∗(a, ϕ, b) contenidas en planos verticales. La
media geodésica vertical y el segmento vertical de longitud |b| contenidos en
la frontera de Σ(a, ϕ, b) se corresponden por conjugación con curvas de si-
metrı́a en Σ∗(a, ϕ, b) contenidas en planos horizontales, véase la Figura 3.4.

El objetivo será encontrar valores de los parámetros (a, ϕ, b) que asegu-
ren que, después de que se refleje Σ∗(a, ϕ, b) mediante simetrı́as especulares
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respecto a los planos verticales y horizontales de simetrı́a, se obtenga una
superficie completa de género 1 y k ≥ 3 finales. Más concretamente, proba-
remos que para cada valor π

k < ϕ < π
2 existen valores aϕ y bϕ, cumpliendo

esto.

De forma análoga al trabajo de Plehnert [77], definimos dos problemas
de periodos de forma que al resolver ambos obtengamos la superficie com-
pleta de género 1 deseada, véase la Sección 3.2.1. El primer problema de
periodos se resolverá cuando las curvas de simetrı́a horizontales conteni-
das en la frontera de Σ∗(a, ϕ, b) caigan en el mismo plano horizontal. El
segundo problema de periodos se resolverá cuando los planos verticales
que contienen a las curvas de simetrı́a se corten formando un ángulo π

k .
Observamos que cuando ϕ = π

k y b = 0 se recuperan los k-noides mı́nimos
de género 0 (simétricos) de Morabito y Rodrı́guez [70] y de Pyo [81].

El valor bϕ está unı́vocamente determinado por ϕ y aϕ. Sin embargo,
nuestro análisis del segundo periodo no nos permite probar la unicidad del
valor aϕ ya que no es clara la dependencia del ángulo que forman los planos
verticales de simetrı́a con respecto a los parámetros. Aunque es esperable
que haya valores del parámetro ϕ para los cuales la superficie completa
sea embebida, parece complicado probarlo. Aunque la pieza fundamental
es un grafo contenido en un semi-espacio, se puede perder el embebimiento
después de reflejar la pieza fundamental respecto a los planos verticales.
Podemos asegurar que la superficie obtenida es embebida si el valor de aϕ
que resuelve ambos problemas de periodos es mayor que cierta cantidad
aemb(ϕ), véase la Ecuación 3.21.

Por un argumento similar al de Collin y Rosenberg en [14] usando el Le-
ma de Fatou probamos que las superficies obtenidas tienen curvatura total
finita. No obstante, esto también se deduce de la caracterización de superfi-
cies mı́nimas con curvatura total finita de Hauswirth, Menezes y Rodrı́guez
en [33], ya que las superficies son propias, tiene topologı́a finita y el borde
asintótico de cada uno de sus finales coincide con el borde asintótico de
un plano vertical. El estudio de las superficies con curvatura total finita
de [36, 35, 33] nos permite controlar el comportamiento asintótico de los
finales de los k-noides con género 1.

Además podemos adaptar la construcción para producir superficies
mı́nimas invariantes por una traslación vertical que llamamos Saddle To-
wers con género 1, por la similitud a los Saddle Towers de Morabito y
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Rodrı́gez [70] y Pyo [82]. Estos tienen género 1 en el cociente de H2 × R
por la traslación vertical y no son embebidas en general, véase el Teore-
ma 3.18. De forma análoga al caso de los k-noides con género 1 se puede
ver que los Saddle Towers con género 1 tienen curvatura total −4kπ en el
cociente de H2 × R por la traslación vertical, usando en este caso la ca-
racterización de superficies mı́nimas con curvatura total finita en espacios
cociente de H2 × R de Hauswirth y Menezes en [32]. Estos son, de hecho,
los primeros ejemplos donde se aplican dichos resultados de Hauswirth y
Menezes.

El análisis de los problemas de periodos nos permite además encontrar
superficies que ya no son invariantes por un grupo discreto de rotaciones
sino por un grupo discreto de traslaciones parabólicas o hiperbólicas, que
llamaremos ∞-noides parabólicos o hiperbólicos respectivamente, véase la
Figura 3.10. Estas se obtienen cuando los planos verticales de simetrı́a
de Σ∗(a, ϕ, b) son asintóticos (∞-noides parabólicos) o no se intersecan (∞-
noides hiperbólicos). Estas superficies tienen infinitos finales, y además
podremos garantizar el embebimiento de algunos ∞-noides en el caso hi-
perbólico ya que podemos elegir el parámetro aϕ > aemb(ϕ), véase el Teore-
ma 3.25.

Construcción de H-Superficies en H2 × R y la propiedad de Krust. En
las secciones previas se han dado diversos motivos de por qué la técnica
de conjugación ha sido especialmente relevante en el caso H = 0. Uno de
los motivos es que Hauswirth, Sa Earp y Toubiana en [39] extendieron un
teorema de Krust (no publicado, véase [43, Theorem 2.4.1]) demostrando
que la superficie mı́nima conjugada de un grafo mı́nimo en el espacio pro-
ducto M × R, donde M es una superficie riemanniana con curvatura de
Gauss constante no positiva, definido sobre un dominio convexo, debe ser
un grafo, véase el Teorema 3.15. Este resultado es muy útil a la hora de
probar el embebimiento de la superficie conjugada como en el caso de los
k-noides mı́nimos de Morabito y Rodrı́guez [70] y Pyo [81], o en la prueba de
que los finales de los k-noides mı́nimos con género 1 de la sección anterior
son embebidos, ası́ como en otras muchas construcciones. Sin embargo, a
pesar de que se esperaba que esta propiedad se extendiera para los casos
0 < H < 1

2 , ya que a menudo las H-superficies de H2 ×R para estos valores
por debajo de la curvatura media crı́tica H = 1

2 tienen comportamientos
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similares a las superficies mı́nimas de R3, en la Sección 3.3 mostramos
que no se cumple para ningún H > 0, véase el Teorema 3.37. Serı́a muy
interesante encontrar hipótesis extra para probar un teorema de tipo Krust
para 0 < H < 1

2 , ya que el embebimiento suele ser uno de los problemas
más difı́ciles en este tipo de construcciones conjugadas. Manzano y To-
rralbo recientemente han conseguido probar el embebimiento en algunos
casos particulares para H > 1

2 mediante técnicas que requieren identificar
y analizar funciones con contenido geométrico en el núcleo del operador de
estabilidad común que tienen las superficies conjugadas, véase [56].

Los contrajemplos que construimos para ver que la propiedad de Krust
no se cumple para 0 < H ≤ 1

2 pertenecen a una familia más amplia 2-
paramétrica de H-superficies en H2 × R con género 0 y k finales. Estas
superficies incluyen a los Saddle Towers y k-noides mı́nimos simétricos de
Morabito y Rodrı́guez [70] y Pyo [81, 82] cuando H = 0. Sin embargo, para
0 < H ≤ 1

2 su comportamiento es bastante diferente; por ejemplo, desta-
camos que hay ejemplos no embebidos con 2 finales para cualquier valor
de 0 < H ≤ 1

2 , a diferencia del caso H = 0 en el que todas las catenoides
horizontales son embebidas.

Más concretamente, para cada 0 ≤ H ≤ 1
2 y k ≥ 2 entero, construimos

mediante conjugación una familia 2-paramétrica de H-superficies propias
Alexandrov-embebidas que denotamos por Σ

∗
a,b ⊂ H2 ×R con a, b ∈ (0,∞] no

ambos igual a∞. Estas superficies son invariantes por simetrı́as especula-
res respecto a un plano horizontal y respecto a k planos verticales equian-
gulares que contienen una geodésica vertical común. Nos encontramos con
los casos descritos a continuación (ver la Figura 1 y el Teorema 3.28).

(a) Si a, b < ∞, entonces a Σ
∗
a,b los llamamos Saddle Towers. Son simple-

mente periódicos en la dirección vertical, tienen genero 0 y 2k finales en
el cociente de H2×R por una traslación vertical. Cada uno de sus finales
es asintótico en el cociente a la mitad de un H-cilindro. Su estudio lo
haremos en la Sección 3.3.1.

(b) Si a = ∞ y b < ∞, entonces a Σ
∗
∞,b los llamamos (H, k)-noides (o H-

catenoides si k = 2) y tienen género 0 y k finales. Si H ∈ [0, 1
2), entonces

cada final es embebido y está contenido en la parte concava del H-
cilindro vertical al que es asintótico. Si H = 1

2 , entonces cada final es
tangente a la frontera asintótica ∂∞H2 × R a lo largo de una geodésica
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Figura 1: Espacio moduli de las superficies Σ
∗
a,b para H ∈ [0, 1

2 ] y k ≥ 2 fijo.
El punto negro representa el lı́mite Σ

∗
∞,∞, el H-grafo de Scherk sobre un

polı́gono ideal de 2k curvas de curvatura ±2H (si 0 ≤ H < 1
2 ), y las lı́neas

discontinuas indican los k-noides mı́nimos de R3 obtenidos en el lı́mite
después de reescalar la métrica.

vertical ideal. Estudiaremos este caso en la Sección 3.3.2.

(c) Si a < ∞ y b = ∞, entonces a Σ
∗
a,∞ los llamamos (H, k)-nodoides (o H-

catenodoides si k = 2) y tienen género 0 y k finales. Si H ∈ [0, 1
2),entonces

cada final es embebido y está contenido en la parte convexa del H-
cilindro vertical al que es asintótico. Si H = 1

2 , entonces el correspon-
diente 1

2-cilindro desaparece en infinito. Estudiaremos este caso en la
Sección 3.3.3.

Si 0 ≤ H ≤ 1
2 , los (H, k)-noides Σ

∗
∞,b coinciden con los construidos por

Plehnert en [78] mediante conjugación. Además, las 1
2-catenoides fueron

originalmente descubiertas por Daniel y Hauswirth en [20] por medio del
análisis de sus aplicaciones de Gauss armónicas, como superficies de cur-
vatura media crı́tica. Si H = 0, las superficies Σ

∗
a,b y Σ

∗
b,a son congruen-

tes para todo a, b ∈ (0,∞] y, por tanto, las subfamilias de (0, k)-noides y
(0, k)-nodoides son la misma (véase la Nota 1.14). Los contraejemplos a la
propiedad de Krust aparecen en la familia de H-catenodoides en la que en-
contramos superficies no embebidas que provienen por conjugación de un
grafo mı́nimo en E(4H2 − 1, H) sobre un dominio convexo en M2(4H2 − 1).

La pieza fundamental de la superficie mı́nima inicial Σa,b es un grafo
mı́nimo en E(4H2− 1, H) sobre un triángulo Ta,b ⊂M2(4H2− 1) determinado
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por el ángulo π
k en uno de sus vértices (que podemos suponer el punto (0, 0))

y las longitudes a, b ∈ (0,∞], no ambas iguales a∞, de los lados adyacentes
a dicho vértice. Esta pieza fundamental de Σa,b es solución a un problema
de Jenkins-Serrin con los valores 0 sobre los lados de longitud a y b y +∞
en el otro lado. Cuando a = ∞ o b = ∞, el triangulo se convierte en un
triángulo no acotado de H2(4H2 − 1) cuando 0 ≤ H < 1

2 o en una semi-
banda de R2 con un ángulo π

k si H = 1
2 , véase la Figura 3.11. La frontera

de la superficie conjugada de la pieza fundamental inicial está formada
por dos curvas de simetrı́a contenida en planos verticales que forman un
ángulo π

k y dos curvas de simetrı́a contenidas en planos horizontales, si
bien eventualmente una de ellas podrı́a ser ideal en los casos lı́mite a =∞
o b = ∞. Mediante sucesivas reflexiones respecto a estos planos verticales
y horizontales se obtienen las superficies Σ

∗
a,b.

En el caso de que a y b sean ambos finitos la solución del problema
de Jenkins-Serrin se deduce de los resultados de Younes en [94] para 0 <

H < 1
2 y de Pinheiro en [80] para H = 1

2 . Sin embargo, cuando a = ∞ o
b = ∞, estos resultados deben adaptarse ligeramente para garantizar la
existencia de solución, véase la sección 1.3.1. Es especialmente relevante
el caso en que b = ∞ y H = 1

2 , ya que para garantizar la existencia de
solución al problema de Jenkins-Serrin construimos una nueva familia de
superficies mı́nimas en Nil3 que actúan como barrera. Estas pertenecen
a una familia de helicoides horizontales en Nil3 que denotamos por Hµ,
foliadas por rectas euclı́dias, véase la Figura 1.10. Observamos que estas
rectas no son geodésicas en Nil3 en el modelo estándar (1.2). La familia
Hµ incluye a los helicoides dados por Daniel y Hauswirth en [20, Section 7]
con diferentes técnicas, ası́ como otros helicoides con diferente dirección de
rotación y también grafos enteros (entre los que se encuentran los grafos
invariantes de Figueroa, Mercuri y Pedrosa [30]). También Daniel en [19,
Examples 8.4] da otra familia de grafos enteros foliados por lı́neas rectas
no incluidos en nuestra familia Hµ.

La unicidad en este tipo de problemas en H2 × R para dominios no aco-
tados se puede probar usando los principios del máximo generales de Ma-
zet Rodrı́guez y Rosenberg [61], véase el Teorema 1.12. La unicidad en el
problema que tratamos se extiende fácilmente a S̃L2(R) ya que el espacio
base sigue siendo H2 y hay una noción de frontera asintótica, lo cual per-
mite seguir argumentos similares al caso de H2 × R. Sin embargo, parece
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difı́cil extenderlo a Nil3 donde no hay una frontera asintótica bien defini-
da. De hecho no está claro si la solución que damos sobre la semi-banda
de R2 (incluso para el ángulo π

2 ) es única. Más aún, para el caso lı́mite
a = b =∞, Nelli, Sa Earp y Toubiana probaron que la solución al problema
de Jenkins-Serrin no es única, véase [74].

Como H es distinto de cero, diferentes direcciones de rotación del nor-
mal θ a lo largo de geodésicas verticales Γ ⊂ Σa,b implican diferentes esti-
maciones de curvatura para la curva conjugada Γ∗ ⊂ Σ∗a,b como notamos
anteriormente, véase la Ecuación (3.10) y el Teorema 3.10. De esta for-
ma, aprovechamos que cambiar +∞ por −∞ en el problema de Jenkins-
Serrin (o equivalentemente, cambiar a por b en la construcción) produ-
ce H-superficies muy diferentes. Tenemos los (H, k)-noides (resp. (H, k)-
nodoides) cuando a =∞ (resp. b =∞) y la rotación a lo largo de las geodési-
cas verticales contenidas en Σ∞,b (resp. Σa,∞) es en sentido positivo (resp.
negativo), véase la Figura 3.11.

Esta diferencia puede verse también en el caso de los helicoides esféri-
cos en las esferas de Berger, donde diferentes direcciones de rotación de
los helicoides producen las superficies de rotación tipo onduloide o tipo
nodoide en H2×R con H > 1

2 , como observaron Manzano y Torralbo en [54,
Proposition 1], de aquı́ el nombre de (H, k)-nodoide o H-catenodoide. Igual-
mente, los helicoides verticales en S̃L2(R) o en Nil3 se corresponden por
conjugación con H-superficies de rotación en H2 × R embebidas y no em-
bebidas, que son descritas por ejemplo en [73, Proposition 5.2].

El lı́mite de Σ
∗
a,b cuando a → 0 o b → 0 es la unión de sus H-cilindros

asintóticos, que produce, después de reescalar la métrica, los k-noides
mı́nimos simétricos de R3, véase la Nota 3.30. Se tiene, de hecho, que para
valores pequeños de los parámetros, las H-catenoides y las H-catenodoides
desingularizan dos H-cilindros verticales tangentes por el lado cóncavo y
por el lado convexo, respectivamente. En el Lema 3.29, mostraremos que
hay una única H-catenoide o H-catenodoide para cada distancia prescri-
ta (en el rango admisible) entre los dos H-cilindros verticales asintóticos.
También discutiremos, como en el caso H = 1

2 , los posibles horocilindros
asintóticos de los (1

2 , k)-noides o de los (1
2 , k)-nodoides desaparecen en infi-

nito.

Tras la descripción de las simertrı́as y el comportamiento asintótico de
las superficies Σ

∗
a,b, uno de los problemas más interesantes que tratamos
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en la Sección 3.3 es su embebimiento. A diferencia de los Saddle Towers
mı́nimos, el embebimiento de Σ

∗
a,b puede fallar para H > 0 incluso cuando

la pieza fundamental es embebida, ya que esta podrı́a salirse de la ban-
da horizontal de H2 × R delimitada por los planos horizontales de simetrı́a
que contienen a las curvas de la frontera y generar autointersecciones des-
pués de reflejar la pieza fundamental respecto a estos planos. Haciendo
un análisis de la función ángulo de la superficie Σa,b en el Lema 3.31 y la
Proposición 3.33 probamos que Σ∗a,b se queda en dicha banda para k = 2,
pero no en general para valores de los parámetros a, b y k ≥ 3.

El embebimiento de la pieza fundamental se analiza estudiando el em-
bebimiento de las curvas conjugadas de las rectas verticales Γi contenidas
en Σa,b, momento en el que el ángulo de rotación θi a lo largo de Γi vuelve a
ser determinante. De hecho, cuando θ′i > 0 a lo largo de Γi se puede garanti-
zar el embebimiento de las curvas conjugadas si la rotación total del normal
es menor o igual que π, véase el apartado (c) del Teorema 3.10. Esto junto
con el estudio del de la superficie lı́mite, Σ

∗
∞,∞ que es igual a un H-grafo

de Scherk ideal si 0 < H < 1
2 o un grafo entero si H = 1

2 , nos permite dar
resultados donde se garantice el embebimiento de algunos (H, k)-noides y
(H, k)-nodoides, véanse las Proposiciones 3.34 y 3.35. Destacamos que pa-
ra 0 < H < 1

2 , todas las H-catenoides son embebidas y en la familia de las
H-catenodoides encontramos ejemplos embebidos y no embebidos (véase
la Figura 3.12). Para H = 1

2 , los posibles horocilindros asintóticos de los
(1

2 , k)-noides o de los (1
2 , k)-nodoides desaparecen en infinito y se tiene que

las 1
2-catenoides son embebidas, mientras que las 1

2-catenodoides son no
embebidas. El dominio de H2 sobre que el se proyectan estas catenoides y
catenodoides se ha dibujado numéricamente en la Figura 3.13.

Serı́a interesante probar que las H-catenoides y las H-catenodoides tie-
nen curvatura total finita y demostrar un teorema de unicidad de tipo
Schoen similar al probado por Hauswirth, Nelli, Sa Earp y Toubiana en [35]
anteriormente explicado sobre la unicidad de las catenoides horizontales.

Otro problema interesante serı́a construir H-superficies completas con
género 1 en H2 × R, para 0 < H < 1

2 similares al caso H = 0 anteriormente
descrito, si bien aquı́ no contamos con la propiedad de Krust que se utiliza
fuertemente en el caso H = 0.
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El problema de Plateau asintótico en S̃L2(R).
Otro de los problemas que se ha tratado durante los últimos años en la

teorı́a de superficies mı́nimas de H2 × R, y posteriormente en S̃L2(R), es el
llamado problema de Plateau asintótico. Dada una curva Γ en la frontera
asintótica de H2 × R o de S̃L2(R), que permitimos que tenga un número
finito de componentes conexas simples y cerradas, el problema de Plateau
asintótico consiste en decidir si existe una superficie área-minimizante o
una superficie mı́nima con frontera asintótica Γ. Este problema ha sido
ampliamente estudiado en H2 × R, motivado en parte por los resultados
de Anderson [3, 4] sobre problemas similares en H3 y por el hecho de que
H2 × R tenga una frontera asintótica bien definida.

El primer resultado obtenido en esta teorı́a fue el teorema de tipo Radó
dado por Nelli y Rosenberg en [71], donde probaron que para una curva
cerrada y simple Γ que se proyecta gráficamente en ∂∞H2, existe un única
superficie mı́nima completa en H2 × R con borde asintótico Γ. Dicha su-
perficie es además un grafo vertical y, por tanto, área-minimizante. Este
resultado se extiende fácilmente a S̃L2(R), como probaron Folha y Peñafiel
en [29].

Por otro lado, si Γ es la unión de dos cı́rculos disjuntos en la frontera
asintótica de H2×R en el modelo del cilindro y separados por una distancia
vertical menor que π, entonces Nelli y Rosenberg en [71, 72] probaron que
existe una catenoide rotacionalmente invariante con frontera asintótica Γ.
Esto mismo ocurre en S̃L2(R) cuando la distancia es menor que

√
1 + 4τ2π.

Este valor aparece también en ciertas superficies invariantes conocidas
como Tall Rectangles, llamados ası́ ya que su frontera asintótica es un
rectángulo de altura mayor que π en H2 × R y un rectángulo (en el mo-
delo del semi-espacio de S̃L2(R)) de altura mayor que

√
1 + 4τ2π en S̃L2(R),

véase (1.22).

Esto motiva la noción de altura de una curva en la frontera asintótica
de S̃L2(R), válida en H2 × R cuando τ = 0:

Dada una curva Γ ⊂ ∂∞S̃L2(R), posiblemente con distintas componentes
conexas, y sea Ω = ∂∞S̃L2(R)\Γ. Para cada p ∈ ∂∞H2, sea hΓ(p) la longitud de
la componente más corta de ({p}×R)∩Ω. Se define la altura de Γ según [45,
Definition 1.1] como

hΓ = ı́nf
p∈∂∞H2

hΓ(p).
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Diremos que Γ es alta si hΓ(p) >
√

1 + 4τ2π para cada p ∈ ∂∞H2.

Coskunuzer en [15], usando los Tall Rectangles como barrera en un
proceso de lı́mite, probó que, para toda curva alta Γ, existe una super-
ficie área-minimizante en H2 × R (posiblemente disconexa) con frontera
asintótica Γ. Además, dio un resultado de no existencia para superficies
área-minimizantes cuando la altura de la curva es menor que π en un arco
abierto. También estudió un problema más general cuando Γ tiene compo-
nentes en las fronteras asintóticas H2 × {±∞} en [16]. Kloeckner y Mazzeo
consideraron en [44] también el problema para curvas Γ con partes en la
fronteras asintóticas H2 × {±∞}, mostrando que las componentes de Γ en
estas fronteras asintóticas horizontales deben ser geodésicas. También die-
ron ejemplos de una curva Γ en la frontera asintótica cuya altura es menor
que π, para la cual hay una superficie mı́nima con frontera asintótica Γ

en H2 × R y no hay ninguna superficie área-minimizante con esta frontera
asintótica.

Sa Earp y Toubiana probaron en [88] un resultado general de no exis-
tencia para superficies mı́nimas en H2×R, probando que no hay superficies
mı́nimas propiamente inmersas que admitan thin tail, esto es, que existan
una recta vertical L en ∂∞H2 × R y un subarco Γ′ ⊂ Γ tales que Γ′ ∩ L 6= ∅
y ∂Γ′ ∩ L = ∅, de modo que Γ′ se queda a un lado de L y está contenida
en una banda de altura menor que π. Como consecuencia, obtuvieron que
no hay superficies mı́nimas en H2 × R con frontera asintótica una curva
de Jordan homóloga a cero en ∂∞H2 × R estrictamente contenida en una
banda de altura π.

Ferrer, Martı́n, Mazzeo y Rodrı́guez probaron en [27] resultados de exis-
tencia y no existencia para anillos mı́nimos en H2 × R para curvas con dos
componentes en la frontera asintótica que se proyectan cada una gráfica-
mente sobre ∂∞H2. Klaser, Menezes y Ramos en un trabajo reciente [45]
extendieron algunos de estos resultados al espacio S̃L2(R). Usando los Tall
Rectangles en S̃L2(R) probaron que para toda curva alta Γ, existe una su-
perficie área-minimizante en S̃L2(R) (posiblemente disconexa) con fronte-
ra asintótica Γ. También obtuvieron un resultado de no existencia pa-
ra superficies área-minimizantes cuando la altura de la curva es menor
que (

√
1 + 4τ2 − 4τ)π en un arco abierto. Esta cota es solo válida cuando

|τ | < 1√
12

, lo que se debe a que es necesario siguiendo las ideas de Coskunu-
zer y de Sa Earp y Toubiana, enviar un trozo compacto de la catenoide ro-
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tacional a un entorno de un punto ideal de la frontera asintótica para com-
parar la catenoide trasladada con la posible superficie área-minimizante.
Las curvas de la frontera del trozo de la catenoide están contenidas en una
superficie mı́nima conocida como paraguas (la unión de geodésicas hori-
zontales pasando por un mismo punto, véase el Ejemplo 1.8), que no es una
superficie invariante por traslaciones hiperbólicas en S̃L2(R), a diferencia
de lo que ocurre en H2×R, en donde los paraguas son planos horizontales.
Esto supone que la diferencia de altura entre el máximo de una compo-
nente y el mı́nimo de otra componente de la frontera de la catenoide no se
mantenga invariante por traslaciones hiperbólicas y en consecuencia no se
pueda alcanzar la cota esperada.

En el Capitulo 4 se extenderán los resultados de no existencia de super-
ficies mı́nimas de Sa Earp y Toubiana [88] para el caso de S̃L2(R) y se me-
jorará el resultado de no existencia para superficies área-minimizantes de
Klaser, Menezes y Ramos [45] obteniendo la cota óptima esperada

√
1 + 4τ2π.

Los Teoremas 4.6 y 4.11 en los que probamos estos resultados son locales
en el sentido de que las hipótesis sobre la curva solo son necesarias en un
entorno.

Para probar el Teorema 4.6 no se pueden usar catenoides rotaciona-
lemente invariantes como hacen Sa Earp y Toubiana, debido al mismo
problema que se comentaba anteriormente. Para solucionar este proble-
ma, construiremos una familia de anillos mı́nimos compactos en S̃L2(R)

en el modelo del semi-espacio, cuyas curvas de la frontera están conteni-
das en una superficie mı́nima invariante por traslaciones hiperbólicas que
llamaremos Slice y denotamos por S. En el modelo del semi-espacio de
S̃L2(R) esta superficie está dada por la ecuación t = t0, donde t es la tercera
coordenada. Además, aprovechamos que en este modelo algunas traslacio-
nes hiperbólicas tienen una expresión sencilla, ya que conservan la tercera
coordenada, véase la Sección 1.2 para los detalles sobre el espacio S̃L2(R).
Estos anillos se construyen mediante el criterio de Douglas, comparando
un anillo que se define usando la función altura de la catenoide en H2 ×R,
con los dos trozos compactos de los Slices {t = 0} y {t = h} que bordean sus
curvas de la frontera, véase la Sección 4.1. Además usaremos estos anillos
para extender el resultado de no existencia de Klaser, Menezes, y Ramos
cuando la altura de la curva es menor que la constante esperada

√
1 + 4τ2π,

véase el Teorema 4.11. La estimación que hacemos de la altura es óptima
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en ambos teoremas salvo posiblemente para el valor crı́tico hΓ =
√

1 + 4τ2π,
problema también abierto en H2 × R.

El Teorema de la Banda. Otro problema importante en la teorı́a de super-
ficies mı́nimas es clasificar estas superficies por su tipo topológico. Collin,
Hauswirth y Rosenberg probaron en [33] que una superficie mı́nima Σ pro-
piamente inmersa en H2 × R con topologı́a finita dentro de una banda de
anchura menor que π tiene finales multigráficos. Si además, Σ es embebi-
da, esta tiene finales gráficos; si también suponemos que es simplemente
conexa, entonces es un grafo entero. Este resultado se conoce como el
Teorema de la Banda de Collin, Hauswirth y Rosenberg. Más tarde, Lima,
extiende en [48] este resultado a S̃L2(R) reemplazando la banda por una
banda generalizada, véase la definición 4.12. Sin embargo, no es sencillo
probar que una región es una banda generalizada. En la Sección 4.3 pro-
baremos el Teorema de la Banda viendo que R, la región encerrada entre
un grafo entero mı́nimo G1 en el modelo del cilindro cuya frontera asintóti-
ca es una curva cerrada que se proyecta gráficamente sobre ∂∞H2 y cuyos
planos tangentes están separados de la vertical (ver Definición 4.12), jun-
to con una copia trasladada G2 := G1 + (0, 0,

√
1 + 4τ2π − ε), dónde ε es un

número positivo menor que
√

1 + 4τ2π, es una banda generalizada, véase el
Teorema 4.13.

Para probarlo, usaremos de nuevo la familia de anillos construida en la
Sección 4.1. La idea es probar que podemos recorrer la frontera asintótica
de los grafos enteros de forma que los anillos separen a los dos grafos en-
teros cerca de esta frontera asintótica, lo cual es posible de nuevo gracias
a las buenas propiedades de los anillos. Teniendo esto, se pueden seguir
las mismas ideas de Collin, Hauswirth y Rosenberg [12] y Lima [48] pa-
ra probar el resultado usando el Dragging Lemma de Collin, Hauswirth y
Rosenberg, véase el Lema 4.16.

Construcciones de Jenkins-Serrin y los ejemplos Scherk helicoidales.
Las construcciones de superficies mı́nimas Twisted Scherk en H2 × R de
Pyo y Rodrı́guez en [83] y la de las superficies análogas en S̃L2(R) de la
Sección 2.2.1 pueden verse como solución al problema de Plateau asintóti-
co cuando Γ es una poligonal admisible en infinito, es decir, Γ está com-
puesta por geodésicas verticales en ∂∞H2 × R y geodésicas horizontales en
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H2 × {±∞}.

En [84], Rodrı́guez y Tinaglia utilizan técnicas similares a las de [83] pa-
ra construir ejemplos mı́nimos embebidos en H2×R que no son propios. Es-
tas superficies son interesantes en relación con la conjetura de Calabi-Yau
para superficies mı́nimas embebidas. Esta dice que una superficie mı́nima
embebida y completa en R3 tiene que ser propia. Colding y Minicozzi mos-
traron en [11] que una superficie completa, mı́nima y embebida en R3 con
topologı́a finita es propia. Meeks, Pérez y Ros [66] rebajaron la hipótesis
de topologı́a finita a que la superficie tuviese género finito y una cantidad
numerable de finales lı́mite. Los ejemplos construidos en [84] muestran
que la conjetura no es cierta en H2 × R. En la Sección 4.4 construiremos
los ejemplos análogos en S̃L2(R), mostrando que aquı́ tampoco es cierta la
conjetura, como era de esperar.
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Capı́tulo 1

Preliminares

1.1. Los espacios E(κ, τ).
Como se ha puesto de manifiesto en la introducción, la teorı́a de superfi-

cies se ha desarrollado en más profundidad en los espacios 3-dimensionales
con un mayor número de simetrı́as, considerando que los espacios son más
simétricos cuanto mayor sea la dimensión de sus grupos de isometrı́as.
En este sentido los espacios más simétricos son los espacios homogéneos,
donde para cada par de puntos del espacio existe una isometrı́a que lleva
un punto en el otro. Los espacios homogéneos riemannianos simplemente
conexos 3-dimensionales están clasificados y todos ellos son isométricos
a grupos de Lie equipados con métricas invariantes a izquierda, salvo los
productos riemannianos S2(κ) × R con κ > 0, véase [65, Theorem 2.4]. De
entre ellos, los más simétricos son los espacios forma M3(κ), que son las
3-variedades simplemente conexas con curvatura seccional constante κ,
cuyo grupo de isometrı́as tiene dimensión 6. Tras los espacios forma, y
dado que no existen 3-variedades riemannianas con grupo de isometrı́as
de dimensión 5, tenemos aquellos que tienen un grupo de isometrı́as de
dimensión 4, que se pueden clasificar como una familia 2-parámetrica de
espacios E(κ, τ), donde κ− 4τ2 6= 0, véase [17]. Esta contiene a los espacios
producto E(−1, 0) ≡ H2 × R y E(1, 0) ≡ S2 × R, ası́ como a los grupos de
Lie S̃L2(R), Nil3 y SU(2) con ciertas métricas invariantes izquierda, véase
[17, 50, 64].

Dados κ, τ ∈ R, el espacio E(κ, τ) es la única 3-variedad simplemente co-

45
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nexa que admite una submersión de Killing con curvatura del fibrado cons-
tante τ sobre M2(κ), la superficie completa simplemente conexa con curva-
tura constante κ, y cuyas fibras son las curvas integrales de un campo de
Killing unitario ξ. Este campo de Killing nos permite definir los conceptos
de dirección vertical como aquella tangente a ξ y de dirección horizontal
como aquella ortogonal a ξ. La curvatura del fibrado se caracteriza por la
ecuación:

∇̄Xξ = τX × ξ, (1.1)

para cualquier campo X ∈ X(E(κ, τ)), donde, ∇̄ es la conexión de Levi-Civita
de E(κ, τ) y × su producto vectorial, que determina el signo de τ dependien-
do de la orientación elegida en E(κ, τ). Solo para τ = 0 la distribución hori-
zontal se puede integrar y el espacio se escribe entonces como un producto
riemanniano. La curvatura del fibrado τ se puede interpretar también de
forma geométrica en términos de la holonomı́a de levantamientos horizon-
tales de curvas en M2(κ). Si α : [a, b] → M2(κ) es una curva diferenciable,
podemos considerar su levantamiento horizontal α̃ : [a, b]→ E(κ, τ), esto es,
α̃′ es horizontal y se cumple que Π ◦ α̃ = α. Este levantamiento es único si
prefijamos el valor de α̃(a) en la fibra Π−1(α(a)). En el caso de que α sea una
curva diferenciable a trozos que encierra una región U ⊂ M2(κ) podemos
unir los extremos de su levantamiento horizontal con segmentos verticales
de longitud (con signo) 2τ Área(U), véase [50, Proposition 3.3].

Vamos a describir el espacio E(κ, τ) con el llamado modelo del cilindro,
esto es, consideramos el abierto de R3 dado por

E(κ, τ) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 1 + κ
4 (x2 + y2) > 0

}
, (1.2)

con la métrica riemanianna:

ds2 = λ2(dx2 + dy2) + (dz + λτ(ydx− xdy))2,

donde λ =
(
1 + κ

4 (x2 + y2)
)−1. Además elegimos la orientación de forma que:

E1 =
∂x
λ
− τy ∂z, E2 =

∂y
λ

+ τx ∂z y E3 = ∂z (1.3)

definen una base ortonormal de campos positivamente orientada. La sub-
mersión de Killing se expresa como:

Π : E(κ, τ)→M2(κ), Π(x, y, z) = (x, y), (1.4)
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donde M2(κ) se identifica con el disco de radio 2√
−κ y centro el origen si

κ < 0, o con todo el plano (x, y) si κ = 0. En el caso κ > 0, este modelo
es localmente isométrico a una esfera de Berger y las coordenadas (x, y)

representan la proyección estereográfica de S2(κ) menos un punto sobre
el plano. Por tanto, en este caso el modelo no es completo. Nótese que
en todos los casos la métrica riemanianna λ2(dx2 + dy2) tiene curvatura
constante κ y el campo de Killing es ξ = E3.

Si κ < 0, tenemos el espacio S̃L2(R), que incluye al espacio producto
H2×R cuando τ = 0. En este caso, se puede hablar de la frontera asintótica
de S̃L2(R). Para ello, identificamos topológicamente a S̃L2(R) con H2 × R y
consideramos la compactificación producto para H2 × R. Esto es, elegimos
una sección global diferenciable F0 : H2(κ) → S̃L2(R) de Π (esto es Π ◦ F0 es
la identidad y F0 es transversa a las fibras) y construimos el difeomorfismo
R : H2(κ)× R→ S̃L2(R) dado por R(x, t) = φt(F0(x)), donde φt es el flujo aso-
ciado al campo de Killing ξ. A nivel topológico, la compactificación a través
de R no depende de la elección de F0 ni del modelo de S̃L2(R) elegido. De
esta forma la frontera asintótica de S̃L2(R), que denotaremos por ∂∞S̃L2(R),
es homeomorfa a la frontera vertical ∂∞H2 × R unión con las fronteras ho-
rizontales H2 × {+∞} y H2 × {−∞} en infinito. Esto además, nos permite
definir rigurosamente el comportamiento asintótico de una superficie en la
frontera ideal.

Definición 1.1. Diremos que un punto p ∈ ∂∞S̃L2(R) pertenece a la fron-
tera asintótica de una superficie Σ, que denotaremos por ∂∞Σ, si existe
una sucesión divergente de puntos pn ∈ Σ que converge a p en la compac-
tificación producto.

Nótese que en el caso τ = 0, ∂∞(H2 × R) es la propia compactificación
producto que ha sido utilizada en trabajos previos como [44, 15, 16, 27].

Cuando se estudien propiedades especı́ficas del espacio S̃L2(R), podre-
mos suponer sin perder generalidad que κ = −1 ya que existe una homote-
cia entre E(κ, τ) y E(λ2κ, λτ) para todo λ 6= 0. Aunque el modelo del cilindro
(1.2) induce una métrica para H2 en el disco de radio 2, podremos pasar al
disco de radio 1 (disco de Poincare) mediante un sencillo rescalamiento en
las coordenadas x e y. También utilizaremos el modelo del semi-espacio,
pues facilitará algunos resultados contenidos en esta memoria. Podemos
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describir los dos modelos considerados a la vez como.

S̃L2(R) = {(x, y, t) ∈ R3 : λ(x, y) > 0}, (1.5)

con la métrica riemanianna λ2(dx2 + dy2) +
(

2τ(
λy
λ dx−

λx
λ dy) + dt

)2
, donde λ

se define como:

λ(x, y) = 1
y , en cuyo caso se tiene el modelo del semi-espacio que de-

notamos en lo sucesivo H. En este modelo identificamos la frontera
asintótica vertical con ({y = 0} ∪ {∞})× R ≡ (R ∪ {∞})× R.

λ(x, y) = 2
1−x2−y2 , obteniendo el modelo del cilindro C (con un resca-

lamiento en las dos primeras coordenadas), donde identificamos la
frontera asintótica vertical con S1 × R.

En este caso, cambiamos la notación de la tercera coordenada por la varia-
ble t, ya que z se reservará a menudo para el parámetro complejo z = x+ iy.
De nuevo, la submersión de Killing queda como Π(x, y, t) = (x, y) y el campo
de Killing esta dado por ξ = ∂t.

A continuación, damos una isometrı́a entre los dos modelos, que usa-
remos a lo largo de la memoria (recordamos que z = x+ iy).

Proposición 1.2. Las aplicaciones φ : H → C y ψ : C → H dadas por

φ(z, t) =

(
z − i
z + i

, t− 4τ arctan

(
x

y + 1

))
, (1.6)

ψ(z, t) =

(
i+ iz

1− z
, t− 4τ arctan

(
y

1− x

))
, (1.7)

son isometrı́as entre el modelo del semi-espacio y el modelo del cilindro de
S̃L2(R).

Nótese que estas isometrı́as se extienden a la frontera asintótica. En la
Figura 1.1 mostramos cómo la lı́nea horizontal {y = t = 0} en la frontera
asintótica del modelo H se transforma por la isometrı́a φ en un trozo de
hélice cuyos extremos pueden unirse por un segmento vertical de longitud
4τπ, y cómo el cı́rculo (cos(s), sin(s), 0), s ∈ [0, 2π] en la frontera asintótica
del modelo C se trasforman por la isometrı́a ψ en una curva que se quedan
en una banda de altura 4τπ.
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Figura 1.1: Arriba, la imagen por φ de una lı́nea horizontal en la fron-
tera asintótica de H. Abajo, la imagen por ψ de un cı́rculo en la frontera
asintótica de C.

Si κ = 0 y τ 6= 0 el espacio E(κ, τ) no es más que el grupo de Heisenberg
Nil3, en cuyo caso tenemos un modelo completo donde M2(κ) se identifica
con todo R2.

Finalmente si κ > 0, tenemos las esferas de Berger cuando τ 6= 0 y el
espacio producto S2 × R cuando τ = 0. Para dar un modelo completo de la
esfera de Berger S3(κ, τ), consideramos coordenadas complejas en la que la
3-esfera S3 = {(z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 = 1} y la métrica de Berger está dada
por

g(X,Y ) =
4

κ
[〈X,Y 〉+

(
4τ2

κ
− 1

)
〈X,V 〉〈Y, V 〉],

donde V es el campo de vectores definido como V(z,w) = (iz, iw). La fibración
de Hopf Π : S3(κ, τ)→ S3(κ) dada por

Π(z, w) =
2√
κ

(zw̄,
1

2
(|z|2 − |w|2))

es la submersión de Killing, y el campo de Killing es κ
4τ V , véase [93]. El

modelo dado por (1.2) es localmente isométrico a una esfera de Berger.
Podemos dar una aplicación recubridora Θ : E(κ, τ)→ S3(κ, τ)−{(eiθ, 0) : θ ∈
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R} como

Θ(x, y, z) =
1√

1 + κ
4 (x2 + y2)

(√
κ

2
(x+ iy) exp

(
i
κ

4τ

)
, exp

(
i
κ

4τ

))
.

Como Θ es además una isometrı́a local, el modelo de E(κ, τ) presentado
en (1.2) es el recubridor universal riemanniano de S3(κ, τ) menos una fibra
vertical. Véase por ejemplo [56] para los detalles.

1.1.1. Geodésicas e isometrı́as de los espacios E(κ, τ). La primera ob-
servación es que las fibras son geodésicas de E(κ, τ) que llamaremos geodési-
cas verticales y también es claro que las traslaciones a lo largo de estas
son isometrı́as de este espacio (pues forman el grupo 1-paramétrico de
isometrı́as asociado al campo de Killing ξ), que llamaremos traslaciones
verticales.

Los levantamientos horizontales de geodésicas de M2(κ) son geodésicas
(horizontales) de E(κ, τ). Para describir el resto de geodésicas, dada una
curva α : [a, b]→M2(κ), podemos considerar la curva diferenciable

γ : [a, b]→ E(κ, τ), γ(t) = φµt(α̃(t)),

donde µ ∈ R y {φt} es el grupo uniparamétrico de traslaciones verticales y α̃
es el levantamiento horizontal de α. La curva γ forma un ángulo constante
con ξ y, por tanto tenemos el siguiente resultado que nos dice cuáles son
las geodésicas de E(κ, τ).

Proposición 1.3. [50, Proposition 3.6] Dado p ∈ E(κ, τ), las geodésicas que
pasan por p son, salvo reparametrizaciones, de uno de estos tipos:

(a) Geodésicas verticales: fibras de la submersion Π : E(κ, τ)→M2(κ).

(b) Geodésicas horizontales: levantamientos horizontales de geodésicas de
M2(κ) que pasan por Π(p).

(c) Geodésicas oblicuas: curvas de la forma γ(t) = φµt(α̃(t)) donde µ ∈ R−{0}
α : R → M2(κ) es una curva con velocidad constante y de curvatura
geodésica constante tal que α(0) = Π(p).

De forma análoga se pueden levantar las isometrı́as de M2(κ) a E(κ, τ):
Si f : M2(κ) → M2(κ) es una isometrı́a, diremos que una aplicación f̃ :
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E(κ, τ) → E(κ, τ) es un levantamiento de f si cumple f ◦ Π = Π ◦ f̃ . En el
caso de requerir que f̃ sea isometrı́a, este levantamiento es único salvo
composición con traslaciones verticales.

Proposición 1.4. [50, Lemma 2.10]

(a) Toda isometrı́a f de M2(κ) se puede levantar a una isometrı́a f̃ de E(κ, τ)

que conserva la orientación.

(b) Si τ = 0 toda isometrı́a f de M2(κ) se puede levantar a una isometrı́a f̃

de E(κ, τ) que invierte la orientación.

Además estos levantamientos son únicos salvo composición con traslaciones
verticales.

En el caso τ = 0 ( H2 × R y S2 × R) podemos definir las siguientes iso-
metrı́as:

Reflexión respecto a un plano horizontal: el levantamiento de IdM2(κ)

que invierte orientación.

Reflexión respecto a un plano vertical: Levantamiento (con puntos fi-
jos) de una simetrı́a axial respecto a una geodésica α ⊂ M2(κ), que
invierte la orientación.

Los planos horizontales (resp. verticales) son los puntos fijos de las refle-
xiones con respecto a planos horizontales (resp. planos verticales) y por
tanto son superficies totalmente geodésicas.

En el resto de espacios E(κ, τ), esto es, para τ 6= 0 no existen superfi-
cies totalmente geodésicas, véase [91], y todas las isometrı́as conservan la
orientación y por tanto no existen este tipo de reflexiones. Es cierto que se
puede hablar de planos verticales de la misma forma como Π−1(α), donde
α es una geodésica de M2(κ), pero no existen superficies horizontales (or-
togonales al campo de Killing en todo punto), puesto que la distribución
horizontal no es integrable.

Sin embargo, en todo espacio E(κ, τ) existen reflexiones respecto geodési-
cas horizontales, es decir, dada una geodésica horizontal γ de E(κ, τ) exis-
te una única isometrı́a de E(κ, τ) que deja fijo los puntos de γ e invierte
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la orientación de las fibras. Estas se definen como un levantamiento de
la simetrı́a axial respecto a Π(γ) ⊂ M2(κ). También existen rotaciones (de
cualquier ángulo) respecto de una geodésica vertical (que se queda fija por
la isometrı́a), estas se definen como un levantamiento de una rotación en
M2(κ).

1.1.2. Superficies en E(κ, τ).

Datos fundamentales de Daniel. Vamos a considerar en lo que sigue Σ

una superficie riemanianna orientada isométricamente inmersa en E(κ, τ)

y supondremos que existe un campo unitario N normal a Σ. Definimos
la función ángulo como ν = 〈N, ξ〉. Definimos, asimismo, el operador de
Weingarten de esta inmersión como Ap : TpΣ → TpΣ dado por Au = −∇̄uN ,
para todo u ∈ TpΣ y p ∈ σ, H = 1

2Traza(A) la curvatura media y K la
curvatura de Gauss de Σ dada por la fórmula de Gauss (1.8). Llamamos
T al campo tangente a Σ que bajo la inmersión es la parte tangente del
campo de Killing, esto es dφ(T ) = ξ − νN . A la terna (T, ν,A) se le conoce
como los datos fundamentales de la inmersión y son objetos intrı́nsecos a
Σ una vez fijada la inmersión en E(κ, τ). En estas condiciones se cumplen
las ecuaciones:

K = det(A) + τ2 + (κ− 4τ2)ν2, (1.8)

∇XAY −∇YAX −A[X,Y ] = (κ− 4τ2)ν(〈X,T 〉Y − 〈Y, T 〉X), (1.9)

||T ||2 = 1− ν2, (1.10){
∇XT = ν(AX − τJT ),

∇ν = −AT − τJT,
(1.11)

dónde JX = N × X es una rotación de angulo π
2 en el plano tangente.

La primera y segunda ecuación son las ecuaciones de Gauss y Codazzi,
respectivamente. El siguiente resultado de Daniel en [17] muestra que la
terna (T, ν,A) junto con estas ecuaciones determina la inmersión:

Teorema 1.5.[17] Sea Σ una superficie riemanniana en cuyo fibrado tan-
gente hay definida una rotación J de ángulo π

2 . Sea la terna (T, ν,A) don-
de T ∈ X(Σ), ν ∈ C∞(Σ) y A ∈ T 1

1 (Σ) un operador autoajunto, cumpliendo
las ecuaciones (1.8), (1.9), (1.10) y (1.11). Entonces existe una inmersión
isométrica φ : Σ → E(κ, τ) con ξ = T − νN , función angulo ν y operador de
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Weingarten A para el normal N y tal que {u, Ju,N} es una base ortorno-
mal positivamente orientada para todo u ∈ TpΣ. Además, esta inmersión es
única salvo isometrı́as que preserven la orientación global y la orientación
de las fibras.

Nota 1.6. Se puede ver que las ecuaciones (1.11) son equivalentes a la
ecuación siguiente:

∇̄Xξ = τX × ξ = −τ(〈X, JT 〉N + νJX)

Grafos y multigrafos verticales. En la teorı́a de superficies en los espa-
cios E(κ, τ) una familia importante son los multigrafos verticales, y en par-
ticular, los grafos. Diremos que una superficie inmersa Σ es un multigrafo
si se cumple alguna de las siguientes afirmaciones equivalentes:

1. Σ es transversa en todo punto al campo de Killing ξ,

2. la función ángulo ν nunca se anula,

3. la proyección Π|ΣΣ→M2(κ) es un difeomorfismo local.

Diremos que la superficie Σ es un grafo cuando sea un multigrafo y corte
a cada fibra vertical a lo sumo una vez. En particular, todo grafo es una
superficie embebida. Para ver que las condiciones 1 y 2 son equivalentes a
la condición 3, basta observar que el jacobiano de la proyección Π|Σ : Σ →
M2(κ) cumple

| Jac(Π|Σ)| = |ν|. (1.12)

Vamos a ver en la siguiente proposición como es el conjunto de ceros de
la función ángulo en una superficie mı́nima.

Proposición 1.7. Sea Ω un dominio relativamente compacto de una superfi-
cie mı́nima M en E(κ, τ).

1. Si ν ≥ 0 en Ω, entonces o bien ν > 0 en Ω o bien ν se anula idénticamente
en Ω.

2. Supongamos que ν no es idénticamente cero. Un punto p ∈ Ω cumple
ν = 0 y |∇ν|(p) = 0, si y solo si en un entorno de p existen al menos
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dos curvas intersecándose de forma transversa en p a lo largo de las
cuales ν = 0.

Demostración. Se tiene que la función ángulo es una función de Jacobi
para el operador de estabilidad. Esto es Lν = 0 donde L es el operador
elı́ptico L = ∇ + |A|2 + Ric(N), donde N es un normal a la superficie M . El
apartado 1 se puede ver por ejemplo en [62, Assertion 2.2]. El apartado 2 es
consecuencia del estudio del comportamiento de la función ν cerca de un
cero de orden finito, véase por ejemplo [49] y las referencias allı́ citadas.

Esto nos dice que los ceros de ν de una superficies mı́nima no pueden
ser aislados.

Vamos a ver ahora cómo podemos identificar grafos con funciones de-
finidas sobre la superficie base M2(κ). Podemos ver un grafo como una
sección de la submersión Π : E(κ, τ) → M2(κ) definida sobre cierto dominio
Ω ⊂ M2(κ). En el modelo del cilindro dado por (1.2), si consideramos la
sección cero F0(x, y) = (x, y, 0), podemos parametrizar un grafo en términos
de una cierta función u : Ω→ R como:

Fu(x, y) = (x, y, u(x, y)), (x, y) ∈ Ω. (1.13)

Si u ∈ C2(Ω), se puede calcular la curvatura media del grafo Fu como:

2H = div

(
Gu√

1 + ‖Gu‖2

)
, (1.14)

donde Gu representa al gradiente generalizado Gu = (ux + τyλ−1)∂x + (uy −
τxλ−1)∂y y div(·) y ‖ · ‖ son la divergencia y la norma respecto de la métrica
de M2(κ), véase [51, Lema 1.37].

Ejemplo 1.8. El paraguas y la superficie I.

El paraguas Up : El paraguas o umbrella en p, Up, consiste en la su-
perficie formada por todas las geodésicas horizontales partiendo de p.
Como las reflexiones respecto a las geodésicas horizontales son iso-
metrı́as se deduce fácilmente que estas superficies son mı́nimas. En
el modelo del cilindro para E(κ, τ), Up0, con p0 el origen, se puede pa-
rametrizar como el grafo de la función u(x, y) = 0. Nótese que esta
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parametrización no es global cuando κ > 0. Si κ ≤ 0 estas superficies
son grafos enteros y si, κ > 0, se corresponden con esferas mı́nimas
(en particular Up es embebido en todo los casos). En el caso de los
espacios producto (τ = 0) estas superficies se conocen como planos
horizontales ya que son ortogonales al campo de Killing ξ, es decir,
ν2 = 1 en todo punto. En el caso de τ 6= 0, Up es horizontal solamente
en su centro p.

La superficie I: La superficie I consiste en la superficie formada por
una geodésica horizontal Γ que llamaremos eje y todas las geodésicas
horizontales ortogonales a Γ. En el modelo del cilindro de E(κ, τ) para
κ ≤ 0 se puede parametrizar como:

u(x, y) =

τxy si κ = 0,
2τ
κ arctan 2xy

4
κ

+x2−y2 si κ < 0.

En ambos casos, cuando τ = 0, la superficie I coincide con los planos
horizontales, mientras que para τ 6= 0 la superficie es un grafo entero
mı́nimo y se tiene que su función ángulo es igual a 1 solamente a lo
largo del eje Γ.

Para κ > 0 y τ = 0 (S2×R) coincide con el plano horizontal. Si κ > 0 y τ 6=
0 es congruente con la superficie I = {(x, y, z) ∈ R3 : y = x tan(− κ

2τ z)}.
En el modelo global S3(κ, τ) para la esfera de Berger la superficie I
forma parte (para c = 1) de la familia helicoides de Lawson H−c que
se parametrizan como Φc : R2 → S3 ⊂ C2, Φ(t, s) = (ecis cos t, eis sin t),
véase [92]. Además es un toro mı́nimo y embebido que no es con-
gruente con el toro de Clifford H1 para κ− 4τ2 6= 0 ya que no es llano.
Nótese que, cuando la métrica en S3 es la métrica redonda, H1 y H−1

son congruentes, si bien esto no es cierto cuando κ− 4τ2 6= 0.

1.2. El espacio S̃L2(R).
En esta sección vamos a hacer un estudio más detallado de las propieda-

des especificas del espacio S̃L2(R). Estas propiedades nos serán útiles para
el Capı́tulo 4.

Vamos a identificar topológicamente S̃L2(R) con H2 × R como se ha in-
dicado anteriormente, y consideraremos el modelo del semi-espacio y el
modelo del cilindro dados en (1.5).
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Figura 1.2: A la izquierda, el paraguas centrado en el origen y en otro
punto distinto para κ < 0 y τ 6= 0 en el modelo del cilindro y, a la derecha,
la superficie I con eje una geodésica horizontal pasando por el origen para
κ < 0 y τ 6= 0 en el modelo del cilindro.

1.2.1. Isometrı́as en S̃L2(R). Elegimos el parámetro complejo z = x+ iy y
vamos a dar expresiones explı́citas de las isometrı́as del modelo del semi-
espacio H. Sea f : H2 → H2, f(z) = az+b

cz+d con ad − bc = 1, a, b, c, d ∈ R una
isometrı́a positiva de H2 en el modelo del semi-espacio. Según la Proposi-
ción 1.4, f se puede levantar a una isometrı́a f̃ de S̃L2(R) y esta está dada
por

f̃(z, t) =
(
f(z), t− 2τargf ′(x)

)
(1.15)

véase [79, Proposition 2.1] y [94]. Aquı́ damos expresiones para estas iso-
metrı́as que no involucran al argumento del número complejo f ′(z) en
términos de los parámetros a, b, c, d ∈ R. Para obtener expresiones en el
modelo C bastarı́a componer con la aplicaciones φ y ψ dadas por la Propo-
sición 1.2.

1. Si c = 0 (ad = 1), tenemos las isometı́as de H2 que fijan el punto del
infinito, y se levantan a S̃L2(R) como:

f̃(z, t) =

(
az + b

d
, t+ t0

)
, (1.16)

para cierto t0 ∈ R (que representa una traslación vertical). Eligiendo
t0 = 0, esta isometrı́a extiende a la frontera asintótica vertical como

f̃(x, 0, t) =

(
ax+ b

d
, 0, t

)
.
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2. Si c 6= 0, tenemos las isometrı́as de H2 que envı́an el punto ideal z = −d
c

al punto del infinito. Estas se levantan a S̃L2(R) como

f̃(z, t) =

(
az + b

cz + d
, t− 4τ arctan

(
cx+ d

cy

)
+ t0

)
. (1.17)

Eligiendo t0 = 0, f̃ se extiende a la frontera asintótica como

f̃(x, 0, t) =

{
(ax+b
cx+d , 0, t+ 2τπ) si x < −d

c ,

(ax+b
cx+d , 0, t− 2τπ) si x > −d

c .

Nótese que la isometrı́a extendida f̃ no es una función continua como fun-
ción de R2 a R2, ya que tiene una discontinuidad de salto cuando x = −d

c .
Este salto es debido a que en este modelo se identifican los puntos ideales
(−∞, 0, t0) y (+∞, 0, t0 + 4τπ) y no los puntos (−∞, 0, t0) y (+∞, 0, t0) como
ocurre cuando τ = 0. Vamos a destacar algunos casos particulares que se
pueden expresar de una forma sencilla:

1. Traslaciones verticales: (x, y, t) 7→ (x, y, t+ t0) en ambos modelos.

2. Traslaciones hiperbólicas: En el modelo del semi-espacio los levanta-
mientos (salvo traslaciones verticales) de las traslaciones hiperbólicas
a lo largo de las geodésicas {x = c} vienen dados por las aplicaciones
(x, y, t) 7→ (c+ λ(x− c), λy, t), λ > 0. A estas isometrı́as las llamaremos
traslaciones hiperbólicas a lo largo de las geodésicas horizontales de
S̃L2(R).

3. Traslaciones parabólicas: En el modelo del semi-espacio el levanta-
miento (salvo traslaciones verticales) de las traslaciones parabólicas
a lo largo de los horociclos {y = c2} viene dado por la aplicación
(x, y, t) 7→ (x + a, y, t), a ∈ R. A estas isometrı́as las llamaremos trasla-
ciones parabólicas en S̃L2(R).

4. Rotaciones: En el modelo del cilindro las rotaciones euclı́deas con res-
pecto al eje t son el levantamiento (salvo traslación vertical) de las ro-
taciones de H2 con respecto al origen. Las llamaremos rotaciones con
respecto al eje t.
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Vamos a destacar dos superficies mı́nimas que se expresan como grafos
enteros de manera trivial y son invariantes por alguna de las isometrı́as
anteriores.

El paraguas Up centrado en p, véase el Ejemplo 1.8. En el modelo del
cilindro C, cuando está centrado en el origen es el grafo entero {t = 0}.
Esta superficie es invariante por rotaciones.

La superficie I (véase el Ejemplo 1.8) es invariante por traslaciones
hiperbólicas.

El slice mı́nimo S. En el modelo del semi-espacio H es el grafo entero
{t = 0}. Esta superficie es invariante por las traslaciones hiperbólicas
y por traslaciones parabólicas descritas anteriormente. Salvo para τ =

0 esta superficie no es congruente con la superficie I del Ejemplo 1.8,
ya que I no es invariante por traslaciones parabólicas. Esta puede ser
caracterizada como la única superficie homogénea completa de S̃L2(R)

junto con los H-cilindros verticales, véase [22] o como la única H-
superficie completa con función ν constante, junto con los H-cilindros
verticales véase [23].

Nótese que en el caso de H2 × R (τ = 0) las superficies U , I y S coinciden.

En la Figura 1.3 vemos la imagen del slice mı́nimo S de ecuación {t = 0}
por una isometrı́a de H que es un levantamiento de una isometrı́a de H2

que envı́a (0, 0) a ∞. Esta copia isométrica se puede parametrizar como el
grafo de la función (x, y) 7→ 4τ arctan(xy ). Vemos que la frontera asintótica
consiste en este caso en dos semi-rectas horizontales unidas con un seg-
mento vertical de longitud 4τπ.

La siguiente Proposición nos relaciona estas dos superficies viendo una
como lı́mite de la otra.

Proposición 1.9. El slice mı́nimo S es lı́mite de un paraguas bajo la acción
de un grupo uniparamétrico de traslaciones hiperbólicas.

Demostración. Consideramos el paraguas {t = 0} en el modelo del cilindro
parametrizado como

X(x, y) =

(
−1 + x2 + y2

x2 + (1 + y)2
,

−2x

x2 + (1 + y)2
, 0

)
, x ∈ R, y > 0.



59 Preliminares

Figura 1.3: La imagen del slice S por la isometrı́a con paramétros a = 0, b =

−1, c = 1, d = 1 y τ = 1/2, en el modelo H para S̃L2(R)

La imagen por la isometrı́a ψ dada en (1.7) es la superficie

(ψ ◦X) (x, y) = (x, y, 4τ arctan(
x

y + 1
)).

Aplicamos las traslaciones hiperbólicas (x, y, t) 7→ (λx, λy, t) a ψ◦X y obtene-
mos las superficies reparametrizadas Yλ(x, y) = (x, y, 4τ arctan( x

y+λ)), x ∈ R,
y > 0. Entonces los lı́mites de Yλ cuando λ → 0 y λ → +∞ son respecti-
vamente: Y0(x, y) = (x, y, 4τ arctan(xy )) e Y∞(x, y) = (x, y, 0). Entonces Y0 es
la imagen por una isometrı́a del slice {t = 0} en el modelo H, véase la
Figura 1.3, e Y∞ es el slice mı́nimo S.

1.2.2. Grafos mı́nimos invariantes. En esta Sección vamos a describir
algunas superficies mı́nimas invariantes dando expresiones explı́citas co-
mo grafos o como unión de grafos de funciones u : Ω ⊂ H2 → R en el modelo
del semi-espacio H. Estas superficies son los ejemplos más sencillos de
superficies mı́nimas y nos dan una idea de cómo se comportan las super-
ficies mı́nimas en este espacio, algunas de las cuales serán interesantes
como barreras. Estas han sido descritas también mediante técnicas simi-
lares en [29] y en [79] y en [94].

La ecuación de los grafos mı́nimos (1.14) se puede escribir en el modelo
del semi-espacio como:

yu3
y−(1+4τ2+yux(−4τ+yux))uyy+uy(−2τ+yux)(ux+2yuxy)−uxx−y2u2

yuxx = 0.

(1.18)
Vamos a resolver esta ecuación en algunos casos particulares obteniendo
superficies mı́nimas con ciertas simetrı́as que reducen (1.14) a una EDO.
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En la mayorı́a de los casos las soluciones de dicha EDO están determina-
das salvo una constante aditiva que se traduce en una traslación vertical.
Elegiremos esta constante de integración como 0 por simplicidad.

1. Si u(x, y) = u(y), entonces podemos resolver la Ecuación (1.18) obte-
niendo una familia uniparamétrica de superficies mı́nimas completas
que se obtienen como unión de dos grafos mı́nimos, dados por las
soluciones

u±d (x, y) = ±
√

1 + 4τ2 arcsin(dy), (1.19)

como vemos en la Figura 1.4. La frontera asintótica de estas super-
ficies consiste en dos lı́neas horizontales a distancia

√
1 + 4τ2π una

de la otra. El parámetro d refleja una traslación hiperbólica de la
superficie. El lı́mite de esta superficie cuando d → +∞ consiste en
dos slices separados por una distancia vertical

√
1 + 4τ2π, y el lı́mi-

te cuando d → 0 es el conjunto abierto de la frontera ideal dada por
{(x, 0, t), x ∈ R, 0 < t <

√
1 + 4τ2π}. Estas superficies son invariantes

por traslaciones parabólicas y se conocen en la literatura por catenoi-
des parabólicas.

Figura 1.4: La superficie u±d dada por (1.19) para d = 1 y τ = 1/2 en el
modelo del semi-espacio (izquierda) y en el modelo del cilindro (derecha).

2. Si u(x, y) = u(y) + lx para algún l ∈ R, la EDP (1.18) reduce a la ODE

yu′(y)3 − (1 + (ly − 2τ)2)u′′(y) + l(ly − 2τ)u′(y) = 0. (1.20)

Tenemos la solución trivial u(x, y) = lx, que llamamos plano inclinado.
Ası́ como una familia 2-paramétrica de superficies completas que se
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obtiene como la unión de los grafos v±dl(x, y) = v±d (y) + lx, donde

v±d (y) = ±
∫ y

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt, 0 < y < d. (1.21)

Salvo traslaciones verticales, su frontera asintótica consiste en las dos
lı́neas de ecuaciones t = lx y t = lx+ 2v+

d (d) en en el plano y = 0, véase
la Figura 1.5. Tenemos la siguiente estimación para v+

d (d):

v+
d (d) =

∫ d

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt ≥
∫ d

0

1√
d2 − t2

dt =
π

2
.

Tenemos información adicional en los siguientes casos:

a) Si lτ ≤ 0, entonces:

v+
d (d) =

∫ d

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt ≥
∫ d

0

√
1 + (2τ)2

√
d2 − t2

dt =

√
1 + 4τ2π

2
,

v+
d (d) =

∫ d

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt ≤
∫ d

0

√
1 + (ld− 2τ)2

√
d2 − t2

dt

=

√
1 + (ld− 2τ)2π

2
.

b) Si lτ > 0, entonces:

Si 0 < lτ < 4τ2

d , entonces como 0 < t < d tenemos que lτ <
4τ2

d < 4τ2

t , de donde l2t2 − 4ltτ < 0 y consecuentemente (lt −
2τ)2 < 4τ2. Esto nos da:

v+
d (d) =

∫ d

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt ≤
∫ d

0

√
1 + 4τ2

√
d2 − t2

dt =

√
1 + 4τ2π

2
.

Si |ld| < 2|τ |, entonces (lt− 2τ)2 > (ld− 2τ)2, y por tanto:

v+
d (d) =

∫ d

0

√
1 + (lt− 2τ)2

√
d2 − t2

dt ≥
∫ d

0

√
1 + (ld− 2τ)2

√
d2 − t2

dt

=

√
1 + (ld− 2τ)2π

2
.

Fijado l ∈ R, el lı́mite de la superficie cuando d → 0 es la región de
la frontera asintótica {(x, 0, t) : x < t < lx + d0} con d0 =

√
1 + 4τ2π.

Todas estas superficies son invariantes por un cierto movimiento he-
licoidal parabólico (la isometrı́a que consiste en la composición de
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una traslación parabólica y una traslación vertical). Nótese que se tie-
nen diferentes comportamientos dependiendo del signo de τ . Esto se
puede entender considerando la isometrı́a entre los modelos del semi-
espacio de E(−1, τ) y E(−1,−τ) dado por (x, y, t) 7→ (x, y,−t).

Figura 1.5: La superficie v±d dada por (1.21) para d = 1, l = 1 y τ = 1/2 en
el modelo del semi-espacio (izquierda) y el modelo del cilindro (derecha).

3. Si u(x, y) = u(xy ) y llamamos s = x
y , entonces la EDP (1.18) reduce a:

2s(1+4τ2)u′(s)−6sτu′(s)2+(s3+s)u′(s)3+(1+s2(1+4τ2))u′′(s) = 0, (1.22)

cuyas soluciones vienen dadas en función de un parámetro c ∈ R por

u±c (s) = 2τ arctan(s)±
∫ s

c0

√
1 + (1 + 4τ2)t2

(t2 + 1)
√
c(t2 + 1)− 1

dt, s ∈ I(c), (1.23)

donde I(c) ⊂ R es un intervalo maximal que depende de c. Todas estas
superficies son invariantes por traslaciones hiperbólicas. Tenemos los
siguientes tres casos:

Si c > 1, entonces I(c) = R y obtenemos grafos enteros cuya
frontera asintótica consiste en dos lı́neas horizontales unidas por
un segmento vertical contenido en {(0, 0)} × R. Cuando c = 1+4τ2

4τ2

se tienen, salvo traslaciones verticales, las soluciones u−c (s) = 0

y u+
c (s) = 4τ arctan(s), que son el slice mı́nimo S y una copia

isométrica suya, véase la Figura 1.3. Se tiene también el caso
lı́mite c→∞, u∞(s) = 2τ arctan(s), que es la superficie I del Ejem-
plo 1.8, que está compuesta de la geodésica {(0, y, 0) : y > 0} y
todas las geodésicas horizontales ortogonales a esta.
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Si c = 1, entonces I(c) = R+ y tenemos las dos soluciones:

u±1 (s) = 2τ arctan(s)±
∫ s

1

√
1 + (1 + 4τ2)t2

(t2 + 1)t
dt s > 0. (1.24)

La frontera asintótica de u+
1 (salvo una traslación vertical) con-

siste en la semi-recta {(x, 0, 0) : x > 0} y en la semi-recta vertical
{(0, 0, t) : t < 0} en la frontera asintótica vertical del modelo H, y la
geodésica horizontal completa {(0, y,−∞) : y > 0} en la frontera
asintótica horizontal H2×{−∞} del modelo H, véase la Figura 1.6.
La frontera asintótica de u−1 es análoga, pero con la geodésica ho-
rizontal asintótica {(0, y,+∞) : y > 0} en H2 × {+∞}.

Figura 1.6: La superficie u+
1 para τ = 1

2 en el modelo del semi-espacio
(izquierda) y el modelo del cilindro (derecha).

Si 0 < c < 1, entonces I(c) = (
√

1−c
c ,+∞) y las soluciones vienen

dadas por:

u±c (s) = 2τ arctan(s)±
∫ s√

1−c
c

√
1 + (1 + 4τ2)t2

(t2 + 1)
√
c(t2 + 1)− 1

dt, s >

√
1− c
c

.

(1.25)

Se tiene que (u±c )′(
√

1−c
c ) = ±∞, y entonces podemos completar

la superficie como la unión de las dos soluciones, véase la Figu-
ra 1.7. La frontera asintótica, salvo una traslación vertical, son
las lı́neas {(x, 0, u±c (+∞)) : x > 0} y el segmento vertical {(0, 0, t) :

u−c (+∞) < t < u+
c (+∞)}. Esta frontera asintótica se puede enviar
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mediante isometrı́as a un rectángulo. Por esta razón, estas su-
perficies se conocen en la literatura como tall rectangles, ya que
su frontera asintótica son rectángulos de altura h >

√
1 + 4τ2π,

véase [29, 48]. Este valor tiene un significado especial como vere-
mos en el Capitulo 4.

Figura 1.7: El Tall Rectangle dado por (1.25) para τ = 1
2 y c = 1

2 (izquierda),
una copia isométrica con frontera asintótica un rectángulo en el modelo del
semi-espacio (centro) y el Tall Rectangle en el modelo del cilindro (derecha).

4. Si u(x, y) = h (r)+4τ arctan
(

x
y+1

)
, donde r = (y−1)2+x2

x2+(y+1)2 , la Ecuación (1.18)
se reduce a:

(1 + 2τ2r)h′(r) + 1
2(r − 3)(r − 1)rh′(r)3 + (1 + 4τ2r)rh′′(r) = 0. (1.26)

La solución trivial h ≡ 0 se corresponde con u(x, y) = 4τ arctan
(

x
y+1

)
que es el paraguas centrado en el punto (0, 1, 0) ∈ H. El resto de solu-
ciones vienen dadas por

h±c (r) = ±
∫ r

r0(c)

√
1 + 4tτ2√

t(−3 + t2 + ct− 4t log(t))
dt, r ∈ (r0(c), 1), (1.27)

donde r0(c), es la única solución real de −3+t2+ct−4t log(t) = 0 en (0, 1).
Nótese que (h±c )′(r0(c)) = ±∞, y por tanto podemos completar la super-
ficie como la unión de las dos superficies. Estas superficies se cono-
cen en la literatura como catenoides, véase [79]. La frontera asintótica
de estas superficies consiste en las curvas {x, 0, 4τ arctan(x) + h+(1)} y
{x, 0, 4τ arctan(x) − h+(1)}, donde h+(1) <

√
1 + 4τ2 π

2 . Estas superficies
son invariantes por rotaciones.
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Figura 1.8: La catenoide dada por (1.27) para τ = 1/2 y c = 10 en el mo-
delo del semi-espacio (izquierda) y la catenoide centrada en el origen y una
traslación hiperbólica de esta en el modelo del cilindro (derecha).

1.3. El problema de Jenkins-Serrin en E(κ, τ).
Llamaremos problema de Jenkins-Serrin al problema de Dirichlet para la

ecuación de los grafos mı́nimos (1.14), donde Ω es un dominio de M2(κ)

con frontera diferenciable a trozos y donde prescribimos valores frontera
no necesariamente acotados sobre arcos geodésicos contenidos en Ω. Este
problema ha sido ampliamente estudiado en los espacios producto M ×
R, en especial en el caso de H2 × R donde se permite que el dominio Ω

sea no acotado, véase [14, 61, 71]. Algunos de estos resultados se han
extendido al caso de S̃L2(R) [94, 69] y de Nil3 [80]. En esta sección vamos a
recopilar algunos de estos resultados para el caso de H2 × R, S̃L2(R) y Nil3
y resolveremos un caso particular en S̃L2(R) y Nil3 que nos será útil en la
Sección 3.3.

Consideramos primero el caso de H2 × R. Sea Ω ⊂ H2 un dominio di-
ferenciable a trozos cuya frontera consiste en un número finito de arcos
geodésicos Ai y Bi, un número finito de arcos convexos con respecto a Ω,
Ci, y un número finito de arcos abiertos Di ⊂ ∂∞H2. Vamos a prescribir los
valores frontera +∞ en los lados Ai, −∞ en los lados Bi y datos continuos
fi y gi en los lados Ci y Di respectivamente. Además vamos a asumir que
cualesquiera dos lados Ai (o Bi) no tienen un extremo común.

Una poligonal P en H2 es un dominio cuya frontera es un número finito
de geodésicas en H2 de longitud finita o infinita de forma que dos geodésicas
consecutivas compartan un extremo en H2 o en ∂∞H2, llamado vértice (o
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vértice ideal) de la poligonal. Diremos que P está inscrita en Ω si P ⊂ Ω

y sus vértices están entre los vértices de Ω. Obsérvese que esta poligonal
puede contener algunos de los lados Ai, Bi, o Ci en caso de que estos
últimos sean geodésicas.

Para cada vértice ideal pi de Ω vamos a considerar un horociclo Hi en pi
suficientemente pequeño de forma que este no interseque a los lados aco-
tados de ∂Ω y Hi ∩Hj = ∅ para cualesquiera dos vértices ideales distintos.
Dada una poligonal P inscrita en Ω, llamaremos Γ(P) a la parte de P en el
lado cóncavo de todos los horociclos y definimos las cantidades:

γ =|Γ(P)|, α =
∑
i

|Ai ∩ Γ(P)| y β =
∑
i

|Bi ∩ Γ(P)|,

donde | · | denota la longitud de una curva en H2. En estas condiciones se
tiene el siguiente resultado general:

Teorema 1.10. [61, Theorem 4.9 y Theorem 4.11]

Si hay al menos un lado Ci o un lado Di en la frontera de Ω entonces
existe solución al problema de Jenkins-Serrin si y solo si los horociclos
pueden elegirse de forma que 2α < γ y 2β < γ para cualquier poligonal
P inscrita en Ω.

Si las dos familias {Ci} y {Di} son vacı́as existe solución al problema
de Jenkins-Serrin si y solo si se pueden elegir los horociclos de forma
que α = β cuando P = Ω y 2α < γ y 2β < γ para cualquier otra
poligonal P inscrita en Ω. Dicha solución es única salvo traslaciones
verticales.

Este teorema tiene sus orı́genes en un resultado clásico de Jenkins y
Serrin [41] en R3 cuando el dominio es compacto. Sin embargo, como he-
mos indicado en el Teorema 1.10, en H2 × R es posible extenderlo hasta
dominios no acotados e incluso prefijar valores sobre arcos en la frontera
asintótica ∂∞H2×R. Por ejemplo, podemos considerar un polı́gono ideal en
H2 con 2a lados geodésicos (a ≥ 2) cumpliendo las condiciones del Teore-
ma 1.10 y prescribimos alternativamente los valores +∞ y −∞ sobre los
lados geodésicos. Las soluciones de este problema de Jenkins-Serrin se co-
nocen como grafos de Scherk, que son ampliamente utilizados en la teorı́a
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de superficies mı́nimas en H2×R especialmente como barreras. Otro ejem-
plo sencillo se obtiene considerando el dominio formado por una geodésica
completa en H2 y un arco en ∂∞H2 uniendo los extremos ideales de la
geodésica. Prescribimos el valor ±∞ sobre la geodésica y un dato continuo
en el arco de ∂∞H2, obteniendo otro grafo mı́nimo completo también usado
a menudo como barrera.

El Teorema 1.10 se ha sido extendido a S̃L2(R) y a Nil3 en algunos casos
particulares. Younes en [94] resuelve el problema en S̃L2(R) cuando Ω ⊂ H2

es un dominio acotado. Melo en [69] resuelve el problema en S̃L2(R) cuando
Ω ⊂ H2(κ) es un dominio no acotado bordeado solo por geodésicas Ai y Bi
completas. Pinheiro en [80] resuelve el problema en Nil3 cuando Ω ⊂ R2 es
un dominio acotado.

Principios del máximo generales. El estudio de la unicidad del problema
de Jenkins-Serrin depende de principios del máximo generales para grafos.
Para los espacios E(κ, τ) se tiene el siguiente principio del máximo para
grafos en dominios acotados.

Teorema 1.11.[Principio del máximo para dominios acotados][80, 94] Sea
Ω ⊂M2(κ) un dominio acotado. Sean u, v ∈ C2(Ω) tal que sus grafos son su-
perficies mı́nimas en E(κ, τ). Sea E ⊂ ∂Ω un conjunto finito de puntos tales
que ∂Ω\E consiste en un conjunto de arcos diferenciables y supongamos
que u y v extienden de forma continua a cada arco de ∂Ω\E. Si u ≤ v en
∂Ω\E entonces u ≤ v en Ω.

Para el caso de dominios no acotados en H2 × R vamos a enunciar el
principio del máximo general de Collin y Rosenberg [14], en el que conside-
ran un dominio Ω (no necesariamente simplemente conexo) cuya frontera
consiste en un número finito de geodésicas completas y un número finito
de arcos convexos con respecto a Ω junto con sus extremos en ∂∞H2 que
cumplen que si C ⊂ ∂Ω es un arco convexo con extremo p ∈ ∂∞H2, entonces
el otro arco γ de ∂Ω que comparte el extremo p es asintótico a C, esto es,
si {xn} es una sucesión en γ convergiendo a p, entonces distH2(xn, C) → 0.
Nótese que por esta razón no se van a permitir lados Di en este caso.

Teorema 1.12.[Principio del máximo para dominios no acotados] Sea un
dominio Ω ⊂ H2 en las condiciones anteriores. Sea un dominio O ⊂ Ω y dos
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grafos mı́nimos u, v en O que extienden continuamente a O. Si u ≤ v en ∂O,
entonces u ≤ v en O.

En esta tesis usaremos este principio del máximo. Sin embargo en [61]
hay un principio del máximo más general que permite probar la unicidad
de la solución al problema de Jenkins-Serrin en unas condiciones más
amplias, no obstante, la unicidad en general del apartado primero del Teo-
rema 1.10 no es posible como se muestra en [61].

Serı́a interesante ver qué se puede decir del caso no acotado en E(κ, τ).
Es esperable que los resultado de Mazet, Rodrı́guez y Rosenberg [61] en
H2 × R se extiendan a S̃L2(R) ya que se tiene la misma geometrı́a en la
superficie base H2 y, por tanto, los conceptos necesarios tienen sentido en
ambos espacios. Sin embargo, el caso de Nil3 es más complicado puesto
que no hay un concepto de frontera asintótica.

Lı́mites radiales de un grafo de tipo Jenkins-Serrin. Vamos ahora a
probar un resultado útil para comparar dos superficies dadas como so-
luciones a problemas de tipo Jenkins-Serrin. Este resultado lo usaremos
más adelante en la Sección 3.2.

Lema 1.13. Sea Ω ⊂ H2 un dominio regular a trozos. Supongamos que β1 y
β2 son dos componentes regulares de ∂Ω tales que coinciden en un vértice
común p ∈ ∂Ω con un ángulo interior 0 < α < 2π. Supongamos que u ∈ C∞(Ω)

es una solución de la ecuación de los grafos mı́nimos en Ω con valores aco-
tados continuos en β1 y valores asintóticos +∞ o −∞ en β2. Entonces u tiene
lı́mites radiales continuos en p a lo largo de cualquier segmento geodésico en
el interior de Ω que no sea tangente a β1 o β2.

Demostración. Sea γ el segmento vertical que se proyecta en p y está en la
frontera de Σ, la superficie mı́nima grafo de u. Obsérvese que Σ se extiende
analı́ticamente más allá de γ mediante simetrı́a axial, véase el resultado
de Sa Earp y Toubiana en [90]. Por tanto, el normal N (con ν > 0 en el
interior de Σ) extiende de forma diferenciable a γ. Además, N rota de forma
monótona a lo largo de γ por el principio del máximo en la frontera para
superficies mı́nimas. Por tanto, el conormal Jγ′ = N × γ′ también rota de
forma monótona a lo largo de γ. Como Jγ′ es horizontal y tangente a las
curvas de nivel de la función altura de Σ, deducimos que la proyección de
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tales curvas de nivel forma una foliación de un entorno de p de Ω̄.

Esto implica que, cuando nos aproximamos a p a lo largo de una geodési-
ca interior σ que no es tangente a β1 o β2, el lı́mite de u es justamente el
valor de u en la única curva de nivel (de la foliación) tangente a σ en p, y
por tanto el lı́mite existe y es finito.

1.3.1. Problema de Jenkins-Serrin sobre polı́gonos simétricos. Aquı́
vamos a tratar con un caso particular de problema de Jenkins-Serrin en
S̃L2(R) y Nil3 donde usaremos los resultados anteriores.

Supondremos que κ ≤ 0 y fijaremos un número entero k ≥ 2 en lo
sucesivo y vamos a trabajar en el modelo del cilindro para E(κ, τ). Dado
a, b ∈ (0,∞), definimos Ta,b ⊂ M2(κ) como el triángulo geodésico de vértices
p0 = (0, 0), p1 y p2 ordenados en sentido antihorario de forma que los seg-
mentos p0p1 y p0p2 tienen longitudes a y b respectivamente, y el ángulo en
p0 es igual a π

k . Salvo una isometrı́a que conserve la orientación, podemos
suponer que p1 queda en el eje x. Usando trigonometrı́a hiperbólica (para
κ < 0) o trigonometrı́a euclı́dea (para κ = 0), la longitud del tercer lado p1p2

es:

cosh(`δ) = cosh(aδ) cosh(bδ)−sinh(aδ) sinh(bδ) cos(πk ) si κ < 0,

`2 = a2 + b2 − 2ab cos(πk ) si κ = 0,
(1.28)

dónde δ =
√
−κ.

También consideraremos los casos lı́mite Ta,∞ = ∪b>0Ta,b y T∞,b = ∪a>0Ta,b
que son triángulos con un vértice ideal si κ < 0, o bandas truncadas si
κ = 0. Los puntos p1 (resp. p2) deben ser entendidos como un punto ideal
si a = ∞ (resp. b = ∞). Después de sucesivas reflexiones axiales sobre p0p1

y p0p2, obtenemos un dominio poligonal Ωa,b ⊂M2(κ) que consiste en 2k co-
pias de Ta,b, cuyos vértices nombramos p1, p2, . . . , p2k en sentido antihorario,
véase la Figura 1.9. Podemos levantar estos puntos a E(κ, τ) mediante la
sección cero como qi = F0(pi) = (pi, 0) ∈ E(κ, τ) para todo i ∈ {0, . . . , 2k}.

Estamos interesados en el problema de Jenkins-Serrin en E(κ, τ) so-
bre el dominio Ωa,b ⊂ M2(κ) con valores frontera +∞ en p2i−1p2i y −∞ en
p2ip2i+1, para cada i (entendiendo los subı́ndices módulo 2n). La soluciones
deseadas de este problema conteniendo el punto q0 vendrán dadas por los
Lemas 1.15 y 1.19 y las llamaremos Σa,b.
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Figura 1.9: El dominio Ωa,b con a, b ∈ (0,∞) está representado a la izquierda
(caso de κ < 0 ) y en el centro (κ = 0) para k = 3. El triángulo Ta,b es la región
sombreada y la banda lı́mite aparece en color mas claro.

Nota 1.14. Obsérvese que si τ 6= 0 entonces Σa,b y Σb,a no son congruentes
si a 6= b a pesar de proyectarse en dominios congruentes, ya que no hay
isometrı́as que inviertan la orientación en E(κ, τ). Esto implica además que
las superficies Σa,b no serán congruentes entre ellas para diferentes valo-
res del par (a, b). Por otro lado, si τ = 0, las superficies Σa,b y Σb,a sı́ son
congruentes mediante una simetrı́a especular respecto a un plano vertical.
Observamos también que, la superficie Σb,a se puede obtener sustituyendo
el valor +∞ con −∞ en el problema de Jenkins-Serrin sobre Ta,b

El caso de S̃L2(R). Vamos a comenzar adaptando los resultados antes
mencionados para resolver el problema para κ < 0, incluyendo el problema
lı́mite sobre T∞,∞ = ∪a,b>0Ta,b.

Lema 1.15. Sean κ < 0 y τ 6= 0. Dados k ≥ 2 y a, b ∈ (0,∞], el problema
de Jenkins-Serrin en E(κ, τ) sobre Ωa,b ⊂ H2(κ) con valores frontera +∞ en
p2i−1p2i y −∞ en p2ip2i+1 para todo i, tiene una única solución Σa,b salvo
traslaciones verticales.

Demostración. Si a, b ∈ (0,∞), entonces la existencia y unicidad se siguen
del Teorema de Jenkins-Serrin probado por Younes en [94]. De la misma
manera, si a = b =∞, la existencia de solución fue dada por Melo en [69].

Vamos a discutir la existencia cuando solo uno de los parámetros a o
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b son infinitos, esto es, solo uno de los puntos p1 o p2 son ideales. Po-
demos asumir, sin perdida de generalidad, que a = ∞, y por tanto p1 es
ideal. Sea γ ⊂ H2(κ) la geodésica completa conteniendo p1p2. Considera-
mos una sucesión de grafos de Jenkins-Serrin sobre triángulos compactos
con vértices p0, p1,n y p2, siendo p1,n ∈ γ puntos divergiendo a p1. El prin-
cipio del máximo para grafos mı́nimos sobre dominios compactos probado
en [94] (Teorema 1.11) implica que la sucesión de grafos es creciente, y so-
lo necesitamos encontrar una barrera apropiada para ver que la sucesión
no sea divergente en ningún lugar. Para esto, consideramos un triangulo
geodésico T ′ ⊂ H2(κ) con tres vértices ideales y un lado igual a γ de forma
que Ta,b ⊂ T ′. Por los resultados de [69] sabemos que que existe un gra-
fo mı́nimo Σ′ sobre T ′ con valores frontera +∞ en γ y 0 en los otros dos
lados de T ′. La superficie Σ′ queda por encima de cualquier grafo de la su-
cesión por el principio del máximo(Teorema 1.11). Por tanto, la sucesión
de grafos converge, después de pasar a una subsucesión, a un grafo mı́ni-
mo Σ∞ tomando los valores frontera deseados ya que Σ′ es una barrera
por arriba, y además para cualquier conjunto compacto de Ta,b, podemos
tomar un término de la sucesión como barrera por debajo. Para obtener
la solución sobre Ωa,b, extendemos el grafo sobre Ta,b mediante sucesivas
simetrı́as sobre las geodésicas horizontales q0q2.

La unicidad de solución de los casos no acotados se puede probar si-
guiendo argumentos similares a los de [14, 47].

Se sigue que el problema de Jenkins-Serrin sobre Ωa,b es equivalente
al problema de Jenkins-Serrin sobre Ta,b ⊂ M2(κ) con valores frontera 0

en p0p1 ∪ p0p2 y +∞ en p1p2 por unicidad, ya que mediante simetrı́as en el
segundo problema podemos generar todas las soluciones del primero salvo
traslaciones verticales. Nótese que el valor 0 implica que qiqk+i = F0(pipk+i)

es una geodésica horizontal para todo i ∈ {1, . . . , k}.

El caso de Nil3. La existencia de solución en Nil3 para el caso acotado
(a, b) ∈ (0,∞) se sigue de los resultados de Pinheiro [80]. Para resolver el
problema de Jenkins-Serrin en Nil3 en el caso no acotado con a =∞ o bien
b = ∞ vamos a construir de manera explı́cita una familia de superficies
mı́nimas en Nil3 que son solución del problema para k = 2 y que usaremos
como barrera para probar la existencia de solución en el caso k ≥ 3. Esta
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solución explı́cita era conocida para el caso de a =∞ y se corresponde con
la familia de helicoides horizontales dada por Daniel y Hauswiirth en [20].

La Familia de Helicoides Hµ en Nil3. Consideraremos una superficie fo-
liada por lı́neas rectas (no necesariamente geodésicas de Nil3) que interse-
can ortogonalmete a una geodésica horizontal Γ ⊂ Nil3. Vamos a suponer
que esta geodésica es el eje y y, por tanto, la superficie queda parametriza-
da como:

X : I × R→ Nil3, X(u, v) = (u, v, u h(v)) , (1.29)

siendo I ⊂ R un intervalo y h : I → R una cierta función diferenciable
que representa la pendiente de la lı́nea recta que pasa por (0, v, 0). Vamos
a escribir h(v) = 1

2(v − f(v)), lo cual simplificará los cálculos. Dado que
las traslaciones a lo largo de Γ se corresponden con añadir una constante
aditiva a f vamos a suponer que 0 ∈ I y h(0) = 0, lo cual implicará que X
es axialmente simétrica con respecto al eje x, es decir, las funciones f y h

serán funciones impares. La curvatura media de la parametrización viene
dada por:

H(u, v) =
u
(
(4 + f(v)2)f ′′(v)− 2f(v) (f ′(v)− 1) (f ′(v)− 2)

)
2 (u2f ′(v)2 − 4u2f ′(v) + f(v)2 + 4u2 + 4)3/2

.

Por tanto X define una superficie mı́nima si y solo si se satisface la ecua-
ción diferencial de segundo orden:

(4 + f(v)2)f ′′(v) = 2f(v)
(
f ′(v)− 1

) (
f ′(v)− 2

)
. (1.30)

La Ecuación (1.30) admite una primera integral

f ′(v) =
2
√

4 + c2f(v)2√
4 + c2f(v)2 + c

√
4 + f(v)2

, (1.31)

que depende de la constante de integración c 6= −1. Dado µ ∈ R, la solución
de (1.30) con condiciones iniciales f(0) = 0 y f ′(0) = 1−2µ (esto es, h′(0) = µ)
definida en un intervalo maximal (−tµ, tµ) ⊆ R es la inversa de la siguiente
función impar:

gµ(x) =
1

2

∫ x

0

1 +
(1 + 2µ)

√
4 + y2

(1− 2µ)
√

4 + (1+2µ
1−2µ)2y2

 dy. (1.32)
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Esto se sigue de una integración elemental de la ecuación (1.31) llamando
c = 1+2µ

1−2µ y cubre todos los valores iniciales de la primera derivada excepto
µ = 1

2 . Si µ → 1
2 por arriba o por abajo, el integrando de (1.32) conver-

ge monótonamente a una función no integrable en un entorno de 0. Sin
embargo, en el caso µ = 1

2 tenemos la solución constante f(v) = 0, que no
tiene inversa, y se corresponde con la superficie I, véase el Ejemplo 1.8 y la
nota 1.17. Los resultados de dependencia continua de soluciones respecto
de la condiciones iniciales implican, no obstante, la continuidad respecto
de µ.

Lema 1.16. Hay una familia uniparamétrica continua Hµ, µ ∈ R, de super-
ficies completas propiamente embebidas en el Nil3 foliadas por lı́neas rec-
tas ortogonales a una geodésica horizontal Γ que además contienen a una
geodésica horizontal ortogonal a Γ.

Si |µ| < 1
2 , entonces Hµ es un grafo mı́nimo entero.

Si |µ| > 1
2 , entonces Hµ es una superficie mı́nima tipo helicoide horizon-

tal de eje Γ. Las subfamilias con µ > 1
2 o µ < −1

2 difieren en el sentido
de rotación del normal a lo largo de Γ, y se pueden reparametrizar en
términos de la distancia entre geodésicas verticales consecutivas con-
tenidas en Hµ, que varı́a desde 0 (cuando |µ| tiende a +∞) hasta +∞
(cuando |µ| converge a 1

2 ).

Demostración. Si µ = 1
2 , tenemos que f(v) = 0 y X parametriza globalmente

al grafo invariante entero mı́nimo I. Si −1
2 ≤ µ < 1

2 , entonces c = 1+2µ
1−2µ ≥

0 y el integrando en (1.32) es mayor o igual que 1, de donde gµ es un
difeomorfismo de R a R, y su inversa f = g−1

µ también. Esto significa que X
define un grafo mı́nimo entero.

Supongamos que µ > 1
2 (resp. µ < −1

2 ). El integrando en (1.32) es es-
trictamente negativo (resp. estrictamente positivo). En particular, gµ es es-
trictamente monótono, luego es un difeomorfismo de R sobre su imagen.
Nótese que c = 1+2µ

1−2µ 6= −1 es negativo, luego una simple manipulación de la
expresión nos permite reescribir la Ecuación (1.32) como

gµ(x) =

∫ x

0

2(1− c2) dy

4 + c2y2 +
√

(4 + c2y2)(4c2 + c2y2)
.
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Por tanto, el lı́mite tµ = ĺımx→∞ |gµ(x)| es un numero real distinto de ce-
ro tal que f = g−1

µ : (−tµ, tµ) → R es un difeomorfismo. Como h(v) diverge
cuando v se aproxima a ±tµ, las lı́neas rectas que folian la superficie ro-
tan monótonamente teniendo las geodésicas verticales s 7→ (0,±tµ, s) como
lı́mites, véase la Figura 1.10. La superficie tipo helicoide Hµ se obtiene des-
pués de sucesivas reflexiones respecto de estas geodésicas verticales. Sin
embargo, el argumento anterior establece una monotonı́a distinta para gµ
(y por tanto por h) según µ > 1

2 y µ < −1
2 , lo cual refleja un sentido de

rotación diferente.

Para la última frase del Lema 1.16, hemos visto que dos rectas verticales
sucesivas contenidas en Hµ son s 7→ (0,−tµ, s) y s 7→ (0, tµ, s), cuya distancia
es 2tµ (cualesquiera otras dos geodésicas verticales difieren en la misma
distancia por simetrı́a). Vamos a terminar viendo que µ 7→ tµ induce una
biyección creciente de (−∞, −1

2 ) a (0,+∞) y una biyección decreciente de
(1

2 ,+∞) a (0,+∞). El integrando en la Ecuación (1.32), como función de
µ ∈ (−∞, −1

2 ) ∪ (1
2 ,+∞) satisface

∂

∂µ

1 +
(1 + 2µ)

√
4 + y2

(1− 2µ)
√

4 + (1+2µ
1−2µ)2y2

 =
8
√

4 + y2

(1− 2µ)2(4 + (1+2µ
1−2µ)2y2)3/2

> 0.

Teniendo en cuenta el valor absoluto en la definición de tµ, se sigue que
µ 7→ tµ es estrictamente creciente (resp. decreciente) cuando nos restringi-
mos a (−∞, −1

2 ) (resp. (1
2 ,+∞)). Tomando lı́mites en (1.32) por el teorema de

la convergencia monótona, se tiene que ĺımµ→±∞ tµ = 0 y ĺımµ→±1/2 tµ = +∞,
y con esto finaliza la prueba.

Nota 1.17. Si µ = ±1
2 , tenemos que h(v) = ±1

2v, y ambos casos son con-
gruentes con la superficie invariante I del Ejemplo 1.8. Si µ = 0, entonces
h(v) = 0, y por tanto H0 es el paraguas U0 centrado en el origen. Daniel y
Hauswirth [20, Section 7] dieron una familia de helicoides que se corres-
ponde con el caso µ < −1

2 , ver [77, Lemma 5.1]. Daniel [19, Examples 8.4
and 8.5] también construyó dos grafos enteros foliados por lı́neas rectas
pero que no contienen la geodésica horizontal ortogonal al eje. Esto revela
que la la suposición h(0) = 0 excluye algunos casos entre todas las solucio-
nes de (1.30).

Nota 1.18. Ninguna de las superficies Hµ son congruentes entre ellas en
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Figura 1.10: Rotación del normal de los helicoides horizontales Hµ en los
casos µ < −1

2 (izquierda) y µ > 1
2 (derecha). En la parte inferior se indican los

problema de Jenkins-Serrin que resuelven las superficies Hµ sobre bandas
de R2. Recuérdese que los casos µ > 1

2 y µ < −1
2 producen superficies no

congruentes.

Nil3, salvo para H1/2 y H−1/2. Entre las superficies con µ ∈ (−∞, −1
2 ) ∪

(1
2 ,+∞), esto se sigue del hecho que las isometrı́as de Nil3 preservan las

geodésicas verticales, la distancia y orientación. Además, estas superficies
tipo helicoides no son congruentes a ningún Hµ con µ ∈ [−1

2 ,
1
2 ] ya que no

son grafos enteros. Para el caso µ ∈ (−1
2 ,

1
2), la función ángulo de Hµ en la

parametrización (1.29) vienen dada por

ν(u, v) =
2√

u2(1− 2h′(v))2 + (2h(v) + v)2 + 4
, (1.33)

por tanto el origen es el único punto de Hµ con función ángulo igual a 1.
Como las isometrı́as preservan la función ángulo, el origen deberı́a quedar
fijo por una isometrı́a entre dos de estas superficies. Se deduce también
de (1.33) que la geodésica horizontal Γ debe quedar fija también, y por tanto
la dirección de rotación a lo largo de esta. Como la curvatura de Gauss de
Hµ en el origen es −3

4 − µ
2 y la dirección de rotación es diferente para µ > 0

y µ < 0, concluimos que ninguna de las superficies Hµ son congruentes
entre ellas si µ ∈ (−1

2 ,
1
2).

Lema 1.19. Supongamos que κ = 0 y τ 6= 0. Dado k ≥ 2 y a, b ∈ (0,∞] no
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ambos iguales a ∞, el problema de Jenkins-Serrin en E(0, τ) sobre Ta,b ⊂ R2

con valores frontera 0 en p0p1 ∪ p0p2 y +∞ en p1p2 tiene solución.

Demostración. Vamos a suponer que τ = 1
2 salvo una homotecia en la métri-

ca. Si a, b < ∞, entonces Ωa,b ⊂ R2 es un triángulo acotado, y Pinheiro [80]
probó que existe una única solución al problema de Jenkins-Serrin en esta
situación.

Para el caso infinito, empezamos suponiendo que k = 2. Si a =∞, existe
un µ > 1

2 tal que tµ = b por el Lema 1.16, y una parte deHµ es un grafo sobre
el interior de la media banda T∞,b = [0,+∞)× [0, b] que resuelve el problema
de Jenkins-Serrin. De igual manera, si b = ∞, podemos encontrar µ′ < −1

2

tal que tµ′ = a, y por tanto una parte de Hµ′ es un grafo sobre el interior de
Ta,∞ = [0, a]× [0,+∞) después de rotarlo un ángulo de amplitud π

2 .

Supongamos ahora que k ≥ 3 y a = ∞ (el caso b = ∞ es similar). Para
cada n ∈ N, sea Σn,b la solución del correspondiente problema de Jenkins-
Serrin sobre Tn,b, cuya existencia se sigue de los resultados de [80], véase
el Teorema 1.11. Se tiene que Σn,b es una sucesión decreciente de grafos
mı́nimos, por el principio del máximo para grafos sobre dominios acotados
probado en [80]. Sea Σ′ el grafo sobre la banda [b cos πk ,+∞) × [0, b sin π

k ] to-
mando valores +∞ sobre [b cos πk ,+∞)×{b sin π

k } y 0 en el resto de la frontera.
La superficie Σ′ no es más que parte del helicoide trasladado Hµ. De nuevo,
por el principio del máximo, todas las superficies Σn,b están acotadas por
debajo por Σ′. Esto implica la convergencia de una subsucesión en conjun-
tos compactos de Σn,b a un grafo mı́nimo sobre T∞,b, tomando los valores
frontera deseados.

Mediante sucesivas reflexiones sobre la frontera horizontal de la super-
ficie obtenida en el Lema 1.19, se obtiene la solución Σa,b al problema de
Jenkins-Serrin en Ωa,b.

Nota 1.20. En el caso a = b = ∞ (no considerado en el Lema 1.19), el
segmento p1p2 desaparece y la solución al problema de Jenkins-Serrin no
es única, véase [74]. Sin embargo, podemos definir Σ∞,∞ como el lı́mite de
Σa,b cuando a, b→∞. Cartier [6, Corollary 3.8] obtuvo grafos enteros en Nil3
con valores 0 en ∂T∞,∞ y asintóticamente positivos en el interior de T∞,∞.
Usando estos grafos enteros como barrera por abajo junto con el paraguas
U0, se sigue que Σ∞,∞ ⊂ Nil3 es un grafo entero mı́nimo cuya restricción
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al interior de T∞,∞ es estrictamente positiva. Si k = 2, entonces Σ∞,∞ es la
superficie invariante I debido a la continuidad de la familia Hµ (véase el
Lema 1.16).
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Capı́tulo 2

Superficies mı́nimas con curvatura total finita

Se dice que una superficie Σ de E(κ, τ) tiene curvatura total finita si su
curvatura de Gauss K es una función integrable en la superficie, en cuyo
caso se define la curvatura total de Σ como

C(Σ) =

∫
Σ
K.

Para una superficie mı́nima de H2 × R (cuando τ = 0) la ecuación de
Gauss (1.8) muestra que K ≤ 0 y por tanto C(Σ) ≤ 0. Vamos a centrarnos
en primer lugar en el caso de H2 × R resaltando los principales resultados
conocidos.

Consideramos el modelo del disco de Poincaré H2 = {z ∈ C : |z| < 1}
con la métrica g = 4

(1−|z|2)2 |dz|2. Sea X = (F , h) : Σ → H2 × R una inmersión
conforme y mı́nima. Se tiene que F : Σ→ H2 es una aplicación armónica y
h : Σ→ R es una función armónica. Dado un parámetro conforme ω ∈ Σ, Sa
Earp y Toubiana probaron en [87] que (hw)2 = −Q donde Q es la diferencial
de Hopf asociada a F y se tiene que

h = −2<(i

∫ √
Qdw).

En este contexto se tiene el siguiente resultado para una superficie mı́nima
con curvatura total finita:

79
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Teorema 2.1.[36, 35] Sea Σ una superficie mı́nima, completa, orientable,
inmersa en H2 × R y con curvatura total finita. Entonces, se cumple:

1. Σ es conformemente equivalente a M − {p1, ..., pr}, donde M es una
superficie de Riemann compacta y p1, ..., pr ∈M, r ≥ 1, es una cantidad
finita de puntos que se corresponden con los finales de M .

2. La función ángulo ν tiende a cero en los finales.

3. Q es holomorfa en Σ y extiende de manera meromorfa a los finales.

4. Cada final de Σ es asintótico a una poligonal admisible en el infinito
formada por mi + 1 geodésicas en H2 × {+∞} y mi + 1 geodésicas en
H2×{−∞}, unidas con rectas verticales contenidas en ∂∞H2×R para
cierto número entero mi ≥ 0, ver Definición 2.2 y 2.3.

5. La curvatura total de M viene dada por:∫
M
K = 2π

(
2− 2 g − 2r −

r∑
i=1

mi

)
, (2.1)

donde g es el género de M y r y mi son los descritos anteriormente.

Destacamos la noción de poligonal admisible en el infinito, que se define
como:

Definición 2.2. Decimos que P ⊂ ∂∞(H2 × R) es una poligonal admisi-
ble en el infinito si es una poligonal cerrada compuesta por k geodésicas
completas en H2 × {+∞}, k geodésicas en H2 × {−∞} y 2k geodésicas ver-
ticales en ∂∞H2 ×R uniendo los extremos de las geodésicas en H2 × {+∞}
y H2 × {−∞}.

Vamos a dar a continuación una descripción de los finales de las super-
ficies mı́nimas con curvatura total finita dada por [35] y [33]. Sea X : Σ →
H2 × R una inmersión propia, de un final de una superficie mı́nima con
curvatura total finita, y llamemos F = X(Σ). Sabemos que F es asintótico a
una poligonal en infinito P con m geodésicas en H2 × {+∞} y m geodésicas
en H2 ×{−∞}. Se prueba que para c > 0 suficientemente grande F ∩ {t = c}
y F ∩ {t = −c} consisten cada uno de ellos en un conjunto de m curvas.
Cada una de estas curvas converge cuando c→∞ a una de las geodésicas
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de P en H2 × {+∞} o H2 × {−∞}. Además, si el final F es embebido estas
curvas son disjuntas.

Consideremos ahora un horodisco H suficientemente pequeño en p, esto
es la región convexa de H2 menos un horociclo en p, donde p es un punto
ideal de H2 sobre el que se proyecta una recta vertical de P, y sean l̄1 y l̄2 dos
geodésicas horizontales ideales de P que tienen un extremo en {p} × {+∞}
y {p} × {−∞}, respectivamente. Decimos que E es una hoja horizontal de
F ∩ (H ×R) si existe una componente conexa U de X−1(F ∩ (H ×R)) tal que
E = X(U) . En [33] probaron que cada hoja horizontal E de F ∩ (H × R) es
un grafo horizontal (geodésico) sobre l1 × R y sobre l2 × R donde li = Π(l̄i).

Se dice que E es una hoja vertical de F ∩ {t > c} (resp. F ∩ {t < −c})
para c > 0 suficientemente grande si existe una componente conexa V de
X−1(F ∩ {t > c}) tal que E = X(V ). También en [33] probaron que cada
hoja vertical E de F ∩ {t > c} (resp. F ∩ {t < −c}) es un grafo horizontal
(geodésico) sobre cierto dominio de l1 × R (resp. l2 × R). Además, cuando el
final es embebido todas las hojas horizontales (respectivamente verticales)
son disjuntas.

Definición 2.3. [33, Definition 5] Decimos que una superficie Σ en H2×R
es asintótica a una poligonal en infinito P embebida si ∂∞Σ ⊂ P. Si la
poligonal en infinito no es embebida además exigimos que exista t0 > 0

tal que para toda hoja vertical E de Σ ∩ {t > t0} (resp. Σ ∩ {t < −t0})
existe alguna geodésica l̄ ∈ P en H2 × {+∞} (resp. H2 × {−∞}) tal que
∂∞E ⊂ ∂∞(Π(l̄)× R).

En el caso de que la poligonal admisible en infinito sea embebida la
noción de asintótico al polı́gono admisible del Teorema 2.4 coincide con la
dada en la Definición 1.1, es decir, ∂Σ ⊂ P si para toda sucesión divergente
de puntos pn ∈ Σ convergiendo a p ∈ ∂∞(H2 × R) en la compactificación
producto se tiene que p ∈ P.

Teorema 2.4.[33, Theorem 4] Una superficie mı́nima completa de H2×R tie-
ne curvatura total finita si, y solo si, es propia tiene topologı́a finita y cada
uno de sus finales es asintótico a una poligonal admisible en el infinito.

El Teorema 2.4 relaciona las superficies con curvatura total finita con
el problema de Plateau asintótico en el infinito, ya que si se resuleve el
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problema de Plateau en el infinito para una poligonal admisible en el infi-
nito y se prueba que la superficie es propia entonces automáticamente la
solución tendrá curvatura total finita.

Los ejemplos más sencillos con curvatura total finita son los planos
verticales que son los únicos con curvatura total nula, véase [39, Corollary
5].

Los grafos de Scherk son grafos mı́nimos sobre un polı́gono ideal en H2

con 2a lados geodésicos (a ≥ 2) que toman alternativamente los valores +∞
y −∞ sobre los lados geodésicos. Se obtienen como solución a un problema
de Jenkins-Serrin, véase la Sección 1.3. Los grafos de Scherk tienen género
0 y 1 final asintótico a una poligonal admisible en el infinito con m1 = a− 1.
Por el Teorema 2.4 y la formula (2.1), tienen curvatura total finita −2(a−1)π.
El caso a = 2 da las únicas superficies mı́nimas completas con curvatura
total finita −2π como probaron Pyo y Rodrı́guez en [83].

Teorema 2.5.[83] Una superficie mı́nima completa en H2×R con curvatura
total finita −2π es el grafo de Scherk sobre un cuadrilátero ideal.

Hauswirth, Menezes y Rodrı́guez en [33] probaron la siguiente caracte-
rización de estas superficies:

Teorema 2.6.[33, Theorem 7] Sea M un disco mı́nimo propiamente embe-
bido asintótico a una poligonal en infinito que se proyecta en H2 sobre el
borde de un dominio convexo. Entonces, M es un grafo Scherk.

También están los ejemplos Twisted Scherk construidos por Pyo y Rodrı́-
guez en [83] con género cero, un final y m1 = 2b para cierto b ≥ 1, que tienen
curvatura total finita −4bπ. Estos son los únicos ejemplos conocidos hasta
ahora que no son grafos ni bigrafos. En la Sección 2.2.1 se construirán los
ejemplos homólogos en S̃L2(R).

Otros ejemplos conocidos son los llamados k-noides mı́nimos construi-
dos por Rodrı́guez y Morabito en [70]. Los más simétricos de esta familia
fueron construidos independientemente por Pyo en [81] y se corresponden
con las superficies obtenidas en la Sección 3.3 para el caso H = 0. Todos
los k-noides mı́nimos tienen género cero y k finales con mi = 0, es decir,
cada final es asintótico a un plano vertical. Dentro de esta familia se en-
cuentra la catenoide horizontal cuando k = 2, véase el Ejemplo 3.16. Esta
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fue caracterizada por Hauswirth, Nelli, Sa Earp y Toubiana en [35] con un
resultado tipo Schoen.

Teorema 2.7.[35] Una superficie mı́nima, completa y conexa de H2×R con
curvatura total finita y dos finales, cada uno asintótico a un plano vertical,
es una catenoide horizontal.

El concepto de final asintótico a un plano considerado en [35] es más
restrictivo que el definido en esta memoria, pero en [33] se probó que en
este contexto ambas nociones son equivalentes.

Martı́n, Mazzeo y Rodrı́guez en [58] construyeron superficies mı́nimas
propiamente embebidas en H2 × R con curvatura total finita y con género
positivo usando una técnica de pegado. Para cada g > 0, obtuvieron ejem-
plos con k finales, cada uno asintótico a un plano vertical, siendo k > 0

cualquier número suficientemente grande dependiendo de g. En la Sec-
ción 3.2 se construirán ejemplos con género 1 y k ≥ 3 finales con mi = 0,
que llamaremos k-noides con género 1. Tanto los ejemplos de [58] como los
de la Sección 3.2 son bigrafos.

2.1. Superficies con curvatura total −4π en H2 × R.
En esta sección vamos a estudiar las superficies mı́nimas con curvatu-

ra total −4π, que es el siguiente valor de la curvatura total para el cual
no hay una clasificación de exhaustiva, ni siquiera en el caso embebido.
Probaremos que deben tener género cero y uno o dos finales. En el ca-
so de dos finales, se tiene que deben ser catenoides horizontales por el
Teorema 2.7. Finalmente describiremos las posibles configuraciones de la
poligonal asintótica en el infinito de los ejemplos embebidos simplemente
conexos y probaremos un resultado de unicidad para las superficies Twis-
ted Scherk con b = 1 construidas por Pyo y Rodrı́guez en [83].

Proposición 2.8. Toda superficie mı́nima M completa inmersa en H2 × R
con curvatura total finita −4π tiene género 0.

Demostración. De la fórmula 2.1, deducimos que:

2g + 2r +

r∑
i=1

mi = 4
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Esta condición implica que g ≤ 2. Si g = 2 entonces el número de finales es
0, que es una contradicción ya que M no puede ser compacta. Si g = 1 se
deduce entonces que r = 1 y m1 = 0. Esto quiere decir que M es asintótica a
un plano vertical. Podemos encontrar un plano vertical P suficientemente
lejos de forma que este no interseque a M . Trasladando P a lo largo de
la geodésica perpendicular a P y al plano asintótico hasta llegar al primer
punto de contacto con M encontramos un plano vertical tangente a M que
se queda a una lado de M , lo cual es una contradicción con el principio del
máximo, ya que M no puede ser un plano vertical.

Solo son por tanto posibles los dos casos siguientes:

1. M tiene 2 finales y m1 = m2 = 0, en cuyo caso M es un anillo con dos
finales asintóticos a planos verticales.

2. M tiene un final y m1 = 2, es decir, M es un disco asintótico a una
poligonal admisible en el infinito con 3 geodésicas en H2 × {+∞} y 3

geodésicas en H2 × {−∞}.

En el primer caso, por el Teorema 2.7 deducimos que M es una catenoi-
de horizontal. Nos vamos a centrar entonces en el segundo caso cuando
además la superficie es propiamente embebida.

Sea M un disco propiamente embebido en H2 × R con curvatura total
−4π. Sabemos que M es asintótico a una poligonal admisible en el infini-
to P formada por 3 geodésicas l̄1, l̄3, l̄5 en H2×{+∞}, 3 geodésicas l̄2, l̄4, l̄6 en
H2×{−∞} y las correspondientes rectas verticales en ∂∞H2×R uniéndolas.
Llamamos li = Π(l̄i) a sus proyecciones en H2 y asumimos que están orde-
nadas siguiendo una orientación fija en P. Denotamos por pi, pi+1 ∈ ∂∞H2

los extremos ideales de li, usando notación cı́clica, es decir, p0 = p6 y p7 = p1.
Llamaremos vi = {pi}×R a las rectas verticales contenidas en P. Salvo una
isometrı́a del ambiente podemos suponer que p1 = (1, 0) ≡ 1 en el mode-
lo del disco de Poincaré que venı́amos usando. Sea θj ∈ [0, 2π) tales que
pj = eiθj . Obsérvese que estos θj no están necesariamente ordenados y
podrı́an incluso coincidir. Consideramos la orientación en P de forma que
θ2 ≤ θ6. En el siguiente resultado describimos las posibles configuraciones
de la frontera asintótica de M .
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Teorema 2.9. Sea M ⊂ H2 × R una superficie mı́nima propiamente embe-
bida con un final y curvatura total −4π. Con la notación anterior, salvo un
posible reordenamiento, su poligonal asintótica en el infinito se corresponde
con alguno de los siguientes casos:

1. 0 = θ1 < θ2 < ... < θ6 < 2π (los puntos ideales están cı́clicamente
ordenados).

2. 0 = θ1 < θ2 < θ3 < θ6 < θ5 < θ4 < 2π.

3. 0 = θ1 = θ4 < θ2 < θ3 = θ6 < θ5 < 2π.

4. 0 = θ1 = θ4 < θ2 < θ3 < θ6 < θ5 < 2π.

Figura 2.1: Proyecciones de las posibles poligonales admisibles en el infi-
nito del Teorema 2.9.

Demostración. Primero obsérvese que, por el principio del máximo con res-
pecto a planos verticales, no todas las geodésicas li pueden coincidir ya que
M serı́a un plano vertical. A continuación vamos a probar dos afirmacio-
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nes que nos restringirán las posibilidades para la poligonal admisible en el
infinito P.

Afirmación 2.10. Dos geodésicas horizontales de P no pueden intersecarse
en un punto salvo posiblemente en sus extremos.

Supongamos por reducción al absurdo que l̄1 y l̄3 se intersecan trans-
versalmente (el resto de casos se razona de forma similar). Sabemos que,
para todo c > 0 suficientemente grande, M ∩ H2 × {c} consiste en tres cur-
vas disjuntas α1, α3, α5 tales que cada αi se proyecta horizontalmente sobre
li × {c} y su proyección comparte extremos con li, para i = 1, 3, 5. Además
las proyecciones Π(αi) convergen a li cuando c → ∞. Como l1 y l3 se inter-
secan, entonces para c suficientemente grande las curvas α1 y α3 también
se deben intersecar lo cual contradice el hecho de que la superficie M sea
embebida. Esto prueba la Afirmación 2.10.

Afirmación 2.11. En la proyección de P no pueden coincidir dos vértices
ideales con ı́ndice de la misma paridad.

Razonando por reducción al absurdo, podemos suponer que p1 = p3 (el
resto de casos son similares), y por tanto l1 = l2. Supongamos además que
p1 = (1, 0), p2 = (−1, 0) y que l3 o coincide con l1 o se queda por debajo de
l1, es decir, en la región de H2 con y < 0. Por la Afirmación 2.10, el resto
de geodésicas l4, l5 y l6 también podemos suponer, salvo reordenamiento,
que se quedan por debajo de l1. Supongamos primero que l1 6= l3. Obser-
vamos que l1 y l3 son geodésicas con un extremo común. Sea γ ⊂ H2 una
geodésica perpendicular a l1 que interseque a l3 y l6. Llamamos q1, q3 y q6 a
los puntos de intersección l1 ∩ γ, l3 ∩ γ y l6 ∩ γ en H2 respectivamente. Sea
H1 un horodisco suficientemente pequeño en p1 y sea M1 la hoja horizontal
de la superficie M ∩ (H1 × R) cuya frontera asintótica está contenida en
l̄1 ∪ (v1) ∪ l̄6. Para γ suficientemente cerca de p1, (γ × R) ∩M0 contiene una
curva completa con un extremo en (q1,+∞) y otro (q6,−∞) ya que M1 es un
grafo horizontal sobre l1 × R para H1 un horodisco pequeño en p1. Análo-
gamente, M ∩ (γ × R) contiene otra curva que va de (q1,−∞) a (q3,+∞) por
un argumento similar. Ambas curvas están contenidas en diferentes hojas
horizontales de M ∩ (H1 × R) (grafos horizontales sobre l1 × R). Obtenemos
una contradicción ya que estas curvas necesariamente se tienen que inter-
secar (véase la Figura 2.2) y esto no puede ocurrir ya que M es embebida y
están en hojas horizontales distintas.
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Figura 2.2: Esquema representativo del caso l1 = l2 en el plano γ × R.

Veamos ahora el caso l1 = l2 = l3. Las únicas posibilidades, salvo reor-
denamiento de las geodésicas son que l1 = l2 = l3 = l4 y l5 = l6 o l1 = l2 = l3 y
l4, l5 y l6 distintas y a un lado de l1 por la Afirmación 2.10. En el primer caso
se llega a contradicción con un argumento similar a los casos anteriores
ya que se pueden encontrar curvas de distintas hojas de M ∩ (H1 × R) que
se cortan. Para el segundo caso, suponemos igual que antes que p1 = (1, 0)

y p2 = (−1, 0) y que las geodésicas l4, l5 y l6 quedan por debajo de l1. Sean
M1 y M3 las hojas verticales de M ∩ {t > c}, para c suficientemente grande,
asintóticas a l̄1 = l̄3. Consideramos un horodisco H1 en p1. En H1 × R, M1

y M3 tienen su borde asintótico contenido en l̄1 ∪ v1 y en l̄3 ∪ v1 respectiva-
mente. Vamos a ver que M1 se queda a un lado de M3 en H1×R, quedando
más lejos del plano l1 × R en la región (H2 ∩ {y < 0} × R). En efecto, si con-
sideramos las hojas verticales M2 y M6 de M ∩ {t < −c} asintóticas a l̄2 y
l̄6 respectivamente, la hoja M6 se queda a un lado de M2 en H1 × R (más
lejos del plano l1 × R en la región (H2 ∩ {y < 0} × R)). Como las hojas M1 y
M6 están conectadas en H1 × R por una hoja horizontal y lo mismo ocurre
para M2 y M3, usando que la superficie M es embebida, deducimos que la
hoja M1 también se quede a este mismo lado de M3. Consideramos ahora
un horodisco pequeño H2 en p2. Por un razonamiento análogo al anterior,
deducimos que la hoja M1 se queda ahora al otro lado de M3 en H2 × R
(más cerca del plano l1 × R en la región (H2 ∩ {y < 0} × R)), llegando a una
contradicción. Con esto se termina de probar la Afirmación 2.11.

De la Afirmación 2.11 deducimos que no hay dos geodésicas li con in-
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dice de la misma paridad ni consecutivas en la proyección de P que coin-
cidan. En particular podemos suponer que 0 = θ1 < θ2 < θ3 < 2π y que l3
no puede coincidir con l2. Además, l3 no puede intersecar a l1 por la afir-
mación 2.10. Tenemos por tanto las siguientes tres posibilidades para el
punto p4:

θ3 < θ4 < 2π. Si además, θ4 < θ5 llegamos necesariamente al caso 1

del enunciado, ya que en otro caso siempre habrı́a geodésicas con la
misma paridad cortándose en contradicción con la Afirmación 2.10.
En otro caso, si θ5 < θ4 entonces la única forma de cerrar la poligonal
es que θ1 < θ6 < θ5 < θ2 o θ3 < θ6 < θ5 < θ4 llegando ası́ al caso
2 del enunciado (salvo posiblemente reordenamiento de los vértices
ideales).

θ4 = θ1 = 0. Si θ5 > θ3, tenemos entonces que o bien θ6 = θ3, llegando al
caso 3 del enunciado, o bien θ3 < θ6 < θ5 (caso 4 del enunciado) ya que
el caso θ3 < θ5 < θ6 no es posible por un argumento similar al de la
Afirmación 2.11. En efecto, si θ3 < θ5 < θ6, para un horodisco suficien-
temente pequeño H1 en p1, se podrı́an encontrar en M∩(H1×R) curvas
de distintas hojas horizontales que se cortarı́an. Para el caso, θ5 < θ3,
llegamos a que θ1 < θ6 < θ5 < θ2 razonando de forma análoga, lo que
se corresponde con el caso 4 del enunciado salvo reordenamiento de
los vértices.

θ2 < θ4 < θ3. Usando razonamientos similares a los de los párrafos
anteriores, se tiene que θ2 ≤ θ5 < θ4 y las única posibilidad entonces
es θ1 < θ2 ≤ θ5 < θ4 < θ3 ≤ θ6, análogos, salvo reordenar los puntos
ideales, a los casos 2, 3 o 4 del enunciado, dependiendo de si las
desigualdades son estrictas o son igualdades.

Para el caso 1 del Teorema 2.9, por el Teorema 2.6 la superficie debe
ser un grafo de Scherk sobre un hexágono ideal. Las superficies Twisted
Scherk embebidas construidas en [83] con m1 = 2 (ver la Sección 2.2.1 para
una cosntrucción similar en S̃L2(R)) son ejemplos de los casos 2 y 3 del
Teorema 2.9 cuando los puntos ideales están dispuestos simétricamente
de forma que, salvo una isometrı́a de H2, cumplen que θ1 = 0, θ2 = α,
θ3 = π + α, θ4 = π, θ5 = π − α y θ6 = 2π − α con α ≤ π

2 .
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2.2. Superficies con curvatura total finita en S̃L2(R).
En el caso de S̃L2(R) el estudio de superficies mı́nimas con curvatura

total finita es más complicado y no hay un resultado como el Teorema 2.1,
en parte porque la curvatura de una superficie mı́nima en S̃L2(R) no tiene
signo sino que cumple K ≤ τ2. Sin embargo, en [33] usando un resultado
de Nguyen [75], probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.12.[Theorem 8 [33]] Sea Σ un anillo mı́nimo propiamente in-
merso en S̃L2(R) con una única componente compacta en la frontera ∂Σ,
y asintótica a una poligonal admisible en el infinito P. Entonces Σ tiene
curvatura total finita.

Este teorema implica, por ejemplo, que los grafos completos soluciones
del problema de Jenkins-Serrin construidos por Melo en [69] tienen curva-
tura total finita.

2.2.1. Los ejemplos Twisted Scherk. En esta sección seguiremos las
ideas desarrolladas en [83] y haremos una construcción similar para su-
perficies propiamente embebidas con curvatura total finita en S̃L2(R). Es-
tas superficies pueden verse como la solución para un problema de Pla-
teau asintótico para una poligonal especı́fica Γ en ∂∞S̃L2(R) compuesto por
geodésicas verticales en ∂∞H2 ×R y geodésicas horizontales en H2 × {±∞}.

Vamos a considerar el modelo del cilindro para S̃L2(R). Sea 0 el origen
en el disco para H2, y denotemos por pq al segmento geodésico uniendo
los puntos (posiblemente ideales) p, q ∈ H2 ∪ ∂∞H2. Sean θ1, . . . , θ2n+1, n ≥ 1

puntos ideales en ∂∞H2 cı́clicamente ordenados y sea Ω ⊂ H2 el polı́gono
con lados 0θ1 θ1θ2, . . . , θ2nθ2n+1 y θ2n+10.

Consideramos el problema de Jenkins-Serrin para la ecuación de los
grafos mı́nimos (véase la Sección 1.3) con valores frontera +∞ sobre A1 =

0θ1 y sobre Ai+1 = θ2iθ2i+1 para i = 1, . . . n, y −∞ sobre Bi = θ2i−1θ2i para
i = 1, . . . , n y Bn+1 = θ2n+10. Supongamos que los puntos ideales están
dispuestos de manera que el problema de Jenkins-Serrin tiene solución, y
sea Σ el grafo solución del problema.

Entonces, después de considerar la rotación de angulo π sobre la recta
vertical {0}×R ⊂ ∂Σ, podemos extender Σ a una superficie mı́nima comple-
ta, véase [90]. Esta superficie tiene como frontera asintótica una poligonal
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admisible en el infinito, compuesta por 2n + 1 geodésicas en H2 × {+∞},
2n+1 geodésicas en H2×{−∞} y 4n+2 rectas verticales uniendo los puntos
ideales de las geodésicas en ∂∞H2 × R, véase la Figura 2.3. Por el Teo-
rema 2.12, estas superficies tienen curvatura total finita. Además, si el
ángulo que forman 0θ1 y θ2n+10 en el origen es menor o igual que π, en-
tonces estas superficies son embebidas, ya que son la unión de dos grafos
mı́nimos verticales que solo se intersecan en su frontera común {0} × R.

Figura 2.3: La poligonal admisible en infinito para n = 1.



Capı́tulo 3

Construcciones Conjugadas en los espacios E(κ, τ)

3.1. La correspondencia de Daniel y sus propiedades.
La correspondencia de Lawson es un resultado clásico que establece una

correspondencia localmente isométrica entre superficies de curvatura me-
dia constante en espacios de curvatura seccional constante (véase [46, Sec-
tion 14]). En este capı́tulo nos centraremos en la generalización de Daniel
de la correspondencia de Lawson al contexto de los espacios E(κ, τ) tra-
tando de explicar sus propiedades y luego usar esta correspondencia para
construir H-superficies en H2 × R. En el caso de κ = 4τ2 se recupera un
caso particular de la correspondencia de Lawson entre superficies mı́ni-
mas en S3 y superficies de curvatura media constante 1 en R3, ası́ como la
familia de Bonnet de superficies mı́nimas asociadas en R3. Por este motivo,
nuestras construcciones generalizan en algunos casos a construcciones de
superficies mı́nimas y CMC en R3.

Sean E = E(κ, τ) y E∗ = E(κ∗, τ∗), tales que κ−4τ2 = κ∗−4(τ∗)2 y θ,H,H∗ ∈
R verificando iH + τ = eiθ(iH∗ + τ∗).

Teorema 3.1.[17, Theorem 5.2] Dada una superficie riemanniana orienta-
da y simplemente conexa Σ y dada una inmersión isométrica φ : Σ→ E con
curvatura media constante H, existe una inmersión isométrica φ∗ : Σ → E∗

de curvatura media constante H∗ tal que los datos fundamentales de las
inmersiones se relacionan como:

91
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(a) ν∗ = ν,

(b) T ∗ = Rotθ(T ),

(c) A∗v = Rotθ(Av −Hv) +H∗v para todo v ∈ TΣ,

donde ν = 〈N, ξ〉, T = ξ−νN y A son la función ángulo, la parte tangente del
campo de Killing vertical y el operador de Weingarten de φ, respectivamen-
te. Los sı́mbolos ν∗, T ∗ y A∗ representan los correspondientes elementos de
φ∗.

Nota 3.2. El operador Rotθ es la rotación de ángulo θ en TΣ, esto es,

Rotθ(v) = cos(θ)v + sin(θ)Jv, donde Jv = N ∧ v.

Recordamos que la orientación de Σ dada por la rotación J = Rotπ/2 debe
ser compatible con las orientaciones de E y E∗, en el sentido de que las
bases {dφp(v),dφp(Jv), Nφ(p)} y {dφ∗p(v),dφ∗p(Jv), N∗φ∗(p)} son orientadas posi-
tivas en los espacios tangentes a las inmersiones para todo v ∈ TpΣ no
nulo.

Este resultado define una familia 1-paramétrica con parámetro θ de in-
mersiones de curvatura media constante, cuyos miembros se conocen co-
mo inmersiones hermanas y son únicos salvo isometrı́as del ambiente que
preservan la orientación de la base y la orientación de las fibras. Esto es
consecuencia de la unicidad en el Teorema 1.5. Observemos que H, κ y τ

varı́an respecto de θ ∈ R, salvo en el caso τ = H = 0, en el que se recupera
la familia de superficies asociadas en M2(κ)× R (véase [39]).

Si θ = π se tiene que E∗ = E(κ,−τ) y H∗ = −H. Los datos funda-
mentales de la inmersión φ∗ son (T ∗, ν∗, A∗) = (−T, ν,−A), que coinciden
con los datos fundamentales de la inmersión R ◦ φ : Σ → E(κ,−τ) donde
R : E(κ, τ) → E(κ,−τ) es la isometrı́a (x, y, t) 7→ (x, y,−t) entre los modelos
de E(κ, τ) y E(κ,−τ) dados en (1.2). Por la unicidad del Teorema 1.5, las
inmersiones φ∗ y R ◦φ coinciden salvo una isometrı́a del ambiente que con-
serve la orentación de la base y de las fibras. Cuando θ = 2π, se tiene que
E = E∗ y φ = φ∗.

Estamos interesados en aplicar esta correspondencia entre superficies
mı́nimas en algún espacio E(κ, τ) y una superficie de curvatura media cons-
tante H en M2(ε) × R = E(ε, 0) ε ∈ {−1, 0, 1}, de donde θ = π

2 . El caso ε = 0



93 Construcciones Conjugadas en los espacios E(κ, τ)

se reduce a la correspondencia de Lawson como se ha mencionando an-
teriormente. A las superficies hermanas con θ = π

2 se les llama superficies
conjugadas y satisfacen propiedades geométricas adicionales. En este ca-
so, los parámetros κ y τ están unı́vocamente determinados por κ = 4H2 + ε

y τ = H y tenemos que las relaciones dadas por el Teorema 3.1 se escriben
como.

ν∗ = ν, T ∗ = JT, A∗ = JA+H · id, (3.1)

entre inmersiones conjugadas.

Nota 3.3. A menudo se identificará a Σ con φ(Σ) y el campo T con dφ(T ).
Esto no supone una pérdida de generalidad ya que podemos suponer que
localmente la superficie es embebida.

De la igualdad T ∗ = JT fácilmente se deduce que

〈dφp(v), ξ〉 = 〈dφ∗p(Jv), ξ〉, ∀v ∈ TpΣ. (3.2)

En la figura 3.1, podemos encontrar un esquema de las diferentes su-
perficies que se pueden obtener tomando una inmersión mı́nima en el am-
biente E(4H2 +ε,H) inicial. Aquı́ vemos cómo aparece el valor crı́tico para la
curvatura media H = 1

2 en H2 × R, poniendo de manifiesto que las superfi-
cies tienen una geometrı́a distinta dependiendo de la curvatura media. Por
ejemplo para 0 ≤ H ≤ 1

2 no hay H-superficies completas compactas, y para
H > 1/2 tenemos H-esferas compactas. El caso H = 1

2 es un caso lı́mite
donde aparecen horoesferas con curvatura media H = 1

2 .

E(κ, τ) inicial Superficies en H2 × R Superficies en S2 × R

κ > 0 E(4H2 + ε,H) H > 1/2 H ≥ 0

κ = 0 E(0, 1/2) H = 1/2 —

κ < 0 E(4H2 − 1, H) 0 ≤ H < 1/2 —

Figura 3.1: Tabla de configuraciones para obtener una H-superficie con-
jugada en M2(ε)× R a partir de una superficie mı́nima en E(κ, τ).

Dada una inmersión φ : Σ → E(κ, τ), la aplicación π ◦ φ : Σ → M2(κ)

entre superficies tiene valor absoluto del jacobiano |Jac(π ◦ φ)| = |ν| véase
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la Ecuación (1.12), luego
∫

Σ |ν| representa el área de la proyección de la
inmersión contada con multiplicidad. Si

∫
Σ |ν| < ∞ (esto es ν ∈ L1(Σ)), en-

tonces también puede definirse
∫

Σ ν, que representa el área algebraica (con
signo según la función ángulo) de la inmersión. Como la conjugación es
isométrica y conserva ν, deducimos que el área con multiplicidad y el área
algebraica de superficies conjugadas coinciden. Si ν tiene signo, entonces
ambas inmersiones son multigrafos (ver Sección 1.1.2]) y los dos conceptos
de área coinciden.

A continuación daremos un resultado de continuidad para la conjuga-
ción. Diremos que una sucesión de inmersiones φn : (Σ,ds2

n)→ E(4H2 +ε,H)

converge a Σ en la topologı́a Cm sobre compactos para todo m ∈ N si cada
punto p ∈ Σ tiene un entorno compacto donde los elementos de la sucesión
{φn(Σ)} se expresan localmente como grafos sobre el plano tangente TpΣ

y las funciones que definen estos grafos y todas sus derivadas convergen
uniformemente. Para garantizar que una parcial de la sucesión es conver-
gente es suficiente con que el ambiente tenga geometrı́a acotada (curvatura
seccional uniformemente acotada, condición que se satisface trivialmente
en un espacio homogéneo), que la segunda forma fundamental An de las
inmersiones {φn} esté uniformemente acotada y que haya un punto de acu-
mulación p∞ en las inmersiones {φn}. La condición sobre la segunda forma
fundamental se satisface, por ejemplo, si todas las superficies son multi-
grafos pues en particular son estables y podemos aplicar las estimaciones
de Rosenberg, Souam y Toubiana [86].

Proposición 3.4. [Continuidad de la conjugación] Sea Σ una superficie di-
ferenciable y supongamos que φn : (Σ,ds2

n) → E(4H2 + ε,H) es una suce-
sión de inmersiones isométricas mı́nimas que convergen en la topologı́a Cm

sobre compactos (para todo m ≥ 0 ) a una inmersión isométrica mı́nima
φ∞ : (Σ, ds2

∞) → E(4H2 + ε,H). Entonces la H-inmersiones conjugadas φ∗n
(salvo una isometrı́a adecuada de M2(ε)×R) converge en la misma topologı́a
a la H-inmersión conjugada φ∗∞.

Demostración. Los datos fundamentales (νn, Tn, An) y la métrica inducida
ds2

n están definidos en términos de las derivadas de φn, y por lo tanto con-
vergen uniformemente sobre compactos de Σ a los datos fundamentales
(ν∞, T∞, A∞) y a la métrica de φ∞. Para ver que las superficies conjugadas
convergen necesitamos adaptar estas mediante isometrı́as del ambiente.
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Si ν∞ es constante ±1, entonces φ∞ es un plano horizontal (en particular
H = 0) y las funciones νn convergen uniformemente a ±1 en subconjuntos
compactos, lo cual implica que φ∗∞ es también un plano horizontal, y la
proposición se sigue de forma sencilla. Por tanto, vamos a asumir que que
hay cierto x ∈ Σ tal que ν∞(x) 6= ±1 y consideramos una base orientada fija
{e1, e2} del plano tangente TxΣ tal que e1 (resp. e2) es colineal a T ∗∞ (resp.
JT ∗∞) en x. Obsérvese que T ∗∞ y JT ∗∞ no se anulan en x ya que ν∞(x) 6= ±1.
Definimos qn = φ∗n(x), un = (dφ∗n)x(e1) y vn = (dφ∗n)x(e2) para n ∈ N ∪ {∞}.
Como (Tn)x → (T∞)x cuando n→∞, podemos encontrar isometrı́as Rn pre-
servando la orientación y la orientación de las fibras tales que Rn(qn) = q∞,
(dRn)qn(un) → u∞ y (dRn)qn(vn) → v∞ cuando n → ∞, esto es, cada Rn es la
composición de una traslación (llevando qn a q∞ ) y una rotación adecuada
sobre el eje vertical que contiene a q∞. Como {e1, e2} está positivamente
orientada y cada Rn preserva la orientación, también los normales satisfa-
cen (dRn)x(N∗n) → N∞ cuando n → ∞. Como la correspondencia de Daniel
está definida salvo isometrı́as, podemos sustituir φ∗n por Rn ◦ φ∗n y asumir
por tanto que

φ∗n(x) = φ∗∞(x), ĺım
n→∞

(dφ∗n)x = (dφ∗∞)x y ĺım
n→∞

(N∗n)x = (N∗∞)x. (3.3)

Los datos fundamentales (νn, JTn, JAn+H id) de φ∗n dados por (3.1) también
convergen sobre subconjuntos compactos de Σ a (ν∞, JT∞, JA∞+H id), los
datos fundamentales de φ∗∞. Además, dado un conjunto abierto relativa-
mente compacto U ⊂ Σ, la convergencia uniforme de A∗n en U implica que
las inmersiones φ∗n tienen segunda forma fundamental acotada en U . Si U
contiene a x, entonces todas las inmersiones φ∗n tienen a p∞ como punto de
acumulación, y los argumentos estándar de convergencia ya mencionados
dan la existencia de una subsucesión de φ∗n convergiendo en la topologı́a
Cm para todo m ≥ 0 a una H-inmersión φ∗ : U → M2(ε) × R (obsérvese
que M2(ε) × R tiene geometrı́a acotada). Como φ∗ tiene los mismos datos
fundamentales que φ∗∞, ambas inmersiones difieren en una isometrı́a del
ambiente por la unicidad de la correspondencia de Daniel. En vista de las
relaciones dadas por (3.3), se tiene que φ∗(x) = φ∗∞(x) y (dφ∗)x = (dφ∗∞)x,
además φ∗ y φ∗∞ tienen el mismo normal en x, por tanto esta isometrı́a de-
be ser la identidad, de donde φ∗ = φ∗∞ en U . Mediante extensión analı́tica
se tiene una subsucesión de φ∗n convergiendo a φ∗∞ en todo Σ.

Este argumento implica que cada subsucesión de la sucesión original
φ∗n tiene otra subsucesión que converge a φ∗ en Σ. Esto concluye la conver-



96

gencia de la sucesión original φ∗∞.

3.1.1. Correspondencia entre curvas. En esta sección nos centraremos
en cómo se comportan las geodésicas horizontales y verticales (y sus curvas
conjugadas) contenidas en las superficies conjugadas. Dada una superfi-
cie orientable Σ y una inmersión isométrica φ : Σ → E(κ, τ) con aplicación
de Gauss N y endomorfismo de Weingarten A y dada una curva regular
α : [a, b] → Σ de forma que γ = φ ◦ α esté parametrizada por el arco, consi-
deraremos las cantidades

κg = 〈∇̄γ′γ′, Jγ′〉,
κn = 〈γ′, Aγ′〉 = −〈γ′, ∇̄γ′N〉 = 〈∇̄γ′γ′, N〉, (3.4)

τn = 〈Jγ′, Aγ′〉 = −〈Jγ′, ∇̄γ′N〉 = 〈∇̄γ′Jγ′, N〉.

A κg se le conoce como curvatura geodésica de γ en φ(Σ) respecto del co-
normal unitario Jγ′ y κn y τn son la curvatura normal y la torsión normal de
γ, respectivamente. Al suponer que Σ es orientable, tenemos una rotación
J , definida en la Nota 3.2, de forma que {γ′, Jγ′, N} es una base ortonormal
del fibrado tangente de E(κ, τ) a lo largo de γ. Ası́, podemos expresar los
campos γ′′ = ∇̄γ′γ′, (Jγ′)′ = ∇̄γ′Jγ′ y N ′ = ∇̄γ′N en esta base en términos de
κg, κn y τn. Usando (3.4), se obtienen las ecuaciones de Darboux:

γ′′ = κgJγ
′ + κnN,

(Jγ′)′ = −κgγ′ + τnN,

N ′ = −κnγ′ − τnJγ
′.

(3.5)

Supongamos ahora que Σ es simplemente conexa y que φ : Σ→ E(κ, τ) es
una inmersión isométrica de curvatura media constante H y sea α : [a, b]→
Σ una curva en Σ. Si γ = φ ◦α es una curva con datos asociados κg, κn y τn,
y tomamos la inmersión hermana φ∗ : Σ→ E(κ∗, τ∗) de curvatura media H∗,
la curva γ∗ = φ∗ ◦ α tendrá unos nuevos datos, κ∗g, κ

∗
n y τ∗n, respecto de φ∗.

Estas curvaturas se relacionan de la siguiente forma:

Lema 3.5. [51, Lema 3.1] En las condiciones anteriores, se satisfacen las
siguientes identidades:

a) κ∗g = κg (la curvatura geodésica es intrı́nseca a Σ).

b) κ∗n = κn cos θ − τn sin θ +H∗ −H cos θ.
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c) τ∗n = τn cos θ + κn sin θ −H sin θ.

En el caso de una superficie mı́nima en E(4H2 + ε,H) y su H-superficie
conjugada en M2(ε)× R ( recordamos que θ = π

2 ), las ecuaciones anteriores
se leen como

κ∗g = κg, κ∗n = H − τn, τ∗n = κn.

Obsérvese que cuando la curva γ es una geodésica de E(4H2+ε,H), un caso
que aparecerá a menudo, entonces κg = 0 y κn = 0, lo que se traduce en que
κ∗g = 0 y τ∗n = 0. Cuando γ es una geodésica vertical u horizontal esto implica
que γ∗ cae dentro de una superficie totalmente geodésica de M2(ε)×R como
indicamos a continuación. Este resultado puede encontrarse, para el caso
H = 0, en el trabajo de Daniel [18, Section 4] y el apartado (a) fue probado
previamente por Torralbo [92, Lemma 3].

Lema 3.6.[54, 77] Dados ε ∈ {−1, 1} y H ≥ 0, sea φ : Σ # E(4H2 + ε,H) una
inmersión isométrica mı́nima de una superficie riemanniana simplemente co-
nexa Σ y consideremos su H-inmersión conjugada φ∗ : Σ # M2(ε)× R. Dada
una curva regular α : [a, b]→ Σ, sean γ = φ ◦ α y γ∗ = φ∗ ◦ α.

a) Si γ es una geodésica horizontal de E(4H2 + ε,H), entonces γ∗ está
contenida en un plano vertical de M2(ε)× R.

b) Si γ es una geodésica vertical de E(4H2 + ε,H), entonces γ∗ está conte-
nida en un plano horizontal de M2(ε)× R.

En ambos casos, φ∗(Σ) corta ortogonalmente a dichos planos a lo largo de γ∗.

3.1.2. Correspondencia entre simetrı́as. Supongamos que φ : Σ→ E(4H2+

ε,H) es una inmersión isométrica mı́nima de una superficie simplemente
conexa Σ con borde de clase C1 a trozos y que existe un arco regular α ⊂ ∂Σ

tal que γ = φ(α) es una geodésica vertical u horizontal de E(4H2 + ε,H). Co-
mo existe una reflexión isométrica R respecto de γ en E(4H2 + ε,H), pode-
mos extender φ(Σ) de forma analı́tica más allá de γ mediante R (véase [21,
Section 7.3], o [89, Theorem 1]). Más concretamente, tomando el disco uni-
dad D = {z ∈ C : |z| < 1}, podemos suponer que Σ = {z ∈ D : Im(z) > 0}
con cierta métrica riemanniana y α = {z ∈ D : Im(z) = 0}, luego podemos
extender la métrica de Σ a todo D de forma que z 7→ z̄ sea una isometrı́a y
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extender analı́ticamente φ : D → E(4H2 + ε,H) tal que φ(z̄) = R(φ(z)) para
todo z ∈ D.

Para justificar que la pieza conjugada se puede extender mediante si-
metrı́a especular, podemos usar la correspondencia: El lema 3.6 nos dice
que la inmersión conjugada φ∗ : Σ → M2(ε) × R es tal que γ∗ = φ∗(α) está
contenida en un plano horizontal o vertical, y la simetrı́a S respecto de di-
cho plano nos permite considerar la superficie reflejada S(φ∗(Σ)). Es fácil
comprobar que las inmersiones S ◦ φ∗ y (R ◦ φ)∗ tienen los mismos datos
fundamentales, y por tanto son inmersiones conjugadas. Como φ pega con
R ◦φ de forma analı́tica por los resultados mencionados anteriormente y φ∗

y S ◦φ∗ son inmersiones conjugadas de φ y de R ◦φ respectivamente, se de-
duce que φ∗ también pega de forma analı́tica con S ◦ φ∗. Tenemos entonces
el siguiente resultado:

Proposición 3.7. Sea φ : Σ→ E(4H2 + ε,H) una inmersión isométrica y mı́ni-
ma de una superficie riemanniana simplemente conexa Σ y consideremos
φ∗ : Σ→M2(ε)× R su H-inmersión conjugada.

(a) Si φ(Σ) es invariante por una reflexión respecto de una geodésica hori-
zontal (resp. vertical) contenida en φ(Σ), entonces φ∗(Σ) es invariante por
una reflexión respecto de un plano vertical (resp. horizontal) P .

(b) La geodésica que juega el papel de eje de reflexión se corresponde con
la curva de la superficie conjugada contenida en P respecto de la que se
refleja.

En lo sucesivo aparecerán frecuentemente vértices en la frontera de la
superficie φ(Σ) donde se intersequen dos geodésicas contenidas en dicha
frontera. Entonces, será posible reflejar respecto de ambas y, en cada re-
flexión, aparecerá una nueva geodésica que pasará por un tal vértice p.
Si el ángulo que forman la geodésicas es π

k para cierto k ∈ N, se formará
una superficie después de reflejar 2k veces, que será regular en todo punto
según los resultados citados anteriormente salvo, eventualmente, en p. No
obstante, que φ(Σ) es una superficie diferenciable en p es consecuencia de
un teorema general de eliminación de singularidades aisladas siempre que
la superficie reflejada sea localmente embebida en un entorno punteado
de p (véase [10, Proposition 1]), hipótesis que en esta situación se satisface
claramente.
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Proposición 3.8. Supongamos que φ : Σ → E(κ, τ) es una H-superficie in-
variante por un grupo uniparamétrico de isometrı́as. Entonces, cualquier in-
mersión hermana de φ también es invariante por un grupo uniparamétrico
de isometrı́as.

Demostración. Sea {ft}t∈R el grupo uniparamétrico de isometrı́as tal que
φ(Σ) = ft(φ(Σ)), como {ft} es un grupo continuo, entonces ft conserva la
orientación de las fibras y de la base. Esto induce un grupo uniparamétrico
de isometrı́as {gt}t∈R en Σ tal ft ◦ φ = φ ◦ gt. Los datos fundamentales de
φ∗ ◦ gt son todos los mismos luego por la unicidad de la correspondencia
para cada t ∈ R existe una isometrı́a f∗t de E∗ que preserva la orientación y
las fibras y que cumple que f∗t ◦ φ∗ = φ∗ ◦ gt. De donde se tiene que

f∗t+s ◦ φ∗ = φ∗ ◦ gt+s = φ∗ ◦ gt ◦ gs = f∗t ◦ φ∗ ◦ gs = f∗t ◦ f∗s ◦ φ∗.

De aquı́ deducimos que f∗t+s = f∗t ◦f∗s salvo que φ∗ sea un trozo de cilindro
vertical o un plano horizontal, en cuyo caso el resultado sigue siendo cierto
ya que φ es también un cilindro vertical o un plano horizontal. Esto prueba
que φ∗ es invariante por el grupo uniparamétrico {f∗t }t∈R.

3.1.3. Polı́gonos geodésicos. Vamos a considerar una poligonal de Jor-
dan cerrada Γ ⊂ E(4H2 + ε,H) formada por una cantidad finita de segmen-
tos geodésicos horizontales y verticales, en cuyos vértices tenemos ángulos
divisores enteros de π.

Permitiremos que dichos segmentos tengan longitud infinita y que sean
ideales cuando 4H2 + ε < 0. Si no hay dos geodésicas horizontales ideales
adyacentes en Γ, diremos que Γ es una polı́gonal geodésica admisible. Di-
remos que la inmersión isométrica y mı́nima φ : Σ → E(κ, τ) tiene frontera
(finita) Γ si podemos encontrar una extensión continua φ : Σ → E(κ, τ) tal
que φ|∂Σ es un homeomorfismo de ∂Σ en Γ.

Lema 3.9. Supongamos que una inmersión mı́nima φ : Σ # E(4H2 + ε,H) de
una superficie simplemente conexa Σ tiene frontera una poligonal geodési-
ca admisible. Entonces, tanto φ como su H-inmersión conjugada φ∗ : Σ →
M2(ε) × R pueden extenderse a inmersiones completas mediante reflexión
respecto de sus fronteras.
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Demostración. Según las consideraciones de la sección anterior, φ puede
extenderse analı́ticamente a una inmersión completa φ̃ por tratarse de una
poligonal admisible. Esto nos asegura que la conjugada φ∗ : Σ → M2(ε)× R
es isométrica a φ y la isometrı́a se extiende a través de la frontera (no ideal)
mediante reflexiones. En particular, el Lema 3.6 nos asegura que cada seg-
mento geodésico horizontal (resp. vertical) en ∂Σ ⊂ Γ se transforma en una
curva contenida en un plano vertical (resp. horizontal) y se conservan los
ángulos de corte. Además, en el punto de corte de dos segmentos horizon-
tales de ∂Σ se tiene necesariamente que |ν| = 1, luego Σ∗ es horizontal en el
vértice correspondiente en ∂Σ∗ y las curvas correspondientes están en pla-
nos verticales que forman un ángulo diedral divisor entero de π. Por tanto,
usando el resultado de eliminación de singularidades aisladas, φ∗ también
se puede extender por reflexión respecto de su frontera a una superficie
completa.

A continuación vamos a analizar propiedades especı́ficas de las curvas
conjugadas de segmentos horizontales y segmentos verticales.

Segmentos horizontales. Sea α : [a, b]→ ∂Σ tal que h = φ◦α es un segmen-
to horizontal parametrizado por el arco en E(4H2 + ε,H). Vamos a obtener
dos informaciones complementarias sobre la curva conjugada h∗ = φ∗ ◦ α

Por un lado, escribamos h∗ = (β, z), siendo β : [a, b] → M2(κ) y z : [a, b] →
R sus componentes. Como h∗ está también parametrizada por el arco y
M2(ε)×R tiene la métrica producto, tenemos que 1 = ‖β′‖2+|z′|2. Ahora bien,
como h∗ está contenida en un plano vertical, se sigue que (h∗)′ = ± T ∗

‖T ∗‖ , y
dado que ‖T ∗‖∗ = 1− ν2, obtenemos que

|z′| =
〈
h′∗, ξ

∗〉 = ‖T ∗‖−1 〈T ∗, ξ∗〉 =
√

1− ν2,

‖β′‖ =
√

1− |z′|2 = |ν|.
(3.6)

De aquı́ se puede extraer información acerca de la monotonı́a de β y z si se
conocen restricciones adicionales sobre ν, como por ejemplo sus ceros.

Por otro lado, podemos escribir el vector normal a lo largo de h como

Nh(s) = cos(ϕ(s))ξh(s) + sin(ϕ(s))η(s), (3.7)

siendo {h′, ξ, η} una base ortonormal y orientada positiva de campos a lo
largo de h. Entonces, la curva h∗ = φ∗ ◦ α está contenida en un plano verti-
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cal P , donde tiene a N∗ por vector conormal. La curvatura geodésica κPg de
h∗ como curva en P respecto de N∗ cumple que

ϕ′ = −κPg . (3.8)

Demostración. El campo ξ es paralelo a lo largo de h por ser de Killing y el
campo h′ también, por ser h geodésica, luego η = h′ ∧ ξ también es paralelo.
Tomando derivadas covariantes en (3.7) y usando dicho paralelismo,

∇h′N = ϕ′
(
− sin(ϕ)ξ + cos(ϕ)η

)
= ϕ′h′ ∧N = −ϕ′Jh′,

luego podemos calcular

ϕ′ = −〈∇̄h′N, Jh′〉 = 〈Aα′, Jα′〉 = −〈JA∗α′ +Hα′, Jα′〉
= −〈A∗α′, α′〉 = −〈∇̄h′∗h

′
∗, N

∗〉 = −κPg .

Segmentos verticales. Vamos ahora a describir el caso en el que Γ = φ(α)

es un segmento vertical, donde α : (a, b) → ∂Σ. Por conveniencia vamos
a suponer que el segmento está recorrido de forma que Γ′ = ξ y siempre
tomaremos esta orientación en el análisis de segmentos verticales. Vamos
a considerar la base ortonormal de campos {E1, E2, E3 = ξ} dada por (1.3).
Podemos expresar el normal a lo largo de Γ como:

Nγ(t) = cos(θ(t))E1 + sin(θ(t))E2, (3.9)

para cierta función θ ∈ C∞(a, b) que llamaremos el ángulo de rotación del
normal N a lo largo de Γ. Como φ∗(Σ) es ortogonal al plano horizontal H2 ×
{t0} en el cual Γ∗ = φ∗ ◦ α está contenida, deducimos que el vector N∗ se
convierte en un vector conormal unitario a Γ∗ en H2×{t0}. Como [E1, ξ] = 0,
se tiene que ∇̄ξE1 = ∇̄E1ξ = HE1×E3 = −HE2, y ∇̄ξE2 = HE1 análogamente.
Tomando derivadas en la Ecuación (3.9) llegamos a

∇̄γ′N = (H − θ′)(sin(θ)E1 − cos(θ)E2) = (H − θ′)N × γ′.

En consecuencia,

H − θ′ = 〈∇̄γ′N,N × γ′〉 = −〈Aα′, Jα′〉 = 〈JA∗α′, Jα′〉 −H〈Jα′, Jα′〉
= 〈A∗α′, α′〉 −H = −〈∇̄γ′∗N

∗, γ′∗〉 −H = κg −H,
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donde κg es la curvatura geodésica de Γ∗ con respecto al conormal N∗, esto
nos da la siguiente formula, también probada por Plehnert [77]:

θ′ = 2H − κg. (3.10)

La dirección de rotación de N (esto es el signo de θ′ ) es geométricamente
relevante, y será esencial en las construcciones de (H, k)-noides y (H, k)-
nodoides de la Sección 3.3. Ası́, el signo de θ′ determina si la curva Γ∗ se
queda por el lado cóncavo o convexo de las curvas de curvatura geodésica
2H tangentes.

Vamos a obtener propiedades adicionales en el caso ε = −1, cuando
la superficie conjugada está en H2 × R, es decir, φ : Σ → E(4H2 − 1, H) y
φ∗ : Σ→ H2 × R.

Consideramos por un momento el modelo del semi-espacio para H2,
H2×R = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} cuya métrica viene dada por y−2(dx2 +dy2)+dt2,
siendo {E1, E2, ξ} una base ortonormal de campos donde E1 = y∂x y E2 =

y∂y, véase 1.5 para τ = 0. Obsérvese que E1 es tangente a la foliación
por horociclos de H2 de ecuación y = y0 con y0 > 0. Como Γ es vertical y
Γ∗ cae en un plano horizontal, entonces existe una función diferenciable
ψ ∈ C∞(a, b) tal que:

Γ∗′(t) = cos(ψ(t))E1 + sin(ψ(t))E2, (3.11)

que llamamos ángulo de rotación de Γ∗ con respecto a la foliación por horo-
ciclos. Vamos a relacionar esta cantidad con θ, el ángulo de rotación de N ,
y obtener algunas propiedades adicionales de la curva conjugada Γ∗. Para
ello vamos a suponer que el interior de φ(Σ) es un multigrafo, que se pro-
yecta sobre un dominio Ω posiblemente no embebido. Esta condición no es
realmente restrictiva ya que podemos aplicar este razonamiento localmen-
te. En el siguiente resultado recogemos toda la información adicional sobre
la curva conjugada de un segmento vertical (el apartado (d) fue probado
previamente en [77]).

Teorema 3.10. Sean φ : Σ → E(4H2 − 1, H) y φ∗ : Σ → H2 × R multigrafos
conjugados sobre los dominios Ω ⊂M2(4H2−1) y Ω∗ ⊂ H2, respectivamente,
con 0 ≤ H ≤ 1

2 . Supongamos que α es una curva en ∂Σ tal que Γ = φ ◦ α
cumple que Γ′ = ξ y que Γ∗ ⊂ H2 × {0} después de una traslación vertical.
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(a) Si θ′ > 0, entonces JΓ′ (resp. JΓ∗′ = ξ) es un vector conormal unitario a Σ

(resp. Σ∗) a lo largo de Γ (resp. Γ∗), N∗ apunta al interior de Ω∗ a lo largo
de Γ∗, y Σ∗ queda en H2 × (−∞, 0] localmente alrededor de Γ∗ (véase la
Figura 3.2, arriba).

(b) Si θ′ < 0, entonces JΓ′ (resp. JΓ∗′ = ξ) es un vector conormal unitario
a Σ (resp. Σ∗) a lo largo de Γ (resp. Γ∗), N∗ apunta al exterior de Ω∗ a
lo largo de Γ∗, y Σ∗ queda en H2 × [0,+∞] localmente alrededor de Γ∗

(véase, Figura 3.2, abajo).

(c) Si θ′ > 0 y
∫

Γ θ
′ ≤ π, entonces Γ∗ es embebida.

(d) Se cumple la igualdad ψ′ + cos(ψ) = θ′ − 2H.

Demostración. Vamos a probar el apartado (a) ya que (b) es análogo. Supon-
gamos que θ′ > 0. Como {Γ′, JΓ′, N} es una base orientada positivamente
y ν > 0, se sigue que N apunta hacia arriba en el interior de Σ. Por con-
tinuidad, el vector normal N es un vector horizontal que coincide con la
rotación de ángulo π

2 del conormal exterior unitario a Σ a lo largo de Γ en
sentido antihorario, que es el que marca θ′ > 0. Por tanto, JΓ′ = N × Γ′

está determinado y apunta hacia el exterior de φ(Σ) a lo largo de Γ (véase la
Figura 3.2, arriba izquierda). Como la rotación J es intrı́nseca, deducimos
que JΓ∗′ apunta hacia el exterior de φ∗(Σ) a lo largo de Γ∗, y N∗ = Γ∗′× JΓ∗′

queda determinado por la orientación.

Supongamos por reducción al absurdo que N∗ apunta hacia el exterior
de Ω∗ en cierto punto p de Γ∗. Como κg < 2H con respecto al conormal N∗ y
ν > 0, podemos encontrar un H-cilindro que comparte el mismo normal que
Γ∗′ en p y queda localmente fuera de Ω∗ × R ⊂ H2 × R, lo cual produce una
contradicción con el principio del máximo en la frontera para H-superficies.
Nótese que JΓ∗′ no puede ser igual a −ξ (por tanto tiene que ser JΓ∗′ = ξ)

ya que este apunta hacia fuera de φ∗(Σ) a lo largo de Γ∗ y la función ángulo
es positiva. Como consecuencia, tenemos que un entorno de Γ∗ en φ∗(Σ)

está contenido en H2 × (−∞, 0].

Para el apartado (c), supongamos por reducción al absurdo que θ′ > 0

y que
∫

Γ θ
′ ≤ π pero la curva Γ∗ no es embebida. Empezando en un punto

de no autointersección de Γ∗ y extendiendo en ambas direcciones hasta
alcanzar el primer punto de autointersección, obtenemos un subarco de Γ∗
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que encierra un disco topológico D ⊂ H2 × {t0} con un vértice de ángulo
interior 0 < α ≤ 2π (correspondiente al punto de autointersección). Como
θ′ > 0, deducimos que κg < 2H de la Ecuación (3.10) y que N∗ apunta
hacia Ω∗ a lo largo de Γ∗ por el apartado (a). Por tanto, N∗ apunta hacia
el exterior de D y la curvatura geodésica de ∂D viene dada por −κg. La
fórmula de Gauss-Bonnet y la Ecuación (3.10) establecen:

−Area(D) = π + α+

∫
∂D

κg > π + 2H Longitud(∂D)−
∫
∂D

θ′ > π −
∫

Γ
θ′.

Esto contradice el hecho de que el término de la derecha es no negativo por
hipótesis.

Para el apartado (c), usando las expresiones de E1 = y∂x y E2 = y∂y y la
fórmula de Koszul, se tiene que

∇̄E1E1 = E2, ∇̄E1E2 = −E1 y ∇̄E2E1 = ∇̄E2E2 = 0.

Por un lado, esto permite derivar la Ecuación (3.11) para obtener que
∇̄Γ∗′Γ

∗′ = (ψ′ + cos(ψ))(− sin(ψ)E1 + cos(ψ)E2). Por otro lado, se tiene que
que N∗ = Γ∗′ × JΓ∗′ = Γ∗′ × ξ = sin(ψ)E1 − cos(ψ)E2, por tanto la identi-
dad del apartado (d) se obtiene juntando estos cálculos en la expresión
−θ′ + 2H = κg = 〈∇̄Γ∗′Γ

∗′, N∗〉.

Nota 3.11. La orientación es esencial en el Teorema 3.10 cuando H > 0.
Para el caso H = 0, las condiciones θ′ > 0 y θ′ < 0 son equivalentes, ya que
en este caso existe una isometrı́a de H2×R que invierte la orientación y lleva
un caso en el otro. Por esta razón, el apartado (c) se cumple también para
θ′ < 0 cuando H = 0. Esto no ocurre para H > 0 ya que estas isometrı́as no
existen en E(4H2 − 1, H), lo cual produce grandes diferencias dependiendo
del signo de θ′.

Nota 3.12. La cantidad
∫

Γ θ
′ representa la variación total del ángulo de

rotación a lo largo de la curva Γ, y esto coincide con el ángulo interior de Ω

en Π(Γ).

Nota 3.13. Si Γ es una geodésica vertical completa y Σ es un grafo, se
sigue que θ′ converge a cero cuando nos acercamos a los extremos de Γ.
Esto nos dice que la curvatura geodésica de Γ∗ es asintótica a 2H en ambos
extremos, y por tanto es una curva divergente en el plano horizontal en el
que está contenido.
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Figura 3.2: Orientación de las superficies conjugadas φ(Σ) y φ∗(Σ) aten-
diendo a la dirección de rotación de N a lo largo de la geodésica vertical
Γ.

3.1.4. Conjugación de grafos verticales. En muchas de las construccio-
nes en las que estamos interesados, la inmersión φ : Σ → E(4H2 + ε,H)

será un grafo vertical y en particular un grafo que resuelve un problema de
Jenkins-Serrin cuando ε = −1.

Sea Ω ⊂M2(κ) un polı́gono convexo cuyos lados son arcos geodésicos Ai,
Bi, un número finito de arcos convexos con respecto a Ω, Ci con vértices
en ciertos puntos de M2(κ) o en la frontera ideal ∂∞H2(κ) (solo cuando
κ < 0), de forma que no haya dos de los Ai y dos de los Bi con un extremo
común. Prescribimos el valor +∞ en los lados Ai y −∞ en los lados Bi y
datos continuos fi en Ci. Consideramos este problema de Jenkins-Serrin
sobre Ω y suponemos que se cumplen las condiciones para garantizar la
existencia de solución, véase el Teorema 1.10. Sea Σ ⊂ E(κ, τ) el grafo sobre
Ω que es solución del problema. La frontera de Σ consiste en las geodésicas
verticales proyectándose en los vértices interiores de Ω (si hay) y curvas que
se proyectan sobre los arcos Ci. Si κ < 0, la frontera asintótica de Σ consiste
en las geodésicas verticales ideales que se proyectan en los posibles vértices
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ideales de Ω, y las geodésicas ideales horizontales que se proyectan en los
arcos Ai y Bi.

Como Σ se obtiene como lı́mite de grafos definidos sobre polı́gonos aco-
tados con valores frontera constantes, por Proposición 3.4 podemos exten-
der al caso de la frontera ideal el comportamiento de geodésicas verticales y
horizontales de los epı́grafes precedentes, lo que nos da el comportamiento
asintótico de la H-superficie conjugada Σ∗.

Corolario 3.14. [Conjugación de un grafo de Jenkins-Serrin] Sea Σ ⊂ E(4H2−
1, H) la solución del problema de Jenkins-Serrin descrito anteriormente. La
H-superficie conjugada Σ∗ ⊂ H2 ×R es un multigrafo posiblemente no embe-
bido tal que:

(a) Las geodésicas verticales ideales en ∂∞Σ, se convierten en curvas ideales
en ∂∞Σ∗ de curvatura constante 2H a altura +∞ (-∞) cuando θ′ < 0 (θ′ >
0).

(b) Las geodésicas horizontales ideales en ∂∞Σ se convierten en geodésicas
ideales verticales en ∂∞Σ∗.

Señalamos además que, si Σ es un grafo completo, entonces Σ∗ es un
multigrafo completo, y esto implica que Σ∗ es también un grafo, véase [53,
Theorem 1]. No obstante, en las construcciones de Jenkins-Serrin, se tie-
nen usualmente vértices no ideales, que hacen que la superficie inicial Σ

no sea un multigrafo tras extenderla por reflexiones.

A pesar de la descripción detallada de las curvas en la frontera que
hemos dado en esta sección, uno de los problemas más difı́ciles en estas
construcciones es el análisis del embebimiento de la superficie conjugada.
En general no es fácil saber cuándo, en este tipo de construcciones, la su-
perficie conjugada es embebida, ya que en general las superficies mı́nimas
iniciales en E(κ, τ) no son explicitas, lo que impide que haya un control de
la curva conjugada de un segmento vertical. La herramienta más usada es
la conocida como Propiedad de Krust probada por por Krust (en un artı́culo
no publicado, véase [43, Theorem 2.4.1]) en el caso de R3 y por Hauswirth,
Sa Earp y Toubiana en H2 × R en [39].
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Teorema 3.15.[Propiedad de Krust][39] Dado κleq0, la superficie mı́nima
conjugada de un grafo mı́nimo en M2(κ) × R sobre un dominio convexo de
M2(κ) es un grafo mı́nimo en M2(κ)× R.

Este caso se corresponde con superficies mı́nimas en H2×R mediante la
correspondencia de Daniel. En la Sección 3.3 veremos que este resultado
no puede extenderse para H > 0 para la correspondencia entre superficies
mı́nimas de E(4H2−1, H) y H-superficies en H2×R, véase el Teorema 3.37.

Ejemplo 3.16. La catenoide horizontal en H2×R. Con el objetivo de ilus-
trar está técnica de construcción de superficies vamos a describir sin en-
trar en algunos detalles cómo construir una catenoide horizontal de H2×R
mediante conjugación, construcción que fue descrita en [81, 70]. Conside-
ramos el modelo del cilindro para H2 ×R con radio 1, y el dominio Ωa ⊂ H2,
0 < a < 1 que consiste en el cuadrilátero con vértices, recorridos en sentido
antihorario, en los puntos p1 = (1, 0), p2 = (0, a), p3 = (−1, 0) y p4 = (0,−a).
Nótese que los vértices p1 y p3 son puntos ideales. Sea Σa la solución al
problema de Jenkins-Serrin en Ωa con valores frontera +∞ en p1p2 y p3p4

y −∞ en p2p3 y p4p1, véase la Figura 3.3. Es fácil ver por unicidad del
problema de Jenkins-Serrin que Σa contiene dos geodésicas horizontales
perpendiculares cortándose en un punto que se proyectan sobre p1p3 y
p2p4, y además ese punto es el único donde ν = 1. La superficie Σa además
contiene las geodésicas verticales Γi = Π−1(pi) (luego Γ1 y Γ3 son ideales).
Como la función ángulo ν es positiva en el interior de Σa se tiene que el
ángulo de rotación θ2i a lo largo de las geodésicas verticales Γ2i cumple
que θ′2i > 0 a lo largo de Γ2i para i ∈ {1, 2}. Se tiene que Σ∗a es un grafo
vertical mı́nimo en H2 × R por la propiedad de Krust 3.15, cuya frontera
finita consiste en las curvas de simetrı́a Γ∗2i contenidas en el mismo plano
horizontal H2 × {0} salvo traslaciones verticales (es sencillo ver esto por la
simetrı́a de la superficie). Por el Teorema 3.10, se tiene que Σ∗a está conteni-
da en H2× (−∞, 0] y las curvas de simetrı́a contenidas en H2×{0} cumplen
κg < 0 con respecto al normal que apunta hacia el interior de Ω∗a. Por el
Corolario 3.14, la frontera ideal de Σ∗a consiste en cuatro medias geodési-
cas verticales ideales contenidas en ∂∞H2×R y dos geodésicas horizontales
ideales Γ∗1,Γ

∗
3 ⊂ H2×{−∞}. Además, como Σa contiene dos geodésicas hori-

zontales perpendiculares, se sigue que Σ∗a tiene simetrı́a diédrica respecto
a dos planos verticales perpendiculares que se cortan en una geodésica
vertical. Extendiendo Σ∗a mediante la simetrı́a especular respecto al plano
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horizontal H2 × {0} obtenemos una superficie completa embebida con ge-
nero 0 y 2 finales, cada uno asintótico a un plano vertical. Esta superficie
es conocida como catenoide horizontal. Los Teoremas 2.4 y 2.1 garantizan
que tiene curvatura total −4π.

Figura 3.3: Esquema de la construcción de la catenoide horizontal repre-
sentando las curvas Γi ⊂ Σa y sus curvas conjugadas Γ∗i ⊂ Σ∗a.

3.2. Construcción de k-noides y Saddle Towers mı́ni-
mos con género 1 en H2 × R.

En esta sección vamos a construir ejemplos simétricos en H2 × R con
curvatura total finita y género 1, que son conformemente equivalentes a
un toro menos k ≥ 3 puntos y cada uno de sus finales es asintótico a un
plano vertical. Pueden ser entendidos como los homólogos a los k-noides
mı́nimos de género 1 en R3 construidos por Mazet en [59]. Fuera de un
compacto estas superficie se parecen a los k-noides mı́nimos de H2 × R
construidos en [70, 81], y no son embebidos en general puesto que los k

planos asintóticos pueden tener intersección no vacı́a. Obsérvese que no
puede haber ejemplos de este tipo con k = 2 debido a la unicidad de las
catenoides horizontales en [35], véase el Teorema 2.7. La construcción se
resume en el siguiente resultado:

Teorema 3.17. Para cada k ≥ 3, existe una familia de superficies mı́ni-
mas propiamente Alexandrov-embebidas en H2 × R con género 1 y k fi-
nales, simétricas con respecto a un plano horizontal y k planos verticales
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equiangulares con una geodésica vertical común. Estas tienen curvatura
total finita −4kπ y cada final es embebido y asintótico a un plano vertical.

Vamos a usar los resultados de la Sección 3.1 para construir estos ejem-
plos como una construcción conjugada para el caso de H = 0. Además,
esta construcción puede ser adaptada para producir ejemplos completos
que adicionalmente son invariantes por una traslación vertical arbitraria,
similares a los Saddle Towers de [70]:

Teorema 3.18. Para cada k ≥ 3 y toda traslación vertical T , existe una
familia uniparamétrica de superficies mı́nimas Alexandrov-embebidas en
H2 × R invariantes por T y simétricas con respecto a un plano horizontal y
k planos verticales equiangulares con una geodésica vertical común. Estas
tienen curvatura total finita −4kπ, género 1 y 2k finales verticales en el
cociente de H2 × R por T .

La primera parte de esta sección está destinada a probar los Teoremas
3.17 y 3.18. La construcción conjugada depende de un parámetro 0 < l ≤ ∞
que quedará fijo en el argumento. El caso 0 < l <∞ nos das las superficies
de tipo Saddle Tower cuya pieza fundamental quedará en la banda H2 ×
[−l, 0] de altura l, mientras que el caso l = ∞ nos dará los k-noides de
género 1. Aunque un argumento de lı́mite para l → ∞ como en [70] nos
darı́a el caso l =∞, trataremos los dos casos simultáneamente.

3.2.1. La construcción conjugada. Sea ∆ un triángulo geodésico en H2

con lados `1, `2 y `3 y vértices opuestos p1, p2 y p3. Supongamos que ∆ es
acutángulo y la longitud de `2 viene dada por el parámetro l ∈ (0,∞], de
forma que si l = ∞ entonces p1 es un punto ideal. El triángulo ∆ queda
determinado por la longitud a de `1 y por el ángulo ϕ en p2. Dado b ∈ R,
consideramos la única solución Σ(a, ϕ, b) al problema de Jenkins–Serrin
sobre ∆ con valores frontera b sobre `1, +∞ sobre `2, y 0 sobre `3, véase
el Teorema 1.10. El interior de Σ(a, ϕ, b) es un grafo mı́nimo sobre ∆ cuya
frontera consiste en dos geodésicas horizontales h1 y h3 que caen en H2×{b}
y H2 × {0}, respectivamente, y tres geodésicas verticales v1, v2 y v3 que se
proyectan en p1, p2 y p3, respectivamente. Obsérvese que v1 es una geodési-
ca vertical ideal cuando l = ∞. Además, la frontera asintótica de Σ(a, ϕ, b)

también contiene la geodésica horizontal h2 ⊂ H2 × {+∞} que se proyecta
sobre `2.
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Como ∆ ⊂ H2 es convexo, la superficie conjugada Σ∗(a, ϕ, b) ⊂ H2 × R es
un grafo sobre un dominio ∆∗ ⊂ H2 debido a la propiedad de Krust (Teore-
ma 3.15). El normal N a lo largo de v2 o v3 rota en sentido contrario a las
agujas del reloj, por lo que las curvas conjugadas v∗2 y v∗3 caen en planos
horizontales y son convexas con respecto al exterior del dominio ∆∗ por el
Teorema 3.10. Además, el teorema también implica que Σ∗(a, ϕ, b) queda
localmente por debajo de los planos horizontales que contienen a v∗2 y v∗3.
Supondremos a partir de ahora que v∗3 ⊂ H2×{0}. Los puntos donde ν toma
el valor 0 o ±1 son la clave para entender el comportamiento de h∗i , según
indican las ecuaciones (3.6).

Lema 3.19. La función ángulo ν de Σ(a, ϕ, b) es cero solo en v2 ∪ v3 si l =∞ o
en v1 ∪ v2 ∪ v3 si l <∞. Además, existe un único punto de Σ(a, ϕ, b) con ν = 1

y este está en h1.

Demostración. Vamos a llamar Σ = Σ(a, ϕ, b) por simplicidad. El interior
de Σ es un grafo, luego no hay puntos interiores con ν = 0. Además, tam-
poco puede haber puntos con ν = 0 en el interior de hi, i ∈ {1, 2, 3}, ya que
esto contradice el principio del máximo en la frontera comparando Σ y el
plano vertical mı́nimo `i × R.

Si ν(p) = 1 en algún punto interior p, entonces la intersección de Σ y
P , el plano horizontal conteniendo a p es la intersección de dos superficies
mı́nimas y, por tanto, es un sistema equiangular de al menos dos curvas
que pasan por p. Estas curvas no pueden bordear un dominio relativamen-
te compacto en el interior de Σ por el principio del máximo. Viendo cómo
es la frontera Σ, se deduce fácilmente que dos de las curvas empezando
en p deben alcanzar algún hi o tener un extremo común en algún vi. Nóte-
se que Σ se extiende analı́ticamente mediante simetrı́as axiales a lo largo
de la frontera, por lo que este conjunto de curvas es parte de la (también
equiangular) intersección de P y la extensión de Σ. En particular, no puede
haber dos curvas partiendo de p que alcancen el mismo vi ya que estas se
intersecarı́an en el mismo punto, en contradicción con el hecho de que P

no es tangente a Σ en ningún punto de vi. Como P∩Σ no puede alcanzar los
interiores de v2 y v3 simultáneamente (ya que están a diferentes alturas),
se sigue que dos de las curvas partiendo de p deben alcanzar algún hi. En-
tonces, el segmento de hi uniendo los dos correspondientes extremos está
también en la intersección P ∩ Σ, produciendo una contradicción similar
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con el principio del máximo.

Si l = ∞ y los extremos están en v1, entonces el principio del máximo
general (Teorema 1.12) se aplica en este caso ya que los lados `2 y `3 son
asintóticos en p1 ∈ ∂∞H2, llegando a una contradicción.

Finalmente, vamos a tratar los puntos de la frontera con ν = 1. Estos
no pueden estar en h3 por el principio del máximo en la frontera (compa-
rando Σ con el plano H2 × {0}). Para h1, nótese que Σ se puede extender
analı́ticamente a una superficie completa mediante simetrı́as axiales a lo
largo de las componentes de la frontera. Por tanto, el normal N (con la
suposición ν > 0) apunta hacia ∆ en el extremo h1 ∩ v2 y hacia la dirección
opuesta en el extremo h1 ∩ v3, luego los ángulos interiores en las esquinas
h1 ∩ v2 y h1 ∩ v3 son iguales a π

2 ya que Σ no se puede aproximar a h1 desde
fuera de ∆. Esto nos dice que N rota un ángulo de amplitud π a lo largo de
h1 como se representa en la Figura 3.4, lo cual implica que hay al menos
un punto en h1 con ν = 1 (cuando N ha rotado justamente π

2 ). Si hubiera
más de un punto, entonces en la intersección de Σ y el plano horizontal
conteniendo a h1 habrı́a dos curvas interiores partiendo de dichos puntos
y encontrarı́amos una región bordeada por curvas horizontales llegando de
nuevo a una contradicción con el principio del máximo como en los casos
anteriores.

Con esto deducimos que h∗3 se proyecta inyectivamente sobre los facto-
res H2 y R, ası́ como h∗1 se proyecta inyectivamente sobre H2. Sin embargo,
la componente de h∗1 en el factor R tiene un mı́nimo en el único punto
donde ν = 1. Por otro lado, la curva conjugada h∗2 se puede ver como un
segmento vertical ideal de longitud l en ∂∞H2 × R, véase el Corolario 3.14.
Como Σ(a, ϕ, b) se hace vertical cuando nos acercamos al lado `2, la lon-
gitud del segmento vertical ideal h∗2 es l, luego v∗1 ⊂ H2 × {−l}. Si l < ∞,
entonces N rota en sentido de las agujas del reloj a lo largo de v1, por lo
que la curva conjugada v∗1 está contenida en un plano horizontal al que
Σ(a, ϕ, b) se acerca por arriba y v∗1 es convexa hacia el exterior de ∆∗ por el
Teorema 3.10. Si l = ∞, entonces v∗1 es una geodésica ideal en H2 × {−∞},
véase el Corolario 3.14. En la Figura 3.4 puede verse una descripción de
las superficies conjugadas.

Nos gustarı́a que v∗2 y v∗3 estuvieran contenidas en el mismo plano hori-
zontal, ası́ como que las geodésicas completas de H2 que contienen a Π(h∗1)
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Figura 3.4: Las superficies conjugadas Σ(a, ϕ, b) y Σ∗(a, ϕ, b) y sus domi-
nios ∆ y ∆∗ en H2 en el caso l = ∞. Las lı́neas discontinuas representan
geodésicas ideales, y los puntos blancos representan vértices ideales. Las
flechas en Σ(a, ϕ, b) representan al normal N en los extremos de v2 y v3, el
cual rota en sentido contrario de las agujas del reloj en ambas geodésicas
verticales.

y Π(h∗3) se corten con un ángulo de amplitud π
k como se muestra en la Figu-

ra 3.4 (problemas de periodos P1 y P2). Esta configuración darı́a como re-
sultado la construcción deseada de los Saddle Towers y k-noides. Por tanto,
necesitamos encontrar valores de (a, ϕ, b) que resuelvan dichos problemas
de periodos. Inspirados por los argumentos de [77], los formalizaremos de
la siguiente forma:

1. Primer problema de periodos. Definimos P1(a, ϕ, b) como la diferen-
cia de alturas de las curvas horizontales v∗2 y v∗3, es decir, la diferencia
de altura de los extremos de la curva h∗1. Si parametrizamos por el arco
h∗1 : [0, a] → H2 × R con h∗1(0) ∈ v∗2, h∗1(a) ∈ v∗3, usando la ecuación (3.2),
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podemos expresar

P1(a, ϕ, b) =

∫
h∗1

〈h∗1
′, ∂t〉 =

∫
h1

〈η, ∂t〉. (3.12)

donde η = −Jh′1 es el conormal interior unitario a Σ(a, ϕ, b) a lo largo
de h1.

2. Segundo problema de periodos. Consideremos ahora el modelo del
semi-espacio para H2×R. Salvo una isometrı́a del ambiente, podemos
asumir que h∗3 está contenida en el plano vertical {x = 0} y que v∗2 :

[0, b]→ H2 × R está contenida en el plano horizontal H2 × {0} ≡ H2 con
extremos v∗2(0) ∈ h∗3 y v∗2(b) ∈ h∗1. Expresamos en coordenadas v∗2(t) =

(x(t), y(t), 0) y suponemos que (x(0), y(0)) = (0, 1) y x(t) < 0 cuando t

está cerca de 0 (ya que v∗2 y h∗3 son ortogonales), véase la Figura 3.5.
Recordamos que esta parametrización viene (vı́a conjugación) de la
orientación elegida en la que v′2 = ξ = ∂t.

Sea ψ ∈ C∞[0, b] el ángulo de rotación de v∗2 con respecto a la foliación
por horociclos dada por la Ecuación (3.11), donde elegimos el ángulo
inicial ψ(0) = π. Llamaremos ψ0 = ψ(b) y asumiremos en lo que sigue
que π < ψ(t) < 2π, x(t) < 0 y 0 < t ≤ b (estas desigualdades serán
probadas en el Lema 3.23). La geodésica completa γ ⊂ H2 que contiene
a Π(h∗1) se puede parametrizar como

γ : (0, π)→ H2, γ(t) =

(
x0 − y0

cos(t) + cos(ψ0)

sin(ψ0)
,−y0

sin(t)

sin(ψ0)

)
. (3.13)

Nótese que γ(ψ0−π) = (x0, y0) y γ′(ψ0−π) = −1
sin(ψ0)(sin(ψ0)E1−cos(ψ0)E2).

Si γ toca al eje y en el punto γ(t∗), definimos el segundo problema de
periodos como el coseno del ángulo (no orientado) δ en γ(t∗) entre γ y
el eje y, véase la Figura 3.5. Usando la parametriación (3.13) para γ

podemos calcular este ángulo y definir P2 como

P2(a, ϕ, b) = cos(δ) =
〈γ′(t∗), E2〉
|γ′(t∗)|

= cos(t∗) =
x0 sin(ψ0)

y0
− cos(ψ0). (3.14)

Obsérvese que el término de la derecha de (3.14) tiene sentido incluso
cuando no hay intersección entre γ y el eje y, por lo que nos moti-
va a tomar como definición del segundo problema de periodos esta
cantidad.
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El Lema 3.23 mostrará que si P1(a, ϕ, b) = 0 y P2(a, ϕ, b) = cos(πk ) para
algún k ≥ 3, entonces γ y la parte positiva del eje y se cortan con un
ángulo δ = π

k , como se muestra en la Figura 3.5

Figura 3.5: El ángulo de rotación ψ0 de v∗2 con respecto a la foliación de ho-
rociclos en v∗2(b), donde identificamos H2 × {0} y H2. La superficie Σ∗(a, ϕ, b)

se proyecta en la región sombreada ∆∗. La geodésica completa γ que con-
tiene a Π(h∗1) aparece en lı́nea punteada.

La unicidad de solución del problema de Jenkins-Serrin implica que
Σ∗(a, ϕ, b) depende de forma continua de los parámetros (a, ϕ, b) en el si-
guiente sentido: dada una sucesión (an, ϕn, bn) convergiendo a (a, ϕ, b), la
sucesión de superficies con frontera Σ∗(an, ϕn, bn) converge en la topologı́a
Cm sobre compactos a Σ∗(a, ϕ, b) para todo m ≥ 0. Esto se sigue de ar-
gumentos estándares para convergencia de grafos mı́nimos junto con la
continuidad de la conjugación Proposición 3.4.

3.2.2. Resolviendo los problemas de periodos. En lo que sigue vamos
a asumir que b es un número real no negativo y que (a, ϕ) está dentro del
dominio

Ω =
{

(a, ϕ) ∈ R2 : 0 < ϕ < π
2 , 0 < a < amax(ϕ)

}
, (3.15)

donde

amax(ϕ) = 2 arctanh (tanh(l) cos(ϕ)) , (3.16)
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entendiendo que tanh(l) = 1 cuando l = ∞. La condición 0 < a < amax(ϕ)

nos dice que el ángulo de ∆ en p3 es siempre mayor que ϕ, y entonces un
triángulo isósceles ∆0 con vértices p2, p3 y p4, con d(p2, p4) = d(p3, p4) = l

intersecarı́a ∆ como en la Figura 3.6 (el vértice v4 es ideal cuando l = ∞).
Se tiene que amax(ϕ) es la longitud del lado desigual del triángulo isósceles
cuyos lados iguales tienen longitud l y cuyos ángulos iguales tienen ampli-
tud ϕ. Por tanto, la fórmula (3.16) se sigue del hecho de que el coseno del
ángulo de un triángulo hiperbólico recto es el cociente entre las tangentes
hiperbólicas de las longitudes del lado adyacente y la hipotenusa.

Nota 3.20. La restricción (a, ϕ) ∈ Ω la usaremos en el Lema 3.22 para
comparar Σ(a, ϕ, b) con la solución del problema de Jenkins-Serrin sobre
∆0 y resolver ası́ el primer problema de periodos. Los mismos argumentos
del Lema 3.22 permiten concluir fácilmente que, si a > amax(ϕ), entonces
el primer problema de periodos no tiene solución, por lo que la condición
(a, ϕ) ∈ Ω es natural.

Figura 3.6: A la izquierda, los valores frontera para los problemas de
Jenkins-Serrin en H2 resueltos por Σ(a, ϕ, b) y Σ0(b), donde la mediatriz
de `1 esta representada en una lı́nea punteada y l < ∞. A la derecha, la
superficie lı́mite Σ∞ ⊂ R3 después de reescalar (fijando la longitud de `1
como 1) y el helicoide Σ0 ⊂ R3 que aparece en la prueba del Lema 3.22.

Lema 3.21. La función P1 : Ω × R+ → R es continua y estrictamente decre-
ciente con respecto al tercer argumento b.

Demostración. Consideremos dos superficies Σ1 = Σ(a, ϕ, b1) y Σ2 = Σ(a, ϕ, b2)

con 0 < b1 < b2. Trasladamos ambas superficies verticalmente para que to-
men el valor 0 a en `1 de forma que Σi toma el valor −bi en `3. Se tiene que
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Σ1 está por encima de Σ2 y, por tanto, podemos comparar la componente
vertical de los conormales interiores η1 y η2, que satisfacen 〈η2, ∂t〉 < 〈η1, ∂t〉
en el interior de h1 por el principio del máximo en la frontera. En particular,
tememos que:

P1(a, ϕ, b2) =

∫
h1

〈η2, ∂t〉 <
∫
h1

〈η1, ∂t〉 = P1(a, ϕ, b1).

Lema 3.22. Existe una única función f : Ω → R+ tal que P1(a, ϕ, f(a, ϕ)) = 0

para todo (a, ϕ) ∈ Ω. Además,

(a) f es una función continua;

(b) dado ϕ0 ∈ (0, π2 ),

ĺım
a→amax(ϕ0)

f(a, ϕ0) = +∞, ĺım
(a,ϕ)→(0,ϕ0)

f(a, ϕ) = 0.

Demostración. Fijemos (a, ϕ) ∈ Ω. Sea p4 el punto en la mediatriz del seg-
mento `1 con d(p2, p4) = d(p3, p4) = l, de forma que el triángulo ∆0 con vérti-
ces p1, p2 y p4 quede al mismo lado de `1 que ∆, véase la Figura 3.6. Sea
Σ0(b) la única solución del problema de Jenkins–Serrin sobre el triángulo
∆0 con valores b en p2p3, +∞ en p3p4, y −∞ en p2p4. Como (a, ϕ) ∈ Ω, en-
tonces ∆ ∩∆0 ⊂ H2 es un triángulo geodésico acotado con vértices p2, p3 y
q ∈ `3. Por el Lema 1.13 tenemos que Σ0(b) tiene un lı́mite finito radial en
p2 a lo largo de `3 como grafo sobre ∆0. Por tanto, si b es suficientemente
grande, entonces Σ0(b) está por encima de Σ(a, ϕ, b) en la frontera de ∆∩∆0.
Por el principio del máximo, tenemos que también está por encima en el
interior de ∆∩∆0. En particular, tenemos que Σ∩Σ0(b) = h1∪v2∪v3 cuando
b es suficientemente grande.

Con esto podemos comparar la componente vertical de los conormales
interiores η y η0 de Σ(a, ϕ, b) y Σ0(b) respectivamente, a lo largo de h1 (como
en el Lema 3.21). Por el principio del máximo en la frontera, tenemos la
desigualdad estricta 〈η, ∂t〉 < 〈η0, ∂t〉 en el interior de h1 y, por tanto,

P1(a, ϕ, b) =

∫
h1

〈η, ∂t〉 <
∫
h1

〈η0, ∂t〉 = 0, (3.17)

cuando b es suficientemente grande. Observemos que la integral de la de-
recha en (3.17) se anula ya que Σ0(b) es axialmente simétrico con respecto
a la mediatriz de h1 en H2 × {b}.
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Debido a la continuidad de Σ(a, ϕ, b) con respecto a los parámetros
(a, ϕ, b), la superficie Σ(a, ϕ, b) converge a Σ(a, ϕ, 0) cuando b → 0. Se tie-
ne entonces que P1(a, ϕ, 0) > 0 ya que Σ(a, ϕ, 0) queda por encima de la
superficie mı́nima horizontal ∆ × {0} por el principio del máximo, y po-
demos comparar la tercera componente de sus conormales interiores a lo
largo de la frontera común h1 por el principio del máximo en la frontera.
Obsérvese que la tercera coordenada del conormal interior de ∆ × {0} es
idénticamente cero. Tenemos entonces por la continuidad y monotonı́a de
P1 con respecto a b probada en el Lema 3.21, que existe un único b0 ∈ R+

tal que P1(a, ϕ, b0) = 0. Esto define unı́vocamente a f(a, ϕ) = b0.

La continuidad de f es consecuencia de su unicidad. En efecto, si
(an, ϕn) y (a′n, ϕ

′
n) son dos sucesiones en Ω convergiendo a algún (a∞, ϕ∞) ∈

Ω tales que después de pasar a una subsucesión, f(an, ϕn)→ b∞ y f(a′n, ϕ
′
n)→

b′∞, se tiene que P1(a∞, ϕ∞, b∞) = P1(a∞, ϕ∞, b
′
∞) = 0, y por tanto b∞ = b′∞.

Esto termina de probar el apartado (a).

Para el primer limite en el apartado (b), supongamos por reducción al
absurdo que hay una sucesión an → amax(ϕ0) de forma que f(an, ϕ0) con-
verge, después de pasar a una subsucesión, a algún b∞ ∈ [0,+∞). La su-
perficie Σ0(b∞) queda por debajo de Σ(amax(ϕ0), ϕ, b∞) como grafos sobre su
dominio común ∆ = ∆0 por el principio del máximo ya que sus valores
frontera están ordenados. Nótese que tienen el valor común b∞ a lo largo
de `1, luego de nuevo podemos comparar la tercera coordenada de los co-
normales interiores a lo largo de h1. Como Σ0(b∞) tiene primer periodo cero
debido a su simetrı́a llegamos a una contradicción pues Σ(amax(ϕ0), ϕ, b∞)

tiene también primer periodo cero.

Vamos a calcular el lı́mite cuando (a, ϕ) tiende a (0, ϕ0). De nuevo, su-
pongamos por reducción al absurdo que hay una sucesión {(an, ϕn)} en
Ω convergiendo a (0, ϕ0) de forma que (después de pasar a una subsuce-
sión) f(an, ϕn) → b∞, con b∞ ∈ (0,+∞]. Podemos trasladar las superficies
Σ(an, ϕn, f(an, ϕn)) verticalmente de forma que tomen el valor cero en `1 y
−f(an, ϕn) en `3. Como an → 0, podemos reescalar la métrica de H2 × R de
forma que an sea igual a 1. La nueva sucesión de superficies reescaladas
converge en la topologı́a Cm sobre compactos para todo m a una super-
ficie mı́nima Σ∞ en el espacio euclı́deo R3 por argumentos estándar de
rescalamiento. Esta superficie es un grafo mı́nimo sobre un dominio de R2

bordeado por tres lı́neas `1∞, `2∞ y `3∞ de forma que `2∞ y `3∞ son paralelas
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y `1∞ las corta con un ángulo de amplitud ϕ0. Además, Σ∞ toma los valores
+∞ en `2∞, −∞ en `3∞ (ya que b∞ > 0), y 0 en `1∞. Consideramos el helicoi-
de Σ0 ⊂ R3 con eje `1∞, que es un grafo sobre la media banda de R2 como
aparece en la Figura 3.6 (derecha). Como 0 < ϕ0 <

π
2 , la intersección de los

dominios de Σ0 y Σ∞ es un triángulo en cuyos lados los valores de Σ0 son
mayores o iguales a los de Σ∞. Por el principio del máximo, deducimos que
Σ0 queda por encima de Σ∞ también en el interior del dominio común. De
nuevo podemos comparar los conormales interiores de ambas superficies
a lo largo de `1∞ concluyendo que el primer periodo de Σ∞ no es cero, lo
que contradice que cada superficie Σ(an, ϕn, f(an, ϕn)) tenga primer periodo
cero.

Esto resuelve el primer problema de periodos. Ahora nos centraremos
en resolver el segundo. Para esto, usaremos la notación y las normalizacio-
nes descritas en la Sección 3.2.1, véase también la Figura 3.5.

Lema 3.23. Sean ϕ0 ∈ (0, π2 ) y a ∈ (0, amax(ϕ0)).

(a) Las desigualdades x(t) < 0 y π < ψ(t) < 2π son ciertas para todo t ∈ (0, b].

(b) Si la curva γ interseca la parte positiva del eje y con ángulo δ, entonces
δ < ϕ0, en cuyo caso P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = cos(δ).

(c) Si P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = cos(δ) para algún δ ∈ (0, ϕ0), entonces γ interseca la
parte positiva del eje y con ángulo δ.

(d) Si P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = 1, entonces γ y el eje y son geodésicas asintóticas
intersecándose en el punto ideal (0, 0).

Además,

ĺım
a→0
P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = cos(ϕ0), ĺım

a→amax(ϕ0)
P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = +∞.

Demostración. Para simplificar la notación vamos a identificar v∗2 con su
proyección sobre H2. Por el Teorema 3.10, se tiene que v∗2 es estrictamen-
te convexa (en sentido hiperbólico) hacia el exterior del dominio ∆∗. Esto
implica que toda geodésica tangente a v∗2 queda localmente en el interior
de ∆∗ salvo en el punto de tangencia. En particular, tenemos que ψ(t) > π

para t cercano a 0, simplemente comparando v∗2 con la geodésica tangente
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en v∗2(0) = (0, 1) (véase Figura 3.7 a la izquierda). Además, si ψ(t) > π no
fuera cierto para todo t ∈ (0, b], entonces en el instante más pequeño t0 > 0

tal que ψ(t0) = π, la geodésica tangente tendrı́a puntos fuera de ∆∗ arbitra-
riamente cerca de v∗2(t0), lo cual es una contradicción (véase Figura 3.7, a
la izquierda). Supongamos, también por reducción al absurdo, que x(t) < 0

Figura 3.7: Geodésicas tangentes en v∗2(0) y en el primer instante t0 ∈ (0, b]

tal que θ(t0) = π (izquierda). El primer t0 ∈ (0, b] tal que x(t0) = 0 (centro). El
primer t0 ∈ (0, b] tal que ψ(t0) = 2π (derecha). Los dominios U y V son a los
que se le aplica la fórmula de Gauss-Bonnet en el Lema 3.23.

no es cierto en general, y sea t0 ∈ (0, b] el primer instante tal que x(t0) = 0.
En esta situación, la curva v∗2 entre 0 y t0 junto con el segmento del eje
y encierran un dominio U ⊂ H2 (véase Figura 3.7, centro). La curva v∗2 es
convexa hacia el interior de U y tiene dos ángulos interiores iguales a π

2 y a
α = ψ(t0)− 3π

2 ∈ (0, π). Aplicando la fórmula de Gauss-Bonnet se tiene

0 > − area(U) = 2π +

∫ t0

0
κg(t) dt− (π2 + π − α)

> π
2 +

∫ b

0
κg(t) dt = π

2 −
∫ b

0
θ′(t) dt = π

2 − ϕ0,

(3.18)

donde κg < 0 es la curvatura geodésica con respecto al conormal unitario
N∗ que apunta hacia el exterior de ∆∗, véase el Teorema 3.10. También se
ha usado que el ángulo θ del normal N a lo largo de v2 definido en (3.9), rota
en sentido contrario a la agujas del reloj con θ′ = −κg > 0 y θ(b)− θ(0) = ϕ0.
La desigualad (3.18) contradice el hecho de que ϕ0 ∈ (0, π2 ).

Supongamos por reducción al absurdo de nuevo que hay un primer
instante t0 ∈ (0, b] tal que ψ(t0) = 2π. Esto implica que la geodésica perpen-
dicular a v∗2 en t0 es una lı́nea recta paralela al eje y. Sea V ⊂ H2 el dominio
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encerrado por esta lı́nea junto con el arco de v∗2 (véase la Figura 3.7, dere-
cha). Entonces V tiene dos ángulos interiores α ∈ (0, π) y π

2 y v∗2 es convexa
hacia el interior de V . Razonando igual que en (3.18), tenemos la misma
contradicción 0 > − area(V ) > π

2 −ϕ0, lo que termina la prueba del apartado
(a).

Para el apartado (b), si γ interseca el eje y con un ángulo δ, entonces hay
una región W ⊂ H2 bordeada por γ, v∗2 y el eje y. Aplicando la fórmula de
Gauss-Bonnet de la misma forma que en la ecuación (3.18), obtenemos la
desigualdad 0 > − area(W ) > δ −ϕ0, o equivalentemente δ < ϕ0. La igualdad
P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) = cos(δ) se cumple según los argumentos que llevaron a la
Ecuación (3.14).

Discutiremos ahora los apartados (c) y (d). Nótese que la primera coor-
denada de γ(π) es negativa por el anterior análisis, por lo que γ cortará al
eje y si y solo si la primera coordenada de

γ(0) =

(
x0 − y0

1 + cos(ψ0)

sin(ψ0)
, 0

)
(3.19)

es positiva (aquı́, sin(ψ0) < 0 ya que π < θ0 < 2π). Si existe δ ∈ (0, ϕ0) tal que
P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = x0 sin(θ0)

y0
− cos(θ0) = cos(δ) ∈ (0, 1), entonces la primera

coordenada de (3.19) es positiva, y se sigue de (b) que el ángulo en la
intersección es precisamente δ. Si P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = 1, entonces la primera
coordenada de (3.19) se anula y, por tanto, γ y el eje y son asintóticos en el
punto ideal (0, 0).

Para finalizar la prueba, vamos a analizar los limites. Integrando desde
0 a b la igualdad θ′ = ψ′ − cos(θ) del Teorema 3.10 aplicada a v2, y teniendo
en cuenta que ψ(b)− ψ(0) = ψ0 − π y θ(b)− θ(0) = ϕ0, se tiene la relación

ψ0 = ϕ0 + π −
∫ b

0
cos(ψ(s)) ds. (3.20)

En particular, ψ0 → ϕ0 + π y (x0, y0) → (0, 1) cuando b → 0 (se tiene que
la longitud de v∗2 se va a cero). Esto implica que la primera componente
de (3.19) es positiva, es decir, γ(0) y γ(π) quedan a lados distintos del eje y
cuando b es suficientemente pequeña, por lo que en este caso γ interseca
el eje y en algún punto. Por el Lema 3.22, si a ∈ (0, amax(ϕ0)) tiende a cero,
entonces b = f(a, ϕ0) también tiende a cero y, por tanto,

ĺım
a→0
P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) = ĺım

a→0

(
x0 sin(ψ0)

y0
− cos(ψ0)

)
= cos(ϕ0).
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Para el lı́mite a → amax(ϕ0), sea {(an, ϕ0)} una sucesión en Ω con an →
amax(ϕ0). Escribiendo bn = f(an, ϕn), el Lema 3.22 nos dice que las su-
perficies Σ(an, ϕ0, bn) convergen, salvo considerar una subsucesión y una
traslación vertical (de forma que h1 sea un segmento a altura cero), a la
solución del problema de Jenkins-Serrin sobre el triángulo isósceles con
valores frontera 0 a lo largo del lado desigual y +∞ y −∞ sobre los otros
lados. Denotaremos en lo que sigue los distintos elementos de la superficie
Σ(an, ϕ0, bn) mediante un subı́ndice n.

Si l < ∞, la superficie conjugada converge a Σ∗∞, dos veces la pieza
fundamental de un Saddle Tower con cuatro finales en el cociente de
H2 × R por una traslación vertical de longitud l. Esta construcción
conjugada ha sido analizada en [70, 82]. Si fijamos v∗2n ⊂ H2 × {0},
entonces las curvas v∗1n convergen a una curva horizontal completa
v∗1∞ ⊂ H2×{−l} convexa hacia el exterior del dominio, y las curvas h∗3n
tienden al segmento vertical ideal h∗3∞, véase la Figura 3.8. Sin em-
bargo, estamos trasladando y rotando la superficie primero para que
v∗2n(0) = (0, 1, 0) y (v∗2n)′(0) = −∂x en el modelo del semi-espacio para
poder analizar la rotación del ángulo ψ0n de (v∗2n)′ con respecto a la fo-
liación por horociclos, es decir, adaptamos la sucesión a la disposición
de la Figura 3.5. Con esto, se tiene que esta sucesión de superficies ya
no converge al Saddle Tower sino a un subconjunto del plano vertical
x2 + y2 = 1. Por tanto, ψ0n → 3π

2 y v∗2n(bn) = (x0n, y0n) → (−1, 0) cuando
n → ∞. En vista de (3.19), deducimos que γn no interseca la parte
positiva del eje y para n suficientemente grande, y (3.14) implica que
P2(an, ϕ0, bn)→ +∞.

Si l =∞, entonces es también conocido por los resultados de [70, 81]
y del Ejemplo 3.16 que la superficie conjugada converge a Σ∗∞, un
cuarto de una catenoide horizontal cuando mantenemos fijo el punto
v∗2n(bn) (y por tanto las curvas v∗1n convergen a la geodésica horizontal
completa v∗1∞ ⊂ H2 × {−∞}). Sin embargo, si fijamos v∗2n(0) = (0, 1, 0)

y (v∗2n)′(0) = −∂x, entonces la subsucesión converge a un subconjunto
del plano plano vertical x2+y2 = 1 como en el caso de l <∞, y podemos
razonar de forma análoga.

Demostración de los Toremas 3.17 y 3.18. Sea k ≥ 3. Para cada π
k < ϕ < π

2

el Lema 3.23 asegura que P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) tiende a cos(ϕ) cuando a → 0 y



122

Figura 3.8: El lı́mite Saddle Tower (l < ∞) y la catenoide horizontal (l =

∞) cuando a → amax(ϕ0). En la prueba del Lema 3.23 mantenemos fijos
los puntos señalados con flechas, de forma que tienen de lı́mite el plano
vertical (en lugar del Saddle Tower o la catenoide horizontal).

tiende a +∞ cuando a → amax(ϕ). Como cos(ϕ) < cos(πk ) y P2 es continua,
existe algún aϕ ∈ (0, amax(ϕ)) tal que P2(aϕ, ϕ, f(aϕ, ϕ)) = cos(πk ), que podrı́a
no ser único. Por tanto, deducimos del apartado (c) del Lema 3.23 que
Σ∗ϕ = Σ∗(aϕ, ϕ, f(aϕ, ϕ)) resuelve los dos problemas de periodos. Vamos a
probar que Σϕ = Σ(aϕ, ϕ, f(aϕ, ϕ)), y por tanto Σ∗ϕ tiene curvatura total finita
adaptando el argumento de Collin y Rosenberg en [14, Remark 7].

Para esto, consideramos primero el caso l = ∞. Para cada k ∈ N, sea
p1(k) ∈ `3 de forma que d(p1(k), p3) = k, y sea `2(k) (resp. `3(k)) el segmen-
to geodésico uniendo p3 y p1(k) (resp. p2 y p1(k)). Para cada n ∈ N con
n ≥ f(aϕ, ϕ), consideramos el problema de Dirichlet sobre el triángulo de
vértices p1(k), p2 y p3 con valores frontera f(aϕ, ϕ) en `1, n en `2(k) y 0 en
`3(k). En estas condiciones hay un único disco mı́nimo Σk,n

ϕ con estas con-
diciones de frontera el cual es un grafo sobre el interior del triángulo (en
este caso se trata de un problema de Plateau que puede resolverse de for-
ma estándar con la técnica de Meeks-Yau [68]). La superficie Σk,n

ϕ tiene
la frontera compuesta por geodésicas y tiene seis ángulos internos, todos
ellos iguales a π

2 , luego la fórmula de Gauss-Bonnet nos da una curvatura
total igual a −π para Σk,n

ϕ . Cuando k → ∞, las superficies Σk,n
ϕ convergen

uniformemente sobre compactos (como grafos) al grafo Σn
ϕ sobre ∆ con va-

lores frontera f(aϕ, ϕ) en `1, n en `2, y 0 en `3 (de hecho las funciones que
definen los grafos convergen monótonamente por el principio del máximo,
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aunque esto no es necesario para el argumento). Por tanto, el Lema de
Fatou implica que la curvatura total de Σn

ϕ es al menos −π. Finalmente,
cuando n → ∞, Σn

ϕ converge a Σϕ sobre compactos, y el mismo argumento
implica que Σϕ tiene curvatura total finita mayor o igual que −π (obsérvese
que la curvatura de de Gauss de una superficie mı́nima en H2 × R nunca
es positiva por la ecuación de Gauss (1.8)). Si l < ∞, el mismo argumento
funciona simplemente quedándonos a altura n.

Mediante sucesivas simetrı́as sobre los planos que contienen las com-
ponentes de ∂Σ∗ϕ, obtenemos una superficie propia y Alexandrov-embebida
Σ
∗
ϕ ⊂ H2×R. Describimos a continuación su geometrı́a distinguiendo casos:

Si l = ∞, entonces la curva v∗1 es una geodésica horizontal ideal, y
solo necesitamos reflejar una vez respecto del plano horizontal que
contiene a v∗2 y v∗3. Ası́, Σ

∗
ϕ consiste en 4k copias de Σ∗ϕ. Por tanto, la

curvatura total es mayor o igual que −4kπ, y el Teorema 2.4 asegura
que Σ

∗
ϕ es asintótico a cierta poligonal en el infinito. Por el anterior

análisis, cada final de Σ
∗
ϕ tiene la frontera asintótica compuesta por

cuatro geodésicas ideales: dos horizontales y dos verticales. Teniendo
en cuenta que Σ

∗
ϕ tiene género g = 1, la Ecuación (2.1) para mi = 0 nos

dice que la curvatura total es exactamente −4kπ.

Cada final de Σ
∗
ϕ es asintótico a un plano vertical y está contenido

en cuatro copias de Σ∗ϕ. Se tiene que el conjunto formado por estas
cuatro copias es un bigrafo simétrico, y en particular embebido. Esto
se sigue del hecho de que dos de estas cuatro piezas vienen de Σϕ y su
simetrı́a axial respecto a h2, que se proyectan sobre un cuadrilátero
de H2. Como este cuadrilátero es convexo, la propiedad de Krust 3.15
asegura que la superficie conjugada Σ∗ϕ y su copia simétrica a lo largo
de h∗3 forman un grafo. Las otras dos copias necesarias para producir
el bigrafo deseado son las simétricas con respecto al plano horizontal
que contiene a v∗2 y v∗3. Concluimos que los finales de Σ

∗
ϕ son anillos

embebidos.

Si l < ∞, entonces la composición de reflexiones con respecto a los
planos horizontales conteniendo v∗1 y v∗3 es una traslación vertical T
de longitud 2l. En este caso, Σ

∗
ϕ induce una superficie en el cociente

H2 × R por T con curvatura total finita mayor o igual que −4kπ. Esta
superficie tiene género g = 1 y 2k finales (cada final de Σ

∗
ϕ induce dos
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finales en el cociente), luego se sigue del teorema principal en [32]
que la curvatura total es exactamente −4kπ. Además este resultado
también implica que cada final de Σ

∗
ϕ es asintótico a un plano vertical

en el cociente.

Nota 3.24. Es importante resaltar que no se ha probado la unicidad de la
superficie Σϕ. Esto se podrı́a conseguir si se probara que el segundo perio-
do P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) es estrictamente creciente en la variable a. Sin embargo
una comparación entre estas superficies para diferentes valores de a pa-
rece complicada, ya que ni siquiera se sabe si la función f que resuelve el
primer problema de periodos es monótona.

Cuando ϕ se acerca a π
k , el valor aϕ que resuelve los dos problemas

de periodos en la prueba de los Teoremas 3.17 y 3.18 se va a cero, y
la superficie Σ∗ϕ converge, después de ser reescalada, a un k-noide en R3

con género 1 (como en el apartado (b) del Lema 3.22). Además, cuando ϕ se
acerca a π

2 , la superficie Σϕ converge a un subconjunto abierto del helicoide
reglado de R3 después de reescalar, y se sigue que la superficie conjugada
Σ∗ϕ debe converger a una catenoide de R3 (la curva h∗1 converge a medio
cuello de esta catenoide).

3.2.3. El problema del embebimiento. En la prueba de los Teoremas 3.17
y 3.18, hemos visto que la pieza conjugada Σ∗ϕ es un grafo sobre el dominio
∆∗ ⊂ H2. Sin embargo, podrı́a ocurrir que al reflejar Σ∗ϕ sobre el plano verti-
cal que contiene a h∗1, la superficie resultante ya no fuera embebida ya que
la curva reflejada de v∗3 podrı́a intersecar a la curva v∗3 original. Obsérve-
se que, como la familia de ejemplos con k finales converge a un k-noide
mı́nimo de género 1 en R3 tras reescalar, véase también [59], deben existir
ejemplos no embebidos de k-noides con género 1 en H2×R para todo k ≥ 3.

Podemos garantizar el embebimiento si la superficie extendida por re-
flexión sobre el plano vertical que contiene a h∗1 es embebida. La propiedad
de Krust 3.15 nos asegura que esto es ası́ si la pieza inicial Σϕ extendida
mediante simetrı́a axial respecto la geodésica h1 sigue siendo un grafo so-
bre un domino convexo, o equivalentemente si el ángulo de ∆ en p3 es como
mucho π

2 . Usando trigonometrı́a hiperbólica se tiene que esto es equivalen-
te a a ≥ aemb(ϕ), donde

aemb(ϕ) = arcsinh(tanh(l) cot(ϕ)), (3.21)
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entendiendo que tanh(l) = 1 si l = ∞. Por tanto, las superficies de los
Teoremas 3.17 y 3.18 serı́an propiamente embebidas si fuésemos capaces
de asegurar que aemb(ϕ) ≤ aϕ < amax(ϕ). Observemos que, si l =∞, entonces
aemb(ϕ) < amax(ϕ) para todo ϕ ∈ (0, π2 ); si l < ∞, existen ϕ1 ∈ (0, π2 ) tal que
aemb(ϕ) < amax(ϕ) si y solo si ϕ ∈ (ϕ1,

π
2 ), véase la Figura 3.9.

Figura 3.9: Gráficas de las funciones ϕ 7→ amax(ϕ) y ϕ 7→ aemb(ϕ) con l =∞
(izquierda) y l = 1 (derecha). En las regiones sombreadas, el emebimiento
está garantizado por la propiedad de Krust.

Sin embargo, por un lado, parece difı́cil saber si el valor de aϕ que re-
suelve los dos problemas de periodos queda en este intervalo; por otro lado
el embebimiento puede ocurrir incluso cuando a ≥ aemb(ϕ) no se cumpla.
Se espera que haya siempre valores de (a, ϕ) produciendo ejemplos embebi-
dos para todos los valores de k ≥ 3, y parece razonable que estos aparezcan
cuando ϕ está cerca de π

2 .

3.2.4. Ejemplos con infinitos finales. El análisis de los problemas de
periodos nos permite encontrar superficies con infinitos finales que son in-
variantes por un grupo discreto de traslaciones parabólicas o hiperbólicas,
que llamaremos ∞-noides parabólicos o ∞-noides hiperbólicos, respecti-
vamente. Estas superficies tienen infinitos finales, y podemos garantizar
el embebimiento de algunas de ellas en el caso hiperbólico. El siguiente
resultado es un caso particular de la construcción para l = ∞ (la prueba
puede ser fácilmente adaptada para el caso l <∞)
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Teorema 3.25. Existe una familia 2-paramétrica (resp. 1 paramétrica) de
superficies mı́nimas propiamente embebidas (resp. Alexandrov-embebidas)
con género 0 e infinitos finales, invariante por un grupo discreto de trasla-
ciones hiperbólicas (resp. parabólicas). Cada final es embebido, asintótico
a un plano vertical, y tiene curvatura total finita.

Demostración. . El Lema 3.23 y la continuidad de P2 implican que, para
todo ϕ ∈ (0, π2 ), hay valores de a ∈ (0, amax(ϕ)) tal que P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) es igual
a 1 o mayor que 1 (de hecho P2 toma cualquier valor mayor o igual que 1).
Vamos a analizar estos dos casos:

Si P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) = 1, entonces h∗1 y h∗3 están contenidos en planos
verticales sobre geodésicas asintóticas de H2 por el apartado (d) del
Lema 3.23. Esto significa que la proyección de Σ∗(a, ϕ, f(a, ϕ)) está
contenida en la región entre estas dos geodésicas, véase figura 3.10
(centro). Las simetrı́as especulares respecto a los correspondientes
planos verticales nos dan un grupo de isometrı́as que fijan el punto
común del infinito. Este grupo contiene a un grupo discreto de tras-
laciones parabólicas, y nos da la familia 1-paramétrica de ∞-noides
parabólicos, véase la Figura 3.10 (centro).

El caso P2(a, ϕ, f(a, ϕ)) > 1 ocurre en una región abierta de Ω, y nos da
la familia 2-paramétrica de ∞-noides hiperbólicos. En este caso las
dos geodésicas que contienen las proyecciones de h∗1 y h∗3 no se in-
tersecan y sucesivas reflexiones sobre los planos verticales asociados
conforman un grupo de isometrı́as conteniendo un grupo discreto de
traslaciones hiperbólicas, véase Figura 3.10 (derecha).

Repitiendo el mismo argumento que en la prueba de los Teoremas 3.17
y 3.18 (usando la descripción de superficies mı́nimas periódicas con curva-
tura total finita en [32]) se muestra que cada final de la superficie es embe-
bido y tiene curvatura total finita. Además, las superficies son Alexandrov-
embebdidas. Más aún, en el caso de los ∞-noides hiperbólicos, podemos
elegir a ≥ aemb(ϕ), lo que garantiza que para estos casos la superficie refle-
jada es propiamente embebida. En el caso de los ∞-noides parabólicos no
podemos garantizar el embebimiento de la superficie.
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Figura 3.10: El dominio fundamental de un 3-noide (izquerda), ∞-noide
parabólico (centro), y un ∞-noide hiperbólico (derecha). Las curvas pun-
teadas representan a las geodesicss conteniendo las proyecciones de h∗1 y
h∗3.

Nota 3.26. Aunque P2(a, ϕ0, f(a, ϕ0)) toma todos los valores entre cos(ϕ0) y
+∞ esto no parece suficiente para asegurar que para cualquier traslación
hiperbólica haya un ejemplo en la familia de ∞-noides hiperbólicos inva-
riante por dicha traslación hiperbólica, ya que no es claro como depende
P2 del parámetro a ni tampoco la posición relativa de los planos verticales
que contienen a las curvas h∗1 y h∗3 cuando estos no se cortan.

Nota 3.27. Esta construcción se adapta fácilmente para el caso l <∞ ob-
teniendo en este caso superficies doblemente periódicas por una traslación
hiperbólica (parabólica) y una traslación vertical de longitud l. Todos estos
ejemplos tienen curvatura total finita en el cociente por una traslación hi-
perbólica (parabólica) y una traslación vertical debido al teorema principal
de [32].

3.3. Construcción de H-superficies en H2 × R y la
propiedad de Krust.

En esta sección vamos a tratar con una construcción conjugada para el
caso 0 ≤ H ≤ 1/2. Resumimos la construcción con el siguiente teorema.

Teorema 3.28. Dados H ∈ [0, 1
2 ] y k ≥ 2 un número entero, hay una familia

continua 2-paramétrica de H-superficies propias y Alexandrov-embebidas
Σ
∗
a,b ⊂ H2×R, siendo los parámetros a, b ∈ (0,∞] no ambos igual a∞. Estas

superficies son invariantes por simetrı́as especulares respecto de un plano
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horizontal y respecto una familia de k planos equiangulares conteniendo
una geodésica vertical común.

(a) Si a, b < ∞, entonces la superficie Σ
∗
a,b se llamará Saddle Tower. Es

simplemente periódica en la dirección vertical, tiene genero 0 y 2k finales
en el cociente H2×R por una traslación vertical, siendo cada uno de ellos
asintótico en el cociente a la mitad de un H-cilindro.

(b) Si a = ∞ y b < ∞, entonces la Σ
∗
∞,b se llamará (H, k)-noide (o H-

catenoide si k = 2) y tiene género 0 y k finales. Si H ∈ [0, 1
2), entonces

cada final es embebido y asintótico a un H-cilindro vertical (contenido
en su lado cóncavo). Si H = 1

2 , entonces cada final es tangente a la
frontera asintótica ∂∞H2 × R a lo largo de una geodésica vertical ideal.

(c) Si a <∞ y b =∞, entonces la superficie Σ
∗
a,∞ se llamará (H, k)-nodoide

(o H-catenodoide si k = 2) y tiene género 0 y k finales. Si H ∈ [0, 1
2),

entonces cada final es embebido y asintótico a un H-cilindro vertical
(contenido en su lado convexo). Si H = 1

2 , entonces el correspondiente
1
2 -cilindro desaparece en infinito.

Para el caso H = 0 los ejemplos coinciden con los Saddle Towers y k-
noides mı́nimos simétricos de [70, 81, 82] y no hay distinción entre el caso
a = ∞ y b = ∞ ya que Σ

∗
a,b y Σ

∗
b,a son congruentes. El caso 0 < H ≤ 1

2

con a = ∞ y b < ∞ coincide con los k-noides construidos en [78] y en [20]
cuando k = 2. Para esta construcción usaremos los resultados desarrolla-
dos en la Sección 3.1 mostrando el papel crucial que juega la orientación
en el caso H > 0. Esto nos permitirá dar una descripción más detallada
de los k-noides dados en [78]. Además de la construcción analizaremos, en
detalle el embebimiento de estas superficies a lo largo de toda la sección y
concluiremos que, dentro de esta familia, hay ejemplos que prueban que
no se cumple la propiedad de Krust 3.15 para 0 < H ≤ 1/2. También dare-
mos una construcción similar para H > 1/2 que mostrará que la propiedad
tampoco se extiende a este caso en general.

Vamos a fijar 0 < H ≤ 1/2 y k un número entero en lo que sigue. Consi-
deraremos los grafos mı́nimos Σa,b ⊂ E(4H2−1, H) dados por los Lemas 1.15
y 1.19 para 0 < H < 1/2 y H = 1/2, respectivamente, como solución al pro-
blema de Jenkins-Serrin tratado en la sección 1.3.1.
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Las componentes de la frontera de Σa,b son 2k geodésicas verticales com-
pletas Γi = Π−1(pi) para i ∈ {1, . . . , 2k}, más 2k geodésicas ideales completas
en H2(4H2−1)×{±∞}. Las curvas Γi deben ser entendidas como geodésicas
ideales verticales si a =∞ o b =∞, y serán usadas heurı́sticamente si H = 1

2

ya que en este caso no tenemos una frontera asintótica de R2 bien definida.
Nuestro objetivo es describir la H-superficie conjugada Σ∗a,b ⊂ H2 × R.

Aunque hay algunas diferencias entre los casos que vamos a tratar, va-
mos primero a explicar las caracterı́sticas comunes. Como la función ángu-
lo se preserva mediante la conjugación, sabemos que Σ∗a,b es un multigrafo
sobre un dominio posiblemente no embebido Ω∗ ⊂ H2. Además, Σa,b es in-
variante bajo las reflexiones respecto de las geodésicas qiqk+i, i ∈ {1, . . . , k}.
Por tanto, Σ∗a,b es invariante respecto de las reflexiones especulares con
respecto a k planos verticales que se intersecan en una geodésica vertical
común a todos los planos, que podemos suponer como el eje z en el modelo
del cilindro. El Corolario 3.14 muestra que las componentes de la frontera
de Σ∗a,b son 2k curvas horizontales Γ∗1, . . . ,Γ

∗
2k (posiblemente ideales) junto

con 2k segmentos ideales verticales uniendo los extremos de Γ∗i y Γ∗i+1 para
i ∈ {1, . . . , 2k}, ver también la nota 3.13.

1. Si Γi no es una geodésica ideal, sea θi el ángulo de rotación a lo largo
de Γi definido por (3.9). Se tiene que este cumple que θ′i < 0 (resp.
θ′i > 0) si i es impar (resp. par), ver Figura 3.11. Recordemos que el
vector normal N de Σa,b está elegido de forma que la función ángulo
ν = 〈N, ξ〉 es positiva. La ecuación (3.10) nos da la desigualdad κg > 2H

(resp. κg < 2H) para la curvatura geodésica de Γ∗i como curva en el
plano horizontal correspondiente con respecto al normal unitario N∗

de Σ∗a,b. El Teorema 3.10 muestra que N∗ apunta hacia el exterior
(resp. interior) de Ω∗ ⊂ H2 si i es impar (resp. par).

2. Si Γi es ideal, podemos razonar considerando una sucesión de grafos
sobre triángulos finitos Tan,bn, con an, bn < ∞, convergiendo a Ta,b. En
el lı́mite, θ′i converge uniformemente a cero, y la ecuación (3.10) nos
da que κg = 2H con respecto a N∗. Como lı́mite de curvas en las
hipótesis del apartado (1), se tiene que N∗ apunta al exterior (resp.
interior) del dominio Ω∗ a lo largo de Γ∗i si i es impar (resp. par). Por
tanto, la curvatura geodésica de Γ∗i con respecto a Ω∗ es −2H (resp.
2H) si i es impar (resp. par).
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Figura 3.11: El dominio Ωa,b ⊂ H2(4H2 − 1) con a, b ∈ (0,∞) esta repre-
sentado a la izquierda (caso de κ < 0 ) y en el centro (κ = 0) para k = 3.
El triángulo Ta,b es la región sombreada y la banda lı́mite aparece en co-
lor mas claro. A la derecha, tenemos una figura esquemática de Σa,b y la
dirección de rotación del normal a lo largo de Γ1 y Γ2. Recordemos que
qi = (pi, 0) ∈ E(4H2 − 1, H)

Con el objetivo de entender la dependencia respecto de los parámetros
a y b, consideraremos la función ρ = ρ(a, b) (resp. d = d(a, b)), definida como
la distancia en H2 desde el centro Π(q∗0) de Ω∗ a las curvas Π(Γ∗2i−1) (resp.
Π(Γ∗2i)) en la proyección de la frontera (posiblemente asintótica) de Σ∗a,b.
Por la simetrı́a de la superficie Σ∗a,b, estas definiciones no dependen de
i ∈ {1, . . . , k}. Vamos a calcular ρ∞ = ρ(∞,∞) y d∞ = d(∞,∞):

Si 0 < H < 1
2 , entonces Σ∞,∞ es un grafo mı́nimo de Scherk completo

sobre un polı́gono geodésico regular ideal de 2k lados, cuya superficie
conjugada es el H-grafo de Scherk en H2 × R sobre el dominio Ω∗∞,∞
bordeado por k curvas de curvatura geodésica 2H y k curvas de cur-
vatura geodésica −2H (con respecto a Ω∗), véase [52, Corollary 1]. Por
tanto ρ∞ (resp. d∞) es la distancia (finita) de las curvas de curvatura
geodésica −2H (resp. 2H) al centro de Ω∗∞,∞.

Si H = 1
2 , entonces ya hemos discutido en la nota 1.20 que la super-

ficie lı́mite Σ∞,∞ es un grafo entero, y por tanto Σ∗∞,∞ es un 1
2-grafo

entero, véase [37, Theorem 1.2]. Esto nos da el valor ρ∞ = d∞ = +∞.

Lema 3.29. La función d es estrictamente creciente en las dos variables
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a, b ∈ (0,∞).

(a) Si 0 < H < 1
2 , entonces d está acotada. Además, las funciones a 7→ d(a,∞)

y b 7→ d(∞, b) son estrictamente crecientes y varı́an desde 0 hasta d∞.

(b) Si H = 1
2 , entonces d(a,∞) = ρ(∞, b) =∞ para todo a, b ∈ (0,∞).

Demostración. Se puede expresar d(a, b) =
∫
γa,b

νa,b, donde γa,b ⊂ Σa,b denota
la geodésica horizontal uniendo q0 y q2 y νa,b es la función ángulo de Σa,b.
Nótese que νa,b no toma el valor cero en γa,b por el principio del máximo en
la frontera aplicado al cilindro vertical Π−1(p0p2) y la región de Σa,b que se
proyecta en Ta,b. Tampoco toma el valor 1 excepto en q0 por el Lema 3.31
que probaremos más adelante.

Si 0 < a1 < a2 ≤ ∞, entonces tenemos que Σa1,b queda por debajo de Σa2,b

como grafo sobre Ta1,b. Por el principio del máximo en la frontera tenemos
la desigualdad estricta 0 < νa1,b < νa2,b < 1 en γa1,b − {q0}. Como γa1,b ⊆ γa2,b

deducimos que

d(a1, b) =

∫
γa1,b

νa1,b <

∫
γa1,b

νa2,b ≤
∫
γa2,b

νa2,b = d(a2, b).

Un argumento similar muestra que b 7→ d(a, b) es estrictamente creciente.
Si 0 < H < 1

2 , entonces usando el grafo mı́nimo de Scherk como barrera
por encima, se tiene que d(a, b) ≤ d∞ < +∞ para todo a, b ∈ (0,∞], luego la
monotonı́a se extiende para los casos a =∞ o b =∞. La última afirmación
del apartado (a) se sigue de la continuidad.

Supongamos ahora que H = 1
2 . Si k = 2, entonces Σa,∞ y Σ∞,b pertenecen

a la familia de superficies Hµ con |µ| > 1
2 descrita en la Sección 1.3.1. De

la ecuación (1.33), se tiene que la integral de la función ángulo de Hµ a lo
largo de el eje x viene dada por∫ ∞

0

ds√
1 + λ2s2

=∞,

para cierta constante λ dependiendo de µ, y por tanto se tiene que d(a,∞) =

ρ(∞, b) = ∞. Si k ≥ 3 y a = ∞ (el caso b = ∞ es análogo), entonces Σ∞,b
queda entre dos superficies de la familia Hµ. La barrera por abajo (resp. la
barrera por arriba) es un grafo sobre la banda [b cos πk ,+∞)× [0, b sin π

k ] (resp.
[0,+∞) × [0, b sin π

k ]) con valores frontera +∞ sobre [b cos πk ,+∞) × {b sin π
k }
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(resp. [0,+∞)× {b sin π
k }) y 0 en otro caso. Entonces el principio del máximo

en la frontera implica que la función ángulo de Σ∞,b está acotada entre dos
funciones cuya integral es divergente a lo largo del eje x. y por lo tanto esta
también es divergente y concluimos que ρ(∞, b) =∞.

Si H = 1
2 , la igualdad ρ(∞, b) = ∞ (resp. d(a,∞) = ∞) implica que las

curvas Γ∗2i−1 (resp. Γ∗2i) desaparecen en ∂∞H2×{±∞} en el lı́mite de Σ∗a,b
cuando a→∞ (resp. b→∞). Observemos que el Corolario 3.14 no se
puede aplicar ya que Γ∗2i−1 (resp. Γ∗2i) no es en realidad una geodésica
vertical ideal. Además, si ocurriera que ρ(∞, b) < ∞ o d(a,∞) < ∞,
entonces estas superficies contradirı́an el Teorema de semi-espacio
para 1

2-superficies de Hauswirth, Rosenberg y Spruck en [37].

Si 0 < H < 1
2 , entonces d ∈ (0, d∞), se puede tomar como parámetro de

la familia de (H, k)-noides y (H, k)-nodoides. Este parámetro es tam-
bién válido en el caso mı́nimo, siendo igual a la distancia de {0} × R
a los planos mı́nimos asintóticos, y que varı́a desde 0 hasta la apote-
ma de un polı́gono geodésico ideal de 2k-lados. Esto fue probado por
Martı́n, Mazzeo y Rodrı́guez para las catenoides mı́nimas horizontales
en [58].

3.3.1. Construcción de los Saddle Towers. Vamos a comenzar analizan-
do el caso a, b < ∞ en el cual ninguna de las curvas Γ∗1, . . . ,Γ

∗
2k es ideal.

La distancia entre los planos horizontales en H2 × R que contienen a las
curvas Γ∗i y Γ∗i+1, para cada i, es la distancia hiperbólica ` entre p1 y p2 en
H2(4H2 − 1), dada por (1.28). Teniendo en cuenta que la función ángulo
ν = 〈N∗, ξ〉 es positiva y que N∗ apunta al exterior (resp. interior) del domi-
nio Ω∗ a lo largo de Γ∗i si i es impar (resp. par), podemos asumir, después
de aplicar una traslación vertical, que Γ∗2i ⊂ H2 × {0} y Γ∗2i−1 ⊂ H2 × {−`}
para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Después de sucesivas reflexiones de Σ∗a,b sobre los planos horizontales
H2 × {0} y H2 × {−`} se obtiene una H-superficie completa Alexandrov-
embebida Σ

∗
a,b que es invariante por una traslación vertical de longitud 2`,

lo cual prueba el apartado (a) del Teorema 3.28.

Nota 3.30. Para cada ` > 0, la Ecuación (1.28) nos dice que hay una curva
continua de parámetros (a, b) para la cual la diferencia de alturas de las
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componentes de la frontera de Σa,b es `. Los extremos de esta curva co-
rresponden a los parámetros (a, b) = (`, 0) y (a, b) = (0, `), no incluidos en
la familia. Se puede ver que después de un reescalamiento en el métrica
manteniendo el punto q0 fijo, el lı́mite de Σ

∗
a,b cuando a → 0 para un b > 0

fijo (o b → 0 para a > 0 fijo) es un k-noide simétrico mı́nimo de R3, el cual
no es embebido salvo para el caso k = 2, en el que se recupera la catenoide.
Esto revela que para todo k ≥ 3 existen ejemplos no embebidos en la fami-
lia Σ

∗
a,b. Nótese que el reescalamiento y la conjugación conmutan, ya que

reescalar la métrica de E(κ, τ) por un factor λ2 equivale a la transformación
de los parámetros (κ, τ,H) 7→ (λ2κ, λτ, λH).

En el resto de la sección vamos a discutir algunas cuestiones relacio-
nadas con el embebimiento de los Saddle Towers que los diferencian del
caso mı́nimo. Por el principio del máximo con respecto a la foliación por
planos horizontales viniendo desde arriba, se sigue que Σ∗a,b ⊂ H2 × (−∞, 0)

mientras que ∂Σ∗a,b se queda a alturas 0 y −`. Por tanto, tenemos que Σ
∗
a,b es

embebida si y solo si Σ∗a,b es embebida y se queda en la banda H2 × (−`, 0).
Por un lado, Σ∗a,b es embebida si se proyecta inyectivamente sobre H2. De-
bido a las simetrı́as de la superficie y que está debe proyectarse sobre
un dominio (no necesariamente embebido), todas las componentes Γ∗i de
la frontera son embebidas cuando la superficie conjugada R∗ de la pieza
fundamental R proyectándose sobre el triángulo Ta,b, está contenida en un
sector circular de ángulo π

k . Por tanto, Σ∗a,b es embebida si y solo si todas
las componentes Γ∗i son embebidas.

Por un lado el Teorema 3.10 garantiza el embebimiento de las cur-
vas Γ∗2i cuando el ángulo interior de Ωa,b en p2 es como mucho π. En la
Sección 3.3.2, veremos que en el caso lı́mite a = ∞ las curvas Γ∗2i−1 (en
H2×{−∞}) son embebidas. Como la curvatura geodésica de Γ∗2i−1 está aco-
tada y por encima de 2H por la Ecuación (3.10), la Proposición 3.4 asegura
que Γ∗2i−1 es embebida cuando a es suficientemente grande. Por otro lado,
el Lema 3.31 implica que Σ∗a,b se queda en la banda H2 × (−`, 0) cuando
k = 2. También se queda en la banda en el caso de H = 0 (el principio del
máximo se aplica también con planos horizontales viniendo desde abajo,
véase [70, 81, 82]). Sin embargo, esto no es cierto en general para todo
H > 0 si k ≥ 3, como veremos a continuación.

Lema 3.31. Fijados H ∈ (0, 1
2 ] y a, b ∈ (0,∞), sea ν la función ángulo de

Σa,b ⊂ E(4H2 − 1, H), que asumiremos que es positiva en el interior de Σa,b.
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(a) Si k = 2, entonces ν solo toma el valor 1 en q0.

(b) Si k ≥ 3, entonces ν solo toma el valor 1 en q0 y en k puntos q̂1, . . . , q̂k tales
que q̂i ∈ q0q2i−1 para cada i.

Demostración. Por la simetrı́a de Σa,b, vamos a restringirnos a la región
cerrada fundamental R ⊂ Σa,b que se proyecta en Ta,b. Se tiene que ν(q0) = 1

ya que Σa,b contiene al menos dos geodésicas horizontales pasando por q0.
Sea q ∈ R un punto tal que ν(q) = 1, q 6= q0, y vamos a distinguir tres casos.

En primer lugar, supongamos que Π(q) queda en el interior de Ta,b y
vamos a llegar a una contradicción considerando Uq, el paraguas centrado
en q. Como Uq es tangente a R en q entonces Uq ∩ R, localmente alrededor
de q, consiste en un sistema equiangular de curvas (al menos dos de ellas)
pasando por q. Por el principio del máximo, Uq ∩ R no pueden encerrar un
dominio compacto en el interior de Uq. Además, como Uq está contenido en
una banda horizontal (tiene altura acotada), una curva de la intersección
no puede llegar a un punto que se proyecta sobre un punto interior de p1p2,
donde R toma el valor infinito. Como Uq es un grafo entero, si dos curvas de
la intersección llegaran a Γ1 o Γ2, entonces deberı́an compartir los extremos
y bordearı́an un dominio compacto. Además, si dos de estas curvas llegan
a Γ1 (o Γ2), estas deben compartir extremos ya que Uq es un grafo entero y
encerrarı́an de nuevo un dominio compacto contenido en Uq.

Por tanto hay como mucho dos extremos en Γ1∪Γ2, y por tanto al menos
dos extremos x1, x2 de las curvas de la intersección caen en q0q1 ∪ q0q2 −
{q1, q2}. Las geodésicas horizontales (contenidas en Uq) desde q a x1 y x2,
junto con un subconjunto de q0q1∪q0q2, forman un triángulo geodésico o un
cuadrilátero geodésico proyectándose inyectivamente sobre H2(4H2−1), que
contradice la propiedad de la holonomı́a de las curvas ya que la curvatura
del fibrado no es cero [50, Proposition 3.3], como se vio en la Sección1.1.

En segundo lugar, supondremos que q ∈ q0q2 y llegaremos a una con-
tradicción usando de nuevo el paraguas Uq. Debido a que Uq y Σa,b son tan-
gentes en q, existe al menos una curva Uq ∩ R que parte de q y se proyecta
(localmente alrededor de q) en el interior de Ta,b. Como no pueden encerrar
regiones compactas en Uq o polı́gonos geodésicos cerrados como en el pri-
mer caso, esta curva debe tener un extremo en ∂R∩Γ1 = {(p1, t) : t ≥ 0}. Sin
embargo, esto no es posible ya que el grafo Uq (y por tanto α, la geodésica
horizontal uniendo q y Γ1) interseca a Γ1 en un punto cuya tercera coor-
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denada es negativa. Esto es una consecuencia de nuevo de la mencionada
propiedad de la holonomı́a ([50, Proposition 3.3]), debido a que la poligonal
horizontal q1q0∪q0, q∪α se proyecta en un triángulo de H2(4H2−1) y produce
un incremento positivo de la tercera coordenada cuando nos movemos en
esta dejando el interior de triángulo a la izquierda.

En tercer lugar, supongamos que q ∈ q0q1. Vamos a considerar la su-
perficie invariante I con eje en q0q1 descrita en el Ejemplo 1.8. Si k = 2

entonces, ambas R e I contienen a q0q2 y R queda por encima de I en Ta,b.
Como la función ángulo de I es constante 1 a lo largo de q0q1, el principio
del máximo en la frontera asegura que la función ángulo de R no puede ser
igual a 1 en ningún punto interior de q0q1, lo que concluye la prueba del
apartado (a).

Para el caso k ≥ 3, sea η un vector horizontal unitario a lo largo de q0q1

apuntando hacia el exterior de Ta,b y consideramos la función diferenciable
ϕ = 〈N, η〉 en q0q1 i.e., el coseno del ángulo entre N y η. Es fácil darse cuenta
que ϕ(q0) = 0 y ĺımq→q1 ϕ(q) = 1.

Primero, probaremos que ϕ < 0 en un entorno de de q0. Por tanto, por
la continuidad de ϕ se tiene que hay un punto interior q̂ de q0q1 con
ϕ(q̂) = 0, lo que es lo mismo que ν(q̂) = 1.

Se tiene que Σa,b, la superficie invariante I y el paraguas U0 centrado
en el origen son tres grafos mı́nimos tangentes en q0. Por un lado,
Σa,b ∩ U0 contiene al menos k geodésicas horizontales qiqk+i, por lo
que todas las derivadas de Σa,b y U0 (como grafos) coinciden en p0

hasta al menos el orden k − 1. Por otro lado, la segunda derivada de
I y U0 no coinciden en p0 ya que I ∩ U0 consiste en solo dos curvas
cortándose en q0. Como k ≥ 3, esto implica que Σa,b y I coinciden en
p0 solo hasta la primera derivada, y por tanto Σa,b ∩ I consiste en dos
curvas ortogonales pasando por q0 (en un entorno de q0). Esto permite
la comparación entre I y R a lo largo de su frontera común q0q1 cerca
de q0 usando el principio del máximo en la frontera. Como I tiene
función ángulo constante igual a 1 a lo largo de q0q1, deducimos que
ϕ(q) < 0 cuando q ∈ q0q1 está cerca de q0.

Vamos a probar que el punto q̂ es único. Supongamos por reducción
al absurdo que hay dos puntos distintos q̂, q̂′ ∈ q0q1 − {q0} con ν(q̂) =

ν(q̂′) = 1. Por tanto, hay dos curvas en I ∩ R proyectándose en el
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interior de Ta,b y partiendo de q̂ y q̂′, respectivamente. Estas curvas
no pueden encerrar regiones compactas, por tanto deben alcanzar la
geodésica vertical Γ2. Como I es un grafo entero, ambas deben tener
el mismo extremo en Γ2, produciendo ası́ una región compacta, lo cual
es una contradicción.

Nota 3.32. Los puntos de Σ∗a,b con ν = 1 son los puntos crı́ticos de la
función altura h dada por la proyección sobre el factor R, lo que se sigue de
la identidad ‖∇h‖2 = 1− ν2, véase las ecuaciones (3.6). El punto conjugado
q∗0 de q0 es un mı́nimo local de h si k ≥ 3 o un punto de silla si k = 2, véase el
Lema 3.31. En el caso k ≥ 3, los puntos conjugados q̂∗1, . . . , q̂

∗
k de los puntos

q̂1, . . . , q̂k dados por el Lema 3.31 son puntos de silla de h. Esto difiere con
el caso H = 0, donde el único punto crı́tico para h es q0 para todo k ≥ 2,
véase [70, 81].

Proposición 3.33. Sea 0 < H ≤ 1
2 .

(a) Si k = 2, el interior de Σ∗a,b queda en la banda de H2 × (−`, 0) para todo
a, b ∈ (0,∞).

(b) Para cada ` > 0, existen (infinitos) valores de k ≥ 3 y a, b ∈ (0,∞) satisfa-
ciendo (1.28) para los que Σ∗a,b 6⊂ H2 × [−`, 0].

Demostración. Sea k = 2 y supongamos por reducción al absurdo que el
interior de Σ∗a,b se escapa de la banda abierta H2 × (−`, 0). Como ∂Σ∗a,b ⊂
H2×{−`, 0} y Σ∗a,b ⊂ H2× (−∞, 0), se tiene que hay algún punto interior q∗ ∈
Σ∗a,b donde la función altura h alcanza un mı́nimo local. Por el Lema 3.31,
la única posibilidad es que ese punto sea q∗0 y el mı́nimo sea global. Sea
γ : [0, a]→ q0q1 ⊂ Σa,b una parametrización con γ(0) = q0 y γ(a) = q1 y sea γ∗

su curva conjugada en Σ∗a,b. Entonces h◦γ∗ : [0, a]→ R varı́a desde el mı́nimo
global hasta −`, y su derivada es negativa en un entorno de a (ya que q∗1
está en Γ∗1, donde el normal N∗ apunta hacia el exterior de Ω∗). Esto darı́a
la existencia de otro punto crı́tico de h ◦ γ∗ en (0, a). Como Σ∗a,b es ortogonal
al plano vertical que contiene a γ∗, deducimos que el punto crı́tico de h ◦ γ∗

es un punto crı́tico interior de h, lo cual es una contradicción.

Para el apartado (b), para cada n ∈ N sea Σn la superficie mı́nima Σan,bn

tomando k = n y ciertos an, bn ∈ (0,∞) divergiendo y satisfaciendo la Ecua-
ción (1.28) para kn = 2n y ` fijo. Obsérvese que q0 ∈ Σn para todo n y que
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dist(q0, ∂Σn) diverge cuando n → +∞ ya que estamos incrementando kn
mientras que ` se mantiene constante. En particular, Σn ⊂ E(4H2− 1, H) es
una sucesión de grafos mı́nimos con un punto común q0. Como los grafos
son estables, las superficies Σn tienen segunda forma fundamental aco-
tada, y por los argumentos estándar de convergencia comentados en la
Sección 3.1 se tiene la existencia de una parcial (que seguimos denotando
por Σn) que converge uniformemente sobre compactos en la topologı́a Cm

para todo m a una superficie mı́nima completa Σ∞ ⊂ E(4H2 − 1, H). Como
Σn son grafos, entonces Σ∞ es o un multigrafo o un plano vertical, pero este
último lo podemos descartar ya que la función ángulo en q0 es 1 en toda la
sucesión. Como Σ∞ es un multigrafo completo, en [53] se probó que debe
ser un grafo. Para cada n0 ∈ N, existe n1 ∈ N tal que todas las superficies
Σn para n ≥ n1 comparten las mismas 2n0 geodésicas horizontales pasando
por q0. Esto implica que Σ∞ también contiene 2n0 geodésicas horizontales
pasando por q0 y por tanto una familia densa de geodésicas horizontales.
Esto implica que el lı́mite debe ser el paraguas compuesto por todas las
geodésicas horizontales que pasan por el punto q0. Como Σ∞ está foliada
por geodésicas horizontales se sigue que la superficie conjugada es un H-
grafo entero rotacionalmente invariante. Como un tal grafo no tiene altura
acotada (véase la clasificación de las H superficies rotacionales de [87]),
entonces debe existir algún n2 tal que Σ∗n no está contenido en la banda
H2 × [−`, 0] para todo n ≥ n2.

3.3.2. La construcción de (H, k)-noides. Vamos ahora a tratar el caso
a = ∞ y b ∈ (0,∞). Esto significa que para cada i ∈ {1, . . . , k}, los vértices
p2i−1 de Ω∞,b se convierten en ideales, y por tanto Γ2i−1 es un geodésica
vertical ideal (cuando 0 < H < 1

2 )).

Como Σ∗∞,b es lı́mite de superficies Σ∗a,b cuando a → ∞, se tiene que to-
das las curvas Γ∗2i caen el mismo plano horizontal, que supondremos que
es H2×{0}. El principio del máximo con respecto a planos horizontales ga-
rantiza que Σ∗∞,b ⊂ H2 × (−∞, 0). Podemos extender Σ∗∞,b mediante simetrı́a
especular respecto de H2×{0} para obtener una H-superficie completa pro-
pia Alexandrov-embebida Σ

∗
∞,b. Estas superficies serán los (H, k)-noides o

H-catenoides si k = 2.

Si 0 < H < 1
2 , entonces la frontera asintótica de Σ∗∞,b consiste en 2k

medias geodésicas verticales en ∂∞H2 × R junto con k curvas completas
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Γ∗2i−1 ⊂ H2×{−∞}. Por lo tanto, Γ∗2i−1 se proyecta en una curva de curvatu-
ra geodésica constante −2H en H2 con respecto a N∗, que apunta hacia el
interior de Ω∗, de donde Σ

∗
∞,b tiene k finales asintóticos a H-cilindros verti-

cales y la superficie queda (localmente) en el lado cóncavo de estos (el caso
k = 2 se muestra en la figura 3.12 izquierda).

Figura 3.12: Dibujo esquemático de los dominios de una H-catenoide (iz-
quierda),una H-catenodoide no embebida (centro), y una H-catenodoide
embebida (derecha), con 0 < H < 1

2 .

El caso H = 1
2 es similar, salvo que las curvas Γ∗2i−1 no existen por

el Lema 3.29. El apartado (b) del Teorema 3.28 será probado después de
analizar los finales en el caso H = 1

2 . Si k = 2, entonces Σ∞,b pertenece a
la familia Hµ para µ < −1

2 , véase el Lema 1.16. La superficie Hµ se puede
también parametrizar como

(s, v) 7→ (s cosα(v), v, s sinα(v)),

donde α(v) = arctan(h(v)) para v ∈ (−tµ, tµ) (véase (1.29) y (1.31)), en lugar
de la parametrización (1.29). Esta parametrización nos permite calcular un
normal unitario y su rotación a lo largo de la geodésica vertical s 7→ (0, tµ, s)

como:

N =
−1√

1 + σ2s2
E1−

σs√
1 + σ2s2

E2, θ′(s) =
d

ds
arc cos〈N,E1〉 =

−σ
1 + σ2s2

, (3.22)

donde

σ = α′(tµ) = ĺım
v→tµ

h′(v)

1 + h(v)2
=

(1 + 2µ)2

4µ
.
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Esta última afirmación se sigue de escribir h(v) = 1
2(v − f(v)) y sustituir

f ′(v) mediante la ecuación (1.31) usando que ĺımv→tµ f(v) = ±∞ cuando se
toma lı́mite.

Las Ecuaciones (3.10) y (3.22) muestran que Γ∗1 tiene curvatura geodési-
ca

κg = 2H − θ′1 = 1 +
4µ(1 + 2µ)2

16µ2 + (1 + 2µ)4s2
. (3.23)

Aunque el Teorema 3.10 ya implica el embebimiento de las 1
2-catenoides

(µ < −1
2 ), la Ecuación (3.23) junto con el apartado (d) del Teorema 3.10

nos permite integrar ψ, el ángulo de rotación de Γ∗1, y recuperar la curva
mediante la Ecuación (3.11) resolviendo ası́ numéricamente la EDO que
define a la curva Γ∗1 (véase Figura 3.13, izquierda). El caso k ≥ 3 ya no es
explı́cito, pero su comportamiento asintótico deberı́a ser similar. Como Σ∞,b
está por encima del grafo Σ− sobre la semi-banda [b cos πk ,+∞) × [0, b sin π

k ]

con valores frontera +∞ sobre [b cos πk ,+∞) × {b sin π
k } y 0 en otro caso, y

queda por debajo de Σ+, una traslación vertical de Σ−. Las rotaciones de
los normales de Σ+ y Σ− difieren en una traslación del parámetro, luego la
rotación del normal tiene un comportamiento asintótico equivalente al de
Σ+ y Σ−.

Figura 3.13: Representación numérica de los dominios de las 1
2-catenoides

(izquierda) y las 1
2-catenodoides (derecha), que se corresponden con Hµ con

µ = −3 y µ = 3, respectivamente. La región oscura es cubierta dos veces y
esto ilustra por qué las 1

2-catenodoides no son nunca embebidas

Para el embebimiento en general (para 0 < H ≤ 1/2 y k ≥ 2), el principio
del máximo con respecto a planos verticales prueba que Σ∗a,b ⊂ H2× (−∞, 0].
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Por tanto, Σ∞,b es embebida si y solo Σ∗∞,b es embebida. Como cada curva
Γ∗2i−1 es embebida (como curva en H2 × {−∞} para 0 ≤ H < 1

2 ) y Σ∗∞,b
es un multigrafo, deducimos de nuevo por las simetrı́as de la superficie
(como en el caso de los Saddle Towers) que Σ

∗
∞,b es embebida si y solo

si las curvas Γ∗2i son embebidas, lo cual podemos garantizar si el ángulo
interior de Ω∞,b en p2 es como mucho π, véase el Teorema 3.10. Si 0 <

H < 1
2 y el ángulo en p2 es π, usando trigonometrı́a hiperbólica obtenemos

el valor b = 1√
1−4H2

arccosh( 1
sin π

k
) que equivale a la distancia de p0 al punto

intersección p1p3 ∩ p0p2. Obsérvese que esto no produce una contradicción
con la propiedad de Krust, ya que Ω es convexo bajo estas hipótesis. Sin
embargo vamos a ver que la propiedad de Krust no se cumple en general
(véase el Teorema 3.37). Si H = 1

2 , no existe ese valor de b para k > 2. El
siguiente resultado resume la discusión realizada:

Proposición 3.34.

(a) Si 0 < H < 1
2 y b ≥ 1√

1−4H2
arccosh( 1

sin π
k

), entonces Σ
∗
∞,b es embebida.

(b) Si 0 < H ≤ 1
2 y k = 2, entonces Σ

∗
∞,b es embebida para todo b ∈ (0,∞).

3.3.3. La construcción de (H, k)-nodoides. Por último, vamos a conside-
rar el caso b = ∞ para a < ∞, que nos dará la familia de (H, k)-nodoides (o
H-catenodoides si k = 2). Estos no son congruentes con los (H, k)-noides ya
que estamos asumiendo que H 6= 0 (véase nota 1.14).

Por la construcción general sabemos que la frontera del grafo mı́nimo
Σa,∞ ⊂ E(4H2 − 1, H) consiste en las geodésicas verticales Γ2i−1, mientras
que las geodésicas verticales ideales Γ2i quedan el la frontera asintótica
(si 0 < H < 1

2 ). La frontera del H-multigrafo conjugado Σ∗a,∞ ⊂ H2 × R
está compuesta por las curvas horizontales de simetrı́a Γ∗2i−1, que podemos
suponer que están contenidas en H2 × {0} salvo una traslación vertical.
Como curvas contenidas en el plano horizontal (copia de H2), satisfacen
κg > 2H con respecto a N∗ que apunta hacia el exterior del dominio Ω∗ del
multigrafo. Si 0 < H < 1

2 , entonces la frontera asintótica de Σ∗a,∞ también
contiene las k curvas ideales Γ∗2i ⊂ H2 × {+∞} cuya proyección en H2 tiene
curvatura geodésica constante 2H con respecto al conormal N∗, que apunta
hacia el interior de Ω∗. En otras palabras, la superficie Σ

∗
a,∞ obtenida de

Σ∗a,∞ mediante una simetrı́a especular respecto a H2×{0} queda localmente
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en la parte convexa de Π−1(Γ∗2i), a diferencia del caso de los (H, k)-noides
(en la Figura 3.12 se ha dibujado el caso k = 2). Si H = 1

2 , entonces los
horocilindros asintóticos desparecen en infinito por el Lema 3.29 y con
esto se prueba el apartado (c) del Teorema 3.28.

No podemos deducir en general la inclusión Σ∗a,∞ ⊂ H2 × (0,+∞), ya que
el principio del máximo no se aplica en este caso, pues el normal N∗ apunta
hacia arriba.

Si 0 < H < 1
2 , la superficie Σ∗a,∞ converge al H-grafo de Scherk ideal

cuando a → ∞ (ver la sección 3.3.4). En este lı́mite, la curvatura geodési-
ca de las curvas Γ∗2i−1 converge a −2H, por lo que la inclusión Σ∗a,∞ ⊂
H2 × (0,+∞) es cierta cuando a es suficientemente grande. Por otro lado
el Lema 3.29 muestra que la distancia de Π(Γ∗2) al origen varı́a desde 0 a
d∞ cuando a se mueve desde 0 a ∞. Como Σ

∗
a,∞ queda en el lado convexo

de los cilindros sobre Γ∗2i, existe a1 > 0, dependiendo de k y H, tal que las
curvas equidistantes asintóticas Γ∗2 y Γ∗4 en Σ∗a1,∞ comparten un extremo
en infinito. Esto implica que los extremos de la curva Γ∗3 coinciden cuando
a = a1 y Γ∗3 tiene auto-intersecciones si y solo si a < a1 (por simetrı́a, lo
mismo ocurre para cada curva Γ∗2i−1). Por tanto, Σ∗a,∞ (y consecuentemente
Σ
∗
a,∞ ) no es embebida en estos casos (véase la Figura 3.12, centro).

Si H = 1
2 , entonces las curvas Γ∗2i ⊂ Σ

∗
a,b se acercan a horociclos a la vez

que divergen en el infinito por el Lema 3.29. Sin embargo, Σ
∗
a,b queda en la

parte convexa de estos horocilindros (N∗ apunta hacia el interior de Ω∗ a
lo largo de Γ∗2i). Por tanto, las curvas Γ∗2i−1 no pueden ser embebidas, y por
tanto tampoco lo es Σ∗a,∞, véase la Figura 3.13. Todo junto deducimos:

Proposición 3.35.

(a) Si 0 < H < 1
2 , existen constantes a1, a2 (dependiendo de k y H) tal que

Σ
∗
a,∞ no es embebida para todo a < a1 y es embebida para todo a > a2.

(b) Si H = 1
2 , entonces Σ

∗
a,∞ no es embebida para ningún a > 0.

Nota 3.36. Si k = 2, entonces a1 = a2 en el apartado (a) por la Proposi-
ción 3.33, ya que los (H, k)-nodoides se obtienen como lı́mite de los corres-
pondientes Saddle Towers. En el caso k ≥ 3 sabemos que Σ∗a,∞ es embebido
si y solo si a ≥ a1 pero en general no podemos asegurar que esté contenido
en H2 × (0,+∞).
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3.3.4. La propiedad de Krust. Vamos a ver ahora que dentro de la familia
de las catenodoides hay ejemplos que muestran que la propiedad de Krust
no se cumple en general.

Teorema 3.37. Para cada H > 0, hay grafos mı́nimos sobre dominios con-
vexos en E(4H2 − 1, H) cuyas H-superficies conjugada en H2 × R no son
embebidas.

Demostración. Vamos a considerar primero 0 < H ≤ 1
2 . Dados k = 2 y

a ∈ (0,∞), el dominio Ωa,∞ es o un cuadrilátero con dos vértices ideales en
H2(4H2−1) o una banda en R2, luego es un dominio convexo. Sin embargo,
la Proposición 3.35 nos dice que Σ∗a,∞ es no embebida cuando H = 1

2 o
a < a1 y 0 < H < 1

2 , por lo que Σa,∞ nos da el contraejemplo deseado en este
caso.

Supongamos ahora que H > 1
2 . Sea T ⊂ S2(4H2−1) el triángulo equiláte-

ro convexo de vértices p0, p1 y p2 nombrados en sentido antihorario. Consi-
deramos la poligonal geodésica en E(4H2 − 1, H) que consiste en tres seg-
mentos geodésicos horizontales proyectándose en los lados de T y segmen-
tos de rectas verticales Γ1 y Γ2 proyectándose en p1 y en p2 respectivamente.
Salvo isometrı́as del ambiente, este pentágono solo depende de la longitud
a de Γ1 una vez que el triángulo T está fijado. Como Π−1(T ) ⊂ E(4H2 − 1, H)

es un cuerpo mean convexo en el sentido de Meeks y Yau, se puede encon-
trar un grafo mı́nimo Σ ⊂ E(4H2− 1, H), que es un grafo sobre el interior de
T y tiene como frontera el pentágono, véase [54, Proposition 2]. Aquı́ esta-
mos usando el modelo dado por (1.2) cuyas fibras verticales tienen longitud
infinita, localmente isométrico a una esfera de Berger. El ángulo de rota-
ción del normal que apunta hacia arriba de Σ a lo largo de Γ1 (resp. Γ2)
es creciente (resp. decreciente), de una forma similar a la Figura 3.11. La
curva conjugada Γ∗1 (resp. Γ∗2) tiene curvatura geodésica más grande (resp.
más pequeña ) que 2H por la Ecuación (3.10). Haciendo a suficientemente
grande, se obtiene una región R ⊂ Σ bordeada por dos curvas casi ho-
rizontales y dos arcos verticales de Γ1 y Γ2 de longitudes arbitrariamente
grandes. Esta es la región sombreada en la Figura 3.14, foliada por cur-
vas próximas a geodésicas horizontales con la función ángulo próxima a
cero cuando a es suficientemente grande. Sus curvas conjugadas son casi
geodésicas verticales uniendo Γ∗1 y Γ∗2 (que quedan a diferentes alturas).

Supongamos por reducción al absurdo que la propiedad de Krust se



143 Construcciones Conjugadas en los espacios E(κ, τ)

Figura 3.14: La poligonal geodésica que produce un contraejemplo a la
propiedad de Krust para H > 1

2 (izquierda) y la proyección de la superficie
conjugada de la región sombreada (derecha). El cı́rculo de H2 de curvatura
geodésica 2H está representado en lı́nea discontinua.

cumple. Entonces la región conjugada R∗ ⊂ Σ∗ es un grafo. Entonces Γ∗1
se proyecta en una curva muy cercana a un H-cilindro sobre un cı́rculo
de H2 y su subarco en ∂R∗ se aproxima al cı́rculo desde fuera ya que su
curvatura geodésica es mayor que 2H. Si se elige a suficientemente grande
de forma que el subarco dé varias vueltas alrededor del cı́rculo, entonces la
condición de ser gráfico implica que Γ∗2∩∂R∗ está entrelazada con el subarco
de Γ∗1, por lo que las proyecciones de ambas curvas giran en espiral desde
fuera del cı́rculo como se muestra en la Figura 3.14 a la derecha. Esto
contradice el hecho de que Γ∗2 tenga curvatura geodésica más pequeña que
2H.
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Capı́tulo 4

El problema de Plateau asintótico en S̃L2(R)

Vamos a considerar el modelo del semi-espacio y el modelo del cilin-
dro para S̃L2(R) que fueron definidos en la Sección 1.2. En lo que sigue
utilizaremos la compactificación producto de S̃L2(R) donde identificamos a
S̃L2(R) con H2 × R topológicamente. Recordamos que la frontera asintótica
de S̃L2(R) se puede indentificar con una componente vertical ∂∞H2 × R y las
componentes horizontales H2×{+∞} y H2×{−∞}. Denotamos por ∂∞S̃L2(R)

a dicha frontera asintótica. El problema de Plateau asintótico consiste en:
Dada Γ, una curva cuyas componentes conexas son simples y cerradas
en la frontera asintótica de S̃L2(R), decidir si hay una superficie mı́nima
o área-minimizante con frontera asintótica Γ, véase la Definición 1.1. A lo
largo del capı́tulo, cuando nos refiramos a curvas en la frontera asintótica
de S̃L2(R) entenderemos que puede tener un número finito de componentes
conexas cerradas y simples.

Los resultados más relevantes de este capitulo son resultados de no
existencia de superficies mı́nimas y área-minimizantes en términos de la
frontera asintótica. Además son resultados locales, en el sentido de que las
hipótesis sobre la curva de la frontera asintótica son solo necesarias en un
entorno. Vamos a introducir la noción de altura de una curva:

Definición 4.1. [Definition 1.1 en [45]] Sea Γ una curva en ∂∞S̃L2(R), y
Ω = ∂∞S̃L2(R)\Γ. Para cada p ∈ ∂∞H2, sea hΓ(p) la longitud de la compo-

145
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nente más corta de ({p} × R) ∩ Ω, se define la altura de Γ como

hΓ = ı́nf
p∈∂∞H2

hΓ(p).

Diremos que Γ es alta si hΓ(p) >
√

1 + 4τ2π para cada p ∈ ∂∞H2.

El número
√

1 + 4τ2π es relevante ya que si consideramos el modelo
del cilindro de S̃L2(R) y Γ es la unión disjunta de dos cı́rculos en ∂∞H2 ×
R, a distancia vertical hΓ, entonces existe una catenoide rotacionalmente
invariante con frontera asintótica Γ si y solo si hΓ <

√
1 + 4τ2π, tal y como

se ha discutido en el apartado 4 de la Sección 1.2.2.

En este capitulo, mostraremos cómo adaptar los resultado de no exis-
tencia para superficies mı́nimas de Sa Earp y Toubiana en [88] y los re-
sultados de no existencia para superficies área-minimizantes de Coskunu-
zer [15] para el Problema de Plateau asintótico en H2 × R a S̃L2(R), véanse
los Teoremas 4.6 y 4.11 dónde se completa el resultado de no existencia
de Klaser, Menezes Ramos [45]. Además en la Sección 4.3 usaremos el
Teorema de la Banda de Lima para probar que ciertas regiones de S̃L2(R)

son bandas generalizadas, véanse el Teorema 4.13 y la Definición 4.12.
La idea principal es usar unos anillos compactos área-minimizantes, que
serán construidos mediante el criterio de Douglas y que jugarán el papel
de las catenoides en H2 ×R. Estos anillos compactos son especiales ya que
cada una de las componentes de su frontera está contenida en un slice
S, que es una superficie invariante por traslaciones hiperbólicas, véase la
Sección 1.2. Esto nos permite controlar sus curvas de la frontera cuando
enviamos el anillo mediante traslaciones hiperbólicas suficientemente cer-
ca de la frontera asintótica vertical de S̃L2(R), lo que nos permitirá adaptar
los resultados de [88, 15, 45] a S̃L2(R), siguiendo ideas similares a los re-
sultados de H2 × R.

4.1. Anillos área minimizantes en S̃L2(R).
En esta Sección usaremos el criterio de Douglas para probar que existen

anillos compactos mı́nimos (área-minimizantes) con frontera dos circun-
ferencias en los slices mı́nimos paralelos {t = 0} y {t = h} centradas en
(0, 1, 0) y (0, 1, h) con radio hiperbólico suficientemente grande en el modelo
del semi-espacio de S̃L2(R) para h <

√
1 + 4τ2π próximo a

√
1 + 4τ2π. Estos

anillos jugarán el papel de las catenoides ya que serán usados para pro-
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bar los Teoremas 4.6, 4.11 y 4.13 adaptando las ideas de los resultados
conocidos de H2 × R.

Teorema 4.2.[Criterio de Douglas, [42]] Sean γ1 y γ2 dos curvas compactas
en S̃L2(R) embebidas y disjuntas. Supongamos que para cualesquiera dos
discos mı́nimos D1 y D2 en S̃L2(R) con borde γ1 y γ2 respectivamente existe
un anillo A con frontera γ1 ∪ γ2 tal que Area(D1) + Area(D2) > Area(A).
Entonces existe un anillo área-minimizante con frontera γ1 ∪ γ2.

Proposición 4.3. Si h <
√

1 + 4τ2π, entonces existe un anillo compacto área-
minimizante Ah con frontera dos curvas contenidas en slices paralelos sepa-
rados por una distancia vertical h en el modelo del semi-espacio de S̃L2(R).

Demostración. Sea γ1 ⊂ {t = 0} la curva que se proyecta sobre la circun-
ferencia centrada en (0, 1) ∈ H2 en el modelo del semi-plano, con radio
hiperbólico ρ, y sea γ2 su copia trasladada verticalmente a atura h. El disco
D ⊂ {t = 0} (resp. D ⊂ {t = h}) bordeado por γ1 (respectivamente γ2) es la
única superficie mı́nima con frontera γ1 (resp. γ2) por el principio del máxi-
mo, y de igual manera para γ2. Por el Criterio de Douglas, si existe un anillo
A tal que 2Area(D) > Area(A), entonces existirá un anillo área-minimizante
con frontera γ1 ∪ γ2.

La circunferencia de H2 con radio hiperbólico ρ centrada en (1, 0) en el
modelo del semi-plano viene dada por la ecuación x2 + y2 + 1 = 2y cosh(ρ).
Por tanto, podemos parametrizar D como X(x, y) = (x, y, 0), donde (x, y) ∈
U = {x2 + y2 + 1 < 2y cosh(ρ)}. Si denotamos por ĝ la métrica pullback por
X en el abierto U , los coeficientes de ĝ en coordenadas (x, y) vienen dados
por:

ĝ11 =
1 + 4τ2

y2
, ĝ12 = 0 y ĝ22 =

1

y2
.

Podemos entonces calcular el área:

Area(D) =

∫
U

√
det ĝ dx dy =

∫ cosh(ρ)+sinh(ρ)

cosh(ρ)−sinh(ρ)

∫ √2 cosh(ρ)y−y2−1

−
√

2 cosh(ρ)y−y2−1

√
1 + 4τ2

y2
dx dy

= 2π
√

1 + 4τ2(cosh(ρ)− 1).

Por otro lado, para el siguiente razonamiento, en el modelo del cilindro
de S̃L2(R) consideramos las coordenadas cilı́ndricas (r, θ, t) dadas por

(x(r, θ), y(r, θ), t) = (tanh(r/2) cos θ, tanh(r/2) sin θ, t),
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la métrica de S̃L2(R) se escribe en estas coordenadas como

ds2 = dr2 + sinh2 rdθ2 + (−4τ sinh2
(
r
2

)
dθ + dt)2.

Consideramos el anillo parametrizado en coordenadas polares como

Y (r, θ) = (r, θ,±u(r) + v(θ)), r ∈ (ρ̄, ρ), θ ∈ [0, 2π),

(el anillo es la unión de los dos trozos cuando consideramos el signo posi-
tivo y negativo) donde v : [0, 2π) :→ R viene dada por

v(θ) = 4τ arctan

(
tanh(ρ2) sin θ

1− tanh(ρ2) cos θ

)

y u, U : [ρ̄,+∞]→ R están dadas por

U(r) =

∫ r

ρ̄

sinh(ρ̄)√
sinh2(s)− sinh2(ρ̄)

ds, u(r) = U(r)
√

1 + 4τ2.

Obsérvese que U es la función altura de una catenoide mı́nima en H2 ×
R (τ = 0) donde ρ̄ es el parámetro de la familia de catenoides, véase por
ejemplo la Proposición 3.6 en [79]. Por tanto, ĺımρ̄→∞ U(∞) = π

2 . Además,
la tercera coordenada de ψ(Y (ρ, θ)) es u(ρ) dónde ψ es la isometrı́a entre
el modelo C y H de S̃L2(R), véase la Proposición 1.7. Esto nos dice que
las curvas frontera de este anillo parametrizado por y están contenidas en
dos slices mı́nimos y se proyectan sobre una circunferencia hiperbólica de
radio ρ.

Afirmación 4.4. Supongamos que τ > 0. Las funciones U y v cumplen las
siguientes propiedades:

1. 2π
∫ ρ
ρ̄

√
1 + U2

r sinh(r)dr ≤ 2π
√

cosh2(ρ)− cosh2(ρ̄).

2. −2τ < v′(θ) < 2τeρ − 2τ .

3. Si 2e−ρ/2 < θ < 2π − 2e−ρ/2 entonces −2τ < v′(θ) < 0.
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Para probar (1), tenemos la siguiente estimación:

2π

∫ ρ

ρ̄

√
1 + U2

r sinh rdr = 2π

∫ ρ

ρ̄

sinh2(r)√
sinh2(r)− sinh(ρ̄)2

dr

= 2π cosh ρ̄

∫ cosh ρ
cosh ρ̄

1

√
s2 − 1

cosh2 ρ̄√
s2 − 1

ds < 2π cosh ρ̄

∫ cosh ρ
cosh ρ̄

1

s

s2 − 1
ds

= 2π

√
cosh2 ρ− cosh2 ρ̄.

Para probar (2), se calcula

v′(θ) =
4τ tanh( ρ2 )(cos(θ)−tanh( ρ2 ))
1−2 cos(θ) tanh( ρ2 )+tanh2( ρ2 )

,

la cual tiene simetrı́a par respecto a θ = π. Se tiene que v′ es decreciente
desde 0 a π y creciente desde π a 2π. Por tanto:

−2τ < v′(π) < v′(θ) < v′(0) = 2τeρ − 2τ.

Para (3), veamos primero que v′(2e−ρ/2) < 0. Usando el desarrollo de
Taylor de la función x 7→ cos(2x) en x = 0 se tiene que:

cos(2x) = 1− 2x2 + 2
3x

4 +
+∞∑
n=3

(−1)n4n

(2n)!
x2n < 1− 2x2 + x4 = (1− x2)2. (4.1)

Usando (4.1) se prueba que cos(2x) < 1−x2

1+x2 para 0 < x < 1, luego para
x = e−ρ/2 se tiene que

cos(2e−ρ/2) < tanh(ρ2), ρ > 0. (4.2)

De (4.2) fácilmente se deduce que v′(2e−ρ/2) < 0. Finalmente usando de
nuevo la monotonı́a se prueba que −2τ < v′(θ) < v′(2e−ρ/2) < 0. Con esto se
prueba la afirmación.

A continuación, vamos a estimar el área del anillo Y para aplicar el
criterio de Douglas. Sea g̃ la métrica inducida por Y , los coeficientes de g̃

en coordenadas (r, θ) son g̃11 = 1 + u′(r)2, g̃22 = sinh2 r+
(
v′(θ)− 4τ sinh2

(
r
2

))2
y g̃12 = u′(r)

(
v′(θ)− 4τ sinh2

(
r
2

))
. El elemento de área W cumple:

W 2 = g̃11g̃22 − g̃2
12 = sinh2(r)

(
u′(r)2 + 1

)
+
(
v′(θ) + 2τ − 2τ cosh(r)

)2
.
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Supongamos que τ > 0 (esto no es restrictivo puesto que el área del anillo
es la misma en el caso de E(−1,−τ)). Se tiene que:

W 2 = sinh2(r)
(
u′(r)2 + 1

)
+
(
v′(θ) + 2τ − 2τ cosh(r)

)2
≤ sinh2(r)

(
u′(r)2 + 1

)
+ (v′(θ) + 2τ)2 + 4τ cosh2(r).

Si 2e−ρ/2 < θ < 2π − 2e−ρ/2, entonces la cota es:

W 2 ≤ sinh2(r)
(
u′(r)2 + 1

)
+ 4τ cosh2(r) + 4τ2

= 4τ2 cosh2(r) + sinh2(r)
((

1 + 4τ2
)
U2
r + 1

)
+ 4τ2

=
(
1 + 4τ2

) (
Ur

2 + 1
)

sinh2(r) + 4τ2 + 4τ2.

En otro caso, la cota es:

W 2 ≤ sinh2(r)
(
u′(r)2 + 1

)
+ 4τ cosh2(r) + 4τ2e2ρ

= 4τ2 cosh2(r) + sinh2(r)
((

1 + 4τ2
)
U2
r + 1

)
+ 4τ2e2ρ

=
(
1 + 4τ2

) (
Ur

2 + 1
)

sinh2(r) + 4τ2 + 4τ2e2ρ.

Con esto podemos estimar el área de la mitad del anillo Y como:

1

2
Area(Y ) =

∫ 2π

0

∫ ρ

ρ̄
Wdrdθ

≤
∫ 2e−ρ/2

0

∫ ρ

ρ̄
Wdrdθ +

∫ 2π−2e−ρ/2

2e−ρ/2

∫ ρ

ρ̄
Wdrdθ +

∫ 2π

2π−2e−ρ/2

∫ ρ

ρ̄
Wdrdθ

≤ 2π

∫ ρ

ρ̄
(
√

1 + 4τ2
√

1 + U2
r sinh(r) +

√
8τ)dr + 8τ(ρ− ρ̄)eρ/2

≤ 2π
√

1 + 4τ2

√
cosh2(ρ)− cosh2(ρ̄) + 2

√
8πτ(ρ− ρ̄) + 8τ(ρ− ρ̄)eρ/2.

(4.3)

Queremos ver cuándo se cumple que Area(Y ) < 2Area(D), lo que equiva-
le a comparar (4.3) con Area(D) = 2π

√
1 + 4τ2(cosh ρ− 1). Eligiendo ρ = 5/4ρ̄

y usando el desarrollo de Taylor de la función t 7→
√

1− t2 en t = 0,

√
cosh2(5/4ρ̄)− cosh2(ρ̄) = cosh(5/4ρ̄)

(
1− cosh2(ρ̄)

cosh2(5/4ρ̄)

)1/2

= cosh(5/4ρ̄)

(
1− 1/2

cosh2(ρ̄)

cosh2(5/4ρ̄)
− 1/8

cosh4(ρ̄)

cosh4(5/4ρ̄)
+ . . .

)
= cosh(5/4ρ̄)− 1

4
e3/4ρ̄ + o(e1/4ρ̄).
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Ası́, estimamos el área dada en (4.3) como

1

2
Area(Y ) < 2π

√
1 + 4τ2(cosh(5/4ρ̄)− 1

4
e3/4ρ̄) + o(ρ̄e5ρ̄/8),

que es menor que 2π
√

1 + 4τ2(cosh(5/4ρ̄) − 1) cuando ρ̄ es suficientemente
grande. Además, la distancia vertical entre las circunferencias de la fron-
tera tiende a

√
1 + 4τ2π cuando ρ̄→∞. Por el criterio de Douglas existe un

anillo A área minimizante con frontera γ1 ∪ γ2 para toda distancia vertical
h ∈ (h0,

√
1 + 4τ2π). Llamaremos Ah, a la intersección del anillo A con una

banda acotada por dos slices paralelos (véase la sección 1.2) separados por
una distancia vertical h.

La cantidad
√

1 + 4τ2π es óptima, ya que usando las superficies u±d des-
critas en el apartado 1 de la Sección 1.2.2, podemos probar que los anillos
Ah no existen para h ≥

√
1 + 4τ2π.

Proposición 4.5. Sean γ1 y γ2 dos curvas cerradas en el modelo del semi-
espacio de S̃L2(R) y supongamos que la región {(x, y, t), h0 < t < h0 +√

1 + 4τ2π}, para algún h0 ∈ R, separa γ1 y γ2. Entonces, no hay superfi-
cies mı́nimas, compactas, conexas y propiamente inmersas en S̃L2(R) con
frontera γ1 ∪ γ2.

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que existe tal super-
ficie M . Entonces consideramos la familia de superficies u±d para d > 0,
con frontera asintótica las dos lı́neas horizontales {(x, 0, h0) : x ∈ R} y
{(x, 0, h0 +

√
1 + 4τ2π) : x ∈ R} en ∂∞S̃L2(R) (véase (1.19)). Obsérvese que

u±d no puede intersecar la frontera de M . Por un lado, tenemos que para
d suficientemente pequeño u±d no interseca a M y, por otro lado, para d

suficientemente grande, u±d interseca a M . Por continuidad, existe d0 > 0

de forma que u±d0
y M son tangentes en un punto interior de M y u±d0

queda
localmente a un lado M , lo cual contradice el principio del máximo.

4.2. Teoremas asintóticos.
En esta sección vamos a probar los principales resultados de no existen-

cia para el problema de Plateau asintótico en S̃L2(R).
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4.2.1. El problema de Plateau asintótico para superficies mı́nimas.

Teorema 4.6. Sea Γ una curva en ∂∞S̃L2(R) y supongamos que existe una
lı́nea recta vertical L en ∂∞H2 × R y un sub-arco Γ′ ⊂ Γ de forma que:

1. Γ′ ∩ L 6= ∅ y ∂Γ′ ∩ L = ∅,

2. Γ′ queda a un lado L,

3. Γ′ está contenido en {(x, 0, t), t0 < t < t0 +
√

1 + 4τ2π}.

Entonces, no hay superficies mı́nimas propiamente inmersas en S̃L2(R) con
frontera asintótica Γ (con posible frontera finita).

Demostración. Consideramos el modelo del semi-espacio H para S̃L2(R).
Sea p0 un punto en Γ′ ∩ L, y supongamos sin perdida de generalidad que
Π(p0) no es el punto del infinito de ∂∞H2. Si hay un segmento vertical con-
tenido en Γ′ ∩ L, elegimos p0 como el punto medio de este segmento. Salvo
una isometrı́a del ambiente, podemos suponer que p0 = (0, 0, 0). Se tiene
que Γ′ está contenido en la región {(x, 0, t) : a < t < b}, con −

√
1 + 4τ2 π

2 <

a < b <
√

1 + 4τ2 π
2 . Consideramos los puntos q1 = (−ε, 0, 0) y q2 = (ε, 0, 0)

para cierto ε > 0 tal que Π(q1) ∈ Π(Γ′) y Π(q2) /∈ Π(Γ′), véase la Figura 4.1
(podemos asumir que Γ′ se queda a ese lado). Llamemos c a la geodésica
de H2 que une los puntos ideales Π(q1) y Π(q2). Sean P el plano vertical
mı́nimo Π−1(c), y S1 y S2 los slices mı́nimos {t = a} y {t = b}, respectiva-
mente. Sea Gε la región de H\ (P ∪ S1 ∪ S2) que contiene a p0 en su frontera
asintótica. Sea c1 la geodésica de H2 que une dos puntos del interior del
segmento abierto de ∂∞H2 con extremos Π(p0) = (0, 0) y Π(q2), y sea U la
región de H\

(
Π−1(c1) ∪ S2 ∪ S3

)
entre los slices S1 y S2 que no contiene a p0

en su frontera asintótica.

Supongamos por reducción al absurdo que existe una superficie mı́ni-
ma M propiamente inmersa en S̃L2(R) con frontera asintótica Γ y llamemos
M0 = M ∩Gε. Para ε suficientemente pequeño, podemos asegurar que:

La frontera asintótica de M0 es un sub-arco Γ0 ⊂ Γ′ que contiene a p0.

El sub-arco Γ0 está contenido en la región {(x, 0, t) : ā < t < b̄}, con
a < ā < b̄ < b, y M0 está estrictamente contenido en la región {(x, 0, t) :

ā ≤ t ≤ b̄}.
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∂M0 ⊂ P (obsérvese que para ε suficientemente pequeño M0 no inter-
seca a los slices S1 y S2).

M0 ∩ U = ∅.

Figura 4.1: Un esquema gráfico de la prueba. En rojo el anillo Ah contenido
en U y en azul la superficie M0.

Usando la Proposición 4.3, consideramos el anillo compacto Ah con
h = b − a y frontera dos curvas contenidas en los slices S1 y S2 a altu-
ras a y b, respectivamente. Mediante traslaciones hiperbólicas a lo largo
de la geodésica horizontal {(k1, y, 0), y > 0} ⊂ S̃L2(R), donde (k1, 0) es un
punto interior en la frontera asintótica de Π(U), podemos enviar Ah a la re-
gión U . Nótese que estas isometrı́as preservan la coordenada t (véase la Sec-
ción 1.2.1), y la frontera de Ah queda fuera de la región {(x, 0, t) : ā < t < b̄}.
Esto nos dice que el anillo Ah ⊂ U no interseca a M0. Considérese otra
geodésica {(k2, y, 0), y > 0} ⊂ S̃L2(R) con −ε < k2 < 0, y la traslación hi-
perbólica a lo largo de ella (en este modelo, las dos primeras coordenadas
de la isometrı́a son homotecia euclı́dea con centro (k2, 0)). Trasladando Ah
de esta forma hacia la recta ideal {(k2, 0, t), t ∈ R}, tenemos que que todas
las copias resultantes de Ah están contenidas en las copias trasladadas
de U y por tanto en Gε. Esto nos dice que que los anillos trasladados no
cortan a la frontera de M0, y sus curvas frontera no cortan a M0. Por tanto,
en cierto instante se alcanzarı́a un primer punto de contacto interior que
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contradice el principio del máximo.

Nota 4.7. El Teorema 4.6 es local y, por tanto, no depende del modelo de
S̃L2(R). Si Γ es una curva en ∂∞S̃L2(R) como en el Teorema 4.6 en el modelo
del cilindro, consideramos la imagen de esta curva por la isometrı́a exten-
dida al borde asintótico ψ : C → H dada por la Proposición 1.2. Sabemos
que si hay una lı́nea recta L contenida en el sub-arco Γ′ y este queda a un
lado de L, entonces ψ(Γ′) contiene una lı́nea recta de igual longitud y sigue
quedando a un lado de esta. Además, se puede elegir un sub-arco Γ′′ ⊂ Γ′

de forma que ψ(Γ′′) esté contenido en {(x, 0, t), t0 < t < t0 +
√

1 + 4τ2π}.

Usando el Teorema 4.6 se pueden deducir fácilmente los siguientes Co-
rolarios.

Corolario 4.8. Sea Γ1 : ∂∞H2 → ∂∞H2 × R ⊂ ∂∞S̃L2(R) una curva gráfica
completa parametrizada como Γ1(θ) = (θ, t(θ)) y consideramos la copia tras-
ladada Γ2(θ) = (θ, t(θ) +

√
1 + 4τ2π).

1. No hay superficies mı́nimas propiamente inmersas con frontera asintóti-
ca Γ ⊂ ∂∞S̃L2(R), siendo Γ una curva de Jordan homóloga a cero, es-
trictamente contenida entre Γ1 y Γ2.

2. No hay superficies mı́nimas propiamente inmersas con frontera asintóti-
ca Γ, siendo Γ una curva estrictamente contenida entre Γ1 y Γ2 cuya
proyección omite un arco abierto en ∂∞H2.

Nota 4.9. Este corolario es independiente del modelo. Si tenemos una cur-
va en esta situación en el modelo del cilindro entonces su imagen por la
isometrı́a ψ dada por la Proposición 1.2 cumple las hipótesis del Corola-
rio 4.8 en el modelo del semi-espacio. Además, obsérvese que Γ2 puede ser
reemplazada por otra curva gráfica de forma que la distancia vertical punto
a punto sea menor que

√
1 + 4τ2π.

Enunciamos a continuación un caso particular cuando las curvas Γ1 y
Γ2 son cı́rculos en el modelo del cilindro.

Corolario 4.10. No hay superficies mı́nimas propiamente inmersas en S̃L2(R)

con frontera asintótica una curva de Jordan Γ ⊂ ∂∞S̃L2(R) homóloga a cero,
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estrictamente contenida entre dos cı́rculos en ∂∞S̃L2(R) en el modelo del ci-
lindro separados por una distancia menor que

√
1 + 4τ2π.

4.2.2. El problema de Plateau asintótico para superficies área-minimi-
zantes.

Teorema 4.11. Sea Γ una curva en ∂∞S̃L2(R) y supongamos que existe un
intervalo I ⊂ ∂∞H2 tal que hΓ(p) <

√
1 + 4τ2π para todo p ∈ I. Entonces, no

hay superficies área-minimizantes en S̃L2(R) con frontera asintótica Γ (con
posible frontera finita).

Demostración. Primero, nótese que de igual forma que se hacı́a en la No-
ta 4.7, este teorema es local, y por tanto no depende del modelo elegido.
Trabajaremos en el modelo del semi-espacio. Asumimos por reducción al
absurdo que existe tal superficie M en S̃L2(R).

Como hΓ(p) <
√

1 + 4τ2π para todo p ∈ I ⊂ ∂∞H2, salvo una isometrı́a
del ambiente podemos suponer que hay un subintervalo suficientemente
pequeño I ′ = (−ε, ε) ⊂ I tal que la frontera asintótica de M en la región
R = {(x, 0, t) : |x| < ε, a < t < b} consiste en dos curvas disjuntas, donde
a, b ∈ R con a < b y hΓ(p) < b−a <

√
1 + 4τ2π para todo p ∈ I ′. Sea p0 = (0, 0, t0)

un punto en la región R estrictamente contenido entre las dos curvas que
componen la frontera asintótica de M en la región R.

Sea c la geodésica de H2 que une los puntos ideales (−ε, 0) y (ε, 0) de
∂∞H2 y sea P el plano vertical mı́nimo Π−1(c). Sean S1 y S2 los slices {t = a}
y {t = b} y Gε la región de H\ (P ∪ S1 ∪ S2) que contiene a p en su frontera
asintótica. Sea V un entorno simplemente conexo de p0 contenido en Gε
tal que M ∩ V = ∅. Llamemos M0 = M ∩ Gε, cuya frontera asintótica está
contenida en la frontera asintótica de Gε. Como M es propia, eligiendo ε

suficientemente pequeño, podemos asegurar que existen ā, b̄ ∈ R con a <

ā < b̄ < b tales que:

1. La frontera asintótica de M0 en la región R̄ = {(x, 0, t) : |x| < ε, ā < t <

b̄} consiste en dos curvas disjuntas que no cortan a ∂∞V . Además M0

está contenida en la región {(x, y, t) : ā < t < b̄}.

2. ∂M0 ⊂ P .
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Considérese el anillo área-minimizante Ah, siendo h = b − a, con fron-
tera dos curvas contenidas en los slices a alturas a y b dado por la Propo-
sición 4.3. Trasladamos el anillo Ah mediante traslaciones hiperbólicas a
lo largo de la geodésica {(0, y, 0), y > 0} de S̃L2(R), que deja la coordenada t

fija. Podemos asegurar que existe un anillo traslado Āh tal que:

Π(Āh) ⊂ Π(V ),

∂Āh ∩M0 = ∅, y

Āh corta a M0 en un entorno de cada curva que compone la frontera
asintótica de M0 en la región R̄, véase la Figura 4.2.

En esta situación, como V separa a Āh, existen al menos dos curvas
compactas γ1, γ2 ⊂ Āh ∩M0, una por encima de V y otra por debajo. Su-
pongamos primero que las curvas son no nulhomotópicas en el anillo Āh.
En tal caso, existe una superficie área-minimizante A ⊂ Āh con frontera
γ1 ∪ γ2. Un argumento estándar para superficies área-minimizantes (véase
por ejemplo [15, 45]) nos dice que podemos construir entonces una nueva
superficie área-minimizante no diferenciable pegando parte de la superficie
M0 con A a lo largo de las curvas γ1 y γ2, lo cual es una contradicción ya
que una superficie área-minimizante tiene que ser diferenciable, véase la
Figura 4.2 (izquierda).

Supongamos ahora que γ1 es nulhomotópica en Āh, esto es, γ1 bordea
un disco en Āh. Si γ1 también bordea un disco en M0, entonces reempla-
zando un disco por el otro tenemos una contradicción al igual que antes.
Si γ1 no bordea un disco en M0, entonces existe un numero finito de curvas
γi1 ⊂ Āh∩M0, i = 1, . . . n, por encima de V y una superficie área-minimizante
M0 ⊂ M0 con frontera γ1 ∪ γ1

1 ∪ · · · ∪ γn1 . Entonces, repetimos el argumento
de reemplazamiento, pegando parte de la superficie Āh con M0 a largo de
γ1, γ

1
1 , . . . γ

n
1 , véase la Figura 4.2 (derecha).

4.3. El Teorema de la Banda.
En esta sección probaremos el Teorema 4.13, para lo cual usaremos el

Teorema de la Banda de Lima [48], que afirma que una superficie mı́ni-
ma propiamente inmersa en S̃L2(R) con topologı́a finita y estrictamente
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Figura 4.2: Un dibujo dentro de la región Gε, en azul la superficie M0,
en rojo el anillo Āh y en gris el entorno V . A la izquierda el caso de que
γ1 y γ2 no son nulhomotopica en Āh. A la derecha el caso de que γ1 es
nulhomotopica en Āh

contenida en una banda generalizada tiene finales multigráficos, según la
siguiente definición:

Definición 4.12. [Definition 1 [48]] Decimos que una región R en S̃L2(R)

es una banda generalizada si las siguientes condiciones se cumplen:

1. R es un dominio acotado por dos grafos verticales enteros S1 y S2

con altura acotada, y los planos tangentes de S1 y S2 no se acercan
a un plano vertical, esto es, existe una constante c > 0 tal que ν2

i > c,
siendo νi la función ángulo de Si.

2. Hay una aplicación Ψ : R × (S1 × [−1, 1]) → S̃L2(R) con regularidad
C1 tal que, para cada p ∈ R, tenemos que C(p) = Ψ(p,S1 × [−1, 1]) es
un anillo mı́nimo conteniendo a p y sus curvas de la frontera quedan
una por encima de R y otra por debajo de R. Además, cualquiera dos
anillos de la familia {C(p) : p ∈ R} son isométricos entre ellos.

El objetivo será probar que la región R, siendo R la región entre el grafo
entero mı́nimo G1 en el modelo del cilindro cuya frontera asintótica es una
curva cerrada que se proyecta gráficamente sobre ∂H2 y cuya función ángu-
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lo no se acerca a 0, y su copia trasladada G2 := G1 + (0, 0,
√

1 + 4τ2π − ε con
ε <
√

1 + 4τ2π, es una banda generalizada salvo en un conjunto compacto.
Probaremos entonces el siguiente resultado:

Teorema 4.13. Sea M una superficie mı́nima propiamente inmersa con
topologı́a finita en S̃L2(R) y contenida en la región entre G1 y G2. Entonces,
cada final de M es un multigrafo. Además:

1. Si M es embebida, cada final tiene un entorno que es un grafo sobre
el complementario de un disco en H2

2. Si M es embebida y tiene un único final, entonces es un grafo entero.

Consideraremos ahora el modelo del cilindro, por lo que identificamos
∂∞H2 ≡ S1 ≡ R

/
2πZ. Para dos puntos θ1, θ2 ∈ R denotaremos por (θ1, θ2) ⊂

∂∞H2 al arco ∂∞H2 que une eiθ1 con eiθ2 en sentido antihorario, dónde iden-
tificaremos θ ∈ R con eiθ ∈ ∂H2.

Lema 4.14. Dados θ1, θ2 ∈ ∂∞H2, sea γ ⊂ H2 la geodésica que une θ1 y
θ2, y D la componente conexa de H2\γ tal que (θ1, θ2) ⊂ ∂D. Entonces hay
un anillo compacto mı́nimo A ⊂ Π−1(D) tal que la región {a < t < b}, con
b− a <

√
1 + 4τ2π, separa las dos componentes de la frontera de A. Además,

si p ∈ Π−1(D)∩{a < t < b} está suficientemente cerca de la frontera asintótica
∂∞D × (a, b) en distancia euclı́dea, podemos elegir A conteniendo a p.

Demostración. Consideramos el anillo compacto mı́nimo Ah en el modelo
del semi-espacio con frontera dos curvas contenidas en slices a alturas 0 y
h con b − a < h < π

√
1 + 4τ2 dado por la Proposición 4.3. Las curvas de la

frontera trasladadas hiperbólicamente a lo largo de la geodésica horizontal
de S̃L2(R) {(0, y, 0), y > 0} pueden ser parametrizadas como:

αλ = (λx1, λy1, 0), (x1, y1) ∈ γ1 ⊂ H2,

βλ = (λx2, λy2, h), (x2, y2) ∈ γ2 ⊂ H2.

Consideramos la imagen de estas curvas por la isometrı́a φ de la Proposi-
ción 1.2 entre los modelos obteniendo:
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φ ◦ αλ =(
1− 2(1 + λy1)

1 + 2λy1 + λ2(x2
1 + y2

1)
,

−2λx1

λ2x2
1 + (1 + λy1)2

,−4τ arctan

(
λx1

1 + λy1

))
,

φ ◦ βλ =(
1− 2(1 + λy2)

1 + 2λy + λ2(x2
2 + y2

2)
,

−2λx2

λ2x2
2 + (1 + λy2)2

,−4τ arctan

(
λx2

1 + λy2

)
+ h

)
.

Tenemos que la separación vertical entre las curvas αλ y βλ es igual a:

vλ = máx
(x1,y1)∈γ1

{
−4τ arctan

(
λx2

1 + λy2

)
+ h

}
− mı́n

(x2,y2)∈γ2

{
−4τ arctan

(
λx1

1 + λy1

)}
.

Como γ1 y γ2 son curvas compactas, existen constantes M1, m2 y M2 tales
que |xi| < M1 y 0 < m2 < yi < M2 para i = 1, 2. En consecuencia, vλ tiende
a h cuando λ tiende a 0. Dado ε > 0, existe λ0 > 0 de forma que, para todo
λ < λ0, tenemos que h− ε < vλ < h+ ε. Para todo ε > 0, podemos elegir λ > 0

suficientemente pequeño de forma que Π(Ah) esté contenido en un entorno
pequeño del punto (−1, 0), y φ ◦ αλ y φ ◦ βλ estén contenidas en las regiones
{−ε < t < ε} y {h − ε < t < h + ε}, respectivamente. Por tanto, podemos
enviar el anillo Ah a la región Π−1(D) mediante rotaciones alrededor de
{0, 0}×R (que conservan la coordenada t), y después trasladar verticalmente
el anillo resultante de forma que la región {a < t < b} separe las curvas de
la frontera de Ah. Obsérvese que si el punto p está suficientemente cerca
de ∂∞D× (a, b), entonces eligiendo λ0 y la rotación alrededor de {0, 0}×R de
forma apropiada podemos asegurar que p ∈ Ah.

Demostración del Teorema 4.13. Identificamos la frontera asintótica de H2

con S1 como se ha indicado anteriormente. La frontera asintótica de los
grafos G1 y G2 = G1 + (0, 0,

√
1 + 4τ2π − ε) son curvas que pueden ser ex-

presadas como gráficas de funciones continuas g1, g2 : S1 → R. En particu-
lar son uniformemente continuas puesto que S1 es compacto. Sea M una
superficie mı́nima propiamente inmersa entre G1 y G2 con posiblemente
frontera finita contenida en un conjunto compacto de S̃L2(R).

Afirmamos lo siguiente:

Afirmación 4.15. Para todo 0 < ε1 <
ε
4 existen un número finito de regio-

nes Di ⊂ H2 y puntos θi ∈ ∂∞Di cı́clicamente ordenados, tales que:
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1. Di ∩Di+1 6= ∅,

2. |gj(θi)− gj(θ)| < ε1, para todo θ ∈ ∂∞Di, j = 1, 2,

3. M ∩Π−1(Di) ⊂ Π−1(Di) ∩ {g1(θi)− 2ε1 < t < g2(θi) + 2ε1},

4.
⋃
i ∂∞Di = ∂∞H2 y

5. ∂M ⊂ S̃L2(R)\
(⋃

i Π−1(Di)
)
.

Elegimos θ1 un punto arbitrario en ∂∞H2. Se tiene que existe δ1 > 0

suficientemente pequeño tal que, si γ1 es la geodésica que une los puntos
θ1 − δ1 y θ1 + δ1, y D1 es la región de H2\γ1 que contiene a θ1, entonces
|gj(θ1)− gj(θ)| < ε1 para todo θ en el arco (θ1 − δ1, θ1 + δ1) y j = 1, 2. Eligiendo
δ1 más pequeño si es necesario, podemos asegurar que M ∩ Π−1(D1) ⊂
Π−1(D1) ∩ {g1(θ1)− 2ε1 < t < g2(θ1) + 2ε1} y ∂M ⊂ S̃L2(R)\Π−1(D1).

Después de esto, elegimos θ2 = θ1 + δ1
2 , podemos encontrar otro δ2 > 0 tal

que, si γ2 es la geodésica que une los puntos θ2−δ2, θ2 +δ2, y D2 es la región
de H2\γ2 que contiene a θ2, entonces |gj(θ2)−gj(θ)| < ε1 para todo θ en el arco
(θ1 − δ1, θ1 + δ1) y j = 1, 2 y además M ∩Π−1(D2) ⊂ Π−1(D2) ∩ {g1(θ2) − 2ε1 <

t < g2(θ2) + 2ε1}, y ∂M ⊂ S̃L2(R)\Π−1(D2).

Continuando este proceso, construimos las sucesiones de regiones Di y
puntos θi. Como las funciones g1 y g2 son uniformemente continuas, pode-
mos elegir todos los δi > δ0, para cierto δ0 > 0. Como ∂∞H2 ≡ S1, es com-
pacto podemos asegurar entonces que existe un número finito de regiones
D1, . . . , Dn y puntos θ1, . . . , θn tales que

⋃
i ∂∞Di = ∂∞H2 y la afirmación que-

da probada.

Consideramos el disco D de H2 centrado en el origen con radio suficien-
temente grande de forma que H2\D ⊂

⋃
iDi. Usando el Lema 4.14, tenemos

que existe un anillo A1 contenido en la región Π−1(D1\D) y cuyas curvas de
la frontera están una por encima de {t = g2(θ1)+2ε1} y la otra por debajo de
{t = g1(θ1) − 2ε1}. Podemos rotar A1 alrededor de {0, 0} × R, quedando este
dentro de la región Π−1(D1\D), hasta llegar a la región Π−1((D1 ∩ D2)\D).
Nótese que las curvas de la frontera de los anillos rotados no cortan a
M ∩Π−1(D1). Ahora aplicamos la traslación vertical

(x, y, t) 7→ (x, y, t+ (gj(θ2)− gj(θ1)))

a este anillo. Tenemos que una de las curvas frontera del anillo trasladado
está por encima de {t = g2(θ2) + 2ε1} y la otra está por debajo de {t =
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g1(θ2)− 2ε1}. Además estás curvas no cortan a M ya que |(gj(θ2)− gj(θ1))| <
ε1, j = 1, 2. De forma análoga al Lema 4.14, si p ∈ M ∩ Π−1(D2) es un
punto suficientemente cerca de la frontera asintótica ∂∞H2×R en distancia
euclı́dea, podemos trasladar dicho anillo hacia un punto en ∂∞H2 × R y
rotarlo alrededor de {0, 0}×R hasta que este contenga al punto p. De nuevo
las curvas frontera de todos los anillos trasladados y rotados no intersecan
a M ya que la separación entre estas curvas está controlada.

Llamamos A2 a este anillo que se obtiene de A1 mediante las isometrı́as
referidas. Iterando estos pasos obtenemos una familia de anillos Ai, i =

1, . . . n, tal que:

1. Ai ⊂ Π−1(Di\D),

2. ∂Ai ∩M = ∅,

3. todos los anillos Ai son isométricos y existen aplicaciones diferencia-
bles

Hi : [0, 1]→ {A : A anillos mı́nimos en S̃L2(R)}, i = 1, . . . , n,

tales que Hi(0) = Ai, Hi(1) = Ai+1 y ∂Hi(t) ∩M = ∅.

Para concluir la prueba adaptaremos las ideas de Lima en [48] y de Co-
llin, Hauswirth y Rosenberg en [12]. Para ello utilizaremos un resultado
conocido como el ”Dragging Lemma”:

Lema 4.16. [Dragging Lemma [12]] Sea M una superficie propiamente in-
mersa en una 3-variedad riemanniana completa N . Sea A una superficie con
frontera y f : A × [0, 1] → N una aplicación C1 tal que para todo 0 ≤ t ≤ 1

S(t) := f(A× {t}) es una superficie mı́nima que cumple:

∂S(t) ∩M = ∅ para todo 0 ≤ t ≤ 1,

S(0) ∩M 6= ∅.

Entonces, existe un camino continuo α : [0, 1] → M de clase C1 en casi todo
punto, tal que α(t) ∈ S(t)∩M para todo t ∈ [0, 1]. Además se puede prescribir
el valor inicial α(0) ∈ S(0) ∩M .
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La idea va a ser usar la familia de anillos Ai y el Dragging Lemma para
reconstruir la prueba de Lima en [48].

Sea M una superficie propiamente inmersa contenida entre G1 y G2

con posible frontera finita contenida en un conjunto compacto. Como M

tiene topologı́a finita y estamos interesados en los finales de M , podemos
suponer que M es o bien simplemente conexa (∂M = ∅) o bien un anillo
con frontera (∂M 6= ∅).

Elegimos un conjunto compacto B (puede ser una bola métrica de S̃L2(R))
tal que:

1. ∂M ⊂ B,

2. Ai ⊂ B para todo i ∈ {1, ..., k},

3. M\B ⊂
⋃
i Π−1(Di\D),

4. M ∩B tiene un número finito de componentes conexas (esto es cierto
puesto que M es propia).

Sea p0 un punto en A1 ⊂ B. Consideramos un conjunto compacto K ⊃ B tal
que cualesquiera dos puntos de M ∩B pueden unirse por un camino en K.
Mostraremos que, si p ∈M esta suficientemente lejos de de K, entonces el
plano tangente TpM no puede ser vertical y por tanto M , es un multigrafo.
Para ello vamos a probar los dos siguientes pasos:

Paso 1: Si TpM es vertical y M es un Tall Rectangle (véase (1.25))
tangente a M en p, entoncesM∩K 6= ∅.

Paso 2: Existe c > 0 tal que, si la distancia de p al compacto K en
S̃L2(R) es mayor que c, entoncesM∩K = ∅.

Demostración del Paso 1. Sea M un Tall Rectangle tangente a M en p.
Supongamos por reducción al absurdo que M∩K = ∅. Podemos suponer,
aplicando las ideas de Lima (véase [48, Proposition 4 y Remark 3]), que M
separa la región entre los dos grafos enteros en dos componentes conexas,
M(+) y M(−), donde asumiremos que K ⊂ M(+). Existe un entorno U de
p en M , tal que U ∩ M consiste en un sistema equiangular de al menos
dos curvas pasando por p. Sean σ1 y σ2 distintas componentes conexas de
U\M, contenidas enM(+).
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Afirmación 4.17. Las componentes conexas σ1 y σ2 están contenidas en
diferentes componentes conexas de M ∩M(+), que llamaremos M1 y M2.

Supongamos por reducción al absurdo que σ1 y σ2 están contenidas en
la misma componente conexa de M ∩M(+). Entonces existe un camino α

contenido en M ∩M(+) uniendo un punto q1 ∈ σ1 con otro punto q2 ∈ σ2.
Además, podemos unir q1 con q2 por un camino ᾱ en U que pasa por el
punto p, tal que ᾱ\{p} ⊂ M(+). Sea Λ = α∪ ᾱ ⊂M(+). Tenemos que Λ bor-
dea un disco en M o bien Λ∪ ∂M bordea un anillo en M . Denotamos por D
al disco o el anillo que bordea Λ o Λ ∪ ∂M según el caso. Por la construc-
ción de Λ, D contiene puntos enM(−) y ∂D ⊂M(+). Como D es compacto
hay un punto que es el más alejado de M en M(−), y por tanto podemos
trasladar hiperbólicamenteM hasta alcanzar el ultimo punto de contacto,
donde ambas superficies serán tangentes y el Tall Rectangle trasladado de
M quedará a un lado, llegando a contradicción con el principio del máximo.
Esto prueba la afirmación.

Sea M0 una pequeña traslación hiperbólica de M de forma que M0

interseque a σi en xi ∈Mi, i = 1, 2.

Afirmación 4.18. Las componentes conexas Sxi = Mi ∩M0 no son com-
pactas.

Supongamos primero que las dos son compactas. En este caso, si Sxi
bordea un disco, usando la misma idea que en la afirmación anterior lle-
gamos a una contradicción con el principio del máximo. Supongamos en-
tonces Sx1 ∪Sx2 bordea un anillo compacto disjunto de la frontera ∂M cuya
frontera está contenida en M0. Esto no es posible ya que de nuevo en-
contrarı́amos un Tall Rectangle Mt tangente al anillo y que se queda a un
lado de este, llegando a ası́ a contradicción con el principio del máximo de
nuevo.

Supongamos ahora que Sx1 no es compacta pero Sx2 sı́ es compacta.
Como Sx2 no puede bordear un disco en M , entonces Sx2 ∪ ∂M bordea un
anillo. Además, por el principio del máximo, dicho anillo está contenido en
M(+). En este caso, podemos encontrar un punto z ∈ Sx1 arbitrariamente
lejos de M y suficientemente cerca de la frontera asintótica en distancia
euclı́dea. Se tiene que z ∈ Π−1(Di\D) para algún i ∈ {1, . . . , n}. Eligiendo z

suficientemente cerca de la frontera asintótica, podemos tomar el anillo Ai
conteniendo a z y contenido en M(+) y llamamos a este anillo Az. Usan-
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do las propiedades de la familia de anillos Ak, podemos encontrar una
aplicación continua f : [0, l] → {A : A anillos mı́nimos en S̃L2(R)} tal que
f(0) = Az, f(l) = A1 y ∂f(t) ∩M = ∅. Por el Dragging Lemma encontramos
un camino en M ∩M(+) uniendo z con un punto q ∈M ∩B. Unimos ahora
q con ∂M por un camino en M ∩K. Sea β la unión de estos caminos. Como
K ⊂M(+), entonces β ⊂M∩M(+), lo que contradice que Sx1 y Sx2 estén en
diferentes componentes conexas de M ∩M(+). Esto prueba la afirmación.

Para concluir el paso 1, como Sxj , j = 1, 2, son no compactas, como
antes consideramos puntos zj ∈ Sxj suficientemente cerca de la fron-
tera asintótica euclı́deamente, de forma que zj esté contenido en algún
Π−1(Dij\D), ij ∈ {1, . . . , n}, el anillo Azj contenga al punto zj y Azj ⊂ M(+).
De nuevo usando las propiedades de los anillos Ak y aplicando el Dragging
Lemma, encontramos un camino en M ∩M(+) conectando zj con un punto
qj ∈ M ∩ B. Conectando ahora q1 con q2 por un camino en M ∩K tenemos
una contradicción puesto que z1 y z2 pertenecen a diferentes componentes
conexas de M ∩M(+).

La prueba del paso 2 es idéntica a la prueba del paso 2 de Lima en
la prueba del Teorema de la Banda en [48] y se sigue directamente con
las mismas ideas, por lo que la omitiremos. El paso 1 junto con el paso 2
muestran que cada final de Σ es un multigrafo. Para el caso embebido se
concluye con la misma demostración que Lima, véase Claim 3 y Claim 4 en
la prueba del Teorema de la Banda en [48].

Nota 4.19. La prueba es también válida cuando τ = 0. Aquı́ vemos que
esta cota es también válida cuando los dos grafos enteros mı́nimos no son
necesariamente planos horizontales mı́nimos en H2 ×R, extendiendo ası́ el
Teorema de la Banda de Collin Hauswirth y Rosenberg [12] a este tipo de
regiones.

Nota 4.20. El apartado (b) en las superficies invariantes de S̃L2(R) (1.21)
muestra que existen ejemplos de superficies mı́nimas tal que la altura de
la curva asintótica, ver Definición 4.1, es menor que

√
1 + 4τ2π en cada

punto. Por el Teorema 4.11, estas superficies no son área-minimizantes.
Además están contenidas entre dos grafos enteros (dos planos inclinados)
a distancia menor que

√
1 + 4τ2π en algunos casos y no son grafos enteros.

Esto muestra que la hipótesis de ser un grafo acotado en el Teorema 4.13
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es necesaria.

4.4. Ejemplos de Scherk helicoidales.
Vamos a construir algunos ejemplos interesantes extendiendo las técni-

cas de H2 × R a S̃L2(R). Estos ejemplos se pueden ver como soluciones de
un problema de Plateau asintótico con componentes en las fronteras ho-
rizontales H2 × {±∞}. La idea es considerar la solución de un problema
de Jenkins-Serrin sobre cierto dominio y luego extender la superficie me-
diante reflexiones respecto a geodésicas horizontales y verticales, de forma
similar a como se hizo en la Sección 2.2.1.

Mostramos que la misma construcción en [84] para superficies mı́ni-
mas en H2 × R puede ser adaptada a S̃L2(R), probando que la conjetura de
Calabi-Yau para superficies mı́nimas embebidas no se cumple en S̃L2(R)

como era de esperar.

Consideramos el modelo del cilindro para S̃L2(R) y coordenadas com-
plejas para H2. Consideramos los puntos θ1 = 1, θ2 = e

iπ
2n y 0 el origen. Sea

Ω ⊂ H2 el triángulo con lados los arcos geodésicos 0θ1, θ1θ2 y 0θ2. Considera-
mos la única solución al problema de Jenkins-Serrin con valores frontera
0 sobre 0θ1, +∞ sobre θ1θ2 y h sobre 0θ2 para un cierto h > 0 (aquı́ las con-
diciones de Jenkins-Serrin se cumplen trivialmente por ser Ω un triángu-
lo). Como las reflexiones sobre geodésicas horizontales son isometrı́as de
S̃L2(R) y la solución contiene dos geodésicas horizontales que se proyec-
tan sobre los segmentos θ1θ2 y 0θ2 de H2, podemos extender la superficie
mediante sucesivas reflexiones sobre las geodésicas horizontales hasta ob-
tener una superficie simplemente conexa M̃nh cuya única frontera es la
recta vertical {0} × R. Considerando la rotación de ángulo π a lo largo de
esta recta vertical, podemos extender M̃nh a una superficie mı́nima com-
pleta Mnh que es invariante por la traslación vertical de longitud 4nh y el
movimiento helicoidal compuesto por la rotación de ángulo π

n alrededor de
0 y la traslación vertical de longitud 2h.

Proposición 4.21. Dados n ≥ 1 y h > 0, Mnh es una superficie mı́nima
completa y embebida que no es propia.

Demostración. Llamemos Ωi al dominio obtenido rotando Ω un ángulo π
2n(i−

1) alrededor del origen, y sea Ui = Ωi × R, i = 1, . . . , 4n. Probaremos que
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Mnh ∩ U1 no tiene auto-intersecciones. Se tiene que M̃nh ∩ U1 consiste en
una unión de grafos con valores frontera:

4knh, sobre 0θ1,

h+ 4knh, sobre 0θ2,

+∞, sobre θ1θ2,

con k ∈ Z. Consideramos ahora la unión de estos grafos que forman M̃nh∩U1

rotados por un ángulo π respecto de la lı́nea recta {0} × R intersecados
con U1, que consiste en la unión de los grafos con valores frontera

2nh+ 4knh, sobre 0θ1,

(2n+ 1)h+ 4knh, sobre 0θ2,

+∞ sobre θ1θ2,

con k ∈ Z. Por tanto, Mnh ∩ U1 está formado por la pieza fundamental y por
traslaciones verticales de longitud 2knh, k ∈ Z. Esto nos dice que Mnh ∩ U1

no tiene auto-intersecciones. Repitiendo este argumento, se tiene lo mismo
para Mnh ∩ Ui. Esto prueba que Mnh es embebida. Obsérvese que Mnh se
acumula en el plano vertical θ1θ2 × R, y por tanto no es propia.

Se puede generalizar esta construcción de la siguiente manera: Sea
θ1 = 1 y θ2 = e

iπ
2n , sea c el arco más corto en ∂∞H uniendo θ1 y θ2, y sean

qi, . . . qm puntos en el arco c cı́clicamente ordenados. Sea Ω la región bor-
deada por los arcos geodésicos 0θ1, θ1q1,...,qiqi+q,...,qmθ2, θ20. Supongamos
que Ω satisface la condición de Jenkins-Serrin con valores frontera 0 sobre
0θ1, h sobre θ20 y alternadamente ±∞ sobre el resto de los lados. Entonces,
después de considerar sucesivas simetrı́as sobre las geodésicas horizon-
tales y la recta vertical {0} × R como en el ejemplo anterior, obtenemos
una superficie completa, mı́nima, embebida, simplemente conexa que no
es propia.
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