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RESUMEN: En este trabajo se estudia el libro “Arithmetica Especulativa, y Practica, y
arte de Algebra” de Andrés Puig, publicado en 1672 y reimpreso con adiciones postumas
en varias ocasiones durante el siglo XVIII, desde el punto de vista de la didactica de las
matematicas. Se comparan algunos aspectos del algebra del autor respecto al algebra
espafiola del siglo XVIy del algebra de su contemporaneo José Zaragoza. Se estudian los
dos algoritmos de resolucion generales de ecuaciones polindmicas, uno de posible
influencia de Viete, y comparandolo con uno de igual influencia, pero de Zaragoza y otro
por aproximacion con influencia de Nicolas Chuquet. Por ultimo, se analizan las
adiciones a la primera impresion, como paratextos. Estas adiciones muestran, entre otras
cosas, como el autor explica de maneras diferentes (con métodos aritméticos y
algebraicos) el mismo problema o como resuelve el autor lo que para nosotros seria un
sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas pero haciendo uso de una sola incognita

(la cosa).

Palabras clave: Didéctica de las matematicas, algebra del siglo XVII, resolucion general

de ecuaciones, adiciones como paratextos, matematicos espafoles.

ABSTRACT: This work presents an study of Andrés Puig’s book Speculative Arithmetic,
and Practice, and Algebra Art, published in 1672 and reprinted with posthumous
additions during the XVIII century, from the point of view of the didactics of
mathematics. In this case, some aspects of the author's algebra are compared with respect
to 16th century Spanish algebra and the algebra of his contemporary José Zaragoza. The
two general algorithms for solving polynomial equations are studied, one with a possible
influence of Viete, and comparing it with one of the same influence, but from Zaragoza
and another by approximation with influence of Nicolds Chuquet. Finally, the additions
to the first impression are analyzed, as paratexts. These additions show the author’s
approach in different ways (with arithmetic and algebraic methods) the same problem or
the method that author uses to solve what for us would be a system of linear equations

with two unknowns but making use of a single unknown. (the thing).

Key words: Didactics of mathematics, 17th century algebra, general solution of

equations, additions as paratexts, Spanish mathematicians.
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1 INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos el libro “Arithmetica Especulativa, y Practica, y arte
de Algebra” de Andrés Puig, publicado en 1672 y reimpreso con adiciones postumas
en varias ocasiones durante el siglo XVIII, desde el punto de vista de la didactica de
las matematicas. En el capitulo 2 presentamos los objetivos del trabajo. En el capitulo
3 exponemos brevemente el marco tedrico y metodolédgico utilizado. En el capitulo 4
expondremos de manera sucinta el contexto historico. En el capitulo 5 lo poco que
sabemos de la biografia de Andrés Puig. En el capitulo 6 describimos el libro como
objeto, estableciendo previamente los criterios de transcripcion y después las
estructura, reimpresiones y organizacion tematica.

Los capitulos 7, 8 y 9 constituyen el centro del estudio. En el capitulo 7 estudiamos
el lenguaje o sistema matematico de signos que usa Puig en el libro compardndolo
con algunos de los algebristas espanoles o que escriben en espafol del siglo XVI
(Marco Aurel, Juan Pérez de Moya y Pedro Nufiez) y con su contemporaneo José
Zaragoza. En el capitulo 8 estudiamos los Métodos de Resolucion de Ecuaciones
Polinomicas, y esta dividido en dos partes: en la primera, estudiamos el Método
General de Cdalculo de Raices y en la segunda el Método General de Calculo de
Raices Aproximadas. En el capitulo 9 estudiamos todas las adiciones postumas a la
primera impresion de 1672.

En el capitulo 10, presentamos un resumen de los resultados del estudio en forma
de conclusiones, y una indicacion de una posible continuacion del trabajo que queda
abierta para su realizacion futura.

El capitulo 11 recoge las referencias bibliograficas de los textos citados en el
trabajo y las referencias bibliograficas de todas las impresiones distintas que hemos
localizado del libro objeto de estudio.

Finalmente, en los anexos recogemos dos algoritmos explicativos de los métodos
de resolucion de raices aproximadas de Chuquet y Puig y algunos ejemplos

explicativos de las adiciones.

2 OBJETIVOS

Este trabajo es un estudio de partes del libro “Arithmetica Especulativa, y Practica,
y arte de Algebra” de Andrés Puig desde el punto de vista de la educacion
matematica, que tiene los siguientes objetivos:

e Comparar algunos aspectos del algebra del autor respecto al algebra espafiola



del siglo XVI y a la de su contemporaneo Jos¢ Zaragoza. En concreto, su
lenguaje algebraico y el tipo de ecuaciones que resuelve

Estudiar los algoritmos de resolucion generales de ecuaciones polindmicas

Analizar las adiciones a la primera impresion para saber como Puig explica de
maneras diferentes (con métodos aritméticos y algebraicos) el mismo
problema. También averiguar qué artificio usa para poder resolver lo que seria
para nosotros un sistema de ecuaciones, concibiendo solamente una incognita
(la cosa). Ademas, analizar los artificios y resultados que obtiene con las
adiciones

3 MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

El estudio de la historia de las matematicas desde el punto de vista de la educacion

matematica puede realizarse de formas diferentes y desde planteamientos teoéricos

distintos.

Asi, Gémez (2003, pp. 80-82) distingui6 seis enfoques distintos para lo que ¢l llama

“investigacion historico-epistemologica’:

El enfoque de la enseiianza desde una perspectiva historica. Se trata de importar
al aula problemas o cuestiones historicas para que los alumnos las resuelvan, con
la idea de motivar a los estudiantes

El enfoque de los obstaculos epistemologicos. Quizas es el enfoque con mas
impacto. Se trata de determinar concepciones y obstaculos ligados al desarrollo de
una nocidn matematica

El enfoque del modelo tedrico-local. Se trata de poner a prueba los hallazgos
teoricos en los Sistemas Educativos, para después de esta experimentacion, volver,
a base de resultados practicos, a tener una vision de la problematica de la historia
de las ideas que corresponda a los resultados didacticos. Han seguido este modelo
en Espafia Puig (1994 y 1998), entre otros

El analisis de los libros de texto. El investigador puede buscar en ellos informacion
sobre las relaciones del desarrollo de contenidos didacticos con el desarrollo
cientifico y social. También los contenidos relacionados con la ensefianza,
actividades, problemas, secuenciaciones, etc. En Espafia hay investigadores en ese
campo como Maz (2005) y Gémez (2001)

El enfoque de la reproduccion en los estudiantes de las etapas en la historia. Este
enfoque se basa en la idea de que los conceptos matematicos tienen una evolucion
historica que los estudiantes también atraviesan en su proceso de aprendizaje. En
este enfoque son cruciales la determinacion y caracterizacion de las etapas y los
mecanismos de paso de unas a otras

El enfoque socio cultural. Aceptando que el conocimiento estd profundamente
arraigado y conformado por su contexto socio cultural, ofrece otra perspectiva para
la investigacion histérico-epistemoldgica

Puig (2019, p. 118) hace una serie de observaciones de lo que ¢l considera que hay que

discutir acerca de “qué historia de las matematicas conduce a una relacion fructifera con



la matematica educativa y como superar las dificultades de compatibilizar los intereses
de una y otra”. Las siguientes son dichas observaciones, que pretenden ser una guia hacia
la construccion de un marco de referencia tedrico.

Primera observacion. Atendiendo a las ideas propuestas inicialmente por Filloy y

Rojano (1984, p. 2), “el nuevo acercamiento consiste en realizar analisis de problemas de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas con el método histdrico-critico, y después
poner a prueba los hallazgos teoricos en los Sistemas Educativos, para después de esta
experimentacion, volver, a base de resultados practicos, a tener una nueva vision de la
problematica de la historia de las ideas que corresponda a los resultados didacticos”.

Puig complementa esa idea de ida y vuelta considerando un primer movimiento que
va de la matematica educativa hacia la historia de las matematicas. Un segundo
movimiento de vuelta con el que los conocimientos adquiridos se incorporan a los disefios
de las investigaciones sobre procesos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas.

Estos dos movimientos se pueden insertar dentro del marco teérico y metodolégico de
los Modelos Teoricos Locales (Filloy, Rojano y Puig, 2008). Pero estos dos movimientos
no se quedan ahi sino que el proceso es ciclico y ascendente. En cada ciclo de ida y vuelta
se avanza sobre lo aprendido en el ciclo anterior.

Segunda observacién. Puig considera que la historia de la matematica debe estar al

servicio de la matematica educativa (en este tipo de estudios) y advierte del peligro de
solo tomar de la historia lo que ha triunfado, es decir, lo que nos ha llegado a nosotros.
Considera que nos interesa saber también aquello que se ha descartado. En sus palabras:
“es util para el presente no sélo lo que conduce al presente, sino también lo que no
conduce al presente”.

Tercera observacion. Puig hace suya la idea de Foucault de fomar los documentos

como monumentos. Los documentos historicos han tenido una vida dindmica hasta llegar
a nuestros dias. Han sido manipulados, fragmentados, alterados, anotados, incrustados en
entornos distintos a los originales. En los libros de matematicas historicos no solo se
resuelven problemas o se demuestran teoremas, sino que se va construyendo el lenguaje
de las matematicas y se van modelando las nuevas practicas. Y eso es generacion de
matematicas también.

Cuarta observacién. Puig considera que la idea de Freudenthal de “reinvencion guiada”

sirve para considerar que lo que se debe llevar a la ensefianza son los procesos que han
conducido en la historia a la invencion de los conceptos.

Respecto a la idea de “recapitulacion” (la ontogénesis repite la filogénesis), Puig

3



considera que hay parte de lo que nuestros antepasados matematicos debian esforzarse en
ensefiar que ya lo tenemos nosotros asumido culturalmente. Es decir, que hay conceptos,
expresiones ¢ ideas que para nosotros son naturales pero que en los textos historicos se

explicaban con profusion.

Quinta observacion. Puig incorpora el concepto de “desubicacion”. Se trata de sacar al
estudiante, en este caso, de su zona de confort. La historia de las matematicas puede
desubicar a los estudiantes. Pero hay que tener cuidado de no buscar en los textos
histéricos solamente lo que ha subsistido sino también las otras ideas, procesos y
conceptos que se han quedado en el camino. Desubicarlos para captar su atencion, para
fomentar la curiosidad por conocer lo que estd oculto o es enigmatico. Hacerles ver que
la historia de la matemadtica ha estado plagada de errores y pasos falsos, pero que se ha
ido perfeccionando y alcanzando niveles cada vez mas abstractos.

Pero desubicar a un alumno no es presentarle un enigma irresoluble. Hay que hacer las
modificaciones necesarias para que los estudiantes puedan resolverlo. La tarea del
profesor debe ser establecer esa distancia que sea lo suficientemente larga como para crear
la desubicacion, la extrafneza, pero lo suficientemente corta como para que el problema
sea resoluble.

El estilo de investigacion que lleva afios desarrollando Puig (2018a) y otros
investigadores podria resumirse en (se cita literalmente):

e Fl dar sentido al texto convirtiendo el documento en monumento a la manera
introducida por Michel Foucault en L’Archéologie du savoir (Foucault, 1969).
Citado por Puig (1996, p. 2)

e El tomar los textos como cogniciones petrificadas (Puig, 2006)

e FEl plantear al texto histérico preguntas que son pertinentes desde el punto de vista
de la problematica de la matematica educativa, a la manera formulada
originalmente por Eugenio Filloy y desarrollada en Filloy, Rojano y Puig (2008) y
Puig (2011)

Sobre este asunto hay una abundante bibliografia desarrollada alrededor del
International Group on the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics
(HPM), fundado hace mas de cuarenta afios, que no vamos a examinar ni resumir aqui
porque hay disponibles excelentes recensiones. Por ejemplo los trabajos producidos por
los dos grupos de trabajo de historia del International Congress on Mathematics
Education celebrado en 2016 en Hamburgo, editados por Clark, Kjeldsen, Schorcht y
Tzanakis (2018) y por Furinghetti y Karp (2018).

Después de las cuestiones de tipo general que hemos expuesto, mencionaremos una



cuestion muy especifica de una parte de la investigacion que hacemos en este trabajo, en
concreto, la dedicada a las adiciones, porque vamos a tratar las adiciones como un tipo de
paratextos.

Segun Genette (2001, p. 7) “el texto raramente se presenta desnudo, sin el refuerzo y
el acompanamiento de un cierto nimero de producciones [...]. Este acompafiamiento, de
amplitud y de conducta variables, constituye lo que he bautizado, [...] el paratexto de la
obra”. Para Genette “el paratexto se compone de un heterdclito de practicas y discursos”
(2001, p. 8). Genette propone en sus libros alguna organizaciéon de tipos de paratextos,
como pueden ser los prologos, prefacios, notas del autor, notas del traductor, subtitulos,
adiciones en vida del autor, adiciones postumas, etc. Los paratextos pueden ser obra del
autor pero también del editor. En nuestro caso estudiaremos paratextos relacionados con
el autor (como las adiciones pdstumas) pero también con el editor (o impresor en la época
de que hablamos), como las diferentes impresiones, unas con fecha y otras no, los
diferentes impresores y secuencia de impresiones, los prologos del impresor al lector, etc.

Brizuela (2015) dice:

El paratexto [...] posee, sin embargo, unas caracteristicas propias e indiscutibles, que
tienen una funcién bien delimitada y especifica: hacer llegar al destinatario la intencion del
autor, sus creencias e ideologia, y el propoésito con el que ha escrito la obra. (p. 22).

La presencia de paratextos puede tener intenciones diferentes como por ejemplo atraer
al lector, publicitar al autor, hacer el texto mas comprensible, contextualizar la obra,
agradecer a ciertas personas o entidades la ayuda para la edicion, etc.

En el caso que nos ocupa, uno de los paratextos que estudiaremos en el capitulo 9, de
analisis de las adiciones creemos que pretende hacer el texto mas educativo, explicando
ciertos aspectos que han podido quedar en las impresiones anteriores un poco mas
oscuros. También pretende aportar conocimientos previos que el lector debe conocer para
poder entender ciertos problemas resueltos anteriormente. Es decir, creemos que el
estudio que hacemos de las adiciones, como paratextos, nos hace entender que estamos
estudiando un libro que definitivamente se ha enfocado a la ensefanza. Es decir, se trata
de un libro de texto del siglo XVIIL

Los otros paratextos que hemos estudiado (impresores, diferentes impresiones y
fechas, prologos, dedicatorias, etc.) podemos considerarlos como una manera de entender
el contexto en el que se ha impreso el libro, como ha sido “la vida” del libro y en resumen,
conocer sobre la historia del libro, del autor y de la época.

El estudio de paratextos en libros de matematicas se ha realizado, aparte de otros, por



Muiioz y Oller (2018, 2019). Muioz y Oller (2018) analizan los prologos de los libros de
Pérez de Moya, llegando a conclusiones interesantes acerca de las concepciones
matematicas del autor, de sus intenciones, de su interés por divulgar el conocimiento, etc.
Estos mismos autores analizan los prélogos de algunos textos algebraicos del siglo XVI
en Mufioz y Oller (2019), donde afirman que “Maz y Rico, en su estudio sobre textos
espafioles de los siglos XVIII y XIX estudian, por ejemplo, los principios filosoficos y
didacticos de los autores o como se recoge el interés social de las matematicas™ (p. 54).
Es decir, que el estudio de los paratextos nos permite conocer enfoques, a veces
relacionados no con el contenido matematico de los textos sino con un contenido mas
didactico.

Para este trabajo utilizaremos algunas de las ideas expuestas anteriormente, mas
concretamente algunas de las ideas expuestas en las observaciones propuestas por Puig y
también utilizaremos el concepto de paratexto para caracterizar los elementos que rodean

al texto central del libro.

4 CONTEXTO HISTORICO

4.1 Introduccion

No es objeto de este trabajo el adentrarse en exceso y pormenorizadamente en la
Espaia de la decadencia, es decir en la Espaiia del siglo XVII. Simplemente pretendemos
contextualizar el personaje y su obra dentro de un entorno politico y social que nos
permita entender algunos aspectos que de otra forma nos pasarian desapercibidos. Aparte
de referirnos a aspectos politicos y sociales, nos referiremos a aspectos educativos, ya que
la educacion es el objeto principal de este trabajo.

Como el autor vivio durante el siglo XVII, pero su obra se reimprimio también en
buena parte del siglo XVIII, hemos considerado incluir también las primeras décadas de
este ultimo siglo ya que se produjeron acontecimientos que afectaron a las diferentes
reimpresiones del libro que analizamos.

4.2 Espaiia y Europa en el siglo XVII

Este siglo fue un siglo de tensiones entre las potencias europeas. La Guerra de los
Treinta Arios (1618-1648) desgastd Europa. La Paz de Westfalia (1648) supuso la pérdida
de poder de los Austrias y Habsburgo. Con la Paz de los Pirineos (final de la guerra entre
Francia y Espafia), Espana cedi6 el Rosellon, la Cerdafia y otros territorios.

Carlos I1 (1665-1700) no pudo frenar la expansion de Luis XIV de Francia, perdiendo

ain mas territorios europeos y muriendo finalmente sin descendencia. Esto provoco la



lucha por el trono espafiol entre Austrias y Borbones, en la llamada Guerra de Sucesion
(1701-1713) que se expandi6 por toda Europa. Esta guerra finaliz6 con la Paz de Utrecht
(1713) que supuso el final del imperio espanol en Europa, aunque la guerra continud en
Espana, situando su principal foco en Cataluiia.

4.3 Espaiia en el siglo XVII

Las politicas del valido de Felipe IV provocaron tensiones territoriales, en especial con
Catalufia que, tras el levantamiento de 1640, finalizaron con la toma de Barcelona en
1652. Aun con levantamientos territoriales, Felipe IV no abolid los fueros.

4.4 Comienzos del siglo XVIII

Tras la muerte de Carlos II se desencadend la Guerra de Sucesion (1701-1713) entre
partidarios del nieto de Luis XIV de Francia, Felipe de Anjou (futuro Felipe V) y el
Archiduque Carlos de Habsburgo. Esta guerra civil desencadené una guerra a nivel
europeo. En Espaia, la guerra finalizé poco después de la toma de Barcelona, el 11 de
septiembre de 1714, tras un largo sitio. Esto provoco el completo dominio espafiol por
parte del borbon Felipe V, que trajo aires centralizadores, perdiéndose los diferentes
fueros de las regiones que habian apoyado a Carlos y manteniéndose los de los aliados de
Felipe.

Es precisamente en la época convulsa de la Guerra de Sucesion y en los aios
posteriores cuando mds impresiones se hacen del libro de Puig y cuando mas cambios
hay en impresores y libreros en Barcelona.

4.5 La educacion cientifica

Atendiendo al criterio propuesto por Maz (2005) para agrupar libros de texto espafioles
producidos a lo largo de la historia, en el que se agrupan seglin los cambios politico-
sociales, y concretando ain mas con Gémez (2011, pp. 12-15), nuestro libro estaria
enmarcado en el periodo del libro impreso, que comienza con la implantacion de las
normas dictadas por el Concilio de Trento en 1546 y finaliza con la expulsion de los
jesuitas en 1767.

La educacion institucionalizada, que llegaba a pocas personas en esta época, se
iniciaba en las escuelas de primeras letras, donde se aprendia lo basico (leer, escribir,
contar y religion). A partir de los 8 o 10 afios, los nifios entraban en escuelas donde se les
ensefaba gramatica, retdrica y humanidades con el objetivo de que aprendieran latin.
Estas escuelas estaban generalmente organizadas por la Compaiia de Jesus, alguna por
universidades e incluso particulares. Era una manera de ascender socialmente ya que la

gente con poder adquisitivo tenia sus instructores particulares.



4.6 La matematica espafiola

El siglo XVI es un siglo de auge matematico, con bastantes profesores de matematicas
en las universidades. Pero llega el siglo XVII y la ciencia y la matematica en particular
se quedan ancladas en el pasado, sin recibir influencia de las nuevas ideas que estan
apareciendo en Europa, salvo lo que aportan algunos jesuitas, como José Zaragoza. Una
institucion tan potente en el siglo XVI, como fue la Academia de Matematicas, fundada
por Felipe II, fue desplazada y absorbida por el Real Colegio Imperial de Madrid, en el
que habia catedras de matematicas, pero un tanto diluidas respecto a lo que fue la
Academia de Matematicas.

Echegaray (1866) y Rey Pastor (1926) tienen una vision muy negativa de la
matematica del siglo XVII, pero hoy en dia se cree que era una vision exagerada (por lo
negativo) y se esta releyendo esa época y rescatando del olvido a algunos matematicos

que si aportaron cosas interesantes. Ahi tenemos a José Zaragoza, por ejemplo.

5 BIOGRAFIA DE ANDRES PUIG

Se sabe muy poco de la vida de Andrés Puig y s6lo tenemos noticias de un libro suyo,
que es el que analizamos en este trabajo. Mucha de la informacion que se conoce del autor
proviene de ¢l mismo, que refiere en su propio libro. A continuacion, detallaremos la
informacion y referencias a su persona y a su obra que hemos podido encontrar.

5.1 Informacion presente en su obra

En la portada de su libro figura como “Maestro ANDRES PUIG, natural de la Ciudad
de Vique, deste Principado de Catalufia, y vezino de la de Barcelona”. Se trata de la ciudad
de Vich, provincia de Barcelona. Por lo tanto, naci6 en Vich y vivio en Barcelona, al
menos en la fecha en que se publico el libro.

En la primera impresion de su Arithmetica (de 1672) dice, en la pagina 448: “desta
regla me dio algunos principios, un grande Mathematico Valenciano, en la misma Ciudad
de Valencia en el afio de 1652. que se llamava [uan Sarrano, al qual siempre he reconocido
por mi Maestro destos principios”. Es decir, que al menos vivid un tiempo en Valencia y
aprendio del maestro Juan Serrano.

En la impresion de 1711 se dice que hay unas adiciones postumas, por lo que en esa
fecha debe haber fallecido ya. Por lo tanto, l6gicamente, Andrés Puig seguramente nacio
a principios del siglo XVII y muri6 o a finales del XVII o a principios del XVIII. Antes
de 1600 es improbable que naciera (por la fecha en que escribi6 el libro) y en 1711 ya

habia muerto.



5.2 Referencias que aparecen en libros de aritmética de los siglos XVIII y XIX

Hemos consultado sobre todo algunos libros de aritmética de la época como ejemplo
y hemos encontrado tres referencias de Andrés Puig en libros de aritmética practica para
comerciantes y mercaderes.

Se le cita como metrologo, en concreto Guardamino (1757, p. 88) lo califica como
“insigne metr6logo”. Y lo alaba cuando habla de élI:

En Valencia, Mallorca, Cataluia, y sefialadamente en el Reyno de Aragon, hay gran
variedad de Mensuras; y por lo mismo Geronimo Cortés (a quien siguen Corachan, el Padre
Tosca, y otros, a excepcion de Andres Puig, que haviendo antecedido a los citados
Authores, y siendo, en mi dictamen, el que mejor escribid de la materia de que se trata, no
toca a Aragon [...].

Garcia Caballero (1731, p. 30) también cita a Andrés Puig en su faceta de metrélogo,
diciendo: “[...] como se verifica del balance, y cotejo, que de ellas hizo Oberto, segin
refiere Andrés Puig en su libro de Arithmetica |[...]”.

Que Andrés Puig era conocido en el ambito matematico de la época y posteriormente,
lo puede corroborar también la cita que hace de ¢l Poy y Comes (1819, p. 47):

Algunos dicen que la prueba del nueve es falsa, a lo que replica el Maestro Andres Puig en
su lib. II de Aritmética practica, cap. 4. pag. 73, diciendo, entre otras cosas; No hay que
maravillar, que ya es propio de la ignorancia decir mal de lo que no se entiende.

5.3 Referencias y biografias breves de historiadores que no son de las
matematicas

En cuanto a su profesion, podemos deducir que era maestro, pero no sabemos si de
primeras letras o de otro tipo, aunque segun el nivel de su libro no deberia ser de primeras
letras sino mas avanzado, aunque sin llegar al nivel universitario si nos atenemos al
contenido de su libro y a los datos de que disponemos. Seguramente diera clases a
comerciantes, mercaderes y otras personas en niveles no universitarios. En Torres Amat
(1836, p. 504) aparece como “maestro de aritmética en Barcelona”, aunque las referencias
a las impresiones de su libro contienen alguna imprecision.

En Salarich e Ylla-Catala (1983, p. 299) se dice que se establecio en Barcelona y fue
profesor. Pero al citar la obra creemos que hay un error ya que indica la fecha de 1670
como la primera impresion, y luego reimpresiones de 1672, 1711, 1715 y 1745. Nosotros
solo hemos encontrado ejemplares de primera impresion con fecha de 1672. De hecho,
casi todas las fuentes indican 1672 como fecha de la primera impresion. Hay otra fuente
que también habla de una impresioén de 1670. Se trata de Espino (2013, p. 39), que hace
una relacion de los libros presentes en una biblioteca militar del siglo XVII, en la que

figura el libro de Puig, pero también indica que esa informacién proviene de un



documento notarial que relaciona los libros de la biblioteca. Pensamos que es posible que
el oficial de notarias pudiera haberse equivocado en la fecha y el error se ha ido
perpetuando en documentos posteriores.

Una cita mas extensa aparece en Bernat (2010, p. 203), donde se dice que trabajé como
profesor en Barcelona y que su libro tuvo mucha difusion. Ademas, se indica algo de su
contenido, que estaba escrito en lenguaje retérico (mas propio de aritméticas del siglo
XVI que del XVII) y que trataba también de los irracionales (algo poco habitual en los
libros de su época).

Leon y Sanz (1994, p. 34) citan el libro de Andrés Puig como muy utilizado por
constructores en el siglo XVIII:

La “Aritmética especulativa y practica” de Andrés Puig se imprimid en Barcelona en 1670
y 1672, pero en el siglo XVIII se hicieron dos nuevas ediciones en 1715 y 1745, siendo por
tanto un nuevo caso de relacion de la matematica de esta centuria con la anterior....Puig
mantiene la sistematizacion de la matematica como “cuadrivium” sin incluir la arquitectura
como harian ya otros autores contemporaneos y aun anteriores; sin embargo, su amplia
exposicion de los temas desarrollados no dejaria de interesar a los constructores, lo que
motivaria sus ediciones en el siglo XVIIL

Agusti i Cullell (1983, p. 5) también lo cita:

[...] alli estudia el 1662, amb Juan Serrano, Andreu Puig, natural de Vic, mestre d'aritmética
a Barcelona, on publica 1'obra Arithmetica Especulativa y Practica, y arte de algebra en la
qual se contiene todo lo que pertenece al arte menor o mercantil, y a las dos Algebras
Racional e Irracional, 1? Imp. 1672, 3* 1745, 4* 1770,486 pags. Aquesta obra tracta "la
resolucio d'equacions de grau superior al 2°, que aixi apareixen per primera vegada a
Espanya".

Aunque esta informacion hay que tomarla con reservas ya que al menos hay un error
cuando dice que es la primera vez que aparece en Espaia la resolucion de ecuaciones de
grado superior a dos (sabemos que el libro de José Zaragoza es de 1669 y que ahi resuelve
también ecuaciones de grado superior a dos).

5.4 Referencias de historiadores de la ciencia no recientes o matematicos de
finales del siglo XIX y XX

Sanchez Pérez (1935), en su articulo sobre la ciencia espaiiola en el siglo XVII cita a
Andrés Puig, pero dice no saber nada de ¢l, salvo que vivi6 en el siglo XVII.

Lo cita también Menéndez y Pelayo en su “Inventario bibliografico de la ciencia
espafiola. Tomo III” (1953, p. 207).

Rodriguez Vidal (1980), en su “Nomina de matematicos espanoles del siglo XVII”
refiere datos de Puig que ya aparecen en otras fuentes, como que publica su libro en 1672,
que su ultima impresion conocida es en 1745, que estudia en 1652 con Juan Serrano en

Valencia. Y que deberia catalogarse como matematico nacido en el reinado de Felipe IV
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y pasa con vida al siglo XVIII, aunque esto ultimo no es del todo seguro ya que en 1711
se publica una impresion con adiciones pdstumas.

No lo citan Echegaray (1866), Rey Pastor (1926), Lopez Pifiero (1983) y Dou (1990),
entre otros.

5.5 Referencias de historiadores de las matematicas mas recientes

Peralta (1999, p. 86) cita a Puig y Serrano: “Tampoco aparece estudio alguno sobre las
ecuaciones de grado superior al segundo hasta 1672, afio en que ve la luz Aritmética
especulativa y practica y arte de algebra, de Andrés Puig y Juan Serrano”. Y esto no es
correcto porque en realidad, el libro es de autoria exclusiva de Andrés Puig (segun aparece
en la portada). Ademas, afirma que es el primer estudio que aparece en Espafia de las
ecuaciones de grado superior a dos. Esto ltimo es incorrecto también ya que Zaragoza
saca su libro en 1669, donde resuelve ecuaciones de grado mayor que dos.

Recasens (2007) cita a Andrés Puig como una de las dos excepciones a la generalidad
de aritméticas publicadas en Espafia en el siglo XVII, que son de un nivel basico. Por una
parte, cita a José Zaragoza y por otra a nuestro autor. De la Arithmetica de Andrés Puig
dice, entre otras cosas que:

Lo que distingue esta Aritmética de Puig de las otras de su época es que, por una parte
incluye el estudio de cuestiones irracionales del libro décimo de Euclides y por otra
proporciona un método numérico para el calculo aproximado de raices de polinomios de
grado superior a dos que es igual al de Zaragoza, sin embargo Puig utiliza una notacion que
es mas propia del siglo XVII y usa un estilo narrativo un tanto confuso. (p.424).

Hay que notar que este texto contiene una imprecision, cuando dice que los métodos
de Zaragoza y Puig son iguales ya que no son exactamente iguales como veremos en el
apartado en el que analizamos el método general de resolucion de ecuaciones de Puig. Y
también contiene una errata, cuando habla de que la notacién de Puig es propia del siglo

XVII, y creemos que se refiere al siglo XVI.

6 CONVENIOS DE TRANSCRIPCION, ESTRUCTURA, IMPRESIONES Y
ORGANIZACION DE LA ARITHMETICA

En este capitulo estableceremos los convenios de transcripcion que utilizaremos a la
hora de analizar el libro. También analizaremos la estructura, tanto de la primera
impresion como las adiciones y modificaciones que se realizan en las impresiones
posteriores ya que el andlisis de las adiciones es una parte importante de este trabajo.
Finalmente describiremos la organizacion en libros y el contenido matematico de cada
uno.

6.1 Convenios de transcripcion
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Barroso y Sanchez (1993, p. 161) dicen que “Si el criterio principal de transcripcion
de textos antiguos o clasicos debe asentarse en el respeto a la realidad grafematica, [...],
conviene marcar los limites de la modernizacion o ajuste sin dafiar el valor representativo
u otros valores de los grafemas”. Nosotros vamos a intentar seguir las indicaciones de
estos autores a la hora de transcribir textos originales de la época. Seguiremos la idea de
Nebrija cuando dice “escrivo como pronuncio”, citada por Barroso y Sanchez (1993, p.
173). En concreto, acordamos transcribir el texto tal y como se nos presenta originalmente
salvo en estos casos:

e Usaremos la grafia v cuando suene como uve y u cuando suene como u

e Usaremos la grafia s tanto para la ese corta como para la ese larga  J'

o Completaremos las palabras abreviadas con un simbolo parecido al de la i encima

e Utilizaremos la modernizacion de los nombres de personas. Por ejemplo,
transcribiremos Andres Pvig como Andrés Puig

e Respetaremos la falta de tildes o su uso diferente al actual

e Respetaremos las demas grafias, como por ejemplo la doble ese cuando aparezca

6.2 Estructura

La impresion que vamos a analizar en este apartado es la de 1672, que es la primera,
en un tomo de 4° en pergamino. El libro consta de cubierta, 5 paginas en blanco, portada,
otra pagina en blanco, 2 paginas de dedicatoria, 3 paginas de aprobacion, 4 paginas de
prologo al lector, 4 paginas con sonetos y décimas, una pagina con erratas, 576 paginas
numeradas con el texto, 7 paginas para las tablas de contenidos, 6 paginas en blanco y
contracubierta. En la portada aparece el titulo de la obra, después figura el autor:
“COMPUESTO, ORDENADO, Y HECHO imprimir por el Maestro ANDRES PUIG,
natural de la ciudad de Vique, deste Principado de Catalufia, y vezino de la de Barcelona”.

Seguidamente la dedicatoria: “DIRIGIDA A LOS MUY ILUSTRES SENORES
Conselleres, y Sabio Consejo de Ciento de la Ciudad de Barcelona™.

Por ultimo, aparece donde se ha impreso y el impresor: “En BARCELONA, Por
Antonio Lacavalleria, ANO MDCLXXIIL. Vendese en casa del mismo Autor. Con
Licencia, y Privilegio”.

Luego una pagina en blanco y en las siguientes dos paginas estd desarrollada la
dedicatoria (se numeran cada dos paginas, es decir, por folios).

Después dos paginas de aprobacion del “Doctor D. Daniel Sayol, Canonigo de la Santa
Iglesia Catedral de Barcelona”, por encargo del “Vicario General y Oficial del Obispo de

Barcelona”. Existe una errata de impresion ya que la fecha del imprimatur (visto bueno
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de la Iglesia) es del 30 de junio de 1761, cuando debe tratarse de 1671.

Luego otra pagina de aprobacion del “Doctor Iuan Carbonell, Cavallero del Consejo
de su Majestad, en el Civil de la Real Audiencia del Principado de Catalufia”. Con fecha
19 de agosto de 1671, y por encargo del “Consejo de su Majestad y su Canciller en este
Principado de Cataluna”. Como vemos, hay dos aprobaciones, una por parte de la Iglesia
y otra por parte del Rey.

Seguidamente hay un prologo del autor al “curioso Lector”, de 4 paginas. El autor
habla de la importancia de la aritmética como “‘el principio y fundamento de todas las
cosas”, atendiendo a los antiguos filosofos. Divide la Arithmetica entre Especulativa y
Practica, y esta ultima entre arte menor 'y mayor, y el arte mayor en Algebra Racional y
Algebra Irracional. Define al Algebra Racional como una serie de reglas generales con
las que se ensefia a responder cuestiones cualesquiera que puedan ser numéricas. El
Algebra Irracional la define como aquella en la que se explican todas las proposiciones
del libro X de Euclides.

El autor glosa sobre el aprecio que se le tuvo a esta ciencia en Roma, creando una diosa
llamada Numeria. También habla de la utilidad de la Arithmetica como manera de evitar
las diferencias y discordias de los reinos, provincias y naciones del mundo. Dada la
importancia de la Arithmetica, es por ello que era lo primero que ensefiaban Pitagoras,
Nicomaco, Platon y Aristoteles. También indica la importancia que tiene para otras
ciencias como la Geometria, la Musica, la Astronomia, la Geografia, la Artilleria, la
Arquitectura e Ingenieria, etc. Dice el autor que, por su enorme importancia, la
Arithmetica deberia ser considerada como una de las mas grandes creaciones de Dios. Y
el hombre, al saber contar, como un ser elegido y diferente a los animales. En cuanto a
las motivaciones para crear este libro, el autor dice que “el fin principal ha sido
encaminado al aprovechamiento de todos en general, y de cada uno en particular”.

Seguidamente encontramos 4 paginas con sonetos y décimas. El primero del Doctor
Geronimo Sastre, Capellan Mayor del Tercio de Toledo. Los otros tres son de “maestros
de escribir y contar”, colegas de Andrés Puig.

Por ultimo, antes del texto en si, hay una pagina con las erratas comentadas por el
propio autor.

Luego estd el texto propio, dividido en seis libros, en 576 paginas numeradas. Y
después 7 paginas sin numerar donde estan las tablas de los contenidos de cada uno de
los libros en que esté4 dividido el texto.

Finalmente 6 paginas en blanco y la contracubierta.
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6.3 Reimpresiones
Encontramos dos impresiones de otro impresor, unade 1711 y otrade 1715. Una cuarta
impresion de impresor diferente, sin fecha (dos reimpresiones diferentes). Y una

impresion de 1745 (dos diferentes).

Impresion de 1711 de Figuerd: Se trata de una segunda impresion. En la portada ya no
aparece Cataluria sino Cathalufia. Esta impresion contiene unas adendas postumas del
autor, sefialadas con un simbolo en forma de mano apuntando. Estd dedicada “AL
MAGNIFICO MAGISTRADO DE LA LONJA DEL MAR DE ESTA
EXCELENTISSIMA CIUDAD DE BARCELONA”. El impresor es “Rafael Figuero,
Impressor del Rey nuestro Sefior”. Luego pone “Vendese en la misma casa, a los

Algodoneros ”. Se entiende que Figuero vende el libro en su casa, en la calle Algodoneros.

Indica que son consules “Francisco Barenys Dr. En Medicina, y Pablo Llesca
Mercader”. El Consulado del Mar era una institucion encargada de la regulacion del
comercio, que ejercia como tribunal de conflictos que surgian en las relaciones
comerciales.

Como defensores, indica que son “Francisco Galceras Mercader, y Gabriel Font
Mercader”. En estos nombres y en los de los consules, la ultima palabra de cada nombre
es la profesion, no el segundo apellido.

El impresor habla en el prologo, entre otras cosas, de los reyes (desde Martin, Alonso,
Juan, Fernando, Carlos V, Juana, Felipe Il y III, y Gltimamente Carlos II). Hay que notar
que Felipe II y I1I son los respectivos Felipe IIl y IV de Castilla. También cita a Carlos II
como de amable memoria. Y es que en estos afios es cuando se esta en plena guerra de
sucesion. Felipe V litiga contra el Archiduque Carlos por el trono. Segiin Camprubi i Pla
(2013), Rafael Figuero sirvi6 a la causa del Archiduque Carlos y fue nombrado impresor
Real. Junto a su hijo tuvieron privilegios reales que perdieron al perder la guerra de
Sucesion frente a los partidarios del borbon Felipe V.

Las aprobaciones son “del Canonigo de la Santa Iglesia de Lerida”, en fecha de
imprimatur de 23 de abril de 1711 y otra de otro candnigo en fecha de imprimatur de 22
de Julio de 1709. La primera, encargada por parte de la Iglesia y la segunda por parte del
Rey.

También hay una dedicatoria del impresor al lector donde se habla brevemente del
autor, de lo conocida que es la obra y de las adiciones. Esta dedicatoria es afiadida en esta

impresion de Figuero, escrita por el impresor, y permanecera tal y como estd en las
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sucesivas impresiones, aun siendo impresas por otros impresores.

Resumiendo, salvo las paginas en blanco, el libro consta de portada, 4 paginas de
dedicatoria del impresor, una pagina de aprobacion, una pagina de prologo del impresor
para el lector, 548 paginas del texto y 6 paginas de tablas.

Impresién de 1715 de Figuerd: Tercera impresion. El impresor es también el de la

segunda, Rafael Figuero. La portada es similar a la de la segunda, pero cambiando la
fecha y donde se vende el libro, que ahora es a la Boria (el Barrio de la Boria es una
antigua barriada de Barcelona). El traslado de la imprenta de la calle Algodoneros a la
Boria se debié a que una bomba incendi6 la imprenta durante el sitio de Barcelona en
1714 (Camprubi i Pla, 2013, p. 67). A la unica copia digitalizada que hemos localizado y
que hemos consultado le faltan las paginas que hay entre la portada y el texto en si.

Se trata de una copia casi idéntica a la version de 1711 (salvo que es otra composicion).
Consta de portada, texto de 548 paginas y 7 paginas de tablas.

Impresién de Giralt sin fecha: Cuarta impresion. El impresor es en este caso Joseph

Giralt. Pone que es impresor y librero y que se vende en casa de Pablo Campis Impresor.
Esta impresion no tiene tampoco dedicatoria en la portada, pero si una dedicatoria del
impresor al lector, idéntica a la de 1711 de Figuero. También aparece la fecha de los
imprimatur, que es de 21 de junio de 1715, y la firma de quien los encarga, en nombre de
la Iglesia y en nombre del Rey. Pero faltan los informes de los encargados de redactarlos,
algo raro ya que lo habitual es que aparezca los informes firmados por los redactores y
ademas las firmas de los que encargan dichos informes.

En cuanto a la fecha de impresion, no aparece en esta ocasion. En el Boletin
bibliogrdfico espariiol y estrangero del afio 1846, en la pagina 167 figura una resefia de
este libro, que se vende en la “libreria europea”, en la calle de la Montera nimero 12 (hay
que suponer que de Madrid). En esta resefia aparece la fecha de 1715, en la imprenta de
P. Giralt. Es curioso que, en este mismo boletin, pero en su edicion de 1842, pagina 191,
aparece el mismo libro, pero pone que no figura el afio de edicion. O bien desde el afio
1842 hasta el 1846 se ha encontrado una edicidon fechada o bien en la edicion de 1846 se
supuso la fecha de impresion como la que pone de imprimatur.

El texto consta de portada, una pagina de dedicatoria del impresor al lector (la misma
de Figuero) con imprimatur, 497 paginas de texto y 6 paginas con las tablas.

De esta impresion tenemos conocimiento de dos composiciones distintas, aunque con
texto muy similar. Pone Vendese en su misma Casa. En esta composicion, las paginas son

548 y las tablas 7 paginas.
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Reimpresion de 1745 de Jolis: Tercera impresion. Esta es una reimpresion, copia de la

tercera de Figuero de 1715, y por eso indica que es la tercera impresion en vez de la
cuarta. El impresor present6 para la licencia la tercera de 1715 de Figuero y un certificado
de que es una copia de ella.

En las letras ya vemos un cambio, incluso ya no se pone el simbolo v como u, entre
otras “modernidades”. El impresor es “Juan Jolis Impressor, en la calle de los
Algodoneros ”. Y pone que se vende en su misma casa.

La dedicatoria del impresor al lector es la misma que en las reimpresiones anteriores.
Aparece una pagina con la “LICENCIA DEL REAL CONSEJO ” (que no aparece en la
reimpresion de 1715 ya que entre 1715 y 1745 ya no se necesitan los dos imprimatur sino
una licencia real y una fijacion de tasa que se tramitan en Madrid). Aparece también una
fe de erratas y una tasacion de 6 maravedis por pliego, que es el precio al que debe
venderse el libro. Y se fecha esta tasacion en Madrid a 11 de diciembre de 1745. La tasa
de los libros desaparecié en 1762, con el reinado de Carlos II1.

Resumiendo, el libro consta de portada, una pagina de dedicatoria del impresor al
lector, una pagina con licencia, fe de erratas y tassa, 486 paginas de texto y 6 paginas de
tablas. Hay otra impresion similar a esta en cuanto al contenido (aunque no figura en la
portada el afio de impresion), salvo que se utilizan algunas modificaciones en cuanto a la
grafia. Por ejemplo, ya no se usa la ese larga. Esto nos puede hacer pensar que pueda ser
incluso una impresion posterior a la de 1745, aunque no podemos saberlo. En la Tabla 1

se muestra un resumen de las diferentes impresiones y reimpresiones que hemos

encontrado: Tabla 1. Impresiones del libro
Ano  Impresor Impresion  Composiciones
1672 Antonio Lacavalleria Primera Unica
1711 Rafael Figuero Segunda  Unica
1715 Rafael Figuero Tercera Unica
Joseph Giralt Cuarta Dos distintas
1745  Juan Jolis Tercera Unica
Juan Jolis Tercera Unica

6.4 Organizacion tematica

El texto consta de 6 libros. Resumiremos a continuacién el contenido de los libros
aritméticos ya que solo las adiciones seran objeto de nuestro estudio. Nos centraremos
mas en la parte algebraica, exceptuando el algebra irracional, que tampoco es objeto de
nuestro estudio.

Libro primero. Trata de Arithmetica espuculativa (pp. 1-58)

Se divide en 19 capitulos. Y trabaja en la aritmética, utilizando los Elementos de
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Euclides como base. Se establecen algunas definiciones, operaciones basicas con
nimeros, primos y compuestos, minimo comun multiplo, médximo comun divisor,
proporcionalidad, fracciones, operaciones con fracciones.

Libro segundo. Trata de Arithmetica Practica. (pp. 59-163)

Consta de 17 capitulos. Se ensefian las reglas de la suma, la resta, la multiplicacion y
la division. Se explican las fracciones y sus operaciones. Junto a las explicaciones hay
muchos ejercicios explicados. Hay ejemplos de conversion de monedas, operaciones con
diferentes tipos de medidas, etc.

Libro tercero. Trata de la Regla de Tres. Compaiiias, arrendamientos, testamentos,

alligaciones, baratas y cambios. (pp. 164-266)

Consta de 14 capitulos. Se explica la regla de tres simple y compuesta, se establecen
muchas tablas de conversion de medidas entre diferentes ciudades, multitud de ejemplos.
Muchos ejemplos de Regla de Compariias (repartos proporcionales), testamentos, Regla
de Alligacion (mezcla), Regla de Cambios (cambio de moneda).

Libro cuarto. Trata de progresssiones, una, y dos falsas posiciones, extracciones de

diferentes raizes, con muchas demandas, v questiones por ellas absueltas, y otras reglas

extraordinarias. (pp. 267-366)

Consta de 12 capitulos. Se definen las progresiones (aritmética y geométrica), sus
propiedades y caracteristicas, falsa posicion (regula falsi), doble falsa posicion,
fracciones, raices cuadradas, raices cubicas, raiz cuarta, raiz quinta e infinidad de
ejemplos.

Libro quinto. Trata de Algebra Racional. (pp. 367-480)

Consta de 11 capitulos. En ellos se define y divide el algebra, se definen y declaran los
caracteres (polinomios) y dignidades (potencias) que se utilizan, operaciones con
caracteres, operaciones con fracciones de caracteres, abreviar caracteres (simplificar
fracciones algebraicas), raiz cuadrada de caracteres. También se explica la regla del
algebra para ecuaciones hasta de segundo grado, que es la igualacion (posicion,
reducciodn, division y extraccion de raices), con mas de 100 ejemplos. En el capitulo 9 se
establece la regla general del 4lgebra y se aplica a muchas ecuaciones de grado superior
al 2. Se expone también ejemplos de codmo resolver también las ecuaciones de primer y
segundo grado con esta regla general del algebra. En el capitulo 11 se ensefia otra regla
general (por aproximacion), que dice que es menos dificultosa. Explica lo que llama Regla
Media. Y se completa con algunos ejemplos.

Libro sexto. Trata de Algebra Irracional. (pp. 481-576)
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Consta de 34 capitulos. Se define el dlgebra irracional, las cantidades conmensurables
e inconmensurables, las superficies conmensurables e inconmensurables, operaciones con
raices cuadradas, operaciones con raices cubicas, resolucion de ecuaciones irracionales y

bastantes ejemplos.

7 EL LENGUAJE ALGEBRAICO DE LA ARITHMETICA
Puig (2003, p. 106) indica como una caracteristica de “lo algebraico™:

El uso de un sistema de signos al resolver problemas que permite expresar el contenido del
enunciado que es preciso para resolverlo (su ‘estructura’) desprendido de lo que no es
preciso. Con ese sistema de signos, ademas, se puede operar en el terreno de la expresion
sin recurrir al del contenido.

Nosotros, atendiendo a esta consideracion, vamos a estudiar el lenguaje algebraico o
Sistema Matematico de Signos (SMS) utilizado por Andrés Puig en su obra,
comparandolo con sus predecesores y con sus contemporaneos. Ademas, analizaremos
qué tipos de ecuaciones y estrategias de resolucion utiliza.

El siglo XVII es un siglo de avances importantes en el dlgebra, pero para Espafia, es
un siglo oscuro en muchos aspectos, también en el algebra. El siglo anterior, el XVI tuvo
algebristas destacados e innovadores en cierta medida, pero en el siglo XVII hubo poco
que destacar hasta la publicacion de la Arithmetica Universal de Zaragoza en 1669.

El 4lgebra comienza a entrar en su etapa simbolica, segin las etapas propuestas por
Nesselman (1842), ya en el siglo XVI, con Viéte, completandola con Descartes. Es decir,
casi un siglo antes que Andrés Puig, Viete ya utilizaba un lenguaje casi simbdlico. Pero
Andrés Puig, como veremos a continuacion usa un sistema de signos anclado atn en la
etapa sincopada. El hecho de que Andrés Puig, casi un siglo después que Viéte, utilice un
simbolismo mads atrasado seguramente se deba a que los libros de algebra que se usaban
en Espafia en esa época utilizaban ese simbolismo sincopado, excepto el utilizado por
Zaragoza, que es distinto.

A partir de ahora, analizaremos el simbolismo y el dlgebra de Andrés Puig en paralelo
al algebra del siglo anterior (que inspira la suya) y al algebra contemporanea a ¢l en
Espafia. Para realizar este estudio seguiremos las indicaciones propuestas por Puig
(2018b), que sefala la Arithmetica Algebraica de Marco Aurel (1552) como referencia
del algebra espafiola del siglo XV1y la Arithmetica Universalis de José Zaragoza (1669)
como la referencia del siglo XVII.

Siguiendo a Puig (2018b), el algebra de Zaragoza es la primera que contiene algunas

de las ideas innovadoras de Viete (1591). Por ejemplo, ya introduce el término de “algebra
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especiosa”, utilizado por Viéte. Pero, sobre todo para lo que estudiamos en este capitulo,
ya usa un sistema de signos de tipo simbdlico, incluso mas adelantado que el de Victe.

Para poder comparar los diferentes “estilos algebraicos”, tomaremos como referencia
unos aspectos clave que nos pueden servir de comparativa, que son los propuestos por
Puig (2018b):

1. La forma en que se construyen los nombres de las especies de nimeros

2. El caracter sincopado o simbolico del sistema de signos y el tipo de signos usados
para representar las especies de nimeros

3. El concepto de exponente o algin precursor suyo

4. La forma y el nimero de las formas canodnicas de las ecuaciones y de su
generalizacion

5. La forma y el nimero de los algoritmos de resolucion de las ecuaciones

6. La forma de la “regla nica del algebra” o algun precursor suyo

Andrés Puig, en el libro quinto de la Arithmetica, titulado “Trata de Algebra Racional”,
que es donde comienza la parte de algebra, empieza definiendo conceptos. Define lo que
es el Algebra y en las partes en que él la divide. Y después construye dos progresiones,
una aritmética que comienza por el 0 y otra geométrica que comienza por el 1. La
aritmética es de distancia 1 y la geométrica de razon 2. Esta ultima la pone como ejemplo
ya que podria ser de razones superiores. A los elementos de la progresion geométrica les
llama potencias (exceptuando los dos primeros). Y dice que el segundo término lo va a
llamar raiz de todos los demds términos que le siguen “porque de su continua
multiplicacion se forman todos los demdas” (Puig, 1672, p. 369). Los términos de la
progresion aritmética sirven para denominar a los caracteres. Y en medio de estas dos
progresiones, escribe las abreviaturas de los caracteres, que son una especie de simbolos
para denominar a las diferentes potencias. Es decir, el sistema consta de una raiz, sus

potencias, los caracteres y sus denominaciones, tal y como aparecen en la Figura 1.

OTs72.°3): 3. 5.0 6 7. 8. 9. 10, I1. -
N.Co.CGe.Cn.Cce. 1 RCECm:z R.Ccce.Ceu. Ce1 R, 3R, .
$.1. 4o 8. 16. 32.64. 128, 256, §rz. 1024. 2048

Figura 1. Potencias, géneros y denominaciones en Andrés Puig
La raiz no tiene por qué ser siempre 2. Puede ser cualquier otro niumero. Por ejemplo,
si la raiz es 3, la progresion geométrica seria 1, 3, 6, 9, 12, etc.
Aparte de esta nomenclatura, Andrés Puig utiliza otros términos sindnimos. Para los
caracteres utiliza también dignidades o géneros. En general, la progresion aritmética
sirve como denominacion de los caracteres. Las denominaciones sirven ademas “para

manifestar quantas proporciones se contienen entre cada una de las dichas potencias”
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(Puig, 1672, p. 369). Y en esta frase se encierra el concepto de exponente, aunque no se
exprese con esa palabra. Ya lo apunta Puig (2020) en su borrador para el articulo “Sobre
el concepto de exponente y el término ‘exponente’ en la Arithmetica Universalis de
Joseph Zaragoza, posibles fuentes y otros textos anteriores”. Segin ha analizado Puig
(2020) en su estudio, Zaragoza (1669) es el primer matematico que utiliza el término
“exponente” en Espafia, aunque no con el significado de “nimero de veces que una
cantidad aparece cuando se multiplica por si misma reiteradamente” sino “como el lugar
que una potencia tiene en la progresion geométrica que la genera”. Ademas, afiade que ni
Marco Aurel (1552), ni el aleman Rudolff (1525), ni Pérez de Moya (1558, 1562), ni
Rocha (1565), ni Tolra (1619) lo nombran, pero le dan el significado de “posicion en la
progresion”. En cambio, Stifel (1544) y Peletier (1554) (que copia a este ultimo) lo
nombran y ademas con el significado de “numero de veces”. Nufiez (1567), Pérez de
Moya (1573) y Puig (1672) tampoco nombran la palabra “exponente” pero si le dan el
significado de “nimero de veces”.

Respecto a los géneros, caracteres o dignidades de numeros, comienza por el nimero,
que es N. o n. y que puede ser un entero o una fracciéon. Al numero lo relaciona con el
punto en la geometria. También dice que puede que no se nombre con N. ni con n., pero
que es un numero simple. Al segundo caracter le llama cosa, raiz o lado. Le llama raiz,
como se ha dicho antes, porque los demds se obtienen de su multiplicacion. Al contrario
del nimero, cuyo valor es conocido, el valor de la raiz no esta determinado hasta que se
manifieste en una igualacion (ecuacion).

Lado es por tomarse por aquella linea, 0 lineas, terminativas del quadrado que tras desde
caracter se sigue [...]. Cosa, porque obrando con ella en las igualaciones, por occasion de
buscar, y hallar algun numero, ¢ cantidad demandada fingimos, ser el numero que se busca.
(Puig, 1672, pp. 370-371).

Aparentemente cosa, raiz y lado son sindonimos para Andrés Puig. Pero vemos un
matiz que ya lo apunta Puig (2011) cuando explica la aparicion del término cosa en el
libro de al — Khwarizmd.

Si “cosa” y “raiz” fueran la misma cosa, hubiera sido innecesario que apareciera la cosa en
escena [...]. Si al — Khwarizmi explica el calculo con la cosa y no el calculo con la raiz,
es porque cosa y raiz no son conceptualmente iguales. (p. 90).

Puig (1998, p. 7) dice que cuando al — Khwarizmi aborda la resolucion de un
problema concreto utiliza el término cosa, que nunca aparece en los enunciados. Es decir,
que la raiz seria como un marco o concepto y cosa seria la instanciacion concreta de ese

concepto en un numero, aunque desconocido. La raiz es un tipo de genero, y la cosa es
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un objeto desconocido y que puede tomar la forma de un tipo de genero, dependiendo del
problema a resolver. De hecho, al — Khwarizmt, resuelve algunos problemas en que la
cosa es de tipo raiz y otros de tipo censo. Es decir, que la cosa no es de un tipo concreto
hasta que se instancia en un problema. Y el hecho de que con el paso de los afios se
identifique cosa y raiz puede que se deba a que la mayoria de los problemas son de calculo
de raices y no de censos u otros generos. Con el paso del tiempo esa diferencia entre cosa

y raiz ha desaparecido y en Andrés Puig ya son dos términos sinénimos. De hecho, s6lo

utiliza el término raiz al principio, cuando define

2 denominacion
los conceptos iniciales. Después, usa el término @<Ce caracter dignidad género
. . 4 potencia
cosa tanto para explicaciones como para |silaraizes 2

resolver problemas. Resumiendo, los nombres ~ Zigura 2. Nombres de los elementos

que Andrés Puig le da a cada elemento de su dlgebra son los que aparecen en la Figura 2.

Para formar los nombres de los caracteres, utiliza el sistema multiplicativo, propio de
los algebristas espafioles, italianos y alemanes en el siglo XVI. En cambio, Zaragoza
utiliza el sistema aditivo, al igual que Viéte, los algebristas arabes medievales y Leonardo
de Pisa (Fibonacci). Es decir, que para nombrar cada cardcter se sirve del producto de
otros anteriores. El proceso lo explica entre las paginas 370 y 372. Comienza por el primer
caracter (el numero), luego la raiz, que es de donde parte la serie de potencias. El “Censo,
0 quadrado, cuya raiz, 6 lado es la cosa, porque como procede de la multiplicacion de la
cosa por si misma [...] ” (Zaragoza, 1669, p. 371). Esta palabra ya la introdujo Gerardo de
Cremona en el siglo XII, al traducir del arabe al latin el libro de algebra de al —
Khwarizmt como traduccion de la palabra arabe mal, que significa “cantidad de dinero”
0 “tesoro” y que es la que se usa en el algebra arabe medieval para nombrar la “especie
de nimero” que es el producto de multiplicar una raiz por si misma. Aunque otro
traductor, Gerardo de Chester la tradujo como substancia. Después el Cubo, cuya raiz
Cubica es la cosa. Luego el censo de censo o quadrado de quadrado. Para la quinta
potencia introduce el término relato. Y los relatos los va numerando segin van
apareciendo. Al tratarse de un sistema multiplicativo, las potencias primas no las puede
obtener de manera multiplicativa, por lo que se acufia esta nueva palabra. Este término ya
aparece en las obras de los algebristas espafioles del siglo X VI, y segun Molina Sangiiesa
(2016ay 2016b), en los italianos como Pacioli y los alemanes como Rudolff (pero con el
nombre de sursolido). Pero también en algunos algebristas del XVI, como Marco Aurel,
que también usa el término sursolido. Hay que decir también que Marco Aurel utiliza un

sistema multiplicativo. Por lo tanto, para Andrés Puig, la quinta potencia es el primer
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relato. Después viene el Censi cubo. Y al llegar a otra potencia prima, introduce un
segundo relato (bisursolido en notacion alemana). Después el censo de censo, el Cubo de
cubo, el Censo de primer relato, el tercero relato. Y hasta ahi llega nombrando. Para
seguir nombrando las siguientes potencias, explica la siguiente regla:

Si la suma de las denominaciones de los caracteres que se huvieren de multiplicar, fuere
numero primo, empecando del 5. assi como 5.7.11.13.17.&cc. todos seran numeros
relatos...Pero siendo la suma num. compuesto, tomaras dos qualesquiera numeros, que
multiplicados el uno, por el otro monte el num. de la tal suma, y hallados estos dos numeros,
ellos nos ensenaran la dignidad, 6 grado del tal caracter. (Puig, 1672, p. 380).

Este método, en principio correcto, es ambiguo en el punto en el que dice “tomaras
dos qualesquiera nimeros ”, ya que un nimero compuesto puede constar de diferentes
parejas de nimeros. Andrés Puig, a la hora de trabajar con los caracteres, los abrevia
(usando las dos primeras letras de cada palabra o un nimero y una R para los relatos). No
se trata de usar simbolos sino abreviaturas. Es decir, sigue siendo sincopado. Por lo que
el sistema multiplicativo para obtener los caracteres es igual al utilizando en el siglo
anterior (salvo diferencias nominales). Por el contrario, José Zaragoza sustituye los
caracteres abreviados por una letra (generalmente la Z) con exponente numérico, que

como ya sefiala Puig (2018b), toma de Descartes.
Tabla 2. SMS del siglo XVI, de Zaragoza y de Puig

Siglo XVI Siglo XVII
Marco Aurel Juan Pérez de Pedro Nuiiez José Andrés Puig
(1552) Moya (1562) (1567) Zaragoza (1672)
(1669)
Construccion | Multiplicativo Multiplicativo Multiplicativo ~ Aditivo Multiplicativo
de caracteres
Exponente y | No aparece. No aparece. No aparece. Si aparece. No aparece.
funcion Como posicion Primero como Como nimero  Como Como nimero
en una posicion y de veces posicion en  de veces
progresion luego como una
numero de progresion
veces
Simbolos Cita: Cosa, Cita: Cosa, Cita: Cosa, Cita: Cosa, Cita: Cosa,
para los censo, cubo,... censo, cubo,...,  censo, censo, cubo,  censo,
caracteres primo relato o primer relato...  cubo,..., relato  censo censo, cubo,...,
sursolido, etc... Cita: & primo... cubo censo,  primer
Trabaja con Tl A . Trabaja con: cubo relato...
rabaja con: co, .
v ’b‘ ce. cu. IR, co, ce, cu, Re. cubo,... Trabaja con:
T °... Trabaja con: Co, Ce, Cu,
z'\,7%... IR...
Simbolo ygual a yg. a ygual a g ig. a
igual
Simbolos +y- pym pym +y- pym
para la
adicion y
sustraccion

Andrés Puig utiliza simbologia italiana para los signos de suma y resta, es decir, utiliza
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la “sincopacioén” p. y m. En cambio, Zaragoza utiliza simbologia de influencia alemana,
es decir los simbolos actuales para la suma y la resta. Hay que decir que no todos los
algebristas espanoles del siglo XVI utilizaron los simbolos italianos. Por ejemplo, Marco
Aurel us6 simbologia alemana para la suma y la resta.

En cuanto al signo igual, Marco Aurel (y otros) utiliza ygual a, y Puig ig.a. En cambio

Zaragoza utiliza el simbolo “ ¥™”, que le parece mas facil de escribir que el simbolo “="".
Por lo que podemos concluir que el sistema de signos de Andrés Puig, como el del siglo
XVI en Espaiia, es sincopado y el de Zaragoza ya se acerca en bastantes aspectos al
simbdlico (por influencia de Descartes). En la Tabla 2 hay una comparativa de los
diferentes SMS analizados.

Las seis canonicas, de la tradicion de al — Khwarizmt, estan incluidas en ellas, pero
de otra manera diferente a las originales ya que Aurel no indica que las igualaciones
contengan la cosa o la raiz o el numero sino que habla de la “diferencia de nombres

igualmente distantes . En nuestra simbologia serian estas cuatro (con n,m > 0):
ax™? + px"tt = cx" ax™? + cx™ = px"*1! bx™?1 + cx™ = ax"*?
Més estas tres:

ax2n+m + bxn+m — me ax2n+m + me — bxn+m bxn+m + an — ax2n+m

Y una que generaliza (en realidad son tres) las tres anteriores:

axn+1 = px™ axn+2 = px" axn+3 = px" axn+4- = phx™

Los algoritmos de resolucion de las formas candnicas son los propios del algebra
medieval, es decir que cada forma tiene su sistema de resolucion.

Zaragoza (1669, pp. 330-340) establece solo una forma candnica general y un solo
algoritmo de resolucion, que es el de Viete (1600), aunque Zaragoza no lo dice. La forma
canonica general seria muy parecida a una ecuacion polindmica actual. Por ejemplo, una
de grado cinco seria algo asi como: 12° +aZ* + bZ* +cZ* +dZ' =~ ¢ Y tiene esta forma
porque es a la que se le puede aplicar el algoritmo de Viéte. La Regla Unica del Algebra
consta de los siguientes pasos:

e Jgualacion

e Reduccion de la igualacion

Reduccion de los quebrados a enteros
Reduccion por represion de Caracteres
Reduccion del numero a la una parte
Reduccion del Caracter maior a unidad
e Valorde la letra

@)
@)
@)
@)

Ademas, en la pagina 340 presenta una regla particular para las ecuaciones cuadraticas

generalizadas, del tipo *1Z*" +bZ"a e | cuya solucidén la da en una férmula x" =
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bPHACTD Donde el primer + corresponde al signo de 12" y el segundo + corresponde al

sino opuesto de bZ™.Ahora veremos como organiza Andrés Puig sus igualaciones y los
algoritmos de resolucion que implementa. Todo esto lo desarrolla en el libro quinto. En
el capitulo sexto, “Regla de Algebra, que es la igualacion ”, indica las etapas o fases de la
resolucion.

e Posicion
e Reduccion:
o Con enteros
o Con raices
o Con quebrados
e Division
e Extraccion de raiz
Luego indica los diferentes algoritmos para resolver las seis ecuaciones canonicas
tradicionales arabes medievales y establece unas generalizaciones basandose en estas
formas canonicas. Las formas generales serian en simbologia actual (con m,n > 0):
ax2ntm 4 pyntm — oym bx™tm 4 cx™ = gyx?2ntm ax2ntm 4 oxm = pyntm ax™ = bx™"
En el capitulo noveno establece una Regla General del algebra que tiene esos pasos,
que son diferentes a los que ha dicho antes para las ecuaciones de segundo grado, aunque
el esquema general es igual, porque la forma canodnica a la que hay que llevar la ecuacién
para resolverla es distinta. Explica como resolver ecuaciones de cualquier grado, con
términos aditivos y sustractivos (incluso el término de mayor grado). Con estas etapas:

e Posicion

e Reduccion. Se pasa el término independiente a un miembro y el resto al otro
miembro de la ecuacién. Por supuesto, el término independiente tiene que ser
positivo

e Division. La ecuacion se manipula para que el término de mayor grado tenga
coeficiente la unidad

e Extraccion de raices. Utiliza una adaptacion del algoritmo de célculo de raices que
se lo ensefia su maestro Juan Serrano y que posiblemente tenga su origen en Victe

Tabla 3. Ecuaciones en el siglo XVI, en Puig y en Zaragoza

Siglo XVI Andrés Puig (1672) José Zaragoza (1669)
. 8 clasicas y sus 6 clasicas y sus
Formas candnicas N L7
generalizaciones generalizaciones
Generalizacion En lenguaje natural  En lenguaje natural Una sola general

Forma candnica

, Una general
unica general

Algoritmo para las | Uno por cada Uno por cada forma
formas candnicas forma candnica candnica Uno general y una formula
Uno general (Regla para cuadraticas
. general) y otro generalizadas (Regla Unica
Algoritmo general aproximado (Otra regla del Algebra)
general)
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En el capitulo undécimo establece otra regla general. Explica otro algoritmo de
resolucion de cualquier ecuacion, pero de manera aproximada. Con un método de
biseccion, inspirado en un método similar de Chuquet (Marre, 1884), de quien Estienne
de la Roche (1520) lo copid. La Tabla 3 resume la comparacion entre las diferentes

algebras analizadas.

8 METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES POLINOMICAS

8.1 Método general de calculo de raices

Este método general de resolucion de ecuaciones polindémicas es una extension del
tradicional algoritmo de célculo de raices. Su uso para resolver ecuaciones polindmicas
lo describe Andrés Puig (1672) entre las paginas 447 y 468, en el capitulo noveno del
libro quinto: “CAPITULO NONO. En el qual con regla general se ensefa responder, y
hazer qualquier demanda, 0 question, que por Arithmetica se puede hallar”. El autor dice
que este método se lo ensend su maestro Juan Serrano, matematico valenciano, en 1652
en la ciudad de Valencia. No hemos podido encontrar ninguna informaciéon de Juan
Serrano ni nada escrito por ¢€l, por lo que lo Gnico que tenemos es lo que dice Andrés
Puig.

Antes de pasar a explicar su método, el autor indica que hay que aplicar al problema
enunciado verbalmente la regla del algebra, es decir, 1) traducir el problema a una
ecuacion, 2) transformar la ecuacion a una ecuacion en forma canodnica y 3) resolver la
ecuacion en forma candnica. Para ello utilizando los pasos que ¢l llama posicion,
reduccion, division y extraccion de raiz. El paso 2) es el que ¢l llama “reduccion” y lo
que quiere es preparar la ecuacion para poder aplicar su método de extraccion de raices.
La “reduccion”, por tanto, ha de ser ahora distinta a la que ha expuesto para el caso de las
ecuaciones de segundo grado, en el que las transformaciones que usaba eran similares a
las clasicas del algebra arabe medieval al-jabr y al-mugabala, porque la forma canénica
a la que hay que reducir la ecuacion obtenida en el paso 1) es ahora distinta. La ecuacion
debe quedar con todos los términos con la incognita en un miembro y el término
independiente en el otro. Por supuesto, el término independiente debe ser positivo. Una
vez hecho esto, el término de mayor grado debe tener coeficiente 1 y todos los demas
coeficientes deben ser enteros. Para conseguir esto, aplica de manera indirecta un cambio
de variable si es necesario. El procedimiento estd descrito con varios ejemplos, en las
paginas 448 a 451.

Una vez preparada la ecuacion, indica que si la ecuacion tiene s6lo un término con
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incognita (igualacion simple), es sencillo resolverla. Simplemente se calcula la raiz
adecuada del término independiente, aplicando el calculo de raices descrito en los
capitulos de aritmética. Por ejemplo, para resolver x® = 125 simplemente calcula la raiz
cubica de 125.

Las igualaciones compuestas (que constan de mas de dos términos) las divide en
aquellas con todos los coeficientes de los términos la unidad y las que los coeficientes son
variados. Y otra subdivision es si los términos estan todos sumados (composicion con
afirmacién) o hay algunos restados (composicion con negacion). Todas las igualaciones

estan catalogadas en la Tabla 4.
Tabla 4. Tipologia de las igualaciones en Andrés Puig

Igualacion simple
Forma Ejemplo
" =c x*=16
Igualacion compuesta (puede faltar alguno de los términos intermedios)
Si todos los términos van sumados se llama composicién con afirmacion y si alguno va restado es
composicion con negacion
Con coeficientes la unidad (al menos uno positivo)

Forma Ejemplo de composicion con afirmacion
2
x“+x=42
Tx"tx" Mtk x=c Ejemplo de composicién con negacion

x?—x=30
Con coeficientes no unitarios (al menos uno positivo)

Forma Ejemplo de composicion con afirmacion
x3 + 3x% + 4x = 46690
+x"ta, x"TEtax=c Ejemplo de composicioén con negacion
10x — x? =24

En el Anexo I realizamos el estudio completo del método de Puig con un ejemplo.

Este método permite resolver, considerando las manipulaciones necesarias para
convertirla en canonica y teniendo en cuenta que solo se encontraran soluciones positivas,
cualquier ecuacion polindmica, incluso aquellas con términos restando o términos con
coeficientes distintos a la unidad. Puig lo explica con varios ejemplos. En concreto,
resuelve, con explicacion, 11 ecuaciones polindmicas variadas. La de mayor grado que
explica es la de cuarto grado (es de suponer que por no complicar en exceso los calculos).
Los coeficientes de los términos, salvo el independiente que lo sitia a la derecha del igual
y positivo, son tanto positivos como negativos (por supuesto, todos no pueden ser
negativos porque entonces no tendria solucion positiva). Todas las ecuaciones las analiza
ya con el coeficiente del término de mayor grado siendo la unidad (positiva o negativa),
pero previamente ha explicado como conseguir modificar la ecuacion para que asi sea.

Las 11 ecuaciones analizadas son:

x> +x=42 x% 4+ 4x = 60 x> —x=30
x* —2x3 =864 10x — x? = 24 x3 4+ x% +x = 14424
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x3 + 3x% + 4x = 46690 x3 +10000x?% = 5773824 x3 —x%—x=177615
x3 —5x% 4+ 6x = 9660 x* + x3 = 1375640

Por lo tanto, podemos afirmar que Andrés Puig aplica un método general de resolucion
de ecuaciones polindomicas, siempre que la o las soluciones sean positivas. Es importante
hacer notar que este método, aparte del factor de tanteo que representa el seleccionar los
diferentes digitos, aumenta en complejidad y laboriosidad conforme se aumenta el valor
de la solucion a obtener y conforme aumenta el grado de la ecuacion. Por lo que se hace
engorroso para esos casos. Por eso mismo, Andrés Puig opta por el otro método general
por aproximacion que analizamos también en este trabajo.

Para el caso de términos que van restados, en lugar de restar al término independiente
y los sucesivos residuos las cantidades que corresponden, se las suma. Y para los términos
que tienen un coeficiente diferente a la unidad, multiplica todo el desarrollo del término
por dicho coeficiente antes de sumarlo o restarlo. En el Anexo II estudiamos otro ejemplo
de este tipo.

Hay un caso especial que sefiala Andrés Puig. Se trata del caso en que el término de
mayor grado esté restando. En ese caso, indica que la ecuacion tiene dos soluciones (para
una ecuacion de segundo grado). Explica que teniendo una de las soluciones, la otra se
puede hallar facilmente restando la que hemos hallado al numero de las cosas, es decir,
al coeficiente de la x o también dividiendo el término independiente entre la solucion que
ya tenemos. Como ya conocemos, en las ecuaciones de segundo grado, el producto de las
soluciones es igual al coeficiente de la x. Por supuesto, no resuelve ecuaciones con
soluciones negativas ni nulas.

En el Anexo III podemos ver exactamente las operaciones y signos que emplea Andrés
Puig en una de las ecuaciones a resolver. Andrés Puig utiliza el desarrollo de binomios
para obtener los diferentes factores. Ya apunta en la pagina 332 su uso mediante el empleo
de un tridngulo (semejante al de Tartaglia, Figura 3) y de como obtiene los diferentes
nimeros a partir de la multiplicacion por si misma diferentes veces de la cosa més un

numero. Y dice: “[...] de la continua multiplicacion de 1.cosa mas 1.numero, nacen los

numeros que en la dicha tabla se contienen 3 2 5
9 : ‘ 4 . 6 . 4

[...]” (Puig, 1672, p. 332). S 10.10. 5

Ahora  pasaremos a realizar una 6 .15.20.15 6.

7-1!-35.3502[-7-

comparacion entre el método empleado por 8.28.56.70.56.28.8.

) ) 9.36+84 «126.126 .84.36. 9.
Puig en su libro de 1672 con el empleado por | .10. 4§ « 120. 210. 2§2. 2104 120+ 4§ < 10«

José Zaragoza en su Arithmetica Universal de ~ Figura 3. Triangulo de Tartaglia-Pascal
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1669. Zaragoza (1669), en la pagina 290 explica como obtiene un tridngulo parecido,
componiéndolo mediante el desarrollo tedrico del binomio en las sucesivas potencias. Ese
triangulo aparece en el libro segundo, pagina 161, y lo utiliza para el calculo de las
sucesivas raices. Cuando hace el desarrollo binomial en la pagina 290, dice que “Con esta
multiplicacion continua, se va formando aquella misteriosa Tabla triangular, que en el lib.
2° cap. 15. sirve, para sacar todas las raizes”.

En el libro segundo de la Arithmetica Universal de Zaragoza de 1669, de la pagina 153
a la 264, es donde desarrolla su método general para resolucion de ecuaciones
polinémicas. Lo explica con mucho detalle y ejemplos, mucho mas que Andrés Puig. De
hecho, Zaragoza le dedica 112 paginas frente a las 25 que utiliza Puig. Zaragoza aplica
su método para resolver ecuaciones polindémicas de manera general a partir de la pagina
194 (en las paginas previas utiliza el método para resolver raices). Zaragoza explica al
menos 28 ejemplos de ecuaciones frente a s6lo 11 que explica Puig. En cuanto al detalle
de las explicaciones que da cada autor, Puig es bastante escueto en las explicaciones y en
la manera de presentar los calculos. En cambio, Zaragoza explica mucho mejor qué
operaciones estd haciendo y organiza los datos de manera mas entendible para el lector.
En concreto, Zaragoza organiza las sucesivas potencias que van a servir para la obtencion
de los divisores y los restadores en tablas separadas, de forma que se ve muy claro para
qué utiliza cada cosa.

El método es muy parecido al de Andrés Puig, salvo en un detalle de calculo y en la
organizacion de las operaciones. Se trata del punto en donde se debe estimar el valor que
hay que darle al siguiente digito. Andrés Puig so6lo utiliza como divisor del residuo el
factor de mayor peso, pero Zaragoza, segun el coeficiente de cada uno de los términos de
la ecuacion y de sus signos decide qué factores del desarrollo de los binomios va a utilizar
para la obtencion de los divisores, pero por término general utiliza todos los factores del
desarrollo de la potencia de mayor peso excepto el mas pequeiio. Es decir, el método de
Zaragoza es mas preciso que el de Andrés Puig porque utiliza mas términos en algunos
casos para obtener los divisores (aunque a costa de tener que realizar mas célculos).
Zaragoza confecciona tablas adicionales para el calculo de los divisores y del valor de los
factores, lo que permite tener mejor organizada la informacién y que el lector pueda
entender mejor cada uno de los puntos del procedimiento. Ambos autores creemos que
toman indirectamente sus métodos de Viéte, aunque Victe utiliza para la obtencion de los

divisores todos los términos excepto el de menor peso.
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En cuanto al tipo de ecuaciones que resuelven Puig y Zaragoza, Puig no organiza los
tipos tan minuciosamente como lo hace Zaragoza. De hecho, hay casos posibles que se
pueden dar y que Puig no analiza en ningun ejemplo de los que explica. Zaragoza, para
cada tipo posible establece la casuistica de resolucion adoptada. Podriamos resumir la
tipologia empleada por Zaragoza en la Tabla 5.

Tabla 5. Tipologia de las ecuaciones en José Zaragoza

Capitulo VIII, p. 194: Conposicion de muchas especies con unidad, y afirmacion

Forma Ejemplo
x"+ x4+ x=¢c x® +x*+x3 + x% + x = 105025640
Capitulo IX, p. 201: Conposicion de muchas especies con numero, y afirmacion
Forma Ejemplo
ax"+a, x" '+ +ax=c 20x3 4+ 1000x* + 10000x = 5157160000
Capitulo X, p. 210: Conposicion de muchas especies con negacion directa
Forma Ejemplo
ax"ta, x"'ttax=c 20x3 4+ 100x? — 2000x = 664960000
Capitulo XI, p. 219: Conposicion con negacion directa, y diminucion
Forma Ejemplo
Igual que el anterior pero los términos restados x3 —219x% — 218 = 440
hacen que la solucion tenga un nimero menor de

digitos
Capitulo XII, p. 229: Negacion inversa del quadrado, y el cubo (el coeficiente del monomio de mayor
grado es negativo y tiene mas de una solucién. Al menos un coeficiente positivo)

Forma Ejemplo
tax3+a,x*+ax=c 500x2 — x3 — 26200x = 88000
Capitulo XIII, p. 242: Negacion inversa de las otras potestades (Al menos un coeficiente positivo)
Forma Ejemplo
+a,x"+a,_x"1+-tax=c 195x3 — x* = 120005064

En el Anexo IV podemos ver como soluciona Zaragoza una ecuacion sencilla, usando
tablas de potencias, lo que hace su método mas entendible que el de Puig.

Concluimos que tanto Puig como Zaragoza utilizan el desarrollo de binomios para
resolver ecuaciones polindmicas, pero el método de Zaragoza es mas claro y por tanto
eficaz que el de Andrés Puig a la hora de estimar el valor de las sucesivas cifras de la
solucidn, aunque a cambio de tener que realizar mas célculos.

Hemos podido comprobar que Andrés Puig toma su método de Juan Serrano (como ¢l
mismo indica en el texto) y posiblemente Juan Serrano de Viéte o de alguien que lo ha
obtenido de Viete. Parece ser que José Zaragoza posiblemente lo haya tomado de Victe
(1600) o de alguien que lo ha tomado de €I, ya que es en cuanto a los calculos muy
parecido (no en cuanto a la organizacion de las operaciones), aunque Zaragoza no lo diga
en su libro.

Nordgaard (1922, pp. 24-32) analiza el algoritmo de Victe, e indica que es una
extension del método hindu del célculo de raices. También explica que Victe calcula el

numero de digitos que debe tener la solucion de la ecuacion de una manera sencilla si el
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término de mayor grado es el dominante de la ecuacion, pero hay que recalcular si hay
otros términos que, por sus coeficientes, hacen que ese dominio no sea tan claro.

En su analisis del algoritmo de Viete, Nordgaard también cita a otros matematicos que
utilizaron dicho algoritmo, pero con alguna modificacion. Por ejemplo, los ingleses
Thomas Harriot (1560-1621), William Oughtred (1574-1660) y John Wallis (1616-1703)
utilizaron el algoritmo de Viete con alguna modificacion. Pero también advierte
Nordgaard que toma la informacion de otro autor (De Morgan) y que al menos en Harriot
(1631) no ha podido encontrar las modificaciones que cita De Morgan. Nosotros hemos
consultado también algunos ejemplos en Harriot (1631) y hemos encontrado al menos
una de esas modificaciones en un ejemplo de las paginas 132 a 134. James Hume (1636)
simplifica también el método de calculo para la obtencion de los digitos acortando tanto
el divisor como el dividendo para poder estimar los diferentes digitos de la solucion.

En este sentido, Andrés Puig usa también un método para agilizar los calculos a costa
de anadir imprecision al calculo de los sucesivos digitos. El método de simplificacion de
los calculos que usa es el de obtener el divisor a partir solo del factor de mas peso del
término de mayor grado. Zaragoza, como término general también agiliza el método de
Viete considerando el desarrollo del binomio de mas peso de la ecuacion (excepto el
factor de menor peso).

Para poder comparar las simplificaciones de los diferentes autores, usaremos un
desarrollo sencillo. Por ejemplo, la ecuacion x* + x* + x = ¢. Supongamos que la solucién
es N=10-a+ b. Entonces, N2 =100-a®>+2-10-a-b+b* y N3=1000-a+3-100-a?-
b+3-10-a-b*+ b3 El residuo es r=c—1000-a®—-100-a?—-10-a=3-100-a?- b+ 3"
10-a-b?*+b*+2-10-a-b+b*+b.

Para el calculo de b, cada autor tomaria como divisor:

Viéte Zaragoza Puig
3:100:a*+3-10:a+2-10ra+1+1 3:100:a®*+3-10-a 3:100:a?

Recasens (2003, pp. 167-170) analiza el calculo de las raices de ecuaciones
polindomicas en José Zaragoza, desarrollando el binomio. Nosotros hemos utilizado dicho
analisis, junto al texto original de Zaragoza para compararlo con el de Puig. Al final de
su andlisis, Recasens indica que el mismo algoritmo de calculo se encuentra en Andrés
Puig, pero hemos comprobado que no es exactamente el mismo, como hemos visto
anteriormente. Recasens, tal y como nosotros notamos, indica que el punto critico del
proceso es el célculo de la cifra b.

El pas en qué es calcula la xifra de 1’arrel mitjangant una divisid és el punt crucial del
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metode i, a la vegada, €s el punt que arriba a fer impracticable el métode quan la poténcia
del binomi és massa alta, ja que llavors hi ha massa dificultat en escollir el quotient apropiat
per tal que deprés els termes negligits en el desenvolupament del binomi no afectin el
dividend sobrepassant-lo. (2003, p. 170).

Conforme aumenta la potencia de los términos de la ecuacion, el ajuste del divisor se
hace mas complejo e inexacto. Ademads, la presencia de coeficientes en los diferentes
términos y signos negativos y positivos hacen aiin mas complicado dicho calculo.

8.2 Método general de calculo de raices aproximadas

En el libro quinto, capitulo undécimo, “en que se declara con exemplos otra regla
general, sin tener noticia de la composicion de tantos generos, o diferencias de raizes”
(Puig, 1672, p. 472), Andrés Puig considera que tiene mucha dificultad el método general
que ha explicado anteriormente y que se le ofrecié una regla también general, que
menciona el agudisimo Estevan de Roca en el capitulo 7 de la primera parte de su
aritmética. Dice también que le llama “regla de la Mediacion entre lo mas, y lo menos .
Y aunque su autor no la utiliza para este propoésito, “servira de luz para la regla que
pretendemos, y esta llamaremos Regla Media”. Y a continuacion explica su método con
ejemplos.

Vamos a detenernos un poco en Estevan de Roca. Antich Rocha (1565), en su
Arithmetica se refiere varias veces a €l. Lo cita como Estevan de la Rocha o Stephano de
la Rocha. Y habla de ¢l como un maestro del que ha obtenido cosas para su libro. Se trata
de Estienne de la Roche, que vivi6 entre los afios 1470 y 1530.

De la Roche (1520), en su libro L'arismethique nouvellement composee, folios 28v-
29r, expone el método que llama la Regle des nombres moyens (regla de los nimeros
intermedios) y que es copia literal del método que expone Chuquet en su Triparty. Le
Triparty de Chuquet, de 1484, no se llegd a imprimir, pero circuld como manuscrito en
su época, con bastante éxito. A finales del siglo XIX, el académico Aristide Marre lo
descubrid, transcribio, edité y publico. La regla de la que hablamos est4 transcrita en
Marre (1884, pp. 101-102). Por lo que podemos concluir que Andrés Puig se refiere al
método de Chuquet, que ¢l ha conocido por medio del libro de la Roche, y lo renombra
como Regla Media. Veremos a continuacion que el método que usa Andrés Puig es, sin
embargo, sustancialmente distinto del método de Chuquet, a pesar de que sea similar en
su estructura general.

El cambio de nombre tiene su sentido como veremos a continuacion. Pasa de ser la
“regla de los nimeros intermedios a la regla media”. Andrés Puig dice: “[...] y si bien es

verdad, que el dicho Autor no trata desta regla para este proposito, con todo nos servira
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de luz para la regla que pretendemos [...]” (Puig, 1672, p. 472). Pero sabemos que De la
Roche (y por tanto Chuquet) utiliza su regla no sélo para resolver raices de manera
aproximada sino también ecuaciones. Y para esto ultimo es para lo que utiliza Puig su
regla, aunque sélo para ecuaciones con solucion exacta. La palabra intermedio no implica
estar en el medio exacto sino entre medias, pero Andrés Puig si utiliza la palabra medio.
Chuquet utiliza su regla para encontrar numeros entre dos dados.

Analicemos el método empleado por Chuquet en la edicion de Marre (1884, pp. 101-
102). Utiliza dos series de fracciones (progresiones segun Chuquet), una ascendente y

. 111 1 12 3 -1
otra descendente. La serie descendente es S Y la ascendente es TP 2 La

regla empleada por Chuquet utiliza que si a, b, c y d son numeros naturales tales que % < g,

podemos encontrar una fraccion Z%; que estd entre ambas fracciones 7 < Z%; < <. Es decir,

con este método es posible encontrar infinitas fracciones que estén entre dos dadas.
Chuquet explica su regla con un ejemplo. Se trata de resolver la ecuacion x? + x = 39 ;—i,
en contra de lo que afirma Puig de que “[...] el dicho Author no trata desta regla para este
proposito [...]” (Puig, 1672, p. 472). Para ello, establece un entorno de enteros donde se
encuentre la solucion (la amplitud es 1, aunque seria posible aplicar un algoritmo similar
con una amplitud diferente). En este caso, establece que el entorno es entre 5y 6. Es decir,
la solucion de la ecuacion estéd entre 5 y 6. Comienza la regla afiadiendo al valor inferior

del entorno %, que es el primer elemento tanto de la serie ascendente como de la serie
descendente, es decir 5; y comprobando si con este valor de la incognita nos pasamos de
39§ 0 nos quedamos cortos. Si nos pasamos, probamos con el siguiente término de la
serie descendente (estableciendo como parte superior del entorno el valor 5 mas la
fraccion probada) y si nos quedamos cortos probamos con el siguiente término de la serie
ascendente (estableciendo como parte inferior del entorno el valor 5 mas la fraccion
probada). El proceso se repite hasta que tenemos dos fracciones, que junto al 5, nos
delimitan el valor buscado. Una vez que consigue establecer esos valores, el inferior es
5+~ y el superior es 5 + -, la regla continta calculando una fraccién entre =y = (con el
método antes explicado de sumar numerador con numerador y denominador con
denominador) y al evaluar 5+ ﬁ en la ecuacion se puede comprobar si nos quedamos
cortos o0 nos hemos pasado. Si nos hemos quedado cortos se establece como limite inferior
a+c

5+ _—y si nos hemos pasado, se establece este mismo como limite superior. Y el método

continta resituando los limites cada vez en un entorno de menor amplitud respecto al
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valor esperado como solucion. El método termina o bien cuando se ha encontrado la
solucion exacta o cuando ya no deseemos mas resolucion. Veamos los pasos concretos
que da Chuquet en el ejemplo.

La solucidn esté entre 5 y 6. Comenzamos con 5 y con la progresion descendente. Los

. 2
limites son {% } Evaluamos 5% - (5 %) + 5% = 35% < 39;-? - {%;} Evaluamos 5% -

2 2
(53) +53=373<39E—>{3,3}. Evaluamos 55—>(55) +55=383<39E—>{5,f}.
3 3 9 81 374 4 4 4 4 81 4°5
2 2
Evaluamos 53—>(53) +5i=39£>391_3_,{i‘ﬂ21}_ Evaluamos 51—>(SZ) +57=
5 5 5 25 81 5445 9 9 9 9

13 .7 7
3927 Que es el valor exacto. Por lo tanto, la solucion exacta es 5.

Mas adelante, en las paginas 112 y 113 vuelve a aplicar su regla para resolver de
manera aproximada, en este caso, la raiz cuadrada de un nimero que no es un cuadrado.
En concreto el nimero 6. Es decir, que esta regla la aplica no sdlo para calcular raices
sino también ecuaciones. En el Anexo V mostramos esta regla con simbologia actual y
mediante un algoritmo.

Parece ser que esta regla ya era conocida por un matematico espafiol, Juan de Ortega
(1512), a principios del siglo XVI, aunque no se sabe con seguridad ya que en su libro
figura la aproximacion de la raiz de algunos nimeros que coinciden con las
aproximaciones dadas por Chuquet pero no el método empleado para llegar a esos
valores. Benito, Escribano, Fernandez y Sanchez (2012) han realizado un estudio con
ordenador para averiguar si las aproximaciones realizadas por Juan de Ortega se podian
haber hecho utilizando el algoritmo de Chuquet, y parece que encontraron que era
bastante probable que asi fuera. La regla utilizada por Chuquet est4d bien estudiada en
Nordgaard (1922, pp. 18-19), que junto con la transcripcion de Marre, nos has servido de
base para su estudio. En ese texto, Nordgaard analiza varios métodos de aproximacion de
raices y de ecuaciones.

La regla que usa Puig conserva el esquema general de la regla de Chuquet, es decir,
conserva 1) acotar la raiz entre dos términos enteros, 2) usar progresiones para afiadir al
valor inicial hasta acotar mas estrechamente la raiz, y 3) calcular un valor intermedio entre
los extremos del intervalo. Ahora bien, Puig en 1) no acota entre dos enteros consecutivos,
en 2) no usa las mismas progresiones que Chuquet y en 3) no calcula el valor intermedio
de la misma manera que Chuquet. Puig establece una progresion geométrica de razon dos,
comenzando por dos, es decir 2,4,8,16, ...2". Segiin podemos analizar en los ejemplos que
expone, se trata de llegar a calcular un entorno entre el que esta la solucion de una

ecuacion, establecer un pivote en cada uno de los extremos del entorno y dividirlo por la
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mitad en cada iteracion de la regla de manera que nos vayamos centrando alrededor de la
solucion buscada en entornos de amplitud la mitad cada vez. Por ejemplo, en la pagina
473 plantea la resolucion de la ecuacion x? — 2x = 255. Veamos los pasos que sigue.
Aunque Puig se salta alguno, nosotros los expondremos todos para mayor claridad.
Estima un valor para la solucion, “[...] y viniendo a la fin, menos de lo que se busca
[...]” (Puig, 1672, p. 473), menor del que se busca. En el ejemplo es 14. Prueba con 14:
14% —2-14 = 168 < 255. Como se ha quedado corto, prueba sumandole a 14 el primer
término de la progresion, que es 2, obtiene 16: 162 — 2 - 16 = 224 < 255. Como sigue siendo
menor, le suma a 14 el siguiente término de la progresion, es decir 4, obteniendo 18: 182 —

2-18 = 288 > 255. Ahora se ha pasado, por lo que calcula la media aritmética de los

16+18
2

= 17. Pruebacon 17: 172 — 2 -

valores en que se ha quedado corto y que se ha pasado,

17 = 255. Y ha encontrado el resultado exacto.

Puig pone algunos ejemplos mas, pero en todos ellos existe una soluciéon exacta, por
lo que este método lo emplea solo para resolver ecuaciones con soluciones exactas. De
hecho, el mismo Puig indica al final del libro quinto (Puig, 1672, pp. 479-480) que su
regla solo se aplicard cuando el nimero que se busca esté al menos entre dos nimeros
que difieran en dos unidades.

En la actualidad es un método utilizado en diversos campos, como por ejemplo en
informatica, para insertar elementos en listas ordenadas. En el Anexo VI mostramos esta
regla con simbologia actual y en forma de algoritmo.

Ponemos concluir que, aunque Andrés Puig dice que toma su método de Estienne de
la Roche (y por tanto de Chuquet), ambos métodos difieren bastante. Se parecen en que
ambos utilizan alguna sucesion y realizan una serie de célculos entre dos valores para
obtener la solucion. La regla de Chuquet utiliza dos sucesiones de fracciones (una
ascendente y otra descendente) y una regla para obtener valores intermedios entre dos
fracciones (sumando numerador con numerador y denominador con denominador) y la
de Puig utiliza una nica progresion aritmética de enteros y un procedimiento de calculo,
primero usando los términos de dicha progresion y luego obteniendo la media aritmética

entre dos valores enteros o mixtos.

9 ANALISIS DE LAS ADICIONES
Como ya hemos dicho en el capitulo 3, sobre el marco tedrico y metodolégico,
vamos a considerar las adiciones que aparecen en las impresiones postumas como lo

que Genette (2001) llama “paratextos”, es decir acompafiamientos de un texto escrito.
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De las distintas funciones que puede tener el andlisis de paratextos, en el caso de estas
adiciones pdstumas los usaremos para observar de qué tipo son los aspectos que Puig
considera que vale la pena mejorar del texto de la edicion original, quiza como resultado
de los comentarios que recibiera de sus lectores o de la experiencia que tuviera usando el
libro en la ensefanza.

Hemos detectado varios casos en los que la adicion trata de explicar mejor o de otra
manera mas comprensible para el lector algin problema o aspecto de la primera
impresion. Esto nos da la idea de que el autor pretende hacer mas “didéactico” el texto. En
otras adiciones hace alguna demostracion de alguna regla aparecida sin demostrar en el
texto inicial. Hay algin caso en el que en el texto inicial aparecia un problema resuelto
de manera aritmética, pero sin sentido y en la adicion utiliza el algebra para dotar de
sentido a la resolucion aritmética.

Todas las impresiones después de la primera presentan adiciones. Segun indica el
impresor en la segunda edicion, la de Figuerod de 1711, “Esta segunda Impression sale
enriquecida con Addiciones posthumas del mismo Autor, las quales van notadas con esta
sefial &F* 7. Son adiciones que seguramente Andrés Puig diera al impresor antes de
morir o bien sus herederos las llevaran para la impresion.

Estas adiciones se conservan casi idénticas en todas las demas impresiones posteriores,
salvo un pequefio detalle. Se trata de la Gltima pagina del texto, en que se afiade un tltimo
ejemplo (el XXI). En la impresion de Figuero de 1711 afiade el ejemplo y termina. Pero
en la impresion de 1715, también de Figuero afiade esta frase: “Este Exemplo es el mismo
del Libro quarto, Capitulo 12, pagina 341. y se ha vuelto 4 poner aqui, para que veas, y
entiendas de donde sale el artificio de aquel modo de obrar”.

En la impresion de 1711 de Figuero, el ejemplo a que hace referencia este anadido no
existe, y por eso no aparece esta referencia. Es decir, que el ejemplo XLII del Capitulo
XII del Libro cuarto, que llamaremos “el problema de las gallinas y los huevos”, resuelto
de manera aritmética solo esta presente en las impresiones posteriores a la de 1711, por
lo que se trata de una adiciéon mas a partir de la impresion de 1715 en las paginas 341-
342. Si aparece este problema, resuelto de manera algebraica como una adicion a partir
de la impresion de 1711, como el ejemplo XXI del Capitulo XXXIV del Libro sexto.

En las impresiones de Giralt (sin fecha) aparece también esta frase, pero hemos
encontrado dos composiciones diferentes, una de 548 péginas y otra de 497 paginas. En
la que la primera de ellas, se trata de una impresion con el mismo niimero de paginas que

la de Figuero de 1715, por lo que entendemos que es una copia exacta. Pero la otra
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impresion de Giralt no es copia exacta sino una nueva composicion, aunque con el mismo
texto.

En la impresion de 1745 de Jolis, aparece también esta frase, pero hace referencia a la
pagina 286, que es en la que comienza el capitulo y no en la que esta el ejemplo. Nos
surge ademas un interrogante. Se trata de que en esta impresion de 1745 de Jolis se dice
que es la tercera, pero incluye esta frase al final que aparece por primera vez en la tercera
de Figuero de 1715. Es decir, el impresor Jolis ha tenido que ver que ya habia antes una
tercera impresion, y ha repetido también tercera impresion, lo cual resulta chocante.
Respecto a este asunto tenemos una hipdtesis, y es que, en la fecha de la impresion, la
autorizacion para reimprimir se hace a partir de presentar en el Consejo de Castilla un
original del que se va a hacer la reimpresion y un certificado del “Corrector” de que la
copia es correcta. Seguramente se presento la tercera impresion de Figuero de 1715, y al
tratarse de una copia exacta, no de una nueva impresion, no tenia sentido que fuera una
cuarta impresion sino la reimpresion de la tercera. El resto de adiciones se continua
edicidn tras edicion, todas semejantes a la segunda de Figuero de 1711.

En la Tabla 6 se enumeran las adiciones que hemos encontrado y donde irian en la

primera impresion.
Tabla 6. Relacion de la situacion de las adiciones

N°¢ 2%de 1711 1%de 1672 Tipo de contenido | N° 2°de 1711 1°de 1672 Tipo de contenido
1 p. 18 p. 19 Matematicas 12 p.317 p. 340 Ensefianza y Mat.
2  p.33 p. 34 Enseflanza 13 p.317 p. 340 Matematicas

3 p.51 p. 53 Matematicas 14 p.317 p. 340 Matematicas

4 p.65 p. 67 Ensefianza 15 p.318 p. 341 Matematicas

5 p.9% p. 100 Ensefianza 16 p.319 p. 341 Matematicas

6 p.97 p. 100 Enseflanza 17 p.327 p. 351 Ensefianza

7 p. 141 p. 146 Ensefianza N° 3%e 1715 1°de 1672 Tipo de contenido
8 p.194 p. 210 Ensefianza y Mat. | 18 p. 341 p. 366 Ensefianza

9 p.201 p. 215 Ensefianza y Mat. | N° 2%de 1711 1°de 1672 Tipo de contenido
10 p.259 p. 279 Ensefianza 19 p.342 p. 366 Ensefianza y Mat.
11 p.298 p- 321 Ensefianza y Mat. | 20 p. 547 p- 576 Ensefianza y Mat.

Manera de referenciar: N° Adicidn, pagina de la impresion de 1711, pagina de la
impresion de 1672.

Adicién 1, 18, 19

Puig se da cuenta de un error que ha visto en otros libros, en que se considera el 511
como primo para decir que 130816 es perfecto (y lo mismo ocurre con el 2047 que no es
primo y por tanto 2096128 no es perfecto). Dice que este error lo cometen, con los mismos
numeros Estienne de la Roche, el autor de E/ Dorado Contador, Tartaglia y “otros
muchos”. Nosotros hemos comprobado que efectivamente el error aparece en Le Triparty

de Chuquet (Marre, 1884, p. 68), de donde lo copia Estienne de la Roche en su
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L’ arismethique nouvellement composee (de la Roche, 1520, fo. 3r), y en El Dorado
Contador (Santa Cruz, 1603, fol. 5v y 6r). Tartaglia dice al comienzo de La Seconda
Parte del General Trattato di Numeri et Misure que 130816 es perfecto (Tartaglia, 1556,
fol. 1v.) y en el Libro IX explica como hallarlos y da una lista de los que para €l son los
primeros veinte (el ltimo, un nimero de 24 digitos), entre los que estan los ocho primeros
numeros perfectos, acompafados de otros doce erréneos (Tartaglia, 1556, fol. 146r-
146v).

Con esto parece querer decir que tiene muchos conocimientos sobre la materia y que
incluso es capaz de corregir a grandes maestros. Por ejemplo, en la adicioén 3 habla de las
“siete maravillas” de Ventallol, anadiendo una mas a las expuestas por dicho autor,
diciendo que podria considerarse la “octava maravilla”. Creemos que estos comentarios
estan encaminados a “venderse”, ya sea como “maestro”, como “experto” o simplemente
para vender mejor su libro.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, corregir autores, aritmeética.

Adicion 2, 33, 34

En esta adicion se plantea una nueva forma de crear una serie de nimeros con una
cierta proporcion dada. Aqui es pertinente sefialar qué es lo que entiende Puig por
“proporcion”. El concepto de proporcion en Puig es similar al de “razoén” en Euclides.
Pero en realidad Euclides, en sus Elementos, en el libro V, en las definiciones habla de
“guardar la misma razén” y no de “razén” como un nimero. Es decir, lo propio seria
hablar de la razon no como un valor o cantidad sino como una manera de relacionarse dos
magnitudes. Respecto a la “proporcionalidad” de que habla Puig en el texto, ese concepto
corresponde al concepto de “proporcion” en Euclides. En el mismo libro V, en la
definicion 6, dice Euclides: “Llamense proporcionales las magnitudes que guardan la
misma razon”. De esta manera, cuando nos refiramos a la razéon entre dos nimeros o

magnitudes a y b no lo haremos con % sino como a: b, tal y como indican Ferndndez y

Puig (2002). Y cuando hablemos de proporcion entre dos razones a: b y c:d, lo haremos
como estos autores indican, es decir como a:b :: c:d (a esa b como c es a d).

En la época de Andrés Puig muchos autores utilizaban “proporcion” por “razoén” y
“proporcionalidad” por “proporcion”. Clavius, en su famosa edicion comentada
extensamente de los Elementos de Euclides (Clavius, 1574), que es precisamente la que
cita Puig, indicaba esta diferente forma de llamar a los mismos conceptos. El propio Puig
lo advierte en el capitulo XVII del libro primero (Puig, 1672, p. 51): “Nota, que lo que
aqui llamamos proporcion, llaman algunos razon: y lo que llamamos proporcionalidad,
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llaman proporcion; nombrese como cada uno quisiere, que no esta la dificultad en el
nombre”.

Hay que sefialar que Andrés Puig utiliza la edicion de Clavius de Euclides, que
introduce modificaciones y comentarios. Esto lo refiere Puig al final del libro primero.
Clavius (1538-1612) fue un jesuita aleméan, matematico y astronomo, muy famoso por
elaborar el cambio del calendario juliano al gregoriano, lo que le llevd a enfrentarse
incluso con algunos matematicos importantes como fue Viete. Entre otras cosas, edito los
libros de Euclides, comentandolos. Obra que fue muy famosa en su época y se estudio en
todos los colegios jesuitas. Hubo reediciones hasta 1691.

Cuando Puig se quiere referir a la cantidad que representa una razén habla de
“denominacion de una proporcion”. Eso lo aclara en el capitulo IX del libro primero,
donde también refiere que Euclides lo llama “cantidad de proporcién™. Y esto aparece
como una definicion en los Elementos, en concreto en la definicion 5 del libro VI que
segun parece no es original de Euclides sino una adicién de Teon de Alejandria (padre de
la famosa Hipatia), lo que los expertos lo consideran como una torpeza al afiadir algo que
ya aparece en la proposicion 5 del libro VIIIL.

La manera original del ejemplo que luego resuelve de manera diferente en la adicion
esta basada en la proposicion 2 del libro VIII de los Elementos de Euclides: “Hallar tantos
niimeros como uno proponga continuamente proporcionales, los menores en una razon
dada”. El problema original a resolver es: “Demos, que en la proporcion de 4. a 3. que
son los menores en aquella proporcion, queremos hallar tres numeros continuos
proporcionales” (Puig, 1711, p. 32). Puig quiere, sabiendo que 4 y 3 guardan razon,
obtener otros tres nimeros en proporcion continua teniendo esa misma razén. Y para ello
“cuadra” ambos numeros, obteniendo 16 y 9. Entre ellos pone el producto de los primeros,
es decir, 16, 12 y 9, que son los tres nimeros continuos proporcionales pedidos. Y
continua con el proceso para obtener un cuarto, un quinto, etc.

Si utilizamos simbologia actual lo podemos entender mejor: partimos de dos numeros
en razon a: b. Ahora multiplicamos la razén por el primer nimero a?:ab, por lo que la
razén no cambia. Después hacemos lo mismo pero por el segundo ab: b? por lo que la
razon sigue igual. Como ambas razones deben ser iguales entre si, son una proporcion
a?:ab :: ab: b%. Que si escribimos en forma de proporcion continua seria a?: ab: b2.

Es decir, que en el ejemplo original utiliza el concepto de razon (“proporcion” en
Puig). En cambio, en la adicion usa el concepto de “denominaciéon de la

proporcionalidad”, es decir de la fraccion como valor de la razéon. Y hace estas
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. 4 1 . .y . . .
operaciones: ; =17 que es la “denominacion de dicha proporcionalidad”. Para hallar el

primero de los tres nimeros hace 1 § 4=5 § De esta manera los tres nimeros en continua
proporcionalidad seran 5;, 4 y 3. Pero quiere tener los nimeros sin fraccion, por lo que
multiplica los tres nimeros por el denominador del quebrado, obteniendo 16,12 y 9.

Caracteristicas de la adicion: ensefianza, variante, menos euclideo, mas facil, mas
practico, aritmética, proporciones, razon.

Adicion 3, 51, 53

En esta adicion extiende la manera de “componer proporciones” que aparecia en la
primera impresion, de forma que se puede hacer con las cantidades y numeros que
queramos. Ademas, cita lo que ¢l llama “su octava maravilla” (en comparacion con las
siete de Ventallol), que es que “si los numeros de todas las denominaciones de las
proporciones de dichos numeros, se multiplican unos por otros, el producto siempre sera
la denominacion de la proporcion de los extremos” (Puig, 1711, p. 51). Y esto lo explica,
pero no demuestra, con varios ejemplos. Esta “composicion de proporciones” la obtiene
de la definicion 5 del libro VI de los Elementos (que ya hemos visto que es equivalente a
la proposicion 5 del libro VIII).

Como ya hemos dicho anteriormente, lo que Puig llama “proporcion” es lo que
nosotros entendemos como estar en razon y lo que denomina “denominacién de una
proporcion” es el valor de la razon. Puig establece una regla general para componer
proporciones, que es “multiplicar sus denominaciones, unas por otras”.

Uno de los ejemplos es componer las “proporciones” 4:3, 5:3 y 7:2. Segtn la regla de
Puig, se multiplican los valores de sus razones (“denominaciones de las proporciones”),

4 5 7 140

obteniendo larazon 140:18 (es decir, ; - - - = —). De esta forma ya tenemos la proporcion

compuesta y podemos obtener cuatro términos en continua proporcionalidad, tal y como
se explicd en la adicion anterior. En la adicidon, como hemos comentado, ademas de
ampliar esta regla a cualquier nimero o cantidad de razones, también dice que el producto
de las razones sera la razon de los extremos. Y utiliza el ejemplo de los niimeros 5, 4, 12,

3, 20 y 2. Primero se construyen las razones y sus valores (“denominaciones de las

3
20

5-1-4-3-10 600 r
~——— =2 que es la razon 5:2. Pero
4-3:1:20-1 240

proporciones”) z%% y % Luego se multiplican
no hace demostracion alguna de lo que dice. Finalmente afiade que podriamos interponer
todas las “proporciones” intermedias que quisiéramos, obteniendo el mismo resultado.
Andrés Puig apostilla que esto que €l expone podria considerarse la octava maravilla en

relacion a las siete que establece Juan Ventallol (1521) en su libro.
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Hemos consultado la traduccion hecha por Tolra (1619, pp. 481-484) de la aritmética
de Juan Ventallol para analizar cudles son las siete “maravillas” que cita Puig. Se trata de
siete identidades algebraicas acerca de las proporciones. En el Anexo VII estan descritas.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, citar otros autores, mostrar que
sabe mucho (lo que ¢l propone es de la misma categoria que las siete maravillas de
Ventallol, libro famoso en Catalufia), aritmética, proporciones.

Adicion 4, 65, 67

En la primera impresion aparece una tabla de multiplicar de los diez primeros nimeros
(en forma de matriz 10x10. Figura 4). Puig dice que de los Arithmeticos es llamada Tabla

Pitagorica. En la adicion aparece una tabla mas de multiplicar (Figura 5).

H ‘z=—2 &g f——ap ——16 6 —9 =54
I ! "J_;,'_ __4 _}, ¢ ]_7:_ _?_ __9- f_o__l 2—3 —6 4—§ —20 6— 10 —60
2| 4' 6| 8lro|r2f1g 16 |18 | 20 2——4 58 4—6 —24 ———
B Bt e et e Bt B 2—y5 10 4—7 —38 7 —7 —49
5} 6| ofrafrs|18]ar |24 27 30[ 2.—6 —12 4—38 —32 7 —8 —56
Rt bt ot bl it DS ‘"‘\"" - 2—7 —I14 4—9 —36 ¥y —9g —63
4 8 {12016 |20 24 {28 |32 ;36 40‘ 2—8 —16 4—10—40 7 —10 —70
e B e ol el B 2—g —18
5| rolis|2o]z2s| 30|35 |40 }45 5o 2—10—20 T—5 —z5 P —
“'I T o v ae a8 s | o - §—6 ~—30 8 g —72
6 |12 |18 24 {30] 36 |42 148 !54 6o = — —7 35 | | 8 —10 —8o
S D s e RUU DU DS P ——p — 12 - §—8 —40 -
7fiaan |28 155) a2 l40 _’f.l_ﬂ_f _:".?.l == ‘59, —45 9 —9 —381
Y Il Y e c——‘ — e | O~ O —10 —90
il b el kil e o= >
el P e ! —_ —8 — 6—6 —36 .
8 6 6 8 3 24 3 10—10 — 100
72_ 3..‘ :—{, .3-.. f.’.lﬁ- 2 ?:— {-l-?i- 3—9 —27 b6—7 —42 10—100—1000
10 |20 |30]40 50‘ 6o|70 |85 {90 llﬂﬂl 3==10—30 |- 6—8 —48 Mil rezes mil,va cucron

Figura 4. Tabla tipo matriz Figura 5. Tabla por nimeros

Esta nueva tabla es mas practica que la anterior porque de un solo vistazo permite
obtener el resultado de la multiplicacion, sin tener que buscar fila y columna (tal y como
aparece en la primera tabla). Estd organizada por subtablas, una por cada niimero,
comenzando por el 2 (el 1 no aparece porque no tiene utilidad). Cada subtabla comienza
por el producto del niimero por él mismo. Es decir, que se ahorra los productos anteriores
que ya se han calculado en subtablas previas. De esta manera, la nueva tabla contiene los
resultados de los productos y es mas reducida y rapida para su uso que la organizada en
forma de matriz.

Caracteristicas de la adicion: ensefianza, variante, menos ligada a la tradicion culta,
mas facil, mas practico, aritmética, multiplicacion, proporciones.

Adicién 5, 96, 100

Decia en la primera impresion:

[...] es bien advertir & los principiantes, qual sea el intento principal desta regla, por la
dificultad, que siempre ha causado el ver, que multiplicando %por % monta % que es menor
que los quebrados que se multiplican. Y assi digo, que el intento desta regla, es saber quanto
valen % de un entero, valiendo el mismo entero % que realmente es una regla de tres. (Puig,
1672, p. 100).

Como podemos apreciar, el mismo autor indica que esta operacion le cuesta bastante

40



entenderla a los “principiantes”. Es decir, estd dedicada a ensefiar a personas no expertas
en las matematicas. Y sefala algo que sabemos que cuesta entender a los estudiantes
cuando las primeras veces trabajan con las fracciones, que es que el producto de dos
fracciones puede dar lugar a una fraccion mdas pequefia. Esta misma dificultad la
encontramos cuando hacemos ver a los estudiantes de primeros cursos que el producto de
un nimero por otro niimero entre 0 y 1 da como resultado un nimero menor que el inicial.
Y lo contrario cuando dividimos. Ya lo indic6 Brousseau (1980) cuando dijo que el
conocimiento de los nimeros naturales es un obstaculo a la hora de comprender los
decimales, debido a que genera que los estudiantes establezcan relaciones entre estos dos
tipos de nimeros. Y esto mismo ocurre con las fracciones, que se confunde la
multiplicacion con el aumento y la division con la disminucién. Y segin parece, ese
problema ya lo habian detectado en época de Puig y seguramente antes.

Para explicar el por qué el producto de dos fracciones puede ser menor que las mismas
fracciones, utiliza las fracciones como parte-de. Y pone un ejemplo, que consiste en

calcular 12-12 = 144. Y luego calcular% de12=9 y§ de 12 = 8, que multiplicados da 72,
1 . . . .
que es - de 144. Es decir que comprueba con un ejemplo que lo que dice es cierto.

En la adicion hace una explicacion diferente: “Multiplicar no es otra cosa, que de dos
numeros compuestos, tomar el uno tantas veces quantas unidades huviere en el otro”
(Puig, 1711, p. 96). Senala que como multiplicar consiste en tomar tantas veces un numero
como indica el otro, si ese “tantas veces” es menor que la unidad, estamos tomando menos
veces de la unidad, por lo que el resultado tiene que ser menor que el original. Aqui, la
dificultad es entender que “tantas veces” no es un nimero entero de veces, por lo que ese
concepto debe ser entendido previamente por el alumno. En palabras de Puig: “[...] que
aviendo de multiplicar % por g el numero que se tiene de multiplicar, no se puede tomar
una vez entera, porque el multiplicador no llega a uno [...]” (Puig, 1711, p. 96).

Caracteristicas de la adicion: ensefianza, variante, mas facil, aritmética, multiplicacion,

fracciones.

Adicién 6, 97, 100

Esta adicion es similar a la anterior, pero con la division. Ahora lo que pretende es
explicar y poner algunos ejemplos de division de fracciones. Primero indica que no es
necesario reducir a comun denominador: “Reduzimos los quebrados, sin hazer mencion
de hallar nuevo denominador” (Puig, 1711, p. 97). Para obtener el resultado lo que hace

es multiplicar en cruz, tal y como ensefiamos a los nifios. Y mediante un ejemplo, que es
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dividir g entre %, advierte al lector que el cociente es mayor que lo que se parte. Y aqui

tenemos un caso similar al de la adicion anterior. Aunque no lo explica con tanto detalle
como en el caso de la multiplicacion, en realidad el mecanismo explicativo es el mismo.
Dice Puig: “porque el intento desta regla, es saber quanto vale un entero, al respecto que
3/7 del mismo entero valen 7/8” (Puig, 1711, p. 97). Toma las fracciones como operadores
sobre enteros. En la adicion complementa la explicacion anterior con otra diferente. Dice:

Partir [...] no es otra cosa que de dos niumeros propuestos hallar un tercer numero, que nos
declare, y manifieste las vezes, que el partidor entre, 0 esta contenido en el numero que se
parte [...], y si el partidor fuesse menor, mayor seria el cociente. (Puig, 1711, p. 97).

Este tipo de division se llama “cuoticion”, que posibilita la extension del concepto de
divisién a nimeros que no sean naturales, entre otras cosas.

Caracteristicas de la adicion: ensefanza, variante, mas facil, aritmética, division,
fracciones.

Adicién 7, 141, 146

En la primera impresion, el autor resuelve un problema mercantil. Se trata de saber el
montante de una mercancia en la que hay una mezcla de diferentes medidas y el precio
en diferentes monedas. Para calcular el montante total en dinero de toda la mercancia,
realiza una serie de multiplicaciones y aplica la regla de tres en sucesivas ocasiones. En
la adicion explica este mismo problema, pero utiliza fracciones y restos de la division de
fracciones. El proceso es mas sencillo y mecénico. En el Anexo VIII podemos ver un
ejemplo sencillo para comprobarlo.

Caracteristicas de la adicidon: ensefianza, variante, mas facil, mas practico, aritmética,
cambio de monedas, cambio de unidades de medida tradicionales, fracciones.

Adicion 8, 194, 210

La adiciéon comenta un problema planteado que consiste en un préstamo a cierta
cantidad de afios vista, y se calcula el tanto por ciento de interés anual que se cobra. Los
calculos no se hacen con la férmula que conocemos actualmente sino mediante el uso de
una regla de tres compuesta y un poco de ingenio. En la adicion, Andrés Puig indica que
esta manera de reducir muchos pagos a uno solo se realizaba en:

[...] las Contadurias, y Veedurias de la Corte de Madrid, para pasar, y ajustar las cuentas a
los Asentistas de los Exercitos, porque quando los Assentistas pagan de su dinero algunas
cantidades, el Rey les paga interés de su dinero todo aquel tiempo que se les tarda en darles
los pagamentos en el tiempo concertado [...]. (Puig, 1711, pp. 194-195).

Los assentistas del ejército (eran una especie de contratistas) pagaban los suministros

y a los soldados de los ejércitos a cuenta del Rey. Pero en esa época, las arcas estaban
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bastante vacias y el assentista pagaba de su bolsillo y luego le cobraba al Rey con
intereses. Refiere que el caso contrario también ocurre, es decir, que el Rey paga por
adelantado a los assentistas, por lo que les cobra intereses. Y como son operaciones que
se solapan en el tiempo, se suele hacer un solo pago y una sola cantidad. Y a eso se le
llama dia fixo. Pero dice que hasta ahora, eso se ha calculado en perjuicio de una de las
partes, y que ¢l va a explicar como hacerlo para que no haya perjuicio en ninguna de ellas.

Un ejemplo que pone en la primera impresion es el de la Figura 6.

VN mercader dexd 3 vn negociante 4:00.ducados con pac.
to, que €l negociante le tenga de dar 1000. ducados ficte
afios continuos, pagadores al ¢ .bo de cada aroe ; finidos los

. : 4 qualces, el mercader .e da porpagado , y fatisfecho, tanto por
que scria habltual cn la epoca' ruzon de caudai , como de los irterc’ﬂ'cs , pidefed razon de
quarito por 100. ¢l afo fimplemente gana cl-mercader. Redu-

Y lo resuelve de una manera

Primero hace la siguiente suma Figura 6. Adicion 8

1+2+3+4+5+6+7=28. Divide esta cantidad por 7. Que es el nimero de pagas.

Resulta ?=4. Y en esos afios gana el mercader 7000 — 4200 = 2800 ducados. A

continuacion, hace una regla de tres compuesta.

Si 4200 ducados ganan en 4 afios 2800 ducados

100 ducados ganaran en 1 afio ... ....ducados
2800 280000 2

= =16
4200 4~ 16800 3
100 1

El artificio de sumar del 1 al 7 al principio y dividirlo por 7 lo justifica diciendo que el

primer afio tiene que pagar una anualidad de interés, el segundo tiene que pagar por dos
afios, el tercero por tres y asi sucesivamente. Entonces, si sumamos todas las anualidades
que debe y las dividimos por el nimero de afios en que tiene que pagarlas, sale el nimero

de afios en los que se pagarian los intereses. Es decir, si debemos 4200 ducados a pagar

4200

en 7 afios, el primer afio deberemos pagar intereses de 7 -—— ducados, el segundo de 6

@ ducados y asi sucesivamente hasta terminar a los 7 afios. Es decir, pagaremos de
intereses (1+2+3+4+5+6+7) -@ ducados = ? - 4200 ducados = 4 - 4200 ducados. Es

decir, que pagaremos intereses como si fuese en un solo pago en 4 afos.

En otro ejemplo, que es en el que Puig compara el método de los assentistas y su nuevo
método es donde podemos ver que el nuevo método es mas exacto que el anterior. En el
Anexo IX estd este ejemplo resuelto y comparado con lo realizado segun el método de
los assentistas.

Hay que sefialar que la manera en que se calculan actualmente los intereses no es igual
a como indica Puig. Ahora se aplican los intereses sobre lo prestado y €l aplica los
intereses como ya incluidos en lo prestado.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, ensefianza, correccion del error
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en una regla de célculo usual, aritmética financiera, interés.

Adicién 9, 201, 215

En esta adicion explica la manera de resolver correctamente un problema, que segun
dice, ha acontecido en Barcelona (dice aqui en Barcelona, por lo que en ese momento
vive ahi) y nadie se ha puesto de acuerdo en la manera de resolverlo. El lo resuelve aqui
y dice que lo puede corroborar la persona implicada en el problema (es un problema de
un préstamo). La explicacion del problema esta en el Anexo X.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, ensefanza, ejemplo de la vida
real, aritmética financiera, interés.

Adicién 10, 259, 279

Esta adicion viene a completar un problema planteado en la primera impresion que

consiste en calcular cudnto tiempo tardan en encontrarse dos moéviles que viajan en

direcciones contrarias (Figura 7). Exemplo decimo.

Os correosparten en vn mifmo tiempo; el vno de Barceq
lona para ir a Madrid,camino de 10c.leguas,y haze fu ca<
mino en g. dias; ¢l otro parte de Madrid para ira Barcelona ,y

problema se suele resolver conun | baze fu camino ¢a 7. dias; pregunto ; caminando los dos pot
’ ¥a

sistema de ecuaciones usando la vinmilfmo camino,dentro de quantos dias fe‘encGtraran? Mul.

? tiplica los ¢. dias por los 7. y miontaran 6 3. los quales partiras

, .. por 16. fumade 9. con 7.y vendran 3. —3; y dentro de tantos

formula del movimiento dias fe enconrraran. La prucba {¢ hari ordenando dos reglas

Actualmente, este tipo de

rectilineo uniforme v = % Figura 7. Ejemplo décimo

Pero Puig lo resuelve utilizando una serie de calculos que son 9:7=63;9+7 =

16; 63:16 =3 1—2 Y da una prueba de la correccion de los calculos utilizando dos reglas de
tres. Si en 9 dias camina 100 /eguas, en 3 E dias caminard 43 % leguas. Y el otro, sien 7
dias camina 100 /eguas, en 3 1—2 dias caminara 56 % que sumadas a las anteriores daran las

100 leguas. Pero esto no es mas que una comprobacion del resultado. No es una
demostracion de que esa serie de célculos es la solucion del problema. Si examinamos
entre qué cantidades esta hecha esa serie de célculos, podemos constatar que carecen de
sentido. De hecho, atendiendo a Puig y Cerdan (1991), se ha producido un proceso de
traduccion de un problema verbal a una serie de operaciones aritméticas, pero lo que hace
falta para que ese proceso de traduccion pueda desencadenarse es que en el campo
semantico del texto del problema sea posible dotar de sentido a dichas operaciones. Y
vemos que la primera de las operaciones, 9-7, se hace entre la cantidad “tiempo que tarda
el que sale de Barcelona™ y la cantidad “tiempo que tarda el que sale de Madrid”, producto
que carece de sentido. Sumar esas dos cantidades, que es lo que se hace en la segunda de

las operaciones, también carece de sentido. Y, careciendo de sentido ambas, dividir una
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por otra es imposible que lo tenga. Este problema es uno de los tipicos estudiados en Puig
y Cerdan (1990 y 1991), Filloy, Puig y Rojano (2008) y Puig (2010).

En Puig y Cerdan (1990 y 1991) se analiza la estructura del proceso de resolucion de
los problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal, utilizando como instrumento
de analisis un tipo de diagrama derivado del método de analisis y sintesis, y se constata
que hay andlisis realizados con este método que no permiten resolver de manera
aritmética ciertos problemas, porque esos analisis los abocan a una solucion algebraica,
pero que esos mismos problemas pueden ser analizados de otra manera que si que conduce
a una solucioén aritmética. Posteriormente, en Filloy, Puig y Rojano (2008) y Puig (2010)
se analiza la estructura del proceso de resolucion utilizando como instrumento de analisis
un tipo de grafo derivado del método cartesiano, en concreto, del primer paso del método
cartesiano que es la lectura analitica del enunciado del problema que lo transforma en una
red de cantidades entrelazadas por relaciones. Con este instrumento se hace posible
determinar si una lectura analitica concreta de un problema admite o no una solucion
aritmética, simplemente examinando las propiedades del grafo que representa esa lectura
analitica. Igualmente, se constata que de un mismo problema se pueden hacer lecturas
analiticas distintas, y que estas lecturas analiticas pueden ser unas aritméticas y otras
algebraicas, de manera que los grafos correspondientes serdn unos aritméticos y otros
algebraicos.

Laregla que plantea Puig (1672) para resolver el problema es una regla aritmética, una
sucesion de operaciones aritméticas con cantidades conocidas, pero, como hemos visto,
esas operaciones carecen de sentido como operaciones entre las cantidades del problema
enunciado. Ahora bien, en cualquier lectura analitica del problema, tanto si es aritmética
como si es algebraica, todas las cantidades y todas las relaciones entre ellas se obtienen
examinando su significado en el contexto de la historia descrita en el enunciado, las
operaciones entre las cantidades que se puedan hacer a partir de esas relaciones tienen
pues sentido.

Si la lectura es aritmética, hay una manera de recorrer el grafo que la representa,
haciendo operaciones siempre entre datos (los iniciales o datos obtenidos a partir de ellos)
hasta obtener la incégnita del problema. Todas las operaciones que constituyen la
solucion del problema, tendran por tanto sentido como operaciones entre las cantidades
del problema.

Si la lectura es algebraica, la situacion es distinta. En ese caso, una vez designada una

cantidad (o mas de una) con una letra, hay una manera de recorrer el grafo que la
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representa, haciendo operaciones entre datos e incognitas (o, dicho de forma mas general,
entre expresiones algebraicas) hasta obtener una ecuacion, igualando dos expresiones
algebraicas distintas de la misma cantidad. Todas las operaciones que se hacen para
construir la ecuacion tendran por tanto sentido como operaciones entre las cantidades del
problema. Sin embargo, en este caso, no termina ahi la resolucion del problema, falta
resolver la ecuacion, y las operaciones que se hacen para resolver la ecuacion, ya no son
operaciones que se correspondan con las relaciones obtenidas en la lectura analitica, sino
las transformaciones algebraicas y las operaciones del algoritmo o férmula que resuelven
la ecuacion. Esas transformaciones y operaciones responden a significados puramente
algebraicos entre cantidades abstractas y no tienen por qué tener sentido entre las
cantidades concretas del problema.

Es decir, si la regla que da Puig (1672) para resolver el problema es un conjunto de
operaciones aritméticas sin sentido entre las cantidades del problema, no puede ser el
resultado de una lectura analitica aritmética. Caben dos grandes posibilidades: o bien es
el resultado de una lectura analitica aritmética cuya serie de operaciones con sentido se
ha transformado a posteriori en la serie de operaciones sin sentido de la regla mediante
propiedades aritméticas, probablemente para que la regla sea mas concisa; o bien es el
resultado de una lectura analitica algebraica, y la regla esta construida a partir de las
operaciones que resuelven la ecuacion o incluso de una simplificacion algebraica de ellas.

En el Anexo XI desarrollamos el proceso de anélisis del problema haciendo una lectura
analitica aritmética, usando para representarla el instrumento de los grafos expuesto en
Filloy, Puig y Rojano (2008) y Puig (2010).

Ahora nos planteamos si Puig (1672) pudo llegar a su solucion (carente de sentido)
por medio de la transformacion de otra solucion con sentido como la que mostramos en
el Anexo XI. No podemos saberlo porque no lo explica en ningun lugar, pero la regla que
presenta para resolver el problema en esta adicion que aparece en Puig (1715), se
corresponde precisamente con la lectura analitica que acabamos de presentar, como
veremos a continuacion. Otra opcion es que echara mano del dlgebra para obtener esa
regla aritmética a partir de la serie de operaciones que resuelven la ecuacion. Aunque eso
tampoco podemos saberlo, veremos al examinar la ultima de las adiciones, que con

respecto a otro problema dice que una resolucion algebraica explica una regla aritmética,

en Sus proplas palabraS’ expllca e IDe ortra mancra: Parte las 100. leguas por los o. dias

que el vno las camina,y hallacas 1 1.} ,y rancas Ieguas camina
efie cada dia:Parte afdimifmo las dichas 100. leguas por los 7~
¢ : : dias que cl,otro las camina, y hallards 14. 3, y tantas camina

de dOl’lde Sale el artlﬁCIO de efic otro cada dia: Parte affimifmo las 1oo.leguas por 25. 2§
fuma <le las leguas que los dos caminan cada dia, y vendran
los mifmos 3-dias !} que por la otra via has hallado.

aquel modo de obrar” (Puig, Figura 8. Adicion 10
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1715, p. 548). Veamos la resolucion propuesta en la adicion (Figura 8).

La serie de operaciones con que resuelve el problema en la adicion son las mismas de
la lectura analitica aritmética que hemos presentado, por lo que todas tienen sentido, y
Puig (1715) explicitamente indica con qué cantidades esta operando cada vez y cual es la
cantidad que resulta.

En el Anexo XII presentamos otra lectura analitica algebraica del problema, que resulta
mas natural o mas habitual una vez se dispone del lenguaje del algebra simbolica. Como

. roe ’ 100 J
resultado de dicha lectura analitica obtenemos la formula ¢, = To_ o0 Y éstas son las

9 7

operaciones que Puig (1715) indica en esta adicion.

Entonces nos podemos plantear la cuestion de si, en la adicidon, Puig (1715) esta
explicando la solucidon que €1 habria obtenido de esta resolucion algebraica del problema,
o bien de la resolucién aritmética que hemos presentado antes en la que las operaciones
tienen sentido. Pero esta es una cuestion a la que no podemos dar una respuesta con
certeza, con los datos que tenemos.

Caracteristicas de la adicion: ensefianza, variante, aritmética, problema de méviles de
encontrar, regla intuitiva.

Adicion 11, 298, 321

En esta adicion demuestra que un nimero que no es cuadrado no se le puede sacar la
raiz cuadrada (en el &mbito de los nimeros naturales). Aqui, Puig se refiere a nimero en
el sentido euclidiano. En el libro VII de los Elementos de Euclides, en la definicion 2,
define el niimero como una pluralidad compuesta de unidades. Es decir, que un nimero
es un numero natural (excepto el 1 que es el origen de los numeros). Por lo tanto, lo que
quiere demostrar Puig es acerca de los naturales. La demostracion la realiza con un
ejemplo y por reduccion al absurdo. Podemos verla en el Anexo XIII.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, enseianza, aritmética, calculo
aproximado, célculo de la raiz cuadrada.

Adicioén 12, 317, 340

En esta adicion da una solucion |~ zxémple xX1z. Divideme cftc numero quadrado 136. J.ed
‘gres tales partes, que juntas de dos en dos hagan aumero qu‘-
nueva a uno de los ejercicios de la | #5842 difcusza ek cutiofd en 1a segla, 6 bica lo b“f“;“:‘“ﬂ

X X ., L. . B que $0.%,42. 7,y 03. } fon las tres pan&s que fe Epldcn‘.
primera impresion y ademas indica | e&~ Tambien pueden fer 17.33%5, 15 5. 3425y 33. 2i2hy orras
muchas, porque qualguier numeéro quadrado fe puede dividie
en muchas diferentes tres partes , que fiempre tendran las pm,‘

que hay mas soluciones posibles |Zfilaades, que aquife piden.

(Figura 9). Figura 9. Adicion 12

No explica como se hace, pero hay algunos ejemplos anteriormente que nos dan idea
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del fundamento de lo que hace. En concreto, en el primer ejemplo del capitulo explica la
manera de obtener dos cuadrados cuya suma sea también un cuadrado. Es un tipico
problema de Diofanto. En el ejemplo segundo hace lo mismo que en el anterior, pero para
tres cuadrados. De esta manera puede construir ternas de nimeros cuadrados que sumen
otro cuadrado. Ahora, utiliza esto para, mediante el artificio que explica en el ejemplo
quinto, donde dice cémo construir una terna de cuadrados que sumen otro cuadrado
mediante el uso de otra terna ya conocida, obtener otra solucién. El procedimiento lo
podemos ver en el Anexo XIV.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, enseflanza, variante, nimeros
cuadrados, aritmética.

Adicion 13, 317, 340

Las adiciones 13 a 16 entran en el capitulo XI del libro cuarto, donde se ponen
ejemplos de geometria resueltos de manera aritmética. Pero estas 4 adiciones no son en
realidad ejemplos sino enunciados de teoremas ya que todos comienzan con un “si...

2

entonces...”. Ademas, se enuncian de manera teorica, aunque se desarrollan
genéricamente con un ejemplo. Veamos la primera adicion: “Exemplo II. Si sabidas las
canas cuadradas, que tiene un campo, quieres saber quantas canas tiene su lado, haras de
esta manera [...]” (Puig, 1711, p. 317).

Ahora pone el ejemplo de un campo de 5625 canas cuadradas y para calcular el lado
saca la raiz cuadrada, que es 75 canas (una cana son ocho palmos, o unos 180 cm). Y
apostilla que donde en geometria se habla de lado del cuadrado, en aritmética se habla de
raiz cuadrada.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, variante, teoremas en vez de

problemas, generalizacion, geometria.

Adicion 14, 317, 340

Esta adicion tiene las mismas caracteristicas que la anterior. El enunciado es el
siguiente: “Exemplo IV. Si por la noticia de un lado de un paralelogramo, y de su area,
quieres saber el otro lado, aras assi [...]” (Puig, 1711, p. 317).

Aqui simplemente calcula el lado de un rectangulo conociendo su area y el otro lado.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, variante, teoremas en vez de
problemas, generalizacion, geometria.

Adicion 15, 318, 341

Esta adicion también es del mismo tipo que las anteriores. Dice asi: “Exemplo VI. Si

por la noticia de la area de un triangulo equilatero (6 de lados iguales, que todo es uno),
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quieres saber su lado, aras assi [...]” (Puig, 1711, p. 318).

Si el area es 4 y la longitud del lado es /, la formula que propone Puig es é =" A—;, que

es correcta. También advierte que si se sabe por nimero cudnto mide el lado, no se sabra
por nimero cudnto mide su area, y viceversa. Ya sabemos a qué se refiere con nimero
Puig, a nimero natural. Por lo que esté diciendo indirectamente que la raiz de 3 no es un
numero natural. Y dice que estas dos cantidades (lado y area) son inconmensurables entre
si, al igual que lo son el lado del cuadrado y su diagonal.

Caracteristicas de la adicién: contenido matematico, variante, teoremas en vez de
problemas, generalizacion, geometria.

Adicion 16, 319, 341

Otra adicion del mismo tipo que las anteriores. En este caso es: “Exemplo VIII. Si por
la noticia de la area quieres saber el diametro del circulo, aras desta manera...” (Puig,

1711, p. 319).
La formula que aplica para obtener el didmetro a partir del area es d = [%, Si

desarrollamos esta formula, obtenemos para el area 4 = %-dz . 'Y si hacemos uso del
radio, 4 = g -2, Con lo que estd tomando como 7 el valor de g, lo que se ajusta bastante
al valor real de . Expresamente, Puig dice que el valor de m, aunque no utilice el signo
ya que se empez06 a utilizar en 1706 (Beckmann, 2006, p. 19), es de 3%.

También indica que para calcular el perimetro (la circunferencia, como le llama Puig),
basta con multiplicar el didmetro por el nimero 3 % (que como sabemos es la aproximacion
de ). Para una figura oval (una elipse), se calcula su 4area multiplicando el largo por el

11-L-1 .

ancho, el producto multiplicado por 11 y dividido por 14. Es decir, 4 =—-, que si

Ll

introducimos 7, seria la formula 4 = — Normalmente se utilizan los dos radios, entonces

A=m-R-r.
Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, variante, teoremas en vez de
problemas, generalizacion, geometria.

Adicién 17, 327, 351

Esta adicion viene a explicar, (aunque no a demostrar) un ejemplo anterior. En
concreto, el ejemplo XIII (capitulo XII, libro cuarto). Este ejemplo dice:

Un hombre quiere esmercar 36. reales en 36. cabegas de volateria, conviene a saber en
capones a 4. reales cada uno, en gallinas a 3. reales cada una, y en mierlas a 6. dineros cada
una; preguntase quantas cabecas comprara de cada especie; para que sean justamente 36.
cabecas, y valgan justamente 36. reales. (Puig, 1711, p. 327).
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El problema consiste en que un hombre quiere invertir 36 reales en 36 aves, sabiendo
que los capones valen a 4 reales cada uno, las gallinas a 3 reales cada una y mirlos (Esteve
y Belvitges, 1803) a 6 dineros cada uno. Hay que averiguar cuantos animales hay de cada
tipo.

En la primera impresion, Puig dice que no se para a explicar la regla para resolver el
problema porque “no esta fundada en reglas generales, como muchos aritméticos
ensefan” (Puig, 1672, p. 351). Y directamente da la solucidon, que es de 5 capones, 3
gallinas y 28 mirlos.

En la adicion indica que los autores que resuelven este problema lo hacen por tanteo,
pero que en realidad se trata de una regla general, y verdadera, y que, si se aplica, se puede
saber si el resultado es correcto o falso o si tiene varias soluciones. Y pasa a plantear otro
problema similar y a resolverlo. Ahora veremos que el proceso de resolucion tiene mucho
que ver con la resolucion de un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, pero
expresamente advierte Puig que “es una regla general en el arte menor sin aver de acudir
a la Algebra” (Puig, 1711, p. 327). Por lo tanto, estamos ante un problema que segun el
propio Andrés Puig es aritmético, pero no sabemos si se trata de un problema que segiin
Puig (2010) tendria una lectura analitica realmente aritmética o requeriria una resolucion
algebraica. Sea como sea, si en paralelo a los pasos que va dando Puig, se hace la

resolucion algebraica, se entiende perfectamente el sentido de las operaciones.

ris la que fe figue ; fupongafe que 30. Perfonas han de pagar
zo.reales, y que ay hon\br:s mugeres , y_niitos, que los hom-
btes han depagar a 3.rcales cada vno, las mugeresa 3. fucldos,

y los niftos & va fueldo ; pidefe quantos {on los hombres, quan-
tas las mugeres , y quantos los nifios? Refpueia, mirefc. la di-

Figura 10. Adicion 17

Este es el problema

(Figura 10):

N®¢de hombres = x

Mirese la diferencia que ay de un sueldo que paga cada nifio, a 6.
sueldos que paga un hombre, y hallaras 5. dexalos aparte.

Mira assi mesmo la diferencia, que ay de un sueldo a los 3. sueldos que
paga cada muger, y hallaras 2. dexalos también aparte.

N2 de mujeres =y

N2 de nifios = z

1 real = 2 sueldos
x+y+z=30

{6x +3y+z=60

Ahora se ha de mirar que si todas las 30. personas fuesen nifios, no
pagando mas de un sueldo cada uno, solo pagarian 30. sueldos, y
quedarian por pagar otros 30.

Los quales dividiras en dos partes tales, que la una se pueda dividir
enteramente por 5. y la otra por 2. que son los dos numeros que dexastes
aparte.

6x + 3y +z =060
—(x+y+z=30)

5x+ 2y =30

Saca 5. de 30. te quedaran 25. Y como no se pueden partir enteramente
por 2. saca otros 5. y te quedaran 20.

Six=1= 2y =25
Six=2=2y=20

Que partidos por 2. vienen a ser 10. y tantas diras que son las mugeres.

y=—= 10 mujeres

Y porque el 5. se ha sacado dos veces diras, que dos son los hombres.

x = 2 hombres

Los que faltan hasta 30. que son 18. son los nifios.

10+2=12= 30—
12 = 18 ninos
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También indica Puig que hay otra solucidn posible, que es cuando dividimos 30 entre
2, que le podiamos quitar dos veces 5 y también se podria dividir entre 2, por lo que habria
otro resultado posible, que seria 4 hombres, 5 mujeres y 21 nifios.

Asimismo, dice que este tipo de problemas no tendria solucion si las dos partes que
quedan no son divisibles por los nimeros que hemos calculado. Para terminar, plantea y
resuelve (sin explicar los pasos) otro ejemplo del mismo tipo.

Caracteristicas de la adicidon: ensefianza, variante, mas practico o mas rapido,
aritmética, problema de reparto, regla explicada con ejemplo.

Adicién 18, 341, 366

Esta adicion es especial. En la impresion de 1711 de Figuero no aparece (y deberia ir
en la pagina 342). En la impresion sin fechar de Giralt si aparece. En la impresion de 1715
aparece en la pagina 341. En las demds impresiones también aparece. Es decir, esta
adicion aparece en todas las impresiones menos en la primera y en la de 1711 de Figuero.
La adicion es: “Exemplo XLII. Un hombre compro 17. gallinas y 80. huevos por 78.
reales, y al mesmo precio compro 24. gallinas, y 56. huevos por 103. reales; pidese quanto
le costo cada gallina, y lo que pago de cada huevo?” (Puig, 1715, p. 341).

Con ojos actuales, lo primero que intentariamos es resolver el problema mediante un
sistema de ecuaciones, pero Puig lo resuelve en este lugar con proporciones. Indica las
operaciones necesarias para llegar a la solucidén, pero no las fundamenta. Sin una
explicacion, la resolucion es dificil de entender.

Como veremos mas adelante, este mismo problema lo tenia ya desde la impresion de
1711 (la adicion 20) pero resuelto de manera algebraica. Ademas, curiosamente esta
adicion 20 no estd colocada en su lugar correspondiente sino al final del libro. Es decir,
en la impresion de 1711 aparece la adicion 20 pero no la 18. Posiblemente el impresor de
la de 1711, Figuero, tuviera documentos para afadir en las adiciones postumas de Puig,
pero se le pasara anadir la adicion 18 y la 20, y cuando el libro estaba ya compuesto
encontrara la 20 y la afiadio al final o encontrara la 18 y la 20 y decidi6 afiadir s6lo la 20.

Pero a partir de esta impresion, en las siguientes ya si aparece la adicion 18 en su lugar,
pero la 20 sigue al final del libro, y ademds con una pequeiia aclaracion que indica que la
20 “se ha 4 buelto a poner aqui, para que veas, y entiendas de donde sale el artificio de
aquel modo de obrar” (Puig, 1715, p. 548). Es decir, que Puig se da cuenta de que el
artificio empleado en la adicion 18 no es sencillo de entender y lo “explica” con la
resolucion algebraica de la adicion 20. Y esto parece que es un ejemplo de creacion de un

artificio aritmético a partir de una resolucion algebraica de un problema ya que el artificio
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empleado carece de sentido si no se ampara en la resolucion algebraica.

Caracteristicas de la adicion: ensefianza, variante, mas practico o mas rapido,
aritmética, proporcionalidad, regla que proviene de la resolucion algebraica (pero que se
puede pensar aritméticamente).

Adicioén 19, 342, 366

Esta adicion es un capitulo completo afiadido al final del libro cuarto. Se trata del “Cap.
XIII. En el qual se siguen las evidencias” (Puig, 1711, pp. 342-351).

Son 39 identidades algebraicas enunciadas de manera verbal y acompafadas con
ejemplos numéricos (son en realidad teoremas). Con estas identidades ya se justifican las
transformaciones algebraicas que realiza al resolver ecuaciones en los siguientes dos
libros (los de algebra). De hecho, ya en la primera identidad dice: “Esto aunque parece
cosa de poca consideracion, es de suma conveniencia para reducir mucha parte de las
igualaciones compuestas, a simple igualacion, como en su lugar se manifestara” (Puig,
1711, p. 342).

Al final del capitulo hace una introduccion de los dos libros siguientes del algebra,
afladiendo que por medio del algebra se pueden resolver todos los problemas aritméticos.
Quizas por eso mismo utilice en ocasiones el algebra para “explicar” los artificios que se
hacen en la aritmética. Seguramente las 39 identidades que expone en el capitulo son un
nexo fuerte de enlace entre aritmética y algebra. En el Anexo XV estan descritas todas
las evidencias.

Las evidencias 34 a 37 justifican las operaciones realizadas en la cuarta parte de la
“regla de Algebra”, que es la “extraccion de raiz”.

Caracteristicas de la adicion: contenido matematico, ensefianza, identidades
algebraicas expresadas verbalmente, teoremas, algebra.

Adicion 20, 547, 576

Esta ltima adicidn sirve para explicar un problema que deberia ir en el libro quinto
(de algebra racional). Puig lo indica expresamente. En las impresiones posteriores a esta,
indica que este problema es similar a otro afiadido en el libro cuarto, pero que en aquel
lugar estaba resuelto de manera aritmética y aqui algebraica. Hay que afiadir que esta
segunda apostilla no estd en la impresion de 1711 de Figuero porque en aquella impresion
tampoco estaba este problema resuelto aritméticamente.

El problema es este: “Exemplo XLII. Un hombre compro 17. gallinas y 80. huevos por
78. reales, y al mesmo precio compro 24. gallinas, y 56. huevos por 103. reales; pidese

quanto le costo cada gallina, y lo que pago de cada huevo?” (Puig, 1715, pp. 547-548).
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La resolucion algebraica que describe da sentido a las operaciones que hace en su
resolucion aritmética, por lo que vemos una vez mas que el algebra puede servir para
“explicar” la aritmética. En su resolucion aritmética no hace mas que realizar las
operaciones conducentes a resolver la ‘“igualacion” que utiliza en su resolucion

algebraica. Veamos esa resolucion algebraica.

una gallina vale 1. co.de huevos
17. gallinas valen 17.co.de huevos

1 gallina = x huevos
17 gallinas = 17x huevos

y 80. huevos mas que compro con ellas,

son 17.co0.p.80.y esto es lo que vale 78.reales

17x +80 - 78

luego las 24. gallinas al mesmo
precio valen, 24. co.de huevos

24 gallinas = 24x huevos

y 56. huevos mas que con ellas compro,
son 24.co.p.56.y esto es lo que le costo
103.reales

24x + 56 - 103

estas quatro cantidades son proporcionales,
y la multiplicacion de la primera por la
quarta, es igual a la multiplicacion de

la segunda por la tercera, las quales

quatro cantidades proporcionales estan
desta manera,

17.co.p.80.primera, 78.reales segunda,
24.co.p.56.tercera,y 103.reales la quarta;

y siguiendo la regla hallaras, que el producto

de la primera por la quarta,

es 1751.co.p.8240. que sera igual

al producto de la segunda por la tercera,
que son 1872.co.p.4368.

(17x 4+ 80) - 103 = 1751x + 8240
78+ (24x + 56) = 1872x + 4368
1751x + 8240 = 1872x + 4368

que siguiendo la igualacion ... hallaras

que la co.vale 32.y tantos son los huevos x =32
que vale una gallina;
luego las 17. gallinas valen 544. huevos,
que juntos con los 80. que con ellas comprod 17 x =544
’ 544 + 80 = 624

seran 624.

y partiendo 1872.dineros
(que son los 78.reales que les costaron)

78 reales = 1872 dineros

1872
por estas 624. hallaras 3.y 3. dineros pago — =
de cada huevo, 624
y valiendo cada gallina 32. huevos, como 32.3 =96

hemos hallado; siguese, que cada una le
costo 96.dineros, que son 4.reales ...

96 dineros = 4 reales

Si nos fijamos, los pasos que luego “copia” en la resolucion aritmética son:

17-103 = 1751 (17x 4+ 80) - 103 = 1751x + 8240
80-103 = 8240

24-78 = 1872 78 - (24x 4+ 56) = 1872x + 4368
56-78 = 4368

1872x + 4368 = 1751x + 8240

1872 — 1751 =121 121x + 4368 = 8240

8240 — 4368 = 3872 121x = 8240 — 4368 = 3872

3872

——=32 xX=———=32

121

Como ya comentamos en la adicion 18, alli se resolvia este mismo problema de manera
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aritmética mediante un artificio que precisamente consiste en las mismas operaciones de
la resolucion algebraica. Las dificultades en explicar la resolucién de este (y otros)
problemas en el campo de la aritmética quizas sean el motivo por el que Puig no lo hace,
y espera a la resolucion algebraica para hacerlo. Pero la resolucion algebraica tampoco es
como la hariamos en la actualidad ya que seguramente nosotros utilizariamos un sistema
de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Pero para Puig esto no seria posible ya que
con el algebra que utiliza no es posible operar mas que con una incognita (la cosa).
Entonces, se tiene que valer de un artificio que consiste en calcular sélo con una variable
y pasar la otra en funcion de esta (utilizar una proporcion). En el caso concreto, lo que
hace es pasar el valor de la gallina a unidades de huevos (huevos por gallina) y asi tiene
solo una incognita. Pero ni siquiera €l podria pensar en este artificio como un cambio de
variable (ya que para €l solo tiene sentido una incdgnita) sino mas bien como una
estrategia de resolucion. Esto es, 17x + 80: 78 :: 24x + 56: 103, y aplicando una de las reglas
de la proporcionalidad, “primera por cuarta es igual a segunda por tercera”, obtiene la
ecuacion (17x +80)-103 = 78 (24x + 56) a partir de la proporcion. Con x como la
cantidad de huevos que valen una gallina.

Caracteristicas de la adicion: ensenanza, contenido matematico, variante, mas practico

0 mas rapido, algebra, cambio de variable.

10 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Hemos podido encontrar poca informacion del autor, salvo que nacié en Vic, estudid
con Juan Serrano en Valencia y trabajo en Barcelona, seguramente como maestro de
mercaderes y como profesor particular. Solo tenemos noticias de que escribiera el libro
que hemos analizado, que segiin el nimero de impresiones y el periodo que abarcan, debid
tener relativo éxito.

Seglin el andlisis comparativo que hemos realizado de su lenguaje algebraico, se acerca
mas al del siglo anterior que el de su contemporaneo José Zaragoza, mas moderno. El de
Puig es un lenguaje sincopado y el de Zaragoza es simbdlico.

Hemos analizado sus dos reglas generales de resolucion de ecuaciones polindmicas.
La primera, que se la ensefia su maestro Juan Serrano y que seguramente tenga influencia
de Viete, la hemos comparado con la de Zaragoza, que también seguramente esté influida
por Viete. Hemos concluido que tanto Zaragoza como Puig simplifican algo sus célculos
respecto a los que realiza Viete, pero Zaragoza es mucho mas organizado y explica con

mucho mas detalle todo el proceso de calculo que Puig.
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En cuanto a la segunda regla de resolucion de ecuaciones polindomicas, en este caso
por aproximacion, Puig dice que es una modificacion de un método que ha aprendido de
Esteban de Roca (Estienne de la Roche). Sabemos que este método lo copié de la Roche
de Chuquet, ya que lo hemos comprobado. Ambos métodos, el de Chuquet y el de Puig,
tienen algunos parecidos, pero no son iguales. Chuquet utiliza su método para resolver
raices de manera aproximada y también ecuaciones polindmicas. Puig, en cambio utiliza
su método para resolver ecuaciones, pero siempre de manera exacta, es decir, no utiliza
su método para encontrar una solucion aproximada de la ecuacion, sino que la solucién
es exacta y el método la encuentra.

Por ultimo, en las adiciones hemos encontrado conexiones entre aritmética y algebra
en algunas de ellas. Por ejemplo, problemas que en la primera impresion se resuelven de
manera aritmética y sin explicacion, en las adiciones se resuelven ademas de manera
algebraica y se explican. También lo contrario, problemas resueltos de manera algebraica
en la primera impresion, en las adiciones se explican procedimientos aritméticos para
resolverlos. Otras adiciones muestran identidades, como las conocidas identidades
notables, que explican algunas de las operaciones realizadas en la primera impresion, y
que quedaban un tanto oscuras. Por ejemplo, muestra las identidades correspondientes a
la formula para resolver ecuaciones de segundo grado. También hemos visto el artificio
que utiliza para poder resolver lo que para nosotros seria un sistema de ecuaciones, pero
utilizando s6lo una incognita (la cosa).

Pero atin queda mucho por hacer. Solamente hemos completado una primera parte de
la ida de un ciclo de ida y vuelta, tal y como

Implementacion

Puig (2019, p.119) indica en su primera dida

Analisis del
libro de texto

observacion (Figura 11). Ahora nos queda
disefiar una implementacion didactica para

aplicar lo que hemos aprendido con el analisis

de nuestro texto, implantar en las aulas dicha
implementacion y ver si se consiguen mejoras en el aula
en el proceso de ensenanza-aprendizaje. Y
asi, completariamos un primer ciclo, que . . : '

’ p p - 4 Figura 11. Ciclo de ida y vuelta
podria continuarse con mas ciclos de mejora.
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ANEXO I. Resolucion de una ecuacion por el método general de resolucion de
ecuaciones de Andrés Puig

Se trata de resolver la ecuaciéon x3 + x% + x = 16275.

La soluciodn, en principio debe ser un niimero de 2 cifras. Hay que advertir que si la
solucion tiene mas de dos cifras, el proceso se convierte en recursivo, de forma que se
iran seleccionado de izquierda derecha los digitos de la solucion de dos en dos, y con el
primero obtendremos el segundo basandonos en el desarrollo del binomio formado por
ambos (como veremos a continuacion). Una vez que ya hemos encontrado los dos digitos
mas significativos (empezando por la izquierda), esos dos formaran un numero y junto al
siguiente digito se formar4 nuevamente un binomio que nos ayudard a calcular el nuevo
digito. Y asi sucesivamente hasta que los encontremos todos.

Sigamos con el ejemplo. La solucién la podemos representar por N = 10a + b.
Entonces,

N3 =(10a+h)3=103-a3+3-102-a?-b+3-10-a-b?+ b3
N? =(10a+ b)? =10%-a*+2-10-a- b + b?

Los factores estan ordenados de mayor a menor peso. Ahora vamos a poner la
ecuacion, suponiendo que N es la solucion de la misma.
(10°-a*+3-10%-a*-b+3-10-a-b*+b*)+ (10*-a*+2-10-a b+ b?) +
(10a + b) = 16275

Puig hace las siguientes operaciones (con su nomenclatura, por supuesto).

Primero, separa el nimero 16275 en grupos de 3 en 3, comenzando por la derecha. Se
obtienen dos grupos. Con el de la izquierda obtendremos el digito a y con el siguiente el
b.

El digito a se obtiene calculando la raiz cubica entera. Es decir, Y16 = 2.

Al 16275 le restamos los factores que no contienen el digito b y que posiblemente
sean los de mas peso (aunque no siempre, pero no se puede restar ningiin factor que
contenga el digito b porque atin no se conoce) de cada una de las potencias de la incognita,
obteniendo el primer residuo.

;. = 16275 —10%3-a3 - 10%-a? — 10a = 103-23 —10%2-22 - 102 = 16275 —
8000 — 400 — 20 = 7855
Ahora es el momento de obtener el digito b. Sabemos que el residuo que hemos

calculado corresponde a los factores que no hemos restado. Es decir:

61



1, =7855=(3-102-a?-b+3-10-a-b*+b3)+(2-10:a-b+b*>)+ () =3
10%-2%-b+3-10-2-b*>+b3) +(2-10-2-b + b?) + (b)
De todos estos factores, el de mayor peso es el primero. Descartamos el resto y

aproximamos b al entero que nos salga de hacer la siguiente division:

_ . 7855 e
T‘1=3'1O a b$b=m:655=6

Es decir, el divisor es solamente el factor de mas peso de todos los que tenemos. Hay
que notar que a veces el valor de b no es el correcto ya que es posible que el residuo que
quede sea demasiado pequeiio como para poderle restar mas factores. Esto lo avisa Puig
que puede ocurrir. En ese caso, se toma un valor inferior. Vamos a comprobar que este es
el caso. Sigamos con el proceso.

Ahora, al residuo que tenemos le restamos los demés factores, ya que conocemos b.
r,=1—(3-102-22:-64+3-10-2-62+63)—(2:10:2:6+6°) — (6) =
7855 — 9576 — 276 — 6 = —2003

Y claramente nos hemos pasado con el valor de b. Por lo tanto, recalculamos con un
valor inferior de b. Tomamos b = 5.
r,=1r,—(3-10%2-22-5+3-10-2-52+53) —(2:10-2-5+5%) —(5) =
7855 —7625—225-5=0

Y la solucidn de la ecuacion es N = 25.
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ANEXO II. Resolucion de una ecuacion por el método general de resolucion de
ecuaciones de Andrés Puig

Resolvamos la ecuacion x% — 4x = 165.

Sea la solucion N = (10a + b) ya que debe tener dos digitos. Tomamos V1 = a.

N? = (10a + b)? =10%-a?+2-10-a- b + b?
1, =165—10%-a?+4-10-a =165 — 100 + 40 = 105

_ 105

2-10-a
r,=r,—2-10a*b—b*+4-b=105—-2-10-1-5—-5%2+4-5=105—100 —
254+20=0

b =5

Y la solucién es N = 15.

63



ANEXO III. Resolucion de una ecuacion por el método general de resolucion de

ecuaciones de Andrés Puig

Resolucion de la ecuacion del ejemplo sexto, pp. 455-458.

Andrés Puig

cfte num.14424. fe compone de 1.cu.p.1.ce.p.co.

Con simbologia actual

x3 4+ x% + x = 14424

Raiz cubica, = Raiz quad. Raiz. Se separa el término independiente en grupos de 3, 2
14414} . 4o 24 YL
' ?’411‘}: o Tk ‘4“? N3 = (10a + b)* =10°-a*+3-10*-a?-b + 3~
- S R R T S S
N? =(10a + b)> =10%-a®> +2-10-a-b + b?
N=10a+b
1443412 14424, T4424 314 =2
e i e . Los factores mayores de cada una de las potencias:
', P2 : 103 -a® =103 - 2% = 8000
TP . Para hallar agora lefegundafeerafe 102 - g2 = 102 - 22 = 400

——m——— ' ‘quadrarila primera,.ycl quadrado fe
__.i‘fffi"m it gmltiplicari ;or' 3. aﬁadirqal produto
' . " 6004 relta. doszeros,y montarin 1200, pof quales
o _ . fepartirinlos 6004. que fobraron, y da-
‘Yemosle 3 4.7 efte fe affentard al lado dela primera letra ha.
Madi. gné es .y affi thifmo (¢ affentard entrélas dos lincas,

10a =10-2 =20

Los sumamos:

8000 + 400 + 20 = 8420
Calculamos el primer residuo:
r = 14424 — 8420 = 6004

14424 | 24 T4424- 14424 __m _ 6004 _ 6004 _
YN RN E o B T 310%2q2 310222 1200
ro BE T ag o Aqui, aunque no lo diga, ha tenido que recalcular ya
e ——— . que deberia ser 5 y no 4, pero como se pasaria con 5,
O e Th m e S En por eso recalcula y utiliza el 4.
Tggso.famz "7 ‘Nota ; quefi 165 caraeres  Los factores que quedan de N*:
'69-04 * mm’ © que vinieren¢gn Jadiceiondel  3:10%2-a%-b =3-10%-2%2-4 = 4800
—— |0, = T, nollevanlavnidad, fifo  3.10.4-52=3-10-2-42 = 960
- 4800, |22 otro qualquier humero , en tal b3 =43 = 64
96o. - . cafo; todos los produ&os fe han e 2
64 demuldplicar P°1"_ el tal nume Los factores que quedan de N<:
i, v, 10, como pof el Exeimplo fis 5. 10.,.5-2.10.2.4=
Sty guicnte encenderds. - 2:10ra-b=2-10-2-4=160
‘-.....__‘.“.:._._ :’5., o ’ b =4%2=16
—ﬁ) C)_L_ El factor que queda de N:
‘' aooo.
b=4%

Los sumamos:

4800 + 960 + 64 + 160 + 16 + 4 = 6004
Calculamos el segundo residuo:

r, = 6004 — 6004 =0

Lasoluciones N =10a+b =10-2+ 4 = 24
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ANEXO 1V. Resolucion de una ecuacion por el método general de resolucion de

ecuaciones de José Zaragoza

Utilizaremos simbologia actual para poder ver mejor la organizacion de las

operaciones y los datos.

Analizaremos el ejemplo 1° de la pagina 201 de la Arithmetica de Zaragoza.

La ecuacion es x° + 11x3 + 100x2 + 220x = 34024320.

La solucion tiene 2 digitos. El primero se obtiene calculando la raiz quinta de 340 por

defecto (ya que se separa el término independiente en grupos de 5 digitos y se toma el de

la izquierda). El primer digito sera V340 = 3. Por lo que a = 3. Vamos a desarrollar los

binomios:

(10a + b)® + 11 - (10a + b)3® + 100 - (10a + b)? + 220 - (10a + b) = 34024320 =
(10°-a®>+5-10*-a*-b+10-10%-a®-b%>+10-10%-a?-b3+5-10-a-b* +
+3-10-a-b*+b3)+100-(10%-a?+2-

b5) +11- (103 - a3 +3-10%2-a?- b

10-a-b+b?)+220-(10-a + b)

34024320.

34 3. 4+ 1 ZF
297) NESE S VA
‘900l .|+ i100Z*

660+ .|+220L"

2469360 |[fuma.

9330720 [Refid.1?

Primero calculamos el primer residuo, restando al término
independiente de la ecuacion los factores de mayor peso
de cada uno de los binomios desarrollados.

7, = 34024320 — 10%-a® — 11103 - a® — 100 - 102 -
a’?—220-10-a = 9330720

. Tablade 25 dels, 161 ) ‘
Poteft.de A. | Diwifores, Pfteﬁ:B. R ¢ftadoves,

5A:.8:oooo 4050000| B 2| 8100000
10 A._ i7000| z70000| B* 4| 1080600
1 Azg_ 900l  gooc| Bt 3 72000

sIAYL, 30 150 B+ 16 ‘

B 32
4329150| [uma,

Tabla de 100 Z*del Cap.7°§.53 )

=3,

Tablade 11 2% del Cap,7‘-'§_5“::\§ Cf‘

Poteft de A.| Produifos | Numer,[ Diviforcs.| Por. B R:
3] A%900| 2700 N.;1 29700 (B*, 2 00[‘
3| A% 30 oo|N.1y| 900[B% 4| 3580]
Noif  w|Bhg)- 83

30701 (fuma.| 63448

Ahora usaremos las tablas de las potencias para obtener
divisores y restadores. Pondremos sélo la primera. El
resto se obtienen con los desarrollos de los binomios.

- | Potefrde AL Produdt.|  Numer.|Divifores | Poseft. B.| Reffadoves,
2'A' 30 60!N.100 . 60c0|B’, 2| 12000
‘ N.100| 100{B2, 4] 4co
K O1uu ﬁmm. 12400
Tabla de x°
Pot. Con a Divisores Pot. Con b Restadores
5 | 10*-a*=810000 | 5-10*-a* = 4050000 b=2 5-10*-a*-b = 8100000
10 | 10%-a%=27000 | 10-10%-a3 = 270000 b? =4 10-103-a®- b? = 1080000
10 102 - a? = 900 10-10% - a%? = 9000 b>=8 10-10%-a?- b3 = 72000
5 10-a =30 5-10-a =150 b* =16 5-10-a-b* = 2400
1 b =32 b =32
4329150 9254432
Tabla de x3
Pot. Con a Productos | Coeficientes Divisores Pot. Con b Restadores
3 | 10%-a% =900 2700 11 11-3-10%-a% = 29700 b=2 11-3-10%-a%-b = 59400
3 10-a =30 90 11 11-3-10-a =990 b%2 =4 11-3-10-a-b? = 3960
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1 1 1 11 11 =8 11-b% =88

30701 63448
Tabla de x?
Pot. Cona | Productos | Coeficientes Divisores Pot. Con b Restadores
21 10-a=30 60 100 2-10-a = 6000 b=2 100-2-10-a-b =1200
1 1 1 100 100 b> =4 100 - b? = 400
6100 12400

En este caso, para calcular el segundo digito solo usa el

divisor de la primera tabla, la de mayor exponente. En

otros casos, cuando los coeficientes no son unitarios usa

otros divisores.

Calcula el segundo digito

b = = =
510*a%b+10-10%a3-b*+10-10%a2-b> +5-10-a'b”*

9330720

4329150
Una vez que tiene el segundo digito es cuando completa

las dos ultimas columnas de las tablas (en las que figura

b).
0330720 ,’F\eﬁd. 10 Ahora toca obtener el segundo residuo (y se supone que el
cozs 4432+ 1L ultimo ya que debe dar 0). Los factores a restar ya los tiene
63448, |4+ 117} calculados en las tablas como restadores.
I2400.410072*% r,=1r—(5-10%-a*-b+10-103-a3-b%+10-
44 0.[ 42207 102-a?-b3+5-10-a-b*+b%) —11-(3-10%-a?-
93307 20 |[fuma b+3-10-a-b*+b%) —100-(10-a-b + b?) —
' 000 [Rcfid. 2] 220°bh =0

Para calcular el digito b toma la suma de los divisores de la tabla de la potencia de
mayor grado como divisor del residuo, como hemos visto, menos el de menor peso (b°”).
Y obtiene que el segundo digito vale 4. Ahora puede completar la tabla con los restadores,
que los utiliza para calcular el siguiente residuo (que en este caso es 0 y termina el

proceso).
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ANEXO V. Algoritmo por aproximacion de Chuquet con alto nivel de
abstraccion

Esta regla la podemos mostrar con una simbologia actual (Figura 12), en forma de
algoritmo a nivel mas abstracto e incluyendo las fracciones y operaciones en el propio
algoritmo. Vamos a suponer que el valor a evaluar en el problema en cuestion es S'y el
entorno de la solucion es [4, A+1]. La asignaciéon de un valor se representa con el

operador “:="".

a0 S 9
i
===

'y &
c=a+c
d=b+d
a=a+c
¢ b=b+d

Figura 12. Algoritmo equivalente a la Regla de los Numeros Intermedios de Chuquet
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ANEXO VI. Algoritmo por aproximacion de Puig con alto nivel de abstraccion

Esta regla la podemos mostrar con una simbologia actual (Figura 13), en forma de
algoritmo a nivel mas abstracto. Vamos a suponer que el valor a evaluar en el problema
en cuestion es Sy el valor por defecto para estimar es 4. La asignacion de un valor se

representa con el operador “:=".

Estimar valor de A
n=1 B:=A

; Evaluar(B) = S?

A=
B:=B + 2" ; Evaluar(B) > S
n=n+1
y > 'Evaluar(
A+ B
= ¥ 'Evaluar(

_A+B
)

¥ 3

Figura 13. Algoritmo equivalente a la Regla Media de Andrés Puig
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ANEXO VII. Maravillas de Ventallol

Antes de nada, expliquemos brevemente la terminologia que usa. Usa el término
advenimiento. El advenimiento de dos nimeros es el cociente obtenido al sumarlos y
dividirlos por uno de ellos. Entonces, con dos niumeros se producen dos advenimientos,

uno es al dividir la suma entre uno de los numeros y el otro al dividirla entre el otro.

. , . .. a+b a+b

Entonces, si los numeros por ejemplo son a y b sus advenimientos son — Y
Para no salirnos en exceso del objeto de nuestro estudio sobre Puig, pondremos aqui
el texto original de la primera “maravilla” (Figura 14) y el resto simplemente la identidad

que la explica con ojos actuales, ya que Ventallol no hace demostracion alguna.

Primeramaravilla,

Es tantala fuerga dclascﬁchasproporcioneh
que es cofaadmirable, que fi fe ponen dos nume-
gos en qualquiera proporcion, y fe ajuntan, y to-

L mada la fuma fe parte por cada uno delos nume-
ros,y los numeros que vinieren de las particiones
fe tornan ajiitar, y la fuma fe partiere por los mif-
mos nnmeros que vinieron a las particiones, fiem-
pre ferauna cofa mifma, Como agora 4 y &8, que

Figura 14. Primera maravilla de Ventallol (Tolra, 1619, p. 481)

Esto quiere decir que si tenemos dos nimeros cualesquiera (nimero en el sentido de
la época, es decir nimero racional positivo), a y b se cumplen estas dos identidades:

a+b a+b a+b a+b a+b a+b a+b a+b
—+— =Y —t— ) — = —
a b a b a b b a

La segunda “maravilla” dice que si dos nimeros son proporcionales con una cierta

proporcién, sus advenimientos son proporcionales con la misma proporcion. Es decir, si
a+b a+b

a=k-bh=>2 =k -2
b a

La tercera “maravilla” dice que respecto dichos niumeros en cualquier proporcion, se
a+b a+b a+b a+b

cumple — - — =
a b a b

La cuarta “maravilla” afiade una relacion entre segundos advenimientos. Y resulta esta

a+b a+b

. . — 3 a+b . . , . .
identidad: 4—52 = =, Y viceversa. Esta “maravilla” se podria deducir de la primera.
Ta

La quinta “maravilla” establece esta interesante identidad. Si tenemos dos niimeros en

a+b

una cierta proporcion a = k - b, se cumple que ? +—= (k+2)+ %

Ademas, esta misma regla acontece con los segundos advenimientos.
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La sexta “maravilla” (Figura 15) dice algo que podemos interpretar como: sean los

, : . . , a+b _ kb+b
dos numeros proporcionales a = k - b. Su primer advenimiento seria — ==

b(k+1) k+1 . ,
0 = . que evidentemente no puede ser un numero entero. Para el otro

.. . .. a+b
advenimiento ocurre igual. Veamos ahora para la suma de los dos advenimientos: —+

a+b , . . 1 ,
—, que segin la quinta “maravilla” es (k + 2) + ~ que tampoco es un namero entero.

Sexta maravilla:

Lia fexta maravilla es, que munca ni ¢l primero,
ni el fegundo advenimiento, ni (us mulciplicacio-
nes,ni lu (uma puedé fer los dos numeros enteros,
fino el uno entero , Y ¢l otro entero y quebra=
do : y dlgunas vezes en los dos avra eniero Y

quebrado. r
Figura 15. Sexta maravilla de Ventallol (Tolra, 1619, p. 483)

Y el producto, utilizando la tercera “maravilla”, tampoco puede ser un entero.

En la séptima “maravilla”, generaliza lo dicho en la quinta ademas de para enteros,
para quebrados.

Quizas el llamarle “maravillas” a estas identidades (al igual que hace Puig con su
octava “maravilla”) es porque no son tan evidentes. Simplemente se le “demuestra” al

lector que son ciertas con ejemplos y de esta forma se les da un halo de misterio.
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ANEXO VIII. Ejemplo de la adicion 7

Un ejemplo sencillo nos puede permitir ver la diferencia entre ambos métodos.

Supongamos que queremos calcular el montante de una mercancia compuesta por 25

cargas y 5 quintales a un precio de 26 libras cada carga. Sabemos que 3 quintales es 1

carga.

Haremos primero los célculos con el método antes de la adicion y luego utilizando el

método explicado en la adicion. Todo en la Figura 16.

6 x25=150
2x25=50
6x5=30
30 div 3 = 10 resto 0
2x5=10
100 div 3 = 33 resto 1

25 cargas 5 quintales

26 libras

150
500

10

33 L
3

693 L tibras
3

25 cargas 5 quintales =25 x 3 + 5 = 80 quintales

80 x26 _ 2080
3 -3

2080 div 3 = 693 resto 1

693 —L libras
3

Figura 16. Dos maneras de realizar calculos mercantiles
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ANEXO IX. Problema de los assentistas de la adicion 8

Este problema es equivalente a calcular cuanto se ha prestado a un interés anual del
10% a 4 afios para que al final sean devueltas 1000 /ibras, mas lo mismo para 3 afos, para
2 afios y para 1 afio.

Segun el método adicionado por Puig, y que dice que es mas correcto que el utilizado
antes por los assentistas (pero que ¢l mismo tiene en su libro desde la primera impresion),

los célculos serian estos (segin nomenclatura actual).

C=C (1+r't) C (1+10'4) V4. o c =000 _ 1,2
= P —_— ) = PR —_— = =0 = — = —
fo 100 ‘ 100 LML g 7

Es decir, que considera que los intereses ya estan incluidos en lo prestado (actualmente
no se suele considerar asi sino que los intereses se afiaden a lo prestado).

El lo calcula con una regla de tres: “si 140. se baxan 4 100. 4 quantos se baxaran 1000,
sigue la dicha regla de tres, y hallaras 714. libras, y ;” (Puig, 1711, pp. 195-197).

Las siguientes 1000 /ibras estan 3 afios, por lo que corresponden a un capital inicial de

1000 3 ~ 1000 1 oy
s = 769 S Luego otras tantas a 2 afios, que corresponden a T, = 833 T Y por tltimo
1000

P 909 ﬁ Y todo suma un capital inicial de 714 + % + 769 + 13—3 + 833 + % + 909 +

1s
1 _ 9687500 2825 . ) . .
T 008 3225 3003 libras. Que Puig desglosa en unidades monetarias menores,

obteniendo 3225 libras, 15 sueldos 'y 9 % dineros.

Ahora, segin el método anterior, el que usan los assentitas y ¢l mismo en la primera

impresion. Suma 1 + 2 + 3 + 4 = 10, que son las anualidades a pagar, que divide entre
el numero de afios (que son 4), y obtiene que se pagarian a 2% de afos si se hiciera un

solo pago. Y ahora, con una regla de tres: en dos afios y medio, al 10% anual, 100 se
convierten en 125. Por lo tanto, “si 125. se baxan a 100. a quantos se baxaran 4000. libras.
y se obtienen 3200 libras” (Puig, 1711, pp. 195-197).

Por consiguiente, hay una diferencia entre los dos métodos de mas de 25 libras.

Segtin la 16gica y la forma de calcular intereses en la época, es cierto que la manera de
los assentistas es incorrecta y que la nueva manera es la mas correcta. Ellos tratan cada
cuota anual como independiente de las otras cuotas, y segiin estan pendientes de pago
mas afos, les aplican un interés anual correspondiente.

Si nos fijamos en las dos maneras de calcular el interés en Puig, las formulas

equivalentes serian las de las Figuras 17y 18.

72



=C - 1oyt T
G =G (1 7 Yi=1 100) Cr=C- ”;1
f'zi=1 T

Figura 17. Férmula del 14756
interés para los assentistas

Figura 18. Formula del interés mejorada

Donde Cr es el capital total final devuelto, C; es el capital total inicial prestado, # es el

plazo de amortizacion en afos y r es el tipo de interés anual.

73



ANEXO X. Problema de la adicion 9

El problema que resuelve y explica consiste en que un hombre recibe una renta de 50
libras cada tres meses, pero necesita 732 libras de fondo minimo, y pide un préstamo a
un “negociante”. El “negociante” se las presta pero con un interés anticipado cada tres
meses del 20% anual. Puig resuelve el problema de la siguiente manera. Lo primero es
que como el hombre necesita sus 732 libras y no tiene aiin nada y tiene que devolver 50
libras, necesita pedir algo mas de dinero para cuando tenga sus 50 /ibras, devolverlas y
seguir conservando 732. Puig separa el 20% de interés anual en 4 partes, al 5% cada una
(cada trimestre). Por lo tanto, y con una regla de tres, si a 100 le quitamos 5, obtenemos
95, por lo que si de 95 salen 100, ;de donde saldran 732?. Y calcula que son algo mas de
770 libras. Es decir, que el hombre debe pedir prestada esta cantidad para poder devolver
en el primer pago las 50 /ibras que tiene de renta y quedarle aun 732 /ibras. Luego calcula
que de las algo mas de 770 libras debera pagar un 5% de interés y descontar sus 50 /ibras
que devuelve, por lo que tras el primer trimestre seguira debiendo algo méas de 720 libras.
Y asi sigue sucesivamente calculando intereses trimestrales y descontando cuotas de 50
libras. Puig no completa los calculos pero dice que son 28 cuotas de 50 libras y que se
parara el proceso cuando queden menos de 50 /ibras a deber. Al final quedan segun Puig
33 libras, 6 sueldos y 8 dineros. A esta ultima parte le afiade los intereses y esa es la
ultima cuota a pagar por el hombre. Indica Puig que:

En todas las partidas destas sumas, y restas el quebrado, que no a llegado a medio dinero
no se ha puesto, y el que ha llegado se ha puesto por entero, por ser cosa de muy poca
monta, y ahorrar trabajo. (Puig, 1711, p. 201).

Es decir, que realiza un redondeo a la unidad de dinero.
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ANEXO XI. Lectura analitica aritmética de la adicion 10

Para construir un grafo, partimos de una serie de datos conocidos, representados como
nodos en el grafo. Echamos mano de una serie de incdgnitas auxiliares, representadas
también por nodos. Los datos conocidos se dibujan como puntos cerrados y las incognitas
como cuadrados abiertos. Los nodos estan conectados por enlaces que representan las
relaciones aritméticas entre los nodos. Luis Puig llama vértices a los nodos y aristas a los
enlaces.

Las cantidades encontradas en la lectura analitica son:

Dato: “La distancia de Barcelona a Madrid” (d)

Dato: “El tiempo que le cuesta al de Barcelona recorrer la distancia B-N (t)

Incognita auxiliar: “La velocidad del de Barcelona” (vy,)

Dato: “El tiempo que le cuesta al de Madrid recorrer la distancia M-B” (t,,,)

Incégnita auxiliar: “La velocidad del de Madrid” (v;,)

Incégnita auxiliar: “El espacio recorrido entre los dos viajeros en un dia” (vp,;,)
o Incognita: “El tiempo en encontrarse” (t,)

Las relaciones entre ellas encontradas en la lectura analitica son:

tp v, =d tm Um =d te " Vpm =d Vp + VU = Vpm

Este es el grafo:

Figura 19. Grafo de la lectura analitica aritmética

El grafo de la Figura 19 nos muestra que la “lectura analitica” del problema permite
resolverlo de forma aritmética porque se puede llegar desde los datos a la incognita del
problema haciendo operaciones siempre con datos. Veamoslo.

En la arista #,, v, d hay dos datos, asi que podemos calcular la incognita auxiliar v.

d 100
Uy = a ==
En la arista #, v», d hay dos datos, asi que podemos calcular la incognita auxiliar v,
d 100
v, = E =3

Como ya hemos calculado vm y b, en la arista vm, Vb, Vom hay dos datos, asi que

podemos calcular la incognita auxiliar vom.
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100 100
VUpm = Um + VUp =T+T

Como ya hemos calculado vpm, en la arista f, vom, d hay dos datos, asi que podemos

calcular la incognita del problema fe.

d 100
Vom 100 100
7 9

Con esta lectura analitica, hemos encontrado una serie de operaciones aritméticas que

= 3’9375 dias

t, =
+

tienen sentido entre las cantidades del problema, que nos permite solucionarlo.

Puig (1672) muestra otra serie de operaciones aritméticas diferente, carente de sentido
pero que ofrece el mismo resultado. Si ambas series de operaciones las escribimos como
formulas, es facil pasar de la que acabamos de obtener, en la que todas las operaciones
tienen sentido, a la que da como regla Puig (1672), en la que ninguna de las operaciones

tiene sentido.

100 100 100 100 100-7-9
100+100=100-9+100-7= 100-9+100-7  100-(7+9) 100-(7 +9)
7 779 79 T 79 79 7-9

79
~7+%9

Para pasar de una a otra todo lo que se hace tiene sentido cuando los niumeros se toman

como numeros abstractos, no como cantidades.
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ANEXO XII. Lectura analitica algebraica de la adicion 10
Las cantidades encontradas en la lectura analitica son:

Dato: “La distancia de Barcelona a Madrid” (d)

Dato: “El tiempo que le cuesta al de Barcelona recorrer la distancia B-N” (t})
Incognita auxiliar: “Espacio recorrido por el de Barcelona” (ey,)

Incognita auxiliar: “La velocidad del de Barcelona” (vy,)

Dato: “El tiempo que le cuesta al de Madrid recorrer la distancia M-B” (t,;,)
Incognita auxiliar: “La velocidad del de Madrid” (v,)

Incognita auxiliar: “Espacio recorrido por el de Madrid” (e,,,)

Incégnita: “El tiempo en encontrarse” (t,)

Las relaciones entre ellas encontradas en la lectura analitica son:
tw " Vvm=d th-vw=d te " Vin=¢6m te " Vb = ep ent+er=d

Y este es el grafo:

ovd

Figura 20. Grafo de una lectura analitica algebraica

Este grafo, el de la Figura 20, muestra que no es posible obtener una solucién
aritmética con esta lectura analitica, porque no se puede calcular la incognita haciendo
operaciones con datos. En efecto, vi» y v» si que pueden calcularse a partir de datos, usando
las relaciones tn - vm =d y t» - v» = d, ya que en ambas hay dos datos, y convertirlas en
nuevos datos, 100/7 y 100/9. Pero una vez hecho esto, no hay en el grafo ninguna otra
relacion en la que haya dos datos, las tres relaciones que quedan sin utilizar, t. * v, = em,
te - vh=epy en+ ep=d, sOlo tienen un dato cada una, con lo que la inica manera de seguir
haciendo célculos es asignando una letra, la x, a la cantidad #. y usar las relaciones para
escribir expresiones algebraicas y una ecuacion. Por ejemplo:

Usando f. * vin = em, se obtiene e, = 100/7 - x.

Usando ¢ - v» = ep, se obtiene e, = 100/9 - x.

Usando e, + e, = d, se obtiene d = 100/7 - x + 100/9 - x.

Y como d = 100, se obtiene la ecuacion 100/7 - x + 100/9 - x = 100.
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Y la resoluciéon de esa ecuacion precisamente nos lleva a que la solucion expresada

, , 100
como una férmula seria t, = 155—0s-

9 7
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ANEXO XIII. Demostracion de la adicion 11

Puig supone que 20 tiene raiz cuadrada (natural), y sabemos que no es un numero
cuadrado por supuesto. 4 no puede ser, porque el cuadrado de 4 se queda por debajo de
20, y 5 tampoco porque se queda por encima. Entonces la raiz de 20 debe estar entre 4 y
5. Por lo tanto, si 20 tiene raiz cuadrada no puede ser un nimero entero (aqui usa ya el
término entero, en realidad un numero natural) y debera ser un numero compuesto
(compuesto de entero y quebrado). Pero esto no puede ser verdad porque del producto
por si mismo de un nimero compuesto no puede salir mas que otro nimero compuesto,
por lo que 20 no puede tener raiz cuadrada (natural). Y dice que a lo mas que se puede
hacer es a aproximar el valor de la raiz cuadrada tanto como se quiera. Y aproxima la raiz
cuadrada de 20 por medio de un algoritmo de aproximacién que utiliza para el calculo de
ecuaciones (se trata del método explicado en el epigrafe “Método general de calculo de
raices aproximadas”).

Y termina diciendo que de lo dicho se infiere que si el lado de un cuadrado es un
nimero (en la manera euclidiana), no se puede “expresar” su diagonal, es decir, que su

diagonal no es un numero (en la manera euclidiana). Que en términos actuales seria que

v/2 no es un niimero racional, como ya sabemos.
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ANEXO XIV. Ejemplo de la adicion 12

Imaginemos que queremos buscar tres cuadrados que sumados den otro cuadrado, por
ejemplo 900. Utilizamos los artificios de los dos primeros ejemplos para construir
cualquier terna de cuadrados que sumen otro cuadrado. Por ejemplo, utilicemos 32 + 4% +
122 = 132.Si usamos otra terna, obtendremos otro grupo de cuadrados que sumen 900 (de
aqui viene la apreciacion de la adicion en que dice que hay multitud de ternas posibles).
El artificio que utiliza Puig es el siguiente. Sea (a, b, c¢; 30) la terna que buscamos que
cumpla a® + b2 + ¢? = 900 = 30%. Entonces se cumplen estas proporciones:

a:3::30:13 b:4::30:13 c:12::30:13

A partir de esas proporciones podemos obtener esta: a®+ b%+ c?:32 +42 + 122 ::
30%:132. Ahora aplicamos la regla de la proporcionalidad que nos dice que el producto de
la primera y cuarta es igual al de la segunda y tercera, con lo que (a? + b* + ¢?)-13% =
(32 + 4% + 12%) - 302. Pero sabemos que 3% + 4% + 122 = 132, por lo que (a? + b? + ¢?)-13% =

132-302, con lo que hemos demostrado que a? + b? + ¢? =30%. Y ahora ya podemos

30

calculara=3-ﬂ=3£,b=4-§=9iyc=12-—
13 13 13 13 13

=272,

Sien vez de usar la terna (3, 4, 12; 13) hubiera usado otra, habria obtenido otros valores
para a, by c, lo que ya advierte en la adicion. Este artificio esta basado en la proposicion
24 del libro VIII de los Elementos de Euclides: “Si dos nlimeros guardan entre si la razon
que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado y el primero es cuadrado, el
segundo sera también cuadrado” (Euclides, 2007, pp. 40-41).

El proceso de obtencion de series de cuadrados, a partir de dos, de tres, de cuatro, etc,
lo explica Puig mediante ejemplos en el capitulo X del libro cuarto (pagina 332 y
siguientes). Y esta basado en algunas aportaciones de los matematicos griegos. Por
ejemplo, en el ejemplo primero, toma un cuadrado impar (el 9). Le quita una unidad
(queda 8), toma la mitad (4), hace su cuadrado (16), y concluye que la suma de ambos
cuadrados es otro cuadrado (9 + 16 = 25).

Veamos lo que ha hecho, utilizando simbologia actual: Toma un cuadrado impar, por

a?

ejemplo a?, le quita uno y lo divide entre dos, T_l Hace el cuadrado de lo obtenido,

2_1\2 .
(az ) , ¥ concluye que la suma de ambos cuadrados es otro cuadrado, es decir a? +

2
a?-1\? 2, a*+1-2a2  4a?+a*+1-2a% _ a*+2a%+1 _ (a?+1) a?+1)2
> =Qa + = = = = _—

4 4 4 4 2

Y con esta identidad podemos construir ternas de cuadrados a partir de una semilla (el
numero a). Esto mismo lo hace para construir series de 3, 4, 0 mas cuadrados que sumados

den otro cuadrado.
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ANEXO XV. Evidencias de la adicion 19

Veamos las identidades (expresadas en 4algebra actual y con la simbologia
anteriormente empleada de razén “:” y proporcion “::”). En los casos de proporcionalidad,
el orden es de mayor a menor y de izquierda a derecha.

Evidencia 1. (a + b) + (a — b) = 2a (a+b)—(a—b)=2b

Evidencia 2. a: b :: a®:ab

Evidencia 3. a: b :: a®: ab

Evidencia 4. a:a :: a: 1

. . .y . rye aita
Evidencia 5. En una progresion aritmética se cumple 1: —=

::n: S,. Donde a; es el
término en la posicion i y S, es la suma de los n primeros términos.

Evidencia 6. En una progresion aritmética se cumple 1:a; + a,, : =: S,

N3

Evidencia 7. En una progresion aritmética se cumple al:—an: 1:85,:n

Evidencia 8. Si a: b :: ¢? entonces (a — 1) - b + b = d?. Es decir, si la proporcion de
dos numeros es un cuadrado, si al mayor le quitamos la unidad, lo multiplicamos por el
menor y le sumamos el menor, el resultado es un nimero cuadrado.

Evidencia 9. Si a: b :: ¢? entonces (a + 1) - b — b = d?

Evidencia 10. En una progresion geométrica se cumple 1:r —1 :: S, — a,:a,, — a;.
Donde r es la razén de la progresion.

Evidencia 11. La suma de dos cuadrados es un cuadrado.

Evidencia 12. Dados tres numeros en que los dos primeros estan en “sesquicuarta”
proporcion y los dos ultimos en “sesquitercia” proporcion, la suma de los cuadrados de
los dos menores es un cuadrado y la diferencia entre el cuadrado del mayor y cualquiera

de los cuadrados de los otros dos es un cuadrado. Es decir, sean los nimeros a, b y ¢ de

forma que a: b :: 5:4 y b: ¢ :: 4: 3. Usaremos como ayuda la forma fraccionaria: % = % y

2
b 4 . . . 4c 4c
=3 La evidencia dice que b? + ¢? es un cuadrado. Como b = ~ entonces (?) +

= 4;22 +c? = (:—z + 1) - c? = % - c? = (%)2 Como vemos, lo que aprovecha es que
3% + 42 es un cuadrado. Y en la otra parte aprovecha también la relaciéon que hay entre
estos tres cuadrados: 32 + 4% = 52,

Evidencia 13. Si a: b :: b: c, entonces ac = b?

Evidencia 14. Si a: b :: b: c, entonces a: ¢ :: a®: b?

Evidencia 15. a: c :: ab: bc
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Evidencia 16.
Evidencia 17.
Evidencia 18.
Evidencia 19.
Evidencia 20.
Evidencia 21.
Evidencia 22.
Evidencia 23.
Evidencia 24.
Evidencia 25.
Evidencia 26.
Evidencia 27.
Evidencia 28.
Evidencia 29.

Evidencia 30.

Evidencia 31.
Evidencia 32.
Evidencia 33.

Evidencia 34.

Evidencia 35.

Evidencia 36.

Evidencia 37.

Evidencia 38.
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a’?—b>=(a—-b)>*+2-(a—b) b
a’?—b>=(a+b) - (a—»b)
Sia:b :: b:c, entonces (a — c¢) - ¢ = b? — c?

Sia:b :: b:c, entonces (a — ¢) - a = a? — b?

Sia:b :: b:c, entonces a®> — b? = (a — ¢)? + (b? — ¢?)
Sia:b :: b:c, entonces (a + ¢)? = a? + b? + c? + b?

Sia:b :: b:c, entonces (a +c¢) - b? = (b2 +c?)-a

Sia:b :: b:c, entonces b? - (a+c¢) = (a? + b?) - ¢

Sia:b:: b:c,entonces (a-b+b-c)-(a+c)=(a+c)? b
(a> —b?)-(a—b) = (a+b): (a—b)?

(a+ b)?> =2-(a®+ b?) — (a — b)?
Sia = b + 1, entonces a? - b?> + a® + b? es un cuadrado.
Sia:b::c:d,entoncesa-d =b-c

Sia:b :: c:d, entonces a: d :: a3: b3

. b? c?

Sia:b ::c:d,entoncesT=ay;=d
Seaa=b+c,entoncesa-b=b?>+b-c
Seaa=bh+c,entoncesa’? =b?>+c*>+2-b-c

Seaa=b+c,entoncesa® =b3+c3>+3-a®-c+3-b%c

\/a-a+a-b+(§)2=a+§

2
Seaa>b,entonces\/a-a—a-b+(g) =a—§

2
Sea a < b, entonces \/(g) —(a-b—a-a)=a-— g. Anade que hay

que tener cuidado porque suele tener dos soluciones diferentes. Esta es precisamente la
regla que luego utilizard para resolver un caso concreto de ecuaciones de segundo grado
en el que hay dos soluciones positivas, explicado en el Capitulo VI del Libro quinto (Puig,

1672, p. 397).

\/az-a+a2-b+(§)2=a2+§

La suma del cuadrado de la diagonal de un rectangulo mas el doble de

su area es igual al cuadrado de la suma de dos lados que son adyacentes a uno de los

angulos rectos. d? + 2+ A = (a + b)?



Evidencia 39. El cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangulo mas el cuadrado
de su area es igual al cuadrado de la suma de los dos lados que son adyacentes al angulo

recto. h> + 4+ A = (a + b)?
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