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Una riqueza del proyecto ESTALMAT es la variedad
de temas que se abordan en las diferentes sesiones.
Ademas de los contenidos de las diferentes areas de
conocimiento matematico, se abordan sesiones
STEM relativas a las Ciencias (como Cosmologia o
Astronomia), a la Ingenieria (optimizacién de ubica-
ciones) y Tecnologia (programacidn, utilizaciéon de
software dinamico, etc.). En este trabajo vamos a des-
cribir una propuesta basada en la modelizacion de
un problema real que se aborda desde las diferentes
perspectivas cientificas, reflexionando con los estu-
diantes los aportes de conectarlas y tener una visiéon
global del trabajo cientifico, mas alld de disciplinas
concretas.

En las ultimas décadas, se ha centrado la atencién en
la importancia de trabajar de forma interdisciplinaria
en el campo de la educacion. El término STEM es
el acronimo de los términos en inglés Science, Tecn-
hology, Engineering and Mathematics (Ciencia, Tec-

nologia, Ingenieria y Matematicas). Actualmente, se
ha desarrollado el concepto de «Educacion STEM»
como una nueva manera de enseflar conjuntamente
Ciencia, Matematicas y Tecnologia (en general, no
solo informatica) con una perspectiva integradora y
de aplicacidn practica de los conocimientos tedricos
(Satchwell y Loepp 2002).

De esta forma, se propone la concepcidn de las dis-
tintas disciplinas como una entidad cohesionada,
cuya ensenanza sea integrada y coordinada, al igual
que se emplean en la resoluciéon de problemas del
mundo real (Sanders, 2009).En este trabajo presen-
tamos los aportes que para la resoluciéon de un mismo
problema pueden derivarse al considerarlo desde la
perspectiva de cada una de las disciplinas implicadas.
El analisis de este problema conecta contenidos te6-
ricos con resultados experimentales y facilita al es-
proceso  de
modelizaciéon (Ramirez y Gamez, 2019).

tudiante la  comprensiéon  del
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A continuacidn, describimos las tareas propuestas en
la sesi6n para «eteranos», asociada al enriquecimiento
de contenidos de Primero de Bachillerato relativos a
problemas de optimizacioén y problemas métricos.
También se enriquecen elementos de razonamiento
matematico como la existencia y unicidad de solu-
ciones, la notacién matematica y las estrategias de de-
mostracion.

Motivacion inicial

Por desgracia, nos hemos acostumbrado a hablar de
distancia social y de querer situarnos en los espacios
lo mas alejados posible. Este interés hace tiempo que
se aborda en distintas situaciones menos dramaticas
que pretenden optimizar la ubicacién de instalacio-
nes con la intenciéon de minimizar los desplazamien-
tos o maximizar el campo de accion de una fuente
energética. En esta sesidon vamos a intentar resolver
un problema con interés en la actualidad, derivado
directamente de una necesidad en el campo de las
telecomunicaciones. Nos convertiremos en los inves-
tigadores i+d+i de una reconocida empresa para op-
timizar el rendimiento en la ubicacién de antenas.
Este es nuestro reto.

TAREA 1: Trabajando
desde la ingenieria

Queremos instalar un conjunto de antenas lo mas
alejadas posibles unas de otras, pero cumpliendo que
toda la region tenga cobertura suficiente. Los inge-
nieros de la empresa nos formulan el problema de la
siguiente manera:

Dado un punto P=(x,y), en el plano, denotaremos

1Pl ="+,

y la distancia entre dos puntos, P= (x,y),P=(x,,y,) la
denotaremos por

d(P,Q) =|IP—Qll=(x, = x) +(y, —y)".

Buscamos un conjunto de N puntos
A= {r. = (x,,yi) eR*i= 1,...,N}, (0,00 A
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Figura 1

s que A} = argming_{d(r)}
Donde d(r) representa el minimo de las distancias de
a todos los demas puntos del conjunto,

d(ri) = min,_; {d(ri,rj)}.
Y se pretende que este valor sea lo mayor posible.
Ademas, imponemos una restriccién de normaliza-

., N
cion: 1
N E_ Ill=1.

A 3 ., n=1 , .
La distribucién que se esta utilizando actualmente y
que queremos mejorar es la siguiente, donde se han
distribuido 16 antenas como se muestra en la figura 1.

Nuestra traduccién del problema se simplifica de la
siguiente manera. Dado un conjunto de puntos en
el plano se llama distancia vecinal a la distancia de los
dos puntos mas cercanos. ; Coémo conseguir distribuir
los puntos para que la distancia vecinal sea lo mayor
posible?

Se plantean las siguientes preguntas para debatir

— ¢Cudl es la distancia vecinal de esta distribu-
cién?

— ;Qué ocurre cuando desplazamos uno sélo de
los puntos?
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— ;Coémo varia la distancia vecinal al ir mo-
viendo los puntos?

En la puesta en comun se enfatiza que la distancia
vecinal se alcanza en los dos puntos mas cercanos y
se marca 2/+/10 como el objetivo a mejorar al ins-
talar 16 antenas. Como el problema viene restringido
a la norma 1, se les orienta a considerar la variacion
correspondiente a que todos los puntos estén en cir-
culo de radio 1. Se comenta que para abordar pro-
blemas de modelizacidn, en ocasiones se buscan
simplificaciones que permitan matematizar el pro-
blema y abordarlo con menos restricciones. Para
luego, retomar las condiciones iniciales y estudiar los
aportes de la solucion obtenida.

Asi, replanteamos el problema:

— ;Cdmo colocar n puntos en un circulo lo mas
alejados posibles unos de otros?

Es decir, si n vecinos deben ubicar sus casas en un
circulo y quieren estar lo mas distanciados posible,
¢como colocarlos? Lo que hemos denominado dis-
tancia vecinal seria la distancia entre los dos vecinos
que vivan mas cerca. ;Coémo conseguir que esa dis-
tancia vecinal sea lo mayor posible?

En grupo, se buscan ideas intuitivas y se les invita a
que intenten formularlo con lenguaje matematico e
incluso indagar si es posible encontrar una funcién
cuyo maximo o minimo resuelva el problema. Ante
la dificultad que surge para abordarlo como los pro-
blemas escolares de optimizacidén que conocen, le
animamos a afrontar el problema desde las diferentes
perspectivas STEM, comenzando por el siguiente
experimento.

TAREA 2: Experimentacion con la
Ciencia

Se les plantea una experimentacién para abordar el
problema desde la manipulacién. Consiste en intro-
ducir n imanes de neodimio en un recipiente cuya
superficie de flotacion sea circular con agua y estu-

diar la posicidén que ocuparan estos imanes (el nt-
mero de imanes dependera del caso que queramos
estudiar). Los imanes estaran simulando la situaciéon
del problema inicial propuesto, de forma que los
imanes son los puntos o antenas a situar y el reci-
piente la region acotada en la que queremos ubicar-
los. Los imanes, gracias a sus fuerzas de atracciéon y
repulsion, lograran una distribucioén 6ptima en el re-
cipiente que variara en funcién del nimero de ima-
nes considerados.

Para llevar a cabo dicho experimento necesitamos
los siguientes materiales:
— n imanes de neodimio
— n tapones de plastico del mismo tamafo
—agua
— un recipiente con superficie de flotacion cir-
cular
— pegamento resistente al agua

En primer lugar, para evitar que los imanes se hun-
dan en el agua, es necesario adherirlos a alguna su-
perficie, todos por el mismo polo, consiguiendo asi
que los imanes floten. Las superficies elegidas, como
se aprecia en las figuras 2 y 3, que en nuestro caso
hemos empleado tapones, deben tener un tamaio
considerablemente pequenio, similar al de los imanes
puesto que podria afectar a su fuerza (figura 2)

El experimento consiste en ir introduciendo en el
agua los n imanes pegados y observar cudl es el com-
portamiento de éstos.

— ;Observas algtin patrén o regularidad en los
casos?

— ;Crees que habra un nimero de imanes en el
que la distribucién sea muy diferente a la an-
terior? ;Por qué?

Figura 2
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— :Qué diferencias existen entre el comporta-
miento de los imanes y la ubicacién de las an-
tenas? ;Buscan los imanes maximizar la
distancia vecinal?

Se recoge la lluvia de ideas, experimentando con los
aportes que hagan los estudiantes y destacando que
el caso n=06 es relevante por los poligonos regulares
encontrados para valores menores.

Se observa que los imanes se comportan de una ma-
nera especial: se posicionan en el borde del recipiente
y, una vez en el borde, se separan unos de otros hasta
conseguir su posicion de equilibrio.

— ;La distancia que existe entre cada par de ima-
nes situados en la posicién de equilibrio sera
la distancia vecinal buscada para n puntos?

A partir de este experimento, conjeturamos que la
estrategia anterior puede conseguir la posiciéon 6p-
tima de n puntos, siendo n < 6,situados en el interior
de un circulo. También hemos podido comprobar
cuantos puntos podemos introducir en el interior de
la circunferencia cuando hemos fijado sobre ella p
puntos.Ver un ejemplo en la figura 3.

Concluimos que para obtener distribuciones estables,
a partir de un cierto #, es necesario formar circunfe-
rencias concéntricas a la inicial y buscar poligonos
regulares tanto en el exterior como en el interior de
dicha circunferencia, de forma que las distancias entre
los imanes sean maximas. Por otro lado, podemos in-
tuir que existe una relacion entre las distancias entre

Figura 3

los diferentes puntos, teniendo en cuenta la distancia
entre los puntos situados en el borde, la distancia
entre los puntos situados en la circunferencia interior,
la distancia entre los puntos interiores y la distancia
de los puntos situados en el interior a los puntos si-
tuados en el exterior.

Este apartado es especialmente ttil para trabajar el
siguiente punto, ya que en ¢l se ha manipulado el
problema, facilitando asi la comprension del mismo.
Gracias a este experimento, los alumnos pueden ob-
tener ideas y estrategias sobre como trabajar poste-
riormente el problema desde el campo de las
matematicas. Asi, en el siguiente apartado del trabajo
estudiaremos con mayor profundidad la estrategia de
ubicar n puntos, siendo n <6, demostrando distintos
lemas que nos ayuden a obtener la distancia vecinal
buscada.

TAREA 3: Argumentacién matematica

Tras realizar el experimento, se procede a matemati-
zar las ideas obtenidas buscando a la vez la soluciéon
Optima al problema inicial. Como se ha observado
en el comportamiento de los imanes se puede dis-
tinguir dos casos bien diferenciados n<6 y n=6.

Vamos a intentar que lo observado en la estrategia
aportada por el experimento de los imanes se puede
matematizar estudiando las distancias entre los puntos
(Gamez, 2017). El procedimiento a seguir es ubicar
los puntos sobre la circunferencia con una distancia
entre si maxima, siguiendo los mismos pasos que los
imanes (ver la figura 4).

Se les propone argumentar en los casos mas sencillos:

— Para dos puntos, ses el diametro de la circun-
ferencia la distancia vecinal?

En la recogida de ideas, se intenta que formalicen sus
razonamientos y vayan mas alla de argumentaciones
empiricas.
— ;Puede haber dos puntos en un circulo mas
alejados que la longitud del diametro?
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Estas preguntas dan pie profundizar en el propio
concepto de didmetro y recordar la propiedad de
«anchura constante» en las figuras geométricas.

Abordamos ahora el caso para tres puntos. A partir
de lo observado con los imanes, planteamos demos-
trar el siguiente teorema:

Dado tres puntos en un circulo, la distancia vecinal es
el lado del tridangulo equilatero que forman al distri-
buirse los tres puntos en la circunferencia.

Se recogen lo que pueden ser ideas intuitivas y se les
guia para que formalicen la demostracion con los si-
guientes pasos:

Dados tres puntos P1, P2 y P3 cualesquiera en un
circulo, se comprueba inicialmente que se consigue
una distribucién P17, P2 y P3 con distancia vecinal
mayor situando P1” en el borde (figura 4). Se les
plantea una conclusion de esta idea
— ¢Esta propiedad implica que los tres puntos es-
taran en la circunferencia?

Figura 4

Se motiva a que sus argumentaciones sean lo mas
tormales posibles, convirtiendo las ideas intuitivas o
apreciaciones a partir de ejemplos en razonamientos
validos para cualquier caso. Se introduce la notacién
como un elemento importante tanto para organizar
las ideas como para clarificar los pasos de la demos-
tracion.

Tras esta reflexion, renombramos P1, P2 y P3 a esta
nueva distribucion. Repitiendo el razonamiento para
P2 y P3, se obtiene una mejor solucioén con los tres
puntos en la circunferencia.

— ;Si los tres puntos estan en la circunferencia,
cul es la distribuciéon que maximiza la distan-
cia vecinal?

Tras la discusion de las ideas propuestas y determinar
el triangulo equilatero como distribucidn 6ptima, se
les plantea como tarea el cilculo de la distancia ve-

cinal a partir de los conocimientos trigonométricos

(figura 5).

Py

Figura 5
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Como tarea de profundizacion, se les invita a trasladar
el razonamiento al caso de cuatro y cinco puntos.
Dada la complejidad, se les plantea como proyecto
de investigacion posterior a la sesion de clase.

Ahora se aborda la unicidad de solucidon en cada caso.

— ¢Para qué nimero de puntos, hay dos o mas
soluciones que tienen optimizan la distribu-
ci6n?; Qué ocurre cuando n=6?

Se les deja tiempo para que trabajen en grupo e in-
tenten argumentar para qué casos (n<8) hay unicidad
de solucién. Es interesante considerar soluciones
equivalentes cuando se consiga una a partir de la otra
utilizando movimientos como giros y simetrias.Y se
les muestra el caso para n=06 para ejemplificarlo (fi-
gura 6).

Para los casos en los que #n>6 empleamos la otra es-
trategia obtenida en el experimento, en la cual se for-
man circulos concéntricos sobre los que se situaran
los puntos formando de nuevo poligonos regulares,
teniendo en cuenta la distancia entre los puntos ex-
teriores (situados sobre la circunferencia inicial), la
distancia entre los puntos interiores (situados sobre
una nueva circunferencia concéntrica e interior a la
inicial) y la distancia entre los puntos interiores y ex-
teriores (Gamez, 2017). Dada la complejidad que re-
quieren estos casos atendiendo a las matematicas que
conocen, se les plantea una nueva perspectiva del
problema utilizando simulacién en ordenador, dando
lugar a la perspectiva STEM.

TAREA 4: Aplicando la tecnologia

La dltima versidon del problema corresponde con el
enfoque tecnologico, el cual lo abordaremos me-
diante el uso del software GeoGebra. Este software
nos permitira representar las distintas situaciones que
se producen al variar el nimero de puntos a colocar,
en particular, facilitando la comprension donde n>6,
en los cuales su estudio presenta una mayor dificul-

tad.

Se le muestran las soluciones encontradas con simu-
lacién informatica para n>7 en un articulo que
aborda un problema equivalente. Es el caso del tra-
bajo de optimal packing propuesto por Graham et
al. (1998) donde se considera el problema formulado
del modo siguiente: insertar n circulos congruentes
(radio unidad) dentro de un circulo de radio mayor.

Inicialmente se les plantea a los estudiantes la relacién
entre este problema y el planteado en la sesion y
coémo se traduce la soluciéon de uno en el otro. Si el
radio del circulo mayor es 1 y consideramos n circu-
los que se «empaqueten» dentro con el mayor radio
posible todos ellos, los resultados de este trabajo tam-
bién sirven de ayuda e inspiracion a la hora de buscar
la solucién 6ptima (figura 7).En el trabajo realizado
por Graham et al. (1998) se propone la soluciéon, me-
diante algoritmos computacionales, para llegar a in-
troducir en un circulo hasta 65 circulos congruentes.
En la siguiente figura 7, se muestra la distribucion
propuesta en dicho trabajo para la ubicacion de 16

puntos.

P
4
B—

Figura 6
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Figura 7

Como se ha indicado anteriormente, gracias a Geo-
Gebra (figura 8), se realiza una construccién basin-
donos en la idea obtenida con el experimento de los
imanes (considerando circunferencias concéntricas,
poligonos regulares y distancias entre puntos) y to-
mando como referencia el articulo mencionado en
el cual se realiz6 computacionalmente. GeoGebra, a
partir de sus herramientas para «arrastrar» puntos,
permite la construccidon de los poligonos interiores
y exteriores. El alumno puede dinamizar la construc-
ci6n para obtener empiricamente la distribucion con
mayor distancia vecinal.

Figura 8

A partir de la solucion propuesta por Graham et al.
(1998), se construye de manera dinimica un poli-
gono regular de 11 lados en la circunferencia unidad
y otro de 5 lados en la interna. De manera dinamica,
se van transformando estos poligonos hasta que las
tres distancias (entre puntos externos, entre puntos
internos y entre internos y externos) coinciden.

Manipulando con GeoGebra y estudiando todos los
casos, se llega finalmente a n=16, caso correspon-
diente al planteado en el problema en ingenieria.

Conclusiones finales

Finalmente, comparamos la distancia vecinal en la
ubicacién de 16 antenas como la figura 1, a la obte-
nida con la simulacidon informatica. Tras los calculos,
recordemos que en la actualidad se emplea una dis-
tribucioén cuya distancia vecinal es y nuestro objetivo
es encontrar una nueva distribucioén en la que dicha
distancia sea mayor. La nueva solucién obtenida,
transformada para que la media de la norma sea 1,
presenta una distancia vecinal de 0,661.

La mejora tras la optimizacioén de la distribucion su-
pone una mejora de 0,192 decibelios (Gamez, 2017).
Desde un punto de vista practico, la mejora obtenida
no es significativa, pero aporta una aproximacioéon de
la solucién 6ptima y la cota para una mejor eficien-
cia. Como consecuencia, se comprueba que el mo-
delo actual utilizado, si bien no es el 6ptimo, es una
distribucién simple que satisface los requisitos.

Se cierra la sesion valorando los aportes de cada una
de las perspectivas: la formalizacién matematica, la
experimentacion cientifica, la simulacion tecnologica
y la aplicacién en ingenieria. Creemos que imple-
mentar o mejorar la educaciéon STEM debe ser un
objetivo en el campo de la educacion, ya que se ha
demostrado en numerosas ocasiones que favorece el
desarrollo de habilidades esenciales en el desarrollo
de un estudiante, como el pensamiento critico, el tra-
bajo en equipo y la capacidad de resolver problemas
actuales, proporcionandole mas oportunidades de
aprender cercanas al desarrollo y aplicacion de avan-
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ces cientificos y tecnoldgicos (Vasquez, 2014). Un es-
tudiante con formacién STEM no solo serd un in-
novador, un pensador critico, también sera capaz de
hacer conexiones significativas entre el colegio, su
entorno, el trabajo y los problemas del mundo real.
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