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point encore avifé,

Et de nouvelles manieres de trouver & de demontrer
la proportion des Lignes.

SECONDE EDITION.

Ot il y a un traité tout nouveau des Proportions,
& beaucoup d'autres changemens confiderables.

T

A PARIS,

Chez GUILLAUME DESPREZ, méS. Jacques, & S. Profper -

& aux trois Vertus, au deflus des Mathurins.

M'DC LXXXLITIE
AVEC PRIVILEGE DV ROT

-
v

- (3
Pl iy e

G- 117y






AVERTISSEMENT

{ur cette {econde FEdition.

A Geometrie ¢ft dune [f grande ur:-
lite , € il ef? fi neceffaive de bien con-
noitre les rapports qui [¢ vencontrent
entrediverfes grandenrs : qu'il eff piref”
S que 1mpoffible de faire aucun progres
confiderable dans les drts liberanx, fans avoir quel.
que teinture de cette Science, il [éroit a defsver que
Lon sy appliqudt plus quwonncf.it € que cette con-
woiffance devint plus commune. Car ourve l'ufage con-
tinuel qiton en peut faive dans tons les Arts avec un
tres grand avantage ; un efpric Geometvique eft plus
jufle que celuy qui ne eft pas , € beanconp moins fa-
jet d prendye la wrai-femblance pour la werite. C'ef?
pourquoy Lon eSt redewable i coux qui travaillent 2
vendye cette Science facile ; €5 en particaliera I Auteny
non [eulement de nous avoir donné ces nowveanx
Elemens , fans lefquels pluficurs pevfonnes ' auroient

Jamais eude godr pour une connoiffance gui demande
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sant d application : mais auffi de ce qu'il apris la
peine de les corriger , & d’y faire plufienrs change-

mens confiderables. La mattere quiy eft traitée , prin-

cipalement dans les quatre premiers livres ¢ft d elle

mefme i abflraitse , qu'il ne faut pas s’ étonner fipln-
freurs [é font aifement vebutez des Lentvée , & sils

ont été obligez tres fouvent de commencer par le cin-

guie'me livre. C'eft dans le deffein delewer cette diffi-

culté que I Auteur y a changeé beaucoup de chofés:, €5

qu'il a refuit entierement le [écond € le troifiéme

Livre : o il explique la. nature des vaifons € des

Proportions Geometriques , [oit fimples, [oit compo-

[ées, awec beaunconp plus de nettere €& dordre quil

n avoit fait dans la premiere edition. Et ['on pentd:-

re que la maniere dont il [e férs ne paroiira pas i
difficile a cenx qui woundyont s'y appliquer un pew. Il

9 auroit icy affez de fondement de s erendre furla bon-

té de cet Onzrage, qui fut recen des la premiere fois

avec tane d applandiffement. Mais il eft plus a pro-

pos de ne point. preventr les Leltenys , Et Lon doit

efperer que I'avancement que feront dans la Geome.

trie cenx qui [¢ férviront de ces Elemens ,en féra une
prenve plus fenre que tout ce quon en pourroit

dire,




47 Uo1quE jaye quelque {orte de liber-
&= ¢ dc parler avantageufement de ces
. Nouveaux Elemens de Geometrie,
N puifque je n’y ay point” dautre part
N que celle de les avoir tirez des mains
de I’Auteur pour les donner au public;
mon deflein n’eft pas neanmoins d’en
faire voir icy Pexcellence, ny de les
ropofer au' monde comme un ouvrage forr confidera-
Ele. Je ferois plutoft port¢ 4 diminuer Pidée trop hau-
te que quelques perfonnes en pouvoient aveir , €rant tes
perfuadé quiil eft beaucoup plus’ dangereux d’eftimer
trop ces fortes de chofes, que de neles pas eftimera {lez.
La naturede toutes les {ciences humaines , & princr--
palement de celles qui entrent peu dans le commerce de
la vie, cft d’écre mélées dutibrez & d'inutilitez : & je
ne {cay fil’on ne pcut point dire qu’elles font toutesinu-
tiles en elles mémes , & qu'elles devroient pafler pour
un amufement enticrement vain & indigne de perfonnes
fages, fi elles ne pouvoient{crvir d'inferumens & de pre-
parations 4 d’autres connoifll nces vraimént utiles. Ainfi
ceux qui s’y atrachent pour clles mémes comme 4 quel-
que chofe de grand & de relc vé n’en connoiffent pas le
vray ufage , & cette ignorince ¢ft en eux un beaucoup
plus grand défaut que s'ils ignoroient abfolument ces
iciences,
11
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Ce n'eft pasun grand mal que de weftre pas Geo.
metre ; mais C’en eft un confiderable que de croire que |4
Geomertrie eft une chofe fort eftimable , & de seftimer
foy méme pour s'eftre rempli la refte de lignes | d’an-
gles, de cercles, de proportions. Cleft unc ignorance
tres blimable que de ne pas fgavoir , que toutes ces fpecu-
lations fteriles ne contribuént rien i nous rendre hea-
reux ; qu'elles ne foulagent point nos miferes | qu’clics
ne gueriffent point nos maux ; qu’clles ne nous peuvent
donner aucun contentement réel & folide ; que Phom-
me n'eft point fait pour .cela, & que bien loin que ces
{ciences luy donnent fujet de s’élever en luy-méme, ellcs
font au contraire des preuves de la baffefle de fon eof.
prit ; puifqu’il eft fi vain & fi vuide de vray bien, qu'il eft
capable de s’occuper tout entiera des chofes fi vaines &
i inutiles.

Cependant on ne voit que trop timr €xperience, que
ces fortes de connoiffances font d’ordinaire jointes a
I'ignorance de leur prix & de leur ufage. On les re-
cherche pour elles mémes ; on s’y applique comme a des
chofes fort importantes; onen fait f2 principale profeflion;
on {e glorifie des découvertes que ['on y fait; on croit
fort obliger lemonde fi Pon veut bien luy en faire part;
& I'on s'imagine meriter par Id un rang fort confiderable
entre les {cavans & lesgrands efprits.

Si cet Ouvrage n’a rien de ce qui meritela repuatation
de grand Geometre au jugement de ces perfonnes, en
quoy il eft tres jufte de les en croire ; au'moins on peut
dire avec verit¢ que celuy qui Ia compol€ eft exempt
du défaut de la fouhaitrer, & que quey qu'il eftime beau-
coup le genie de plufieurs perfonnes quife mélent de cet-
te {cience, il n’a qu'une eftime tres mediocre pour la
Geometrie en elle méme., Neanmoins commeil eftim,
poflible de fe pafler abfolument d’une fcience qui fere
de fondement 4 tant d’arts neceflires 4 la vie humaine,
il pgut y avoir quelque utilité 2 montrer aux hommes
de quelle forte 1lsen doivent ufer , & deleur rendre cet-
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PR E FACE
te ¢tude la’ plus avantageufe qu'il eft poffible.

Ceft I'unique vué qu’a eiie I’ Auteur de ces nouveaux
Elemens. Il n'a pas tant confider¢ la Geometrie,, que
I'ufage qu'on en pouvoit faire ; & ila cru qu'en évitant
ces défauts qui n’en fontpas infeparables, on s’en pou-
voit tres utilement fervir pour former les jeunes gens, non
feulement 4 la juftefle de I'efprit ; mais méme en quelque
forte 4 la piet¢ & aureglement des mocurs.

Pour comprendre lesavantages qu'on en peut tirer,, il
faut confiderer que dans les premieres annces de l'en-
fance I’ame de ’homme eft comme toute plongée & tou-
te enfevelie dans les fens, & qu'ellen’a que des percep-
tions obfcures & confufes des objets qui font impreffion
fur fon corps. Elle forta la verité de cer €rat & mefure
que fes organes {e dégagent & fe fortifient par l'age, &
elle acquiert quelque liberté de former des penfces plus
claires & plus diftinctes , & méme de lestirerles unes des
autres, ce que I'on appelle raifonnablement. Mais l'a.
mour des chofes fenfibles & exterieures luy €rantdevenu
comme naturel , & par la corruption de fon origine & par~
I'accotitumance quelle a contradtce durant Penfance,
les chofes exterieures font totjours le principal objct de
fon plaifir & de fa pente. Ainfi non feulement les jeunes
gens ne fe plaifent gueres que dans les chofes fenfuelles;
mais méme entre les perfonnes avancées en dgeilyena
peu qui foient capables detrouverdu gouft dansuneve.:
rité purement fpirituelle, & ou les fens n’ayent aucune
pare, Toute leur application eft tofijours aux manieres
agreables ; ils nont de l'intelligence & de la delicatefle
que pour cela, &ils ne fe {fervent deleur efprit que pour
¢tudier Pagréement & l'art de plaire, par les chofes qui
flattent la concupifcence & les{tns.

Il me feroit aifé demontrer, que cette difpofition d’ef-

rit eft non feulement un tres grand défaut; mais que
c’eftla fource des plus grands defordres & des plus grands
vices, 1l eft vray qu’il n’y a que la grace & les exerci-
ces de pieté qui puiffent la guerir veritablement : mais
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entre les exercices humains qui peuvent le plus fervir 3
, la diminuer , & 4 difpofer mé&me P'efprit 4 recevoir les ve-
Il ritez Chreftiennes avec moins d'oppofition & de dégoutft,
l il femble qu'il n’y en ait gueres de plus propre que I'érude

de la Geometrie- Car rien n'eft plus capable de déra-’

| ‘eher 'ame de cette application aux fens, qu'une autre ap.

ol plication 4 un objet qui n’a rien d’agreable felon les fens;
i | & c’eft ce qui fe rencontre parfaitement dans cecte {cience.
=gl Elle n’a rien du toutqui puiffe favorifer tant foit peu la

N | pente de 'amewers les fens ; fon objet n’a aucune liaifon
;3; } avec la concupifcence; elle eft incapabled’eloquence &
[/ | . d’agréement dans le langage ; rienn'y excite les paffions ;

ellen’a rien du rout d’aimable quela verité, & elle la pre-
fente 4 'ame route nué & détachée detout ce quel’onai-
me le plus dans les autres chofes.

Que files veritez qu’elle propofe ne font pasfort utiles
ny fort importantes, {i 'on en demeuroitld ;il eft nean-
: moins tres utile & tres important de saccofitumer 4 ai-

, mer la verité,d la goufter,4 enfentirlabeauté. Et Dieu
¥ fe fert fouvent de cette difpofition d’efprit, pour nous fai-

| ;
oy, S R

T,

5 re entrer dans'amour & dans la pratique des veritez qui
&5 conduifentan falut, pour nous faire voir Pillufion de tout
E-: Jd

ce qui plaift dans les chofes fenfibles & exterieures , &
pournous rendre juftes & equitables dans toute la condui-
te de notre vie ; cet efprit d’equité confiftant principale-
ment dansle difcernement & dans 'amour de la verité en
xoutes les aftaires que nous traittons,

Mais la Geometrie ne fert pas feulement 3 déracher
Vefprit des chofes fenfibles, & 4 infpirer le gouft de la
veritg ; elle apprend aufli 4 la reconnoiftre & i ne fe
laiffer pas tromper par quantité de maximes obfcures &
incertaines, qui fervent de principes aux faux raifonne-
mens dontles difcours des hommesfont tout remplis, Car

* filony prend garde, ce qui nous jette ordinairement dans
& | Verreur & nous fait prendre le faux pour le vray, neft
3 pas le défautde la liaifon des confequences avec les prin-
cipes en quoy confifte ce qu'on appelle la forme des ar--

gumens

e
!

5
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umens ; mais c’eft I'obfcurité des principes memes, qui
n’érant pas exactement vrais, & r’étant pas auffi videm-
ment faux , prefentent 4 'efprit une lumiere confufe ot
la verité & la faufleté font mélées, ce qui caufed plu-
fieurs un efpece d’¢ébloiiiflement. qui leur fait approuver
ces principes fans les examiner davantage,

Il eft vray que la Logique nousdonne deux excellen-
tes regles pour éviter cette illufion , qui font de définir
tous les mots équivoques, & de ne recevoir jamais que des
principes clairs & certains, Mais .ces regles ne fuffifent
pas pour nous garantir d’erreur. Premicrement, parce
qu'on fe trompe fouvent dans la notion méme del’eviden-
ce, en prenant pour €vident ce quine I'eft pas. Eten fe-
cond lieu, parce que quoy qu'on fcache ces regles, on
n'eft pas totijours appliqué 4 les pratiquer. 1l n’y a donc
que la Geometrie qui remedie en effet 4 I'un & 4 Pautre
de ces défauts. Car d’une part.en fourniffant des princi-
pes vraiment clairs | elle nous donne le modelle de la
clarte & de I'evidence pour difcerner ceux qui 'ont de
ceux qui ne 'ont pas: & de l'autre ,commeelle ne fe dif-
penfe jamais de 'obfervation de.ces deux regles , elle ac-
cofitume L'efprit 4 les pratiquer, & 4 eftre todijours en
garde contre les €quivoques des mots & contre les prin-
cipes confus, qui font les deux fources les plus-commu.
nes des mauvais raifennemens,

Il ne faut pas difimuler neanmoins , que cette coditu-
me méme de rejetter tout ce quin’eft pas entierement clair
peut engager.dans un défaut tres confiderable, qui eft de
vouloir pratiquer cette exa&itude entoute forte de ma-
tieres,, & de contredire tout ce quin’eft pas propofé avec
I'evidence Geometrique,Cependant il y a une infinité de

~chofes dont on ne doit pas juger en certe maniere, & qui

ne peuvent pas eftre redwtes 4 des demonftrations me-

thodiques. Et la raifon en eft, qu’elles ne dépendent

pasd’un certain nombre de principes grofliers & certains,

comme les veritez Mathematiques ; mais d’un orand nom-

bre de preuves & de circonftances qu'il faut que Pefprit
£
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yoye tout dun coup, & qui n’étant pas convaincantes
feparément, ne laiflent pas de perfuader avec raifon
lors quelles font jointes & unies enfemble. La plufpart
des matieres morales & humaines font de ce nombre ;
& il y a méme des veritez dela Religion qui fe prouvent
beaucoup mieux par la lumiere de plufieurs principes qui
s'entr’aident & fe fotitiennentles uns les autres, que par:
des raifonnemens femblables aux demonftrations Geo-
metriques.

C’eft donc fans doute un fort grand défaut que de ne
faire pas diftinction: des matieres ; d’cxiger par tout cette
fuitte methodique de propofitions, que I'on voit dans la:
Geometrie ; de faire difficuleé fur tour,& de croireavoir
droit de rejetter abfolument un principe, lors qu'on juge
qu’il peut recevoir quelque exception en quelque ren-
CONntre,

Mais fi ce défaut eft affez ordinaire 4 quelques Geo-
metres, il ne naift pas neanmoins de I Geometrie me-
me. Cette {cience €rant toute veritable ne peut pas au-
torifer une conduite qui n’eft fondée que furdes princi-
pes d’erreur. Car il n’eftpas vray quun principe qui ne
prouve pas abfolument ne prouve rien; & que ne prou-
vant pas rout feul, il ne prouve pas ¢rant joint a d’autres,
1l y a differens-degrez de preuves. Il yenadont on con.
clut la certitude, & d’autres dont on conclut I'apparen-
ce; & de pluficurs apparences jointes enfemble on con--
clut quelquefois une certitude 4 laquelle tous les efprits
raifonnables fe doiuent rendre. Il ncft pas abfolument
certain que I'on doive voir le Soleil quelqu’un des jours
de P’année qui vient , je le dois neanmoins croire ; & je
ferois ridicule d’en douter, quoy qu’il foit impoffible de
le démontrer. La raifon ne doit donc pas pretendre de
démontrer Geometriquement ces chofes ; mais elle peut
prouver Geometriquement que c’eft une {ottife de neles
pas croire : Er c’eften cette maniere qu'on fe peut fervir
de la Geometrie méme dans ces forres:de matieres, pour
faire voir plus clairement'la force dela vray-femblance
qui nous les doit faire croire.
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Outre ces utilitez que I'on peut tirer de la Geometrie,
on en peut encore remarquer deux autres qui ne font
pas moins confiderables. 1l y a des veritez importantes
pour la conduite de la vie & pour le falut, qui ne lail-
fent pas d’eftre difficiles 4 comprendre , & qui ont be-
foin ::Fune attention penible ; Dieu ayant voulu , comme
dit S. Auguftin, quele pain de I'amefe gagnaft avec quel-
que forre de travail auffi bien que le pain du corps. Eril
arrive de 14 que plufieurs perfonnes s’en rebutent par
une certaine parefle, ou plitoft par une delicarefic d’ef-
prit qui leur donne du dégouft de tout ce qui demande
quelque effort & quelque forte de contention. Or e-
tude de la Geometrie eft encoreun remede 4 cedefaur;
car en appliquant I'efprita des veritez abftraittes & difh-
ciles, elle luy rend faciles toutes celles qui demandent
moins d’application ; comme en accodtumant le corps 2
porter des fardeaux pezans, on fait qu’il ne fent prefque
plus le poids de ceux quifont plus legers.

Non feulement elle ouvre I'efprit & le fortifie pour
concevoir tout avec moins de peine; mais elle fait aufii
qu’il devient plus érendu & prus capable de comprendre
plufieurs chofes ala fois. Car les veritez Geometriques
ont cela de propre qu'elles dépendent d’un long enchai-
nement de principes qu'il faut fuivre pour arriver a la
conclufion ; & comme cette conclufion tire fa lumiere de
ces principes, il faut que ’efpric voye en mefme temps,
& ce qui éclaire & ce qui cft éclairé, ce qu'il ne peut
faire fans s’étendre & fans porter {a veué plus loin que
dans f{es a&ions ordinaires.

Cette €rendué d’efprit, qui paroift dans la Geometrie
eft non feulement tres-utile pour tous les fujets qui ont
befoin de raifonnement ; mais elle eft aufli tres admira-
ble en elle mefme; & il n’y a gueres de qualite de nétre
ame qui en fafle mieux voir 1a grandeur , & qui détrui-
{fe davantage les imaginations bafles & groffieres de
ceux qui voudroient la faire paffer pour une matiere.
Car le moyen de s'imaginer qu’un corps, c'eft a dire,

& jj
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un cftre oit nous ne concevons quiune etendué figurce
; & mobile, puifle penetrer ce grand nombre de princi-
f pes tout {pirituels qu’il faut lier enfemble pour la preuve
l des propofitions-que la Geometrie nous démontre, &
qu’il porte mefme fa veué jufques dans l'infiny pour en
| affeurer ou en tirer plufieurs chofes avec une certitude
Al entiere: Elle nous fait voir par exemple, que la Diago-

e | nale & le cofté d’un Quarrén’ont nulle mefure commu.
e | ne, c’eft a dire, que Pefprit voit que dans l'infinité- des.
LN parties de differente grandeur qu'on y peut choifir, il
e | n’y en a aucune qui-puiﬂ"c mefurer exac&tement 'une &
|| Iautre deces deux lignes.

On peut dire que toutes les propofitions Geometri~
ques {ont de mefme infinies en ctendiie; parce que I'on
n’y conclut pas ce qu'on démontre d’une feule ligne,
d’'un feul angle ,d’un feul cercle ,.d’un feul triangle ,-mais
_ | de toutes les lignes, de tous lesangles; de tousles cercles,
- . de tous les triangles; & qu'ainfi efprit les renferme &.
| lescomprend tous en quelque forte quelques infinis qu’ils

Y foient. Or que tout cela(}e puifle faire par le boulever-
i fement d’'une matiere , & qu’en la remuant elle devienne
capable de comprendre desobjets fpirituels,, & d’en com-
prendre mefme une infinite, c’eft ce que perfonne ne fau-.
roit croire ny penfer, pourvii: qu'il veiiille de bonne foy
fonger 4 ce quil dit,

- Ce font ces refléxions qui ent fait juger al’Auteur de-
‘e ces Elemens,. qu'on pouvoit faire un bon ufage de la
a8 Geometrie ; mais ce n’eft pas neanmoins ce qui I'a porté:

|- d travaillerden faire de nouveaux, puifqu’on peut tirer

E tous: ces avantages deslivres ordinaires quien traitent.

Ils portent tous & ammer la verité ; ils apprennenta la

) | difcerner ;-ils fortifient'la raifon ; ils étendent’la veué

. de Iefprir, & ils donnent: lieu-d’admirer la grandeur de

B | ’'ame de ’homme , & de reconnoiftre qu'elle ne peuteftre

.' § autre que {pirituelle & immortelle. Ce qui Juy a donc

fait croire qu’il eftoit utile de donner une nouvelle for-.

me 4 cette {cienceeft , qu'étant: perfuadé.que c’éroitune
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chofe fort "avantageufe de s'accodtumer 4 reduire fes
penféesa un' ordre naturel, cet ordre €tant comme une
lumiere qui les éclaircit toutes les unes par les autres, ila
todjours eu quelque peine de ce que les Elemens d’Eu-
clide éroient tellement confus & broiiillez , que bien loin
de pouvoir donner 4 l'efprit I'idée & le gouftdu verita.
ble ordre , ils'ne pouvoient au contraire que Faccodru-
mer au defordre & dla confufion:

Ce défaut luy paroiffoit confiderable dansune feience
dont la principale utilité eft de perfeGionner la'raifon y
mais il n’euft pas penfé neanmoins 4 y remedier fans la
rencontre que je vasdire quil’y engagea infenfiblement,
Un des plus grands'efprits de ce fiecle, & des plus cele-
bres par Vouverture'admirable qu’il avoit' pour les Ma_-
thematiques ,.avoit faiten quelquesjoursun effay d’Ele-
mens de Geometrie; & comme il n’avoit pas cette veué
de Pordre, il s'eftoit contenté de changer plufieurs des:
démontftrations d’Euclide pour en fubftituer d'autres plus:
nettes & plus naturelles, Ce petit ouvrage étant tonthé
entre les mains de celuy qui a' depuis compofé ces Ele-
mens, il s’ctonna qu'un G grand efprit n’euft pas efté
frappé de la confufion qu’il avoit laiffée pour ce qui eft
de la methode, & cette penfée luy ouvrit en méme temps
une manicre naturelle de difpofer toute la Geomerrie ,-
les démonftrationss’arrangerent d'elles mémes dans fon
efprit, & tout le corps de 'ouvraze que nous dennons:
maintenant au public fe forma dans forridée.,

Cela luy fit dire en riant 4 quelques-uns de fes amis, -
que s'il avoit le loifir il luy feroit facile de faire des Ele-
mens de Geometrie mieux.ordonnez que ceux‘que P'on-
luy avoit montrez 5 mais ce n’€toit encore qu'un projet’
en l'air qu’il avoit peu d’ fperance de pouvoir executer,
quoique quelques perfonnes I'en priaflent ; parce quw'il au.:
roit fait-ferupule d'y employer un témpsowil auroitefté
en eftac de faire quelquautre chofe, -

Il eft arrivé neanmoins depuis que diverfes rencon-
tres luy ont donne I¢ loifir dont il avoir befoin pour:

€
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DEFINITIONS DEQUELQUES MOTS
dont on s'eft [erwi dans ces Elemens fans les definir,
parce quils font plitoft de Logique que de

Geometyie.

XroME On appcl]e ainfi une propofition fi

claire quelle n’a pas befoin de preuve : comme;

Que le tout ¢ff plus gm'nd gue [a partie. Yoir la
Logique 1v. Part. ChaF

Demanpe, On fefert de ce mot quand on a quel-
que chofe 4 faire , qui eft fi facile qu'on a pas befoin de
preuve pour demontrer qu'on a faitce que I'on vouloit
faire : comme 5 Décrire wn Cercle d'un intervale donné.

DeriniTioN. Ce qu'on appelle de ce nom en
Geomerrie eft la determmanorl d’'un mot qui pourroit
former diverfes idées, 4 une-idée fi claire & fi diftinéte
qu'elle revienne toujours dans Lefprit lor{qulon fe fert
de ce mot: comme; On appelle Parallelogramme une fi-
gure dont les :aﬁe{appq@gj@ﬂt paralieles. Voyez I'Artde
penfer 1, Part. Chap.x1.

TueEorEME. On nomme ainfiune propoi"non dont
il faut démontrer la verité : comme; gue le quarré de la
baze dun angle dmt{,:i’ al anx qmzrm;_des deux coffex.

PROBLEME. (?au{ﬁ une propofuon qu’il faut
démontrer ; mais dans laquelle 1l 5agn: de faire quelque
chofe, & Prouver qu'on a fait ce qu'on avoit propofé
de faire - :comme; Faire paffer par un point donné une ligne
parallele @ une !zgm donnée.

LemmE. Cleft une propofition qui w'eft au lieu ol
elle eft que pour fervir de preuve a d’autres qui fuivent,
On en peut voir des exemples au commencement des
Livres VI. X. & X L.

CoOROLLAIRE




CororrairRE Cleft une propofitioh Jquiff n'eft
qu'une {uite d’une autre precedente,on en peut voir un
grand nombre dans le Livre I X,

Mais il faut remarquer, que pour mieux faire voir la de-
Pendancc qu'avoient plufieurs propofitions d’une feule
qui en ¢roit comme le principe & le fondement , on a
quelquefois mis en Corollaire ce qu’on auroit pi mettre
en Theoreme,{ion avoit voulu,

Et pour la méme raifon, il y a de certains Theoremes
a qui on a donné lenom de Propofizion fondamentale ; par-
ce que toutes les propofitions d’une certaine matiere en
dépendent. On en peut voir des exemples dans les Livres

VL VIILX XL

FEFEHEXFEEEXHIZZIZT
Explication de quelgues N otes.

Uorquk ces Notes foientexpliquées chacune en
fon lieu ; neanmoins on a crules devoir encore met-
tre icy , afin de les faire mieux entendre

—+ Plus; ainfi 9 —+3, c’elta dire ; neuf plustrois,

— Moins : ainfi14 — 2, c’eft 4 dire; quatorze moins
deux,

= Marque de [igalité;ainfi 9 — 3 = 14—2. c’efta
dire ; neuf plustrois eft c¢gald quatorze moins deux,

:+ Ces quatre pointsentre deux termes devant,& deux
termes aprés marquent que ces quatre termes font pro-
portionels onarithmetiquement, on geometriquement.

Ainfi, Arithmetiquement 7.3 : : 13. 9.

Et Geometriquement 6. 2 :: 12. 4.

== Ces mémes quatre points avec une ligne qui les
coupe marquent la proportion continiie; ainfi <-3. 9.127.
c'eft 4 dire, 3 eft 4 9 ; comme 9 eftad 27.

Deux lettres enfemble comme 44, marquent quelque-
fois une grandeur de deux dimenfions, comme un plan
dont la longueur foit 4 & la largeur 4. Mais d’autres fois

1




ce weft qu'une ligne dont ces deux lertres marquent les

deux extremitez 5 ce qu'il eftaifé de difcerner par lefujes

que l'on traite.
Leslivres font divifezen nombres par des chiffres qui

fontenmarge: & c’eft feulement a cela qu'on a egard
dansles citations & les renvoisd quelques points deslivres
precedens ; le premier chiffre, qui eft romain marquang
le livre ; & le fgcond qui eft Arabe, marquant le nombre
de ce livre. Ainfi V.z29.veut dire /e vingt.newvieme nom-

bre du livre cinguieme.

Que fi I'endroit ol 'on renvoie eft du méme livre ;on
cite quelquefois un tel Theor€me, ou un tel Lemme | ou
bien le nombre precedent avec cettemarque S. qui veut
dire fuprascomme S.15. At ddire, cy-deffus, nomébre 15.

LEEHBB LB BIHL LB LOGEHH
TABLE »

De ce qui eff tratte dans féaqm Livre.

On pourroit dire beaucoup de chofes furl'ordre
qu'ona fuivy dans ces Elemens, & pour faire voir
qu'il eft beaucoup plus naturel qu'aucun aurre ait
jamais obfervé dans ces matieres. Mais onaime
mieux en laiffer le jugement aceux qui les liront;
& l'on fe contente d errreprefenter le planen fai-
fant voir de fuite ce qui eft craité dans chaque
Livre.

IvRE PREMIER. Desgrandeurs en General , ¢ des
_yquatre Operations, Ajouter, Soufiraire | Multiplier,
Divifer entant gu'elles [e peavent appliguer a toutes [ortes
de. grandeurs. Page




Livre Il Lela Raifon & Proporsion Gesmetri-
ues. Page 25
Livere III. Dela Raifon compofée , on Lonfuit voir
anlfi comment on peut faire fur les Raifons les guatre operations
communes, Ajouter, Soufiraire, Multiplier, Divifer Pa ge6o
Livre 1V. Des Grandewrs commenfurables ¢ incom-
menfarables. Page 75
Livre V. Delétendiic. De la ligne droite G cir-
culaire. Des droites perpendiculaires ¢ oblignes,  Page 123
LivrRe VI Deslignes paralleles. Page 147
Livke VIL Des ?fgnc.f terminees a wne circonference,
ou il eft parlé, Des Sinus, & de la proportion des arcs de
divers cercles & leurs circonferences, ¢ du parallilifine des
lignes circulaires. Page 164
Livre VIIL Des Angles reétilignes. Page 188
LivrEe 1X. Des angles qui ont lenr fomnmet hors le
centre du cercle, dont les ares me laiffent pas de les mefa.
rer. Page 205
LiveREe X. Des Zignes proporsionciles. Page i35
Livr & X1. Des lignes reciprogues, Page 256
Livee XIL Des Figures en general confiderées felon
lewrs angles ¢ leurs coffex, Page 199
Livre XIII. Des Triangles € Quadrilateres conyr-
derez_[elon lears coflez & lenrs angles. Page 319
Livre XIV. Des Figures Planes confiderées felon
lenr aire; c'efl a dire felon la grandear des furfuces gu’elles
contignnent, Lt premierement des Retangles. Page 340
LivRe XV. De lamefure de Paire des Parallelogram-
mes, des Triangles G autres Polygones. Page 364

S OLWYTTIO- N

d'un Probléme d Avithmetique appelle
LES QUARREZ MAGIQUES. 335
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EXTRAIT DU PRIVILEGE DV ROT.

Ar Grace & Privilege du Roy, donné 2 Chayille , le 23.

uillet 1683. Signé par le Roy en fon Confeil, JoNQUIER,
& feellé, Tlcft permis 2 GuiLraume Deseaz, Marchand Li-
braire a Paris, de rimprimer faite rimprimer , vendre & debiter
dans tous les lieux de Uobeiflance de fa Majefté, un Livee intitule
Nouveaux Elemens de Geomesrie, avec les corre&ions , change-.
mens & augmentations quiy ont efté faites, durant le temps & el-
pace de dix ans, a comprer du jour qu'ils feront achevez d’impri-
mer la premiere fois en vertu defdites Lertres de Privilege, avec
deffenfes a toutes perfonnes de quelques qualité & condition
qu'ils foient , Libraires , Imprimeurs, o autres , de le rimprimer
faire rimprimer, vendre ny debiter fous quelques pretextes que ce
foit & peine de trois mil livres d’amande, de confifcation des
Exemplaires contre-faits,8 de tous depens dommages & interefts,
ainfi qu'il eft porté plus aulong dans lefdites Lettres de Privilege.

Regiftré dans le Regiftre de la Communanté des Libraires & Im-
primeurs de Paris,le 26. jour de Inillet 1685

Achevé d’imprimer pour la premiere fois en vertu du prefent
Privilege, le 1. Septembre 168;.

FAUTES A CORRIGER,

Age 4o, lign. 16. au lieu de C.G, lifez G- C

. % P t B-
Page 4¢. lign, 18, au liew de. B0 Tpny ——::
r

Lign. 19 au liew de —=2 lifez ——n
[ -4 ]

R bl - TEA ) ,
at lien da F WOIDS T lifez T moins —

Page 43.lign 10, au liew de enge celles , lifez entre elles,
Page yo lign. 20 au litw de galement continuees lifez également conteniics.

" = R
Tage $; lign. 1y au lica de -::m :: bn cma lifez -;-:—":: bn. e¢m.

ign. i EGHCF .. B G-
Page 64 lign. . an liew de - !(: Ttk 2 qc r
Page 67 lign. 8 au licu de Trifon, lifez raifon.

Lign. 1z au lizu de Pancecedent dela raifon, lifez Panrecedent de la feconde.

lign. 17 aulieu de

Page 71 lign. 17 au liea de raifon doublée leurs racines,lifcz raifon doublée de lears raciness
Page 81 lign. e an lica de mul:lpll;},hl‘rz mulriples.
page 84 lign. 15 au lica de multiplié, lifez mulciple.
Page 20: lign. 31 au liew de k.c x. lifez k. x
Page 204 lign. ¢ au lieu de m mp liftz mp =
Page 279 hign. 37 au licu de angles, lifez arcs
Fage 3y& lign. 35 au lieu de bb= cc - dd--dy lifex bb=ce-dd--2dy
Bage 3.5 bgn. 15 au lien de plus le reftangle, lifez plus deox rectangles.
Page 357 lign. 31 au lien de du decagone, lifez du pentagone.
lign. g+ anlicude le quarté du pentagone, lifez le quarré du cofté du pentagane.
Page 373 lign. 18 au lru de b muni: en—pfplifez be mn it ce—+fi p—+2

lign, 10 anlicu s be mn o—+b A<t
: NOUVEAUX
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GEOMETRIE

t LIVRE PREMIER.

DES GRANDEURS EN GENERAL,
ET DES QUATRE OPERATIONS,
Ajotiter, Souftraire, Multiplier, Divifer,
entant qu'elles {fe peuvent appliquer
a toures fortes de grandeurs.

SurrosiTioNS GENERALES.

NSy O P77 ES les Sciences fuppofent des com- 1.
el noiffances nasnrelles , € elles ne confifient
WCR proprement gu'a étendre plus loin ce que nous

% ﬂ/’f;zwm naturellement.

S © A 1Ns1 guoy gu'il femble que ce [oit con-

% ire le vray ordre des [ciences de [uppofer dans

- des fuperieures , ce quine [e doit traitter que dans les inferien-
ves , comme qui [ppoferoit dans la Geometrie , ce quine sap-
Prendroit que dans I Aftronomie ; neanmoins ce n'eff point
gontre cet oxdre gue de fuppofer dans une [ience [uperienre:

A
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ce qui regarde ['objet de Linferienre , lovs que nous ne [uppo-
[oms que ce qui [e pent [cavoir par la feule lumicre naturelle
fans l'aide d'ancune fcience,

C’EST POURQUOY ayant entrepris de traiter icy de la
quantité ou grandenr en general, entant que cemot comprend,
Létendni | le nombre , le temps , les degrex de witeffe, & ge-
nerallement tout ce qui [¢ peut angmenter en ajoitant on mul-
tipliant 5 @ diminuer en [oufirayant ou divifant cre. je
ne feray point de difficulté de [uppofer qw'on [cait de certai-
nes chofes qui femblent appartenir & la [eience des nombres
gi'on appelle Arithmetigue , ot a la [cience de I étendué
gw'on appelle Geomeirie 5 parce que je ne (uppoferay rien
gw'on ne puiffe [cavoir [ans Faide de I drithmetique on de
lz Geometrie pour peu d attention qu'on y faffe, ou quony
ait déja fait. :

PREMIERE SurrOSITION.

J = fuppofe donc premierement qu'on {cache ajotiter
& multiplier de petits nombres , comme que 4. & § font
9, que 3 fois 5 font 15 , &c. :

SECONDE SuPPOSITION.

SecoNpEMENT quon fcache que c’eft la mefme cho-
fe dans la muldplicarion de commencer par lequel on
veut des deux nombres que I'on multiplie : comme que
3 fois g, eft la mefine chofe que 5 fois 3, que 4 fois 6,
eft la mefme chofe que 6 fois 4.

TROISIEME SuppoSITION.

J & fuppofe en troifiéme lieu , que 'on {cache que ce
quon appelle corps, efpace, érendué , ( car tout cela
fignific ]a mefme chofe ) 4 trois dimenfions, longueur,
largeur , & profondeur. Et que uand on les confidere
toutes trois ; c'eft alors que ceree forte de grandeur s’ap-
pelle proprement corps ou Solide. Que® quand on n’en
confidere que deux, {cavoir la longueur & la largeur,
on lappelle alors Surface. Et que quand on n’en confi-

;:l‘c_artqu’une , feavoir la longueur , on I'apppelle alors
igne.
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WATRIEME SUPPOSITION.

J & fuppofe en quatriéme lieu, que la multiplication &
la divifion {e peuvent appiiquer d toutes grandeurs, & non
feulement aux nombres. Car par Exemptie dans 'etendué
on appelle multiplier la longueur par la largeur, lors
qu'ayant un morceau de terre de 4 perches de lon-
gueur & 3 de largeur, on dit que ce morceau de terre a1z
perches de furface. Et au contraire, on appelle divifer,
lors que fgachant par exemple quel eft le contenu d’un
morceau de terre , comme qu’il eft de 12. perches , & fca-
chant auffi quelle en eft la longueur, comme de 4 per-
ches , on en cherche la largeur qui fe trouvera eftre de
3 perches. On pourroit encore donner une autre notion
de la multiplication & de la divifion par rapport 4 'unité.
Mais celle-la fuffitpour ce que nousavonsa faire, & autre
ne fe pourroit bien expliquer qu'en fuppofant des chofes
dont nous ne parlerons que dans la fuite.

CinquiemME SurrosiTION.

J= fuppole en cinquiéme licu , que I'on fe puifle mec-
tre dans l'efprit que ce qu’on appelle les trois dimenfions
dans les corps s'applique par accommodation i toutes les
autres grandeurs , & mefme aux nombres.

CaRr on les confidere quelquefois comme n’ayant
qu'une dimenfion lors qu'on ne fuppofe point qu'on les

A iy

Y.
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ait multipliez par unc autre grandeur. Ec alors on les
peut appeller grandeuss lineaires: comme eft par cxem-
ple le nombre de 7, qu'on ne confidere que .comme ¢f-
tant.compof¢ de fepr unitez,

Ex quelquefois on les confidere comme ayant deux
dimenfions lors qu’on fuppofe qu’une grandeur cft nce
de la multiplication de deux lineaires ; & alors on les peut
appeller grandeurs planes. Comme eft par exemple le
nombre de 12, lors qu'on le confidere comme: eftant né
de la multiplication de 3 par 4. @+ :

Et enfin on les confidere comme ayant trois dimen-
fions lors quon fuppofe qu'une grandeur eft nce de la
multiplication de treis grandeurs lineaires ,ou d’une pla-
ne qui en adesja deux, par une lineaire, Et alors on peut
appeller ces grandeurs folides. Comme eft par exemple
le nombre de 24 , quand on le confidere comme né de la
multiplication de ces trois nombres 2. 3. 4, parce que 2
fois 3 font 6, & 4 fois 6 font 24.

: SIXIEME SuPPOSITION.

Je fuppofe enfin qu'on saccofitume 4 Concevoir ge-
neralement les chofes en les marquant par des Jettres fans
fe mettre en peine de ce qu'elles fignifient,, puis quonne
s’en fert que pour conclure que 4 cit b, queceltc, ou ce
_?ui eft pris pour la mefme chofe en mariere de grandeur,
ur tout en general , que s eft égald 4, & cdc, ou que b
mulciplié par ¢ eft égal d & multiplié par ¢, ou felon la
2¢ Suppofition 4 ¢ multipli¢ par 4.

CeTTE remarque ¢ff de grande importance. Car on ne
feroit gue [¢ brogiller fi dans ces commencemens qui doivent
effre tres-fimples on vouloit appliquer ce qu'on traite genera-
Iement & des exemples particuliers dont lz connoiffance dé-
pendroit & autres principes. Et de plus , Pane des plus grandes
wtilitex de ce traité, eff daccoisumer Vefprit & concevoir les
chofes d'une maniere [pirituelle fans [ aide d'aucunes images
[fenfibles , ce qui fert beaucoup & nous rendre capables de la
connoiffance de Diew ¢ de moffre ame.



DE GEOMETRIE, LIv.I. 5
PRINCIPES GENERAUX.
Du Tour ET DES PARTIES.

TouTe grandeur eft confiderée comme divifible en
{es parties. -

La grandeur eft appellée sons au regard de fes par-
ties, ;
Lors qu'une partie de la grandeur eft contenué preci-
{ément tant de fois dans fon tout, comme 2 fois, 3 fois,
4 fois,, &c. elle s'appelle partie alignote, ou fimplement
aliguote.

On dit auffi quelle en. eft /z mefare ; parce qu'elle la
mefure juftement eftant prife autant de fois qu’il fau.

Ainfi 3 eft partie aliquote de 9 , parce quil y eft
trois fois; j, partie aliquote de 20, parce qu'il y eft 4
fois.

Q;_[and les parties aliquotes d’une grandeur font au-
tant de fois dans leur tout que les parties aliquotes d'une
autre grandeur dans le leur, elles font appellées alignotes
pareilles. Ainfi 3 & 4, font les aliquotes pareillesde g &
derz, parce que; eftautant defoisdans g , que 4 dansiz,
I'un & lautrey eftant 3 fois.

Le tout eft mefurea foy-méme , parce quetoute gran-
deur eft contenué une fois dans foy-méme.

On appelle portion toute partie aliquote ou non ali-
quote, Ainfi 4 cft une portion de 13; § de 7.

AXIOMES.
De vUEcariTe ET INEGALITE.
" Le tour eft plus grand que fa parue.

Le tout eft égal 4 routes fes parties prifes enfemble.

Les grandeurs égales 4 une méme grandeur font ¢ga-
les entr’elles. :

Vilt,

1X.

X,

XIIL,

X1y

XV.
XVI
XVIf,

Si & grandeurs égales on en ajofite d’égales, les tous X vIIL

font €gaux,

Si de grandeurs égales on en ofte d'égales, les reftes
feront égaux.

Si de grandeurs inégales on en ofte d’égales, les reftes
ferong inégaux,

Ay

XIX,

X X,




B e

XXI1

XXIL

XXI11L,

XXIV.

XXV,

XXVIL

XXVIL

XX VI,

¢ NOUVEAUX ELEMENS

Si a grandeurs inégales on en ajotite d’égales , les tous
feront inegaux. _ :

Les aliquotes pareilles de grandeurs égales font égales.
Par exemple, fibgftégalic, letiers de & fera €gal au tiers
de ¢, cela eft manifefte.

Et par la mefme raifon deux grandeurs font égales
quand leurs aliquotes fareﬂles font égales. Sile tiersde s
eft égal au uiers dec, beftégaldc caré eft égal afes trois
tiers, & ¢ aux trois fiens. Or fi untiers eft égal duntdiers,
les trois tiers font égaux aux trois tiers : puis que ce neft
quajoiiter chofes agales 4 chofes égales. Donc, &c.

On peut marquer ainfi qu'une grandeur eft ¢gale 3
une autre , comme que eft égald ¢, 6 =

DES QUATRE OP ERATIONS.
AJOUTER, &c.

: AppITION.

Ajotiter,, ou Addition, ceft mettre deux ou plufieurs
grandeurs enfemble , & en faire comme un tout qui s’ap-
pelle fomme. \

Cela s'exprime ainfi 4, plus ¢, & fe marque ainfi b —c.

SOUSTRACTION.

Souftraire , ou Seuffrattion,, Ceft retrancher une moin-
dre grandeur d'une plus grande. Et ce qui refulte de la
s'appelle reffe ou difference. Car ce qui refte de la plus

rande eft ce en quoy la plus grande furpafloit la plus
petite. Si de 5 je retranches, refte 2, & 2 eft la differen-

ce de 5 a 3.

La Souftradion s'exprime ainfi, 4 moins ¢, & fe mar-
que ainfi b—c.

MupTIPLICATION.

Muliplier ou Aswlsiplication ceft quand ayant deux
grandeurs comme & & ¢, j¢ fais que ce que I'unicé eft a
Pune des deux, autre eft 4 ce qui refulte de la Mul-
tiplication , qu’on appelle produiz.

Une toife eft 4 3 toifes, ce que 4 toifes font 4 125 Et
ainfi 12 toifes eft le produit de 3 roifes multiplices par 4.

Cela s'exprime ainfi quand on ne fe fert que de let-
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gres benc, oud par ¢; 1l y en a qui le marquentain-
fi b 3 ¢y mais il eft plus court de les mettre feulement
enfemble 4 ¢, & nous ne nous lervirons que de ce dernier.

Il faut remarquer qu'une grandeur marquée par un
feul caradtere comme &, ou ¢, s'appelle grandeur lincaire,
felon la §° Suppofition. Que quand on les joint enfemble
en mettant & ¢, cela ne veut pas dire que I'une foit ajoii-
tée a l'aurre (ce qu'il faudroit marquer par & —-¢, & plus
¢, ) mais que I'une eft multiplice parl'autre ,d’'ou naiit
ce quonappelle produit.

ue s’ilny a euque deux grandeurs lineaires quiayent
eft¢ multiplices 'une par I'autre, ¢e produit s'appelle gran-
deur plane ou plan.

Et les deux grandeurs lineaires d’ou ce plan a efté
produit, sappellent fes dewx dimenfiens , ou fes deux
COLLCZ,

Et fi c’eft ]a mefme grandeur lineaire qui a efté mul-
tiplice par foy-mefme , comme {i 4 en 4 a fait 44, ce

plan s’appelle guarré. Et cette grandeur lineaire f racine.

On marque quelquefois le quarré ainfi 4% ceft a dire &
quarré, on 4+ ceft a dire 4 de deux dimenfions,

Que fi trois grandeurs lineaires {font multiplices I'une
par 'autre , commeden ¢, & bcend. ce quifait bcd , ou
ce qui eft lamefme chofe fi une grandeur plane, comme
b ceft nmltip‘hée par une lineaire , comme pard, ce qui
faitaufli 4 ¢ d, ce produit sappelle folide , ouune gran.
deur a 3 dimenfions.

Et fi Ceft une mefme grandeur quieft multipliée » fois
par elle-mefme, comme b ené, & bben b, ou ce quieft
la mefme chofe fi un quarré comme 4 4 eft encore une
fois multipli¢ par & fa racine, ce qui fait4 44, ce (olide
sappelle cube, & 6 la racine de ce cube.

On marque quelquefois le cube ainfi 4= c’efta dire 4
cube, ou 4 celt 4 dire 4 de trois dimenfions.

' Division,

Divifer ou divifion , c’eft lors quayant une grandeur

qui sappelle divifeur, parce quelle en doit divifer une

XXX

XXX,

XXXL

XXXII,

XXXII,

XXXIvV.
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autre , qui s'appelle dividende, on fait que comme le di
vifeur eft au dividende Punité foit 4 ce qui naift de la
divifion quon appelle grotient:

Afin que 3 divife 1z, il faur'que je trouve un nombre:
4 qui 'uniré foit comme 3 eftd 12, & ce nombre eft 4...
car 3 eft quatre fois dans 12, comme. I'unité eft quatre:
fois dans 4. :

La divifion s'exprime ainfi &¢ divifé par p ; & fe mar-
que ainfi %= & cela s'appelle gmoszent , comme j'ay desja
dit ; & la grandeurde deflus eft le dividende ou grandens
& divifer, & celle de deflous le divifeur.

Cleft prefque totijours une grandeur de plufieurs di-
menfions qu'on divife IEa.r une grandeur de moins de di-
menfions. Car la divifion eft oppofée 4 la multiplication,
comme la foultradion & I'addition , d’ou vient que la
multiplication du divifeur & du quotient fait une gran-
deur égalealagrandeur i divifer; parce quelamultipli-
cationr refait ce que la divifion avoit défait. Erd’ot vient
auffi par la mefine raifon que fi on veut multiplier une

randeur divifée par le divifeur méme, onn’a qu'a ofter
le divifeur, & la grandeur 4 divifer demcurant feule, fera
le produit. Ainﬁ%e produit de & en geft 4 .

La divifion eft de peu d’ufage dans le traité de lagran-
deur engeneral, parce quon ne fcauroit d’ordinaire dé-
terminer un quotient qu'en defcendant a quelque efpece
de grandeur , comme Pétendué ou le nombre.

Il n’y a qu'une rencontre oti on le peut, qui eft lors
que le mefme caractere fe trouve dansla grandeur 4 divi-
fer & dans le divifeur. Car alors oftant ce caradtere de
Pan & de lautre, ce qui reftzra fera le quotient.

Ain{i ayant <= le quotient fera ¢.

Ayant : -<]e quetient fera d.
Ayant e:_¢]e quotient fera ¢ .
DES GRANDEURS
IncoMPLEXES ET COMPLEXES.
Outre ce que nous avons remarqué que l'on pouvoit

confiderer les grandeurs comme n'ayant quung dimen-
fion
H
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fion ; ou en ayant plufieurs : on peut encore confiderer
toutes ces fortes de grandeurs lineaires, planes , ou fo-
folides comme incomplexes, ou comme complexes.

Jeles appelle incomplexes quand on confidereune gran-
deur d’une ou de pluficurs dimenfions 4 part, comme 4,
oucd, ou mn o,fans y rienajotiterou en rien ofter,

ET jelesappelle complexes quand on y en joint d'autres
demefme genre par un plus ou un meins , ou-qu'on mar-
que par un chiffre que ]a méme grandeur fe doit prendre
pluficurs fois,comme  — ¢, on b —+¢ —+d,oub —+ f—g,
oubc~+fg,onbr—+ fg—mn.

Ou par des chiffies 5 4.’

Or commeil ya quelque difficulté un peu plus grande
our faire lesoperations dont nous venons de parler fur
es grandeurs complexes, nousen donnerons les princi-

pes & les regles. _
PRINCIPES
POUR FAIRE LES QUATRE OPERATIONS
SUR LES GRANDEURS COMPLEXES.

XXXVIL,

XXXvil

1. CHAQUE grandeur incomplexe dont la complexe eft XX XIx.

compofce fe peut appeller zerme.

2. L plus & le moins font appellez frgnes.

LE plus — figne affirmatif, le moins , — figne negatif.

3. PAR tour oti n’eft point le figne negarif, 'athrmatif
eft fous-entendu. Ainfi 6 . ¢, vaut —+ 4 —+ ¢. Mais il fe-
roitinutile de marquer le plus au commencement,

4. LE plus & le moins d’une méme grandeur ou ter-
me font €gaux 4 rien , ou valent zero. Car I'un oftant ce
que Pautrea mis, ilsne demeure rien. Ainfi &—4, cen’eft
rien, 4 - c,—c.ne vaut que 4. Cela eft aufli important
que facile,

5. Lors que le méme terme eft plufieurs fois repete
dans une grandeur complexe , fi C’eft tofijours avec le
mefme figne, foit affirmatif, {oit negatif, on peut nele
mettre qu’une fois avec fon mefme figne , en marquant
parun chiffre combienil doit eftre pris de fois. Ainfipour
é — ¢ ¢+ ¢, on peut mettre b plus 3¢ ,0u b —+ 3¢; au

XL

X LI,

XLIX

XLI14;
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lieu de b—g—g—g, 0N peut metere b moins 3 g , OW
b—3 1.

6. Maus fi la méme grandeur ou terme eftavec des fi-

gnes divers ,on peut alors felon le principe 4, ofter ce
terme de la grandeur complexe autant de fois qu'il eft
avec un plus 8 avec.un moins. Ainfl b—¢ —.0—0—¢,.
ne vaut que 4 , parce que ¢ eft autant de fois ofté que mis,
& ainfiil ne refte rien. Ques'il y avoit un plus davanta-
ge , comme b w.¢ =+¢—c, alors il le faudroit laiffer une
fois avec plus b —+¢ , & de méme s’ily avoitun moins
davantage.
ADDITION
pes GRANDEURS COMPLEXES

" Pour ajofiter une grandeur complexe, comme b+,
dune autre grandeur ou complexe comme —+ ¢, ou in-
complexe comme 7, il ne faut qu’y joindre la grandeur
qu’on veut ajoditer & en conferver tous les fignes , en
obfervant toGjours que le figne affirmatif eft{fous entendu-

ouiln’y ena point.

A P
ajoliter -+ . Somme & — ¢ — m —¥ 7.
A b =t

: Somme & —+ ¢ —+ m—1mn.
ajoliter m—a.

Que sl ya deschiffres ,
les trouve,

A 2b-+3 ¢
ajoliter 3m— 42

La fomme eftant trouvée, fi le méme terme s’y trou-
ve plufieurs fois, on peut pratiquer ce quia cft¢ ditdans
le principe 5 & 6. Ce'qui fgit dic une feule fois pour tou-
tes les autres operations.

SOUSTRACTION
Des GranpeurRs COMPLEXES.

P'our fouftraire une grandeur complexe d’une autre
grandeur ou complexe ou incomplexe,, il ne faur que I'y
joindre en changeant rousles fignes dela grandeur qu'on
fouftrait , & obfervant tofjours que le figne affirmatif

il les faut laiffer comme on

%_ Sommezd —+3¢~+3m —+ 47
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eft fous-entendu o1 il n'y en a point,

L, b es % refte b -+ c—m—n,
ofter m —n.

De 4-+c. } refte & —+ c—m—+n—a.
ofter m—an =+ o.

I L neft pas difficile de juger pourquoy on change le
plus {ous-entendu en moins dans le premier terme de la
grandeur 4 fouftraire : car c’eften cela méme que con-
ifte la fouftra&ion. Mais d’abord on eft farpris de ce
qu’il faur changer les fignes de moinsen plus ; car au lieu
que la Souftraction doit faire la grandeur momdre qu'clle
n’étoit, on la rend plus grande par la.

Cela eft faciled comprendre quand ce que l'on doit
{ouftraire ,a d’abord un plzs & puis un meins. Comme fi
de 4 je veux ofter p—n; car p—n eftant moins que p,
Enoftant p jofte trop , & ainfiayant ofté p, parce qu'on
a trop ofte, il faut ajotitern, qui eft ce qu'on a ofté de
trop.

Mais quandil n’y auroit danis ce qu'on veut 6ter qu'une
grandeur avec le figne de moins: il faut votijours la met-
re par le figne de plas , comme fi de & | j’en voulois
ofter—n, je devrois mettre 4 —. 2.

Carce qui trompe en cela, c’eft quiajotiter moins , c'eft
ofter, & retrancher moins , Ceft ajoditer. Ajotiter au bien
d’un hommeune dette paffive de mille francs , qu’il croit
~ avoirpayée, cen'eft pas augmenter fon bien, ceft le di-
minuer de mille livres , & en retrancher une dette paffive
de la mefme fomme en la payant pour luy, cen’eft pas
diminuer fon bien, c’eft Faugmenter de mille francs, Il
ne faut donc pas s'étonner fi dans I'Addition 4 4, ajoi-
tant—, je ne change point le moins en plus, mais le laif-
fant comme il eftoit , cela fait 6—n : de forte que la
fomme eft moindre, que n’eftoit-ce i quoy je I'ay ajoi-
té, parce que je n'ay ajotlité qu'en apparence , mais j'ay
retranché en effer.

Et au contraire dans la Souftrad&ion , fi de 4 je retran-
che—a, il faut que changeant le figne de morns en plus,

Bijj :
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je mette b —+ 7 , ce qui fait un refte plus grand , que ce
dontj'ay retranché , parce que retrrancherunmosms , c’eft
ne retrancher qu'en apparence & ajotiter en effet. On
en peut apporter une preuve bien fenfible dansles nom-
bres.é]'e veux de 7 retrancher moins 2 , au lieu de 7 je
prends 9—2., qui luy eft égal. Tl faut done qu’il refte la
mefme chofe , fi de Yun ou Pautre je retranche 4—2. Or
fi de 9—1, je retranche—az, je le pourray faire , ou
effacant—2 de 9—= , ou en merLant — 2 apres 9—2;
ceft adire en mettant g—2 — 2. Or de I'une ou del'au-
tre ‘manicre il reftera ¢ ; car 2 eftant par plus & par
moins {e reduit a zero. Il faut donc qu’il refte la mefme
chofe lors que de 7 on ofte—a. Et cela ne peut eftre
qu'en changeant le mosns en plus, & mettant 7 —+ 2. Ce
qui faic 9.
MULTIPLICATION
pEs GRaANDEuURS COMPLEXES.

Pour multiplier une grandeur complexe parune autre
complexe ou incomplexe , il faut fairé autant de mula-
plications particulieres que chaque terme dela grandeur
complexe peut eftre comparé-avee chaque terme de 'au-
tre grandeur.

Dk forte que multipliant le nombre destermes d’une
grandeur 4 multiplier ,avec le nombre des termes de I'au=
tre,on a le nombre des multiplications partiales qu’il faut
faire pour avoir-la multiplication: totale, ou le produit
total.

Arnsilors quune des deux grandeurs n’a qu'un terme
& que l'autreena deux , parce qulune fois deux ne font
que deux, il ne faudra faire que deux multiplications par-
tiales de chacun des deux termes d’une grandeur par le
le terme-unique de lautre:

Ei.{ : 78 }-"produit cb -+ db.

Lors que les deux grandeurs ont chacune deux
termes , parce que deux fois deux font 4 , il faudra

Fairel 4. multiplications partiales pour avoir le produit
total,
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£ b~ c. %Produit pe —+p£~+95"**?""
n ol
Lgn‘:c?ue chacune a trois termes, parce que trois f:ois
trois font neuf, il faudra faire neuf multiplications qu’on
pourra difpofer troi; 4 trois en vc;;:tte forte;
. : po—+pc—pa.
En;j;:f}"ﬁ‘;*f”"?d'

"Y=rb = re—rd.
& ainfi a 'infin;,

LA méme chofe fe fait quand on multiplie des gran.
deurs planes par des grandeurs lineaires , d’ot naiffent
«des grandeurs folides,

Eg’jﬁ:f‘f’} produitsbd—+sp g+ thd+ tpg.

Voira ce quiil faut obferver generalement dans tou.
te multiplication des grandeurs complexes. Mais ily a
une difficulte particuliere pour feavoir quand il faur
mettre les fignes de plus ou de moins avant les produits
des muliplications partiales. Cleft ce qu’on apprendra
par ces trois Regles.

PremMreERE REGLE.

Prus en plus faic plus ; ceft 4 dire que la multiplica-
tion de deux termes qui ont chacun un plus exprimé ou
fous-entendu ,, donne un produit qui doit avoir le figne
de plus. Cela eft fans difficuled, & les exemples qu'on a
propofez le font affez voir.

SeEconpE REcLE

Prus en moins | ou moeins en plus donne moins, Coeft a
dire que la multiplication de deux termes dont l'un 2
#lus & lautre moins , donne un produit qui doit avoir le
figne de moins,

o p b—q b parse que g.2 moins & & phus {ous-
Enp—g } entendu,

Tro1stE"ME REcLE,

Moinsen meins donne plus 5 C'eft 4 dire que la multi-
plication de deux termes qui ont tous deux moins don-
&¢ un produit qui doit.avoir le figne de plus.

B iij

LIL

LIV

L V‘.

L¥EL. -

LVIL

Lyilli,
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;*’-j} b pp deb g+ dg.

RA1SON DE CES TRO!S REGLES.

Ce que nous avons dit pour mentrer que dans I'addi.’
tion on laiffoit le meins comme on le trouvoit , au lieu
que dans la {ouftradion on changeoit le moins en_ plus,
donnera un grand jour pour lintelligence de cestrois re-
gles, & fur out de la derniere qui paroiftd'abord fort
£trange.

Suppofons que les deux grandeurs que I'on veut mul.
tiplier foient 5. & 3.

On en prend une , laquelle on veut qu'on appelle le -
multipliant, & lautre eit le multiplié. Suppofons que §
{oir le multipliant, & 3. le multiplic.

Chacune peur avoir I'un des deux fignes, le plus & le
moins (~ ou— ) ce qui fait 4. cas.

Le 1. cas eft quand le multipliant a plus , & le multi-
pli¢a aufli plas; c'efta dire quand par —+ 5 je multiplie 3.

Le . cas, eft quand le multiplianc a plus , & que le mul-
aiplié a moins ; €'eft adire quand par —+ § jemultiplie—s3.

Le 3. cas, eft quand le multipliant a moins , & que le
multipli€ a plus ; ceft a dire quand par—y je multi-
plie—+3.

Le 4. cas, eftquand le multipliant & moins , & que le
anulltipli.é 4 moins aufli ; Ceft 3 dire.quand par—j je mul-
nplie—-a3-

E';l eft ciueftion de fgavoir quel figne doit avoir le pro-
duit qui fera tofijours 15 ; c'eft 4 dire quand ce fera— 15
ou—I1s.

Orvgic-y ce me femble des remarques qui feront voir
que dans le 1. cas qui appartient d la . regle , & dans
le 4 qui appartient 4 la 3. regle, le produit aura plus ;
cefta direque ce fera —+ 15 : Et que dansle 2. cas, & dans
le 3. qui appartiennent tous deuxdla 2.regle, le produit
fera par moins, ceft a dire que ce fera-—ig.

La 1, remarque eft, que quand le multipliant a plas,
gomme dans les deux premiers cas, c’eft multiplier par
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;r[w, & qu’alors la multiplicaion fe fait par voie d'ad.
dition , c’eft 4 dire en ajotitant le multipli€ | quel qu’il
foit, affirmatifou negatif ) autant defois qu'ily a d’uni.
tez dans le multiphiant. :

Et que quand le multiphant 4 moins ,.comme dans les-
deux dermers cas, c’eft multiplier par moins, & qualors
la multiplication fe fait par voye de fouftraction; ceft
a dire en oftant le muluplié , quel qu’il foit autant de
fois , qu’il y a d’'unitez , quoy que negativement dans le
multipliant, .

La 2. remarque eft, que ceft le multiplié¢ qui deter-
mine en quelque forte le figne du produit : C’eft a dire’
que le figne que doit avoir le multipli¢ dans la multi-
plication ,. foit en confervant celuy qu’il avoit aupara-
vant , foit en le changeant en fon oppofé , fera celuy
du produit.

Laj.qui eft la fuitte & I'application de ces deux-ld ,
Que quand la multiplication {e fait par voye d’addition,
comme dans les deux premiers casou le multiplianta p/es.
il faut obferver pour le multiplié ; ce qui s'obferve dans
Paddition , qui eft de loy conferver fon figne. Et ainfi
dans les deux 1. cas,.le produit doit avoir le mefme figne
quavoit le mulciplié avee la multiplication. D’ou il
senfuit que dans le premier cas ou le multipli¢ a plus,
le €rodxiir a plus aufli. C’eft pourquoy fi-par <5 jemul-
tiplie —+ 3 le produit fera —+ r15. Et que dans le 2.cason le
multipli€ 4 moins le produit doir aufli avoir meins. Et
e’eft pourquoy , fi par —+ 5 je multipie—s3 le produit

fera—15, €e qui revient a ce qui a efté dit que fid ¢
Jajofite—3 la fomme fera y—3:5 ce qui ne fait que
deux. :

Mais quand la muldplication fe fait par voye de fouf-
traction , comme dans les deux derniers cas .ot le mul-
tipliant a moins .1l faut obferver pour le multiplié ce
qui s'obferve dans la fouftraction pour la grandeur

pofitive ou negative qu'on veut retrancher , qui eft: de-
changer {on figne dans le figne appof€. Et ainfi dans ces-
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deux derniers casle produit doit avoir le figne oppe-
f¢ a celuy qu'avoit le multipli¢ avant la multiplications
Dot il s'enfuit que le 3. cas ol le muluplic a pls le

roduit doit avoir moins 5 ceft 4 dire que fi par—j je
multiplie < 3 le produit fera—ry. Et que de mefme dans
le 4. cas ot le multipli€ a moins, le produit doit avoir
plus; Ceft 4 dire que fi par—; je multiplie—3 le pro-
duit fera —+15 ; Car la multiplication fe Igif&nt par voye
de fouftraction,, multiplier—3 par—y , c’eft ofters fois
—3. Or ofter une feis—j3, c'eH mettre —+3 , comme il
a efté dic fur le fujet de [a fouftraction , donc l'ofter 5
fois, c’eft mettre —+ 15 , ce qu'il falleit prouver.

Cette maniere de concevoir la multiplication de moins eR
moins en la confiderant comme faite par voie de [oufira-
&ion, m'a donné moyen de refoudre la plus grande difficulté
gu’'on puiffe comme je croy faire [fur cela , & m'avoit fait
croire que ce w'efloit que par dccident , que moins pay
moins donnoit plus. C'eff que je ne ponvois ajufter & cette
forte de multiplication la notion la plus naturelle de Iz
multiplication en general , qui ¢ft que Punité ( o4 determi-
née dans les nombres , ou arbitraire comme dans Pétendué )
doit eftre an multipliant , comme le multiplie eff an pro-
duit. Car cela ef vifiblement faux dans la multiplication
de moins en moins , puifgu'sl ne peut efire vray que Lunité
[oit a—-5.comme—3 € 4+ 155 parce gl faudroit ponr
cela que le [econd terme effant plus petit que le 1. le 4. fuff
aulli plus petit que le 3. au lieu qu'il eff beaucoup plus
grand. Ie ne voy point d'antre réponfe a cela que de dire
Lz mulsiplication de moins par moins [e faifant par voye
de (oufrattion , au lign que toutes les antres [e font par
voye daddition, il n'eff pas ¢ffrange que la notion des mul-
tiplications ordinaires me conviemne pas a cette forte de
multiplication qui ¢ff d'une autre genre que les autres , [ans
gi'il foit befoin d'en excepter la multiplication des frattions
comme de? par Caren quoy celle la ¢off differente de celle
des entiers | eff que ponr avoir le produit, il faut faire deux
saltiplications , celle du 1. Numeratenr par le 2 ce qui don-

n¢ 10
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¢ 10 poar numeratenr du produit @~ celle du 1 deminateny
par le 2, ce gui domme 21 pour le deminatenr du produit.
Mais Pune ¢ Lautre [¢ fait par voie daddition s car
on prend le 2 numeratenr awtant de fois gu'il y a danitez
dans le premier; Cefl 4 dire gu'on prendsz fois | ce qui fait
100 Et onprend aulfi le 3 denominateur antant de fois gu'il
y a d'unitez dans le premier , c'eff & dire qu'on prend 7.3 foss,
ce gui fait 21. Et Ceff par la qi'il arrive gque l'unité | on
—eff @ comme —eff a2

OROLLAIRE DE LA TROISIEME REGLE.

C’est fur las regle queft fondée une invention fort
aif¢e de trouver les multiplications des nombres depuis
5 julqu’a yo.

4l ne faut que baiffer les 10 doigts , puis relever d’une
main aurant de doigts qu’il s’en faut que I'un des nombres
quon-veurmultiplier n’aille jufqu’a 10 ; comme fi ce nom-
breeft8,en relevera, & de I'autre de mé€me autant qu’il
s’en faut que "autre nombre n’aille jufqu’a dix ; comme fi
ce nombre eft 7,en relever 3 :cela fait, il faut conteraurant
dedixaines qu’il y a de doigts baiffez , & multiplier les
doigtslevez d’une main par ceux de P'aiitre , en ne les pre-
nant que pour des unitez , & on aura le nombre qu'il f‘;ut.
Laraifonde celaeft qu'on ne faic en cela que multiplier

|ﬂ....,_.......z._
par } 100—20~—30-+ 6. fomme §6.
10.. :

Car en baiflant les doigts , on fait la premiere multi-
plication parriale qui donne dix dizaines. :

En levant deux doigts d’une main on'fait ce que doit
faire la feconde mulriplication partiale , qui eft de —+ 10,
par— 2, ce quidonne — 20 : car en levant deux doigts
on ofte deux dizaines. :

En levant3 doigtsde I'qutre main on fait encore ce qué
doit faire la troifiéme multiplication partiale, qui eft de
~+ 10 par — 3, ce qui donne — 30 : caren levant3 doigts
on ofte trois dizaines. _

Etenfin en multipliant les doigts levez d’une main par

: . ot Ul & 22
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ceux de Pautre , on multiplie—2 par—s3, e qui donne
6 par la raifon que nous avons dite.

QuUATRIESME REGLE.
1 AN D les termes fe trouvent avec des nombres,, il

faut multiplier les nombres , par les nombres, & les termes
par les termes pour en avoir les multiplications partiales,
en gardant les regles precedentes pour cc qui eft des plus
& des moins,

-’;i 156 d. 3i'§;6d.
ii:;; 12bp-+8pd—+9bg—+ 6dq.

Division.

Elle n’a rien de particulier, finon lors que Fune des.
grandeurs incomplexes du divifeur fe trouve dans routes
les grandeurs incomplexes du dividende 5 Car alors il la
faudra effacer dans le divifeur & dans toutes les gran-
deurs incomplexes du dividende.

Exemple és —+os— da le quotient plus abregé fera bsesd.

fa I
AVERTISSEMENT.

Comme ces 4 operations fur les grandeurs complexes
marquées par lettres, eft une efpece dejargon quiem.
barafle quand on n’y eft pasaccotitumé, ileft urile d’en
propofer plufieurs cxcmp}l)cs , ou on obfervera les regles
qu'on a données aux nombres 42. 43. 44 :

EXEMPLES DE L ADDITION.

SOMMES.

A b—+¢
Ajourer¢
A b+ d
Ajotterb —¢
A 5-:}& -+
Ajotter d -+ ¢J

A éu—f—i-d
Ajotiter d ~+ 543}5"" 1d—g

A —bt—m
Ajotiter dem—c }_“—5‘-*””-,

§~+1L‘.

tb—+de—sc.
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bv7ay) ;
Ajourer--—g sz} 5 ey

A- bar7a

Ajoliter —+9a } 6+ 164.
A b—+9a
Ajoiiter6-—7a

EXEMPLES DE LA SOUSTRACTION.
RESTES.

}zé-ﬁ- 14.

De 4

Oﬂer&.__m} d~m.

De é-—+d

0&61‘ k) ‘_Eé""d""f.

De b~+d

Ofter¢ —{-d} b—ec.

De s—. )
Oﬁeri——«} ——r d(O‘I.l} By,
De éb=+c—d) P

De 6bbyccch 5
Oﬂ-er.éé-a-c;_;& _1‘. g
De b—+d
Ofterb—d § 2 &

De b-+7a
Ofter %gdié—-zg.

‘De. 6-1-9;1
Oﬂ:ﬁfﬁ—-—‘}'ai -+ 16 4.
De d—+46
Ofterb~+d

EngPL}!s DE LA MUuLTIPLICATION.
i 5_“ Propurrs.
Mult. éhi_[§55-i'cf-+ 1be.
N 415} bis
ﬂﬁt‘ i—c} 66wt ccmmma be.
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Par b—+c—+d
Mult. =
gla:lt.'i-+ 3 d} bb —+bc—+bd.
Par 6-—-&-.’:'—-—-d

Mult. b—c }56—-—::—-—-—6 dainerd

Par b=+ce—dy),. |
Mule, b ——c—+ d}“-—-—ff?“—dd'ﬁ 2,dc.

ExEMPLEs DE LA Divisian.
QuUOTIENTS.
b.

}.!am-+ cm — dm.

Dividendeébce 3

Divifeur Yo .
Divid. écdf _
Divifeur cf} 6 d.

Divid, bz ca—+da
Divifeur & -—+c—d. } L3
Divid, é‘ 5——5 {Z} é
Divifeur b—a 5
Divid, ba—+ca—+da

Divifeur = } b+ €+ d.
Divid, bbb+ aa—+1,ba 5
Pivifeur 4« § =+ 4.
Divid, bb—aa 4

Divifeur, &+« % g

DES EQUATIONS

Tourtk égalité entre deux grandeurs fe peut appeller
équation : mais pour I'ordinaire on donne cenom a I'é-
galité de deux grandeurs complexes , comme 4 p —+ fg
—mnEst. L1 5Q

Ou au moins dont 'une eft complexe , comme &
= ¢ =d. - i

Chacune de ces grandeurs ¢gales peut eftre-appellce
membre de ['équation. : ML), 8712

Treft fouvent tres-utile de trouveér des équations, &
Pun des plus grands {ecrets pour les trouver eft de pou-
voir donner 4 une méme grandeur diverles. dénomina-




DE GEOMETRIE LIV.I
tions, parce que fouvent une dénom’inaﬂon en fait voir
I'égalité avec une autre grandeur qu'ane autre dénomi-
mation n'auroit pas fait voir.

Ainfi aiant une grandeur comme & partagée en deux
portions, comme ¢ &4 ,on peut nommer chaque portion
ou parfon propre caraétere , comme ¢, ou par le caractere
du tout moins ['autre partie. Car il eft bien vifible que 4
eftant égal 4 ¢ d chaque partie eft égaleau rour moins
Iautre partie ,. & quainfic =é—d. Etd = é—.

Oril y abeaucoup de rencontresott il eft plus avanta-
geux de nommer une partie du nom du tout moins l'autre
partie que de luy donner un nom propre. Comme au con-
traire il eft quelquefois plus utile de donner un nom pro-
pre i ce qui ¢ft marqué parune grandeur moins quelque
chofe,

THEORE ME.

L plus importante obfervation touchantles Equations
eft celle-cy.

On peurt transferer chaque terme d’un des membres
d’'une equation enl’autre fans en troubler I'égalite , pour-

A £ D »
veu qu'on en change les fignes, c’eft a dire que Poftant

d’un des membres ot il eftoit avec plus jonle mette dans
autre avec moins ou au contraire. Par exemple,
bpdeef
Je puis tranfporter 4 en I'autre membreen changeant
de figne & metrant
b — f—d.
_-En fi au contraire on avoig
b—d =g
<. On pourroit mettre
(@le fi on tranfportoit tous les-termes d’an membre-
dans]l'autre membre enleschangeant chacunde figne, le
membre o1 on auroit tran{port¢ tous les fignes {eroit egal
@rien , comme feroit celuy d’olton lesauroit tranfportez.
Car fi
Cuy

LXV.
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b+ ﬂ'a—-f =p -+ g—r.
b+ dowemf— p—q —+ r z=a zCIO.

Et fion nelaiffe d’un cofte qu’un terme avec un moins,
cela fera que le membre ot on aura tran{poreé les au-
tres termes {era égal 4 zero moins ce terme-ld, |

bad=f—g
b+ d—>f =m—ao24g.

C’efta dire fera moins que rien. Ce qui femble impoffi-
blei concevoir , quoy que cela ne foit pas fans exemple
méme dansle langage commun, puis qu'on dit d’un hom-
me endebeé qu'il s'en fauc vinge mille éfcus quil n'ait
un fou.

LA raifon de tout cela n’eftautre que les deux maximes
de I'égalité.

Si a grandeurs égales on en ajoiite d’égales, les tous

feront €gaux.
Side grandeurs égales on en ofte d'égales , les reftes

feront €gaux.
Carfib—d=g.

En ajofitant 4 de cofté & dautre ils demeureront
€gaux. :

Or pour ajofiter 4 au membre ot il eft avee moins , je
n'ay qu'a le recrancher ; puis qu'aufli bien fi je lavois
ajouté en difane,

b—d~+ d. _
—_d8& —+ 4. neferoient rien par le 4° principe.

Et pour jofiter 4 4 l'autre membre out il n’eft point
da tout, il faut que je 'y mette avec plus en difant g ~+ d.

Er par confequent ce tranfport d’un terme d’un mem-
breenunautre en changeant le moms en plus ne fait qu'a-
joiiter chofes égales a chofes égales, ce quine trouble
point I'égalité.

Et fij'avois » <+ d = #

En retranchant d de cofté & d'autre ils demeureront

p égaux.

Or pour rerrancher d du membreott il eft avec un plus
jenay q'udL'ofter rout a fait, puis qw'onne peut pas mieux
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Je retrancher qu'en le fupprimant,
Et pour le rerrancher du membre o1 il n’eftoir point du
tout, il faut I'y metcre avec unmoins, en difant f— 4.
Et par confequent ce tranfport d’un terme d’un mem-
bre 4 un autre en changeant le p/us €n moins | ne faic
quofter chofes égales de chofes égales, ce qui ne trouble
point l’c'galité’.

EXEMPLES.
DEe LA SorutioN D'uN PROBLEME AR EQUATIONS.

On feint qu'une Muleallint avec une Afneflé fe plai- L x v 17,
gnoit d’eftre trop chargée, & que la Mule luy dit; Si je
t’avois donné un de mesfacs, nous en autions autant 'une
que 'autre: & fi tu m’ent avois donné un des tiens , j'en
aurois le double de toy.

On demande combien chacune portoit de facs. Et on
le trouve ainfi.

Le nombre inconnu desfacsde la Mule foit appellé 4.
& de 'Afnefle B.

Par la premiere hypothefe

Ad—1=8-—+1.

Donc ajodtant 1 de part & d’autre
A =B-2.
Par I'autre hypothefe.
A~ 1eftcgal ddenx fois B—r,Ceftd dire 42 B——2.,
Doncen mettantau lieu d'4, B —+ 3 qui luy eft égal.
B—+3=12B—1,
Donc ajotitant z de parr & d’aure
B 5=1 8.
Donc oftant un B de part & drautre
2]

C'eftadire que B, le nombre desfacs de I'Afnefle , eft s

& 7 celuy des facs de la Mule. '

SEconDp ExEMPLE

AyANT rencontré des pauvres & leur voulant donner LXVIIL
achacun sfols, yaitrouvé quej’en avois unde trop peu.
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Erainfi ne Jeur ayant donné qu'a chacun 4, il m'en eft
refté 6. Combien y avoic-il de pauvres, & combicn avois-
je de fols.
Soit' lc nombre des pauvres appellc 4.
Par Phypothefe S
§ A—1=4A4~6.
Donc ajofitant 1. de part & d’autre
sA =447 '
Doncoftant 4 4 de part & d’autre
o =
Donc il y zvoit 7 pauvres, Et j'avois 34 fols.
TrorsiEme EXEMPLE.

N’avANT que desCarolus de 1o deniers & des pieces
de3 blancs de 14 deniers, faire 20 {ols en20 pieces,

Soient appellez le fol A.

Le Carolus B = 4+—2 den.
La piece de trois blancs C = 4 —+ 3 den.

Multipliant B parla difference de C a4, ceft a dire
prenant3 By & Cpar la differencede Ba .4, c'elt a dire
prenant 2 C.

Je disque 3 B =+ 2 C valent§ 4.

Car3 B =3.4—6 den.
Et2C =24 -6 den.
Or plus & moins valent zero. Donc, &c.

Or 4 fois§ valent 20

Donc 4 fois3 B,ceftadire 12 B,& 4 fois2C, ceftd
dire 8 C valent 20 4. Ce que 'on cherchott.

Cette équarion eft le fondement d’une regle d’Arith.
metique qu'on appellle Ja regle d’alliage. -

Sans
b3
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NOUVEAUX ELEMENS:

GEOMETRIE
LAY EE  SECON D

DE LA RAISON ET PROPORTION.
GEOMETRIQUES.

¥m- LE N n'a jamais efté moins bienéclaircy dans
ONi| zoute la Geometrie , que la nainre de ce gu'on-
EAB| appelle Railon: @ £ Autenr de ces Elemens
AW 'z jamais efté fore [atisfait de ce qu'il en a
dit dans la premiere Edition de ce Livre.

: Mais un Gentilhomme Flamand nommé M. ¥
de Nonancourt , qui a beancoup de lumieres , non [enlement Celiwreraeles cmprime
dans ces fortes de Sciences , mais-anffi- dans la Philofophie o Lowvain lan 1652 -
¢~ dans la Theologie, luy-ayant fait voir un petit. Traité o+ Lovtbowy erbca )
Latin :'m:'rﬂé*ﬁutgidcs Logifticus . feu de Ratione Eu. weowme 4179 Nonanc
clided ; i/ avoiie gue cela luy a onvert les yenx , & luy a
fait concevoir des Notions beaucoup plus nettes touchant cet-
ze Matiere gu'il n'en avoit asparavant : & c'ef pourguoy
enironvera que ¢e [econd Livre &~ le troifieme font prefque
Yout changez. -

D
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PLAN GENERAL
DES PROPORTIONS.

O peut comparer enfemble deux grandeurs en deux
differentes manieres.

L'ane eft, en confiderant de combien 'une furpaffe Pau-
tre quand elles font inégales, ce qui s'appelle Differen-
ce: comme fije dis que 2 eft la differencede 7 4 5.

I’autrE eft, en confiderant un autre rapport quisap-
pelle Raifon, que nous expliquerons plus bas.

QueE fi deux grandeurs ont entr’elles ou mefme diffe-

rence, ou mefme raifon que deux autres, cela s'appelle
‘Proportion : mais quand c’eft une égalité de difference,,
cela sappelle Proportion Arithmetique,

Et quand c'eft une égalité de Raifons, Proportion
(eometrique,

Mais parce qu'on n’a point d'égard dans la Geome.
trie 4 la Proportion Arithmetique , & que quand on
parle abfolument de Proportion on entend toujours la
Geometrigue, celt 4 celle-1a que nous nous arréterons ; &
nous ticherons d’expliquer plus clairement que l'on ne
fair dordinaire ce que c'eft que Raifon, qui eft le fon-

dement de la Proportion Geometrique.

SECTION PREMIERE.
DE LA RAISON.

DEFINITIONS.

L a quantité relative d'une grandeur comparée d une
autre , eft ce qu'on appelle Raifon.

La quantitérelativeder248, eft la Raifon de 1242 8,

Dk B Ceftla Raifonde B d C.

La Raifon que 'on compare s'appelle antecedent ; &
«celle avec-qui on la compare, confequent.

Remarques powr mieux faire comprendre la nature de

la Raifon.

Quanp on confidere une grandeur feule, on n’y con.
fidere que {2 grandeur abfolué: ainfi en comptant tous
les Soldats d’une Armée de 10000 homimes, en y trouvant
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10000, je dis que c’eftune Armée de 10000 hommes:
Mais fi je compare cette Armce avecune autre de 100000
ou de 4000, la notion de fa grandeur change; car je la
trouve petite comparee avec la premiere, & grande
comparée avec la feconde. Or Ceft ce que jappelle

wantité-relative | en quoy confifte ce que les Geome-
wres appellent Raifon.

Quoy que toute Raifon demande deux termes,.nean-
moins la Quantité relative en quoy la raifon confifte,
convient proprement 4 l'antecedent, & non pas aucon-
fequent ; comme encore que la Paternité fuppofe le Pere
& le Fils , neanmoins elle ne convient qu'au Pere &
non au Fils ; & la Fihation ne convient qu’au Fils & non
aut Pere.

Comue la Raifon eft une quantité, quoy que relative,.
routes les proprictez de la quantité luy conviennent:
c’eft pourquoy une raifon eft €gale, ou plus grande, ou
plus perite qu’ine autre raifon.

RiEn ne peut mieux faire comprendre ce que c’eft que
Raifon , que les fradtions ou nombres rompus, qui fe
marquent par deux chiffres, avec une ligne entre deux,
dont le plus haut, qui s'appelle cumerarteur, eft comme
Vantecedent; & le plusbas, qui s'appelle dénominateur,
eft comme le confequent: car les nombres entiers figni-
fient une quantité abfolué, en ce que 3, par exemple,.
fignifie trois unitez, 4 quatre unitez, &c. au lieu que
dans les frations le numerareur ne fignifie que par rap-
port au dénominateur:: De forte que trois fractions qui
ont toutes le nombre 2 pour numerateur, & qu'on e
cache le déncminateur, on ne fcait ce que ce 2 veut
dire ; mais fi on les découvre, & que ce foient » =
dans la premiere il fignifiera deux tiers, dans la feon--
de deux cinquiémes, dans la troifiéme deux f‘eptié‘l%:s ;-
& il faut remarquer que plus ce dénominateur eft un:
petit nombre, plus la fraction eft grande: & au contrai-
re, carau lieu que 3 eft un moinfre nombre quey, & 5
que 7, deux tiers eft plusque deux cinquiémes, & deux:

D i
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28  NOUVEAUX ELEMENS
cinquiémes plus que deux feptiémes ; ce que nous di-
rons dans la fuite eftre la mefme chofe dans les Raifons;
celles qui ont un-mefme antecedent & divers confequens
eftant d’autant plus grandes. que leur confequent eft
plus petit. ;

: PrEMrErE Division.

Tourk Raifon eft d’égalité ou d’inégalité. On appelle
Raifon d’égalité quand Tantecedent eft égal au confe-
quent , comme la Raifon de Ba B, de 124 12, d' arL;
d’inégalité quand I'antecedent eft plus grand ou plus pe-
tit que le confequent, comme la ,_RaiEm de 8 a 12, ou
de 12a8. ; f

AVERTISSEMENT.
¥ 2/ ne fant pas confondre la Raifon dégalité avec Iéga-
Lité des Raifons ; car deux Raifons pewvent effre égales en-
#r'elles , quay que chacune [oit une Raifon & inégalite.
SEconpE Division.

‘La Raifon d’inégalité fe divife encore en celle qu'on
appelle de nombre a nombre , & celle qu’on appelle Raifon
fonrde.

-Qw dit-que deux gramdeurs ont entt’elles une Raifon
de nombre A nembre, ou quand l'une eft précifément
contenué rant de fois dans Pautre; comme la-Raifon du
pied 4 la toife, la Raifon de 4 412 ; ouaumoins, quand
guelques aliquotes de I'antecedent font précifément un
certain nombre de fois dans le confequent, comme la rai-
{fon d’une aulne 4 une toife ; parce que le potice, quieft
Ja 24¢-partie d’une aulne, eft 72 fois dans fa toife.

‘QuAnpD les grandeurs ont entr’elles une raifon de
nombre 4 nombre, on dit quelles font commenfu-
rables, parce quelles ont quelque partie qui peut fervir
i Pune & 4 l'autre de commune mefure.

C’est ce qui convient 4 tous les nombres qui ont
tous au moins unité pour mefure commune.

Er ceft auffi ce quia fair que 'on appelle cette raifon
de nombre & nombre. _

, .ET le plus court aufli eft d’exprimer ces raifons par les
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moindres nombres qui en ont une femblable , comme de
dire que l'aulne eft 4-la toife .comme 44 3 72, ceft &
dire comme 11 4 8.

La Raifon fourde , qui eft oppofée a celleld, eft
quand deux grandeurs ont une certaine Raifon entre
elles, qui-ne peut eftre marquée par aucun nombre;
parce que.chacune ayant des parties aliquotes de plus
petires en plus petites, d Pinfiny : Il ne peut neanmoins
arriver quaucune, quelque petite qu'on la prenne, me-
fure juftement 'autre grandeur, c’eft 4 dire qu'elle y foit
precifément ; mais y 1l aura todjours quelque refte plus
petit que .cette aliquote,

Cera paroft d’abord incroyable, & neanmoins il ya
demonftration qu’il y a des lignes qui font incommenfu.
rables 4 d’autres lignes, comme le cofté du quarré .4 la
Diagonale.

: ‘DE LA COMPOSITION

DES Rarsons.
ComMe la Raifon eft une quantité ou grandeur, quoy
que relative , tout ce qui convient'd la quantit¢ ou gran-
deur en general convient auffi 4 la Raifon.

Et ain(% comme deux grandeurs peuvent eftre compa-
rées enfemble, deux raifons le peuvent eftre aufli: &
alors , comme-il ya quatre termes.dans cerre comparai-
fon, le premier & le quatriéme qui font I'antecedent de
la premiere Raifon & le confequent de la deuxi¢me,
sappellent extrémes ; & le deuxiéme & le troifiéme qui
font le confequent de la premiere Raifon & I'ancecedent
de la feconde, s'appellent-moyens.

QuE fi confiderant enfemble plufieurs Raifons le con-
fequent de laprecedente eft todijours le mefme quel'an-
tecedent de la fuivante, ces Raifons peuvent eftre ap-
pellées continués.

Mais ce qu'il y a de plus remarquible dans cette com.-
paraifon de Raifons, eft que.comme une grandeur com-
Far,ée;d une autre luy eft égale ou inégale, & quand el--
¢ ¢ft inégale qu'elle eft plus grande ou plus petice: Il

. D 1
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faut aufli qu'une Raifon comparée & une autre luy foie:
égale ou inégale, & quand elle eft in¢gale qu'elle luy
foit plus grande ou plus petite.

ET comme c’eft dans cetee comparaifon de deux gran-
deurs que confifte la Raifon d‘cga]ité ou d’inégalité,,
il eft clair encore que deux Raifons eftant comparees
enfemble, en forte que Fune foit I’antecedent & lautre
le confequent de cette comparaifon , elles ont entr’elles
une nouvelle Raifon , ou d’égalité fi elles font égales.,,
ou d’inégalicé fi elles font inégales,

Or quand celt 1a Raifon d’égal ité qui eft entre deux:
Maifons, ceft 4 dire quand deux Raifons font égales,,
cela s'appelle proportion, ou proportion geometrique..

DEFINITION
pE LA ProroRPION GEOMETRIQUE

Arnst ce quon entend par la Proportion Geometriqac .
ou par le mot de Proportion quand on n’y ajotte rien,
n’eff autre chofe que I'égalité de deoxRaifons, qui con-.
fifte en ce que la quantité relative d’un-antecedent com-
paré a fon confequent,, eft égale d la quantite relative
Wun autre antecedent compare-auffi 4 fon confequent.
_La Proportion sexplique ¢n diverfes manieres, ceft:
a dire quil y a diverfes fagons de parler pour fignifier-

ue quatre grandeurs, commc B, C, F, G, font propor-
tionnelles. On dit premierement que la premiereeft a Ja
feconde comme la troifiéme 2 Ia quatriéme; que B eft:
2 C comme FaG. _

.. Que la raifon de la premicre d la feconde eft: egale:

4 12 Railon de la troifieme 4 la quatriéme.

3. Que la premiere 2 la mefme Raifon 4 la feconde-
que la troifiéme d la quatriéme 5 & pour abreger on fe-

fert de quagre points :: €nEre les deux Raifons B C: =

FG.
DEFINITION.
Nous avons déja dit que comparant enfemble deux:
Raifons, antecedent- de la premiere & le confequent
de la feconde sappellent extremes ; & P'antecedent de la.
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feconde & le confequent de la premiere les moyens:
Mais dans les Raifons égales les extremes & les moyens
font dits eftre reciproques les uns aux autres ; c'eft _:i
-dire que le premier & le quatriéme terme font reci-
proques au deuxieme & au troifiéme.

AVERTISSEMENT.

Nous awvons déja dit gue la Raifon effant une quan-
tite , quoy que relative , comme deax grandenrs eftant com-
parées Lunealautre font une Raifon ; on pent anlfi comparer
deux Raifons [une @ Lautre, comme la Raifon BaX. 2
la Raifon C a2 X, & confiderer guelles Rasfons elles ons
entrelles ; & alors la premiere Raifon ( gui a fon antecedent
€~ fon confequent ) Wef gue Pantecedent de "certe mowvelle
Raifon que Lon cherche entre ces dewx Raifons, & la fecon-
de Raifon en ¢ff le confequent s € que pour micux marquer
il femble alors @ propos de metre les confequens de ces
Raifons gue Lon compare an deffons de lewrs antecedens,

-AvEC une petite ligne entre dewx , comme on fait dans les
Fraltions en cettemaniere,

B C
“‘Or cela eftant amfi,, ces deux Raifons confiderées eg
«cetre maniere peuvent eftre entre les deux premiers ter..
‘mes d’une pofition , dont les deux derniers feront on
deux grandeurs abfolués, comme fi je dis, la Raifon

deB 3 X efta la Raifon de Ca X, commeB eft i C,

B g, -
% x-- BC

ou deux autres Raifons , comme fi je dis, la Raifon
d’X'a X efta la Raifonde B 4 X, comme la Raifon d'X

-4 Ceftala Raifon deBaC.

X258 5. X oD
X - Tl CRE R
PROPORTIONS,
ou RAISONS EGALES NATURELLEMENT
: CONNUES.
‘On ne {gauroit mieux faire cogprendre ce que c’eft
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que proportion ou égalité de Raifons, que par des exem:
ples de proportions naturellement connués, qui fervi-
ront aufli de principes pour connoiftre celles qui ne fe
difcernent pas fi facilement.

I.

Tourtes les Raifons-d’égalité font égales entr'elles;,
Ja Raifonde B 4 B eft égale a laRaifonde Ca C, la.
Raifon d'r a1 eft égalea la Raifondes as.

IL

LA Raifon d’une grandeur 4 fon multiple quelconque; .
eft égale 4 la Raifon d’une autre grandeur a {fon équis
multiple. La Raifonde B au triple de B, eft cgaleala
Raifon de C au triple de C.

La Raifon de 2 au tr'gie de 2 (qui eft 6) eft cgaled:
la Raifon de §-au triple. de §(qui eft 15..

1L

La Raifon d’une grandeur 4 uneautre grandeur eft
égale 3 la Raifon de lear équimulriple.
La Raifon de B a C eft égale 4 la Raifon du triple:de
B au triplede C.
La Raifon de 2 4 5 eft égale 4 la Raifon de 6 triple
de 2.4 rgtriplede g..
| 27
La Raifon des multiples differents de la mefme granz
deur eft égale 4 la Raifon des multiples d’une autre
grandeur pareils aux premiers, chacun i chacun & dans
Ie mefme ordre.
La Raifonde 3 B a 5 B. eft égale &' la Raifonde 3 C
is. C. , Y.
4 SLA-Raifon des multiples'pareils de deux grandeurs, eft
égale 2 la Raifon d’autre multiples pareils de mefme
randeur.
La Raifonde 3 Bd 3 Ceft¢galealaRailon de 5 Bd.
: C. _
g ; AVERTISSEMENT
Tout ce gu'on vient de dire des multiples [e peut dire
“aullf des aliguoses, w'eflant que lamefme chofe [ous un antre
Hotai:
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nom ;, car toute grandenr cft multiple de [es aliquotes , €~ aki-
quote de fes multiples.
DEeriNiTION. Division.

LA Proportion difcrete ou continué : On I'appelle
difcrete quand le confequent de la premiere Raifon eft
different de I'antecedent de la feconde , comme dans
tous les exemples qu'on a rapporté. B C.:: F G.

‘On I'appelle continué quand la mefme grandeur qui
eftle confequent de la premiere Raifon eft Iantecedent
de Ia feconde, comme fi je difois B eft 4 C, commed
DBC:: Ceft a DCD ;ce quife peut auffi marquer
ainfi—=2- B C D.

DEeriniTION. ;

‘CETTE proportion continué s'appelle Progreffion,

uand y ayant pluficurs raifons égales de fuitte, le con-
I(Jequenr de dela precedente eft totijours I'antecedent de
la fuivante comme Beft 4 C , comme C4 D, comme
D4F, commeFi G, &c. Ce qui {e marque ainfi —=-
BCDFG. 13

I. AxioMmE.

LA Raifon d'un antecedent 4 un confequent, a pour
parties les Raifons de chaque parties de I'antecedent &
ce mefme confequent, & cette raifon eft.égale 4 toutes
les raifons partiales de I'antecedent prifes .enfemble au
mefme confequent , foit la grandeur T, divifée en plu-
fieurs parties égales , ou inégales , comme M P Q. fi
on compare T a quelque autre quantité comme O:en-
forte que T foit I'antecedent, & O le confequent:La rai-
fondeTa0,a pour -parties les raifons de MaO,dePa
0, de QA:0, & leur eft égale,

B, — _Ifi_ e
9) e 0 2T 4

Car T valant M ~+P = Q. il eft vifible que T eft

égalea M — P+Q :

O
Remarquez que je dis que la Raifon 5 », 1 pour parties
les raifons ¥ £ 2 & non pas quelle eneft compofée, ce
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qui fignifie fout autre chofe comme op verra dans
fuitte.
[I. AxroME

L Raifon d’'unanrecedent a un confequent , eft €ga-
le 4 la Raifon d'unautré antecedent moindre que le pre-
mier au mefme confequent , plus la Raifon de la gran-
deur dontun antecedent furpafle I'autre au confequent.
Er ainfi la Raifon du plus grand antecedent au confe-
quent eft plus grande que [a Raifon du plus perit ante-
cedent 2 ce meime confequent.

: C'eft une [uitte de P dxiome precedent.

C ar Ja Raifon du grand antecedent au confequent, a
pour parties la Raifon du petit antecedent au confequent’

Jus la Raifon dela quantite , dont le grand antecedent
Elrpaﬂ?:'le plus petic ,a ce mefme confequent , & elle
leur eft €gale.

Cette quantité dont uné grandeur en furpafie une au-
tre , sappelle fa Difference qui eft entre ces deux gran-
deurs , foit B plus grand que C, & la difference de B
4 C, foit appelle X : enforte que C —+ X, foir ¢gal &
B Zeftégal a5+ 5.

III. AX1oME.

L A Raifon de Pantecedent i une partie du confequent
eft plus grande que Jaraifon du mefme antecedent a tout
le confequent , & ainfi la raifon d’un antecedent 4 un
confequent cft une plus grande raifort que celle du mef-
me antecedent 2 un autre confequent plus grand que le

remier.

La Raifon de Ba X partie de D eft plus grande que
Ja Ruifon de BaD, & de mefme fi X elt plus perit que
v. La Raifon deB-aX, fera plus grande que celle de
B X

IV. AXIOME.
[ £s Raifons qui ont un me(me confequent font en-

cre elles comme leur antecedens, g e O,
Creft une fuite du 2 Axiome ; car fi deux antecedens €-
fant COMPArez aun mefme confequent, 1a Raiforrdu plus
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grand antecedent eft plus grande que celle du plus pe-
ut. Il faut que ces raifons foient entre elles comme les
antecedens. V. Axio0ME

Les Raifons qui ont un mefme antecedent font en-
tre elles comme leurs confequens dans un ordre recipro-
que ou renverfé, c’eft 4 dire que la premiere eft 4la fe-
conde , comme le confequent de la {econdeeft au confe-
quent de la premiere ¥ X :: CB.

Ceft la fuitte du troifiéme Axiome; car fi comparant
le mefme antecedent 4 differens confequens , la Raifon
de cerantecedent 4 chaque corfequent eft plus grande
quand le confequent eft plus petit, & plus petite quand
le confequent cft plus grand. Il eft clair que ces rai-
fons doivent eftre entre elles comme les confequens dans
un ordre renverfé, puifque file confequent de la premiere
eft plus grand que le confequent de la feconde. La pre-
miere fera plus petite que la feconde, comme le confe-
quent de la feconde eft plus petit que le confequent de
la premicre.

VI AXi1oMmE

S1 deux raifons font €gales a une mefme raifons : elles

font égales entre elles.
BC...MN.
PG, x»

Donc BC. :: FG.

Etc’eft la mefme chofe que fi deux raifons font égales %
deux autres raifons chacune a chacune, elles font éga-
entreelles , fi lesRaifons & O eftant fuppofées égales,
la Raifon A eft €galea la RaifonIy*& la RaifonE, ¢gale
a laRaifon O,& A & E feront égales entre clles.

A COROLLAIRE,

Quanp plufieurs proportions difcretes confiderées
enfemble , font telles que lesdeux derniers termes de la
precedente font totijours les deux premiers termes de la
fuivante: elles peuvent eftre appellces continués en leur
maniere, ou difcrerement continués, & alorsil eft clair
que toutes ccs raifons de ces diverfes pro]};q;’:ions {ont

: i
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¢égales , & quainfi l'on peut todjours conclure que
les deux premiers termes font entre eux comme les deux
derniers , ce qui fera d’un grand abregement dans la
{uitre. Exemples dans les nombres.

¥ g pat oDy : e

TR
Doncg L::7 %

Z
3

wlw

e RSN
SRR

VIII. AxioME

Drux grandeurs font égales lors quielles ont'méme
Raifon 4 une mefme grandeur , ou qu'une mefme gran.
deur a mefme Raifon 4 chacune.

SiBS::D S,
OuqueSB:: S D.
Donc BeftégalaD.

Que fi ce font les grandeurs B& D qu'on fuppofecga-
les, elles auront mefme Raifon 4 une mefme grandeur,
& une mefime grandeur aura mefme Raifon 4 chacune.
Si Beft égalea DBS:: DS&S B ::SD.

Lefondement de toutcela , eft qu'il eft clair qu'enma-
tiere de Raifon deux grandeurs ¢gales, & une mefme
grandeur deux fois repetée font la mefme chofe.

VIII: AxromME.

Il peut y avoir trois fortes d’¢galitez en 4 termes qui
font deux Raifons.

1. L’égalité desantecedens qui font le 1, & les® de ces
4 termes. 2. L’égalicé des Raifons mefmes. 3. L'egalité
des confequens qui fontlez &cle 4 , 8 deux de ces éga-
litez eftant données donnent celle qui refte, foient les

2 Raifons + & % .

Preuve du premier & 2 cas, fuppofé que ley terme foit
égaleau, & le2au 4. BaD & S T par ces hypothe-
fes, & le feptiéme Axiome B S.::. D S:: D T, donc
parlevi*BS :: DT.

Preuve du3® cas, fuppofé que * foit égale a2 & B é.
gale 4 D par ces hypothefes, & le vir. Axiome BS::
DT:: BT doncparle vir. SeftégaleaT.

C’eft la mefme chofe fion fuppofe que Seft €gale aT,
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©n en conclura de la mefme forte que B fera égale 4 D.
COROLLAIRE.

I en eft de mefme des Raifons que: des Grandeurs ;-
car r confiderant enfemble 4 Raifons, elles feront pro-
portionnelles, Silareft égaled la & la2 ala 4. Ainfi

arce que la Raifon de2a3, eft €gale a la Raifon de 4
26, &laRaifon degd 7, égalled celledersdar sz

2. Suppofant que ces 4 Raifons font proportionnelles.
Silareft €¢galedlase,lazleferadala 4, & reciproque-
ment fi la 2 eft fupofée égaleala4¢, la 1. le feradlay,

IX. Ax1oME.

QuanD on a deux proportions , les 4 Raifons de ces
deux proportions font proportionnelles.-La 1 Raifon de
la 1 Proportion eftantala 1 Raifonde la 2 Proportion,
comme la 2 Raifon de la 1™ Proportion eft 4 la 2 Raifon
de la derniere. SiBC :: F G&MN:: PQLY:: 22

Carla 1 Raifon ? eft égale 4 la 3% par ce que ce font
les deux Raifons de la1 Proportion , & laz eft égale dla
4 parla mefme Raifon,Donc parle v 11y Axiome, il y
a une-nouvelle proportion entre ces 4 Raifons,

X. AX1oME

O x nechange rien dans une proportion quand on ne
fait qu'en tranfpofer les raifons; car deux chofes égales
demeureront totjours €galesde quelque maniere qu'on*
les difpofe. Si donc
BC.::FG.

PG v:BC.

I. THEOREME.

DE ux Raifons font €gales quand toutes les Aliquotes
pareilles de chaque antecedent font également contenués
dans fon confequent.

Soient 4 grandeurs B C F G, & les Aliquotes quel-
conques de B foient appellées X, & les pareilles de F
{oient appelices Y.rJedis que BC:: FG{i X & Y font
€galement contenués dans les confequens C & G.

Mais cela peut eftre entendu en deux manieres, L
premiere ¢ft quand X eft précifementaurant de fois dans -

E-uj
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C qu'Y eft dans G, & alors il n’y a aucune difficulte | &
il fuffic mefm= d’avoir examiné une feale Aliquote pareil-
le des antecedens ; car il eft vifible que i X[ & de B ]
eft fept foisdans C,& Y[ 1deF ]7 foisdans G B C ::
FG 10.X7. X:10Y7.Y

L’autre maniere fait toute la difficuleé , ceft quandune
Aliquote quelconque de B que jenomme X , n'eft jamais
précifement tant de foisdans C, mais totijours avec quel-
que refte; car alors PAliquote quelconque pareille de F
ne peut eftre également contenu® dans G, que par ce
quelle y fera autant de fois que X dans C. Mais toii-
jours avec quelque refte comme fi X £ de B eft dans C
7 fois plus R & Y  deF eft aufli dans G fept fois plus
R. Je dis que quand on peut fgavoir que cela fe trouvera
genieralement dans toutes les aliquotes pareilles des an-
tecedens; c'cft a dire qu'elles feront toutes au moins en
cetce maniere également contenuésdans les confequens,
les Raifons de & &% feront égales , jene {gay fionle
peut mieux prouyer qu'en ceree maniere.

si les Raifons £ & 2 n’eftoient Ipas €gales dans cette
fuppofition ; Il faudroit que la premiere fuft plus oumoins
grande que Ja feconde , & & fi elle eftoit plus grande
¢n augmentant fon confequent de quelque chole on la
diminaeroit , & par 14 on la pourroit rendre égale a7
comme au contraire fielle eftoit moins grande , on pour-
roit ajoiiter quelque chofe au confequent de la feconde,
& par la rendant eette feconde moins grande, on pour-
roit encore faire que la premiere luy fuft égale.

Or on ne fauroit augmenter C de quoy que ce foic
quon ne rendela Raifon* plus petite quil ne faut pour
eftre égaled £ ce que lon peut prouver ainfi ajoutant
Z 4 C quand Z ne feroit que la milliéme partie de I'¢c-
paiffeur d’un cheveux. Je dis que La Raifon & {eroit
plus petite qu'il ne faudroit poureftre égalea 7 car fi 'on
prend I'Aliquote X plus petite que Z , il eft manifeft2
?ue X fera dans C —+ Z une fois plus que dans C : de
orte que fi X eft la - de B & quielle foit 870 dans
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Cla mefme X [ prife comme il a efté dic plus petite que
Z 1 fera dans € ~+ Z 8702 —+ Raulicu que Y qui eft auffi
la’ ., de F ne fera dans G que 8701 —+ R.

Or il eft clair que Ja Raifon de 10000 X a 8§70z X
plus R eft plus petite que la Raifon de 10000 Y 8704
Y -+ R.

Donc on ne peut rien ajolﬁter a C qu'onne rende -
plus petite que Z. Il eft aifé de voir que l'on prouvera
de la mefme forte qu’on ne peut rien ajotiter 2 G que
Ponne rende la Raifon 2 plus grande que G —+ Z.

Donc la Raifon ¢ n’eft ny plus ny moins grande que
la Raifon

Donc elle luy eft égale.

Il. THEOREME.

Si 4 grandeurs fontéaropﬂrtionnelles : elles le feront en
les renverfant ; C’eftd dire en comparant Je premier con-
fequent au premier antecedent, & le fecond confequent
au 2 antecedent , le 2 rerme au premier , le 4 au 3°, ce
qui s'appelle Permaurando. SiB C :: F G | je dis que C
B:: GFjcargt:: ¢ L par le Corolaire du 8 Axiome,
la feconde de ces Raifons.eftant égaleala 4+ par Phypo-
thefe , & la premiere & la 3* eftant des Raifons d’égalité,
Or les deux premieres Raifons aiant mefime confequent
font comme leurs antecedens par le 4° Axiome, & ilen
eft de mefme des deux dernieres qui ont aufi mefme
confequent. DoncCB:: G F ,ce qu'il faloit demontrer,

CoroLLAIRE.

Si 4 grandeurs font proportionnelles , elles le feront
en les prenant 4 rebours ; c’eft d dire que la 4° feraa la
3comme la23lariBC::FG.GF::C B par le
precedent Theoreme., Laz eftdla r* commela 4 eft a
la3 CB::GFE

Donc parle X Axiome en tranfpofant les Raifons la 4=
ferad la3 commelazdlat GF:: CB: autrement par
Ihypothefe , les Raifons £ & 2 font égales ,. donc par
le IX. Axiome ¢ & :: & ¢ done par le 4 Axiome G B
=GB,
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IIl. THEOREME.

Si 4 grandeurs font proportionnelles, elles le feront en~
core en les prenant alternativement ; c’eft 4 direen com-

arant les antecedens enfemble, & les confequent enfem-

le, le 1~ terme au 3, &le 2 au 4, ce qui sappelle A.-
ternando.SiB C :: F G.Je dis qw Alrernands B F : : CG;
car 2 L:: LE parle8 Axiome & {on Corollaire. La pre-
miere & la 3: Raifon eftant ¢gale par 'hypothefe, & a 2
& la 4° eftant la mefme. Or t L ::BF par levr Axio-
me , & &1 CG par lev* Axiome,

Donc BF:: CG parle ce qu'il falloit
demonttrer.
COROLLAIRE.

Si 4 grandeurs font proportionnelles , elles 1e ferong
encore en tranfpofant la premiere, & la 4°, c'eft a dire
que la 4° fera 4 la feconde, commelay 4 lav i BC::
FG C G :: F B car par le precedent Theoreme, lax*
eftlas commelazilayg B F:: CG.Donc Permu-
tando la seftd lar commela 4 eft d la2 F B::GC,
donc parle X Axiome en tranfpofant les Raifons. La 4
feradlaz commelasalar GC: : FB, Autrement par
le precedent Theoreme, les Raifons » &£ :: 5 } donc
par le 4 Axiome GC:: F G. :

Hurt DisrosiTIoNs. :
Dans lefquelles 4 Grandears pewvent cfire proportionnelles.

11 s’enfuic deux chofesde ce quedeffus : 1 que 4 gran-
deurs eftant proportionnelles glies le font totijours de
quelque maniere qu'on les tranfporte , pourveu que les
extrémes demeurent extrémes, & les moyens, moyens,
ou que les extremes deviennent moyens , & les moyens
extrémes,

2. Quil y a huit differentes Difpofitions, ny plus ny
moins , dans lefquelles 4 Grandeurs peuvent eftre pro-
Fortionnclles. Les Voicy en les marquant par premiere,
econde, troifiéme , & quatriéme felon qu’elles auroient
efté difpofées la 1 fois.

H}'_Pothcﬁ;: |
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‘Hypothefer z : : 3 4. 3 Premiere difpofition.

10 Axiome34:: 12 § Equivalente,

2 Theoremez1: :43. 3 Permuration.

10 Axiome 43::2 1. § Equivalente.

3 Theoremer3::2 4. } Alterne,

10 Axiome 2 4 ::13. § Equivalente.
2Theoremesr:: 4. } Permutationde [’ Alterne.
10 Axiome 42::31 Equivalente.

On peut encore prouver ces§ Difpofitions en cette ma-
niere ayantmisen quarréles 4 Grandeurs proportionnel-
les : enforte quedansla premiere difpofition , lesantece-
dens foient au deflus des confequens,

Ainfi % I. '

Elles feront totijours proportionnelles en les prenant
deux 4 deux en mefme fens de quelque maniere que ce
{oit , pourveu que ce ne foit point de coin en coin, Mais

1 De hauten bas par 'Hypothefe.

, 2Debas en haut Permutando.

3 De gauche a droite _4/ternando.

4 Dedroite d gauche Permautands. L’Alterne & chacu-
ne de ces difpofitions eft double, parce que on peut com-
mencer par laquelle on voudra de deux raifons,

IV. THEOREME.
DES RAISONS PROPORTIONNELLES.

Les deux Theoremes precedens font vrais | des Rai-
fons proportionnelles auffi-bien que des-Grandeurs ; c’eft
adire que fi 4 Raifons font proportionnelles, la r*eftant
dla 2comme las*d la 4¢, elles le feront Permutands &
Alternando 5 Ceft 4 dire que la 2 fera 4 la premiere com-
mela 4°dla 5, & que la premiere fera 4 la 3 commela
2 2 la 4% On fe contentera de prouver I'Alterne qui eft
de plus grand ufage, foient les 4 Raifons proportionnel.-
lesz £ :: £ 2 quon appellera pour les marquer avec

T e

moins d’'embarras 2 ¢ :: i o elles ne font propertion.
nelles que parce que la Raifon qui eft entre les deux
premieres Raifons [ 2 & ¢ ] eft €gale 4 la Raifon qui
eft entre les deux dernieres | i & o ] donc —E— dong
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comparant chacunc de ces Rai :

avec la Raifon qui eft entre

dire avec 2. Il eft clair par .

Or les deux premieres de ¢es4 nouvelles Raifonsayant
mefme confequent , font comme les antecedens a& 1,&
les deux dernieres ayant lemefme antecedent , font com-
me les. confequens dans un ordre renverfé ; c’eft 4 dire:
comme ¢ & 0, donc i AE ::10 AlL:: EQO.

V. THEOREME.

S1a 4 Grandeurs proportionnelles commeB C::F G.
on ajotite deux queln.:onn}ues, comme M & N. La raifon
delazalag, eftala Railon dela 4 4 la Gcommela Rai-
fon de la1ala gefta,la Raifon dela a la fixiéme:
S

Doncla & laj de ces 4 Raifons ayant mefme confe-
quent , font comme les antecedens ; c’eft a dire comme
C eft 4 B. Eril en eftdemefmedelaz& de la 4.qui font
comme G a F. Or par I'Hypothefe & le 24 Theoreme
C B :: G F. Donc la premiere de ces Raifons eft 4 1a3,,
comme laz 4 la gdonc Alternandola 1eftdla 2, comme
lajalag.

VI. THEOREME.

St 4 4 Grandeurs proportionnelles comme BC::FG,
onajotite deuxautres quelconques comme sy & 2.la Raifon
delazila geftala Raifondelad i la 3 comme la Riafon:
dela alas,eftdlaRailonde lagdlags %t wa

_ Demontdtration. La 1 & lazdeces 4 Raifonsayant me-
me confequent , font comme les antecedens par le 1V..
Axiome ;c’eft & dire comme CAB.Erlaz2& la 4 ayant
mef{me antecedent font comme les confequens dans un
ordre renver(¢{ par le V Axiome , ] c'eft 2 dire comme
Ga F.Or par I"Hypothefe & le 2 Theoreme CB : :GF
dont la 1 de ces Raifons eft 4 ]a 3 comme laz2d la 4c¢ce
qu’il falloit demonfirer.

COROLLAIRE.

D A ns Punz & lautre de ces deux proportions de Rai-

fons des deux Theoremes precedens, fil'on {uppofe que
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Jes deux premieres Raifons font égales, Les deux der-
nieres le font aufli , c’eft 4 dire pour le § Theoreme, Si
CM::GNBM::FN, & par le VI, Theoreme.
SiCM:i: NFBM::N G. Ceft une fuitte évidente
de ccs deux Theoremes, mais comme on a accouftumé de
propofer 'un & l'autre en d’autres termes nous en ferons
le VII. & le VIIL Theoreme.
VIL THeorREME.

St 4 4 Grandeurs proportionnelles comme BC::FG.
On en ajoiite deux autrescommeM N qui foient telles
quelazeftdlagcommelaqgd lag larfera d lay
commelas ala 6.

1 HypothefeBC:: FG.
2 HypothefeCM:: G N.
Confequences a prouverB M:: F N,

Demonftration pour la 1 Hypothefe & le 4 Axiome,
Ces 4 Raifons font proportionnelles 2 € ;: & 2, Orparla
2 Hypothefe, la 2 Raifon &la 4 [ ¢ & & ] font égales,
[ car C’eft ce quel'on fuppofe quand on dit que C M :-
G N.]Donc par le Corollaire du VIII Axiome, la t
Raifon & la 3 ; & & fontégales, ceft 4 dire que BM
:: FN,cequieftla confequenceiProuver.CeTheorf:'-
me, s'appelle Fgualitas Ordinaza.

VIIL THEOREME.

Si 4 grandeurs proportionnellescomme BC:: FG, on
en ajoiite deux autres comme X & Y qui foient telles que
laz,foira lay comme la 64 las. la premiere fera a la
5 comme la 6 4 la 4.

1 Hypothefe BC:: FG.
:HypothefeCX :: Y F.
Confequencesa prouverBX : : Y G.

Demeontration par lat Hypothefe, & leIV & V Axio-
me: ; § ::z 5. Or par la 2 Hypothefe, la feconde & Ia
quatriéme Raifon | 5 & ¢ ] fontégales; car c’eft ce que
Pon fuppofe quand ondit queCX :: YF, donc par le
Corollaire du VIII Axiome, larRaifon & laj[ L &Y J
{ontégales auffi, c'eft d direque BX::Y G, ce quieft

Fij
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la confequenced prouver. Ce Theoreme s'appelle Equa-
litas Perturbata. :
AVERTISSEMENT.

O~ propofe encore ce dernier Theoreme d’une autre
maniere qui revient ala mefme chofe , quoique celapa=
roifle fort different.. .

VIII. THEOREME-
Propofé¢ dune autre manere.

Y ayant 3 Grandeurs d’'une part, & 3 de l'autre. Sila
y d’une parteft 4 la 2 comme la 1 de Pautre part eft ala
3,.& que la 2 d'une past foitala 3 commelar de lautre

art eft 4la1 , lard’une part ferad la 3, comme lag de
T’autre partfera.alay.

Soient les Grandeurs 3 d’une part B C X & 3 delau-
tre. ' YFG
1 Hypothefe BC : : FG.
2 HypothefeCX : :Y F.
Confequences a prouver B X: :YG.

On voit clairement que ce font les mefmes Hypothe-
{es & la mefme confequence a4 prouver que dans le VIII

Theoreme , & qu’ainfi cela fe Frouvem de la mefme forte.

Tl faudra peut-eftre mettre la les reciproques.
IX. THEOREME.

Si 4 Grandeurs fontproportionnelles , elles le feront
encore en comparant chaque antecedent plus ou moins,
fon confequent avec fon confequent , c’eft a dire que fi
la 1 eft 4 la 2 commela3 eftdla 4, la1 plus ou moins, la
2 fera 4 la 2 comme la3 plus oumoins, lagadla 4;cequi
s'appelle ordinairement Componendo , s’il y a plus, & Di-
videndo $'il y 2 moins , quoique peut-eftre par abus, com-
me nous le ferons voir plus bas , & il faur remarquer que
pour y avoir moins chaque antecedent doit eftre plus
grand que {on confequent. Il faut prouver que BC:: F
G. B plus ou moins C eft.a C comme ce que F plus ou
moins G eft 3 G;ceftque B +CC:: F+G G &5
eftant égales par Phypothefe , & & — & , parce que c€

G

font deux Raifons d’cgalité & — ¢ eft egalag —+ 2.0x
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. =+ Sn'eft autrechofeque B C & E_ =+ G neft au-
G G
tre chofe que F = G donc B = C eftégalaF =+ G, c’eft
TR G o
a dire quela raifon B plus ou moins C 4 C eft €gale i Ia
Raifon de F plusoumoins G 2G, donc B*CC::F =
G G ce qu'il falloit demonftrer.
X. THEOREME.

S1 4 Grandeurs font proportionnelles , & que chaque
antecedent foit plus grand que fon conﬁ:?uent e tan:
tecedent eft4 la quantité dont il furpafle {on confequent
en mefme Raifon quele fecond antecedent eftila quan-
ticé done il furpaffe fon confequent. Cette quantité s’ap-
pelle la difference de ‘I'antecedent d’avec fon confe-
quent , comme nous avons déjaveu,foitBC: :F G, &
que chaque antecedent foit plus grand que le confe-
quent. Jedisque BB— C:: F F— G pourlemontrer,
il nefaut que prouver B— CB:: F— G Fcar fi cela
eft, l'autre fera vray Permautando. Or ce dernier eft clair;
car la Raifon de”5= eft la'mefme chofe que ¢ moins £
& iﬁf'. eft la mefme chofe que Ja Raifon  moins ¢. Or
y= & 5= % donci=*=°doncB—CB::F_ G
F & Permutando B B— C::FF— G, ce quiil falloir
demonftrer.

XI THEOREME.

Lors qu’on a deux proportions que je nommeray A &
E.Sijtermes de 'une font égaux 4 3 termes de Iautre
chacunea chacune, & dans le mefme ordre [ ceft 4 dire
lerauy, le 2aua,&c. ] Les deux qui refteront da part
& d'autre feront auffi égaux entre eux. :
Soitla proportion A BD:: L M
& la proportion E & & :: a 4. Je dis que fi le pre-
mier terme d’A eft €gal au 1 terme d’E , & lezau 2,
& le3 au 3, les deux 4 le feront auffi; car par le 2 Axio.-
me, les 2 premieres Raifons d’A & d’E font entre elles
comme les deux dernieres.

Or les deux premieres font égales par le 8 Axiome,

F iij
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parcé que par PHypothefe,, les antecedens font €gaux,
& leurs confequens auffi, Ilfaut donc aufii que les deux
dernieres Raifons foient égales , C'eft & dire que L M::
» x. Or les deux antecedens de ces deux Raifons qui
font L & » font égaux par 'Hypothefe. Donc par le V1
Axiome, les devx confequens M &  le font aufli , ce
qu’il falloit demonftrer.

On prouvera fans peine la mefmechofe , fi ceft P'éga-
licé d’un autre terme d’A 3 un femblable d’E , comme
duz au 2 qui foit fufpofé inconnu ; car alors I'égalité de
deux dernieres Raifons qui fera manifefte par 'Hypothe-
fe, prouvera celle des deux premieres : & I'égalité des
deux premieres , dont les antecedens font €gaux par
PHypothefe prouvera I'égalité des deux confequens qui
ferontle 2terme DA , & le2 DE.

I. COROLLAIRE.

Ck theoreme ne laiffe pas deftre vray quand les3 ter-
mes d’une proportion égaux chacun i chacunajtermes,
de l'autre ne feroient pas dans le me{me ordre dans 'une
& dans Pautre , pourveu que les deux moyens de l'une
foient égaux,ou aux deux moyens de l'autre, ou aux z
extremes ; car alors il fera aifé en tranfportant les termes
de I'une, de faire que les termes égaux {e repondent dans
Pune & dans P'autre felon ce quiaeftédi.

I]. COROLLAIRE.

S 1 deux proportions A & E eftoient continués, les deux
moyennes proportionnelles eftant gales, 'an des extre-
mesd’A , ne pourroit eftre égald I'un des extremes d'E,
que l'autre extreme d’A ne foit €gal 4 Fautre extreme
d’E.

XII. THEOREME.

Prusreurs Raifons eftanc égales , tous les antece-
dens font a tous les confequens, commeun des antecedens
a fon confequent comme deux Raifons eftant égales,
I'antecedent eft 4 'antecedent , comme le confequent au
confequent ; ainfi 4 Raifons [ ou tant que I'on voudra ]
effant égales, le premier antecedent eft au derniere an-
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tecedent, comme le 1 confequent au dernier , & le 2 ante.
cedenr , au dernier antecedent comme le 2 confequent
au dernier , & ainfi la fuitee jufques au dernier antece.
dent qui ferad foy-méme , comme le dernier confequent
a foy.mefme.

Donc les 4 Raifons de chacun des quatre antecedens
au dernier antecedent , fonr égalesaux 4 Raifonsdecha-
cun des 4 confequensau dernier confequent , chacune 4
chacune, c’eft 4 dire que fi ces 4 Raifons égales , font
BCDF BCDF
AETO FFFEF feront égales chacune 4 chacu-
ned AEIO

000O0.

Or ces Raifons des 4 antecedens au dernier font la mef-
me chofe quela Raifon des 4 antecedens , joints avec le-
figne de plus au dernier antecedent, c’eft'a dire que
Ba4+CwD«uF

E

Etles 4 Raifons des 4 confequens au dernier que I'u-

nique Raifen A = C+ 1+ O

@]

Donc B+C—+D-Feft aF  comme A-—+E —T
-+ Oeftad O.

Donc Aiternando , les 4 antecedens font aux 4. confe-
quens , comme F dernier antecedent eft 4 O-dernier con-
fequent.

SECTION DEUXIEME.
Des Raifons tant dégalité que d'inégalité gui pewvent cfire
entre diverfes Raifons , quand les termes de Pune
Sont multipliables par cenx de l'antre.

AVERTISSEMENT.

Oncroit erdinairement que les grandeurs de divers genre qu'on'
appelle Feterogenes , ne [ pewvent pasmaltiplier, celane me
paroit pas vray, on a befoin d'explication ; car les nombres
[font dun antre genre que les antres grandeurs comme Iéten-
dué @r le temps , € neantmoins il eff clair que les nombres:
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multiplient toutes [ortes de grandenrs , & que Ceff une veria
table Multiplication ,quand je dis 6 toifeson 6 beures | puif-
que c'cff prendre une toife ou une heure autant de fois qu'ib
y a d'uniteg dans 6 , en quoy confiffe la Multiplication.

De plus ce qui ne fe pent multiplier par la natare , [e peut
multiplier par une fition defprit , par laguelle la verité [e
découure aul certainement que par les Multiplications ré-
elles 5 ainfi voulant [¢avoir quel chemin fera en dix heures.
celuy qui a fait 14 lieués en 8 heures | je multiplie parune
fittion d'efprit 10 heures par 24 lienés , ce qui me donne un
produit imaginaire d heares ¢ de lienés de 240 ?m' effant di-
vifé par 8 heures me donne 30 lieuss. Onmaltiplie anlli par
la mefme fittion d'e[prit des [furfaces par des furfaces , quoi-
que cela donne posr produit une étendué de 4 dimenfions qui
ne peut effre dans la nature , @ neanimoins on ne laiffe pas
de deconvrir beanconp de veritex_ par ces [ortes de maultipli-
cations.,

Ie [;ay bien qu'on dit que Ceff parce que ces produits ima-
ginaires [e penvent reduire en lignes qui auront mefme rai-
[om entre celles que ces produits 5 mais il By a guere d'ap-

parence que la verité de ces [ortes de prewves dependent de -

ces lignes , qui font vifiblemens étrangeres @ ces demonfpra-
tions : quoy qu'il en [oit me me voulant broiiiller avec perfon-
ne , chacun prendra ce que je diray des Raifons qui [ trou-
went entre diverfes raifons gw'on ne connoit qwen multi-
pliant les termes de Pun par ccux de Pautre , [elon Vopinion
g#'il aura que les termes de ceriaines raifons, font oune [ont
pas multipliables les uns par les antres ; car cew'ef? que dans
ceite [uppofition que tout ce que je men vais dire [e doit en-
tendre, :
I. LEMME

O~ a déja veu dans ce Livre precedent que deux
grandeurs ont éré multipliées I'une par Fautre,quand Fu-
Dité eft 4 Pune comme Fautre eftau Produit, cC’eftd dire
ce qui s'eft fait par ceree Muleiplication ; Ainfi 3 multi-
plicz par 4 dopnent 12, parce QUEI3 :: 412 , & un

riers
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tiers multipli€ par un quart dont;e une douziéme, par-
ce quer ;- :: ; 3 Ponité eftant triple du ters comme e
quart eft triple du douziéme , & de mefme generale.
ment quand B & X eftant multipliez donnent B X. 11
faur queI X ::B.BX.

o TL LemME.

It senfuit deld que toute Grandeur eftant multipliée
par unautre, la Grandeur fimple eft 4 {oy-mefme mul.
tiplice comme I'unité eft 4 'autre Grandeur parlaquelle
elle 2 efté¢ multipliée BB X :: I X. Ce n'eft que tranf-
porter les deux Raifons qui fe doivent trouver dans tou-
tela Multiplication,

III. LEmMmE.

DEeux Grandeurs eftant multiplides par une mefie
Grandeur , i elles font égales , leurs Produits feront
¢gaux, & {i les Produirs font €gaux, elles feront égales,
B & D deux Grandeurs €gales. Je disque BX & D X
font égaux car par le premier Lemme

IX.3 1 2 D% donc BBX::DDX. Done i Ies Gran.

deurs B & D font égales, les Produits BX & DX le font
aufli par le viir. Axiome , & fi les Produits BX& DX
font égaux,les GrandeursB & D le fontauff parlemé.
me virr, Axiomme,

IV. LEmMmE.

LoRrsque deux Grandeurs eftant multipliées 'une
par l'autre fontun Produit , & que 2 autres en font une
autre , comme gar exemple. 2% 2%, On peut re.
marquer 3 fortes d’égalitez. La 1 & la z¢ les egalitez de
chacune des deux Grandeurs d’une part a chacune des
Grandeurs del'autre de BaD & SAT. L4 3°€galité des

deux Produits BS& DT :ordeux de ces cgalitez eftant
données donnent la 3¢, ceft 4 dire que fi chacune des
deux Grandeurs d’une part eft ¢galed chacune des deux
Grandeurs de I'autre les Produits font égaux.

2. Et {i ce font les 2 Produits qui font uppofez égaux,
& qu'une des Grandeurs d’une part, {oit €gale 4 une de
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Pautre part, les deux autres Grandeurs font égales.

Preuve du premier Cas , la double Hypothefe de B
égald D & d'S, égale AT fait voir par le 3¢ Lemme que
BS—=DS=DT,donc BS= D T ce qu'il falloit de-
monftrer.

Preuve du z¢ Cas parla double Hypothefe de B S €gal
iDT, & deBégal D, enfe fouvenant du 3* Lemme
BS— DT = BT, donc BS= BT,donc le3*Lemme
S— T ce qu'il falloit demontitrer.

I. ProrosiTioN GENEKALE.

S les deux termes d’une Raifon font multiFliez ar une

mefme grandeur la Raifon des termes fimples cﬂ égale

3 celle des termes multipliez BC:: BM.C Mou ¢ = o
[ DEMONSTRATION-

Par lezLemmeB BM. ¥ ;
CCM_}IMdoncBBMC CM,

donc Alternando B C:: BMCM.
Il. DEMONSTRATION.
Toutks les Aliquotes pareilles des antecedens B &
B M fonr également continuces dans les confequens C

& C M.

Car foit X, ’Aliquote quelconquede B, & fil’on veur
Ia centiéme , 100 X feront la mefme chofe que B.

Donc parle 1* Lemme ce fera la mefme chofe de mul-
tiplier cent X parM que de multiplier B par M,Donc B
M & 100 fois X M font la mefme chofe , donc X&M
font les Aliquotes pareilles des antecedens BC BM.

Suppofé maintenant que X foir danc C ou tant de fois

fans refte ou tofijours avec quelquerefte qu’il y foit, par

exemple8 Prccifement ou 87 fois plus R.

Ce fera la mefime chofe de mulriplier C par M quede
multiplier par M, ou87 foisX précifement [ cequidon--

ne 8 X M Jou 87 X~+ R [ ce qui donne 37 XM=
R M ] Donc C M eft la mefme chofe que ou

87 XM

87 XM~+R M.

Comme donc il eft clair parles proportions naturelle-

hd % R A bl A e B

R . —g = LR Lo
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ment connués , & par le 1* Theoreme que 100 X 87 X
::100 XM 87X Mouroo X87X +R::r00X M
87 X M~ R M- 1l eft clairauflique B[ égal 4 100 X]
efta C [égald 89X oud87 X~ R]comme B M[égal
drooXMleftaCM[égalag8y XMoud87XM-+R
M, ceft a2 direque B.C:: B M. CM ce qu’il falloit de-
monftrer.

COROLLAIRE.

Quanp des Grandeurs de plufieurs dimenfions, &
qui en ont autant 'une que I"autre font une Raifon, les
mefmes lettres qui fe trouveront dans I'une & dans l'au-
tre de ces Grandeurs , eftant oftées de part & d'autre
une pourune, ce qui reftera , donnera la mefime Raifon
en termes plus {imples que s’il ne reftoit rien , ces Rai-
fous feroient entre elles comme up 2 unBM, C M:: B..
C.BB.BC::BC;BCM.BCN ::MN; DFG.DP
G::FG.EGRST.TRS::T.L.

PrRoBLEME.

Ayant deux Raifons quelconques, faire que demeurant
lesmefmes, elles ayent mefme confequent : Il ne faue que
multiplier les deux termes de chacune par le confequent
de l'autre, '

Par 1i elles demeureront chacune de mefme qu’elles
eftoient auparavant par la propofition precedente,& elles
auront pour confequent commun les produits des deux
confequens %.% :: 2% €L, :

II. ProrosritioNn GENERALE,
Pour connoifire la Raifon que des vaifens guelcongnes ons
entres elles.

D rux Raifons quelconques font entre elles, comme
le Produit des extremes, c’eft 4 dire du premier ante-
cedent par lez confequent ] eft au Produit des moyens,
c’elt 4 dire du 2 antecedent par le premier confequent |
&5 :: BN, CM. car par le precedent Probleme , on
reduit les deux Raifons donnéesd n’avoir qu'un mefme
confequent en donnant pour antecedentd la premiere le
Produir des extremes , & a la feconde le Pg)ﬁuir dcs

Y
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moyens & 4 chacune pour confequent le Produit des
confequens. _

Donc parle §° principe n'ayant quun confequent , el-
les font comme les antecedens , & par confequent com-
me le Produit des extrémes qui eft 'antecedent de la
frremiere au Produit des moyens qui eft 'antecedent de
afeconde L% :: 2 4::BN.CM.

I. THEOREME.
D ux Raifons quelconques font entre elles. comme

EM . B C

la Raifon des antecedensa celle desconfequens ¢ ¢ <5 5.

Car cette nouvelle comparaifon laiflant les mefmesex-
tremes B & N ne fait que tranfpofer les moyens C & M,
donc ces deux nouvelles Raifons font encore entre elles
comme le Produitdes mefmes moyens B M,

C N.

B C. }::.BN.CM-.

MN.¢
II. THEOREME.

D eux Raifons quelcon?ues font entre elles,comme
ées Prlfes dans un ordreren-

ces mefmes Raifons renver
verf€.

Jappelle Raifons renverfées quand de l'antecedent
on en fE;.it le confequent , & du confequent I'antecedent.
Jedisdonc que} §::F Fscaril faut prendre ces Raifons
renverfées dans un ordre renverfe ,afin que ce foit tofi-
jours les mefines extremes & les mefmes moyens.

B M

C N)BN.CM.

N C

—_—

M B
AVERTISSEMENT.

. Toutks les Raifons d’égalité eftant cgales , elles
ont toutes mefme raifon 4 quelque raifon que ce foic,
& ainfi on peut prendre celle que J'on veut a difcretion,
& les demonftrations pour 'ordinaire en font plus {en-
fibles , quand on prend celle du confcquent au confe-
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quent de la Raifon dl’iuégalité »aveclaquelle on compare
cette Raifon d’égalité.
III. TREOREME.

L & Raifon d’é%aljté eft 2 une Raifon quelconque d’i-
négalité , comme le confequent de la Raifon d’inégalicé
eft 4 fon antecedent,

1 Demon.  ¥:: XC. XB:: CB.

2 Demon. £ %:: CB.

Et toute Raifon d’inégalicé eft 4 la Raifon d’égalité ,.
comme'antecedent dela Raifon d’in ¢galité eft 4 fon con.
{fequent g ::BX. CX::BC.

Autrement 1£:: BC.
I. CororrLATRE. '

La Raifon d’égalité eft plus grande qu'aucune Raifon'
de moindre inégalit¢, & plus petite qu'aucune Raifon
de plus grande inégalité, car elle eft 2 chacune, comme
le confequent de chacune eft 4 fon antecedent, donc la
Raifon d’égalité eft plus grande quaucune Raifon de
moindre inégalité,

On prouvera de la mefme forte quelle eft plus petite
qu'aucune Raifon de plus grande inegalité, parce que.le
confequent de toute Raifon de plus grande inégalicé eft-
plus petit que fon antecedent,

Cela feroit encore plus groffierement en prenant pour
Raifon d’égalité celle du confequent au confequentde la
Raifon . avec laquelleon la compare; car il eft clair que
la Raifon de 4.4 4 eft plus grande que la Raifon dezag,
parce quayanr mefme confequent celle d’égalité 4 un
Plus grand antecedent -y & il eft clair auffi par lemeé-
me principe que la Raifon dej 4 3.cft plus perite que la-
Raifonde.q_;i;ll%.

I'l. CoROLLAIRE.

L o Raifon d'égalité eft moyenne proportionnelle
entre deux Raifons | dont I'une eft linverfe de Pautre,
ou I'inverfe d’'une Raifon égale a Iautre T'E t13-5que
% eft égale 4 2,2 fera aufli égale 4¢ & par confe--
quent -z ::E.2

G ijj
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11I. CoOROLLAIRE.
L & Raifon de moindre in€g? lité eft d’autant plus
grande, & laraifon de }ilus gragndeinégalicé eft d’autant
autre ap proche élaus de laRaifon
tion qui fe tire

plus petite que Pune &
d’égalité. J'en laiffe 4 trouver la demon
fans peine du Theoreme precedent.
IV THEOREME
S les deux termes d’'une Raifon font multipliez par
deux nouvelles grandeurs , Pantecedent par l'une , & le
confequent par Pautre.

La Raifon des termes fimples, eftala Raifon des termes
multipliez , comme la Grandeur qui a multiFlié Iantece-
dent , 4 celle qui 2 multipli¢ le confequent 22 2:: BMC
CNB::MN. ;

COROLLAIRE

La Raifon des Racines eftala Raifon des Quarrez com-
me la derniere Racineeft 4 la premiere podt e L&
la Raifon des Quarrezeft a celle des Racines, comme la
premiere racine eft 4 laderniere 2-2;: B C.

AVERTISSEMENT.
On jugera fans peine par li decequeftla Raifon des
Racines a la Raifon des Cubes,
_ ~. EEE THEOREME.

St ayant deux Raifons quelconques , j’en fais une
troifiéme quiait pour entecedent le produit des antece-
dens des deux premieres, & pour confequent le produit
de leurs confequens, chacune des premicreseft 4 la troi-
Géme comme le confequent de lautreclt {fon antecedent,
Cefta direque la rpremiete eft 4 la troifiéme , comme le
confequent de la feconde eft 4 fon antecedent, & la {fecon-
de eft ala troificme , comme antecedent de la premiere
eft 2 fon antecedent, foient les deux Raifons quelconques,
b2 &la troifiéme ==y%-5 NM&ez.2 :: GB.
Cleft la mefine chofe que le fecond Theoreme propofé
autrement:

FVI.THEOREME.
S 1 deux Raifons font €gales, le Produit des exerémes
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eft égal au Produitdes moyens: & fi ces deux Produits
font égaux , les Raifons font €gales. Cela fe prouve or-
dinairementainfi , foient les deux Raifonst £ On com-

are le Produit des extremes B G avec le produit des con-
fequens C G & le Produit des moyens avec le mefme
Produit des confequens C G , & on raifonne ainfi

BG.CG::BC.

& CF. CG::FG. .

Doncfiles Raifons &  font égales, les Raifons * £ fe.
ront €gales aufli , & ces deux dernieres raifons ayant un
melme confequent, elles ne fcauroient eftre égales que
leurs antecedens B G & C F ne foient égaux,

Or de ces deux antecedens B G eft le Produit des ex.-
tremes ,, & C F le produit des moyens. Donc fi les Rai.
fons % & £ font égales , le Produit des extremes fera égal
au Produit des moyens.

Que fi au contraire on fuppofe que BG & CF foient
€gaux, ilsne pourront aveir qu’une mefme Raifon a un
mefme confequent CG par S , donc les deux Raifons L
% font €gales, & pa confequentles deux £ & £ aufquel-
les deux autres font égales chacune 2 chacune , feront
¢gales: aufli cette demonftadtion eft tres-ingenienfe &
tres-bonne, mais la noftre eft beaucoup plus courte &
plus claire ; carpar la feconde propofition generale, deux
Raifons quelconques font entre elles , comme le Produit
des extremes , eft au produit des moyens.

Donc fielles font €gales , cesdeux Produits font égaux,
& ficesdeux Produits font €gaux, ellesfont égales.

I. CoroLLAIRE

LEs 4 Termes d’une propofition font totijours propor-
tionnelsen quelque fagon qu'on les difpofe, pourveu que
les extrémes demeurent totjours extrémes, & les moyens
moyens , ou que les deux extrémes deviennment moyens,
& les deux moyens extrémes,

Car tant que cela fera dans toutes ces differentes dif-
pofitions, le produit des extrémes fera totijours égal au
Produit des moyens , & par confequent les 4 termes ainfi
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difpofez, feront todjours proportionnels.
II. CorROLLAIRE. -

L Produit des moyens [ ou celuy des extrémes qui
luy eft égal,eft moyen pmportionne?'entre le produit des
antecedens & celuy des confequens, c'eft 4 dire que fi
BF g% gg’ & G le produitdes exremes BF.CG
eft égal au produitdes moyens CF CF. C F cftant com-
mun 4 un& alautre | & B G quirefte du premier €tant
€gal a lautre CF du fecond.

III. COROLLAIRE.

L Es Quarrés des deux termes de chaque Raifon , font
entre eux comme le produit des antecedens eftau produir
des confequens. BB.CC :: BF.CG;

carBB.CG= CCBF.
C Beftant commun 4l’un & 4 Pautre, & B G du premier
eftantégald CF du {econd.
IV. COROLLAIRE.
4 Grandeurs eftant proportionnelles, leurs Quarrez le
fontaufli.SiBC:: FG.
BBCC::FFGG;carBBGG= CCFF.
le prémier eftant le Quarréde B G, &le fecondde CF.
V. COROLLATRE.

Qu aTRE nombres eftant proportionnels, le produit
des quatre multipliez I'un par Pautre eft neceflairement
un nombre quarré, qui a pour fa racine le Produit des ex-
trémes ou celui des moyens qui eft la mefme chofe ; car
le produit des quatre nombres proportionnels, eft lamé-
me chofe que le produit des extrémes multipliez par le
produit des moyens 2.3:: 4. 6.2 fois 6 [u[]l: pars Fois 4
[ 12 ] font 12 fois 12 Ceft adire 144, & e abfolument
la mefme chofe que de dire 2 fois 3 font 6, 4 fois 6 {font
24 , 6 fois 24 font144.

VI. COROLLAIRE.

O x prouve aif¢ment par ce 4 Theoreme, ce qui aefté
dit cy-deflus , que quatre grandeurs eftant proportion-
nelles comme B C:; FG. fi onen ajoute z autres quel-
conques



DE GEOMETRIE,L1v. Il. 5
conques comme M & N , les quatre Raifons fuivantes
font proportionnelles £ 7 :: % ¢ ; car par la propofition

enerale , les deux premieres Raifons font entre elles
comme CFeft s MN , & les deux dernieres comme B
G eft i MN. Or par le Theoreme precedent CF— B G
donc CF. MN:: BG.MNjdonc 5 :: £ 2 ce qu'il fal-
loit demonttrer.
V. THEOREME.

St les deux moyens d’une proportion font égaux aux
deux moyens d’une autre proportion , & que l'un des
extrémes de I'un foit égal 4 'un des extrémes de I'autre
Pautre extréme fera aufli 4 I'autre extréme , & il n’im-
porte ni que les devx moyens {uppofez égaux de part &
d’autre ne foient pas placez de mefme dans ces deux pro-
portions[ comme i c’eft le 1 des moyens de la propor-
tion A qui foit égalauz des moyens dela proportion C,
& le fecond d’A aupremier de C] ni que cefoit le rdes
extrémes d’A qui foir fuppofé égal au dernier de C, les
2 extrémes d’A & de C n'en feront pas moins égaux,

Demontftr. les 2 moyens d’A eftant égauxaux 2 moyens
D C. Le produit des moyens d"A fera égal au Produit
des moyens de Cpar le 2 Lemme. Ordans chaque pro-
portion le Produit des moyens eft €gal au produic des

extremes.
Donc les Produits des extrémes d’A & de C font é.

gaux aufli.

Or par le 2 Lemme , fuppofé que 'un des extrémes
d’A quel qu’il foit, foit €gal 4 'un des extrémes de C
quel qu'il {oir aufli , Pautre extréme d’A , fera égal i
Fautre extreme de C.

COROLLAIRE.

St A & C eftoient deux proportions continués , les
deux moyennes proportionnelles eftant égales, 'un des
extrémes d’A , ne pourroit eftre égal a 'un des extrémes

de C, que les deux autresextrémes d’A & de Cne fuflent
H
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aufii égaux, ce qui cft prouvé dans ce Theoreme & ce-
Corollaire 'z déja efté plus haut d'une aute fagon.

DES RECIPROQUES:

Dz ux Grandeurs font dites- eftre reciproquesd deux
autres , quand les unes font les extrémes d’une propor-
tion, & que les autres en font les moyens. Ainfi dans la
proportion B C::FG. B & G font reciproques aC
& F, & ileft clair, par ce qui vient d'cftre dit, que quand
deux proportions font reciproquesd deux autres, le Pro-
duit des unes eft égal au produit desautres. Que s'il n’ya
que trois Grandeurs dans une proportion , parce qu'elle
eft continué, celui du milieu quifert de confequenta la
premiere Raifon , & d’antecedent d la feconde , eft ap-
pellé moyenne proportionnelle , & alors le Quarré de
cette Grandeur eft égal au Produit des: autres Gran:
deurs. Si B.D:: DH.BH==D D..

VI. THEOREME.-

St deux Grandeurs” chacune de deux  dimenfions:
font égales : I'une des dimenfions de la premicre eft i
Pune des dimenfions de la feconde, comme lantre di-
menfion dela feconde eft 4 'antre dimenfion’ de la pre-
miere. SiB Geftégala CF, Bferad C commeF als .
c’eft une fuitre manifefte de ce qui vient d’eftre dir.

VII. THEOREME.

S 1 deux Grandeurs d’une part, .& deux autres d’ane-
autre, font chacune reciproques 4 deuxautres Grandeurs,.
elles feront reciproques entre elles. Si B& G font reci-
proquesa P & Q ;[ Ceftadire fiB P:: QG J & que S
T foient auffi reciproques P & Qs [Ceftadire fi S P 3
QT B & G feront auffi reciproques 4 ST [ c'eftd dire
que BS::T G.] Carle premier ne peuteftre quele Pro-
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duit BG ne foit égal au Produit P Q , & le fecond ne
peut eftre que le ProduitS T ne foit €gal au mefme Pro-
duit P Q, auquel le Produit B G eftoit égal, donc les
deux Produits B G & S T font égaux entre eux, parce
qu'ils font chacun €gal 4 un troifiéme , dont les Gran-
deurs B& G font reciproques aux Grandeurs'S & T.

COROLLAIRE.

‘QuaTrE Grandeurs eftant proportionnelles,, fi la 1
eftd une g comme une 6 eft d lag ,laz feraauflid la g,
commelaéalas jcar il eft clair par 'Hypothefe que la
18&la 4 font reciproquesa las& d la 6. Orla 1 & lag
font auffi reciproques 4 lax & la 4 : elles le font donc
auffidlag&ala 6. Soientles 4 propertionnelles B CF G,
& les deux autres P+ '
SiBC::FG.
&BP::QG.

CP:<0F.

.
>
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NOUVEAUX ELEMENS

GEOMETRIE

LIVRE TROISIEME.

e S L " e

DE LA RAISON COMPOSEE.

O 'on fait voir aufli comment on peut faire
fur Jes Railons les quatre Operations com-
munes Ajoiter ,Souftraire, Multiplier, Diviler.

% HEBNT N ue seff point encore avifé que je [tache de
TR ideis fod T (R \ faire [ur lest4. Operations communes Ajoiter
AN R Souftraire, Maulsiplier , Divifer, ce que Lon fait
ﬁiiﬁ\.}w' N\ fur les auntres Grandenrs , cependant la maniere
dont nous avons expligué la Nasre de la Rai-
fon dans le Livre precedent , fait voir que.cela [e pent faire

[fans peine ( & woicy comment.)

I. LEMME

Pour I Addition g Sonfiraction. _
Nous avons deja veu N, que quand deux Rai-
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fons ont le mefme confequent, la Raifon qui a pour an-
tecedent le premier aneecedent plus ou moins le fe-
cond, & pour confequent le confequent commun , elt
ou la fomme dedeux Raifons, c’eft4d dire Pune pluslau.
tre ou la difference de ces deux Raifons , ceft a dire la
premiere moins la feconde, BDB4+DB_—_Dj3
5 -+ 3 5—3deld senfuir, 2 ey T
F S .
7 7
AppiTION. -

Pour ajotiter enfemble deux Raifons uelconques , il
ne faut que les reduire 4 un mefine Cc:-n?Ec]nent. La Rai-
{on des nouveaux antecedens joints parle figne de Plus
au commun confequent, eft Ja fomme de ces deux Rai.
fons données, ou I'une ajoditde 4 Pautre, ’

BS BT DS BT +DS§
{5 T DT DT DT
‘74 63 20 6310
autrement la 957" Ik 45
Raifon qui a2 pour antecedent le Produit des extrémes,
plusle produir des moyens , & pour confequent le Pro-
duit des confequens, eft la fomme de ces deux Raifons
données,
SousTrRACTION.

PouRr fouftraire une Raifon quelconque d’'une autre
qui foit plus grande. Il faut de mefme les reduire 4 un
mefme confequent, & alors la Raifon du plus grand an.
tecedent  moins le plus petitan confequent, eft la dif-
ference de ces deux Raifons, ot la plus grande moins la
plus perite & L% & k—s 23 Lo

Autrement aiant misla plus grande Raifon la premiere,
la Raifon quiaura pour antecedent le produit des extre-
mes moius le produit des moyens, & pour confequent le
Produir des con{equens , eft la difference de ces deux
Raifonsou la plus grande moins la plus perite,

AVERTISSEMENT.

On voit par la guzfles Geometres appellent Compofition ¢

Divifion , quand ils difent que quatre Grandenrs cfant pro-
H 1
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portionnelles Componendo o# Dividendo. Zz 1 plus o%
moins la 2 eff & la 2, comme la 3 plus on moins la 4 ¢} a
lz 4, di efire plisoft appellé Addition ¢ Soufirattion , &
‘on a du dire que cela [e faitad ¢ dendo o fubtrahendo,
& Ceff ainfi gue nous avons refolu de Pappeller dans le refe
de ces Elemens.
II. LEMME.

Pour la Multiplication & la Divifion comme dans
Jes Grandeurs abfolués , on 2 multiplié deux Gran-
deurs I'une par lautre, quand l'unité eft a l'une de ces
Grandeurs, comme Pautre eftd ce qui eft né de cette
Mulgiplication quon appelle le Produir, & quon a di-
vifé une Grandeur par une autre , quand la Grandeur
quidivifeeft 4 celle a divifer, ce qu'eft Punité 4 ce qui
eft né de cette Divifion qu'on appelle le Quotient.

1l faut auffi que dans les Grandeurs relatives qui s’ap- |
pellent Raifons ,on ait muleiplié deux Raifons 'une par
Y'autre, quand ce qui tient lieu d’unit¢ dans ces Gran-
deurs relatives efta Pune des Raifons , comme Fautre eft
ala Raifon qui eft née de certe Multiplication.

Et quonait divif¢ une Raifon par une autre quand la
Raifon quia di divifer eft'd celle a divifer, comme eft
ce qui tient liew Jdunité dans ces Grandeurs relatives dla
Raifon qui eft née de cette Divifion. '

Or ce qui tient lieu d’unité dans les Grandeurs reladi-
ves, Ceft a dire dans lés Raifons , ne peut eftre autre cho-
{e que la Raifon d’égalité quieft celle ou F'antecedent eft
égal au confequent comme % . Cela eft clair de foy-
mefme, & fe prouveencore par I'analogie des fractions
quiontun parfait raporcaux Raifons comme on F'adéja
fouyent obferve. .

Car dans les fradions, celle dont le numerateur eft le
mefme nombre que le dénommareur [ ce qui revient
encierement 4 la raifon d’égalité ] eft la mefme cho-
fe que Punité , deux moiti€s I, trois tiers 2, quatre
quarts ¢ n’eftant que Punité diverlement exprimge.
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Cela eftant fuppofé, il eft tres-ficile de multiplier &

de diviter les Raifons,
MuLTIPLICATION DE DEux Rarsoxys,

O~ a multplic deux Raifons quand on a fair une
Raifon qui a pour antecedent le produit des antecedens
& pour confequent le produit des confequens, ayant les
deux Raifons : & 2, elles fe trouveront multiplides par
la Raifonde =

Pour le prouver il ne faur que montrer que la Raifon-
d’é%alftéeit ala Raifon 2 comme la Raifon 2 eft 2 la Rai-
fon® ; ceft 4 dire que . & om0t

€ nen®

Ce quieit facile: L. b, | I1.73 )
u II'E:L)' ok b-?-)

YL

domc "'k e
DivisioNn p’uNE RAIsON PAR UNE AUTRE.

O a divil¢ une Raifon par une autre, quand ayant
mis la premiere celle qui doit divifer Tautre, on a fait
une Raifoniquia pourantecedent le produit des moyens;
c’elt a dire le produit du confequent de la Raifon qui
tient lieu de divifeur par I'antecedent de Pautre & pour
le confequent le produir des extremes : ainfi > a divifé2
quand on ala Raifon de . Pour le prouver il faut de-
monfirer que la Raifon 2 eft 4 la Raifon = comme Ia
Raifon d’égalicé eft gff a la Raifon de & ; ceft d dire 3
que 2. 2:: 2.2 Or cela eft facile: car parle § gz ..o [ 11.69)

bn.cm. Or par le f 2 :: bn-em, donc &2 ;. 5. 1. 74)
PROBLEME.
Ayant trois Raifons quelconques, en trouver une qua- VIL
triéme pour proportionnelle, {oient lés trois Raifons quel-
conques ; ¢ = les deux du milieu eftant multipliées
Pune par Iautre, ce qui fait &, fi on divife cetre nou.
velle Raifon par la premiere, ce qui donne =, cetre
derniere Raifgn eft la quarriéme | proportionnelle asm-
au regard des trois autres: c’éft 4 dire que £.f :: 2 .cim
Car 2.4 :: BF-CD. parf & = = .. BF CD par 1.

7

£ = IIH{C!')
n bin e

: 9
et 6. ) OBSERVATION.
Ce que font ces quatre regles fur les Raifons égales, viir.
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Paddition de deux Raifons égales fait une Raifon double
de chacune. Si BC:: EG ***eft double de chacune
de ces deux Raifons, la fouftradtion de deux Raifons
égales donne zero pour Iantecedent , & par confequent

le réduit A rien. Si BC :: EG. BG=wCF, ert =a{evd

Car BG = CF, donc I'un moins l'autre n'eft rien[La_
mulriplication de deux Raifons éoales fait une Raifon
compofée des deux , qui sappelle Raifon doublée,
dont on va parler bien-toft.

La divifion d’une Raifon par une autre qui luy eft é-
gale , donne une Raifon d’égalicé. Si ‘% eft égaled Lt
divifant £ donne ;! qui eft une Raifon d’égalicé, parce
que CF =BG. :

DE LA RAISON COMPOSEE.

Ce qui vient d’eftre dit de Ia multiplication des Rai-
fons fait comprendre fans peine ce que c'eft que la
Raifan compolée ; ce qui n'a pointencore efté bienex-
pliqué par aucun Geomettre,

Car au lieu d’en donner une definition generale, ils

fe font contentez d’apporter I'exemple d'une Raifon
compofée dans un cas particulier , comme fi onn’elit pi
avoir d’autre notion plus claire , plus diftincte & plus
univerfelle de la Raifon compofée.
,, Lors, difent-ils, qu'ayant deux grandeurs on en prend
,, une troifiéme telle que l'on veut, & que Pon compa-
,, e la premiere des grandeurs données 4 cette troifié-
,,me, & cette troificme 4 la feconde des données, la
Raifon des deux grandeurs données eft compolce de
,, deux Raifons, de la premicre grandeur 4 Pinterpofce
., & de Pinterpofée 4 la feconde: ainfi la Raifon de B
.4 D eft compofée des Raifonsde Bd X & dI'X 4 D.

Or il eft aufli ridicule de ne dire que cela pour expli-
quer la nature de la Raifon compofée, que fi on fe con-
tentoit de dire pour définir la proportion Geometrique,

que quand la premiere grandeur eft double de la fecon-
de,

b |
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«de, & la troificme double de la quatriéme, cela sap-
pelle proportion. Ty

Car comme certe définition de la proportion ferciz
vicieufe, parce qu'elle ne comprendroit pas tour Ie dé-
fini, celle qu’ils dennent de la Raifon compofée ne I'eft
pas moins , parce que bien loin de convenir a toute
Raifon compofce, ce n'eft qu’un abregement dans un cas
particulier -de la maniere dont fe forment les Raifons
compofées, comme on le verra plus bas. Voicy donc
en general-ce que c’eft que Raifon compofée.

DEFINITION DE LA RArson ¢ OMPOSEE.

L A compofition des Raifons n’eft autre chofe que
leur multiplication 5 & une Raifon qui eft néedela
multiplication de deux ou plufieurs Raifons , eft dite
compofée de-ces deux ou plufieurs Raifons,

C'ef pourquoy, fuivant ce qu’on 2 dit de Ja multi.
plication, & vy ajofitant feulement les termes de -Com..
pofante & de Compofée, une Raifon eft compofée de
deux Raifons quand la Raifon d’égalité eft a 'une des
compofantes, comme l'autre .com pofanteeft 4 la Raifon
compoiée.

PrRoPoSITION GENERALE. :

L & Raifon qui a pour antecedent le produit de tous
les antecedens de plufieurs Raifons, & pour confequent
le produit de rousles confequeness, eft <compofée detou.-
tes ces Raifons : ainfi la Raifon de 22 eft compofée de
rrois Raifons > 2 2.

On ne peut le demonftrer quen Commangant par deux
Raifons, & en faifant voir d'abord que Z eft compolce
des Raifons & =,

Or il ne faut pour cela que prouver que la Raifon
d'égalité eft 4 2 comme Zefta *=; ce qu'on a déja faic
€n expliquant la Multiplication.

Et quand cela eft faic des deux premieres, on prou.
vera de la mefme forte que -+ eft compofée de tou-
tes les trois, en faifant voir qu'elle eft compofée de =
{ qui Peft des deux premieres ] & dela 4 troiﬁéme £,




Xl

XIT,

% N@Usvmfx ELEMENS
Car 2. cem-bmparp, & 2220 inibm arll gget
Dongc 2.2 %.l;f-;-gP& par confequent 4—;‘-;—Peﬁ co?npoéi’)
f¢ de & & 2, laquelle Peft de : &=, & ainfi l'eft de
toutes|trois * I
Suite imporsante de la vraye notien de¢ la Raifon
compofée.

La veritable notion de la Raifon compofee eftant
une fois érablie , qui eft la Raifon du produic des ante-
cedens de deux ou (Pluﬁeurs Raifons au produit de leurs-
confequens , il senfuitdeld une chofe fort remarquable
c'eft que lors qu'il fe tencontre dans les Raifons compo-
fantes des antecedens égaux aux confequens, il faut les
éter un pour un avant que de former les produits des
antecedens & des conféquens ; qui doivent faite l'ante-
cedent & le confequent de la Raifon compofée, fi on
veur qu'elle foit réduite aux moindres termes quelle

eut eftre,
ue fi ces antecedens & confequéns égaux eftans
étez, il ne reftoit quun antecedent & un confequent
dans les Raifons compofantes , &ét antecedent & con-
fequent fera toute la Raifon compofée: & s'il ne reftoit
rien, la Raifoh compofée feroit d"an & un, parce que
ce feroit une harque que le produit des antecedens fe-
roit égal au produit des confequens.

On verra fhiewx tout cela par des exemples.
RAISONS COMPOSANTES.

bedyp g g LadRaifon de cela, eft que
TTFPT T 5 Huand on auroit mis toutes ces
o ﬁ ;{: < ’f lettres femblables dans le pro-
ety % duit des antecedens & dans ce-
d [mn @ luy des confequens, il les en
g2 i faudroit éter pour avoir la Rai-
o a ¢ i fon de ces produits reduite aux

moindres. resmes. guelle peut eftre, felon ce qui aefié
dit cy-ydeflis.

11 vaut domc micux les rerrancher d’abord, comme
inutiles, quand on ne veut quavoir la Raifon de oo
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Produits qui eft la Raifon ccmﬁvof"ée. :

On peutirer deld divers Corollaires quidonneront une

grande lumiere 4 toute cette matiere de Ja Raifon-com-

pofée. -
I. CoroLLAIRE.

(ﬁgand une de ces Raifons compofantes , eft une Rai-
fon d’égalité; 1l ne la faur queretrancher commeinutile
i la Rnfen compofé & :‘: =2

x b
IL Cororrazre.
QuanD les deux Raifons compofantes ontia mefme
randeur pour leursextrémes , la Raifon compofée a pour
%{m antecedent P'antecedent de la"Raifon, & pour fon
confequent le confequent de la premieret & £.
IIL ComreLLAIRE
Lors qu'au contraire les deux Raifons ont Ja mefme
randeur pour moyens#{ comme il arrive dans les Rai-
%ons que nous avons dites , fe pouvoeir appeller conti.
nués. ] La Raifon compofée a pour fon antecedent I'an-
tecedent de la 1 Raifon , & pour fon confequent le con-
fequent de la 2. ;
IV. CororraIRE.

Quawp ilya de fuitte plufieurs de ces Raifons con-
tinués €gales ouinégales; C’eft 4 dire qui font telles que
le confequent de la precedente eft todjours l'antecedent
de la foivante, la Raifon du premier antecedentau der-
nies confeﬂaent eft compofée de toutes ces Raifons,
Lisst
cdTgh)
b V.CoRroLLAIRE

C qui vient d’eftre dit eft la mefme chofe que ce
qu'on propofe en cette matiere, ayant plufieurs Gran-
deurs de fuitte , la Raifon de la premiere 4 la derniere
eft compofée de routes les Raifons continués , de routes
les Grandeurs, c'eftd dire des Raifons de la 1. dlaz , 8¢
delazalay, & delagdla 4 julqu's la derniere , c’cft la
mefme chofe que le3< Blssoseme , & que le 4¢ Corollzire
siln’y a que trois Grandeuss ; car ayaat ces grandeurs #

1ij
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T -

cdfgh, ?MS{{R“H}JHS continaés font - £ % L2, Dona
par leﬁEﬁnﬁf‘ﬁRaifon b 4 h*eft compofée de tou-
tesces Raifons, & sl n’y a que trols Grandeurs bcd. La
Raifon deé a % parlegCorollaire cft com pof¢e dedeux
Raifons - & 5. 3 IO
VI. COROLLAIRE:

S 1 entredeux Grandeurs données, onen interpofe une
ou plufieursautres  difcretion , la-Raifon des Grandeurs
donnéesfera compofée de deux ou de plufieurs Raifons.
continués ?ue formeront ces Grandeurs données avec.
les interpofées. Soientles données & d linterpofee 4 dif-
cretion x ou fi on en veut mettre plufieurs x y £, ce
quon a-dit deg3 Grandeurs ne peut pas n'eftre point
vray de 6.x d..

VIL. CorOLLAIRE.

D eu x Raifons eftant égales , fi onen renverfe une
en faifant antecedent du confequent , & le confequent
de I'antecedent , la Raifon compofée de ces deux Raifons;.
dont Pune eft renverfée eft une Raifon d’égalité.J'en laifle.
a trouver la demonftration.. :

IF. THEOREME:

D rux Raifons compoféesfont égales quand les Rai-
fons compofantes de l'une,, font égales chacune  chacu.
ne aux Raifons compofantes de’antre’; toute raifon com:
pofée cft-le 4 terme d'une proportion , dont la Raifon
d’égalité fait le premier terme, & les deux Raifons com-
pofantes le 2 &le 3, donc les Raifons d'égalité eftant
égales dans P'une & l'autre proportion.

Si les Raifons compofantes d’une part font égales aux.
Raifons compofantes de Fautre part ; les trois premiers
termes.de Pune font égaux aux trois: premiers termes de
Tautre. e _

Er par confequent les deux Raifons compofces qui en
font chacune le 4 terme’, feront égales par & I1.57.)

IV. THEOREME.
- g1 les Raifons dont une raifoneft compofée font tou-
tes deux de moindresinégalité , la compolce eft moindre
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qu’aucune des compofantes. Si elles font toutes deux. de-

plus grande inégalit¢ la compofée eft plus grande qwau.

<cune des compofantes. Sil'une eft de moindre inégalité .

& l’autre de plus grande inégaliré -,i?f'compoféc fera plus
petite que celle de plus grande inégalité , & # plus gran-

de que celle de moindre inégalité, Tout cela depend.

de deux principes.

L'unque toute raifon compoﬁ:’e eftle 4° terme d'une
proportion dont la Raifon d’cgalité eft le premier terme.
& les deux compofantes, le 2 & le3 termef, Lautre que la
Raifon compofante qui faic le § terme de cette ropor-
tion eft 4 la compofce,, comme le confequent de celle
quien fait le 2 terme eft 4 fon antecedent par §. & cy-
deflis, n? 24-)

Donc quand Pune & T'autre compofante eft de moin-
dre inég:ﬂité, le confequentde chacune eftant plusgrand

ue fon antecedent ,.elles ne pourront eftre difpofées de
iqorte que I'une & lautre ne foit plus grande que la com.
P{}fée, rrgstdalinsgg:

P 5 1194 & au-contraire par le mefme prin.

cipe q'uz{n.d.'le; deux: compofantes font de plus grandes:

inegalité, le confequent de chacune eftant plus petit que

fon antecedent , chacune auffi eft plus petite.que la com:-

ofce, 34 11 5.5 1193, e R 1
Mais {i 'une des compofantes eft de moindre inéga-
lité, le confequent en I'une eftant plus grand que I'an.
tecedent & meindse en l'autre , la compofante de plus
grande inégalité fera plus grande que la compofée , &

selle de moindre inégalité plus petite que la compofce..

L o oToi e e S
e B b -l ] :
OBsErRvATION sur cE THEOREME:

O~ wvoit clairement par ce qui vient d’eftre demon:
ftré dans ce Theoreme, que la compofition des Raifons
n’én peut eftre une Additien , mais en doit eftre une Mul-
tiplication ; car il eft contre la nature de I’Addition que
deux chofes ajolitées enfemble faflent un tout qui foit
moindre que chacune , parce qu'il faudroit fg_t_xr cela

.IJJ

I 11 .79_)
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quun'tout fuft moindre que la partie ,mais il en eft tout
autrement de la Multiplication,, dans laquelle il fe peut
faire que deux chofes eftant multipliées 'une par l'autre,
il en naiffe un Produir qui foit moindre que chacune,
& cela arrive todjours quand les deux chofes que l'on
multiplie font moindres chacune que Funité , comme
quand on multiplie un tiers par un quart , ce qui fait un
donziéme , & c'eft ce qui faitencore voir la parfaiteana-
logie des nombres aux raifons ; car il n'arrive jamais que
1a Raifon compofée foit plus petite qu'aucunc des coms
pofantes , que quand chacune des compofantes eft de
moindre inégalité , & qu'elle eft par confequent plus pe-
tite que la Raifon d’égalicé qui tient liea d’unité dans
les Raifons.

uand une Raifon eft compofée de plufieurs Raifons
égalcs , fi Cefltde deux, elle s'appelle doublée , de trois
triplée , de quatre quadruplée, &c.

' V. THEOREME.

S’ 1Ly a plufieurs termes en proportion continuelle ;
Ceft  dire que le premier foit au {fecond , comme le 2
aus,&lejau 4 & le 4 auy , ce qui s'appelle Progref-
Gon Geometrique, la Raifon d’un terme 3 l'autre, fera
fimple ou doublée,, ou riplée ou quadruplée, &c. felon

ue ces termes feront diftans Pun de Tautre j car s'ils fe
-E:ivent immediatement , leur Raifon fera fimple, cefta
dire la mefme quiregne dans toute la Progreffion. !

Sily a yn terme entre deux qui eft une moyennne pro-
portionelle leur Raifon fera doublée , c’eft 4 dire com-
Euﬁ?e de deux Raifons fimples, qui par I'hypothefe font
cgales, ; :

S'ily a deux termes entre deux , ceftadire deuxmoyen-
nes proportionnelles , leur raifon fera triplée s'ily ena
trois quadruplée, &c.

VI. THEOREME.
LA Raifon d’une grandeur de plufieurs dimenfions 4

* toute autre grandeur homogene , d’autant de dimen-

fions eft compofée de toutes les Raifons de chacune des
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dimenfions d’une grandeur 4 chacure des dimenfions de
l'autre : ce n’eflt qu'une application de la definition de la
Raifon compofée; car comparant chacune des dimenfions
d’une grandeur dchacune des dimenfions de I'autre , on
met tous les antecedens de ces Raifons dans une des gran-
deurs, & tous les confequens dansl'autre, Or une Gran-
deur de plufieurs dimenfions eft la mefme chofe que le
Produit de ces dimenfious multipliées 'une par l'autre
Et par confequent les grandeurs font entre elles, comme
le produit de leur'dimenfion? ¢’eft 4 dire comme le Produir
desantecedens des Raifons de chacune desdimenfions de
Pune 4 chacune des dimenfions de I'antre au Produit des
confequens de ces mefmes Raifons , ce qui eft une Rai-
fon compofée de ces Raifons par la définition mefine de
la Raifon compofée.
I. CoroLLAIRE.

Toure Grandeur plane eft auneautre Grandeurplane XXV.
en raifon cempofée desdeux raifons de chacun des corez
de P'une 4 chacun des cotez de lautre | c’eft la mefme
chofe que la precedente,
IL CoROLLAIRE.

Toute Grandeurfolide eft dune autre Grandeur fo. XXVI,
lide en raifon compofée destrois raifons de chacung des
e6tez de 'und chacunff des cbtez de Pautre | c’eft la mé-
me chefe que la propofition generale.
1I. CoroLrLAIRE.

LEs Grandeurs planes & folides ayant quelquune de XxviL.
leurs dimenfions égale & l'autre inégale font entre elles
commeles inégales. 6 £ b g:: f.4. b f d. bfg ::dg
bfd bmun::fd mn. E

IV. CororrLAIRE

Les plans dontles deux dimenfions ont mefme raifon,. xxvin
chacune de I'un 4 chacune de l'autre, font en raifon dou-
blée de cette mefine raifon. Cela eft clair par le premier
Corollaire & la définition de la Raifon daublée.
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V. CoROLLAIRE.

L £ s folides dont les trois dimenfions ont mefme rai-
fon chacune de Pun achacune de autre , font en raifon
triplée decertte raifon. Cela eft encore clair par le fecond
Corollaire, & la définition de la raifon triplée.

VI CoROLLAIRE.

Tous les _%ai‘rrez & les Cubes font en raifon , les
uns doubléx, & les autres tri Iég de la raifon de leurs ra-
cines , car toutes les dimenﬁg.‘-ns-des Quarrez & des Cu-
bes eftant égales entre elles ,elles ne peuvent pasn‘ayoir
pas chacune la mefime raifon 4 chacune -des dimenfions
des autres Quarrez & des autres Cubes.

VII. CorROLLAIRE.

S 1 4 Grandeurs font pro ortionelles , leurs Quarrez &
leurs Cubesle font auffi. Si b.c: : fg bb.cc: :fﬁ%.g. bbb.
cce:: ffFgag ;car lesQuarrez eftant en raifod dou-
bléeddeurs %xines)& leurs Cubes en raifon triplée , les
Raifons doublées , & les triile’ésde Raifons égales doi-
vent eftre égales par le 3° Theoreme.

YVIII. CorROLLAIRE.
Lt Produit de deux Grandeurs quelconques eft moyen

proportionnel entre les Quarrez de chaque Grandeur.
Soient les Grandeurs b & ¢, bbb ¢ be.ccycarbb.be
i b &bece b

Ceeft 1a mefime chofe que de dire que le Produit dela
toute , & d'une partie eft moyen proportionnel entre le
Quarré dela toute & le %arré de cette partie ; car il

eft vifible que fila.toute
s, M.

eft + & mune _Partie)t.:. t m

1X. CoROLLAIRE.

En toute Progreffion Geometrique , les Quarrez de
deux termes qui fe fuivent immediatement font entre
eux comme deux termes , entre lefquels il y en a un
dlinterpofé. Soient = b.c.d.f-g en Progreffion Geome-
trique. Je dis .que & b.¢c :: b douncc.dd:: ef ; car
Ia Raifon de 44 eft doublée de celle deb¢. Or parle 6
Corollaire , les Quarrez 66 & ¢¢, font auffi en raifon

X doublée
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doublée de celle de 4% Cela fe peut prouver encore
d’'une autre forte. Si =b.¢.dff bd=¢cc. Orbsb. bd::
£.a.’).donc bbcc::bd, '

X. COROLLAIRE.

E toute #3 Progreflion Geometrique , les ‘Cubes de
deux termes qui (g {uivent immediatement, font entre
eux comme deux termes , entre lefquels il y én a deux
d'interpofez ; car les Cubes font en raifon triplée de la
Raifon dela Progreflion, 8les termes entre lefquels il
y ena deux d’interpoféq, fone aufli en raifon triplée de
cette meﬁa;g;ﬂ@ , cela fe peut prouver aufli par

Corollaire'sp s car i = boc. d.f, gy 6b.cc:: of, donc

bbfi=cci. Ot bbb, bbf :: bf. donc bbb. ccc bf-
X1 CoRrorLLAIRE.
CeEesT parld qu'on a' trouvé comment il s’y falloit
prendre pour doubler un Cube donné ; car ayant ug

Cube donné 4 4 4. Il faut prendre # double de4, & fi on
peut trouver deux moyennes continuément Prc}portion..

nellesgntre 4 & £, comme feroient ¢ & 4+ enforte que
foient™s.c.d.f. Le Cube de ¢ premiere de ces moyennes
proportionnelles fera double du Cube de 4.

VII. TueoREME. DEFINITION.

Deux Grandeurs planes qui fonc telles que lesdeux
dimenfions de I'une font les extrémes d’une proportion,
dont les deux dimenfions de I'autre , font les moyens
ou[ ce quieft ]amefme chofe ] que I'une des dimenfions
de la premiere foit 4 I'une des dimenfions de la fecon.
de, comme Pautre dimenfion de la feconde eft 4 autre
dimenfion dela premiere font appellées reciproques, &
font rofijours égales,

Soient 4 ¢ & ¢ £. Je dis que fi seft 4 ¢ comme feft ig

bic:: gf
5;7.?1’-3 :

XXXy,

par 6 Moo I1.4°. Sa).

XXXV.
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] 13. 50) Or Par!, le Produit des extrémes 4 ¢ qui eftle premier-
de ccs deux plans eftégal au Produit des-moyens ¢ f qui-
eft le fecond de ces deux plans.

VIII.L TEEOREME..

L&s Grandeurs planes égales font todjours recipro=
ARRTE ques, c’eft 4 dire les deux dimenfions de I'une font les’

extrémes de la proportion dont les deux dimenfions de’
P'autre font les. moyens, Si 4 g eft €gali e £ Je dis-que:
bec. 12 f.g

{-l_nc'./g P! R D et 1ria~d .'II'.'QM Veamed '{m‘*—- Ve “Lu_f{ dus {d_ ’
fl'an Q. II .J{'I‘M&_.\" FeTs -.'{ o L"{-_, er(; Q_‘L/;j{c_f_,-rﬂi“d_
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NOUVEAUX ELEMENS

GEOMETRIE

LIVRE QUATRIEME.

DES -GRANDEURS ‘COMMENSUR ABLES
ET INCOMMENSURABLES.

g -Ous avens dit generalemens gqu'il ¥y adeax 1.
& Jforses de raifons ; la raifon de nombre & nom-”
o bre , @~ la raifon fourde ; &~ comme Ceff par la
S SO E gue les grandears [ont commenfurables ¢ in-
WVOXOR commenfurables , la fuite naturelle nons obli-
de parler de ces fortes de Grandeurs,

DEFINITION.

CesT Ia méme chofe de dire que deux grandeurs
font commenfurables , & de dire qu'elles font comme
‘nombre 4 nombre.

Car afin ques {oit commenfurabled ¢, il faut que quel-

que.grandeur comme « foit précif¢ément tant de fois dans
. i
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b& précifément tant de fois dans ¢ comme fielle eft g fois:
dans & & 10 fois dans .
Donc 4 eft la mefime chofe que 9x, & ¢ la méme chofe
que 10 ¥. '
Org x. 10 x:: 9. 10

Donc b, ¢ ::9.10~
Donc 5 eft 4 c comme nombre a nonibre. Et dela il
senfuit que ceft aufli la méme chofede dire que deux
randeurs ne font pas entr’elles comme nombre & nom-
re,. & de dire qu'elles font incommenfurables , puifque
G elles eftoient commenfurables elles feroient comme

nombre a nombre.
SECTION PREMIERE.

Des Grandeurs commenfurables ou des Raifons. de nombre
a nombre.. '
Tout ce quiaefté ditdans les deux Livres precedens
des Raifonsen general , peuteftreappliqué fans peine aux
Raifons de nombre 4 nombre, Ce n'eft donc pas ce que
I'on va faire icy : ce feroit une repetition inutile, Mais on

arlera feulement dece qui convient {pecifiquement aux

aifons de nombre 4 nombre , & en quoy elles font diffe:
rentes des Raifons Sourdes.

I. LEMME.
Marquer les nombres par lettres.

O peut marquer les nombres par lettres comme les
antres grandeurs: & alors il faut obferver en faifant les
quatre operations fur les nombres que Pon a marquez
par lettres , tont ce qui 2 efté dit dans le 1. Livre de
ces operations fur les grandeurs quelconques : Dot nait
plufieurs differences entre cetre maniere de marquer les.
nombres par lettres, & celle de les marquer par chiffres.

1. Une feule letrre peut marquer quand on veut quel-
. que grand nombre que ce foir ; au lies wil faut beau-
coup de cara&eres pour marquer les grands nombres.

2. Les chiffres changent dansI’Addition, Souftra&iony
Multiplication des nombres ; mais les lettres ne chan-

.

gent point : Car fi 4 fignifie 4. & 4 5, pour les adjotiter

%
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en chiffres je mettray 9, & par lercres je MELLray & —ta.
Et pour multiplier en chiffre je mettray 10, & par let-
tres je mettray b : & ceft en cela qu'ett le plus grand
avantage des lettres 5 car les multi plications s’y font fans
peine, & laiffent totijours yoir les nombres par lefquels
on a multipli€; au lieu que deux grands nombres font
difficiles @ multiplier par chiffres ; & on ne voit plus
dans le produit les nombres dont il a efté fait,

3. Le rang dans les chiffres fait touty car 19 & 92
" font deux nombres bien differens : Mais il ne fait rien
dans les lettres quand on les joint enfemble, ce qui mar-
que une multiplication ; car il n’importe par oit on
commence la multiplication de deux nombres, Cleft
todjours la mefme cﬁofe 5 fois 4., ou 4 fois 5: & ainfi
bed, bde, dbe marquent le mefme chiffre.

4. Les chiffres fignifient des nombres déterminez :
& un mefme caractere dans la mefme place des unitez
des dixaines, &c. ne peut fignifier que la mefme chofe,
Mais les lettres fignifient des nombres quelconques ; en
obfervant neanmoins que dans une mefme opération
la mefme lettre doit fignifier le mefime nombre,

II. LEmMmE

CEeTTE maniere de marquer les nombres par lettres,
fait voir que les nombres peuvent eftre confiderez com.
me eftant d’une dimenfion, ou dedeux, ou de trois, ou
de quatre, &c.

On confidere un nombre comme eftant d’une feule
dimenfion, lors qu'on regarde fimplement ce qu’il con-
tient d’nnitez & qu'on le marque par une feule lercre,
foit qu’il ait befoin pour eftre écrit en chiffre d’un feul ou
de plufieurs caracteres. Ainfi 72 marqué par un s, eft
un nombre d’une feule dimenfion.

On le confidere comme af'anl: deux dimenfions, lors
quil eft exprimé par deux lettres qui marquent deux
nombres , qui fe multipliant Pun Fautre font le nombre
toral qu'on veur exprimer, Ainfi 4 fignifianc a2, & p 36,
bp fignifie deux fois 36 , ce qui fait encore o )
Kij
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On le confidere comme ayant 3 dimenfions,, lors qu'il
eft exprimé par 3 lettres , qui marquent 3 nombres
dont le;3¢ multiplie le produit des deux premiers, Ainfib
fignifiantz, c3 & m1z: 6 ¢m fignifie » fois 3 fois 12. c'eft
a dire, 6 fois 125 cé qui faic encore 72.

On le confidere comme ayant 4. dimenfions,, lors qu'il
eft exprimé par 4. lettres qui marquent 4 nombres, dont
le 3¢ ayant multipli€ le produit des deux premiers, le 4,
multiplie le produit des 3. autres. Ainfi 4 fignifiant 2,¢3,
& d 4 5 hedcignifie 2 fois3 fois 4 fois3; ceft a dire,
6 fois 4.fois 3, ou .24 fois 3; ce qui fait encore 7z.

On le confidere comme ayant cinq dimenfions , lors
quil eft exprimé par . lettres,

De 6 quand par 6.

De 7 quand par-7.

De 8 quand par 8, &c.

" d1L - LemMmeE.

Ox voit aflez que deux mefmes lettres, comme 45
ou cc, doivent faire un nombre quarré ; & 3 mefmes
lettres , comme 44 4,, un nombre cubique.

Mais il -y a encore une autre obfervation 4 faire {ur
.ces nombres. Ceft qu'annombre eftreconnu pour quar-
rénon feulement quand il eft exprimé par deux mémes
lettres comme 4 4, mais aufli quand on Fart&ge en deux
parts égalesles lettres d’un nombre, enforte que les mé-
‘mes lettres fetrouventen 'une & en l'autre partie. Ainfi
bbec,ou bbecdd. fontdes nombres quarrez , parce que
Pun fepeut partageren b¢ &% ¢, & lautreenbcd &b cd.
«Car on a.déja veuqu'il n'importoit de rien en quelque
maniere que les leteres fuflent rangées, '

'Un nombre de méme eft cubique non feulement quand
il eft exprimé par les trois mémes lettres comme 444 , mais
aufli quand lésletcres qui le marquent peuvent eftre divi-
{ées en trois parts éégalcs dontchacune contienne les mé-
mes lettres. Ainfi bbb ccc,oubbbece ddd font deux

nombres cubiques, parce que le premier{e peut partager
enbe,bc&be,&lanreen be ,bcd& bed, [
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COROLLAIRE.

Ir s’enfuit deld fans autre preuve , que le' produit de
deuxnombres quarrez eft toGijours un nombre quarré qui
a pour fa racine le produit des deuxracines des deux au.
tres nombres quarrez, Ainfi é4en c¢ fait 4 bee,quia

our faracineé¢. Et que le produit de deux nombres cy.
Eiques eft todjours un nombre cubique, quia auffi pour
fa racine le produit des deux racines des deux autres nom.
bres cubiques..

IV. Lemme _
" LEs expofans d'une raifon de nombre 4 nombre font
neceflairement on deux nombres impairs, ouun nombre
pair & unimpair , mais ce ne peut eftre deux: pairs’; car
deux pairs pouvant encore I'un & l'autre eftie partagez
par la moiti€, Cetre raifon n’auroit pas efté reduite aux
moindres termes qu’elle Pauroitpd eftre & cetre divifion
par lamoitié fera enfin que ees deux: pairs fe reduiront ou
adeux impairs comme la raifon de 10 4 6 fe reduit 2 2 raj_
fon de 543, 0uaumoinsa un pair & dun impair comme:
laraifon de 8 d14 fe reduia la raifon de 4.

V. LEM ME.-

Quoy que deuxnombres n’ayent pasautant de dimen--
fions l'un que I'autre;, ils ne laifflent pas de pouvoir eftre
comparez’enfemble, parce que tous les nombres eftane
mefurez par 'unité ont todjours raifon I'in 4 Pautre. .

Neanmoinsil eft fouvent utile de pouvoir faire que le’
nombre quiaureit moins de dimenfions que Faurre, enaic’
autant demeurant le méme, & celaeft aif¢.

Car refervant la lettre (/) pour marquer Punité il ne-
faut qu'dugmenterles lettres du nombre qui en a moins-
que l'autre , d’autant &% qu’il eft neceffaire pour faire
qu’il y aitautantde lettres 4 1'un qu’a 'autre, Ainf ayant
acomparer bavec b x; ajoditantun 7 4 s &% aura autant’
de dimenfions que & x: _

Et neanmoins ¢ 7 fera le méme nombre que 4 , parce*
que P'unité multipliant un nombre ne le change point;;
4. foisun, ouune fgis 4, cftancla méme chofe que quatre, -
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Et quand on le multiplieroitz , 3& 4 fois par lunité,
ceferoit tofijours de méme : comme il {e voiten ce ?ue '
Punité prife une fois ( ce qui peut eftre marqué par un feul
i) eft un nombre lineaire & multipli¢ par foy-méme, ce
qui peut eftre marqué par deux (¢ ) eft unnombre quar-
ré , quoy que ce foit totijours un: Et marqué par tros (i)
un nombre cubique : Et par quatre g‘ii:‘ yunnombre quar.
ré dequarre: Etainfid Pinfini. D’ou il s’enfuit que com-
me un feul ( / ) napporteaucun changement au nombre
auquel ileft ajoiit¢, deux, trois, quatre 7, n’enapportent
point auffi, :

Cette obfervation [era de grand ufage dans les Theo-
remes {uivans.

VI Lemme

I eft bon pourdiftinguer plus facilement les nombres
pairs desimpairs de marquer les nombres pairs par des
confonnes , & lesimpaits par des voyelles, refervant todi-
jours 4 pour Punité: neantmoins quand on ne confidere
ni les pairs ni les impairs , les confonnesalors {e prendront
pour les nombres en general,

Vi1I. LEMME.

OuTrE cettemaniere de marquer par letcres lesnom.-
bres que Pon veut multiplier, on peut auffi en les mar-
quant par les chiffres ordinaires avoir prefque les mefmes
avantages, qui font. r, Que les nombres multiplians &
multipliez paroiffent todjours. 2, Qu'on voit rout d’un
coup combien de dimenfions eft chaque nombre. 3. (%e
Pon voit fans peine les expofans de chaque raifon de
nombre 4 nombre.

1lne faut pour cela que faire deux chofes. La 1* eft de
mettre une virgule entre deux ,ou trois, ouquatre,ou
cinq nombres que Fon veut multiplier les uns par les
autres, en {e fouvenant que cette virgule veut dire fois.

Ainfi 4 , 5, voudra dire 4 fois 5 ¢. 20,

_§, . 5 fois 12 2, 6o.
5"'.1 G ]
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567, 8. sfois 6 fois 7 fois huit, ¢. 30 fois 7 qui font
210, & 8 fois 210 ce qui fait 1680.

Les quarrez {e mettront de mefme,
- Quarré de 3. 9.

i,,34%garré de 4.16.

12,12, Quarrédeiz 144,

36,36. Quarr€ de 36. 1296.

Les Cubes de mefme.,

4:4,4.LeCubedey. 64.

10, 10 ,10. Le Cubede 10. 1000,

On peut auffi dans cette maniere faire les nombres d’au.
tant de dimenfions les uns que les autres » en mulripliant
par1c’efta dire par Punité ceux quin’enont pas tant, &
mettant la virgule entre deux. Ainf fi je veux comparer
44 4,7. Jen'auray qua mettre 4, 1& 4, 7.Ce qui fi-
gnifiera 4 fois 1, & 4 fois 7. Ce qui peut eftre de grand
ufage dans les proportions,

L’autre invention qui n’eft que pour les nombre quar.
rez,, cubiques, quarrez de quarrez , &c. Ceeft de faire
comme aux lettres mettre au deflus un peua cofté un
petit 2 pour lesquarrez , un 3 pour les cubes, Un g pour
lesquarrez de quarrez , &c.

Ainfi§8* marquera le quarré de 8. 64.

8. Lecube de 8. §12.

8. Le quarréde quarré g, 4096.

DEFINITIONS.

IL y a quelques definitions quil faut fcavoir pour bien x1n,
comprendre les raifons de nombre 4 nom bre,

1.Unnombreeft diten divifer un autre s ouen eftre I
mefure quand il y eft précifement tanc de fois.

Aufli Punité eft la mefure de tous les autres nombres
& tous les autres nombres {ont multiplfés de l'unité,

2.Elle eftla mefure de tous les autres nombres pairs | &
tous les nombres pairs font multiples de 'unité,

Mais il faur remarquer » que chaque nombre eft la

mefure de foy.mefme parce quil eft une fois dans foy.-
| L
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nefine. Er ainfi tout nomibrea au moins dedx mefures,.
{oy-mefime & l'unicé. Tin'y & que Punieé qai n’a que foy-
mefme. 2, Que toutes mefures font doubles , fi ce n'eft
dans les quarrez, ouun nombre fe multiplie foy-méme;
Car {i3 par exemple cft le quart de 12, quatreen fera le
tiers. Si eftlern™ de 6o, 12 en fera le §™. _

3. On dit qu'un nombre eft nombre premier , quand il
n’a de mefure que lunité & foy-mefme , ( cequi fe fous-
entend fans qu'on le dife. ) Comme 2. 3.5. 7. 11.13 SEOE,

Hors le nombre de deux nul nombre pair ne peut eftre
premier , parce que tous (hors deux ) peuvent au moins
eftre divilcz par 2.

4. Deux nombres font premiers entr’eux , quand ils
n'ont de mefure commune que L'unité.

Il senfuit deld que deux nombres differens qui font
chacun premiersle fontentréux, commes. 2.1, Jay dit
deux nombres differens ; car deux mefmes nombres com-
me 5 & 5, quoy que chacun foit premier , ne le font point
entreux , Car outre "unité eftantchacun a foy-mefme fa
mefure ,1ls ont encore cette mefure commune.

Deux nombres qui fe fuivent font preniers entr'eux. -

Deux impairs qui fe {uivent comme 7 & gle fontaufli.

Tous les quarrez {ont premiers entr’eux, lors que leurs:
racines font des nombres premiers, o {eulement premiers-
entreux , quoy que nul quarré ne puiffecftre nombre pre-
mier 9. 25. 49+ 64.85

Decux nombres premiers entre €ux , e {cauroient
tous deux eftre pairs. I faur qu'au moins Pun des deux
foit impair; car deux pairs-auroient le nombre de deuxt
pourmefure commune,

La Notion des Raifons de nombre & nombre.

L A raifon de nombre 3 nombre eft bien plus facile 4
concevoir que la raifon des grandeurs en general , 4 caufe
queles nombres ont totjours 'anité pour commune me-

fure, & qu’il y a- des grandeurs qui n'ont aucune mefure
commune..
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Ainfi la raifon de deux nombres ne confifte qu'en ce que
I'un eft tant de fois dans autre. Si 'un eft multiple de
l'autre , comme 4 eft; fois dans 12, ou que quelque aliquo-
te de I'un eft precifement tant de fois dans I"autre ,cequi
eft totijours certain au moins de I'unité, comme s quieft
le tiers de6 , eft quatre foisdans 8. L'unité qui eft le quart
de quatre , elt - fois dans . :

Or deld il eft aifé de comprendre qu’afin que la raifon
.de deux nombres foitégale a la raifon de deux autres, il
faut que file fecond eft multiple du premier, le troifiéme
foit autant de fois dans le quatriéme que le premier eft
dans le fecond, ou que file premieri’a que quelqu’unede
fes aliquotes qui foit tant defois dans le fecond , une ali-
quote pareille du troifiéme , foit autant de fois dans le
quatriéme , c’eft 4 dire que fi letiers du premiereft cing
fois dans le fecond: il faut aufli que le ticrs du troifiéme
foit cinq fois dans le quatriéme. Quatre eft  fois dans 20
comme 7 eft 5 foisdansss.

La moiti€ de 6 eft 5 fois dansig, comme la moitié de 8
eft 5 fois dansao.,

Division GENERALE.

La plus generale divifion des raifons de nombre 3 nom.-
bre, cft de dire que les unsfont premiers , & les autres
non premiers.

Jappelle premieres celles dontles termes font premiers
entre eux, comme la raifon de l'unité 4 tourautre nom-
bre: La raifonde 2 a tout nombre impair.

Jappelle non premieres, celles dont les termes ne font
pas des nombres premiers entre eux , commes$. 12. 15. 20.

45. 81.
ProrosiTioNs FONDAMENTALES.

Dgux raifons premieres eftant differentes ne fcau-
roient eftre éeales.
Chaque raifon premiere peut eftre égale 4 une infinité
de non premieres.
Lij
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Chaque raifon non premiere peut eftre reduite a uhe
premiere qui luy fera cgale.

Il fautprouver toutes ces trois propofitions.

La premiere fe prouve ainfi. Deux nombres prémiers
entre cux n'ont de mefure commune que 'unité qui eft
Paliquote qui prend fa denomination dunombre mefme..
comme lunité eft une feiziéme de16. Sije compare donc
16 4 25 qui font deux nombres premiers entre eux [ quoy
que nul ne foit premier. ) La raifon de 16 4 25 ne confifte
quen ce qu'une 16™ de 16 eft 25 fois dans 25. Or dans
Pinfinicé des nombres , il n’y a que 16 & fes multiples,
comme 2 fois 16, 3 fois 16 qui ait des feiziémes, & il 'y
a auffi que 35 & fes multiples, comme 2, 25. 3, 25. €N qui
quelque nombre puiffe eftre précifement 25 fois. Or deux
fiombres dont ’un feroit multiplfé de 16, & l'autre de 2y
ne feroient pas des nombres premiers entre eux. Donc
il eftimpofiible que deux mifgns- premieres eftant diffe-
rentes {oient €gales.

PREUVE DE LA DEUXIEME PROPOSITION.

Erve cft claire parce qui vient d’eftre dit; car deux
nombres premiers entre eux peuvent eftre chacun mul-
tipliés par un mefmme nombre, & celaune infinité de fois:
ny ayant point de nombre qui ne puifle multiplier 'un &
& P'autre. Etalors ( par IL g8) cette raifon non-premiere
{era égale & la premiere.

PREuvE DE LA TROISIEME PROPOSITION-

U E raifon non premiere eft celle %ui eft enrre deux

nombres non premiers entre €nx. Or afin que deux nom-
bres foient non premiers entre €ux: il faut qu’ikayentune
commune mefure autre que Punité , & que par confe-
quent ils foient multiples d’un mefme nombre, Ils ont
donc chacun deux dimenfions, & en ont uneé commune.
Ils peuvent donc eftre exprimés chacun par deux lertres,
donr il y enaura une quiferala méme, ou par deux chif-
fres avec une virgule entre deux , & il yaura de part &
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d’autre le mefme chiffre. Donc effagant ou la mefme
lettre , ou lemefmechiffre , ce qui reftera fera en mefme
raifon par TL4G43.

8. 11.

bd. ad } . f‘;’

2,434 R -

Mais il faut remarquer z chofes, La premiere que quand
l'an desnombres eft multiple de autre | Ceft le nombre’
mefme dont P'autre eft multiple qui eft ]a mefure com-
mune des deux nombres : de forte qu'il faut oul’exprimer
ou le concevoir comme eftant multipli¢ par Punité 44
20; c'eftd dire4 1. 4 4, 5. Deforte queffagant 4 de parr
& d'autre, la reduction feray. 5

La deuxiéme que toute raifon d’un miefme nombre 4
foy-mefme fe reduit 4 la raifon de unité 4 unité 5 car
ils ont chacun deux mefures commeil 2 efté dic, Punité
& foy-mefime , & chacune leur eft commune , effacant
donc la plus grande de ces mefures qui font toutes deux:
communes , refte I'unité de part & d’autre.

S1 la premiere reduction ne donnoit pas des nombres
premiersentre eux , ( ce qui arrive quand on ne prend
pas le plus grand divifeur commun ) il ne faudroit que
recommencer, & ileft indubitable que cela fe reduiroit
d la find une raifon premiere, c’cftd dire & uneraifonde
deux nombres premiers entre eux.

COROLLAIRE. :

LEs deux termes de la raifon premiere 4’ laquelle fe
reduit une raifon non premiere, s’appellent Jes expofans
de cette raifon non-premiere,

Ainfi 2 & 5 font les- expofins de la raifon de 8 4 13, 4 &
5- Les expofans delaraifonde 8 i3 5.

Cela sappelle antrentent reduire une raifon aux moin:
dres termes qu'elle peut eftre. Et pour abreger le mot de
reduire fignifiera tout cela. Ce qu'il faur bien remarquer,

Cecy revient encorea certe maxime. Si urrmefme nom..
bre en divife deax autres, les quotiens font proportion-
nels ; car le mefine nombre 4-ayant divifé 8 & 2, les

L ijj

XVIIE,
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quotiens ont efté 2 & 3 qui font en mefme raifon que
8 & 12
I. THEOREME.

i Deux raifons égalesont necef{lairement les mefmes ex-
pofans , & ce neft qu'en celaqu'elles font égales.

Car il faut que deux raifons que I'on compare , ou
foient toutes deux premieres ,-ou toures deux non-pre-
mieres , ou que I'une foit premiere,, & Tautre non pre-
miere.

Or il vient d’eftre prouvé qu'elles ne feauroient eftre
égales eftant toutes deux premieres fi ellesfont differen-
tes : & que les non. premieres fe peuvent reduire 4 une
premiere. Il faut donc que les non-premieres pour eftre
égales fe puiflent reduire 4 une feule & mefme premiere ,
ou s'ikn’yen a quune de non-premiere , quelle fe puiffe
reduire 4 la mefme premiere que cellequi Peft d¢ja. Or
Ceft ce qu'on appelle-avoir les melmes expofans , que de
ne pouvoir eftre reduite qu'd une mefme & feule raifon
premiere. Donc il eftimpoffible que deux raifons égales

n’ayent pas les mefmes expofans.

JI. THEOREME.

Drux raifons de nombre 4 nombre eftant €gales, le
produit des antecedens efi au produit des confequens
comme deux nombres quarrez : olt, la raifon du produit
des antecedens au pmgui{ des confequensa pour fes ex-
pofans des nombres quarrez ; Car deux raifons ne {cau-
roient eftre égales, qu'elles m'ayent les mefimes expofans
par le Theoreme precedent, Ceft adire qu'eftant redui-
tes, elles ne le foient 4 deux raifons premieres qui ont
chacune le mefme antecedent & le mefme confequent.
Donc le produit desantecedens feraJamultiplication d’un
nombre parfoy méme , ce qui faic un nombre quarre, &
de méme du produit des confequéns.

Deux raifons ¢gales bx.cxz:by. cy.

reduites aux moindres termes &. ¢ :: 6. ¢




DE GEOMETRIE Liv. IV. g,
Donc le produit de antecedens eft 44,
& celuy des confeqvens ce,
Exemple parles chiffres felon le fixiéme Lemme,
4,7 577 4,3 53
Exp. il P S L _ : :
Donc le produit des antecedens eft 4 fois 4; c’efta dire
le quarré de quatre.
Etle produit des confequens 5 fois 5 ; C’eft 4 dire le quar-
r¢ de cing. _
IIl. THEOREME.

Tros raifons de nombre 3 nombre eftant égales, la
raifon du produit des 3 antecedens au produit des 3 confe-
quensa pour fes exgoﬁms des nombres cubiques.

C’eft Ia mefme chofe ; car trois raifons ne {cauroient
eftre égales, qu’elles n’aient routes trois les mefies ex_
pofans, Ceftadire qu’eftant reduites elles ne le foient
trois raifons , qui ne feront que la mefme ayant toutes
trois le mefme antecedent & le mefme confequent. Donc
le produit des antecedens fera un cube, & le produit
des confequens un autre cube.

bx. cx:vby. cy:ibz ez,

oo iy 8 o ity
- . ¢des antecedens 44 5.
Donc le produit { des confequens cc .

C’eftla mefme chofe par les chiffres,
457517 " 453-5:3 11 4,9.59,9.
- 4. s = 5'

Donc le produit des antecedens eft 4, 4, 4, Ceft i dire’
le cube de 4. Et le produit des confequens g 15>§, Ceft a
dire le cubedey.

IV. THEOREME.-

LA raifon doublée ou triplée d’uneraifon de nombre
4 nombre a pour fes expofans des nombres quarrez fi
elle eft doublce , & des nombres cubiques fi-elle eft
triplée..
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Car une raifon doublée n’eft autre chofe qu’une raifon
compofée de deuxraifons égales.

Or upe raifon compofée de deux raifons n'eft autre
chofe que la raifon du produit desantecedens de ces deux
raifons au produit de deux confequens par I11. 33.

Doncune raifon compofce de deux raifons cFales de
nombrea nombre ( ce qui eftlaméme chofe quela raifon
doublée d'une raifonde nombre 4 nombre ) n’eft autre
chofe que la raifon du produit des antecedens de 2 ‘raifons
égales de nombre a nombre au produit des confequens.

Or cette raifon du produit des antecedens de deux
raifons égales de nombre 4 nombre au produit des
confequens , a pour fes expofans des nombres quarrez
par le 2 Theoreme.

Donc toute raifon doublée d’une raifon de nombre 4
nombre a pour fesexpofans des nombres quarrez.

On propvera de la mefme forte par le3 Theoreme que
la r_aign triplée d’une raifonde nombrea nombre a pour
fes expofans des nombres cubiques; parce qu'une raifon
triplée neft autre chofe qu'une raifon compofce de trois
raifons égales. Donc, &e. :

I. COROLLAIRE.

Trots nombreseftant continuément proportionnels,
ne peuvent eftre reduits aux moindresnombres qu’ils peu-
vent eftre, que les deux extgémesne foient des nombres

uarrez , & celuy du mileu le produit de leursracines.

Carler.de ces 3 nombreseftau troifiéme en raifon dou-

lée dela raifon dutauz , ou ce qui eftJamefime chofe en
raifon compoféedela raifonduzauz, & decelleduzaus
comme il a efté prouve 1r. 34. Donc par le 3 Theoreme
la raifon du1 au 3 doit avoir pour fes expofans des nom.-
bres quarrez. Or par 111. 4. lcdproduit des 2 racines eft le
moyen proportionnel entre deux quarrez, & il eft clair
que deux nombres quarrez nepeuvent avoir qu'un feul
nombre pour moyen Propc-rtimmel. Doncle Préduitdes
deux racines doit eftre ce fecond terme.

1T,
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II. COROLLAIRE.

QuATRE grandeurs eftant continuément propor-
tionnelles laraifonde lardla 4,2 pour fes expofans * des
nombres cubiques.

Ceftlamé€me chofe; car (par rir. 34.) la raifon de 12
14 la 4 eft une raifon triplée. Or parle Theoreme prece-
dent, toute raifon tripléea pour fes expofans des nombres
cubiques,

V. THEOREME.

S1 plufieurs nombres font continuément proportionnels
( ce qui sappelle Progreflion Geometrique : ) il faur ne_
ceflairement queftant reduits ,ils foient ou tous impairg,
ou tous pairs hors 'un des extremes, qui fera feul necef’
fairement impair. Car il eft clair qulils ne peuvent pas
eftre tous pairs,, parce qu'ils ne feroient pas reduits,

Demonttr. Ce qui fait que les nombres {ont proportion.-
nels % qu'il y a codjours une mefme raifon entre ceux
qui fe fuivent immediatement. Etainf; toutes ces raifons

eftant egales n'ontque les mémes expofans, qui font ou
l'unité & quelque autre nombre que ce foit , quand [a
Progreflion eft multiple, Ou deux autres nombres quand
elle neft pas multiple, lefquels deux nombres font ne.
ceflairement ou tous deuxim airs, ou 'un pair & lautre
impair . 13,

PREuUvE pu pREMIER Cas,
D ans le premiercas; ceft 4 dire quand F'un des ex-

pofanseft I'unité , la verité du Theoreme eft manifefte ;
carle 2 expofant fera le 2 terme de la Progreflion , &
tous les autres en font les puiffances, le; le quarré, leg
le cube ,le 5 le quarré de quarré, &c. Dot il s'enfuit que
fi ce2 expofant eft un nombre impair , ( toutes les puif-

1

fances d’un nombre impair 'eftant todjours aufli , ) tous

¢s termes de la Progreffion font im pairs.
Exemple quand le deuxiéme terme eft 5 » {e fouvenir que
M

XXIv,

XXv,

XXvI.
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pars. §', &c. Jentends totijours le quarré de 5. le cube
de 5, &c. '
ALy §h 5. 5% &c.
ih: Fa §or e 1240 615 ,&C. _

ae fi le 2 expofant eft pair , comme il ferale: termede’
Ia Progreflion, & que tous les autres termes feromt fes
puiffances : ils feront tous pairs ( toute puiffance d’un
nombre pair I'etant cojouts aufli. ) Il n’y aura donc
que Punité qui {era un nombre impair dans cette Pro-
greflion.

Exemple , ce fecond expofant eftant 10..

=% 1. 10, 10%. 1O% 10',&c.
~ 1. I0. 100.1000.10000.

PReuveE DU DEUXIEME Cas.

uanD la Progreflion n'eft pas multiple ; C’elt 4 dire
quand I'un des deux expofans n'eft pas Punité , il faut
todjours qu’ils foient ou tous deux impairs , ou l'un Fair-
& lautre impair , comme il a déja efte dit. Or ce font
alors les deux expofans qui determinent tous les autres-
termes..

Car les deux extrémes doiventeftre la mefme puiflan-
ce de chacun des deux expofans; c'eftd direle varre 'l
n’y en a que trois termes,le cube s'ily en a,;_.c{c qq. sl
yas legesilyen a6, & ainfi jufques 4 linfiny. Et
ous les autres rermes doivent avoir aurantde dimenfions
que ces extrémes ; c'eftadire avoir 2 fi cés extrémes font
des quarrez. 3 fi ce font des cubes, 4 Si ce font des qq. 5 Si
ce fout des q¢ ,.&c. Mais il faut quiune partie de leurs
dimenfions foit d’un expofant , & 'autre partie de Iautre
expofant.

Or dela s’enfuit rout ce qu'on avoita prouver dans ce
Theoreme ; car 1. Quand les deux expofans fontimpairs,,.
toutes les multiplications qui font les extrémes & ceux
d’entre deux (¢ font par impairs , & par confequent ils
doivent rous eftre impairs,

Exemples , les deux expofans eftant 3.-& 5. ( il faut fo
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fouvenir qu'une virgule entre deux chiffres fignifie qu’ils
fe doivent multiplier I'un Pautre.
< 3% 3.5 I 9. 15 15.

"5'33’; 3::5- 35" 5*-’ y ;7- 45. 75- 125. .
= 34 5§+ 3%5%3s 53 5% al. 13§. 224. . Gzs,
2? ganjd l’urf desjexpoﬁms eft pair 8); l’agrig j;mp?air,
I'un des extrémes fera pair & Iautre impair. Mais tous
ceux d’entre deux feront pairs, parce qu’il y aura quel-
qu’un deleurs dimenfions qui fera un nombre pair. Or
toute multiplication o il entre un nombre pair, fait un
nombre pair,
Exemples. Les deux expofans eftanc 2 & .
2% A5 5 4. 10, 1j.
Beal, 3t 2.8 3, 8. 20. 50. 135.
Aot 290 2% 5% 290, gh 16. 40, 100. 250. 615.

AVERTISSEMENT.

Ces deax cas.de la Progrefion maltiple , & de la non
multiple ne font differens gu'en apparence, Le 1. fe devans
concevoir comme eftant virtuellement [emblable au fecond |

Carlanité qui en eff le premier terme doit efive conceué com-
me quarré quandil y a trois termes , comme cabe quand il y
ena 4 ,commie guarré de quarré guand il y en a5 , & amf
de [uite. Et tous les auntres termes doivent effre conceus com.
me ayant autant de dz‘me;ﬁ‘am gien a le dernier terme de
la Progreffion: ce qui [¢ fait par le moyen des unitex_gue
Pon met par autant de dimenfion qui lear manguent. Cela
[e comprendramieux pourdes exemples , foiti pris pour Puni-
2 , & X pour Pantre expofant quelcongue pair ou impair.
Poici comme ces Progrelions multiples doivens effre concexes,
pour efire femblables aux non multiples.

01, iR XX

= I, dix, ixX. XXX,

<% Ul illX, lixX, iXXX. XXXX.
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SECTION SECONDE. :

Des Grandears incommenfurables ou des Raifons Sourdes.

Nous avons déja dit , que ce qui fait que des Gran-
deurs font appellées incommenfurables (ce qui eft lamé-
me chofe que n’avoir entre elles qu'une raifon fourde,)
eft quayant chacune une infinité de mefures de plus pe-
tites en plus petites, nulle des mefures de 'une ne peut
eltre la mefure de I'autre. :

Cela pareift incomprehenfible, & I’eft en effet, parce
que eequieft caufe de cela, ne peut eftre queJa divifibi-
lité de la matiere 4 I'infiny. Or il eft clair que tout ce qui
tient de linfinité , ne fcavroit eftre compris par unefpric
ﬁn{ tel qu'eft celuy de rous les hommes,

Il ne fautdonc pas s'imaginer que I'on puifle avoir des.
hotions auffi claires des raifons fourdes , qu’on en a des.
faifons de nombre 4 nombre : ny qu'on puifle prouver

ofitivement que deux grandeurs font incommenfura-

les ,on ne le peut certainement. Et tout ce que I'on fgau-
roit faire de mieux , eft de le faire negativement , c’eft
a dire en monftrant qu'elles ne font point entre elles
comme nombre dnombre : par otion eft tres-convaincu
que la chofe eft , quoy qu’on ne penetre pas comment
cela peuteftre. Tout le reduit donc a faire voir par les
proprietez effentielles des raifons de nombre 2 nombre
que nous venons d’¢tablir qu'elles peuvent eftre lesgran
deurs qui ne font point entre elles comme nombre
nombre , & qui par confequent font incommenfurables,
parce queles proprietez-des raifons de nombrea nombre
ne pourrojent convenir 4-la raifon qu’elles auroient en-

tre elles. Ceft {Pourquoy il faut bien avoir dans lefprit
les definitions fuivantes.

DeriNIiTIONS..

DEux-grandeurs fontincommenfurables, quand elles
ne font point entre elles comme nombre 4 nombre , on




ue la raifon qu'elles ontentre elles
?on de nombre a nembre.
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v’eft point une rai.

.. 2. Ung raifon eft fourde quand on peut prouver qu’e].
le n’a point ce qui convient neceflairement aux raifons
T de nombre 4 nnmb!fe.
& 3. Chacune desdeux raifons égales, done eft compofde
3 la raifon qu'on appelle doublée | ou des trois & ales dont
& eft compofée la raifon qu’on apapelle triplée | {oit appel-
it lee la raifon fimple d’une raifon oublée on triplée,
4-Deux grandeurs peuventeftre in commenfurables,que
ce leurs quarrez & leurs cubes nele font as. Eton ditalors,
s qu'elles font-incommenfurables en e[ll:’es mémes, ou en
ui longueur , ou I_i'neaire:ncnt, mais qu’elles fonr commen.
it furables en puiffance, Et i] faur remarquer quele quarré
eft la puiffance , qui sappelle fimplement puiflance
les le cube la 3 | le quarré de quarré Ia 3,& ainfi 4 infiny.
les. Et que neanmoins quand on les marque par un petic
rer chiffre au deffis & un peu d c6té d’une letere » ou d’un
ik FIus grand chiffre , 1 fignifie le quarré, 3 le cube,
ey ¢ quarré de quarré , comme 6:. ¢, 6+, &c. De 8, gs.
eft 8
les PROPOSITION FONDAMENTALE'
cu
i DES INCOMMENSURABLES,
les
yre Deux grandeuts font incommenfirables ( quoy que xxxl. .
n non en puiflance, ou1 ou 2. ) Quand la Raifon qu’elles
e ont entre elles, eft la raifon fimple, ou d’une raifon doy.
es, lée,quia pour fes expofans d’autres nombres que deux
bre . nombres quarrez, ou d’une raifon triplée qui a pour fes:
en- expofans d’autres nombres que deux'cuquusg.
it Ceft une fuirte neceflaire de ce qui a efte prouvé cy.
deflus, qu'une raifon compolee de deux raifons €gale de"
hombre 4 nombre, doitavoir neceflairement pour fesex. -
Pofans des nombres quarrez ; C'elt d dire quelesdeux ter.
Iles mes de certe raifon doublde doivent eftre neceflairement
ou deux nombres quarrez , comme 1 & 4.4 & 916 &5

M iiy;
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Et quil ne fuffic pas que Pun d’eux foit quarré , mais
qu'ils le doivent eftre tous deux,

Donc toute raifon quia pour fesexpofans d’autres nom.-
bres que deux nombres quarrez ne {cauroit eftre compo-
{ée de deux raifons égales de nombre 4 nombre: Elle ne
le peut donceftre que de deux raifons fourdes. Donc les
deux orandeurs entre lefquelles eft cetre raifon , quine
{cauroiteltre de nombre 4 nombre, font incommenfura-
bles par la 1 definition S 31. & pir 2. S.

Il n’y ariende plus facile que dappliquer tout celad la
raifon fimple d’'une raifon triplée , &c.

Mais on voit bien auffi que ces grandeurs font com-
menfurables en puiffanceour. ouz ;car ceft ce quelon
fuppofe que leurs quarrez ou leurs cubes font comme
nombre & nombre , mais non comme deux nombres ou

quarrez ou cubiques.
I. COROLLAIRE.

XXX  Dgux quarrez qui font entre cux comme deux nom-
bres, & non comme deux nombres quarrez ontleurs raci-
nes incommenfurables.

Et deux Cubes de mefines ont leurs racines incom-
menfurables, fi ces Cubes font entre eux comne deux
nombres , qui ne font pastous deux cubiques.

Cleft 12 propofition mefme ; car par Ii1.3b.deux quar-
rez font entre eux en raifon doublée de leurs racines, &
deux cubes en raifon triplée. Dong fi les quarrez {ont en-
tre eux comme 2 21. ou comme 4 43. La raifon des raci-
nes fera la raifon fimple d’une raifon doublée, qui maura
pas pour f{esexpofans deux nombres quarrez. Donc ce fe-
+aune raifon fourde. Donc ces deux racines ferontincom-
menfarables: Eton voitaflez qu'ilenferade mefine dela
racine des cubes.

II. CoROLLAIRE.
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xxXIll, QuAND trois grandeurs font continuément propor-
vionnelles. Si laz eft 4 la dernicse comme deux nombres
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qui nefoient pas tous deux quarrez scommefilar.eftala
derniere comme2ar,oucommesd s, La%conde fera in-
commenfurable 4 la premicre & 412 SSRRIE ceft 4 dire
que la raifon de la 1. 41a derniere fera une raifon fourde,
aufli bien que celle qui luyeft égaledela 2 4 la 3. Maiscer.
te 2 fera commenfurable en puiffance 4 chacune des deyx
autres ; car ( pariIt. 23. ) La raifon dela r.4la 3 eft com.
pofée des 2 raifons égales dela1 d laz.& de Ja 24 Ia 3.
Donc fi ces deux raifons eftoient de nombre 4 nombre
laraifondelardlas qui en eft compofée, auroit eu pour
fes expofans deux nombres quarrez, Or elles ne les a pas
par I'hypothefe. Elles font donc fourdes - & par confe-

3 A\
quent I3 2 de ces 3 grandeurs eft incommenfirable tant

la1. qualas.
Maiselle leur eft commenfarable en puiffance ; car ( par
3 9 : : : ca :
NI %g. jle quarré dela 1. eft au quarréde Ja £ sia 1,4
la3, & le quarré dela 2. au quarré de a3, eft de mefme
commelardlas,

ITL. Cororrarre.

Lors clue 4 grandeurs font continuément proportion.

nelles, fila r eftd la 2 comme deux nombres qui ne {oient
pas tous deux cubiques:Chaque grandeur eft incom-
menfurablea celle qui la fuit, en longueur & en 1 puiffan.
ce, & feulement commenfurable en 3 puiffance,

Ceft laméme demonftrarion que la precedente ; Car
d'onepart ( parin.23. )La raifon de la 1.4 la 4doit eftre
compofee des 3 railons égales dela) dla 2. de las 4 I 3
&delazala 4. Donc ceftune raifon triplée, quiparl’hy.
pothefe a d’autres nombres pour fes expofans que des
nombres cubiques. Donc par la propofitionJchacune de:
ces raifons eft fourde. Donc les grandeurs qui ont entre
elles cetre raifon fourde font incommenfurables,

Drautre part (par ¥4 ) Les cubes de deux de ces
grandeurs qui fe fuivent font en mefne raifon quela v &
la 4. Or par Phypothefe, la raifonde a1, 4 Ia 4 ,eftune
railon denombre 4 nombre ( quoy ce ne foit pas celle qui:

XXX1v,

Tfmrﬂammf}a,fb
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eft entre deux nombres cubiques. ) Donc ces grandeurs
qui fe fuivent font commenfurables en 2 puiffance.

I1V. COROLLAIRE.

Si 3 grandeurs font telles, que d’une part le quarré de
la plus grande foit égal au quarré des deux autres, &
que de %’autre la plus petite des troisfoit une aliquote de
la plus grande , c’efta dire qu'elle foit 4 la plus grande
comme l'unité 2 quelque nombre : celle qui eft entre
deux fera incommenfurable & I'une & a Pautre, & elle
leur fera feulement commenfurable en puiffance.

Soient les trois grandeurs 4. d, 7. Erque b foita i com.
me 3 a1. Leurs quarrez feront comme 9. a’'1. Donc par
Ithypothefe du ﬁus grand quarré €gal aux deux aucres,

bb. dd. ::9.8.
Etdd. #. ::8. 1

Donc par le 1. Corollaire 6 & d fontincommenfurables,
&d.&1. le font auffi, Mais on voit aflez que d. eft com-
menfurable enpuiffance 4 l'une &4 lautre.

V. COROLLAIRE.

S 1 trois Grandeurs font d’une part continuément pro-
portionnelles , & que de Fautre la plus grande foit egale
aux deux autres : elles fonr abfolument mcommenﬁ%ra.
bles entre elles.

Car {i elles eftoient comme trois nombres , il faudroit
par lakhypothefe, & les Theoreme quelles fuflentou
comme trois impairs , ou comme un impair . & deux
pairs, ou comme deux pairs & un impair ; c'eft a dire
en l'ane de ces 3 manieres , en marquant les impairs par
des voyelles , & les pairs par des confonnes , & en com-
mengant par la plus grande, 4. ¢ o.

j a. b. c

Jve ¢
Or la 2 hypothefe faic que tous ces 3 cas font impofhi-
bles ; car cette 2¢ hypotheie,, eft quelat. doic eftre eégale
aux : dernieres , ce qui ne peuc eftre dans aucun des trois
cas:
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«as: La 1. dans les deux premiers cas eftant un impair,

& les deux dernieres un pair. Etdans le 3¢ cas eftant un
pair, & les deux dernieres faifant un impair,

AVERTISSEMENT IMPORTANT.

" De tout .ce qui vient deftre dit dans Iz [ettion des yai-
fons de nombre a nombre , ¢ dans cette 2 des raifons four-
des , on voit aifément que la manicere dont les premicres [font
egales , cff tres-differente de celle dont le font ces dernieres ;
car il paroit par les propofitions fondamentales de lay Sec-
tion S.15. Que denx raifons de nombre 2 nombre ne font
égales , que par ce gu'elles ont les mefmes expofans , cn
gu'ainfi effant reduites | elles ne font toutes deys g%'unc
[enle & mefme raifon. 8 eff & 12 “akTo0 €f 4 150. par ce
que la raifonde 8 & 12 | eff la raifonde 1 4 3 | & que la
raifon de 100 4 150, eff auffi la mjﬁm de 1 a3,

Mais il n’en eft pas de mefme des raifons fourdes ;.car
on ne peut point dire quelles :}yent les mefmes expofans,
Elles ne feroient plus fourdes fi cela eftoit, Cer'eft donc
point de ld qu’on doit prendre leur e€galité | mais com.
me il 2 eft¢ prouvé dans le rTheoreme du Livrafde ce
que toutes les aliquotes pareilles des deux antecedens ,
font €galement contenués dansles confequens, quoy que
nulle aliquote du 1. antecedent , ne foit précifement rane
de fois dans fon confequent , ny par confequent I’ali-
quote pareille du 2. antecedent dans le » confequent ;
mais que ce foit tofijours au regard del'un & de [autre
avec quelque refte. :

Et ceft pourquoy dans les raifons de nombre 4 nombre,
quand une feule aliquote pareille de chaque antecedent,
par exemple un tiers eft également contenu dans chaque
confequent, c’eft a dire autant de fois dans l'un quedans
lautre,, on n’a point befoin apres cela d’examiner d'au-
tres aliquotes. Mais dans deux raifons fourdes pour eftre
affuré qu'elles font égales , il faut avoir comme examing-
toutesles aliquotes pareillesde Pun & de Pautre antece.
dent quoy quinfinies, & eftre afluré que nulle du 1 ne
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sourra eftre dans fon confequent avec qlielquerefte, que
Fa pareille du zantecedent ne foit autant de fois dans fon
confequent - quoy quw’avec aufli quelque refte , comme
nous le demonftrerons des lignes dans le 1o Livre. Et ainfi
onne peut point direa proprement parler que 2 raifons
fourdes égales ( fur rout quand leurs termes font abfo-
loment incommenfurables , tant lineairement qu'en puif-
fance ) fe puiflent reduire 3 une feule & meime raifon
premiere ; puifque I'on ne peut dire ny quelle des deux
tiendroit lieu de premiere ,ny quil yen airune troifiéme
qui foit platoft raifon premiere que ces deux-ld, dlaquelle
il les Eaiirc reduire pour les comprendre plus facilement;
car aflurement cela eft impoffible.

C’eft pourquoy il E%u bien prendre garde 4 ne pas
étendre aux ruifon'{sb"é'(nf;e deux étenduds , ce que nous
avons dit dans les propofitions fondamentales de la 1.
fection ; Que deux differentes raifons premiercs ne pou-
voicnt eftre égales;car on ne I'a dic que des raifons de
nombre 4 nomtbre , & céla n’a pointde lien dans les rai-
fons fourdes entre deux érendués..

Et Ceft ce qui me fair croire que ceux qui fe ferventde
la confideration des expofans, qu'ils {uppofent eftre les
mef{mes dans toutes les raifons égales, Four expliquer les

proprietez des propofftions en general , que nous avons
demonftrées par une autre voye dans le commencement
du 2 Livre, font le mefme fophifme que celuy quiayant
a expliquer la nature du fgmre , le feroit par ce quihe
convient qu’i une de fes efpeces, qui eft un fophifmeal-
fez ordimaire, mais quin’en eft pas moins fophifme ; car
Ceft ainfi par exemple qu’on explique lesactions des bé-
tes par des penfées & des volontez qui ne conyiennent
qu'a ’homme, & qu’on lefait mefme au regard des chofes
in-nimées. Prefque tout le monde s'imaginant que les
pierrcs vont au centre de la terre , comme aun lieu de
repos , par une inclination qui a quelque rapport 4 celle
qui Eous fait defirer ce que nous regardons comme no-
tre bien.
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AVERTISSEMENT.

Tout ce qui [uit jufques @ la fin de ce Livre ne font que
des penfees détachées que lon peat paffer , mais od je croy
neanmoins que Lon trowvera affex de chofes nowvelles , on
demonfirees d'ane nowvelle maniere.

SECTION TROISIEME.

‘Reflexions fur les nombres quarrez , & divers moyens de xxxim.
trouver les fommes de plufieurs nombres ran gez
en de certains ordres.

De la difference entre deux quarrez,

Deux quarrez quelconques ont pour leur difference
le produit de la fomme de leur racine par leur difference.
Soient les deux quarrez 44, & «.
Leur difference fera bb—occ.
Or la fomme des racines eft & . ¢. et frey @gﬁfﬁm s ot b— ¢
Ec le produit de 'un par I'autre donne 66—z ; ce qui
eft lawr difference, Ved Ruavyed
Exemple dans les nombres.
Ayant les deux quarrez 12, 12 (144 ) &9,9(8r1)
Je veux iﬁavoir tout d’un coup leur difference. Je prens
la fomme des racines quieft 12 —+ 9 (21.)
Et leur difference 1n—o9 {3 )
3,21donne 63 qui eft juftement la difference de 144 481,

COROLLAIRE.

Quanp les racines de deux quarrez ne different que
d’'une unité , leur difference eft fimplement la fomme
des racines ; caron ne fait rien davantage en la multi-
pliant par I'uniré.

Ainfi la difference entre 10, 10( 100 ) & 9,9 (81) eft
19 la fomme des racines 10 & 9.

I. PROBLE ME.

TrouvERr des quarrez qui ayententre eux une dif- XXXY..
ference donnée.
N jj
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Soit 4 la difference donnée , Payant divifée par celuy’
qu’il me plaira de fes divifeurs, & appellant d ce divifeur
& ¢ le quotient, il eft clair quedge cgala b ,\f.'(,ﬂu’aih.
fi cesdeux quarrez’ auront 4 pour leur difference sils «
ont dg. |
Or ils auront dg , fi je donne au premier pour fa ra- ?

cine rd—%q. T
Etaus. pourla fienne L d—* g. ( remarquez qu'ﬁ'[
faur metere pour le premier ded ou de ¢, celuy qui fera. -
le plus grand.)

Carle quarrédurferat dd -+ > 99 -+; dg 5 ( cardeux:
quarts font une moitié. )

Etlequarréduzfera’ dd -+ L q9—: d7.-

Donc la differenceentte ces quarrezfera deux moitiéz
de dg ; ceft adire dgrquieft €galdh.. i

Exemple dans les nombres , foit 8o la difference don-
née. Je la divife par 20 & le quorient fera 4.

Donc lamoitié de 20 (10 ) & la moitié de 4 ('2,) don=
neront les racines de ces deux quarrez ;.
fcavoirio ~+ 2(11)
&  10—2(8)
Carlequarré du1 {era 100 —+4 —+'2,12,10( 40)
Et le quarré du 2 ferasco + 4—40.

Donc leur difference eft 8o. qui eft en efferJa differen-
ce du quarréde 12 (144 )duquarré-de8( 64.)

COROLLATRE.

Qu axp la moiti¢ del'un des'deux du divifeur- ou'du
quotient , feroit un nombrerompu,, lamefme chofeferen-
contreroit. y

Exemple , foitla difference donnée 6o , qui eftant di-
vifé par 12 donne 5. Jedisque le quarré defplusa (85)
& de Emoins 2 » (32 )auront 6o pour leur difference.

Car le quarré de 8L eft 72 & celuy de 3 712, § qui
ont- vifiblement 6o pourleur difference.

On pourroit mefme prendre l'unite pour-divifeur?) ce-
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qui donneroit 6o pour quotient ; L& ce feroit-la méme
chofe.

Carle quarré de 3o+ eft 900 —+ = = 30.-
Etceluyde 30— teftgoo + L—30.
Donc ces deux quarrez ont 6o pour leur difference;

car le premiereft 930 — £, & le dernier §-0 -+1,

+

Il. PRoOBLEME.

. Trouv ER tous les nombres dont le quarré eft égal
a deux quarrez,

Tout nombre compofé de deux quarrez, comme 4 <+
1(5)9+4(13)16 1 (17) 16+ 9 (15) 4 fon quarré
égal d deux quarrez, Et il n’ya que ces nombres?ﬁ , Ol
leurs miulriples ,-qui ayent cette proprieté,

Soit un nombre quelconque compofé de 2’ quarrez,
comme 44~ cc. Il eft impoflible que fon quarré ne foic
pas égalau quarré du nombre bb—cr & 2 celuy dunom-
bres. 4. C'eft a dire qui fera le double du produit des
deux racines. , iy

Car 66 — ¢c a pour fon quarré 4t —+ ¢s. —+ 1.4 ¢

Et bb—cca pour fon quarréd* —+¢*— 3. bb ¢,

Donc leur difference eft 466 ¢, qui eft-certainement”
un quarré quia pour {i racine s 4 . Donc ce quarré ld, plus
celay qui a pour fa racine 65— ¢, doivent eftre €gauxa
celuy dontla racine eft 44 —+ ¢, _ _

Donc il eft impofiible qu’un nombre compofé de deux
quarrez,, n'ait pasfon quarré égal 4 deux quarrez.

Exemple dans les nombres. 29 eft compofé de deux
quarrez de 25 & de 4. -Je dis donc que fon quarré fera:
€gal au quarréde 25— 4:(21,)8&a-celuydez ;s 53 Ceft
adire de z0.-

Cara5 .44 apour fonquarré 615 —+16 —+ 2, 4, 25. (200.)

t2§—44a pourfon quarré 615 ~+ 16—2z00.

Deonc leur difference eft 400 quieftle quarré de 20.-

Eten effet le 1. de ces quarrcz fera 841

Le fecond _ 441

Et le troifiéme- 400,

Niij:

XXXVII,
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I. COROLLAIRE.

TouT nombre quarré plus 1 fait un nombre, dont le
quarré eft egal a deux quarrez, comme 16 — I. 36 —+ 1.
Mais alors le fecond quarr€ ayant pour faracine ce qua-
ré primitif moinsan , 1 troifiéme eft ?éxatre fois ce mé-
me quarré ,& a pour faracine deux is la racine de ce
quarr€ que j'ay appelle primitif.

Exemple 36. — 1. a pour fon quarré 36,36, (1296 )~ I
— 2, 56 (71' )

Et 36 — 1 a pour fon quarré 36 , 36 (1296 +1—2, 36
(72)

Donc leur difference eft 4,36. (144 ) dontla racine eft
2,6(12.)

XXXvIN

II. COROLLAIRE.

L a plus grande moiti¢ d'un quarré impaird fon quar-
ré égal 4 deux quarrez ; {cavoir au quarre de la plus pe-
tite moiti¢, & au quarré impair dont cette premicre ra-
cine eft la plus grande moitié.

Preuvegarticuliere . foit b5 un quarré impair , foit m {a

plus grande moitic & » 1 plus petite ( je lesappelle ainfi,
parce queje fuppofe qu'ellesne different que d'une unite)
= n - 1. Doncm— n eftant égald b ,n —+ n— 1,002
2 -+ 1 feront aufli égales a hh.
Et le quarré de » — 1 ferala mefme chofe que mm,
Or 7 -+ 12 pour fon quarré nn -+ 1+ 27
Or2ng1= hh.
Donc mm = nn —+ bb; ce quil falloit demonftrer, 7
Exemple dans les nombres.
Le quarré de 25 413 pour fa plus grande partie , & 12
pour la plus perite,
Donc le quarré de 12+ 1 eft la mefme chofe que le
quarre de 13.
Or 12—+ 1 a pour fon quarré 12, 12, (144 ) —+ 1~ 24,
; Et 24 1, eft 25. Donc 144 =+ 25 = 169 quarr¢
c 13, £
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AVERTISSEMENT.

k|

Onx dira peut eftre qu'il w'eff donc pas vray qu'il n'y ait XL, Y
que les nombres compofex_de denx guarrez on lewrs mulsi.
ples. qui ayent lewr quarré égal @ denx quarrez.

Je niela confequence ; car il n’ya point de plus grande
moiti¢ de quarré impair qui ne foit compoiée de denx
quarrez ; fg:wc-i-r du quarre de la plus grande moirtié de la
racine de ce quarré impair & de la plus perie. Exemple,
25 quarré des a3 pour fa plus grande moitié, &5 fara.
cine a 3 pour {a plus grande moitié | & » pour la plus pe.
tite. Je dis donc que 13 fera compofé du quarré de 3 qui
eftg, & duquarré de: qui eft 4. Et voicy la raifon pour-
quoy il faut neceffairement que cela foit ainfi ; car Je
quarré de 5 eft la mefine chofe que le quarré des — 2, qui
elt9 —+ 4 —+2,6 (12.) Ecn’y ayant qu'un de difference en.
tre3 & 2. Les deux quarrez de3 & 2, ne fcauroient auff;
eftre differents du double du produit des deux racines
que d’une unité. C’eft pourquoy les deux quarrez 9 & 4.
feront todjours la plus grande moitié¢ du quarré de 5, &
2, 61a plus petite moitié,

IIL. CorROLLAIRE.

L double d’un nombre compofé de deux quarrez eft
aufli compofé de deux quarrez ; feayoir du quarré de Ia
fomme desracines des deux premiers quarrez & du quar-
re de leur diff:rence.

- Soient les 2 quarrez dont eft compofé le 1. nombre 44
~+ ¢, Je dis que ledouble de ce nombre la fera auffi com.-
pof¢ de deux quarrez , dont le premier aura pourfa raci-
nes — ¢, & l'autre b— ¢,

Car b+ ¢ a pour fon quarré bb~+cc— 2 b e,

Et 46— ca pourle fien bb +cc—abe.

Orzfceftant par + & par — fe reduit 4 zero. Refte
doncs: 44 & 2 ¢r qui font le double de 44 ;. ¢¢.

Exemple daps les nombres. Le double de 25 —+ 4 eft 8.

Les racines de ces premiers quarrez font 5 & 2,
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Or § ~+ 2. pour fon quarré 25 =+ 4 =+ 2,10 (20, ) ce qui
fait en tout 49.

Et §—2 a pous fon quarré 25 —+ 4— 10 Ce€ qui fait g,
Dong le toutfait 49+ 9 ,.ce qui fait 58 double de 29.

I1V. COROLLAIRE.

LA moitié d’'un nombre compofé de deux quarrez eft
aufli compofée dedeux quarre, {cavoirdu quarrez de la
moitié de la fomme des racines, & du quarre dela moiti¢
de leur difference. '

Soient les deux quarrez b6 —+ - cc.Je dis quet bb~+
plus & ec, fera aufli compofé de deux quarrez, dontle
premier aura pour fa racine § & —+ S ¢ Ce qui fait pour
quarré } bb =+ 3 e~ ¢ be

Et Pautre aura pour fa racine 2 hr—te , ce qui faic
= bb —+ ] cc—gbe
* Or ces deux quarrez enfemble rout comté & tout rab-
batu font + 66 —+*% ec. Et par confequent la moiti¢ du
nombre compofé de b6 & cc.

Exemple dans lesnombres 208 eft compof¢ des quarrez
144 & 64.Lafomme deleurs racines eft 12 = 8, dont la
moitié eft 10 , & leur difference 4, dontla moiri€ eft 2,
donc le quarré dero (100 ) plus celuy dez2( 4 ) doit eftre
comme ﬁ.ef’c auffi la moiti¢ de 208.

PROBLEMES.

Pour trouver les fommes de plufiears nombres mis dans une
certaine fuite.

I. PROBLEME.

Trouvir la fomme d’une Brogreffion Arithmetique
quelque grande qu'elle foir, pourveu qu'on en connoifle
le premier & le dernier terme, & le nombre des termes,

11 ne faudra qu'ajotterle 1 & le dernier , & multiplier
ce nombre compof¢ du1 & du dernier par la moiti¢ du
pombre des termes, ou le nombre des termes entier , par
la moiti¢ de ce que font le premier & le dernier,

Exem.ple,
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-Exemple, Cent pierres eftant arrangées de toife en
‘toife, ﬁPun homme s’oblige 4 les ramaffer foutes 'une
apres l'autre,, & les mettre enun tas 4 une toife pres de la
premiere : combien fera-t’il detoifes de chemin : Il en fe.
ra deux pour la 1™ pierre, 4 pourJa 2 , & 1c0 pour la
dernicre. Ce fera denc une Progreffion Arichmetique de
300 termes , dont le premier & le dernier feront 202, Il
faut donc m*g_léi]%ljer OU 5O par202 ou 100, par 1oy, ce
-qui fera 10100’ ‘Ceft 4 dire 12120 pas-Geometriques 5 ce
qul fait de 4 lieués. et Demies deﬂuﬂﬂj, J:Mum
il s iz”’:'“""LI I. PROBLEME.

‘Trouver la fomme d’une Progreffion Geometriquey
fuppofant quelle va en augmentant comme c'eft le plus
ordinaire, & quainfi I'antecedent de chaque raifon eft
plus petit que{on confequent,

Soit la fomme de tous les termes appellée S.

Le premier terme .« le2 4 & le-dernier ». Et les expo-
fans de la raifon qui regne par toute la Progreffion z &
m;Celt ddire que deux rermes qui fe fuivent immediate.
‘ment font entre eux comme 7 eft 4m, ou comme 2 eft 4
6:1i la premiere raifon eft déja dans les moindres termes
quelle peut eftre,

Or tous les termes eftant antecedens hors le dernier
quin’eft que confequent, & tous confequens hors le pre-
mier qui n'eft qu'antecedent., Tous les antecedens fe
pourront nommer S—ae, Et tousles confequent S—.

Cela fuppofé ,je disqlue.-le dernier moins ler  (ceft &
dire a—a ) eft a route Ja fomme moins le dernier , ( c’eft
ddired S—e) commem—a , eftd 2, oucomme f—
eft a4 Et envoicy la raifon.

* Parce.qui a efte dit 11, 45 dans une Progreflion Geo-
metrique, tous les antecedens font 4 tous les confequens,
comme un antecedent eft & un confequent.

Donc permutande , tous les confequens font 2 tous les
antecedens comme un confequent eft 4 un antedent.

Donc dividends , tous les confequens mc:inl:s:JI tous les
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antecedens font 4 tous les antecedens, comme un con-.
fequent moins fon antecedent eft 4 {on antecedent..

Or quand je dis , zous les confequens moins tous les ante
cedens , Ceft comme i je difois le dernier terme moins le-
ﬁremier( s—a ) car'tous les termes eftant confequens.

ors le premier , je les mets tous par plas, hors le pre-
mier , quand jedis, soms les confequens: & eftant tousan-
tecedens hors le dernier , je les mets tous parmoins horsle
dernier , quand je dis moins sous les antecedens. Tls font
donc tous hors le premier & le dernier, par plus & par
moins, & par confequent fe reduifent a rien. Etil n’y
a que le dernier qui ne foit que par péus , & le premier qui
ne foit que pat soins, Donc cela fe reduitau dernier moins.
le premiér{o—a.):

Donc quand la Progreffion eft afcendante , le dernier-
terme moins le 1, eft atous les termes moins le dernier,,
comme le 2 terme moins le premier eft au premier.

En voicy la preuve par la Fpecieufe.,

S—a. §—o, :: 0. a. :

Donc dividendo S—a— S —+w. S—ao v b—a. 4.

Or dansle premier terme de cette proportion § eftant:
par plus & par moins fe reduit 4 rien. Refte donc o par
b—a- a plo:&a ?ar moins. Donc cela # veut dire qu's—a. -0

(e n a&s . n.—Mais fila Progreflion eftoit décendante , chaque ante-
cedent eftant pTus grand que fon coafequent, ilne fau-
droit que changer & dire.

Que le s terme moins le dernier feroit 4 tous les ter-
mes moins le premier , comme un antecedent moins fon-
confequent eft d fon confequent a—o. S—a : : 1—m. M.

I. COROLLATIRE.

O pourra prouver facilement par 14 que fi on prend
d'un rout une dixiéme , & une dixiéme de cette dixiéme;
Ceftadire - & une dixiéme de cette centiéme ,ceft 4
dire -~ & ainfi jufquesa Pinfiny, toutes ces dixiémes de
dixiémes prifes 2 Pinfiny ne feront que 5 du tout, & les
neaviémes de neaviémes prifes de la mefme forte, § &
les huitiémes de huitiémes * , & ainfi en diminuant toti-
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jours les dominateurs d’un, les quares un tiers, les tiers
aune moitié,; & les moiti¢s le tout,

Il ne faut pour cela que faire une Progreffion Geome-
‘trique en cette maniere. 1. £ - <L & ainfi alinfiny,

Donc par ce-quivieat d’eftre dit. 1. .moins le dernier
terme ( qui {ereduit 4 zero la progreflion allant 4 Pinfin Y,
de forte qu’on le doit prendrefimplement pour1. ) eft 4
tous les termes de la Progreffion moins un ; c’eft 4 dired
toute cette infinitc de dixiémes de 10*", comme r— *
eftd %, c’eft d dire comme 2 eftd &, & arconfequent
comme 9 a 1. Donc toute cette infinité de dixiémes de
10", n'eft au tour que comme un 49. Donc elles ne font
quela g partie du tout ; ce qu'il falloit demonftrer,

1I. CoROLLAIRE.

‘Ox voit par Iac’folut-ion du fophifme des anciens con-
tre le mouvement.

Suppofant , difoierit-ils , qu*Achille aille 1o fois plus
vifte quune tortué , i la tortué 2 une lieus d’avance ,ja-
mais Achile ne Pattrapera : car tandis qu'Achile fera la
17 lieug, la rortugferala 2 de las* lievié ; & randis qu’A-
chile fera la & de la 2¢lieu, la rortué fera la - de cette
> & ainfi 4 Pinfiny.

Toutcela fuppofe quetoutes ces dixiémes de dixiémes
4 l'infini faffent une efpace infini, ay lieu qu'elles ne font
toutes enfemble qu’: de lieué ;felonle Theoreme pre-
cedent.

Et Ceft pourquoy Achile doit attraper la tortué 4 la
premiere ;- de la 2 lieug. Car allant 10 fois plus vifte que
1a tortug, il doit avoir fait dix fois autant de chemin dans
le méme temps. -

Donc pencEnz que la tortu€ parcourra une ! de licug,
Achile en doit parcourir #, ce qui fait juftement la pre-
miere lieug compofée de 2, plus = de lafeconde lieut.

III. COROLLAIRE,

Stune horlogea deux aiguilles, Pune des heures,quifait xrym.
Ojj
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{fon tour en r2 heures , & lautre des minutes, qui fait e
méme tour en une heure,, marquer tous les points aufquels .
ces deux aiguilles fe rencontreront.

Ce feraa ces heuresicy. 1 + L2 #5344+ 39+
6+~ 7+38 + L g+ 2V0 =TI 2. Ceft'a dire-
12 heures. 4 i |

La preuve en eft aifée & deviner-par celie du premier-
Corollaire.

- TIl. PROBLEME.

Trouver la fuite des nombres triangulaires, pyrami-
daux & plus que pyramidavx.

Pour bien comprendre cecy, il faut remarquer qu’on
peut difpofer les pambresen plufieurs bandes, quiferont:
telles que chaque nombre d'une bande fera égal 4 tous
ceux de la bande precedente inclufivementjufques a ce-
luy-la, c’eft a dire que le 2 par exemfle de la troifi¢me
bande fera égal aux deux premiersdelaz , le 3 aux trois

remiers , le 4 aux quatre premiers , & ainfide {uite juf-
qu’a Pinfiny.

On lé comprendra mieuX par Pexemple dé 6 bandes
que je ne continueray que julques 4 9 termes.

I

® _
314 6
6 21

—

X
10 56 120 |*

{1 70 ;126 § 210 ; 330

2y .1 126 | 252 4:5_:. 792

I

7

28 | 36
84

I
5
1)
35

mme——

——

———

La premiere bande n’eft que d’unités.
o . . s
La deuxiéme des nombres ordinaires, dont on voit al-
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fez que chacun comprend autant d’unitez qu’il yaeude
zermes dans la premiere bande jufques 4 ce terme de
Ia 2.

La troifiéme eft des nombres qu'on appelle Triangu-
laires,, parce quils fe peuvenc difpofer en triangle,

La quatriéme de ceux qu’on appelle Pyramidaux.

La cinquiéme des feconds-Pyramidaux. Jene fcay fion
leur 2 donn€ un autre nom.

La fixiéme des troifiémes Pyramidaux, Et cel4 fe peut
continuer jufques 4 l'infiny,

- 1 s'agit donc de trouverla fommede tant de nombres
que-l'en veudra 4 commencer totijours par 'unité dans

chacune de ces bandes. Par exemple la fomme des dix

premiers termes de la troifiéme bande , ou de |2 quatrié

me, ou de la cinqui¢me. Et il fauc remarquer que ceft

Ja mefme chofe de trouver la fomme des dix premiers

termes de la troifieme bande; ceft 4 dire des dix pre.

miers nombres triangulaires, que de trouver le dixiéme

nombre pyramidal.

Voild une regle generale pour cela que je tiens. d’'un
fort habile homme.[[c la pourrois pro po?er generalement:
mais j'aime mieux l'appliquer tout d’un coup dun exem-
ple particulier parlequel on jugera fans peine de tous les -
aurres.

Jeveux chercher li fomme des 10 premiers termes de
quelques bandes que ce foit. Je mets 10, & puis 11, & puis
12, &c. comme des nombres qui fe doivent multiplier -
Jes uns les autres felon: les bandes , dont on veur {cavoir
la fomme des dix premiers termes : & je metsau deflous
de chacun de ces nombres »2, 3, &c.en cette maniere.

10, 11,712,135 14,1516, &c. .
. T2, 3,45 5,6, 7, & .

Les nombres de deffous font pour divifer les produits
des nombres de deflus ; car fi J'ay befoin de multiplier les
3 premiers nombres les uns par les autres, je lesdiviferay
Ppar le produit des 3 dedeflous, qui ne font queé’, parce
que l'unité ne change rien en divifant,

oij,
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Cela fuppofé, fi je veux avoirla fomme de dix termes
de la 1. bande, je ne prends que le premier chiffre den.
haut qui marque que C’cft de dix termes , dont je veux
avoir T fomme. Et ce nombre me la donne fans quil
foit divifé, parce que l'unité qui eft au deflous ne divife

o,

: Mais i je veux avoir la fomme de dix termes de la g
bande, je multiplic les deux premiers nombres de deffus;

cefta direro parii, ce qui faic 110, & les divife parles -

deux de deflous ; C’eft a dire par une fois 2 , ce qui donne
55. Mais pour faire cela plus facilement avant que de fai.
re la multiplication, je divife par deux F'un des deux chif.
fres qui le peut eftre, & je multiplie Pautre nom bre par fa
moirtié, ¢’eftd direx1 parg ; ce quidonne encore §5.

Si je veux avoir la fomme de dix termes de la 3¢ bandey
je me fers pour cela des trois premiers chiffres d’enhaut,
& jecommence par divifer ou1o par2 & r2 pars3 , outout
d’un coup 12 par §; (car cela revientau mefme, ) & je
multiplie les uns par les autres 5, 11, 4 ,0ut0, 11,2,¢¢
quidonnera 220 qui font la fomme de dix premiers chif-
fres de la 3° bande.

Pour la 4° bande je me fers des 4 chiffres d’enhaut,
les ayant auparavant divifez par ceux d’enbas , fcavoir
10 par 2, & 12 par 3 fois4 , ce quile reduira a1 ;qui ne
fera rien dans la multiplication des chiffres d’enbaut,
& ainfi.ils fereduiront 4 5, 11, 13 ce qui fait 715.

Pour la §bande, on en fera autant des 5 chiffres d’en-
haut,; on lesdivifera autant que I'on pourra par ceux d’en-
bas en cette maniere., 14 parz, cequi donnera 7, 12 par3
fois 4., ce qui le reduira a ricn au regard de la multipli-
cationa faire, & 10 par 5, ce:quidonnera 2. Et ainfices
5 nombres ne feront plus que 2 , 11, 13,7, c¢ qui fait
200z,

1]& n’en dirai pas davantage, On voit affez comment
cela doitfaire pour toutes les bandes fuivantes, & pour
toute autre quantité de termes dont on voudra {gavoir la
fomme , comme Ja_fomme des 100 premiers rermes de

BA%. da bl B Bl s o
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quelques bandes que ce foit ; car laiffant tofijours enbas 1 L
2,3, &c. ce qui eft invariable pour divifer les nombres.
d’enhaut : il faudra mettre pour ces nombres d’enhaut
100, 101, 102, 103, &C.

Mais j’avoiie franchement que je ne {cayla raifon de ce.
la que pour la 2:& la 3 bande,.& non pour les autres,

Obfervations fur les nombres Triangulaires.

J'a ¥ déja dit qu'on appelloic Triangulaires les chiffres
de la 3 bande. Or comme je pretends m’en fervir pour
trouver avec beaucoup de facilité la fomme des quar-
rez & des cubes : j'ay befoin d’en remarquer quelques
proprietez. .

La1 eft que deux nombres triangulaires qui fe fuivent
immediatement font pris enfemble le quaré du nombre:
qui répond au plus grand des deux; On le verra par la
table & en voicy la raifon,

Je dis- donc que le nombre Triangulaire de 9 & celui:
de 1o, doivent faireenfemble le quarré de ro quieft cent..
Car pouravoir le nombre triangulaire de neuf, il fauc
multiplier g par la moiti¢ de 10, ce qui fair 5, 9,& pour-
avoir celuy de 10, il faur multiplier xx par la moitié de-
10, ce quifait 5, 1. Or 9 & 11 faifant 20, il eft vifible-
que ces deux multiplications enfemble font s, 20 ; céft-
a dire 100.

Autrement 5, 10 —1 font jo — 5

Et5,10 —+ 1 font §O =+ §.

Or cela fait enfemblez , 0, C’éft 4 diréxoo.

Autre exemple, le nombre Triangulairede 8 eft 459

Etceluy deg i

Ce qui fait enfemble 9, 9 ougs;

Laa proprieté eft que deux nombres Triangnlaires qui:
fe fuivent ont pour leur difference lenombre naturel qui:
répond au plus grand.

Etil faur bien que cela foit ainfi ; car le 9™ nombre
Triangulaire eft.la fomme des 9 premiers nombres, &
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le 1o la fomme des 1o premiers, qui parconfequent ne
peut differer de I"autre, que parce qu'elle a 10 de plus.

‘On peut encore remarquer une 3e propriet¢ de ces
nombres Triangulaires , qui eft affez {urprenante , quoy
quelle ne foit pas de grand ufage. Ceft-que rout nom-
bre quarré impair moins un fe gouvant divifer par 8,

ar trouver combien § v fera de fois, il ne faut que
prendre le nombre triangulaire de la plus petite moitié
dela racine de ce quarré impair. Exemples 8 eft 45 fois
dans le quarré de 19, parce que le nombre triangulaire
de 9 ( qui eft la pluspetite moiti€ de19) eft 45. Ec 8 eft
120 fois dans le quarré de 31, parce que rzoeft le nombre
TrianFulaire de 15 qui eft la plus petite moitic de 3.

De la premiere Proprieté il s'enfuit que toute quantité
de nombres quarrez pris de fuite , ( cequife {uppofe tofi-
jours) contient deux fois :la mefme quantité des nom-
bres Triangulaires moins le dernier quelle ne contient
?u'une fois. Car chaque nombre Triangulaire entre deux

ois dansla compofition d’unquarré, hors le dernier qut
ny entre quane fois: 1. dansler,qui eftauffi 1. Et dans le
2quiefts =+ 3, & 3 qui eftentré dansle 2 quarre qui eft
4 , entreavec 6 dans le3 qui eftg, & 6 avec 1o dansle 4
qui eft 16 & 10 avec 1§ dans le g qui eff25 , & 15 avec 21
dans e 6 qui eft 36.

On voit donc que fi on en demeure-1,il n’y aura que
21, fixiéme nombre Triangulaire , qui n’entrera qu'une
fois dans 'un des 6 premiers quarrez , & par confequent
tous les autres y entrant deux fois , il eft donc clair que
la fomme des 6 quarrez plus 21, doit eftre égale au double
de la fomme des 6 premicrs nombres triangulaires.

IV. PROBLEME.

Trouver lafomme de tant de nombres quarrez de
fuite que I'onvoudra, c'eftd dire des 10 premiers, des20
des 100, &c. '

On n'a felon cequi vient d'eftre dit, qu'a avoir la fom-

me d'autant de nombres Triangulaires ; c’eft 4 dire de
ceux
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ceux dela 3 bande, la doubler, ﬁuis en ofter le dernier
des nombres Triangulaires , don trouvé la fomme.

Le j0 nombre Triangulaire eft 55. La fomme des 1o
premiers eft 220, comme on I'a déja fait voir, Le double
eft 440, d'out oftant 55,.onaura 38 § pour la fomme des
10 premiers quarrez,

Autrement.-Faites comme fi vous vouliez avoir la fom.
me des ro premiers nomlires Triangulaives, en -mettant

au deflous 1,2, 3, oufeulement »35 car I'e ne fert que
pour I'analogie | & au deflus 10 , 11, mais au lieu dutroi-
fiéme quieft 12, mertre la fomme des deux premiers qui
elt 2r;ainfi 10, 11, 21,

s P S

Z, 33
Puis ayant divifé 10 parz, ce qui donne s &1 parj, ce
qui donne 7, multiplier les uns par les autres g , 11, 7, ce
qui donnera 55, 7 ; ce fait 38.

Cettederniere fagon revient 4 Pautre ; car il faut remar.
quer que {i au lieu de prendre pour troifiéme nombre Je
premier plus 2. On prend le double du 5 plus un: il fetrou-
ve tonjours que ce dernier plus trois ¢t double de celuy
dont on fe fert pour trouver la fomme des Triangulaires;
d’otr 1l arrive que divifant Pun & Fautre par trois, celuy
dont on fe fert pour les quarrez plusieft double de I’au-
wre. 21 plus3 eft double de 12, & le tiers de 21 effant g
7-— 1 eft double de 4 qui eft le tiers de 13,

ProrzemE.

Trouver la fomme de rant de Cubes que P'on voudra
en les prenant de fuite | c’eft 4 dire des 10 premiers , des
20 premiers, &c.

Le quarré du nombre triangulaire quirépond au nom.
bre des Cubes dont on veutavoir la fommeeft la fomme
des Cubes ; ceft 4 dire que fi on veut avoir la fomme
des 10 premiers Cubes,, il ne faut que trouver le 10 nom.
bre Triangulaire qui eft 55 » & fon quarré qui eft 3025
fera le nombre des Cubes.

Onle peut prouver en deux manieres , 'une plus fub-
tile, & Yautre’ plus naturelle, La 1 dépend des deux pro-

P
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prierez des nombres triangulaires. : -

Car par la1,deux triangulaires qui fe fuivent font en-
femble le quarré du nombre qui répond au plus grand ,
ceft 4 dire quele 5.qui eft 15, & le 6 quielt 21 ,.font
enfemble le quarré de 6 quieft 36 bis

Et par la feconde ces deux mefmes Triangulaires: ont 6
pour leur difference. D'ow il s’enfuit que les prenant pour
racines de deux quarrez: ces quarrez auront pour leur
difference la fomme de ces deux racines qui eft 36 mul-
tipliée par leur difference qui eft 6 , c’eft a dire qu’ils au-
ront pour leur diffcrence le cube de 6.

Or pour voir plus facilement ce qui fuit deld , nous
marquerons chaque nombre triangulaire par un accent
circonflexe que nous meterons au deffus du nombre qui
marque fa place, c’eft a-dire que 6 fera le fixiéme nom-
bre Triangulaire qui eft 21, 5 le cinqui¢me qui eft 15, &
ainfi des autres.

Et pour marquer le quarré de chacun nous mettrons
feulement 6* 3%, Et les Cubes des nombres ordimaires 6.
5*. 4%, &c. Cela eftant. -

Jiipofi 6T listacag 2 epBAN RPN
6 _— ] jz.,._.. :.4.l.= _.il —_ ;!: : l: {0

D'ou il senfuit que laiflant la les quarrez des-autres
nombres Triangulaires , parce quelon a leurs équivalens,
le feul quarré du fixiéme nombre , qui eft 441 eft égal
i la fomme des fix premiers nombres cubes.

L’autre raifon eft plus fimple , & on la peut exprimer
ainfi, La forsme de rant de nombres cubiques de fuite
que V'on voudra, eft le produir de la fomme de toures les-
racines multipliée par certe mefme fomme ; car prenant
comme il le Elut, ces nombres cubiques: d’ordre , leurs
racines feront tofijours autant de nombres naturels que
Ion prendra de Cubesdont on voudra fcavoir lafomme.

Soient donc tant de nombres naturels que 'on voudra
en commenceant par 1. .

Les multiphant par autant pongu4g 60 8cC, ©
d’autres tous les mefmes. 1. 2. 3. 4+ §. 6. &¢.
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Tl fe fera autant de multiplications partiales , que fera
Je quarré des termes que l'on prendra , c’eft 4 dire que fi
on n'en prend que 5 , il y aura 25 multiplications par-
riales. 516, il y en aura 36 , &c.

Mais il faut remarquer 1.-Que de ces multiplications
partiales, les diretes comme 2,1.3,3. font tediours fim.
ples, & que celles qui fe font en croix,commesz, 3,3 5,
&c. font tolijours doubles.

En fecond lieu , que c’eft la mefime chofe de multiplier
6 par 2.~ 4 quede lemultiplier feparement par: , en di-
fantz, 6. & par 4 en difant 4, 6. Il faut feulement re-
marquer que la multiplication de 2 ~+ 4 par 6 comprend
deux des 36 multiplications partiales, que doit avoir la
multiplication des 6 premiers nombres par eux mefmes:
& qui ajolitant 4is cela en fait 4.

Cela fuppofé , voicy comme ces 36 Multiplications partiales
feront les € premiers Cubes,
Denomb. des Mulr. Mulc, partiales. .+ Cubes,
partiales,

1,1 I

I 1
[ 2,2 : 4

3-{1 :,;éis} 4.} he $
: 33 2

'5{4- I-l-x.:jéixz z,p} 39
x 4,4 ) 16 y°

7 E 1~ 3,4.6:'1} .~ 16} 4,16
z 2,40i7. 16D,

(1 55 29 )1
9{4 1-1-4.,55:;} 1,:5} 55 25-

‘4 2=+ 3, 50is) 2,25).

6,6 36)
I+ ¥, 65:';} 2,36 6, 36.

2 -4»4,6&:‘:} :,365
3,6 bis 36
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Onvoit par 1a, que le premier nombre multipli¢ par-
foy.mefme ne donne quune multiplication qui fait un
premier nombre cube.

Que les deux premiers 1.2 multipliez auffi [pnr eux mé-
mes, ( ce qui fe doit totijours fous-entendre fans qu’il foit
befoint de Yexprimer, ) luy donne 4, dont unc eftant
déja prife, les trois autres donnent huit fecond nombre
cube.

Que les trois premiers 1.2.3. en donnent g'dont 4 érant
prifes qui ont donné les deux premiers cubes, les cinq qui
reftent donnent le 3. 27,

Que les quatre 1.2.3. 4. en-donnent 16, dont g eftant deja
prifes qui ont donné les trois premiers cubes , les 7 qui
reftent donnent le 4 64.

Que les cing 1. 1.3. 4. 5. endonnentas, dont 16 eftant
déja prifes qui ont donné les 4 premiers cubes:, les 9
qui reftent donnent le 5 124.

ueles fix 1. 2.3. 4. 5. 6.endonnent 36, dont x5 eftant
déja prifes qui ont donné les cing premiers cubes. Les
11 qui reftent donnent le 6. 2. 16.

Et on voit fans peine que cela deit aller jufqu’a: I'in-
finy.

Mais pour éviter ’embarras & la longueur de ces mul-
tiplications partiales, (ce qui n’a fervy qu'a la preuve. )
11 ne faut que prendre la fomme de toutes ces racines,
( cefta dire de tant que Ion voudra: de nombres naru--
rels, ) & la multiplier par elle-méme ;- car il eft vifible
que c’eft la méme chofé de multiplier 3 par 3, que demul-
viplier 1 — 2 par 1 —2.

Or la fommede ces nombres naturels, eft-ce qu’on ap-
pelle nombre triangulaire ; car 6 par exemple, eft le nom-
bre triangulaire de 3, parce que1 — 2 =3 font 6. Donc
en multipliant le dixiéme nombre rriangulaire qui eft g5
par foy mefme , on.aura la fomme des dix premiers cubes.

Or rien n’eft plus facile que de trouver le nombre trian-
gulaire de tel nombre que P'on veut ; car fi C’eft un nom-
bre impair, Il ne faut que le multiplier par fa plus gran-
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dethoIti€ : 5. 3, 5.7. 4, 7-9:9,9: 1. 6, 11. ' :
Et fi eft un nombre pair , il ne faurque prendre fa moi:
tié., & multiplier par Ja ce nombre plusun. 6.3, 8.

4y 9.10.5, 11, 12.6,13.14.7, 13.

Comment il [ faut conduire pour refoudre tous les Problemes
[emblables & cenx-de la male e de I afneffe , des
deux vafes qui ont un mefme couvercle , ¢iv.

PREPARATION;

I't faut écrire leshypothefes en donnant desnomé atix
quantitez inconnués , exem ple, mule | afhefle,

Le nombre des faes que porte la mule foic appellé¢ A, &
celuy que porte l'afnefle B,

HYPOTHESES.

Sila mule donne a 'afnefle 11

r. Hip. A—3=B ~ 3 {trois de fes facs, ils en auront

autant I'une que l'autre.
'~ Silafnefle donne i la mule
2.Hip.A 1= 3B—3 {'l'un de fes facs; la mule en
{portera 3 fois autant que Paf
‘nefle,

Ayant'ces hypothefes, il faut trouver les équivalensi
c’eft a dire 'équivalent d’'A par B plusou moins, ce qu’il
faut , & I'équivalent de B par A plus ou- moins ce quil
faut.

Pour trouver les équivalens d’une Hypothefe : il faut
ofter d’'un membre les chiffres & laiffer la lettre feule, .
& tranfporter les chiffres dans Pautre membre, en chan.-
geant le figne. Exemple

EQUIVALENS.

Parla 1 Hip. ggfﬁ:’ g

; i YA=3B 4.
ParlazH]P'{;B: A—+y4.
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Ayant ces équivalens ,on refout fans peine les Proble.
mes. Il ne faut pour cela que reprendre les Hypothefes,
& fi on veut reFoudre le Probleme par la premiere : Il
faut fefervir des équivalensde la.feconde, & aucontrai.
re fi on le veut refoudre parla feconde Hypothefe. Il
faut fe fervir des équivalens de lapremiere , & par ldon
fera que dans I'équation de chaque hypothefe, il n'y ait
que les mefmes letrres dans 'un & dansl’autre membre,

. PROBLEME. HYPOTHESES.

1. A—3= B =+3.
2. A+1=3B—3.

EQUIVALENS.

=B :
Parla 1 Hyp. { g= Ai:

A=3B—4.
Parla 2 Hyp. iiB; A5 4.

1. Solution par la 1 Hypothefe en reduifant tout en B.

1. Hypothefe. {
Equivalentdelaz. ¢ A= 3 B—4.

Je puis donc mettre au lieud’A 3 B—4 , donc mertant
dans le fecond membre de I'équation 7 qui eft par moins
dans le premier.

3 B= B -+10.

Donc 2 B=10.

Donc B=j.

11.Solution par la 2 Hypothefe en rednifant le tout en B.

2.Hypothefe. ¢ A-+1=x3B—3.
2.Eq.delaz Hyp. { B= A—6.
Mettant donc B 6 au lieu d’A.
B +97=3B—;.
Donc B-+10=3B.
Donc 10=:B.
Donc § = B.
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N1, Solution parlz 2 Hypothefe en reduifant tont en A,

Hypothefe. §A-+1=B—3.
s Equividelh 8B Aastb. - - 5k
Donc mettant au lieu de3 B trois fois A—§ qui font
—18.
; {:’L 1= 3 A—18—3,[Ceft d dire—3,]& tranfpo.
fant21 dansle premier membre en changeant le figne,
A2 3 A.
Donc 22= 3 A.
Donc 1= A,
Donc A eft 1: & B y;
C'efta dire quela mule avoit 13facs, & lafnefle 5

II. PrRoBLEME.

Hypothefess. f A—g¢= B — 9.
2. LA +3=3B—9,

Equivalens de { 1A=B-18.

lar Hypoth. (iB= A—18.

ﬁq:ivalensde Ky 3B—i8.

L Solation par lz 4 Hyparbefé en reduifant tont en B,

1. Hypothefe. { A—9g= B9,

Equiv.delas. A= 3B—..
3B—n—y9,[Cefta dire—ar= B .

Donc 3 B= B 30.

. Donc 2B= 0.

Donc B= 1§.
L. Solution par la s Hypothefe en reduifant tout en A.
2 Hypothefe. §A-+3=3 B—.a.
2Equiv.delay, {B: A—18,

A3=3A— 6.

Donc A - 66 B = 3A.

Donc 66 B= 1 A.

Donc3; = A, Cleft 4 dire que A eft33 & Beft 13
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UI. Solution par la s Eypothefe en reduifant tout en B.

3B+9= B — 2.

Donc3B= B 3o.

i | Donc2 B = 30.

'!‘-.i!! Donc B = 15.

hi 1II. PROBLEME

P e

i LIIL, Hypothefex A~ 2000 = 4 B.

f B -+1000="% A, I
Equiv.de 13.1 A = 4 B—2000, I
-! delaz, {B= : A—1000.

o 1. Solution par la 1 Hypothefe.

, 1 | A -+ 2000= 2 A—4000. ;
i DoncA —+ 6ooo=2A. E
' Doncéooo= A.

! .I 11. Solution par la 2 Hypothefe.
A B -+ 1000 = 2 B—1000.

dl DoncB ~ 2000= 2 B.

|
1
| 1 Doncz2000= B.
|

wlele

! I1I. Solution par la 1 Hypothele.

l ' LIV. A -+ 000= 4B.
! Donc : A ~+ s00 = B. ]
| E DoncB=: £ A —jo000. ; D
.‘.' Donc; A —9500- * A—1000. _ D
iy Donc i A+ 1500= A D
| Donc 1500 A= * A.
1 Donc 6000 = A.
IV, PrRoOBLEME, . ]

i Hypothefe
1 i B —+jo00= - A.

A=
B

= B-—~3ooo.
| o LaA_- 1000,
£ | 1. Solution

{A—!—jODO 3B E¢

I.
I ¥
bl Equiv.delar.
|

2.
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L. Solution par la 1 Hypothefe,

A - 3000 = A 1—3000.,
Donc A =+ 6000= A =
Donc 6ooo = =+ A.
Donc1:200= A.

I Solution par la 2 bypothefe.

B =~ rooo0= B — I500.
Donc B — 21500= B,
Donc 2500= 2 B,

V. PRoBLEME.

Hypothefer. ¢ A — 3000 = 9 B.

’ 2. { B~ 5000= = A,
Eqviv. delar. =9 B—_3000.

dela 3, {B = + A—j000,

L Solution par Iz 1c Hypothefe.

A ~+3000 = 3 A— 45000,
Donc A -+ 48000= 3 A,
Donc 48000 = 3 A,

Donc 24000 = A,

1L Solution par la 2+ K [ypothefe.

B -+ 5000 = 3 B—1000;
Donc B «+ 6000 — 3 B.
Donc 6000 = 1 B,
Donc 3000 — B.

VI PROBLEME.

Hypothefel. fA—2y=B -+ 24.
2. L A—+29=52B—g40.

Equiv. de la1. {A: B =0,

= ——+50.

de la 3. { A= 2 B—;,
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1. Solution paria 1 Hypothefe.
B-—100.

B-1y=2
DoncB ~+ 125=
Donciz5= B.

1L Solution par la » Flypothefe.

= 2 A—150.

A 2§
Donc A= 2 A—175.

Donc A= 175.-
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GEOMETRIE

LIV RE CINQUIE ME.

DE L'ESTENDUE.
DE LA LIGNE DROITE ET CIRCULAIRE.
'DES DROITES,PER PENDICULAIRES, ET OBLIQUES.

DerFINITIONS.

2 “Ous avonsparlé jufquesicy dela grandear 1,
NN en general. 1l faut maintenant defcendre a
SlH fes efpeces.
> Toutk grandeur eft:continué, comme
h eft 'érendué, le temps , le mouvement:
ounon continué, comme le nombre,

La continué eft-oufucceflive, commele temps, le mou-
‘vement,

Ou permanente, qui s'appelle-generalement gfpace ou
btendus,

Mais elle fe confidere ou felon toutes fes trois dimen-

QU
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fions , longueur , largeur & profondeur , & alors elle s"ap.
pelle corps ou folide.

Ou felon deux feulement , longueur & largeur , &alors.
elle sappelle farfice ou fuperficie , qui eft ou plate ; qui
s'appelle plan, ou non plate qui s'appelle furface conrbe.

Ou felon une feulement , qui eft la longueur , & alors
elle sappelle /igne , quieft ou droite ou courbe.

L’extremité ;Sif: la ligne s’appelle posnt , qui doit eftre
conceuindivifible. Car sil pouvoit eftre partagé en deux,
I'une de ces moitiez ne feroit pasa I'extrémiré de la ligne.

Et par la méme raifon la ligne, qui eft indivifible felor
lalargeur, parce qu'elleeft confiderce commen’enayant
point, eft 'extrémité dela furface.

Et la furface qui eftauffi indivifible {clon la profondeur,
eft Iexcrémité du corps.

PREMIER AVERTISSEMENT.

LEs idées dune furface plate ¢ dune ligne droite font i
fimples, qu’on ne feroit gu’ embroiisller cestermes en lesvoulant
definir. On peut [enlement en donner des exemples pour. en

xer Lidée anx termes de chague langue.

SEcoND AVERTISSEMENT.

Quoy g#'il Wy ait point awmonde d'étendué quin'ait gue
Longuenr ¢ largear fans profondenr ,ou longueur fans largenr
ny profondenr , G encormoins de point , qui w'ait ny longuenr ,
ny largenr, ny profondenr ; ce que difent les Geomeires des fur-
faces, des lignes @~ des points ne laiffe pas d'eftre vray , parce
gw'il [uffit pour cela que dans un corps qui eff veritablement
long , large , & profond, je puilfe wen confiderer que la lon-
queur G la largenr , [ans faire attention & la profondenr, o
méme la longuenr feule (ans m'arrefler ny & la largenr , ny &
la profondenr. Ainfi pour mefurer un champ , je ne m' amufe
pas-a creufer pour [;avoir fi la terve y eff biew profonde,
mais je regarde [enlement combien il eft long & large : Ei
pour [tavoir combien il y a de Paris a Qrleans , je e mefure
pas la largeur des chemins , mais fenlement la longueur. Et de
méme ce qu'on appelle Point w'eft gue La ligne méme , entans
gw'on wy confidere que la negation dune plus longue étendué.
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TrRO1STEME AVERTISSEMENT. :

ON doit commencer par la ligne comme par la plus fimple
efiendui: & de plus pour en rendre la confideration plus facile
lors gue en compare plafienrs lignes enfemble ,on les [uppefe
zoiijonrs dans ces premiers élemens comme effant pofées. ou dé-
erites [ur un mime plan, C'¢ff a dive fur une méme [uperficie
plate ; ce gw’il fuffit d' avoir dit une fois ponr toutes,

PRREMIERE SECTION.
DeE taA LiGeNE DR OITE,

Nous n’avons point dcfini la ligne droite , parce que
Iidéeen efttres claired’elle méme , & que tous les hom-
mes congoivent la méme chofe par ce mot. Mais il eft
bon de remarquer ce que hous concevons naturellement
eftre enfermé dans cetre idée, ce que I'on pourra pren-
dre {i 'on veut pour fa definition.

La ligne droite eft Ja plus courte étendué entre deux

oints, .

Et celle quiapproche plusdela droite, eft auffi Ia plus
courte: ce qui 2 donné occafion 4 Archimede d’¢tablir
ce principe ou Axiome,

PrREMIER AXIOME.

S1 deux lignes fur le méme plan
ont les extremitez communes &
font courbes ou creufes versla mé-
me part, celle qui eft contenué eft
plus courte que celle qui la con.
tient. J'ay dit ‘courbes ou creufes,
car cela n’eft pasfeulement vray des
lignes courbes comme dans la'1. fi.
gure, maisaufli des droites comme
ldans[an, lors que deux ou plufieurs,

ignes droites {e joignant font un
creux. Caralors deux ou plufieurs
lignes droites font confiderées com.
me une feule ligne courbe qui fe.
roit creufe vers ce cofté.l4.

Mais il faur bien remarquer ees

Qi
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mots, ( verslaméme part ) car cela ne feroit pasvray, Qi
Taméme ligne courbe eftoit creufe vers differens corez
comme dans la 11 figure , oufi diverfes lignes droites
confiderées comme une feule ligne faifoient auffi des
creux de differens coftez comme dans Ja 1v figure ; car
alors'la contenante pourroit effre plus courte .que la
contenué.
Spconp AxioME ou DEMANDE.

AyaNT deux points donnez on peut mener unc ligne
droite de I'an 4 I'autre, '

Et onn’y en peut mener qu'une.

Laquelle par confequent eft Punique & naturelle me-
fure de la diftance entre ces deux points. L'inftrument
dont on fe fert pour cela s'appelle regle.

TroistEME AxioME 0u DEMANDE.

La fimplicicé de la ligne droite fait qu'en ayant une
{aofée on la Eeut prolonger de part & d’autre jufques 4

‘infiny , C’eft 4 dire tant que I'on veut.

.

Dot il Senfuit que la pofition d'une ligne droite ne
dépend que de deux points. '

Ou, que connoiffant deux points dans une ligne droite,
nous la connoiflons toute.
Ou, que deux pointseftant donnez de pofition, toutela
ligne droite eft donnee. :
QuATRIEME AXIOME
1 une ligne droite eft immediatement couchée fur
une autre en une de fes parties, ellele fera enroutes, pour-
wveu que 'une & Pautre foit prolongée autant qu'il fau-
dra , & elles ne feront proprement qu'ue méme ligne.
CinQuiEME AXIOME.
Dxux lignes droites ne fe peuvent -couper qu'en un
peint.
SixrEME AXIOME,
Devx lignesdroites qui eftant prolongées vers unmé-
me cofté sapprochent peu 4 peu,,‘fe couperont i la fin.
Euclide prend cette propofition powr un principe & avE
rasfon : car clle a alfex de charié powr sen comvenier , & ¢
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feroit perdre le temps' inutilemens que de fé rompre la tefie pour
la prowver par un long circuit.

SECONDE SECTION.
DE LA LIGNE CIRCULAIRE.
DErinNITIONS,

- La ligne que deécrir fur un plan 'une des extrémirez
d'une ligne droite, fon autre extrémitédemeurant immo-
bile , s'appelle circulaire , ou circonference.
- Erlefpace que décrit toute Ja ligne s'appelle cercle. g yq ;.
~ Lk pointimmobile, centre , qui ne peut pasn’eftre point x1v,
cgalement diftancde chaque point de la circonference g
ﬁ;i!{gue c’eft-toGjoursla méme ligne qui a fait cetre. di.

e..
Er aiafi il eft bien clairque toutes les lignes du centre xv,
ila circonference font égales.

Ces lignes sappellent: zzyons ou de- Xvk
mydiametres. :

Les lignes menées d’an- point de la / \  XviIL
circonference 4 un autre s'appellent

Lordes. . _
St elles pafent parle centre, elles XVIIL

sappellent diamezres | & elles coupent
le cercle & la circonference en deux
parties €gales , qui s'appellent demy-
cercles & demycirconferences.

L partie de la circonference qui fe
trouve entre les extremitez d’une cor--
de s'appelle are. Mais lors que cette
corde eft moindre qu'un diametre 5. :
¥ 2 deux portions de circonferences qui fe terminent aux
extremitezde cette corde. L'une plus grande que la de-
mycirconferenee, & I'autre plus petite. Or quand on par-
le de 'arc d’une corde, fi on najoite aucre chofe, on .
eatend celuy qui n'eft pas plus grand que la demycircon.
ference, Ce qui foit bien remarqué. :
, Toure circonference fe congoit divifce en 360, parties . x x,
€gales qui sappellent degrez.




XXIIT,

18 NOUVEAUX ELEMENS

Craque degré en6ominutes premieres quon appelle
fimplement mingtes : Chaque minute cn 60 fecondes, &
chaque feconde en 6o zroifiemes; & ainfid l'infini,

PremieER AxioME ou DEMANDE.

Ox demande qu'ayant un intervale donné, on puiffe
décrire une circonference de cet intervale. Ce quon ne
peut douter eftre poflible , puis qu'il ne faut pour cela
que concevoir que la ligne qui joindra les deux pointsde
cet intervalefe remué |, I'une de fes extremitez demeurant
immobile.

La machine la plusordinaire dont onfe fert pour la dé-
crire fur le papier s'appelle,, compas , qui a deux jambes,
qui eftant ouvertes plus ou moins felon Pintervale donné,
Pune demeurant immobile,Pautre décrit la circonference,

SecoNp AxtomME ou DEMANDE.

Or commeil faut fuppofer dans cette operation que
les deux jambes du compas gardent totijours [améme di-
ftance entrelles , il n’eft rien de plus facile aprés avoir
mefuré la longueur d'une ligne donnce par 'ouverture du
compas, de fe fervir de cette méme ouverture pour de-
crire ailleurs une ligne égale a celle-ld , ou retrancher
d’une autre ligne une portion qui foit c¢gale a cette pre-
miere, Ceft pourquoy on peut hardiment mettre ce
Probleme entre les demandes qui nont point befoin
deftre prouvees.

Décrire une ligne égale a une ']ifgne donnée , foit parle
retranchement d’une autre ligne , foit par tout ailleurs.

TRO1SIEME AXIOME :

L a maniere dont I'on congoit que {e formela ligne cit-
culaire eft fi fimple , quil eft impofiible de concevoir
qu'elle ne foit pas par rout dans une entiere uniformité.
Et de I il Senfuit que les Theoremes fuivans font naturel-
lement connus.

Les circonferences qui font décrites d’un €gal intervale
font égales.

Et celles qui font decrites d’'un plus petit intervale font
plus perites.

Et
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Etdunplusgrand font plus grandes, '
QuUATRIEME Axr10ME,
Les degrez de circonferences cgales font €gaux, puis xxvy.
ue ce fontaliquotes pareilles de grandeurs épales. Er ar
laméme raifon les degrez d'une petite circonference fgnr
plus petits queles degrez d’une plus grande.
CiNnQuiEME Axiowmeg.
Dans un méme cercle les cordes qui foditiennent des XX vi.
arcs €gaux font égales, & les arcs qui font fotitenus par
des cordes €galesfont égaux, C'eft une fuite évidemment
neceflaire de ’entiere uniformité de la circonference, Il
ne faut que de 'attention pouren appercevoir la certitude,
Il en eft deméme dans deux cerc es€gaux que dans le
méme cercle,
SIXIEME AxiowmeE.
Toures les lignes tirées du centre qui font plus petites XX V1T,
que les rayons du cercle, ontleur extremité an dedans du
cercle : que fi elles font plus longues, elles Pont au de.
hors; fi égales, dans la circonference méme.
SEPTIEME AXiomep.
Lors qu'on a d'uneligne, Iune des extremitez donnde
de pofition , & fa longueur, {on autre extremite doit eftre
dans la circonference du cercle décrit parun intervale de
cette longueur donnée,
TROISIEME SECTION.
DES LIGNES DROITES PERPENDICULAIRES, XXVIIIL
: DErFiniTIONS
N ous avons déja dit qu’une ligne droite n’en peut
couper une autre droite qu'en un peint. Mais la coupant
elle le peut faire en deux manieres.
La premiere, eft en ne panchant point plus vers un
cofté de Ia ligne coupée, que vers Pautre.
Etalors elles font dires fe couper perpendicalairement &
eftre perpendiculaires 'ane A Pautre,
La feconde, en penchant plus vers un cofté que vers
Fautre | & alors elles font dites fe couper obliguement &
eftre obligues 'une au regard de lautre,
Mais il ne faut pas confondre I'obliquité qui convient
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a une ligne droite par rapport 4 unc autrc lighe, avec la

curvité qui convientala Egne par fa patureméme, & con-

fticué une efpece de ligne oppoféea la ligne droite.
AVERTISSEMENT.

Quoy gue deux lignes qu: [¢ coupent , ¢ foient coupées
mutsellement , neanmoins afin quwon me les confonde pas,
nous appellerons Lune coupee &~ Pautre conpante.

DEFINITION PLUS EXACTE
DE LA PERPENDICULAIRE.

Pour former une notion plus diftinéte de deux lignes
perpendiculaires , onles peut défi-
nir en cette forte.

Lors que deux points de la ligne
coupee e%cans pris également diftans

te , tout autre point de la ligne cou-
pante fe trouvera aufli eftre égale-
ment diftant de ces deux points de
la ligne coupée,laligne coupante eft
perpendiculaire 4 la coupée, €rant .
Bien clair qu'elle ne peut alors in. —
cliner plus d’un cofte que d'autre.
AXx10ME.

Pour montrer que tous les points de la ligne coupante
font également diftans de deuxde laligne coupée, il fuffic
d'en avoir deux dans la ligne coupante dont chacun foit
également diftant de deux points de laligne coupee. Car
de la-il senfuivra que touslesautresle ferontaufli.

Je pretens que la [eule confideration de la nature de la
ligne droite fait woir la verite de cette propafition , & que
[fans cela il ¢ff impofible de garder dans la Geometrie [ ordre
naturel des chofes.

Car 1. puifque la pofition de la ligne droite ne dépend que
de deux points, @ qu’en ayant donné deux points, elle eff ton-
te dounée | Ceft & dire que la pofition de tens les autres points
¢ff determinée il eff vifible que la pofition de ces deux points
de la ligne conpante , dont on [uppofe que chacun cff égale-
ment diflant de deux points de la ligne coupée , détermine 1045
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les antres & en effre auffi également difians. ;

2. Sily enavoit quelgu'un qui approchaft plus de Pun des
points ?ﬂz; delantre | |a ligne [eroit necefJairement courbée de
Le cofie "

3. Jﬁ! 'y auroit point de raifon pourguoy il 5 approcheroit
pliteft d'un coffé que de Lautre , ny pourquoy il 5 approcherois
detant plitoff que de tant. Car la pofition de ces deux points
donnex_qui determine tous les autres points de la ligne , ne les
pent determiner qu'a une égalité de diflance , puis gu'ils w'ont
pour eux-me[mes que cette determination 13,

4. Tous les Geometres femblent affez convenir de Pévidence
de cetie propofition., puifque dans lx folution de tous les pro.
blemes qui. regardent les perpendiculaires | ils ne font autre
chafe que chercher dewx_points dans la ligne compante , dont
thacun foit également aﬁifam de denx points de lz ligne con-
pée. Et ainfi quelgue circuit qu'ils cherchent pour montrer
que lenr probleme cff refolu parli, il &f clair neanmoins que
dans la nature des chofes ce nweft que cela fenl qui I'a refoln,

5. Quoy gu’il en foit , je foitiens gue quicongue voudra agir
de bonne foy reconnoifira que confiderant les chofes avec at-

tention , il luy eff impofible de concevoiy gue cela puiffe effre
autrement , @& qu'il repugne a Lidée que nous avons naturel-
lement de la ligne droite , que deux de fes points effans pofer.
direttement , comme nous avons dit [ar une antre {gm', quel-

gu'un des antres §'écarte on & droit ou d gauche, ¢ s'appro-
che ainff plus prés de I'un des coffog de Ia ligne.

Or il me femble tres inutile de chercher bien loin @ par de
longs détours des prewves d'une chofe dont il nous eff impoffible
de douter | pour peu que nows y voulions faire attention.

6. Cegui doit faire rejetter le [crupule gu'on ponrroit avoir
de recevoir cette propofition comme claire d'elle-méme | ¢'eff
gu'on ne peut faire autrement Zﬂ;m troubler lordre naturel des
chofes | e emp!eiyer des triangles pour demonfrer les proprietex.
des lignes | Ceft & dire Jefervir du plus compofé pour expliguer
le plus fimple , ce gui eff tout & fait contraire & la veritable
Mftéadf.

Soit donc | de wuftice on de grace , nous demandons qu'on
Hows accorde cette propofition , qui donne un mqyi{n_ tres facile

R ij
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de d.monférer les Problemes fuivans fans [e [ervir des ivians
gles comme fait Euclide.

PrREMIER PROBLEME.

D’ux point donné horsune ligne donnée tirerune per-
pendiculaire fur ceete ligne : on fuppofe que cette ligne
foit prolongées'ilen eft befoin , & que le point donné ne.
fe puiffe pas rencontrer dans la ligne prolongée, caralors.
il ne feroit pas proprement hors cetre ligne.

Soit le point & & la ligne g de
% pris pour centre, décrireun cer-
cle qui coupe z , & par confe-
quenty marque 2 points. comme
m & n, également diftans de £,
puifque m & , & n £ {eront rayons
du méme cercle. Cela fait, dé- #
crivant deux cercles égaux d'm & d'n
qui s'entrecoupent par tout ailleurs
quen k,commeen 4, laligne qui join--
dra 6 & k fera perpendiculairea la li- 3
gne g, ce qu'il falloit faire. Car k& b—=
font chacun également diftans de
deux points de z,7m & 2, & par con-
fequent tous les autres en ferontaufii
également diftans pir la preceden-
te, & ainfi {a ligne fera perpendicu-
laire par la definition.

SEcoND PROBLEME.

D’an pointdonné dans une ligne élever un perpend:-
culaire, Soit le point & dans |
laligne g qui €tant pris pour . |1
centre , le cercle que lon: B
décrira de ce centre coupera
la ligne z, prolongée s’il en
eft befoin , en deux points _ :
comme m & ., qui feront €- = © —Z
galementdiftans de£. Donc :
Vinterfection de 2 cercles €gaux qui aurontz & 2 pour
centre donnera le point 4, auquel il faudra mener la ligne

K
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du point £ pour faire la perpendiculaire que I'on cherche.

C’elt la méme preuve que du precedent. Car £ & 4

feront chacun également diftansde m & .
TROTSTEME PROBLEME,

Courker une ligne donnée en deux parties égales. yxxv.
Soit la ligne donnée m #, en tirant _
des deuxextremitez m & 7, pris pour k
centres, deux cercles égaux qui s’en-
trecoupent en deux points comme
k& £ ou tirant des mémes centres
deux arcs de cercles €gaux quis’en-
trecoupent en un point comme en
k, & deux autres arcs de cercles
€gaux ou inégaux aux premiers -
mais €gaux entreux , qui sentre-
coupent auffi en autre point comme
en’, 1 ligne % & prolongée autant
qu'il fera befoin coupera la ligne 7
a en deux parties égales, Car fi Je
point de la fe@ion ef% z comme il eft
dansla ligne 4 | £ qui eft perpendi- ,,
culaire ala ligne mn parceques &
kfont également diftans de & » » X auffi en fera égale-
ment diftant, & par confequent zfera €gal d z . Ce
qu’il falloit demonftrer.

L TuHeorREME.

L A perpendiculaire eft la plus courte de toutes les li: XXXV
gnes qui puiffent eftre menées d’un point duneligne,

Soit le point £ & la ligne z , fur X
laquelleayant mené de £la perpen.
diculaire %4, & Payant prolongée
julquesen ¢, en faifant cégale &
k4, fi ontire de 2 dautres lignes
fur la ligne z commeenm & n,
je dis que £ 4 eft plus: courte
que £ 7,0u £ n, Car ayant tiré les
ignes mc&n ¢, jedis que  m eft
€galedme, & knan ¢, puifque la.
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ligne  eftant perpendiculaire 2 laligne £ ¢, le pointé qui
eft communa ces deux lignes ne peut eftre comme il eft
également diftant dek & de ¢,queles autres points comme
m & n ne foient aufli chacun également diftansde £ & dee.

Orcelaeftant, il eft clair que la ligne £ 4 ¢ eftant droite
eft plus courte que les lignes g m ¢ , qui ne font pas une li-
gnedroite, & par conlequent £ 4, quieft la moiti¢ de &

¢, eft plus courte que £z, qui eft la moitic de & m ¢,

II. THEOREME.

O ne peut élever du mefme point d'une ligne plus
d’'une perpendiculaire, ny en me- X
ner plus d’une d’un point a une li-
gne. Le premier eft clair de foy-
méme: car ayant €levé du milieu
de lalignemn, la perpendiculaire
bk, il eft vifible que {ion en vou-
loit élever une autre du méme
point 4 ,on ne la pourroit tirer que
plus vers un c6té que vers Fautre,
ce qui eft diredtement contraire a

la notion de perpendiculaire.
La:° partie eft encore tres manifefte, & fe peut neanmoins

rouver de cette forte. Soit mené de
k fur m nla perpendiculaire £ 4 ; enforte
que 4 foit également diftant-dem & ,
dont par confequent £ doit eftre auffi
¢galement diftant : {i on menoit de £
une autre perpendiculaire d un autre
point commed ¢, il faudroit que fuft "
également diftant de m & den, puifque B g
k qui feroit undes points de cette ligne
en eft également diftant. Or cela eft impoffible, puifque
fi ¢ eftoit entre b & m, il feroit plus prés de m que de 2, &
s’i%eﬂ:oit entre & 7 , il feroit plusprésde # quedem.
I. COROLLAIRE.
La perpendiculaire eft la mefure d’un point hors d’une
ligne a cette ligne , & dela ligne 4 ce point.
Car eftant unique & la plus courte de toutes les lignes

k
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qui peuvent eftre mences d’un pointa une Iigne.;, on n’en
ouvoit prendre aucune autre qui fuft fi propre 4 mefurer
cette diftance.
II. CoroLLAIRE.

Drux differentes lignes eftant perpendiculaires 4 une
méme ligne, ileft impoflible qu'elles fe rencontrent,
quoy que prolongées 4 I'infini, : -

Car fi elles fe rencontroient; elles auroient un point
commun , & ainfiil y auroit deux lignes menéeid‘u n mé-
me point qui feroientjjl:::erpendiculalres a uneméme ligne,
ce quon a fait voir eftre impofiible.

III. CorOLLAIRE.

Lors que d’'un point hors une ligne on a tiré une obli-
que{ur cette ligne, fi duméme pointon tire une perpen-
diculaire fur la méme ligne , cette perpendiculaire tom-
bera du cofté que I'oblique eft inclinée fur certe ligne,

Soitla ligneé ¢, & le point ¢
dont ait el%é tirée oblique 4 g

qui foit inclinée vers 4 , je dis
qu’il eft clair parce qui a efté dic 1
u

de la perpendiculaire , que fid c

méme point# on en tire une fur

bc,elletombera entre 4 & ¢, & non pasentreg& ¢, car
il eft vifible que fielle comboir entre g & ¢, tants’en faut
quelle fuft perpendiculaire qu'elle feroit encore plus
oblique que 4 g.

De plus ayant pris dansla ligne 4 ¢ deux points égale-
ment diftans de 4, comme pourroit eftre 6 & ¢( 33.5 ) le
pointou tombera la perpendiculaire doit eftre egalement
diftant de ces deux points (bc); & au contraire celuy ow
tombe I'oblique doit eftre plus €loigné du point vers le-
quel elle eft inclinée , & par confequent la perpendiculai-
re doit tomber du cofté vers lequel cetre ligne eft in-
clinée,

IV. CororrarreE.
St d’un point o une oblique coupeune ligne on veur
elever une perpendiculaire fur cette ligne, elle s'élevera
du cofté vers lequel cette oblique n’eft pas inclinde,

XXXIX.
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Soit la ligne 4 ¢ coupée par Foblique £ g inclinée vers
4, 41du point gon veut ¢lever une
perpendiculairefur 6 ¢, elles’éle- =~ ¢
vera ducofté de¢, non du cofté
de s c’efta dire qu'elle fetrouvera
entre les lignes £ g&ge, & non ¢
Eas entre £ g & ¢ 4, Car il eft vifi- g

le quefielle fe trouvoit entre 2g
& g 4, elle feroit encore plis inclinéeque £ g.

III. THEOREME.

L a perpendiculaire indefinie qui coupe par la moitié

la diftance de deux points comprend tous Yes points du

- mefme plan, dont chacun peut eftre également diftant

de ces deux points.
Soient les points m & 7 joints %
ar laligne mn , & la perpendi- T

culaire indefinie £ 4 , quila cou-

pe parlamoiri€ au point 4, il eft

clairque tous les poins dela li-

gne k. b font également diftans e

emn. Maisje dis de plus, qu’il
n’y en peut avoir aucun autre
hors cette ligne quien foit €ga- »

lement diftant, Car il faudra P B

il foit A Pun des coftez comme feroit ¢, d’otli tirantune
perpendiculaire furm n (‘pars. ) clle la coupera en unautre
point que 4, comme feroit p, Or fig eftoir également di-
{tant &'m & d'n il faudroit que p , quiferoit un point de
la perpendiculaire en fuft aufli également diftant, ce qui
cft vifiblement impoflible,comme on I'a déja veu.

QUATRIEME SECTION.

DEs LicNES DROITES OBLIQUES.

Explication de la maniere dont on doit confiderer les
Lignes obliques pour le mienx comprendre

Nous avonsdéja dit que lors qu'une ligne droite en
coupe
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‘coupe uneautre en penchant plus d’un cofté que de ['au-
‘tre, elle sappelle obliqueau regard de cette ligne qu’elle
-coupe obliquement.

Mais pour mieux juger de la grandeur de ces obliques
en les comparant les unesaux autres,, ileft bon de ne los
confiderer que felon le cofté felon lequel elles approchent
plus de la igne qu'elles coupent, qui eltauffi Ja facon la
plus naturelle de confiderer ces lignes.

De plus,, nous ne regarderons les ob!iqlues que comme
meneesd’un certain point 4 la ligne qu’elles coupent , &
comme terminces 4 cette ligne.

Cela eftant fuppofé , ce que j'entens par Pobliquité
d’'uneligne fur uncautre,eft que cetre ligne foit plus cou-
chée furla ligne quelle coupe, que ne feroit la perpendi-
culaire menée du mefme point furla mefine ligne. De for-
te que c’eft todjours par rapport i cette perpendiculaire
que je confidere cette obliquité.

Mais ce rapport enferme deux chofes. 1. La diftance
dupoint quie commund 'oblique & 4 la perpendiculai
red'avecle pointdela ligne ot la perpendiculaire tombe,
qui eft la mefme chofe que la longueur de cerre perpen-
diculaire. :

2. Ladiftance du point ou P'oblique rombe, davec ce-
luy otitombela perpendiculaire, quej'appelle I'¢loigne-
ment du perpendicule.

A quoy il faur ajotiter la diftance du point d’out Pobli-
que eft menée de celuy ot elle coupe Ia ligne au regard
de laquelle elle eft appellée oblique : qui eft la mefme
<hofe que lalongueur de cetre oblique,

Soit par exemple laligne zin_
definie, fur laquelle on faffe de- S
cendre du point £ an point &
Foblique £ 4 , & que de % on
tire la perpendiculaire ¢, les
trois diftances dont nous ve-
nons de parler font trois li-
gnes; dontdeux ( fgavoirla per-
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pendiculaire & ¢, & Péloignement du perpendicule & ¢).
fe coupent perpendiculairement , & la troifiéme , quieft
P'oblique 2 4, rencontre obliquement 'une & lautre.
Etainfi peuceftre confidérée tantoft comme- Poblique
delune, rantoft comme oblique del’autre. Mais. il faudra
alors changer alternativement aux deux autres lignes les
noms de perpendiculaire & d’éloignement du-perpendi-
cule. Car fije confidere 2 4 commeoblique furé ¢. kceft
la perpendiculaire , &5 rI'éloignement du perpendicale.
Erau contraire fi je confidere £4 comme oblique fur ke,
b ¢ fera la perpendiculaire , & & ¢ I'éloignement du per-
pendicule.
" Onpourroeit aufli confiderer b ¢ & k ccomme obliques.
far kb, ( car comme les lignes <

font mutuellement perpendicu-
laires , elles font aufli mucuelle- :
ment obliques. ) Mais pour {ui- : |

vre noftre methode ‘il faudroit g
alors mener une perpendiculai- / \
B G

re du point ¢ala ligneks, com- z 2
me feroit ¢ g. Erainfi en confi-
derant 4ccomme obliquefur la ligne 4 £, la perpendicu-
laire feroit ¢ g , & 'cloignement du perpendicule ¢ 4.
Maisa moins que de faire cela, kb feule eft conﬁd%rée
comme oblique , tantoft au regard de l'une, tantoftau
regard delautre; ©

La confideration de ces trois lignes , # 5 oblique , k¢
perpendiculaire,, 6 ¢ €loignement du perpendicule, nous
fera comprendre plufieurs chofes des lignes obliques qui
n’ont pi encore eftre expliquéesque par destriangles , ce
qui eft unordre rout renver(¢, Etnousverrons d’une part
que dans la comparaifon des obliques , égalicé en deux
de ces lignes donne I'égalité dans la troifiéme , & nous

examinerons de 'autre quand il n’y a égalité que: dans

ane , quelle eft Pinégalité des deux autres.

B O e et g

OBt on
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PROPOSITION FONDAMENTALE.
DE LA MESurRE pes Lianes OBLIQUES.

Ligs lignes dbli(quS mences du meéfme point  une mé.
me ligne , {ont plus longues, plus clles font.éloignées du
perpendicule.

Soient du point £ menées fur la ligne z la perpendicu-
laire k 4 , & les obliques £ £& 4 z :
Et foic rpmlon gée & 6 julques en
¢, en forte que 4 ¢ foit égale 4
k 6. Et foient auffi mendes les
lignes fc& g ¢ : je dis premiere.
mentque £ eftant perpendicu-
laired £4 , comme le point 4, qui Z ]
eft commun A Pune & 3 Paucre
eft également diftant de £ & de
c. Donc £ feftégalea fr, & & ga
¢¢. Orparla maxime d’ Archime- 1%
deLiv.L&f ceft plus courteques €
gc Donc £ £, quieft ]amoitié de kfceft plus courte que #

8, quieftlamoitic dekgc. Ce qu'il falloit demonfirer.
OROLLAIRE,

IL eft vifible que cen’eft que la méme chofe £ Pondit x;
que de toutes les obliques qui feront mendes au méme
point d’une méme ligne de di-
vers points d’unc perpendiculai.
red cetteligne prisdu méme c6-
te, celles qui font menées des
points plus proches de la ligne
outombe I'oblique font les plus
courtes,

Car il ne faudra alors que tirer
d'autres lignes des mémes points
de cette perpendiculaire versun
méme point de autre coré de
laligne qui coupe cetre perpen-
diculaire également diftant de E
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cette perpendiculaire. Si je veux montrer par exemple
que la ligne £ £ eft plus longue que¢f, je n'ay qu'a pren-
dre le pointcautant diftancde 4, que feft avfli diftantde
b, & tirer les lignes k e &ce, & faire enfuite la demon-
{kration precedente.

AVERTISSEMENT.

C’est la méme chofe pour juger de la gmﬂdear de dems
lignes obliques de les confiderer comme menées du méme point
fur une méme ligne , ou comme menées
de deux points differens [ur la méme Ii-
gne , ou denx differentes lignes , powr.-
ven que Lon [uppofe que chaque poing
¢/t éqalement diffant de la ligne a la® x
quelle onmene Loblique. Car il ¢ff vi- _
fible-qu'il 'y a que cetic diffance qui'y faffe quelijue chofe.

71 efvray qu'il faut [uppofer pour cela que fi l'on & d'une
part lalignex , @~ de Lantrela ligne z., N
& qu'on éleve dun point de chacune i
commede b ¢~ d'm | une perpendiculai-
7e, @~ que dans chague perpendiculaire

on prenne un point comme € ¢, qul Z 7 B
[oit de part € d autre également diffant

du point de la [eflion b ¢rm 5 & qu’on prenne aulfi dans cha-
que coupée X @2 un point comme £ & p , % lement diffant de

part ¢ dautre dumeme point de I fettion
cf e np fon cgales,

Maisla verité de cette [uppofition eff naturcllement connué,
o /z‘ on la peut contefler de paroles , comme les Pyrrfmzims'
ont fait voir qu'il w'y a rien gu'on ne puiffe contefter en cette
manicre , il eff certain an moins gu'ileff impolfible a tout efprit
raifonnable d'en avoir interienrement le moindre donte | t€
gui eff la plus grande certitude qu’on doive defirer dans les
feiences. .

Neanmoins fi on en vent effre convaincn par une prewveé
grolliere € materielle , on pent (e fervir de celle dont E uchide
prowve que deunx anglescffant éganx , ¢ ayant les coffes ¢gaus

@ m, les obliques
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aux coffez, labaze eft égale a la baze 5 qui op gu'il fait metire
ces angles an deffus Lautre | en forte gue les extrémitez_des
eoftex [e trouvent enfemble 5 d'od il conclud gue les bazes font
anffi couchées Luwe fur Pautre, ce gu'on appelle en Zatin
CONGIUCIC, ¢ par confequent égaies, Car onpeut de méme
icy S imaginer que laligne z ¢f conchée fur la ligne x | en  forte

ue le point M eff immediatement fur le pointb , & la per-
pendiculaire [ur lz perpendicnlaire : D’osil arvivera neceffai.
rement gue ie point 0 fera far le point C , ¢ le point p fur le
point £, & qu ainfi les oblignesnp @ f feront couchéés Pune
fur Pantre , & ainfs enticrement egales.

Y oila ce qui pent [atisfaire cenx qui aiment mieax [e fervir
dans la_connoiffance des chofes de lenr imagination que de lewr
intelligence = ce que fe tromve fort manvais | parce que Lefprit
[ rend par [a incapable de bien comprendre les chofes [piri-
tuelles , s’ acconffumant i nevecevoir pour vray que ce gu'il peut
concevoir pardes fantimes e des images corporelles : au liew
qu'tl y a beauconp de chofes gue nous [eavons ‘tres cértaine.
ment [ans que nors les puiffions concevoir par | imagination ,
comme gquand je dis: e penfe , donc jefuis | nul fanibme on

image corporelle neme pewt [ervir 2 me fuire concevoir ceque
jentends par ces mots ; je penfe , je fuis,

EcaLiTE DANs rEs Licnes OBLIQM ES.

Cer1E feulepropofition avec fon corollaire & Paz  xivir
vertiffement nous donne moyen de prouver facilement
plufieurs theoremes touchant les lignes obliques, Et voicy
premierement ceux de I’égalicé.

L THEOREME.

" Des trois lignesque nonisavons dit fe devoir confide. xpyin,
rerdans leslignes obliques ; la perpendiculaire ,"¢loigne.
ment du perpendicule, & Poblique méme ; deux ne peu.
venteftre €gales que la troifiéme ne le foit aufli, Ainfi
I. §ilya egalieé dans la perpendiculaire & dans Pe.
loignement ‘du ' perpéndicitle ; les lignes obliques {on

égales.
S ijj
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Soient du point 2 de la ligne ,
k& , qui coupe perpendiculai.
rement laligne g en 4, menées
les deux obliques £m & kn,
la perpendiculaire eftant la
méme , & par confequent €ga-
lea foy méme. Si b, quielt Z—F—% 3
Péloignement du perpendica-
le de oblique &meft égal & bn, quielt I’éloignement du

erpendicule de l'oblique k75 & m & k nferont cgales, Car
E:s pointsm & # ne peuvent eftre ¢galement diftansde &,
Pun des points de la perpendiculaire & &, qu'ils ne foient
aufli égsﬁement diftans de tout autre point de cette per-
endiculaire , & par confequent dek. Donckm eft égale

a.té U

1. CorROLLAIRE.

On ne peut mener d’un point 2 une ligne que deunx li-
nes égales. Caronn’en peut mener qu'une feule perpen-
diculaire, Et pour lesobliques, elles ne peuvent eftre €ga-
les que les deux points ol elles coupent €etre ligne ne

foient également diftans du point ot tombe la perpendi-
culaire. Orilne peutyavoir que deux points, 'un d'un
cofté & Tautre de Pautre , qui foient également diftans de
ce point. Car tontautre en fera, ou p%us proche ou plus
éloigne, comme il eft évident. Donc, &c. j

II. COROLLAIRE.

Tleftimpoffible qu'un mefme point foit également di-
ftant de trois points d’une ligne droite.
Ceeft la mefme chofe quela precedente differemment

énoncée.
]I, THEOREME.

S'1L y a égalité dans la perpendiculaire & dans I'obli-
que,ilya égalité dans I'éloignement du perpendicule.
Soit fait comme devant. Si kmeft égale 2 kn, b mfera
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égaled 4 z. Car {i m eftoir plus cloignée de s que n'eftz,
Poblique £ = feroit plus €loignée de la perpendiculaire,
8 par confequent plus longue par la propofition princi-
pale.

I1L. THE.O_REME.

S'1L y aégalie¢ dans l'oblique & dans I'éloignement L 1=
du perpendicule , il y ena dans
la perpendiculaire.

éar fi Ia perpendiculaire de
Yune eftoit plus grande que la
perpendiculaire de l’autre, c’eft
comme fi des deux obliques
qui feterminent en 7 & 7 l'une 5,
defcendoitdu point £ de la per- B
pendiculaire k4, & l'autre du point ¢ plus bas que £ de
cette mefme perpendiculaire £4 , deforte que'une feroit
km, & lautre ¢ n. "

Or i cela eftoit , o2 feroir plus petite que £, par 44.
& 45. fup. cequieft contre I'hypothefe.

I V. THEOREME.

%lmqn iln'y a £galité donnée que dans Pune de ces
trois lignes, voicy ce qui eft des deux autres.

1.8l ny a égalité que dans la perpendiculaire , le plus
grand €loignement du perpendicule donne la plus grande
oblique , &1a plus grande oblique donne le plus grand
cloignement du perpendicule. Ceft ce qui a efté prouvé
dans la propofition principale.

V. THEOREME.

2. §'t 0’y a égalité que dans I’¢loignement du perpen-
dicule, la plus grande perpendiculaire donnela plus gran-
‘deoblique, & la plusgrande oblique la plus grande per-
pendiculaire ; & alorsla plus grande oblique eft la- moins
oblique, _

Il ya deux parties dont la premiere a efté prouvée par
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le corollaire de la propofition fondamentale ; & pout
I'autre , elle en eft une {uite €vi- k E
dente. Car fi deux obliques fe '
terminent au mefine point d’une

C

ligne comme £ m , & qu'elles
foient menées de deux points
differens dela mefme perpendi- :
n

«culaire, comme de k& de ¢, il m /

eft clair que e eft plus couchée

furm b que k m, Or Ceft la mefme chofe, fiayant priszau-

tant diftant de 4'Queleltmontirecn au licu de ¢7z.
VI THRoREME.

S'1L 'y a égalité que dans la longueur des obliques, le
plus grand ¢loignement du perpendicule donnera une
moindre perpendiculaire, & une mexpuro perperpendi=
«culaire donnera un plus grand €loi- %

gnement du perpcndicuie. .Cela. c

eft clair par les theoremes prece- A\

dens.
Car foit la perpendicu!aire b bm. .

{urla lignemn , fi on tire I'oblique =
£m, & qu’on prenne un autre point
plus prés ded, comme# , il eft vi-
fible que ¢z feroit plus courte que %
¢m par le 4° Theoreme , & par 3

«confequent afinqu’on mene 4 7 de
quelque point dela litgne k b une
oblique égaled ¢m, il faudra lati-

rer d’un point plus cloigné de b que T
reft c,commede &. '

AVERTISSEMENT,

Je ne dis riende la diverfe obliquité gu'a la méme ligne [ar
les deux lignes qui pewvent eftre reciproquement conftderees
comme [ perpendiculaire & [on éloignement du perpendicule,,
comme X b fur b ¢ @ furx c: car cela eff trop facile a juger
par ce qui eff dit.

VII. TaEo-
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VIL TurEoRrEME.

Lors que deux lignes obliques font mendes dun mefme
oint fur une mémeligne, la diftance des deux poinrs de

E&ion eft égale 4 la diftance du perpendicule |, de I’'une
lus ou moins la diftance du

perpendicule de Pautre, Plus,

files lignes font inclinges de

different cofte ; moins fi elles

font inclinées du mefme cofté,

Soient menées dy point £ fur
la ligne £ les deux obliques &

m& kn, inclinées de different ETRE O ST
coté, & une autre comme kp, :

inclinde du mefme cofté que & m; il'eft vifible que Ia per-
pendiculaire £ 4 {e trouvera entre & m & £ #, mais au del3
dekm& dekp: & ainfi Ia diftance entre les pointsde la
fection m & n fera €gal 4 I’éloignement du perpendicule
dekm ,quieltm 4 PlusPéloignement du perpendicule de
kn, quieft 4 »,

Mais {i on confidere ks, & £ p, inclinée du mefine c5-
té, il eft vifible quela diftance d’m & p, pointsde la fection
de ces deux obliques, eft moindre que I’éloignement dy
perpendicule de 4z, quicltmédela longueurdep s, qui
cft I’¢loignement du perpendicule de I'autre oblique 2

VIIL Tarorewm E.

Deux lignes obliques inégalesentrelles & inclindes de
different cofté eftant mencées du mefme point fur la mef.
me ligne: & deux autres obliques, dont chacune eft egale
4 chacune des deux premieres, eftantauffi menées d’un au.
tre point fur une mefme li‘%ne, & vy eftant auffi inclindes

.

de differentcofté, fi Ia diftance des points de fedion des
deux premieres obliques eft égale 4 ]a diftance des points
de fection des deux dernieres | les deux points dont elles
ontmences fonit également diftans de la ligne 4 laquelle
clles font mendes. '

¥ &

XLvII,
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Soient fur la ligne x menées du point £ les deux obli-
queskb & kd, & du fpoim: b deux autres obliques 4 p &
b ¢, enforte que kb foit égaleahp, & kdAhg, & que
les points b & d foientautant diftans que le font p& g5 Je
dis que les points & & 5 fon également diftans de la ligne
xyou,ce quieftla mefme chofe , que les perpendicnlaires
endes de ces deux points font égales. _
Car la diftance des points & & dne peut eftre égaled a
diftance des points p & ¢
que les ¢loignemens du per- X k
pendicule de kb & kdpns
enfemble , ne foient égaux d
ceuxdehp &b g pris enfem- : |
ble : ce quine feroit pas G E* % d P 7
eftoit plus-¢loigne de x que
b. Car alors k4 eftant égal a b p auroit {fon éloignement’
du (perpendicule plus petit quene Pauroit 4 g, puis quelle
defcendroit d’un point plus éloigné que ne defcend b p,.
(par 44. [up. ) de méme kd auroit fon éloignement du:
perpendicule plus petit queh g;Erainfi les deux éloigne-.

inens du perpendicule de &5 & de £ d pris enfemble fe-
roient plus petits que CEuX de hp & b g;pris enfemble.
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DES LIGNES PARALLELES.

%o PRES awoir parlé des lignes droitses qui

W [e rencontrent , foit perpendiculairement,

.. i{e Joit obliguement , on peut confiderer daus

(3 les lignes une autre proprieté tante op-

; &b pofee, qui eff de ne fe rencontrer jamais,

3 ’(“ 7 (@ ¢~ d'efire totijours égaimmt diffantes

S SWESEEN N ['une de I'aictre ¢ c'eff ce gu'on appelle
des lignes paralleles.

DEUX NOTIONS DES LIGNES PARALLELES,

L’sne NEGATIVE ET ’AuTrRE POSITIVE.

Maais ces lignes peuvent eftre confiderées felon deux
notions diff:rentes ; I'une negative & I'autre pofitive,
Lanegativeeft de ne fe rencontrer jamais, quoy que
prolengees a I'infiny.
La pofitive, d'eftre rofijours également diftantes 'une
Ty
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de l'autre , ce quiconfifteen ce que tousles points de cha.

cune font c’%:‘ieémcnt diftans de 'autre ; C’eft 4 dire queles
perpendiculaires de chacun des points d’une ligne 4 Pau.
tre ligne , font égales. Et il e bien clair que la notion
negative eft une fuite neceffaire de la pofitive, ne {e pou-
vant pas faire que deux lignes {e rencontrent i elles de-
meurent tofjours également diftantes 'one de Pautre,

Cleft pourquoy c'eftavoir tout fait que d’avoir trouvé
des marques certaines par lefquelles on puiffe reconnoi.
rre que deux lignes {ont paralleles felon la notion pofitive,
ceft 4 dire quelles foient tellement difpofées , que les
points de chacune foient également diftans de l'autre, ce
qui fuppofe totjours qu'elles foient prolongges autant
qu'il eft neceflaire, afin.que des points de Fune on puifle
tirer des perpendiculaires fur Pautre.

C’eft ce que nous trouverons facilement apres avoir
€tably quelques Lemmes.

AVERTISSEMENT
POUR LES LEMMES SUIVANS.

Lors gue dans les Lemmes [uivans je compare diverfes
lignes qui coupent les deux mémes , je [uppofe toujours deux
choffes.

Z'une., que ces coupées , dont Pune fera toijours nommée X
&~ Pantrez ,on ne [e joignent point , on [e joignent fimple-
ment fans [e traverfer:Ceff & dire qu'onles confrdere todjonrs
commie n’ ayant point changé de cofté au regard Lune de Paupre.

L'autre, que ces compantes foient enfermécs entre les con-
pées, @~ ceff aulli ce que j'entens dans tout ce Livie guand
je parle des lignes entre-paralieles,

: I LEMME.

Q;_mn Jes deux lignes x & z font coupées par &¢,, per-

pendiculaire fur x, & oblique fur z, b=
1l arrive trois chofes.

1..Que toutes les antres lignesme-
nées de g perpendiculairement fur x, K x
{ont obliques fur z.

J-QE":R‘” fontinclinées fur 5 du méme cofté que¢é
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Teft auffi fur z, lequel cofté jappelleray &,

3. Que les perpendiculaires fur £ font obliques fur
& inclinces fur x du méme cbté que ¢ S1eft fur Z, ceftd
dire vers R.

Lesdeux premieres parties {e prouvent enfemble & la
la preuve de ces deux premieres emporte celle de la .

PREUVE DES DEUX PREMIERES PARTIES.

Soient prisdeux pointsenlaligne ¢, £ & paux deux coftez
des,d’ou foient menéesfg & p 4 J =
perpendiculairement fur Fa ligne » b
% , il faut prouver quelles feront ,"/
obliques {ur z, & inclinées vers £, K

Soit tirée de cune perpendiculai- gAo s gun B
re fur z , elle fera vers £ , & non
pas vers p , par V. 4o0. Et ainfi le R /

oint ol cetee perpendiculaire om.
Eera. fur £ fera \
ou le méme point que £ K \/
ouau deld de £ £
ouentre £& 4.

1. Cas. Sic’eft le méme point que fi¢feftant perpendicu.
lairefur laligne £, g f feraoblique fyy %, &inclinée vers &,

2. Cas. Sice pomnteft audela '
de f,-comme en ¢ d , alors ¢4
coupera f g. Que ce foit en .
Donc « d eftant perpendiculai-
re fur z , 2 £( qui eft la méme
¢hofe que ¢ /) feraoblique fur
%, inclinée vers z d , & par con.
lequent vers 4.

3.Cas. Sid eft entre £ & 1 7 d
é,dedmenant d 4 perpen-
diculaire furx, &deb, bl /
perpendiculaire furg;fisd ~ k
fe termine ouaf, oun au de- . z A

x

b

———

5 de £, on prouvera de Ia
Mm€me forre que dans le premier & dans le fecond Cas,
T iij :
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feft oblique fur z, & inclinée vers k.

Etfi b4 n'alloit pas jufquesaf, on tireroit encore d’Z,
| m perpendiculaire fur x, & d'm une 1P£l_'PEIl_dlCl.llaire fur
2, jufques & ce quil y enaitune quiic terming 4 £,0uay
deld ' _

On prouve de laméme forte que 42 eft oblique fur g,
& inclinée vers & , excepté quon § Z
élevera de 4 une perpendiculaire I3
fur laligne £, qui coupera la igne
x,audeladec, par V.41 X
Etainfi tomberaou ig. !
ou au deld de 4. ¢ 9

ou entre ¢ & 4.

Ainfi en Pune ou Fautre de ces trois manieres , on prov.
vera que p ¢ eft oblique& inclin ée vers £, comme on I
prouve de fg.

PREUVE DE LA TROISIEME PARTIE.

Elle eft comprife dans Ja preuve des deux premieres,
eftant clair que toutes les lignes qui ont efté perpendi.
culaires fur £, ont efté obliques fur x, & inclinees yers &

II. LEMME.

St les lignes x & g font coupées par ¢ , perpendict-
laire fur x , & oblique fur z , & %
inclinée vers &, toutes les lignes
menées des points de z, perpen-
diculairement fur x , {eront in¢-
gales , & les plus courtes feront x
celles qui feront vers &, celt a™
dire vers le cofté ou la ligne bc
eft inclinée. ' :

il fuffira de prouver que b ceftant plus versk que p 4,
fera neceflairement plus courte que p 4. :

Soit menée de 4, une perpendiculaire fur g, le point ov
cette perpendiculaire tombera,, fera
ou le méme point que é‘
ou au deld du point &,
ouentre s & p.

—-X

F.- "N

™ D e e s e

Ll

il el - - T
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1. Cas. Siccft le méme point que 4, & ¢ eftant perpen-
diculaire fur x, & # g oblique , & ce}'cra plus coutre que 4 g
Or par la méme raifong 4 eftant t -z,
?chendiculairc {ur z, &p gobli- : .
que, 7 & clt plus courte queg p.

Doncfié ¢ eft plus courte que

b, &4 b plus courte que p 7 ,
zcdo.ir eftre plus courte quep g ,
Ce qu'il fal'oit demonftrer.

2. Cas. Sice pointeftau deld:
deé,commeeng 4, en tirant
gb,q bleraoblique ,mais plus
proche de la perpendiculaire
gd,que p g, & par confequent
plus courte quep g. Or b eft

lus courte queq 6. Donc 4¢
elt & plus forre raifon plus
courte que p 4. Ce qu’il fal-
loit demonftrer.

3. Cas. Si d fe trouve
entreb & p,de 4 on tirera
d f perpendiculaire furx,

& d’f, f ¢, perpendiculai-

re fur z, & ¢ fe trouvant

ou au point 4, onaa deld

du point 4 , on prouvera :
comme dans le premier & -

le fecond cas une b ¢ eft ey
plus courte que 4 £, laquelle par le premier cas eft plus'
courte que p ¢, & parconfequent & ¢eft plus courte que

? 4. Ce qu'il falloit demonttrer.

Que fifg n’alloit pas julques & 4, on tireroit d’autres -
perpendiculaires fur « ,-& puisfur g, jufques a ce quiily
en cuft une qui allaft jufquesd 4, ou au deld.

Donc de tous les points de z les perpendiculaires fur x
font inégales, & par confequent tous les points de % font:
inégalement diftans de x, lors qu'une méme ligne efé per-
pendiculaire fur x, & oblique fur &

2
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COROLLAIRE.

C’eft vifiblement la méme chofe de routes les lignes per
pendiculaires 4 5, & obliques fur x, comparces enfemble,
III. LE M ME

En comparant une perpendiculaire fur x , & oblique
fur 2, avec une perpendiculaire fur £ & oblique fur x: fi
ellesne fe croifent point, maisqu'elle {oient toutes fe
rees, elles font neceflairementinégales , & la plus courte
eft celle qui eft plusversle cofté vers lequel el?es fontin-
clinées.

{.
~ Soit fg perpendiculaire for z, [ /f/

& oblique fur x, & p ¢4 perpendi- o
culaire fur x ; & obliquefur z, & ,/'/\' :

que leur inclination foit vers &; K A A
jedis quefg,quieftplus versk =™ g 4 ¥
et la plus courte. '

Carenélevantde ¢ , ¢ 4 perpendiculaire fur x, & obli-
quefir z, par le Lemme precedent g 4 fera plus courte
que p 4:or gf eftant perpendiculaire fur £ , elle eft plus
courte que g 4, quieft oblique fur la méme £, & par con-
fequent £ geft plus courte que p 4.

IV. LEMME.

D pu x lignes enfermées ne fe croifant point, ne fgau.
roienteftre égales, & eftre chacune perpendiculaire fur
quelqu’une des enfermantes , qu'clles ne le foient fur tou-
tes les deux,

Car filuneeftoit perpendiculairefurx, & oblique fut
% ,elle feroit inégaled 'autre , ou par lefecond Lemme, fi
Pautre eftoitauffi perpendiculaire fur x y ou parle troifié-
me , fi I'autre eftoit perpendiculaire fur £, Il faur donc
pour eftre égalesqu'elles foient perpendiculaires fur 'une
& fur’autre desenfermantes.
V. LEmMME

Stune ligne enfermée eft perpen-
diculaire 4 'une & 4 I'autre des ea- #
fermantes , toutesles lignes menées
de quelque pointque ce {oitd’une
enfermante perpendiculairement x
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fur l'autre,, feront égalesd cette enfermde , & par confe.
uent entr’elles,

Soité fenfermée entre les lignes z& x, & perpendicu-
laire 4 I'une & 4 Fautre : & de. point quelconque de £ foit
mence cg perpendiculaire fur « : 4 £& , g feront égales
fion ne peut rien retrancher de f, nyy rien ajotiter, que
bf & ¢ gne foient inégales, Or cela eit ainf;.
= Car fidep ,point quelconque au deflous de 3 danséf,
on tire p ¢, cetteligne p c cou pera obliquement 4 £, puif
que par ’hypothefe c4( partie deg) coupe perpendicu-
lairement 4 £, & que d’'un méme point on ne peut tirer
qu'une feule perpendiculaire 4 la méme ligne,

# Donc parle fecond Lemme pf(cefta dire 4 fretran-
chée de quelque chofe) & ¢ g fontinégales,

Ce ferala méme chofe fion alongeoit 4 fde quoy que ce
fuft, Carfi du point pau deflus de 5 , & feftant prolongée,
en tiroith ¢, cette ligne par la mefine raifon couperoit
obliquement 4 £ proﬁan gee.

Done parlefecond Lemme4 prolongée feroit encore
inégale a ¢ g,

Donc on ne fcauroit rien retrancher de 4 f, 0y yrien
sjoliter, que 4 £& ¢ ¢ ne foient incgales,

Donc elles font égales,

VI. LEmume,

St une ligneeft perpendiculaire 4 deux lignes , toutes
leslignes perpendiculaires 4 Pune de ces lignesferont per.
pendiculaires 4 routes les deux.

Carsily en avoit une feule qui fac perpendiculaire fur
I'une & obliquefur Fautre, il senfuivroi par le premier
Lemme que’ toutes les autres lignes perpendiculaires 4
F'une de ces deux lignes feroient obliques fur I'autre,

Donc ¢’il y enaune feule qui foit perpendiculaire 4 tou-
tes les deux , il faudra neceflairement que toutes celles
qui font perpendiculaires 4 Pune des deux enfermantes
¢ foient 4 toutes les deux , & par confequent quelles
foient toutes égales par le precedent Lemme,

v
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VIL LEMME.

Drux lignesne fe traverfant point, tous les points de
chacune font également diftans de l'autre , ou tous ine-
galement diftans, Car menansdun
point de g, 4 ¢, perpen diculaire fur
x5 {i bc eft auffi perpendiculaire
furz,de quelque point dez quion ¥
mene des perpendiculaires fur x,
elles feront égalesabeparle ¢ Lemme ; & c€ fera la mé-
me chofe dequelque puint d’x qu'onmene des perpendi-
culaires fur z.

we fi au contraire 4 ¢ eft oblique fur g, routes les per-
pendiculaires des points de  fur x feront in¢gales, & par
confequent tous les points de g inégalement diftans d'x.
Eril en fera de mefme des perpendiculaires fur g, mences
des points d’x, qui par la mefme raifon feront toutes inc-
gales entr’elles. Et par confequent auffi tous lespoints d'x
feront inégalement diftans de z- _

Mais remarquez que je ne dis pas qu'un point d’x ne
puiffe eftre auffi diftantde z qu'un pornt de z eft diftant
d’x , mais feulement que tous les points d’x font incga-
lement diftans dez, & tous les points de = ine¢galement

diftans d’x.

[

VIII. LemME.

S1 deux lignes menees d'on
mefime point font inclinées
Pune fur ’autre tousles points
de chacune font inégalement
dift :ns de I'autre, & les plus
courtes perpendiculaires des
points de chacune fur autre ¥
feront celles qui font les plus
proches du point de la fection.

Car on ne peut tirer d’un point de g une perpendicu-
lairefur x, qu'elle ne foit oblique fur z, parV.37.Dont
tout le refte fuit par le fecond Lemme.
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TROIS PROPOSITIONS FONDAMENTALES
DES PARALLELES.

Ces Lemmes donnent trois margues certaines penr recon-
noifire [ deux lignes font paralleles felon la motion pofitive
Ceff & dive [t tous les points de chacune font également diflans
de Lautre 5 ce qui fera les trois Propofitions [uivantes,

l. ProrosiTIiON.
ye ! - .
r §1 deux lignes font coupees par une ligne perpendicu-
8 P

laire 4 'une , & 4 l'autre tousles points de chacune font
£galement diftans de 'autre, & par confequent elles font

paralleles. 5. & 6° Lemmes.

II. ProrosiTION.

St deux points d’une ligne font également diftansd’une  x 1v.
autre ligne, tous les points de chacune font également
diftans de l'autre , & par c011fequcnt elles font Para]leles.

4. & 5¢ Lemmes.

Soient 4 & ¢ deux points de la £ o

ligne g également diftans de la J

Z

lignex ;6 f & ¢ g perpendiculai-
res fur x feront égales, o

Donc elles feront aufli perpen- L
diculaires fur g, par le 4° Lemme.

Donc toutes les autres lignes menées des points de z.
perpendiculairement {ur x, feront aufli perpendiculaires
fur z, & €gales dces deux-1d ( par le 6°Lemme. )Et ilen
fera de mefme de celles qu'on menerades points d’x per-

pendiculairement fur z.
I1L. ProrosiTION

Deux lignes ne fe croifant point & eftant enfermees
entre deux lignes, ne fgauroient eftre égales & eftre per-
}Jendiculaires ,Pune fur une des enfermantes & 'autre fur

‘autre , qu'elles ne le foient chacune {ur toutes les deux

{ parle 4° Lemme ) & que par confequent ces lignes en-
Vi
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fermantes ne foient paralleles ( parle 6¢ Lemme. )
I. COROLLAIRE.

Toures les perpendiculaires entre deux parallelesfent-
égales : car c'eft cela mefme qui lesrend paralleles..

1I. CoROLLAIRE.

Les obliques entre paralleles font plus longues que les
erpendiculaires. Car chaque obliqueeft pluslongue que
}E,a pergeudiculaire ,. & toutes les: perpcndiculaires font
égales.
PROBLEME.

MzNER parun pointdonné une parallele uneligne
donnée.

Soit laligne donnée x, & le point donné 4, on peuten

diverfes manieresmener par le point 4 une paralleled x.

PREMIERE MANIERE.

Du point4 mener fur x la per- £
pendiculaire 5 £, & mener paré:
une perpendiculairefur £, com-
me peureftre mb , elle fera paral-
lele 4 x ( parla 1™ propofition. )

4
'

SEcoNpDE MANIERE.

Ayant men€ de 4 fur x la per- 1
pendiculaire & £, en €lever une
autre d’un- autre point quelcon-

ue d’x, commeg ¢, la prenant :
egaled b f, & joignantles points 4 4
¢& b. ¢ b.fera paralleled x , par la. 2* propofition.

TrOrSIEME MANIERE PLUS COURTE
ET PLUS EFACILE.

Du point b tirerfur xune oblique quelconque , comme
bd. Du centre 4, intervale é d,d’écrire 'arc 4 & , qui cou-
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pe x en £ Puis du centre 4, intervale 4 4 , décrire une
ortion de circonference dans

aquelle on puifle prendre Iarc 6|
de,€gald larcé k5 lalignecs Ly
fera parallelead &, C’eft 3 dire X
2%
Carles deux arcs bk & d £y d
eftant €gaux & de cercles €gaux, les cordes de ces arcs
feront €gales,

Deplusé ¢, & 4 &, font éga[es-auﬁi s parce que ce fonv
rayons de cercles €gaux,

Donc d 4, eftant égale 4 clle méme , les trois lignes
d'une part dé,d ¢, e, & les-trois de I'autse bd,bk,dk
font ¢gales chacune 4 chacune, _

Donc le point d eft autant cloigné de la ligné ¢4, que
le point 4, de laligne 4 4 s par V.57.

Deone les perpendiculaires.de 4 furcb, & de é fur 4 2 5
font egales. _

Donc¢é &d}font paralleles par Ia 3¢ propofition,

I. THEOREME.

Deux lignes ne fgauroient eftre paralleles a une troifié- x1x
me,.qu'elles ne le foient entr’elles.-

Si x & z font chacune parallele ..
ay, elles lefontentr’elles. Car foit
clevé d’un point d’x une perpen. jy—
dicvlaire qui coupe y & z', elle
coupera perpendiculairement
parce que x& y font paralleles. Et eftant perpendiculaire
fury, elle lefera aufl furz, parce qu’y & z font paralleles.

Donc x & z auront une méme perpendiculaire, Donc
elles feront paralleles.

CoroLLATRE.

O ne {cauroit- faire pafler par le mefme point deux
differentes lignes qui foient paralleles 4 une mefme, Car

faudrost par Je Theoreme precedent quelles fuffent pa-
sulleles en te'elles, ce qui eftabfurde, puis qu'elles auroient:

Vi
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un point commun , & quiil eft de Veflence des paralleles
de ne fe rencontrer jamais.

II. THEEOREME.

L es ¢galement inclinées entre les mefimes paralleles
font égales , & les égales font également inclinces.

Soicnt les paralleles x & y- b
Soient €galement inclinees :
entre ces paralleles6f 8¢ g. :

Soient menées deb & dec¢ EES TP

perpendiCulairES bp &ecq;

ces pcrpendiculaires font égales. Donc afinqued f &g
{oient également inclinées , ilfaut que les €loignemens du
perpendicule f7 &2 ¢ foient égaux; or cela eftant , les
obliques font égales par V. 48.

Et par lame{me raifon les obliques4£& ¢ g eftant éga-
les , & les perpendiculairesbp & ¢ g égales auffi, les ¢loi-
gnemens du perpendiculefp &g 7 {eront €gaux. Donc
ces obliques €gales feront é¢galement inclinées.

111I. THEOREME.

Les plus inclinées entre les mefmes Paralle]es font les
plus longues , & les plus longues fone les plus inclinges ;
cela fe prouve dela mefme forte par V. 54.

I1V. THEOREME,

Lors que deux perpendiculaires ou deux obliques €ga-
lement inclinées du mefme c6-

té coupent des paralle les, le b

portions de ces paralleles com-

prifes entre ces lignes font ¢ :
Jf"

.gales.

% %

£
.3
1. Cela eft clair pour les perpendiculuires. Carbc &f¢

font chacune perpendiculaire aux deux s f&cg, & par
confequent €gales par le cin?uiéme Lemme.

2. Si ces deux coupantes font également obliques du
mefme cofté, comme & d & ck;jedis queb ¢ & dkfe
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grouverontaufli eftre égales:

_ £ e - :
cartirant les perpendiculai- :
resé f& €g, par le premier \
as b celt érale ifoa '= f
COrdfeﬁ:ggaie:i,ég,par. - & kX /S d
ce que ces obliques {ont fuppofées également inclinées.
Donc ajotitant f £ a l'une & 4 Pautre, 4 4 fera égalea
fg. Doncdkeftcgale a4c, qui eft égale dfg Etil
n'importe que les lignes fuls . b ¢
fent fi proches que les éloi-
gncmens du perpendicule en.
treroient  'un dans Pautre y
comme en cette figure.
Car be= fg.
df= kg.
Donc oftant £ fde l'un & de I'autre ,.
d k= f g & parconfequent 4 4 ¢.

—

IX7rg

V. THEOREME.

Les obliques également inclindes du méfine cofté en- xxiv,
tre paralleles  font paralleles 1
elles mefmes. % L
Soit comme devant b 4 & v, /
¥ c¢galement inclinées en- g
(X €g
tre les paralleles x & y. Soit y
mence 'oblique 4 £. d K
bd= k¢ ParI’'Hypothefe & le 2 Theoreme.,
d k= cb.Par le Theoreme precedent,
bk = kb.Cefta dire 4 foy-mefme.
DoncparV. s7. les perpendiculaires de £ fur 4 4 & de
bur cfont égales, Donc leslignes 6 d & ¢ kfont paralle-
lesparys. S. :

VI. THEOREME.

Les inégales entre paralleles | quoy qu’inclinées du
mefme cofté ne peuvent eftre paralleles y non plus que les
cgales qui font inclinées de divers coftez, Car
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1. Suppofons queé d & ¢ 4 entre les paralleles)x & 4
foient inégales. Soit tiré de ¢, 1 ;
ckégalea b d, & inclinée du '-
mefme cofté que 4 4 ; par le
Theoréme lprecedenr. bd& ck
font paralleles. Donc 4 d& ¢ h
ne peuvent pas eftre paralleles,
parzo. S. '

2. On prouvera de la mefme

forte que 4 d & ¢ g eftant éga- /

les , mais inclinées de divers
coftez, ne fcauroient eftre pa-
ralleles , parce que ¢ & égale k
aufli 4 4 4, mais inclinée du
méme coté luy eft paralleles.
VIIL THEOREME. )
QuaTre lignes ne fejoignant qu'aux extrémitez, fi les
oppofces font égales elles font paralleles.

Soient les quatre lignes b¢,dk,bd , ck;
ayant tiré Poblique 4 % |

d k=i b¢. Par'Hypothefe. b
bd= ¢k.Par la mefme Hypothefe. :
br= ké. Celtd dire égale 2 foy- ;

mefme. ' k

Donc par V. 57.les perpendiculairesde 4 fur d% , & de

kfur b ¢, font égales. Donc & ¢ & d k. font parallelles par
15. S. |

VIII. THEOREME.

QuATRE lignes ne fe joignant qu'aux extrémitez, f
les oppofées font paralleles elles font égales.

Soit fait commeauparavant,é ¢ & d £ font paralleles.
Donc 4 d & ¢ k qui font entre ces paralleles ne {gauroient
eftre elles mefmes paralleles qu'elles ne foient egales &
inclinées dumefme cofte parle fixiéme Thereme. Donc
elles font égales, &c.

Mais eftant égales & inclinées du mefme ceofté, les

portions
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ortionsdes paralleles qui font comprifes entre ces lignes
font égales par le 4* Theoreme, Doncé ¢ & d £ font éga-
les. IX. THEOREME.
uATRE lignes ne fe joignant qu’aux extrémitez , i xxvrIr
deux des oppofces font paralleles & égales , les deux au-
tres oppoices fontaufly paralleles & €gales.

Si ¢ & dk font paralleles & 5 7
égales; donc les perpendicu- /- Y—C
laires & £ & £ g font égales, & ; /
bgegale afk,23. fup. / L/

Doncd f €gale & g ¢.119. J f X
Donc b d & f ¢ font égales,
par V. 48.

Ec paralleies par 14. fup.
THEOREME.

Les lignes qui enferment des paralleles €gales , font xxix;

paralleles elles mémes. On le prouve de la méme forte.

COROLLAIRE.

Les lignes quienferment des paralleles inégales ne XXX,
'.fganroienl: eftre paralleles,

Car files paralleles & ¢ & g, Z S Z
enferméesentre x &z , eftoient K
incgales prenant g £ égale a4 ¢, /
laligne 4 £ par le Theoreme pre-
cedent eft parallele 4 . Doncx ¢ j’
Weit pas paralleled z, par 19. fup.

XI. THEOREME.

Qua ND une li‘gne en coupe deux obliquement, & x xx1I.
qu'elle eft inclinée fur.chacune du méme cofte, routesles
Parallelesd cetre coupante enfermées entre ces deux mé-

mes lignes font inégales : & les plus courtes font celles

quifont vers le cofté ,vers lequel cette premiere coupan-

te eftoit inclinde.

. Soitx &z, coupées Fune & I'autre obliquement par 4 ¢,
inclinéevers £ ; je dis que fg&pq, Parallelc&i;'.c, &en-
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fermées aufli entre x & %, fe- g
ront inégales: & fg plus proche: f )
de % fera la plus courte , & p 4 ;u-"f'"
la plus longue, Car foit menee
zn, Ferpendiculaire furlestrois
paralleles , & x # de m&me per-
pendiculaire fur toutes les trois,,
par le 8" Lemme , £ i eft plus
courte que b m, & bm,quepn ;& de mémer g pluscour
te que /¢, & /cquezgq.

Orpar 23. fap. i r, m 1, & nt font égales.

Donc ( par L a1 ) f g eft plus courte que s ¢; &b eque
? 4. Cequ’il falloit demontftrer.

. COROLLAIRE.

xxIt. I senfuit deld, r. Que deux lignes coupées par une
ligne qui coupe toutes les deux obliquement , & qui eft
inclinée fur chacune du méme cété , nefgauroient eftre
paralleles.
IT. COROLLAIRE.
xxur, % Que ceslignes ferapprochant todjours vers le core
vers lequel cette coupante eft inclinée, eftant prolongées
de ce cofté-14, fe rencontreront 4 la fin. V.11
XI1I. THEOREME.
xx1v, Deux differentes I}gnes fe joignant enun méme point,
les perpendiculaires fur chacune de ces: lignes {e rencon-
treront eftant prolongées du cofté qui regarde la conca-
vité que font ces lignes jointesd un &,
méme point,
Soient les deux lignes £ z& % x|
dont £ zfoit coupée.en g, perpen-
diculairement par fg , & k x,cou-
Eée en¢, perpendiculairement par
¢; foient joints les points g &¢;il
eft clair queg ceft oblique tant fur
fg que fur 4 ¢, & inclinée {ur 'une
& fur I'autre vers y:
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Donc elles fe rencontreront eftant prolongées de ce
cofté 1a par 33. fup.
XIIL. THEOREME.

Drux lignes fe joignant perpen- o, XXV,
diculairement, les perpendiculaires
fur I'une & fur 'autre fe joindront 7 -
aufli perpendiculairement, 4

Soient £z & & x perpendiculaires
fib ceft perpendiculaire fur 2z, elle X 2
eft parallele 4 % x, pari;. fap.

Donc g fne peut eftre perpen- I
diculaire fur £ x, qu’elle ne le foit '
auffi fur 6 ¢
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DES LIGNES TERMINEES:
A UNE CIRCONFERENCE,,
04'il eft parlé
DES SINUS,

Et de la Proportion des Arcs de. divvers Cercles &
leurs Circonferenees , € du Parallelifme des
Lignes. Circulaires.

| Usqu Es icy nous avons confrderé- les li
W gnes droires entant qu’elles [ont terminées &
d'autres lignes droites | ou gu'elles leur [ont
paralleles. Nous les confiderons maintenané
88| enzant qu'elles font terminées a guelgue point

d’une circonference.
On les peut diftinguer par les diverfes fianations du point
doi elles font mences 4 la eirconference. Car ce point ¢ff
1. Ou dans la circonference meme ,
2. Ou au dedans du cercle

3. Ou an dehors,

————
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1. Quand il ef dans la circonference méme s ce font les li..
anes gui font menées d’un point de la circonference 3 un antre
point de la méme. circonference 5 Et ce font celles que nous
avons déja dit s appeller des cordes, '

2. Quand le point eff au dedans du cercle fice point eff le
centre , ce font des rayons. Mais i ce w'ef pas le centre , on:
Jes pent” appeller des {ecantes intericures. - '

3. Et quand ce point ¢ff hors le cercle | ou ces lignes entrens:
dans-le cercle , le coupant dans Ja convexité & cfant termi.
mées a [« concavité s ou elles Wentrent point dans le cercle ; ¢h
alors elles font telles , que ft on les prolongeoit. elles ¥ entre-
roient , & tant celles la que celles qui y entrent , penvent efore
appeliées des {ecantes exterieures;

Ou bien, quoy que prolongées ,.ellés n'entyeny point dans le
cercle; & ce font celles la que lon dit toucher le cercl s 6
gue Pon appelle pour cette raifon des tangentes,

Mais parce gue les-deux: derniers genres , hors la derniere
7/?m- du 3, qui eff des tangentes , pewvent ¢ftre compris dans
es mémes propofitions ,.nous renfermerons tout cela en 3. fec-
tions , Dont :

ZLa . [era des cordes..

La 1. des [ecantes inteviewres ¢~ extevienres,

ZLa 3. des tangentes.

Et nous y en ajositerons une 4°, qui [era du parallelifme
des lignes circulaires. : -

PREMIERE SECTION..
DES CORDES-
PrREMIER THEOREME..

Lzs lignes droites qui cou- :
pent les cordes peuventavoir-
trois conditions,

Ia 1. De les couper-perpen--
diculairement.

La 2. De les couper par la
moitié.

La 3. De paffer par le centre,

Or deux de ces conditions - _
tantdonneés, donnent la3', X iij
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LCleft a dire:

1. Si elles coupent les cordes perpendiculairement &
parla moitié , elles paflent par le centre.

2. 'Si elles coupent les.cordes perpendiculairement &
qu’elles paffent par le centre , elles les coupent par la
‘moitié.

3. Si elles les coupent par fa moitié & qu'elles paffent
par le centre, elles les coupent perpen diculairement.

Soit pour tous les casle centre ¢, & la cordemn , cou-

pée parf 51)
Preuve pu prREMIER Cas

Si fg,eftant perpendiculaire 2 mn,la coupe parla moi-
ti¢, le point g eft egalement diftant des extrémitez dela
coupée m& n.Donc fg eftant prolongée doit contenir
rous les points de ceplan également diftans d'm &, cFar
V. 39. Or le centreeft un de ces points: Donc il {e doit
El.rouver dans f ¢ prolongée. Ce quil falloit demon-
Atrer,

Prepuve pu seconNp Cas.

Si f g.coupe perpendiculairement m % , & gu‘eﬁant
«continude elle paile par lecentre, il yaun point dans cet-
te ligne, fcavoir le centre qui eft £galement diftant d'm
& n.Donc tous les autres -points de cette ligne /¢, dont
‘Fun eft le point de la fection, fonc également diftansd'm
& n. (par V. 31.32.) Doncm neft divifée par la moitié.

PreuvEi pu TrRoistEME Cas.

Si f ¢ divifant s par la moitié eftant prolongée pafle
par le centre,, il yaura deux oints dans cette ligne, fca-
voir le point de la fedtion,, & le centre également diftans
&'m & n. Donc £ ¢ eft perpendiculaire amn , par V.32

%. COROLLAIRE.

Ax AN trois points d'une circonference, ona toute
la circonference.

«Car qui aun point dela circonference & lecentre,I'a

toute entiere, parV. 22.
Or qui a-trois points de la circonference , €n alecen-
ara. Ce qui fe prouve de «cette forte,
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1l eft clair Rue ces trois points ne 1
peuvent pas eftre dans la méme ligne
droitte , parce que tous les points
d’une circonference doivent eftre é.
alement diftans d’'un méme poine,
%;avoir le centre,, & qu'ileft impoffi-
ble que trois points d'une ligne droit-
te foient également diftans d’un méme point , par V. 44,

Ainfi joignant ces trois points deux 3 deux, on a trois
cordes qui fotitiennent 3 arcs de cetre circonference,

Donc le centre fe trouvera dans Pinterfection de /deux
lignes qui couperont perpendiculairement & parla moi.-
tic de deux de ces 3 cordes,

Car par le precedent Theoreme chacune de ces per-
pendiculaires pafle par le centre. Donc le centre eft Je
point qui leur eft commun, Er par laen voit combien i}
eft facile de refoudre ce Problem el

PRoBLEME.

Trouver la eirconference qui pafle par trois divers
points donnez.

Il ne faut que faire ce qui a fervi de ;Frenve au Theo-
reme precedent, en rémarquant que fi ces trois points
€toient dans la méme ligne droitte , le Probleme feroir
impoffible, parce que les perpendiculaires eftant para).
leles ne fe rencontreroient jamais : au lien qu’il eft tog..
jours poflible quand ils font en deus differentes lignes,
parce ?uc les lignes qui les couperont perpendicu%aire_
Mment le rencontreront. V1. 34.

IL CororLrAIRE

. DEux circonferences ne peuvent avoir trois poines
€ommuns, quelles ne les ayent tous. Car par le premier
Corollaire ces 3 points communs auront le mefme centre,
Donc ces cercles feront concen triques. Or deux cercles
eftanc concentriques, s'ils ont un rayon €gal , tous les
points des circonfirences font enfemble : comme quand:
un cercle de bois convexe eft emboité dans un autre cer-
cle de bois qui eft creux.

IV.
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IIl. COROLLAIRE

D rux cercles ne fe peuvent couper en plus de deux

points, Car s’ils fe co?bient en trois , leurs circonferen.
ces auroient 3 points ¢ommuns, & par confequent lesau-
roient tous, & ainfi ne fe couperoient point.

11, THEOREME. .

Lgs lignes qui coupent les cordes perpendiculairement
& par lamoiti¢, coupent auffi par lamoitié lesarcs grands
. & petits qui fotitiennent ces co rdes de part 8 d’aurre.

Soit la corde m n coupée par : o
f b perpendiculairement & par B

Ja moitié; je dis que chacun des e |
|
|

e
o
Cy

arcsm fn,&m b n, font coupez ®: / .
par la moitié,, Pun enf’, & lau- [
tre en . Car fg eftant perpen- |
.diculaire A mn , & ayant unde
fes points , {cavoir le point de
fe@ion également diftant d’m &
.n,,_tous-f%s-autres points, coms~

me £ 4 , feront aufli €galement
diftans d’m & ». Donc tirant les cordesfm & fn, elles fe-
ront égales, & par confequent les arcs qu’elles fottien-
nent [%ront égaux. Donc par la méme raifon ces cordes
hm & hnleront égales, & les arcs quelles {odriendront
£gaux. Donc les deux arcsm fn, &mbn feront chacan

partagez par la moiti¢ par la ligne f'g.
' CoROLLAIRE

Tour rayon perpendiculaire 4 un diametre coupe par
la moitiéla demy circonference qui fofitient ce diametre.
Car y ayant un point dans ce rayon perpendiculairea ce
diametre également diftant des extrémitez de ce diame-
tre , {gavoir le centre , rous les autres points dece rayon
feront auffi également diftans des extrémitez dece dia-

metre. Donc le point ott ce rayon coupe cette circonfe-
rence en fera également diftant. Donc cette circonferen-
£e fera coupée par la moitié, ParV.16.

¥
[S
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_ II. THEOREME.

La ligne qui paflanc par le centre coupe un arc par Ja
moiti¢ , coupe aufli par la moitié & perpendiculairement
Ja corde qui fofitient cetarc, Car il y aalors deux points
dans la ligne qui coupe I'arc par la moitié, le centre & Je

oint de fectionde I'arc, dont chacun eft également di.
Ftanr des deux extrémitez de la corde.

IV. THeorEME

LEs cordes ;éc%alement diftantes du centre dans le mé.
me cercle, oudans cercles égaux | font €gales; & les éga-
les font également diftantes du centre ; & les plus proches
du centre font les plus grandes,

Cela eft clair des diamagres
qui font également proches
du centre , puis qu'ils paffent
tous par le centre., \ 1

Etil eft clair aufli que tout £ _‘_‘T—F""““—'—‘ d
diametre eft plus grand que k e /
taute{?utre corde, puifque ri- f\\ #5526 o3 o
rant du centre deux rayons < e
aux extrémitez de toute ;zutre e, i
corde , ces deux rayons feront €gaux au diametre & plus
grands que cette corde, Par V.j.

Pour ce qui eft desautres cordes: 1, Les €galement di-
ftantes du centre font égales. Car fi m # &f ¢ font égale-
ment diftantes du centre. Donc les perpendiculaires du
centre d chacune fonr égales, puis que c’eft ce qui mefure

la diftance de ces cordes d’avec le centre. V. 38.

Etdeplus ces perpendiculaires les divifent chacune par
lamoitié, Donctirant les rayons cn&cg,in, & hg(qui
font Ies moitiez de chacune de ces cordes ) feront égales,
parV. so. parce queles obliquescs & ¢ gfont égales, &
les perpendiculaires aufli ¢ / & ¢ 5. Donc les routes m #
&fg fc[:nt égales. Ce qu'il falloit demonftrem

2. Les é%a%es font également diftantes du centre: car y

ayant égalité entre les moitiez de ces cordes / # & b g, qui
Peuventeftre confiderées comme les cloignemens du per-

VI,

I1X.

e,
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pendicule, & entre les rayons en&cg, qui font les obli.

ques, il faat qu'il y aic auffi ¢galité entre les perpendicu.
Jaires du centre 3 ces cordes qu'elles divifent par la moitié, .
(V.sr) & qu'ainfi ces cordes:
foient également diftantes du
centre. mg
3. Les plus proches du centre
fontles I:Eus Jongues,car fila cor-
de m n eft plus proche da centre
quelacorde p 7, elle doit eftre
plus grande que lacorde 74, p<
parce que la perpendiculaire ¢l
eftant plus courte que la perpen-
diculaire ¢ r, & lesobliques ¢ n 8 ¢ g eltant egales; I'e-
loignement du erpendicule / ndoit eftre plus grand que
I’éloignement gu perpendicule 74. (V. 4. ) Cleft 4 dire
que la moiti¢ d'zn eft plus grande que la moiti¢ de p. g.
V. THEOREME.

Daxs les mémes cercles ou dans des cercles égaux;, les
plus grandes cordes {ofitiennent les plus grands arcs dw
cofté que ces arcs font plus petits que la demycirconfe-
rence. ;

Soit m » plus grande que ¢ 4; bet—d
je dis que 'arc mn eft plus grand 7 //1-5 #

qne p . Car prolongeant la per-
pendiculaire ¢ /jufquesd ce qu'elle
foit auffi longue que la perpendi-
culaire ¢ 7, comme ¢, & tirant la &
cordes d , quifoit perpendiculaire
iés, cetre cordebdeft €galedp g,
parle Theoreme precedent. Etces
deux cordesm n & b deftant paralleles { par VI. 13.)n€
fe peuvent jamais rencontrer.. :

Donc ’atcm » ne pourramanquerde comprendre I'arc
b d. Donc il feraplus grandquelarcé d, puifque lc tout
eft plusgrand que fa parue.

Donc Larc m n ¢ft plus grand auffi quel'arc g4 quielt

- 0y
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égald l'arc 4 4. Ce qu’il falloit demonftrer.

D'une antre mefire des Ares | qui font les Sinus,
DerinitioNs.

QuAnD un arc eft moindre que la moitié de la demy-
circonference , oule quart dela circonference , la perpen-
diculaire de 'une des extrémitez de 'arc fur le ra yonoule
diametre qui fe termine 4 I'autre extrémité , s'appelle /e
fmus de cet arc; & la partie du rayonou diametre qui eft
depuis la rencontre de la perpendiculaire , ou finus, juf-

qu'd 'extrémicé de l'arc , s'appelle FRel |

le finus verfe. AN
Soit une circonference, dont le |' \

centre eft ¢, & un arc moindre que L] d

lamoiti€ dela demy circonference -.
fd, foit tiré le rayon ¢d, & Ia per- | /
pendiculaire d’# fur ce rayon £ 7, :
cceee perpendiculaire £g eft le frnas h
delarcfd; & gdeneft ¢ finus verfe,

IL Lemwme,

QuEe fion continué £z jufqua 4, autre point de 1a cir-
conference, il eft clair par le 1 Theoreme que £ 4 eft
partagce par la moitié par ¢4 , & qu'ainfi le finus /g eft
lamoitié de la corde £5.

IT. LEmMmeE.

Et il eft clair auffi par le :* Theoreme que l'arcfd 5,

foditenu par la corde£ 5, eft double de ['arc fd, dont fq

et le finus.

D’oti il s’enfuit qu’on peut encore definir le [finus.
AutrRe DeriniTION DES SinNus,

LA moitié dela corde du double de P'arc.

Car £ ¢ eft la moitié de la corde £/, laquelle corde £
ghloditient Parc £d b, lequel eft double de Parcf d. Tout
cela eftant fuppofé foit. :

VI. THEOREME.

D a ns le méme cercle, ou dans les cercles €gaux , les

arcs qui ont le finus égal font égaux ; & les ﬁn{:s égaux
7 i

Xp

XIL

X111

X1v.

XV,
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donnent des arcs égaux ; & les arcs qui ont les plus grands
finus, font les plus grands. Car par le 1 Lemme les finus

éganx fontmoitiez de cordes €gales. Or par le 2 Lemme

ces cordes égales fofitiennent des arcs égaux qui {ont
doubles des arcs qui ont pour finus ces finus égaux. Donc
lesarcs doubles de ceux I eftant égaux, cenx la le fons
auffi. La converfe fe prouve de la méme forte, fansqu'il
foit befoin des’y arrefter.

Et de méme quand un finuseft plus grand que l'autre,
la corde dont le plus grand eft la moitié , eft plus grande
auffi quela corde dont lerplus petiteft la moitie. Done
cette plus grande corde fofitient un plus grand arc. Or
I'arc qu'elle fodtient eft double de celuy dont lamoiti¢
de cette plus grande corde eft le finns. Donc l'arc done

la moitié de cette plus. grande corde eft le finus, eft plus

grand que l'arc quia pour finusla moiti¢ d’une plus petite
corde. ( Ce qu'il falloit demontftrer. )
VII. THEOREME.
uaND les finusfontégaux, les finus verfes le font aufli,
& les plus grands finus donnent les plus grands finus verfes.

Carles finus égaux font également diftans du centre..

Or cette diftance du centre oftée du rayon, ce qui refte
eft le finus verfe. Donc cette diftance eftant egale, le fi-
nus verle eft égal.

Que fi le finuseft plus grand, cerre diftance eft plus.

etite. Donc oftant moins du rayon, ce qui refte, quieft
Fe finus verfe, eft plus grand.
AVERTISSEMENT.

Lxs fiuns ne mefurent proprement que les arcs moindres que
L moiti¢ de la demy circonference, Mais cela n’empéche pas
gu'on ne Sen puiffe fervir ponr mefurer ceux qui fomt plus
grands. Car ce gui mangue a ces plus grands ares pour faire
la demycirconference . sappelle le complement de ces plas
grands arcs. Or ces complemens (¢ mefurent par les fpnus 5 €
il eff aisé de juger que ces complemens effant égaux , ces plus

grands ares [ont égaux aulli. Mais gu'effant inégaux , celuy

gui a le plus petit complement eff le plus grand.

T, Pl e oam o
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VIIIL THEOREME.

Quanp pluficurs circonferences font concentriques, X VIIL,

& que du centre on tire des lignes indefinies ,les arcs de
routes ces circonferences compris entre ces deux lignes
font en méme raifon 4 leurs circonferences,

Soient au tour du centre cdeux
circonferences concentriques , &
foient tirées les deux lignes ¢ B & B
¢ D ;je dis que larc B D de la
plus grande , &4 dde la plus pe-
tite , font proportionels 4 leurs
circonferences.

Car les aliquotes quelconques
de B Dfoient appellez x ; je dis
que {1 par tousles points de fec-
ction on tire des lignes au centre , 4 d fera divifée par ces:
lignes en-aliquotes pareilles.

Pourle prouver il fuffic de confiderer deux x que je
fuppofecfire B F & F G , tirant les lignes 7 ¢ & Ge;jedis:
que lesarcs b & f ¢ font égaux entr’eux , aufli bien que
B F & F G. Car tirant d’F une perpendiculaire fur 3 ¢
& une autre fur G ¢, les deux perpendiculaires 7 p & 7 g
feront les finus d’arcs égaux, & par confequent égales ;.
& les finus verfes de cesarcs Bp & B g feront aufl; €gaux..
Donc p4 & g g feront auffi égales,

Donc £ 4 & F gfont égales, parceque cefont les obli-
ques dont les perpendiculaires F p & F g font égales
comme auffi les €loignemens des perpendicules » 4 & 7g.-
V. 48.

Son: dans la ligne Fcily a deux points,, ﬁ;avoirj? &
¢, dont chacun eft également diftancde 4 & deg.

Donc F ¢coupe perpendiculairement & par la moitié
lacordeé g, & par confequent auffi P’arc bfg.

Donce I'arc & f'eft égal & larc fg. Ce quiil falloit de-

monfirer. :

Or cela eftant demonttré il eft clair qu'on prouvera L.

Y iij,
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.méme chofe de routes les aliquotes de B G enlcs prenant
deux 4 deux. '

Denc B G eftant divifé en aliquotes quelconques, les
lignes menéesau centre par tous les:points de fection fe.
ront des aliquotes parcillesdansé g, lefquelles on pourra

appeller .

Orappliquant X" pour mefurer le refte de’la grande cir-
conference , fi elle s’y trouve precifement tant de fois me.
nant des lignes par tous les points de fection , « fe tronvera

auffi precifement tant de fois dans la petite circonferen.
ce. Et fice n'eft dans la grande quavec quelque refte, ce
ne fera auffi dans la petite qu'avec quelque refte.

Donc par la definition des grandeurs proportionnelles
B D eitila grande circonference ,comme 4 d a la petite,
puifque les aliquotes quelconques pareilles de B D & de
6 d font également contenués dans les 2 circonferences,

_ DErinNnITION

LEs arcs qui ont méme raifon 4 leur circonference
foientappellez proportionnellement d}gaux , ou d’autant
de degrezl'un que I'autre. Surquoy il fefaut {fouvenir que
toute circonference grande ou petite eft con fiderée com-
me diviféeen 360 parties ,qu'on appelle degrez, & cha-
que degré en'6o minutes , & chaque minute en 6o fecon-
des, & chaquefeconde en 6o troifiémes, & ainfid l'infiny.

Et comme on ne regarde point la grandeurabfolug des
portionsd’une circonference , parce que cette grandeur
nous eft inconnué , mais feulement la grandeur relative,
Cefta dire parproportion 4 la circonference ; on pourroit
appeller les arcs qui font proportionellement égaux, par-
ce qu'ilsfont d’autant de degrez fimplement éganx : &ap-
peller zout-éganx ceux quile fonrrout enfemble propor-
tionellement & abfolument comme font les arcs dautant
de degrez dans le mefine cercle.

I1X. THEOREME.

Quanp les cereles font inégaus, les arcs proportionel-
lement égaux font fotitenus par de plus grandes cordes,
& ont deplus grands finus , dans les plus grands cercles.
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Soient au tour du centre cdeux
circonferences concentriques ,,
lesarcs B D & b dcomprisentre
les mefmesrayons BC & D C
font proportionellement égaux. |

Orurantlescordes BD & bd |
& les divifant par la moitié auffi |

bien quelesarcs parla ligne 7¢, :
lesarcs B P & & p {on aufli pro-
Porrjonellemcnt €gaux. Or B F o

&4 f, perpendiculaires fur P¢
font les finus de ces deux arcs.

Etpar VL. 12, BF eft plus grande que 4 £ _

Donc les arcs égaux ont de plus grands finus dans les:
plus grands cercles.

Erde méme la corde B Preft plus grande que & d'(“par
VL31. )& aufli parce que B 7, moitié de B D, efk plus:
grande que 4 £, moiti¢ de 4 4.

Donc les arcs B D & 4 d eftant proportionellement
égaux, celuy du plus grand cerclea une plusgrande corde.

X. THEOREME.

Lks cordes dans un méme cercle ne font point propor- xxp
tionellesauxarcs | maisles plus grandsares ( j’entens tofi-
jours ceux qui ne font pas plus grands quela demycircon.
ference ) ont de plus petites cordes 3 proportion que les
plus petits. Cefta dire que la corde d’un arc, qui neft
q{I;e :]J.moitié d’un plus grand ;rc}:, _m :
€it plus grande que la moirié de la
co_rgc: degce p]usqgrand are, L//

La preuve en eft bien facile. Car '
foivl'are 5 dpartagé en m par la moi_ ¥
Ue, b m égale a dm feront chacune
la corde d’un arc qui n’eft que la
moitié de'arc que fodirient la corde
bd. Orces deux cordess m & d m font plus grandes que’
&d. Donc eftant €gales, chacune eft plus grande que la.
moiti¢ de la corde 4 4.
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COROLLAIRE.

De la il s'enfuit que plus les arcs font grands, plus Ia
difference eft grande entrela longueur del’arc & cellede
Ja corde ; & qu’au contraire pluslesarcs font petits plus
cette difference diminué. De forte qu'on peut prendre
un {i petit arc , que Cette difference fera plus petite que

quelque ligne qu'on ait donnee.
SECONDE SECTION.
DEes SECANTES INTERIEURES ET EXTERIEURES.

Nous avons déja dit que les lignesmenées 4 la cir-
conference d’un point de dedans
le cercle autre que le centre fe
pouvoient appeller des fecantesin-
ICFICHTES .
Er que quand le point eftoit
hors le cercle , & qu'elles n’é-
toient point tangentes , on les
pouvoit appeller des [ecantes ex-
terieares.
Or pourabregerle difcours dans _
Pexpreflion de ces lignes, foient
tofijours appellez

Le centre & 2

Le point , foit dedans le cercle, & i
foit horsle cercle, k.

La ligne menée de ce point paf-

fant par le centre,
Celle qui ne paffant point par le centre eft dans

méme ligne droite que celle qui y paffe,

{

Lesautres,

Cela fu defé {oit.
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I. THEOREMLE.

LA plus longue de cesli- X
eseftkg. Ceftddirecel. / x

e quipafle par le centre,

Car Em la veut compa- E
rer avec & o , foit rirl ﬁle
rayon¢ ¢,quieft €galdae ™
g.};F,PIUSEQ,CEPIUS g 2 jq;
grandequek,, par V. 6.

Donc kg, eft plus grande que £ ¢.

II. THEOREME.

LA plus courte de toutes ces lignes eft £ £ Ceftd dire xxyv,
celle qui ne paflant point par le centre eft dans la méme
ligne droite que celle qui y pafle. P

Car comparantk faveck y, & ayant
tiré lerayon ¢y,
Sikeft au ded{ns du cercle,
ckplus & feft égaled cy.
Or ¢ yeft plus courte ciueck plusk y.
Donc c# plus £ feft plus courte queck
plus £ y.
Donc oftant ¢ £ | qui eft commun , & £
eft plus courre que £ y.

ue fi k_eft dehors le cercle,
kfplus fe, eft plusscourte que £ y plus

II1I. THEOREME.

Les lignesmenées de £ 4 des points delacirconference xxv1,
€galement diftans de fou de g font égales. Et il fautre-
marquer que deux points ne éauroient eftre cigalemen:
diftans d'f, qu'ils ne foientaufli également diftans de g

Mais on appelle également diftans d’f ceux qui font plus
Z
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proches d'f que que de g, & également diftans de g ceux
qui font plus proches clge g que df. :

Soient les deux points cgalement diftans d’F,x & x la
corde terminée parces deux x & x eft coupée perpendi.
culairement par la ligne /¢, puifque £ par I'hypothefe eft
également diftantd’x & x , & ¢ auffi, parce que ceft le
centre du cercle..

Donc tous les points de cette ligne font également di-
ftansd’x & x. Donc le point £ yquien-eft un. Donc & x
& £ x font égales.

Cleft ]a méme chofe de 2 points également diftansdeg.

IV. THEOREME.

Srdu centre &, intervale £ £, ou kg, on décrit un nou-.
veau cercle, il touchera le-premier cercle en un feul poim:,r.
ceft a-dire enf, oueng, fans le couper..

Car fik f cft rayon du 2°cercle, com-
me cette ligne eft la plus courte de tou-
tes celles qui peuvent eftre mences dek
4 la circonference du 1** cercle , toute
autre ligne menée dla circonference du
premier paflera la circonference du fe-
cond. Z

Etau contraire fi £ ¢ eftle rayon du :
2! cercle , cette ligne eftant la plus longue de routes celles
qui peuvent eftre menéesde £a la circonference du 1?
cercle, toute autre ligne menée de 4 la circonference da
1-cercle ne pourra pas aller julqu’a lagcirconference dut 2!

V. THEOREME. :

S1 du centre £, intervale plus grand
que kf, & plus petit que k¢, comme
pourroit eltre £ x, on décritun cercle ,
il coupera la circonference du premier
au pomnt x-& x.. Ceft 4 dired 2 points
également diftans def, (ou €galement
diftanside g, {i on avoit pris un point:

ur déterminer cetintervale plus pro-

che deg, ) & la partie.dela circonfe.
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rence du 1<ercle entre x &, dont lemilieu eft £, feraau
dedans duz cercle,aulieuque la partie de la méme cir.
conference du i cercle, entre ces deux mémes pointsx &
x, dont g eft le milieu, fera au dehors du 2 cercle, Car
par4. S. deux circonferences ne fe peuvent couper en plus
de deux points, :

Or cela eftant, le'rayon du 2 cercle eftant £ x , toute
ligne menée de £ 4 la circonference du 1 cercle qui fera
égale d & x, fe trouvera aufli terminée 4 la circonference

du 2 cercle.

Or par le troifiéme Theoreme cette
ligneégaled £ x eft celle qui eft ter-
minée 4 un pointde la circonference o
dupremier cercle , auffi diftant d’/ de ’

Fautrecofté qu’xen eft diftant de fon
cofté Doncx & xferont les deux feuls
points dans lefquels la deuxiéme cir-
conference coupera la premiere.
Orileft clair que le point £ fetrou. &

veraau dedansdu cercle, parce que
&feft plus courte que £ x, quien eft lerayon. Donctout
ce qui eft d’une parc entre f& x, & de l'autre entre & ,
fetrouvera aufiiaudedans du 2 cercle , puis quil faudroit
que le 2 cercle euft coupé le 1 en d’autres points qux & x,
afin que quelqu’un des points plus proche d’ffe trouvaf-
fent ou dans la circonference du 2 cercle, ou au dehors.

Et parla mefme raifon le point g fe trouvera au dehors
duz cercle, parcequek g eft p]us%ongue que £ x, quien
eft le rayon: ce qui fait voir auffi que tous les points de
la circonference plus proches de Z qu'x fe trouveront
aufliaun dehors du 2 cercle. '

VI THEOREME.

Dz toutes leslignes menées de £ | celles qui font me-
nées a des Foints plus proches d’f font les plus courtes, &
celles qui font menées4 des points plus proches de g font

les plus longues.
7. ij

XXIX,
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Suppofous par exemple que le point y eft plus proche
d’f que le point x5 je dis que & y eft plus courte que & x
Car fi on décritun cercle —.
du centre &, intervale £ »,
par le Theoreme prece-
dent rous les points de la
circonference du premier
cercle plus proches d'f
qu’x fe trouveront au de-
dans di1 deuxiéme cercle.

Or par hypothefe, y eft
plus proche dF, qu'x.
Donc yeftaudedansdu 2
cercle. Donc £ y eft plus
courteque £ x, qui eft un -
rayon du 2 cercle,

Que fiau contrairenous fuppofons que ¢ eft plus pro-
che de gquez;jedisque £ ¢ eft plus longue que & z, Car
{i on décritun cercle du centre £, in-
tervale £ z, par le Theoreme prece-
dent tous les points de la circonferen-
ce du premier cercle plus proches de
g que z_, {e trouveront au dehors du
deuxiéme cercle. Or par hypothefe,
¢ eft plusproche de ¢ que z. Donc ¢
eft au dehors du cercle. Donc £ » eft g v
plus longue que £ £, qui eftun rayon '
du deuxieme cercle,

I. COROLLAIRE.

De nul point autre que le centre oune peut mener trois
lignes égales 4 la circonference, Car les 3 points ol ces
trois lignes feroient terminées ne peuvent pas eftre égale-
ment diftans du point £, ou du point. ¢. Donc fi Pundes 3
eft plus proche ou plus éloigné du point £, la lignequi y
feraterminée fera plus courte ou pluslongue que les deux
autres, Donc, &c.




DE GEOMETRIE, Liv. VI. 18

II. CororLLAIRE

Le point d'out I'on peur mener trois lignes ¢galesd la
eirconference, eneft neceffairement le centre,

TROISIEME § ECTION.
DEs TANGENTES,

Nous avons déja dit qu'on appelle tangente du cercle
la Iigne qui touche le cercle fans entrer de ns, quoy que
prolongee.

L THrorREME

Toutk ligne perpendiculaire 4 Pextrémité d’upn rayon
touche le cercle , & ne le touche quen un feul point
ceftd dire quiln’ya quwan feul point qui foit commun
a lacirconference & 4 cetre ligne ; & ce pointsappelle le
point de l'atouchement, Car puifque le rayon eft per-
pendiculaire 4 cette ligne , c’eft la plus courte de rou-
tes les lignes qui puiffent eftre mences du centre 4 cette
ligne. Donc toute autre menée du centre fera plus lon-
gue. Donc elle fe terminera en un point hors de la cir.
conference. Donc nul anere point que celuy ot.ce rayon
coupe perpendiculairement cette ligne ne pourra eftre
commun a cette circonference & 2 ceree ligne. Ce qu'il
falloit demonftrer, '

II. THEOR EME

Ox ne peut faire paffer aucune ligne droite entre Ia
angente & la circonference , quoy qulonen puifle faire
paﬂ%r une infinit€ de circulaires’quine fe rencontreront
qQue dans le point de I'attouchement.

La premiere partie fe prouve ainfi. Soit ¢ f un rayon,
7 f la tangente : foit 4 un point quelconque au degous
de la rangente, Tirant de 4 une lignea £, elle fera obli-

Z jiij
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que fur ¢ £, inclinée vers ¢ , parce
que m f eft perpendiculaire 3 ¢ o
Donc la perpendiculaire de ¢ ibf,
fera plus courte que ¢ f2 Donc elle
fe terminera dans le cercle (V. 27.)
Donc une partie de b ffera au de-
dans du cerle. ‘Donc on n'aura pas
pi faire paffer & f entre la tangente
& la circonference.

La deuxiéme partie fe Frouve ainfi. Soit £ ¢ prolongée
4 Vinfiny du cofté de ¢: foient tous les divers points de
cette ligne au deflous de ¢ appellez x. Toutes les cir-
conferences qui auront I'un de ces points que jappelle x
pour centre, & x £ pour rayon', auront » f pour tan.

3 1 §

gente par le premier Theoreme , & ne rencontreront,
ny la circonference qui a ¢ pour centre , ay les unes les
autres, qwen £ ( par 27. S. ) Donc routes ces circonfe-
rences pafferont fansfe rencontrer entre 1a rangente &

le prerni.er cercle,
]. PROBLEME.

Descrire lazangente qui touche la circonferencea un
point donné.
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Tirer unrayonde ce point donné »la perpendiculaire 4
Pextrémitéde ce rayon fera Ja tangente que I'on cherche;

I1I. PROBLEME.

D’un point donné hors le cercle tirer des tangentes xxxiv.
au cercle, :

Soit le point £ donné hors Je:
cercle, dont le ceritre efte, &
le rayon ¢f; je décris un autre
cercle dumeme centre, interya.
leck, & puisayant tiré Ja ligne
¢, qui coupeen fla eirconfe.
rence du rcercle, jetire par le
point £ la corde dy grand cercle
m 7, qui coupe perpendiculai-
rement £ ¢, ce qui fair quen n.
touche le premier cercle en £

cla fait, du point £ je prends dans le grand cercle de

art & ‘d'autre les deux arcs 4 4, # d, €gaux chacon 3
arc m n; Et je dis que les cordes & 4, £ d touchent Ie
cercle, & qurelles le touchent au pont ot les raye” “du
grand cercle me & » £coupent ces cordes, v

Car les troisarcs du grand cercle m n, & 4, kdeftant
égaux , les trois cordes qui les fofitiennent font égales
aufli, & par confequent ¢galement diftantes du cencre
Par 4. fup. Ormn eft diftante du centre ¢ de la lengueur
d'un rayon du premier cercle.

Doncles deux autres cordes 23 »y&-d font auff; diftantes
du centre de la longueur d’un rayon du premier cercle,

Donc ce rayonleur eft perpendiculaire , puis qu’autre-
ment il ne mefureroit pas leur diftance davec ¢ centre,

Donc parle Theoreme precedent elles font tangentes

u premier cercle,

Etelles letouchent au point ot elles font coupdes par
les rayons du grand cercle m ¢ & 7 ¢. Car o point £ parta-
Jieam‘ par Lamoitiéarcmin  le point 7 partage auffi par

moiti€ I'arc £ 4. Donc le rayonm ceft perpendiculaire-
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a lacorde k 4, parceque les deux points m & ¢font chacun
¢galement diftans d- & & de 4.

Donc file point ot le rayon ¢ coupe lacordekbefth,
} fera aufli extrémité du rayon du premier cercle, qui eft
perpendiculaire 4 la corde & 6, puis qu'autrement 1l fau.
droit que de ¢ on puft tirer furk & deux perpendiculaires
differentes, ce qui ne fe peut.

1. COROLLAIRE.

D'uy point hors le cercleon peut tirer deux tangentes
aucercle, & non plus.
Cela eft clair par ce qui vient d’eftre demonftré.

ILCOROLLAIRE.

On peut confiderer les tangentes comme terminéesau
point de Patouchemant ; & aFors

Les tangentes, ou menées 4 un méme cercle d'un méme
point,, oude divers point également diftans du centre,
ou mendes 4 des cercles égaux de points également dif-
tans des centres de chacun ; font égales.,

C -~ il eft vifible parla folution du deuxiéme Proble-
me , {ue dans tous cescas, ces tangentes {ont moiti¢ de
cordes ¢gales.

QEJATRIEME SECTION.
Dis CIRCONFERENCES PARALLELES.

I. LEMME.

Une ligne droite eft perpendiculaire d une circonfe-
rence , autant que la nature de I'one & de 'autre le peut
{ouffrir, lorfquelle eft perpendiculaire 4 la tangente au
poine de la fedtion.

II. LM M E

D’ott il senfuit, que toute ligne qui eftant prolongéc
pafle par le centre, elk perpendiculairei la circonference.
III. LEMME.
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ITI. L M Mm .

La diftance d’un pointd une circonference , {e mefure
par la plus courte ligne qui puifle eftre mende de ce point
a cette circonference, Or cette plus courte ligne eft celle
qui ne comprend point le centre , mais qui eft dans la
méme ligne droite que celle quiy pafle. (S. 24.)

Ec par confequent .cette ligne eft perpendiculaire a la
circonference par les deux premiers Lemmes,

DEFINITION.
DES CIRCONFERENCES PARALLELES
Drxux circonferences font paralleles , lorfque tous Jes
points de chacune font €galement diftans del’autre,
Ceeftddirefelon les precedens Lemmes , lorfc que toutes

leslignes droites , menées chacune des %aoints de I'une
perpendiculairement fur Pautre , fone €gales,

I. THEOREME.

Toutes les circonferences concentriques ( c’eft 4 dire

qui ontun mefme centre ) font paralleles,
Cartous les rayonsde la plus gran-

decir conference font perpendiculai- f

res a I'une & 4 l'autre, Donc offant / ;s

les rayons de la plus perite, ce qui

reftera entre les deux circonferences,

feraégal, & en mefurera la diftance,

Donc tous les points de chacune fe-

ront €galement diftans de lautre.
Donc elles font paralleles,

II. THEOREME.

Deux cercles non concentriques eftant Pun dans 'au.
tre, le diametre du plus grand qui paflera par les deux
centres, coupera chaque circonference parla moitié; &
alors il arrivera3. ou 4, chofes confiderables,

r. Les parties de ce diametre qui fe trouveront d’un
Aa

XLi,

XL1ia,




8 NOUVEAUX ELEMENS

cofté & d’autre entre les deux circonferences , Ceftd dire-

m,& ¢ n, font perpendiculaires a I'une & 4 lautre, &
mefurent fm le plus grand , & gnle '
plus petit éloignement de ces deux noga -
circonferences. '

2. Nulle autre ligne que cesdeux | f
14 qui fe trouvent dans ce diametre
qui pafe par les deux centres, ne
peut eftre perpendiculaire l'une
& 4 l'aurre circonference , toute
autre ligne qui fera perpendiculai-
re 4 Pune des circonferences, €tant

oblique fur lautre.
3. Tous les points d'une demy-circon ference d’une pare

font inégalement diftans de Pautre demy-circonference
de la mefme part.

4. Toutes les fois que deux points d’une circonference:
font égalementdiftans de 'une ou I'autre des extremitez
de fon diametre, qui pafle parles deux centres, ils fonc
aufli également diftans de l'autre circonference.

Tout cela eff [ aifé & prowver par ce qui a efté dit dans
Lz ¢ Seftion, ¢~ par les trois Lemmes de celle-cy , que jai-
me mieux le laiffer & trowver pour exercer Lefprit , que de
perdre du temps @ le demonfirer.

CoOROLLAIRE.

IL senfuit de 14, qu'on peut remarquer trois differen-
cesentre le parallelifme des lignes droites , & celuy des-
lignes circulaires.

La = eft , que la notion negative des paralleles droites,
qui confifte 4 ne fe rencontrer jamais quand on les pro-
longeroit Iinfiny , n’a point de lieu dans les circulaires,.
qui peuvent bien ne fe rencontrer jamais {ans eftre paral-
leles ; de forte que pour Veftreil faur que ce foic felonla
notion Eoﬁtive, qui confifte en ce que les points de'ane:
font totjours également diftans de l'autre.

La 2= eft , eft que deux lignes droites font Paralleles,,
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-quand une mefime ligne eft perpendiculaire 4 Pune & 4
l'autre. Au lieu qu’il peut y avoir non feulement une
ligne droite , mais deux , qui foient perpendiculaires 3
I'une & 4 Pautre circonference , fans qu'elles foient paral.
leles, mais il n’y en peut pas avoir trois.

Laj eft, que deux lignes droites“ne s'étant point croi.
fées , il ne peut pas y avoir deux points de Pune égale.
ment diftans de l'autre , qu'elles ne foient paralleles, Au
licu que dans les circonferences non paralleles il peut y
avoir une infinité de points dans chacune , qui foient deux
a deux €galement diftans de I'autre. Mais il n'y en peut
avoir trois enfemble,

Le fondementde ces differences vient d’une partde ce
que la ligne circulaire eft bornée en elle-mefine. Er de
lautre, dece qu’il en fautavoir trois points pour enavoir
la pofition ; au lieu qu'il n’en faut que deux pour avoir
celle de la ligne droite.
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DES ANGLES RECTILIGNES:.

se2l PRES avoir parlé deslignes ¢ fuivre Lor=-
2 dre de lanature que de paffer anx angles quic
[int plus compofex_que les lignes tenant guel-
) que chofe des furfaces , comme nous allons voir.
e DEFINITION:
DE  L’ANGLE RECTILIGNE.

11, Z'angle rettiligne elt une furface comprife entre deux-
lignes droites quifejoignenten un point du cofté ouelles
sapprochentle plus, indefinie & indeterminée felon l'u-
ne defesdimenfions, quieft celle quirépond a Ja longueur:
des lignes qui la comprennent , & determinée felon I'au--
tre par la partie proportionnelle d’une circonference
dont le centre eft au point oir ces lignes fe joignent.

AuTrES DEFINITIONS.

11 Leslignes qui comprennentl'anglesappellent fes cosez.

wv.  Lgpomt ot ces lignesfe joignent sappelle fon fommet.
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* S1 l'on jointdeux pointsde ces coftez par une autre li-
gne, cette ligne s'appellez bafe oule foufiendante de Fan.
gle. Et I'on dit que cette ligne foiziens I'angle | & que
Tangle cft oppofé a cette ligne , ou eft foitenn par cette
]jgne. 3

Certe bales'appelle corde quand les cétez de I'angle
font €gaux, pource qu'alors ces coftez de angle font
confiderez comme rayons d’'un cercle dont cette bafe eft
une corde.

ug fi d’un des cotez on peut faire décendre une per-
pe%clicuiaire fur 'autre, cette bafe alors s'appelle le finus
de cet angle. _

CetTE partie proportionelle de la circonference qui
mefure la grandeur de langle s'appelle 2arc gue comprend
Langle.

PROPOSITION FONDAMENTALE.

DE LA MESURE DES ANGLES

LEesarcs de routes les circonferences qui ont pour cen-
tre le point ou1 les coftez de I'angle fe coupent font tous
proportionels a leurs circonferences , & li;ar confequent
determinent tous la mefme grandeur de ‘angle,

La confequence eft claire par la definition del’angle,
puifque nous avons dit que Ceftoit une furface indeter.
minee {elon une dimenfion , & qui neftoit determinge
felon I'autre que par une partie proportionnelle des cir.
conferences qui ont-pour centre le point ou fes coftez
fe joignent,

Pour montrer donc que les arcs de ces circonferences
determinent tousla mé{me grandeur de I'an gle, il ne faue -
que montrer que tous ces arcs font proportionels 4 Jeurs:
circonferences.

Or Ceft ce quia déja efté prouvé, Livre VII. so0.

DE LA PREMIERE MESURE DE L’ANGLE
I EST L'ARC COMPRIS ENTRE SES COSTEZ,

It senfuit deld que pour {cavoirla vraye grandeur d’un
angle, il faut fcavoirla grandeur proportionelle de I'arc
comprisentrefes coftez, c'eftd dire de combien de degrez

Aa iij
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eft cet arc. Car un degré n’eft pas le nom d’une gran-
deur abfolug ,mais proportionelle,, puifque , commenous
avons déja dit, il fignifie la trois cent foixantiéme partie
de quelc*ue circonference que ce foit , dont chacune en
foyeft plus grande ou plus petite felon que la circonfe.
rence eft plus grande ouplus petite: & il en eft de mefme
des minutes, des {econdes , & des troifiémes. C’eft pour-
quoy on peut appeller arcs égaux, felon qu'il a efté dit
VII. 19. ceux qui font d’autant de dec%rcz, quoy qu'ils
puiffent eftre inégaux felon leur grandeur abfolué, &
égaux en toute.maniere , ou . fout-éganx , ceux qui font
d’autant de degrez & quifont auffi égaux felon leur gran.
deur abfolué , tels que font les arcs d’autant de degrez
dans les cercles €gaux.
De r’ANGLE DROIT.

C’gsT par 14 qu'on adivifé Pangle en droit & non droit,
& lg non droit, en aign & obius.

Onappelleangle droit celuy quia pour mefure la moi-
tié de la demy-circonference. D’ot1 1l s’enfuit.

1. Quetout angle droit a de I'autre cofté fur la mefme
ligne un autre angle qui luy eft €gal,, puifque I'angle qui

_eft de 'autre coftéa pour mefure ce quirefte de la demy-

circonference, qui eft la moitie.
2. Qrunangle droiteft la mefme chofe qu'un angle de

.90. degrez, Car la demy-circonference en ayant 180, la

moiri¢ de cette demy-circonferenceen a go.

3. Qae toute ligneriverpmdiculaire fur un ligne fait fur
cette ligne deux angles droits , 'un d'un cofté & l'autre
delantre. Carelle partageen deux la demy-circonferen-
ce quia pour centre le point de leur fection , par VIL 17.

De r’ANGLE Algu.

On appelle angle zige celuy qui eft moindre qu'an
droit, c’efta dire qui a pour mefure unarc moindre que la
moitié de la demy-circonference. D’ot il s’enfuit.

Quertout angle moindre que de go. degrez eftaigu. |

DeE L’ANGLE OBTUS.

On appelle angle obzus celuy qui eft plus grand que
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Pangle droit; C’eft 4 dire quia pour mefure un arc plus
grand que la moiti¢ de la demy-circonference. D’ot il

"enfuit.
; Que rout angle plus grand que de go. degrezeft obrus,
I. THEOREME.

Tourk ligne qui en coupe une autre obliquement faic
d’'un cofté une angle aign & de l'autre un obtis, & les
deux enfemble valent deux droits. Car cet-
te ligne partage inégalement la demy cir- /‘ E \
conference. Et parrant fait deux angles iné-
gaux. Mais elle ne la divife quen deux portions , & par-
tant lesdeux portions prifes enfemble valent toute la de-
my-circonference.

I. THEOREME.

Lorsque plufieurs lignes droites en rencontrent une
en un méme point & du mefme cofté, tousles angles que
font toutes ces lignes entre elles & avecla

e

rencontree valent deux droits. Car ils com. b ‘I ;;’3\

prennent tous enfemble la demy. circonfe- Loy

rence, quieft la mefure de deux an gles droits.
DEeriniTION.

X Vi-

L’ANGLE @igu, qui avec Pobtus vaut denx angles droits, XVL

sappelle le complement de Pangle obtus,
IIl. THEOREME.

Lorsque deux lignes fe coupent en paffant de part &
d’autre , 1l eft bien clair que fielles fe eoupent perpendi.
culairement, elles font quatre angles égaux tous quatre
entr’cux , c’eft 4 dire tous quatre drois,

Mais fi elles fe coupent obliquement,, elles en font deux
aigus & deuxobtus, dont I'aigu eft oppoféa 'aigu & I'ob.
tus 4 I'obtus , & cela s'appelle eftre

oppof¢ au fommet.. Et les oppofez 5’/ _-\.,9‘
font égaux. {f ks Cy)

Car faifant un cercle du point 0w ces i :

deux lignes 4 ¢ & f¢ fe coupent , cha- £ Wl \\; o=
cune ¢ 1 ¢

€ coupera la circonference par la” N/
moie , & par confequent la moitié.

X-VIE
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‘bgeeftégalea la moirié £4 g. Or ces deux moitiez ont
I'arc b g de commun, quieft Parc d’un des angles abtus.
& par confequent oftant cetarc, Parc de 'aigu qui refte
d’une part fera égal 4 'arc de I'aigu qui refte de l'autre,
On prouvera la méme chofe des deuxangles obtus.

IV. THEOREME.
Lorsque plufieurs lignes droites fe
renicontrent enun méme point eftant
menées de toutes parts , tous les an-
gles qu'elles font valent quatre droits. |
Carils ont tous enfemble pour mefu-
reune circonference entiere,

DES AUTRES MESURES
DE LANGLE.

Quoy que Pangle w'ait eneffet de vraye ¢ naturelle mefure
que Larc d'un cercle , neanmoins comme on ne connoift pas la
longueur des lignes courbes , on ¢ff obligé davoir recours 2
& antres mefures ymais toujours par rapport & celle.la,

Onles peut rapporter 4 trois qui font toutes prifes de Ia
bafe confiderée diverfement: ou comme corde- ou com-
me ffnus : ou fimplement comme bafe.

DE LA SECONDE MESURE DE L’ANGLE
Qur EsT LA CORDE.

Nous commencerons par la bafe confiderée comme
corde , fur quoy il faut remarquer

1.Que pour celail faut que les coftez de ’Angle foient

ris égaux, Car alors ils font confiderez comme rayons
d’un cercle dont le centre eft au fommet, & ainfila ligne
quien joint les extremitez eft la corde de I'arc de ce cer-
cle qui mefure cet angle.

2. Les angles ainfi confiderez peuvent eftre appellez
ifofceles , c’eft 4 direa jambes égales.

3. Deux angles ifofceles comparez enfemble peuvent
eftre ou éguilateres entre eux ,ou inéquilateres ; C’efta dire
«que leurs coftez font rayons ou de cercles égaux, ou de
£ercles in€gaux.

Cela
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Cela fuppofé, pour bien comprendre route cette me-
fure de angle , ilP ne faut que faire attentiond ces Lem-
mes tirez des Livres V. & VII.

L LEmMs.

D axs les cercles egaux les cordes ¢gales fodtiennent
des arcs tout-€gaux. Ert lesarcs €gaux font foftenus pat
cordes €gales.

I. LEMmm 2.

Dans les cercles égaux les plus grandes cordes fofitien-
nentde plus grands arcs, Etlesc})ius grands arcs font fofi-
tenus par les plus grandes cordes. VII. 10.

III. LemMmE.

LEs cercles eftant inégaux, les cordes dgales {oditien.
nent desarcsde plusde degrez dans les plus petitscercles
VIL 0.

IV. Lemme.

LEs arcs d’'un méme nombre de degrez font fodtenus
par de plus grandes cordes dans les plus grands cercles,
VIL 20.

I. THEOREME.

TRois fortes d’égalitez peuvent eftre confiderées dans
deux angles ifofceles.

1. L’égalité des coftez de 'un4 ceux delautre ,qui fait
qu'on les appelle éguilateres entreus.

2. L'égalité descordes, quiles peut faire appeller ifo-
cordes. .

3. L'égalite desangles mémes.

Or deux de ces €galitez eftant données, donnent Ia 3™,

Premier Cas.

Les angles équilateres entr’eux & ifocordes font €gaux,
Carils ont pour mefure des arcs tour. égaux, puifqu’étant
€quilateresils font mefurez pardesarcs de cercles €gaux,
& queparle 1* Lemme les cordes cgales de cercles egaux
{ottiennent des arcs tout-égaux.

SEconp Cas.
Les angles équilateres & €gaux fontifocordes, Ceft la x x VIL

converfe du méme premier Lemme.
Bb
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TroisteME Cas.

Lesanglesifoeordes & égaux font équilateres enrr’eux,
Caril eftaifé de voir par le 3 Lemme que les cordes éga-
les ne peuvent fofitenir des arcs égaux , que dans les mé-
mes cercles, ou en des cercles €gaux.

II. THEOREME.

Quanp il n’ya égalité que dans P'une de ees trois cho-
fes , voicy ce qui arrive.

PremIERE CAs

N’y ayant égalité que dans lescoftez,, les plus grandes
cordes donnentles plus grandsangles , & lesplus grands
angles ontlesplus grandes Cordes.. Ceft le 2" Lemme,

Seconp Cas.

N’y ayant égalité que dansles cordes, les:plus grands
coftez donnentles plus petits angles, & les plus petits an-
gles ontles plus grandscoftez. Ceeft le3' Lemme.

TroirstEME Cas.

N’y ayant égalité que dansla grandeur des angles, les
plus grandes cordes donnent les plus grands coftez , & les
plus grands coftez ontles plus grandes cordes. Ceft le 4
Eemme.

I. PROBLEME

CoupEr en deuxun angle donné. L'ayant prisifofcele,
il ne faut quen couper la corde perpendiculairement &

r la moitié, ce qui fe fait de laméme forre. Car alors
f”zrc fera parragé par lamoitié, par VIL 6.

I.L PROBLEME.

AyaxTun point donné dansune ligne donnée , en cle-
ver une qui fafle fur certe ligne un angle égal 4 un donné,
Soit I'angle donné. L’ayant fait ifofcele en marquer la
corde , puis du point donné dansla ligne pris pour centre,
décrire d’un intervale égal aux coftez de Iangle donné
une portion de circonference , dans laquelle en commen-
gant par le point ou cette circonference couperala ligne
donnée, on prendraune corde égale &la corde de I'an gle
donné. La li%ne menée du point donné aTextremité de
cette corde fatisfera au Probleme, Car ces deux angles
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feront €quilateres entr’eux & ifocordes ; & par confe-
uent €gaux par le premier Theoreme.
DE LA PROSIEME MESURE DE L’ANGLE 3

ur BST LE Siwnus.

Le finusdel'arc qui mefure unangle peut eftre appellé xxxrv.

le finus de cet an%le. D’oti il s’enfuit,

1. Que comme il n’y a que les arcs moindres que lamoi- xxxv,

ti¢ dela demy-circonference quiayent un finus ; il n’y a
aufli que les anglesaigus qui en ayent. Ce qui n’empéche
pas quon ne fe puife fervir des finus pour comparer en-
{emble deux angles obtus, en mefurant par les finus les an-
gIIes aigus qui Igont les complemens de ces obtus, Voyez
VII. 14.

2. I senfuit que toute ligne menée d’un point de Pun x x xvI.

des coftez d’un angle aigu perpendiculairement fur I'au-
tre cofte , eft lefinus del'arc qui mefure cet angle, & par
confequent le finus de cet angle.
Car foic £ le fommet d’un angle
aigu, & que de 4, point quelconque
de'un de fes coftez, foit menéefur
Pautre la perpendicalaire 4 ¢. Je dis
ques ceft le finus del’arc qui mefu-
re cet angle. Car ayant prolongé
k¢ jufques en 4, en forte que £ d
foit égaled k4, fi du centre £,in- 7 | i
tervale 24, on décrituncercle, 'arc c
de ce cercle compris entre d & & fera la mefure de cet an-
gle. Or4ceft le finus de cet arc, par VIL 11, Donc 4 ¢
eftle finus de L'arc qui mefure 'angle £ , & par confequent
de l'angle 4.

3. I s’enfuit que le cofté d’un des points duquel eft me- XXXVIL

née la perpendiculaire fur I'autre cofté confideré depuisle
fommetjufques 4 ce point, comme £ 4, peut eftre appellé
le rayon de cet angle, parce qu'il eft le rayondu cercle
dont T'arc le mefure. Et L'autre cofté depuis le point ot
tombe la perpendiculaire ou Iﬁ'nm , peut eftre appellé
LYantifinus, qui eft todjours égalau rayon moins le fnas ver-

fe. D’outil senfuit, Bbij
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xxxviil 4. QuE la grandeur du finus reglant toGjours celle du
finus verfe ( comme il 2 efté montré VIL 16 )elle regle
rofjours auffi celle-des ansifinus , quoyque par rapporc
aurayon, puifque Pantifinzen’eftautre chofe que le rayon
moins le finus verfe ; de forte que dans deux angles diffe.
rens les rayons & les finus ne {cauroient eftre egaux que
les antifinus ne le foient auffi.

Tout cela fuppofé, foient confiderez les Lemmes fui-
vans. .
_ . LEMME.

xxX1%. Quanp onditque deux anglesqu'on veut mefurer par
les finus ont le rayon égal, c’eft de méme que {i I'on difoic
qu'ils font mefurez par desarcs de cercles ¢gaux ; & s'ils
ont le rayon inégal , par des ares de cercles inégaux.

II. LEMME.
2L ~Dans les cercles égaux les arcs égaux ont des finus
égaux, & les finus égauxdonnent desarcs égaux. VIL 5.

i IIT1. EEMME.
(XLL  Dans les cercleségauxles plus grands arcsont lgs plus.
grands finus , & les plus- grands finus donnent les plus

grands arcs. VIL 14.

LV. LEMME

xL1L  Dans des cercles inégaux les arcs eftant égaux, ceux
des plus grands cercles ont les plus grands finus. VIL 18:

V. LEMME.

XLIL  Dans descercles inégaux les finus eftant égaux, ceux
desplus grands cercles donnent des arcs proportionelle-
ment plus petits, c'eft 4 dire de moins de degrez. C’eftune
fuitte claire du precedent.

I. THEOREME.
xi1v.  Trois égalitez peavent eftre confiderées dans les an:
gles que Pon compare & que I'on mefure par les finus.
1. L’égalité des rayons.
2. L’égalité des finus.
3. L'égalité des.angles mémes.
Or deux eftant: données donnentla 3%
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PrREmMiBER Cas,

L s angles qui ont le rayon €gal & le finus égal font

égaux. 1* & 2™ Lemme.
SEconp Cuas,

Les angles égaux quiontle rayon égal ont e finys égal.
1 & 2™ Lemme,

TrorsiEmME Cas.

Les angles qui font égaux & qui ont le finus €gal, ont
Jerayon e€gal. Cars'ils avoientle rayon inegal , ils feroient
mefurez par desarcs de cercles Inégaux : & par confe.
quent{ felon le 5* Lemme) les finus €gaux donneroient
des arcs proportionellement in€gaux, & ainfi les angles
ne pourroient pas eftre cgaux,

IILL THEOREME.

N'y ayant égalicé que dans I'une de ces trojs chofes ,

voicy ce qui arrivera, - '
" PrEMIER Cas.

N’y ayant. égalité que dans le rayon, les plus grands
finus donnent les plus grands angles , & les plus grands
angles ont les plus grands finus, 3° Lemme,

' Seconp Cas.

N’y ayant égalité que dans les finus, le plus grand
rayon donne le plus petit angle, & le Plus petit anglea
le plus grand rayon. s Lemme.

TroisiemEe Cas.

N’y ayant cgalite que dans les angles | Je plus grand
rayon donne le plus grand finus , & le plus grand finus
donne le plus grand rayon.

DES ANGLES FAITS PAR LES LIGNES
ENTRE PARALLELES.

Comme les perperpendiculaires entre Jos paralleles font
desangles droitsfur Pune & fur Pavtre (ce qui eft tolijours
la mefme chofe )il nya que les angles que font les obli.
ques 4 confiderer,

Mais ces obli?ues entre paralleles faifant d’une partun
angle aigu & de autre un obtus » c'eft Paigu que on me.

Ure premierement, & par Vaigu on connoift I'obtus, Et -

B biij

<LV,

XLVIL
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ainfi quand nous parlerons d’angles égaux, nous enten.
drons lesaigus , & les obtus par confequence feulement,

Or dans la confideration de ces an;les aigus faits par
des obliques entre paralleles ,

I’oblique eft le rayon de l'angle ,

La perpendiculaire de ’extremité de 'oblique ( qui eft
un point del'une.des paralleles furl'autre parallele ) en cft
le finus.

Dot il s'enfuit,, -que les finus qui mefurent les angles
que fontdes obliques entre lesmémes paralleles font tous
¢gaux , parce que les perpendiculaires entre les mé€mes
paralleles font égales.

Comme auffi entre differentes paralleles , pourveu que
les deux paralleles d’une part {oient autant diftantes'une
de Pautre , que celles del'autre part, Ec c’eft ce qu’on peut
appeller deux efpaces paralleles égaux.

On pent tirer de la diverfes propofitions importantes ui
ne [erons que des Corollaires du v** om.du 2™ Theoreme.

i I. COROLLAIRE.

Toute oblique entre deux paralleles fait les angles al-
ternes fur ces paralleles ¢gaux, c’eftd dire que Paigu qui
eft d'une part eft €gal 4 l'aigu 4
qui eft de Pautre parc , & par / =

confequent I'obtus 4 Pobtus.
Car ces angles alternes ont
our rayon CEtte méme ligne C
oblique 4 ¢, & pour finus I'unla
perpendiculaire de 4, furla parallele x, & l'autre la per-
pendiculaire dec, furla parallele z. Or ces deux perpen-
diculaires font égales. Donc par 45.S.
II. COROLLAIRE.
Lzs obliques égales entre les mémes paralleles font les
angles égaux : par laméme raifon.
III. COROLLAIRE.
L s obliques entre paralleles qui fone les angles égaux
font égales, S. 47.

X
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IV. CoroLLAIRE,
LEs plus courtes lignes entre paralleles font les plus
grands angles ; par le ; Theoreme, 2, Cas.
. COROLLAIRE.
Quanp des lignes font enfermées entre differentes Li-
nes paralleles, on peut y confiderer trois ¢galitez.
« 1. L’égalité des obliques,

2. L’égalit€ des angles,

3. L'égalit€ de la diftance entre les unes & les autreg
de ces paralleles, ce qui fait que cette diftance eftant éoa.
le , les perpendiculaires entre ces. differentes paralleles
font égales.

Or dgeux de ceségalitez eftant données donnent la troi-
fiéme.

1. Cas. Si les obliques font égales, & lesangles qu’eltes
fontentre leurs paralleles égaux, lesunes& les autres pa-
ralleles font également diftantes. Car ce font des angles
qui font égaux., & qui ont les rayons €gaux { {cavoir ces
obliques. Y Donc leurs finus font égaux par 46. S.

' Or ils ont pour finus les perpendiculaires entre leurs
paralleles.

Denc ees perpendiculaires font cgales,

2. €4s. Si les obliques font égales, & les paralieles de
part & d'autre €galement diftantes, les angles feront é.
gaux , par 45. S.

3. Cas. Si les paralleles de part & d’autre font égale-
ment diftantes, & que lesangles foient €gaux , les obli-
ques font €gales, 4.,

VI. CoroLLAIRE

LA méme ligne coupant obliquement plufieurs pa-.
ralleles, les coupe toutes avec la méme obliquité, Ceft
adire quelle fait fur toutes les angles aigus égaux, Cleft
une fuitte du premier Corollaire & de 5. S,

Soient trois lignes paralleles %,) » X, coupées parla
ligne B enc,end, en f;l'angle aiguversc au deflus d’x
cft égal 4 Pangleaigu de deffous | parce qu'ils font op-
pofez au fommer; & l'angle aigu de deflous eft égal 4
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Pangle aigu vers 4, au deflus
d’y , parce qu'ils font alternes,
& ce dernier eft égal d l'aigu
de deflousy , parce qu'ils {ont
oppofez au fommet. Et ce D,
dernier 4 'aigu versf, au def- /

fus de g, parce qu'ils font al- 'Z-,—n—-f"__-

ternes , & ainfi des autres. /’

Donc tous les angles aigus

que fait une méme ligne fur diverfes paralleles qu'elles
coupe font égaux. Et de la il s'enfuit, que les obtus font
égaux auffi, parce que les aigus font les complemens des
obtus.

VII. CoOROLLAIRE.

Prusteurs paralleles eftant également diftantes
les unesdesautres , c'eftadirelar de %a:., &lazdelas;
& laydela 4, &c.

Si une méme ligne les coupe routes , routes les portions
de cetteligne comprifes entre deux de ces paralleles font
¢gales.

Car tous lesangles aigus que fait cecte ligne fur ces pa-
ralleles font égaux. Ecles finus de ces angles , qui font les
perpendiculaires entre chaques deux paralleles , font ¢-
gaux aufli par Phypothefe.

Denc les rayonsde ces angles qui font- les portions de
certeligne comprifes entre chaques deux paralleles font
cgales. ; '

VIII. CoROLLAIRE.

Lo rs que deux lignes font mences d’un méme point
fur une autre ligne , Ceft comme fi ces lignes eftoient en-
tre paralleles.

Car on peut par ce point tirer une parallele 4 la ligne
que ces deux lignes coupent.

IX. CoROLLAIRE.

Tour angle plus les deux angles que font ces coftez fur

la bafe font égaux 4 deux droits. '
Soient b ¢ & 6 dles coftez d'un angle, & ¢ d 1a bafe,
par
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par le precedent Corollaire,

onpeut mener par le pointé B ve b

Talignem n, parallelea la ba- 7 0
fe , fur laquelle parallele les / \
coftez de I'angle donné fe- c: P-
ront de nouveaux angles au

tour du donné, feavoir Panglem b ¢, & nb d.-Qrces trois
angles font égauxa deux droits, parsy. S. Et chacun des
-deux qui {ontd cofté de I'angle donné, eft égal dundela
bafe, {gavoira fon alterne, parsr.S.

Doncles deux de la bafe plus I'angle donné font égaux
.4 deux droits,

X. CoROLLAIRE.

'St on prolonge un cofté d’un angle vers le fommet de
l'angle,, comme fi on prolongeoit 44 jufques en £, I'an-
,FIE que fait ce cofté prolongé {ur 'autre cofté , comme

angle 4 ¢, eft égal aux deux angles fur la bafe. Carcet
angle qui eft appellé extericur plus Pangle du fommet ,
vallent deux droits.. Or les deux anglesfur la bafe, plus
[angle dufommer vallent auffi deux droics. Oftant donc
Pangle da fommet qui eft commun, I'angle exterieur fera
égalaux deux angles fur la bafe,

Ce ferala méme chofe fi on prolonge la bafe. Car'an-
gle exterieur que fera Ia bafe prolon gce fur un cofté, fera
cgal aux denx interieurs oppolgz ;Ceft adired I'angle que
fait autre cofté furlabafe plus 'angle du fommet.

X 1. CorOLLAIRE.

D eux angles fontégaux, quand les anglesquelescé- Lxip
tez de'un font fur fabafe, font égauxa cenx que lescorez
de Pautre font fur la fienne,

XII, CororrLATRE
ITl. ProBLEME.

D’un point donné hors une ligne donnée , mener ype LX 115
kigne qui faffe fur la donnée un angle donné.

D’un point quelconque de la ligne donnée en élever
une qui fafle fur la donnée I'angle donné ( par le 2* Pro-
bleme, 33. )

Cc
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La parallele 4 cetre ligne qui affera par le point don.
né & coupera laligne donnée, fatisfera au Probleme,
DEEA @ATRIEME MESURE DE L'ANGLE

Wi EST GENERALEMENT LA Baske.
 Cerre mefureeft la plus imparfaite, & ne peut fervir
a mefurer lesangles qu'en €as que les coftez de deux an.
gles non ifofceles foient €gaux chacuna chacun , ce qui
fera deux Theoremes.

1. THEOREME

Lors que deux angles non
ifofceles font équilateres en-
treux; c’¢ft adire que chacun
des coftez de 'un cft ¢gal a
chacun des cdtez de Pautre 5
fila bafe eft égale ala bafe, ces
angles font égaux..

Ceft ce gui fe prouve ainfi. Oul'on peut faire tomber-
une perpendiculaire de U'extremité de I'un des coftez de
ces angles fur I'autre c6té; ouon ne le peur, comme lors.
qu’ils font obtus..

1. Cas. Si on le peut (- comme lorfque les angles fone
kcx )lesperperpendiculaires x pferont egales, par V. 57.

Or ces perpendiculairesfont les finus de ces angles qui
ont auffi le rayon égal, {cavoir cx. Donc ils font cgaux,.
par4s. S.

2. Cas. Sionnele peut ( comme fices angles eftoient
¢x b des mémes figures ) alors la perpendiculaire x p me.
née du fommet méme de chacun des angles, feroit voir
que les deux-angles que les coftez de chacun de cesangles
obtus font fur lear bafe, font égauxchacund chacun( ceft
4 dire angle £ égaldlanglek, & l'angle ¢, 4 'angle ¢.)
Donc les angles obtus k¢ x feront égaux,, par 62. S:

II. THEOREME.

Drux angles égaux eftant équilateres entr’ux ont la
bafe égale.

Ces angles égaux que l'on fuppofe ¢quilat:res entre
cux {ont,
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1. Ou droits,

2. Ou aigus,

3. Ou obtus.

1. Cas. S'ils font droits, com-
me b fe,&mnp,ilsont lesba.
fes b c &mn cgales, par V, 48.

2. Cas. S'ils font aigus, com.
mebdc, ngm;les perpendicu-
laires ef & mp , qui {ont les finus
de cses angles, feront égales , par

6.5S.
? Doncfd=; p 4. V. 48.

Doncébf=tnp.1.19.

Donc c6= mn. V. 48. Ce qu’il falloit demonftrer,

3. Cas. S'ilsfontobrus, comme b g, & # 0 m  les an-
glesaigusc g f,mop ,complemens de ces obtus, feront
€gaux, '

Doncles p&r?endiculaires cf&m p, qui font les finus
de ces angles, feront égales par S. 56.

Doncg f= o p.

Doncé f= n p.1.)8.

Donc b= mn. V. 48. Ce qu'il falloit demonftrer.

OBSERVATION,

Touchant la comparaifon de la premiere mefure des
angles awec ces trois dernieres.

Nous avons deja dit gu'il 'y avoit que larc qui fuft la
mefure parfaite ¢ nawurelle de I'angle. Mais pour le micux
voir, il faut remarquer gue les trois autres meﬁtm HONETENL
bien fi un angle ¢ff égal a un angle , ou entre des angles iné-
ganx quel eff le plus qrand ou gquel ef le plus petit. Mass
ilwy ague Larc qui donne la veritable proportion entre les
angles inéganx. Car il ¢f certain que [f [arc off triple on
quadruple , ou guintuple de larc , Langle fera auffi triple,
guadruple ou quintuple de Pangle. Mais cela ne [e peut

pasdire des trois autres mefures , effant faux que fi la corde
Ccj
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eff triple de la corde, lors méme gque les angles font équilateres
entr'eux , Pangle foit triple de Pangle , parce que les cordes ne
fomt pas proportionelles a lears arcs, comme it & efté dir V11,
a1, Et Ceff doi vient ladifficulté de la trifeftion de Langle,
parce qu'il ne (uffit pas powr cela de couperla corde en trois:.
ce qui [eroit facile , mais il fant couper Larc en trois; ce qui,
ne [ peut par la geometric ordinaire ceft a direenw'y. em-.
ployant que des lignes droises O~ circlaires,
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LIVRE NEUVIE ME.

e

Des angles qui ont. lewr fommer hors [ centye dy
Cercle , dont les Ares ne laiffent pas de les mefarer:

Z efbien aifé de reconnoifire qgue les angles ne Pen-

Vent avoir pour veritable mefure gue fos ars d'un

8 cercle , @ gue toutes les anpros mefures , comme Jos

cordes , les finus | @ les bafes ne penvent efire gue

fubfidiaires de celle-la , & gue méme. ¢lles ne les mefurens
g imparfaitement.

Maison a crex jufques icy gu'on ne porvoit employer pouy
mefurer un angle que les arcsdu cercle an censye duguel ef Je
fommet de cez angic. Et ainf arrivant raremens que deux an:
gles que Pon compare ayent lewr fommet au centre dy mime
cercle , on me ponvoit prefque jamass emploger i, mefare des
res dans la comparaifon de Plufienrs angles | 6 on effoitobli-
& d'avoir recours & de longs circuits par la conference dy plu-
fieurs triangles | ce qui obligeois confiderer tans de lignes,
guil efloit impalfible que Limagination n'en Suf extrémement

atiguce , qui eff une des chofes gu’on doit évirer antant gue
Con pent duns I'btude de. 1 Geometrie,

C ciijr
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Cependant il ¢f vray qu'il v’y a point d'angle qu'on ne
puiffe mefurer par les arcs dun cercle , en quelque endroit qu'ey
[foit le fommet an regard du cercle : C'eff a dire,

1. Soit qu'tl foit dans la civconference du cercle.

2. Soit gu'il [oit an dedans , guoy qu' aillenrs quau centre,

3. Soit méme qu'il [oit an debors , pourves que [es coftex
coupent ou touchent le cerdle. _

C’eft ce que Lon verra par ce Livre , qui ne fervira pas [eu.
Lement & mefurer avec une merveillenfe facilité touses fortes
d angles , mais donnera anlfi par la de grandes ouvertures
pour trowver beaucoup de nowvelles ehofes touchant ks propor-
tion des lignes.

Mais pour rendre les prenves pius conrtes il eft bon de fup-
pofer quelgues Lemmes , on clairs d’cux memes ,on demonfirex.
dans le Zivre precedent , afin &y renvoyer guand on en aura
befoin. ¥

I. LeMME. DEFINITION.

Lorsque dans toutes ces fortes d’angles on dit qu'un
tel arc du cercle auquel ils ont rapportleur fert de mefu-
re, cela veut dire, que fi ce méme angle eftoit au centre
du cercle, il auroit cetarc, ou un autre qui luy feroit €gal,
pour fa mefure. Ou bien cela veut dire, quun angle qui
{eroit au centre de ce cercle, & qui auroit cetarc pour
mefure,, feroit égal d angle horsle centre quon ditavoir
cet arc pour fa mefure.

Ec de lail s'enfuit, que dans ces fortes d’angles, aufli
bien que dans ceux qui fontau centre da cercle , deux an-
gles font égaux quandilsont pour mefure des arcs ¢gaux,
ou abfolument quand ce font des arcs du méme cercle,
ou de cercles égaux ; ou proportionellement quand ce
font des arcs de cercles inégaux: Parc du petit ayant la
méme raifon3 fa circonference , que larc du grand 2 la
fienne: comme fi 'un & autre eftoit la dixiéme partie de
fa circonference , c’cft a dire de 36. degrez.

IL LEMME.
Tourangle qui dela demy-circonference eft Duroit.
a pour mefure la{ d'un arc moindre gue la demy-c. Aigh

MOITIE d’unarc plusgrand que la demyc.Qbsue:
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- Etdeliils’enfuit, que quand on dit que deux angles ou
troisangles font égaux 4 deux droits, cela veur dire que
cesdeux angles, ou ces trois angles pris enfemble ont pour
mefure la demy. circonference , Cefta dire 180. degrez.

Et quand on dit que deuxangles font ¢gaux dundroit,
cela veut dire que ces deux angles pris enfemble ont pour
mefurela moiti€ dela demy- circonference, C’eft A dirc 90.
degrez,

ITL. Lemwme.

Quanp un roureft partagé en plufieurs portions,com.
me Aenb ,c,d, comme ces trois portions enfemble font
letout, les trois moitiez de ces portions, c’eft 4 dire une
moiti€ de chacune , font toures enfemble la moitié¢ du
tout,de forte que ces trois expreflions font la méme chofe,

La moitié du tout,

La moitié des trois portions que comprend le tout,

Les trois moitiez de ces portions , c’eft & dire une de
chacune , ce qui s'entend tofijours , quoy qu'on ne le
marque pas.

Etainfi fuppofant qu’.¢ foit une circonference , & que
b,c,d foient trois arcs qui la comprennent toute

:de larc 4+ font égales prifes enfemble 4 laz de la cir-

tde l'arc c} conference , C’eftadire 4 la demy-circon-

zdel'arc dJ ference, ou 4 180. degrez,

Etfuppofant qu’ 4 foitune demy.- circonference, & que
é & ¢ foient deux arcs quila comprennent , deux moiriez
decesarcs, une de chacun, valent la moiti€ de Ia demy-
circonference. C'eft a dire go. degrez.

Etalors on peut exprimerla moitiéde Fun de ces arcs
en deux manieres,ou par fon proprenom,commela: d’un
telarc, ou par la moitié dutour dont il oft portion moins:-
la moitié de I'autre arc,

Ainfi eftant donné une demy-circonference qui com-
Erend lesarcsé & c,la & de Parc 4 eft ]améme chofe que

moiti¢ de ladem y-circonferencemoins la  de Parc ¢. -

Enfin fiun tout 2 deux portions , la moitié de la plus -
grande moins la moiti¢ de laplus petite eft 1a méme cho- -
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fequela moitié du rout moins la p_ertite entiere. Car fi'lle
tout a pour portions b & ¢ , la moitic du touteft égale dla
moitié de b plus la moitié des Il faut donc ofter deux
fois la moitié decde la moitié du tout, pour rendre la
moitié du tout égalea‘.lamoitiédeé, dont onauroit ofte
la moitié de c.

1V. LEMME.

‘Enein il fe fauc fouvenir,

1. Que toutangle plus les deuxque
font {cs coftez fur fa bafe font égaux
3 deux droits.

2. Que les deux angles fur la bale
d'un angle droit font égaux a vn j,

.droit, '

3. Quefi on prolonge un cofté de Tangle vers le fom-
met , le nouvel angle que fait ce cofté prolonge fur 'autre
cofté eft égal aux deux angles qui fone furla bafe du pre-
mier angle. Ainfi l'angle / k & eft égalaux angles vers 4
& vers ¢.

La premiere forte d'angles dont le fommet €5t en la

_cércanﬁreme d'un Cercle donne.

DivisIoN.

L fommet &'un angle nefe peut termineren
la circonference d’un cercle quen 3 manieres.

1. Quand l'un des coftez eft au dedans du
cercle & 1'autre au dehors.

2.Quand tous les deux font audedans.

3. Quandils font tous deux au dehors du cer-
cle. Mais parce que la premiere fe fubdivifeen
deux , on peut CONter 4.. genres de cette forte

dangles.
Ler. Quandlundes cotez eftau dedans du
cercle, & en eftune corde , & que l'autre cofté

qui eftau dehors touche le cercle.
Le a. @and Pun des coftez eftant aufli au dedans du
cercle
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cercle celuy qui eft au dehors coupe le cer-
cle , & entredans le cercle lorfqu'on le pro-
longe de ce cofté-la: ou que ce n'eft méme
qu'une corde prolongée hors le cercle.

Le 3. Quand tous les deux coftez font au
dedans du cercle , & en font deux cordes,

Le 4. Quand ils font tous denx au dehors, >

Mais parce gu’alors cette [orte dangle ne pent [ -
avoir de rapport au cercle, gue parce gu'il feroir \*
égal aun angle gu’on lay oppofersit an fommer
qui feroit neceffairement on du 1 ou du 3 genre
ine fera point meceffaire de rien dire de ¢o 4 genre , puifgu’on
en pourra jzjger par les autres.

Et ainfi il ne reflera gu'a donner Lz mefure des trois pre.
miers 5 ce que nows ferons par trois Theoremes tres clairs @
tres-fuciles , &~ dont méme les dewse derniers ne [feront gu'une
[uite du premier : ¢ en méme temps fifeconds pour parler ain.
fi; qu'un tres. grand nombre de prepofitions qui ne [ prowvent
dans la Geometrie ordinaire que par des voyes tresobfcures ¢
tres embaraffées S'en deduiront fins peine, comme w'en cfant
gue de fimples Corollaires.

Maisponr celz il eff neceffaire de marguer L« maniere dont
on exprime les angles du premier @ndu trotfiéme genre dans la
Geometrie ordinaire. Car pour celny du denxieme , perfonne
ne les a encore confiderez,

PREMIER AVERTISSEMENT.
DEFiNITIONS.

L'ANcLE dupremier genre, qui eft celuy qui eft com-
Pris entre une corde & une tangente , eft appellé ordinai-
rement “”.g"’ du fegment , angulus [egments,

Et Pangle duj genre qui eft compris entre deux cor-
des quife terminent d’une parcdun méme point de la cir-
conference, Langle dans le feqment angulus in fegmento,
Ce que pourmicux entendre, il faut remarquer, que tou-
te corde parrage le cercle en deux portions, qui fontap-
pellées fegmens, & que ces portions ou fegmens font égaux
quand cette corde eft un diametre, & alors on les appelle

Dd
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desdemy cercles, &'arc de chacun eftunedemy-circon:
ference.

Mais qu'ils font inégaux, quand ¢’eft une autre corde
que le diametre , 'uneftant fPlus petit que le demy-cercle,
& l'autre plus grand. De forte que pour abreger nous.
appellerons I'un le petit fegment, & Pautre le grand feg-
ment,

Etdela il eft clair quelarc du perit fegment eft plus pe.
tit que lademy-circonference, & quel'arcdu grand feg.
ment eft plus grand que la demy-circonference.

Cela fuppofé, fion tire Ja corde
F G ,&au point F la tangente m 2 ; 4y &
F x G eft lepetitfegment, & Fy G- | 2~
le grand {egment. ' 5

EtlangleG F m, 'angle du petit
feﬁgment ; parce que la tangente FF?_:,.J'“"
eft du cofté de ce fegment-ld.
Eti’angleGFn,l’angle du grand ‘\

fegment.

* -

e Y -
-

5y
le petit fegment.
Etl'angle F K G ,I'angledans legrand fegment.
II. AVERTISSEMENT.
O peut encore remarquer qu'au re-
gard de I'angle dufegment, il faut quela
corde qui divife les deux fegmens foit dé-
crite,, parce quelle fait'un des coftez de |,
Pangle. Mais que cela n’eft pas neceflaire F\
auregard del’angle dansle fegment,parce el
que la corde n’eft que la bafe de cer an-
ole, & qu'elle eft fuffifamment marquce parles 2 points
dela circonference aufquels abouriffent les deux coftez
de angle,, comme langle F £ G , eft {uffifamment mar-
qué, quoy quela ligne F G ne foir que fous-entendué &
non tracec,

Mais 'angle P& G eftlangledans ™ K

III. AVERTISSEMENT.
L’anxcLE dansle fegment fe peut exprimer en deux
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manieres; ou par raport au fegment dans lequel il eft inf-
.crit, fon fommet fe trouvant dans Iarc de ce fegment ; ou
parraporta larc fur lequel il eft appuyé. Et c’eft en cer.
te maniere qu'il vaut mieux exprimer , quand la corde
qui joindroit les extrémitez de fes coftez n'eft pas mar.
quee ; comme dans 'angle 7 &G, quieftappuyé fur I'arc
F G ; &alors ondit fimplement que ceft un angle inf.
critdansle cercle, fans parler de fegment.
IV. AVERTISSEMENT.

Iv et aif€ de voir que P'angle infcrit dans un fegment
eft totjours appuyé fur I'arc du fegment oppofé. Er
quainfi l'angle dans le grand fegment eftappuyé fur I'arc
du petitfegment : & au contraire'angle dans e petit feg-
ment eft appuye fur 'arc du grand.

V. AVERTISSEMENT.

Exe1w il faurremarquer, que quandon parle des arcs
que fodrtiennent les coftez d’un angle infcrit dans le cer-
cle, on doit entendre les deux qui font a coftd I'un de
Fautre , & tout-a fait feparez l'on de l'autre, & quiavec
celuy fur lequell'arc infcriteft appuyé comprennent tou-
te la circonference.

PREMIER THEOREME,
FONDAMENTAL DE TOUS LES AUTRES.

Tour anlgle Compris entre une tangente & une corde, XIIL
a pour mefure la moitié de I'arc folitenu par cette corde
du cofté de la tangente.

Et parce que cetangle eft auffi appellé l’angle du feg-
ment vers lequel eft cette tangente, felon cela on doit
dire, qu’il a pour mefure fa moiri¢ de 'arc de ce feement.
la. Deforte que fi c’eft I'angle du petit fegment, iFa ur
mefure la moitié de I'arc du petitfegment; & fi Ceft 'an.
gle du grand fegment, ila pour mefure la moitié de I'arc
du grand fegment,

Ce Theoreme eft le fondement de la mefure des angles
Far des arcs de cercles hors le centre defquels eft Jeur
ommet ; & la preuve en eft tres-facile,

Soit lacorde F @ &laligne m # qui touche le cercle»

Dd ij
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dont le centreeft au point ¢, 'anglem F Geft 'angle du
petit fegment , & » F G 'angle dugrand.

Soit tiré le diametre £ K per- m
pendiculaire 4 F G ; & le rayon i
¢ F, & P ¢ perpendiculaire au K
diametre K £, & parconfequent | :
paralleled F @, le diametre 2K i1
coupera par la moiti¢ lesarcs du /| i
grand & du petit fegment. D'ott,/ P | .
il s’enfuit que langle au centre .\

Fcka pour mefure lamoiti€ de- ) |
Parc du petit fegmenr. Et que

Pan gie au contraire F ¢ X a pour

mefure la moiti¢ de I'arc du grand fegment.

De forte que le Theoreme fera demonftre ( par le ¢
Lemme) fi on peut faire voir, que angle du petit feg-
mentm F G eftégal al'angleau centre £ ck. Or cela eft
facile. Carc 2 & F Geftant parallcles, les angles alter-
nes que fait fur Pune & fur autre le rayon de I'atouche-
ment ( c’efta direlesangles P¢c F, & ¢ F G ) font égaux.

Or Panglem F ¢ ( qui comprend I'angle du fegment &
angle ¢ F G ) eft droit- & par confequent ‘€gal d l'angle
P ¢k, qui eft droit auffi, & qui comprend les deux an-
gles Fc k& P ¢ F. Donc oftant de part 8 d’autre les an-
glesc F G& P¢ F(que onvient de faire voireftre égaux)y
Pangle du fegment demeurera égal a Vangle F ¢ £, quia

our mefure la moitié de I'arc du petit fegment.

Doncl’angle du petit fegment m F G ,2 aufli pour me-
{fure la moitié de cerarc. du petit fegment. Ce qu'il fal-
loit demonftrer:

On fera voir de méme que l'angle du grand fegment
n F G eft égalaangleau centre F ¢ K, quia pour mefure
la moitié de 'arc.du grand fegment;

Car I’angle du grand fegment comprend l'angle droit
nF ¢ & langle ¢ F G. Or I'angle au centre F ¢ K com-
prend auffi 'angle droxx 2 ¢ K & Pangle P ¢ F.

Or lesangles ¢ F G & P ¢ F font égaux, comme il vient

G
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d'eftre dit. Donc eftant ajoditez chacun 4 un droit , ils
rendent €gaux P'angle du e%m ent & l'angle au centre, qui
a pour mefure la moitié de Pare du grand fegment.
Donc ( par le 1 Lemme ) I'angle du grand fegment a
pour mefure la moitié du grand fegment.
I. CorROLLAIRE.
L’ancrE du demy-cercle eft drojt..
Celuy du petit fegment eft aigu,
Celuy du grand , obrus.
Cela eft clair par le 2* Lemme.
IL. Cororrarre.

Lorsque deux cercles dont v
Puneft dans Pautre fe touchent, L N
routes les cordes menées du point f’/
de 'atcrouchement 4 Ia circonfe- /,l-
rence du plus grand cercle foq- B!
tiennent des arcs proportionelle.
ment €gaux dans les dE(’:ux cercles:
c’eft 4 dire que la ligne entiere
(44 )fofitient dans le grand cer-
cleunarc égala celuy quefoditient dans le petit ( £4 ) par:
tie de cette méme ligne,

Carlesanglesm & 6 & m#k d font le méme angle. Or
I'un a pour mefure la moitié de l'arc 4 6, & l'autre Jamoi-
ti€ de I'arc £4. Donc ces deuxarcs font proportionnelle-
ment €gaux,

XV
m_

IIL. THEOREME.

Tourangle dont le fommet eft en lacirconference, & xvr..
qui eft compris entre une corde & la partie d’une autre
corde prolongée horsle cercle du cofté quelle eft hors
le cercle | a pour mefurela moirié des deux arcs qui font
acolté du fommetde cet angle, & qui font foditenus par
les deux cordes,, dont 'une eft le cofté de I’an gle, & l'au-
tre en faitl'autre cofté par fa partie prolongée hors le
cercle,

Soient les deuxcordes K D& x G , dont K G foit pro-
longée en F hors le cercle; je dis que 'angle 7 K@ 2

Dd ijj
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-pour mefure,lajmoitié des deux

arcs K D& KG.
Car foit tirée par le point K
la tangente m n, langle F K 6

.comprend les deux angles F Kn

&7 KG.Or langle F K neft

£gali l'anglem K D , parce qu'il
Juy eft oppu{é au fommet, Donc
Tangle FK G eft égal aux deux

anglesn KG&mK D.
“Or parle 1= Theoreme # K G
a pour mefure la moiti¢ de 'arc
K G,&mK D a pour mefure lamoitic de l'arc K D.
Donc l'angle F K G, quieft égald tous les deux ,a pour
mefure 'une & I'autre moitié de ces deux arcs, C'eft a dire
la moitié de ces deux arcs, par le troifiéme Lemme.
‘COROLLAIRE.
S 'on’joint les extremitez de
deux cordes par deux autres cordes
quife croifent, & que l'on prolonge
hors le cercle les deux premieres
cordes ,lesangles que le prolonge-
ment de chacune fera {ur les cordes
.qui fe croifent , feront égaux.
Soient les deux premieres cordes
cf&dg
Lesdeux quifecroifent,fd&ge. J/
Les prolongemens , Kc& £ 5
Je dis queles angles K cg& k d f
{ont égaux.
Car par le precedent Theoreme Pun & Fauerea pour
.mefurei}a moiti€ desarcs f¢,cd,dg.
III. THEOREME.
T our angle infcrit au cercle , c’eft 4 dire compris
entre deux cordes qui ne fe joignent qu'en la circonfe-
rence , a pour mefure la moiti¢ de 'arc fur lequelil eft

_aPpuy,é_.
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Et parce qu'on appelleauffi ces angles ( angles dans le
feoment ) felon cela,
Tourangle dans un fegmenta pour mefure la moitié de
Iarc dufegment oppofe. Voyez le 4 Avertiffement.
Lapreuve en eft tres facile parle premier Theoreme,
Soit I'angle £ & ¢. Je dis qu'il 2 pour mefure la moiti¢-
del'arc f g.
Soit menée par le fommet & ¥
la tangente m #, Pangle inferit M————5 S
Fkg, plusles deux qui fonta- -l o
mfgéf.é m,& gkn  valent f.-” '
deux droits. [ |
Donc ils ont pour mefure il
la demy-circonference, parle: ¢ \/
2* Lemme. : T
Doncilsont pour mefure les \—_// g
troismoitiez desarcs f g, &f; & g(parles’ Lemme ) parce
que ces trois arcs comprennent toute Ja circonference,
Orl'un de ces trois angles, fcayoir f&m ,a pour mefure
lamoiti€ de larc &f; & %’autre ,{Gavoir g £, a pour me-
furela moiti¢ de I'arc k. Donc il refte pour la mefure du
3, qui eft langle inferit, la moitiédus®are, quieft fe.
On peut encore prouver la mef- b
me chofe par le 2 Theoreme, Car fi g
on prolonge /£ jufquesa 4, les an-
glesfi ¢ & ¢ k4 valentdeux droits,
& par confequent ont pour mefure
lamoitié de la circonference, & par e
confequent aufli les trois moitiez \ '/
des trois arcs &£, ke, fg. FX
Or I'angle 6 £ g a pour fa mefure \\
la moirié”des deux arcs kf&kg,
par le deuxiéme Theoreme.
Refte donc pour la mefure de Pangle inferit la moitié
du troifiéme arc, qui eft £ g,
OROLLAIRE.
I paroift par I3, que fi on ofte de la circonference en-

\
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tiere, C’eft 4 dire de360. degrez , les deuxarcs que foritien.
nent les coftez delangleinferit, lamoiti€ de ce qui refte.
ra fera la mefure de Pangle inferit, comme fi 'unde ces
arcs cft de 100 degrez , & P'autre de 4.4, oftant 144 de36o,
reftera 216 , dont la moitié eft 108 pourlamefure de lan.
gle infcrir,

I1I. COROLLAIRE.

1L paroift aufli qu'on peut dire encore : Que tout an.
gle infcrita pour mefure la demy-circonference moins la
moirié des deux arcs qui font foutenus par ces coftez : ou
moins I’arc qui eft foitenu par Pun de fes coftez quand
il eft Ifofcele.

Cela eft clair par la demontftration precedente, & par
le troifiéme Lemme.

Et cette mefure eft fouvent plus commode que Pautre,
comme fi I'on fcait que des arcs que fodriennent lescdtez
del’angleinfcrit 'uneft de 100 degrez , & lautre de 44,
en oftint 50 & 21, quifont 72, de 180, ce qui reftera qui
eft 108 eft la mefure de cet angle infcrit,

Etcela eft encore plus facile, quand I'angle inferic eft
Iofcele ,comine fiun & 'autre de fes coftez {otitientun
arc des 6 degrez: caroftant 36 de18o , ce qui refte,, quictt
144 , eft la mefure de cet angle infcric.

: I11. CorROLLAIRE.

Tous les angles infcrits dans le méme fegment, ou ap-
puyez fur le méme arc , ou fur desarcs égaux, font¢gaux,
Car ils ont la moitié du mémearcou de deux arcs egaux
pour mefure. Doncils font€gaux par le premier Lemme.

Etil eft clairauffi ( par le premier & le deuxiéme Corol-
laire ) que des angles infcrits font égaux quand lesarcs que
fofitiennent les deux coftez de I'un pris enfemble font ¢-
gaux aux arcs que fodtiennent les deux cérez de l'aurre,
& qu'ils ne peuvent eftre égaux que cela ne foit,

Que fi au contraire des angles infcrits font fuppofez
EEaux ,ils faut qu’ils foient appuyez fur desarcs égaux, ou
abfolument, fi c’eft dans le méme cercle ouen des cercles
€gaux que ces angles foient infcrits ; ou proportionell:-

- ment,
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ment, fi c’eft dans des cercles inégaux. Ce qu’il faut auffi
fuppofer dansla premiere partiede ce Corollaire, Car les
arcs proportionnellement ¢gaux font aurant pour I'éga.
lité des angles que s’ils Peftosent. '

V. Cororrarrs,

St devx angles infcrits en divers cercles font €gaux, &
qu’ils foient {ofitenus par des cordes égales | les cercles
dans lefquels ils font inferirs fone €gaux.

Car les angles infcrits en divers cercles ne {gauroient
eftre égaux , qu'ils ne foiene 4 ppuyez fur des arcs propor-
tionellement égaux, & des arcs de divers cercles propor-
tionellement égaux ne {cauroient eftre fotitenus par des
cordes €gales que les cercles ne foient €gaux, Donc, &c.

V. Cororrarre.

¢ Lorsque deux cercles donge I'un eft au e
dedans de Pautre f@ touchent, {i du poine /
de I'attouchement on mene deux lignes / | \ |
julques 4 Ia circonference du plus grand, 5,‘ /\__/
les arcs de Pune & de 'ayre circonferen- \
"C¢ compris entre ces deux lignes feront Y
proportionnellement égaux. Car le méme angle fera me.
furé€ par la moitié de 'an & del’autre de ces arcs,

VI. CoroLLAIRE,

St un cerclea pour centre un point de i
lacirconference d’un autrecercle, & que \
dece pointon tire denx lignes qui cou. ( ]
pent 'une & Laurre circonference , Parc K AN

.~_I‘ \I
i

g
o
T
H= Al

pris entre ces deux lignes eft proportio-
nellement égal 4 la moitié de l'arcde cel- \
le dans laquelle eft ce point. Car le mé. —

me angle a pour mefure Je premier arc entier & la moiic
de l'autre,

de celle qui a ce point pour centre com. | /

VIL Cororrarrg.

St l'angle inferit & I'angle an centre font appuyez fur le
mémearc I'angle au centre ef double de Pangle inferir,
Car l'infcrit 2 pour mefure la moijrid de I'arc, qui entier

Ee

R
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_ cft la mefure de l‘angle au centre.

XXVIIL

VI1II. CoROLLAIRE.

Tous les angles dans un fegment font égaux a l'angle
du fegment oppof¢. Erainfi l'angle dans le grand fegment
eft égalal'angle du petit fegment ; & 'angle dansle petit
fegment €gal 4 l'angle du grand.

Carl’angle du grand fefgmem: eft appuye fur Parc du
petit. Doncil a pour melure la moitié de I'arc du petit,
‘qui eft auflila mefure de Pangle du petit fegment,

IX. COROLLAIRE.
L’ancrLe dansle demy-cercle eft droit.
Dans le grand fegment,, aigu.
Dans le petit , obtus.
Cela eft clair par le deuxiéme Lemme.
X. COROLLAIRE.

Les angles infcrits en deux{egmens oppofez font €gaux
4 deux droits. Car les arcs des deux fegmens compren-
nent toute la circonference. Donc la moitié de Pun qui
eft la mefure de P'un de ces angles plus la moiti€ de
I'autre qui eft lamefure de Pautre angle , valent la demy-
circonference (-parle troifiéme Lemme. ) Donc pris en-
femble ils ont pour mefure ladem y-circonference. Done
ils valent deux droits.

XI. CoROLLAIRE.

S1 quatre cordesne fejoignent quaux extremitez, elles
font quatre angles infcrits dont les oppofez {ont ¢gauxa
deux droits, Ceft laméme chofe que le precedent.

XIl. COROLLAIRE.

L’AncLE 2igu qui eft dans le grand fegmenteftle com-
plement de I'obtus qui eft dans le petit. Cela eft clair,
puifque les deux en?em ble valent deux droits.

XIII. CoROLLAIRE.

LA moitié de la bafe d’un angle infcriteft fon finus, s'il
eft capable d’en avoir, cefta dire s'ileft aigu : ou de fon
complement, ¢il eft obtus. Car le finus eftla moiti€ de Ia
corde du double de ’arc. Or la bafe d’'unangle infcrit eft
la corde d’unarc quieft double de celuy qui mefure I'an-
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gleinferit. Donc la moitié de cette corde eft fon finus
s'ileft aigu : ou s'il eft obtus, le finusde fon complement,
c’eftd dire de Pangle aigu qui eftant inferit dans le feg-
ment oppof¢ a auffi cetre corde pour fa bafe.

XIV. COROLLAIRE.
Ox dit qu'un fegment eft capable d’un telangle quand
tousles angles dans ce fegment font égaux 4 cet angle.
Ecquand celaeft, il eft impoffible qu'un angle de cette
randeur ait pour bafe la corde de ce fegment que fon
%ommet ne {e rrouve dans undes points de Parc du feg-
ment,
Suppolons par exemple que le
fegment A foit capable de'angle
£ ; je dis que tout angle égal 4
I'angle £, quiaura 4 ¢ pour bafe,
aura fon fommet dans un des
points de 'arc du fegment A.
Car ¢'il I'avoit au dedans du
cerclecommeend, prolongeant [/
¢djufquesen £, point de la cir- [/
conference , & tirantlaligne 4 £ | A

Fangle s f¢ fera égal 4 Pangle £ Ij

par 'hypat:fe, Or I'angle 6 d ¢, \ //
parle 4™ Lemme, eft égala ’an- e

gle 5 fc. pluslangle f6d. Doncil eft plus grand que le
feul angles Fe. Doncil eft plus grand que I'angle 2.

Et fi le fommeteftoit hors du fegment comme eng, ti-
rant une ligne de 4 au point o1 ¢ g coupe le cercle comme
af,on prouvera quelangle &f¢,égald £, fera plus grand
que I'angle & ¢ ¢, parce qu'il fera égal 44 g eplusgé £, par
le quatriéme Lemme,

Donc I'angle quia 4 ¢pour bafe ne peut eftre égal 4 £

uieft 'angle dontle fegment 4 eft capable, qu’il n’aic

on fommet dans la circonference puifque s’il avoit au
dedans il feroit plus grand , & s'il Pavoit au dehorsil feroic
plus petir.

Eej
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XV. CoROLLAIRE.

S1 on fait le diametre d’un cerclede Phypothenufe d’un
angle droit ,le fommet de cet angle droit{e trouvera dans
la circonference du cercle.

Car chaque demy-cercle eft capable de cet angle droit,
Donc par e Corollaire precedent, nul angle droithe peut
avoir pour’hypothenufe la corde du demy-cercle qui eft
le diametre, que fon fommet ne {¢ trouve enun des poins
de la demy-circonference.

XVI. CorOrLLAIRE:

S1 dufommet d’un angle on tire une ligne 2u milieu de
la bafe , & que cette ligne foit €gale a la moitic de cette
bafe, Pangle eft droit :mais fi elle eft plus longue, il eft
aigu; & fi elleeftplus courte, il eft obtus.

Car faifant un demy-cercle qui ait pour centrele poine
du milieu dela bafe, & pour intervale la moitié de la bafe,
Je fommet de I’angle fe trouvera dans un des points dela
demy-circonference, fi la ligne tirée dufommetau milieu
dela bafe eft égale d la moiti¢ de la bafe.Donclanglefera
droit.

Et le fommet {etrouvera au dehors du demy-cercle, fi
clle eft plus longue. Donc I'angle fera plus petit qu'un
droit par le neuviéme Corollaire, & par confequent aigu.

Et il fe trouveraau dedansdu demy-cercle fielle eft plus
courte. Donc Pangle fera plus grand qu’un droit par le
neuviéme Corollaire. Donc obtus,

XVII. CorROLLAIRE.

Quaxp deux cordes égales fe coupent , chaque partie
de Pune eft égale a chaque partie de 'autre.

Soient les cordes egales B c& mn,
quife coupenteno, les arcsbm c &
mcn font égaux, parce qu’ils font
fotenus par’ des cordes egales. ”

Donc oftant de ces deux arcs l'arc
ne , quilear eft commun ; lesarcs
B n & m ¢ demeurent égaux. Donc
eirant lalignenc,lesangles infcrits
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ne B & cnmfont égaux, parce quiils fontappuyez fur des
arcs €gaux, Donc les deux lignes ¢ # & o ¢ font égales,
parce qu'eftant menées d’un méme point elles font des
angles €gaux fur la méme bafe. Et on prouvera de méme
entirant la ligne B m queo m & o B font ¢gales. Donc
chaque partie de 'une de ces cordes eft €galed chaque
partie de Pautre,

I. ProscLeEmE

Trouver l'angle droit dont on a Phypothenufe & Ia
diftance du fommet 4 Phypothenufe,

Elever de Pextremité de hypothenufe une perpendi.-
culaire €galed cette diftance, & tirer par l'autre extremi.
tede cetee perpendiculaire une parallele aI’hypothenufe.

L'un des deux points ot cette parallele coupera le cer-
cle qui 2ura Phypothenufe pour diametre , ou le point de
Pattouchement, fi elle le touche, féra le fommet de cet an.
gle droit quien determinera les coftez:

Carla diftance eftant dopnée de ce
fommet a hypothenufe, il ne fe peut
trouver ailleurs ( d'un cofté ) qulen [7

Wr et
quelquun des points de cetteparal. ||

lele; & parce que cetangle eft fuppo.

f¢ droir, il faut parle 11. Corollaire qu’il fe trouve auffi

en quelqunn des points de la demy-circonference. Donc

enundes pointsotelle a coupe , ou en celuy auquel elle
le rouche.

' ILPRoOBLEME.

D’un point hors le cercle tirer les tangentes au cercle
&montrer quonn’en peut tirer que deux, k
& qu'elles font égales, (R T g

Soit £ le point hors le cercle , & ¢ le [ SN
centre du cercle, joindre ces points par TR |8
une ligne. Décrirele cercle quiaura cet- { Nl
te ligne pour diametre & qui coupera le | €
premicr en deux points comme f& g ; 4 £, \ /
&4g,feront les deux tangentestirées du —

Ee ijj;
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point £ au premier cercle.

Car 'angle que'une & Pautre faitaveclerayon du pre.
mier cercle eft droig, parce qu'il eft dansun demy-cercle,

Et il ne peuty avoir que ces deux lignes tirées du poing
k qui touchent le cercle, parce que le fommet de I'angle
droit , qui doitavoir pour coftez la rangente tirce de £ &
un rayon du premier cercledoit eftre en un point commaun
aux circonferences des deux cercles , puifqu’il doit eftre
dans la circonferencedu premier 4 caufe qu’un rayon du
premieren eftun des coftez ; & dans celle du fecond, 4
caufe que tous les angles droits qui ontle diametre du fe.
cond cercle pour hypothenufe doivent avoir leur fommer
dans la circonference de cefecond cercle  parle treizicme
Corollaire. )

Or il 0’y a que les poins f ¢ g qui foient communs aux
deux cercles, Donc on ne peut tirer de £ que les deux
tangentes k£ f& £ 2.

Eril eft clair qu'elles font égales, puifque chacune foi-
tient des arcs €gaux dans la circonference du nouveau
cercle.

III. PROBLE ME.

Couprr un fegment dansun cercle donné qui foic ca-
pable d’un angle donné. ¢

Ayant tiré une tangente au cercle,
la corde qui fera avec cette tangente
au point de I"atouchement un angle
égalalangle donné, fatisferaau Pro-
bleme. Car le fegment du cofté op-
pofé a ecluy de Fangle ¢gal au donné
qui faic cette cordeavec la tangente,
fera capable del’angle donné, parle cinquicme & dixié-
me Corollaire,

IV. PROBLEME.

Trouver le cercle dont le fegment termine par uné
ligne donnée foit capable d’un angle donné,

Soitla ligne donnee & 4, & 'angle donné k; foit tirce
b fqui faflefur 6 d un angle égala langle £.
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Soit €leve du point 4 une perpendiculai-
readf, &qu'ily aitune autre perpendi-
culaire a6 d quicoupes d par la moitié,

Je point ¢, 01 je fuppofe que ces deux per-

endiculaires fe rencontreront fera le cen-
treducercle, quiauracébou ¢ 4 pour in-
tervale ,& pour tangente £ 4.

Donc le fegment oppofé 4 celuy vers'
© Tequeleft £ fera capable d’un angle égal
al'angleféd, par le 5 Corollaire , parce-
que l'un fera I'angle du fegment, & lautre
Fangledansle fegment oppofe.

V. PROBLEME.

Connoissant qu'elle eft 1a diftance de trois points I’'un
de 'autre, commede 4, ¢, d , & nefcachant d’un 4° com.-
me x, finon de quel cofté il eft,d I'égard de ces trois-13,
& qu'elle eft Ia grandeur de 'angle compris entre ces li-
gnesx 6 & x ¢, & de celuy qui eft compris entre ces lignes
xc& xdtrouver ce 4 point.

Les lignes 4 ¢ & ¢ d font données c
par 'hypothefe. b : 1

Etlesangles donnez foient &g, " % : /%

Trouver par le Probleme prece-
dent le cercle dont le fegment ter-
miné par 4 ¢, tourné versx, foitca-
pable de P’angle £

Er trouver de mefme un autre
cercle dont le fegment terminé par
cd & tourné vers x , foir capable de l'angle .

Ces deux cercles {e couperont en deux points, dont l'un
fera ¢ par la conftrudtion,, & lautie x :ce qui fe prouve
ainff,

Lesdeuxangles x o1, & ¢ x d ,dont Ja grandeur eft con-
nué, ont leur fommet au méme point.

Or par le 1o™ Corollaire 'angle égal 4 fayant & ¢ pour
bafe ne peut avoir fon fommet ailleurs que dans un des
points de I'arc dufegment qu’on a trouvé eftre capable de

XL
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Panglef, Et par laméme raifon 'angle.cgal 4 ¢ ayant ¢4
pour bafe ne peutauffi avoir fon fommet que dans un des
points de I'arc du fegment qu'on a trouve eftre capable
de I'angle ¢. Doncil faut que ce point qui eft le fommet
de tous les deux angles {oit communa tous les deux cer.
cles. Doncil faut que ce foitP'un des deux points on ils fe
coupent. Orileft bien vifible que cen’eft pas le point ¢
Donc P'autre point ot ils fe coupenteft le point x que'on

chercheit.
3 3.

Des angles dont le fommet ¢ft au dedans du cercle
€5 ailleurs quan centre.

Quanp le fommet d’un angle eftau dedans du cercle,
mais ailleurs qu’au centre,, comme peut eftre Pangle £, fes
coftez doivent tofijours eftre confiderez comme terminez

arla circonference , comme au point £& ¢ ;5 & de plus i
Eas fautaufli prolongeraudeld dufommet julquesa la cir-
conferencede ['autre part, en prolongeant par exemple
f & jufquesenc, &g kjufques end.

Et ainfi ces angles fe reduifent aux
angles qui fe font dans la fedion de
deux cordes qui fe coupent au dedans
du cercle , ou il fe fait quatre angles
dont les oppofez font €gaux , & qui |
font chacunappuyé furPun des quatre  \_
arcs , aufquels cette circonference fo’  #
trouve divifée par ces deux cordes.

Voicy donc le Theoreme quinous apprendra la mefure
de cesangles,

{
f [

IV. THEOREME.

Tourangle fait par la fedtion de deux cordes qui fe cou-
pentau dedans du cercle , a pourmefure la moitié del'are
fur lequel il eftappuyé, plus la moiti¢ de I'arc oppofé.

Soient les deux cordes ¢ £ & d ¢ qui fe coupenten £,
Prenonslequel on voudra des quatre angles qu’elles font

en
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en fe coupant, commef % g ;je dis qu'il aura pourfa me-
fure lamoiti¢ delarc fg plus lamoiti¢ de I'arc oppofé dv.

Soientjointsles points 4, 'angle f & ¢ y
eft €galaux deux anglesvers d & vers f :
( par le quatriéme Lemme, ) <

Orlangle vers 4 pour mefure la moi-
ti¢ de Parcfg furlequel il eltappuyé, & *
I'angle versfgla moiti¢ del'arccd, par la £¢ /
méme raifon. eadin I/

Doncl'angle £ ¢ qui leureft égal, a pour fa mefure les
moitiez de ces deux mémesarcs: ce qu'il falloit demon.-
ftrer.

CoroLLAIRE

QuanD deux cordes €gales moindres que des diame.
tres {e coupent, elles divifent la circonferenceen quatre
arcs,dontilyena deux oppofez quifontégaux, & deux
autres inégaux ; & alors les angles qui font appuyez fur
chacun de cesarcs €gaux ont pour mefure cet arc entier.

Carlesoppofez eftant égaux, un entier eft la méme
chofe , que la moiti€ de 'un plus la moitié¢ de Pautre,

Jene prouve point ce quieft fuppofé dans ce Corollai-
re, parce que c’eft une fuite vifible de ce quiaefté demon-
ftre, fup. 35.

1L

Des angles dont le fommer eff bors le cercle que
lents coftez coupent ou tonchent,

Les coftez d’un angle dont le fommet eft hors le cer.
cle peavent,

Ou le couper tous deux.

Ou le toucher tous deux.

Ou Pun le couper & l'autre le toucher.

Mias quand ils le coupent, on les confidere totijours
comme entrans dansle cerclefelon fa convexité, & eftant
terminez par la circonference au dedans du cercle felon f
concavité,

Ff
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C’eft pourquoy ces angles font totijours
confiderez’comme eftant appuyez {ur deox
arcs du cercle, 'un-concave & l'autre con-
vexe,

Quand les deux eoftez le conpent, arc
concave eft celuy qui eft compris entre les-
deux points, .eﬁ'}'es deux coftez {onttermi-
nez au dedans du cercle. Et le convexe eft
celuy qui eft compris entre les deux poitits

ar ou il entre dans le cercle.

annd tous les deux coftez touchent le |
cercle, I'an & l'autre eft compris entre les-'
deux points del'attouchement, mais'un eft .
concave au regard del'angle, & lautrecon--
vexe.,

Et quand I'un rouche & l'autre coupe le
cercle, le concave eftcompris entre le point’
de Pattouchement & celuy ou fe termine
Fautre cofté; & le convexeentre le point de
Pattouchement & celuy ot Pautre cofté en-
rre dansle cercle.

Ve

1/ eftoit meceffaire de bien expliquer-ces denx [ortes darcs,.
parce quede la dépend la mefure de ces angles [elon ce Theo:

reme.

V. THE OREME..

Lors que le fommet d’'unangle eft hors Je cercle, foit-
que ces deuxcoftez coupentle cercle, ou que tous deux
le touchent, ou que I'un le coupe & l'autre le touche, ila
pour mefure la moitié.de I'arc concave, moinsla moiric
de I’arc convexe, %

PrEuvE pANsS LE PREMIER Cas.

Soit 'anglef £ ¢, dont le coft€ £ fcoupe le cercleene,
& kg end; Parc concave eft g, & le convexe ¢4, 1l faut
donc prouver que cet angle a pour mefure la moiti¢ de
I'arc fg, moins la moitié de I'arc ¢ 4, & on le prouve ainfi.

Soit tirée laligne £ d. Parle 4° Lemme,l'angle £ d g eft.
égald angle £ £ ¢, pluslangle 2 f d..
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Donc I'angle % eft égal alangle £ 4 z
moins I'angle £ £4. Donc il doit avair
pour mefure la mefure de I'angle fd g
moins la mefure de I'angle £ £ 4,

Orla mefure de Iangle f'd ¢ eft la moi-
tiéde I'arc concave £ g, furlequel il eft ap..
puyé ; & lamefure de I'angle £ £d eft la
moiti¢ de I’arc convexe d.

Donc I'angle £ pour mefure la moitié
del'arc concave £ ¢, moins lamoirié¢ de I'atc convexe de.
PREuvE pu seconp Cas.

Soit I'angle £ , dont les coftez £ £
& k grouchentle.cercle, & foit £ ¢ -
prolongée jufques en 4. A

Langle f ¢ 4 eft €gala l'angle & ¢ (2
plus 'angle2 f'¢. Donc I'angle eft '
cgalalanglef ¢, moinsl'angle & f¢. A

Or I'an lefgg ha pour mefure]ga
moiti¢ del'arc du grand fegment 1z,

&l'angle £ f¢ a pour mefure la moi.

ti¢c de Parc du petit fegment £ g- Donc I'angle % a pour
mefure lamoitié de Iarc du grand fegment, quieft'arc
concave moins Farc du petit fegment, qui eft I'arc con-
vexe,

La preuve du troifiéme Caseft femblable 4 ces deux-la,
tenant quelque chofe de I'un & de Pautre, 1l vaur mieux
la laiffer trouver.

AVERTISSEMENT.

Onire cette mefure qui eff gencrale i toutes ces fortes dan-
-ﬁa, ily en a qui font particulieres 2 quelques-uns gu'il of

# de marquer par des Theoremes particuliers,

VL THEOREME.

Un angle ayant fon fommert hors le cercle, fi Pun de
fes coftez qui coupele cercle fetermine 4 extremité d’un
diametre auquel Fautre cofté cft perpendiculaire, {oit en
coupant le cercle, foit enle rouchant, foit méme cftanc
hors le cercle, ce diameere y eftantprolongé, en tous ces

F j
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cas, cetangle a pour fa mefure la moiti€ de I'arc que fod.
tient la partie de fon cofté non perpendiculaire audia.

metre.
I ne fera pas inwtile de dommer ce Theoreme pour exemple

dés diverfes voyes que les principes qu'on a établis pewvent
fournir pour demonfirer une méme chofe.

PREMIERE DEMONSTRATION.

n

7

X J
[
s
A
“"h-.._.__..-"’.

Sort lediametre £ ¢ prolongé jufques 4 . Soit de £ ti-
rée une ligne indefinie qui coupe le cercle enc.

Soit de divers points de cette ligne hors le cercle com-
me de /, m, n, tirces fur le diametre les perpendiculaires /f;
mg,nb, Jay i prouver que chacun de ces angles vers /,
m , % ,a pour mefure la moitié delarc £ ¢. Ce qu’on peat
faire en cette maniere. _

Chacun des angles vers /,m, % , plus Pangle vers & valent
un a:}gle droit parle 4¢ Lemme, parce que cefont les an-

ur la bafe d’un angle droit, Donc chacun de ces an-
gles, plus 'angle vers £ ont pour mefure la moitié dela
demy circonference. Donc ils ont auffi pour mefure,, par
le3’ Lemme les deux moitiez desdeux arcs k¢ & ¢g, qui
comprennent la demy-circonference.
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Or]’an%le vers ka pour fa mefure la moitié de arc ¢ g
fur lequel il eft appuyé, PR py-
Refte donc pour la mefure de chacun desautres Ja moi.
ti¢ del'arc £ ¢. Ce qu’il faloit demonttrer.
SEcoNDE DEMONSTRATION,

SorT encore tirée la ligne¢ ¢, s LVILL,

l'angle % cgeft droit, parce qu'il eft
dans ledemy-cercle. Donclangle
cgk eft €gal i chacun des ang]es
vers /mn , puifque chacun de ces
angles, plusl’angle vers £ font auffi /
¢gaux a un droit, ’

m

Orl'angle ¢ g4 a pour mefure la
moitiéde 'arc £¢, furlequel il eft c I
appuy¢. ¢

Donclamoitié de cet arc & ceft X! RS 4
aufli Ja mefure de chacun des an- FTg
les vers/,m, n. tolrd 4
g i

TROISTEME DEMONSTRATION,

SorT tiree la ligne ¢4 qui cou-
pe perpendiculairement le dia-
metre, ce qui fera que les arcs
k ¢ & k d feront ¢gaux. Erla
ligne cdeftant parallele aux li-
%m:s If,mg,nb,lesangles que
ont ces parallelesfur la méme
ligne aux pointse, /,m % , font
égaux,

Orlangle krda pour fa me-
furela moitié de I'arc & o égal 2
Parc ke, Donc chacun des an. .
Flesvms /, m, n, a pour mefure
a moiti€ de 'un ou l'autre de
ces deuxarcs qui font égaux, & 4
&4 ¢. Donc on peut dire qu’ils
ont pour mefure lamoiti¢ de Iarc £ ¢ Ce qu'il faloit de.
monftrer, - Pfiij

XLIX,
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QuUATRIEME DEMONSTRATION.

C’est I'application de la'demonftration du Theoreme
generald ce cas particulier. ;

Je fuppole que la perpendiculaire Z f £,
coupe le cercle enp & eng. Par la de-
monftration du Theoreme general,
Pangle K Z g2 pour mefurelamoitié de
fonarc concave K ¢, moins la moitig
de fon arc convexecp,

Or l'arc concave K ¢ eft €gal aux
deuxarcs Ke, & cp.

" Donclamoitiéde l'arc K g eftlamé- .
me chofe que la moitié de Farc K., plus Bl
lamoiti¢ del'arcep , parle 3*Lemme.

Doncla moiti¢ de I'arc K¢, moinslamoitié delarcep
eftlamefme chofe que lamoitie de Varc e '

Donclamoitié del'arckceft la mefuredePangle £ Z 4.
Ce qu'il faloit demonftrer.

CinqQuiEME DEMONTRATION.
Ay ANT tiré la tangeante P K, cette tangeante fera

n

;

parallele aux lignes /£, mg, n b, qui font perpendicu-
ires au diametre, Donc f’.an_glep K ¢, eft égal auxan-
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lesvers /,m,n. Or langle » K ¢ a pour {a mefure la
moiti¢ de l'arc 2 ¢ ( par 15 S, ) donc chacun des autres
anglesvers /,.m , a» aura aufli pour fa mefure la moitié
de ce mefme arc, Je croy que cette demonftration eft
la meilleur de toutes,

DES ANGLES DONT LES DEUX COSTEZ.

TOUCHENT LE CERCLE.

I eft bon d’endire quelque chofe en particulier, outre
ec quonecnaditen general,

On les peutappeller des angles circonfcrits,-

Etvoicy une nouvelle maniere de les mefurer,

VIL THEOREME.

* L’ancrE circonfcrit au cercle ,  ¢’eft & dire done les
deux c6tez touchent le cércle, 2 pour mefure a demy-
circonference moins 'arc convexe furlequel il eft 2 ppuyé.

PREMIERE DEMONSTRATION.

Sorrlangled £4, 4 qui foit donné pour bafe la ligne
qui joint les deux points d’attouchement 4 4 ;-l'angle £
plus les deux angles fur fa bafe font éganx 3 deux droits
c'eft 4 dire ont pour mefure prisenfemble la demycircon.-
ference.

Or les deux anglesfur la bafe ont chacun pour mefure
la moiti¢ de I'arc convexe 4 4, parle »* K

Theoreme. /
Doncla mefure des deuxeft'cet arc

convexe, b d.
Donc oftant cet arc convexe de Ia

demycirconference, ce quircftera fera-

lamefure de 'angle £ circonfcritaa cer-

cle : ce qu’il falloit demontrer.

SECONDE DEMONST RATION,

- Parla demonttration generale Pangle 4a pour mefure
L moiti¢ de I'arc concave, moins 12 moitiéde 'arc conve.

L11.

L1,




L1YV.

Lv.

LVI

Lvili,

232 NOUVEAUX ELEMENS

xe, Or ces deux arcs comprennent toute la circonference,
Donc par le 3° Lemme,la moiti€ de toutela circonference
moins’arc convexe entier eftla mefme chofe quela moi
tié de 'arc concave, moins la moiti¢ du convexe.
Li€CoRronnArm

DEux angles circonfcrits font égaux quand. ils font
appuyez fur desarcs convexes d’autant de degrez, & le
plus grand eft celuy quieft appuy¢ furunarcde moins de
degrez.

Car de 180 degrez quien ofte un nombre égal , ce qui
refte eft égal, & plus le nombre quonen ofteeft peti,
plus ce quirefte eft grand. Donc, &c.

IIL. COROLLAIRE,

Stun angle circonfcrit eft appuyé fur e
unarc convexe qui foit folitenu par le coté \
d’unangle infcrie ifofcele, 'angle infcric
& le circonfcrit font égaux. ’

Car oftant cet arcdela demy-circonfe-
rence, ce quireftera ferala mefure du cir-
confcrit par §3. S. & delinfcrit par 20.S.

III. CorROLLAIRE.

IL eft bonde confiderer todjours les cotez de l'angle
circonfcrit comme termincz au point de Pattouche-
ment. Etfelon cela il faut dire que tout angle circonferit
eft ifofcelle : car les deux tangentcsau cercle menées dy
méme Pointfonttoﬁjours ¢gales, parle 2 Probleme.

IV. COROLLAIRE.

La ligne menée dufommetde l'an- ¥

le circonfcritau centre le divife tod-
jours par la moiti€. Et I'on peut appel-
ler ces deux moitiez del’angle circonf-
crit des demy-angles circonfcrits.

Car f{i on tire deux rayons au point
de I’attouchement , on ne pourracon- ;
fiderer ces deux demyangles, qu'on ne
voye fans peine que les coftez de I'un
font égaux aux coftez de 'autre,& que
les rayons du méme cercle , & par con-

fequent
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fequent les finus en font égaux. Donc ils font ¢gausx.
CoRrOLLAIRE,

L s angles circonfcripts au méme cercle fone €gAuX  yigL
quand les tangentes de 'un font ¢galesaux tangentes de
autre.

Soient £ 4 tangente de
'angle £ égaleaz p, tan.
gente de Pangle z. Je dis
que lesangles£ & z fone K
cgaux. Car tiranc les li-
gnes du centre k¢ & z¢,

& lesrayonsc 68 cp, les
angles k4 ¢ & z p cfont égaux , parce qu'ils font tous deux
droits,

Etles coftez de I'un font égaux aux coftez de I'autre §
puifque par I’hypothefe % 4 eft €galedzp, &quecs & ¢ ?
font les rayons du méme cercle.

Donc les bafes decesangles & c& « ¢ font ¢ gales,

Donclesanglesék ¢ & p z ¢ font €gaux, les coftez de
l'un eftant égaux aux coftez de Pautre, & ayant les deux
rayons pour leurs finus, :

Or ces deux angles 4 £¢ & » % ¢ font chacun la moitié
de chaqueangle circonferit par le Corollaire precedent,

Donc les angles circonfcrits font ¢gaux : ce qu’il falloit
demonftrer,

VI COROLLAIRE.

L s angles circonfcrits au méme cercle font €gaux
quand leur fommer eft également éloigné du centre, &
les plus petits font ceux dontle fommeten eft plus €loi-
gne,

Cela ef facile & prowyer par les demy -angles circonferits
€ je le laiffe i trowver & cenx qui commencent pour faire
¢fay de leurs forces.

RECAPITULATION DE LA MESURE DES ANGLES.

Le fommet de I'angle eft

Dansle €au centre,

cercle 2 hors le centre.

Gg
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I'un des coftez au dedans, § lerouchant. 3.

{[_)aps la{ & l'autre au dehors  lecoupant. 4.
circonf. }

i rous deux an dedans du cercle. 5.

Hors le ¢ Les deux coftez le coupant. 6.

cercle.9 Les deux le touchant. 7.

[ L’un le touchant & l'autre lecoupant, 8.

{ Etparmy cesangles, I’an des coftez coupant le cer.
cle, & eftant termin€d Pextremité du diametre au-
quel lautre cofté eft perpendiculaire. 9:.
ONT POUR MESURE.
1. L’arc fur lequelil eft appuy€. VIIL10.
». La moiti¢ de Parc fur lequel il eft appuyé plus Iz
moitié de Parc oppofe. IX. 42. :
3. La moitié de Parc que fottientle cofté quieft au de-
dansdu cercle. IX. 13..

“La moitié de P’arc que fotitient le coftéquieft au de-.
dans du cercle, plustla moiti€ de celuy quefodrient le pro-
longement du cofté qui eft hors le cercle. IX. 16.

5. Lamoiti¢ de 'are fur lequel il eft appuyé. IX, 18.

6.3 Lamoitié de I’arc concave fur lequelil eft appuyé
g" " moinsla moiti¢ de I'arc convexe. IX. 45. -

- a:-demy-circonftrence moins Parc convexe fur le-

quel il eft appuy¢. IX. 52.
g.La moitie de Pare foftenu par la partie du cofté non:

perpendiculaipe au diametre. IX, 46.
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LIVRE DIXIE ME.

DES LIGNES PROPORTIONELLES.

8 A propertion des lignes dépend de denx chofes, 1.

& des paralleles ¢~ des angles , ¢ aimfi elle wa pi

b} [¢ bien traitter qu’aprés Pexplication de lune ¢5-
Recv=met) de ['antre. Et mefme pour en bien comprendre tout

le myfiere , il fant reprendre beanconp de chofes des paral.

leles que nous propoferons en forme de L emmes.

I. LEmME. DEFINITION.

Un efpace compris d’une part entre deux paralleles & 11.

indefiny de l'autre, foitappellé efpace parallele.
II. LEmMmME. DEFINITION.

CommE on ne confidere dans ces efpaces que la diftan. 111

ce entre les paralleles , leur grandeur dépend de cette
diftance qui eft mefurée par les perpendiculaires compri-
fes entre ces paralleles , que nous appellerons pour cette
raifon les perpendiculaires des efpaces.
Etdela 1l s’enfuit que ces efpaces font égaux quand les
Ggij
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236 NOUVEAUX ELEMENS
perpendiculaires de 'un font €gales aux perpendiculaires
de If’autre-. : :

[IL. Lemme. DEFINITION.

On dit quune ligne eft dans unefpace parallele quand
elle eft terminée par les paralleles qui
le terminent, commelaligneé eftdans A /5
Pefpace 4.

Onditqu'une ligneeft paralleled un , 5 .
efpace quandelle left aux lignes qui le
terminent ,comme la ligne 4 eft parallele & I'efpace 4.

IV. LEMME.

LincrivaTion d’ume ligne dans un efpace fe confi-
dere par 'angle aigu qu’elle faic {ur 'une & l'autre paral-
lele, le faifant todjours €gal.

D’oti il senfuit que deux lignes font également incli-
nées dans le mefme efpace,ou dans deux efpaces differens,
quand les angles aigus que fait lane font égaux auxan-
gles aigus que fait 'autre.

Et que la moinsinclinée eft celle qui fait fonangle aigw

moins aigu & plus approchant du droit.
V. LEMME IMPORTANT.

Lorsquk deuxou plufieurs lignes font menées d’un
méme point fur la méme ligne, clles font cenfées eftre
dans un méme efpace parallele. Car il ne faut alors que
concevoir une ligne menée par ce point commun, qui?ﬁit
parallelea celle qui les termine. D’ott il Senfuit que les
coftez d’'un angle terminez par une bafe font todjours cen-
fez eltre dans le méme efpace parallele.

VI LEmM M E.

Deux anglesfoient appellez fembiables lors qu'eftans
égaux les angles fur la bafe de I'un font égaux aux angles
fur la bafe de l'autre chacuna chacun.

Et on eft affeuré que cela eft; 1. quand on fcait qu'ils
fontéganx , & qu'un desangles furla bafe de "uneft egal
al'un des angles fur la bafe de I'autre: car deld il s’enfuit
que l'autre eft €gal aufh.

2. Lors qu’étant €gaux ils font de plus Ifofceles. VIIL. 5o.

PUUTRRRR - e e e Y
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VI LemMmeE.
uA N D les fommets de deux angles font également
diftans chacunde fa bafe ( prolongée s'il eft befoin ) ces
deux angles peuvent eftre comgzrlis- dans le méme elpace
arallele. Car mettant ces deux bafes fur une méme [ ne,
ﬁ; ligne qui paﬂ_ér':fpar les deux fommets fera_pa.raliele i
celle qui comprendra les deux bafes,
VIIL LzmumeE
D Ans le méme efpace parallele, oudans les ef paces
aralleles égaux , toutes les également inclinées font éoa.
Ees, & toutes les €gales font égalementinclinées, VIIL 4.
Etau contraire%es efpaces paralleles font égaux quand
les€galementinclinées Y font égales, Car dela il eg cer-
tain que les perpendiculaires le font auffi, VIIL, 56.

IX. LEmMmeE.

Lors qu’'une méme ligne eft coupée par plufieurs [i.
gnes toutes paralleles, toutes les portions de cette ligne
coupée font égalementinclinées entre les paralleles qui
les renferment, VIIL §v.

X RS M N K

Lors qu'il ya proportionentre quatre lignes, on dit
que deux de ces lignes font proportionelles aux deux au-
treslignes quand les deux antecedens de la proportion fe
trouvent dans les denx premieres, & les deux confequens
dans les deux dernieres, D’ot1 il s’enfuit auffi qu’ Alter-
#ando , on peut prendre auffi les deux premieres pour les
deuxtermes d’uneraifon, & les deux dernieres pour les
deux termes de l'autre.

PROPOSITION FONDAMENTALE
DES LIGNES PROPORTIONEELLES,

Lors que deux lignesfont égalementinclindes en deux
differens efpaces paralleles, elles font entrelles comme
les perpendiculaires de ces efpaces, & leurs éloignemens:
du perpendicule font aufli en méme raifon.

Gg iij.

VIIL
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Soient deux efpaces A & E. (
Soient appellées dans 'efpace A- &

La erpé)rgdiculairc_, p AP N
L oblique, Q. S
L’¢loignemét du perpendicule B. ——= ~

Et {oient de mémeappellces dans B bgc
Pefpace , E.

La Ecrpendiculaire ?-

L’oblique !

L’¢loignement du perpendicule 4. Je dis que

P.p.:: Coe it Bib

Et en voila la preuve tres-naturelle , dont je ne croy
pas que jamais perfonne {e foir avifé.

Soit 2 divifée en quelques aliquotes que I'on voudra,
10. 20. §00. 6000.10000. &¢.Et ces aliquotes quelcon-
ques de P foient appellées x.

Si on tire par tout les points de cette divifion telle
queelle foit des paralleles 4 Tefpace 4, cet efpace fera
divifé en aurant de petits efpaces parallelesqu’x {era dans
P. Etcespetitsefpaces feront égaux parle 2 Lemme, par-
ce qu'ils auront tous x pour erpendiculaire.

Etde}la il s'enfuit que C fera auffi divi{é en aliquotes
pareilles d cellesde 2, parceque les portionsde C, quife
trouvent entre chacun de ces perits efpaces €gaux y €rant
égalenient inclinées par le 9°. Lemme , y font égales
par le 8.

Soient donc les aliquotes de C pareilles 4 celles de 2
appellées y.

-Ql[f:' {i de tous les points de divifion de'C on tire des pa-

ralleles 4 P ( quiferont par confequent perpendiculaires

a lefpace ) elles couperont encore B cn aliquotes pareil-

les, parce que chaque y fe trouvant également inclince

en chacun de cesnouveaux petits efpaces, ils feront ¢gaux
Far leg° Lemme. Et par confequent les portions de B :‘ilui

eront toutes perpendiculairesdans ces efpaces égaux, fe-
ront égales. ( Et cela méme feroit vray quand ellesn’y fe-
roient pas perpendiculaires , pourveu qu'ellésy fuffent
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¢galement inclinées. Ce qu'il faut remarquer pour-une
autre occafion. ). :

Cela eftant fait , prenant x pourmefurer p de Pefpace E,
ouelle sy trouvera precifement rant de fois , ou tant de
fois plus quelquerefte, c’eft 4 dire plusune portion moin-
dre qu'x. Evainfi tirant des lignes paralleles 4 I'efpace £
par tous les points de la divifion de p mefurée par x , Pef-
pace E fejtrouvera divifé en autant de petirs efpaces égaux
entr'eux, & égaux a ceux quionteula méme x pour per -

endiculaire dans l'efpace 4, qu'x fe fera trouvé dans p,

ft ce n'eft qu'il y en aura un plus petit , fi x ne s'y eft
trouvée que tant de fois plus quelque refte. Car le perit
efpace ou fera compris ce refte fera plus petit que les
autres.

Etde-lail senfuit que ceftant auffi inclinée dans £ que
C dans A4, les portions de ¢comprifes dans ces efpaces
égaux d ceux d’ A feront égalesaux portions de C, & ainfi.
fe pourront aufliappellery, & s'il yavoiteuen pun refte
moindre qu'x, il y auroit auffi eu en ¢ un refte moindre

u'y.

Donc par la definition des grandeurs proportionnelles,

P p-:: Cu
puifque x &y , aliquotes quelconques pareilles des: deux-
antecedens P & C, font également contenués dans les
deux confequens p & ¢, {i dans I'un fans refte, dans’au.
tre fans refte : fi dans I'un avec refte, dans 'autre avec
refte.

On prouvera la méme chofe de B & de 4. Carfi cérant
mefurée & divifée par y , ontire des parallelesd p ( qui
feront perpendiculairesa Iefpace ) par tous les points de-
ladivifion , 4 feradivifée enautant de parties que ¢, & ces.
parties feront égales aux parties de B, que nous avons:
nommeéesz: {i cen’eft qu'il y en aura une moindre que =z,
s'ily a eu un refte dans¢ moindre qu’y.

Donc les aliquotes pareilles de C & de B feront égale-
ment contenuéz danse & 4.
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Donc Cc¢ :: Bbé.
Donc Pp ::Cc¢ :: Bb Cequilfalloitdemonftrer
I. THEOREME.
St deux lignesinégalement inclinées dans le méme el
ace lefont autantchacune , que chacune de deux autres
e font dans un autre efpace, les ¢galement inclinées font
en méme raifon.

Soient les efpaces 4 & E. - 1
Soit C autantinclinée dans l'ef / D
s

pace A quec dans Pefpace E.
Et D autant inclinéedans 'ef-
pace 4 qued dans I'efpace E.

Jedis que C¢ :: Dd.

Car par la propofition prece- g ,_-/ \a’.
dente hr /

Ceftic, commela perpendicu-

laire d’ 4 ila perpendiculaire d'E.

Or Deftauili :lP d , comme ces deux mémes perpendi.
culaires.

Donc Cc¢:: D d.

On le peutauffi prouver immédiatement & par foy-
méme fans avoir recours aux perpendiculaires par la me-
me voye dontons'eft fervy dansla Propofition preceden-
te, & quejenerepete point , parce quil eft tres-facilede
la trouver.

I. COROLLAIRE.

Prusigurs lignes étant diver- —
{ement inclinées dans le méme
efpace parallele, fi elles fant s TR Y
toutes coupées par des paralle~ - fome oo oo
lesa cetefpace, elleslefontpro. -ooorfmyfomes
portionellement , Ceft 4 dire
que chaque toute eft a chacune de fes parties,, telle qu'eft
la premiere , ou la deuxiéme, ou la troifiéme , &c. comme
chaqueautre touted la méme partie prémiere , ou deuxic-
me , ou troifiéme, &c. |

C’eft une fuitte manifefte du precedent Theoreme,
: puifque
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puifque d’une part toutes les toutes font dans le méme
efpace,, quicft 'efpace total. Toutes les premieres par-
ties dans le 1er efpace partial , les 2des dans le 2¢ | & ainfi
des autres. Et que.de l'autre chaque toute & chacune
de fes parties font égaleméntinclinées chacune dans fon
efpace parle 9¢ Lemme."Donc la 1= toute eft 4 {2 re
partie comme la feconde toute 4 fa 1=¢ partie.

Il. COROLLAIRE.

Siplufieurslignes font - -
menees d'unméme point

furuneméme ligne, elles  / //§ \

font coupées proportio= ../ fici NN
nEllEmenIt’ aerEtes les /’/\\\
lignes parallelles 4 celle £

qui les termine.

Ceft laméme chofe quele precedent Corollaire, puif-
que tirant par le point communi toutes ces lignes une li-
gne paralleled la ligne quiles termine,elles fe trouveront
toutes dans leméme efpace parallele , & par confequent

les paralleles 4 cet efpace les doivent toutes couper pro-
portionellement.

I1I. CoROLLAIRE.

Stdeux li(gncs comprifes dans
un méme efpace fe coupent, el-
lesfont coupces proportionelle-
ment.C’eft a dire que les parties
de 'une font proportionnelles
aux parties de l'autre, outre que
la toute eft 4 la toute comme cha que partie 4la méme
partie.

C’eft encore la méme chofe que le rer Corollaire, puif-
que menant une paralielea P'efpace parle point dela fec-
tion, ce feront deux lignes dans le méme efpace toral qui
font coupées par une parallele a cet efpace, & qui par
confequent le doivent eftre pmportiounctlenﬁegt.

xv.

XVL
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IV.O3ConoOL-3A1 RE:

St quatre lignes-dont les op-
pofé;]s font paralleles fe joi- fx/_,/ff’—’?
gnent aux extremitez , elles L—
font deux efpaces paralleles,

Pun d’un fens & I'autre de lautre fens, & la ligne tirée de-
coin encoins’appelle diagonale.

Que fi d'un point quelconque de cetre diagonale ontire
deux lignes comprifes chacane danschacun de ces deux
efpaces , les parties de'une de ces lignes feront propor..
tionnelles aux parties de l'autre.

Car les deux parties de chacune
font proportionnelles aux deux
parties de la diagonale, par le
Corollaire precedent, parce que
chacune de ceslignes & la diago-
mle {font comprifes dans le mé-
me efpace parallele & s’y coupent: Dont les parties de
chacuneeftant en méme raifon que celles dela diagonale, .
les parties de I'une doivent aufli eftre en méme raifon que
les parties de Pautre, puifque deux raifons €gales a une 3
font égales entr’elles. .

II. THEOREME.

Lorsque deux angles font femblables ( c’efta dire:
felon le fixiéme Lemme , lorfqu’eftant égaux les angles
fur la bafede'un font égaux aux angles fur la bafe de
’autre chacund chacun)ces coftez fgnr proportionnels
aux coftez , &la bafeila bafe, & la hauteur a la hauteur.
C’cfta dire que les coftez decesdeuxangles €galement
inclinez chacunfur fa bafe feronten méme raifon que les
deux autres coftez & que les deux bafes, & que les diftan:
ces déchaquefommet a chaque bafe : ce que jappellela.
hauteur de chaque angle.

Soient les deux ang!es nommez 4 & E.

Soitle grand cofté d’ 4 nommé C.

Le petit- D.

La bafe B.
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La hauteur H
Et dans I'angle E.

Le grand cofte c.

Le petit d.

La bafe 6.

La hauteur b

Jedisque C¢ :: D diu:s  BE 22 F B

On le peut prouver facilement de la méme forte qu'on
a prouve la Propofition fondamentale , c’eft pourquoy
je ne le repete point.

Mais on le peut encore decette autre forte,
Par le 5 Lemme.

1°. C & D font cenfées eftre dans le
méme efpace parallele, & de méme
¢ & d.

Etdeplus par hypotefe € & cfont
«€galement inclinées chacune dans fon
efpace, & deméme D & 4.

Donc par la Propofition fondamen-
tale, & par le 1= Theoreme,

C..e 2 Fk:
D.d.:: H. b
C. ¢ :: D.d &alternandoC. D :: ¢.d,

2°. Par le y* Lemme, C& Bfont dans le méme efpace
parallele & deméme ¢ & 4, & de plus € & ¢ font égale-
ment incligées chacune dans fon efpace & de méme
B & 6.

Donc par le 1= Theoreme,

C.c :: B. b & alternando C. B :: ¢. b.

3°. Par le méme §° Lemme, D & B font dans le méme
efpace parallele, & de méme 4 & 4.

Etdeplus, D & B fonrégalement inclinées chacune
dans fon efpace, & de méme 4 & 4.

Donc par le 1** Theoreme,

" D.d :: B. b. alternando D. B. :- d. b.

Donc g ;} 1 B. b, Ce quil falloit demonftrer.
Hh j
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I. CoROLLAIRE. _

Deux angles Ifofceles eftant égaux,ilsfont fembla.
bles, & par confequent les coftez font-aux-coftez comme-
la bafe a labafe, & la hauteur 4 la hauteur. Car deuxan.
gles eftant fofceles , ilsne peuvent eftre €gaux que lesan.
gles fur la bafe de I'un ne foient égaux aux angles fur la
bafe del’autre.  VIIIL 6o.

II. CorROLLAIRE.

Sz unangle a deux bafes paralleles, il s’y trouvera di:
verfes fortes de proportions de grad ufage.

Mais pour le mieux faire entendre, il faut confiderer
que les coftez de cet angle felon la derniere bafe com-
prennent fes coftez felon la premiere, & c’eft pourquoy
nous appellerons les uns zouzes, & les autres les premieres
ou dernieres parties de chacune de ces toutes. Solentdone
nommeées. '

Les deuxtoutes B

Lesdeux premicres parties p. & p. P

Lesdeux dernieres q.- &g

Laderniere bafe & layr* B. & 4.
De plus tirant par le fommetune 9

paralleleaux deux bafes,il fe trou- B

vera trois efpaces paralleles.

Le total entre le fommet & B, que j'appelleray. = - o,
Le premier partial entre le fommet &4, A:
Le E:cond partial entre £ & B, E.

Cela eftant parle ¢ Lemme, :
T cft autant inclinée danse, que p dans A, & qdansE.

EETTT rr .

Et de méme 7 autantinclinée dansw, que p dans A.

& g dans 5. :
Donc par le 1* Theoreme,

V. T.p. s T. p. & alernande. T. T" :: p. p.

3 T.(].::_T'.g.. P 12 q. &

3 P.q. ¢ . g p- 7z :: 9. &

4. Par le 1 Theoreme chaque toute & fa premiere
partie font en méme raifon que la derniere bafe & la
premiere,
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Car cetangle quia deux bafes paralleles doit eftre con.
fideré comme fi c’eftoient deux\anglesf-égaux , dont ['un
cuft pour coftez & pour bafes T. 7. B. & Pautrep. 5, 5,
& ainfi les deux angles furla bafe de I'un étant €gaux aux
deux angles fur la bafe de I'autre chacun d chacun | Jes
coftez del’un font proportionnels aux coftez de Paurtre, &
les bafes auffi. Etpar confequent T.p :: 7. p. :: B.4.

ILI. CoROLLAIRE

LorsquE deux angles ont leur fommet egalemenrdif.
tant de leur bafe,, & que par confequent ils peuvent eftre
compris dansle méme efpace parallele ( felon le 2¢ Lem-
me ) fil'on donned ces deux angles de nouvelles bafes pa-
ralleles aux anciennes , & dont chacune en foir égale.
ment diftante | ces deux nouvelles bafes feront propor:
tionelles aux deuxanciennes.

Suppofons que les deux bafes de ces deux :In%lés, lef=
Euelles jappelleray B & B, foient furlamémeligne, la

gne qui joindra les fommets fera parallele i cette ligne.
D’ou il s’enfuit,

1°.Que confiderant dans chacun-de ces angles un feul
cofté, dontj’appelleray I'un T & Pautre 7, ce%&mnt deux
lignes dans le mefme efpace parallele. Hi

2°. Que les deuxnouvelles bafes, quejappelleray b &4,
eftant paralleles auxanciennes, & en dévant eftre chacu:
ne également diftantes, fé trou- .
veront neceflairement-dans la 1{,1; \ %
méme ligne parallele 4 l'ef ./ e /

ce. G hasd Wi |
2 Donc par le 1= Corollaire 'Z‘ﬁ'_“zj,—"_‘_“—“
du 1 Theoreme :- cette ligne
parallele d Peipace coupe proportionnellement T & 7,&
ain{i appelant p la premiere partie de T. & ? la premiere
Partie de 77, T

Poeze Wi
Or par le Corollaire precedent chacun de ces angles
Hh ij
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ayant deux bafes pa_ralleles { Top:: Bi by :
T.p:: B.é

Donc les deux raifonsde B.b & de B.4 font égales
puifque chacuneeft égale 4 chacune desdeux raifons T, P

& 7. p qui font égales entr'elles. Donc

'

B.b :: B. . Donc alternande B, B :: b. &.

IV. COROLLAIRE.

St d’un:méme PO oM. i s i b e
tire plufieurs lignesalamé- -
meligne comprifes entre la
premiere & la derniere, & el s
qu'on tire des fP&mllelegi i 4 \
celle-la qui folent aufli  /~ H!—\—J,
comprifés entre la premie- = T
re & la derniere de ces :
lignes tirées du méme point , toutes ces paralleles feront
coupées proportionnellement, c’eft 4 dire ?ue chaque
toute & fa premiere partie feront en méme raifon que cha-
que autre toute & fa 1% partie, & ainfi du refte.

Il fuffit d’examiner deux de ces paralleles comme eft
la derniere, quejappelleray T, & fa premiere partiep,
& une autre que jappelleray 7, & fa premiere partie p,
& ainfi il faut prouverque

T.p sroT0p.

Ec pour cela il ne faut que confiderer, 1°. Que ces
lignes tirées d’un méme point font divers angles, quela
premiere & la derniere font 'angle toral , quia toutes les

aralleles enticres pour fes diverfes bafes. Que la pre-
miere & la feconde font le premier angle partial, qui 2
toures les premieres parties de ces paralleles pour fes di-
verfes bafes, & ainfi du refte.

2°. Que tous ces angles font dans le mEme efpace pa-
rallele , parce quonpeut tirer une ligne par leur fommet
commun qui ?cra parallele 4 la derniere bafe de angle
total.

Donc T ‘eftant la derniere bafe de langle, & p 2
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derniere bafe du r** angle partial , laquelle eft partiede la
ligne T & p, dont 7 eftune autre bafe de Pangle total, &
p une autre bafe du r** angle partial, feront auffy {ur une
méme ligne parallele 4 I'efpace , puifque 2 ‘elt partie
de 7.

Donc par le Corollaire precedent, les deux dernieres-
bafes de ces deux angles T & p feront en: mefme raifon’

que leurs deuxautresbafes 77 & #. Donc
Bsp slonenry ?.
Donc par la mefme raifon chaque parallele & fa 1= par.

tie feront en mefme raifon que chaque autre parallele &

fa 1™ partie.

En on prouverala mefme chofe avec'la melme faci-
lit¢ de chacune des autres partiesen comparant totijours
enfemble celles quifont renfermées entre les deux mef-
mes lignes.

V..CorOLLAIRE

St I'une de ces paralleles renfermeées entre la
derniere de plufieurs lignes tirées du mefime point, &
divifée par-ces' lignes en parties aliquotes ; c’eft a dire en
uncertain nombre de partie égales, toutes les autres font
diuifées par les mefmes lignes en aliquotes pareilles:

Ccft unefuite manifefte du precedent Corollaire, Car
fichaque partie de 'une de cesparalleles en eft parexem-
ple la dixiéme partie, il faut que chaque partie de cha--
que autre parallele en foitauffi la dixiéme partie, puifque
chaque parallele & chacune defes parties font en mefme
raifon que chaque autre parallele, & chacune de fes par-
ties femblables,

VI. CororrLAa1RE

St un angle a plufieurs bafesparalleles; routes les lignes
tirdes du fommet qui couperont ces bafes, les couperont
proportioncllement. Dot il s’enfuit quen quelquesaliz
quotes que I'une de ces bafes paralleles foic divifée , tou-
tes les autres le ferontenaliquotes pareilles.

Ce n’eft que les precedens Corollaires un peu autre-
ment €noncez.. '

e&la x 111

Xxi1v’

e i e
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VII. CoROLLAIRE.

Les denx cordes d’un cercle font
proportionnelles aux deux cordes
d’un autre cercle, fi les arcs que
foutiennent les unes font propor-
rionellement égaux aux arcs que
foutiennent lesautres,chacun acha-
cun.

Soient confiderées les deux cor-
des d’un cercle, comme jointes &
faifant un angle infcrit : telles que
fonté ¢ & bd d’'une part;, & BC &
B D de Fautre. ( Carfiellesne fai-
foient pasd’angle infcrit dans cha-
que cercle, il ne faudroit qu'en prendre d’égalesa celles.
1a qui en fiffent, puifque foutenant des arcs ¢gaux dans
chaque cercle, par V. 26.ce fera lamefme chole pourju.
ger de la proportion. ) Cela ﬁilp pofé€,

L’angle ¢ & 4 infcric dans le Fremicr cercle eft
égal 4 l'angle C B D inferit dans le fecond cercle, par
IX. 1L

Et les angles que font les-coftez 4 ¢ & pdfur la bafed,
font égaux aux angles que font les coftez BC & BDfur
la bafe D C, chacuna chacun, par IX. 21

Donc par la 2* Theoreme,

be BC :: bd. BD2:de DC.

VIII. CorROLLAIRE.

St deux cordes de divers cercles foutiennent des arcs
proportionellement égaux , ( Ceftd dire d’autant de de-
grez ) elles font proportionnelles aux diametres de ces
cercles.

C’eft une fuite du precedent. Car les diametres fou-
tiennent desarcs proportionellement ¢gaux dans chaque
cercle, puifqu'ils en foutiennent la demy-circonference.

Ceft donc lamefme preuve & encore plus facile,
I1X. CoroL.

S mea- Tt EHL
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IX. COROLLAIRE.
S1 deux cordes égales de divers cercles foutiennent
chacune autant de degrez, les cercles font égaux. Car
ar le precedent Corollaire elles fonten mefie raifon que
Fes diametres des cercles. Donc fi elles font égales, les
diametres font €gaux. Donc lescercles font égaux.
III. THEOREME.

Deux Angles quey qu'inégaux ont neanmoins leurs
coftez proportionnels, lorfque le cofté del'un fur fa bafe
fait un angle égali celuy que fait auffi fur fa bafe Pun des
coftez de 'autre, & que l'autre cofté du premier angle
faifant fur fa bafe un angle obtus,& l'autre cofté du fecond
angle faifant unangle aigufurla fienne, 'aigu eft le com-
plementde l'obtus ,en forte que tous les deux enfemble
valent deux angles droits.

Cette derniere condition fe peut encore exprimer en
uneautre maniere,, qui eft que ces deux coftez, I'un d’un
angle & l'autre de autre, faflent chacun fur {a bafe lemé-
meangle aigu, mais que I'un le fafle au dehors dela bafe
& l'autre au dedans. :

Ceétrederninp expeelion Biie . oo i gioiogas "
entrer plus facilement dans la -
demonftration de ce Theo-
reme,

Soient les deux angles, don
Punait pourcoftez C & D; &
pour bafe B. Et l'autre pour
coftez ¢ & d,& pour bafe 4.

e fuppofe , 1°. - Que les an-
,gﬂ:s qul?ePIes co[’ccz%d?" ¢ font
chacun furleur bafe font égaux,

2°, Quelecofté D faitunan-
gle obtus fur labafe B, & dun
angle aigu fur la bafe 4, mais
que cet aigu eft égal au com-
plement de cet obtus, D'ottil
s'enfuit,

TR
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Que l'angle aigu que D fait furla bafeendehors en la
concevant prolongee , eft égala 'angleaigu que & fai fur
la fienne endedans.

Celaeftant, je dis que @i d oae, Dk

Car foient faits dedeuxangles deux efpaces paralleles
en prolongeant les bafes B & 4 autant qu'dl eft neceflaire,
& tirant par chacun des fommets des paralleles a ces bafes,
Et celuy de ces efpaces dans lequel font C & D foit ap-
pelé 4, & l'autre E.

Par I'hypothefe Pangle aigu que fait C dans'efpace
A elt égaijd P’angle aigu que fait cdans l'efpace E.

Donc par le 4 Lemme C & ¢ font également inclinées
chacune dans fon efpace.

De mefme par ’hypothefe 'angle aigu que fait D dans -

Pefpace 4 (furlabale B prolongee)eft égal d'angle aigu
que fait d dans’efpace E.

Donc par le 4 Lemme D & 4 font également incli-
nées chacunedans fonefpace, & il n'importe que D foit
autrement tournéeau regard de ¢, car cela ne change en
rien Pinclination de chacune dans fon efpace. Donc par
le 1* Theoreme,

C.c. ::D.d & alternando C. D : : ¢. d.
AutTrRE DEMONSTRATION.

St on tire uneligne du fommer furla
bafe B prolongéecgalea D, langleai-
gu que fera cette ligne que j'appelleray
P fur pprolongéeiera egalau comple-
ment de I'obrus que fait D fur 7, & par
confequent 4 P’aigu que fait 4 furc,

Donc les deux angles dontl’'una pour fescoftezC & 2,
& Pautre ¢ & d, font femblables parle 6° Lemme.

Donc €.¢':: Pod

Or par la conftrudtion 2 eftégaled D. Donc

] i it
AVERTISSEMENT.
Ceite derniere demonfiration , quoyque moins bonne que &
premicre , @ cela dutile, qu'elle fait voir plus clairement la
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difference gu'ily a entre ce 3° Theoreme & lex:, gui ef que
dans le 2* non [eulement les coffex d'un triangle font propor-.
sionels a ceux de Lantre , mais auffi Lz bafe; an liew que dans
celuy-cy il 'y a que les coffex_ de proportionnels , efiant bicn
clair que la bafe B | fur laguelle of Langle obtus, doit efire
plas petite 3 proportion gue Lz bafeh.

Car appellant T la bafe B, prolongée Jufquesa P il of
elair gue Langle gui a ponrcoffer C, ¢ Ig & T pourbafe, ef
femblable & Langle gui a ponr coffez € ¢ d, & b pourbafe.

Donc parle 1° Theoreme I(,:g} sk, by

Or B w'ef que particde P , doncil wy a pdsla mime yai_
finde Bab,qgne de C ac,

I. CoRrROLLAIRE.

UNE ligne que j'appelleray la coupante eftant inclinée XXX
fur une autre que jappelleray la cou pee, fide 'extremi-
t¢ & d’un autre point de
cette coupante on tire deux
lignesde part & d’autre qui
faflent des angles égaux fur

la coupée, la coupante en- /
tiere ferad fa partieversla
coupée comme la liene ti-

rée de fon extremitéa I’au.
tre ligne tirc® de fon autre point.

Jen laiffe 4 trouver la demonftration, quin’eftqu’une
application du precedent Theoreme.

I, CoroOLLAIRE.

St un angle a diverfes bafes diverfement inclinées fur Xxx11.
fes coftez, la ligne quidivifera cet an{gle parla moitié fera
que les deux parties de chaque bafe {éront proportionel-
les aux deux coftez de cetangle felon cette bafe, Il fuf-
fira de Jedemonttrer enune feule bafe,

Ii i
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Soitun angle divifé parlamoi-
tié parlaligne p. Soitl'undeces
coftez appellé C & l'autre ¢, la
partie de[a bafe quijoint Cappel-
lée D, & lautre 4. ;

Si on tire par les extremitez de |
labafedes paralleles 4 p, il yaura. ‘
deux efpaces paralleles.

Celuy dans lequel fontC& D foitappele 4, & l'autre
E, par le 9t Lemme D & dfont également inclinées cha-
cune dans fon efpace.

Et par Phypotefe € & ¢ font aufli ¢galement inclinées
chacune dans le fien , puifque les angles aigus que cha.
cune fait fur p font égaux.

Donc par le premier Theoreme,

C.c :: D.d. & alternands C. D :: ¢. d.
III. CorROLLAIRE.

St la ligne qui divife un angle en divife aufli la bafe
proportionellement aux coftez, c'eft a dire enforte que
les deux coftez delangle foient en méme raifon que les
deux parties de la bafe, langle eft divif¢ ar la moitié.

C’eft la Converfe du precedent Corollaire qui fe prou-
ve en cette maniere.

Soit l'angle 4 & d divif€ par & ¢,

K
en forte que '
bcocd i kb kd :
Sinousfuppofons que ce mefme an- \
Sty

gle eft divifé parlamoiti€ par £ x, il
s'enfuit par le precedent Corollaire

que
b-x.. xd i Koy kd..
Donc 6 x. xd :: be cd.
Donc componendo bd. xd :: bd. ¢d.
Donc les points.x & ¢ ne {cauroient eftre que le mefme
point, & £ x & & ¢ la mefme ligne. Donc £ ¢ divife I'an-
gle par la moitié, Ce qu'il falloit demonttrer.
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I. PROBLEME,

Trouverune 4° proportionelle, Cleft i dire ayant laxxxiv;
1°, la 2* & la3*, de 4 lignes proportionelles trouver
la 4*.

guayant les deux premiers termesd’une raifon, & l'an-
tecedent dela 2°, en trouver le confequent.

Le moyen le plus facile eft de fe fervir pour cela du pre-
mier Corollaire dufecond Theoreme. (13, S.) Et ainfi-
donnant les mefmes noms aux trois données & 4 |a 4, qui

eft 4 trouver, j’appeleray e
: % L
. B
Etla 4°a trouver g, VIR

Cela eftant, il faur

1°. Mettre p & q {urune mefme ligne.

2°, Faire un angle de p la 3'avec pla 1,

3°. Joindre par & les extremitez de la 1 & de la 3

4°. Prolonger indefiniment p la 3.

5° Del'extremitéde qla 2 tirer B perallele 4 4, jul-
qud la rencontre de p-prolonggée,

Le prolongement de p jufqu’d larencontrede B ferala
4° que P'on cherche. Caril eft clair par le Corollaire fuf-
dit (13.5. ) que s g,

On peutencore fairela mefme chofe d’une autre ma-
niere, qui eft de renfermer la plus petire des deux premie-
res donnces dans la plus grande: & alors la plus grande:
sappelleraT, & la plus petite qui en eft partie p.

Mais il faut prendre garde {i la :
premiere des données eft la plus B
petite ou la plus grande, Car fi w -
¢'eftla plus grande, il faudra-com-
mencer par T, & la3° fera aufli 7°; BT
Etalors pour trouver p, qui fera la
4° que I'on cherche, aprésauoir joint par B les extremi-
ez de T &de 7', 4 parallele & B eftant tirée de 'extres

Li i
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mité de p fur 7' donnera p. Car il eft encor clair par le
mefme Corollaire que
T. P 52 TP

ve fila 1% des deux'-tdonnées eftla pluspetite, laz¢ fe.
ra p, & la 4° 4 trouver fera 7. De forte quaprés avoir
joint par b lesextremitez dep & p,ilfaudra prolongerp, &
tirant de Pexrremitéde T fur le prolongement de p, B pa.
rallele 4 4, onaura 7" pour la 4°4 trouver. Carparle mé.
me Corollaire ( 13. S.) permutando.

p-T:: 2. T,

CoRrROLLAIRE

TrouvER une 3¢ proportionelle , C’eft a dire faire que
XXXVL pune des deux données foitmoyenne proportionelleen-
tre I'autre donnée & la trouvée, Cleft 1a mefime chofe que
le precedent, excepté quiune feuledes deux données tient
lieu dela 2° & de lass.

II. PROBLEME.

Trouven la ligne qui foit 4 une ligne donnée en rai.
fon donnée.
Soit la ligne donnée p, la raifon donnée m. »,la ligne
que lon cherche x. Ainfiil fauttrouver,
X.p. i m B
Or pourcela il ne fant'que tranfporter les termes en
commencant par », & les mettant ainfi,
nom :: P.x.
& puis trouver v par le Probleme precedent. Ce qu'e-
rant fait onaura ce que Fon cherche, parce que fi
B oM P X
permutando

x. p. :: m n. Ce qu'il faloit demonitrer.

XXXII,

III. PROBLE ME.

Drvisea une ligne donnée en quelquealiquotes que
P'on voudra.
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Soit D laligne a divifer tirer
au deffous ou au deffisune pa.
rallele indefinie que j'appelleray
P. Prendre dans 2 autant de /
parties €gales quwon veur en / |
avoir en la divifion de p» , & B Lo o, ¢
prendre garde qu'elles foient [ / i \
notablement plus grandes on p L
plus petites que ne peuvenc eftre
cellesde D 5 puis de deux points encre lefquels font com.
prifes toutes les parties égales qu'ona prifes dans 2, tirer
deux lignes par les extremitezde 1, juiques 4 ce qulelles
fe joignent : toutes les lignes tirees de ce point l1a & tous
les points dela divifion de 2 qui couperont D, la divi.
feront en autant de parties ¢€gales qu'on en aura’ pris
dans P,

La preuve en eft cy.defliss dans le 5¢ Corollaire du s
Theoreme. (12.S.)




156 NOUVEAUX ELEMENS

NOUVEAUX ELEMENS
P E

GEOMETRIE

LIVRE ONZIEME.

DES LIGNES RECIPR OQUES.

SINL E livre ¢y fera encore de la proportion des lignes,
7 (N & contiendra plufienrs chofes nonvelles que Fon
AN jugera peut efire plus belles & plus generales, que
IS tout e qu'on a trowvé jufques icy [ur cette matie-
e des proportions., en ne [¢ [ervant que des lignes droittes &
des cercies.

Pour les mieux faire entendre nous propoferons quelques
Lemmes quisferont voir aulfi en quoy ¢ff different ce que Lon
sraite dans ce livre de ce qui vient deffre traitté dansle livre
precedent , &nous le diviferons en 7. fettions.

SECTION
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SECTION I

Lemmes & decequon entend pay les Antiparalleles :
avec le plan des principales chofés qu'on doir
traiter dans ce liure,

I. LEmMME.

‘Quanp ilya proportion entre 4 lignes, on y doit re-
marquer en les comparant deux a deux, deux rapports
fort differens.

L'un eft celuy qui fait dire que les unes font proportio-
nelles aux autres.

Et I'autre, que lesunes font reciproques aux autres,

Car {i oncompareoula 1 & lasc avec la 2¢ &la 4,
c’eftd direles deuxantecedensavec les deux confequens;

Oules deux premieresavec les deux dernieres, c’eft 4
dire le s antecedent & fon confequentavec le 2¢antece-
dent & fon confequent; on dit alors queles unes font pro-
portionelles aux autres,

Maisfi on comparela i & la 4°aveclazt&lase, ceft-
4 dire les extrémes avec lesmoyens ; on dit alors que les
unes font reciprogmes aux autres.

Tout ce que nous avons dit dans lelivre precedent ne
regarde quele premier rapport,

Et tout ce que nous dirons dans celuy-cy ne regarde
prefque que lefecond, & c’eft pourquoy nous I'avons in-
titulé des lignes reciproques,

II. LemMmE

Une feule ligne peut eftre dite reciproque 4 deux li-
gnes , & deux lignes eftre reciproques 4 une feule. Mais
c'eftlors feulement que cette ligne que 'on compare feu-
le avec deux autres eft moyenne proportionelle entre ces
deux autres. Car alors elle en vaut deux, parce qu'elle fait
deux termes de la proportion. Le premier & le dernier
quand on commence par elle : comme fi je disf(um ligne

K

IL
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de 6 piedseftaunede 4 comme une de gaune de 6 : ou
le 2¢ & le3c quand on la met au milieu, comme fi je dis
4.6 :: 6. ¢. Etil faut remarquer que quoique cette der-
niere difpofition foit la plus ordinaire,, il y a neanmoins
des rencontres ot il eft utile defefervir de la premicre,
comme on pourra voirala fin de ce Livre..

III.L. LEM M E.

Lorsqu'un angle a deux bafes, & queles deux angles.
{ur une bafe font égaux aux deux angles fur 'autre bafe
chacund chacun, cela peutarriver en deuxmanieres,

La premiereeft quand I'angle que'une des bafesfait fur
un cofté eft égal d angle que 'autre bafe fait fur le mé.
me cdté. ( J'appelle lemefme coté lamefme ligne droite
tirée du fommer, quoique confiderée felon les diverfes.
bafes elle tienue lieu de deux coftez:)

Or il eft vifible que cela ne peut eftre que quand les.
bafes de cet angle font paralleles., comme I'on a veu
X. 1%

La3 feconde maniere eft quand 'angle qu'une bafe fait
for un cété eft égal a 'angle que Pautre bafe fait fur I’au.
tre cofté. Et alors on peut appeller ces bafes anziparalle-
Jes, pour marquer leur effer oppofé d celuy des bafes pa-
ralleles. Ce font ces fortesde bafes qui l{'rom: prefque
toutes les preuves dans tout ce Livre,. '

IV. LEuwMmE

Les bafes paralleles d’un méme angle ne peaventefire:
difpofées que d'une fenle maniere, qui eft d’eftre toutes
{eparées I'une del'auere. Car c'eftle propre des paralle-
les de ne fe pouvoir jamais joindre. Mais les antiparal-
leles peuvent eftre difpofées en trois manieres differentes.

PrEMiERE Di1spOSITION DES ANTIPARALLELES.

La premiere reflemblea celle des paralleles, les deux
antiparalleles étant auffi toutes feparées , & alors il eft
vifible que les cétez de cet-angle felon la derniere bafe




25

fe

ir
-
e
es-

€5
CU

it

e-

ue

es
e-
11-
es,

ux

;fe

DE GEOMETRIE, L1v. XL a5

que nous appellerons B, comprennent
les coltez de ce mefme angle felon Ia P
premiere bafe que nous appellerons b ; v{’
& ainfi les unesfont zonses | & lesautres ey |7
leurs premieres parties , c’eft 2 dire leur b bl
partiela plusprochedufommer (& re. 100 Do
marquez quedanstout ce Livre fe fera ~—
totijours celle.ld que nous entendrons
par le nom de partie. ou de s¢ partie. )

C'eft pourquoy comme dans I'autre Livre nous appel-
lerons todjours les deux toutes L T
& leurs parties . p.
de forte que p de-caradtere romain fera toijours la partie
de T du mefme cara&tereromain: Et p de caradtere icalien
fera todjours la partie de 7° de caradtere italien,

Or afin queles bafes B & b{oient antiparalleles, il eft
clair qu'il faut;

‘Que I'angle que T premiere toute fait fur B, foit egal
d l'angle que p partie de la feconde toute fait fur b, Et
que I'angle que 7" feconde toute fait fur B foic €gal a I'an.
gle que p partiedela premiere toute fait fur b,

SeconpE DISPOSITION DES ANTIPARALL FIES.

LA feconde eft quand elles fe croifent. Eralors ce ne
font pas les deux toutes qui font les coftez au regard d’'une
bafe , & les deux parties qui le font au regard de l'aucre,
comme dans la premiere difpofition.

Mais les coftez an regard de chaque
bafe font une toute &la partie de l'autre P
toute, Et ainfi pour diftinguer les deux
bafes nous appellerons B celle quife

trouve terminee par Pextremité de T, & T 7
l'autre b- >/
B

Orafin que les bafes foient antiparal.
leles dans cette difpofition, il eft clair
qu'il faut que lesangles que les deux tou-
tes font , 'une fur B & l'autre furb , foient égaux ; Et que
Kk jj
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ceux que lesdeux parties font I'une fur B & lautre fur b
foient égaux auffi.

TrostemE DisposiTION DES ANTIPARALLELES.

La troifiéme eft quand lesdeux bafes fe joignentenun
mefme point de 'un des cbtez. Et alors comme ce coté
n’eft point parragé, & que feul il tient lieu d’'une toute &

de fa partie, nous Pappellerons A7 , ap-
pellanta I'ordinaire la derniere bafe B,

la premiere &, le cdté partagé T, & fa. P/ M
parue p.
Or afin queles bafes B & 4 foient anti- T/ >~
arallaleles , il faut que Pangle que T fait b

fur B foit égal a l'angle que M faitfuré,
& que Pangle que M faitfur B (quicom- L—R
Frend celuyquelle fairfur 4 ) foic €gala

’angle que p fait {ur &,

V. Le MmME.

LorsquE deux lignes fe coupant font 4 anglesquifont
deux 4 deux oppofez au fommet, & par confequent égaus,
on peutdonner des bafes 4 deux de ces angles opofez au
fommer quifoient telles que cesangles foient{femblables,
Ceft 4 dire, que les deux angles fur la bafe de I'on foient
égaux aux deuxangles fur la bafe del'autre chacuna cha.
cun. Maiscela peut arriver en deux manieres §q_ue pour

mieux faireentendre,p & q de caractere romaitl marque-

ront les deux partiesd’'une mefme ligne, & p & ¢ de cara-
&ere italien les deux parties de I'autre ligne. Et de plus,
comme chaqueangle doitavoir pour fes coftez la partie
d’une ligne & la partie d’uneautre ligne, p & p feront les
coftez d'unangle , & q & les cotez de I'autre.

Soitenfin appelée B la bafedel'angle qui a p & p pour
fes cotez b celle de Pangle qui a g4 & q pour fes cotez.
Cela érant, voicy les deux manieres dont cesangles op-
pofezaufommet peuvent eftre femblables.

T N TRt e
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La i eft qruand ce font lcsa:(:;gles 1
alternes qui {ont égaux fur les deux
bafes. Cf?:{’cidire f%uand cefontles ¢ ::/ q
deux parties d’'une méme h%ne,cam_ :’ S
me p & q, qui font desangles égaux With g
plur B, & q fur 4, & ainfi des deux. B
autres, & alors il eft clair que ces
deux bafes doivent eftre paralleles.

La 2®eftquand ce font les an%les de pro-

cheen proche qui font égaux furles deux b
bafes: de forte que ce font dp & g, parties
I'une d’une ligne & lautre de Pautre, qui 7 q

font les angles égaux p fur B, & ¢furs, & /
? & qquifontaufli les angles égaux p fur BA . D
B,& qfurs. B

Ce font encore ces bafes que nous ap-
pellerons antiparalieles , pour marquer leur effet contrai-
re d celuy des paralleles.

VI LgMmmeE

CommE lorfquunanglea deux bafes paralleles,on peut
& on doit confiderer ces cdtez felon une bafe dans un
efpace parallele, & fesautres coftez felon autre bafe dans
un autre efpace parallele. Heneftde méme quandles ba-
fesfont antiparalleles,avec cette difference. .

Que quand les bafes font paralleles, une feule ligne ti-
rée par le fommer faittrois efpaces paralleles. Le 1 com-
pris entre le fommer & la derniere bafe, Le »¢entre Je
fommet & la 1* bafe. Le 3 entreles deux bafes,

Mais quand elles font antiparalleles, ce 3¢ efpace ne
peut pas eftre parallele. Et pour les deux autres on ne les
peut concevoirqu'ens’imaginant deux lignes differentes
tirées parlefominet, I'une paralleled 3, & l'autre paral-
lele 4 4. Car B & & r’cftant pas parallelesentrelles sileft
vifible qu'une feule ligne ne peur pas eftre parallele a I'une
& a "autre s mais il fufficde simaginer ces lignes tirées par
le fommet, fans qu'il foit necefarre de les decrire,

Kx iij
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Etainfi nous devons tofijours nous imaginer dans ces
angles qui ont deux bafes antiparalleles deux efpaces pa.
ralleles. L'unque j'appelleray 4, com- '

ris entre le fommet & B. Etlautreque  p/)P

"y
Fi M

]‘;):Pépellcray E, comprisentre le fommet o5

; 4 v WY
Er de plusil faut remarquer , TE
Que dans la 1 difpofition desbafesan-
tiparaﬂ;_ﬂes les deux to:iutes T & T font P/BQ
dans l'efpace 4, & les deux parties p &
damsl’e[P ace E. cre T/\’g
Que dans la feconde, qui eft quand Z/
les bafes fe croifent, 7" & p{ont dans e~
pace ;& 7 & p dans I'efpace E.
uE dans la troifiéme , qui eft quand
ellesTe joignent en un feul point d'un co-
t¢, M fe trouve dans I'un & I'autre efpa-
ce. Car l'efpace 4 comprend T & Af:
Etl'efpace E. M & p.

VI Le'MME.

Tr eneft de mefme quand lesanglesoppofez aufommet
ont leurs bafes antiparalleles.

Caril fe fautimaginer deux lignes tirées par le fommet
commun , dont Punefoit parallele apB & lautrea b; &
ainfi Pon aura deux efpaces paralleles ,I'un comprisentre
le fommet & B ( dans lequel font p &) que nous appel-
lerons 4. Et I’autre comprisentre ce mefmefommet & &

( dans lequel font q & ¢ ) que nous appellerons E.
VIII.L LEMME.

Tour ce quon aura & prouver dans ce Livre le fera
par le premier Theoreme du Livre precedent,, que je
repeteray encore icy , afin quion Paic plus prefent
Pefprit.

T
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rallele, comme eft I'efpace 4.

Et que devx autres lignes com-
me (¢ &d ) {oient dans un autre
efpace parallele, commeeft I'e[-

ace E,. ] E

Si C & cfont égalementincli-
nées ; Cdans 4, & ¢ dans E, & que D & 4, foient auff;
également inclinées D dans 4 & ddans E, lesdeux e-
galement inclinées entr’elles font proportionelles aux
deux qui le font auffi entr’elles.

C.c :: D.d. ¢ralternando C.D :: ¢. d.

Sideux lignes (comme © & D)
font dans un mefme efpace pa- A C/\E

o/ \d

IX. LEMME

Pour ne fe point broiiiller en difpofant les termes, il
eftbon de sabftraindre 4 donner todijours pour premier
& deuxiéme termes de la proportion les également in.
clinées dans les deux differens efpaces paralleles, & de
mefme au regard du troifiéme & du quatriéme, Et pour
premier & troifiéme termes , celles qui fonr dans le
mefme efpace parallele. Et de mefime au regard du
deuxiéme & du quatriéme. Sauf 4 les difpofer aprés au.
trement, flternando.

. PROPOSITION FONDAMENTALE.
DES RECIPROQUES.

XvIl

Lorsqu'un mefme angle 4 deux bafes antiparalleles, ¢ v1;.

unc toute & fa Fkartie font reciproques 4 'autre toute & 4.
fa partie, Clelt 3 dire que
§ By M ol L ou T. 7'::p. p.-
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PREMIERE PREUVE DANS LA PREMIERE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

Dans cette difpofition les deux toutesT
& 7 font dans I'efpace A,& lesdeux parties  p
p & pfont danslefpace E. (parir. S.)

Or par5.S. T &pdans E. &K 7. & p épe. T
lement inclinées, 7°dans A4, & p dansE.

Donc (parrg.S.) T. p:: 7-p

Or T &fa partie p font les extremes de la proportion,
dont 7 &pfa partie%ant lesmoyens.

Donc une toute & fa partie font reciproques 4 fautre
toute & 4 {a partie.

SECONDE PREUVE DANS LA SECONDE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

Daxs cette 2° difpofition T & p( partie
de l'autre toute ) fontdans l'efpace 4,& 7T
& p danslefpace E.(par12.8S.)

Or ( pars. S.) T & 7" fon €galement in-
clinées , T dans 4, & 7°dans E. Et de mé-
me p & p également inclinces, p dans o &
p dans E.

Donc ( par15.S.) T. 7+ p. p.

Je referve la 3¢ difpofition pour un Corollairea part.

: COROLLAIRE.

Quanp un angle a deux bafes antiparal.
leles dans la 3¢ difpofition , qui eft quand
ellesfe joignent 4 un feul point d’un cofte,
ce cofté eft moyenne proportionelle entre
I'autre cofté enticr & fa partie : Ceft
dire que

T.M:: MP.

Car (par13. S. Jdanscette difpofition A
eft dans 'un & l'autre efpace, parce que T
& M fontdanslefpace 4, & M & p dans
Fefpace E.

'7’

-



DE GEOMETRIE, LIv. XI. 265

Or (pars.S.) T & a1 font également inclinées, T dans
I'efpace A, & M dans Pefpace Z.
. ]gtM & p font €galement inclinées , A7 dans Iefpace
A& pdans efpace E.

Donc (par15.S.) 7. M : : M. p.

II. PROPOSITION FONDAMENTALE
Des REcrirroqueEs.

Quanp deux lignes fe coupant font deux angles Oppo- xxI.
fez au fommet qui ont des bafes antiparalleles , les parties
de I'unede ceslignes qui fe coupent en ce fommet font re-
ciproques aux parties de l'autre. ( 77oyex lafigure dun. 9 )
¢ Car (par 14.5.)p & p font dans T'efpace 4, & q &g
font dans l'efpace E.

Or (parg. 8.) p & g font également inclinées, p dans
A,& g dans E,

Etp & q égalementinclinées, p dans 4 & q dans E.

Donc( par 15.8.)

Orp chf'onlz lgs partize?s ?!e la mémeligne: & p & ¢
font les partiesdel’autreligne,
Donc les parties d’une ﬁgne [ont reciproquesaux par-
ties de l'autre,
COROLLAIRE,
St une de ces lignes qui en fe coupant font des angles xx1r.
oppofez au fommet, qui ont des bafes antiparalleles , eft
divifée par la moitie, une feule de cesmoitiez eft moyen-
ne proportionelle entre les parties de lautreligne,
Cela eft clair, puifque c’eftlaméme chofe de donner
}:our lesmoyensde cette proportion les deux moitiez de
a2 m€me ligne , ou une feule moitié prife deux fois,

PLAN GENERAL DE CE QUE L’'ON PRETEND
MONTRER DANS LA SUITE DE CE LIVRE,

Nous avons déja dit queles extremes d'anc proportion com- X X 111
parex anx moyens s appellent reciprogues : G~ qu'ainfi il y en
I @ dans toute proportion,
¥
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Mais ce gue [on pretend principalement faire dans ce livre
¢ff de monfircr comment denx lignes droites qui [e rapportens
o une mefme , ou parce qu'elles en font les denx partics, oy
parce que Lune ef la toute , @& Dantre une partic de cette ton.
te , font reciproques a deux antres lignes , qui [¢ rapportent de
La mefme forte a une me[me ligne : on quelquefois mefme a une
fenle qui étant repetée deux f%i; fera on les denx extremes on
les denx moyens de la proportion.

1L faut pour cela que les deux lignes & chacune defgquelles,
denx [e rapportent , & que par cette raifon ont peat appeller
les principales ayent un point commun , cc qui peut efire en
denx manieres, Qu paree gu'elles [¢ coupent en un mefme
point [ans paffer plus outre , G- alors ce point commun s'ap-
pellera terminant,

Guand le point comman eff de fection, chague ligne étant:

coupee endenx, ce font les denx parties d'une mefme ligne qui
doivent effre reciproques aux deux parties deLautre. Et alors
ce point commun anx denx principales ¢/ auffi aux 4. lignes:

guoy que ce ne [oit qu'an regard des principales gu’ il foit point:

de {edion : car les partics ne s’y coupent pas , mais y abou:

t{/ﬁﬂh

Mais quand le point eff terminant a2« regard des princi-

pales ( car cela fenl ne donnerois que deux lignes & qu’il en

faut 4. ou anmoins 3.) il eff neceflaire que ces lignes principa-
lés qui [ont terminées par ce point commun , [oient encore iok-
tes denx coupées en quelque autre endroit ( ow an moins 'une)

afin que cela puiffe faire 4. lignes (onanmoins 3. ) Etalors
ce font les deax toutes, & la partie de chacune vers le point:

commun gui font les 4. lignes: @& il fant que ce [oit chague
toute ¢ [ partie vers le point commun gui [oicnt reciprogues
a Pautre toute @ & [& premicre partie.

Ouandle point eff de fedion les denx principales [e cou-
pant font 4, angles dans ce point de [eétion s maisil fuffit den
confiderer deux oppofex_au [ommet. Et il fant alors que ces
denx Angles qui font égaux ayent lears bafes antiparalleles,
(felon ce qui vient d'eftre dit n.9.

Mais quand le point ¢ff terminant, c'eff le mefme angle

S e . . L R
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qui doit avoir deux: bafes antiparalleles s & Lune des trois
manieres quiont effé reprefentées §. 18.19.20.

Lin’eft done queftion qae de chercherles voyes generales pour
zrowver [es bafes antiparalleles,

Orvoity ce quim'efivenu en penfée furcela.

L'ay reconnu gu'iln’y a point de voye generale pour couper
tout a'un coup les coffex d'un angle , onles coffex de denx angles
oppo[ex au [ommet par des bafes antiparalleles gu'en y em-
ployant la circonference d'un cercle : e pourquey on ne peut
tronver far cela la moyenne proportionelle entre dewx lignes
données.

L'ay inferé de la qu'il falloit gue le point commun dont nous
venons de parler , foit qu'il foit de fedtion , o terminant, a7t
rapport ala circonference d'un cercle. C’eft 2 dive qu'il faue
qu'il [oit o

1. Dans le Cercle.

. Hors le Cercle.

3. Dans la circonference du Cercle.

Quand le point commun eff an dedans du cercle, c'eft toijours
un point de [eltion , ¢ ce font denx angles oppofez_ an fommes
qui ont leurs bafes antiparalleles. Clar il fant que les 4. lignes
dont deux [ont reciproques aux deux autres, foient les deux par-
tiesde chacune des principales qui e coupent en un point guel-
congue au dedans du cercle, &~ qui [¢ terminent de part ¢
dantre & 4. points differens de lacirconference.

Quand le point commun eff hors le cercle, Ceff toijours un
point terminant. Car ce font denx toutes gui partant de ce
point qui eff hors le cercle conpent chacune la circonference du
cercle en unpoint de fa convexité , & [¢ terminent & un autre
pointde fa concavite , @ alors ce font chague toute &~ [ par-
tie hors le cercle qui [ont reciprogmes & Pautre toute ¢~ 2 VZ;
partie qui eff aulli hors le cercle, Mais il pent arriver que
Fune de ces lignes ne faifant que toucher le cercle [ans paffer
Plus ontre , le point anguel elle aboutira tenant lien de cenvexi.
6 Grde concavité, elle [era toute fenle reciprogue a Lautre
‘oute @ a [ partie., c'eft & dire gu'elle en [era moyenne pro-
portionelle.

1y
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Mais quand le point commun ¢ dans la circonference
mefme du cercle ,on a befoin pour avoir des reciproques d'une
ligne droite indefinie outre la circulaire , qui coupe perpendicy.
Lairement celle gui peut ¢fire menée indefiniment dupoint com.-
man en paffant par le centre. Et alors ceite ligne indefinie
on conpe le cercle ou le touche , on eff an deffous, on eff an deffus,
Lappelle an deffous celle gui ef telle ,que le centre eff entre cet-
teligne € le point commun. L'appelle ax deffus celle qui ef &
Loppofite.

Dans les trois premicrs cas le point commun eff toijours uy
point terminant, ' chacune des denx lignes qui en partent,
on coupe le cercle ¢ eff termince par Lindefinie, on conpe Pinde.-

wie ¢ eff terminde par le cercle. Et alors chaque toute &
fa partie font reciproques a Pautre toute ¢~ a [a partic. Mais
il y en peut avoir une qui [¢ terminera 4 un point commun a
la circonference @~ & Vindefinie , @~ alors elle [era moyenne
proportionelle entre Pautre toute &~ [« partic.

Maisle 4. cas ,c'eff 4 dire quand Lindefinic eff aw deffus du
point commun , ce point commun ne peut efire quun point de
{eGtion. Car tontes les fois que des lignes [e couperont dans ce
point € [¢ termineront d'uhe parta la circonference & de Lan-
tre & Pindefinie, les parties de 'une font reciproques celles de
Lautre.

71 faut relire tout le ivre IX. Carceff fur ce qui y ¢f
dit que font fondées les demonfirations de celuy-cy.

DEUX AVIS DE LOGIQUE.

I.

Quand on a & prowver qu'un angle t?/d?ﬂ.f denx bafes, les
angles furune [ont éganx aux angles [ur Pantre chacun a cha-
cum , on eff affuré que cela off, quand ona prowve que Fun des
angles furunebafe of égal a L'undes angles [ur Lautre, parce
qu'il s'enfuit de la neceffairement que Lantre oft égal anff &
Lantre.

Cette prewve ef convaincante , & on s'en doit pafferquand
on ne peut mieux, Mais il fant avoiier qu'elle n'eff pas fi
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bonne € ne fait pas fi bien entrerdans la nasure des chofes,que
celle quimontre pofitivement que lun ¢ [autre angle d'une
bafe ¢ft égal alun @~ lantre angle de lautre. Ey E’gﬁ pour-
quoy je neme contenteray point de la premiere ferte de preve,
¢~ me [erviray toijours de cette derniere,

z

Quandon a a provver de plufienrs binaires de lignes, qu'ils
[font reciprogues les uns aux antres | on en ¢ff affeuré guandon
pent montrer qu'dls [ont tous reciprogues & un méme binaire,
ou qu’ilsont tous la méme mayenne proportionelle.

Mais quoigue cela [eit comvaincant, I efprit ne recoit pas
la méme clarte & ne demenre pas ff fatisfait ,que [f on mon-
troit immediatement de chague binaire gu'il off reciprogue &
thagque antre.

Etainfi, quoy gu'il me fuf facile demployer la premiere
voye, je me [uis refolu de wemployer que cette derniere com-
me plus parfaite &~ plus lumineufe pour parler amfi, Cr peut
¢ftre qu'on trowvera gue ces dewx exemples [ont remarguables
pour faire voir la difference qu’il y @ enire convaincre Lefprit
en le mettant hors’d'effat de powvoir donter gu'une chofe foit;
& le [atisfaire pleinement en luy domnant toute la clareé q#’il
peut raifonnablement defirer.

Réprenons maintenant la divifron propofee, qui ef que le
point commun aux lignes reciprogques par la [efbion du cercle ,
eft neceffairement

1. Ou dans le cercle,

2. O hors le cercle.

3. Ou dans la circonference du cercle,

Ll iij
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e e 1 e AR A

Premiere voye generale pour tyowver des Reciprogues
quand le point cammun ¢ft andedans du cercle,

CerrE voic eft pour trouver que les parties d’une li.
gne font reciproques aux parties d’une autre ligne, ou 4
une ligne quandelle eft moyenne proportionelle. Etain-
fielle eft toute appuyée fur la 2° Propofition fondamen-
tale & fon Coroﬁaire{ a1. & 22.S.) qui eft des angles op-
pofezau fommet qui ontleurs bafes antiparalleles.

VII. THEOREME.

1 deux cordes fe coupent dans le cercle , les parties
del'unefont reciproquesaux parties de l'autre.

Soientles cordes ¢ f& dgqui d
fe coupent en . Soient tirces les
bafes a deux angles oppofez ¢ g.
df. Jedis qu’e?les font antipa- C"'_-m\\
ralleles. ( %

Car ( par 9. 18.) les angles | i/
vers ¢ & vers f font égaux, par- \ !
ce qu'ils fontappuyez {urle mé- N/
mearc ¢ d. Et parla mémerai- &
fon les angles vers ¢ & vers 4 font
£gauxaufl, étantappuyez f{urle mémearc % i

Donc les bafes cg & 4 f font antiparalleles

Donc par la 2* Propofition fondamentale ( 21.S.)

kf' kg.‘.: kd ke
Pogrs g
VIII TeHEOREME.

COROLLATIRE DU SEPTIEME.
St unedes lignes eft coupée par la moitié , une de ces
moitiez eft moyenne proportionelle entre les deux parties
de l'autre,

e el o el - - ..
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Ceeft le Corollaire méme de la 2¢ Propofition fonda-
mentale.

CoROLLAIRE.

St d’un point quelconque d’un diametre onéleveune

: e i XXXIXx
perpendiculaire jufques 4 la circonference, cette perpen.

diculaire fera moyenne proportionnelle entre les deux
arties du diametre,
Car il eft clair que certe perpendiculaire eft la moitié
de la corde qui couperoit le diametre perpendiculaire-
ment par ce point. Donc parle Theoreme precedent elle

doit eftre moyenne proportionelle entre es parties du-
diametre,

SECTION 1717

Seconde woie genevale pour tronwer des‘Reciprogues:
quand le point commun eff hors le Cercle.

Quanp le Foinr commun eft hors lecercle: les ctez

del'angle qui I'a pour fommet peuvent eftre coupez cha-
cun deux fois parla circonference dy cercle ; une fois par
la convexité en entrant dans le cercle » & une fois par fa
concavité, ot on les fuppofe termindes sfice n'eft quele
pointjde l'atrouchement tenant liey tout feul de la con.
vexite & dela concavité undes coftez peut n’eftre ter-
min€ qu'a ce point. Er alorsil fera tangente du cercle,.
& les geux bafes antiparalleles n’auront que trois points-

differens. Ceft ce qu'on verra dans les deux Theore--
mes {uivans,
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III.L. THEOREME.

xxxr1 Lorsque d'un point horsle cer- K
cle on ure des lignes qui coupent E
le cercle en fa convexité , & font
rerminées en faconcavite, chaque
toute, & fa partie hors le eercle,
font reciproques a chaque autre
route & 4 fa parrie hors le cercle,
Soient tirées & f, qui coupela cir-
conferenceenc; &k g?ui acoupe ¢
end. Jedis que les bafes fg & cd

fontantiparalleles.
Car ( par 1. 16. ) l'anglek ¢ da pour mefure 12 moitié

des deux arcs ¢ 4, & ¢ f. Orlamoiti€ de ces deuxarcs ¢ d
& ¢ feft auffi la mefure de 'angle & g f- (par1x.18,)
Donc lesangles & ¢ 4 & kg f font égaux.

On prouyera de lamefmeforte I'égalité desangles £ d¢
&kfg.

Dm%c les bafes £ g & ¢ d font antiparalleles.

Donckfikd :: kg ke

T.p::7.p-

Ox peut auffi prouver ce Theore-
me en croifantles bafes ,en montrant
que les bafesfd & g ¢ font antiparal-
leles.

Cat lesangles vers £ & vers g font
égaux eftant appuyez fur le méme
arc ¢ d.
Et pour lesanglesk ¢ g &kdf, \/
ils font égaux, parce que fion les
examine (par Ix. 16. ) on trouvera
qwils ont chacune pour mefure la
moitié des trois arcs f¢, cd, dg.

Donc les bafes £d & z ¢ font antiparalleles,

Donc R f. kg :: kd. ke :

(R PR

XXXI11,
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COROLLAIRE DU CINQUIEME.

S1 I'une de ces lignes tirées XX XIIL

d’un point horsle cercleeftune
tangente , cette tangente eft
moyenne proportionelle entre &
chaque toute & fa partie hors
le cercle.

Soit tirée £/ qui coupe le cer-
cle en ¢ & larangente £ E;jedis
queles bafes f E & ¢ E font an-
tiparalleles. Car ( par 1x. 18.)
Pangle’k £ E, a pour mefure la
moiti¢ del’zrc ¢ E,quieftauffi
la mefure del'angle £ E ¢( par 1x.13.)
' Etl'angle £ E £, ( par 1x. 15.) a pour mefure la moitié
desdeuxarcs E.¢ & ¢ f, quieft aufli la mefure de'angle
k ¢ E, par 1x. 16. )

Donc les bafes E & E ¢font antiparalleles,

Donc parzg. S.

Rf RE :: RE ke
Lo W25 1 P:

AVERTISSEMENT.

Iiny a rien julgu'icy qui ne -[oit dans toutes les Geo- X XX1¥,

metrics : fi cen'eff qu'il eft prouvé d’une maniere nowvelle,

Mais onle pourroit encore faire comprendre dune maniere
plus naturelle & plus fimple fans confiderer ancuns angles,
mais faifant [enlement attention d la natare du cercle: ce qui fe-
ra voir aullf powrquoy on a befoin dun cercle pour couper
des lignes Reciproquement.

Soit que le point commun [oit au dedans du cercle ou an
dehors , on peut confiderer entre toutes les lignes qui [¢ coupent
dans.cc point ou qui parient de ce point m’»’e-qﬂ%imﬁ parie

m
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centre que nowus appellerons la centrique , @~ les autres ex-
centriques.

Quand le point eff au dedans du cercle , la centrique ¢f
un diametre , € par confequent la plus grandetigne qui puiffe
paffer par le point commun que nons fuﬁw{&m weftre pas le
centre, mais c'eff anlff la plus inégalement partagée. Car
comme tl paroiff par V' I1.25. la plus petite d'ane excentri-
que guelcongue , eff plus grande que la plas petite de la cen.
trique , ¢ en recompenfe ki plus grande parsie de l'excentri-
que eff plas petite gue la grande partie de la centrique. Es
Paniformité de la ligne circulaire fait que cette compenfation
et i juffe, qi' il nefaut pas s eftonner i les demx parties de la
centrigue font reciproques aux denx parties de tomte excentri-
que , c'eff & dire [i la petite partie de la centrigue eff & la plus
petite partie de [ excentrique, comme ba plus grande de L'excen-
trique eff & la plus grande de la centriqne.D’os ils enfuit anfli
gneles deus parties d'une exventrique guelcongue doivent efire
reciprogues anx deux parties de toute autre excenirique.

71 en eff de mefme quand le point ¢ff bors le cercle. Car la
centrigue off anfli la plus longue de toutes, & [« pariie quicft
hors le cercle eff an contraire plus conrie , guela partie de tonte
autre qui off anffi hors le cercle. Ce qui faifant une compo-
fentation jufie & canfe de Luniformiré du cercle , on juge aife-
ment que la centrique @ fa partic hors le cercle doivent efire .
reciprogques a toute excentrigue @~ [ partie bors le cercle 5 e
gw'il e de mefme des excentrigues comparées les unes aux as-
tres , celles gui approchent le plus de la centrigue cffant tod-
jours les plus longues , G ayamt toijours anfff lenrs parties de
dehors plus courtes.
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SELCLITON. [F

Troifieme woie genevale pour trowver des Recipi oquts,
gquandle point commun eft dans la circomference
du Cercle.

Te e croy pas que ce gue Lon va dive [¢ irowve nulle part,

Nous avons déja remarqué que cette derniere voie gene-
mle”ﬁ powvoit divifer en deux manieres : Dans Lune def-

elies le point commen étoit terminant, ¢~ dans lautre de

ection.

Q«'il efloit terminant gnand la ligne droite indefinte dons
nous allons parler ou coupoit le cercle, on le touchoit , on eftoit
an deffus du cercle.

Et qu'il eftoit de [eftion, cef & dire que les denx lignes
principales s’y coupoient , quand cette ligne indefinie étoit an
defus du cercle. Il fant donc traiter feparement ces denx ma-
nieres.

PREMIERE MANIERE DE LA IIl. VOIE GENER ALE.

Quand Pindefinie coupe , ou touche ,on ¢ff au deffous
du Cercle. .

Vne fenle propofition comprendra la maniere de trouver
une infinité de reciproques. Et ileff peut effre difficile des'i-
maginer rien de plus general fur la proportion des lignes par
la Geometrie ordinaire.

PROPOSITION GENERALE.

S1 d'un point dans la circonference on tire une ligne
indefiniment par le centre, & qu’onen tire une autre in-
definie que j'appelleray y, qui coupe perpendiculaire-

Mm i
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ment celle qui pafle par le centre, en quelque endroit-
qu'elle la coupe, foit-en coupantauffi le cercle, foiten
le touchant , foit tout  fait hors le cercle & au deffous:
toutes les lignes tirées du point dans la circonference qui
feront ou coupées par y,& terminces par la circonference:
ou coupées par la circonference & terminées par - {eront
telles, que chaque toute & fa partie vers le. point com.
mun feront reciproques a chaque autre toute & 2 fa par.
tie: & chaque toure & fa partie auront pour moyenne
Pmportionelle celle. qui fera terminée 4 un point com-
mun 4 y, & ala circonference.

CETTE propofition eft i vafte & comprend tant de cas
qu’on n’en {cauroit bien voir la verité , qu'en la confide-
rant dans ces cas particuliers quifont trois principaux.

~ Le 1. Quand la ligne y coupe le cercle.

Le 2% Quand elle le touche.

Le 3. Quandelle eft toura faic horsle cercle, & au
deflous.

C’eft ce que nous traiterons par divers Theotemes. .

PrRemMIER Cas.

xxxviir L 1 Caseft.quan8y coupe le cercle. Etalorsiln’eft

XXXIX.

point neceflaire de dire que cetteligne doit eftre perpen-
diculaire a celle-qui eftant tiree du point.K pafle par le
centre : car il fufficde dire (ce qui eft la mefme chofe’)

welle doit couper le cercle en deux points, que j'appel-
leray E & E, qui foient également diftans de K. Cela
étant vray, voicy le 1* Theoreme.

V. THEOREME. .

St Ja ligne y mu&ue le cercle en deux points €également:

diftans.de K, toutesleslignes tirées du point K quifcront
ou coupées par y, & terminées par la circonference, ou

“coupées par la circonference & terminées par y, feront

telles que chaque toute & fa partie vers K ferontreei-
proques & chaque autre toute & afa partie vers K
" On peut faire fur cela trois comparaifons,
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La 1™ De deux lignes qui font toutes deux coupees
par y & terminées par la circonference,

La 2% De deux lignes qui font toutes deux coupées par
la circonference, & terminées par y,

La 3%, De deux lignes, dontl'une eft coupée pary, &
terminée par la circonference, & l'autre cou pée parla cir-
conference’, & terminée par y.

PrEmiERE CoMPARATISON.

SOIENT tirées K £ qui coupe y en ¢ & K g quile
coupe end: je dis que lesbafes f¢ & ¢dfont antiparalle.-
les. Donc tout le refte s'enfuit (par la 1= Propofition
fondamentale , S. 17.

Car ( par 1x. 42. ) l'angle

K
K ¢ E,a pour mefurela_rr_loitié mE
de I'arc K E plus la moiti¢ de 2 S8
larc E £, & l'arc K E eftant // _ \ \

¢gal dlarc K E, cette mefure 7
elt égale 4. la moitié des deux 1
arcs K E & E £ Or la moitié /
des deux arcs KE & E feft la- :
mefure de I'angle infcripe Kgf,.
parce quel'arc K E f, fur lequel il eft appuyé, comprend
ces deux-14.

Donc Pangle K cE(ou g ¢ d)eft-égal alangle x ¢ £~
On prouvera laméme chofe des angles Kde& k£ ¢. Donc:
ces deux bafes font antiparalleles,

Donc ( parla 1™ Propofition fond. S.17.) la toute d’une-
part & fa partie font reciproques 4 l'autre toute & 4. f.:
partie. Ce qu'il falloit demonttrer.

K£f Kd :: Kg ' Ke
T. p. $: 75 p.-

1

XLi
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SecoNnDE COMPARAISON.

So1ENT tirées & £ qui coupe Ia
circonference en ¢,& kgquila X
coupe end; je dis que les bafes
fg & ¢ dfont antiparalleles.

Car(par 1x. 46.) l'anglek fg
a pour mefure la moitic de l'arc WY
k ¢, qui eftauflila mefure del'an- =

le infeript £ 4 c. Donc les an- §
gleskfg& kde {ont égaux.

On prouvera dela méme forte que les angles & ¢ f&
% ¢ d font égaux.

Donc les bafes /¢ & ¢ dfont antiparalleles.

Donc Kf Kd:: Kg Ke

T P v: TP

TroisiEmMmeE COMPARAISON.

SorENT tirées & £ qui coupe la circonference en ¢, &
% g qui coupey en d. :

Dans eette comparaifon les bafes fe croifent, ‘Car il
faut prendre pour les deux bafes fd & g <.

Or pour prouver qu'ellesfont X
antiparalleles , il faut montrer
que lesangles & fd, ou k f E.
&k g ¢, font égaux. Ce qui eft
facile, puifqu'il eft clair ( par ce
«qui vient d’eftredit ( 42.5.)que J,
Pun & lautre 2 pour mefure la ™ F
moiti¢ de I'arc & ¢, & pour les
deuxautres k d E& k¢ g, cela
{e prouve auffi facilement ( par ce qui a efté dit 405.)de
Pégalité entrelesanglesk d f(oukd E) & keg.

Donc les bafes f d & ¢ ¢ font antiparalleles.

Donc Kf Kg :: Kd. K«

Ui gl ol el

—
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VI THEOREME,
CoRrROLLAIRE Cinqure ME.

La ligne tirée de 2au point commun 4 la circonfe.
rence& dy(ceftidire2Eou & E ) eft moyenne propor-
tionelle entre chaque toute & fa partie, {oit qu'elle foic
coupée pary & rerminé?arla circonference, {oit quelle-
foit coupée par la circonference & terminde pary.

Premrere Comparaison.

Soittirée & f qui coupe y en ¢, &

k E, il ne faut que prouver que les
bafes /. E &¢. E fone antiparalleles. Ce
qui eff, facile,

Car lesanglesinfcripts £ fE & RE ¢
(ou & E E) font égaux , parce que
( par 1x, 17.) Puneft appuyéfur I'arc E P
k B, & lautre fur I'arc £ E , qui fone
€gaux.

Et pour lesangles & ¢ £, & £ E £ leur €galité fe prouve
de la méme forte que Pégalité des arcs ¢ fg&k d ¢,dans
le 1" Theoreme. 1 Comparaifon,

Donc ces bafes font antiparalleles & difpofées en la
3* maniere expliquéedans le 4° Lemme,

Donc " Kf. KE::KE K¢

T. m :: m. p.
SECONDE CoMPpARATSON

Sort rirée £ £ qui coupe la 7
circonference en¢; je dis que -
les bafes f£ & ¢ E font antipa- /
ralleles. Car les angles &£ f E /

& & E cont pour mefure la fc'l ----------
moiti¢ de Parc % ¢, felon ceyé-—-—-—"-"‘-'-" y
qui a efté dit, 1 Theoreme, :
2° Comparaifon, & les angles
infcripts £ f,ouk EA& kcE
font appuyez fur lesangles £E, qui font égaux..

Donc Kf KE :: KE Ko

: Tom z:im p
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SgconD Cas.

Le 2¢ Cas de la propofition principale{S. 39.) eft quand
laligne y touche le cercle en un point diametralement op.
pofé ak:cequi comprend auffi deux Theoremes.

VIIL THEOREME.

uanD y touche le cercleenun pointdiametralement
oppofé 4 &, toutes leslignes tirees de % fur cette ligne ( qui
ne peuventpasn eftre point coupées par le cercle ) font
telles, que chaque toute & {a partie font reciproques 4

chaque autre toute & 4 fa partie.
Si les deux lignes eftoient tirces de deux differens c6-

tez , il n’y auroit rien qui neuft déja efté prouve( 42.5.)
Ceeft pourquoy nous le propoferons du m€me cote. -Ce
qui pourra auffi fervir aux cas femblables du -1 Theo-
reme,

Soient tirdes du méme coté & f, coupée parlacircon-
ference en ¢, & k.g coupée par la circonference en 4; il
faut prouver que les bafes fg & cd fontantiparalleles. Or
il y a fur chacune unangleaigu kgflonkgE)&Ecd,
& un obtus £z fg & £ d.

Mais pour les aigus ils font €gaux, parce qu'ils ont cha-
.cun pour mefure la moiti¢ de l'arc& 4. ( parix. 46.)

Et pour les obtus , il eft aife
.de ferouvcr quils font égaux
par leurs complemens , quifont
<cdg &%k f E.

Car par 1x. 16.¢ d g, a pour
mefure la moiti¢ desdeux arcs
kd&de.. ¢

Et par 1x. 46. kf E, a pour
mefure la moitié de l'arc k d ¢,
qui comprend ces deux la.

Donc ces angles aigus font égaux.

Donc les obtus £ d ¢ & £ g, dont ces aigus font les
fupplemens, font égaux aufli,

Donc
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autre ) eft m
fa partie.

Soittirée £ £ qui foit coupée X
enc, les bafes f E & c Efontan- .
tiparalleles.

Car les angles R Ef, & k¢ E,
fon droits , & par confequent
égaux,

Eclesaigus £ f/-E, & k E¢, L
ont chacun pourmefure la moi- E
ti¢ de I'arc k¢ ( par1x.18. & 46.

Donc les bafes £ E & ¢ E fout antiparalleles.

Donc R RE :: kE ke s

DE GEOMETRIE, Liv. XI.
Donc les bafes f'g & ¢ d font antiparalleles.
Donc kf:.éd::kg.kc.

1o pivn Z.5p

VIII. THEOREME.

COROLLAIRE DU Sixie'ME.

281

Le diametre tiré du point £ (& par confequent tout XLV
oyenne proportionclle entre chaque route &

Lo W TPl

TrorsiemMeg Cas.

" g

Lk 3 Cas eft quand la ligney eft tourd faichorsle cer. XLVIIL
cle & au deflous : mais commeé il :
n'2 aucune difficulté particuliere, K
nous ne nous y arrefterons point.

Il faut feulement remarquer,
qu'il n’ya point de moyenne pro-
portionelle dans ce 3¢ Cas, parce
qu’il n’y 2 aucun point qui foit
commun 4 la ligney, & 4 la cir. -
conference, la higne y eftant tour "
4 fair hors le cercle.

)
ey
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SECONDE MANIERE

De la troifieme woie powr trouwver des Reciprogues.
Quand Lindefinie eff tout a fait bors le
Cercle €5 an deffus.

Nous avons ven dansle plan , que Pindefinic eff an deffus
du point commun guand le cercle w'eff pas entre ce point , &
Pindefinie. Et alors le point commun fera de fettion ¢ tout
[e reduira & ce Theoreme. '

IX. THEOREME.

leAnn laligne indefinie qui coupe perpendiculaire.
ment le diametre prolongé, eftau deflusdu cercle, ceft
a dire quand le cercle n’eft point entre cette ligne indefinie
& le point commun , toutes les lignes qui fe couperont

dans ce point , étant terminées d’une part par Vindefinie, -

& del’aurre par le cercle , les parties del'une {eront reci-
proques aux parties de l'autre.

Sort Pindefinie y, le diametre pro- F A B
Iongé A E, le point' commun K, Iu
ne des fecantes BC, & l'autre F G,
&une tangente au point K, quonap-
pellem n: fiontire laligne ¢ G, je dis
que lesangles AB ¢ &¢ G K, font
e¢gaux, car I'indefinie & latengeante | /.
érant parallelesles an{gles alternes quec(””
chaque fecante fait furl’une & l'autre
font égaux : c’eft 4 dire que l'angle

A Beeft égal dlanglem K¢ ::: Or E

m K ¢,a pour fa mefure la moiri€ de

Parc K ¢ (parix.13.) qui eft aufli la mefure de 'angle
¢ G K(parix.18.) Doncles angles A B¢ & cGK,font
¢gaux. Etil eneft de mefmedesdeux angles AFG, &
G ¢ K. Donc les bafes B F & G¢ des deux angles oppo-
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fez en K font antiparalleles, par 9 S.
Donc les parties de la ligne B € font reciproques 4
celles de laligne F G par 11. S.

S ECT IO NV

Autres Theoremes , ou qui wentrent pas dans I'ana.
logie des precedens , ou qui [¢ pewvent rapporter
a plufienrs de ces trois woies,

X. THEOREME.

LEs deux cdrez de tour angle infcrit au cercle font
reciproques d laligne entiere,qui le partageant garla moi-
tié {e termined la circonference &a la partie de cette li-
gne comprife entre le fommet de I'angle coupé par la
moitié & fa bafe.

Soit I'angle infcrit E £ E. Soit I

prisle point K dans le fegmentop-
pofé également diftant I’E & d'E. ﬂ\
Laligne % K quicoupelabafeen E € AZ

¢ partage cet angle infcript par la
moiti¢, puifque les deux an%les E
kK & E kK étant appuyez fur des
arcs ¢gaux font égaux ( parix18.)
qui eft le méme qu’E £ K. E£ K.

Or les angles E4¢ (qui eft le
méme qu’E f K)& E £ Kne font pas feulement égaux,
maisils fontauffi femblables, c’eft dire que les angles fur
labafe del'un font égaux aux angles fur la bafe del’autre
chacun 4 chacun,

Car les angles infcritsvers E & vers K font égaux (par
1X.18. ) parce qu'ils font appuyez fur le méme arc

E :

1:( par 1x. 41.) L’an%le kc¢E, a pour mefure la moitié

de l'arc £ E fur lequel il eft appuyé , plus la moiti¢ de

Parc oppofé EK. Etl'arc E K érant égald l'arc EK, cet-
N n ijj
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te mefure eft égale 4 la moitié desarcskE & EK, quieft
lamefure de I'angle infcrit £ E K. (par 1x.18.)

Donc lesangles £ ¢ E & & E K font égaux.

Donc lesanglesE % ¢ & E k K font emblables.

Donc (parX1.17.)

LE. RK::kc & E. '

Ce qu'’il falloitdemonttrer, puifque & E & &, Efontles
deux cotez de Pangle partagé parla moiti€ & que £ K
eft la ligne entiere quile partage,& £ ¢ fa parie.

COROLLAIRE.

S1 langle infcrit étoit Ifofcele , chaque cofté feroit
moyenne proportionelle entre la route qui le diviferoit
par la moitié & fa partie.

"Car les cbrez de Fangle étant égaux, les rendre tous.

deux , ouen prendreun deux fois, c’eftla mefme chofe,

Mais quand langle infcric eft Ifofcele, la ligne quile

parrage par la moiti¢ eft neceflairement un diametre. Et

de pluslesdeux points E E étantalors également diftans
. . 5 = r

de £ aufli bien que de K, cela revienta ce quia efte de-

monftré plus haur par une autre voie; & a ce qui le fera.
P > q

encore pius bas. .
XI, THEOREME.

Si du fommer d’unangle droit on tire une perpendicu-

laire fur Ihyporenufe, il y. aura trois moyennes propor-
tionelles.

1. La perpendiculaire entre les deux parties de ’hypo-
tenufe. .

2. Le petit coré del’angledroit entre la plus petite;par-
tie de Phypotenufe qui y cft jointe, & I'hypotenufe en-
tiere.

3. Le plus grand céré de I'angle dreit entre la plus
grande partie de Ihypotenufe quiy eft jointe,, & 'hypote-
nufe entiere.

Tour cela fe peut prouver par un. grand nombre de
voies. Mais celle-cy me femblela plus facile & la moins
embaraflee.

Y TN e & T il
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Soit I'angle droit & £ K, & la perpendiculaire du fommer
a ’hypotenufe & ¢.

Sion faitun cercle qui ait Ihypotenufe K pour dia-
metre , le fommet E fe trouvera 7
dans la circonference par IX. 31.

Et fi on prolonge E¢jufques 4 E,
que jefuppofe eftre lepointoppo-
{¢ dela circonference, lacorde EE
fera coupée en ¢ par la moitié, &k
les points E E €galement diftans
tant de £ quedeK.

Donc 1. par lezg. S.

ke Ecwy Eio ¢x,
Donc . parle 6° Theoreme[ 43.S.}-
Re:kE 3t &k E cx
Donc 3. par le méme 6¢ Theoreme.
Ke KE :: KE ck..

XII. THEOREME.

TouTk ligne qui coupant perpendiculairement hypo- LI1L
tenufe d’un angle droiten coupe auffi un cété, Ihypote-
nufe entiere & f{a partie vers le point
qui luy eft commun avec le coré
coupé , font reciproques au coté
coupe entier, & a faméme partie
vers le point commun. La preuve
en eft facile par le 6° Theoreme &
par d’autres voies que je laiffe a trouver,

DERNIER THEOREME,

Unangle ayant deux bafes , fifes coftez felon unebafe v
font proportionnels a fescoftez felonautre bafe, les deux :
angles fur une bafefont égaux aux deux angles fur l'autre
ba%c chacun d chacun. Cleft la converfe de la plufpart

des.propofirions de ce Livre, qui fe prouve ainfi:
Les coftez fur une bafe ne fcauroient eftre proportio-
nels aux coftez furlautre bafe qu’en deux manieres,
N n iij
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La 1° eft. quand la toute d’une part & fa partie font
3 P P
proportionelles al’autre toute & 4 fa partie.
La 2, quand une toute & {a partie font reciproques i
'autre toute & af{a partie,
P

Or le premier ne peuteftre, que les bafes ne foient pa

ralleles, Et le fecond, qu'elles ne foient antiparalleles,
Eten I'un & en l'autre les deux angles fur une bafe font
égaux aux deux angles fur Pautre bale,
PREUVE DU PREMIER.
Sort I'angle £ g, dont les deux bafesfoientf g & ¢ 4.
Je dis que ces bafes font paralleles, fi
RE Re :: kg, &4 ¥
Car foit mené du point cune pa-
rallele d £ ¢, qui coupe £z enun
point que jappelleray .
Il eft certain ( par XI. 19. ) que
Rfker:: g -k £
Or par: 'hypothefe,
Rf ke::kg k.
Donc & x & k d font égales par 11. 43.
Donc les points £ & 4 ne font qu'un méme point.
Donc ¢ x & cd ne font quela m€me ligne.
Or ¢ x eft paralleled fg. Donc ¢4 luy eftauffi parallele.
Donc lesangles fur la bafe ¢d font égaux auxangles fur

c

o
L 8

la bafe f¢. Ce qu'il falloit demonftrer.

PrREuvE pu SeconbD.
‘Sorr I'angle f£¢, quiait deux bafes X
fg & cd. Jedisque ces bafes font an-
tiparalleles, fi _
kfkd :: kg ke

Car foittirée du point cuneligne qui
coupant £ g, prolongée ¢’il eft befoin, ¢ >
fafle fur £ g un angle egald celuy que ¢ f d
faitfur £ £,& quele pointoti certe ligne -
coupera & gfoit x, cette ligne ¢ x E:ra. S
une bafe de I'angle £ antiparallele 4 la I
bafe f g, & parconfequent (par 18. S.)

A ORY e g B Ry e A

[ — 1]

b= BT = B =

&
da
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kflk x - Rg ke

Or par I'hypothefe,

R kd :: kg ko

Donc Far I1.43.% x e{%égale ikad.

Donc les points x & d eftant fur la méme ligne, nefont
qu'un méme point,

Doncex & cdnefont qu'une méme ligne.

Or cxeft antiparallele 4 £¢.

Donc cd eft auffi antipamﬁele afg.

‘Donc les angles fur la bafe ¢ 4{ont €gaux aux angles
fur labafe f¢. Ce qu'il falloit demonftrer.

g OQROLLATIRE.

St deux angles égaux ont leur cdrez proportionels, ils
font femblables ; ceftd dire que les angles fur Ja bafe de
Pun font égauxaux angles fur la bafe ge I'autre chacun 4
chacun.

Soient les angles égaux qui ayent K
leurs coftez proportionels £ x gz, &
¢kdenforteque k£ xc:: kg, kd.

D'ou il senfuit que fi x Feft plus ¢
grand que k¢, K gfera plus grand que
k d. Prenant doncdans x £, i ¢ egale X 7
dke,& dans kg, Kdégalea k d, les
angles c Kd & ck d étant égaux, & les
cotez de 'un éeant €gaux a ceux de ¢ I
Fautre, leurs bafes feront égales, & les
angles fur la bafe de I'un égaux aux
anglesfur la bafe de 'autre, par VIII. 63.& 64. _

Orpar le precedent Theoreme lesdeux bafes de Ian-

le X', {cavoirla bafe ¢ d& la bale f¢, font paralleles, &
%cs angles fur Pune font égaux aux angles fur 'autre.

Donc dansles deuxangles égaux & & £ les anglesfurla
bafe de I'in font égaux auxanglesfurla bafe de Iautre, Ce
qu'il falloit demonftrer,

Reémarquez que ce dernier Theoreme & fon Corollaire
font les inverfes des principaux Theoreines de ce Livre
& du Livre precedent, & qu’ilsferont de grand ufage
dans la fuite,

.

LYIL
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SECTION VLI

Problemes.

4, PROBLEME.

TrouvER la moyenne propor- L h 300
tionelle entre deux lignes donnces.
Joindre les lignes données. Faireun b
demy - cercle, dont prifes enfemble -

elles foient diametre:la perpendicu- -
laire élevée du point ot fe joignent ces lignes a la cie
conference fera la moyenne proportionelle entre ces

lignes données. (par38.S.)
On peut employer pour trouver la méme chofe les

Theoremes 6. (43.5..) & 4.53:5.) Jen laiffela recherche
pour exercer Pefprit.

1., PROBLEME.

“TrouvER toutes les reci-’ K
proques poflibles 4 deux lignes
données,

Mettre la plus petite dans la
plus grande , comme k ¢ dans

% £. ‘Faire un cercle qui ait la c
plus grande pour diametre. Et (
du point ¢, ot la plus petite fe —

termine, tirer fur ce diametre
une perpendiculaire indefinie
conime y. Cette Perpendiculaire fatisfera au Probleme,
comme on le peut juger,en confiderant le 5° Theoreme
( 39.40. 41.%¢. S.)fans qu'il foit befoin que je m’amufe

a P'expliquer davantage.

ke B% b pom S bad oa

T Pt DL ™ el PN el el —td
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III. PROBLE ME.

AyawTtiréa difcre-
tion dun méme point
tant de lignes que l'on
voudra fur une méme li-
gne, lesdivifer toutes , en
forte que chaque toute &
fa partie vers le point
commun foient reciproques 4 chaque autre toute & 4 fa
méme partie.

Tout cercle dont la circonfe-
rence paflera par le point com-
mun , & qui aura pour diametre,
oula perpendiculaire entiere de
ce pointa la ligne,ou une partie
de cette perpendiculaire, fatisfe.
raau Probleme, par le 7° Theo-
reme, & ce quia efté dit du 3 Cas [ 48.5.)

IV. ProsrLeEME

Ayvant les
trois premie-
res lignes d’u-
ne progreflion
geometrique ,
trouver toutes

autres 4 l'in-
fini.

Faire que la
3° comprenne
la 1, comme
K d comprend
K ¢, faire un
cercle qui ait

Kd pour dia- L

metre, de ¢

€lever la per- ¢

pendiculaire ¢ d Ty
¢ Z,& puisti- e

L X,
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rer une ligneindefinie de K par Z,laquelle jappelleray
& prolonger auffi infiniment K 4, laquelle yappelleray 7.

Tirant Z d perpendiculaire fur x, & 4 m perpendicu.
laire fur £, & m fperpendiculaire fur x, & f# perpendicu.
laire fur z, & ainfi 4 linfini.

Ontrouvera facilement par (20. 8. ) la fuite infinie de
la progreflion geometrique , dont les trois premiers ter.
mes auront efté £ ¢. £ Z. kd. qui{eront fuivis de km. k£
ka kg &c.

V. PRoOBLEME.

Divises une ligne donnée en moyenne & extréme rai-
fon. Cefta dire en telle forte que fa plus grande partie
foit moyenne proportionelle entre la plus petice partie
& la toute.

Ce qui eft auffi lamefine chofe que de trouver une ligne
qui foit moyenne entre une donnée & cetre donnce moins
cette moyenne , laquelle pour cetee raifon j'appelleray la
mediane.

Soit la ligne donnée appellée &.

Sa plus grande partie que I'on cherche x

Et fa plus petite b—x.

1l faut trouver une ligne qui foit telle, que 4 moins.certe
ligne foit 4 cette ligne comme cetteligneefta 4.

e SR

Ceft ce qui {e peut trouver par une voiefore facile.
Décrire un cercle de I'in- /F*\

tervale dela moitié de &, €le-
vée perpendiculairement fur
I’one des extremitez de &.

Et tirerune fecantede I'au.
tre extremité de 4, qui paf-
fant par le centre du cerclefe
termine 4 la circonference.

La partiede cette fecante qui eft hors lé cercle fera x:
C’eft adire moyenne proportionelle entre 4, & 6—x.

Car par la conftruction 1. 4 eft tangente de ce cercle.

2. Le diametre de ce cercleeft ¢gala 4.

X
A
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3. Et par confequent la fecante entiere eft x-s4.

Or(par33.S. ) é tangente eft moyenne proportionelle
entre la partie dela fecante quieft hors le cercle /c'efta
dire x. )

Erla fecante entiere ( C’eft 4 dire x—+4

Donc % bl zodl meb:

Donc permutando  b.. x :: x—+b. 6.

Donc¢ dividende  b—x. x :: x. 6.
Ce qu'il falloit demonftrer.

I. CororrLAIRE.

Une ligne crant diviféeen moyenne & extréme raifon;
fi on y ajodite fa plus grande partie (que nous appelle-
rons la mediane ) il s’en fera une nouvelle toute qui fera
encore divifée en moyenne & extréme raifon, la premiere
toute érant la mediane,

Ceft ce qui fevoit parla voie méme donton s’eft fervi
pour divifer la premiere toute en moyenne & extréme
raifon, en forte qu’il ne faut que recompofer, pour parler
ainfi , ce que I'on a divifé,

Car fi b—x. x :: x. b.

Componende b, x 22 x=+b. b.

Donc la ligne x4 eft divifée par 4 en moyenne &
extreme raifon, puifque 4 eft moyenne proportionelle en-
tre la toute x~+4, & fon autre partie x.

IL CoROGLLAIRE,

Une ligne étant divifée en moyenne & extréme raifon,
fa petite partie divife la mediane en moyenne & extré-
me raifon,

Soit 4 divifée comme deflus; & comme fa mediane eft
appellée x , foit la petite appellée y. Il faut prouver que
X—=afs. g 229, X _ _

Or il ne faut pour cela que nommer 4 par ces parries

F+x.

Car par ladivifionde 5 par x en moyenne & extréme

raifon . X it X yax,

Qo j
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Donc permutando *x y. :: y=+x. X.
Donc dividendo x—y.y :: y. X Ce quiil falloit
demontftrer.

III. CoROLLAIRE.

Ir eft aifé de conclure de cesdeux Corollaires, que
lorfqu’on a une ligne divi{ée en moyenne & extréme rai-
fon , on en peut avoir une infinité d'autres plus grandes &
plus perites divi{ées dela méme forte.

PREUVE DES PLUS GRANDES.

S1 on joint la medianedla premiere toute, ils'en fait
une feconde toute quia la premicre pour fa mediane
( par le premier Corollaire.)

Donc fi on joint la premiere toutea la deuxiéme, il s'en
fait une troifiéme quiala deuxiéme pour fa mediane,

Et joignant la deuxiéme 4 la troifiéme, ils’en fait une
quatriéme qui ala troifiéme pour fa mediane, & ainfi a
Pinfini.

PREUVE DES PLUS PETITES.

S1 on prend la mediane de Ja premiere toute , il s’en
fait une {econde toute plus petite, quia pour {a mediane
( par le deuxiéme Corollaire ) la petite partie de la pre-
miere toute.

Et cette mediane de la deuxiéme toute eft une troific-
me toute quia pour fa mediane la petite partie dela deu-
xiéme toute , & cette mediane de la troifiéme toute eft
une quatriéme toutequia pour fa mediane la-petite partie
de la troifiéme toute,, & ainfi 4 'infini. Ce qui peuteftre
confideré comme une nouvelle & tres belle preuve dela
divifibilité d’'une ligne a l'infini,

VI. PROBLEME.

Ayant la grandeur descétez d’un angle qui doive
eftre la moiti€ de chacundes angles fur la bafe. en trou-
ver la bafe.
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Soit K 4de la grandeur de ces coftez ; & foit décritte
une portion de cercle de cette intervalle & du centre k.

Soit divifée X 4 enc. en moyenne & extrémeraifon, en
forte,

be.¢cK :: ¢ K. & K.

La corde 4 d de la grandeurde ¢ K, qui eft la moyenne
entre b ¢ & b K, ferala bafe de cetangle, & K 4 en fera
lautre cofté,

Car foit tirce la ligne ¢ 4, je fuppofe que les deux an-

les fur la bafe d'unangle Ifofcele font égaux. Er ainfi
jauray prouve que I'angle K eftlamoitié de chacun des
angles fur la bafe, fi je puis montrer deux chofes.

Lar= Que l'angleK eft €galdlangle 4 d ¢.
La 27, Quel'angle 4 d¢ eftla moiticde I'angle 4 dK.

PREUVE DE LA PREMIERE,

L’angle 5a deux bafes, cd & K 4, & fes coftez felon une
bafe font proportionnels 4 fes coftez felon I'autre bafe,
puifque

be. bd :: bdbK:
Donc les bafes cd &
K d font antiparalleles,
& par confequent lesan-
gles fur une font €gaux
aux angles fur lautre

chacuna chacun.
Doncl'angle K eft egal
alangle 6d¢. Cequieft :
b

la premiere chofe quil
falloit demonftrer,

PREUVE DE LA SECONDE.

Les deux partiesde 4 K, bafe de I'angle de 4 4 K, font
en m&me raifon que les deux coftez de cet angle, puifque
d K €rant égale 4 46 K, & ¢K 444,

be, ¢K :: bd dXK.
Donc l'angle 4 4K eft divilé par la moitié.
Oo ij
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Donc Fangle K ¢tant égal a 'angle 6 d ¢, qui eft lamoi.
tié de Pangle 4 d K, eftauffilamoitic de I'angle 4 d K. Ce
qu'il falloit demonftrer.

COROLLAIRE.

Tour angle Ifofcele dontla bafe eft moyenne propox.
tionelle entre le cofté entier & le cofté moins cette bafe,
eft de 36 degrez, & chacun des angles furla bafe de 71,
Car 36. plus deux fois 72. quieftla double de 36, vaut 8o,
qui eft ce que valent les trois angles pris enfemble.

VII. PROBLEME.

Avaxt la bafe d’un angle Iofcele de 36 degrez , en
trouver le cofte.

Soit 4 la bafe donnée divifée en moyenne & extréme
raifon, & xen foit la plus grande partie, x—+ & fera le cofié
de cer angle. Clefta dire quel'angle qui aura x~+& pour
P'un & lautre deces coftez, & & pour bafe, ferade36 de-

gl'EZ.

Car puifque par la divifion de 4 enmoyenne & extré-
me raifon. b—sx. %. :x % b,
Componendo.

b. x -2 x-4b. &
Donc la bafe & eft moyenne pmportionelle entre le
cofté x—+6 & x, qui eft ce coft¢ moms 4.

Donc par le precedent Corollaire langle qui a K46

pour chaque cofté, & & pour bafe, eft de 36 degrez. Ce
qu’il falloit demonttrer.

SECTI.0NTPLL.

Des lignes incommenfirables.

Ce que nous avons dit dansle IV. Livre des grandenrs
incommenfurables donne une f{i grande facilite d’expli-
quer les lignesincommenfurables, qu’il ne faut pour cela
qu'ajofiter 4 ceLivre trois owquatre propofitions,

M &Y o e B
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PROPOSITION GENERALE.

Lorfque trois lignes font continuellement proportio-
nelles, l1a raifon dela premiere 4 la troifiéme peuteftre de
trois fortes: ce quife fait en trois cas.

Premier Cas.

Si la raifon de la premiere 4 la troifiéme eftune raifon
de nombre 4 nombre quiait pour fes expofans des nom-
bres quarrez, lamoyenne eftd chacune des devx autres
comme le produit des racines de ees nombres quarrez, eft
4 chacun de ces nombres quarrez , & par confequent Ia
moyenne eft commenfurable aux deux autres,

SEcoNp Cas.

Silaraifon de la 1* a1a 5 eft une raifon de nombre 2
nombre , qui n’ait pas pour fes expofansdes nombres quar-
rez,la moyenne eft incommenfurable en longueur & com-
menfurable enpuiffanced lar< & ilase.

Trorsieme Cas,
St 1a raifon dela 1 2 1a 3°eft une raifon fourde’, & non
de nombre 4 nombre, la moyenne eft incommenfurable
aux deux autres , tanten longuenr qu'en puiffance,

Tous ces 3 Casfe prouvent des lignes, de la méme forte
qu’on lesa prouvez dansle IV, Livre des grandeurs en ge.
acral. C'eft pourquoy ce quirefte icy eft d’appliquer cet-
te doctrine generalea des exemples particuliers qui {oient
propres aux lignes. Ce que nous ferons par les Theore.
mes fuivans.

I. THEOREME,

Un angle droit étant Ifofcele, le cofté & Phypotenu-
fe fontr incommenfurables en longueur & commenfira.
bles en puiffance.

Soit un angle droit Hofcele , dont-

L'hypotenufe foit appellée b T
Le coté d.

La perpendiculaire du fommet 3
Phypotenufe la partagera en deux ¢é-
gal-ment. Chaque moitié.
foit appellée X

LXXI:
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Donc == h. d. m.

Or R Bk R ik

Doncz & 1n’étant pasdeux nombres quarrez ( par le
2¢ Cas) d eftincommenfurableen longueurad 5 & 4 m.

" Mais il leur eft commenfurable en puiffance , parceque

bhh., dd S
Edd. mm} 3 } S
JI. THEOR EME.

QuAND I'hypotenufe eft a l'un des cotez d’'un angle
droit, comme nombrea nombre, ileft aifé dejuger fil’au-

tre cote eft commenfurable ou incommenfurable a ’hy-

potenufe. Et voicy comment,

Soit I'hypotenuie A.

Un des coftez g

L’autre cofté d.

Une perpendiculaire eftant mence
du fommet 4 ’hypotenufe,
Soit {a portion vers ¢ appellée %,
Et l'autre vers d appellee /.

NE W S Y
1l s’enfuit que i__ fELry

Suppofant donc que 5 & ¢ foient comme les deux nom-

bres x & z. Clefta dire que
Bod el Lk
Donc la raifon de 4. £. eftant doublée de la raifon deh.c.
bR i 4% 1%L
Or & &/ étant les deux portions de 5,
i =h—k
 Ponc b, [ :: xx xx.—2%

Donc fi xx.—zz. eft un nombre quarré par le pre-
mier Cas de la Propofition principale , 4 eft commenfu-
rable a 4,

Que fi au contraire xx—zz n'eft pas unnombre quar-
ré (par le deuxiéme Cas) A n’eft point commenfurabled
Aenlongueur , maisfeulement en puiflance.

I11. THEo-

B e ey e~

i 0
g
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IIl. THEOREME.

Lorsqu'un descétez de I'angle droit eft une aliquote
de hypotenufe, I'autre c6té eftincommenfurable & I’hy-
potenufe en longueur , & commenfurable feulement en

iflance.

LXXN,

Car afin que cpar exemple,, foit une aliquote de 4, il -

faut que 4 foita ¢, comme quelque nombre a I'unité que
je marqueray parun i,
Soit donc h, £ 12 X 1.
Donc par le Théoreme 2.
he b e xx0 11,
bl r: xx xx1

Or il eft impoffible que x x——11 foit un nombre quar-
ré. Car () ne fait qu'une unité , felon ce qui aefté dit,
IV.7. Et deux nombres quarrez ne peuvent jamais eftre
differens feulement d’une unité.

Doric par le Theoreme 2° 5 & 4 font incommenfura .
bles en longueur, & commenfurables feulement en puif-
fance.

COROLLAIRE.

S 1 la bafe d'un angle Ifofcele eft
¢gale au cofté, la perpendiculaire
du fommet a la bafe eft incommen-
furable en longueur, & commenfu-
rable feulement en puiflanceavec le
cofté,

Car alors certe perpendiculaire fait
unangle droitavec la moitié de la bafe , & I'un ou I"au-
tre descoftez eft I'hypotenufe de cet angle droit.

Donc I'un descoftez de cetangle droit, quieft lamoitic
de la bafe, eft aufli la moitié de ’hypotenufe,

Donc il eft unealiquote dehypotenufe.

Donc par le Theoreme precedent l'autre cofté , qui eft
la perpendiculaire ,eft incommenfurable en longueur, &
commenfurable feulementen puiflanceavec 'hypotenufe
de cet angle droit, laquelle eftle cofté de I'angle dont la
bafe eft {uppofee égaﬂc i chaque cofte.

Pp

LEXIIT.
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IV. THEOREME.

Avaxr deux lignes incommenfurables en longueur ( ou
par les Theoremes precedens , ou par d’autres voyes ) &
ayant trouve la moyenne proportionelle entre ces deux
lignes , elle leur fera incommenfurable tant en lengueur,
qu'en puiflance.

Cela eft clair par le3s Cas dela Propofition principale.

V. THEOREME.

Quanp une ligne eft divifée en moyenne & extréme rai.
fon, la toute & fes deux parties font incommenfurables
les unes aux autres, C’eft ce qui a eft¢ prouvé dans le

4. Livre,num.37.
AVERTISSEMENT.

Il Wy a 2 dire de quatre lignes continuellement proportio-
nelles que ce qui a cfté dit dans le IV, Livre de quatre gran-
deurs continuellement proportionelles.
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GEOMETRIE

LIVRE DOVZIEME.

DES FIGURES EN GENERAL

CONSIDERE’ES SELON LEURS ANGLES
ET LEURS COSTEZ.

2l N appelle figure dansles clemens de Geometrie,

8 U84l une furface platte terminée de tous coftez.'
fiesaery Ce qui comprend deux chofes : la premiere,
lesextremitez de cette furface : la feconde, I'efpace qu'elle
comprend ; ce qui s'appelle lzire de la figure.-

Nous les confiderons dans ce Livre ¢ le fgwam felon Le pre-
mier rapport s & dans dautres Livres nous les confidereroni
[elon le dernier.

Division.

Tourte figure confiderce felon fes extremitez, eft,

Ou rectiligne.
Ou curviligne.
Ou mixte, Pp i
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PREMIERE DEFINITION.

Ox appelle rediligne celle qui eft rerminée par desli-
gnes droites , qui ne peuvent eftre moins de trois , érant
clair que deux lignes droites ne peuvent pas terminer un
efpace de touscoftez, puifqu’elles ne peuvent {e rencon.
trer qu’en un point , ce quilaiffe I'efpace ouvert du cofte
oppof¢ 4 ce point. :

Il eft clair auffi par la que les lignesdroitesne peuvent
terminer un efpace , quen faifant autant d'angles qu'il y a:
de lignes droites qui terminent l'efpace. Car fi unangle
demande deux lignes, une ligne fert a deux angles.

Et ainfi 'on peut confiderer trois chofes dans l'extremi-
té d'une figure rediligne. r. Les angles. 2.Les coltez,
3. Le circuit, quonappelle auffi perimerre, qui n’eft autre
chofe que la fomme des coftez ; c’eft 4 dire rous. les coftez
pris enfemble.

SEcoNDE DEFINITION.

On-appelle curviligne celle quieftterminée par uneow
plufieurslignes courbes. Et une feule ligne courbe pou
vant rentreren foy méme, peut terminer une efpace.

Mais on ne confidereicy des ﬁ%ures curvilignes que le
feul cercle ; parce que de toutes leslignes courbes on ne
confidere quela circulaire,

TroisSIEME DEFINITION.

Ox appelle figure mixte celle qui eft terminée en par-
tie par des lignes droites, & en partie par, des courbes,.
dont on ne confidere icy que les portions de cercle , qui
font celles qui-font terminées par une corde & une por-
tion de circonference; ou lesfeteursdu cercle qui font
terminez par deux rayons & une portion-de la cirsonfe
rence, rel qu'eftun quart de cercle.
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DES FIGURES RECTILIGNES

On peut divifer les figures
rectilignes en celles qui ont
quelque angle rentrant , &
celles dont tous les angles
font faillans ; c’eft & dire
tels que leur pointe regar-
de touijours le dehors de la
ﬁgure.

Les Geometres fe font
reftraints a confiderer les
dernieres , parce quon y
peut facilement reduire les
premieres..

ESPECES DES FIGURES RECTILIGNES.
Tourke figure reciligne ayant autane d’angles que de

coftez,, onles divife indifferemment par le nombre de leurs
angles ou de leurs coftez , & on les nomme felon I’'un ou
felon I'autre.

Ainfi on appelle Triangle une figure de trois angles &
de trois coftez , & Quadrilatere celle de quatre angles &
de quatre coftez.

Les noms Grecs des figures font pris du nombre des an-
gles: comme

Pentagone, de cing;

Exagone , de fix.

Hepragone, defepr.

Odogone, de huit.

Decagone, de dix.

Et Polygone, de plufieurs angles indeterminément.

Ces noms font {i communs, qu’il eft bon de ne les pas*
ignorer; mais on peut fe pafler den fcavoir d’autres qui’
font motns communs ; & appeller les figures du nombre de

Pp iijj
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Jeurs coftez ou de leurs angles, une figure de quinze
coftez | de trente,de cent, demille &c.
I. THEOREME.

Tour polygone peut eftre refolu
en autant detriangles , qu'ila de co-
tez moins 2, & il ne le peuteftre en &
moins.

Cleft adire, s'ila 4 coftez ,il peut
eftre refoluen deux triangles; fi g, en
trois; {i 6, en quatre; fi 7, en cing; fi8, en fix &c.

Car d’un angle quelconque tirant deux lignes de part
& dautre , qui! {oiitiennent chacune l'angle qui le fuit de
part & d'autre , il s’en fait deux triangles qui compren-
nent 4 coftez dela figure. Mais de ceméme angle me.-
nant deslignes 4 chacun desautres angles, il s’en fait au-
tant de triangles qu’il y ade coftez outre ces 4. Donc il
_ yaura autant de triangles qu'ily a decoftez outre ces 4,

Donc il y aura autantde triangles que de coftez moins,
puifqu’il y 2 neceflairement 2 de ces triangles qui com-
prennent 4 de cescoftez.

II. THEOREME.

Tousles angles d’un polygone quelconque font égauxa
autant de droits que le double de ces coftez moins 4.

Car nous avons déja veu qu'un angle plusles deux an-

les que font fes coftez fur fa bafe, font €gaux 4 deux

reits. Or un angle avec fa bafe n'eft point different
d’untriangle.Et par confequent lestrois angles d'un trian-
gle valent deuxangles droits, qui {ont fix moins 4.

Or par le precedent Theoreme tout autre polygone
peut eftre tefolu en autant de triangles moins 2 qu'ila de
coftez ; & les angles de cestriangles comprendront ceux
du polygone. Donc fi le polygonei 7 coftez eftant refolu
en g triangles, les angles de ces striangles en vaudront dix
droits, quifont 14 moins 4.

On le peutencore démontrer d’une autre forte , en pre-
nant un point quelconque audedansdu polygone, & de
ce point menant des lignes 4 touslesangles. Car alors
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I'heptagone fera partagéen 5 triangles, %ui auront teus
deux coftez de leursangles au rour de la gure, & le 3cau
dedans. Or tousles 21angles de ces 7 triangles en valent
14 droits,, & les 7 dudedansdela figure valent 4 droits
(& quand il y enauroit mille , ou tant que l'on voudra,
ils ne vaudront jamais que 4 droits )& par confequent les
14 autres qui font égaux i ceux de I'heptagone valent 14
droits moins 4 ; c’elt 4 dire 10 droirs,
Divrision
Les figures deces differentes efpeces fe peuvent con.-
fiderer ou chacune 4 part , ou en les comparant deux en-
femble.

FIGURES CONSIDEREES A FAKT.

DerrNITIONS.

. CeLiEs dont tous les anglesfont égaux, sappellent
Equiangles.

2. Celles dont tous les coftez font égaux, s'appellent
Equilateres,

3. Celles c{ui font rout enfemble equiangles & equila-

teres , s'appellent Regulieres.

Et on met auffile cercle entre lesregulieres, 4 caufe de
fa parfaite uniformité, & qu'onle peut confiderer comme
un polygone regulier d’une infinité de coftez,

4. Celles dont les angles, ou les coftez feroient alterna.
tivement ¢gaux ; c’eltd dire le premier égalauss 5, 7 o2,
& le fecond egal au 42, 6°, 8", 10%, fe peuvent appeller al-
ternativement equiangles ou equilaterales,

Mais il faur remarquer que cela ne peut eftre que
quand le nombredes angles ou des coftez eft pair.Car s’il
eftoit impair, le dernier & le premier fe trouveroient
€gaux; & par confequentle penultiéme & le premier fe-
roient inézaux: & par confequent ils ne feroient pas tous
alternativement ég aux.
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FIGURES COMPAREES.
DEFINITIONS.

uAND on compare deux figures de méme genre,C'eft
a dire d’'un nombre égal de coftez.

1. Silesanglesde l'une font €gaux aux angles del'autre,
on lesappelle Eguiangles; & ce mot ne marque pas alors
que les angles de chaque figure foient égaux entr'eux ;
mais feulement que ceux de P'une font €gaux 4 ceux de
Pautre, chacun 4 chacun.

2. Si les coftez de 'une font égauxaux coftez delautre,
.onles appelle Equslateres,ou Eguilateres entr' elles.

3. Si elles font tout enfemble equiangles & equilateres
entrelles, on les peut appeller Tons-égales; ce qu'il faut
bien diftinguer de celles qu’on appelle Ggmplemcnt Egales.

4. Si elles font equiangles, & que les coftez de T'une
foient proportionels aux coftez de I’autre, on les appelle
Semblables.

Ce qui fait voir que les ronz-égales {font totijours [embla-
bles , puifqu’il ya méme raifon entre les coftez de 'une &
de Pautre, qui eft la raifon de Iégalité. Au lieu queles
femblables ne font pas tous tojours faﬂt-e’%@ﬂ?f: puiqe’il
peuty avoir uneautre raifon que celle d*égalité, quifoitla
méme entre les coftez de Pune & de 'autre. '

Les coftez des figures femblables, entre lefquels il ya
méme raifon , s'appellent les coftez H omologues , quifont
tofijours le plusgrand coftéde I'une & delautre : & toli-
jours ainfi. Erc’eftce qui produit ce Theoreme.

i. THEOREME
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I. THEOREME.

Les circuits de deux figuresfembla-
bles font en méme raifon que leurs
coftez homologues.

‘Car foient les trois coftez de I'une
de cesfigures, B C D; & de l'autre
b cd, \

Puifque B eftas, comme Cdc &

Dad

Les trois d’une part ( qui font le cir-
cuit de la premiere figure ) font aux
trois del'autre part ( qui font le circuitdela feconde ) en
méme raifon que chacune d’une part 4 chacune de l'autre.
Cleft ce quia efté demonftré, I1. 45.

AutrEs DErINITIONS.

QuAND oncompare deux figures de méme ou de diffe.
rentes efpeces,

5. Sile circuic de I'une eft-€gal au circuit de I'autre,
on lesappelle Z/operimetres.

6. Sil'efpace que comprend 'uneeft égala 'efpace que

comprend l'autre, on les appelle égales.” Ce quiappar.
tient au Livre ou ’ontraittera des figures confiderdes fe-
lon Paire. Etcequ'il ne faut pas confondre, commeil a
déjaefté dic, avec celles quion appelle rons-égaies,

ES FIGUR'ES INSCRITTES
OU CIRCONSCRITTES AU CERCLE.

Des INSCRITTES.

Onx dit qu'une figure rectiline eft inferitte an cercle
quand les fommets de fesangles fe trouvent dans la cir-
conference dece cercle. D’ou il senfuir,

1. Quelesanglesde cette figure infcritte fe doivent alors
confiderer comme desangles infcrits aucercle , dont il a
efte parlé dansle Livre I X. _

2. Quainfi lesangles d’une figure infcritre ne fcauroient

Q4
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eftre égaux , que quand les deux arcs qui {outiennent les
deux coftez de chaque angle font égaux pris enfemble
aux deux arcs que foutiennent les deux coftez de chaque
autre angle: parce que chacun de ces apg!f.'sa pour mefu.
re la demy. circonference moins la moitie des_deux arcs
quefoutiennentces coftez. 1X. 19. D’outs’enfuit ce Theo.
reme,
I]. THEOREME.

Une figureinfcritre. au cercle ne
fcauroir eftre equiangle quelle ne
foitequilaterale ou abfolument, ou
alternativement ; & en ce dernter |
cas, il faur que le nombre de fes- |/
coftez foit pair. '-
_ Carafin que les angles d’une fi-

ure infcritte au cercle ( qui font
des angles infcrits [) {oient tous é-
gaux , il faut & il fuffit queles deux

arcs que foutiennentles coftez de
chaque angle pris enfemble foient
€gaux aux. arcs que {foutiennent /|

aufli les coftez de tout autre angle, | |
comme il vient d’eftre dit. |

Or cela eft quand tous ces arcs.
font égaux: ce qui arrive quand la
figure eft ablolumentéquilaterale;
parce que tous ces coftez eftant
€gaux , tous lesarcs qu'ils foutiennent le font auffi.

Mais cela arrive encore quand ces arcs font alternative-
ment égaux, pourveu qu'ils foient en nombre pair ; parce
qualors lamoirié de ces-arcs eftant petirs & tous egaux:
entr'eux , & la moiti¢ plus grands tous égaux aufli en-
tr'cux, & un petit eftant toBjours fuivi d’'un grand, les
deux arcs foutenant les coftez d’un angle inferit pris en-
femble feront tofijours égaux 4 deux autres arcs foute-
nans les coftez de tout autre angle. Erainfi ces angles fe-
ront égaux, Or pour celail fuffic que les coftez de la figure -
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Hoient alternativement égaux, parce qu’alors ils foutien.
dront des arcs alternativement égaux,

Mais il eft bien vifible qu’il fauten ce casla quelenom-
bre des coftez foit pair. Car s'il eftoit im pair, comme deg.
ily auroit neceffairement deux coftez , fgavoir le 1= & le
-9° qui feroient de fuite tous deux grands ou tous deux pe-
tits; & ainfi I'angle compris entre le 1= & le 9¢ cofté fe.
roit ou plus grand ou plus petit quelesautres,

Donc une figure infcritte en un cercle ne fcauroit eftre

£quiangle, fiellen’eft ou abfolument ¢quilaterale ou al-
ternativement , & en ce dernier casil faut que le nombre
de fes coftez foir pair.

Des CirsconscrRiTTEs au Cracre.

On dit qu’une ficureeflt circonferitte 3 un cercle ,quand x vy1,
q 5 G _

tous les coltez de la figure touchent le cercle, Et de_ 4 il
s'enfuit

1. Que lesangles de la figure font' des angles circon-
crits; & par confequentil eft bon de les confiderer comme
des angles compris entre deux tangentes , que I'on doit
prendre comme fi chacun eftoit terminé au point de l'at-
touchement. D’ou ils’enfuit encore

2. Que ces angles circonfcrits font totijours Ifofceles;
parce que les tangentes mences d’'un méme point font
¢gales, VIL.34.

3. Que les angles circonferits font égaux quand Jes ran-
gentes de 'un font égales auxrangentes de Pautre, 1X, 55

4. Que chaque cofté d’une figure circonferitte ¢ft com-
pof¢ de deux tangentes, qui viennent de deux differens
angles,

Et deld s’enfuit ce Theoreme.

II. THEOREME.

.. Une figure circonfcritte au cerclene fgaureit eftre equi-
laterale qu’elle ne foit equiangle , ou abfolument ou alter-
nativement ; & en ce dernier casil faut que lenombre de
fes angles foit pair,

Car afin qu'une figure circonfcrirte au cercle foit équi-
laterale, il fauc &il{uffit que deux tangentes donteft com-

Qq
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polé chaque cofté de cetre figure circonfcricte prifes en-
femble foient égales 2 deux autres tangentes dont fera:
compofé tout autre cofte.
Or cela eft quand routes ces
tangentes font égales , ce qui
arrive quand tousles angles de
cette figure font égaux ; car
alors toutes les tangentes font
cgales auffi.
Mais cela arrive encore quand
les anglesdela figure fontalter-
nativement €gaux, pourveu que
ce foit en nembre pair , en forte
que la moiti¢ desangles n’ait que deux petites tangentes

- (ce qui fait neanmoins les plus grands angles) & lautre:

moitié deux plus grandes tangentes , & que toutes les pe-
tites foient égales entr’elles, & les grandes aufli , & qu'in
petiz:angle foittodjours fuivi d’un grand.

Car alors chaque cofté fera compofe d’une petite &
d'une grande tangente ( parce que chaque cofté, comme:
il a efte dit, eft compofé de deux tangentes qui viennent
de deux differens angles.) Donc:tous les coftez feront
égaux. '

Donc une figure circonfcritte au cercle ne peut-eftig
quilaterale, fielle n'eft equiangle , ou abfolumentou al-
ternativement, & en ce dernier cas il faut que le nombre.
des angles foit pair. Ce qu'il falloitdemonttrer.

Des FicuRES  REGULIERES:

Lt meilleur moyen de bien concevoir les figures regu-
lieres, eft de les confiderer comme infcrittes enun cercle;;
parce qu'clles peuvent toutes:y eftre infcrites , felon ce
Fheoreme,

LV. THEOREME:

Touts figure regulicre peut eftre inferitte & circonferit:
te en un cercle ; parce qu'il y a tofijours dans ces figu-
res un pt:int qui en eft le centre, dont toutes les ll%nes
menees a tous les angles ( quon appelle rayons) font
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égales , & dont toutesles perpendiculaires menées au cé-
te ( quon peutappeller les raions droits ) font aufhi égales
entr’elles.

Soit une figure reguliere de tant
de coftez & d’angles que 'on vou.
dra, il fuffira d’en confiderer 4 ou
sangles, dontjappellerayles fom-
mets 6. 4. f.g. .

Side p milien du cofté 4 4, & de
g milieu du cofté 4 4, on éleve
deux perpendiculaires,ellesfe ren- s
contreront eftant prolongées , par VI. 34.

Et le point cou elles {e rencontrent fera le centre de.
la figure, '

Cardu point ¢, intervale ¢ 4 | décrivant une’ circonfe.
rence, elle paffera par les trois points 4. 4. 4. VIL 3.

Donc les trois raions ¢ &, ¢ , & ¢ d, feront égaux,

Donc les g angles ¢h b, cbh,cb d, ¢ db feront égaux, .
par VIII. 6.¢. _

Donc chacun de ces trois raions ¢k, ¢, cd, partage

r la moiti¢ I'angle de la figure.

Donc 'anglec hg, ¢rantégal dlangle ¢ 4 4 4 S'c g bafe
de l'angle ¢/ g, doiteftre égale ¢4, bafe del'angle ¢ 4 4; .
par VIIIL és.

Donc ce 4° raion ¢ geftégal aux trois autres,

Et il eft clair que quand certe figure reguliere auroit
cent mille angles , on prouveroit laméme chofe de toutes
les lignes menées de cauxangles, qui font lesraions,

Donc fi de ce point ¢ & de I'intervale d’unrayon on dé-
crit un cercle, la figure fera infcritee en ce cercle; puifque
tous les rafonseftant égaux,les fommets de tous les an-

les fe trouverontdans la circonference de ce cercle.

Etdeld ils’enfuit que tous les coftez de cette figurefe-
ront des cordes ¢gales'du méme cercle. :

Donc les perpendiculaires du centre aux-coftez fons -
égales , par VIL 8.

QOr ces perpendiculaires en font les raions droits,

Qq i ;
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Donc {i on déerit un autre cercle del'intervale d’un
rayon droit c'eftadire d’'une perpendiculaire aun cofté,
cette figure {era circonfcritte d ce cercle ; puifque tous ces
rayons droits eftant égaux,, iln’y auraaucun cofté quine
touche le cercle.

CorROLLAIRE

It eft aifé parld dedeterminer trois chofes importantes
dans chaque efpece de figure reguliere.

La premiere, de combiendedegrezeftl'arc qui folitient
Je cofté dela figure, que jappelleray fimplement I'arc de
la figure.

La feconde, de combien de degrez eft I'angle dela fi.

ure ; c’eft 4 dire Pangle compris entre les deux coftez de
a figure, -

L% troifiéme , quel eft aufli l'angle que fait un rayon fur

un cofté: Ceftce quife verra par cestroisProblemes.
PremMtER PROBLEME.

Derermner la grandeur de I'arc de toute efpece de
figure reguliere. :
""La circonference eftantdivifée en 360 degrez, ou21600
‘minutes, ou1z96000 fecondes: fion divife cenombre par
celuy des coftez dela figure, le quotient fera voir de com-
bien de degrez,ou de minutes, ou de fecondes eft 'arc de
la figure.

Ainfi Iarc d’une figure de 15 coftez eft de 24 degrez,
parce que 15 divifant 360, le quotienteft 24.

L’arc d’une figure de 3600 coftez eft de 6 minutes,par-
ce que 1600 minutes eftantdivilées par 3600, le quotient
eft 6.

' SgcoNDpD PROBLEME.

DerermiNer la grandeur de I'angle de toute efpece

.de figure reguliere.

Ayant trouvé I'arc par le premier Probleme, ofter les
degrez de cetarcde 180, qui eft la demy-circonference, ce
qui reftera feralamefure de I'angle dela figure.

Car tout angle d’une figure reguliere doit eftre confis
deré comme un angle Ifofcele infcric dansle cercle,quia
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our mefure la demy-circonference moins ’arc que fod.
tient un de fes coftez. IX. 10.

Et ainfi pour avoir la grandeur de I'angle d’une figure
de 15 coftez, il ne faut qu'dter de 180 les 24 degrez de
Farc que foritientle cofté de cette figure; & ce qui refte.-
ra, quieftig6, fera la mefure de l'angle d’une figure de
15 coftez. _

Etpour avoir I'angle d’une figure de 3600 coftez , il faut
ofter 6 minates de 180 degrez , & ce qui reftera, qui eft
179 d. 54’ fera la mefure de 'angle de certe figure.

Ill. ProBLEME.

Dererminer la grandeur de langle que fait le rayon X X 11 L
fur le cofté de roure figure reguliere.
H ne faur pour cela que prendre la moitié du nombre des
degrez que vaut l'angle de la figure, Parce que tout rayon
partage par la moiti€ 'angle de la figure, :
Aini Pangle du rayon fur le cofté dans une figurede 15
coftez, eft de 78 degrez , quieftla moiti€ de 156. Et I'an-
gle du rayon furle cofté d’une figure de 3600 coftez,eft de

39.d. 57.
CONSIDERATION SUR LE CERCLE.

Les Geometres confiderent fouventle cercle comme
un polygone d’ane infinité€ de coftez: & felon cela voi-
¢y de quelle forte on devroit marquer les trois chofes que
nous venons de determiner dans tout autre polygone.

Puifque I'arc d’un poligone regulier eit daurant plus
petit, que le nombre de fes coftez eft grand, il faur que
Yarc d'un polygone d’une infinité de coftez foit infini-
ment petit, & qu'ainfi il ne puiffe eftre marqué que par
ZEro,

Or qui ofte zero de 180 degrez, refte 180 pour I'angle
de ce polygone infini. oy :

Erqui divife 180 parla moiti€, refte 9o, qui eftla me-
fure d’'un angle droit pour I'angle durayonfur le coftéde -
cepolygone nfini. - 3
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Aufliileft vray quel’angle durayon fur la circonferen:
ce d’'un cercle eft droit en fa maniere , ‘puifque le rayon
coupe perpendiculairement fa circonference ; & que {11 cet
angle eft plus petit qu'un droit, ce n’eft que de Pefpace
quieft entrela circonference & la ran_;i;entc , qui eft plus
petit que tout angle aigu ; quoy qu’il n’y ait point d’an-
gle aigu qui ne puifle eftre divif¢ en une infinir€ de plus
petits. ; ;

Eron peutdire auffi que tour pointdela circonference
eft comme le fommet d’unangle de 8o degrez, puisquig-
tant partagé parlerayonen deuxangles égaux , chacunde
fes angles de part & d'autre eft droiten {a maniere; &
guainfi chacuneft de 9o degrez.

DES FIGURES REGULIERES
COMPAREES ENSEMBLE.

V. T HEOREME.

LEs figures regulieres de méme efpece, Ceftd diredan-
tant de coftez , font todjours femblables , & les circuits

~ font en méme raifon que les coftez.

XXVIL

Car par.ce qui vient d'eftredit, lesangles de deux figu-
res regulieres de mEme efpece font neceflairement égaux;
leur grandeur eftant determinée par les arcs des figures,&
ces arcs I'étant par le nombre des cotez dela figure.

"Et pour ce quieft des cotez, ceux de chaque figure
étant égaux , on peutappeller lesuns 4, &lesautres <.

Orileft bien clair que 4. ¢ :: 4. ¢.

Et il eft clairaufli que 4 eft 4 ¢, comme 10 £ 2 10.¢, OU
100 4 4 300 ¢, Ou 1000 4 & 1000 .¢,

Donc les circuits ne fcauroient manquer d'eftre .en
méme raifon que les corez.

VI THEOREME.

Deux figures regulieres étant de mefme efpece, ces 4
chofes de L'une, rayon, rayon droit , coté., circust , font.en
méme
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méme raifon avec ces 4 autres mémes chofes de autre :
c’eft 4 dire que le rayon de I'une eft aurayon de l'autre,
comme le rayon droitaurayondroit, le cété au c6té, le
circuitau circuit,

Ces deux derniers viennent d’eftre prouvez ; maisils ne
laifferont pas d’entrer dansla preuve generale des autres,

Il ne faut pour cela que confiderer dans chacune de ces
figuresun angle compris entre un rayon, & un rayon droit
quia pour bafela moitié du cofté.

Ces deux anglesfont femblables en toutes les figuresre-
gulieres demémeefpece ; c’eft i dire que I'angle eft égal

I'angle , & que les angles fur la bafe del'un font égaux
aux angles furla bafe de I’autre,

Car chacun de ces angles 2 pour mefure la moitié de
I'arc de la figure, puifque fa bafe eft lamoitié du cofté.
Or dans toutes les figures de méme efpece I'arc dela figu-
re eft d’autant de degrez en 'une qu'en I'autre.

Pour les angles J'Er chacunedes bafes cela eft encore
plus clair, puifque 'uneft droit en I'un & en laurre ; fca-
voir celuy qui eft faic par le rayon droit; & que Iautre
eft lamoitié de I'angle dela figure qui eft égal en toutes
les figures de mefme efpece.

Or puifque ces angles {font femblables par X. 17. les
coftez font proportionels aux coftez ; & la bafed la bafe:
c’eft a dire que, '

Le rayoneftau rayon, commele rayon droita un rayon
droir, & la moitié du cofté a la moitiédu cofté. Ert par
confequent comme le cofté au cofté , & lecircuit au cir.
£LULEL.

I. CoroLLAIRE

Les coftez & les circuits de deux figures regulieres de xxvyi,
méme efpece font en méme raifon, que lesdiametres des
cercles cEms lefquels elles font infcrites.

Car ces diametres font le double des rayons de cesfi-
gures. Donc &e..

Rr
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II. COROLLAIRE.

L s circonferences des cercles font en méme raifon
que leurs diametres.

Carles cercles font comme des polygones d’une infini.
té de cotez , & leur circonference eft comme le circuit
comprenant cette infinité decotez. Donc par le prece-
dent Corollaire ce circuit d’une infinité de cétez d'une
part,eftau circuit d’'une infinité de cotez de l'autre, com-
me le diametre audiametre.

C’eft la feule voye dont on peut prouver la proportion

des circonferences & des diametres. Car n'y enayant point
pour le faire pofitivement & immediatement, on eft reduic

a y employerFanalogie des polygones femblables d’un fi

grand nombre de coftez que’on voudra , qu'on peut con-
cevoir eftre infcrits dans'un & Iautre cercle : comme de
cent mille cotez , de cent millions, de centmille mllions,
& ainfi jufqu’a Pinfini.

Car plus ces polygones ont de c6tez ,moinsil ya de
difference entre la circonference du cercle & leur circuit,
VIL 19. Etainfi quelque petite que foit une ligne donnée,
quand ce ne feroitquela cent milli€me parrtie de'épaiffeur
d’une feiiille de papier, onpeut concevoir un polygone
de tant de corez infcrit dans Pun & dans Pautre cercle,
que la difference de fon circuit d’avec la circonference
de ces cercles fera moindre que cerre ligne donnée.

Or de quelque grand nombre de cétez. que foient ces
pnl}n%ones ,leurs circuits feronttofijours en méme raifon
que les diametres, par le Corollaire precedent.

Donc on doit conclure par uneanalogie tres certaine,
queles circonferences font auffi en méme raifon que les
diametres.

FIIL, COROLLAIRE.

S1 deux figures regulieres de mémeefpece ont de I'éga-
htF enl'une de ces quatre chofes, rayon, rayon droit, cé-
te, circuit, elles 'ont en tout, & font tout-égales.
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C’eft une fuite évidente du fixiéme Theoreme,

IV. CoroLLAIRE.

L’une de ces quatre chofes étant donnée la grandeur
de la figure reguliere eft determinée: C’eft i dire qu'ellene
eut eftre que d’une forte, quoy qu’ilne foit pas todjours
iEm:ile de ladécrire ; parce que fouvent il n’eft pas aifé ou
detrouver le coté d'une figure reguliere en ayantle rayon,
cequieft la méme chofe que de linfcrire’ en un cercle
donné: oud’en trouver le rayon enayant le céré ; ce qui
eft laméme chole que trouver le cercle dans lequel une
figure dont le c&té eft donné puifle eftre infcricce.  Cleft
dequoy nous allons traitter,

DE L'INSCRIPTION OV CIRCONSCRIPTION
dune fignre reguliere de telle ¢fpece
dans un Cercle donné.

Lo eft bien facile parce qui aefté dit , une figure regu-
liere eftant décritte, d’en trouver le rayon pour linfcrire
dans un cercle: mais il n’eft pasauffi facile d’infcrire dans
un cercle donné , telle figure reguliere quel’on voudra, Et
fouvent méme onne le peut que mecaniquement , & non
geometriquement ,aumoins par la Geometrie ordinaire ;
parce qu'elle ne donne pasle moyen dediviferunarc don-
ne,en 3, eny, en 7-&c. ce .qulrfﬁl‘l)lt {fowvent neceflaire
pour infcrire enuncercle donné telle figure que 'on vou-
droit,

Ainfi je penfe quetout ce quel'on peut faire de mieux
fe reduita ces deux regles generales , & a quelques Pro-
blemes particuliers.

PREMIERE REGLE GENERALE.
Lorsqu'on fcait infcrire enun cercle donné une cer-
taine -efpece defigure reguliere, il eft bien facile d'inl-
crire toutes celles qui ont plus oumoinsde coftez , felon la
progreflion double. :

Rr j

XXX

XXXL

XXXIL
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Cleft 4 dire qui en ont deux fois moins, 4 fois moins,
8 fois moins &c. jufques 4 ce qu'on foit arrivé oud 4, ou
a un nombre impair, qui ne fe puiffe plus divifer par la
moitic.

Ou qui enont deux fois plus, 4 foisplus, 8 fois plus &c,
julqu’a infini,

~Suppofons, par exemple, qu’on fcache infcire dansun
cercle donné une figure de 32 coftez , la corde qui fotitien-
dra deux arcs de cette figure , fera le coft¢ d’une figure
de16. Ercelle qui fotitiendra deuxarcsdela figure de 16
coftez, fera le cofté d’une figure de 8. Etainfide {uite.

Et au contraire la corde quifofitiendra la moiti€ del'arc
de certe figure de 32 coftez fera le cofté d’une figure de
64. Etcelle qui fodtiendra la moitié del’arc d’une figure

de 64 coftez, fera le cofté d’une figure de 128 coftez. Et
ainfi 4 linfini.

SECONDE REGLE GENERALE.

Lorsque 'on fgait infcrire une certaine efpéce de figu-.
re reguliere en un cercle donné, onlafcait auffi circon{-
crire,

Car ayantles points detous les fommets des anglesde
Pinfcrite, les tangentesau cercle 4 cesmémes points eftant
Erolongéesjufque.s ace qu'elles fe rencontrent, font une

gure femblable circonfcritte au méme cercle ; puifque-
d’une part tousles angles circonfcrits de cette figure font
egaux , cftantappuyes fur des arcs convexes égaux; & que
de l'autre chacun de ces angleseft égala l'angle de Ia fi-
gure circonferitre, par IX. 51.

PROBLEMES PARTICULIERS.

L _
. . , 3
InNscRIRE un quadrilatere regulier ( quis appelle quar-
re ) dansun cercle donné.
Deux diametres quife coupant partagent la circonfe-

rcnce en 4 parties , dont chacune eft 'arc du quarré inf-
arit dans le cercle,
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COROLLAIRE.

InscRIRE dans un cercle donné une figure de § coftez,
de 16,de3z ; & ainfi 4 linfini. 2°Regle generale,

I. PROBLEME. : Y
Inscr1RE enun cercle donnéun \\
exagone regulier, :
Le demi diametreou rayoneft le coté #
de I'exagone, Car ayant fait un angle g
compris par deux rayons., & ayant pour
bafe uneqigne €gale au rayon, cetangle eft de 6o degrez,
puifque cetangle eft égal 4 chacun des angles fur la bafe,
& que les trois enfemble valent 180 degrez. Donc chacun
eft de 6o degrez. Or 6o degrez eft %arc de T'exagone..
Donc le demy diametre eft le c6té de I'exagone.

L CoROLLAIRE

INsCRIRE en un cercle donné un triangle regulier, XXXVIH;
DoublerI'arc del'exagone, par la 1™ Regle gencrale,

II. CorROLLAIRE.

InscrirE enun cercle donné une figurede 12 ctez, xxxvim
de:4,de 48. Erainfi 4 l'infini. 1™ Regle generale.

III. PrROBLE ME.

INscrIRE enun cercle donné un decagone, ou figure
de dix cotez.

Ayantdivifé ledemy diametre enmoyenne ou extréme
raifon (par XI.68.)la plus grande partie de cette ligne
ainfi divifée eft le core du decagone. Car elle fofitient:
un arcde 36.degrez, par XI, 73.

I. COROLLAIRE.

InscrirE en un cercle donn€ un pentagone & figure
de cinq corez.
Doubler'arc du decagone , parla 1 Regle generale.
Rr 1
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II. COROLLAIRE,

xr1  InscrirE en un cercle donné une figure de 20 cotez,
de 40,de80: & ainfid linfini. 1* Regle generale.

IV. PROBLEME.

' XLIL  INscRIRE en un cercle donnéunefigurede 15 corez,

De larcde l'gxa.gtone qui eft de 60 degrez ,ofter arc
du decagone qui eftde36, il refteraun arc de 14 degrez,

qui eft 'arc d’une figure dery coftez; parce que 24 fois 1y

font 360.
COROLLAIRE.

Inscrire en un cercledonné une figure de 30 coftez,
de 60, de1zo, Etainfi 4 l'infini. 1* Regle generale.

XLIIL

ik b 1wl
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GEOMETRIE

LIVRE TREIZIEME.

DES TRIANGLES ET QUADRILATERES

CONSIDEREZ SELON LEURS COSTEZ
ET LEURS ANGLES,
N PRE'S cequi a efé dit des figures en general , il ne

& reffe plus que & expliguer ce qui ef particulier aux
> triangles , €~ aux quadrilateres.

PREMIERE SECTION.

Des Triaxgle.r,

I. LEMME

Un angle avec fa bafe, eft laméme chofe qu’un trian-
gle. Erainfi tout ce quia efté dic dansleslivres desan.
gles, des proportionelles , & des reciproques des angles
confidercz avec leur bafe, fe peut fans peine appliquer aux
triangles.
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II. LEMME.
Tour triangle fe peut infcrire en un cercle. Caril ne
faut que trouver la circonference qui pafle par les trois
fommets des trois angles,par VIL 3.

1II. LE MME.

DEFINITION.

Le coté quelconque d’un triangle en peut eftre appellé
la bafe , &les deux autres fes coftez : & alors I'angle fofi-
tenu par la bafe eft a; ellé Langle du fommer , & la dil-

[l)a bafe elt appellée bz hautenr du

tance de ce fommet
m'_zmgie,_

TRIANGLES CONSIDEREZ A PART.

1. THEOREME.

Tour triangle a fes trois angles égaux 4 deux droits,
VIIL j9.
I. COROLLAIRE.
Tousles trois anglesd’un triangle peuvent eftre aigus;
mais il n'yen peut avoir qu'un droit ou obtus.
II. COROLLAIRE.
St I'un des angles du triangle eft droit, les deux autres
valent un droic,
III. CoROLLAIRE.
ur connoit la grandeur des deux angles d’un rrian-
gle, connoit lagrandeurdu3®, Car 6tant de la demy-cir-
conference lesdeux dont ont connoitla grandeur, cequi

 refte eft la grandeur dus-.

1i connojt de combien de degrez font les deux, {ait

de combien de degrez eftle 3. Car 6tant le nombre des

degrez que valent les deux de 180 , Ce qui refte eft le nom-

bre des degrez quevautley’. Si les deux valent 108 de-
grez, le 3¢ en vaut 71.

II. THEOREME. :
Daxs tout triangle le plus grand cbté {odtient le plus
grand
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grand angle, & le plus grand angle eft fodtenu par le plus
grand c6té, Car par le 2* Lemme, tout triangle peut eftre
infcrit dans un cercle, & alors la circonference du cercle
eft partagée en trois arcs , fur chacun defquels eft appuyé
chacun :%es angles du triangle.

Or ces trois arcs font

1 Cas. Ou tous trois moindresque la demy-circonfe-
rence : & alors chacun des angles du trian-
gle eft aigu. ( IX.15.) Etileft clair que le
plus grand angle étant appuy¢ fur le plus
grand arc, eft auffi fodtenu parle plus grand
coté. VIL. 10.

2¢ Cas. Oul’un de ces arcs eft une demy -
circonference , & les autres moindres ; &
alors I'angle appuyé fur la demy-circonfe-
rence eft droir( IX.15.) Et par confequent
le plus grand detous ; comme auffi le cofté
qui le foditient, quieft un diametre , eft plus
grand quaucun des deux autres. VIL. 9.

3° Cas. Oul'undecesarcs eftplusgrand
que la demy- circonference ; & alors I'angle
appuyé fur cer arc eft obtus , & par confe-
quent le plus grand de tous : comme auflile
cofté quile foiitient terminant le fegment
dans lequel eft cetangle obtus, eft plus prés
du centre qu'aucundes deux coftez qui le comprennent ;
& ainfi plus grand. VIL 1o.

I. CorROLLAIRE.

Tous les coftez du triangle érant ¢gaux, tous lesan-
gles le fontaufli: & au contraire tous les angles eftant
€gaux, les coftez le fontauffi, '

Car érant infcrit dans un cercle , lescoftez égaux {fo-
tiennent des arcs égaux. Or les angles appuyez fur des
arcs éganx, fontégaux- I X. 21,

Qug {i au contraire on fuppofoit les trois angles égaux,
on prouveroit de la méme maniere que les coftez font
€gaux, Carlesangles égaux ferontappuyez fut des arcs

oL
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égaux. IX.21. Orles arcs €gaux font folitenus par- des

coftez égaax.
II. CoROLLAIRE.

Tourtriangle qui a deux coftez égaux ales deuxangles
fotitenus par ces coftez égaux ; & au contraire. En infcri.
vant ce triangle dans le cercle, on prouvera ce Corollaire
de la méme {orte que le precedent.

On laiffed trouver beaucoup d’autresmanieres dont on

le peut demonftrer.
IIl. THEOREM

LEs lignes qui divifent par la moitié chacun des angles

du triangle fe rencontrent en unméme pointau dedans du:

tri ngle,
Soit le triangle 4 ¢ 4. b
Soit I'angle 4 divifé parla moi- ,:
ti¢ par dg , & cdivifé par la moi-
ti¢ par cp, & qued g & ¢ pfe cou-
pent enr;je disque la ligne 4~
divifera gufli I'angle & par la moi-
tié.
Car(parX.30. )Pangledctant
divif¢ par lamoitié,
db. bg v deey.
Et par la méme raifon confiderantd 4, comme la bafe
de I'angle ¢, divifé par la moitié par ¢ 7.
cd cqgizadrl gy
Donc dé. bg :: dr. gr
Donc( par X. 31. ) la ligne 47 divife 'angle 4 par la
moitié, Ce qu’il falloit demonftrer,

ot

COROLLAIRE.

Ces lignes coupant par la moitié les angles d'un trian-
gle font plufieurs proportions. On les peut reduire 4 9,
en commengant la comparaifon par les portions des fe-
cantes,
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"‘Pour l'angle ¢. ¢r. 7p {z j

Pourlangle d. dr. r 7 {j f

I. ProBLEME.

FArrE untriangle detrois lignes donndes. Il faut que  x11.
deux quelconquesfoient plus grandes que la 3,

De chacune des deux extremitez de
P'une des données décrire un cercle de
'intervalle de chacune des deux autres ;
ou ces deux cerclesfe rencontreront, ce
ferale point ot il faudra tirer les deux c6-
tez du triangle.

I. ProBLEME.

Fairele triangle dontona un angle,

& la grandeur des coftez qui le com.-
prennent.

Ayant mis ces deux coftezen forte
qu'ils faflent’angle donné, la ligne qui
en joindra les extremitez achevera le
triangle.

II]. PrRoOBLEME.

FA1RE le triangle dontona un cofté, &
les deux angles fur ce cofté. e

Tirant des lignes fur les extremitez du
cofté donné qui fiffentles angles donnez, / N\
oii elles fe rencontreront elles acheveront
le triangle.

IV. PRoOBLEME.

Fare letriang'e donton a unangle, un des coftez qui
le comprend, & la grandeur du cofté qui le fotirient.

Soit 4 ¢ le cofté donné comprenant 'angle donné, &

¢ d la grandeur du cofté qui doit foditenir I'angle donné,
ST 1




324 NOUVEAUX ELEMENS

tirant de 4 une ligne indefinie-qui fafle fur 4 cl'angle den-
né , & décrivantun cercle de ¢, intervalle ¢ 4.
1. Cas. Ou ce cercle ne
coupera I'indefinie qu'au point
d. Ce qui arrivera todjours
quand le cofté qui doit foi-
tenir 'angle donné eft plus
grand que celuy quile com-
prend ) & alors le triangle
fera b c d.

2¢ Cas. Ou le cercle coupera
Iindefinie en deux points dela mé-
me part (commeen f&end) &
alors le triangle pourra eftre 4 ¢cd,.
ousbcf.
Et pour {cavoir lequel des deux
c’eft precifément , il faudroitavoir
determiné fi 4 cdoit {otitenir un an-
gle aigu, ous’il doit fofitenir unan-
gle obrus. :
Car fi b ¢ doit fofitenir un angle aigu , le triangle el
b cd:& s'il doit folitenirun angle obtus, le triangle eft

£

o ¢ f.

TRIANGLES COMPARELZ

I. THEOR EME.

Deux triangles font tout-égaux, quand les coftez de
Pun font égaux aux coftez de I’autre, chacun 4 chacun.
Car alors les angles dé I'un font auffi ¢gaux aux angles de
lautre ,par VIIL 64.

II. THEOREME.

DEux-triangles font tour-€gaux quandils ont un angle
égal, & que les coftez qui comprennent dans 1'un cet an-
gle ézal’, font égaux 4 ceux qui le comprennent dans I'au-
tre, chacundchacun.. Caralors la bafeeft anfli ¢gale 4
la bafe , par VIIL 63, :




DE GEOMETRIE, Liv. XIII. 325

_ II. THEOREME.

Deux trianglesfont rout-égaux quand ils ont un cofté
¢gal , & que les angles fur ce cofté égalfont ¢gaux cha-
cund chacun,

Car ces deuxangleseftant égaux chacun 4 chacun | e
troifime qui eft celuy que foditient le cofté €gal , fera
€galauffi (S.7.)

Si donc I'on s'imagine que ces deux triangles font cha-
cun infcrit dansun cercle, ces cercles feront €gaux ( par
X. 16. ) parce que le cofté égal fodtiendra dans chacun
de ces cercles des arcs d’autant de degrez,

Donc les deux autres angles eftant cgaux chacun d cha-
cun feront appuyez fur desarcs égaux, qui eftant de cer-
cles égaux feront fodtenus par Ees coftez €gaux chacun
a chacun,

Donc les trois coftez de ces deux triangles fonr egaux:

chacun 4 chacunauffi bien que lesangles. Doncils font
t—out-égaux.

IV. THEOREME.

S1 deux triangles ont ces trois chofes égales.
Un angle, comme celuy dontle fommeteft en 4.
Un des coftez qui comprennent cet.angle , comme
b c.
Et le cofté quile folitient , commecd, ouc¢ £
Il faur outre cela afin qu'ils foient tout-€gaux, ou que
Pangle que fofitient 4 ¢, ne foit obtus ny dans l'un ny dans
Iautre , ou qu’il foit obrus dans tous les deusx,
Car fuppofant qu'on euft mené par ¢ une parallele 4
b d.
Ces deux triangles feroient enfermez entre déux el
ST iij

XVILi,

X1

e
ey S
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paces p:lralleles ¢gaux (' par VIIL. 56. ) parce que & ¢ eft
égale & faitle méme angle ¢4 d dans I'un & dans lan.
tre.
Donc le cofté ¢ d ou ¢ f eftant égal par ’hypothefe
daos les deux triangles , s'il eft oblique dans tous les
deux vers le méme endroit, il faic le m€me angle ai.
ou dans I'un & dans Pautre ; lorfque c'eft vers le de.
dans du triangle qu'il eft incliné, comme quand c'elt e 4,
en I'un & en lautre ;ou le méme angle obtus quand c'eft
vars le dehors, comme i c’eft ¢ £ en 'un & en l'aucre,
VIILg6.

Donc les deux triangles qui avoient déja deux coftez
¢€gaux par 'hypothefe le trouvant encore avoir deux an-
gles égaux , & par confequent trois ( 7.5.) {eront tout-
egaux parle 2* Theoreme.,

Mais file cofté que fotitient 4 ¢ eftoit diverfementincli-
né dans ces deux triangles, parce que ce feroit ¢ d dans
Pun & ¢ fdans lautre, ces triangles n’auroient garde d'as
tre tout. égaux, puifque cd feroitdansl'un un angle aigu;
& ¢ f dans P'autre un angle obrus.

CoOROLLAIRE

Dans ’hypothefe du precedent Theoreme,, lorfque des
deux coftez fuppofez égaux dansles deux triangles celuy
qui foditient Iangle fuppofé égal eft plus grand que celuy
qui le comprend, les deux triangles font cerrainement

tout-egaux.

Car alors dansl’un & dans I'autre angle ¢ 44 efk necef.
fairementaigu, par 8. S.

V. THEOREME.

Drux triangles équiangles entreux font femblables.
C’efta dire queles coftez del'un font proportionels aux
coftez de 'autre. Creftce quia efté prouvé en diverfes
manieres dans les deux livres des Proportionelles. Voyez
X.18.

AVERTISSEMENT ET DEFINITION.

En comparant deux triangles femblables , il faut tofi-

jours comparer les plus grand cofté del’un au plus grand
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cofté de autre , le moyen au moyen , & le plus petit au

plus petit. Ainfi le plus grand coftéeftant appelle 4.b.
Le moyen 4. d.

Et le plus petit 4. h,
Dans deux triangles femblables.
.. b s d dis B R
Et ces coftez que I'on doit comparer enfemble s"ap-
pellent homologues. '

I. CororLrLAIRE.

Les coftez qui foditiennent les angles égaux, fontho- xx11
mologues, Cardans|'vn & dans Pautre le plusgrand cété
fottient le plus grand angle ; le moyen cofté e moyen an-
gle;le plus petitcofté le plus petit angle. Cela fe prouve
cncore par le X, livre 18.

II. CororLrLATIRE.

Diux triangles font équiangles, fi deux anglesdel’an
font €gaux aux deuxanglesde 'autre, chacun a chacun,
Car il s'enfuit deld que le 3 eftauffi égal au 5,

VI THEOREME.

Lorsque deux triangles ontun angle €gal, 8 lescoftez
qui foiitiennent cesangles proportionels, ils {ont fembla_
bles. Car alorsla bafe eft auffi proportionelle 2 labafe , &
lesdeux angles fur cette bafe égaux, par XI. ;.

XXIY.

YII. THEOREME.

S1 deuxtriangles font de méme hautevr, les paralle. xxv.
les 4 la bafe egalement diftantes de la bafe dans Pure &
dans l'autre fontentr’elles comme ces bafes.

Cela eft demonftre X. 20,

XI11
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B

VIiI. TEEOR EME.

D sux polygones quel- \
conques eltant femblables N
peuvent eftre partagez, . : NE
chacun en autant de trian- /
gles, qui feront tels, que '
ceux d'une part font fem- /
blables 4 ceux de l'autre _
part , chacun 4 chacun, &
les coftez homologues de 9]
deux de cestriangles fem-
blables , fontenméme rai-
fon que ceux de deux au-
tres femblables.

Soient deux exagonesir-
reguliers femblables B C
DFGH,&bcdfgh.

Soient menées dans le
grand deslignes de B aD, 4
aF, 4G. Etde méme dans
le perit.

L’une & l'autre exagone fera en 4 triangles,

S . S€BCD. BDF. BFG. BGH.

GO 9 pcd.  bdf bfg . bgh
Qui font femblables deux adeux BCD;a bed&e.

Car lesangles C & ¢ font égaux par I’hypothefe queles
exagones font femblables , & les coftez C B & C D pro-
portionelsaux coftez b 8¢ d par laméme hypothete.

Donc les bafes B D & 6 4 font auffi proportionelles
aux coftez, & les triangles femblables, par fe 6¢ Theo-
reme.

B DF & b dffont femblables auffi, Car les angles
C D F & ¢ dfeftant égaux par Phypothefe, fi on cn
oftelesangles B D C & b d ¢ qui font égauxauffi (comme
on le vientde voir ) les angles B D F & 4 df demeurcront
ggaux. Or
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Or les coftez de ces angles 8D & D 7 d'une part, &
6 d & d fde 'autre font proportionels. Donc les bafes
D F & d ffont proportionels aux coftez, &les triangles
B DF & & d f femblables. On prouvera la méme chofe
& de laméme maniere des aurres triangles. Donc les trian-
gles d'une part font femblables 4 ceux de autre.

Il refte a prouver queles coftez homologues de deux de

ces triangles femblables font en méme raifon que ceux de
deux autres femblables, ce quieft 2if¢. Car prenant les
points B & 4 pour fommet des quatre triangles d’une part
& d'autre, ils auront chacun pour bafe un des coftez de
Pexagone. Les deux premiers C D & cd, les deux feconds
DF & df &c,

Or par’hypothefe CD. cd :: D F. df

Doncles bafes desdeux premiers triangles font propor- I

tionellesaux bafes des deux feconds. Et ainfi des autres,
AVERTISSEMENT,

On omet diverfes chofes qui pourroient eftre dittes des trian.
gles [emblables, parce qu'il n'y a rien entout cela qui ne [¢ trou-
ve facilement par ce qui a efé dit des angles confiderez_ avec
leurs bafes dans les dewsxc livres des Proportionelles,

DIVISION DU TRIANGLE EN SES ESPECES.

Lk triangle e divife felon les coftez & felon les angles,
ik i [tous trois inégaux , & s’appelle Scalene.

(one3 Deux égaux, Ifofcele,
tez 1ont ! Tous trois égaux, Equilateral,
Tous trois aigus Oxygone,
Les :m-{ ) ! { obtus, Amblygone,
glesfont | Deux aigus & l'autre droit, Redangle.

Le {calene i fes rrois angles in€gaux.
L’Ifofcele en a deux égaux.

: 31
L’equilateral les a tous trois €gaux.

Oxygone,
Lf' ii:cFleFE} peuvent eftre { Amblygone.
L’Ifofcele Redtangle,

L'equilateral ne fgauroit eftre qu'oxygone.
Tt

XXViL

XXvII,
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DES TRIANGLES OXYGONES

THEOR EME.

Sy-de tous les anglés dan triangle oxy-
gone on tire des perpendiculaires aux €O-
tez, elles fe conperontenun mé&me point
au dedans du triangle.

Soitle triangle 4 ¢ d, & deéux perpen-
diculaires aux coftez d m, en;je disquebo- / -
menée par le point p ; qui eft celuy o™
d m& ¢ nie conpent’, {era auffi perpen=
diculaire,

Car les triangles:cd n & @ b m font équianglés ayant
chacan un anﬁ;ie droit & un angle commun ; & par confe-
quentles-anglesé cn & bdm {ont €gaux.

Et par confequent auffilestriangleséd m & cp m {font-
équiangles, ayant chacun un angle droit, & Pangle m¢ p-
(quieftle méme que bcn )eftant €galdlangle b d m.

Doncdm, mc:: mb. m p.cralternando dm.mb:me.
m p.

Donc lestriangles 4 m p-& dm ¢ font-équiangles, par
24. fup. puifque dansle triangle & mp lescoltez dm & me,
qui comprennent un-angle drait, {ont proportionelsdm b
& m p ‘qui comprennent aufli wn angle droit. .

Donc I'angle m 6 p fotirenu parm p,eft égald angle
m d ¢ {otitenu parm c. .

Or lesangles m p b & o p d {ontiégaux,, parcequiils font
oppofezau fommet. Donc les.triangles mp 68 ap d font
€quiangles.

Or l'angle pm 4 eft droit-parla conltrucrion:
Donc l'angle o deeft droicaufli. ‘Ce qu'il falloit de--
monftrer. .

- CorROLLAIRE: :
Ces perpendiculaires coupantles angles«dun-triangle, .
font 12 triangles reGangles : 6 grands , qui ont pour hypo-
thenufe un des coftez du'triangle'total, &-qui enferment
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‘tous quelque chofeles uns des autres : & 6 petits entiere-
ment feparez, & qui ont chacun pour hypothenufe la por-
tion d’une perpendiculaire la plus proche de I'angle qu'el-
le coupe ; & ces 12 triangles retangles font 4 2 4 €quian-
gles ,deux grands & deux petits. C'eft un exercice d’ef-
prit delestrouver, & ilvaut mieux le laiffer 4 ceux qui
commencent. Jediray feulement quentre les diverfes pro-
portions quife font partous ces triangles, il yena de deux
fortes fort confiderables.

La premiere eft, que le cofté d’un angle & fa premiere
portion font recipreques a Iautre cofté & fa premiere
portion C’eft 4 dire que le grand coft¢ eft au petitcomme
da premiere portion du petit 4 la premiere portion du
grand. Exemple dans I'angle 4.
grand , petit, :: 1. portion dugrand, 1. porriondu petit,

bd.  ben: & m. én.
La feconde eft, que les portions d’un cofté du triangle
total font reciproques 4 la perpendiculaire entiere, & fa
ortion qui fait I'angle droit; ’eft i dire qu’une portion
ducofté eftala perpendiculaire ,commela portion de la
perpendiculaire quifait I'angledroit,, eft 4 'autre portion

du cofté. Exemple:

port. du cofté. perpend :: port. dela perp. port. ducofté,

m <. md:: m p. m b.

DES TRIANGLES RECTANGLES.

I. THEOREME.

S1l'un desangles aigus dutriangle reGtangle eft double X X XT.
de l'autre( ce qui ne peut eftre qu’il nevaille les deux tiers
d’un angle droit, & I'autre letiers, c’eft 4 dire qu’il ne foic
de 6o degrez & l'autre de 30 ) le petit cofté qui foftient
angle de3o degrez & quien eftle finus, eft 'la moitié de
hypothenufe de'l'angle droit, qui eft auffi le rayon de
cet an%le de 30 degrez.

Soit letriangle & 4 ¢ conformea I'hypothefe.

Tt §
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Tirant 4 £ égale a 44 fur & ¢ pro- 1
longée, 'angle 4 £4 fera €gal 4 I'an- ;
gle d 4 f, & par confequent l'un &
Pautre fera de 6o degrez. Donc l'an-
gle 6 dffera aufli de 60 degrez, puil- !
que tous les trois enfemble valent £/ f
deux droits, c’eft ddire 180 degrez. ¢

Done le triangle 4 d feft équilateral,

Doncbc —+ cf=db.

Or be— ¢ f, les deux trianglesd 4 ¢ & d ¢ feltant tout.
égaux, par 18. [up.

Donc b ¢ eft la moitié de d4. Ce qu'il falloit demont-
trer.

PROBLEME
Trouver letriangle re¢tangle donton a
1. Ou les deux coftez comprenans 'angle droit.
2. Ou Phypothenufe, & un des coltez.
3. Oulhypothenufe, & la perpendiculaire dufommet de
I’angle droira cetre hypothenufe.
4. Oulhypothenufe, & lamoyenne proportionelle entre

I'hypothenufe donnée, & un des coftez.
. "Ou vndes coftez & la moyenne proportionelle entre
le cofté donné & I’hypothenufe.
6. Oulundescoftez, & lamoyenne Progortionelle entre
ce cofté donné & l'autre cofté.
PrEmiER Cas.
Mettant i l'angle droit les deux coftez donnez, la ligne
qui en joint lesextremitez eftIhypothenufe.
Secornp Cas
Déerivant la demy-circonference dont I’hypothenufe
donnéeeft le diametre , le point de cette circong‘:rencc ou
fe terminera le cofté donné fera le point du fommet de
Fangle droit ; ce qui determinera I'autre cofté non donne.
Troi1stEME Cas,
Voyez IX.34.
QuaTRE, Cing_ ET Sixieme Cas.
Trois lignes eftant continuellement proportionelles,
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ayantla premiere & la feconde, *qui eft la moyenne, on a
la3*par le Probleme, X.34. Et par confequent lege&ks°

Casfe rapportentauz®, & le 6° au 17,

DES TRIANGLES ISOSCELES.

I. THEOREME.

Lorsque P'angle du fommet d’un triangle Ifofcele eft xxr.
de36 degrez, chacun des angles furla bafe eft de 72, &la
bafeeft la moyenne proportionelle entre le cofté entier,
& le cofté moins cette bafe / c’eft 4 dire que la bafe divife
le cofté en moyenne & extréme raifon ) & la bafe eftant
ajotitce au cbre, il s'en fairuneligne divifée en moyenne

& extréme raifon. Voyez XI. 68. 69, 73.

I. THEOREME.
" Deux triangles Ifofceles eftant femblables
& inégaux, i la méme ligne eft la bafe de
Pun & le cofté de 'autre, cette ligne fera
moyenne proportionelle entre le cofté de
triangle dontelle eft bafe , & la bafe de ce-
luy dont elle eft cofté,

Soit I'un des triangles Ifofceles 4 ¢4 | &
Tautre ¢fd, de forte que ¢ 4 foitla bafe de
bcd,&le colté de ¢ fd; Jedisque ¢ d fera
moyenne proportionelle entre 4 ¢ cofté du
premier triangle | & £d bafe du fecond. Car
ces triangles eftantfemblables, 4 ¢ ( cofté du
1% )eftd ¢ 4 (cofté dur) comme le méme

3 XXIV.

s

¢ d, entant que bafe du premier, eftd £dbafe dufecond.
Donc--éc. cd. fe. Cequilfalloit demonftrer.

. SECONDE SECTION.

Des Quadrilateres,

DEFINITIONS.

Lk quadrilatere eft une figure de 4 coftez qui ne fe xxxy.
joignent qu’aux extrémitez : & par confequent de 4 an.
AL

e e
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gles qui tous enfemble valent quatre droits. X1L .
Les coftez quicomprenngnt un m&me angle s"appellent
.coftez angulaires.
Ceux quine comprennent pointJe méme angle, coftez
oprofez.
Lesanglesdeméme font proches ou oppofez.
THEOREME.
Tour quadrilatere qui a fes angles oppofez €gaux 2
deux droits, peuteftre infcricau cercle , & nul autre n'y
eut eftre infcrit.
Soit le quadrilatere & cdf, dont les
angles 4 & d foient €gaux 4 deux
.droits, & par .confequent aufli les

angles £, c.

r

Soit trouvé le cercle dont la cir- F%0..
conference pafle par les3pointsfbe. :
par VIL3. Je dis quelle pafferaaufi  °
par le 45, quieftd.

Car tout angle quia £ pour bafe, _
& quieftinfcrit dans ce cercledu cofté de 4, comme fg ¢

plusl'angle 4, vaut deux droits, IX.26. Or l'angle fg¢

eftégal 4 l'angled, quiplusiangles vaut aufli deux droits,

Donc I'angle deft auffi inferit dans ce cercle par1X. 30.
DivisioN ET DEFINITIONS.

Lorsque les coftez oppofez d’un quadrilatere font pa-
ralleles, le 17au 37, & le 2¢au 4°, on l'appelle Parallelo-
gramme , finon on Pappelle Z'rapeze , quand méme deux
‘des coftezoppofez , comme le 1 & les fereient paralle-
les, file »* & le 4°ne lefont pas.

DES PARALLELOGRAMMES.
J. THEOREME.

S; les coftez oppofez d’un quadrilatere font égaux, ils
font paralleles ; & s'ils font paralleles , ils font égaux.
V126, &27.

IIl. THEOREME.
St tous les 4 anglesd’un quadrilatere font droits, il eft
parallelogramme. VI.23.
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III. TurorEME,

St deux coftez oppofez d’un quadrilarere font égaux
& paralleles, les deuxautres fontauffi égaux & paraIFeIes.
VL :8. .
' IV-: TheorEME
Les deux angles oppofez d’un parallelogramme font
égaux, & les proches font €gaux 4 deux droits.
Soit” le parall'elﬂgramme bcdf

Soit prolongé £ jufques 4 ¢, Pangle ;
cd; eft €gald l'angle ¢, par VIIL. §3.
&dlangle £, par VIIIL. 54. Donc les 7 gy

aigusoppofez ¢ & flont egaux.

Or les deux angles vers-# ,I'un exterieur & 1’autre inte.--
rieur, font égaux 4 deux droits, Donclesangles interieurs

vers d & wers flont aufli égaux 4 deux droits,

Donc les deuxautres versé & vers ¢ font aufli €gaux 4

deux droits puifqueles 4 valent 4 droits,

Oftant donc de part& d'autre les deux aigus ¢ & fiqui

font €gaux; les obtus oppofezs & 4 feront égaux;
I. CoroLLAIRE.

$’1iL ya vnangle droit dans un parallelogramme , tous
les autreslefont auffi, & alorsil eftappellé RefZangle.
‘Car l'oppof€ eft-droit, puifqu’il eft égal 4 celuy-1d; &

les prochesne peuvent valoir deux droits, que 1’un eftant:

droit ; Tautre ne le foitauffi. .
1I. CoroLLATRE.

ux- connoift un angle-du parallelogramme, les con-
noift tous. Car ce quimanque de la demy-circonference
& 1'arcqui mefure I'angle donné , eft Ta mefure de I’angle

proche de celuy.1d & Jes-deux autres font égaux chacund -

Pun de ces deux-1a.
I11. COoROLLAIRE:
Dewx paraliclogrammes qui ont un angle égal , font
equiangles..

XL

XLE-

XL1I#

XLILI:

HLEIV:
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IV. CorOoLLAIRE.

S1 deux coftez angulaires d’'un parallelogramme font
égaux , tousles 4 font égaux entr'eux. Car chacundesan.
gulaireseft égald fon oppof€.

V. CoOROLLAIRE.

Qu 1 connoift d'un paralielogramme deux coftez
angulaires & un angle , connoilt tout le parallelo-
gramme, '

Car qui connoift un angle, les connoift tous ; & qui
connoift deux coftez angulaires connoift les deux autres,
chacun eftant égal a fon cofté,

PrRoBLEME.

DecrirE un parallelogramme donton a un angle , &
la grandeur de cEacun des deuxcoftez angulaires.

Les deux coftez angulaires comprenant cet angle, de
I'extremité du plus petit décrire un cercle de l'intervalle
duplusgrand , & del'extremité du plus grand décrire un
cercle de Pintervalle du plus petit : les lignes mences de
ces extremitez au point ot ces cercles fe couperont, ache-
veront la defcription de ce parallelogramme.

V. THEOREME.

Deux parallelogrammes font femblables quandilsont
un angle égal , & les coftez angulaires proportionels.

Carl’égalité¢ d’unangle donne celle des autres ; & deux
coftez angulaires ne {cauroient eftre proportionels, que
les deux autres ne le foient auffi. ‘

DEFINITION.

La ligne qui joint deux an%les oppofez

s'appelle Diagonale, & elle divife le paralle.
logramme en deux triangles tout-égaux. |
Car les deux angles nondivifez font égaux, = ———
parce qu’ils font oppofez ; & lesparties des divifez font al-
ternativement égales, par VIIL 3.

SIXIEME
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VI. THEOREME.
Sron tire des paralleles aux coftez angu-

laires qui paflent par le méme point de la
Diagonale, les partics de ces nouvelles li-
gnes {ont preportionelles.

-Demonftre X. 16.

DerrnrTiOoN
Onditqu'un parallelo%l‘amme eft decrit autourdela L1
diagonale d'un autre parallelogramme, quand d’un point
de cette diagonale ontire deux. paralleles aux deux coftez
angulaires du parallelogramme, qui fe terminant chacune
a'un de ces coftez faflenit un nouveau patallelogramme,
dont une partic de cette diagonaleeft encore diagonale,
VII. THEOREME.

Tour parallelogramme décrit autour de la diagonale L1
d'unautre, luy eftfemblable.

6 cdf eftfemblabledmn o £. Car d’une part fd ¢ & fom
font égaux ; parce que ¢d & 7 o font paralleles,

Etparlamémeratfonfed, & fno P
font €gaux auffi.

Donc fd. fo::dc.on.

Donc ces parallelogrammes font

equiangles , & ont les coftez an%u- F o
laires proportionels. Donc ils font femblables par le 5
Theoreme, :

DIVISION DU PARALLELOGRAMME
EN SES ESPECES

fpaux e ] ar "cs drcirs LIIL
a L 1L5. E
.r : Rhombe .< ]| §

r coftez angulaim-{

Oblong J J
Linégau: g : angles non deoits;
Rhomboiie _}

Selon fes
'{ Quarré
IL '(drbi:s. r@mgf: Oblong ] <co&cz tous égaur,
Aangles j
P Rhombe .{ J
Anon d;oits cdeez non tous éganr,
Rhombn'ﬁch

Vu
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AUTREMENT.

rous les coltez égaux,  Quarré.
i’ rectangle g

llel,
i Jt tous les coftez égaux;’  Rhombe,
Anon :e&ang['cg 4
les feuls oppofez égaux, Rhomboide-

les feuls oppofez égauxs Oblong.

DU PENTAGONE.

THEOREME.

Lorsque deux lignes qui foutiennent chacune unan:
gle d’un pentagone regulier fe coupent, elles {fe coupent
mutuellement en moyenne & extréme raifon, & la plus
grande partie de chacune de ces lignes eft égale au cofté
du pentagone:

Soit le pentagoneinfcricdans -uncercle.

Chaque cofte foutientunarc de 7z degrez. XII. 21.

Donc lesangles infcrits auméme cercle qui font foute-
nus par un de cesarcs ( tels que fontcb d, cd b,d cf,d fe)
font chacun de 36 degrez: 1X.18.

Et ceux-qui {ont {outenus par deuxde ces coftez ( coms
me I'angles ¢ ) font-de 71, ibid.

Et les angles oppofez au fommet ( 4 gc& g d){ontcha-
cunaufli de7:degrez;par IX. 4o0. Et par confequent & g
eft €galea s ccoee du pentagone.

Donclanglec 4 g ¢ft el par
X1.73. & 69: quela bafe €tant-
jointe aucofté; il s’en faitune
ligne divifce en moyenne &
extréme raifon, Or ¢ deftéga-
le a la bafe ¢ «.. Donclatoute
& d eft divi{ce en moyenne &
extréme raifon.Ceftddire que,

bd. bg ::bg gd.
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COROLLAIRE.

UnN exagone & un decagone eftant inferits dans le
meme cercle, le c6t¢ de I'un ajotité au cofté de I'autre
faitune ligne divifée en moyenne & extrémeraifon.

Car l'an%le <compris entredeux demy-diametres, quia
pour bafe le cofté du decagone, eftunanglede36 degrez
( XIL2r. & 39. ) Doncajofitant le cofté a la bafe, il s’en
faic uneligne divifée en moyenne & extréme raifon. X I.
73 & 69. & fup.33. ' :

Or lecofté de cetangle qui eft le demy-diametre, eft
auffi le cofté de I'exagone infcrit dans ce cerclela.

LV.

a1 b

ill.
&
:

%‘
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confiderées [elon. leur aive : ceft a dive félon la
grandeur des furfaces qu'elles contiennent.

Et premicrement des Reﬁmgle.r.

IDE'E GENERALE DE LA MESURE
DES. SURFACES

) WS longuenr @ largenr , il eff meceffaire pour en con-
“Y /| noifire la grandeur, de- [cavoir guelleen eff la lon-

= gueur, & qu'elle en eff la lagear.
La longuear [¢ mefure par une ligne droitte qui domne- la
diffance a’un point dun point. C'eff pourguoy on ne peat con-
noitre la. longuenr-des-lignes courbes que par rapport a. des

kignes draites..

I;% A [wrface eflant une érendui de dewx dimenfions,,
-i ]
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ZLa largenr confiffe dans la difance entre deys lignes ; com-
me entre b & c, qui femefure auffi par une ligne droite, C’eff Voyez las
powrguoy les [urfaces courbesne fe penvent. mefnrer que par rap- figure cy—
port a des furfaces planes. deflous,

De plus toute ligne droitte weff pas propre’ & mefurer la
diftance dune ligne 2 une ligne. Car [i -elle tomboit dy point
d'une ligne obliguement [farlautre elle n'en mefureroit pasla
diftance 5 mais tombant. du point d'une ligne porpendiculai.
vement fur Lautre , elle mefure. la. diffance de e pointa ceits
ligne,
ng‘.r il ne s'enfauit pas que pour avoir mefuré la diffance
dun des points de la ligne'b 2 Lz ligne c, elle ait mefuré Ia
diffance de tous les autres points de [a ligne'b, & moins gue tous
les autres points de la ligne b fuffent egalement- difans de [z
ligne ¢ 5 Ceff a dire gu'elle luy fuff parallele.
D’od il s'enfuit quefib wefoit pasparalleles c, il ' fandroit
antant de differentes mefures ponr connoifire la difance de b
ac, gw'ily awroit de differens points dans b. Ce qui cffans
impolfible, il paroift par la qu’ afin qu’on puiffe aveir diffin-
cement la diffance dune ligne 2 ane autre ( cequifait ln lar-
gewr ) il faut que ceslignes foient paralleles,
De plus, fi ces lignes font indgales, & queb foit phus gran:
de gue c, on ne [fauroit laguelle prendye pour la longuenr,
parce gue cesie furface feroit plys longue dun coffé quede lan:
tre. Et ainfi afin gi’on puiffe aveir exaftement L mefure
dune furface, il fanr que les lignes dont la difance en fuis
ba largeur , [oient non fenlement: paralleles s mais auffy bgales,
D'od il arrivera gue les autres i:gw.f [feront anf:. bgales -
paralicles entr'elles. i
Et par confequent afin gu'une. farface [eit en cflat deffre wl
exaltementmefuree | il faut gu’elle [oit termiriée par 4 !:g?m
paralleles; ceff d dive gue ce [oit un parallelogramme.

Mais fi les deux-lignes égales @ paralieles qu’on prend-pour L
mefure de la longucur ne font pas direftement oppofécs; en forzs "
que deitous les points de Lune on puiffe tirer desperpendiculai-
ves fur tous Jes poinis de Lautre; ¢'eff a dire frceparailelogram-
me weff pas rectangle , mais.obligunangle | {rn aura bien.alors

‘u i




4 NOUVEAUX ELEMENS

dans la figure dequoy en mefurer la longuenr, [eavoir leguel
on vondra dedeux coffez oppofex. Maishautre coffé angalai.
re oftant obligue [ur cette longuenr , ne fera pas propre amefu-
rer la diffance entre les deux lignes qui font la longuenr. D’og
il Senfuit qu'iln’y a que le reflangle quiait en oy la mefure
de fi longuenr & de (2 largenr. Car [ .’3 '

d f ¢ff pris pourla longuenr,d b qui eff la :
mefure de la diffance de tous les points de
b ¢ 4 df, en mefurera la largear.

C’ef pourquoy nulle furface ne fe mefure d  y
-proprement par [oy-méme , que le rectangle.
Et dans tout relbangle I'un des coffex angulaires & choifir , Jo
peut appeller fa longueur , & Fantre fa largeur 5 ou pour
§ accommoder davantage aux termes commans , Vun {2 bafe,
& Lantre {2 hauteor, .

Mais comme lamefure cff &autant plus parfaite qu'elle ef
plus fimple, & que le quart¢ gui n'a quune me[me mefure
pour [u longuenr &pour [ largenr , eff plus femple que Lo-
blong qui en adeux: il eff arrivé dela que les hammes prennent
le quarré de quelque ligne conniie., comme d'une toife , d'um
pied, d'un ponce gre. pour Lz mefure commune de toutes !f;‘ﬁzr,
faces 5 @ qu’alors [enlement ils en croient connoitre parfaite-
‘ment la grandenr , guand ils penvent dire gt elle eff de tant de
toifes quarrées , ou de tant de pieds gqaarrez,, ox dezant de pou-
ces quarrez_ @rc. Et ainfi ce gu'on entend ordinairement par
ces mots 3 avoir Paire dun plan., ¢'¢ff [cavoir combien ce plan,
de quelque figure gu'il foit , contient on de toifes guarrées, ou de
pieds quarrex_, ou de pouces quarrez; G quand. on parle de
furface on fous_entend le mot de gquarré [ans Lexprimers
comme quand on dit que la place dun logis ¢f de tant de
t0ifes, ccla sentend.de toifes quarrées, dont chacune vant 36
pieds quarrez,

Neanmoins comme cela ne fe peut pas tosjours comnoitre 3
canfe des grandenrs incommenfurables., on [e contente [onvent
«en comparant des furfaces enfemble , de [cavoir que fi Pune con-
sient tant de petits reflangles ,comme 16 fois be, Lautre ¢4
iconticnt tant anlfi ; comme x5 fois le méme b c.
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Tout cela nous fair voir, 1°. Quelapremiere ¢ la plus.
parfaitte mefure ef le guarré, & que eff par le guarré gu'on

mefure les reflangles pour en connoitre exatiement s gran-
deur.

2%, Que la plusparfaite aprés le quarré | ¢h qui eff méme
parfaite en [on genre , parce gu'elle contient en [oy la_mefure
de la longuenr ¢~ de la largenr, cf le reftangle oblong 5 € gac
cef par la que Lon mefure les autres parallelogrammes,

3% Que celled'apres, ¢ qui off imparfaite, ne contenant
pas enfoy la mefare de la longuenr G de 1z largear , eff le pa-

vallelogramme non reflangle : ¢ gue Ceff d'ordinaire par ces-

gazmﬂe!agmmmﬂ guelon mefure les triangles , en ce qu’on les
confidere comme les moitiex_de ces parallelogrammes

4°. Que le triangle fuit aprés, ¢ que cef parluy gu'on:

mefure d'ordinaire les antres polygenes en les reduifant en trian-
gles ycomme ils 5’y pewvent tous reduire.

5% Qdenfin les antres polygones font mefurex_ exne ferven:
point demefure, comme le quarré fert de mefure & n'eft point
mefurt ficen’eff pard'antres plus petits 5 comme guand on dit

que la toife quarriecontiens 36 pieds quarrez. Voilaen abre-
getout ce gu'a pi faire L art des hommes pour mefurer les furfa-

ces reltilignes | fans parler des curvilignes guine [¢ penvent-

mefurer gue part rapport & des retilignes.

Maiscomme toutes nos connoiffunces qui dependent de Pars
en fuppofent de natarelles gw'onappelle Axiomes, vbicy cous -

far lefguels eff fondée toute la [ience de la dimenfon des Jiga:
res planes. :
Y. Ax10 M5

T ous- les quarrez.de racine cgale, font’ égavx. Cleft
adire que lesefpacés compris dans le quarréde la ligne 4,
& dans celuydeha ligne m €galed s, & de quelque autre
ligne que cefoit€gale 44 , font égaux. Cela eft clair par
la notion méme de la furface, qui n’ayant que denx'di-
menfions, longueur & largeur , il n’eft par plus clair que
deux lignes droittes d’unemémelongucur font éga les,qu’il
eft clair que deux furfices de méme longueur & de méme
largeur font égales. Ordeux quarrez font de méme lon-

| g N
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gueur & de m€me largeur , i la ligne qui mefure dans Pug
stant la longueur quela largeur , eft égaled celle qui me-
fure dans lautretantlalongueur que la largeur.

C’eft pourquoy auffi par tout ol une ligne d’'une certai-
-ne longueur {e trouve ,commede la longueur de 4, elle
peut eftre marquée par le méme caractere & appelice 4,
{Car il'ne peuty avoir de difference que de fituartion, ce
qui n’y faitrien. Etainfiil ne faut pas s'étonner {164 eft
jpar tout €gald b4,

. II. AxromeE.

St les coftez angulaires d’unre@angle font égaux aux
coftezangulaires d’antres rectangles, chacun a chacun,
tous ces rectangles font égaux. Ou ce qui eft la méme
«<hofe, tous ceux dont labafeeft égale d la bafe | & la hau-
teur 4 lahauteur, font égaux.

C’eft laméme chofe que le precedent. Car les coftez
.angulaires d’un rectangle en mefurent la longueur & la
largeur ; & on peut meéme, comme neusavonsdit, en ap-
peller I'un falongueur, & I'autre fa largeur indifferem.
ment.Ec par confequent tous lesrecangles dont les coftez
angulaires font égaux,chacun a chacun , ont méme lon-
gueur & méme largeur,

On peut encore dire que les coftez angulaires d’'un rec-
tangle pouvant eftre marguez par les mefmes caracteres
par tout.outils {e rencontrent.¢gaux,comme par 4 & parg,
par toutou'uneft égal 4 4 & lautre d ¢, dire qu'ils font
€gaux ; ceft & direqueceftégalase.

AVERTISSEMENT.

Ces denx axiomes nous font voirque tout ce que nous avons
dit dans le premier livre de lz maltiplication des grandeurs
incomplexes ¢ complexes; ¢ dans le 3 de la raifon entre les
grandenrs planes, [ peut appliquer aux guarrez €5 aux reftan-
gles ; & qu'il Wy a qu'd fubffisucr des lignes au lien des fimples
caratteres.

C’eff ce que nous verrons en pew de mots en commengant par
e puiffance des lignes.,
DEerINITION
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DeEriINITION

On appelle puiffance d’une ligne le quarré de cette li-
‘gne, comme 44 eftla puiflance de 4, ou bien le reGangle

de deux lignes quand 1l s'agic de deux lignes, comme la -

puiflance de 4 par ceftle retangle 4 ¢.

DE LA PVISSANCE D'VNE LIGNE
comparée avec la puiffance de fes partics.

Tour ce quon enfeigne de la puiflance d’une ligne
comparée avec la puiflance de fes parties, neft que lamé-
me chofe que ceque nous avons dit dans le premier livre
de la multiplication des grandeurs complexes ; & fe peut
reduire a cet Axiome.

IT11. AxiomeE.

C’eft la méme chofe de multiplier le tout par letour,
& de multiplier letout par chacune de fes parties, ou de
multiplier chaque partie par toutesles parties ,en faifant
autant de multplicarions partiales qu’eft le produit des
deux nombres des parties qu'on multiplie lesunes par-les
autres,

AVERTISSEMENT,

Ainfi le plus grand myflere pour ne [¢ point broiiiller eff de
nommer chaque ligne autant quel'on peat parun fenl caralie-
7e, afin que deux caraileres joints enfemble puilfent marquer
une multiplication ; C'¢ft & dire an reftangle, ¢~ de marquerpar
wnméme caratlere les lignes égales.

Exemple: La ligne E [oit divifec en b
trois portions inégales que jappelleray =y Ty
c.d.f. il ef vifible que 'eff la méme ; © d o 5 :
chofe de multiplier b parb, ce qui don- ;| i i 5 4
ne bb,que de multiplier b parsoutes | ¢ iyq]i |1
ces parties; c'ef a direparc,pard, & | i i
par f,ce quidonnebc.bd. bf : ¢ par
confequent bb=Dbc —«bd «+ bf

Ainfi prefque toutes les propofitions
du fecond livre & Enclide ne font que des Corollaives de cet

Xx
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Axiome ¢» de cet Avertiffement: Ie ne propofersy gue les
principales qui font d'ufage. '

Ie J/kppa}e toRjours qu'on mette & angles droitsles lignes qus
doivent faire les coffez angulaires des reflangles , (ans gue je -
m' amaufe plus a en avertir.

Et quand je parle d'unc ligne-coupée en plufienrs parties,
Jentens toijours égales on inégales, amoins que ' exprime qu'on
les doive prendre égales.

_ I. THEOREME.

Avantdeuxlignes, Pune non COU{Jées & lautre coupée
en tant de parties que I'onvoudra, le retangledes deux
enueres eft €gal drous les retingles de la non coupce par
chaque partie de lacoupee. Cleft & dire qu'un tout eft:
€gala toutes fes parties prifes enfemble.

Soit p-la non coupée,, & 7" la .
coupée en §partiesb, ¢, d,fig:ik .
elt bienvifible qu’en tirantdes li-
gnes paralleles a p, & par confe- ‘ e 3
quent qui luy font égales par rous-» i ¥
les points de divifion de 77, elles. | e e

feront p b, pec, pd,pf; pg, qQuipris: | o] EaE
enfemble font égaux d p 7, puifque c’én font toutes-les:
parties.

FI. THEOREME.

Une ligne eftant coupée en
plufieurs parties, le quarré de:
la toute eft égal aux-reGtangles o
de chaque partie furla toute. e ; g

C’eft l]a méme chofe que le (7% T | Td TS -
precedent, exceptéquelamé: ¢ i iv 1 i
me ligne faifant les deux coftez-
du retangle total qui eftalors
quarré , on la prend:une fois
pour la non coupée, & une au-
erefois pour la coupée,

Il eft donc clair que 7" eftant coupéen b, ¢, 4, £, ¢:

Z T doiceltre égaldaz b, 77c, Td, Tf,T g.
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III. THEOREME.

‘UnE ligne eftant coupée en tant de parties que I'on
voudra, le rectangle de quel que partie que ce foit par la
toute, eft égalau quarré de cette partie plus lesrecangles
de cette partie par chacune desautres. :

Soit 7° comme auparavant divifé en 5 parties 4. c.d. £ .
il eft clair parle premier Theoreme, que le rectangle de 4
par la toute eft €gal aux g rectangles de 4 par chaque par-
tiede7. “Or & eftl'une deces parties, & par cun(}equent
Pun decess rectangles feraé 4. Cleft 4 dire le quarré de
cette partie, & lesautres 4 redtangles feront le redtangle
de 4 par chacune des autres parties; fcavoiréc. 6 4. 4 £ bg.

IV: THEOREME.

Une ligne eftant divif¢e en tant de parties que I'on vou.
dra, le quarré de latoute eft €gal aux quarrez de ¢haque
partie plus deux fois aurant de rectangles, dont il yena
roujours deux qui font les retangles des mémes deux
parties,

b ¢ d RN
bl 66| be bd | of |bg |
el cbl ¢ cd ! ¢cf _:E
dé | de dd | df | dg

d
Fl£6 | fe | Fd | FF|fs
&

gb | gc | gd L gflgg

Ce Theoreme n’eft que I'aflemblage du2® & dus:.
Soit 7" comme auparavantdivifée en, ¢, d,f, z, parler*
Theoreme ayant faitle quarré 77 77, & n’ayant divifé qu'un
feul de ces coftez par 4, ¢,d,f, g, & tiréles parallelesa I'au-
tre cofté, onay bandes , donton peut appeller chacune
denom de fa partie, {cavoir 76, 7' ¢, T d, 7" f, ng‘ Mais
divifant encore l'autre cofté parles mé€mesé, ¢, 4, f, g, en
Xx J

XI.

XITL
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divife chacune des § bandes en §,cequi faita5, &dans:
chaque bande ainfi divifée {etrouye un quarré de la par-
tie dont elle eft bande (dans 77§ , 4 b, dans 7'c,cc) & quatre
retangles des autres parties par celle-la. Et il eft aifé de
voir que dans chaque bande fe trouve toujours un rectan.
gle dc deux parties, dont le rectan gle fe trouve encore dans
un autre . comme dans 7' b fe trovve b ¢, quife trouve aufli
dans 7"¢, & ainfi tout le quarré contient
5 quarrez bb. cec. dd. ff. gg.
10 re@angles 1. bc.2. b d. 2. bf. 2. b g

1.¢d. 2. cf2.0g

2. dfi 2. d g..

2. fe

COROLLAIRE.

Lt plus grand ufage de ces Theoremes eftquand la li--
gne eft coupeeen deux. Ceft pourquoy il faut bienrete-
nir cestrois propofitions:

r. Le quarréde larouteeft égal aux-deux redangles de.
chaque partie par la toure.

2. Le re@angle d’une partie par la toute eft egal aw
quarré de certe partic, plusle rectangle des deux parties.

;. Le quarré de la toute eft égal aux: quarrez de cha.
que partie plus deux foisle rectangle des deux parties.

D Esr LA PROPORTION
entre les Re&mg!es.

ProrosiTION FONDAMENEALE.

Lgs reGtangles quiontun cofte égalaun cofte , & l'du--
tre inégal , font entr'eux comme Pinégal.

Ou, les retangles de méme hauteur font comme leurs:
bafes.

D’égale bafe font comme leurs hauteurs:

Ou , d’¢gale longueur font comme leurs largeurs.

D’égale largeur font comme leurs longueurs,

Tout cela n’eft quela mefme chofe , & peut pafler pour
prouvé dansles Livre,
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Neanmoins en voicy encore la preuve, La thefe eft

bebd v gid,

L’aliquote quelconquede ¢ foirappellée x.

Si par tous les;points:de la'divifionon tire des paralleles
3 &,1left clair que 4. fera autant de fois dans 4 ¢, qu'x
dans ¢. Ceft 4 dire que 4 x & x feront tofijours les aliquo-
tes pareilles,'unede 4 ¢, & l'autre de . Car il eft bien
clair que toutes les x eftant égales, vous les 4 x feront
égaux.

Que fionapplique x a4, bafe duredangle 4 4, & qu’on
tire aufli par tous les points de la divifion des paralleles
a 4, il eft clair que 4 x fera autant de fois dans 4 d, qu'x
dansd, & que fi xeft precifément tant de fois dansd, 6 x
fera auffi precifément tant de fois dans 4. Et {i x n’eft
pas precifément tant defois dansd, mais avec quelque
refte ; 4 x de mefme ne fera pas precifément tant de fois
dans4d, maisavec unrectangle derefte plus petit que 4 .

Donc lesaliquotes pareilles de4 ¢ & de ¢ font également
contenués, cellesde 4 ¢ dans 4 ', & celles de ¢ dansd,

Donc par la definition de I'égalité des raifonséc & 44
font enmefme raifon que c& 4; puifque les aliquotes pa-
reilles des antecedens 4 ¢ & ¢ font également contenués
dansles confequenséd& d. Doncée. bd::c.d.

I. CoROLI'AIRE.

LEs rectangles fonten raifon compofée de la- longueur
a lalongueur, & delalargeuralalargeur. Cleft la defini-
tion me%me dela raifen compofée. IIL: 2. 4.

be mn::b—+m c—n
II. COROLLAIRE

LEs re&angles femblables font en raifon doublée de
. léurs coftez homologues,

Car les rectangles font femblables, quand la longueur
eft ila longueur, commela largeura lalargeur.

bf & cq font femblables,fis.c :: £ ¢

Donc E{ raifon de ees deux reGangleseft compofce de
deux raifons ¢gales , parle premier Corollaire..

G

XYL

g = taa - T =
—ar T TR - -~
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Donc cetteraifoneft doublée de chacune parla defini.
nition de la raifondoublée.
JII. CoroLLAIRE.
LEes quarrez font en raifon doublée de leurs racines.
C’eftla mefme chofe quele precedent.
Et ainfi fi 4 eft doublede 4, 44 eft quadruple de 44,

IV. COROLLAIRE.

Lzs rectangles reciproques fontégaux. Car on appelle
les rectangles reciproques quand la longueurdu premier
eft 4 lalongueur du fecond , comme la largeur du fecond
eftdlalargeur du ‘Eremier,

Ainfi b g & ¢ ffontreciproques, fi

bo. :: f 2.

Or la grandeur plane des deux extremes d'une propor-
tion eft égale a la grandeurplane des moyens.
 Doncbg=cf

MESMES COROLLAIRES

AUTREMENT PROPOSEZ.
S1 4 lignes font proportionelles,,

b. ¢. =: f @
1. Le re¢tangle desantecedens 4 £ ,eft au reGtangle des
confequens ¢ ¢, en raifon doublée de la raifon de cette

_proportion 4. ¢. ou f. g.

2. Le re&angle des deux premiers termes 4 ¢ eft au
retangle des deux derniers £ ¢ en raifon doublée dela
raifon alterne de cette proportion 4. £, ou c.g.

3. Le redangle des aeux extrémes eft égeﬁ aurectangle

‘desdeux moyens, bg= £ II 17.

4. Les quarrez de ces quatre lignes font proportionels
bb. . :: ff gg. par TIL 24.

5. Si trois lignes font continiiement proportionelles,
le quarré de celle damilieu eft égal aurectangle desex-
Tremes.

Si=b.¢d ce=ébd 1l 17,




DE GEOMETRIE, Liv. XIV. 3a

6. Les quarrez desdeux premiers bb & cefonten méme
raifon quela premiere & la troifiéme.
bb. cc :: b d parlll 6.
V. CoroLrAIRE,
Une ligne eftant divifée en deux parties , fi deux autres
lignes font moyennes proportionelles, I'une entre 12 route
& fa plus grande partie, & I'autre entre la méme route &

fa plus petite partie: les deux quarrez de ces deux: lignes .

font egaux au quarré de cette toute,
Soit 4 divifée en m & ».
Soit 4 moyenne entre 4 & .
Etdentre h & ».
Puifque < b. b.m. 65 = h m.
Et puifque -- h. d. 2. dd — }n..
Donc bh+dd=bm <} n
Or hm. +bn=hh.
Donc bb-—+dd=bhk-

AVERTISSEMENT.

On peut: rapporter icy tout ce qui a efié demonfird dans
le s &3 livre des grandewrs planes en general., Car le
reitangle eff la grandenr plane en matiere d’effendué on

efpace.

APPLICATION P E CETTE DOCTRINE
Generale a quelques lignes particulieres quon a-
Jfait voir cy-dewvant étre proportionelles.

I. TEEZOREME..

S1 deux lignes fe coupent dans un cercle, le redtangle
des portions de I'une eft €galau reangle des portions de
Tautre. Voyez XL gs.

IT. THEOREME.
Le quarr€ de la perpendiculaire d'un point de la cir-
conference au diametre, eft €galau rectangle des portions
du diametre. Voyez XI. 57.

XX

XX IS

XXIE

XXIIE
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‘TII.L. THEOREME.

S 1 d'un point hors le cercle deux lignes font menées
jufqu’a la concavité du cercle, le re¢tangle d’unetoute &
de fa portion qui eft hors le cercle, eft ¢gal au retan.
gle de Fautre toute & de fa portion,qui eft aufli hors le
cercle. VoyezX1I. 52.

IY. T*HEOREME.

St d’un point hors le cercle onmene une ligne qui tou-
che lecercle, & l'autre quile coupejufqu’a la concavité,
le quarré de la tangente eft égal aurectangle de l'autre
toute, & de fa portion qui eft hors le cercle, XI. 54.

Et fi onappelle la tangente p, la fecante entiere 7, la
partie qui eft hors le cercle, & celle quieftau dedans4
on aura toutes ces égalitez par ce quia efté dic cy-devant.’

pp = ht.

pp =hh.—+hd.
bh = pp.—hd.
tt —=ht.—+dt
#2 = pp. +dt.

V. T HEOREME.

St du fommet d’un angle droitontire une perpendicu-
laire fur ’hypothenufe,

1. Lequarré de cette perpendiculaire
eft égalau rectangle des deux portions de ; J
I'hypothenufe. pp =mn. / p

2. Lequarré du grand c6té de l'angle
droit eft égal aureangle de hypothe-
nufeentiere & de fa grande portion, 46— hm.

3. Le quarré du petitcoftéeft égal aurectangledel’hy-
pothenufe entiere, & de {a petite portion, dd = 4.

4. Le quarré de toute I"hypothenufe eft égalaux quar-
rezdesdeuxcoftez b b ~+ dd. = hh. “

Les 3 premiers points font clairs, par X1 8.

:Ert le 4° par le 5° Corollaire S.

i h T .

1, CopOLLAIRE
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1. CororLLAIRE.

L4 diagonale d’'un rectangle peur autant queles quar- xxym,
rez des deux coftez.
Il CororraIRE.
LA diagonale d’un quarré peuts fois le quarré du cofté, xxvur
. IIl., CoROLLAIRE
La diagonale du quarré eft incommenfurable en lon-  yyy.
gueur au cofté, & commenfurable en puiffance. XI. 76.
IV. CororraRrE.
La bauteur d’un triangle equilateral ( c’efta direla per- xxx.
pendiculaire dufommet 4 la bafe) eft incommenfurable
en longueur au cofté,, & commenfurable en puiflance , le
quarre du cofté eftant au quarré de cette perpendiculaire
comme 4 4 3.
La premiere partie eft claire,par XI.79,
La fecondefe prouve ainfi: p 4 eft la &
moiti¢ deé d. Doncle quarré de 4 d eft
au quarr€ de p 4 comme 4 4 un. Orce
méme quarré dep 4, plus celuy de 4p.
eftégalau quarréde 4 4.
Donc le quarré de éd eft i celuy de ¢ P d
bpcomme 4 4 3.
VI. THEOR E ME.
L quarré de la bafe d’un angle aigueft égal aux quar- yyyy.
rez des coftez quile comprennent moins deux fois lerec-
tangle du coft¢ fur lequel on mene une perpendiculaire
de Pextremité oppofee dela bafe &:idela ligne comprife
fntre le fommet de cerangleaigu & de cette perpendicu-
aire,

Soitla bafe de 'angle aigu nommé 2. A%
Le cofté vers lequel on ne mene point la / \
perpendiculaire c \ d
Celuy fur lequel on la mene, gy B
- La perpendiculaire, ?- E‘,’*‘n-‘hﬁ__\_
La ligne comprife entre la perpendicu- J
laire & le fommer de Pangle aigu, .

* Y
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Celle qui eft comprife entre la perpendiculaire & la:
bafe, ¥-
Je dis que bb=cc.+dd. —2ndx.
Mais il faut remarquer qu’x eft quelquefoisd—y.
uelquefois 4 {implement.
Et quelquefois 4. —+ y.
Selon que dfait furla bafe, ou unangle aigu, ouun droit -
ou un obtus, x
Mais quand d fait un angle droit furd , il'eft plus court
de dire que 46 bafe de Pangleaigu , eft égal 4 ¢c. moins dd.
comme il eft clair par le precedent Theoreme. Et ainfs.
refte feulement les deuxautres cas.
Premier Cas.
QuaxD dfaitfur labafeun angleaigu, la perpendicu-
laire coupe 4 en deux partics.
Etainfid =x4y. & x=d—y:
Er alors le Theoreme fe prouve ainfi.
Par le precedent Theoreme bb. = p p —+77-

Et co= pp—+xx.

Et dd=yy—+ xx 2.y X

Donc bbeit moindre que ¢cc—+dd. de 2. xx, & 2.y x
Or xeftant égale, d—y. xx = dx—xy.

Donc x x =+ xy= d x.

Donc z.xx—+2xy = 2. d x.

Donc bb.— cc. . dd.— 2.4%. Ce qu'ill falloit'de-

monftrer.

SEconND €asd

S1 d fait un angle obtus fur 4, alors p ne tombe fur &
qu'eftant pro!ongé ,& yeftune lignedjofitée ad. & xefk
égaled d. —y. Ce qui fait qu'on prouve
ainfique b b= cc—+dd—:. d x.

pp = cc—xx.celta dire—dd—yy--2.

d y.
Orbb=pp.—+yy. :

Donc bb= cc—dd—dy.

Et par confequent b6 = ¢c -+ dd— 2.dd.
—2.dy.
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‘Or x= d. ~+ ¥ Doncdd -+ d)’ =dx.

Doncz. dd— 2. dy=2.dx.
ﬁDnnc bb = cc~+ dd—a.d x. Ce qu’il falloic demon-
Atrer.

De tout cecy il eft aif¢ de conclure que fi des deux ex-
tremitez de la bafe d’un angle aigu , on tire des perpendi-
culaires a chaque cofté, lerectangle d’un cofte & de la
ligne comprife entre le fommet dei’angleaigu; & la per-

endiculaire qui tombe {ur ce cofté fera tofi jours egale au
rectangle de I'autre cofté & de la ligne comprife entre le
fommet de I'angle aigu & la perpendiculaire qui tombe
{ur cet autre coﬁ:é.

VII. THEGREME.

Le quarré dela bafe de I'angle obtuseft égal aux quar.
rez des coftez,, plus le reGtangle du cofté vers lequel on
aura men¢ une perpendiculaire de T'extremité de cette
bafe & dela ligne comprife entre cette perpendiculaire
& le fommet de I'angle obtus.

Il eft clair que cette perpendiculaire ne peuttomber fur
-aucun cofté quen le prolongeant.

Soit donc labafe

Le cofté non prolongé §oip 2l
L'ajoiitée y. ,ﬂ.-";

La perpendiculaire b’z

b6 eft égal au quarré dep, plusle - v

quarré de d— y. C’eft 4 dire que
bo=pp—yy dd =1.dy.
Orce=pp.—+ yy. .
Donc 46 = ¢cc + dd - 2.dy, Cequ'il falloit demon.-
ftrer, :
AVERTISSEMENT.

On peut faive icy an Corollaire f’mé&;é!ﬂ a celuy du T heo-
veme precedent, Ie le laiffe & chercher, €ra prowver fi lon vent
par les principes du livre des lignes proportionelles,
VII. THEOREME.
LEequarré de la bafed’unangle obtus, qui vautles deux
Yy j

XXX1l,

XXXIIL

XXXIy.
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tiers de deuxangles droits; c’eft 4 direquieft de 120de-
grez , eft égal aux quarrez des deux coftez plus le rectangle
de ces deux mémes coftez.

Toutes chofeseftant faites , & leslignes nommees com.
me dans le precedent Theoreme , I'angle obtus ne peut
valoir 110 degrez , quel'angle que fait ¢ furIajotiteey (qui
eft le complement de cet angle obtus ) ne foit de 60 de-
grez. Orletriangle quefont ¢y peit rectangle. Doncyeft
le finus d’un angle de o degrez. Donc par XIIL y cft la
moitié de ¢, quien eft le rayon.

" Doncdc= 2.dy.

Or par le precedent Theoreme,

bb=cc. —+dd—2.dy.

Doncéb= cc+dd—+dc égalizdy.

IX. THEOREME.

L quarrédela bafe d’un angle aigu de 6o degrez eft
€gal aux quarrez descoftez moins le re&angle des coftez..
Car par le 6¢ Theoreme & eftant la bafe d’'un-angle

aigu,

bb = cc+dd—a.dx.

Or xen tous les cas ( c’eft a dire foit qu’x foit ou d—y,
ou 4 fimplement , oud—+y. ) il eft tofijours le finus d’un
anglede3o degrez dontceftlerayon, quand langle que
{ourient ¢ eft de 60 degrez.

Donc x eft totijours la moiti€ de ¢, par XIIL ... ..

Doncde= 1.d x.

Donc bb.= c¢¢. -+ dd. {o_u 3 jﬁ

X. THEOREME.

Le quarré du cofté du pentagone eft €gal au quarré du
cofté dudecagone, plus le quarré du cofte de I'exagone
infcrits dans le méme cercle.
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Soit4 d le coft¢ du pentagone.
¢b & ¢ ddeux demy-diametres du

cercle dans lequel il eft infcrir, quii . m"-»;,-i .

font auffi les coftez de I'exagone, 7 kY

parXII. 6. “fé ' 3
d g & g b deux coftez du deca- g H

gone, % ',,.5!
¢ p uneligne qui coupe perpendi- P

culairement & par la moitié , tant le ]
cofté dudecagone dg,quel'arcdg qui coupeenr le cofté
du pentagone..
Cela eftant, je prouve 1°. Que 4 ¢ ( cofté de I'exagone )
elt moyenne entre 4 dcofté du pentagone , & fa partie 4 r.
Carles deux angles versé & vers 4 font chacun de 54
degrez, XII. 23.

Or l'angle 7¢ 4 eftauflide 54 degrez, puifque l'arc ¢4
eftde 36 degrez, XII. & I'arc g p de 18, ce qui enfemble
fait 54.

Doncles deuxtriangles 4 ¢ 4, & 4 r ¢ font ifofceles & fem-
blables.
« Donc par(34 S.bceftmoyenne entre § d &4 7. Cleftd
direentre le cofté du pentagone & fa plusgrande partie,

L

Je prouve 2°. Qued ¢ cofte du decagone, eft moyenne
entie b d cofté du pentagone, & d rfa plus petite partie,

Car rp coupantg d perpendiculairement & par la moix
ti¢, rgeft égaledrd. Donclesanglesque chacun fait fur

d font €gaux,

Donc les deux trianglesd ¢4 & d » g fonr ifofceles &
femblables. Donc par (34.5.) dg. (bafedu petit& cofté
dugrand ) eft moyenne entre 4 d ( bafe du grand ) & rd
( coft€ du perir. )

.. Donc le cofte du decagoneeft moyenne entre le cofté
du decagone & fa plus petite partie,

Doncpar le 5 Corollaire (20.8. ) e quarré du pentago.
gone cft égal au quarré du cofté de Pexagone , plus le
quarre du cofte dudecagoneinfcrit dans le méme cercle,
Ce qu’il falloit demonftrer.

Yy iij
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XI. THEOREME.

‘Sz une ligne eftdivifée en moyenne & extréme raifon,
la ligne compofée de la moiti¢ de cette ligne & defa plus
grande partie, peut § fois le quarré dela moiti€.

Soit la ligne ddiviléeen s, & ¢ enmoyenne & extréme
raifon, en forte que bb= d d—db, & parconfequent
bbb db. = dd

Appellantm la moiti¢ de 4,je dis que le quarré dem —+ 4
vaut § fois le quarré d'm.

Car métantlamoitié de d,dd = 4.mm.Et2mé. =4d,

Et ainfi le quarré de m -+ 4.

Eftant égalamm—< b6 — 2.mé.

Doncdmm—+ bb —+ db.

Donc a mm —+ dd,

Donc a mm — 4.mm.

Doncd 5. mm.

XII. THEOR EME.
Une ligne eftant divi{ée enmoyenne & extréme raifon,

laligne compofée de la petite portion & delamoitic de la
plus grande , peut 5 fois le quarré de la moitic de la plus
grande.

Soit comme auFaravant la toute 4,la plus grande partie

4, & fa moitié z, la plus petite ¢ ; en forte que de=; 4 4.
Ordec=cc—+cb. Donc cc—+cb= bé.
Celaeftant,jedisque le quarcé de #. —+ . = 5. nm.

Car ce quarréden ~+c.
Eftégal dmn—+cc.—+2.nc. Doncann —+ce.—+ b

Puifque neft - de 6.

Doncd nn -+ bb. (puilque bb= ¢ c.—~+b¢)
Donca n# —+ 4. nn.Doncd 5.an Ce qu'il falloitde-

meonftrer, 4 A

XIII. THEOREME.

Une ligne eftant divifée en moyenne & extréme raifon,
F ! - .
le quarré de la roure, plus le quarre dela plus petite partic,
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valent 3 fois le quarré delaplus grande.

Soitcomme auparavant 4= 4. —+¢. & & moyenne en-
tre d& ¢, enforte que 4 4= dc, Et par confe quent i-
¢c~+cb. Jedisque dd —ce.= 3. Bb..

Cardd= bb~+cc—+12. cbh.

Donc dd— ce.= bb. —+2.cc—+2.¢6.

Or 2. cc—+2.c6 = 1.5 b. puifque cc~+ cb=4 5 b.

Donc dd —+¢cc. = 3. b b. Ce qu'il falloit demonftrer.

I. ProBLEME:

Trouver le quarré égal 4 un re@angle donné.

Ou ayant ['aire d’un quarré, en trouver la racine,

Il ne faut que trouver la moyenne proportionelle entre
les coftez durectangle donné,

Ou entre les deux lignes qui font I'aire donnée ; comme:
fi I'aire eft fuppof€e de 20 toifes , ou pieds, ou pouces , en.
tre un & 20,002 & 10,00 4 &5.

II. ProBLEME.

AyanT le cofté d’un rectangle , trouver quel doiteftre
Yautre, afin qu'il foit égald unred&angle donné, Prendre
le cofté donné pour premier termedela proportion, les
deux coftez dureétangle donné pour2 & 3, le cofté que
P'on cherche fe trouvera en trouvant-une 4° proportio-
nelle. i

IT. PROBLEME.
© Trouvgr un quarre €gal a deux ou plufieurs-quarrez-
donnez. ;

Soient les quarrezdonnez 55, cc,dd, mettant b & ¢ &
angle droit, le quarré de I’hypothenufe de cet angledroit~
que je nomme £ fera egal 444 — ¢c. Etmettant de nou-
veau /& d a angle droit, le quarré de Phypothenufe de
cet angle {cra égal 4 /f.—+dd. Evpar confequent 4 25 — cc.
~+.d d. Eton peut conduire cela jufqu’a 'infini.

COROLLAIRE.

TrouvEr le quarré égald plufieurs reétangles donnez,
ilne faut que trouver les quarrez égaux 4 chacun de ces
reangles, Et puisontrouvera le quarré égal d.tous ces
quarrez;
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IV. PROBLEME.

Trouver un quarré a quiun quarré donné foit en rai.
fon dennee.

Soit le quarré donné 5 5. i

La raifon donnée mn.

AvanT difpofé m.n. 5. & trouvé pour 4° proportionel-
le d, en forte que

m.n :: b d

Et trouvantauffi la moyenne proportionelle entre 2 &
d, que je fuppofe eftre ¢, le quarré de ¢ fatisfera au Proble-
me. Car puifque == 2. c.d. parle....

bb. cc 2 bod,
Or b.d:: m. =

Donc 55, cc :: m. .

V. ProBLEME

Diviser une ligne, en forte que le quarré de la plus
grande portion foit égal au re¢tangle dela toute & dela
plus petite portion.

Ce Probleme a efté refolu (XI. 68. ) quand ona appris
a couper une ligne enmoyenne & extréme raifon: c’efta
dire, en forte que la toute foit 4 la plus grande portion,
comme Ja plus grande portiona la plus petite.
VI. ProBrLEME.

Diviser uneligne en{orte que le quarré dela plus gran.
de portion foitaurecangledela route & de la plus perite
portion enraifon donnée,
~ Soit laligne donnéed.

La raifon donnée m.n.
La plus grande portion que I'on cherche .

Ectlaplus petite qui eft la mefme chofe que d—x foit
appellce . 2
Iin’ya qu’a trouver x, ce qui fe fera en cette maniere.

1. Trouver uneligne qui foit 4 4, comme m. eft :‘m.Je la
fuppofetrouvée par X. 38. &jel'appele .

2. Chercherla moyenne entrec. & d. Jelafuppofe trou-
vée par X | Et je appelle p. d’ou ils’enfuivra, que
£d = pp.

3. Eaire
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3. Faire un cercle quiait:pour diametre , & p pour tan-
gente. Si de Pextremité de p qui eft hors le cercle on tire
une fecante qui pafle parle centredu cercle, la parrie de
cette fecante qui eft au dedans du cercle eftant ¢, celle qui
eft au dehorsferax. Erd—xferay. Dot il senfuivra

4."Que ¢d— ¢ x feralaméme chofe TJE cy.Cary érant
€gald d— x.c’eft la mefme chofe de multiplier cpar d—x,
(cequi faitcd— cx) que de multiplier ¢ par y ; ce qui
fait cy.

Cela{ étant ainfi il eft facile de’prouver que

xx. dy. ::m ®,

C’eft 4 dire quele quarré de la plus grande partie de 4
eft au rectangle de 4 par I'autre partie que ay nomméey,
enraifon donnée. _

Car (par la 3. fupp.) p tangente eft moyenne entre x
&x—+c

Doncx. p ::p. x—c.

Donc x x~cx=p p.

Or pp = cd (parlaa.fupp. )
~ Donc ¥ x—+cx = ¢cd.

Donc xx = cd—=cx.

Or cd—cx'=t ¢ y(parla 4. fupp.)

Donc xx= cy. ;

Etcy. dy :: c.d :: m. n (parlar fupp.)

Donc xx (€gal aciy ) dy:: m. n. ce qu’il falloit de-
monttrer.

VII. ProBrLEME.

TrouvER la racine d’'un quarré donton ne fcaitautre xryy,

chofe , finon quétant compar€ au quarré d’une ligne
donnée , & 4 unrectangle d’uneautre ligne donnce & de
cetteracine inconnué, il eft '
1. Egal au quarré plusle rectangle.
Ou {z. Egal au quarre moins lere&angle.
3. Egal aure&angle moins le quarré.
Ainfi la racine inconnuéeftant nommee xouy,
La ligne donnée qui fait le quarré 4.
Et lautre ligne donnée cofte du re@angle, 4. .
&z
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Le 1 Casferayyr= bb—y d.
LeaCas, xx—=bb—xd.

. vy = yd—bé.
ko ..-xx:idméﬁ.
CONSTRVCTION COMMVNE
au premier € au fecond Cas.

Decrireun cercledel’in-
eervale de la moitié de d éle- m
vée perpendiculairement fur) d

I'une des extremitez de 4. \1
Et tirer de autre extremis= :
té de 4.une fecante qui paf-
fant par- le centre du cercle
fe termine ala circonference.
Cette fecante entiere foit appelée y:
ui fera compofée defa partie horsle cercleappellée x;
Et du diametre du eercle quifera dparla conftrucion.
Et 4 {eratangente du cercle.
PrReuveE pu Premrer Cas.
Dans le 17 Cas, c’efty ( c'eftd direla fecante entiere ):
qui eftlaracine que I’on cherche,
Car y-eftant égale 4 x —+d.
yy=yx-+yd.S13.
Orbb — xy.5.15.
Donc yy = b6 -+yd. Ce qu’il falloit demonftrer.
PREuvE pu secondD CAs.
Dansle 2¢ Cas, c’eft x(cCeftddirela partie de la fecante-
qui eft hors le cercle ) qui eft laracine que I'on cherche. .
Carx. b :: bx—d.
Donc xx wxd—= bé.
Donc. x x = b b—xd. Ce qu'il falloit démontftrer.
CoNsTRUCTION ET: PREUVE DU TROISIEME CAs.
Faifant un cercle qui ait 4 pour diametre, & & pour
tangente, il faut tirerune parallcle 4.4 de I'excremité de 4-
qui eft hors le cercle,
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"‘Que fi cette parallele ne coupe point le =
cercle, parce que 4 cft aufli grande ou plus
grande que Ia moitié de 4, le Probleme eft
impoflible. d

Mais fi ellele coupe tirantune tangente pa-
rallele 44 de Pautre extremité de d, & prolon-
?eant jufqu’a cette tangente la fecante paral- =5

ele 44, cette fecante ( égale a4 ) fera com-

pofce detrois parties ; de deux horsle cercle , qui eftant
égales (comme il eft aifé dele prouver entirant du centre
une perpendiculaire 4 cette fecante ) chacun s'appellera ,
& celle dededans le cercle plus une dedehors , c’eft 4 di-
re plus x, s'appellera y.

- Celaeftant fuppofe , je dis dis qu’x &'y peuvent I'une &
'autre fatisfaire au Probleme.

Car xy = 4 b, par le 4° Theoreme , & d eftant égaled
X y.

Xx=+xy= xd. S

Etyy~+sy=y d.}par 13.S.

Donc xx = xd—xycgald p5.

Etyy—yd—=xy égala pp,

Donc foit qu’on prenne xouy , on fatisfait au Proble.
me. Et le choix depend de {cavoir d’ailleurs fi la racine
que I'on cherche doit eftre pjus petite que 4. Car alors
Ceft x,aulicu quefi elle doiteftre plusgrande, ceft 4.,

Zz i
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GEOMETRIE

LIVRE QUINZIEME.

DB LA MESVRE DE L'AIRE
des  Parallelogrammes , des Triangles
& antres Polygones.

DErrNITrONS,

& UAND on parle descoftez d’un parallelogram.
» )4 me, on entend les coftez angulaires | 2 moins

&% qu'onne marque autre chofe,

" On peutprendre lequel on veurde ces coftez
pour mefure de la longucur du paraliclogramme ; & alors
ce cofté sappelle la bafe,

Etla perpendiculaire quimefure la diftance entrela bafe

& fon coft¢ oppof¢ sappelle la hauteur du parallelo-
gramme.
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FONDEMENT DE LA MESFRg
des Pam!!elagmmmes.

PAR ce que nous avons dit au commancement dy livre
precedent, que dans les parallelogrammes non rectangles
(4.qui pour abreger nous donn_erons fimplement le nom
deparallelogrammes ) on pouvoit prendre lequel on vou.-
loit de leurs coftez angulaires pour mefure de 'une de
leurs dimenfions , qui eft la longueur ; mais que I"autre
cofté angulaire ne pouv oitgas en mefurer la largeur, parce
qu’étant oblique 1l ne mefuroit pas la diftance entre Jes
coftez oppofcz quiavoient efté pris pour la longueur, Er
ainfi au lieu de cerautre cofté angulaire, il faut prendre
la perpeadiculaire qui mefure la diftance entre le premier
colté & fon oppofé, pour aveir I'autre dimenfion de ces
parallelogrammes.

Or deldils’enfuit quele rectangle dela bafe & de cet
te perpendiculaire appellée la hauteur du parallelogram-
me eft €gal 4 ce parallelogramme, puifque n’ayant tous
deux que deux dimenfions, longueyr & largeur, la lon-
gueur de I'un eft égalea lalongueur de Pautre, en ce qu’ils
ont tous deux une bafe égale, & quelalargeur de I'un eft
€gale dlalargeurde l'autre, puilqu’elle eft mefurée par

.une perpendiculaire égale dansl'unc & dans l'autre quoy
qu’en 'un elle foit I'an des coftez de la figure ,. fcavoir
dans le redangle, & que dans Pautre elle n’y foir pas
marquf:E‘. )

Cela pourroitr fuffire pour ceux qui cherchent platoft
a4, saflurer de la verité qu’a en pouvoir convainere les
autres.

Neanmoins pour- plus grande certitude on peut em-
ployerdeux voyes pour prouver cette propofition : 'une
nouve!le appellce la Geomerrie des indivifibles : & autre
ancicnne & plus commune, Noug expliquerons I'une &
Eaurre..

Zz iij;
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NOUVELLE METHODE APPELLEFEE
LA GEOMETRIE DES INDIVISIBLES.

QuoiQuE lesGeometres conviennent que laligne n’eft

as compofée de points, ny lafurface delignes, ny le fo-
lide de furfaces, neanmoins on a trouﬂv-é depuis peu de
temps un art de démontfirer uneinfinité de chofes, en con-
fiderant les furfaces commefi elles eftoient comPofées de

lignes , & lesfolides de furfaces.
Je n’ay rien veu de ce quien a efté €crit: mais voicy ce

.quim’en eft venu dans lefprit,en ne m’arreftant mainte-

nant qu'a ce qui rega rde les furfaces.
Le fondement de cette nouvelle Geomertrie eft de pren-

.dre pour l'aire d’une furface la fomme des lignes qui la

remplifent ; de forte que deux furfaces fonteftimees éga-
les, quand 'une & l'autre eft remplie parune fomme égale
de lignes égales ; foit que chacunede celles d’une fomme
foitdgale 4 chacunede celles del'autre fomme 5 foit qu’il
{e faffe une compenfation ; en forte par exemple , que
deux d'une fomme qui rpourront eftre inegales entr’elles,
{oient égalesa deux prifes enfemble de I'autre fomme qui
feront égales entr'elles,

Mais pour ne pas donner lieu 4 beaucoup de paralogif-
mesou Fon tombeaifémenten fe fervant de cette methos
de, fion n'y prend bien garde ,il faut remarquer,

1. Quafin que deslignes foient cenf{ées remplir un efpa-
ce, il faut qu'elles foient routes paralleles entr'elles ; {oit

welles foient droittes pour remplir un efpace rectiligne,
?oit qu'elles {oient circulaires pour remplir des cercles ou
des portions de cercle. 11 eft facile d’en voir la raifon. Et
ainfi il faut bien prendre garde de ne pasemployer pour
cela des lignes qui neferoient pas parallelesen 'une ou
autre de cesdeux manieres.

s. Afin qu'une fomme de lignes foit cenfée €gale 4 une
autre fomme de lignes, il ne faut pas s'imaginer qu'on puil-
{e dire le nombre quen contient chaque efpace (‘cariln’y
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apointde fi peritefpace qui n’en contienne un nombre

infini ) mais ce qui fait qu'on appelle ces fommes égales, .

c’eft que routes les lignes d’an cofté & d’autre coupent

Eerpendiculairement deux lignes c':-gales. Par cxempie fi-

ligne seft égale d la ligne m, le nombre infi. Ji
ni des lignes qui peuvent couper perpendicu-.
lairement 4 entous fes points, eft cenfé égal an
nombre infini de celles qui peuventauffi couper
perpendiculairement, étant vifiblequiln’y a
int de raifon pourquoy on en puiffe faire paf-

m

er davantage par l'une cI[ue par 'autre. Carlesaliquotes:

pareilles.de I'une & de l'autre étant totjours égales juf-

quesa l'infini, on pourra tofijours de part & d’autre tirer -

}nr tous les points de ces divifions autant de lignes paral-

clesentr’elles, & qui contiendront toujours de part &

d’autre un efpaceparallele égal. Erc’eft proprement de.

li que depend la verité de cette nouvelle methode (‘&

non que le continu {oit compofe d'indivifibles ) ce qui I’a

faic mefme appeller par quelques-uns; la Geometrie de -

Pinfini.

11 faut donc bien prendre garde que les lignes ( par le-

rapport defquelles on dit qu'une fomme de ceslignes pa-
ra.ﬁelcs -qui rempliffent un efpace, eft égale 4 une autre

fomme ) les coupent perpendiculairement, Er c’eft ot il
ya plus de danger de fetromper. Sur ces fondemens voicy.

les Theoremes que I'on érablir,
I. TEzoREME.
Tous les parallelogrammes de bafe égale & de méme
hauteur font égaux entr’eux:

Soient divers parallelo- ... S
gramines,comme 4, E, 7, | £ {7_/
enfermez dans le méme I | / )
efpace parallele ( comme - U B SR R

ils le peuvent éitre, puilqu'ils font fuppofez de méme hau-

teur ) & ayant tousles bafes égales; il eftclair que roures-
les paralleles qui peuvent remplir cet efpace , rempliront=

tous.ces parallelogrammes ; & qu'ainfiils feront tous renas

IV
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Fhs d’une fomme égalede lignes, cette fomme eftant me-
urée dans tous Parla Perpendicula:’re qui mefure la hau-

teur de cestedangles, quieft la méme en-tous, puifqu’ils

fontde méme hauteur?

De plus, toutes ces lignes étant paralleles la bafe dans
tous ces rectangles, fontégales en tous, puifqu’elles font
en tous égales a la bafe, & que les bafes font fuppofces
egales.

Donc il y a partoucfomme €gale de lignes égales.

Donc ils font tous égaux felon: le fondement de la Geo-
metrie des indivifibles. i

II. TEEOREME.

Tous les parallelogrammes de méme hauteur ‘{ont en-
tr'eux comme leurs-bafes.

Ceft une fuite du precedent.
Soient les parallelogrammes 4,
E,entre mémes paralleles,& qui
ayent des bafesinégales;en c}uel- BoA 1
ques aliquotes que je divife la
bafe d’4, en tirant les paralleles au cofte par tous les
points de la divifion, il y aura dans 4 autant de paralle-
logrammes:égaux entr’eux, que cette bafeaura de parties
égales: de forte quei elle avoit efté divi{éeen 7 parties,
dont jappelleray chacune x,il yauradans 4 7 parallelo-
grammes quiauront chacun x pour bafe,

Que fi appli‘quantx d'labafe d’'£, il fetrouve qu'il y foit
trois fois, ou fans refte, ou avec refte, tirantencore de
tous les points de la divifion, deslignes paralleles au cofté
d’ g, il eft vifible qu’il y aura dans E autant de parallelo-
grammes qui auront x pour bafe, qu'x fe fera trouvé dans
la bafe d’E. Etfi ¢’a efte fans refte, ces trois parallelo-
grammes rempliront E fansrefte : & fiavec refte, il reftera
aufli un parallelogramme qui aura ce refte pour bafe.

Or les parallelogrammes qui dans E ont x pour bafe
font égauxd ceux qui dans £ ontaufli x pour bafe; par le
precedent Theoreme.

Donc

Ay A~ O~ ™ ™M

et e A S e pee Tt e e
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Donc par la definition de I'égalite desraifons #efta g
enméme raifon que la bafed’#dla bafe d’E, puifqu’au-
tant que les aliquotes quelconques dela bafe d’_¢ font
contenués dans la bafe d’E, les aliquotes pareilles d’_¢ font
contenués dans E: fi fans reﬁe,gns refte ; fiavec refte,
avec refte.

III. THEOREME.

Les triangies de méme hauteur & de méme bafe font
€gaux. Careftantmisentre lesmémes paralleles, comme
devant, &ayant tous 4 pour bafe, toutes les lignes paral-
leles qui rempliront cet ef-
pace, rempliront cestrian-
gles ; & chacune de cesli- :
gnes tirees tout le long de -
'efpace d’un point quel-
conque dela perpendiculaire  x, te qui fera enfermé dans
chaque triangle fera todjours égal , comme il aefté prou-
vé-dans le livre XIII. & X. 20. quoy que totijours de plus
petiten plus petit montant vers le fommert.

Donc une fomme égale de lignes ¢gales chacune 4
chacune de chaquetriangle, remplit tous ces triangles,

Donc ces triangles font egaux.

IV. THEO R EME.

Lgs triangles de méme hauteur font entr’eux comme
les bafes.

C’eft laméme chofe que le 2* Theoreme, & quife prou-
ve de la méme forte , excepté qu'on employe icy au lien
de parallelogrammes des triangles qui ont pour bafe , &
qui aboutiflent de part & d’autre au fommet de chaque
triangle dont ils font parties. Orcestriangles qui ont x
pour bafe dans 'un & dans l'autre triangle, font auffi de
méme hauteur dans 'un & dans|’autre ; & par confequent
ils font égaux, Enfuite dequoy il ne faut appliquer que
ce que nous avons dit pourla demonftration du 2 Theo-
reme,

Aaa
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V. T HEOREME.

Le cercle eft égal au triangle re&tangle, quia pour cé-
tezde fon angle droit le rayon du cercle, & une ligne éga-
le a la circonference du cercle,

Soit le cercle 4, j
lerayon d 4 la tan- ~ 5

nte bc, égale a//?
ﬁe circonference! | 4
& I'hypothenufe
dc.

C

Si on tirede tous les points durayon, des circonferences-

concentriques au cercle, elles rempliront toutle cerele , &
ellesferont paralleles entr’elles,, en la maniere que les cir-
conferences le peuventefire, & coupées perpendiculai-
rement par lerayon.

Si ontire aufli de tous ces mémes points du rayon par-

lefquels auront paflé ces circonferences,des parallelesa 4 ¢,
julques en d ¢, ces paralicles rerupliront le triangle. Et
ainfi lafomme de ces circonferences & de ces paralleles.
fera égale, érant determinée de part & d’avtre par les
points duméme rayon , érant clair que I'on ne fgauroit ti-
rer une circonference par aucun point , qu'on netire aufli
une parallele 4 ¢ par ce méme point; & au contraire,

Orla circonference & la parailele tirées duméme poine:
font égales , comme on peutvoir enexaminant laquelle
on voudra : par exemple cclle dupointé Car

Ve circonf. 4. circont. £
« 4f 1 {é . fe.

Donc circonf. 6. circonf. £ 2 be. fg.

Donc alternando circenf. b. b ¢ :: circonf. £ fg.

O+ par Phypothefe la circonference 4, qui eft celle du
cercle, eft égale au cofte dutriangle 4 ¢.

Donc la circonference paflant par le point £, eft égale
dfg, parallele 4 4 ¢

y
i
L
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AVERTISSEMENT.

Ze n'en diray pas davantage de cette nowvelle methode. Il IX.
¢ff aifé de juger que ces 5 T heoremes [ont de fuffi[ans fondemens
pour mefurer [ans peine toutes lesfigures reftilignes , @~ en trou-
ver les égalitez @~ les rapports, [urtont eny joignant les prin-
«<ipes qui ont ¢fté établis dans les 3 premiers livres.

METHODE COMMUNE,
LEMME oud AXIOME.

D eux triangles tout-égaux font€égaux. Cleft A dire X
quelorfque les angles d’un triangle font €gaux 4 ceux de
Pautre, chacund chacun, & les coftez ¢gaux auffi chacun
4 chacun  ces deux trianglescomprennent un efpace égal;
en quoy confifte ce quon appelle €galité dans les fi-

ures,

Celaeft clair de foy-méme, érantvifible que deux trian-
gles de cette forte ne different que de pofition.

PROPOSITION FONDAMENTALE
de la mefure des Parallelogrammes.,
€ des Triangles.

Tour parallelogramme eft égal aurectangle defahau- x;
teur & de fa bafe.

Soit le parallelogramme 4 cdf ti- ¢ 5
rant fes perpendiculaires b m& cn |
furla bafg df, prolongéeautantqu'il |
eft neceflaire ; je dis que leredtangle .-
b cmn,quieft le reangle de la bafe
& de la(}qautEur debcdf, e@égald b cdf.

Car b cérant égale tanti d fqud mn, |,
dfeft égaleamn. Doncétant mf,com- /.
mune del'une & dePautre, d m demeu- /|
reraégale 4 fn Etainfi 4 d éuant égale j~m— 7~
dcf,&bmacn,lestrianglesb dm & cfi

aa jj
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font ¢gaux par le Lemme precedent. Er ainfi ajodtant 4
'an & dlautre letrapeze commun bme f,bc d f fera
€gala fmen. Cequ'il falloit demonftrer.

I. CoROLLAIRE.

LEs parallelogrammes de méme hauteur & de bafe éga-
le font égaux,

Car ils ont tous pour leur mefure commune le méme
rectangle de cette hauteur & de cette bafe.

II. CoROLLAIRE.

Les parallelogrammes de méme hauteur font comme
leurs bafes ; de bafe ézale, font comme leurs haureurs.

Car chacuneft égal au rectangle de fa bafe & de fa hau-
teur. Or les rectangles de méme hauteur font entrenx
comme leursbafes, [l en faut donc dire de méme des pa-
rallelogrammes qui leur font égaux.

On peataufli prouver ce 2¢ Corollaire par le premier
de la méme fagon qu'on a déja faiten demonftrant Je 2
Theoreme de la premiere mechode,

III, COROLLAIRE.

LA raifon de deux parallelogrammes quelconques eft
totijours compofée de la raifon'de lahauteur 4 la hauteur,
& dela bafeala bafe,

Car les parallelogrammes font toijours entr’eux com-
me les rectangles deleur hauteur & de leur bafe,

IV. COROLLAIRE GENERA L.

Tour ce quia efté dit delaraifon des reGangles parla
comparaifon de leurs coftez angulaires, eft yray des pa-
rallelogrammes , en comparant la hauteura la haureur, &
la bafe dlabafe, Cela eft clair par la raifon du precedent
Corollaire, :

S i TR el PN [ I——
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DES PARALLELOGRAMMES EQUIANGLES:

THEOREME GENERAL,

Les parallelogrammes equiangles font entr’evx en rai-
fon compofée de leurs coltezangulaires , de méme que
s'ils éroient rectangles. ;

Car tous les parallelogrammes font entr’eux en raifon
compofce de celle de labafea labafe , & de la hauteur 4
Ia hauteur.

Or quand ilsfont equiangles, la raifon des coftez obli-
«ques fur la bafe de chacun eft laméme que celle de la hau-
teur 4 la hauteur. Parce que leslignes ¢galement incli-
nées font enméme raifon que leurs perpendiculaires , qui
eft ce qui mefure cette hauteur, X. 11.

1 Exemple. Soient 4 ¢ & m#n deux pa- :
rallelogrammes equiangles , dont les 3
hauteurs {oient £ & p.. ¥ :

Par les precedens Corollaires,

i be.mn iz c.on.—+f. p.
Or fp:: bom. par X.11,
Donc be. m.n:: c.n—+ b.m. Cequil

falloit demonftrer. ¥

COROLLAIRE GENERAL,

¥ Tout ce quia efté dit de la raifon des rectangles en-
er'eux par la comparaifon de leurs coftez angulaires, eft
vray auflides autres parallelogrammes equiangles par la
méme comparaifon de leurs coftez angulaires.

Ceft i dire par exemple, que s'ils fontfemblables, le
grand c6té du premier €tant au grand cbre du fecond,
comme le petit coté du premierau petit cété du fecond,
ils {ont en raifon doublée de leurs coftez homologues.

Si leurs cétez font reciproques ( cC’eftd dire, fi le grand
cété du premiereftaugrand c6té du fecond, comme le
petit c6té du fecond eft au petit cété du premier ) ilsfont
¢gaux. Ert ainfi de toutlerefte.

Aaa 1

XVL

XVIR

3




XVIII,

= X,

374 NOUVEAUX ELEMENS

COROLLAIRE PARTICULIER.

Lorsque deux lignes Paraileles cha-
-cune aux coftez angulaires d’un paralle-
logramme {e coupent en un méme point e

deladiagonale,il fefait 4 parallelogram-

‘mes, dont les deux qui ne font point coupez par la diago.
¥
‘nale;comme 4 & E, font égaux.

Car ils font equiangles, puifqu'il y a un angle de 'un
qui eft oppofé au fommet 4 un angle de I'autre,

Et il eft vifible parXIIL a1, que le grand cété d'z eft
au grand cété d’e, comme le petic coté d’ eft au peric
«cote da,

Je fcay bien que cela fe prouve ordinairement d’une
autre maniere plus palpable, quieft que la diagonale par-
tage l:Fen* la moitié tantle parailelogramme total, que cha-
-cun de ceux qui font autour de cette diagonale. Donc la
moiti¢ du total dans laquelle eft z érant égale a la moitié
danslaquelle efte, & 6rant de chacune de ces deux moi-
tiez deux triangles ¢gaux, les deux parallelogrammes qui
demeureront feront égaux,

DES PARALLELOGRAMMES SEMBLABLES.

I. THEOREME.

Deux parallelogrammes femblables ( c’eft 4 dire qui
étant equiangles ont leurs coftez proportionels ) font en
raifon doublce de leurs coftez homologues , comme il
vientd’eftre dit S.17.

Il. THEOREME.

Lgs coftez homologues de deux parallelogrammes fem-
blables, étant en méme raifon que les c6tez homologues
de devxautres parallelogrammes femblables entr’eux, ces
4 parallelogrammes{ont proportionels.

Soientles deux premiers femblables 4 & E, & lesdeux
derniersZ & 0 ; i la raifond’entrelescoftez d’' 4 & Eeft

e
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%. y,& de méme entre les cbtez d'Z & 0, je dis que.

AL BY 48 FOUK
Car '; j; Xx. yy.

DES TRIANGLES.
LEwMME.

Tour triangle eft la moitié d'un parallelogramme de %3 1.
méme bafe & deméme hauteur. : t
Soit le triangle 4 ¢ d. Side 4 ontire 5 £,

égale & parallele 4 la bafe ¢ d, & que du 4 &
pointfontire fd; je dis1.que 4. ¢ d. £
eft un parallelogramme, Car ¢d & 4 £

font paralleles & égales- par la conftru- €
&ion; & parconfequent b¢ & fd font
aufli paralleles & égales, par V1. :8.

Et par confequent 4 4, qui eftla diagonale de ce paralle--
logramme, le divifeen deuxtriangles égaux 4 ¢ d & b£d..
Donc b ¢d eft lamoitié de ce parallelogramme.

Or il eft vifible que ce triangle & ce parallelogramme-
fontde méme hauteur , puifqu’ils font enfermez entre les-
mémes paralleles s f & ¢ 4, & qu'ilsont la méme bafe,
fcavoir ¢ d,

Donc tout triangle eft la moiti¢ d'un parallelogramme -
de méme bafe & de méme hauteur,

THEOREME GENERAL:

Tour triangle eft égal au retangle de la moitié de fa
bafe , & de route fa hauteur ; oude la moitié de fa hauteur.
& de route fa bafe.

Car il eft la moitié d’in parallelogramme dé fa bafe &
de fa hauteur. Orce parallelogramme.eft égalau redtan..
gle de fa bafe & defa hauteur, .

Donc prenant la moitié de iabafe & toute la hauteur,
op la moirié de la hauteur & route la bafe, ona unre@an-
gle qui vaur la moitiédu rectangle de toute Ja bafe & de

b .88 A




;76 NOUVEAUX ELEMENS

route la hauteur. Donc ona un re&angle ¢galau trian gle.

I CoOROLLAIRE.

Legs triangles de mefme hauteur & de bafe cgale, font
€gaux.

Carils font tous égaux au mefme retangle, qui eft ce-
luy de lamoitié de leur bafe & detoute leur haureur.

II. COROLLAIRE.

xxiv.? Lestriangles de mefme hauteur font comme leurs bafes,
& d’¢gale.bafe comme leurs hauteurs. :

Carils font tous égaux 4 des rectangles, qui eftant de
mefme hauteur font comme leurs bafes , & d’égale bafe
comme leurs hauteurs.

On peutaufli prouver ce fecond Corollaire par le pre-:
mier de la mefme fagon ?Iu’on a demonltré le 4° Theore- |
me de la premiere methode. ;

XXIII,

III. CoROLLAIRE.

xxv. LA raifon dedeux triangles quelconques eft tofijours
compofée de la raifon de la hauteur d la hauteur, & dela.
bafea la bafe. Car ces triangles font tofijours entr'eux
comme les reangles de la moiri€ de leurbafe & de toute
leur hauteur , qui ont entr’eux cette raifon compofée,

IV, CoOROLLAIRE.GENERAL,

xxvi Tout ce ?ui a efte ditde la raifon des retangles par
la comparaifon de leurs coltez, eft vray des triangles par
la comparaifon de la hauteura la hauteur, & de la bafea
la bafe.

F N R T TR POy

DES TRIANGLES EQUIANGLES.
ou femblables.

I. THEOREME.

Tous les tri..mgles equiangles & par confequent fem-
blables, fonten raifon doublée de la raifon de leurs cotez
homologues.

R kel AR
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Car par les Corollaires precedens, les triangles font en-

tr’eux en raifon compofée dela raifon dela bafed la bafe,
& de la hauteur ala hauteur,

Or quand ilsfont equiangles, les cétez fur la bafe de
part & d'autrefont chacun d chacun en méme raifon que
les perpendiculaires du fommeta la bafe qui enmefure la
haureur. X. 12.

Et par .confequentilsfonten raifon compofce de celle
delabafeala ba‘}e ; & d'un c6té 4 un coté,

Or étant equiangles, la bafe eft 4 la bafe comme chacun
des cotez 4 chacun des cotez.

Et par confequent leur raifon eft compofée de deux rai-
fons egales ; ce quis'appelle raifon doublée.

Exemple. Soienttrian-
gles femblables 4 cd & m
mno,donts f& mp mefu-
rent les hauteurs.

bcd. mno::cd no.
- b f mp.
Or bc. may
5d.mrf}::éﬁ-mlﬁ. BILP 7
cd. n o:

Donc tous lescoftez ayant la méme raifon, chacun 4

chacun, & avec les perpendiculaires, la raifon de cestrian-
lesécd & m mo ne penteftre compofée de la raifon de
a bafe cd & no,& de celle des hauteurs & £, m p, qu'ils ne
foient en raifon doublce de I'une de cesraifons , puifqu’el-

les font €gales; & par confequent aufli de la raifon des

autres coftez homologues, qui eft la méme,

II. THEOREME.

S1 les coftez homologues de deux triangles femblables
font en mefme raifon que les coftez homologues de deux
autres triangles femblables entr’eux, ces 4 triangles font
proportionels. C'eftla mefme chofe que ce qu'on a de-
monftre des parallelogrammes, S, 20.

Bbb
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DES FIGURES SEMBLABLES.

I. THEOR EME.

Deux figures femblables quelconques font en raifon
doublée de leurs coftez homologues.

Car par XIIL. 26. elles peuventeftre pa rtagees chacune
en autant detriangles , tels que ceux d’une part etant fem-
blables 4 ceux de Pautre, chacun 4 chacun les coftez ho-
mologues de deux femblables feronten mefme raifon que
ceux des deux autres quelconques femblables.

Ainfi fuppofant quellesfoient partagées chacune en 4
triangles qui foient

£l s
. . IRt en s

Par le precedent Theoreme 4.4 :: E.e :: I i o

Doncparll 35. 4 + E— L.~ 0. 4~ e~ i-t+o i A.a.

Cefta dire que la plus grande des figures femblables qui
comprend ces 4 triangles 4. E. 7.0.{erad la plus petite
qui comprend les 4 triangles . e.7. 0. comme ’'un de ces
triangles eft 4 fon femblable.

Or ces triangles femblables font entr'eux en raifon dou-
Blée deleursbafts, & lesbafes de ces deux triangles fem-
blables font coftez homologues de ces deux figures (com-
me onaveu XI11.26.) :

Donc ces figures femblables font en raifon doublce de
leurs coftez homologues.

COROLLAIRE.

Les figures femblables font entr'elles comme les quar-
rez de leurs coftez homologues.

Car par le Theoreme precedent les figures femblables
fontentr’elles en raifon doublée de lears coftez homolo-

ues.

Or les quarrez de ces coftez homologues font aufli en-
tr’eux en raifon doubice de ces coftez quilont leurs ra-
cines.




DE GEOMETRIE, Liv. XV. 379

II* THEOREME.

S1 'on conftruit fur’hypothenufe & fur les deux coftez X XX L.
d’un angle droitdes ﬁ[gures femblables quelconques, celle
qui fera conftruite fur I'hypothenufefera égale aux deux
qui feront conftruites fur les coftez,

Soitle grand cofté del’angle droit 4, le petit ¢, ’hypo.
thenufe 4.

La figure conftruite fur 4 foit nommée Afure E, &
fur b, 1.

Par le Theoreme precedent.

aluebilise Blgeai T b b

Donc 4 ~+ E,bb~+cc:: 1. hh.(parll 44.)

Donc alternando

A—+E.I.:: bbb+ cc.hh.

Or bb —+ cc. = hh. par XIV. 26.

Donc 4 —+ E.— 1. Ce qu’il falloit demonftrer*

AVERTISSEMENT.
On voit par la que cette propofition guoyque plus generale XXXIL
gue celle des quarrex, w'a di effre traitée quapres celle des
guarres; parce que le guarré eff lavraye &-naturelle mefure de
la dimenfion des antres figures planes.

DES FIGURES REGULIERES.

I. THEOREME.

Tour polygone eft égalaurectan- XXXUL
gle du rayon droit ( qui eft la per-

endiculaire du centre 4 'un des
coftez) & de la moiti¢ de fon peri-
metre, ou autriangle quia pour hau-
teur ce rayon droit, & pour bafe ce

erimetre,

Car tourt polygone re ulier comprend autant de trian-

gles tout-égaux qu’il a de coltez, efquels ont tous pour
Bbb i
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mefure de leur hauteur la perpendiculaire du centre au
cofté qui leur fertde bafe, ;

Donc chaquetriangle eft égal au reangle de cerayon
droit qui eft leur hauteur , & de la moiti¢ de la bafe,

Or toutes ces moiticz des: bafes de ces triangles prifes
enfemble font la moitié du perimetre, puifque toutes les
bafes font tout le perimetre,

Donc le reGtangle de cette perpendiculaire & de la
moiti¢ du perimetre eft ¢gal 4 tous ces triangles ; & par
confequent au polygone.

Et c’cft la mefme chofedutriangle quia pour hauteur
cette perpendiculaire , & pour bafe rout le perimetre, puif-
qu'il eft egald ce rectiligne. Qutre qu’il elt aifé de prou-
ver qu'ileft ¢gal drousles triangles que conticnt le poly-
gone,eftant de mefme hauteur que chacun, & fa bafe érant
egale d toutes les bafes: des autres prifes enfemble..

IL. THEOREME.

Par I'analogie du cercled un polygone infini, le cercle
eft égal au rectangle durayon & delamaiti€ dela circon-
ference, ouau triangle quia pour hauteur le rayon, & pour
bafe route la circonference.

Nous l'avons prouvé par la premiere methode, qui eft
la Geometrie des indivifibles. On le peutaufli prouver
parla voye d’Archimede,, en montrant que le rectangle du
rayon & dela moiti€ de la circonference eft plus grand
que tout polygoneinfcrir an cercle, & plus petit que tout
circonfcrit.

Ileft plus grand que tout inferit, parce que l'infcrit par
le Theoreme precedentcft égal an rectangle de la perpen-
diculaire du centre au cofte , & de la moitié du perime-
tre, Or cette perpendiculaire eft plus petrite que le
rayon ducercle, puifqu’elle eft terminée dans le cercle, &
le perimetre du polygone inferit eft plus petit que la cir-
conference qui la comprend, parla maxime d’Archime-
de. V. 6.

Donc le re@angle durayon du cercle & de la moitié de
la circonference eft plus grand que tout polygone infcric,
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Etil eft plus petit que tout polygone circonfcrit, parce
que le polygone circonfcrit eft égal au rectangle durayon
du cercle (quieftalors la méme chofe que la perpendicu-
laire au cofte ) & dela moitié de fon perimetre, lequel
perimetre eft plusgrand que la circonferenee du cercle,
puifqu’il la comprend, felon la méme maxime d’Archi.
mede., Donc &c.

[II. THEOREME.

Les figures regulieres de méme efpece font entr'elles yyyy.
en raifon doublee de celle de leurs rayons droits.
Car elles font égales chacune au rectangle du rayon
droit, & de la moiti€ du perimetre. Or le rayon droit efk
au rayon droit comme le perimetre au perimetre, par XILk
26. Donc ces redangles (aufquels ces figures regulieres
font égales ) érant femblables font entr'eux en rail%n dou=
¢lee de celle durayon droit, qui eft'unde leurs cotez.

I. COROLLAIRE.
* Les cercles font entr’eux en raifon doublée decellede xyxyr:

leurs rayons, ou de leurs diametres, ce quieftla méme

chofe.
II. CoOROLLAIRE.

L Es cercles font entr'eux comme lesquarrez de leurs xxxviz:
diametres. Car les uns & les autres font en raifon doublée

de celle de leurs diametres:
IV. THEOREME:

L g s trianeles femblables infcrits en des cercles fonten- xxxvin
tr'eux en rai%:m doublée des diametres de ces cercles : ou,

ce quieftla méme chofe, comme les cercles, ou comme
les quarrez-des diametres,

Car les cordes de divers cercles qui fouriennent les an-
gles infcries égaux , font entr'elles comme les diametres,.
par X. 24. & 25. 7 ok

Donc les coftez de ces triangles i"embIeL bles qui foutiens

Bbb 1
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nent les mémes angles ( qui font ceux quon appelle homo.
logues ) font entr’eux comme les diametres.

Orr ces triangles eftant femblables , font en raifon dou-
blée de leurs coftez homologues.

Donc ils font auffi en raifon doubléede cesdiametres,

Doncils font auffi entr’eux comme les cercles & com-
me les quarrez desdiamerres.

V. THEOREME.

L s figures femblables infcrites dans les cercles font en-
t’elles en raifon doublée des diametres,

Car comme il aefté prouve S. & XIIL 26. ces figures
femblables fe peuvent refoudre en triangles femblaables,
<hacun d’une figure a chacun de l'autre qui feront tous
infcrits dansle cercle.

Donc rousles triangles d’une figure font a tous ceux de
Pautre ( & par confequent une figure eft 4 I’autre) comme
un des triangles d’une figure d unfemblable de 'autre. Or
Far le Theoreme precedent ces deux triangles{emblables

ontentr’eux en raifon doublée des diamerres. Donc les
figures femblables infcrites dans les cercles fontentr’elles
en raifon doubléedes diametres. Donc aufli comme les
cercles, Donc auffi comme les quarrez des diametres.
I. PROBLEME.

Decrire fur un cofté donné le parallelogramme égal
& equiangle dun parallelogramme donné.

Soit le parallelogramme donné c r
b cd f. Soit continuée ¢d jufques
a ¢,en forte que dg foir égaleau
cofté donné, €

Soitaufli continuée & f£jufques g K
d ce que f7 foit égaled d g. Soit
menéedeq par dune indefinie,

Soit prolongée & ¢,jufqu’d ce qu'ellerencontre en rcet:
te indefinie.

Soit prolongée 4 ¢ julquesen £, en forte que ¢4 & foit
€gale 4 47, joignantles points 7 £, & prolongeant fdjuls
ques €n b, ouelle rencontre £.

€l
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Le parallelogramme d 4 £ ¢ fera égal & equiangle au
donnépé cdf. : # 4 e

Il. ProBLEME.

Fa1rEune figure égale 4 une donnée quiaitmoinsd’un
cofté que la donnée, C’eftadire que fila donnéeen a6,
on en cherche une quin'en aitque 5 ; & fi elleenay, on
en cherche une ?uin’en aitque 4 : de forte que par la op
pourra venir jufqu’au triangle,

Soit propof¢ de reduire I'exa-
gone 4 cd f ¢/ enun pentagone

XL,

Ayantprolongé fg, jetire la

ligne 4 g.

Puis de 5 je tire fur g prolon- i
gée b/ panaileledsg. Fieiy g

Etde 4 je tire 4 /; Je dis que le g
pentagone & cd f/eft égalal’exagone donné.,

Carlestriangles 4/ 6 & higfont €gaux, parce qu'ils font
fur la mefme bafe & entre mefmes paralleles.

Doncérant 4 /e communad 'un & dl'autre, o 4 de-
meurera €gal d/g o, toutle refte eft communal’exagone
& au pentagone,

On reduira de mefme le pentagone
bcdf/dun trapeze. £

Ayant men¢ la ligne & f, menerde 7
fur df prolongée /m parallele 4 4 £

Puis tirer ém. . .,

On prouvera de la mefme manierey,
que ’on vient.de faire ,que le trapeze
fera égal au pentagone.

ue fide & 4 ontire une ligne,

Et de ¢ fur fdprolongce de ce cofteld cn, paralleleas 4.

Ert tirant é#, le triangle 4 m z {cra egal tant au trapeze
b cdm,qu’au pentagone bcdf/ Eramnfi Pexagone aura
efté reduiten un pentagone , & le pentagone en un trape-

ze, & letrapeze en un triangle.
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AVERTISSEMENT ET CONCLUSION,

gri11 de laiffe dautres Problemes qui font tres faciles a refoudre

par les principes qui ont effé brablis. Outre que wayant entre- =

pris «ces Elemens que pour donner un effay de la vraye me-

thode qui doit traitter les chofes fimples avant les compofes , &

les generales avant les particalieres , je penfe avoir [atisfait & I

ce deffein , @ avoir montré que les Geometres ont en tort d'a-

voir negligé cét ordre de la nature, en s'imaginant gu'ils w'z=

woient autre chofe aobferver , finonque les propofitions prece-

dentes [erviffent d la prewve des [nivantes : aulien qu'ileff clair,

ce me [emble par cet effay, que les elemens de Geometrie effant ]
| reduits [elon Pordre maturel | pewvent ¢ffre anffi [olidement E
demonfirex, ¢ font fans comparaifon plus aifex a concevoir &:
a reteni.
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SOLUTION D'UN DES PLUS CELEBRES
ET DES PLUS DIFFICILES

PROBLEMES DARITHMETIQUE,
APPELLE COMMUNEMENT
LES QUARREZ MAGIQUES.
§. 1. Ceque ceff que ce Probleme.

7l Y ANT un quarré de cellules pair-ouimpair.

Et I'ayant remply de chiffres oufelon I'ordre
naturel desnombres1.2.3. 4. &c.

Oude quelqu'autre progreflion arithmetique
que ce foit, comme 2. 5.8. 11. 14. &c.

Difpofer tous ces chiffres dansun autre quarré de cellu-
les femblables & celuy-1d , en forte que tous les chiffres
de chaque bande foit de gauche 4 droit, foitde haut en
bas , foit mefme les deux diagonales, faffent todjours la
mefme fomme.

Soient pris pour exemples lesquarrez d’onze pour les
impairs ; & de douze pour les pairs, comme on les peut
voir dans les figures qui font  la fin de ce Trait¢.

§.2. Confiderations fur les quarrez, naturels.

J'aprELLE quarrez naturels ceux ot les chiffres font dif-
pofez en progreflion arithmetique en commengant par les
plus petits,

£ce 1)
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388. EXPLICATION

SuRr LES QUARREZ IMPAIRS.

Danxs le milieu du quarre impair il y aune cellule qui:
en eft le centre, Le chiffre quieft dans ceree cellule foip
nomme centre & marqué parc.

DE tous les autres chiffres la moitié font plus petits
& les autres. plus grands que le centre, Lesunsfoient ap-
pellez fimplement petits & les autres grands,

Les cellules.autour du centre foient appelées 1= en.
ceinre.

Autour de la premiere enceinte, 2° enceinte,

Autour dela feconde enceinte, 3° enceinte.,

Et ainfi de fuite,

LEs enceintes 1. 3. 5. 7. 9. &, foiencappellées encein-
Zes impaires.

Les 2.4.6.8. 10. &c. enceintes paires.

Ir eft important de confiderer dans chaqueenceinte ot
font les petits chiffres, & ot font les grands,

Les petits font premierement dans toure la bande d’en.
haur, qui eftde3. dans lar*enceinte, de 5 dans laaf, de -
dans la 3¢ &c,

Secondement dans la bande d gauchelesplus hauts juf
qu'd celuy qui eft vis-a-vis le centre inclufive.

Troifiémement dans la bande a droits les plus hauts julz
qu'a celuy qui eft vis a vis le centre exclufive,

SUR LEs QUARREZ PAIRS.

I n’y a point de cellule qui foit au centre. Mais on doic-
prendre pour centre la moitié de la fomme que fontle
premier & le dernier chiffre.

Et cette fomme entiere s'appellera . ¢

LA moitiédes bandes, fcavoir celles qui font: les plus:
hautes contiennent les petits chiffres, & les plns baffes les-
grands.

Les quatre cellules dumilien fontla 1% enceinte.
Les cellules autour de ces quatre, la 2 enceinte,
Celles autour de la feconde, la 3% enceinte,
Et ainfi de fuite,
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LEs enceintes . 3. 5. 7. 9. &c. foient auffi appellées les
enceintes impaires.
Et les 1. 4. 6. &c. les paires.
LEs perits chiffres font, . Y IR
1. Dans la bande d’en haut de chaque enceinte, i
2. Aucofté gauche depuis la bande denhaut jufqu’a
labande ot commencentles grands chiffres.
3. Et de méme au cofté droit.
§3. PREPARATION.
Lk plus grand myftere de la folution de ce Probleme

eenfifte & marquer par lettres quelques-uns des perits g
chiffres de chaque bande.
QUARREZ IMPAIKS.

Dans toutes les enceintes generalement marquer le ‘

: : i X.1W
coin 4 gauche de labande d’enhaut par e

Le coinadroir de laméme bande par ,,_

Le milieu de cette bande par m.

La cellule & gauche quieft visa vis le centre par b

MarquEer de plus dans les enceintes impaires
Deux cellules dansla bande d’enhaut également diftan. ek M
tes, Puned’e, lautre d’o | par lesmémes lettresaccentuées,
L’une par 2
L’autre par o
Ec la cellule 4 gauche au deflous d’ par i
Etau cofté droit celle quieft au defus dela cellule qui
eft vis 4 visle centre par ¢
Dans LEs QUARREZ PAIRS.
Ne rien marquer dans les premieres & fecondes en.: XV
cemtes,
Dans toutesles autres generalement marquer
Le coin 4 gauche d'enhaut par
A droit par
Le plus bas des petits nombresd droit par.
Le plus bas des petits'nombres 4 gauche par
Marquew de plus dans les enceintes impaires, 4 com- xyi1rr:
mencer parla 3 ( qui eft celle quia 6 cellules dans la bande
d’énhaut. )

XVIL,

P o - - ]
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390 EXPLICATION

4 cellules dans la bande d’en-haut, deux par ;‘;
.
& deux par %’"
. .

felon ce qui a efté dit S. 1.
A gauche marquer la cellule au deflous d’e par a.
Et a droit celle au deflus d’. par -

$ 4. MAX I"ME 8§
POUR LA DEMONSTRATION DE L'OPERATION.

Deux chiffres, 'un pesiz, autre grand ,€galement dif-
tans du centre, & quifejoignent parune ligne paffant pat
le centre fontunefomme égale 4 deux fois le centre,

%,&ND un petit chiffre eft marqué par une lettre, fon
gran foit nomme ("quand on le voudra exprimer ) parla
majufcule de la mefme lettre,quoy qu'elle ne foit pasmar-
queée.

Ainfi ¢ E font deux foisTe centre.

Et de mefme «. 4,0u€ B, oue 0.

SECONDE MaximE
uATRE chiffresdans la mefme bande, dont Je pre-
mier eft aurant diftantdu 2, quele; du 4 font en propor-
tion arithmetique.

Et par confequent lafomme des extrémeseft égaledla

fomme de ceux dumilien.
EXEMPLES.

€. 6::5.0 Donce. o= ¢. é.

D’ouil s’enfuit que par tout ot font enfemble 2.4, ou
bien ¢é. 4 , ouleursmajufcules E* 0°, on peut fuppofer, lorf-
qu’il s’agicde trouver des €galitezavec d’autres chiffres,
que c’eft comme fic’eftoite. o, E. O, parce que fil'égalicé
s’y trouve en fuppofant que c’efte.o, cllene fera pascrou-
blée en remetrant é. b, en leur place , qui valent autant
Gue ¢.o.

e.m ::m. 0. Donce. o — m. m.
Dans LEs QUARRLZ PAIRS
e.v::¢6 A Donce A= ».c¢
Pour trouver .4, voyez S. 20.

)
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TRrROISIEME MAX1IME. .|
LorsqQuE 4 cellules font un parallelogramme rean. xxv, e
gle ounon retangle, leurs 4 chiffres font en proportion I i
arithmetique. Et par confequent lafomme desextrémes R

eft égale 4 Ja fomme de ceux du milieu, It ]
EXEMPLES. Ig -
DAxs L ES QUARREZ IMPAIRS. L fe

e.m :: a ¢ Donce c= m.a.. XXVI. fi
m.e ::e ¢ Doncm c=0iae. XXVIL ﬂi X
o.m:: . €. Donc,.€ =tm.e XXVIIL ! | 'kr
DANS LES PAIKS. I!i';
e.0:: €. 2 Donce .= o.cC. XXIX. il -
“ C::o0 2 Donc 4.y —= G.o XXX, s
§. 5. Methode pour difpofer magiquement e I

le Quarré naturel; | B
Cet T methode confifte en fort peu de regles; les: yyy; |8 :
. 2 - Ll
unes generales, lesautres particulieres, felon lefquelles il |
faut tranfpofer les chiffres du quarré naturel dansle ma- , ﬁ
gique. iy
PREMIERE REGLE GENERALE e
I. faut difpofer les chiffres par enceintes , ceuxd’une: xxxir, ;

enceinte en I'enceinte femblable, & tout le foin qu'on doit |
avoir d’abord , eft de {gavoir ol 'on doit mertre les petits |
nombres de 'enceinte, parce que la firuation des pesits T'ER
donne celle des grandsfelon les deux regles fuivantes.
SEcoNDE REGLE GENERALE, i
Quanp ona place un pesiz chiffre dans un coin , il faue XXXk |
placer fon grand dans le coin diagonalement oppofé
Ainfi « e%tant placé dans le coin ganche de la bande. ,
d’enhaut , il faudra mettre . dans le coin droit dela ban. i
de d’en bas. .
TrRo1SIEME REGLE GENERALE.
Hors les coins il faut placerles grands vis4 vis des pe- XXX1V;
tits de la bande oppofée..
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392 EXPLICATION

Ceft pourquoy il faut obferver de ne mettre jamais

deux petits en des bandes oppof€es vis a vis |’un de Pautre,
COROLLAIRE DE CES REGLES,

Les chiffres eftant difpofez felon ces regles,

Il s’enfuit, 1. Que les chiffres de deux bandes oppolées
pris enfemble, valent autant de fois ¢ quilya de chiffres
dans les deux bandes. Car un petit & ungrand valent
deux foisc. Oril y a autant de perizs que de grands. Donc

IL senfuit, 2. Que lorfqu’on a prouvé que les chiffres
d’une bandeaprés cette difpofition valent autant de fois
le centrequ'il ya de chiffres ; cette bande eft égale 4 fon
oppofée.

I senfuit, 3. Que quand il y a autant de petits chiffres
dans une bande que dansl'oppof€e, & que la fomme des
uns eft égaledla fomme des autres, c’eft une marque aflu-
rée que la bande eftégaledla bande.

La preuve en eft facile fans que je m’arreftea Pexpli.
quer.

QuATRIEME REGLE GENERALE.

xxxvin IL ne fur fe mettre en peine d’abord que de placer les

XXXIX,

petits chiffres quifont marquez par des lettres : car cela
fait, le refte fe trouve fans peine par cette raifon.,

Dansla bande d’en-haut, dans quelque quarrez & quel-
ques enceintes que ce foit,, outre les cellules marquées par
des lettres

Ou il ne refte rien.

Ou il refte totijours des cellules nonmarquées en nom-
bre pairement pair ; C’eftd dire 4. 8.11. 16. &c.

Er de plus, ils font toiijours 4 4 4 en proportion arith-
metique,

Donc prenant les extrémes & les mettant dans une
bande , & ceux du milieu dans P'oppofée, ils ne trouble-
ront point P'égalicé qui yeftoit déja par les chiffres mar-
quez de lecrres.

It eneft deméme des deux coftez droit & gauche. Car
les petits chiffres qui reftent(s’il en refte outre les mar-

quez)

e %
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quez ) font todijoursen nombre pairement pair 4.8.12.16,

&c. & de 4.en 4 en proportion arithmetique,
Donc comme cy-deflus.

Il n'y adoncplusa fe mettre en peine que de difpofer
les lettres, Ce qui fe fait par les regles particulieres.

§. 6. Regles particulieres pour les Quarrez impairs.

Ily adeuxregles pour ces quarrez , 'une pour lesen-
«ceintes impaires, & 'autre pour les paires.

Pouy les enceintes z'mpafm.

Au coin gauche de la bande d’en haut m
mettre .
Au coin droit de la méme bande, .,

A la bande d’en bas -er queque cellule °
hers les coins e,

Alabande de cofté ducofté d’s, 0.

DeEmMoNsTRATION,
1o eft requis premierement 3 de.
monftrer que ‘dansla bande d’en.
haut .. E.m.valent trois fois le cen_
tre. D’ou il s'enfuivra quelle fera \
€galed la banded’enbas parj6,  °

Orpar(16.)e. . = 2. m. _
Donc ¢.c. E= «. E.m. ;
Or e. c. Ex= 3 c.par 20,

Donc 4. Em=3c, Cequil M c
falloit demonftier.

Rerqus fecondement 4 demonftrer que 4. 0. M. valent
3 ¢ D'ouil senfuivra que cetre bande fera €égaled l'op-
pofce par36.

Or par (17 )a. 0 = m. ¢.

Donc  m.c M = «. 0. M.

O m. . M = 3 ¢ par 10,

Donc s oM— ;e

Ddd
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394 DISTINCTION._

Pouy les enceintes impaires.

IL fuffira de les figurer tout d’un coup.
] m
0
)
6 ¢ &

DEMONSTR ATION:

R Equis premicrement 4 de- e o
monftrer que la bande d'en bas
M. ¢ a b ExtyeCeftadio e
re qu'elle vautenfemble cing fois =
le centre. > ¢
e qui fe prouve ainfi,
Ce quife p | \‘
Fe—
Par (27) W T L g i N
onc €. ¢ 0w g.m.C. :

Donc e.m. ¢. M.E. — é,a. b. M. E.(par 22.)
Or e.m.c. M. E'- = 5.¢. par 20.
Donc M. ¢é. . b. E. = 5¢ Cequ'il falloitdemonttrey
R E quis fecondementd demonitrer que dansla ban-
de droitte m.0. €.e. E= 5 ¢.
Ce qui.fe prouve ainfi.
€. 0 = m.m.par(23.)

Donc e.o, c—= m m. (.

Or mm = m e C

Parce que M. ¢ = @ €, para8,

Done O T - €

Donc e 0.¢. E.O = m. 0. ¢ E. O:

Or ¢. 0. ¢ E, O = 5 ¢ pario.

Donc m, Q.4 ¢.E = 5 ¢ Ce quiil falloit demon{-

CICr,
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§. 7. Pouy les Quarrez_ pairs.

'Oy laiffe 4 part les deux premieres enceintes, quiont XLVL
leur regle particuliere,

Pour les autves enceintes 5mpm're;.

‘La difpofition s’en figure ainfi. XLvir,
8l a 6 -6
e é
¥ ¢
1 ¥
€ o

DEMONSTRATI ON.

‘Requis 1. 4 demonfirer queles » E. «, 0. 0. ¢ XLVHL
fix chiffres-de la bande d’en haut
dont quatre font petitzs , & deux 2\
grands qui viennentde¢ & ¢ qu'on X
amis en bas, valent fix fois le cen- ,,
tre. Ce qui fe prouveainfi.

%, A.0.0.e. E = 6¢. par (20.) / \

Or ces {ix lectresfont €galesaux™ - ,
ix, e, E.«. 0:0. ¢, & e

Car étant les mémes qui fe trouvent de part & d’autre,
{cavoir «..0. 0. E. il ne reftera d’un cofté que 4. ¢: & de
l'autre ‘que ».¢.

Orpar(24.) 4.¢e = o-C.

Donc les fix lettres ». E.2.0.0.¢ = 6 ¢.

REequis 2. & demonftrer quew. e.y =} ¢. 4.6, Carfi cela xvix,
-eft, les grandes feront auffi égales aux grandes, & le tout
au tout par (37.)

Suppofant donc que ¢. 4 foiente.o.(S. 22.) & oftant ¢
& ede part & d’autre, reftz d'une part «, 3. & de l'autre
¢.0.qui font desfommes egales par (30 )
- Doneg o, e,9 = €.6.0.

Donc Jabandeégaleala bande par( 30)
Ddd i
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Pour les enceintes paires.
LA difpofition eneft tres facile , & fe figu #¢ ainfi,

¢ o

é 4
DEMONSTRATION.

Ervre eft fifacile par 32.29. & 37. que je ne m'amufe pas-
a Iexpliquer.

Cette enceinte fe peut encore faire en tranfpofant les
coins &c.

§.8. Regle particuliere pour la premiere & féconde 1

enceinte des Quarrez pairs. l&
CEsdeux enceintes ne fontautre :
chofe que le quarré de 4 quifaic | ! " ik, l__j
16, danslequel il y a deux fortes | ™ _| "¢ 21 g
de bandes. Quatre qui fonr la fe- ] iy e s
conde enceinte, & quon peutap- | 9| 10| 11| r2
peller les bandes exzerigures. Et j——|— — | —}
quatre autres qui coupent le quar- | 13 141 15-] 16

ré, & qu'on peut appeller rranf.
verfales : {gavoir la 2 & Ja 37 de hauten bas.

Etla »* & la 32 de gauchea droir.

Ck qui eft caufe que ces deux enceintes ne fe peuvent
pas difpofer par les reglesdesautres ,.c’eft que les 4 chif-
tres du milieu faifant en divers fens quatre bandes de deux
chacune en ligne droitte , & deux en diagonale , les ban-
des droittesne {cauroient faire des fommes égales, mais
feulement les diagonales.

Or ces 16 chiffres fe pouvant difpofer en tant de manie-.
res que cela eft prefque incroyable ; fgavoir en plusde 20
mijlions d¢ millions:

o el e
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) 10:922:789:871:000.

Il v’y ena proprement que 16 qui foient magiques, c’eft
adire oui routes les bandes faflent des fommes égales ( car
je ne compte pas pourdifferentesdifpofitions celles quine
viennent que de la differente ficuationduméme quarré.)

ET voicy comme on les trouve.

Il faur prendre rotijoursles chiffres 42 4 en cet ordre.,

1. Les quatre du dedans on interieurs.

2. Les quatre coins exterieurs,

3. Lesdeux du milieu de la bande d’en haut, avec Ies
deux dumilieude celle d’en bas.

4. Les deux du milieu delabande 4 gauche , avec les
deux du milieu de celle 4 droit.

Or chacun de ces chiffres prisainfi 43 4. (& qu’on nom-
mera danslafuitte parr.2.3. 4.) peuvent
Ou eftre laiffez en leurméme place ;ce qui fe marquera
Par oL
Ou eftre tranfportez encroix S, André ; ce qui fe mar-
uera par ‘.
Ou directement de gauche d droir; ce qui fe marquera
A z.
QOu dire&ement de haut en bas; ce qui fe marquera
par h.
SurvANT ces remarques, & {e fouvenant de ce que figni.
fient les 4 nombres (1. 2. 3. 4.) & les 4 lertres (o. .. h.g.)
les deux tables {uivantes feront trouver fans peine les 16
difpofitions magiques du quarréde 4.:ou ce quieftla mé-
me chofe desdeux premieres enceintes de tous les quarrez
Pairs.

I Ho L 1V, .. Ve ¥IL .YHI
T o o @ @ £ c c c
1,?7“3"7?77‘;,7
Sl e o e
) =t bt sl el e el O
. Ddd. ¥

LY.
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IX. X. XI. XIiIL XIIL*XIVv. XV.XVI,~

s T e Y B G AR
o b e el G e
v o el | clglels
i B B 0 B B [ e gh B

2vir De ces 16 difpofitions magiques du quarréde 4.ily en

a deux ,{cavoir la 1™ & la 6, ol on ne change que 8 chif-
fres. : :
Deux, fcavoiriar® & la16°, ol onles change tous 16.
Et 12 ol on en change 12. :
wyi,  Voicy un exemple de la 6¢ difpofition , & unautre de
la 16°, On laifle a trouver les autres.

16 2 3| 13 3 3 2 | 16
s1u ol g gl o 1) sl
(s 6_1: .:'_6 7l'_91
AR sl 4

DEMONSTRATIO N

Cuaque bande tant extericure que tranfverfale du
quarré de quatre (oudu quarré compofc des 2 premieres
enceintes de tous les quarrez pairs) eft de 4 chiffresen pro-
portion arithmerique.

Et par confequent la fomme des extrémes eft cgale 4
la fomme des moyens.

Soit donc, par exemple, la fomme des extrémes de la
bande d’enhautappellée 4, la fomme des moyens qui luy
elt égale pourra eftre aufli appellce 4, & ainfi toute la
bande fera 4-4.
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Et par la méme raifon la bande d’en bas pourra eftre
Frf |

Cela érant on peut faire ces bandes €gales par deux.
voies,

La 1 en tranfpofant les extrémes de 'uned l'autre fans
changer lesmoyens. Car alors I'une deviendra f—+ 4.

Et lautre 4 —+£. & ainfi feront égales.

Laiten tranl"pofant lesmoyens f%ns changer lesextré-
mes. Car alors I'une deviendra & —+ £, & lautre f—+ 4, &
ainfi feront encore égales.

Il ne faut quappliquer cecya chacune de ces 16.difpo-

fitions, & ’on verra que les tran{pofitions que l'on y faic-

les doivent rendre magiques.
§: 9. Divers moyens de warier les Quarrez Magiques.

DE ces moyens j'omets ceux qui font trop faciles 4 trou-
ver , & jen’en marqueray que deuxqui font plus impor-

tans, & qu'ona pratiquez dans les deux exemples qu'on 2. -

donnez de quarrez magiques.
PREMIER MOYEN.

Nous avons fuppofé quon tranfporteroit les chiffres
de la premiere enceinte du quarré naturel dansla premie-
re énceinte du quarrémagique ; & ceuxde laz*dans a2
& dela 3 danslase &c. Mais cela n’eft pasneceffaire. Car
pour les chiffres marquez de lettres,il fuffic de ne les trand-
porter qued’une enceinte impaire 4 une autre quelconque
qui foit impaire, comme de la gealar; & d’'une enceinte
paire 4 une paire, comme dela 6°dla 4°

SECOND MOYEN.

Er pour touslesaurres chiffres non marqvez de lettres,
onles peut tranfporter de quelque enceinte que ce foit 4
quelque autre enceinte que I'on voudra; pourvii qu'on
€n prenne quatre enfemble qui foienten proportion arith-
métique , & qu’on ait foin de mettre lesexrremes:dans une

bande, & lesmoyens dans la bande oppofée.

&
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400 EXPLICATION
CONCLUSION.

J& penfe pouvoir conclure de-tout cecy , qu'il n’eft pas
poflible de trouverune methode plusfacile, plus abregée
& plus parfaite pour faire les quarrez magiques, quieft un
des plusbeaux Problemes d’Arichmetique.

Ce qu’elle a de fingulier, c’eft 1. qu'onn’écrit les chif.
fres que deux fois. M

2..Qu’on ne titonne point, mais qu'on eft todjours al-
furé dece que 'on fair, £

3. Que les plus %r:mds quarrez né font pas plus difficis
les 4 faire que les plus petirs.

4. Qu’on les varieautant quel’off veut.

5. Qu'on ne fait rien dont on n’ait demonftration.

6. A quoy on peut ajotiter, que cétte methode efk fi
%cncra[e, que fans y rien changer on pourroit refoudre

ans aucune peine par la mefme voie cer autre, Probleme
qui paroift encore plus merveilleux,

Ayant mis dans an quarre naturel tous les nombres que I'on
wondra enprogrelfion geometrique ,comme 1. 2. 4. 8. 16. €hc.
les difpofer de telle Jorte dunsan quarré femblable | gue tous
Les nombres.de chaque bande multipliez les uns par les autres
Saffent ane fomme égale a celle quefont lesnombres de tonse as-
2re bande mu'tipliex anlfi lesuns parles antres.

En voicy unexempledans le quarre de trois,

——
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F 1N de I Explication des Quarvex, Magignes.
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