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Introduccion

Con la presente obra, los autores buscan introducir al lector en la meto-
dologia del Célculo Matricial para la resoluciéon de problemas estructurales.
A lo largo de las siguientes paginas, se describen en detalle los conceptos
bésicos del Calculo Matricial y su aplicaciéon para la resolucion de estruc-
turas, asi como diferentes técnicas que permitirdan resolver estructuras de
mayor complejidad introduciendo diversas condiciones particulares de car-
ga y apoyo. Para la correcta comprension de los temas descritos en esta
obra es conveniente tener unos minimos conocimientos previos sobre andlisis
matricial y de resistencia de materiales.

El texto, que pretende ser una herramienta 1til para la aplicaciéon del
Calculo Matricial de estructuras, combina explicaciones tedricas y demostra-
ciones numéricas con diversos ejercicios practicos que muestran la aplicacién
de los conceptos. Se incluyen también ejercicios resueltos con el lenguaje de
programaciéon Python!, con cada vez un mayor peso en los ambitos de la
Ciencia y la Ingenieria, describiendo el procedimiento seguido para que pue-
da ser comprensible incluso por lectores que no estén iniciados en el uso de
este lenguaje.

De este modo, esta obra se divide en los siguientes capitulos:

1. Conceptos basicos del Analisis Matricial. Se introducen los con-
ceptos esenciales que se deben conocer para aplicar el método matricial
de célculo de estructuras, tales como discretizacién, grados de libertad,
equilibrio y compatibilidad, y rigidez y flexibilidad.

2. Sistemas de coordenadas y matrices de rigidez. Se expone la im-
portancia de definir y trabajar en el sistema de coordenadas adecuado,
y se definen las matrices de rigidez de los distintos tipos de elemen-
tos mas comunes, asi como el modo en que cambiar de un sistema de
coordenadas a otro.

3. El Método Directo de la Rigidez. Este serd el método que se
aplicard en este texto para resolver los problemas estructurales. Se
describen las bases del mismo y el proceso a seguir para la resolucién
de problemas.

IDisponibles en el repositorio https://github.com /rafaelmgallego/ CALMAT_Python
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0. Introduccién

4. Cargas aplicadas en barras y otras acciones. En este capitulo se
describe el procedimiento a realizar cuando la estructura que se desea
resolver tiene acciones aplicadas en las barras o sufre asientos en los
apoyos.

5. Técnicas complementarias y casos particulares. Se ofrece al lec-
tor herramientas para resolver estructuras que presenten condiciones
particulares, como apoyos no concordantes, apoyos elasticos o ligaduras
entre grados de libertad. Ademds, se expone el método de condensa-
cion estatica de grados de libertad, que permite reducir el tamano del
problema, condensando las relaciones matriciales a un subconjunto de
los grados de libertad.

Finalmente, en la seccién de Anexos, se incluyen las matrices de rigidez
elementales mas empleadas, incluidas aquellas con grados de libertad con-
densados. Se incluye también un breve glosario de la terminologia empleada
en este texto.

XII



Capitulo 1

Conceptos basicos del
Analisis Matricial

Indice
1.1. Introduccién al Calculo Matricial . . . . ... .. 1
1.2. Discretizacién y grados de libertad . . . . . . .. 2
1.3. Métodos de Equilibrio y Compatibilidad . ... 3
1.4. Concepto de matriz de rigidez y matriz de fle-

xibilidad . . . . .. ... 0o oo oo 5

1.1. Introduccion al Calculo Matricial

En el &mbito de la ingenieria, podemos definir estructura como un con-
junto de elementos resistentes capaces de mantener su forma y cualidades a
lo largo del tiempo, bajo la accién de las cargas y agentes exteriores a que
han de estar sometidos'. Es posible clasificar las estructuras segin diferentes
criterios; si atendemos a la tipologia de los elementos que las componen y de
las uniones entre los mismos, podemos distinguir:

» Estructuras de elementos barra.

e Articuladas.
o De nudos rigidos bidimensionales (pérticos y emparrillados).
e De nudos rigidos tridimensionales.

= Estructuras de elementos superficiales

e Superficie media plana: placas y lajas.

IDiccionario de la Real Academia de Ingenieria.
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1. Conceptos basicos del Anélisis Matricial

e Superficie media curva: laminas.
= Solidos deformables tridimensionales.

La expresion Cdlculo Matricial se refiere a las metodologias generales
para el calculo de estructuras de barras, basadas en la nomenclatura
algebraica de matrices y vectores, y orientadas a la implementacién en orde-
nador. Las estructuras superficiales planas o curvas, y los sélidos tridimen-
sionales se podran resolver, de manera aproximada, mediante el Método de
los Elementos Finitos (MEF), que es una extensién del Método Directo de
la Rigidez que se presenta en este libro.

Los métodos matriciales para el cdlculo de estructuras son una extensiéon
de las ideas desarrolladas por Maxwell y Mohr en el siglo XIX. Estos méto-
dos presentan, en general, una gran simplicidad, bastando para su aplicacién
el conocimiento de los teoremas generales del calculo de estructuras y una
base de dlgebra vectorial y matricial. El uso de ordenadores cada vez més po-
tentes ha permitido implementar métodos de calculo matriciales de caracter
general para resolver una gran variedad de problemas, pudiéndose ampliar
con facilidad el cédigo para introducir nuevos elementos o condiciones. Es
importante, sin embargo, conocer los fundamentos béasicos de la metodologia
para no perder el sentido fisico del problema.

1.2. Discretizacion y grados de libertad

Para el analisis de la estructura partimos de los conocimientos que aporta
la Resistencia de Materiales, que nos permite obtener los resultados para
una barra sometida a condiciones cualesquiera de carga y apoyo. Estas barras
0, de forma mas general, elementos se unen entre si en una serie de puntos
llamados nudos.

La discretizacion consiste en representar la estructura como un emsam-
blaje de barras, que se unen en los nudos. El comportamiento global de la
estructura lo encontraremos estableciendo las ecuaciones de la mecanica es-
tructural correspondientes en cada barra y en cada nudo, como veremos mas
adelantes.

+ + +
DISCRETIZACION
+ + +
AN AN
+ +

Figura 1.1: Discretizacién.



Calculo Matricial de Estructuras

Se define como grado de libertad (en adelante gdl) de un punto al
numero de coordenadas que es preciso fijar para que su movimiento quede
determinado. La idea de discretizacion descrita anteriormente implica que se
pasa de tener un nimero infinito de gdl en la estructura (infinitos puntos)
a un numero finito (nimero finito de nudos).

El nimero de gdl se puede expresar para un nudo, para un elemento o
para toda la estructura o sistema. En cada caso, existiran tantos desplaza-
mientos/giros y fuerzas externas posibles como gdl haya.

RN 2N
\

3 gdl/nudo — 6 gdl/elemento — 12 gdl/estructura

Figura 1.2: Grados de libertad en pértico bidimensional.

1.3. Meétodos de Equilibrio y Compatibilidad

En cualquier problema estructural se cumplen tres tipos de relaciones,
que son a su vez las tinicas condiciones de las que se dispone para la resolucién
de las estructuras:

= Las ecuaciones de equilibrio de esfuerzos en la estructura y cargas
externas.

= Las ecuaciones de compatibilidad entre las deformaciones de los
elementos y los desplazamientos de los nudos, y las condiciones de
contorno.

= Las leyes de comportamiento entre esfuerzos y deformaciones.

Estas relaciones vienen esquematizadas en el llamado Diagrama de Tonti:



1. Conceptos basicos del Anélisis Matricial

F, M u, v, 0
Ecuaciones Ecuaciones de
de equilibrio compatibilidad
N, O, M AL k

Leyes de comportamiento

Figura 1.3: Diagrama de Tonti.

En el caso de las estructuras isostaticas el diagrama puede recorrerse
paso a paso en sentido antihorario; pues, por definicién de isostatismo, pue-
den calcularse los esfuerzos resolviendo las ecuaciones de equilibrio, obtener
después las deformaciones en los elementos empleando las leyes de compor-
tamiento y finalmente aplicar las ecuaciones de compatibilidad para obtener
los desplazamientos a partir de dichas deformaciones.

Para estructuras hiperestaticas, sin embargo, no es posible aplicar de
forma aislada las ecuaciones de equilibrio para obtener los esfuerzos, por lo
que habra que emplear de forma conjunta los tres conjuntos de ecuaciones.
Esto se puede realizar de dos formas distintas, mediante lo que se denominan
M¢étodos de Compatibilidad y Métodos de Equilibrio.

Recordémoslos sucintamente:

= Métodos de Compatibilidad, de Fuerzas o de Flexibilidad: se
liberan una serie de ligaduras (restricciones en los gdl) hasta convertir
la estructura en isostatica, expresando las fuerzas y esfuerzos corres-
pondientes a esas ligaduras como acciones externas desconocidas. A
continuacién se resuelve la estructura como isostatica, aplicando suce-
sivamente las ecuaciones de equilibrio, comportamiento y compatibili-
dad. Las ecuaciones finales, las de compatibilidad que dan nombre al
método, conforman un sistema de ecuaciones donde las fuerzas/esfuer-
zos hiperestaticas seran las incognitas.

= Método del Equilibrio, de los Desplazamientos o de la Rigidez:
tomando como incégnitas todos los desplazamientos de los nudos, se
calculan las deformaciones en los elementos mediante las ecuaciones
de compatibilidad, a partir de éstas los esfuerzos en las barras, y final-
mente se plantean las ecuaciones de equilibrio que relacionan fuerzas
externas y esfuerzos, obteniéndose un sistema de ecuaciones donde las
incégnitas son los desplazamientos.

El Método de la Flexibilidad ha sido tradicionalmente usado en Resis-
tencia de Materiales para resolver estructuras hiperestaticas de tamano pe-
queno, teniendo en cuenta las caracteristicas particulares de cada estructura
para simplificar su resoluciéon. El Método de la Rigidez, por el contrario, tie-
ne la ventaja de permitir la definicién del problema de forma general, sin

4



Calculo Matricial de Estructuras

hacer elecciones dependientes de la estructura en estudio, aunque a veces
esto implique la resolucién de un mayor nimero de ecuaciones en el sistema.
El Método de Cross, un método popular hasta finales del s.XX para la re-
solucién de estructuras complejas como pérticos de edificios de gran altura,
es un M¢étodo de Equilibrio, aunque al estar concebido para su aplicacién
manual, sin ordenadores, las ecuaciones de equilibrio se resuelven de manera
iterativa de manera muy sisteméatica y con un minimo de operaciones.

En este libro vamos a presentar el método més 1til y facil de programar,
denominado Método Directo de la Rigidez. Como su nombre indica, es
un método de equilibrio, por lo que las incégnitas del sistema de ecuaciones
resultante seran los desplazamientos. Este método es que el implementan la
totalidad de los programas comerciales de calculo de estructuras, junto con
la generalizacion del mismo, el Método de los Elementos Finitos.

1.4. Concepto de matriz de rigidez y matriz
de flexibilidad

De forma intuitiva, los conceptos de rigidez y flexibilidad de una estructu-
ra o elemento, se refieren a la mayor o menor magnitud de los desplazamien-
tos que se producen al aplicar unas cargas determinadas: los desplazamientos
seran menores si la estructura es mas rigida y mayores si esta es mas flexible.
Si tomamos como ejemplo un un muelle sometido a una fuerza de tracciéon
F que produce un alargamiento u, tenemos:

K K
VAV ol -
/\/> ‘\\ ” “ ,,.._
.

Figura 1.4: Comportamiento de un muelle de rigidez K sometido a una
fuerza F'.

Podemos expresar este comportamiento mediante la siguiente ecuacién,
conocida como ley de Hooke?:

F=ku

donde k es la constante de rigidez del muelle. La rigidez es igual a la fuerza
necesaria para producir un desplazamiento unitario. También lo podemos
expresar, de forma reciproca, como:

u=akF

2Publicada en 1673 como anagrama ceiiinosssttuv, para asegurarse la prioridad del
descubrimiento, que dos afios descrifré en la frase latina, Ut tension, sic vis, que traducido
al espanol seria Como la extensién, asi la fuerza
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empleando en este caso la constante de flexibilidad a, que evidentemente se
relaciona con la de rigidez mediante a = 1/k. La flexibilidad a es igual al
desplazamiento producido al aplicar una fuerza de valor unitario.

Estas ideas pueden extenderse a una estructura generalizando los con-
ceptos de fuerza y desplazamiento. De este modo, si una estructura tiene
n gdl, tendremos un conjunto de fuerzas Fi, F», ..., F}, aplicadas sobre los
gdl, y los correspondientes movimientos uy,us, ..., u,. La ley de Hooke ge-
neralizada serd el siguiente conjunto de ecuaciones lineales:

Fy = Kjuy + Kppug + -+ Kipug
Fy = Koyuy + Kogug + -+ - Koptuy

Fn = Knlul + Kn2u2 + - Knnun
o las relaciones reciprocas,

ur = AP+ A+ - A Fy
Ug = Ao1 Fy + AgoFo + - - - Ao Fy

un:An1F1+An2F2+AnnFn

siendo K;; y A;; constantes que dependen de las caracteristicas eldsticas de
la estructura, como veremos mas adelante.

Podemos escribir los sistemas de ecuaciones anteriores matricialmente
definiendo un vector de fuerzas F' de tamano n x 1,

I
Fy

F,
y un vector de desplazamientos,

Uy

U2

Un

del mismo tamano, de modo que las ecuaciones lineales anteriores pueden
escribirse de forma compacta como,

F=Ku
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u=AF

respectivamente, siendo K la matriz de rigidez y A la matriz de flexibilidad
de la estructura, ambas de dimensiéon n x n.
Las matrices seran,

K1 Ko -+ Ky

Ko Koy -+ Koy
K =

Knl Kn2 T Knn

y

A A - A,

Agp Agy - Ay,
A =

Anl An2 e Ann

Las matrices de rigidez y flexibilidad cumpliran la relacion,
A=K

Veamos estas relaciones tomando como ejemplo sencillo el de una barra
de portico bidimensional, con 3 gdl por nudo. En la figura los gdl estan
numerados segin el orden en que vamos a colocarlos en los vectores de fuerzas
y desplazamientos.

) @
Figura 1.5: Ejemplo de barra con 6 gdl.

La ecuacién matricial que relaciona fuerzas y desplazamientos en la barra
mediante la matriz de rigidez seré:3

3La linea discontinua en los vectores y matrices se usard para separar los términos que
corresponden a nudos diferentes.
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F=Ku=
Fiy K1 Ki2 Ky : Ky Ki5 Kig) [uiz
Fyy Ky Ky Ko : Koy Kos Kog Uy
L M| | B s Kos ) Kas Ko Ko | | 61
Foy Kin Ki Kui Ku Kis Kig | | s
Fy, K51 Kso K3 : Ksy Ks5 Kxe Ugy
M, Ke1 Koz Ko : Koy Keos Ko 02

La definiciéon de la matriz de rigidez es analoga a la descrita para la
constante del muelle, es decir, es la matriz de fuerzas a aplicar para producir
un desplazamiento unidad en el gdl correspondiente. Del mismo modo, la
matriz de flexibilidad sera la matriz de desplazamientos producidos al aplicar
una fuerza unidad en el gdl correspondiente.

Con mayor precisién: la columna j de la matriz de rigidez K representa
las fuerzas que es necesario aplicar en cada gdl para producir una deformada
en la que u; =1y up =0 para k # j.

De modo analogo, la columna j de la matriz de flexibilidad A representa
los desplazamientos que se producen en cada gdl cuando se aplica una fuerza
F; =1y F, =0 para k # j.

Veamos dos ejemplos practicos para afianzar la comprension del concepto
de matriz de rigidez.

Ejercicio 1.1 Calcular la matriz de rigidez de una barra en voladizo con
mddulo de elasticidad E, drea de la seccion A e inercia de la seccion I.

A,

L

NN\

Figura 1.6: Ejercicio 1.1. Barra en voladizo.

Solucion

Cada columna de la matriz K corresponde con las fuerzas a aplicar en
cada gdl para provocar un desplazamiento unidad en cada uno de los 3 gdl
del extremo libre la barra. Por tanto, la primera columna corresponderd con
Uy =1, uy =0 =0:

8
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0
P o 4 ’ A—»EA/L

Figura 1.7: Ejercicio 1.1. Desplazamiento unitario en gdl 1.

Segunda columna, u, =0, uy, =1, 6 =0:

S 12E1/L3
4 - - 4 } 0
1 1

6EI/L?

Figura 1.8: Ejercicio 1.1. Desplazamiento unitario en gdl 2.

Tercera columna, u; =0, uy, =0, § =1:

6E1/L?

q _ q 4EI/L % 0

Figura 1.9: Ejercicio 1.1. Desplazamiento unitario en gdl 3.

Por tanto, se obtiene:

EA
F, = 0 0 Uy
_ _ 12E1 6EI
F=Ku= F, | = 0 281 65 U,
6EI  AEI
M 0 - % 5 %

Como se ha indicado antes, la matriz de flexibilidad se podria obtener
directamente como la inversa de la matriz de rigidez calculada (A = K~1).

Ejercicio 1.2 En la siguiente estructura de barras, calcular los desplaza-
mientos producidos por las cargas aplicadas.
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30 kN

20 kN-m
g E, 31, A

L
E, I,A

| 2L

Figura 1.10: Ejercicio 1.2. Estructura de barras.

Datos: E=2-10kN/m? I =5-10"°m* A=5-10"3m? L=1m.

Solucion

El problema se resolverd mediante el método de la rigidez, calculando en
primer lugar la matriz K y resolviendo el sistema F = Ku.

Calculamos la matriz de rigidez aplicando desplazamientos unitarios en el
nudo en cuestion. Primera columna de la matriz, desplazamiento horizontal
unitario:

GEL/L® ¢\

" 126107,/
.

. .

.

Figura 1.11: Ejercicio 1.2. Desplazamiento horizontal unitario.

Segunda columna, desplazamiento vertical unitario:

BrITe \‘\

- N D) \

Ty 4 . /= .ﬁl \
- ) J 6E(31)

1 ! o) \

- ' EA/L )

t !

Figura 1.12: Ejercicio 1.2. Desplazamiento vertical unitario.
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Tercera columna, giro unitario:

e ~
,

AE(3T \
2L N

, 4EGD) A
’
\
/ 6E(31) ) \
'
20 H
|
]

I
RN 4EI/L
~a /LN I

o
N 6El/L2
N ,’

.

AN

Figura 1.13: Ejercicio 1.2. Giro unitario

Formando la matriz K y montando el sistema:

2EA | 12EI 6EI
0 2 + .3 0 .2 Uy
_ _ _ EA | 9EI __9EI
F=Ku= 30 0 T T 2r3 2L3 Uy
6EI 9ET 10ET
20 L2 T 212 L 0

Sustituyendo los valores de la variables y resolviendo el sistema:

Uy = 1.962-10"° m
u, =1.998-107° m
6 =2.028-10"*rad

Ejercicio Python 1.1

A continuacién se presenta el primero de una serie de ejercicios resueltos
mediante el lenguaje de programacion Python que se incluyen en este texto.
Existen varias distribuciones de Python disponibles de forma gratuita, los
ejercicios incluidos en este libro estan resueltos en la versiéon Python 3.

Le recomendamos instalar el entorno Anaconda (Continuum Analytics).
Descargue la versién compatible con su sistema (Windows, Linux, 0S-X) para
32 o 64 bits. Si dispone de un equipo con recursos limitados, puede instalar
una versién reducida, denominada Miniconda. Dentro de este entorno, utilice
(o instale si ha optado por Miniconda) el entorno Spyder, que tiene activados
recursos de IPython, numpy y matplotlib para facilitar la tarea en calculo
cientifico.

En el presente ejercicio se presenta un cédigo que permite calcular, me-
diante un producto matricial, las fuerzas existentes en los extremos de una
viga a partir de los desplazamientos conocidos en los extremos.

11


https://www.anaconda.com/products/individual#Downloads

1. Conceptos basicos del Anélisis Matricial

A modo de ejemplo, se resuelve el caso de una viga metdlica correspon-
diente a un perfil IPN-200 en voladizo. Tenga en cuenta que cualquier dato
puede modificarse en el codigo para variar las caracteristicas del perfil o sus
condiciones de apoyo. Se toman, por tanto, los siguientes datos de entrada:

= Modulo de elasticidad: F = 210 GPa

» Area: A = 33.5cm?

= Inercia: 1 = 2140cm?

= Longitud de la viga: L =2.8m

Ademas, se consideran conocidos los desplazamientos en el extremo libre
del voladizo:

= Desplazamiento horizontal: u;, = 1 mm

= Desplazamiento vertical: u;, = 1 mm

= Giro: §; = 1 mrad

El siguiente cddigo calcula (y muestra) la matriz de rigidez de la viga,
a través de una funcion definida a tal efecto; y luego opera para obtener el
vector de fuerzas externas, pudiendo asi conocer las fuerzas aplicadas en los
extremos de la viga que dan lugar a los citados desplazamientos.

De forma adicional, se realiza un estudio paramétrico para observar la

dependencia entre la longitud de la viga y la reaccién en el empotramiento,
manteniendo todos los demés parametros constantes.

#===============================================================

#Librerias y funciones necesarias

#===============================================================

from __future__ import division #Para no tener problemas en la
divisidén entre enteros

import numpy as np #Para importar la libreria numpy

import matplotlib.pyplot as plt #Para dibujar
#Funcién para crear la matriz de rigidez de un elemento de 6 gdl
#Poértico 2D (P2D)

def k_p2d(ea, ei, lomn):
k_local = np.zeros([6,6])

#Se rellenan primero los términos de la triangular superior
#En Python las matrices y vectores se indexan desde el

0,1,2,3...

#Una matriz 6x6 tendra indices desde el 0,1,2,3,4,5.
k_local[0,:] = np.array([ ea / lon, 0., 0., -ea / lon, O.,
0.1)

k_local[1,1:] = np.array([12 * ei / lon#**3, 6% ei / lon**2,
0,

-12 * ei / lon**3, 6 * ei / lon**2])

12
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k_local[2,2:] = np.array([4 * ei / lon, 0, -6 * ei / lonx*x2,
2 % ei / lon 1)

k_local[3,3:] = np.array([ea / lon, 0, 0])

k_local[4,4:] = np.array([12 * ei / lon**3, -6 * ei / lon
*%27])
k_local [5,5]

4 *x ei / lon

#E1 resto de la matriz se construye por simetria.

#Se suma k_local + traspuesta (k_local)

#Se resta la diagonal de k_local para que no aparezca 2
veces

#Para escribir la traspuesta de k_local, simplemente se
escribe k_local.T

k_local = (k_local + k_local.T) - np.diag ( np.diag(k_local
) )

#Salida de la funcidn:
return k_local

#Sistema de unidades: [kN], [m]
#Datos de un IPN-200

Elast = 210E6 #210 GPa = 210E6 kN/m2

Area = 33.5E-4 #33.5 cm”2 = 33.5E-4 m~2

Inercia = 2140E-8 #2140 cm~4 = 2140E-8 m~4

Longitud = 2.8 #Longitud en metros
#===============================================================

#Datos del nudo inicial i
ui_x = 0

ui_y = 0

Theta_i = 0

#Datos del nudo final j
uj_x = 1E-3

uj_y = 1E-3

Theta_j = 1E-3

EA = Elast * Area
EI = Elast * Inercia

Mrig = k_p2d(EA, EI, Longitud)
print ("")

print ("Matriz de Rigidez")
print (Mrig)

13
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73 #Para que la salida por pantalla sea mas clara,
74 #fijamos la salida con 3 cifras decimales

75 np.set_printoptions (precision=3)

76 print ("")

77 print ("Matriz de Rigidez")

78 print (Mrig)

7

80 #===============================================================
s1 #Vector desplazamientos

82 #================= ==============================================

g5 #===============================================================
86 #Vector de fuerzas
g7 #===============================================================

ss #Producto Matriz de rigidez * Vector de desplazamientos
g9 #(observe que no es necesario escribir u como matriz-columna) :
90 P_local = np.dot(Mrig,u)

o2 print("")
93 print ("Vector de fuerzas")
94 print (P_local)

o6 #Asignacidén de las componentes del vector de fuerza:
97 Pi_x = P_local[0]

os Pi_y = P_locall[1]
90 M_i = P_locall[2]
100 Pj_x = P_local[3]
100 Pj_y = P_local [4]
102 Mj = P_local [5]

103
104 #Salida por pantalla:
105 print("")

106 print ("Pi_x = ", P_locall[0])

107 print("Pi_y = ", P_locall[1])

108 print("M_i = ", P_locall[2])

0o print ("Pj_x = ", P_locall[3])

110 print ("Pj_y = ", P_local[4])

111 print ("Mj = ", P_locall[5])

112

113 #f===============================================================
114 #Estudio paramétrico

115 #===============================================================

116 Longitudes = np.linspace(0.5, 5, 50) #Vector desde 0.5 hasta 5,
con 50 puntos intermedios
117 VecPi_y = [1

119 for Longitud in Longitudes:

120 Mrigidez = k_p2d(EA, EI, Longitud)

121 P = np.dot(Mrigidez ,u)

122 VecPi_y = np.append(VecPi_y,P[1]) #La posicién [1] es la
segunda, pues la primera es P[0]

123

124 print("")

125 print("Longitud, Pi_y")

126 print("==================" )

14
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for i in range(len(Longitudes)):
print (Longitudes [i], ",", VecPi_y[i])

line, = plt.plot(Longitudes, VecPi_y, label = "P_{iyl}",
linewidth = 2.0)

plt.xlabel("Longitud de viga (m)") #Etiqueta del eje x
plt.ylabel ("kN") #Etiqueta del eje y

plt.legend(loc=0) #Mostrar leyenda en posicidén éptima (loc=0)
plt.show () #Mostrar figura final

Ejecutando el codigo, se obtiene como resultado que las fuerzas en el
extremo libre de la viga son:

Pj, =251.25kN;  Pj, = —0.98kN; M; =2.98kN -m
Y las reacciones en el empotramiento:
Py, = —251.25kN; P, = 0.98kN; M; = —0.23kN -m

El estudio paramétrico muestra una relacién no lineal entre la longitud de
la viga y la reaccién vertical en el empotramiento, lo cual se podia deducir
observando que en la matriz de rigidez la longitud interviene en términos
con potencias en los denominadores de las fracciones. Graficamente se puede
observar como un aumento de la longitud de la viga disminuye el médulo de
la reaccién vertical en el empotramiento a igualdad del resto de pardametros:

—50 4
=100 A
—150 A
=200
=250

=300 A
— F_{iy}

1 2 3 4 5
Longitud de viga (m)

Figura 1.14: Ejercicio Python 1.1. Reaccién vertical en el empotramien-
to en funcién de la longitud de la viga.
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Capitulo 2

Sistemas de coordenadas y
matrices de rigidez

Indice
2.1. Introduccién . .. .. .. ... ... .. 000, 17
2.2. Sistemas de coordenadas . . ... ......... 18
2.3. Matrices de rigidez elementales . . . . . ... .. 24
2.4. Transformacién de coordenadas . . . ... .. .. 28

2.1. Introduccion

En el Capitulo 1 se ha visto la ecuacién matricial fundamental que se
empleard para la resoluciéon de problemas mediante el denominado Método
Directo de la Rigidez (MDR). Esta ecuacién relaciona el vector de fuerzas (F')
con el vector de desplazamientos (u) a través de la matriz de rigidez de la
estructura (K):

F=Ku

Es posible discretizar esta expresion para cada una de las barras o ele-
mentos que componen la estructura, de la forma:

Py = deL (2.1)

donde Py, es el vector de fuerzas del elemento, ky es la matriz de rigidez
del elemento y 9y, el vector de desplazamientos del elemento. El subindice
“L” indica que el vector o matriz en cuestién estd expresado en el sistema
de coordenadas locales del elemento, como se describira a continuacién.

17
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2.2. Sistemas de coordenadas

Como se ha introducido en el apartado anterior, las ecuaciones matriciales
deben estar expresadas en un determinado sistema de coordenadas. Para la
resolucién de estructuras mediante el Célculo Matricial necesitaremos cuatro
sistemas de coordenadas diferentes: de referencia, global, local y nodal.

Sistema de coordenadas de referencia

Normalmente cartesiano, permite definir la geometria de la estructura y
su posicién en el espacio.

Y

X

Figura 2.1: Sistema de coordenadas de referencia.

Sistema de coordenadas global

Permite definir de forma global y coherente en toda la estructura los
gdls de la misma, mediante su descripcién en cada nudo. El nimero de gdl
en cada nudo dependeran del tipo de estructura, de la forma en que se explica
a continuacién.

= Estructura articulada plana (A2D): 2 gd1 por nudo.

y F
X | 1

Figura 2.2: Estructura articulada plana.

18
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Para un nudo cualquiera 4:

F; Uiy
F;, = u; =
F; Ugy

» Estructura articulada tridimensional (A3D): 3 gd1 por nudo.

Figura 2.3: Estructura articulada tridimensional.

Para un nudo cualquiera i:

Ujy

Fi:c
E = Fzy u; = Ugy
Fiz

» Pértico plano (P2D): 3 gdl por nudo.

LX

T T

Figura 2.4: Portico plano.
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Para un nudo cualquiera 4:

Fiz Ui
F;, = Fiy Ui = | Uy
M; 0;

» Pértico tridimensional (P3D): 6 gdl por nudo.

Vaon

y
X 2
z — >1
) A

L

T ANNNNY

Figura 2.5: Portico tridimensional.

Para un nudo cualquiera ¢:

Fiy uiy

Fiz Uz
F, = u; =

Miw eu

My Oiy

= Emparrillado plano (EMP): 3 gdl por nudo.
~ Eg;:( ‘,,1i‘\/‘ﬂ Eg;“

y
X
Z
32 Y2

& s

Figura 2.6: Emparrillado

20
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Para un nudo cualquiera 4:

Fiy uly
FZ = Miz u; = ezz

Sistema de coordenadas local

Es un sistema de coordenadas asociado a cada elemento, permitiendo
definir las ecuaciones matriciales en todos ellos de la misma forma, indepen-
dientemente de su posicién en el espacio.

Los sistemas de coordenadas locales segun el tipo de estructura son:

= Estructura articulada plana (A2D): 2 gd1 por elemento.

Figura 2.7: Elemento en estructura articulada plana.

Para un elemento cualquiera e de extremos ¢ — j:

Piz 51'%
P, = |-k 6, = | =
Pj:L’,L 5j:v,L

» Estructura articulada tridimensional (A3D): 2 gdl por elemento.

Figura 2.8: Elemento en estructura articulada tridimensional.
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Para un elemento cualquiera e de extremos ¢ — j:

p,= |t 6, = | 20k

Pie,L Oja,L

= Pértico plano (P2D): 6 gdl por elemento.

(L)

yb e

X,

T T

Figura 2.9: Elemento en portico plano.

Para un elemento cualquiera e de extremos ¢ — j:

Pz:r,L 5113,L
Py Oiy,L
M; 1, 0;.1
PL = Fr - - -1 (SL = - - 1
ij,L 5Jw,L
Pjy7L 6]’!/ L
M; 1 0,1

= Pértico tridimensional (P3D): 12 gdl por elemento.

y
e
X
z

Figura 2.10: Elemento en pértico tridimensional.
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Para un elemento cualquiera e de extremos ¢ — j:

Py,

Pir,L

&

op =

5iat,L
6iy,L

iz, L

Figura 2.11: Elemento en emparrillado.

Para un elemento cualquiera e de extremos i — j:

Py,

or =

23
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Sistema de coordenadas nodal

Si las condiciones de contorno de un determinado nudo no se ajustan al
sistema de coordenadas global, resulta util definir un sistema de coordenadas
particular para dicho nudo. De forma analoga a la nomenclatura utilizada
para el sistema local, el uso de un sistema de coordenadas nodal se indicaréd
con el subindice “N7.

En la siguiente figura se muestra el ejemplo de un apoyo con deslizadera
no concordante con el sistema global de coordenadas, donde es necesario
definir un sistema de coordenadas nodal.

1

Yiny X )
T

Figura 2.12: Sistema de coordenadas nodal en apoyo no concordante.

La utilidad del uso de un sistema de coordenadas nodal para apoyos no
concordantes se vera con profundidad en el Capitulo 5.

2.3. Matrices de rigidez elementales

Segun la definicién de matriz de rigidez, cada elemento Kj;; de la mis-
ma representa la fuerza segin la coordenada i que provoca un movimiento
unitario segun la coordenada j, manteniendo todos los demas iguales a cero.
De este modo, la matriz de rigidez de cada elemento puede ser generada por
columnas aplicando desplazamientos unitarios en cada gdl . Este célculo se
realiza en coordenadas locales del elemento, para que la matriz obtenida sea
independiente de la posicién del mismo.

A continuaciéon se muestran las matrices de rigidez elementales para los
tipos estructurales més habituales.

Elemento en estructura articulada 2D o 3D

Como se ha indicado, la matriz de rigidez se puede obtener por columnas
aplicando desplazamientos unitarios para cada gdl. De este modo, la primera
columna de la matriz se obtiene aplicando un desplazamiento unitario en el
gdl 1:
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Yo

L Xw
1

1 2 N N

- - —_— -«
! ]

Figura 2.13: Elemento en A2D o A3D, desplazamiento unitario en el
gdl 1.

Aplicando la Ley de Hooke, es facil obtener el valor de la fuerza N:

N AL EA EA

donde E es el modulo de elasticidad de la barra y A el area de su seccién.
Para la segunda columna, aplicando un desplazamiento unitario en el
gdl 2:

Yo

L> @)

W1 2 N N

i i

Figura 2.14: Elemento en A2D o A3D, desplazamiento unitario en el
gdl 2.

Siendo, igualmente, N' = FA/L.
Por tanto, la matriz de rigidez elemental para una barra de estructura
articulada queda:

EA | _EA

kp=f-%-+-" 2.2

L R (2.2)
L L

Elemento en poértico 2D

El procedimiento es igual al indicado para el caso de la estructura articu-
lada. Graficamente, para las tres primeras columnas (siendo E el médulo de
elasticidad de la barra y A e I el area y el momento de inercia de su seccion,
respectivamente):

6EI/L2 2EI/L
- N

1
EA/L [ EA/L
e

v A\
12E1/L3 6EI/L?

gdl 1 gdl 2 gdl 3

Figura 2.15: Elemento en P2D, desplazamientos unitarios en los 3 pri-
meros gdl.
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Por simetria es posible obtener los elementos correspondientes a los des-
plazamientos unitarios en el extremo j (columnas 4, 5 y 6 de la matriz),
resultando la matriz de rigidez elemental siguiente:

EA | _EA
7 0 0 | 7 0 0
0 12E1 6EI 1 12EI  6EI
L3 L2 L3 L2
0 6E1 4EI ' 6EI 2E1
kL_,,,,,,,LQ,,,,L,,L ,,,,,, L2__ _L_ |
EA ' EA
— = 0 0 | # 0 0
0 12E1 6EI 0 12E1 651
— I3 —z ! 3 )
|
0 6EI 2BI | 6EI 4EI
L? L, L2 L

Elemento en pértico 3D

Siguiendo el mismo procedimiento, para un elemento de pértico tridi-
mensional, con 6 gdl por nudo (12 por elemento), se obtiene la siguiente
matriz 12 x 12:

gy — | Fir ) Rur
kji,r ' Kjj.o
donde
2 0 0 0 0
0 2B 0 0 0 DL
_— 0 o 2E o L g
1, L —
0 0 0o < 0 0
6E1, 4FE1,
0 0 - 0 - 0
0 S 0 0 0 ABL
—£4 0 0 0 0 0
0o —2EL 0 0 0 Gl
12E1, 6EI,
k. = O 0 — I3 § 0 —TIz O
17, -
0 0 0 -&L 0 0
0 0 85 o X9
0 %L 0 0 0 2BL:
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—£4 0 0 0 0 0
0o —2EL 0 0 0o %L
12E1, 6E1,
Ji,L ey
0 0 0 (| 0
0 0 N -
6EI, 2FI,
0 bl 0 0 0 2L
20 0o 0 0 0
o L o o o %L
M o BELoo %L g
J3,L GaJ
0 0 0 =0 0
0 0 Ol o 2
6EI, 4FE1.
0 —SE 0 0 o0 AL

donde, ademés de los parametros ya descritos, intervienen el moédulo de
elasticidad transversal o médulo de cizalladura (G) y el médulo de torsién
(J). Ademés, en este caso es necesario distinguir entre la inercia de la seccién
segun el eje y y el eje z del elemento (I, e I, respectivamente).

Elemento en emparrillado plano

Por tltimo, para un elemento de emparrillado:

12E7T 6ET1

I
\ _12EI  6EL
3 72 0 | 3 2 0
6EI 4ET 0 | _6EL  2BI 0
% L A L
GJ | _GJ
P L SN N S
_12EI _ 6EI o | 12BI _eEI
L3 2 | L3 L2
6EI 2B1 0 | _6EI  4EI 0
2 L : L2 L
_GJ GJ
0 0 L0 0o &

Los elementos que se han presentado son los mas usuales, pero podrian
definirse matrices elementales para otros tipos de elementos segin las nece-
sidades. En el Capitulo 5 se incluyen algunos de ellos.

Es importante, ademas, tener en cuenta que en los calculos realizados no
se ha tenido en cuenta la deformacién por cortante de las barras.
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2.4. Transformacion de coordenadas

Para el ensamblaje de las ecuaciones de los elementos, a fin de obtener la
ecuacion de rigidez de la estructura, es necesario transformar las matrices y
vectores de un sistema de coordenadas a otro. A continuacién se describen
los cambios de coordenadas del sistema nodal al global y del sistema local
al global y viceversa, para estructuras de tipo A2D y P2D. El procedimiento
para obtener el cambio de coordenadas en las otras tipologias estructurales
es analogo.

Cambio nodal-global en estructura A2D

Supongamos en un nudo cualquiera de una estructura dos pares de ejes
cartesianos, uno global y otro nodal, formando entre si un angulo «. Su-
pongamos también un vector de fuerzas Py = {P, n, P, n} descompuesto
segln los ejes nodales:

YNy

a Px Xy

Tt X

Figura 2.16: Transformacién de coordenadas nodal-global.

Las componentes de dicho vector P en coordenadas globales seran: !

P, =P, ycosa— Py ysenc

P, = P, nsena+ Py ycosa

Por simplicidad, en adelante escribiremos ¢ y s como cos« y sen a, res-
pectivamente. De este modo, y expresandolo en forma matricial, tenemos:

P.c c —s P, n
’ = ’ = PG = mNGPN
Py7G S & Py,N

1Para facilitar la comprensién, en el presente apartado se incluye el subindice “G” a
los elementos en coordenadas globales. De forma general y por simplicidad, este subindice
se omitird, quedando sin subindice los vectores y matrices que se expresen coordenadas
globales.
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donde se denomina myc a la matriz de cambio de coordenadas de
nodales a globales, que en el caso de una estructura A2D es de la forma:

c —S
myg =
S C

Es importante tener en cuenta que el angulo « utilizado para definir
la matriz de cambio se mide desde el eje global hacia el nodal en sentido
positivo (antihorario).

Evidentemente, este cambio no sélo es aplicable al vector de fuerzas, sino
a cualquier vector en el sistema. En el caso del vector de desplazamientos:

0c = myconN

Si atendemos ahora a la transformacién inversa, de coordenadas globales
a nodales, tenemos:

P,y =P, gcosa+ P, gsena
Py Ny =—-PFP,gsena+ P, gcosa

En forma matricial:

Py N [ P, a
’ = ’ = Py = mGNPG
Pny —S C Py’G

donde se observa que la matriz de cambio de coordenadas nodales a globales
es la traspuesta de la matriz de cambio de coordenadas globales a nodales,
y coincide en este caso con la inversa:

-1 T
myGg = Mgy = MgN

Como se ha indicado, los cambios de coordenadas son aplicables a cual-
quier vector. Para el vector desplazamientos:

on = mandc

Cambio nodal-global en estructura P2D

Tomamos como ejemplo de nuevo un vector de fuerzas P. Al tratarse
de una estructura tipo pértico 2D, este vector tendra una tercera compo-
nente correspondiente al momento, la cual no varia al girar el sistema de
coordenadas:

P, =Py ncosa— Py nsena
Py =P, nsena+ Py ycosa
Mg = My
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En forma matricial:

Px,G c —s 0 Pz,N
Pyc|=]|s ¢ O0||Pn| = Po=mncPy
M 0 0 1)\ My

siendo entonces la matriz de cambio de coordenadas nodales a glo-
bales para una estructura P2D:

c —s 0
myg=1|s c¢ O
0O 0 1

La transformacién inversa, donde se cumple de nuevo que myg = mg N
sera:

Py N c s O P, a
Pn|=|-s ¢ 0| |Pc = Py =mgnFPq
My 0 0 1) \ Mg

Al igual que en el caso anterior, el cambio es valido para cualquier vector,
incluido el vector de desplazamientos.

Cambio local-global en estructura A2D

Tomemos de nuevo el ejemplo del vector fuerzas para obtener el cambio
de coordenadas de locales a globales. Las barras de una estructura articulada
sélo trabajan a axil (compresién/traccién), por lo que en cada nudo el vector
fuerza sélo tiene componentes en la direccion x local de la barra. Al descom-
poner estas fuerzas segun los ejes globales, se obtendra una componente en
la direccién x y otra en la direccién y del sistema global.

Local (2gdl/elemento) Global (4 gdl/elemento)

Figura 2.17: Transformacién de coordenadas local-global para A2D.
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Esto implica que el vector de fuerzas P tendra dimensiones 2 X 1 en
coordenadas locales (una fuerza por nodo en direccién zy) y sin embargo
tendrd dimensiones 4 x 1 en coordenadas globales (dos componentes, x e y,
para la fuerzas en cada nodo):

Pi:v,G
P [Dor), p, o [P | Pue
ij,L Pj,G sz,G
Pjy.c
El cambio de locales a globales seré:
Piz.¢ = Pig,1 cosa
Py ¢ = Pz rsena
Pjy.¢ = Pjg,pcosa
Pjy,¢ = Pjz,1 sena
que matricialmente quedas:
Pi;c,G & : 0
P; G S ! 0 P; L
S I e - = Pg=MpcPL (2.3)
Pj: 01 c| \ Pz
|
Piy.c 0r1s

Donde M es la matriz de cambio de coordenadas de locales a
globales. La expresion 2.3 se puede expresar también como:

P, g mrg' 0 P L
P; g 0 j mrg P;y
siendo
c
mrpg =
s

la matriz de transformacién de locales a globales para cada uno de los nudos
de la barra.

El cambio inverso, de coordenadas globales a locales, queda de la siguiente
forma:
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Piw,G
Pia:,L c s'0 O Piy,G
- — = — - - —]= = = - =

Pja:7L 0 0'c s sz,G
Pjy.a

P L mgr ' O P ¢

= o= -

P; 1 0 '"mgr) \Pjc

De nuevo Mg = MZ; y también mpc = m%;.

Cambio local-global en estructura P2D

En este caso tenemos 6 gdl/elemento tanto en el sistema local como en
el global.

Y

Local (6 gdl/elemento) Global (6 gdl/elemento)

Figura 2.18: Transformacién de coordenadas local-global para P2D.

Las componentes del vector fuerza en el nodo ¢ (andlogo para j) en coor-
denadas globales son:

Pis.¢ = Pig,p cosa — Py, sen o
Piy,G = Piac,L cosa + Piy,L sen o
M;c =M,
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Expresado matricialmente para el elemento de nodos ¢ — j:

Piw7G c —s 0 : 0 0 0 Piw7L
Py s ¢ 0 : 0 0 0 Py 1
M; ¢ 0 0 1,0 0 0] M
***** =t =1 "1 = PG:MLGPL
Py 0 0 0,¢ —s O||Puar
|
Pj%c 0 0 01s c 0 PJ%L
|
M; a 0 0 0:0 0 1 M; 1,

Que, igual que en el caso anterior, se puede expresar por nodos:
I
P, mrg ' O P
il IR et U D
f’j@ 0 'mpg Pj’L

La transformacion inversa (global-local) se realiza mediante la matriz
Meay, = MEG; cumpliéndose también que mpg = mgL.

A continuacién se muestra un ejemplo sencillo de aplicacién de los cam-
bios de coordenadas de vectores para hallar los esfuerzos en una barra.

Ejercicio 2.1 Calcular los esfuerzos en la barra de la figura, perteneciente
a un portico 2D, de la que se conocen los desplazamientos en sus extremos

segun los ejes cartesianos globales XY :

012 = 01y = 01 = 0 (extremo 1 empotrado)

O30 = 3.088-1072m;  §yy = —3.100-1072m; 6y = —1.317- 10 3rad

1

Figura 2.19: Ejercicio 2.1. Elemento P2D.

Datos: H="5m; E=2-10t/m? I =18-10"2m%* A=0.2m?.
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2. Sistemas de coordenadas y matrices de rigidez

Solucion

Los esfuerzos se pueden obtener directamente a través de las fuerzas en
coordenadas locales de la barra. Estas se obtienen, aplicando la ecuacion 2.1,
como:

P, = kL(SL

La matriz de rigidez kr, es la matriz elemental para un elemento P2D, mos-
trada en el apartado 2.8. Para poder aplicarla necesitamos transformar los
desplazamiento a coordenadas locales, que aplicando las ecuaciones de trans-
formacion vistas:

0r = Mgro
Al tratarse de una barra P2D:
0121 c s Oi 0 0 O 1z
S1y,L —s ¢ 0,0 0 0f]dy
| |0 01,0 0 0|6
(60| [0 001 ¢ s 0|0
Say.r 0 0 01-s ¢ 0|0y
02,1, 0 0 0; 0 01 02

donde ¢ = cosa, s =sena y o = 45°. Sustituyendo y operando, se obtiene:

oL

—8.485-107°
—4.376 - 102
-1.317-107*

De esta forma, el vector de fuerzas en coordenadas locales es:

Piar 24 0 o 1 -E4 o 0 0
|
Ply,L 0 liEI % | 0 liEI 6LEI 0
My LI - S SRR N - e I RN
Pau 1 —-E4 0 o | £A 0 0 —8.485-10°
‘ —
Pay,1, o -5 _SEL g 2BL _GEL | | 4376102
Ma, 1, 0 e N R ~1.317-1073
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que, sustituyendo los valores de los pardmetros y operando, queda:

4.80
4.78

Po=|-"-

Grificamente:

4.78

»\1
4.80 %17.56

Figura 2.20: Ejercicio 2.1. Fuerzas en la barra.

Se observa que la barra estd en equilibro. Representamos por dltimo las

leyes de esfuerzos en el elemento:

Flector [kKN - m]

Axil [kN] Cortante [kN]

Figura 2.21: Ejercicio 2.1. Esfuerzos en la barra.
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Cambio de coordenadas de la matriz de rigidez

Hasta el momento hemos visto como cambiar de coordenadas los vectores
que intervienen en el problema, veamos ahora cémo hacerlo para la matriz
de rigidez.

Comenzamos con el caso de cambio de locales a globales. De lo explicado
anteriormente, sabemos que:

Py = kL5L

} = P, =k Mcgroa
0, = McLéc

Multiplicando por Mg por la izquierda:
MpePr = MrckrMcrdc
Como sabemos que Mg Pr, = Pg, entonces:
Pg = Mgk MgLdc
Y dado que se debe verificar que Pg = kgdg, podemos deducir que:
ke = MpckrMcr

La expresién obtenida es aplicable andlogamente al cambio inverso, de
globales a locales, y también a los cambios de coordenadas entre los sistemas
nodal y global.

De forma general, podemos decir que para transformar la matriz de ri-
gidez de un sistema de coordenadas A a un sistema B, se debe multiplicar
por la izquierda por la matriz de cambio de A a B y por la derecha por la
matriz de cambio de B a A:

kp=MspkaMpy

Ejercicio 2.2 Obtener la matriz de rigidez de una barra de estructura ar-
ticulada bidimensional en coordenadas globales. La barra se encuentra for-
mando un dngulo o con el eje global X.

Solucién
Conocemos la matriz de rigidez en coordenadas locales de un elemento
A2D (Ecuacion 2.2) y la matriz de cambio de coordenadas locales a globales

para estructuras A2D (Ecuacion 2.3), asi como su transpuesta. De esta forma,
aplicando la expresion que permite la transformacion de coordenadas de la
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matriz de rigidez:

C:O

stol (22 B2\ (¢ 510 0
ko = MigkoMar = | - - { f-Z-+ - {--——--

0,c + ‘ = 0 Ojc s

|

0rs

donde, recordemos, llamamos ¢ y s al coseno y al seno del dngulo a, respec-
tivamente. Operando:

c cs : —c® —cs
EA cSs s2 : —cs —g2
o=l e
—c© —cs, ¢ cs
|
—cs —s21 ¢cs &2
I

Se puede observar que la matriz pasa de tener dimensiones 2 X 2 en coor-
denadas locales (2 gdl/elemento) a tener dimensiones 4 X 4 en coordenadas
globales (4 gdl/elemento).

Ejercicio Python 2.1

Sea una barra de tipo A3D que va desde el nudo ¢ = (10,10,0) al j =
(20,30,60) (coordenadas en metros). La barra tiene mddulo de elasticidad
igual a 210 GPa y una seccién de 4rea 2 cm?. Calculemos la matriz de rigidez
de la barra en coordenadas locales y globales.

El procedimiento seguido en este caso es el siguiente:

1.

Crear una clase “Punto” que genera puntos a partir de coordenadas,
asi como una funcién capaz de calcular la distancia entre dos puntos
(longitud de la barra).

. Crear una clase “A3D” para representar barras A3D a partir de un

punto inicial, un punto final y unas propiedades E'A. La clase “A3D”
incluye una funcién para calcular la matriz de rigidez de la barra A3D
en locales, otra para calcular la matriz de cambio de coordenadas de
locales a globales y otra que usa las dos anteriores para obtener la
matriz de rigidez en coordenadas globales.

Se introducen los datos del problema utilizando la clase “Punto”.
Se crea la barra mediante la clase “A3D”.

Se utilizan las funciones de la clase “A3D” para obtener las matrices
de rigidez en coordenadas locales, de cambio local-global y de rigidez
en coordenadas globales.
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6. Se imprimen los resultados.

ff===============================================================
#Librerias y funciones necesarias
ff===============================================================
from __future__ import division

import numpy as np

#Clases y funciones para matriz de rigidez A3D
#Programacién orientada a objetos

ff===============================================================
# _______________________________________________________________
#Definicidén de la clase "Punto". Coordenadas (x, y, z) de un
punto
# Observacidén: Se inicializa con las coordenadas (0,0,0)
# Ejemplo: pl = Punto() generara un punto pl de coordenadas
(0,0,0)
# pl = Punto(1,2,3) generara un punto de coordenadsa
(1,2,3)
# Uso de la funcidén coords ()
# Muestra por pantalla el punto, en formato (x,y,z)
# Ejemplo: pl = Punto(1,2,3)
# pl.coords ()
# (Se muestra en pantalla (1,2,3) )
# _______________________________________________________________
class Punto:
""" Clase para representar los puntos en 3D, coordenadas x,
y, zZ nnn
def __init__(self, x=0, y=0, z=0):
self.x = x
self.y =y
self.z = z
def coords(self):
return " ({0}, {1},{2})".format(self.x, self.y, self.z)
# _______________________________________________________________
#Definicidén de la funcién "longitud"
# Esta funcién calcula la distancia entre dos puntos
# Notas : += es una funcidén interesante, heredada de C
# Ejemplo: a = a + b se escribe a += b
# Esta funcidén trabaja con pl,p2. Es una funcidén "amiga" de
la clase Punto
# ______________________________________________________________
def longitud(pl, p2):

""" Devuelve la longitud (médulo) del vector pl-p2 """
Longitud = 0

Longitud += (p2.x - pl.x ) *x* 2

Longitud += (p2.y - pl.y ) ** 2

Longitud += (p2.z - pl.z ) *x 2

Longitud = np.sqrt(Longitud)

return Longitud



70

79

88

a(
91
92
93
94
95

96

Célculo Matricial de Estructuras

# Definicidén de la clase A3D, para barra articulada 3D

class A3D:
""" Clase para representar la barra articulada 3D
def __init__(self, pl = Punto(), p2 = Punto(), EA = 0):
self.pl = pil
self .p2 = p2
self.ea = EA

nwnn

#Funcién para obtener la matriz de rigidez A3D en locales (2x2)
def mrig_local(self):
L = longitud(self.pl,self.p2)
K_L = np.array([[self.ea / L, -self.ea / L],
[-self.ea / L, self.ea / L1])
return K_L

#Funcién para obtener la matriz de cambio de base de Local a
Global
#Para matrices A3D
def m_lg(self):
L = longitud (self.pl, self.p2) #Se usa la funcién
definida antes "longitud"
#Definicidén del vector unitario de direccidn pl
apuntando a p2
vx = (self.p2.x - self.pl.x) / L
vy = (self.p2.y - self.pl.y) / L
vz = (self.p2.z - self.pl.z) / L
#Montaje de la matriz de cambio de base de Local a
Global.
#Recuerde: Por columnas, se indican los vectores del
sistema Local, referenciados en el sistema Global.
M_LG = np.array([[vx, 0],
[vy, o1,
vz, 01,
[0, wx],
[o, vwvyl,
[o, wvzll)
return M_LG

#Funcién para obtener la matriz de rigidez A3D en globales (6x6)
def mrig_global(self):

M_LG = self.m_1g() # Se llama a la funcidén previamente
creada
K_L = self.mrig _local() # Se llama a otra funcidn

previamente creada

#Producto matricial para construir la matriz de rigidez
en globales.

K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ))

return K_G
#Funcién para escribir por pantalla la matriz de rigidez A3D
def imprime_mrig(self):

np.set_printoptions (precision=3)
print (self .mrig_global())
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# Datos de entrada, usamos la clase "Punto" creada

Puntol = Punto(10,10,0)

Punto2 = Punto (20,30,60)

Elast = 210E6 # kN/m2

Area = 2E-4 # 2 cm2, pasado a m2

EA = Elast * Area

# Creacidén de un objeto de tipo A3D, a través de la clase A3D

# Usaremos las funciones del objeto "barraA" de clase A3D.
# Para usar una funcidén de la clase A3D, se escribe
nombredeobjeto.funcién(argumentos)

matrig = barralA.mrig_global () # matriz de rigidez local
mat_lg = barradA.m_1lg() # matriz cambio local-global
matrig_local = barral.mrig_local() # matriz de rigidez global
ff===============================================================
# Impresidén de resultados
f==============================================================-=

print ("Matriz de rigidez en coord. locales")
print (matrig_local)
print [CED)

print ("Matriz de cambio de base Local - Global")
print (mat_1g)
print ( " n)

print ("Matriz de rigidez en coord. globales")
barral.imprime_mrig ()

Los resultados obtenidos utilizando el c6digo anterior con los datos men-
cionados son:
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kp,

Mg =

kp

656
—656

0.156
0.312
0.937

0

0

0

16
32

I —656

F - — — + — — —

I 656

0
0
0
0.156
0.3126
0.937

—192 576 1 96 192
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3.1. Planteamiento del problema

Como se ha visto en el apartado 1.2, del Capitulo 1, el Calculo Matri-
cial se basa en aplicar un proceso de discretizacién a la estructura para
idealizarla como un conjunto de elementos unidos mediante nudos.

Para definir una estructura, de cara a plantear las ecuaciones del modelo
necesitamos determinar lo siguiente:

= El tipo estructural (A2D, P2D, A3D,...).

= La posicién de los nudos con respecto a un sistema de coordenadas de
referencia.

= La conectividad de los elementos, es decir, nudo inicial y final de cada
una de ellas.

= Las propiedades de los materiales y las secciones de los elementos.

= Las condiciones de apoyo.
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= Las cargas actuantes.

El objetivo del calculo estructural es encontrar la respuesta de una estruc-
tura dada ante unas acciones definidas. Las acciones vamos a representarlas
por un vector F' de n = N -ngdl componentes, siendo IV el nimero total de
nudos, y ngdl el nimero de gdls por cada nudo!, que contendrd las fuerzas
aplicadas en cada uno de los nudos. Por ejemplo, para el caso de un P2D en
cada nudo hay ngdl = 3 gdl de modo que el vector de fuerzas sera:

le

My

La respuesta de la estructura seré la deformada que se produzca, es decir
los desplazamientos en los nudos, y que podemos recoger en un vector de
desplazamientos u del mismo tamano N - ngdl de la siguiente forma,

Uty
uly
th

N

1Puede ocurrir que diferentes nudos tengan un ntimero distinto de ngdl pero no es
necesario entrar en esos detalles en este momento de la exposicién.
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para el caso, igualmente, de un P2D.

Global (4 -3 = 12 gdl/estructura) Local (2 -3 = 6 gdl/elemento)

Figura 3.1: Grados de libertad de P2D en los sistemas global y local.

En el diagrama de la figura 3.2 se representan todas las variables del
problema en coordenadas globales. Las fuerzas aplicadas en los nudos seran
conocidas?, mientras que esfuerzos en barras P¢, desplazamientos en barras
8¢ y desplazamientos en nudos u son desconocidos®. En total habrd N -ngdl+
4-FE-ngdl = (N + 4F) - ngdl incégnitas, siendo E el nimero de barras de
la estructura; ngdl incognitas en cada nudo y ngdl en ambos extremos de
cada barra. Como veremos mas adelante, el niimero total de ecuaciones es
el mismo.

F u

Ecuaciones Ecuaciones de
de equilibrio compatibilidad

Ley de
comportamiento

pP° 6°

Figura 3.2: Diagrama de Tonti para la estructura discretizada.

En el MDR vamos a obtener la relacién directa entre datos a nivel de estruc-
tura, las fuerzas F', y las incdgnitas a nivel de estructura, los desplazamientos
u, de la forma,

F=Ku

que serda un sistema de n X n incognitas, siendo n = N - ngdl, y donde
K se denomina matriz de rigidez de la estructura. Para ello, usando las
ecuaciones de compatibilidad, comportamiento y equilibrio, eliminaremos
las variables a nivel de barra, P€ y 8¢, para obtener la relacion directa entre
F y u. Las ecuaciones del sistema vamos a establecerlas en el siguiente orden:
compatibilidad, comportamiento y finalmente, equilibrio, como se indica en
la Figura 3.2.

2Salvo las reacciones, como veremos mas adelante en la seccién 3.3
3Salvo aquellos que sean conocidos por las condiciones de contorno, como veremos mas
adelante en la misma seccién 3.3
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3. El Método Directo de la Rigidez

Veamos paso a paso la aplicacion de estas ecuaciones, y cémo se obtendra
el sistema de ecuaciones de rigidez global a que da lugar.

3.2. El Método Directo de la Rigidez

Los pasos para obtener el sistema global de rigidez F = Kwu se describen
a continuacion.

Ecuaciones de compatibilidad

La compatibilidad de los desplazamientos de la estructura implica que
los extremos de las barras que llegan a un nudo k se moveran lo mismo
que el propio nudo. Esto es la mera afirmacién de que las barras que estan
unidas antes de aplicar las cargas, lo estaran después de la deformacion: es
una afirmacién meramente geométrica. Las ecuaciones que por tanto han de
cumplirse son,

wp =80 =62 =58%=-. Vk=1..N (3.1)

siendo e; 3 k todos los elementos que confluyen en el nudo k. Otra forma de
expresar estas ecuaciones es barra a barra, pues en ambos extremos habra
de cumplirse que,

Jf:ui
e _ .
07 = u;

para todo e = 1,... F, siendo ¢ y j los nudos de la barra e. Visto de esta
manera estd claro que habrd un total de 2 - E - ngdl ecuaciones.

Ecuaciones constitutivas / ley de comportamiento

En cada barra de la estructura se cumplira la siguiente relacion,

B\ _ (k) (%
Py kji ' kj; ) \95

donde se ha anadido el superindice “e” para indicar el elemento e al que se
aplica la relacion de rigidez. Esta expresion es aplicable a todas las barras
independientemente de su posicién, y la obtenemos a partir de las equivalen-
tes en coordenadas locales, mediante las transformaciones que se han visto
en el capitulo 2.

Estas ecuaciones, que suman un total de 2 - E - ngdl, vamos a escribirlas
para cada uno de los nodos, multiplicando por bloques:

P = k568¢ + k¢,6¢

[ ]

P{ = k5,00 + K06

Ji~i I
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pues sera necesario para el proceso de reduccién al sistema global, como
veremos a continuacion.

Nétese que la fuerza elemental en un nudo, por ejemplo el P tiene dos
sumandos: la fuerza debida al movimiento del propio nudo i (k§;6¢), y la

debida al movimiento del nudo j (kf;d%). Los subindices de las matrices
indican precisamente eso: asi kf; es la fuerza en el nudo i, debido a un

movimiento unidad en el nudo j.

Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio se han de cumplir en cada nudo de la estruc-
tura:
F,=> P’ Vi=1...N (3.2)
et
donde la expresion e 5 i indica de nuevo que el sumatorio se extiende a todos
elementos e que confluyen en el nudo i. Puesto que en cada nudo hay ngdl
grados de libertad, el total de ecuaciones de equilibrio es IV - ngdl.

Montaje del sistema de ecuaciones global

El conjunto de ecuaciones anteriores suma un total de (IV 4 4F) - ngdl,
que es igual al nimero de incoégnitas. Para obtener el sistema de ecuaciones
global F = Ku, procedemos a eliminar las variables P¢ y §¢ realizando los
siguientes pasos:

Eliminacién de 6°: Aplicando las ecuaciones de compatibilidad, se elimi-
nan los desplazamientos &7 y &5 de la relacién P°¢ = k°§¢ sustituyéndolos
por los desplazamientos en los nudos u; y wu;, respectivamente. La ley de
comportamiento quedard entonces de la forma,

€ __ 1.6, e .
Py = kju; + kjju;

¢ _ ke, + kC.u;
P; = kjui + kju,

En este proceso hemos usado las 2 - E/ - ngdl ecuaciones de compatibilidad
para eliminar §° incognitas, que también son 2 - F - ngdl.

Eliminaciéon de P¢: Aplicamos las ecuaciones de equilibro 3.2, para eli-
minar las variables P€, sustituyendo sus expresiones obtenidas més arriba,

F,=> (kfu;+kju;) Vi=1...N (3.3)
e31

El resultado es un total de IV -ngdl ecuaciones, para N -ngdl incégnitas.
Estas ecuaciones podemos escribirlas de forma matricial de manera directa*

4Y de aqui proviene el nombre de directo de este método matricial
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3. El Método Directo de la Rigidez

observando que la submatriz elemental kf; aparece la i-¢ésima ecuacion, mul-
tiplicando a la j-ésima incognita, y por tanto la matriz global del sistema
vendra dada por:

e b c
DL T R A
| e51 _ _ . _ _ _ L i ___J__L____]
a [ e | [ d [ [ f
21 \ZkQQ\' | in | T k2n
| _ _ __led2 _ _ L _ _\__ __t__L____]
\ [ [ oL
[ [ [ o
K=}---- e e e I S (3.4)
b [ d [ \E e | [ 9
kzl | kz2 LT ku P km
,,,,, L __Lo__1_e>_ _ 3 _ _ 1 ____]
[ [ [ . [ [ .
[ [ [ [ [ :
,,,,, o ,,‘,,g, e = — = 1
C e
! ' , €eon

Cabe destacar:

= Cada elemento i¢ de la diagonal principal esta formado por la suma de
las submatrices kf; de las diferentes barras que confluyen en el nudo .

= Todo elemento e que une dos nudos ¢ — j tendra sus 4 submatrices en
la matriz de rigidez, y se ensamblardn o montardn en las posiciones i,
j7, 17 y ji. En la expresion 3.4 podemos comprobar que el elemento a
une 1y 2,el b, 2eid,elec,lyn,eld, 2ei, el f,2yn,y finalmente el
g, 1y n.

= Como consecuencia de lo anterior, cuando no exista ninguna barra en
la estructura que conecte dos nudos ¢ y 7, las componentes de la matriz
de rigidez K en las posiciones ij y ji seran nulas.

Podemos ver por tanto, que las submatrices kf; de cada elemento pueden
ensamblarse directamente sobre la matriz global K, simplemente conocien-
do la numeracién de los nudos. Por ejemplo, para la estructura P2D de la
figura 3.1 la matriz de rigidez global se ensamblard a partir de las matrices
de rigidez elementales de la forma siguiente,

R, ke 0 | 0
a | 1 b | b |
i3 9% + k k 0
P R 5)
0 | K3 Kbyt EkSs kS,
-7 --- - - - - - T -
(U 0 ! 13 ' ki,

donde se han coloreado de forma distinta las submatrices de cada barra, para
mayor claridad.
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3.3. Aplicacion de las condiciones de contorno
y resolucién del sistema

Aunque més arriba hemos dicho que el vector de desplazamiento u, que
tiene IV - ngdl componentes, englobaba a todas las incégnitas, no todas las
componentes seran desconocidas pues los apoyos fuerzan que algunas seran
conocidas, e igual a cero®. A cambio, por cada gdl donde el desplazamiento
sea conocido, tendremos una fuerza, la reaccion, que serd una incognita. En
conjunto, por tanto, habra efectivamente IV -ngdl incdgnitas, la mayoria los
desplazamientos en los nudos, salvo aquellos que estan restringidos, junto
con las reacciones precisamente en esos gdl restringidos.

Para estructuras de barras planas, los tipos de apoyo méas comunes (y
sus reacciones correspondientes) se presentan en la Figura 3.3.

A
~ E %
A
A
Empotramiento Deslizadera
A
A %:
/H  —
A
A
Apoyo fijo Apoyo simple o carrito

Figura 3.3: Tipos de apoyos comunes en estructuras planas.

En los nudos que no sean apoyos, las tnicas fuerzas serdn las cargas
externas aplicadas en la estructura, que seran conocidas.

Si agrupamos los gdls de la estructura en dos conjuntos, una parte A que
incluye a todos los desplazamientos desconocidos (y por tanto las fuerzas son
conocidas), y el resto, un conjunto B que contiene a los gdls donde las fuerzas
son desconocidas (los apoyos, donde los desplazamientos son conocidos), es
posible particionar el sistema F = Kwu de la siguiente forma,

FA KAA KAB uA

RB KBA KBB up
En estas ecuaciones ugq y Rp (las reacciones) son desconocidos, mientras
que up y F4 son conocidos.

Resolvemos el problema seleccionado en primer lugar las ecuaciones del
bloque A donde las fuerzas son conocidas,

Fy=Kjaua+ Kypup

5Salvo en el caso de asientos en apoyos y apoyos eldsticos, que veremos cémo tratar en
los capitulos 4 y 5.
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3. El Método Directo de la Rigidez

de donde despejamos w4 y se obtiene,

'U/A:K;j; (FAfKAB’U/B) (36)
que seran los desplazamientos buscados de la estructura. Si los desplaza-
mientos en los apoyos son nulos, como es lo habitual, entonces se reduce a,

us =K\ Fy (3.7)

Tras la obtencién de los desplazamientos de la estructura (u,4) se pue-
den calcular las reacciones Rp sin tener que resolver un nuevo sistema de
ecuaciones mediante,

Rp = Kpauas + Kppup (3.8)

que se reduce a,
RB = KBAUA (39)

cuando los desplazamientos en los apoyos son nulos. En la proxima seccién
veremos una manera alternativa de expresar el cdlculo de las reacciones.

3.4. Calculo de esfuerzos y reacciones

Una vez conocidos los desplazamientos en los nudos, los esfuerzos en
las barras se pueden calcular aplicando las ecuaciones de comportamiento
de cada elemento. Para conocer los esfuerzos es necesario tener el vector Py,
esto es, las fuerzas en los extremos de la barra en coordenadas locales. Para
obtenerlas podemos aplicar dos métodos diferentes: o bien se transforman
los desplazamientos obtenidos a coordenadas locales

07 = Mg16°
y a continuacion se aplica la ley de comportamiento en locales,
P; = k567

o bien, se obtienen primeramente las fuerzas en el elemento en globales me-
diante,
Pe — k€6€

y se transforman a locales,
P; = Mg P°
En los ejercicios resueltos en este texto se opera de este segundo modo.
Las reacciones se pueden obtener de dos formas:

1. Aplicando la ecuacién 3.8 o la 3.9, si los desplazamientos en los apoyos
son nulos.
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2. Sumando las fuerzas, en globales, de todas las barras que confluyen en
el nudo donde vamos a calcular las reacciones:

R; =) Pf
ed1

Este segundo método serd el mas conveniente, y por ello es necesario
calcular los esfuerzos primero en globales, y pasarlos después a locales.

Veamos un ejemplo de aplicacion de estos pasos para resolver una estruc-
tura por el Método Directo de la Rigidez.

Ejercicio 3.1 Plantear el sistema matricial de ecuaciones F = Ku para la
stquiente estructura P2D:

Figura 3.4: Ejercicio 3.1. Pértico 2D.

Solucion

En primer lugar, discretizamos la estructura en elementos y establecemos
los sistemas de coordenadas global y locales de cada barra. Ademds, nume-
ramos los nodos (1-4) y los elementos (a, b, ¢).

b
YA 2 3
X
—
IR 1 "’7 . 1 4 5
1 4 .
Global (4 -3 = 12 gdl/estructura) Local (2 -3 = 6 gdl/elemento)

Figura 3.5: Ejercicio 3.1. Discretizacién y sistemas de coordenadas.

Planteamos las ecuaciones de equilibrio elementales de cada barra, P€ = k€6°:
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3. El Método Directo de la Rigidez

= Barra a:
Py _ ki +‘ ks 5} N {Pla = k1,07 + k1,03
Py k3, ' k3, ) \ 05 P = k5,07 + k3,05
= Barra b:
1?22) _ ’flz)g . ’fgg, ‘sz) N {PQb = k3,03 + k3508
P} k5, 1 k5 o5 P} = k5,05 + k5305
= Barra c:
1??? _ ’f§§ ‘+ ’fgé ‘Zg N {P:? = k5505 + k5,03
Py Ky v K, ) \ o4 P} = K§;05 + K, 0%

Por compatibilidad de desplazamientos en los nudos:
U1 26(11, (%) Z(SS Z(SS, us :5@:65, 'U/4=(Si

Como se ha visto con anterioridad, sustituyendo las ecuaciones de com-
patibilidad en las de comportamiento y aplicando las ecuaciones de equilibrio,
se obtiene la relacion F; = Z?Zl(k:ijuj). Para cada nudo de la estructura
de este ejemplo:

- Nudo 1: F1 = Pla = k:‘flul + klllQ'UQ
-Nudo 2: F, = P§ + P? = kS uy + (kS + kby)uo + kSsus
- Nudo 3: F3 = P? + P§ = kous + (kb5 + kS3)us + kS, uy
- Nudo 4: Fy = Py = k{sus + k§,uy

Ezpresandolo en forma matricial, se obtiene la ecuacion buscada F = Ku:

Fy & % 0 0 uq
F| §1 kS ’ ki; O U2
Fs o kb ki kS u3
Fy 0 0 kis kS, Uy

donde se emplea la notacién simplificada k:Z+g =kl + K.

Si ademds tenemos en cuenta las condiciones de contorno (fuerzas exter-
nas y apoyos), podemos expandir el sistema anterior mostrando los términos
de los vectores F; y u;:
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Ris 0
Ry, gli ks, 1 0 1 0 0
0 1 1 1 01
Foy : : : Ugg
0 gllkgi‘_b: k1273 : 0 U2y
M, 1 1 1 0,
Ml oo
Rs, | | | 0
0 0 kjs k§§ Sa | | usy
0 | 1 | 03
el |0 0 o
Ru, 01 0 |k kG| ] 0
M, 1 1 1 0

Légicamente, las matrices k;; y 0 tienen dimensiones 3 X 3, al ser en este
caso ngdl = 3, el numero de gdl de los nudos.

Dado que las fuerzas externas Fa, y Mo son conocidas (deberdn ser datos
del problema), se puede observar que este sistema tiene un total de 12 ecua-
ciones y 12 incognitas (6 reacciones y 6 desplazamientos), por lo que estd
determinado. Para resolverlo se podrd particionar seleccionando las ecua-
ciones 3, 4, 5, 6, 8 y 9, que son aquellas que tienen como incognita los
desplazamientos.

En la prdactica, una vez conocido el funcionamiento del método, para la re-
solucion de problemas es posible plantear directamente este sistema matricial
observando la estructura, y comenzar asi con €l la resolucion del problema.

3.5. Propiedades de la matriz de rigidez

La matriz de rigidez cumple las siguientes propiedades:

» Simétrica: K;; = Kj;. Las fuerzas producidas en el gdl ¢ al desplazar
una unidad el gdl j es la misma que se produce en el gdl j al desplazar
una unidad el gdl 7 (Teorema de Reciprocidad).

= En banda. Al ser nulos los elementos de la matriz correspondientes a
gdl no conectados, con una correcta numeracién de los nudos se con-
sigue concentrar todos los elementos no nulos sobre una banda junto
a la diagonal principal. Esta propiedad permite que, en la resolucién
computacional de estructuras a través del Método de la Rigidez, se
ensamble y almacene tinicamente la banda central de la matriz, aho-
rrando asi memoria y tiempo de céalculo.
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= Definida positiva. El menor de los autovalores de la matriz, tras
aplicar las condiciones de contorno, es mayor que cero. Fisicamente,
esto indica que es un conjunto indeformable, sin mecanismos internos
y con condiciones de apoyo suficientes para impedir el desplazamiento
como soélido rigido.

= Diagonalmente dominante. Todos los términos de la diagonal prin-
cipal son positivos e iguales o mayores a la suma del resto de elementos
de su fila o columna. Esta condicién no se cumple estrictamente.

Todas estas propiedades hacen que el sistema de ecuaciones resultante
F = Ku pueda resolverse de forma computacionalmete muy eficaz, lo que
implica que para unos recursos informéaticos dados (memoria y CPU), pueda
encontrarse la solucién para un nimero muy alto de gdl.

3.6. Pasos para la resolucion de problemas

La resolucién manual de problemas mediante el MDR tiene como incon-
veniente el implicar la resolucién de operaciones y sistemas matriciales de
cierta extension. Sin embargo, al tratarse de un método orientado al uso
computacional, el procedimiento de resoluciéon de los ejercicios resulta muy
mecanico, pudiendo ser aplicado de manera casi inalterada a cualquier tipo
de estructura.

Veamos de forma resumida los pasos principales para la resolucién de
problemas mediante el MDR.

1. Analizar los datos del problema y definir las caracteristicas de la
estructura:

= Tipo de estructura (A2D, P2D, A3D,...).

= Coordenadas de los nudos con respecto a un sistema de referencia
global y numeracién de nudos. Una adecuada numeracion de los
nudos ayudara a tener una matriz de rigidez més ordenada con la
que resolver facilmente el sistema.

= Elementos que conectan los nudos (barras y tirantes). Nombrarlos
de la forma mas ordenada posible e indicar un sentido para sus
ejes locales.

= Definir las propiedades de los materiales y de las secciones de los
elementos. Para las estructuras P2D haran falta el médulo de elas-
ticidad (E), el drea (A) y la inercia (I) de la seccién. Es 1til calcu-
lar los productos FA y EI, pues siempre aparecen estos productos
en las matrices. Recuerde que hay que respetar la coherencia en
las unidades empleadas.

= Condiciones de apoyo y fuerzas externas actuantes. Permitiran
determinar qué términos son conocidos y cuéles son incégnitas en
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los vectores de fuerzas y desplazamientos, asi como las fuerzas de
empotramiento a calcular (ver Capitulo 4).

2. Definir los sistemas de coordenadas global, y local de cada elemen-
to. La posicién de los nudos y la orientacién del elemento, es decir, la
eleccién de un nudo como inicial y otro como final, determina los ejes
locales®. Es importante sefialar que la matriz final del sistema K no
depende de la orientacién ni numeracién de las barras. Con la elec-
cién de los sistemas de coordenadas se tendran definidos los gdl de la
estructura y de cada elemento.

3. Montar la matriz de rigidez global K. El tamano de esta matriz
serd n X n, siendo n = N -ngd1 el nimero total de gd1 de la estructura.

4. Particionar el sistema seleccionando las filas A donde las fuerzas sean
conocidas (F4) y las columnas A y B correspondientes a los desplaza-
mientos desconocidos (u4) y conocidos (up) para obtener el sistema
reducido 3.6, cuya resolucién nos dara los desplazamientos incognita
del problema wu 4.

5. Montar el vector de fuerzas F'. Rellenar el vector F' con las fuer-
zas conocidas en cada nudo. Ademas, como veremos en el Capitulo 4,
cuando haya acciones que no estan aplicadas directamente en los nudos
(fuerzas repartidas en las barras, temperaturas, etc), habrd que calcu-
lar las fuerzas de empotramiento en las barras y montarlas en el
vector F.

6. Para cada barra, calcular las submatrices kf; que intervienen en el
sistema a resolver. Se calcularan directamente en coordenadas globales,
siempre que tengamos la expresion de la misma.

7. Resolver el sistema particionado 3.6 para obtener los desplazamien-
tos. En caso de que hubiera desplazamientos condensados (ver Capi-
tulo 5), estos se calcularfan con posterioridad.

8. Calcular los esfuerzos en las barras a partir de las ecuaciones de com-
portamiento (P°¢ = k°®6¢; Pf = MqLP°).

9. Calcular las reacciones en los apoyos como suma de los esfuerzos Pf
que llegan a cada apoyo i (R; =) ., Pf).

10. Comprobar los resultados: la estructura como conjunto, cada barra
y cada nudo deben estar en equilibrio.

11. Dibujar la deformada: También sirve como comprobacién, para ver
si es razonable.

6Esto es asi todos los casos, salvo los P3D donde haré falta un punto adicional para
fijar los ejes locales y y 2
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Ejercicio 3.2 Calcular los desplazamientos en los nudos, los esfuerzos en
las barras y las reacciones en los apoyos de la siguiente estructura mediante
el Método Directo de la Rigidez.

10 kN

L 5m —L 5m J

Figura 3.6: Ejercicio 3.2. Estructura planteada.
Datos: E=2-10kN/m?; A=02m?; [ =1.8-103m?.
Solucién

Comenzamos definiendo el tipo de estructura que se nos presenta en el
problema. Es posible observar que las barras inclinada y horizontal se unen
entre st rigidamente, mientras que la barra vertical se une con la horizontal
mediante una rétula. Ademds, esta barra tiene liberado también el giro en
el apoyo superior, por lo que trabajard sélo a axil, es decir, se trata de una
barra articulada bidimensional (tirante). De este modo, podemos determinar
que las barras inclinada y horizontal son de tipo P2D mientras que la barra
vertical es de tipo A2D.

Identificado el tipo de cada barra, numeramos los nodos (1-4) y los ele-
mentos (a, b, ¢) y establecemos los sistemas de coordenadas global y locales
de cada barra, identificando los respectivos gdls.
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Global (11 gdl/estructura) Local (6 gdl/elemento P2D ; 2 gdl/elemento A2D)

Figura 3.7: Ejercicio 3.2. Discretizacién y sistema de coordenadas.

Observamos que el gdl 9 en coordenadas globales corresponde al giro en
el nudo 3 solo de la barra b, ya que el tirante c tiene los giros liberados. La
barra ¢, al ser de tipo A2D tiene 2 gdl/nudo en coordenadas globales y sdlo 1
gdl/nudo en coordenadas locales.

Planteamos el sistema de ecuaciones de la estructura, de la forma F = Ku:

W) ([
Ry, o' ki, 0 o |]o
M, | L 0
0 1 C Uz
~10 kS L kS KBy 1 0 | | ug,
0 | = 1 L 0,
R Al B I S N B
0 1 C Uz
0 0 | Kb | K5C K5y | | usy
0 1 C 0}
Ry, : : : 0
Ra, 01 0 1 kg k5 \ 0

Cabe destacar que todas las matrices de rigidez son de dimensiones 3 X 3
excepto kS, (3 X 2), k§5(2 x 3) y k$,(2 x 2), al ser la barra ¢ de tipo A2D.

Para calcular los desplazamientos debemos particionar el sistema selec-
cionando las ecuaciones que tienen a los desplazamientos como incdognitas
(ecuaciones de la cuarta a la novena). De forma compacta podemos expre-

o7



3. El Método Directo de la Rigidez

sarlo como:

Calculamos en primer lugar los elementos necesarios de la matriz de
rigidez.

» Barra a (P2D; L = 52 m; a = 45°)

' 28345.37 28223.18  305.47

» ki ko a

E*=}--+-"1 =k =|28223.18 28345.37 —305.47
k31 ' k3,

‘ 305.47 —305.47 2036.47

= Barra b (P2D; L =5m; a =0°)

kb = Ing L ’fg;"’ —
K5y 1 Kby
8- 10 0 0 1-8-10" 0 0
0 3456 864 | 0 —345.6 864
0 864 2880, 0 —864 1140
~8-10* 0 0 , 8- 10* 0 0
|
0 ~345.6 —8641 0 345.6 —864
|
0 864 1140 1 0 —864 2880
= Barra ¢ (A2D; L =5m; a =90°)
kS, 1 kS 0 0
ko= =222 ) o ke, =
KSy 1 kS, 0 8-10*

Sumamos los términos correspondientes. Nétese que para sumar las ma-
trices kS; y kS es necesario anadir una fila y columna de ceros en el gdl
del giro de la barra c.

108345.37 28223.18 305.47
k33" = kS, + Kby = | 28223.18  28690.97  558.53
305.47 558.53  4916.47
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8:10° 0 0 0 0 0
Kibe=1 0 3456 —s64|+ |0 s8.10* 0f=
0 864 2880 0O 0 0
810 0 0
—| o 803456 —s64
0 —864 2880

Podemos ahora montar el sistema y calcular los desplazamientos:

0 108345.37 28223.18  305.47 ; -8-10% 0 0 U2y
—10 28223.18  28690.97  558.53 : 0 —345.6 864 U2y
0 _ 305.47 558.53  4916.47 ! 0 —864 1140 02
o | | st 0« o 1810t 0o 0 |[|um
0 0 —345.6 —864 : 0 80345.6 —864 U3y
0 0 864 1140 1 0 —864 2880 Gg

Resolviendo se obtiene:

Ugy = 3.088-107%m;  wg, = —3.100-107%m; 6y = —1.317-10 > rad
uzy = 3.090- 1072 m;  uz, = —4.055-10"°m; 65 =9.946 - 103 rad

Pasamos ahora a calcular los esfuerzos en las barras.

= Barra a.
Calculamos la matriz k* para la barra a:

‘ 0
Pe [ 1) w1 =0
1;1 _ 1;11 N ];12 0 S P = ks = | —6.76
a a | J.a Uu
2 21 P22 2 16.22

Se ha resuelto la sequnda linea del sistema, ya que para ella bastaba uti-
lizar la matriz kS, que ya teniamos previamente calculada. Las fuerzas en el
nudo 1 se pueden obtener a través de la expresion anterior como Pf' = k{yus
o bien por equilibrio en la barra una vez calculado Ps'; el resultado en cual-
quier caso es el que se muestra en la siguiente figura.

Los resultados estin en coordenadas globales, para calcular los esfuerzos
deben pasarse a coordenadas locales de la barra mediante la matriz de cambio
de coordenadas global-local (P, = mgrP{';) o por trigonometria.

?
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-~ v
17.56 478 756

Coord. globales Coord. locales

Figura 3.8: Ejercicio 3.2. Fuerzas en los nudos de la barra a [kN, kN - m].

Se obtienen las siguientes leyes de esfuerzos:

Axil [kN] Cortante [kN] Flector [kN - m)]

Figura 3.9: Ejercicio 3.2. Diagramas de esfuerzos en la barra a.

= Barra b.

Seguimos el mismo procedimiento que para la barra a.

‘ 0

pp kb, 1 kS u

2] _ B2, T 2y = PP = kbyus + Kbyus = | —3.24

Py k3, 1 k33 ) \us

| —16.22
Grificamente:
16.22 4 4
3.24
2 3
v b
3.24

Figura 3.10: Ejercicio 3.2. Fuerzas en los nudos de la barra b [kN,
kN - m].
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Las leyes de esfuerzos que se muestran a continuacion, siendo nulo, como
debe ser, el flector en la rétula (nudo 3).

2 b 3 2 b 3
i -
r 16.22
3.24
Cortante [kN] Flector [kN - m]

Figura 3.11: Ejercicio 3.2. Diagramas de esfuerzos en la barra b.

= Barra c.
Ps ¢, 1 kS u 0
ST L o pe = kS =
Py ki ' k5, us =0 —3.24

Hay que tener en cuenta que, como estamos trabajando con una barra A2D,
la matriz de rigidez kS5 es (2 x 2) y el vector us tiene sélo componentes de
desplazamiento vertical y horizontal, no de giro.

Representamos grificamente estas fuerzas nodales y los esfuerzos corres-
pondientes:

3.24
4
4
C A
3.24 C
v
3
3
3.24
v
Fuerzas
nodales Esfuerzo axil

Figura 3.12: Ejercicio 3.2. Fuerzas nodales y diagrama de esfuerzos en
la barra ¢ [kN].

El tirante ¢ trabaja solo a axil, a traccion en este caso.
Por dltimo, calculamos las reacciones en los apoyos, que serdn iguales
a la suma de las fuerzas nodales de las barras que llegan a dichos apoyos.
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FEn este caso:

0 0
FR=P'=]|67 |; Fi=P;=]324
17.56 0

Lo representamos grificamente y comprobamos que la estructura estd en
equilibrio.

"4 417.56 KN-m

6.76 kN

Figura 3.13: Ejercicio 3.2. Reacciones y cargas en la estructura.

Ejercicio Python 3.1

Se considera la siguiente estructura compuesta por dos barras:

Figura 3.14: Ejercicio Python 3.1. Estructura P2D.
Se pide calcular los desplazamientos en el nudo 2 mediante el Método
Directo de la Rigidez, teniendo en cuenta los siguientes datos:

= Propiedades del material: £ = 20 GPa.

= Barra a: longitud 5m, secciéon cuadrada de lado 10 cm, formando un
angulo con la horizontal o = 30°.
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= Barra b: longitud 7m, secciéon cuadrada de lado 20 cm, horizontal.
= Fuerzas actuantes: Fh, = 100kN, Fy, = —200kN, M5 = 300kN - m.

El cédigo que se muestra a continuacion define en primer lugar dos fun-
ciones: una primera funcién “K__P2D” para calcular la matriz de rigidez 6 x 6
de un pértico 2D en coordenadas globales, y otra funcién “K_ P2D_ sub” que
usa la anterior para obtener la submatriz 3 x 3 (ki;, kij, kj; 6 kj;) de un

pértico 2D.
Definidas las funciones, se introducen los datos de las barras y

se usa la

funcién “K__P2D_sub” para obtener las submatrices necesarias. Se ensam-
blan las submatrices, se introduce el vector de fuerzas y se resuelve el sistema

F = Kwu con los desplazamientos como incégnitas.

import numpy as np

from future import division

# Funcidén K_P2D: Matriz de rigidez poértico bidimensional

def K_P2D(EA, EI, L, Angulo):

globales, del P2D

## EA = Producto EA de la barra
## EI = Producto EI de la barra
## L = Longitud de la barra

P2D

2> ## Funcidén que obtiene la matriz de rigidez 6x6, en coordenadas

## Angulo = angulo de orientacidén de la barra, en grados

sexagesimales
Angulo = Angulo * np.pi / 180.

# Matriz de cambio de base de local a global M_{L,G}:

M_LG = np.array([[np.cos(Angulo), -np.sin(Angulo), O],

[np.sin(Angulo), np.cos(Angulo), O]
[o, 0, 111)

>

# Se expande a una 6x6. Se construye por bloques, el bloque
fuera de la diagonal es una matriz 3x3 de ceros. Esto se

genera con np.zeros ((3,3))
M_LG = np.vstack([np.hstack([M_LG, np.zeros((3,3))])
np.hstack ([np.zeros ((3,3)), M_LG])

# Primero se inicia en cero:
K_L = np.zeros((6,6))

# Se rellenan los términos de la diagonal superior:
K_L[0,:] = np.array([ EA / L, 0., O., - EA / L, O.,
K_L[1,1:] = np.array([12 * EI / Lx*3, 6% EI / Lx*x2,

-12 * EI / L**3, 6 * EI / L*x2])
K_L[2,2:] = np.array([4 * EI / L, 0, -6 *x EI / L*x*2,
/ L 1)
K_L[3,3:] = np.array([EA / L, 0, 0])

>

1)

0.1)
0,

2 * EI
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37 K_L[4,4:]
38 K_L[5,5]

np.array ([12 * EI / L**3, -6 * EI / Lx*x%2])
4 x EI / L

10 # Se construye el resto de la matriz por simetria. Se suma
K_local + traspuesta (K_local), en numpy la traspuesta se
obtiene con .T

41 # Se resta la diagonal de k_local para que no aparezca 2 veces

42 K_L = (K_.L + K_.L.T) - np.diag ( np.diag(K_L) )

43

44 # Cambio de base a coordenadas globales: K_G = M(L,G) * K_L *x M
(G,L)

45 # E1 producto se realiza sabiendo que el producto matricial A*B
= np.dot (A,B)

46 K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ) )

48 # Salida de la funcidén: la submatriz cambiada a globales
49 return K_G

# _______________________________________________________________
# Funcién para definir una submatriz de un P2D

def K_P2D_sub(ea, ei, lon, angle, icol, jcol):
6 ## Esta funciodon obtiene la submatriz 3x3 de k_lineal de un P2D
cambiada a globales

57 ## ea = Producto EA de la barra

58 ## ei = Producto EI de la barra

59 ## lon = Longitud de la barra

60 ## angle = angulo de orientacidén de la barra, en grados
sexagesimales

61 ## icol = posicidén (puede ser 1 o 2)

62 ## jcol = posicién (puede ser 1 o 2)

63 if (icol not in ([1,2]) or jcol not in ([1,2]) ):

64 print ("Valores de icol, jcol fuera de rango")

65 return

66

67 # Puesto que Python indexa los vectores y matrices comenzando
con el cero, indicaremos las posiciones restando 1 a las
posiciones que se numeran comenzando desde el 1

68 icol = icol -1

69 jcol = jcol -1

71 # Llamada a la funcidén K_P2D para generar la matriz 6x6:
72 K_globales = K_P2D(ea, ei, lon, angle)

74 # Extraccidén del bloque:
75 K_Bloque = K_globales[icol * 3 : icol * 3 + 3 , jcol * 3
jcol * 3 + 3]

77 return K_Bloque

s1 # RESOLUCION DEL PROBLEMA
s2 # Uso de funciones para definir submatrices en P2D
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Elast = 20E6 # 20 GPa = 20E+6 MPa, comin para las dos barras

# Barra a

Aa = 0.1%*2 # Seccidén cuadrada de 0.1 m de lado
Ia = 1./12 * 0.1**4 # Inercia en m 4
La = 5 # Longitud en metros

alfa_a = 30 # Angulo de la barra: 30 grados

EA_a = Elast * Aa
EI_a = Elast * Ia

# Barra b

Ab = 0.2*%*2 # Seccidon cuadrada, de 0.2 m de lado
Ib = 1./12 * 0.2**4 # Inercia en m™4

Lb = 7 # Longitud en metros

alfa_b = 0 #Angulo de la barra b

EA_b = Elast * Ab
EI_b = Elast * Ib

2 # Para la barra a, el nudo 2 es el nudo final, por lo que se

debe extraer la submatriz del bloque "2,2":
k22_a = K_P2D_sub(EA_a, EI_a, La, alfa_a, 2, 2)

# Para la barra b, el nudo 2 es el nudo inicial, por lo que se
debe extraer la submatriz del bloque "1,1":
k22_b = K_P2D_sub(EA_b, EI_b, Lb, alfa_b, 1, 1)

# Mostramos estas submatrices
print ("K22_a =")

print (k22_a)

print (n n)

print ("K22_b =")

print (k22_b)

# _______________________________________________________________
# Ensamblaje: K22_a + K22_b

# _______________________________________________________________
k22 = k22_a + k22_b

print ("")

print ("K22_a + k22_b =")
print (k22)

fuerzas = [100, -200, 300]
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# Resolucidén del sistema de ecuaciones
# Obtencidén de desplazamientos

# _______________________________________________________________
u_2 = np.linalg.solve(k22, fuerzas)
print("")
print ("Solucién del sistema ")
5 print("u_2x =", u_2[0], "m")
; print("u_2y =", u_2[1], "m"
print("theta_2 =", u_2[2], "rad")

El resultado obtenido ejecutando el codigo es el siguiente:
Ugy = 4.644 - 1073 m;  wgy = —3.314-107%m; 6y = 1.868 - 10~ " rad

Como ejercicio adicional, se propone modificar el cédigo anterior para
resolver la siguiente estructura, donde las barras tienen médulo de elasticidad
E = 20 GPa y seccién cuadrada de lado 10 cm en el caso de la barra a y de
lado 25 cm para la barra b.

» 500 kN-m
2

50 kN
/ \\
\/
/90N
a/ N
7 ~
// \\\\
600 \\
1 /x 30° 1 3
T%TT o A %TV
! 10 m |

Figura 3.15: Ejercicio Python 3.1. Estructura P2D - Variante propuesta.

Resolviendo correctamente el ejercicio se obtienen los siguientes despla-
zamientos:

Ugy = —1.205-107%m; g, = —3.20-10%m; 60y = 1.159 - 10~ ' rad
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Capitulo 4

Cargas aplicadas en barras
y otras acciones
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4.1. Introducciéon

Para aplicar el Método Directo de la Rigidez tal y como se ha explicado
en los capitulos anteriores, se ha considerado la existencia tnicamente de
cargas exteriores aplicadas en los nudos. Sin embargo, es evidente que en la
realidad existen cargas que se aplican directamente sobre los elementos de la
estructura (peso propio, sobrecargas...), por lo que serd necesario disponer de
un procedimiento para incorporar este tipo de acciones de forma sistemética
al procedimiento del Calculo Matricial.

El MDR, como hemos visto, trabaja con vectores de fuerzas y desplaza-
mientos en los nudos, por lo que la forma de tratar las acciones sobre las
barras sera “transforméndolas” en cargas en los extremos de las mismas y
que sean estaticamente equivalentes a las existentes. Esto se hace mediante la
introduccién del concepto de fuerzas de empotramiento. Llamamos fuer-
zas de empotramiento producidas por una carga cualquiera q a las reacciones
que existirfan en una viga biempotrada sujeta a dicha carga q.

En el presente capitulo se van a estudiar tres tipos de acciones, comunes
en las estructuras, que no se aplican directamente en los nudos:
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= Cargas aplicadas en barras (puntuales o distribuidas).
= Cargas térmicas (uniformes o con un gradiente en la seccién).

= Asientos en apoyos (que ocurren en los nudos pero generan esfuerzos
en las barras).

4.2. Cargas aplicadas en barras

En el caso de una carga puntual aplicada en un punto intermedio de una
barra, cabria la posibilidad de plantearse definir un nudo intermedio en dicho
punto y resolver la estructura de la forma vista en el Capitulo 3, pero esto
presenta dos inconvenientes: aumenta innecesariamente el nimero de gdl, y
con ello la complejidad del problema, y no es generalizable al caso de cargas
distribuidas.

Por este motivo, el método general consiste en descomponer la estructura
en dos estados (I y II) y, aplicando el principio de superposicién, obtener los
resultados del problema como suma de los resultados de los dos estados.

Estructura — Estado I + Estado II

Figura 4.1: Descomposicién de la estructura en estados I y II.

Como se puede apreciar en la Figura 4.1, los estados en los que se divide
la estructura son:

= Estado I: todas barras se consideran biempotradas (no hay desplaza-
mientos en los nudos) y se consideran sélo las acciones en las barras.
En los nudos biempotrados apareceran unas reacciones que llamaremos

fuerzas de empotramiento (P), que pueden calcularse por los métodos
convencionales de Resistencia de Materiales.

= Estado II: estructura con condiciones de apoyo originales y fuerzas
aplicadas inicamente en los nudos.

Para que se cumpla el principio de superposicién, debe verificarse
que:
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= La suma de los desplazamientos de los estados I y II sea igual a los
desplazamientos de la estructura original. Dado que los desplazamien-
tos en I son nulos, los desplazamientos resultantes se corresponden con
los del estado II.

total __ o IT

utotal _ uI + ’LLII = u u

= La suma de los esfuerzos en los estados I y II sea igual a los esfuerzos
en la estructura original.

Ptotal — PI + PII

Para que que la suma de fuerzas de I y II sea igual a la original, las
fuerzas de empotramiento que aparecen en los nudos del estado I se deberan
incluir en el estado II con signo contrario.

Este estado II tiene sélo cargas en los nudos, por lo que se puede resolver
por el MDR tal y como se ha explicado en los capitulos anteriores. Si llamamos
F al vector de fuerzas de empotramiento en los nudos, tendremos:

F—-—F=Ku

Caso particular: cargas distribuidas inclinadas

Como se ha indicado, las fuerzas de empotramiento se pueden calcular re-
solviendo las barras biempotradas mediante las ecuaciones de Resistencia de
Materiales. Los casos mas comunes, de hecho, se pueden encontrar resueltos
en multitud de prontuarios de estructuras.

Vamos ahora a ver el caso particular de una barra biempotrada sometida
a una carga distribuida no ortogonal a la misma, para intentar asimilarla
a los casos recogidos en los formularios y asi facilitar la resolucién de los
problemas.

Se tenga la siguiente barra de longitud L, inclinada un angulo « con
respecto al sistema de coordenadas global, y sometida a una carga unifor-
memente distribuida g en la direcciéon negativa del eje y global:

ARERRN

Figura 4.2: Viga biempotrada con carga uniforme inclinada.
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Teniendo en cuenta que:
r =xpcosa = dxr = dxy, cosa

Podemos expresar la resultante ) de la carga distribuida ¢ sobre la barra
de dos formas distintas:

Q= fOLcosaq dx = qL cos o

I }:>qLcosa:qLL:>qL:qcosa
Q= Jy qdxp =qrL

Es decir, la carga vertical ¢ aplicada a lo largo del eje z equivale a una
carga vertical de valor ¢ cos « aplicada a lo largo de la barra. Si lo represen-
tamos graficamente y descomponemos la carga en una accién perpendicular
y otra paralela a la barra:

q-cos’(a)L
2 q-cos?(c)L?
12

g-cos(a)sin{a)L
2

/

q-cos(a) q-cos(a)-sin(a)

q-cos’(c)
= qg-cos?(a)L +
______ 2 q-cos(a)sin(a)L
i { \ 2 /v

g-cos’(q)L?
12

Figura 4.3: Descomposicién de carga uniforme inclinada.

En esta figura ya se han representado las reacciones en los empotramien-
tos (fuerzas de empotramiento) que, al haber transformado la carga a casos
comunes, se pueden encontrar en cualquier prontuario.

En el sistema de coordenadas global, tenemos:

Estado (a) Estado (b)

Figura 4.4: Fuerzas de empotramiento en coordenadas globales.

Donde:
L cos? asen o L cos® a L% cos? a
(a): H, = 1252 2504 5 oy, =Rl S M, =22 5
gL sen avcos? a gL sen? o cos o
b): Hy=———; =
(b): Hy, 5 ;W 5
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Por tanto:

Figura 4.5: Fuerzas de empotramiento resultantes

Que operando, se obtiene:

H=0
L L
y = 42ena C080(((:08204—&—sen2 )= qzcosa
2 2
M= qL? cos® o
12

Se puede observar que las resultantes obtenidas corresponden a las de una
barra biempotrada de longitud L cos a sometida a una carga uniformemente
distribuida de valor ¢ perpendicular a la su eje:

e [T1]

/ = Md;! 1)

L'=L cos{a)

W

V =qL'/2 M = qL'?/12

Figura 4.6: Equivalencia con barra de longitud L cos a.

Esto quiere decir que, cuando tengamos una barra biempotrada de lon-
gitud L sometida a una carga inclinada de valor ¢, se podran obtener las
fuerzas de empotramiento como aquellas producidas en una barra biempo-
trada de longitud L cos o sometida a una carga ortogonal q.

Esta equivalencia se puede aplicar a cualquier barra biempotrada some-
tida a cualquier carga inclinada con respecto a su eje, tanto puntual como
distribuida.
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La equivalencia no sera aplicable a barras con otras condiciones de apo-
yo distintas (como sucede cuando se condensan gdl, segin se explica en el
Capitulo 5). En esos casos, habrd que descomponer la fuerza en una per-
pendicular y otra paralela a la barra (como en la Figura 4.4), obtener las
reacciones de estos dos estados y sumarlas.

4.3. Cargas térmicas

La aparicion de gradientes térmicos en las barras de una estructura isos-
tatica no genera esfuerzos ni tensiones adicionales en las mismas (siempre
que la variacién de la temperatura en el canto del elemento sea lineal). Es-
to no sucede asi en el caso de estructuras hiperestaticas, donde en general
apareceran esfuerzos en las barras cuando existan gradientes térmicos.

La forma de tratar estos esfuerzos es analoga a la planteada para las car-
gas en barras, es decir, se plantea un estado I con empotramientos en todos
los nudos y se calculan las reacciones que se producen en el elemento someti-
do a la carga térmica. Estas reacciones, llamadas fuerzas de empotramiento,
se incluyen en el estado II con signo contrario.

Llamaremos T, y T; a las temperaturas en la cara exterior e interior de un
elemento, respectivamente, Ty a la temperatura en el centro de gravedad de
la seccion, h al canto de la barra y « al coeficiente de dilataciéon del material:

Te

Seccién A-A’

Figura 4.7: Barra sometida a gradiente térmico lineal en su seccion.

Consideramos la barra como biempotrada para obtener las fuerzas de
empotramiento:
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Elo(Te-T))/h Ela(Te-T)/h
Te
4 2
EAGT, qi . 1% EAGT,
| ' |
L

Figura 4.8: Fuerzas de empotramiento en barra sometida a gradiente
térmico lineal en su seccion.

Es decir, las fuerzas de empotramiento en los nudos ¢ y j debido a la
carga térmica seran:

EAOLTO —EAO(TO

P, = 0 ; Py= 0
T -T; T -T;
~Elatsn BlaTt

En el caso en que el aumento de temperatura sea constante en toda la
seccion (T, = T; = Tp), en la barra se inducirdn solamente esfuerzos axiles
(de compresién para incrementos de temperatura):

L

Figura 4.9: Fuerzas de empotramiento en barra sometida a carga tér-
mica constante en su seccién.

4.4. Asientos en apoyos

En una estructura hiperestatica, el movimiento de un apoyo provoca la
aparicién de esfuerzos en sus elementos. Para una mayor comodidad en la
resolucién de problemas, estos esfuerzos seran tratados de la misma forma
que las cargas en barras o los gradientes de temperatura, o sea, se incluiran
en el sistema como fuerzas de empotramiento.

Veamos como obtener estas fuerzas de empotramiento debidas al asiento
de un apoyo mediante un ejemplo. Imaginemos que tenemos la siguiente
estructura, que sufre un asiento en el apoyo del nudo 4, tal y como se muestra
en la figura:
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2 b 3
a C
1 4
T N

A <A<<§
Figura 4.10: Estructura con asiento en apoyo.

El asiento se puede expresar mediante un vector de desplazamientos co-
nocidos A, que de forma general tendrd componentes horizontal, vertical y
de giro:

El desplazamiento A puede incluirse en el vector u del sistema de ecua-
ciones,

R, 4 kY 0 0 0
0 [ |k k3" kb 0 U2
o| |o ko K3 kS w3

Ry 0 0 ki; k4, A

Como queremos que el desplazamiento A aparezca como una fuerza de
empotramiento, operamos hasta obtener:

Ry 0 kY, kY 0 0 0
o] |0 A — S ki3 K3y 0O U2
0 ks, 0 kS, kl?:;,rc ks, us3

R, k$, 0 0 kfs 94 0

Por tanto, el asiento en el nudo 4 generara fuerzas de empotramiento en
la barra ¢ (Gnica barra que conecta con dicho nudo), de valor:

Py = kA
Py = k§,A
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A continuacién se muestra un ejemplo de resolucién de estructura con
los tres tipos de acciones en barras vistos en el presente capitulo.

Ejercicio 4.1 Fl portico de la siguiente figura estd sometido a una carga de
viento dominante en su cara oeste de 2kN/m, un aumento de la temperatura
homogéneo en su cubierta de 30°C debido a la accion del sol, y una mala
cimentacion provoca un asiento en su apoyo derecho de 20 cm hacia abajo.

To

2 kN/m

& v:'“ IA —
AN

12m |

Figura 4.11: Ejercicio 4.1. Pértico con acciones en barras.

Se pide calcular el desplazamiento en los nudos y los esfuerzos en la barra
horizontal.

Datos: EA=2-10kN; EI =3-10*kNm?; a = 107°°C~1,
Solucién

Establecemos los sistemas de coordenadas global y locales, definiendo los
gdl en cada caso:

Global (12 gdl/estructura) Local (6 gdl/elemento)

Figura 4.12: Ejercicio 4.1. Sistemas de coordenadas y gdl.

Planteamos el sistema matricial de ecuaciones F— F = Kwu teniendo en
cuenta que tenemos las siguientes fuerzas de empotramiento:

= Barra a (nudos 1 y 2): fuerza de empotramiento debida a carga distri-
buida.
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= Barra b (nudos 2 y 3): fuerza de empotramiento debida a carga térmi-
ca.

= Barra ¢ (nudos 3 y 4): fuerza de empotramiento debida a asiento en
apoyo 4.

El sistema queda:

Ry, 0
Ry, py gli kg, : 0 : 0 0
i R
ol | | T e
0 P2a+b kgllkg;b: k5, : 0 U2y
0 | T 0,
[0 | | T
o | Bl o ke s | [,
0 | . s
e | | L 0 T o
Ru, By 0 0 kG k|| o0
" AT

Para calcular los desplazamientos, particionamos el sistema y seleccio-
namos las ecuaciones que tienen a estos como incdgnitas (ecuaciones de la
cuarta a la novena):

Hb+c b b+c
0 Py k3o ' ka3 us

Calculamos en primer lugar las fuerzas de empotramiento, segin se ha
explicado en el presente capitulo. Calcularemos sélo las necesarias para re-
solver el ejercicio, que serdn las de los nudos 2 y 3.

= Barra a (L=6m; ¢=2kN/m)
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gL?/12

qL/ZT

2

\

\

1

n
qL/2 <

gL?/12

Figura 4.13: Ejercicio 4.1. Fuerzas de empotramiento en barra a.

P} = 0 =10
L2
) o

= Barra b (L =12m; Ty =30°C)

EAT, 4

To

42

b

Figura 4.14: Ejercicio 4.1. Fuerzas de empotramiento en barra b.

EAdTy 600
0 =10
0 0
—FEAaT —600
0 = 0
0 0

T



4. Cargas aplicadas en barras y otras acciones

» Barre ¢ (L =6m; a=270% Ay =02cm)

N ‘ 0
PS kS, 1 kS 0 -

:3 = -2 -1 =P=kj A=k | -02
Py ks ‘ Lo A 0

Calculamos tunicamente los términos de kS, que necesitamos y obtene-
mos la fuerza de empotramiento:

X 0 X 0
kS, =[x -333.105 x| = P§=k5A=|6.67- 10
X 0 X 0

El siguiente paso es obtener los términos de K que intervienen en el
sistema:

= Barra a (L =6m; o=90°)

‘ 1666.67 0 5000
a ki, 1 Ko a 5
k* = é**l;* = kg = 0 3.33-10 0
| a
2. 5000 0 2104
» Barrab (L =12m; a=0°)
o [F2 Ras) _
K3y 1 kS
1.67 - 10° 0 0 : —1.67-10° 0 0
0 2.08 - 10° 1250 : 0 —2.08-10% 1250
0 1250 0t o ~1250 5000
—1.67-10° 0 0 : 1.67-10° 0 0
|
0 —2.08-10° —1250 | 0 2.08-105 —1250
|
0 1250 5000 1 0 —1250 10
» Barra ¢ (L =6m; a=270°)
L ' X 1666.67 0 5000
(& | (&
ke = ’;35 " ,;35 =kiz=| 0 333100 0
¢,
8, 5000 0 2104
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Finalmente montamos el sistema y calculamos los desplazamientos:

594 1.68 - 10°
0 0
—6 5000
—600 —1.67-10°
6.67 - 104 0
0 0
Se obtiene:
U2y
u2 = qu =
02
U3y
’u,3 = USy =
03

3.34-10°

—2.08 - 10°

0 5000

1250 |

1250

—1250

1250 5000

3.84-10"2m
—290-10°m
—1.23-10"2rad

4.20-10"2m
—0.20m
—1.33-10"2rad

| —1.67-10° 0 0

U2z

0 —2.08-10° 1250 U2y

0 —1250 5000 02
168-105 0 5000 | | s
0 3.34-10°  —1250 usy
5000 —1250 3-10% 03

Hallados los desplazamientos, se determinan los esfuerzos en la barra

horizontal (barra b):

Pb 136 kb ; kb u Pb _ If)b + kb Uy + k:b, u
2 _ :2 n 22 + 23 v2 N 2 ~2 2242 23 W3 N
P} " kS, 1 Kby u3 P} = P + kSyuy + kjzus
3.59 —3.59
=Pl=1| 966 |; » = —9.66
60.37 55.59
Grdficamente:
9.66 55 5o
3.59 5 3 4—1}3‘59
60.37 b %

Figura 4.15: Ejercicio 4.1. Fuerzas en los nudos de la barra b [kN, kNm].

Por lo que los diagramas de esfuerzos serdn:
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= o fl

3.59

9.66

Axil [kN] Cortante [kN]

60.37

)

)

55.59

Flector [kNm]

Figura 4.16: Ejercicio 4.1. Diagramas de esfuerzos en la barra b.

Ejercicio Python 4.1

Se considera la siguiente estructura, sometida a una carga distribuida,
donde las barras a y b se unen entre si rigidamente mientras la barra ¢ lo
hace a través de una rétula.

q = 100 kN-m

L— 5m -L 6m -J

Figura 4.17: Ejercicio Python 4.1. Estructura con carga distribuida.

Se pide calcular los desplazamientos en los nudos mediante el Método
Directo de la Rigidez, teniendo en cuenta los siguientes datos:

= Barra a: E, = 20 GPa, secciéon cuadrada de lado 10 cm.

= Barra b: E, = 25 GPa, seccién cuadrada de lado 20 cm.
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from

= Barra ¢: E, = 200 GPa, seccion circular de didmetro 5 cm.

El c6digo mostrado a continuacién para resolver este problema comienza
definiendo una clase “Punto2D” y una funcién “longitud” para calcular la
distancia entre dos puntos, igual que en el ejercicio de Python 2.1. Ademds
se define una funcién “alfa” que calcula el dngulo de la recta P1-P2 con la
horizontal.

Por otra parte se define una clase “P2D” y una clase “A2D”, para barras
de poértico plano y de articulada plana, respectivamente; cada una con las
siguientes funciones:

“K_local”para obtener la matriz de rigidez en coordenadas locales.
“M_ lg”para definir la matriz de cambio de locales a globales.
“K__global”para obtener la matriz de rigidez en coordenadas globales.

“K_gobal caja(i,j)”para obtener la submatriz k;; en globales.

Definidas las funciones, la resoluciéon del problema sigue el siguiente es-
quema:

1.
2.

Definir los nudos de la estructura con la clase “Punto2D”.

Definir las barras introduciendo los materiales y usando las clases
“P2D” o “A2D”, segiin corresponda.

Calcular las submatrices necesarias y ensamblar la matriz del sistema
teniendo en cuenta las condiciones de contorno, es decir, se trabajara
con los gdl donde los desplazamientos estan permitidos.

Definir el vector de fuerzas de empotramiento producidas por la carga
distribuida ¢. En este caso no hay cargas nodales aplicadas.

Resolver el sistema de ecuaciones para calcular los desplazamientos.

__future_ import division

import numpy as np

H H B H

+*

DEFINICION DE CLASES Y FUNCIONES

Matrices de Rigidez P2D y A2D en globales
Completa y con submatrices

Programacidén Orientada a 0Objetos

Definicidén de la clase "Punto". Coordenadas (x, y) de un punto

Observacién: Se inicializa con las coordenadas (0,0)
Se define bidimensional, pues se usara para el P2D

class Punto2D:

""" Clase para representar los puntos en 3D, coordenadas x,
Y. 2

81



o

N

o
o

56
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def __init__(self, x=0, y=0):
self .x = x
self.y =y
def coords(self):
return " ({0}, {1})".format(self.x, self.y)
# _______________________________________________________________

# Definicidén de la funcién "longitud"
# Calcula la distancia entre dos puntos
# Trabaja con pl,p2. Es una funcidén "amiga" de la clase Punto

def longitud(pl, p2):
""" Devuelve la longitud (médulo) del vector pl-p2
Longitud = 0
Longitud += (p2.x - pl.x ) *x* 2
Longitud += (p2.y - pl.y ) ** 2
Longitud = np.sqrt(Longitud)
return Longitud

# Definicidén de la funcién "alfa"
# Devuelve el angulo que define el vector P1 -> P2
# La funcidén "arctan2" devuelve el angulo buscado

def alfa(pl,p2):
nn "Angulo Pl _> P2II nn
vy = p2.y -pl.y
vx = p2.x -pl.x
angulo = np.arctan2(vy,vx)
return angulo

# _______________________________________________________________

# Definicidén de la clase "P2D", para barra P2D

# _______________________________________________________________

# Inicializacidén: A partir de dos puntos, y los parametros EA,
EI

# Funciones de la clase:

# K_local: Para obtener la matriz de rigidez en locales (6x6
)

# M_lg: Matriz de cambio de base de Locales a Globales (6x6)

# K_global: Para obtener la matriz de rigidez en globales (6
x6)

# K_global_caja(i,j): Para obtener la submatriz ij en
globales (3x3)

class P2D:

""" Clase para representar la barra P2D """

def __init__(self, pl = Punto2D(), p2 = Punto2D(), ea = 0,
ei = 0):

self.pl = pil

self .p2 = p2

self.ea = ea

self.ei = ei

def K_local(self):
L = longitud(self.pl,self.p2)
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EI

def

def

EA = self.ea
EI self.ei

K_L = np.zeros((6,6))

K_L[0,:] = np.array([ EA / L, 0., O., - EA / L, 0., 0.1)

K_L[1,1:] = np.array([12 * EI / L**3, 6*x EI / Lxx2, 0,
-12 * EI / L**3, 6 *x EI / Lx*x*x2])

K_L[2,2:] np.array([4 * EI / L, 0, -6 x EI / L**2, 2 x%

/ L 1)

K_L[3,3:] = np.array([EA / L, 0, 0])

K_L[4,4:] = np.array([12 * EI / L*x3, -6 * EI / L*x2])
K_L[5,5] =4 * EI / L
K_L = (K_.L + K_.L.T) - np.diag ( np.diag(K_L) )

return K_L

M_1lg(self):
Angulo = alfa (self.pl, self.p2)

M_LG = np.array([[np.cos(Angulo), -np.sin(Angulo), 0],
[np.sin(Angulo), np.cos(Angulo), 0],
[o, 0, 111)

M_LG = np.vstack([np.hstack([M_LG, np.zeros((3,3))1),
np.hstack ([np.zeros ((3,3)), M_LG])] )

return M_LG

K_global (self):

LG = self.M_1g()

M_
K_L = self.K_local()

K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ))

return K_G

# Funcidén para extraer una submatriz

def

3]

K_global_caja(self,icol=1, jcol=1):
if (icol mnot in ([1,2]) or jcol mot in ([1,2]) ):
print ("Valores de icol, jcol fuera de rango")

return
icol = icol -1
jcol = jcol -1
kg = self.K_global ()

K_sub = kglicol * 3:icol * 3 + 3 , jcol * 3 : jcol * 3 +

return K_sub

# Definicidén de la clase "A2D", para barra A2D

# Inicializacién: A partir de dos puntos, y el pardmetro ea
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4. Cargas aplicadas en barras y otras acciones

#
#

#

Funciones de la clase:

K_local

x2)

M_1g

)

K_global:

x6)

K_global_caja(i,j):

globales (2x2)

class A2D:

nun

def

def

def

def

Clase para representar la barra A2D
= Punto2D (),

__init__(self, pl = Punto2D(), p2
self.pl = pil
self .p2 p2
self.ea = ea

K_local(self):
L = longitud(self.pl,self.p2)
EA = self.ea

K_L = np.array([[EA / L, -EA / L],

[-EA / L, EA / L11)
return K_L

M_lg(self):

Angulo = alfa (self.pl, self.p2)
M_LG = np.array([[np.cos(Angulo),
[np.sin(Angulo), 0],

[0, np.cos(Angulo)],

[0, np.sin(Angulo)]])
return M_LG

K_global (self):
M_LG = self.M_1lg()
K_L = self.K_local()

ol,

K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ))

return K_G

158 # Funcidén para extraer una submatriz

def K_global_caja(self,icol=1, jcol=1):

if (icol not in ([1,2]) or jcol mnot in ([1,2]) ):
print ("Valores de icol, jcol fuera de rango")

159
160
161
162
163
164
165

166

171

2]

return
icol = icol -1
jcol = jcol -1
kg = self.K_global()

K_sub = kglicol * 2:icol * 2 + 2

return K_sub

# RESOLUCION DEL PROBLEMA
172 # Cadlculo de estructura P2D - A2D

s>

jcol * 2

Para obtener la matriz de rigidez en locales (2
Matriz de cambio de base de Locales a Globales (4x2
Para obtener la matriz de rigidez en globales (6

Para obtener la submatriz en ij en

ea = 0):

jcol * 2 +
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pl = Punto2D(0,0)
p2 = Punto2D(5,7)
p3 = Punto2D(11,7)
p4 = Punto2D(11,0)

# Barra a

E_a = 20E6 #20 kN/m~2

Aa = 0.1%*2 # Seccidén cuadrada de 0.1 m de lado
Ia /12 * 0.1%%4

I
[y

EA_a = E_a * Aa

EI_a = E_a * Ia

barra_a = P2D(pl,p2,EA_a, EI_a)

# Barra b
E_b = 25E6 # 25 kN/m~2
Ab = 0.2%%2 # Seccidén cuadrada de 0.2 m de lado

Ib = 1./12 * 0.2x%4

EA_b = E_b * Ab
E_b *

EI_b = Ib

barra_b = P2D(p2,p3,EA_b, EI_Db)

# Barra c
E_c = 200E6 # 200 kN/m~2
Ac = np.pi * 0.05%%2 / 4. # Barra circular de 5 cm de diametro

EA_c = E_c * Ac

barra_c = A2D(p2,p4,EA_c)

# De forma simbdélica, es posible eliminar el bloque
correspondiente al nudo 3, pues estad empotrado.

# También es posible eliminar el bloque del nudo 4, pues estan
impedidos los desplazamientos en los 2 gdl que tiene la
barra A2D.

# Del sistema restante, almacenaremos en memoria las submatrices

necesarias.

# Barra a
# La barra "a" conecta los nudos 1 y 2, por tanto las posiciones
11, 12 y 22, se encuentran en las posiciones 11, 12, y 22
de la matriz de rigidez en globales
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ki11_a barra_a.K_global_caja(1,1)
k12_a barra_a.K_global_caja(1l,2)
k22_a = barra_a.K_global_caja(2,2)

# Barra b

# La barra "b" conecta los nudos 2 y 3. La submatriz k22_b es la
Gnica necesaria, y estard en la posicién local 11 de 1la
matriz de rigidez de la barra, en globales.

k22_b = barra_b.K_global_caja(1l,1)

# Barra c

# La barra "c" conecta los nudos 2 y 4. Se necesita la submatriz
k22_c, que se encuentran en la posicidén 11 de la matriz de
rigidez en globales

k22_c = barra_c.K_global_caja(1,1)

# La barra "c" es un tirante, y necesita expandirse a una 3x3
con ceros para poderla combinar con las matrices de P2D

# k22_c debe expandirse a una matriz de dimensidén 3x3, con la 1
ltima fila y columna de ceros.

k22_c_expandida = np.zeros([3,3]) # Primero se crea una matriz
con ceros

k22_c_expandida[0:2,0:2] = k22_c # Luego se copian las
posiciones de k22_c

# Suma de submatrices. S6lo lo necesita la posicién k22_{a+b+c}

k22_abc = k22_a + k22_b + k22_c_expandida

# _______________________________________________________________
# Ensamblaje

# _______________________________________________________________

# La matriz de rigidez completa tiene dimensiones 6x6:
krigidez = np.zeros ([6,6])

krigidez [0:3,0:3] = ki11l_a

krigidez [0:3,3:6] = k12_a

krigidez [3:6,0:3] = k12_a.T # Matriz transpuesta de kl12_a
krigidez [3:6,3:6] = k22_abc

print ( n ")
print ("Matriz de rigidez")
print (krigidez)

# En el nudo 1 hay un apoyo deslizante, que impide 1los
desplazamientos en los gdl 2 y 3, por lo que es necesario
eliminar las filas y columnas 2 y 3 de la matriz de rigidez

# Para Python, estas filas son las 1 y 2, ya que Python comienza

indexando en 0
# Esto puede hacerse con la operacién de numpy "delete"

posiciones = np.array([2,3]) # Posiciones indexando desde 1
posiciones -= 1 # Posiciones de Python, indexando desde O
# Esta operacidén equivale a posiciones = posiciones - [1,1]
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# Primero las filas (axis = 0):
np.delete (krigidez ,posiciones ,axis =
# Luego, las columnas (axis=1):

krigidez_final =

krigidez_final =

np.delete(krigidez_final ,posiciones, axis

# Mostramos la nueva matriz de rigidez:

print ("")

print ("Matriz de rigidez tras eliminar filas-columnas 2 y 3")

print (krigidez_final)

# Aparecen fuerzas de empotramiento en los nudos 2 y 3 debido a
la carga distribuida en la barra b.

# S6lo interviene la fuerza de empotramiento del nudo 2

# Calculamos el vector de fuerzas de empotramiento del nudo 2,

debido a la carga q:

q = 100 # kN/m
Lb longitud (p2,
p2 = np.array ([0,

p3)

q * Lb / 2, g * Lb**x2 / 12.])

vec_fuerzas = np.zeros (6)
vec_fuerzas [3:6] = p2
vec_fuerzas = np.delete(vec_fuerzas,posiciones)

# Cambio de signo

para tener en cuenta que el sistema es K * u

F - F_empotramiento:
vec_fuerzas = -vec_fuerzas
# _______________________________________________________________
## Resoluciodon del sistema de ecuaciones
# _______________________________________________________________
u = np.linalg.solve(krigidez_final,vec_fuerzas)
print ("")

print ("Solucién del sistema.

print("u_1x =", ul[0], "m")
print("u_2x =", ul1]l, "m")

print("u_2y =", ul[2], "m"

print ("Theta_2 =",

ul3], "rad")

Desplazamientos: ")

Los resultados de desplazamientos que se obtienen ejecutando este c6digo
con los datos indicados son:

Ulge =

U2y

—1.588 - 1072 m;
—1.037- 1072 m;

Ugg = —1.182- 1073 m;
03> = —1.281 - 10 ' rad
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Capitulo 5

Técnicas complementarias
y casos particulares

Indice
5.1. Introduccién . .. ... .. ... .. ... 0. 89
5.2. Condensacién estatica y libertades en elementos 90
5.3. Apoyos no concordantes . ... .......... 111
5.4. Apoyos elasticos . ... ... o000 000 114
5.5. Ligaduras entre grados de libertad . . . . .. .. 117
5.6. Subestructuras . . ... .. ... ... 000 124
5.7. Elementos especiales . . ... ........... 125

5.1. Introduccion

Con las técnicas estudiadas hasta este punto puede resolverse una gran
variedad de estructuras, pero es posible que se presenten algunos casos par-
ticulares en los cuales es necesario el conocimiento de ciertas técnicas com-
plementarias para permitir o facilitar la resolucién del problema. Algunos de
estos casos son:

= Elementos que tienen liberados ciertos gd1, por lo que se puede emplear
la técnica de condensacion estdtica para simplificar el problema.

= Apoyos orientados en direcciones no concordantes con los ejes globales,
donde habréd que definir unos ejes nodales.

= Apoyos eldsticos, en los que los desplazamientos son proporcionales a
la fuerza transmitida (muelle).
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= Presencia de elementos de gran rigidez (sélidos rigidos) que hacen que
no todos los gdl de la estructura sean independientes, sino que algunos
estén ligados entre si.

= Estructuras de cierto tamafio en las que se repite un mismo patrén, por
lo que pueden ser consideradas como un conjunto de subestructuras,
facilitando el célculo.

= Elementos especiales, distintos de las barras o tirantes simples que
hemos visto hasta el momento.

En el presente capitulo se van a explicar las técnicas mediante las cuales
es posible abordar cada una de estas situaciones particulares.

5.2. Condensacion estatica y libertades en ele-
mentos

Condensacion estatica

La condensacion estatica es una técnica numérica utilizada para elimi-
nar gdls del sistema de ecuaciones, despejando unos de ellos (esclavos), en
funcién de otros (maestros), que son los que aparecerdn en el sistema redu-
cido. Utilizaremos el superindice g para hacer referencia a los elementos del
sistema condensado.

F_ F — Ku condensacién Fa_ Fq — K99
(5.1)
m equaciones n equaciones

Se pasa de m gdls a n, con n < m.

Veamos cémo realizar esta condensacion estatica planteando un sistema
de ecuaciones general para una estructura, donde llamamos A a los gd1 que
queremos mantener (maestros) y B a los gdls a condensar (esclavos):

Fy F, Kia Kap UuUA

Fp Fg Kpa Kpp) \us
Tomamos las filas de los gdl a condensar:
Fp—Fp =Kpaua+ Kppup
y despejando up:
up=KypFp— KgpFp— KppKpaua (5.2)
Tomamos ahora las filas de los gdl restantes:

Fy—F4=Kaaus+ Kapup
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Sustituyendo la Ecuacién 5.2 en la Ecuacién 5.3:
Fy—Fa=Kaaua+ Kup (KE}BFB ~KgLFp— KEBKBAUA)
y agrupando términos,

(Fa — KapKppFg)—(Fa— KapKppFp) = (Kaa— KapKppKpa) ua
(5.3)
Vemos que los gdl B ya no aparecen en el sistema. En esta expresién
podemos identificar los términos del sistema condensado indicados en la
Ecuacién 5.1:

F1=F, - KipKyLF5

Fq:FAfKABKEEFB

K=Ky~ KiapKppKpa (5.4)
u? =uy

Esta serd la forma de obtener los elementos del sistema de ecuaciones
condensado. A modo de resumen tenemos:

A: gdls que permanecen en el sistema de ecuaciones (gdl maestros).

B: gdls que se eliminan del sistema de ecuaciones (gdl esclavos).
= F, y F,: fuerzas existentes en los gdl a mantener.

= Fpy F p: fuerzas existentes en los gdl a condensar.

= u4: desplazamientos en los gdl a mantener.

= up: desplazamientos en los gdl a condensar.

= K4 4: términos de la matriz de rigidez que relacionan fuerzas y des-
plazamientos a mantener.

= Kpp: términos de la matriz de rigidez que relacionan fuerzas y des-
plazamientos a condensar.

s K sp: términos de la matriz de rigidez que relacionan fuerzas a man-
tener con desplazamientos a condensar.

s Kpa: términos de la matriz de rigidez que relacionan fuerzas a con-
densar con desplazamientos a mantener.

Vamos a verlo de forma practica con un ejemplo .

Ejercicio 5.1 Dada la siguiente barra de portico bidimensional sometida a
carga uniformemente distribuida:
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1Y )

Figura 5.1: Ejercicio 5.1. Barra P2D con carga uniforme.
Calcular su sistema de ecuaciones condensando el giro en el nudo 2.
Solucién

La barra tiene 6 gdl antes de realizar la condensacion, que pasardn a ser
5 tras condensar el sexto gdl (giro en el nudo 2):

3}L . 6.1 4 3N 4 .

1 2 1 2

gdl sin condensar gdl condensado 02

Figura 5.2: Ejercicio 5.1. gdl de la barra antes y después de condensar
0>.

Planteamos el sistema de ecuaciones F — F = Ku sin condensar. Se
muestran calculados los términos de la matriz de rigidez elemental para P2D
y las fuerzas de empotramiento correspondientes a una carga distribuida uni-
forme. Se han incluido unas fuerzas nodales genéricas en ambos nudos de la
barra, para mayor generalidad del ejemplo.

i, 0 4 0 0o '-£4 0 Uy
|
L 12E1 6EI | 12ET | 6EI
F1 i 0 0 u
Y 2 L3 Lz L3 L2 1y
2
|
Ml qlL 0 653[ 41E;'I ‘ 0 655[ 2%’[ 91
I N R e e e S |
By, 0 —E£4 0 o , £4 0 0 Uy
|
aL _12BI _6EI 12E1 | _6EI
Fay 2 0 I® ! 0 I® I? U2y
T
L? 6EI 2EI 6EI 4EI
M2 77(11 0 T3 7 I 0 — I3 7 92
I

Como se ha indicado, el gdl a condensar es el 6, por lo que se han
senalado la sexta fila del sistema y la sexta columna de la matriz de rigidez,
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lo que nos permitird identificar los diferentes términos para la condensacion:

Fi, 0
gL
Fly 2
_ . _ . o L2 | . o L?
Fa=| M |; FB—<M2), Fy= =0 FB—(—‘ZIT)
Fy, 0
L
Fy, 2
A | A
EA | _EA
A 0 1-EA o 0
0 12E1 6EI 1 (o  _12BI 6EI
3 7 3 I°
6EI AET | 6EI | . _ | 2BI
Kaa=| 0 %% o o0 0 s Kas=| 4
|
EA EA
-z 0 0 0 0
0 _12B1 _G6EI | 12E1  6EI
3 7z 3 2
Kpa = (0 6BI 2BI | 6531) : Kpp = <4E1)
Uig
Uly
ups = 01 ) up = (92)
U2y
Ugy

Calculamos ahora los elementos del sistema condensado, segiun las expre-
siones vistas en el presente apartado.

= Vector de fuerzas condensado.
Como norma, condensaremos un determinado gdl inicamente cuando
no haya fuerzas aplicadas en el mismo (Fp = 0), lo que en este caso
itmplica Ms = 0. Esto lo hacemos para poder escribir que:

Fq:FA—KABKégFBéFq:FA
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= Vector de fuerzas de empotramiento condensado.

Fq:FA—KABKggﬁgi

0 0
qL GEZI
2 L 2
= Pl || | 2EI Ly (et
12 | [ L I \4Er 12
0 0
qL __6EI
2 L2

Se puede observar que las fuerzas obtenidas corresponden a las reac-
ciones de una barra empotrada-apoyada (barra con el gdl 6 liberado)
sometida a la carga uniforme q. Esto nos permitird, de aqui en ade-
lante, calcular de forma directa las fuerzas de empotramiento cuando

condensemos un gdl.

5qgL/8

Y '
qL%/8 (
ARNN

T 3qL/8

ot
<
~

)
oot~ oo
N

0

3qL
8

Figura 5.3: Ejercicio 5.1. Reacciones en barra empotrada-apoyada con

carga uniforme.

= Matriz de rigidez condensada.
K'=Kus— KipKppKpa

Sustituyendo y operando:

£4 0 0 ;—ETA 0
o E E o
Ki=| o g 0
|
-E4 0 0 A0
0 73LESI 3L1’17211 0 3[]?21

n Vector de desplazamientos condensado.

u? =uy
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En total, el sistema de ecuaciones condensado queda:

Fig 0 £4 0 0 ' =E 0 Uty
Py, % 0 3531 SLEzI : 0 _ 3LESI Uy
A0 Rl e e B O AL o
Py 0 —EA 0 0 B 0| | ug
Py, % 0 _3531 _3LEQI : 0 3521 Uy

Libertades en elementos

En el Ejercicio 5.1 hemos condensado, a modo de ejemplo, el giro en el
extremo final de una barra cualquiera. Aunque este procedimiento se puede
llevar a cabo para cualquier gdl, la verdadera utilidad de la condensacién
estatica se muestra cuando nos encontramos con libertades en elementos.

Hablamos de libertad en un elemento cuando alguno de sus nudos tiene
liberado al menos un gdl, es decir, permite el desplazamiento en dicho gdl
(mediante una rétula o una deslizadera). Esta situacién se puede dar en
nudos con apoyos o en nudos entre barras, en cuyo caso tendremos un nudo
con més gdl que los habituales en una estructura de ese tipo. La mejor forma
de resolver estas situaciones es condensando los gdl liberados.

Para la resolucion de problemas, aplicaremos la condensacion estatica
siempre que se den las siguientes circunstancias simultaneamente:

= Cuando esté liberado el giro o el desplazamiento perpendicu-
lar a la barra en uno de sus extremos. Otros casos de condensacién
son también factibles, pero estos son los mas comunes y es posible en-
contrar las matrices de rigidez condensadas en prontuarios de Célculo
Matricial, como el del Anexo B del presente libro.

= Cuando no existan cargas externas aplicadas en el gdl a condensar,
es decir, la componente de dicho gdl en el vector F' sea igual a cero.
Esto permite obtener de forma directa el vector de fuerzas condensado
como F9=Fy.

Veamos algunos ejemplos de situaciones en las que es conveniente con-
densar gdl:
= Ejemplo 1. Barras conectadas por una roétula.

En la rétula tendremos 4 gdl: desplazamiento horizontal, desplaza-
miento vertical, giro por la izquierda y giro por la derecha, ya que la
rotula hace que el giro sea distinto por ambos lados. Estos dos giros,
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que estan liberados por la presencia de la rétula, se pueden y deben

condensar:
A eb A | A A
;{ . a s b B j \ a b p E
1 6>, 3k 1 ) 3
Sin condensar (10 gdl) Cond. 62 y 65 (8 gdl)

Figura 5.4: Condensacién en barras unidas por rétula.

Hay que tener en cuenta que en el caso de que haya fuerzas nodales en
un determinado gdl, no lo condensaremos, como se ha indicado ante-
riormente. Si, por ejemplo, en el caso anterior anadimos un momento
en la rétula por la derecha, podremos condensar tan solo el giro en el
nudo 2 por la izquierda:

) M ’ M ‘
4 a 2 “\ b . k ' 4 a ? “\ b o
Zh 6" g’ 3F 1 e/ 3k

Sin condensar (10 gdl) Cond. 6% (9 gdl)

Figura 5.5: Condensacién en barras unidas por rétula con momento en
nudo.

= Ejemplo 2. Barras conectadas por una deslizadera.

En la figura siguiente, la deslizadera independiza el desplazamiento
vertical en el nudo 2 de la barra a, por un lado, y de las barras b y c,
por otro. Se podra condensar el desplazamiento uj,, ya que estd libre
y es perpendicular a la barra ¢ en uno de sus extremos.

b b
b bc
u, 5 fuy> \ Uy
g R B i a__ g
1 2 1 2
C C
4 4
77777~ 77777~
Sin condensar (13 gdl) Cond. ug, (12 ga1)

Figura 5.6: Condensacién en barras unidas con deslizadera
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Ejemplo 3. Pértico con rétula interna y apoyos no empotrados.

En el pértico a continuacién, se podran condensar los giros en el nudo
2 (liberados por la rétula) y el desplazamiento en la deslizadera del
nudo 4, que es perpendicular a la barra c.

J) o° b AN
o 3
) 2
a a C
140 4 17 4
A AN AN AN
Sin condensar (13 gdl) Cond. 0%, 05 y uss (10 gdl)

Figura 5.7: Ejemplo de condensacién en pértico

Ejemplo 5. Pértico con rétula interna.

En la figura siguiente, las barras a y b estan rigidamente unidas entre
si en el nudo 3, por lo que no puede condensarse su giro. Las barras
¢ y d, sin embargo, tienen los giros libres en ese nudo, por lo que
deberan condensarse. El desplazamiento en la deslizadera del nudo 1
no se condensa porque no es perpendicular al eje de la barra a.

Sin condensar (17 gdl) Cond. 05y 69 (15 gdl)

Figura 5.8: Ejemplo de condensacién en pértico (II)

La aplicacién de la condensacién estatica en gdl de elementos que coin-

ciden en un nudo debe hacerse teniendo precaucién de no hacer inestable el
propio nudo. Si se condensan, por ejemplo, todos los giros del nudo, ninguna
barra aportard rigidez de giro al nudo y se producird un mecanismo interno
(a menos que se coaccionara de forma artificial dicho giro). Esto es impor-
tante si se va a resolver el problema con un programa de ordenador, pero no
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si se va a hacer a mano, pues en este ultimo caso, puede tenerse en cuenta
que todos gdls condensados se eliminan del sistema de ecuaciones.

Ejercicio 5.2 Se tiene la siguiente estructura, donde las barras a y b se
unen rigidamente entre st, y la barra c se une a ellas a través de una rotula.

1
AR

Figura 5.9: Ejercicio 5.2. Estructura.

Se pide calcular los desplazamientos en los nudos 2 y 3 y los esfuerzos
en la barra horizontal mediante el Método Directo de la Rigidez y utilizando
el minimo nimero de gdl posibles.

Datos: EI = 2000kNm?; EA = 1.2-10°kN; longitud de todas las barras
L=5m; ¢ =25kN/m; P =100kN.

Solucion

E's posible observar que tenemos una estructura en la que las barras a y b
son de tipo P2D, mientras que la barra ¢ es de tipo A2D. Ademds, siguiendo los
criterios vistos en el presente apartado, podemos condensar el desplazamiento
horizontal en el nudo 1 y el giro en el nudo 3, ya que ambos gdl estdn
liberados y no tienen cargas nodales aplicadas.

De este modo, definimos los siguientes gdl de la estructura:
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20k = 5 5 : — 3
5 b 3 b
i a
ey -
Sist. coord. global (9 gdl) Sist. coord. local

Figura 5.10: Ejercicio 5.2. gdl de la estructura condensados w1, y 63.

Planteamos el sistema matricial de ecuaciones de la estructura F — F = Ku
teniendo en cuenta los gdl que estdn condensados:

Ry, 0 0
| Lo | Rl ke po o]0
P l L iz
0 P2b gllkg;bﬂlkg?):k& U2y
0 |- - l L ot
F - - = L - -+ - - -+ -+ -1} -
R, ) 24 0! kS, ;kg?); 0 0
Ry l L 0
[ R 0 0 K, |0 k|| 0
m) o) U0

Particionamos el sistema seleccionando las ecuaciones que tienen a los
desplazamientos como incdgnitas (ecuaciones de la tercera a la quinta, co-
rrespondientes al nudo 2). En este caso, el sistema a resolver queda:

pb __ +b+
F2 — P2 = k§2 C’UQ

Calculamos las fuerzas de empotramiento en el nudo 2 producidas por la
carga distribuida q aplicada sobre la barra b. Se trata del mismo caso que
el descrito en el Fjercicio 5.1, basta calcular las reacciones de una barra
empotrada-apoyada sometida a una carga uniformemente distribuida.

0 0
Py = |5k [ =] 7813
oL’ 78.13
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Calculamos ahora los términos de K que intervienen en el sistema, es
decir, los correspondientes a la posicion 22:

» Barra a (P2D; L = 5m; a = 90°; condensado u1,)

. ‘ N 0 0 0
a | a
ka — ’;1} + ];12 = kjgz = O 24000 0
| a
21 | F22 0 0 400

= Barra b (P2D; L =5m; o = 0° condensado 03)

: 24000 0 0
=ky=] 0 48 240
0 240 1200

‘ 12000 —12000 O
k= |-=+-=] =k5 =|-12000 12000 O
\ 0 0 0

Sumando las matrices podemos plantear el sistema de ecuaciones a re-
solver y calcular los desplazamientos:

100 0 36000 —12000 0 Uz
0 | —|7813| =[-12000 36048 240 | [ ua,
0 78.13 0 240 1600/ \ 6g°
Se obtiene:

Ugy = 2.433-107%m;  wg, = —1.033- 1073 m; @y = —4.867- 10~ rad

Obtenidos estos desplazamientos es posible calcular los esfuerzos en la
barra b.

b . - 58.39
| u ~

I R R I B R T - e T

P! P} ks | KGs) \us 19.77
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66.39 kN 25 kN/m 58.60 kN

R %
58.39 kN ,,2 y v 3'< 58.39 kN

1 N
19.47 kN-m

Figura 5.11: Ejercicio 5.2. Fuerzas la barra b.

Dando lugar a los siguientes diagramas de esfuerzos:

2 b 3 > b | . b 3
- o 3 2 0
58.39 66,30
Axil [kN] Cortante [kN] Flector kN - m)]

Figura 5.12: Ejercicio 5.2. Diagramas de esfuerzos en la barra b.

Se pide también calcular el giro en el nudo 3, que estd condensado. Para
obtenerlo tendremos que trabajar con la ecuacion de la barra b sin condensar:

Py P

b Pb b b
P; P; kg ' k3s ) \us

b b
k3, +‘ k33 U2

Bastard con resolver la sexta fila de este sistema, correspondiente al gdl
buscado. Calculamos solo los términos de las matrices y vectores que nece-
sitamos:

= Fuerzas de empotramiento.
Estamos trabajando ahora con la barra sin condensar ningin gdl, asi
que debemos calcular las fuerzas de empotramiento como las reaccio-
nes en una barra biempotrada sometida a una carga uniformemente

distribuida.
0 0
Pl || 2
—gL” —52.08

= Términos de kb (sin condensar).

X X X X X X
kS, = | x  x x | E,=|x x x
0 480 800 x X 1600
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= Desplazamientos.

2.433-1073

Uy =

0
—1.033-1073

;ouz= 10
—4.867-1072
el giro en 3:

03

Sustituyendo en la sexta ecuacion del sistema y resolviendo, obtenemos

0+ 52.08 = 480(—1.033 - 10~3) 4 800(—4.867 - 10~2) 4 160005 =

procederia de forma andloga.

= 03 =5.720 - 10" % rad
En caso de querer calcular el desplazamiento condensado en el nudo 1 se

Ejercicio Python 5.1

La siguiente figura representa el esquema estructural de un punte com-
puesto por un tablero y dos pilas inclinadas, sometido a una carga unifor-

memente distribuida. Los elementos del tablero (a, b y ¢) se unen entre si
rigidamente mientras las pilas (d y e) lo hacen a través de rétulas.

g v v A\ l v v l i \J v i l \J A\ l i \ v i i \ A\
1 a 2 b 3 C 4
& 1 [T &
\
d h1 h2 \\\
\
5 } L \\ 6
T - ANARNY
‘ di }» % d2 L
; L1 : L2 .

11 ‘
Figura 5.13: Ejercicio Python 5.1. Estructura

Se pide plantear y resolver el sistema de ecuaciones para calcular los
desplazamientos condensando todos los gdl posibles.

Se dispone de los siguientes datos:
= Tablero: £ = 35GPa; A =3.5m?; [ =0.12m*.

= Pilas: E =35GPa; A=0.2m? I =5.3-10"3m?.
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= Dimensiones: L1 = 30m; L2 =45m; hl = h2 =20m; d1l = d2 = 5m.

El cédigo para resolver este problema, a continuacién, comienza con la
definicién de las clases “Punto2D”, “P2D” y “A2D”, con sus correspondientes
funciones, ya utilizadas en el ejercicio de Python 4.1. Ademas, se afiade a
la clase “P2D” una funcién “K_ Condensa_ Giro” que obtiene la matriz de
rigidez de una barra P2D con el giro condensado en uno de los dos extremos.

Una vez definidas las funciones, se sigue el siguiente procedimiento para
resolver el problema:

1. Definir la geometria de la estructura y la posiciéon de los nudos de
la estructura con la clase “Punto2D”. Estos puntos se muestran en
pantalla.

2. Definir las barras introduciendo los materiales y usando la clase “P2D”.

3. Se realiza un dibujo sencillo de la estructura para visualizar su geome-
tria.

4. Calcular las submatrices necesarias y ensamblar la matriz del sistema
teniendo en cuenta las condiciones de contorno y los gdl condensados
(01,04, 65, 04). De este modo el sistema a resolver queda de dimensiones
TxT

5. Definir el vector de fuerzas de empotramiento producidas por la carga
distribuida q.

6. Resolver el sistema de ecuaciones para calcular los desplazamientos.

from __future__ import division

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# DEFINICION DE CLASES Y FUNCIONES

# Matrices de Rigidez P2D y A2D en globales
# Completa y con submatrices

# Programacién Orientada a Objetos

f===============================================================
# _______________________________________________________________
# Definicién de la clase "Punto". Coordenadas (x, y) de un punto
# Observacioén: Se inicializa con las coordenadas (0,0)

# Se define bidimensional, pues se usara para el P2D

# _______________________________________________________________

class Punto2D:

""" Clase para representar los puntos en 3D, coordenadas x,
nnn

y, z
def __init__(self, x=0, y=0):
self.x = x
self.y =y

def coords (self):
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return " ({0}, {1})".format(self.x, self.y)

# _____________________________________________________
# Definicidén de la funcidén "longitud"
# Calcula la distancia entre dos puntos

# Trabaja con pl,p2. Es una funcién "amiga" de la clase Punto

def longitud(pl, p2):
Longitud = 0
Longitud += (p2.x - pl.x ) ** 2
Longitud += (p2.y - pl.y ) *x 2
Longitud = np.sqrt(Longitud)
return Longitud

# Definicidén de la funcidén "alfa"

# Devuelve el angulo que define el vector P1 -> P2
# La funcién "arctan2" devuelve el angulo buscado

def alfa(pl,p2):
nnn Angulo P1 _> P2II nn
vy = p2.y -pl.y
vx = p2.x -pl.x
angulo = np.arctan2(vy,vx)
return angulo

Devuelve la longitud (médulo) del vector pl-p2

# _______________________________________________________________

# Definicidén de la clase "P2D", para barra P2D

o e — =

# Inicializacidén: A partir de dos puntos, y los parametros EA,
EI

# Funciones de la clase:

# K_local: Para obtener la matriz de rigidez en locales (6x6
)

# M_lg: Matriz de cambio de base de Locales a Globales (6x6)

# K_global: Para obtener la matriz de rigidez en globales (6
x6)

# K_global_caja(i,j): Para obtener la submatriz ij en
globales (3x3)

class P2D:
""" Clase para representar la barra P2D """
def __init__(self, pl = Punto2D(), p2 = Punto2D(), 0,

ei = 0):
self.pl = pil
self .p2 = p2
self.ea = ea
self.ei = ei

def K_local(self):
L = longitud(self.pl,self.p2)
EA self.ea
EI self.ei

K_L = np.zeros ((6,6))
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75 K_L[0,:] = np.array([ EA / L, O., O., - EA / L, 0., 0.1)

76 K_L[1,1:] = np.array([12 * EI / L**3, 6x EI / L*x2, 0,

77 -12 * EI / L**3, 6 * EI / L*x2])

78 K_L[2,2:] = np.array([4 * EI / L, 0, -6 * EI / L*%2, 2 *
EI / L 1)

79 K_L[3,3:] = np.array([EA / L, 0, 01)

80 K_L[4,4:] = np.array([12 * EI / L**3, -6 * EI / L*x2])
81 K L[5,5] =4 % EI / L

83 K_L = (K_.L + K_.L.T) - mnp.diag ( np.diag(K_L) )

84

85 return K_L

86

87 def M_lg(self):

88 Angulo = alfa (self.pl, self.p2)

90 M_LG = np.array([[np.cos(Angulo), -np.sin(Angulo), O],
91 [np.sin(Angulo), np.cos(Angulo), 0],

92 [o, 0, 111)

93 M_LG = np.vstack([np.hstack ([M_LG, np.zeros((3,3))1),
94 np.hstack ([np.zeros((3,3)), M_LG])] )

96 return M_LG

97

98 def K_global(self):

99

100 M_LG = self.M_1g()
101 K_L = self.K_local()

102

103 K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ))
104

105 return K_G

106

107 # Funcidén para extraer una submatriz

108 def K_global_caja(self,icol=1, jcol=1):

109 if (icol not in ([1,2]) or jcol mot in ([1,2]) ):

110 print ("Valores de icol, jcol fuera de rango")

111 return

112 icol = icol -1

113 jcol = jcol -1

114 kg = self.K_global()

115

116 K_sub = kglicol * 3:icol * 3 + 3 , jcol * 3 : jcol * 3 +
3]

117

118 return K_sub

1 # Matriz de rigidez con giro condensado en globales
2 # La operacidén de condensacidén se realiza en esta funcién

123

124 def K_Condensa_Giro(self,nodo=2)

125 # Si nodo = 1, giro condensado en nodo inicial

126 # Si nodo = 2, giro condensado en nodo final

127 indice = nodo*3-1 # Indice local del GDL en giro, en
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H*

vector de Python
kg = self.K_global ()

k11 ,k12,k21,k22 son matrices-bloque necesarias para
condensar el giro
k11: submatriz 5x5. A partir de kg, eliminando F-C del
GDL condensado
k12: columna 5x1. En la posicidén del GDL condensado
k21: fila 1x5. En la posicién del GDL condensado.
k22: componente de la diagonal en el GDL condensado
k11 = np.delete(kg,indice,axis=0)
k11 = np.delete(kll,indice,axis=1)
# Se extrae la columna k12 en formato matriz
# Observe cémo se extraen en Python columnas, respetando
el formato columna
k12 = kg.T[[indice]].T
k12 = np.delete(kl12,indice,axis=0) #se elimina la fila "
indice"
# Se extrae la fila "indice" en formato matriz

k21 = kgllindicel] # Directamente extrae la fila "indice
" en forma de matriz

k21 = np.delete(k21,indice,axis=1) #se elimina la columa
"indice"

k22 = kglindice,indicel

return k11 - k12.dot(k21) / k22 # k12.dot (k21)=np.dot(
k12,k21)

# Definicidén de la clase "A2D", para barra A2D

# _____________________________________________________________

# Inicializacidén: A partir de dos puntos, y el parametro ea

# Funciones de la clase:

# K_local : Para obtener la matriz de rigidez en locales (2
x2)

# M_lg : Matriz de cambio de base de Locales a Globales (4x2
)

# K_global: Para obtener la matriz de rigidez en globales (6
x6)

# K_global_caja(i,j): Para obtener la submatriz en ij en
globales (2x2)

class A2D:
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""" Clase para representar la barra A2D """

def __init__(self, pl = Punto2D(), p2 = Punto2D(), ea = 0):
self .pl = pil
self .p2 p2
self.ea = ea

def K_local(self):
L = longitud(self.pl,self.p2)
EA = self.ea
K_L = np.array([[EA / L, -EA / LI,
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72 [-EA / L, EA / L11)
73 return K_L
74

175 def M_lg(self):
1 Angulo = alfa (self.pl, self.p2)

1N

177 M_LG = np.array([[np.cos(Angulo), O],
178 [np.sin(Angulo), 0],

179 [0, np.cos(Angulo)],

180 [0, np.sin(Angulo)]l)

181 return M_LG

182

183 def K_global(self):

184 M_LG = self.M_1g()

185 K_L = self.K_local()

186 K_G = np.dot(M_LG, np.dot(K_L , M_LG.T ))
187 return K_G

188

180 # Funcidén para extraer una submatriz

190 def K_global_caja(self,icol=1, jcol=1):

191 if (icol mnot in ([1,2]) or jcol mnot in ([1,2]) ):
192 print ("Valores de icol, jcol fuera de rango")
193 return

194 icol = icol -1

195 jcol = jcol -1

196 kg = self.K_global ()

197 K_sub = kglicol * 2:icol * 2 + 2 , jcol * 2 : jcol * 2 +
2]

198 return K_sub

199

200

201 #==================================S=============================

202 # RESOLUCION DEL PROBLEMA

203 # Calculo de estructura P2D - A2D con condensacién de gdl

204 #=============sssSSS-SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS============

205 Fomm T T T T oo oo oo

206 # Definicidén de los parédmetros geométricos

207 Fommm T oo

208 L1 = 30 #m
200 L2 = 45 #m
10 hl1 = 20 #m
1 dl = 5 #m
> h2 = 20 #m
213 d2 = 5 #m

215 # Definicidén de los puntos a partir de los parametros geomé
tricos

17 # Puntos 1,2,3,4, que definen el tablero
1 pl = Punto2D(0,0)

219 p2 = Punto2D(L1,0)

220 p3 = Punto2D(L1+L2,0)

1 p4 = Punto2D(L1+L2+L1,0)

3 # Puntos 5,6, apoyos. Observe el uso de coordenadas relativas a

los puntos 1 a 4
224 p5 = Punto2D(p2.x-d1, p2.y-hl)
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p6 = Punto2D (

# Verificacidén de los puntos.

listapuntos

p3.x+d2, p3.y-h2)

Salida por pantalla
[p1,p2,p3,p4,p5,p6]

print("Listado de puntos")

npunto = 1
for punto in

print ("Punto", npunto,

npunto +=
print (n n)
# ____________
# Definicioén
# ____________
Elast = 35E6
At = 3.5
It = 0.12
Apl = 0.2
Ipl = 5.3E-3
Ap2 = 0.2
Ip2 = 5.3E-3

# Parametros
EA_tablero =

108

listapuntos:
"Coordenadas", punto.coords())

1

#M6édulo de elasticidad, kN/m2
#Area seccidén tablero, m2
#Inercia seccidén tablero, mé
#Area pila 1, m2
#Inercia pila 1, m4
#Area pila 2, m2
#Inercia pila 2, m4
de las barras:

Elast * At

EI_tablero = Elast *x It
EA_pl = Elast * Apl
EI_pl = Elast * Ipl
EA_p2 = Elast * Ap2
EI_p2 = Elast * Ip2
# _______________________________________________________________
# Definicidon de las barras
# _______________________________________________________________
barra_a P2D(pl,p2,EA_tablero ,EI_tablero)
barra_b = P2D(p2,p3,EA_tablero,EI_tablero)
barra_c = P2D(p3,p4,EA_tablero,EI_tablero)
barra_d = P2D(p5,p2,EA_pl,EI_p1l)
7 barra_e = P2D(p6,p3,EA_p2,EI_p2)
# _______________________________________________________________
# Dibujo aproximado de la estructura
# _______________________________________________________________
viga_x [pl.x, p2.x, p3.x, p4.x]
viga_y = [pl.y, p2.y, p3.y, pd.yl
line, = plt.plot(viga_x, viga_y, label = "Viga", linewidth
2.0)
pilari_x = [p5.x, p2.x]
pilari_y = [p5.y, p2.yl
line, = plt.plot(pilarl_x, pilarl_y, label = "Pilaril",
= 2.0)
pilar2_x = [p6.x, p3.x]

linewidth
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pilar2_y = [p6.y, p3.y]

line, = plt.plot(pilar2_x, pilar2_y, label = "Pilar2", linewidth

= 2.0)

plt.axes () .set_aspect(’equal’,’datalim’)
plt.show ()

# Barra a: Condensacidén del giro en 1
# Observe la definicidn de la funciodon K_Condensa_Giro.
# El indice 1 hace referencia a que se condensa el giro del

nodo inicial. Si hubiese sido 2 se condensa el del extremo.

Por defecto condensa en 2, por eso en este caso hay que
indicarlo.

ka = barra_a.K_Condensa_Giro (1)
np.set_printoptions(precision=3)

print (n n)

print ("Matriz de rigidez de la barra a, giro en 1 condensado")
print (ka)

# Extraccién de la caja k22_a: Atencidén a los indices en Python

k22_a = ka[2:5,2:5]
# También se podia haber hecho directamente:
# k22_a = barra_a.K_Condensa_Giro (1) [2:5,2:5]

# Barra b: No se condensa nada

# Con la funcidén especifica de la clase se hace asi:
k22_b_clase = barra_b.K_global_caja(l,1)

k23_b_clase = barra_b.K_global_caja(1,2)

k33_b_clase = barra_b.K_global_caja(2,2)

# Se han designado "clase" para indicar que se han obtenido con

la funcidén K_global_caja()
# Sin la funcidén de la clase, se hace asi:
k22_b = barra_b.K_global () [0:3,0:3]
k23_b barra_b.K_global() [0:3,3:6]
k33_b barra_b.K_global () [3:6,3:6]

# Observacién: La operacidn de seleccidén es inclusiva en el
primer indice y exclusiva en el segundo 0:3 significa que
tome los valores 0,1,2, y no el 3

# Si se comparan K22_b con K22_b_clase y siguientes, se observa

que son iguales.

# Barra c: Condensacidén del giro en el nodo fimal

kc = barra_c.K_Condensa_Giro(2) # No es necesario indicar (2)
pues esta por defecto

k33_c = kc[0:3,0:3]

k34_c = kc[0:3,3:5] #Caja de dimensiones 3x2

k44 _c kc[3:5,3:5] #Caja de dimensiones 2x2
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# Barra d:

kd = barra_d.K_Condensa_Giro () #

Condensacidn del giro

giro condensado en 2

# Se expande a una 3x3
k22_d = np.zeros([3,3])
k22_d[0:2,0:2]

; # Barra e:

Condensacidén del giro
ke = barra_e.K_Condensa_Giro () #

kd[3:5,3:5]

giro condensado en 2

8 # Se expande a una 3x3

k33_e = np.zeros([3,3])
k33_e[0:2,0:2]

ke [3:5,3:5]

en el nodo final

Observe que por defecto toma el

en el extremo
Observe que por defecto toma el

# Suma de matrices en nudos 2 y 3
k22 = k22_a + k22_b + k22_d
k33 = k33_b + k33_c + k33_e

# _______________________________________________________________
# Ensamblaje de la matriz de rigidez

# _______________________________________________________________
krigidez = np.zeros ([8,8])

krigidez [0:3,0:3] = k22

krigidez [0:3,3:6] = k23_b

krigidez [3:6,0:3] = k23_b.T # Completamos con la traspuesta
krigidez [3:6,3:6] = k33

krigidez [3:6,6:8] = k34_c

krigidez [6:8,3:6] = k34_c.T #Completamos con la traspuesta
krigidez [6:8,6:8] = k44_c

# _______________________________________________________________
# Vector de fuerzas de empotramiento

# _______________________________________________________________

q = 100 # Carga distribuida: 10

La = longitud(pl,p2)
F2_a = np.array ([0, 5./8 xq *La,

= longitud(p2,p3)
b = np.array([0, g * Lb / 2.,
b = np.array ([0, q * Lb / 2.,

Lc = longitud(p3,p4)
F3_c = np.array ([0, 5./8 *q*Lc,
F4_c = np.array ([0, 3./8.xqgxLc])

kN/m

-q*La**2./8.])

q * Lbxx2 / 12.])
-q * Lbxx2 / 12.])

q * Lcx%x2/8.1)



Célculo Matricial de Estructuras

381 F2 F2_a + F2_b
382 F3 = F3_b + F3_c

384 Fempotram = np.zeros (8)
385 Fempotram[0:3] = F2

386 Fempotram[3:6] = F3

387 Fempotram[6:8] = F4_c

B bttt

300 # Eliminacién de filas y columnas para imponer udy = 0

301 # Como Python indexa los vectores desde 0, este gdl es el 7

392 e e L e L L e e e e L e e L L

393

304 krigidez_final = np.delete(krigidez,7,axis = 0)

305 krigidez_final = np.delete(krigidez_final,7,axis = 1)

306 Fuerzas -1 * Fempotram # Cambio de signo porque el sistema es
K u=F - Femp

307 Fuerzas = np.delete (Fuerzas ,7,axis=0)

398

399 [ e e e e
100 ## Resolucidén del sistema de ecuaciones

401 [ e e L e e i
102 u = np.linalg.solve(krigidez_final ,Fuerzas)

403 print ("")

104 print ("Solucidén del sistema ")
105 print ("u_2x =", ul0], "m"

w6 print ("u_2y =", ul1]l, "m")
107 print ("Theta_2 =",ul2], "rad")
408 print ("")

100 print ("u_3x =", ul3], "m")

410 print("u_3y =", ul4], "m"

111 print ("Theta_3 =", ul5], "rad")
412 print ("")
113 print ("u_4x =", ul6], "m")

Los resultados que se obtienen son:

Ugy = 1.509- 1078 m;  ug, = —1.331-10"%m; 63° = —9.501 - 103 rad
~3.904-107*m; wuz, = —1.345-10"%m; 65 = —9.580 - 103 rad
—3.905-10"*m

U3y

Ugy

5.3. Apoyos no concordantes
Los apoyos no concordantes son aquellos que estan orientados en direc-

ciones que no coinciden con las de los ejes globales. Veamos el ejemplo del
siguiente portico:
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1

Figura 5.14: Estructura con apoyo no concordante.

Se observa que el apoyo del nudo 4 tiene una orientacién no concordante
con el sistema global, por lo que se ha definido un sistema de coordenadas
nodales propio para dicho nudo, orientado en la direccién del apoyo.

Comencemos planteando el sistema de ecuaciones de la estructura del
mismo modo que hemos hecho hasta ahora (se incluyen fuerzas nodales y de
empotramiento genéricas, para mayor generalidad del ejemplo):

Ry, 0
Ry, P ?11 k¢, : 0 : 0 0
M, | | | 0
e L e
Fyy 132 glikgbi kg3 3 0 U2y
RS ) R I S ] (5.5)
F3y : : : U3
Fy Py 0 : k3, :kgi—cl 34 Ugy
My L s
| | ]
Ru, P 01 0 1 K kS| | uay
; AV

Como se vio en el Capitulo 2, el cambio de coordenadas para vectores y
matrices de nodales a globales es el siguiente:

Fi = mNgFiJv (56)

u; = mNGuZ-,N (57
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siendo la matriz de cambio de coordenadas nodales a globales:

c —s 0
myg=1|s ¢ O
0 0 1

donde ¢ = cosa, s =sena, y « es el angulo entre los ejes globales y nodales
(inclinacién del apoyo no concordante). La matriz de cambio de globales a
nodales, por su parte, sera la transpuesta de la matriz myg.

Sabiendo esto, extraemos las filas del apoyo no concordante (filas 10, 11
y 12) del sistema de la Ecuacién 5.5:

R, — 154 = k23U3 + ki4U4

y se transforma el desplazamiento a coordenadas nodales segin la Ecua-
cién 5.7: ~
Ry — Py = kjsus + kjymycus N (5.8)
Operando igualmente en cualquier otra fila, obtenemos el mismo resul-
tado. Si vemos por ejemplo las filas correspondientes al nudo 3 (filas 7 a
9):
F3 — P3 = KSyuy + k53 us + k§ymycus v

Es decir, podemos escribir el sistema como:

A AN A
F, P, g k3" K5 0 sy
B[] o]k i e | |
1%4 1‘;’4 707 ‘T 707 . ;7 ’;X; T‘ ;@i;;”l;\f;' 1;4,;v

Ya tenemos el sistema con los desplazamientos en el apoyo no concordante
en coordenadas nodales, pero nos interesa tener también asi las reacciones
y fuerzas de empotramiento en el mismo. Si multiplicamos la Ecuacién 5.8
por mgay por la izquierda:

mgnN [R4 — P4] = MgnN [k?flg'u;g + k:j4mNGu47N] =

D c c
= mgnRy —magn Py = mGNki43U3 + mGNk44mNGu4,N
que, si tenemos en cuenta la Ecuacién 5.6, es igual a:

Ry n — Py n = mankizus + mevkiymygua, N
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Sustituyéndolo en el sistema de ecuaciones:

R, Py
F P,
F3 Py
Ry N Py x
a | a | |
(kb L 0 10 \fw
| kR | kS3® kb 0 U
P T T T -
0 , k§2 | kggc I k34mNG us
- - T- - -T1T- - - -~ T - - - - - -~ - -
0 1 0 1 mgnki; mgnkiymng Uy N

Con este sistema podremos resolver la estructura utilizando las fuerzas
y desplazamientos en coordenadas nodales en el apoyo no concordante.

A modo de resumen, podemos decir que si hay un apoyo no concordante
en el nudo 7 de la estructura, se deberd multiplicar por mgy por la izquierda
la fila correspondiente al nudo i, y por myg por la derecha la columna de
K correspondiente a ese mismo nudo.

5.4. Apoyos elasticos

Hasta este momento hemos considerado todos los apoyos como infinita-
mente rigidos, es decir, o permitian totalmente el desplazamiento en un cierto
gdl o lo impedian por completo, pero esto no siempre es asi. Por ejemplo, en
el caso de estructuras muy rigidas cimentadas sobre suelos que puedan ser
considerados eldsticos o bien con una unién eléstica estructura-cimentacion,
las condiciones de apoyo con el terreno deberan ser tratadas como elasticas.

La existencia de apoyos elasticos hace que la condiciéon de contorno en el
mismo venga expresada a modo de relacién entre fuerzas y esfuerzos, lo cual
se puede idealizar mediante muelles de una determinada rigidez k.

Tomemos un elemento genérico de una estructura que tenga un apoyo
elastico en sus tres gdl en el nudo ¢:
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Figura 5.15: Apoyo eldstico en sus 3 gdl.

Aplicando la Ley de Hooke, las fuerzas en el apoyo eldstico seran:

Fi = _ka:uix
Fiy = —kyuiy
M; = —kgb;

Expresado de forma matricial:

quelle — Fq,y — _ 0 ky 0 Uiy = _kmuelleui (59)

Consideramos ahora el sistema global de la estructura suméandole la fuer-
za del muelle. Si vemos la fila correspondiente al nudo :
F + quelle _ 131 _ Z (K”uj)
J

Sustituyendo el valor de la fuerza del muelle por su expresién obtenida
en la Ecuacion 5.9:

Fl‘ — kmuelleui — R = Z (Kijuj) =
J

= F; — Pi = kmuelleui + Z (Kijuj) =
J
= F; — 15Z = (kmuelle + Kii) u; + Z (Kijuj)
j#i
Es decir, si hay un apoyo elastico en un nudo 7 de una estructura, la

matriz de rigidez del muelle se debera sumar al término K;; de la matriz de
rigidez K de la estructura, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejercicio 5.3 Definir el sistema de ecuaciones de la siguiente estructura
(forma simbdlica), sabiendo que tiene dos muelles de rigideces k, = 2 - 10* kN /m
y kg = 10 kN - m/rad.

1
Figura 5.16: Ejercicio 5.3. Estructura con apoyo eléstico.
Solucién

Planteamos el sistema de ecuaciones de la estructura (F — F = Ku,).
Segiin lo visto en el Apartado 5.2 no se cumplen las condiciones para con-
densar ningun gdl.

Ris 0
Ry, py ‘fli K, io 0
M, | | 0
o | [ ] ] T T | e
0 | P = 21 i k;;b+m i kS, U2y
IR I A I R R B B
0 | ] [
Rs, 0 0, ki . Ky|]| O
M AV

Donde
a+b+m __ 1,a b muelle
ks; =ky + kg +E

Siendo k™ ¢ lo matriz de rigidez del apoyo eldstico en el nudo 2:

k. 0 0 o 0 0
Emeete— o g, 0|=(0 2-100 0
0 0 ke 0 0 10

A partir de este punto, la resolucion de la estructura mediante el MDR se
realizaria de la misma forma que se ha expuesto en capitulos anteriores.
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Apoyos elasticos no concordantes

En los casos en que los muelles no sigan las direcciones del sistema de
coordenadas global, estos no se pueden descomponer directamente en sus
“componentes” en el sistema global.

)

Figura 5.17: Apoyo eldstico no concordante con el sistema de coorde-
nadas global.

En estos casos hay dos opciones para resolver el problema:

1. Convertir la matriz del muelle a coordenadas globales y resolver
el problema del modo habitual en coordenadas globales.

muelle

kmuelle _ mNGkN men

Este es, en general, el modo de proceder més sencillo.

2. Tratar el apoyo eldstico como un apoyo no concordante, operando
del modo descrito en el Apartado 5.3.

5.5. Ligaduras entre grados de libertad

Es normal encontrarse con estructuras que tienen ciertos gdls relaciona-
dos entre si. Esta situacién ocurrird cuando dos o més barras se encuentren
conectadas por un elemento con la suficiente rigidez como para ser tratado
como sélido rigido. Este sélido rigido hara que los desplazamientos de los
nudos que conecten con él no sean independientes, sino que estén ligados
entre si.
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% 2

Figura 5.18: Ejemplo de ligadura entre gdl: pértico con cimentacién
en losa.

La ecuacién de ligadura entre gdls la expresaremos de la forma:
u="Tu; (5.10)

Donde u es el vector de los desplazamientos que intervienen en el pro-
blema, u; es el vector de desplazamientos independientes y T es la matriz
de ligadura, que relaciona los desplazamientos con los desplazamientos in-
dependientes. Esta matriz T se podra obtener mediante ecuaciones de com-
patibilidad de desplazamientos en el sélido rigido.

Si partimos del sistema de ecuaciones de una estructura y aplicamos la
expresion de la Ecuacién 5.10, tenemos:

F-F=Ku = F—-F=KTu,

Para poder seguir trabajando con matrices simétricas, como hasta ahora,
basta con multiplicar la ecuaciéon anterior por la traspuesta de T por la
izquierda:

TTF - TTF =TT KTu, (5.11)

Aplicando las ecuaciones de equilibrio en el sélido rigido en la expresién
TTF y resolviendo el sistema de ecuaciones 5.11 se podran calcular los des-
plazamientos de la estructura que son independientes entre si.

De forma resumida, el procedimiento para resolver una estructura con
ligaduras entre gdl es el siguiente:

1. Aislar el sélido rigido (SR) de la estructura de barras. En los nudos
de las barras que conectan con el SR apareceran unas reacciones iguales
y de signo contrario a las que apareceran en puntos correspondientes
del SR.

2. Plantear el sistema de ecuaciones de la estructura, F — F = Ku. En
el vector de fuerzas externas F' apareceran las reacciones establecidas
en el punto anterior.

3. Plantear las ecuaciones de compatibilidad de desplazamientos en el
SR, determinando cudles de estos desplazamientos son independientes
entre si (u;).
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4. Plantear las ecuaciones de equilibrio en el SR.

5. A partir de las ecuaciones de compatibilidad del SR, determinar la
matriz de ligadura T tal que u = Tu;

6. Calcular el producto TTF y aplicar al resultado las ecuaciones de
equilibrio del SR.

7. Calcular las fuerzas de empotramiento y a continuaciéon el producto
TTF

8. Calcular los términos de la matriz de rigidez que intervienen en el
sistema y operar para obtener la expresién de TT KT

9. Plantear el sistema de la Ecuaciéon 5.11 y resolverlo para obtener los
desplazamientos independientes.

10. Calcular los esfuerzos y reacciones de la forma habitual.

A continuacion resolveremos un ejemplo de estructura con ligadura entre
gdl.

Ejercicio 5.4 Calcular, utilizando el Método Directo de la Rigidez, el giro
del solido rigido de la siguiente estructura:

0177 .

T
Figura 5.19: Ejercicio 5.1. Estructura con sélido rigido.
Datos: EA=1.2-10°kN; EI =200kN -m?; ¢ = 15kN/m; L = 5m.
Solucién
En primer lugar, aislamos el sélido rigido (SR) de la estructura de barras,

apareciendo una serie de reacciones en los nudos de uniéon. Numeramos,
ademds, los nudos y las barras.
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CTITThS, e
FZ*/ k| 2 1

¥ ot b
5 s &

Figura 5.20: Ejercicio 5.1. Separaciéon SR — estructura de barras.

Establecemos los gdl en los sistemas global y local para la estructura de
barras. Condensaremos los gdl que cumplen las condiciones indicadas en el
Apartado 5.2, es decir, giros y desplazamientos perpendiculares a las barras
que estén liberados y que no tengan cargas nodales externas aplicadas. Los
gdl que cumplen estas condiciones con 01, 04, Yy us;.

2 5
4 2 34\ 1 a T 4
a ‘
54\ 3 1 2 1
2 1
YL
X
7 10 4 3 {\2 b TS
8 41 5 b o s(_é‘ AW 4
3 4 °l 3 3 4
c C
50 (s
S.C. Global (12 gdl) S.C. Local

Figura 5.21: Ejercicio 5.1. gdl en la estructura de barras (cond.
91, 947 y U5z).

Planteamos el sistema de ecuaciones de la estructura de barras (conden-
sados 01, 04, y us, ). Al no haber fuerzas de empotramiento en este caso,
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tenemos que F = Ku:

. o .
| | | |

Ry, ki, |ki, 0 , 0 O 0

I T e I

Foy | | | | U2y
| | | |

Fay k3, 1kgy 1 0 1 0 1 0 U2y
| | | |
| | | |

My ||

o

- [ [ c ! I e

Fsy 0,0 \k’g; k31 kS U3y
| | | |

M; \ \ | \ 03

L -~ —— et — et — = - — = = - =
| | | |

R | | | | 0

Ryy 0 0 | Kiy Kjy, 6 O 0

T T

Rs, \ \ | | 0
| | | |

Ms 0 1 0 1 k& 1+ 0 1 kg 0

Podemos observar que el sistema tiene un total de 12 ecuaciones y 18
incognitas. Las 6 ecuaciones que faltan se obtendrdn de plantear el equilibrio
y la compatibilidad en el SR.

Procediendo de la forma habitual, extraemos las ecuaciones del sistema
que tienen los desplazamientos como incégnitas (ecuaciones 3 a 8). Este serd
el sistema que resolvamos:

kg;c us
Obtenemos, como hemos dicho, las ecuaciones que nos faltan:
= Fcuaciones de compatibilidad de desplazamientos en el SR.

uzy = Ugy + 2L

U3y = ’U,gy
O3 = 02

= Fcuaciones de equilibrio en el SR.
ZFQE =0 = Fo,+F3,=0
Y F,=0 = Fpy+Fs=—qL

qL?
ZM[Q] =0 = M2+M3+F31L=7
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5. Técnicas complementarias y casos particulares

A partir de las ecuaciones de compatibilidad, podemos definir la matriz
de ligadura T'. Se observa que los desplazamientos del nudo 2 estdn ligados
con los del nudo 3; se opta por considerar expresar los desplazamientos en
el nudo 8 en funcion de los del 3, por lo que el vector de desplazamientos
independientes coincidird con Us.

U9y 1 0 0
U2y O 1 0
U2y
0 0 0 1
’U,:T’u,i:>***’: ****** U2y
U3y 1 0 L
02
U3y 0 1 0
03 0 0 1

La matriz T, de dimensiones 6 x 3, puede descomponerse en dos ma-
trices de 3 x 3: una matriz Ty que liga los desplazamientos en 2 con los
desplazamientos independientes (en este caso es igual a la matriz identidad)
y una matriz Ty que liga los desplazamientos en 3 con los desplazamientos
independientes.

1 0 0 1 0 L
Th=10 1 o] =1I; Ts=(0 1 0
0 0 1 0 0 1

De este modo, podemos escribir la ecuacion de ligadura como:

(%) I (%)
u=Tu; = -{=F-Ju=}F---
us T35 Tsus

Calculamos ahora los otros términos del sistema TTF = TT KTu,;. Comen-
zamos por el vector de fuerzas:

F2r+F3x
T _ ‘ T F:z _ T _
T F = I‘TB = —F2+T3F3— F2y+F3y
‘ 3

My + M3 + F3,L

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, queda:

0 0
T'"F=|—qL|=]| -75
oL’ 187.5
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Por lo que respecta a la matriz de rigidez, tenemos:

| kS, v 0 I
T'KT = (1r2f) | =2 -t =] =
‘ 0 ki) \Ts
‘ ko
= (I T ) ,;1;251? = kS + T3 k33T
33 3

Donde los términos de K necesarios son los siguientes:

» Barrasa y b (L =5m; a=0°). Condensado 6; *.

2 0 o0 24-10* 0 0
k3, =kiy=|[ 0 3Bl SELl =1 o 48 24
3EI 3ET
0 &L K1 0 24 120

= Barra ¢ (L =5m; a=90°). Condensado u;,. Si llamamos ¢ = cos «

Yy s =senao:
2EA sEA 0 0 0

kis = [cesZA 224 0 [ =[0 24-10* 0©

0 o £ 0 0 40

Sustituyendo estos valores en la expresion anterior:

4.8 -10% 0 1.2-10°
TTKT = kS, + TS k5 °Ts = 0 2.4-10* 48
1.2-10° 48 6-10°

Finalmente, montamos el sistema y resolvemos:

0 4.8.10* 0 1.2-10%\ [ gy
TTF =T"KTu; = | —75 | = 0 2.4-10* 48 Uzy
187.5 1.2-10° 48 6-10° 0

ILa expresién de la matriz de rigidez de un elemento P2D con el giro en el nudo final
condensado se puede obtener aplicando las ecuaciones vistas en el Apartado 5.2; siendo
también posible encontrarla resuelta en diversos prontuarios de Calculo Matricial, entre
ellos el incluido en el Anexo B.
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5. Técnicas complementarias y casos particulares

Se obtiene:
sy = —1.56- 10> m
Ugy = —3.13-10%m
05 = 6.25 - 10~ *rad

Por compatibilidad de desplazamientos, el giro del sélido rigido que nos piden
es igual al giro de los nudos 2 y 3:

Osp =0y = Osz =6.25-10"*rad

Si quisiéramos obtener los desplazamientos en el nudo 3, bastaria aplicar
las ecuaciones de compatibilidad de desplazamientos en el SR o, lo que es lo
mismo, la ecuacion de ligadura. En este caso:

1 0 L —1.56-10"3 1.56-1073
uz =Tzu; =Tsus = [0 1 0 —-3.13-107%*| = | -3.13-10°3
0 0 1 6.25-10~4 6.25-10~4

5.6. Subestructuras

En estructuras de gran complejidad, con numerosos gdls, es comuin que
un determinado médulo con unas caracteristicas concretas se repita multiples
veces, o que una serie de médulos distintos se conecten de diferentes formas
para componer la estructura en su conjunto.

Subestructura 3

Figura 5.22: Estructura compuesta por subestructuras.

En estos casos, es ttil definir cada médulo como una subestructura in-
dependiente, calculando su matriz de rigidez y condensando todos los gdl
excepto los que conectan las subestructuras entre si. Es decir, estamos tra-
tando cada subestructura como si fuera un macroelemento de la estructura
global.

El procedimiento de calculo es el siguiente:
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1. Calcular las matrices de rigidez de cada subestructura.

2. Condensar, para cada subestructura, todos los gdl que no estén en
contacto con otra subestructura.

3. Transformar al mismo sistema de coordenadas todas las matrices cal-
culadas.

4. Montar el sistema de ecuaciones de la estructura. Cada subestructura
haré la funcién de un elemento.

5. Resolver el sistema para obtener los desplazamientos en los nudos que
conectan subestructuras.

6. Calcular, si es necesario, los desplazamientos condensados.

7. Calcular los esfuerzos y reacciones.

5.7. Elementos especiales

En este texto se han tratado hasta el momento dos tipos de elementos,
fundamentalmente: barras rectas de portico y tirantes o elementos articu-
lados. Existen otros tipos de elementos cuyas matrices de rigidez puede ser
util conocer para resolver determinados problemas estructurales aplicando
el Célculo Matricial del modo descrito. A continuacién se deducen las matri-
ces de rigidez de algunos de estos elementos que denominaremos “elementos
especiales”.

Barra con rétula en el centro

Consideramos el caso de un elemento recto en el plano, con 3 gdl por
nudo, que contiene una rétula en su punto medio.

A . A
1 2
L/2 ‘
L

Figura 5.23: Barra con rétula en su punto medio, con 3 gdl en cada
nudo.

En este caso se trata de un problema de condensacién estatica, donde
partimos de dos barras tipo P2D unidas por una rétula en la que deberemos
condensar los 4 gdls de la misma (desplazamiento horizontal, desplazamiento
vertical, giro por la izquierda y giro por la derecha). El resultado de la
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5. Técnicas complementarias y casos particulares

condensacién de los giros es conocido, ya que por la izquierda tenemos una
barra a con el giro final condensado y por la derecha una barra b con el giro
inicial condensado, cuyas matrices de rigidez se muestran en el Anexo B. Es
decir, partimos de la siguiente estructura compuesta por dos barras:

2 )5 7
3%—\ ) d L . b 81//\ .
1 5 3

L' ! L'

Figura 5.24: Elementos P2D unidos por una rétula, con los giros con-
densados en esa unién.

Por comodidad a la hora de operar, hemos llamado L' = L/2 a la longitud
de cada barra. La matriz de rigidez de esta estructura (de dimensiones 8 x 8)
sera:

ki, ' kfy ' O
K = 7571 \ ,fg;f | Ifl27§ (5.12)
0 ' Kby ' Kby

donde las matrices elementales de las barras son las siguientes:

» Barra a (P2D condensado 6;)

I
EA EA
L’ 0 0 : - I’ 0
‘ 0 3EI 3EI 1 __3EI
a | ka L/3 L/2 | L’3
a _ 11 12) _ 3EI 3EI | 3EI
A St Bl BRI 7 N I
k31 ‘ k32 EA ' EA
— 7 0 O | T/ 0
|
3EI 3EI 3EI
0 ) L2 1 0 L3
= Barra b (P2D condensado 6;)
EA . EA
L’ 0 : - 7 0 O
‘ 0 3EI 1 _3EI 3EI
kb kb b----- L o _ Lo LP |
kb — ,22 ,23’ — __EA 0 I EA 0 0
kS, 1KY g Y
32 ™33 3B 3EI 3EI
0 — 0 —
3 | /3 72
|
3EI 3EI 3EI
0 2 I 0 - 2 7
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Sustituyendo los valores de las matrices elementales en la matriz de la
estructura (ecuacién 5.12):

B0 o =B 0 o0 0 0

o ¥ FH o0 “FHEL 0 0 0

0 L 2L o -3ELL 0 0 0

_BA g g 284 g B4 g

K= 0 _3EI __3EI : 0 6EI : 0 __3EI 3EI
I 7 7 B A R S L e

0 0 o - o | £ 0 0

0 0 0 , 0 =3B, o 380 _3BI

0 0 0 } 0o 3E } o 38 3E

De esta matriz queremos condensar los gdl 4 y 5, correspondientes a los
desplazamientos en la rétula. Tal y como se demostroé en el apartado 5.2, la
expresion de la matriz de rigidez condensada es K9 = K g4 —KABKEEKBA
(ecuacién 5.4), donde A representa a los gdl a mantener y B a los gdl a
condensar.

Identifiquemos cada uno de los términos de esa expresién:

o000 0
o EL3ELo o0 0
3EI 3EI |
Ko | zr oo 0 0 Y
0 0 0 ,Z48 o 0
|
0 0 0.0 3oL s8]
3EI 3EI
0 0 010 -3 3£
2FEA
4
Kgp=| "
0 SEI
-£4 0
0o -3
0 -
Kup=|-----L7
-Z4 9
0o -3
U
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5. Técnicas complementarias y casos particulares

1
—Z4 0 0o &4 0 0
KBA = |
0 _3EI _3EI , 0 _3EI 3EI
L/3 L/2 L/S L/2

Operamos para obtener la matriz condensada y finalmente sustituimos
L' por L/2:

k?=Kss— KapKppKpa =

N
|
0 1251 6EL 1 1281 GEL
L Iz L L
0 6EI 3EI | _6EI  3EI
IR U = A L |
|
A
0 12E1 6EI 0 12E1 6EI
— L3 —z ! 3 )
|
0 6EI 3EI | _6EI  3EI
2 L 2 L

La expresion obtenida corresponde a la matriz de rigidez de una barra tipo
P2D, de longitud L, con una rétula en su punto medio.

De forma andloga podriamos calcular la expresién general para una barra
con una rétula en cualquier punto intermedio:

L

Figura 5.25: Barra con rétula en cualquier punto intermedio.

Obteniéndose la siguiente matriz de rigidez:

BA o 0 1-EA o
0 3EI 38EIL, | _ _3EI 3EIL,
L3+L3 L3+L3 1 L3+L3 L3+L3
0 3EIL, 3EILZ 0 _3EIL, 3EIL.Ly
[ L3+Ly DALy | O L3+L7  L3+L7 |
_EA 0 0 I EA 0 0
L . L
0 8EI _ _3BIL, | 3EI __3EIL,
L3+L3 L34+L3 | L3+L3 L3+L7
0 3EIL, 3EIL,L, : 0 _3EIL, 3EIL?
L3+L3 L3+L3 | L3+L3 L3+L3
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Barra con extremos flexibles

Tenemos ahora el caso de un elemento con extremos flexibles, es decir,
el giro en ambos extremos esta condicionado por sendos muelles de rigideces
ko1 v kg2, como se muestra en la siguiente figura:

Koy ke
& O

1 2

I L 1

Figura 5.26: Elemento con extremos flexibles.

Definimos los siguientes términos:

_ o4 SEL B_2+6EI' _L?A
T T T Tk T
63 6 6a
kl_aﬁfl’ kg_aﬁfl’ ks_aﬂ—l’
6(8+1 6(ac+1
k4=k1+k2=%; k5:k2+k3=ﬁ;
6(a+6+1
k6=k’4+k’5=(aﬁ€1 )

Y tenemos que la matriz de rigidez de la barra queda:

EI| 0 Lky L%k

AL I (5.13)
L2l o 0O 14 0 0
0 —ke —Lks1 0 ke —Lks
|
0 Lk‘5 sz’g 0 —Lk‘5 L2k‘3

En el caso particular en que las rigideces de ambos muelles sean iguales
(kg1 = ko2 = kg), los pardmetros definidos anteriormente se simplifican:

6E1
= =2 R ——
a=0 +Lk9
6o 6
k1 =ks = ko =
1 3 a2 17 2 a2_17
6 12
ky=ks =k + ko= ; ke = 2ky =
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pudiéndose sustituir estos términos en la ecuacién 5.13.

Barra con extremos rigidos

Consideramos en este caso una barra con los extremos rigidos, es decir,
compuesta por dos tramos rigidos, uno en cada extremo, de longitudes oL
y BL, y un segmento elastico entre ellos de longitud L.

! La Lb |
L/2 —

|
1 o

al L - o

Figura 5.27: Elemento con extremos rigidos.

donde a y B son constantes y, por geometria:
L,=L(a+1/2); Ly=L(B+1/2)

Ademds, definimos:

L?A %

2r "7 12

La matriz de rigidez que se obtiene, aplicando las técnicas vistas en este
capitulo es,

’y:

0 ; -y 0 0
0 1 L, 0 -1 Ly
o 12B0| 0 Lo Li+n | 0 —Le Laly—n
L3 - 0 0 : v 0 0
0 -1 L, 10 1  —L
0 Ly Loly—7 1 0 -L, L}+n

En el caso particular en el que ambos extremos rigidos tengan la misma
longitud, tendremos que o = 8 y por tanto L, = Ly.
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Anexo A

Matrices de rigidez
elementales

En el presente Anexo se incluyen las matrices de rigidez elementales en
coordenadas locales y globales para los elementos de las tipologias de estruc-
turas de barras bidimensionales mas comunes: estructura articulada plana,
pértico plano y emparrillado plano.

A.1. Estructura articulada plana (A2D)

Coordenadas locales

EA | _EA
L L
k:L = - =4+ - - =
_EA | EA
L ., L
Coordenadas globales
c? cs : -2 —cs
k EFA cs s2 : —cs —g2
= t--—-=-=-- T T T T
L[ _¢s L2 cs
|
—cs —8%21 ¢cs  §2
I
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A.2. Portico plano (P2D)

Coordenadas locales

£4 0 L 0
0 1251 6EL 1 _12BI GBI
L 7 L L
EI EI | Bl EI
MU DL - iU B U -l
—BA 0, B 9 0
0 _ 1281 _6EI : 0 L2EL GBI
L L L L
|
EI EI EI  AEI
0 R0 =%
Coordenadas globales
A D H : -A -D H
D B F : -D -B F
. H F C |-H —-F (C)2
A -D -H, A D -H
D -B -F\ D B -F
|
H F C/21-H -F C
donde
EA 12ET1 EA 12E71
A:czT s? 75 328274-02 75
4E7T EA 12FEI
C=7T D_CS<L_ L3>;
6E1 6ET
F = 72 ; H=-s Iz
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A.3. Emparrillado plano (E2D)

Coordenadas locales

12B71 6ET 0 | _12ET  GEL 0
I3 L2 N L2
A UL S
GJ | GJ
PR U e AR N e
L _12BI _GEI 0 | 12BI _6EI 0
3 2 | L3 .2
I I ! I I
N IR
GJ GJ
0 0 % 0 o ¢
Coordenadas globales
A D -—-H : -A D -—-H
D B F : -D M P
L_|7H F_©C ' H P N
A -D H, A -D H
D M P .-D B F
|
-H P N | H F C
donde
12E1 JAEI . GJ
A= B=c—ts
4F1 GJ )
2 2GS _ )
=t b=
GJ 4EI 6E1
F=ecs|—-22); H=s——;
cs( 7 7 ), S73
2FT GJ 2E1 GJ
_ 2 _2bd _ 2 _ 2GJ
M=c 7 s 7 N=s 17 c 7
2EI  GJ
P=- — 4+ —
cs( T + L)
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Anexo B

Matrices de rigidez
elementales con gdls
condensados

En el presente Anexo se incluyen las matrices de rigidez elementales en
coordenadas locales y globales para poértico bidimensional en el caso de con-
densacién de gdls de giro o de desplazamiento perpendicular al elemento en
un extremo.

B.1. Poértico plano con libertad de giro en el
extremo inicial

Se considera un elemento P2D con nudo inicial ¢ y nudo final j. Se con-
densa el giro en el nudo inicial (6;).
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Coordenadas locales

A0 ; -E4 0 0
3EI 3EI  3EI
I~ S R e < Sl =20
kp=|-E4 o | EA 0
|
0 _3LE31 L0 3531 _3L1521
|
0 3LE2[ 1 0 _3[%[ STEI
Coordenadas globales
A D : -A -D H
D B : -D -B F
k=|-A -D, A D -H
D -B, D B -F
\
H F i -H -F (C
donde
EA 3BT EA 3EI
_ 2 2 ) _ 2 2 )
A—CT+S?, B*ST“FC?a
3ET EA 3FEI
C="1 D:CS<L_ L3>;
3ET 3ET
F=c T2 H=-s 2
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B.2. Poértico plano con libertad de giro en el
extremo final

Se considera un elemento P2D con nudo inicial ¢ y nudo final j. Se con-
densa el giro en el nudo final (6;).

Coordenadas globales

A D H -4 -D

D B F'!-D -B

k=|H F C ,-H -F

“A -D -H, A D

|
D -B -F\' D B
donde
EA  3EI EA  .3EI
2 2 . .2 2 .
A=+ T B=s 4Ty
3E] EA 3EI
“=71 D:CS(L L3>;
3E] 3BT
F = L2; H__SL2
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B.3.

Pértico plano con libertad de desplaza-

miento en el extremo inicial

Se considera un elemento P2D con nudo inicial ¢ y nudo final j. Se con-
densa el desplazamiento perpendicular al eje del elemento en el nudo inicial

(uiy,L)~

Coordenadas locales

kr =

Coordenadas globales

kr
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= 0 i—T 0 0
0 B0 0 -z
~E 0 B0 o0
0 0,0 0 0
0 —%} o o0 £
ETACS 0 i—ETACQ —ETACS 0
E—LAsz 0 :—ETACS ETASQ 0
o B0 o -
(_EA2 _BA, o | BA2  BAg |
fETAs2 0 : ETACS ETASZ 0
0 —ETIE 0 0 £
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B.4. Poértico plano con libertad de desplaza-
miento en el extremo final

Se considera un elemento P2D con nudo inicial ¢ y nudo final j. Se con-
densa el desplazamiento perpendicular al eje del elemento en el nudo final

(Wjy,L)-

5 4
2
3 1 ]
i
Coordenadas locales
A | _EA
EA I _EA
i’ 0 0 =T 0
0 0 0 : 0 0
_ EI | EI
ko= 0 0 T 0 7|
|
EA EA
R
EI EI
o 0o -7 0 7
Coordenadas globales
EA2  EA | _EA2 _EA
=C -cs 0 | 7=c 7=cs 0
EA EA 2 | _EA EA 2
=cs s 0 | -cs =S 0
|
A R S
T i
EA 2 EA ' EA 2 EA
=C s 0 |, Zc =-cs 0
|
EA EA 2 EA EA 2
—res —os 0o e st 0
EI EI
0 o -z 0 0 T
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Anexo C

Glosario

A continuaciéon se muestra el significado de los principales simbolos y
abreviaturas empleados en la presente obra.

A: drea de la seccién de un elemento.

A2D: abreviatura de «estructura articulada bidimensional».
A3D:abreviatura de «estructura articulada tridimensional».
A: matriz de flexibilidad de una estructura.

c: abreviatura de «cosa».

FE: médulo de elasticidad o médulo de Young.

E2D: abreviatura de «emparrillado plano».

F': vector de fuerzas nodales de una estructura.

F: vector de fuerzas de empotramiento de una estructura.
gdl: abreviatura de «grados de libertad».

@ subindice que indica que un determinado vector o matriz esta en
coordenadas globales. Generalmente omitido.

I: momento de inercia de la seccién de un elemento.
I: matriz identidad.

k°: matriz de rigidez de un elemento e.

kmuelle: yatriz de rigidez de un apoyo elastico o conjunto de muelles.
K: matriz de rigidez de una estructura.

L: longitud de un elemento.

1: subindice que indica que un determinado vector o matriz estd en
coordenadas locales.

m 4p: matriz de cambio de coordenadas de un nudo de un sistema de
coordenadas A a otro B.
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s M 4p: matriz de cambio de coordenadas de un elemento de un sistema
de coordenadas A a otro B.

= MDR: abreviatura de «Método Directo de la Rigidez».

= n: subindice que indica que un determinado vector o matriz estd en
coordenadas nodales.

= P¢: vector de fuerzas nodales de un elemento e.

= P¢: vector de fuerzas de empotramiento de un elemento e.
= P2D: abreviatura de «pértico bidimensional».

= P3D: abreviatura de «pértico tridimensionaly.

= s: abreviatura de «sen a».

= SR: abreviatura de «sélido rigido».

= T matriz de ligadura entre gdls.

= u: vector de desplazamientos de la estructura.

= §: vector de desplazamientos de un elemento.

= wu;: vector de desplazamientos en el nudo ¢ de la estructura.

= «a: angulo de giro de un sistema de coordenadas con respecto al sistema
de coordenadas global (medido en sentido antihorario desde el sistema
global).
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