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Introduccion

El crecimiento es una caracteristica importante en diversos campos de aplicacién. El
estudio de este fenémeno aparecio originariamente asociado al andlisis de evoluciéon de
poblaciones, si bien hoy dia son multiples los ambitos en los que es considerado, por
ejemplo, el econémico, el ecolégico y el bioldgico. Esto ha provocado multitud de estudios
dirigidos a explicar determinados fenémenos de crecimiento mediante su modelizacion,
siendo este ultimo aspecto el que centra nuestro interés.

Al intentar ajustar un modelo matematico al crecimiento, han surgido representaciones
muy diversas del mismo originandose, a su vez, la aparicién de una variedad de curvas,
denominadas de crecimiento, que representan al fenomeno en estudio. A la hora de realizar
un estudio de dichas curvas, existen muiltiples opciones para clasificarlas atendiendo a
sus propiedades. Una posible alternativa para su agrupacion puede ser centrarse en el
valor limite que puede alcanzar la curva, es decir su cota, al limitarnos al estudio de
curvas crecientes. En dicho caso, se pueden clasificar en: curvas de crecimiento no acotado,
cuyo elemento mas representativo es la curva de crecimiento exponencial, y curvas de
crecimiento acotado, donde podemos destacar la curva de crecimiento logistico y la curva
de crecimiento Gompertz.

Entre estas curvas, histéricamente hablando, la primera que surge es la exponencial
la cual es, a su vez, la mas estudiada debido a que va asociada al analisis de poblaciones
humanas. Una caracteristica importante que destacar de esta curva es, como ya se ha
especificado, la ausencia de cota. Otra curva asociada al estudio del crecimiento de pobla-
ciones, en presencia de ciertas limitaciones, es la logistica. Dichas limitaciones se traducen
en la existencia de una cota, independiente del valor inicial, y una forma sigmoidal. Final-
mente, aunque cronologicamente es previa a la logistica, surge la curva Gompertz asociada
al estudio de la ley de mortalidad humana que presenta también un crecimiento acotado
y de tipo sigmoidal pero con caracteristicas propias que la diferencian de la logistica. A lo
largo de los anos esta curva ha sufrido multitud de reescrituras para adaptarse al estudio
de fenémenos en muy diversos campos. Cada reescritura se introduce para recoger alguna
caracteristica propia del fenémeno estudiado, por ejemplo, la dependencia o no de la cota
alcanzada con respecto al valor inicial de partida.

Asociados a estas curvas existen modelos deterministicos que rigen el tipo de com-
portamiento que exhibe cada una de ellas. Siguiendo el mismo orden, en primer lugar
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aparece el modelo malthusiano, asociado a la curva exponencial. Fue propuesto por Tho-
mas R. Malthus [55] como un modelo para el crecimiento de poblaciones humanas las
cuales, segin él, tienen un crecimiento no acotado, lo cual justifica el buscar un modelo
asociado a la curva exponencial que carece de cota. Pero este modelo es adecuado sélo en
condiciones perfectas ya que en la naturaleza todo tiende a equilibrarse, [62]. Esto motiva
la importancia del estudio de modelos asociados a curvas de crecimiento acotadas. El
modelo logistico fue propuesto Pierre F. Verhulst [87] como una modificacion del malthu-
siano basada en que el crecimiento de la poblacion no sélo depende del tamano de esta
sino también de la distancia de dicho tamano a su limite superior. Por tanto, este modelo
es adecuado para el ajuste de datos que muestren un crecimiento acotado cuya cota no
dependa del valor en el instante inicial. Por ultimo, asociado a la curva Gompertz no
existe un unico modelo deterministico ya que, al existir una gran variedad de curvas con
dicho nombre cuya caracteristica comun es que son dobles exponenciales, han surgido dis-
tintos modelos denominados Gompertz. Nosotros queremos destacar el modelo asociado
a la curva Gompertz que estudié Winsor [89], ya que dicha expresién de la curva, ademds
de ser la primera reescritura que aparecié, ha sido ampliamente utilizada y su modelo
asociado muestra cierta similitud con el logistico.

El problema que se plantea a la hora de utilizar modelos deterministicos para modelizar
cualquier fenémeno, y en particular el crecimiento, es la complejidad propia del fenémeno,
implicando la necesidad de la especificacion detallada de multiples factores que no siempre
son conocidos o cuantificables. Este inconveniente se puede evitar mediante la utilizacion
de modelos estocasticos como por ejemplo, procesos de nacimiento y muerte o procesos
de difusién, los cuales han sido ampliamente usados para la modelizacién y estudio de
determinados fenémenos dinamicos en diversos campos de aplicacion en el ambito del
crecimiento.

Asociado al modelo deterministico malthusiano surge el proceso de difusion lognormal.
Este proceso ha sido aplicado en muy distintos campos cientificos, como la Ecologia o la
Economia y otros cercanos como, por ejemplo, el Marketing. En Ecologia, Capocelli y
Ricciardi [7] y Ricciardi [73], lo estudian como modelo de crecimiento de poblaciones.
En el campo de la Economia, Cox y Ross [9] y Merton [64] mostraron su importancia
teorica y practica. Por ejemplo, este proceso aparece asociado con el modelo de Black y
Scholes [5] v extensiones posteriores (Lamberton y Lapeyre [52], Hunt y Kennedy [41]).
Asimismo, y todavia dentro del campo econémico, Marcus y Shaked [56] confirmaron su
importancia en el campo de la economia y las finanzas, y Tintner y Sengupta [85] lo han
utilizado ampliamente, incluyendo también el caso de factores exdgenos y aplicandolo a
la descripcion, prediccion y analisis de politicas de crecimiento en materias econémicas,
poniendo de relieve el interés especial que despierta este proceso para realizar predicciones
debido a su tendencia exponencial.

De igual manera, asociado al modelo deterministico logistico surge un proceso de
difusién el cual es introducido por Capocelli y Ricciardi, [8], [72], incluyendo mecanismos
de regulacion aleatorios a partir del modelo de crecimiento malthusiano. Ricciardi [73] y
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Nobile et al. [69] han estudiado este proceso en problemas de crecimiento de poblaciones en
Biologia. Otros autores, como Tan y Piantadosi [83], lo tratan como limite de un proceso
de nacimiento y muerte no homogéneos. Por otro lado, Giovanis y Skiadas [18] estudian
una particularizacion del proceso de difusion logistico mediante la teoria de reducciéon
de ecuaciones diferenciales estocdsticas, aplicando dicho modelo a datos del consumo de
electricidad en Grecia y Estados Unidos.

Sin embargo, este proceso presenta el inconveniente de no disponer de una solucién
exacta para las ecuaciones de difusion. Este hecho condujo a Capocelli y Ricciardi [8] a
la introduccion de un nuevo proceso que modeliza un tipo de comportamiento similar al
tipo logistico, en concreto el asociado a una curva Gompertz cuya cota depende del valor
inicial, y que no presenta el inconveniente anterior. Surge asi el proceso de difusiéon tipo
Gompertz que se estudiara con detalle en el Capitulo 1.

Por otra parte, a partir de una expresion de la curva Gompertz cuya cota si depende del
valor inicial, Tan [82] introduce un proceso de nacimiento y muerte Gompertz mediante
la imposicion de que su funcién media coincida con dicha curva.

Como resumen, podemos decir que disponemos de una serie de modelos aleatorios que
estan asociados a las curvas de crecimiento introducidas y que, por tanto, pueden ser uti-
lizados para modelizar fenémenos cuyo comportamiento, en este caso crecimiento, viene
representado por tales curvas. Asi pues, para modelizar situaciones regidas por variables
de naturaleza continua que evolucionen continuamente en el tiempo y con tendencia ex-
ponencial, el proceso lognormal puede ser adecuado. Si, por el contrario, las series de
datos asociados a las variables en estudio muestran un comportamiento de tipo sigmoidal
acotado con cota independiente del valor inicial, pueden usarse los procesos logistico o
Gompertz citados anteriormente, segun las particularidades propias que exhiban los datos
(por ejemplo, la velocidad de crecimiento hasta el punto de inflexién).

Sin embargo, en la practica pueden aparecer situaciones en las que el tipo de crecimien-
to acotado anterior muestre una dependencia de la cota respecto al valor inicial, las cuales
son de particular interés cuando se dispone de varias trayectorias de datos partiendo cada
una de ellas de un valor inicial distinto (ver grafica 1). En tal caso podria pensarse en el
modelo introducido por Tan ya que su curva asociada obedece a ese comportamiento, pero
su campo de actuacién no contempla variables de naturaleza continua. Esto justifica el
interés en obtener un modelo estocdstico continuo, y en particular un proceso de difusion,
que permita modelizar este tipo de situaciones.

Asi, el objetivo fundamental de esta memoria es la introduccion y estudio de un
nuevo proceso de difusion tipo Gompertz para modelizar fenémenos asociados a variables
que muestran un comportamiento sigmoidal y acotado en el tiempo, con cota dependiente
del valor inicial.

Esta memoria consta de cuatro capitulos y las aportaciones originales comprenden los
tres ultimos.
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Grdfica 1: Datos de ganancia media por hora trabajada en ciertos sectores laborales segiin la categoria
laboral en Espana.

La finalidad principal del primer capitulo de esta memoria es ofrecer una revision
de algunos de los modelos estocasticos asociados a curvas de crecimiento existentes. Para
ello, se comienza con una descripcion de las curvas de crecimiento que se consideraran,
para proseguir presentando los modelos deterministicos asociados a ellas junto con un es-
tudio comparativo que muestra sus diferencias y similitudes. Seguidamente, se presentan
las metodologias y desarrollos que han dado lugar a cada uno de los modelos estocasticos
considerados (proceso de difusion lognormal, logistico, Gompertz y proceso de nacimiento
y muerte Gompertz) haciendo especial hincapié en las caracteristicas del proceso Gom-
pertz para justificar la necesidad de introducir el nuevo proceso, materia fundamental de
esta memoria.

En el segundo capitulo se introduce el nuevo proceso de difusion tipo Gompertz
siguiendo dos metodologias. En primer lugar, la empleada por Capocelli y Ricciardi,
[7], para la obtencién del proceso de difusién lognormal, de forma que la solucién de
la ecuacion de Fokker-Planck asociada al proceso de difusién, en ausencia de ruido, sea
la curva considerada. En segundo lugar se contempla el método seguido por los mismos
autores [8] para la obtencién de los procesos logistico y Gompertz, que consiste en la
inclusiéon de una cierta funciéon de regulacién aleatoria en el modelo malthusiano. En
ambos casos, procedemos de forma que, ademas, la funcion media del proceso resultante
coincida con la curva de interés, cuestiéon que no verifica el proceso Gompertz obtenido
por ellos.



Introduccién 5

A continuacion, se presentan dos procedimientos alternativos de obtencion del proceso
como paso al limite de esquemas discretos.

Una vez introducido el proceso de difusion, realizamos un analisis de sus caracteristi-
cas principales obteniendo su funcion densidad de transicion, la funcion de distribucion de
transicion y las distribuciones finito-dimensionales (uni y bidimensionales) con la conside-
racion de dos tipos de distribuciones iniciales: degenerada y lognormal. A partir de ellas
calcularemos las funciones media (especialmente 1itil con fines predictivos al coincidir con
el tipo de curva cuyo comportamiento queremos modelizar), moda, covarianza y de cuan-
tiles en cada uno de los casos. Finalizamos este capitulo con el estudio de la simulacion
de trayectorias del nuevo proceso que permiten visualizar su comportamiento asi como la
realizacién de comparaciones con el otro proceso Gompertz existente en la literatura.

En el tercer capitulo se plantea, en primer lugar, la estimacién del modelo con la
finalidad de su posterior aplicacion a datos reales. Después de analizar las dificultades que
ésta plantea, se obtienen las ecuaciones de verosimilitud asociadas a los parametros del
modelo, las cuales no pueden ser resueltas explicitamente. Asi, el problema de la obtenciéon
de los estimadores maximo verosimiles de los parametros se aborda a partir de métodos
numeéricos clasicos como el de Newton-Raphson y un método numeérico estocastico como el
algoritmo simulated annealing. Después de analizar los inconvenientes que éstos presentan,
se propone un método recursivo, muy simple desde el punto de vista de la implementacion
y que proporciona buenos resultados (al menos, a nivel empirico).

A continuacion se presenta un estudio de la distribucion de variables aleatorias tempo-
rales de interés en nuestro modelo: tiempo de primer paso a través de barreras y el tiempo
en que se produce la inflexién (hecho que marca un cambio en la pauta de crecimiento y
la consecucion de un porcentaje determinado éste).

Con respecto a la primera, se estudia en primer lugar aquellas barreras para las que se
puede obtener de forma explicita la densidad del tiempo de primer paso. En caso contrario,
se plantea abordar dicho problema mediante la resolucion numérica de la ecuacién integral
de Volterra de la cual es solucion.

En cuanto a la segunda, en el caso de disponer de una tunica trayectoria de valores
observados, su estudio es equivalente al del tiempo de primer paso por una barrera cons-
tante. Para el caso de disponer de multiples trayectorias con valores iniciales distintos vy,
consecuentemente, cotas y punto de inflexion distintos, se propone un método alternativo
mediante estimacion no paramétrica de la densidad.

Se finaliza este capitulo con un estudio de simulacién que permite comparar ambas
alternativas, en el caso en que la primera sea aplicable.

Por 1ltimo, en el cuarto capitulo abordamos la aplicacion, a datos reales, de los
resultados del capitulo tercero sobre estimacién en el proceso tipo Gompertz introduci-
do. Concretamente trataremos dos aplicaciones encuadradas en el campo econémico. La
primera trata sobre la ganancia media, por hora trabajada, por sectores de actividad y
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categoria profesional en Espana, mientras que la segunda lo hace sobre la remuneracion de
los asalariados por comunidad auténoma espanola. En ambos casos los datos disponibles
muestran tendencias sigmoidales con cotas y valores iniciales distintas para cada trayec-
toria observada, lo cual obedece al patréon de comportamiento descrito por el modelo de
difusion Gompertz considerado en esta memoria.

En las dos aplicaciones se sigue un desarrollo paralelo que comienza con el ajuste de
un modelo comun al conjunto de los datos, esto es, para todas las trayectorias observadas,
comprobando a continuacién si dicho modelo estimado es asumible como 6ptimo. En caso
contrario se optara por agrupar las trayectorias en bloques homogéneos en los que se re-
fiere a su comportamiento (el criterio de agrupacién puede variar segin el tipo de dato de
cada aplicacion) y se ajustard un modelo en cada grupo, lo cual puede mejorar las estima-
ciones conjuntas anteriores. De esta forma, ademas, esta estrategia permitira encontrar
agrupaciones con patrones de comportamiento similares.

Las estimaciones de los modelos se realizaran mediante los procedimientos descritos
en el capitulo tercero. Asimismo, se mostrard el poder predictivo de los mismos mediante
el empleo de las diferentes funciones paramétricas introducidas en dicho capitulo.



Capitulo 1

Modelos de crecimiento

1.1. Estudio de algunas curvas de crecimiento

Como se ha comentado en la introduccién, las curvas de crecimiento surgieron al in-
tentar modelizar este tipo de fenémeno, es decir, podemos afirmar que van asociadas a
modelos deterministicos de crecimiento, o viceversa, es decir, que los modelos de crecimien-
to van asociados a dichas curvas. Por ello, aunque nuestro interés reside en los modelos
de crecimiento, antes de introducirnos en su estudio, vamos a exponer brevemente las
expresiones y caracteristicas fundamentales de dichas curvas, con especial énfasis en la
curva Gompertz ya que es la asociada al modelo que serd objeto de estudio fundamental
de esta memoria.

1.1.1. Curva exponencial

Comenzamos el estudio de las curvas de crecimiento por la curva exponencial, no sélo
debido a que es la primera que surge, histéricamente hablando, sino por ser la curva mas
estudiada dentro de las curvas de crecimiento, tal vez debido a que es la que va asociada
al analisis de poblaciones humanas.

La expresion genérica de esta curva es
f(t) = ce™, teR

siendo ¢ y r, numeros reales. A r se le conoce como razon de crecimiento.

Dada la naturaleza de los fenémenos que habitualmente son tratados mediante ella,
se restringe su estudio en el tiempo a valores superiores a un instante inicial ¢ > 0 y se
considera ¢ > 0. Imponiendo que la curva tome el valor xy > 0 en el instante inicial g, la
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expresion que consideraremos desde ahora sera
Ft) = 2”0t >ty (1.1)

Esta curva es mondtona (creciente si r > 0 y decreciente si r < 0), convexa ' y no acotada.

0000 -
§000
cooo
000

000+

Grdfica 1.1: Curvas de crecimiento exponencial con zg =5, =0y r=0.19, » =0.20 y r = 0.21

Como se muestra en la grafica 1.1, la razon de crecimiento r, como su propio nombre
indica, determina dentro de la curva la rapidez del crecimiento de esta, es decir, cuanto
mayor sea dicha razén mas rapido crece la curva.

1.1.2. Curva logistica

En segundo lugar estudiamos la curva logistica, aunque cronoldgicamente fue la ter-
cera en aparecer. Fue introducida por Pierre Verhulst [87] como solucién de un modelo
deterministico propuesto por él. Esta curva también surgié asociada al estudio de creci-
miento de poblaciones, pero con ciertas limitaciones sobre la poblacion. La expresion mas
utilizada de dicha curva es

k

gyt teR

f(t)

con k> 0y r >0, en cuyo caso k es el valor limite de la curva cuando ¢ tiende a infinito,

verificandose f(t) <k, Vt € R.

Restringiéndonos a valores t > ¢o > 0 y llamando xo = f(#o) > 0, al igual que se hizo

!Entenderemos que una funcién derivable es convexa si queda siempre por encima de la recta tangente
en cualquier punto. Si ademas f es de clase dos, esto equivale a que f”/ > 0. En caso contrario entenderemos
que la funcién es céncava.
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con la curva exponencial, la expresion que consideraremos es

k
f(t) = A ’
1+ (— — 1) e—rlt=to)

T

>t (1.2)

conr>0yk>xy>0.

Esta curva es monétona creciente, acotada y presenta un punto de inflexién (en el
rango de valores de t considerados) si k > 2z, en cuyo caso es

donde pasa de ser convexa a concava“.

1000 - =

&S00

600 |

400

200

Grdfica 1.2: Curvas de crecimiento logistico con tg = 0, k = 1000, r = 1, o = 1, zg = 100.

Un aspecto interesante que destacar de la curva logistica es que el valor de la cota es
constante e independiente del valor en el instante inicial, como se muestra en las graficas
1.2 y 1.3. También puede observarse que, al igual que ocurria en el caso de la curva
exponencial, r determina la rapidez con que la curva crece hacia su cota.

1.1.3. Curva Gompertz

Por 1iltimo, vamos a considerar la curva de crecimiento Gompertz, cuyo nombre proce-
de del matematico Benjamin Gompertz. En junio de 1825, Gompertz escribié al matemati-
co Francis Baily ofreciéndole un articulo, [20], para la Real Sociedad de Matematicos de
Londres, que trataba sobre la naturaleza de la expresion de la funcién de la ley de la

ZA este tipo de curvas, crecientes, acotadas y con un punto de inflexién donde se pasa de convexa a
céncava se las conoce como curvas con forma de S o sigmoidales.
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Grdfica 1.3: Curvas de crecimiento logistico con tg = 0, k = 1000, r = 2, zo = 1, z¢ = 100.

mortalidad humana, y sobre una nueva forma de determinar el valor de lo que él deno-
minaba “Life contingences” (y que podriamos traducir por imprevistos de la vida). Este
articulo era la continuacion de otro suyo sobre el mismo tema y que habia sido publicado
anteriormente por dicha sociedad.

En dicho articulo Gompertz introdujo la siguiente funcion,

L, =dg", (1.3)
con
mq ¢
log g =
1—q"
g=p""
m=InL,—InL,,
Lq
d=—
€
ne= " ,
1—q"

donde por L, noto el tamanio de la poblacién en el instante x, por a el instante inicial, por
r la unidad de salto considerada en el tiempo y por p la razon de la progresion geométrica
que hay entre el numero de personas vivas en el tiempo.

Es decir, Gompertz demostré que la tasa de mortalidad aumentaba siguiendo una
progresion geométrica. A esta ley de crecimiento se la conoce como Ley de Mortalidad de
Gompertz.

La curva de Gompertz, tal y como él la introdujo, fue durante mucho tiempo sélo de
interés en el campo de los seguros. En 1932, Charles P. Winsor [89] publicé un articulo
donde realizé un estudio matematico de la curva Gompertz como curva de crecimiento,
indicando su utilidad y sus limitaciones en dicho campo. El motivo que impulsé a Winsor
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a realizar este estudio era el creciente interés despertado en varios autores que utilizaban
esta curva como curva de crecimiento para el estudio de fenéomenos en el campo de la
biologia y de la economia. Por ejemplo, anos mas tarde, Laird [44], tras estudiar algunos
tumores durante un tiempo suficientemente amplio, concluyé que el modelo exponencial
no era totalmente adecuado para la descripcion del crecimiento de los mismos (a pesar de
que siempre se penso que el crecimiento de los tumores en condiciones ideales seguia dicho
modelo) v que un modelo exponencial modificado podria explicar mejor el crecimiento
observado, por lo que propuso el modelo Gompertz.

A la hora de dar una expresiéon de la curva Gompertz, nos encontramos con multitud
de opciones distintas. Esto es debido a que historicamente se ha asignado ese nombre
a una gran variedad de curvas, las cuales tienen en comun ser dobles exponenciales,
a pesar de que Gompertz introdujo su curva como una doble potencial. En concreto,
Winsor [89] reescribié la curva originaria de Gompertz (1.3) transforméandola en una
doble exponencial. Para ello, considerando

d=k, g=e"°, qg=c¢e ",

obtuvo la expresion

F®) =ke™™",  teR

con k> 0y b>0,en cuyo caso k es el valor limite de la curva cuando ¢ tiende a infinito,

verificandose f(t) <k, Vt € R.

Restringiéndonos a valores ¢t > to > 0 y llamando xg = f(tg) > 0, al igual que se hizo
con las curvas anteriores, la expresion que consideraremos es

f(t) =Ekexp {ln <%> e_b(t_to)} \ t >t (1.4)

conb>0yk>uxg>0.

Esta curva es monétona creciente, acotada y presenta un punto de inflexién (en el
rango de valores de t considerados) si k > wge, en cuyo caso es

lnln% A
b +t077
e

donde pasa de ser convexa a céncava siendo, por tanto, una curva sigmoidal. Al igual que
ocurria en la curva logistica, la cota (k) es constante e independiente del valor inicial como
se muestra en las graficas 1.4 y 1.5. Notemos que el parametro b influye en la rapidez con

que la curva alcanza la cota, lo que parece indicar cierta similitud entre este parametro y
el parametro r de las curvas exponencial y logistica.

Las curvas logistica y Gompertz tienen un crecimiento similar, residiendo su principal
diferencia en el porcentaje de crecimiento (en relacién con la cota) cuando se alcanza el
punto de inflexion. De hecho, en el caso de considerar t € R, la curva logistica alcanza
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Grdfica 1.4: Curvas de crecimiento Gompertz (Winsor) con to = 0, k = 1000, b= 1, zo = 1, zo = 100.
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Grdfica 1.5: Curvas de crecimiento logistico con tg = 0, k = 1000, b = 2, zo = 1, zo = 100.

la mitad de su crecimiento total en el punto de inflexion, mientras que la Gompertz
alcanza aproximadamente el 37 %. En el caso que estamos considerando con t > tg, estos
porcentajes dependen de xg, siendo respectivamente

50 [1 — ] % vy aproximadamente 37 [1 S ] %,

Lo
k—l'o k—l'o

como puede observarse en la grafica 1.6.

En la literatura sobre el estudio de modelos de crecimiento han surgido otras expre-
siones de la curva Gompertz. Por ejemplo, Capocelli y Ricciardi [8] usaron

]

con B3>0y 0 < xy < e/? Esta expresién surge mediante una reescritura de (1.4) con

E=ePyb=4.

flt) = exp{ (1- e_ﬁ(t_to)) + In e_ﬁ(t_to)} ) t>21t20 (1.5)

Dicha curva es, evidentemente, sigmoidal, con cota ¢*/? independiente del valor inicial
y presenta un punto de inflexién (en el rango de valores considerado) si xo < e*/#~! en
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Grdfica 1.6: Curvas de crecimiento Gompertz (1.4) y logistica (1.2) con to = 0, k = 1000, r =2,

b =0.188194 vy xg =1
In(% — In )
B o _
<6+t07€ﬂ ",

Por otro lado, Skiadas [81] considerd la expresion

CUyoO Caso €8s

f(t) =exp {ln xoe_ﬁ(t_to)} , t>t >0
con B >0y 0 <xo <1, que es una particularizacion de la curva (1.5) en el caso o = 0.

Por 1ltimo, Tan [82], al introducir el proceso Gompertz de nacimiento y muerte, con-
sideré la expresion

F(t) = zoexp {g (1- e—ﬁ<t—t0>)} . t>t20 (1.6)
con a > >0y x>0, la cual se puede obtener a partir de (1.4) tomando k = zqe®/? y

b=

Esta curva es sigmoidal, con cota k = z0e*/? y punto de inflexién

Ing N
<6ﬁ + to, 1’065_1) .

La principal diferencia de esta ultima expresion de la curva Gompertz con las anteriores
y con la curva logistica, es que la cota depende del valor inicial, como se puede apreciar
en la grafica 1.7.

En el apéndice A se muestra un esquema de las transformaciones y reescrituras que se
han ido especificando sobre la curva Gompertz.
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Grdfica 1.7: Curvas de crecimiento Gompertz (expresién de Tan) con o = 1.5, 8 = 1, 29 = 10 y 2o = 100.

1.2. Estudio comparativo de curvas. Modelos deter-
ministicos asociados

Como se coment6 con anterioridad, las curvas de crecimiento surgen asociadas a una
serie de modelos deterministicos. Por ello, una vez que se han estudiado las curvas, una
revision de los modelos asociados a ellas nos puede ayudar a la hora de interpretarlas,
estudiarlas mas profundamente y compararlas.

1.2.1. La curva exponencial y la curva logistica

Siguiendo el mismo orden desarrollado con las curvas, el primer modelo deterministico
que estudiamos es el asociado a la curva exponencial. Dicho modelo se denomina modelo
Malthusiano y fue propuesto por Thomas R. Malthus [55] como un modelo matemadtico
para el crecimiento de poblaciones humanas las cuales, segin Malthus, tienen un creci-
miento no acotado. El modelo matemdtico basado en su idea propone que el tamano de
la poblacién para una generacién depende del tamano de la generaciéon anterior de forma

multiplicativa
w(t+ 1) —a(t) = ra(t), r > 03

donde x(t) es el tamanio de la poblacién en el instante ¢ y r, fertilidad diferencial por unidad
de tiempo y conocido también como factor Malthusiano, es el multiplo que determina la
tasa de crecimiento.

La solucién de la ecuacién del crecimiento Malthusiano, en forma diferencial,

dx(t)
dt

3En general, r € R, pero nos restringimos a » > 0 y por lo tanto consideramos sélo el caso creciente
ya que se compararda este modelo con los asociados a las curvas logistica y Gompertz que han sido
consideradas.

= ra(t),
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con condicién inicial x(tg) = x¢ es la curva exponencial (1.1).

El modelo Malthusiano puede usarse para estudiar, por ejemplo, el crecimiento de una
nueva especie que llega a una isla donde hay una gran cantidad de comida, condiciones
perfectas para la reproduccién y no hay depredadores, o cuando un cientifico comien-
za a cultivar bacterias bajo condiciones perfectas. Pero este modelo no podria explicar
indefinidamente estos fenémenos debido a lo que McArthur y Wilson [62] llamaron el
“Equilibrio Natural”: La naturaleza tiene tendencia a equilibrar las cosas y alcanzar un
equilibrio armonico. Si se dejara a la naturaleza sola existiria el equilibrio y las poblaciones
permanecerian cerca de €l.

Esto nos indica la importancia del estudio de modelos deterministicos asociados a las
curvas de crecimiento acotado.

En segundo lugar, asociado a la curva logistica, esta el modelo logistico que fue pro-
puesto por Pierre F. Verhulst [87]. Verhulst mostré que el crecimiento de una poblacién
no solo depende del tamario de la poblacion sino también de la distancia de dicho tamano
a su limite superior. Si denotamos por k al tamano maximo de la poblacion que un habi-
tat puede soportar, la poblacion crecerd rapidamente si estd muy por debajo de k, pero
conforme se aproxima a k el crecimiento ira decayendo. Con esta idea en mente, Verhulst
modificé la ecuacion del modelo Malthusiano haciendo que el tamano de la poblacién
fuera proporcional tanto a la poblacién previa como al término

kE—a(t)
k

proporcionando el modelo *

w(t+1) —a(t) = ra(t) [1 — xg)] , r > 0. (1.7)

Esta ecuacién es conocida como ecuacion logistica en diferencias, cuya expresion diferen-

LI [1 - “'g)] ,

con condicién inicial x(tg) = ¢, tiene por solucién la curva logistica (1.2).

cial

Este modelo es 1util para mostrar los efectos de los mecanismos dependientes de la
densidad en el crecimiento de la poblacién. Sin embargo, su utilidad en las poblaciones
reales es limitada debido a que las dinamicas de crecimiento de estas son complejas y es
dificil obtener un valor real para k en un habitat dado.

*El modelo deterministico asociado a la curva logistica se puede reescribir como
et +1) —z(t) = ax(t) — fz(t)?, a, >0

donde r = a y k = /3. Posteriormente se vera la utilidad de esta versién del modelo.
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Una vez especificados los modelos deterministicos asociados a las curvas exponencial
y logistica, veamos un resumen de las propiedades y caracteristicas de ambas curvas.

Curva Exponencial Curva Logistica

e(t+1)—e(t) =ra(t) | alt+1)—a(t) = ra(t (l _ <t>>

Modelo

r>0 r>0, kE>z9>0

Ecuacién | dx(t) dx(t) x(t)
diferencial dt = ra(t) , @(to) = o =rx(t) ({1 - ——) , z(ty) = xo

Curva k

_ T(t—to) _
solucién @(t) = woe x(t) =

Monotonia Creciente

Creciente
t .
Co N No tiene k
superior
Curvatura Convexa Convexa, Concava
k
Punto de . In <xo B 1> k
) ., No tiene + to, <
inflexion r )

Cabe destacar que, autores como May ([57]-[60]) vy May y Oster [61] realizaron un
estudio del modelo asociado a la curva exponencial y a la curva logistica para describir

el crecimiento de poblaciones, entre otros modelos. Otro autor que realizé6 un profundo
estudio de la ley de crecimiento logistico fue Feller [12].
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1.2.2. La curva logistica y la curva Gompertz (versién de Win-
sor)

Por ultimo, el modelo deterministico asociado a la curva Gompertz tratada por Winsor

(1.4) es,

w(t+ 1) —a(t) = ba(t)(Ilnk — lnx(t)), b>0 (1.8)

que origina la siguiente ecuacion diferencial

dx(t)
dt

=ba(t)(Ink — lnx(t)),

cuya solucién, con condicién inicial x(tg) = w0, es dicha curva.

Si observamos los modelos asociados a las curvas logistica (1.7) y Gompertz tratada
por Winsor (1.8), vemos que se aprecia una fuerte similitud que se pone atun més de
manifiesto reescribiendo (1.8) como

ot 41) — a(t) = ra(t) (1 _ hﬁ”) ,

conr =blnk.

Recordemos que anteriormente ya se habia apreciado que debia haber alguna relacién
entre los parametros r y b, ya que ambos parametros influyen en la rapidez con que las
curvas alcanzan su cota.

En la la grafica 1.6 se ha representado una curva logistica y una curva Gompertz
version de Winsor para un valor de r determinado. En dicha gréafica se pueden apreciar
las caracteristicas estudiadas de ambas curvas y, a su vez, se pueden comparar las dos
curvas.

Veamos ahora, al igual que para la curva exponencial y la logistica, una tabla resumen
de las propiedades y caracteristicas de las curvas que estamos estudiando.



18

Modelos de Crecimiento

Curva Logistica Curva Gompertz (Winsor)
i | i
s+ 1) — 2(t) = re(t) (1= 0 s+ 1) — 2(t) = re() (1 - 220
k In k
Modelo
r>0, k>xo>0 r=>blnk >0, k>x9>0
dx(t) z(t) dx(t) In z (%)
Ecuacién i = ra(t) <1 - i = re(t) |1 — Ik
diferencial
l‘(to) = X0 l‘(to) = X0
k (L= to)
CurY? z(t) = z(t) =kexp | In (@) e Ink 0
solucién 14+ (ﬁ _ )e—r(t—tu) k
Monotonia Creciente Creciente
Cota Kk Kk
superior
Curvatura Convexa, Céncava Convexa, Céncava
k
Punto de ln(?o_ ) y k lnlnf—olnk ; k
inflexion r + to, 9 r +lo, e
% crecimiento x x
en el punto 50[1—k 0 ] 37[1—k 0 ]
de inflexién — %o — %o

Laird ([44]-[51]) usé el modelo Gompertz para describir el crecimiento no sélo de
tumores sino también de organismos normales durante el crecimiento. El modelo Gompertz
también se usé para describir el crecimiento de fetos humanos (Mc Credite [63]), de peces
(Silliman [78]) y de tumores experimentales (Simpson-Herren y Lloyd [79]).

Nota 1.2.1. El modelo deterministico asociado a la curva Gompertz tratada por Capocelli
y Ricciardi (1.5) puede obtenerse como caso particular del modelo asociado a la curva
Gompertz de Winsor. Para ello basta utilizar la reescritura de los pardmetros especificada
anteriormente (k = €5,b= B) en el modelo deterministico (1.8) obteniéndose:

oft-41) = a(0) = ol

p

o
— —ln=x

@), 5=
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Por ello no realizamos un estudio especifico sobre él. Se puede encontrar un estudio de
este modelo y del logistico, basado en sus ecuaciones diferenciales de primer orden, Nobile

et al. [69].

1.3. Modelos aleatorios asociados

Hasta ahora se ha considerado la modelizacion del crecimiento sélo desde un punto de
vista deterministico, pero el crecimiento es un fenémeno muy complejo cuya descripcion
cuantitativa puede requerir la especificacion detallada de multiples factores que no siem-
pre son perfectamente conocidos o cuantificables. Ello imposibilita encontrar un modelo
deterministico que represente completamente el fenémeno, recurriéndose en estos casos a
modelos estocasticos.

Una gran variedad de modelos estocasticos, y en particular procesos de difusiéon, han
sido profusamente empleados en las ultimas décadas para analizar el comportamiento de
multitud de fenémenos, como por ejemplo el crecimiento dentro de una gran variedad de
campos.

Una forma habitual de obtener modelos estocasticos, partiendo de modelos deter-
ministicos, es introducir una fluctuacion aleatoria en ellos. En nuestro caso, para los
modelos de crecimiento, se reemplazara la tasa de crecimiento por la suma de un término
constante y un proceso Gaussiano delta-correlado, obteniéndose un modelo estocéastico
cuya solucién, en ausencia de ruido, es la curva del modelo deterministico en cuestién.
Este procedimiento es equivalente a la introduccion de una funcién de regulacion aleatoria
en el modelo malthusiano.

Un planteamiento alternativo consiste en la busqueda de modelos estocasticos cuya
funcién media coincida con la curva del modelo deterministico de partida.

Presentamos a continuaciéon algunos modelos estocasticos asociados a las curvas de
crecimiento estudiadas. En concreto, con respecto a la curva exponencial, aunque diver-
sos autores como Lewontin y Cohen [54] han estudiado procesos discretos, nos centramos
en el proceso de difusion lognormal como el mas representativo dentro de los modelos
continuos. Con respecto a la curva logistica, estudiaremos el proceso de difusion logistico.
Por 1ltimo, con respecto a la curva Gompertz, objeto fundamental de nuestro estudio,
trataremos un proceso Gompertz propuesto por Capocelli y Ricciardi (siguiendo la pri-
mera metodologia citada) y un proceso de nacimiento y muerte Gompertz, obtenido por
Tan (siguiendo la segunda alternativa). Finalmente, dado que las curvas Gompertz con-
sideradas por Capocelli y Ricciardi y Tan tienen propiedades y, por tanto aplicaciones,
distintas, planteamos finalmente el objetivo fundamental de esta memoria: la obtencién
de un proceso de difusion asociado a la curva considerada por Tan siguiendo la primera
metodologia citada y que ademas, cumple la condicion de la segunda.
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1.3.1. Proceso lognormal

El primer modelo estocastico que tratamos, siguiendo el orden establecido, es el proceso
lognormal que esta asociado al modelo de crecimiento (no acotado) malthusiano.

Para obtener dicho proceso, Capocelli y Ricciardi [7] desarrollaron una metodologia
que se ajusta a la primera alternativa expuesta con anterioridad, partiendo de la ecuacion
diferencial deterministica del modelo malthusiano,

da(t)
e ra(t), r>0 (1.9)
x(tg) = w0,

donde z(t) es el tamatio de la poblacién en el instante ¢, r es la tasa o razén de crecimiento®
(o fertilidad) intrinseca y xq es el tamano inicial de la poblacion.

A continuacion, transformaron dicha ley deterministica en un modelo estocastico re-
emplazando la tasa de crecimiento por la suma de un término constante y un proceso
Gaussiano delta-correlado de media cero con densidad espectral o2 (ruido blanco)

r— a4+ At),

donde o > 0 es una constante, mientras que A(t), para cualquier ¢ fijo, es una variable
aleatoria normalmente distribuida y tal que

E[A(#)] =0 (1.10)
Cov[A(t), At2)] = E[A(t)), At2)] = 028(ts — t1).

Asi, la ecuacion (1.9) queda en la forma

dx(t) B
i ax(t) = x(t)A(t)
x(tg) = w0,

0, como es habitual en la notaciéon de ecuaciones diferenciales estocasticas,
dX(t) = aX(t)dt + o X(t)dW (1), (1.11)

donde o > 0 y W(¢) representa el proceso de Wiener estandar.

La interpretacion del procedimiento realizado es que se supone que el crecimiento
exponencial se ve perturbado por factores de cambio que representan el efecto del ambiente
en el crecimiento de la poblacion.

°El caso r < 0 no se considera debido a que nos centramos en el caso de crecimiento positivo.
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La solucion de la ecuacion (1.11) es un proceso de difusion {X(¢) : ¢t > to > 0} que
toma valores en R y con momentos infinitesimales

Ai(z) = ma (1.12)
2 2
AZ(x) =0 X,
2
. g , . - -,
siendo m = o« 0 m = o + — segun se haya considerado, en la resolucion de la ecuacion,

la integral estocastica de It6 o de Stratonovic, respectivamente.

Este modelo es apropiado para describir, por ejemplo, situaciones como las del creci-
miento de bacterias en un entorno no restringido, teniendo cada individuo igual probabi-
lidad de morir o reproducirse en cualquier instante.

La funcién de densidad de transicién del proceso obtenido, f(x,t|xg,?), satisface la
ecuacién de Fokker-Planck o adelantada

of 0 o? 9

gr__ 9 R 1.1

ot 6:1;[ f]+26:1;[ gl f<w<eo (1.13)
y la ecuacién de Kolmogorov o atrasada

of of o*f

67%+m$0670+*2363—0, 0<$<OO
con condicién inicial

lim f(x,t|xo,t0) = d(x — x0), (1.14)

t—tg

que determina de forma tnica f(z,t|xq,%0)°.

Comprobemos a continuacion que la solucion de la ecuaciéon de Fokker-Planck, en
ausencia de ruido, coincide con la curva solucién del modelo deterministico de partida.
Para ello resolvemos la ecuacion de primer orden resultante de tomar limite, cuando la
componente ruido llega a ser infinitamente pequena, 0 — 0, en la ecuacién adelantada
con la condicién inicial (1.14):

af 0
i 6x[axf]
tl;m fla, t|zo, to) = d(x — x0),

y obtenemos

fla, t|zo,to) = 6 (:Jc — xoeo‘(t_to)) \

es decir, la poblacién crece siguiendo una curva exponencial.

5La unicidad se deduce del estudio de las barreras del proceso. Mediante los criterios de clasificacién
de Feller ([13], [14]) se puede comprobar que 0 e 400 son barreras naturales, y por tanto, segin el estudio
realizado por Feller, la funcién de densidad de transicién del proceso queda determinada de forma tnica
por la condicién incial.
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En general, la funcién de densidad de transicion del proceso, solucién unica de las
ecuaciones de difusion, con la condicién inicial especificada, es

, [1nx—lnx0—<m—a;> (t—to)}2

exp | — ,
xr/2mo?(t — to) P

f(x7t|x07t0) — 20’2(t—t0)

esto es,

2

X ()| X(to) = 2o ~ Ay <1n:1;0 + <m - 2) (t — to), o2(t — t0)> Lttt

Nota 1.3.1. Ricciardi, [72], obtuvo también el proceso lognormal como limite de un mode-
lo estocdstico discreto de crecimiento de poblaciones cuando el intervalo de tiempo entre
las sucesivas generaciones se hace tender a cero. Para ello considerd el modelo deter-
manistico malthusiano

Ying1)yr — Yor = 170, (n=0,1,...)

1/—0:*/E07

donde Y, representa el tamano de la poblacion en la n-ésima generacion, T el intervalo de
tiempo entre sucesivas generaciones, o el tamano inicial de la poblacion y r la fertilidad
diferencial por unidad de tiempo. Introduciendo a este modelo deterministico ambiente
aleatorio, mediante la consideracion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcion media r7, y tomando limite cuando T tiende a cero se obtiene el
proceso lognormal.

En los dltimos anos se ha producido un importante avance en el estudio de este proceso,
centrandose principalmente en la inferencia. La inferencia ha sido tratada empleando
tanto muestreo continuo (Basawa y Rao [4]), considerando la difusién como solucién de la
ecuacién diferencial estocdstica , como muestreo discreto de las trayectorias basdandose en
la funcién de verosimilitud de la muestra construida a partir de la densidad de transicion
de la difusion. El caso de factores exogenos basado en muestreo discreto ha sido tratado
por Tintner y Gomez [84] y Gutiérrez et al. [21] y generalizado, al caso de la difusién
en su version multivariante, tratando la estimacién méaximo verosimil de los parametros
y contrastes de significacién de los factores exdgenos (Gutiérrez et al. [23], [26]). Otras
cuestiones adicionales de interés han sido el estudio de tiempos de primer paso (Gutiérrez
et al. [25], [27], [29]) asi como el estudio tedrico de la distribucién de la tendencia y
funcién de covarianza estimada del proceso (en su versién univariante), tanto en el caso
de la estimaciéon maximo verosimil como la estimacién insesgada de minima varianza
(UMVUE) y su aplicacién en el campo econémico (Gutiérrez et al. [28], [30], [31] v [32]),
asi como la obtencion de bandas de confianza para la tendencia.
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Mas recientemente se han estudiado métodos alternativos para la obtencion del proceso
lognormal con factores exégenos como caso particular de técnicas generales de obtenciéon
de procesos de difusién no homogéneos (Gutiérrez et al. [33], [34]). Ademads, se ha estudiado
el proceso lognormal con factores exdgenos en el campo de la prediccion (Gutiérrez et al.
[32]) v se ha aplicado un caso particular de dicho proceso, en concreto el proceso de
difusion lognormal con factores exégenos polindémicos, para la prediccion en ausencia de
informacion externa (Gutiérrez et al. [35], [36], [37]).

1.3.2. Proceso logistico

El segundo modelo estocastico que vamos a estudiar es el asociado al modelo deter-
ministico logistico. Este modelo tiene utilidad a la hora de tratar con situaciones mas
realistas donde se tenga en cuenta la existencia de una serie de factores que regulan o
restringen el crecimiento de la poblacién. Dicha regulacion puede ser debida a diversos
factores, como la limitacion de comida y el espacio disponible, la acumulacién de produc-
tos toxicos, o el comportamiento territorial de los parientes, como se puede ver en Crow
y Kimura [10].

Siguiendo a Capocelli y Ricciardi [8], si se conocen los mecanismos de regulacién
debidos a dichos factores, se puede escribir una ecuacién de crecimiento que podria ser
siempre representada por la ecuacion de Langevin,

dzy)::ax@)ﬂ——¢(x@%tﬂ, (1.15)

donde p(x,t) es la funcién de regulacion que implica algunos cambios en la tasa de creci-
miento con el tamano de la poblacion y con el tiempo.

Desde este punto de vista, el proceso logistico puede obtenerse considerarando una
funcién de regulacién particular

plet)="r - LA®). 08>0

donde, como anteriormente en el caso del proceso lognormal, A(t) es el ruido Gaussiano

definido en (1.10).

Este procedimiento es equivalente a considerar la ecuacién deterministica de creci-
miento logistico (ver nota 4 a pie de pagina, pag. 15)

ff):a@w_ﬁﬁ@% a.B>0 (/B> o)
x(tg) = w0,

donde x(t) es el tamano de la poblacién en el instante ¢, o es la tasa de crecimiento, xg es
el tamano inicial de la poblacion, k es el tamano maximo que puede alcanzar la poblacion
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v k= a/p (la restriccién a/f > x¢ proviene de la restriccién k > ¢ en la curva logistica
considerada), y a continuacién se cambia la tasa de crecimiento a por la suma

o+ AfH)
dando lugar a la ecuacion diferencial estocastica

dX(t) = aX(t) — BX*(t) + o X (t)dW (¢). (1.16)

La interpretacion de este procedimiento es la consideracion de poblaciones, todas carac-
terizadas por el mismo numero inicial de individuos, cuyo crecimiento esta aleatoriamente
alterado por la presencia de factores de cambio y que, a su vez, tienen un restriccion o
regulacién en el crecimiento.

La solucion de la ecuacién (1.16) es un proceso de difusion {X(¢) : ¢t > to > 0} con
momentos infinitesimales

Ay(x) = mx — Ba?

Ay(2) = o*2?,

: ot : > g
siendo m = & 0 m = o + — segun se haya considerado, en la resolucion de la ecuacion,

la integral estocastica de Itd o de Stratonovic, respectivamente.

La funcién de densidad de transicion f(x,t|xo,to) satisface la ecuacién de Fokker-
Planck o adelantada
af 9 or 9?

5 ——%[(m—ﬁw)wf]‘l'?@[wzf]a 0<z<oo (1.17)

y la atrasada o de Kolmogorov

af Of |1 2 20f _
ote + (m — Bao) xo@xo + 57 %o o = 0, 0 < a9 < o0 (1.18)

con condicién inicial limy_ f(a, t|ag, to) = d(2 — 20).

Comprobemos a continuacion que la solucién de la ecuacion de Fokker-Planck, en
ausencia de ruido, coincide con la curva solucién del modelo deterministico de partida.
Para ello resolvemos la ecuacion de primer orden resultante de tomar limite, cuando la
componente ruido llega a ser infinitamente pequenia, 0% — 0, en la ecuacién adelantada
con la condicion inicial anterior, o sea

OfF __ 9y,
o= o lm = pa)af

lim f(x,t|zo,t0) = 6(x — x0),

t—to
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obteniéndose

m/f3

f(%ﬂflfmto) =0 x—
14 (g = 1) emat=)

.

lo cual implica que la poblacion crece de acuerdo con la curva logistica con valor asintético

kE=m/5.

Sin embargo, cuando la intensidad del ruido no se anula, no se conoce una soluciéon
exacta para las ecuaciones (1.17) y (1.18), a pesar de los esfuerzos de diversos autores,
como Levins [53], motivados por la importancia de este modelo dentro del campo del
crecimiento de poblaciones.

El problema de desconocer solucion exacta para las ecuaciones de difusion del proceso
logistico impulsé a Capocelli y Ricciardi [8] a introducir un nuevo modelo para el creci-
miento de poblaciones en entornos aleatorios cuyo interés reside en que, por un lado, el
modelo retiene las principales caracteristicas de las ecuaciones (1.17) y (1.18) en el senti-
do de que, en ausencia de ruido, se reduce a una ley de crecimiento muy similar a la ley
logistica y, por otro lado, en esta ocasién el modelo puede ser obtenido de forma exacta
para valores arbitrarios de la intensidad de ruido o2. Este nuevo modelo estocéstico es
el que surgird asociado al modelo deterministico de la curva Gompertz que introdujeron
Capocelli y Ricciardi (1.5) y que se estudiara en la siguiente seccién.

Nota 1.3.2. Ricciardi [72] desarrolld la obtencion del proceso logistico a partir del modelo
discreto de crecimiento logistico, de forma andloga a como se ha detallado para el proceso
lognormal.

1.3.3. Procesos asociado a la curva Gompertz

Como se coment6 en el estudio de la curva Gompertz, no existe una tnica expresion de
la misma. Por ello existen diversos modelos estocasticos asociados a dicha curva, entre los
que destacamos un proceso de difusiéon propuesto por Capocelli y Ricciardi [§] siguiendo
la metodologia expuesta en las secciones anteriores, y un proceso de nacimiento y muerte
propuesto por Tan, [82], obtenido al imponer que la funcién media de dicho proceso sea
la curva (1.6) considerada por él.

Proceso propuesto por Capocelli y Ricciardi

Como ya se especifico al estudiar el proceso logistico, debido a la imposibilidad de
obtener solucion exacta para las ecuaciones de difusion de dicho proceso, Capocelli y
Ricciardi [§] introdujeron un nuevo modelo para el crecimiento de poblaciones en entornos
aleatorios con caracteristicas similares al crecimiento logistico y que pueda obtenerse de
forma explicita.
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Para ello partieron del proceso lognormal y modificaron su media infinitesimal, in-
cluyendo un término proporcional a zlnx y mantuvieron igual la varianza infinitesimal,
obteniendo la ecuacion de Fokker-Planck

of 0 or 92

5 = " 9s [(oz—ﬁln:z;)xf]—l—?@[xzf], 0<a<oo

cuya solucién, en ausencia de ruido y con condicién inicial limy 4 f(, |20, t0) = d(x—20),

es
f(x, tlzo,to) =0 (:1: — exp (g (1 — e—ﬁ(t—tO)) +1In 2 e—ﬂ(t—t0)>> 7
lo que implica

x(t) = exp (g (1 — e_ﬁ(t_to)) + In zg e_ﬁ(t_t°)> )

Es decir, el tamafio de la poblacion esta especificado de forma tnica en cualquier tiempo
dado por la curva de crecimiento Gompertz introducida por Capocelli y Ricciardi (1.5),
cuyo comportamiento es muy similar a la curva logistica.

Notemos que la principal diferencia con el modelo logistico obtenido en la seccién
anterior es la sustitucién, en la media infinitesimal, del término proporcional a z? por
un término proporcional a xlnx. Ello conduce a un crecimiento mas rapido para valores
grandes de .

Interpretando o2, como el coeficiente de intensidad del ruido Gaussiano A(t) (1.10), el
procedimiento anterior es equivalente a considerar la ecuacion de Langevin (1.15), con la
siguiente eleccion de la funcién de regulacion

6] 1
S‘Q(xvt) = & Inw— aA(t)v
0, equivalentemente, considerar la ecuacion deterministica de crecimiento Gompertz (ver
nota 1.2.1)

de(t)
= ax(t) — Px(t) Inx(t), a, 0 >0
x(tg) = w0,

y sustituir la tasa de crecimiento a por o + A(t), donde A(t) es un proceso Gaussiano
delta-correlado de media cero y densidad espectral 0%, dando lugar a la ecuacién diferencial
estocastica

dX(t)=(a—BlnX()X(#)dt + o X (t)dWV (1),
cuya solucién es un proceso de difusion {X(¢) : t > to > 0} con valores en (0,00) y
momentos infinitesimales
Ai(x) =ma — Prlnx (1.19)

Ay(x) = o022,
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2
. a , . -,

siendo m = & 0 m = a + — segin se haya considerado, en la resolucion de la ecua-
cién, la integral estocastica de It6 o de Stratonovic, respectivamente. A este proceso le
denominaremos proceso de difusion Gompertz propuesto por Capocelli y Ricciardi.

Este proceso ha sido objeto de estudio por diversos autores. Nafidi [68] obtuvo re-
sultados sobre inferencia, lo extendié al caso multivariante y consideré una versién no
homogénea a partir de la introduccion de funciones dependientes del tiempo en los mo-
mentos infinitesimales del proceso. Gémez y Buendia [19] han estudiado la version de Ito
de este proceso Gompertz destacando que el proceso lognormal puede obtenerse como un
caso particular de él. Skiadas, en [80] y [81], consideré un proceso estocastico Gompertz
particular. Finalmente, Gutiérrez et al. [33], [34] propusieron métodos alternativos para
la obtencién de la versiéon no homogénea del proceso Gompertz introducido por Capoce-
i y Ricciardi y Gutiérrez et al. [38] realizaron un estudio sobre inferencia en procesos
Gompertz de tipo no homogéneo mediante muestro discreto.

Dado nuestro interés en este modelo, presentamos un breve resumen de algunas de sus
caracteristicas:

» Momentos infinitesimales:
Ai(z) =mz — pParlnz, m,5>0
Ay(x) =02* .

s () e oo son barreras naturales.

s Funcion de densidad de transicion:

1
\/271' (1 — e=26(t=9))

) 2
{lnx —Ilnye A=) — (m;;?) (1- e‘ﬁ(t—S))}
t >

% (1 — e~28(t=3)) ’

(z,t]y,s)

x exp | — S

N |

es decir X(¢)|X(s) =y, t > s, se distribuye segin una ley lognormal

o2

2
lnye_ﬁ(t_s) + (m 5 2 ) (1 _ e—ﬁ(t—S)) ; ;ﬁ (1 _ e—zﬁ(t—s))] ‘

= Distribuciones marginales unidimensionales:

A

e Distribucion inicial degenerada, P[X(to) = xo] = 1:
X(t) ~ Al(/,c, E), Vit 2 to
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donde

2
o
m 3

p=Inze e Ptto) 4 ( B ) (1 — e~Pl-to))

_ 12 _ . —2B(t—to)
Y= 29 (1 e ) .

e Distribucién inicial lognormal, X (o) ~ A(uo; 05):

X(t) ~ Al(/,c, E), Vt 2 to

donde

T 205 (1 _ e—zﬁ(t—to)) i 0_36—28(15—150)‘

» Distribuciones marginales bidimensionales:

e Distribucidn inicial degenerada, P[X (tg) = xo] = 1:
2

(X(t), X(s)) ~ A (,,L, %z) . Vs>t

donde
In 2 e~ Al=t0) 4 %2/2(1 — e~Alt=to))
"= In 2g e~ Pls=t0) 4 %2/2(1 — ¢7Alsto))
5 1 — e~ 2B(t=to) e—Blt=s] _ o=B(t—to) ,—B(s—to)
T\ e Blt-sl _ o—B(t—to) o —B(s—to) 1 — e—28(s—t0) .

e Distribucién inicial lognormal, X (o) ~ A(uo; 05):

(X(8),X(5)) ~ Ao (11, 8), V5>t

donde

B [t e—Bt=to) + %2/2(1 — e‘ﬁ(t_to)) T Yy Yo
a frp e~ Als=to) 4 %2/2(1 — Alto)y ] S\ T w2

2

Y = ;L (1 _ e—zﬁ(t—to)) + o2 o~ 28(t—to)

2

Yig =Yg = ;ﬁ (e_mt_S' — e‘ﬁ(t_to)e‘ﬁ(s—%)) + o2 o~ 28(t—to) ,—28(s—to)
— 0_2 —28(s—to) 2 _—283(s—1o)
222—2 (l—e )—|—0‘0€ )
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» Funcién media y covarianza:

e Distribucién inicial degenerada, P[X (tg) = xo] = 1: Vt, s > 19

o2 2
_ _ —plt=to) . (M~ 2 _eBl=to)) L 77 [ L o—2B(t—to)
m(t) = E[X(t)] = exp (lnxoe —I—( 3 ) (1 e )+4ﬁ [1 e }),
R(t,s) = Cov[X (1), X(s)] = exp (ln xo[e_’@(t_t”) + e_ﬁ(s_t”)] + m_T7 [2 - e Pli=to) _

2
_ o= B(s—to) i
e ]+ 48

xe_ﬁ(s_t”)]) - 1} .

[2— em2rtimt) _ e=20te-t0)]) [ox % o lims] _ = slimta)
p 23

e Distribucién inicial lognormal, X (to) ~ A(po; 03): Vt, s > to

m(t) = E[X(t)] = exp (ﬂoe_ﬁ(t_tu) + (m —ﬁ 2) (1 _ e—,@(t-to)) +
+ 1 0—2 (1 — e—2ﬁ(t—to)) + g2 e~ 28(t—ta)
2128 0 )
R(t,s) = Cov[X (t), X(s)] = exp (ﬂo[e—/@(t—tu) + e—ﬁ(s—tu)] i m—T7 - —Blt—to)_

o (2 _ em2B(t=ta) _ e—zms—to)) to? (e—2ﬁ(t—to)_|_

. [
+ ezt [exp <02 [emPti=el  empti=torettemin)] 4 g7 c=lt=to)

= Funcién moda y de cuantiles:

e Distribucién inicial degenerada, P[X(tg) = xo] = 1: Vt > 1,

M,(t) = Moda[X (1)] = exp (ln zo e Pli=to) 4 (m — 2) (1 - e_’@(t_t”)) -

_ ;; 1- e—zmt—to)D ,

Co(t) = Cuantil , [ X (1)] = exp (ln zoe Pli=to) 4 (m — 2) (1 — e_’@(t_t”)) +

2 N
+ zl_a\/;ﬁ [1 — e—w(t—to)]) .

donde z;_, es el valor de una normal estandar que deja a la derecha una
probabilidad 1 — a.
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e Distribucién inicial lognormal, X (o) ~ A(uo; 05): Vt = to

2
g

M,(t) = Moda[X (¢)] = exp (/,Lo e Plt=to) 4 (m - 7) (1 — e_ﬁ(t_t“)) —

B

2
1= e2e-t0] o3 e—zzs(t—to)) ,

a
2
-

Co(t) = Cuantil [ X (1)] = exp (/10 e~ Plt=to) 4 (m) (1 — e_’@(t_t”)) +

2
+Z1—oc\/; [1 — e—Zﬁ(t—to)] + o-g e—28(t—to) ) .

Proceso estocastico Gompertz de nacimiento y muerte propuesto por Tan

Tan, [82], justifica la introduccién del proceso estocastico Gompertz de nacimiento y
muerte como una extension del modelo de crecimiento deterministico Gompertz, aumen-
tando asi el potencial de sus aplicaciones.

Consider6 un proceso no homogéneo de nacimiento y muerte con tasa de nacimiento
b(t) y tasa de muerte d(t), siendo b(t) y d(t) funciones continuas no negativas, esto es,
para 3 =0,1,...

P{X(t+ At) =7+ 1|X(t) =7} = jb(t)At + o( At) (1.20)
P{X(t+At)=j—1|X(t) = 5} = jd(t)At + o(At)
P{X(t+At)=j|X(#t) =7} =1—j(b(t) +d(t))At + o(At),
donde
i o( At)
At—0 At

y definio el proceso de Gompertz de nacimiento y muerte como aquel que verifica

=0,

E[X(1)|X(to) = 0] = 0 exp <g - e-ﬂ“-m]) ,

es decir, si la funcién esperanza condicionada de X(t), dado X(#9) = x¢, es una curva
Gompertz (segin Tan) con pardmetros a y . Ademas, dio una condicién necesaria y
suficiente para que este hecho se verifique,

Teorema 1.3.1. Sea y(t) = b(t) — d(t). Entonces el proceso X(t) definido en (1.20) es
un proceso estocdstico Gompertz de nacimiento y muerte con tasa de nacimiento b(t) y
tasa de muerte d(t), y pardmetros o y 3 si y sdlo si y(t) satisface la siguiente ecuacion

%fy(t) = —Bv(1), con Y(to) = b(to) — d(to) = .
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Como ya se comento, esta es una de las posibilidades descritas para obtener procesos
de difusién asociados a modelos deterministicos. A diferencia de lo desarrollado para
los modelos anteriores, cuyas soluciones de la ecuaciones de Fokker-Planck, en ausencia
de ruido, son las curvas deterministicas correspondientes, ahora se busca un proceso cuya
funcion media sea la curva. Esto tiene un especial sentido si se buscan modelos estocasticos
con fines predictivos, ya que la funcién media suele ser la funcién mas utilizada a la hora
de predecir.

Las dos alternativas no son excluyentes, sino que parten de objetivos completamente
distintos pero no incompatibles. Esto nos hace pensar que la combinacion de ambas op-
ciones puede originar procesos estocasticos asociados a modelos deterministicos “mejores”
en algun sentido y que permita, por ejemplo, encontrar procesos aleatorios con espacio de
estados continuos (en particular difusiones) cuya funcién media coincida con una curva
concreta.

Un nuevo modelo asociado a la curva Gompertz

Centrandonos en la curva Gompertz, que sera el objeto de nuestro estudio a partir de
este momento, sabemos que existe un proceso de difusién (el propuesto por Capocelli y
Ricciardi) asociado a la expresion de la curva Gompertz (1.5), y un proceso de nacimiento
y muerte Gompertz (introducido por Tan) asociado a la expresién de la curva Gompertz

(1.6).

Pero si volvemos al estudio hecho de ambas curvas, hay una caracteristica que las
diferencia claramente: sus cotas. En efecto, como ya se vio, la curva Gompertz de Capocelli
v Ricciardi sélo depende de los parametros o v 3, k = €*/?, mientras que la cota de la
curva Gompertz de Tan depende a su vez del instante inicial, k = xoe®/?.

Esta distincion no implicaria nada si trabajamos con una tnica trayectoria de datos,
puesto que en dicho caso habria un inico instante inicial y una tnica cota, pero en el caso
de trayectorias multiples si existen diferencias claras. Si tuviéramos datos de trayectorias
multiples, todas con la misma cota, como se muestra en la grafica 1.8, es evidente que
el proceso de difusiéon Gompertz de Capocelli y Ricciardi seria el adecuado para tratar
dichos datos, pero si las trayectorias presentaran cotas distintas segin su dato inicial como
se muestra en la grafica 1.9, dicho proceso no seria el mejor a la hora de estudiar los datos.
En este caso seria de gran utilidad disponer de un proceso de difusién asociado a la curva
Gompertz de Tan.

Ese serd el objetivo de esta memoria: la obtencién y estudio de un proceso de difusion
asociado a la curva Gompertz tratada por Tan. Para obtener dicho proceso seguiremos
la misma metodologia desarrollada por Capocelli y Ricciardi para obtener su modelo
estocdstico, es decir buscaremos un proceso cuya solucién de la ecuacion de difusion
adelantada o de Fokker-Planck en ausencia de ruido sea la curva Gompert en la version
de Tan. Ademas, comprobaremos que el proceso asi construido verifica la condicién que



32 Modelos de Crecimiento

pli] 1z 14

Grdfica 1.8: Miiltiples trayectorias de datos con la misma cota.

1z 13

Grdfica 1.9: Miiltiples trayectorias de datos con cotas distintas.

Tan impuso a su proceso, o sea, que la funcién E[X(¢)|X (o) = o] coincida con la curva
considerada, propiedad interesante para fines predictivos y que no cumplia el proceso de
Capocelli y Ricciardi. Asi este nuevo proceso permite:

» Modelizar fenémenos con espacio de estados continuo y con tendencia de tipo Gom-
pertz, de tal forma que su cota dependa del valor inicial.

= Emplear el modelo ajustado con fines predictivos mediante su funcién media.



Capitulo 2

Un nuevo proceso de difusion tipo
Gompertz

El objetivo fundamental de este capitulo es la introduccion de un proceso de difusion
asociado a la expresion de la curva Gompertz

f(t) = zgexp (g (1 _ e—ﬁ(t—to))> ,t>t>20, a>8>0, x>0 (2.1)

utilizada por Tan, [82], al introducir el proceso de nacimiento y muerte Gompertz.

En primer lugar, se va a introducir este proceso siguiendo las dos lineas citadas en el
capitulo anterior, es decir:

» Considerar un modelo estocastico cuya solucién, en ausencia de ruido, coincida con

la curva deseada.

= Imponer que la funcién media del proceso obtenido sea dicha curva.
A continuacién, se obtendrd el proceso mediante métodos alternativos que estan basados
en el paso al limite de ciertos modelos discretos estocdsticos de crecimiento.

Finalizamos este capitulo con un estudio de las caracteristicas fundamentales del pro-
ceso: Funcién de densidad de transicion, distribuciones finito-dimensionales, momentos,
funciones paramétricas de interés y simulacion de trayectorias.

2.1. Obtencion del modelo

Siguiendo la metodologia desarrollada por Capocelli y Ricciardi, [8], para la obten-
cion del proceso de difusion tipo Gompertz introducido en el capitulo anterior, vamos a

33
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modificar la media infinitesimal de la ecuacion de Fokker-Planck del proceso lognormal,
de forma que la solucién de la ecuacion resultante, en ausencia de ruido y con condicién
inicial

lim f(x,t|xo,t0) = 0(x — x0), (2.2)

t—to

sea la curva (2.1).

Notemos que la ecuacion de primer orden

af 9

50 = g 0]
Z

con condicién inicial (2.2), tiene por solucién

fla, t|zo,to) =6 (:1; — zgexp <; (1 _ e—ﬂ(t—m)))) 7

lo cual implica que la poblacion cuyo comportamiento se estd modelizando crece de acuer-
do con la curva de crecimiento Gompertz (2.1).

Asi, partiendo de la ecuacién de Fokker-Planck del proceso lognormal (1.12) para
m=«

of __9 LA

v modificando su media infinitesimal, multiplicindola por el término e #(t=t)  se obtiene
la ecuacion de Fokker-Planck
af 0 Bi—to o 9%,

de un nuevo proceso, que verifica la condicion deseada de que su solucién, en ausencia de
ruido y condicién inicial (2.2) sea la curva Gompertz (2.1).

En el capitulo previo, cuando se traté la obtencion del proceso logistico y el proceso
tipo Gompertz propuesto por Capocelli y Ricciardi, vimos que el procedimiento anterior
equivale a considerar una determinada funcién de regulacion en la ecuacién de Langevin
(1.15) o a la aleatorizaciéon de algin parametro en la ecuacién diferencial deterministica
de crecimiento correspondiente. A continuaciéon, vamos a estudiar ambos planteamientos
para el caso que nos ocupa.

Por una parte podemos considerar la funcién de regulacién
—B(t—to) 1
ple,t)=1—c¢ — —A),
o
en la ecuacion de Langevin

dz(t)

" =t - e(e(t), 1),
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con A(t) un proceso Gaussiano delta-correlado de media cero y densidad espectral o2.

Esto equivale a considerar la ecuacién deterministica de crecimiento !

dx(t
) = g
$(t0) = g,

e, interpretandola como una generalizacion de la ecuacién de crecimiento malthusiano
(1.9) con razén de crecimiento dependiente del tiempo, r(t) = ae™?(=%) reemplazar ésta
por la suma de tal funcién y un ruido A(t), esto es,

r(t) — r(t) + A(?).

La ecuacion resultante en ambos casos

dx(t)
dt

= oze_ﬁ(t_to)x(t) + x(t)A(t)
se puede escribir en forma de ecuacion diferencial estocdstica
dX(t) = ae PO X (4)dt + o X (¢)dW (1), (2.4)

donde W (t) representa el proceso de Wiener estandar.

La solucion de esta ecuacién es un proceso de difusion {X(¢);t > to} no homogéneo
en el tiempo, con valores en R*, momentos infinitesimales

y funcién media (condicionada al instante inicial)

E[X ()| X (fo) = 0] = 0 exp (/tt h(s)ds)

0

donde
ae—ﬁ(t—to)
_ 2
h(t) - ae_g(t_to) _I_ %

!Esta ecuacién nos confirma lo que Ludwig postuld (ver Winsor [89]): la tasa de crecimiento relativo

1 dz(t)
<x(t) dt
dicho decrecimiento es una funcién lineal del crecimiento alcanzado mientras que en el caso de la curva
Gompertz el decrecimiento es exponencial en funcién del tiempo o, como dijo Gompertz, en iguales
intervalos pequenos de tiempo los organismos pierden iguales proporciones de su poder de crecimiento.

> decrece de forma mondtona con el crecimiento continuo. En el caso de la curva logistica
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segun se haya considerado, en la resolucion de la ecuacién (2.4), la integral estocastica de
It6 o de Stratonovich, respectivamente.

A continuacién vamos a comparar el resultado que acabamos de obtener con el que se
deduce del método con el que iniciamos este apartado.

Los momentos infinitesimales del proceso de difusiéon con ecuacion de Fokker-Planck

(2.3) son

Ai(x,t) = ae Pty

Y

Ay(,t) = o’2°,

por lo que dicho proceso coincide con el que se ha obtenido anteriormente considerando
la solucién de It de la ecuacion diferencial estocdstica (2.4). Ademas,

E[X(#)[X(to) = wo] = woexp (/t oze_ﬁ(t_to)dt> — zgexp (g (1- e—ﬁ(t—to))>

que se corresponde con una curva del tipo (2.1), mientras que si consideramos la soluciéon
de Stratonovich se tendria

B [X(£)| X (f) = 0] = 20 exp ( /t t <ae—ﬂ<t—to> 4 “;> dt) _

2
= xgexp <02 (t—to) + g (1 — e_ﬁ(t_to))>

que no es del tipo anterior, ni tan siquiera es una curva acotada.

Asi pues, teniendo en cuenta los objetivos que perseguiamos, definimos un nuevo pro-
ceso de difusion tipo Gompertz asociado a la curva (2.1) como aquel proceso de difusion
{X(t);t > to} con valores en Rt y momentos infinitesimales ?

Ai(x,t) = me P10 (2.5)

Ay(x,t) = o2,

ZEste proceso es un caso particular del proceso lognormal no homogéneo general con momentos infi-
nitesimales

Ai(z,t) = h(t)x
Az(z,t) = o222 .

Sin embargo, no es un caso particular del proceso lognormal con factores exdgenos, con

q
Aq(x,t) = (ﬂo + ZﬂiFi(t)) z
i=1
Az(z,t) = 0?22
siendo F; funciones continuas y conocidas (completamente o de forma que se pueda conocer el valor de
su integral entre dos instantes cualesquiera de tiempo), proceso ampliamente estudiado (Gutiérrez et al.

[26], [29], [30] ¥ [36]) tanto desde el punto de vista de la inferencia como desde el de tiempos de primer
paso.



2.1 Obtencién del modelo 37

donde m > 3 >0y o> 0°.

2.1.1. Limite de modelos discretos de crecimiento

Nos planteamos, a continuacion, la obtencion del proceso como limite de modelos
discretos estocasticos de crecimiento con fecundidad diferencial por unidad de tiempo
dependiente del tiempo.

Este procedimiento extiende al considerado por Ricciardi [72] para obtener los procesos
lognormal y logistico a partir de modelos con fecundidad diferencial por unidad de tiempo
constante (caso lognormal) o una funcién lineal del tamanio de la poblacién (caso logistico),
pero en ambos casos independientes del tiempo, ya que los procesos por él considerados
son homogéneos en el tiempo, a diferencia del proceso que ahora se ha introducido.

Consideremos un modelo de crecimiento de poblaciones del tipo

Xnityr = WorXor,  n=0,1,...
XO = Xy

en el que X,,; representa el tamario de la poblacién en la n-ésima generacion, 7 el intervalo
de tiempo entre sucesivas generaciones, valor que se hara tender a cero posteriormente,
y Wyr la fecundidad en el instante de tiempo n7, que se modelizara, para n = 1,2, ...,
mediante una sucesion de variables aleatorias independientes y no idénticamente distribui-
das (dado que el proceso limite resultante es no homogéneo) de forma que la fecundidad
diferencial por unidad de tiempo es de la forma

1 X(n—l—l)r — Xor
T Xor

— me—ﬁ(nr—to)‘

Dicho modelo se puede escribir como

Xong1)yr — Xnr = mre PnT=b) x (n=0,1,...)
XO = Xy (26)

y probamos a continuacion que aleatorizandolo, se obtiene, en el limite, el proceso de
difusién con momentos infinitesimales (2.5).

La introduccién de ambiente aleatorio puede lograrse de multiples maneras: haciendo
m, 3 o ambos aleatorios y, a su vez, existen varias alternativas para lograr este fin. Todas
las alternativas siguen una idea comun que es considerar variables aleatorias independien-
tes y no idénticamente distribuidas {Z,,} que verifiquen

E[Z,.] = (funcién que se aleatoriza) x 7

3A partir de ahora denotaremos por m en lugar de o para equiparar la notacién con el proceso
Gompertz tratado por Capocelli y Ricciardi (1.19)
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y sustituir, en el modelo (2.6), dicha expresién por las variables Z,,,.

Presentamos a continuacion algunas de ellas.

a) m aleatorio

Consideraremos variables aleatorias independientes, {Z,,,} con media m7 tales que

eZﬁ(nT—to) m\/;

P|Z,; = o\/T| = +
2 20
2B8(nt—tg)
P[Zpe = —on/r] = & _mvT
2 20

cuyos momentos no centrados son

E[Z,;) =mT
E[zZ ] — 0_27_626(717'—150)
B[Z27) = of); Yp € N.

Al sustituir en (2.6) se obtiene el siguiente modelo aleatorio
Xinttyr — Xor = Zure P70X, 0 (R =0,1,...)

P{X():l’o}: 1.

Veamos ahora el proceso limite al que da lugar este modelo. En este caso, los mo-

mentos de los incrementos del proceso X,,;, tras una generacion, por unidad de tiempo,
condicionados a X,,; = = son

" 7—_1E1[*Xv(n-l—1)7' - XnT|an = l’] = T_ll'e_ﬁ(nr_to)E[Zm-] = maeBnm=to)

- T_IE[(X(n-I—l)T - an)2|XnT = x] = T—1x2€—28(nr—to)E[Z72w] = o’z?

e T E[(Xupryr — Xor 7P| Xor = 2] = 7 a2pe=Ceitor—io g 7220 = A7)y ey
T
de forma que, cuando n — oo y 7 — 0 con la condicién de que nt = t, X,,, converge a

un proceso de difusién no homogéneo con momentos infinitesimales

Ai(z,t) = mae Pt
Ay(z,t) = ot
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b) 3 aleatorio

Como segunda alternativa, vamos a aleatorizar la constante 3 y, debido a que es parte
de un exponente, en este caso consideraremos variables aleatorias independientes, {Z,,.}

con media e~ ?(""=%) 1 tales que

P an = =
[ Uﬁ] 2m? + 20
1 —B(nT—1o)
P[Z = —ofr] = -~ — € VT
2m? 20

cuyos momentos no centrados son

E[Zy] = e P07

2r

E[z2) =21

nTt

m2
E[Z2) = of7); VpE N.

Sustituyendo en (2.6) se obtiene el siguiente modelo aleatorio

Xonttyr — Xpr = mZp; Xpr (n=0,1,...)
P{XO = $0} = ]_,

y los momentos de los incrementos del proceso X,,., tras una generacion, por unidad de
tiempo, condicionados a X,,; = x son

[ ] T_IE[X(TH'l)T - XnT|XnT = [E] = T_lm[EE[ZnT] — mxe_ﬁ(nT—tO)

T E[(Xnpyr — Xor)? [ Xr = 2] = 77" E[Z] ] = 02

¢ Ty — X)X, = o] = itttz = ) vy e N

de forma que, cuando n — oo y 7 — 0 con la condicion de que nT = ¢, X,,; converge, al
igual que antes, al proceso de difusién no homogéneo con momentos infinitesimales

Ai(x,t) = maePlt=to)

Ay(w,t) = o%a? .
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c) my /3 aleatorios

Por dltimo, aleatorizaremos m y [ simultaneamente, para lo cual consideraremos la
funcién me=#¢=%) aleatoria. En este caso tomaremos una sucesién de variables aleatorias
independientes, {Z,,,;} tales que

me—ﬁ(nr—to) \/F

1
P[Z,. = .
[ oVTl =+ 5y
1 —B(nT—t0)
P[Zm:—aﬁ]:f—me Nia
2 20

cuyos momentos no centrados son
E[Z,;] = me Plnr=to)r
E[Z%] =o’r
E[Z27] = o(7); Vp € N.
Ahora, al sustituir en (2.6), se obtiene

Xty — Xor = Zne Xpr, n=1,2,...
P{XO = $0} = ]_,

con momentos de los incrementos del proceso X,,,, tras una generacion, por unidad de
tiempo, condicionados a X,,; = x

n T_IE[X(n+1)T - XnT|Xn7- — x] — mxe—ﬁ(nr—to)

T E[(Xnpyr — Xor)? [ Xor = 2] = 0%2?

o(T
T

¢ T B[ Xngr)r — Xor) 2P| X,r = 2] = o) yen.

Por tanto, cuando n — oo y 7 — 0 con la condicién de que nt = ¢, X,,, converge, de
nuevo, al proceso de difusiéon no homogéneo con momentos infinitesimales

Ai(z,t) = me Pty
Ag(w,t) = o*a? .
2.1.2. Limite de esquemas discretos

Vamos a obtener ahora el nuevo proceso de difusion mediante un procedimiento que
extiende el método de obtencién de un proceso de difusiéon homogéneo como limite de
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un recorrido aleatorio cuando los saltos y los intervalos de tiempo entre saltos tienden a
cero, al caso de procesos de difusion no homogéneos (Gutiérrez et al. [33]). En este caso
se parte de esquemas discretos mas generales en los que las probabilidades de transicién
dependen del instante de tiempo y del estado de partida.

El desarrollo que vamos a hacer sera para un proceso cualquiera no homogéneo para
particularizarlo posteriormente al proceso que nos ocupa.

Partimos del esquema discreto
Xntyr = Xor + Zing1)r
donde Z,,; son variables aleatorias independientes tales que
PlZ(ni1yr = 0| Xr = kO] = 0(kd, nT)
PlZ(ni1yr = —6|Xpnr = k6] = ¢(kd, nT)
PlZni1yr = 0| Xy = k6] =1 = 8(kd, nT) — &(kd, nT).

Si notamos

P],(Zl’n) = P[X(n-l—m)r = k5|XmT = ]5]7
entonces se tiene

PG =POTV0((k = 1)6, (n +m — 1)7) + Py Vo((k +1)8, (n +m — 1)7)

+ PO DL — 8(kS, (n 4+ m — 1)7) — (kd, (n +m — 1)7)]

que expresa la probabilidad de que la particula se encuentre en el estado ké después de
transcurrir n instantes de tiempo partiendo del estado jé en el tiempo m7, considerando
las tres posibles posiciones de la particula transcurridos n—1 instantes de tiempo ((k—1)4,
(k4 1)d y kd) y la probabilidad del correspondiente iltimo salto (de amplitudes §, —d y
0, respectivamente).

Notando ahora por f(x,t|xq,t0)d a la probabilidad de que el proceso tome un valor en
el intervalo (v — 0,2 4 &) en el instante de tiempo t si parte del estado x¢ en el instante
de tiempo tg, entonces
fES, (n+m)T|g6, mr)d = 6((k — 1), (n +m — 1)) f((E —1)d,(n + m — 1)7|50, m7)d+

+¢((k+1)d,(n+m —1)7)f((k +1)d,(n +m — 1)r|56, m7)d+
+ [ —0(ké,(n+m—1)7)—p(kd,(n+m —1)7)] X
)d.

X f(ké, (n+m —1)7|j0,m7)é (2.7)

Sea X (t) el proceso limite obtenido a partir de X, al tomar limites cuando 7 — 0 y
6 =0,y
1
Aj(z,t)=lm -~ E[X(t+7) — X(t)|X(t) = 2]

=0T

Asla,t) = lim S B(X(t +7) — X(O)2IX () = o]

=0T
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sus momentos infinitesimales. Dado que

1 1
- E[Xniyr — Xpr | Xpr = 2] = - E[Z 1y | Xnr = 2] = — [0(2,nT) — ¢(2,n7T)]

RS C)

2

1 )
~ Bl(X iy = Xar)Xar = ] = = B[22, 401, Xor = 2] = = [8(2,07) + 6z, 7],

T

habra que exigir que en el limite, cuando 7 — 0y § — 0 (n7 = t), dichas expresiones
coincidan con Aj(x,t)y Ax(x,t)

Ai(x,t) = llir(l)f_ [0(x,nT) — P(a,nT)]
As(x,t) = lim 5—2 [0(x,nT) + ¢(x,nT)] .

T—0 T

Tal condicién se verifica si se toma

2

T
o 0(x,nT) = AZ(;;”T) + Al(;;”” 5
« b(a,nr) = A2E0T) _ Arln) o

Por otra parte, haciendo « = kd, t = (m + n)7, g = jd, to = m7 y sustituyéndolo en
(2.7) se tiene:

f(x7t|x07t0) = (9(1‘ - 57t - T)f(l‘ - 57t - 7—|l’07t0)—|_
+ plx+0,t—7)f(x 4+ 6,t — 7|wg, to)+
+ (1 —0(x,t —7)—@(a,t — 7)) f(x,t — Tlag, to) - (2.9)

Desarrollando por Taylor en  y t cada uno de los sumandos del lado derecho de (2.9),

o (9(:1;—5,t—7')f(:1;—5 t—7'|:1;0,t0) =

(SlT] : .] ak-l—mf(xvﬂxovto) an—k—me(xmto)-

i+j=n

o p(x+0,t —7)f(x+d,t— T|$07t0) =

g U [ (0 ()05 ) 9l
= I e m Dk tm Qui=kgti—m

+3=n
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(=1)77 9 f(,taro, to)
j oti

o fla,t —T|ag, ty) = Z

o O(x,t —7)f(x,t —T|wo, t0) =

N (G [ (3 07 f (st to) 076, o)
S S

atm gti—m

) O™ (|20, to) aj_m¢($07to)]

y sustituyendo en (2.9) se obtiene

Taf(xvﬂyvz) _ iazf(x,ﬂy,z) — 5g [(e(w,t) - ¢($,t))f($,t|y,2)]‘|‘

ot 2 ot? Oz

5% 9? 0%0(x,t)  O*¢(x,t)
—|—5@[(G(x,t)—|—qb(:1:,t))f(x,t|y,z)]—|—5T |:f(l’,t|y,2)< Ox Ot - Oxot >+

Of(x,tly,z) (08(x,t) Op(x,t) Of(x,tly,z) [00(x,t) Oo(x,t)
+8t<8$_am>+ Bm<6t_8t>+

O f(x,tly, 2)

o (Ba.t) - ¢<x,t>>} L

Por 1ltimo, dividiendo por 7, tomando limite cuando 7 — 0 y § — 0 y teniendo en
cuenta (2.8) se obtiene

ofa,tly,s) 9 1 o

~ 5, @O f @ty )+ 5 o

ot ~ O Az, t) f(@,t]y, 2)],

que es la ecuacion adelantada o de Fokker-Planck asociada a un proceso de difusiéon con
momentos infinitesimales A;(x,t) y As(x,1).

Para obtener la ecuacién atrasada o de Kolmogorov del proceso limite, se debe partir

de

m,n m+1,n—1 . m+1,n—1 . m+1,n—1 . .

P = PR 08 mr )4 PV, mr )+ P (L= 86 mr) — 66, m)
que expresa la probabilidad de que la particula se encuentre en el estado kd después de
transcurrir n instantes de tiempo partiendo del estado jé en el tiempo m7, considerando
las tres posibles posiciones de la particula en el primer instante de tiempo ((j—1)4, (j+1)d

y j9).
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Siguiendo un desarrollo analogo al anterior se llega a

fla,t|xo, to) = 0(xo,t0) f(, t|xg + 8, t0 + 7) + (20, t0) f(2, t|xg — 0,10 + T)+
+ [1 - e(xovto) - qb(l'o,to)]f(l',ﬂl'o,to + T)' (210)

Desarrollando ahora por Taylor, en xq y to, las funciones f del lado derecho de (2.10),

5n7_m an+mf {E,t € 7t
o f(x,tlzo+0,t0+7) = Z Z m!n! aa(;natlno !
- — N oo

_ 1y sn.-m n+m
0f(x,t|:1;0—5,t0—|-r):zz( 1)n8"r™ 9™ f(x, t|xo, to)

m!n! Oxj oty
ﬁ amf(xv t|$0, to)

m! oty ’

o f(x,tlro,to+7)= Z

m

y sustituyendo en (2.10) se obtiene

_ _Of(w,tlro,te) | 72 O f(x,t|wo to) | Of(x,tlwo,to)
-7 Oto 2 ot} +9 dzo (0(xo,to) — P(0, o))+

52 azf(l’,ﬂl'o,to) 62f(:1;,t|:1;0,t0)
5 Da2 (0(zo,t0) + d(zo,t0)) + 70 Dradlty

+ (8(0, to) — dzo,to)) + . ..

Dividiendo por 7, tomando limite cuando 7 — 0 y § — 0 y teniendo en cuenta (2.8)
se obtiene la ecuacién atrasada o de Kolmogorov del proceso limite

Of(z,tly, 2) N Of(z,tly, 2) 1 0*f(z,t]y,2)
0z Jy 2 dy?

Ay, =) + As(y,2) =0.

Por tanto, si se desea obtener un proceso de difusion concreto, basta tomar las funcio-
nes 0 y ¢ adecuadas segin la relacién (2.8), que den lugar a los momentos infinitesimales
del proceso deseado.

En particular, para obtener el proceso de difusiéon que estamos tratando, cuyos mo-
mentos infinitesimales son

Ai(x,t) = maxe Pt

b
Ay(x,t) = o2,

basta partir del proceso definido por la ecuacién

X(n—l—l)r = Xor + Z(n—l—l)ra
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donde Z,,; son variables aleatorias independientes tales que

o2k2 ke B(nT—to)

k2 mke—PBlnr—to)
P[Z(n-l—l)r = _5|an = k(S] = ( 5 — 5 ) T

PlZni1yr = 0| Xpr = k6] =1 — ok?r.

2.2. Estudio del nuevo proceso. Caracteristicas prin-
cipales

Una vez propuesto el nuevo proceso de difusion asociado a la curva Gompertz estudiada
por Tan, el siguiente paso que vamos a dar es el estudio de sus caracteristicas principales.
Entre ellas, al igual que se hizo en el caso del proceso Gompertz introducido por Capocelli
y Ricciardi, obtendremos la funcion de densidad de transicion, la funcion de distribucion,
las distribuciones unidimensionales y bidimensionales para algunas distribuciones iniciales,
asi como la funciones media, covarianza, moda y de cuantiles.

Finalmente se simularan trayectorias del nuevo proceso con la idea de poder compa-
rarlo con el proceso que propusieron Capocelli y Ricciardi.

Antes de realizar todo lo anteriormente especificado recordemos como quedé definido
el nuevo proceso que hemos propuesto y del cual queremos realizar su estudio. El nuevo
modelo estocastico asociado a la curva introducida por Tan es un proceso de difusion
{X(t);t > to} con valores en R* y momentos infinitesimales

Aq(x,t) =me Pty (2.11)
Ay(,t) =0%2?,

donde m >3 >0y o> 0.

2.2.1. Obtencion de la funcién de densidad de transicion

Para la obtencién de la densidad de transicién del proceso vamos a considerar la
ecuacion atrasada o de Kolmogorov

Of(x,t Of (x,t 1 P f(a,t
P sy P g Dy P

o 5 =0, (2.12)

donde A; y A; son los momentos infinitesimales especificados en (2.11), y vamos a utilizar
un resultado debido a Ricciardi, [71], donde se especifica bajo qué condiciones existe una
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transformacién del tipo

ol =1(a,t), Y
= o(1), s’

que transforme la ecuacion (2.12) en

Dy, s),
b(s)

a.]('/(:pl7 t/|y/7 S/) —I_ 1 62.]('/(:1,/7.t/|:y/7 S/)
as' 2 0y’?

=0,

que se corresponde con la ecuacion adelantada o de Kolmogorov del proceso Wiener
estandar, cuya funcion de densidad de transicion es conocida:

Pl ) = (Vam( - 3’)>_1 exp <—W> .

2(t" — ')
El resultado al que nos referimos es el siguiente,

Teorema 2.2.1. Una condicion necesaria y suficiente para que un proceso de difusion con
funcion densidad de transicion f(x,t|y,s) y momentos infinitesimales Ai(x,t) y As(x,t)
pueda transformarse al proceso Wiener estindar es que existan funciones arbitrarias C1(t)
y C(t) que verifiquen

Arfaypy = 00 (ol 1T {cw) | [t eyl

1 b
i o ) (Aalu, )P dy}‘ )

En tal caso la transformacion es

o =, t) = (k)Y exp (-é /t: Cz(s)d3> / Wdy
_ (’ﬁ;/z /t: Ci(s) exp (-é/t Cs(6) d&) ds + Iy

t'=o(t) =k /tt exp (— /t Cy(0) d&) ds + k3

siendo z un valor del intervalo de definicion del proceso, t; € [0,00) y k; constantes
arbitrarias con la restriccion k; > 0.

3] t '(t
Nota 2.2.1. Puesto que, para cada t, pla,?) = [ o)

Jx As(x,t)
' =(x,t) es biyectiva y la relacion entre las densidades de transicion del proceso Wiener
y el transformado serd

2
] > 0, la transformacion

(1)
Ox

fla, tly,s) = Fl @ty s). (2.14)
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Aplicando dicho resultado en nuestro caso, la condicién (2.13) queda

1 9[0%2?] [02:1;2]1/2 T Cy(t)oy? + olo?y?]
—B(t—=to) . _
ey =SS T e [

que se verifica para, por ejemplo,

Por tanto, la transformacion que lleva al proceso {X(¢);t > to} en el proceso Wiener
viene dada por:
(kl)l/z

m
H) = lnz —1 —B(t=to) _
p(x,t) . (n:z; nz -+ J e

G(t) = kit — t1) + ks,

m o?
3 e~Alta=to) 1. e} (t — t2)> + Ey

Con ello, y utilizando la relacién (2.14), se obtiene que la funcién de densidad de
transicion del proceso considerado es
2

: lne g 4+ 3 (2000 = i) 4 (1)
flz,tly,s) = N exp

1
2o (t — s) 2 (t—s)o?

esto es,

X@»w@=y~A{my—

2
(e—ﬁ(t—to) _ 6—5(5—750)) _ % (t — 3); (t — 3)02] , 1> s.

(2.15)

8

Una vez obtenida la funcién de densidad de transicién del proceso se puede deducir
de forma directa la funcion de distribucién de transicién:

/ U\/27T0'2 t—s)

, 2
[lnu —lny+7% (e77t=t0) — e=Blo=to)) 4 o= (¢ — 5)]

(z,t]y,s)

X 1 p
ex S .
p 2 (t _ 8)0'2
no-lny+ P (=Alt—t0) _e—ﬂ(s—to))_l_g; (t—2)
/ V2(t—s)o2 1 . ;
= . ;
O A (e7Plmto) — e=Plmt0)) 4 o (¢ — )
2 r 2t — 5)0? :

donde Erf(x) cs la funcién crror Erf(x) = / ™ dt.
0
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2.2.2. Distribuciones finito-dimensionales

Puesto que el proceso que estamos considerando es markoviano, el célculo de las distri-
buciones finito-dimensionales depende sélo de la distribucion inicial y de las transiciones.
Conocidas estas ultimas, para obtener las distribuciones finito-dimensionales habra que
imponer cudl es la distribucion inicial. En nuestro caso nos centraremos en el caso dege-
nerado, o sea, P[X(tg) = o] =1 y en el caso lognormal, X (¢) ~ A(uo, o).

Distribucién inicial degenerada

En el caso en que la distribucion inicial es degenerada, es decir P[X (to) = x0] = 1, la
distribucién unidimensional de X (¢) coincide con la distribucién de X (¢)| X (to) = w0, por
tanto a partir de (2.15) obtenemos

2
X(t) ~ Ay |Inzg — 7; (e7P=t0) — 1) — % (t — to); (t — to)o?| , > to.

Calculemos, a continuacién, las distribuciones bidimensionales haciendo notar que me-
diante el uso de la propiedad de Markov se obtendrian de forma analoga las distribuciones
de cualquier dimensién.

Puesto que fx)x()(2,¥) = fx(s)(¥) fx@)x(s)=y(z|y) y dado que
m —B(s—to) o’ 2

X(s) ~ Ay lnxo—g(e 0 —1)—?(3—t0);(3—t0)0

XX (s) =y~ M\ {lny —

2

m (e_ﬁ(t_to) — e_ﬁ(s_to)) _7 (t—s);(t— 3)02 , t>s
&) 2
se obtiene

1
X
ry2mo?\/(s —to)(t — s)

fX(t),X(s)(xv y) =

2

2
(t — to) [ln:zj —lnazy + % (e‘ﬁ(t_to) — 1) + % (t— to)]
2(t — s) o%(t — to)

X exp +

, 2
[lny —Inzo+ 75 (e7Pls=t) —1) + % (s — to)]
+ o%(s —to) B

2

Vs — 1o [ln:zj —lnzy + % (e‘ﬁ(t_to) — 1) + % (t— to)]
\/t—to g t—to
[lny —Ilnxo+ 7% (e=Pls=t) — 1) 4 "72 (s — to)]

o\/s —to ’

-2

X
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es decir, la distribucion bidimensional para el caso de una distribucion inicial degenerada
viene dada por

(X(t),X(s)) ~ Ay (M,UZZ) , t> s>t

donde

B ( g — % (e780=10) 1) = 7 (4 — t,) )
H= m o
Kl 2

Inag — 7 (e7Plmt) — 1) — 2" (s — tg)
- t— to S — to
Z_<S—t0 S-to)l
De forma analoga se puede ver que para tg < t < s, la distribucion bidimensional es
(X(t), X(5)) ~ Az (1, 0°%)

donde

_f Inao— (e7Pli=t) —1) — "72 (t —to)
=\ zo— B (e7Pleml) — 1) — "72 (s — to)

(t—tg t—to
Z_<t—t0 S-to)l

En resumen, la distribuciéon bidimensional del nuevo proceso para el caso en que la

SRR

distribucién inicial sea degenerada resulta ser

(X(t),X(s)) ~ Ay (M,UZZ) , Vi, s > to

donde
f Inzg — 1 (e=Alt=t) 1)_%2@—%)
lnxo—%(e_ﬁ(s_to)—l)—%(S—to)
E:< t—to t/\s—t0>7
t/\S—to S—to

siendo t A s = min(t, s).
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Distribucién inicial lognormal

Consideremos ahora que X(tg) ~ A (po,02). Siguiendo un razonamiento andlogo al
anterior se tiene

1
T, x0) = s
Ixwxelno) = G fo)o?

2 2
N T e

>< R
P 2 o%(t —tg)od +

Oy o () + o)
o%(t —tg)od

[ln:zj — o + % (e‘ﬁ(t_to) — 1) + % (t — to)] (Inzg — po)od

o%(t — tg)od 7

es decir, (X(t), X(to)) ~ Ay (1, ), donde

Ho

A partir de esta distribucion obtenemos la distribuciéon marginal unidimensional de
X(t) integrando en xq:

2

2
[1“ — o+ (e 1) o (¢ - to>]

Frla) : :
T) = ex I
A 221 (o%(t — to) + 02) P 2 ot —to) + 03
es decir,
2
X(t) ~ Ay [,,LO — g‘ (e7PU=t0) 1) — % (t —to); o(t — to) + ag} :

Calculamos, a continuacion, las distribuciones bidimensionales. En este caso, para
t > sy dado que

X(s) ~ Ay |:/,L0 — 7; (e_ﬁ(s_to) — 1) — % (s —to);0%(s —to) + 03}

X@»w@=y~A{my—

2
e - ) - T - ).
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se obtiene

1
X
2y2m\/o2(t — 5)[(s — to)o? + o]
) 2
L[ [ ot (e 1) 7 = 10)] (s~ to)o 4 o)

Sl o2t — 5)[(s — to)o? + o] +

fX(t),X(s)(xvy) =

[lny — po + % (e‘ﬁ(s_to) — 1) + "72 (s — to)] ’ [(t —s)o? + (s — tg)o? + o]
+ o2t — )[(5 — to)o? + o] -

2
-2 {lnx — o + 7; (e_ﬁ(t_to) — 1) + Z(t—to)} X

[1Hy —pto + % (P — 1) 5 (s — tO)] [(s — to)o? + o]
a?(t — s)[(s — to)o? + o] ’

X

es decir, para t > s > to, y considerando X (o) ~ Ay (po,02), se verifica
(X (), X(s)) ~ Ay (1, 3),
donde

De forma analoga, en el caso ty <t < s, la distribucién bidimensional que se obtiene

es (X (1), X(s)) ~ Ay (i, %), con
t—to)
s —to)

_m (g=Bt=to) _ 1) _ o
Ho €
o’ + 03
o’ 4+ 0'3 )

2
- —t o?
pro— 5 (e7Plemh) —1) — o
En resumen, la distribucién bidimensional del nuevo proceso con una distribucion

Z_ (t—t0)02—|—0'3 (t—to
S\ (t—to)et+ ] (s —to
inicial X (to) ~ Ay(po,05) es
(X(t),X(s)) ~ A (1, 2), Vi, 5 > 1o

o

siendo

=\ o (e 1) - (st
v (t —to)o* + o (tAs—tg)o? +of
T\ (tAs—tg)ot+o? (s —to)o? + o
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Notemos que mediante el uso de la propiedad de Markov se obtendrian de forma
analoga las distribuciones de cualquier dimension, siendo en cualquier caso distribuciones
lognormales *.

2.2.3. Momentos

Una vez conocidas las distribuciones finito-dimensionales del nuevo proceso X(t), pa-
ra los dos casos de distribuciones iniciales consideradas, pasamos a obtener los momentos
n-dimensionales. El calculo de los mismos se basa en la conocida forma de los momen-
tos de una ley lognormal (unidimensional y multidimensional), que es la asociada a las
distribuciones finito-dimensionales, como se ha comprobado en el punto anterior. En par-
ticular, los momentos no centrados, unidimensionales, de orden n vienen determinados
por la siguiente expresion, independientemente de la distribucién inicial

E[X"(t)] = E[X"(t0)] exp (_nén [e_ﬁ(t_to) —1] +n(n - 1)022 (t — t0)> ) (2.16)

de donde
i) = ELX(0)] = BLX (] esp (=75 [0 —1] ) -

— E[X(to)] exp (g‘ [1- e—ﬂ“—to)]) .

Nota 2.2.2. Observemos, de nuevo, que la media del nuevo proceso Gompertz es una
curva Gompertz de las estudiadas por Tan (2.1), lo cual era ya conocido puesto que ha
sido una de las condiciones impuestas para la definicion del proceso.

A partir de (2.16) se obtiene la siguiente expresion genérica para la funcién varianza
del proceso,

Var[X(t)] = (E[X(1)]) [exp(¢) — 1]

donde ¢ es el segundo pardmetro de la distribucion lognormal correspondiente a X (t) en
cada uno de los dos casos considerados. De esta forma,

» si la distribucidn inicial es degenerada, P[X(tg) = xo] = 1,

Var[X(t)] = 2 exp (27; [1 — e_ﬁ(t_to)]> [exp (02(t — to)) — 1] ,

4La eleccién de las distribuciones iniciales no ha sido casual ya que garantiza que las distribuciones
finito-dimensionales sean lognormales. En efecto, siguiendo a Arnorld [3], el proceso In X(¢) es gaus-
siano si la distribucién inicial es degenerada o normal. De esta forma, considerando una distribucién
degenerada o lognormal (como ha sido el caso), nos aseguramos la lognormalidad de las distribuciones
finito-dimensionales.
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» si la distribucién inicial es una ley lognormal X (#9) ~ Ay(po,03),

Var[X(t)] = exp(2p0 + 07) exp <27g [1 - e_ﬂ(t_to)]> [exp (02(t —to) + 03) — 1] )

Por otra parte, puesto que la distribucién bidimensional del proceso (X (), X(s)) es
lognormal, se pueden obtener los momentos cruzados de cualquier orden. A partir de ellos
se tiene la siguiente expresion general para la funcion covarianza del proceso:

R(t,s) = Cov[X (1), X(s)] =
— (E[X(to)])? exp (

8

donde o015 es el elemento que ocupa la posicién (1,2) de la matriz paramétrica ¥ de la

distribucion lognormal correspondiente a (X(t), X(s)) en cada caso considerado. Asi pues,

» si la distribucion inicial es degenerada, P[X(t9) = xo] = 1,

m

R(t73) = x?) exp <6 [2 _ e—ﬁ(t—to) _ e‘ﬁ(S—to)]) [eXp (O_Z(t As— to)) _ 1] 7
» si la distribucién inicial es una ley lognormal X (tg) ~ Ay(uo, 0d),

R(t,s) = exp(2uo + o) exp (ZL [2 _ e Blt—to) _ e—ﬁ(s—to)]> y

X [exp (02(t As—to) + 03) — 1] )

De igual manera se pueden obtener los momentos condicionados sin mas que considerar

(2.15). Asi
E[X"(H)|X(s)] = E[X"(s)] exp (T‘g‘e—ﬁ(s—tw [1— e Pt 4 n(n— 1)% (t — 5)) :
de donde

m(t|s) = E[X()|X(s)] = E[X(s)]exp (g‘e—ﬂ(s—to) 1 e—a(t—s>]> .

2.2.4. Otras funciones paramétricas de interés: moda y cuantiles

Ademads de las funciones obtenidas en el apartado anterior, existen otras funciones
paramétricas de interés como la moda y los cuantiles.
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Para el caso de la funcién moda del nuevo proceso la expresion genérica que se obtiene
es

M,(t) = Moda|[X(t)] = Moda[X (to)] exp (% [1- e—ﬂ“—to)}) exp (-3%2 (t— t0)> .

Asi

Y

» si la distribucidn inicial es degenerada, P[X(tg) = xo] = 1,

2

3
M,(t) = x¢exp (7; [1 — e_ﬁ(t_to)]> exp (—g (t— t0)> ,
= sila distribucién inicial es lognormal X (tg) ~ Ay(po, 08),
2 m —ﬁ(t—t ) 30'2
M,(t) = exp (/,LO — 00) exp 3 [1 —e€ 0 ] exp | ——~ (t—to) ).

En el caso de la funcién de cuantiles, la expresion genérica es
Ca(t) = Cuantil [ X (t)] =

= E[X(to)] exp (% [1— e—5<t—t0>]> exp (-%2 (t—to) + zl_a\/§> :

donde z;_, es el valor de una normal estandar que deja a la derecha una probabilidad de
1 —ay ¢ es el segundo parametro de la distribucién lognormal correspondiente a X (t) en
cada uno de los dos casos considerados. Asi,

» si la distribucidn inicial es degenerada, P[X(tg) = xo] = 1,
m —B(t—to) o* .
Ca(t) = T €Xp g [1 — € 0 ] €Xp —? (t — to) + Z1—a0 t— to 5

= sila distribucién inicial es lognormal X (tg) ~ Ay(po, 08),

2
Ca(t) =exp (Mo + 020> exp (7; [1 - e—ﬁ(t—m)}) X
2
X exp (—02 (t—to)+ 21—a\/02(t —to) + 0'8) 7

pudiéndose calcular también las versiones condicionadas de tales funciones a partir de
(2.15).
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2.2.5. Simulacién de trayectorias

Una vez obtenido el nuevo proceso de difusiéon Gompertz asociado a la curva (2.1), y
estudiadas sus principales caracteristicas, en esta seccion vamos a realizar simulaciones
de sus trayectorias con el fin de visualizar mejor el comportamiento del proceso.

Asimismo, confrontaremos dichas simulaciones con otras realizadas sobre el proceso
Gompertz de Capocelli y Ricciardi (1.19). Mediante dicha comparacién podremos com-
probar las principales diferencias comentadas con anterioridad y que han motivado la
introduccién de este nuevo proceso.

Para la simulacion de trayectorias de ambos procesos nos hemos basado en los algorit-
mos derivados de la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales estocasticas (IKloeden
et al. [43], Rao el al. [70]). Concretamente, se parte de la ecuacién diferencial estocéstica

dX(t) = a(X(t),t)dt + b(X(t), £)dW (t)

con condicién inicial X(tg) = ¢, donde ¢ es una variable aleatoria, y se impone a las
funciones @ y b que tengan derivadas parciales sucesivas continuas hasta el tercer orden
en el intervalo considerado, [tg,T]. Dividiendo dicho intervalo en intervalos de amplitud
h,con h =141 —t,1=0,..., N —1, se discretiza la ecuacion anterior, se desarrollan por
Taylor las funciones a y b, sobre el punto (X (¢,),t,), hasta un cierto orden (dependiendo
del orden de error deseado) y se evalian la integrales resultantes. En concreto, en el
algoritmo que presentamos a continuacion, la funcién a(z,t) se desarrolla hasta el segundo
orden, mientras que para la funcién b(x,t) el desarrollo es hasta el tercero. Ello es debido
a que con estos desarrollos se consigue un orden de error de #(h?) y 6,(h*), donde por
8,(h?) se entiende

. Pllz| > €]

lim —————

R0 h? =0 Ve

El algoritmo al que nos referimos es el siguiente:
1, 1
Tnt1 =Tp + anh + anIn + 5 h ag,, + g, — iaxnbxnbn +

(22, — h) by, bt

1 1

1

1
+ 5 (ZanZn - Z3n) (al’nbl’nbn + al’nl’nbz) +
1 /1
t3 <3 Zy, — ZZn> (baraa by, + 07, Bn) +
1 9 1, 1 2
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1 1 1
1 /1, 1 .1 )
+1 1Z‘* ZrnZan — Z3 1b bbz+fb3b =0 N -1
9 6 In42n 3n 9 TnrnVrnYn 9 T O , =VU,...,
donde z,, = X(t,,) v
a(x,t) = Ay(a,t), b(a,t) = /As(x,t), an=alxn,tn), by, = b(xn,tn)
da ab da ab
oy = 5 (Tnytn) by, = B (Tnytn) , = 5 (Tnytn) by, = o (Tn,tn)
d%*a 626 9%*b 3%b
Ggpan, = @ (wnatn) ) bxnxn — (l’n,t ) ) btnan — al’at (l’n,t ) ) bxnxnxn — % (wnatn)

tn+1 tn+1 tnt1
tn

Se puede probar que (Zy,,, Z2,) ~ N (p, ), con

0 h h?/2
”_<0>’E_<h2/2 h3/3>
mientras que Zs, no es normal, pero se puede aproximar, para valores pequenos de h, por
4

una variable normal de media cero y varianza 12’ estando incorrelada, ademas, con Zy,

Y Z2n-

En los dos casos que nos ocupan, el esquema numérico queda de la siguiente forma:

= Proceso de difusion Gompertz de Capocelli y Ricciardi. Puesto que
Ai(x,t) =mzx — frlnx
Ay(x,t) =02 |

resulta

2

2
Tyl =Ty [1 +(m—plna,)h+ o021, + % (Z} —h)+ oZih (m — flna, — 2) +
B2

+ 0 ((m—ﬁlnxn —B)(m—PBlnzx,) —

2

Q(m_ﬁlnwn_ﬁ)>+

o? 9 o3 (1 3
+ Zono ?—/3 +Z3n0-(m'_/31nxn_/3)+? §Z1n_Z2n +
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0.2

+ — (ZinZan — Zzn)(m — Blnzx, — 26)+

2
2 1 ,
+ % (lenh - §h2 — Zsy — Z1nZan) (m —pBlnw, — 2) +

ot (1 _,
—I—Z ézln—Zz;n—Zanzn ,TLZO,...,N—]_.

= Nuevo proceso de difusion Gompertz. Ahora se tiene

Ai(x,t) = me Pty
Ay(x,t) = o*a?

Y

con lo que
—B(tn—to) 1 2 —B(tn—to) 1 3
Tpy1 =Ty |1+ A [ me™PVn —50 + Zinl o+ ome Pl h—§ah +
Lo 2 —2B(ta—to) —B(tn—to) “Blta—to) 2, L 4
—|—§h m-e T — Bmem PN — e PN —I-ZO' +
1 1 1 (4 1
+ 7, (2 2—1 ot otmePln to)h>—|-603an_|_
1 44
—I—ﬂaZln ,n=0,..., N—1

Como se puede apreciar en los algoritmos anteriores, al ser recursivos, para poder
simular una trayectoria se necesita partir de una valor inicial, es decir, necesitamos con-
siderar un valor xg. Dicho valor va a venir determinado por la distribucién inicial que
estemos considerando y, por lo tanto haremos la misma distincion que se ha hecho cuando
se han calculado las principales caracteristicas del proceso.

Distribucién inicial degenerada P[X(¢y) = x¢] =1

En este caso, para simular una trayectoria, se parte del valor inicial x¢ y se obtiene
el resto de valores, en instantes de tiempo t1,1,, ..., ¢y igualmente espaciados, aplicando
los algoritmos anteriores®. Para simular miltiples trayectorias se procede de igual forma,
volviendo a aplicar el algoritmo tantas veces como se desee.

Se han generado 5 trayectorias con los siguientes valores: h =0.1, N = 101, ¢, = 0,
B =0.5, m = 1, o =1.5, habiéndose utilizado valores de ¢? iguales a 0.001 y 0.0001.
Las graficas 2.1 y 2.2 contienen las simulaciones realizadas para el proceso de Capocelli y
Ricciardi y el propuesto en esta memoria, respectivamente.

®La implementacién del algoritmo se ha realizado con el programa Mathematica.
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0L, ‘ ‘ ‘ ‘ _ 0k . ‘ ‘ . ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Grdfica 2.1: Trayectorias simuladas del proceso de Capocelli y Ricciardi para o? =0.0001 y o2 =0.001
respectivamente. Distribucién inicial degenerada.
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o

Grdfica 2.2: Trayectorias simuladas del proceso propuesto para valores 02 =0.0001 y ¢* =0.001 respec-
tivamente. Distribucién inicial degenerada.

Distribucién inicial lognormal X (t5) ~ A;(uo,0?)

En este otro caso, para simular d trayectorias, se generan, en primer lugar, d valores
independientes de la distribucién inicial, que se tomaran como valor inicial de cada una
de las trayectorias que se simulan a partir de ellos como en el caso anterior.

Al igual que antes, se han generado 5 trayectorias para ambos procesos, con los mis-
mos valores de los parametros, y con valores iniciales comunes para cada valor de o2,
generados mediante una distribucion lognormal A;(0;1). Las graficas 2.3 y 2.4 contienen
las simulaciones realizadas para el proceso de Capocelli y Ricciardi y el propuesto en esta
memoria, respectivamente.

A la vista de los resultados obtenidos se pone de manifiesto:

= Sila distribucién inicial es degenerada®, y por lo tanto todas las trayectorias comien-

5En las aplicaciones, esta suele ser la opcién natural en el caso de disponer de una sola trayectoria.
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8

|
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Grdfica 2.3: Trayectorias simuladas del proceso de Capocelli y Ricciardi para o2 =0.0001 y o =0.001
respectivamente. Distribucién inicial lognormal.
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Grdfica 2.4: Trayectorias simuladas del proceso propuesto para valores 0 =0.0001 y ¢? =0.001 respec-
tivamente. Distribucién inicial lognormal.

zan en el mismo valor zy, ambos procesos se comportan de igual forma. La principal
diferencia apreciable es que si ¢ > 1 la cota en el proceso propuesto es mayor que
en el de Capocelli y Ricciardi, y en caso contrario es menor o igual. Por lo tanto, a
la hora de usarlos en cuestiones aplicadas, ambos procesos parecen adecuados.

Sila distribucion inicial es lognormal, como puede ocurrir si se dispone de multiples
trayectorias comenzando en valores diferentes, la diferencia es clara: en el caso del
proceso de Capocelli y Ricciardi, todas las trayectorias alcanzan la misma cota,
mientras que en el nuevo la cota serd diferente para cada trayectoria con dato inicial
distinto. Por tanto, dependiendo de que las multiples trayectorias alcancen o no la
misma cota, sera conveniente usar el proceso de Capocelli y Ricciardi o el nuevo que
hemos propuesto, respectivamente.

Dado que el proceso que hemos introducido parece adecuado en una gran variedad de
aplicaciones (nimero de habitantes en paises con distinta superficie, pero igual nivel de

desarrollo; salarios en distintas comunidades autonomas; datos de crecimiento de anima-
les, de arboles (altura, diametro), etc.), nuestro siguiente objetivo es realizar un estudio
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inferencial sobre él. Este sera, junto con el del estudio del problema de tiempos de primer
paso, el objetivo principal del siguiente capitulo.



Capitulo 3

Estimacion en el modelo. Tiempos
de primer paso

En el capitulo anterior se ha introducido un nuevo modelo estocdstico, en concreto un
proceso de difusion, asociado a la curva de Gompertz (2.1) considerada por Tan, [82], con
momentos infinitesimales

Ai(x,t) = me Pty
Ay(z,t) = o’a?,

y se han estudiado sus caracteristicas principales.

Puesto que nuestro interés radica en aplicar el modelo introducido a situaciones reales,
el siguiente paso que debemos plantearnos es el de la inferencia sobre el mismo, cuestion
a la que vamos a dedicar la primera parte de este capitulo.

Recordemos que el proceso que hemos introducido se puede considerar como un caso
particular del proceso lognormal no homogéneo (o con factores exégenos) con momentos
infinitesimales

Ai(x,t) = h(t)x
Ay(n,t) = o’a?,

donde h es una funcién continua.

El proceso lognormal asi definido ha sido ampliamente estudiado, tanto desde el punto
de vista de la inferencia como el de tiempos de primer paso (Gutiérrez et al. [26], [29], [30]
v [36]), considerando el caso en el que h es una funcién lineal de los pardametros, esto es,

(E) = ot D2 BiF (1)

61
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donde f; € R y Fj son funciones continuas, j = 1,...,¢, que conforman los factores
exdgenos, cuya inclusién obedece a la idea de introducir en el modelo influencias exter-
nas que alteren el comportamiento de la variable en estudio. Dichas funciones F; deben
ser parcialmente conocidas (al menos debemos tener informacion suficiente para calcular
su integral entre dos instantes cualesquiera de tiempo) y, en cualquier caso, deben ser
independientes de parametros desconocidos.

No obstante, observemos que en el caso que nos ocupa, (h(t) = me P(=t)) esta

b
funcion no es lineal en los parametros y no son validos los resultados hasta ahora obte-
nidos. De hecho, la no linealidad dificulta en gran medida el proceso inferencial. De esta
forma, en una primera aproximaciéon, nos centraremos en el problema de estimacion de
los parametros del modelo, concretamente mediante el método de méxima verosimilitud,
lo cual permitira, via el teorema de Zehna, la estimaciéon maximo verosimil de ciertas
funciones paramétricas como la media, moda, covarianza y cuantiles. Posteriormente, y
como consecuencia de las complicaciones de tipo numérico que presentan las ecuaciones
de verosimilitud, abordaremos distintas alternativas para obtener los estimadores de los

parametros.

A continuacién se estudia el problema de tiempo de primer paso en el modelo pro-
puesto. Plantearemos las barreras para las cuales se dispone de solucion explicita para la
densidad de tiempo de primer paso y describiremos cémo abordar la situacion cuando no
se dispone de una forma funcional exacta para tal densidad.

Para finalizar estudiaremos el problema concreto del tiempo en que se produce la
inflexion en nuestro modelo, que en el caso particular de disponer de una sola trayectoria
de datos es equivalente al estudio de un problema de tiempo de primer paso por una
barrera constante. Sin embargo, en el caso de disponer de multiples trayectorias con
valores iniciales distintos, tal consideracién no es valida. En este caso, proponemos un
procedimiento alternativo de estimacion no paramétrica de la densidad de la variable de
interés a partir de observaciones obtenidas mediante simulacion de trayectorias. Asimismo
se presenta un estudio de simulacion para comparar los métodos en el caso en que ambos
sean aplicables.

3.1. Estimacién maximo verosimil de los parametros
del modelo

El esquema que vamos a seguir para la estimaciéon maximo verosimil de los parametros
del modelo, m, 8 v o2, es el siguiente:

1. En primer lugar, calcular la funcion de verosimilitud asociada a los datos muestrales.

2. En segundo lugar, y tras realizar una reparametrizacién que simplifica las operacio-
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nes (en la que los nuevos parametros pasan a ser a, b y %), se obtienen las ecuaciones
de verosimilitud. Dichas ecuaciones no tienen solucion explicita, debiéndose recurrir

a esquemas numéricos para su resolucién. Con la suposicién de que los instantes
de tiempo en los que se observan los valores de las trayectorias estén igualmente
espaciados, se obtienen soluciones para @ y o en términos del tercer parametro,
b, mientras que la ecuacion que proporciona el estimador maximo verosimil de b
sigue sin tener solucion explicita, lo cual motiva la necesidad de considerar métodos
numéricos. En este orden de cosas, abordamos este tultimo problema de tres formas

distintas:

@)
b)

Empleo de procedimientos numéricos cldsicos como el de Newton-Raphson.

Utilizaciéon de un método numeérico estocastico de optimizacién como el algo-
ritmo simulated annealing, introducido por Metropolis et al. [65], y cuya idea
fundamental es que un cambio de escala, llamado temperatura, permite movi-
mientos mas rapidos en la superficie de la funcién que se quiere maximizar, y
reescalamientos parciales evitan la atraccién a maximos locales. Sin embargo,
este método no es facil de usar en la practica ya que exige un estudio ad hoc
para cada situacion particular.

Por ultimo, y debido a los inconvenientes que presentan los métodos anteriores,
proponemos un método recursivo, muy simple desde el punto de vista de la
implementaciéon y con buenos resultados (al menos a nivel empirico), en el
cual, partiendo de un valor inicial de b y de las estimaciones obtenidas para
a v o* a partir de dicho valor inicial, se actualiza el valor de b imponiendo
alguna restriccion sobre el modelo, restriccion que vendra dada en términos de
la cota o del punto de inflexién, dependiendo de la naturaleza de las trayectorias
disponibles.

Antes de proceder en si con el proceso de estimaciéon hay que hacer un breve comentario
sobre la naturaleza de los datos de los que se va a disponer para efectuar el mismo.
Podemos encontrarnos dos situaciones:

1. Disponer de una sola trayectoria del proceso, en cuyo caso supondremos que la
distribucién inicial es degenerada ya que, en otro caso, no se dispone de informacion
suficiente para inferir sobre ella.

2. Disponer de varias trayectorias. En este caso pueden darse, a su vez, dos posibilida-

des:
a)

b)

Todas las trayectorias parten del mismo valor, o sea, la distribucion inicial es
degenerada.

Las trayectorias parten de valores diferentes, que se van a suponer procedentes
de una distribucién lognormal.
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Trataremos el caso mas general, para ir particularizando con posterioridad en cada

caso 1 .

Funcién de verosimilitud

Consideremos un muestreo discreto del proceso, realizado sobre d trayectorias, en
el que la observacion de cada trayectoria se ha realizado sobre n; instantes de tiempo,

ti;(1=1,...,d j =1,...,n;), en principio no iguales en cada muestreo, aunque t;; = t,
1 =1,....,d. Ello significa que fijados dichos valores temporales, se observan las variables
X (t;;) cuyos valores observados constituiran la muestra base del estudio inferencial. Sean
L1y ooy Llngs ooy Ldls ---> Tdny, dichos valores observados.

» Si suponemos que la distribucién inicial es degenerada P[X(t;) = x1] = 1, los

parametros que debemos estimar son m, 3 y o2 y la funcién de verosimilitud asociada
a los valores muestrales se obtiene como

d n;
Loy(a,8,0%) = [ T] flaiss tisleii-r, tis-r)-

=1 j=2

» Sisuponemos que la distribucién inicial es lognormal X (¢1) ~ A1 (p1, 01), los pardme-
tros que debemos estimar son ji1, 0, m, 3y 02 y la funcién de verosimilitud asociada
a los valores muestrales se obtiene como

d n;
inj (/“le O-fv a, 67 0-2) = H f(l'zl) H f(xiﬁ t,’j|$i]‘_1, tij_l)'
=1 7=2

Notemos que al considerar logaritmos en esta segunda expresion y derivar respecto a
los parametros para obtener las ecuaciones de verosimilitud, las ecuaciones relativas a los
pardmetros (i, o? dependen tinicamente de los valores iniciales y no involucran al resto
de los parametros. Por ello, continuaremos con esta segunda expresion, ignorando en el
caso de distribucion inicial degenerada las expresiones de tales estimadores.

Teniendo en cuenta que la funcién de densidad de transicion es

1
X
xr\/2mo%(t — $)
, 2
[ln:zj —lny+7% (e7Pli=to) — e=Blo=to)) 4 o= (¢ — 5)]
(t—s)o?

flx,tly,s) =

x exp | —

DN |

I'En la prictica, y como ya se comenté en el capitulo anterior, las situaciones en las que se puede
suponer que la distribucién inicial es degenerada se pueden abordar mediante el proceso propuesto por
Capocelli y Ricciardi.
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y notando por
m
a=—
g
b=eF

d
k= E ng,
=1

la funcién de verosimilitud asociada a la muestra, expresada en términos de los nuevos
parametros, queda como

( 1 [lna; — /,Ll}z
@ P\ o 5
2 a.b, 02) _ H 1 1

inj (,ul,O'l, P 27_[_0_% (27.[-)(71,'—1)/2(0-2)(71,'—1)/2 X
T o? :
|:1Il l] +a (b(tij_tl) - b(tij_l_tl)) + f(t,']‘ - t,']‘_l)
1 Tij—1 2
exp | —=
P 2 (t,']‘ — ti]‘_l)dz
X
]1:[2 ij(tiy — tij-1)'/?

cuyo logaritmo es

d 1 1 (naziy —m])®  ni—1
In L, (g1, 07, a,b,0%) = — ; lln x5+ 51n(27r) + iln ol + 1210% prl oy M 5 In(27)+

—|— lna —I—Zlnx,]—l— Zln ij — tijm1)+

2

+a (b(t” h) b(t”—l tl)) + T (tij — tij—1)]?

1 on ngoh - _
+§Z (ti]‘ iy 2 -

— t,]_l)O'

d
d k E—d
:—flnaf—§1n(27r)— 5 lnaz—Zlnxﬂ—

2
1 d 1 d n;
—ﬁZ[lnxﬂ—/,Ll ZZlnl’U 52 In(t;; — tij—1)—
L= i=1 j=2 i=1 j=2
RGN (blesme0) — btsm1=t0) 4+ 4 (b — i)
2 lz:; = (t,']‘ — ti]‘_l)dz '

Derivando respecto de y; y o? e ignalando a cero se obtiene
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Oln L 1 & :
=5 ) (Inzyg —p) =0
o Z
OlnL d
= (Inwj —11)? =0
B Z il Ml
dos —

de donde se concluye que los estimadores maximo verosimiles de p; y 0? son

n; _Tij (tij—t1) _ pltij—1—t1) at et ]
[ln - +a (b b ) + 2 (tz] tz]—l) [b(tij—tl) _ b(tij—l—tl)]

(3.1)

” Lij—1
=1 y3=2
d i ln 9 g (Bt — pliim=h)) 4 Tt — 4 )]
po (i = tij-1)
x [(tij — t)pt =)= (g5 — ¢y)pltii—i=t) =1, (3.3)

Los estimadores mdximo verosimiles de a, b y ¢? verifican el sistema de ecuaciones
anterior, del cual no es posible dar una solucién explicita.

Si consideramos el caso particular en que ¢;; —¢,;_1 = h, 1 =1,...,d, y por tanto:

L] ti]‘—tl = (]—1)h,

Bl — bl = Bl (Bh — 1),
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L ti]‘btij_l — ti]‘_lbtij_l_l = ptii—1~1 (ti]‘_l(bh — 1) + hbh),

las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) quedan de la siguiente forma

0= Z Z [ln Lij +a (b(ﬂ—l)h _ b(]—z)h) + Uh} [b(]—l)h _ b(]_Z)h]v

Tij—1 2

que, a su vez, pueden reescribirse como

R
A37b + Cl(bh — 1)A27b + 0-7 Al,b =0 (34)

oth?

Agp 4 a?(b" = 1) Ay + 2a(b" — 1) Agy — (k—d)—c’h(k—d) =0 (3.5)

* h * O-Zh *
Agp+a(bt —1)A;, + 9 Ajp =10 (3.6)
donde

d n; 4 d n; 4 d ny 4 .

T S S P oL SR o N S
=1 7=2 =1 7=2 =1 7=2 R
d n; 4 d n; 4 d ny 4 .

DD I L TR D D e T S B L L
=1 7=2 =1 7=2 =1 7=2 -l
d ny

A=Y Y w? ",

Tir—
=1 7=2 -1

A partir de las ecuaciones (3.4) y (3.6), realizando algunas operaciones, obtenemos

ApAz, — Al pAsp 2 Asp i, — A5 Agy

2
ap = * * Op = 7 * *
(bh - 1)[141,5142,6 - Al,bAz,b] 7 ’ h Al,bszb - Al,bAz,b
y al reemplazar estas expresiones en (3.5)
oth?

Agp+af(0" —1)?Agp + 2a,(0" — 1) A3y — (k—d) — oph(k —d) =0,
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ecuacién que no se puede resolver de forma exacta y, por tanto, debera ser tratada me-
diante métodos numéricos. Una vez que hayamos calculado b, se deduce que @ = a; y
2

Ty
0?2 = o2,
b

Asi, una vez obtenidos los estimadores méaximo verosimiles de los pardmetros a, b y
0%, los correspondientes a los pardmetros originales del modelo, m y /3 son

-~ ~

B=—-lnb v mwm=a-p

3.2. Estimaciéon maximo verosimil de ciertas funcio-
nes paramétricas

Aplicando el teorema de invarianza de Zehna, y distinguiendo las dos distribuciones
iniciales consideradas se tiene

» distribucién inicial degenerada, P[X (¢o) = x] = 1:

E(t\) = xpexp (g 1-— e—ﬁ(t—m)])

| —

R/(t,\s) = 27 exp (g [2 _ e Blt=to) G—E(S—to)]> X
X [exp (G2 (t As —tg)) — 1]
31,0 = roesp (5 [1= ] e (55 00

» distribucién inicial lognormal, X (tg) ~

Calt) = wocxp (2 [1 = e300 _T P
«(t) = xgexp B e exp 5 (t —to) + z1—a0Vt — 1o |,
A

—— 2 ) 2
m(t) = exp (/,LO + 020> exp (m 1— e_ﬁ(t_to)]>

p
R/(t7\5) = exp(2p0 + 03) exp (%:L [2 — e—g(t—to) _ e—ﬁ(s—%)]) %
t

2
<o (= (0= ) 4 2153~ 1)+ 03 )



3.3 Cuestiones numéricas. Métodos alternativos de estimacion 69

3.3. Cuestiones numéricas. Métodos alternativos de
estimacion

Una vez obtenidas las estimaciones maximo verosimiles de las funciones de interés
vamos a centrarnos en estudiar algunos métodos numéricos que nos permitan obtener
los EMV debido a que, como ya se ha especificado, la resolucion de forma exacta de la
ecuacion

412
oph

Agp + ad (b — 1) Agp 4 20, (0" — 1) Asy, — |

(k—d) — o2h(k — d) =0 (3.7)

no siempre es posible. El problema principal de dicha ecuacion es su complejidad algebraica
lo que dificulta su resolucién de forma exacta, principalmente cuando el nimero de datos
de la muestra es grande. Debemos tener en cuenta que, a pesar de tener la ecuaciéon una
expresion simplificada, depende de forma directa de otras dos expresiones, a;, y of.

3.3.1. Meétodo de Newton-Raphson

La primera alternativa légica es resolver la ecuacién (3.7) por alguno de los métodos
numéricos clasicos existentes para encontrar raices de ecuaciones, como por ejemplo el
método de Newton-Raphson.

El método de Newton-Raphson es un método numérico que permite obtener las raices
reales de una funcion en un intervalo, cuando éstas no pueden calcularse de forma exacta.
Para poder asegurar la convergencia de este método, independientemente de la solucion
inicial considerada y con rapidez de convergencia cuadratica, hay que imponerle a la
funcién considerada, ademas de ser dos veces derivable, las siguientes condiciones:

1. Debe tomar valores distintos en los extremos del intervalo.
2. La derivada no debe anularse en el intervalo.

3. La derivada segunda no debe cambiar de signo en el intervalo.

Para validar el funcionamiento de este método, y de los siguientes que consideraremos,
en nuestro modelo se han simulado 10 trayectorias correspondientes a los casos

B =05 B =05
o =0.0001 o =0.01

to = 0, distribucién inicial A1(0.1,0.5) y paso h = 0.05 en el algoritmo de simulacién
presentado en el capitulo 2.
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Las trayectorias obtenidas en cada caso son las siguientes:

H 4 3 & 10 1z 12 4 4 B & 10 1z 143

Ejemplo 1: ¢ =0.0001 Ejemplo 2: o =0.01

Mediante un aplicacion realizada con el programa Mathematica se han obtenido las
estimaciones maximo verosimiles de los pardmetros tras la resolucion de la ecuacion (3.7)
aplicando el método de Newton-Raphson. Para ello se define una funcion igual al término
izquierdo de la ecuacién y se aplica el método para determinar una raiz a la funcién en
el intervalo (0,1). Sin embargo, en este caso no tenemos asegurada la convergencia del
método debido a que la funciéon que definimos no verifica las condiciones que aseguran
dicha convergencia. Como puede verse en la grafica 3.1 la funcién no toma valores distintos
en los extremos del intervalo (0,1), es mds no esta definida para el valor 1 pero ademas
tampoco verifica la tercera condicién ya que la derivada segunda de la funcién, como
puede verse en la grafica 3.1, si cambia de signo en el intervalo.

2000 200000
EQOOON
1000
1o000n
0.z 0.4 0.6 0.3 [ 0.4 0.6 0.8
-100000
=1000

-z00000

-euoe -200000

Grdfica 3.1: Funcién obtenida de la ecuacién (3.7) y su derivada segunda.

En este caso, si consideramos un valor inicial para el método de Newton-Raphson
proximo al 1, el método nos proporciona un valor para b y, por consiguiente para [,
erréneo (5 =0.00111459), pero si consideramos un valor inicial inferior a 0.99, el método
converge al verdadero valor de b. Por ejemplo considerando como valor inicial para el
método 0.1, obtenemos los estimadores:

= 1.00002

i
B = 0.500031
& = 0.000094137.

En el segundo caso se obtienen las estimaciones
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M = 1.00414
B = 0.507043
& = 0.00978979.

3.3.2. Algoritmo simulated annealing

El algoritmo simulated annealing o de sobrecalentamiento simulado es un método
numérico que se utiliza para optimizar funciones, pero no es un método deterministico sino
basado en simulacion. Las diferencias entre la aproximacion numérica y la aproximacion
mediante simulacion al problema

min f(6 3.8
nin /(0 (5.3
recaen en el tratamiento de la funcién f 2. Si se utilizan métodos numéricos deterministicos
en un problema de optimizacién, deberan tenerse en cuenta las propiedades analiticas de la
funciéon principal. Para las aproximaciones mediante simulacién el uso de las propiedades
analiticas de f juega un papel menor.

Los métodos que usan simulaciéon han ganado atractivo con respecto a los métodos
numeéricos clasicos debido a la menor exigencia en cuanto a la regularidad del dominio
O y de la funcién que se quiere optimizar. Por supuesto, puede existir una aproximacion
numérica alternativa que proporcione una solucién exacta de (3.8), algo que raramente se
obtiene mediante un algoritmo estocastico, pero la simulacion tiene la ventaja de saltarse
los primeros pasos del mecanismo de un algoritmo y de estudiar si f verifica algunas
condiciones de regularidad. Esto es particularmente 1til cuando f es muy costosa de
computar.

El algoritmo simulated annealing (ver Robert y Casella [77]) fue introducido por Me-
tropolis et al. [65] para minimizar una funcién criterio en un conjunto finito de tamartio
muy grande, pero también se aplica para optimizar en un conjunto continuo (Duflo [11])
y para simular (Kirkpatrick et al. [42]).

La idea fundamental del método de simulated annealing se basa en una analogia del
principio termodindmico de la cristalizacién. Para obtener un cristal perfecto (minima
energia), primero se calienta el material al estado liquido (estado de alta energia atémica)
y posteriormente se reduce la temperatura lentamente hasta que se enfria (decrecimiento
de la energia) teniendo en cuenta que la velocidad de decrecimiento es un aspecto funda-
mental ya que un enfriamiento demasiado réapido implicaria impurezas (no se alcanzaria
la energia minima) por lo que no se alcanzaria el éptimo (ver Murillo [67]). Es decir, un
cambio de escala, llamado temperatura, permite movimientos mas rapidos en la superficie

?Para maximizar basta considerar —f.
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de la funcién f a minimizar, cuyo negativo es denominado energia. Por tanto, el reescala-
miento parcial evita la atraccién de minimos locales. Dado un parametro de temperatura
T > 0 y una muestra 87,87 . . se genera la distribucién

exp (f(6)/T)

que puede ser usada para obtener un minimo aproximado de f. Como T decrece a 0, los
valores simulados de esta distribucion llegan a estar concentrados en un entorno cada vez
mas estrecho del minimo local de f (ver Winkler [88]).

El hecho de que esta aproximacion tenga un moderado efecto en la atraccion del
minimo local de f llega a ser mas aparente cuando consideramos el método de simulaciéon
basado en el modo de proceder iterativo propuesto por Metropolis et al. [65] y conocido
como regla de aceptacion de Metropolis. Dicha regla propugna una modificacion del estado
actual del sistema en los siguientes términos:

= Sila energia del sistema f, disminuye, acepta la modificacion.

» Sila energia aumenta en Af, la modificacién puede ser aceptada con probabilidad

exp(—Af/T).

Esta regla se puede expresar matematicamente de la siguiente forma: comenzando en 6,
( se genera a partir de una distribucién uniforme en un entorno v(6y) de 6y o, de forma
mas general, a partir de una distribucién con densidad ¢g(|¢ — 6o|), y el nuevo valor de
se genera de la siguiente forma:

o — ( con probabilidad p = exp(Af/T)A 1
' 7] 6y con probabilidad 1 — p,

donde Af = f({)—f(8y). Por tanto si f({) > f(fo), ( se acepta con probabilidad uno; esto
es, Oy se cambia siempre por (. Por otro lado, si f(¢) < f(6o), ¢ puede todavia aceptarse
con probabilidad p # 0 y 6y se cambia por (. Esta propiedad permite al algoritmo escapar
de la atraccién de fg, si 8y es un minimo local de f, con una probabilidad que depende de
la eleccién de la escala T', comparada con el rango de la densidad g.

En la mayoria de sus implementaciones usuales, el algoritmo simulated annealing mo-
difica la temperatura T en cada iteracion, por tanto es de la forma

Algoritmo simulated annealing:

1. Simular ¢ de una distribucién instrumental con densidad g(|¢ — 6;]).

2. Aceptar 6,41 = ( con probabilidad p; = exp{Af;/T;} A 1; tomar 6,41, = 6; en otro

caso.

3. Actualizar T; con Tjyy.
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La cadena de Markov (§;) creada ya no es homogénea. Sin embargo, existen resultados
de convergencia en el caso de espacios finitos (ver Hajek [40]). Por ejemplo, si T; = '/ log ¢,
hay una convergencia a un minimo global siy sélo si I' verifica cierta condicién (ver Robert
y Casella [77]). Winkler [88] extiende la demostracion de Héjek y Andrieu y Doucet [2]
ofrecen una demostracion de la convergencia del algoritmo simulated annealing en el
contexto de los modelos de Markov.

Numerosos articulos y libros han considerado la determinacién practica de la secuencia
(T,,) (ver Geman y Geman [15], Mitra et al. [66], Van Laarhoven y Aarts [86] y Aarts y
Kors [1] entre otros). En contraste con la tasa logaritmica de antes, una tasa geométrica,
T; = 4Ty (0 < v < 1), se suele usar también en la practica, con la constante v calibrada
al comienzo del algoritmo de forma que la tasa de aceptacion sea suficientemente grande
en el algoritmo de Metropolis.

Duflo ([11] pag 264-271) propuso una extensién de estos métodos de simulated annea-
ling a un caso general (continuo).

En la literatura se garantiza la convergencia asintotica del algoritmo simulated an-
nealing, pero en la practica se debe implementar en tiempo finito. Estudiemos mas dete-
nidamente los pasos que hay que seguir para dicha implementacién. Para poder aplicar
el algoritmo de simulated annealing a una funciéon para optimizarla se deben resolver
previamente una serie de preguntas:

= ;Qué es una solucion del problema?

= ;Qué es un entorno de una solucion?

= ;Como determinar la solucion inicial?

= ;Como determinar una solucion a partir de otra?
» ;Como determinar 7,7

» ;Cudl sera la proporciéon de enfriamiento?

» ;Cudl sera la longitud de la cadena, L7

n ;Cual serd el criterio de parada?

Para poder responder a estas preguntas, recordemos previamente el problema que que-
remos resolver con este método. Nuestro objetivo es maximizar la funcion de verosimilitud



74 Estimacion en el modelo. Tiempos de primer paso

que depende de tres parametros (a, by o?)

X

B 1 1 [lnay — ) 1
Lxu a, b %) = E \/ﬁ exp <_§ a_\% (27.[.)(7”—1)/2(0.2)(71,'—1)/2
y ﬁ 1 1[In- 4 a (b(t"j_tl) — b(tij—l_tl)) + - (tij — tij—1)]?
exp | —=
iy wigltig — i)'/ P\ 2 (tij — tij—1)0”

para encontrar estimaciones maximo verosimiles de los parametros. Estamos considerando
los estimadores méaximo verosimiles de los pardmetros p; y o7, en lugar de considerarlos
como parametros, ya que se obtuvieron de forma exacta

1 d
H1 = d;hﬂwn
1 d
83 = 8 Z(lnl’u — ﬁl)z

=1

Como ya se especifico, maximizar esta funcién equivale a maximizar su logaritmo

d k k—d d
In L%,(a,b, 02) = ln/a\f 5 In(27) — 5 lno?— Zln Ti1—

d d n; d ng

1 . 1
_ ﬁ Z [1Il i1 — /,Ll]z — Z Zln l’,’j — 5 Z Zln(t,’]‘ — tij—l)_
1 =1 =1 7=2 =1 7=2
i e ta (b=t — pltim=t)) 4 (g(ti]‘ — tij—1))’

1 d
2 lz:; =2 (t,']‘ — t,']‘_l)O'Z

y st eliminamos las constantes que no afectan al maximizar, y suponemos t;; —t;;_1 = h
nos queda la siguiente expresion

—k_allma2 ZZ In —|—ab(j_2)h(bh—1)—l—ﬂ :
P 2h02 Tij1 2 |7

=1 7=2

luego consideraremos como funciéon f para el algoritmo

f(abaz):k dlIlO' T ZZ _I_ab(j—Z)h(bh_l)_l_ﬂ ’
7 2h02 Tij-1 2 ’

=1 7=2

que coincide con la expresion anterior cambiada de signo. Dicho cambio es debido a que
nosotros queremos maximizar la funcién pero el algoritmo lo que hace es minimizarla.
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Una vez establecida la funcién que se quiere maximizar vamos a intentar responder a las
preguntas anteriores, para poder posteriormente implementar el algoritmo. Debe tenerse
en cuenta que las condiciones que garantizan la convergencia del método de simulated
annealing, tal y como se presenta en Aarts v Korst [1], cuando se utiliza la regla de
aceptacion de Metrépolis, son: conexion entre los estados (lo cual es evidente en nuestro
caso ya que el espacio de parametros es continuo), todos los entornos tienen el mismo
cardinal y en un entorno todos los estados tienen la misma probabilidad de ser generados
y reversibilidad entre los estados: el estado j pertenece al entorno del estado 7 si y sélo si
1 pertenece al de 7, y la probabilidad de generar j a partir de ¢ es igual a la probabilidad
de generar ¢ a partir de j. Estas dos tultimas condiciones seran tenidas en cuenta a la hora
de especificar el entorno de una solucién y céomo obtener una nueva solucién a partir de
otra.

» Una solucién en nuestro problema seria un valor para cada uno de los tres parame-
tros, dentro del espacio paramétrico al que pertenecen, es decir, seria un valor para
a € (1,400), un valor para b € (0,1) y por tltimo un valor para o2 € (0, 400).

» Consideraremos como entorno de una solucion a aquellos valores de los parametros
muy proximos a la solucién. En concreto vamos a considerar como entorno de una
solucion @ de a a los valores del espacio paramétrico de a que disten como mucho
de la solucién 0.5, es decir, el intervalo (a — 0.5, @ + 0.5). La motivaciéon para tomar
dicho valor viene de que, a pesar de que el espacio paramétrico de a es (1, +0o0),
sabemos como acotarlo considerablemente mediante la utilizacion de los datos, como
se razonara en el siguiente apartado. De forma andloga consideraremos como entorno
de una solucién b de b al intervalo (b—0.25,b+0.25), y como entorno de una soluciéon
0% de o2 al intervalo (52 —0.01,52 + 0.01). En cuanto a la consideracién de dicho
valor para o2, es debido a que sabemos que en la practica no suele tomar valores
mayores que 1, sino mas bien valores pequenos.

» Como solucién inicial para el parametro a, consideraremos el logaritmo del cociente
entre el ultimo dato y el primero, de cualquiera de las trayectorias. El motivo es que
la cota del modelo para una trayectoria que parte del valor inicial x¢ es k = xge?,
de donde a = log (k/x), v asi el valor considerado proporciona una aproximacion
al verdadero valor de a, que sera tanto mejor cuanto mas proximas estén las trayec-
torias de alcanzar su cota.

En el caso del parametro b, consideraremos como solucion inicial cualquier valor de
su espacio paramétrico. Por tltimo, para el pardmetro o2 consideraremos un valor
inicial dentro del intervalo (0, 1] ya que, como ya se ha comentado, en la practica

dicho valor suele ser menor que 1.

= Debido al concepto de entorno establecido, dada una solucién i, se obtendra una
nueva solucion j mediante la suma de un valor uniforme generado de forma aleato-
ria. En concreto, para el parametro a se le anadirda un valor U(—0.5,0.5), para el
parametro b se le anadira un valor U(—0.25,0.25) y, por ultimo, para el parametro
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o? se le aniadird un valor U(—0.01,0.01), siempre y cuando los valores de la nueva
solucion j sigan perteneciendo al entorno de .

» Tomaremos como temperatura inicial Ty un valor suficientemente grande para que
al realizar un muestreo simple de la funcion, el algoritmo de metrépolis acepte al
menos el 90 % de las peores soluciones.

= Para calcular la nueva temperatura vamos a optar por multiplicar la anterior por una
constante v = 0.95, T; = v'Ty. A pesar de que la eleccién de la tasa de enfriamiento
T; = T'/log ¢ puede asegurarnos la convergencia del método, tiene el inconveniente
de que dicha convergencia es demasiado lenta y por ello, en la practica, es necesario
elegir otro tipo de tasa de enfriamiento, como la seleccionada, que son mas realistas.

(Ver Xavier Guyén [39], pag 215).

» Consideraremos como largo de cadena L = 50 dentro del algoritmo de Metrépolis,
es decir truncaremos el algoritmo cuando hayamos realizado L iteraciones. Para
asegurarnos la convergencia del mismo habria que seguir hasta el infinito pero eso
en la practica en imposible.

» Estableceremos como criterio de parada, para el algoritmo simulated annealing, una
combinacion de varias condiciones: marcaremos un numero maximo de iteraciones
del algoritmo, indicaremos una temperatura final que cuando se alcance detendra el
algoritmo y, ademas, comprobaremos si las iltimos 50 valores de la funcién coinci-
den, en cuyo caso también se finalizara el algoritmo.

En el apéndice B aparece un diagrama de flujo que desarrolla el algoritmo simulated
annealing. En dicho diagrama aparece el algoritmo de Metrépolis

1 si f(7) < f(0)

TS FG) > £

Metrépolis (5,4, T) = A;i(T) = {

Para implementar dicho algoritmo comprobaremos primero si f(j) < f(i), en cuyo
caso cambiaremos el valor de la solucién actual ¢ por la nueva solucién ¢ := j. Si, sin
embargo, f(j) > f(i) generaremos un valor = U[0, 1]. Si dicho valor es inferior o igual a

e T  también haremos el cambio 7 := j, en caso contrario mantendremos el valor de 1.

Para comprobar el funcionamiento del algoritmo en nuestro proceso hemos realizado
su implementacion con el programa Mathematica y lo hemos aplicado a las trayectorias
simuladas en el apartado anterior. Los resultados obtenidos son, en el primer caso (m =1,
B =0.5yc=0.0001)
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= 1.02042
B = 0.50641
& = 0.00435977

Es evidente que el algoritmo necesita una mayor depuracion en cuanto a la eleccion de
las condiciones iniciales del método (problema fundamental en su aplicacién) para obtener
estimaciones mas finas. Pero el problema principal radica en que nuestra funcién f es muy
sensible a pequenas variaciones en los parametros a y b cuando el valor del parametro o
es muy pequeno. Recordemos que estos datos han sido simulados para ¢ =0.0001, luego
la funcion en dicho caso es muy sensible a pequenas modificaciones, dificultando ello que
el método afine en la estimacion de los parametros. Sin embargo, si aplicamos el mismo
método a datos simulados con ¢ =0.01 y los mismos valores que antes para m y [3, se
obtienen estimaciones sensiblemente mejores

= 0,098045
B = 0,500256
& = 0,00838056

Dado que en la practica es habitual la aparicion de valores pequenos de o, la aplicacion
de este método exige una depuracién muy exigente de las condiciones iniciales.

3.3.3. Procedimiento iterativo

El principal problema que nos hemos encontrado en la resolucion de las ecuaciones
de verosimilitud es que la ecuacién (3.7) no es directamente resoluble en la incdgnita by
los métodos numéricos presentados presentan algunos inconvenientes. Dado que el conoci-
miento de b proporciona, mediante sustitucién directa, las estimaciones de los parametros
a 'y o? (y por consiguiente de m y ), proponemos el siguiente algoritmo recursivo para la
estimacion de todos los parametros, en el caso en el que se disponga de trayectorias que
permitan visualizar el valor de la cota para cada una de ellas.

1. Se toma i=0 y se parte de un valor inicial de b, comprendido entre 0 y 1, 5. Se
calcula a partir de él (0 = —1n b,

2. Se obtienen los valores ¢ y m) mediante las ecuaciones

a A1,b(i) A;b(l’) - Aib(z’) A3,b(i)
pli) = YA
((b(l)) - 1)[1416(@') Az,b(i) - A1,b(i) A;b(i)]

m(?) = ab(z’)ﬁ(i)-




78 Estimacion en el modelo. Tiempos de primer paso

3. Teniendo en cuenta que la cota de cada trayectoria viene determinada por el valor
real de los pardmetros m y f y el valor inicial de la misma, esto es, k = xqexp(m/3),
y que el cociente entre la cota y el valor inicial, para cualquiera de las trayectorias
consideradas, resulta ser el mismo, se puede obtener un nuevo valor del parametro
AU+ mediante la ecuacién

5(i+1) — L(l)
In(k/x0)

y, a partir de él, bit1),

4. Hacer i=i+41, volver al paso 2 y repetir el proceso hasta conseguir la convergencia,
entendiendo la misma en términos de una tolerancia, entre dos etapas sucesivas, en
términos de b.

A partir de los valores de Z, B\ y m obtenidos mediante este algoritmo, se obtiene

* *
S 2 A376A2,3 - A3,ZA276
- * o Ax
h Al,ZAZJJ Al,bAz,Z

El inconveniente que se puede presentar en este método es que no haya informacion
suficiente para determinar la cota, por ejemplo, porque las trayectorias no la hayan al-
canzado o se desconozca este hecho. Cuando esto ocurra, se puede ajustar una curva
Gompertz de las tratadas por Tan a cada trayectorias, obtener su punto de inflexion y, a
partir de él, determinar su cota (recordemos que el valor de la ordenada correspondiente
al punto de inflexién es ke™'). Una vez obtenida ésta, se puede aplicar el método iterativo
que se acaba de exponer.

Aplicando este procedimiento a las trayectorias simuladas consideradas en los métodos
anteriores, se obtiene resultados similares a los obtenidos mediante el método de Newton-
Raphson, con la diferencia de que este método no plantea la resolucién de la ecuacion
(3.7), v es independiente de los valores iniciales considerados.

En el primer caso, partiendo de valores iniciales, b=0.1, 6=0.9, se obtienen las mismas
estimaciones de los parametros para ambos valores

m = 0.99998

-~

B = 0.49999
& = 0.0000996587

y las siguientes graficas muestran la convergencia del método, en tales casos.
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2,4 [~ 0’5 r
2r 04F
16F E
03F
12+ ¥
08l 0,2 -
04F 01F
ok, ... O0b
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Convergencia de la estimacién de 3 para el valor inicial 5(®) =2.30259 (b(o) =0.1)y
BO) =0.10536 (b(®) =0.9)

En el segundo caso, la aplicacién del método iterativo proporciona, de nuevo, las
mismas estimaciones para los valores iniciales b=0.1 y 5=0.9

m = 0.993989

~

B = 0.496994
o = 0.00995713

y las siguientes graficas relativas a la convergencia del método, para el valor de .

AL 05F
2r 04t
16 E
03F
12+ [
081 02 ¢
04+ 01t
ok ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ok ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 8 100

Convergencia de la estimacién de 3 para el valor inicial 5(®) =2.30259 (b(o) =0.1)y
BO) =0.10536 (b(°) =0.9)

Recordemos que al resolver la ecuacién (3.7) mediante el método numérico de Newton-
Raphson, si considerabamos un valor inicial para el método proximo a 1, éste nos propor-
cionaba un valor para b, y por tanto para 3, erréneo. Sin embargo, mediante el procedi-
miento iterativo, aunque partamos de un valor inicial muy préximo a 1, como por ejemplo
b = 0.9999, obtenemos de nuevo las mismas estimaciones para los parametros en los dos
casos considerados. Veamos sus graficas relativas a la convergencia del método.
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Convergencia de la estimacién de 3, en el caso primero y segundo, para el valor inicial:

B =0.0001 (b(©) =0.9999)

3.4. Tiempos de primer paso

El objetivo de esta seccion es el estudio del tiempo de primer paso a través de una
barrera S(t) del nuevo proceso de difusién que estamos estudiando. El motivo de dicho
estudio es la gran variedad de campos de aplicaciéon, dentro de la modelizacion de fenéme-
nos aleatorios, donde aparece este problema. Tal es el caso de la Ecologia, con el estudio
del tiempo de primer paso de animales por determinadas zonas, o en Neurobiologia, donde
la actividad de una neurona puede ser estudiada a través del tiempo de primer paso por
un umbral del proceso que modeliza la diferencia de potencial de la membrana neuronal.

En este tema destaca la labor realizada por el grupo de investigadores dirigidos por el
profesor L. M. Ricciardi de la Universidad de Napoles. Un resultado importante sobre esta
cuestion fue la obtencion de la densidad del tiempo de primer paso a través de barreras
variables en el tiempo como solucién de una ecuacion integral de Volterra de segunda
especie (ver Ricciardi et al. [75]). El estudio de dicha ecuacidn, més concretamente la
regularizacion de su nicleo, llevaron a Buonocore et al. [6] a poder encontrar condicio-
nes que evitaran las posibles singularidades del nicleo y aplicarlo a los procesos Wiener
v Ornstein-Uhlenbeck para barreras de clase C?, finalizando este proceso Giorno et al.
([16], [17]) al generalizar el proceso de regularizacién a la clase de procesos de difusion
homogéneos.

El estudio del caso no homogéneo ha sido uno de los temas desarrollados por el grupo de
investigadores dirigidos por el profesor R. Gutiérrez de la Universidad de Granada, estudio
que ha pasado por diversas etapas, en cada una de las cuales los resultados anteriores se
fueron generalizando a determinadas familias de procesos no homogéneos (en Roman y

Torres [76] puede verse un amplio resumen sobre todo el proceso que ha seguido este
estudio):

» La primera generalizacion fue a la clase de procesos no homogéneos cuya densidad
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de transicion se puede obtener a partir de la de procesos homogéneos mediante una
cierta factorizacién de la misma (Gutiérrez et al. [22], [24]).

» La segunda generalizacién fue para la familia de procesos no homogéneos transfor-
mados del proceso Wiener (Gutiérrez et al. [25]).

» Por ultimo se extendieron todos los resultados a la clase de procesos no homogéneos
en general (Gutiérrez et al. [27]).

En el campo de las aplicaciones, para procesos no homogéneos, podemos citar, entre
otras, el caso del proceso de difusion logaritmico normal con factores exdgenos unidimen-
sional, para el cual la obtencion de la densidad de tiempo de primer paso a través de
barreras constantes ha sido usada en el campo econémico para el estudio de variables
macroecondmicas como es el caso del producto interior bruto (Gutiérrez et al. [29]).

Como hemos comentado anteriormente, nuestro objetivo en esta seccion es el estudio
del tiempo de primer paso a través de una barrera S(t) para el proceso de difusién que
hemos introducido. Concretamente pretendemos encontrar la densidad de probabilidad
de la variable tiempo de primer paso, lo cual no siempre podra hacerse de forma explicita,
debido a la implicacion de ecuaciones de integrales de Volterra de segunda especie en
su calculo. Por lo tanto, comenzaremos mostrando para qué tipo de barreras es posible
tener una forma funcional para la densidad de tiempo de primer paso y, posteriormente,
comentaremos como podremos abordar el problema en caso contrario.

3.4.1. Ecuacién integral de Volterra para la densidad de tiempo
de primer paso

A continuacion resumimos los principales resultados conocidos sobre el calculo de la
densidad de tiempo de primer paso en lo que se refiere a su obtenciéon mediante ecuaciones
integrales de Volterra.

Sea {X(t) : t > to; to € R} un proceso de difusiéon no homogéneo unidimensional
con media y varianza infinitesimal A;(x,t) y As(x,t), respectivamente, definido sobre el
intervalo I. Supongamos, asimismo, que P[X(ty) = x¢o] = 1 y consideremos una funcién
S(t), en principio continua en [tg, +00).

Consideremos, Vt > to vy Vo € I

tI>ntf {t: X() > S| X(to) = x0} 20 < S(to)
Inf {t: X(¢) < S(t)|X(to) = 20} 20 > S(to)

t>t0
0

9(S(2), t]xo, to) = 2 P[T < 4],



82 Estimacion en el modelo. Tiempos de primer paso

que definen el tiempo de primer paso a través de la barrera S(t) y su funcién de densidad
de probabilidad respectivamente.

El siguiente teorema contiene el resultado que proporciona la ecuaciéon integral de Vol-
terra que satisface la densidad de tiempo de primer paso para un proceso no homogéneo.
Fue propuesto en Buonocore et al. [6] para el caso homogéneo, si bien en su demostracién
no se usa explicitamente el caracter homogéneo del proceso, como comentan Gutiérrez et
al. [27], por lo que es vélido en general para cualquier tipo de proceso de difusién.

Teorema 3.4.1. Sean k(t) y r(t) funciones continuas en [tg, +00). Tomemos Yy € I y
T<t

Sy, ) = 5 Fletly.7)

_ oSty m) + k(@) F(S(E), tly,m) + ()1 = F(S(),tly, 7)] 2o < S(to)
(S(t),tly,7) = { B(S(t),tly, ) + k() F(S(), tly, 7) + r(t) F(S(2), |y, 7) ro > S(to)

Entonces se verifica:

g(S(t),t|xo,t0) = p {—Q\I/(S(t),ﬂxo,to) + Q/ttg(S(T),T|:1;0,t0)\11(5(t),t|5(7'),7') dr} )
(3.9)

donde p = Sgn(S(to) — xo).

Por lo tanto, a la vista del teorema anterior, la funcién de densidad del tiempo de
primer paso a través de barreras variables para un proceso de difusiéon no homogéneo
X (), como es nuestro caso, verifica la ecuacién (3.9), que es una integral de Volterra
de segunda especie. Segun la teoria general de ecuaciones integrales de Volterra, para
garantizar la existencia de solucién debemos encontrar funciones k(t) v r(t) que suavicen
el comportamiento del nicleo de la integral y lo hagan no singular.

En este caso particular, la no singularidad del nucleo se consigue con la condicién

h'rr% U(S(t),tS(r),7) =0,

T—

lo cual nos conduce al siguiente resultado, cuya versién homogénea puede verse en Buo-
nocore et al. [6], la extension a los procesos no homogéneos transformados del Wiener en
Gutiérrez et al. [25] y a los procesos no homogéneos en general en Gutiérrez et al. [27].

Teorema 3.4.2. Sean k(t) y r(t) dos funciones continuas en el intervalo [to, +00). Si
S(t) es de clase C*[ty, +00). Entonces
x:S(t):|

1_1’53 U(S(t),t|S(r),7) =0« R(t) = 1 | Ai(S(t),4) — §(#) — L 2A=le)

4 oz
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Ademds, la funcion ¥ puede expresarse en términos de los momentos infinitesimales como:

W(S(1),tly.7) = F(S(0),tly.7) [s%m% o) L, s+ @0
af(xvﬂva)

+ ; Ay(S(1),1)

ox

z=S(t) ‘

Este resultado nos proporciona condiciones sobre r(t) y k(t) para asegurar la existencia
de solucién de la integral de Volterra pero la resolucion de la integral sigue siendo muy
compleja. No obstante, existe un caso en el que la obtencién de la densidad de tiempo de
primer paso se simplifica considerablemente.

Teorema 3.4.3. En las condiciones de los resultados anteriores, si ademds se verifica
Y(S5(t),85(r),7) =0 Vi1t <7 <H,

entonces la densidad de tiempo de primer paso por la barrera S(t), g(S(t),t|xo,t0), viene
dada por

g(S(t),t|wo,to) = 2| (S(t), t|xo, t0)]-

3.4.2. Aplicacién al caso del nuevo proceso de difusiéon tipo
Gompertz

A continuacién vamos a aplicar los resultados anteriores para el proceso de difusion
que hemos introducido en esta memoria y que, recordemos, tiene momentos infinitesimales

Ai(x,t) = mae Pt

Ay(x,t) = o*2?
y densidad de transicion

1
f(x7t|y77—):x\/mx

, 2
[ln:zj —lny+7% (e7Pli=to) — e=Blr=t)) 4 o= (¢ — 7')]
(t—71)o?

[N R

xexp | —

En primer lugar vamos a aplicar el teorema 3.4.2 para determinar la forma que adopta
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la funcién (3.10). Puesto que

Of (z,tly,7) [ln(:z;/y) +7 (e7Bl=to) — g=Blr—to)) 4 %2 (t 7_)]
e~ ftlyT) ( p g B
_ 1 . [In(a/y) + 7 (7800 — eB—t0)) 4 o (1 T)]z
NI 2(t —1)o?

:f(l’,ﬂy,T) - x(t—r)gz _ ;
In(z/y) + ™ (e=Bl=to) _ ¢=Blr=to)) 4 ot — 7
AR ( e z(t —7)o? ) ( )> ;

sustituyendo dicha expresion, junto con los momentos infinitesimales, en (3.10) se obtiene

4
(SE)/y) 45 (T — e ) 4 S ot T)]

U(S(t),tly,T) :; F(S(t),tly, ) [S'(t) + §2025(t) — me_ﬁ(t_tO)S(t) — 0?2 S%(t)x

S(t)(t—r1)o?

=f(S(t),tly,7) B S'(t) — ; me P10 5 (4)—
S() (In(S(1)/y) + 5 (20 — e=alr=o)
B 2(t —7)

Asi pues, en virtud del teorema 3.4.3, para que la ecuacién integral de Volterra (3.9)
tenga solucién explicita, es suficiente que la barrera S(t) verifique la siguiente ecuacion
diferencial

S(1) (I(S(1)/8() + 5 (77070 — 1))

(t—7)
InS(t) —InS(r)+ i (e—ﬁ(t—to) _ e—ﬁ(r—to))]

(t—7)

S'(t) :me_ﬁ(t_tO)S(t) +

=5(t) lme_ﬁ(t_to) +
cuya solucion general es

S(t) = S(to) exp (A(t —to) + % (1- e—mt—to))) ,AeR, (3.11)
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en cuyo caso, a partir del teorema 3.4.3 se concluye

(St trosto) = F(S(E)stlo,to) L) ‘m <S<t0>> , S(to) # a0 (3.12)

Q(t — to) Lo

Observemos que la ecuacién (3.12) expresa la densidad de tiempo de primer paso del
proceso a través de una barrera del tipo (3.11). Sin embargo, para otro tipo de barreras
no se tiene seguridad de que la ecuacion integral posea solucion explicita, en cuyo caso
se debe recurrir a esquemas de integracién numérica. En ese sentido, Buonocore et al.
[6] emplean la regla del trapecio compuesta para aproximar la solucién de la ecuacién
integral.

3.5. Estudio del problema del tiempo en que se pro-
duce la inflexiéon en el modelo

En el marco de la aplicacion practica del proceso de difusion tipo Gompertz que hemos
definido, un problema de particular interés es el estudio de la variable aleatoria tiempo
en que se produce la inflexién en las trayectorias asociadas a nuestro modelo. Este hecho
tiene un gran interés ya que marca un cambio en la pauta de crecimiento asi como la
consecuciéon de un porcentaje del mismo.

La funcién media asociada a nuestro proceso es una curva Gompertz del tipo (2.1), en
concreto

con punto de inflexién

(to + ; In (’g) L E[X(to)] em/ﬂ—1> .

Si se considera P[X(tg) = xo] = 1, esto es, todas las trayectorias parten del mismo
valor inicial,

m(t) = xgexp (7; [1 — e_ﬁ(t_to)]> ,

con punto de inflexién
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1 m
0 In 7$0€m/,8—1>
(t 5 (6)

y se puede plantear el problema citado como un problema de tiempo de primer paso por la
barrera constante z0e”™/#~!. Para este tipo de barreras no existe solucién explicita para la

funciéon de densidad del tiempo de primer paso pero pueden emplearse métodos numéricos
para su aproximacion.

Sin embargo, si cada trayectoria parte de un valor inicial distinto (situacién que puede
aparecer en la practica y para la que nuestro modelo muestra su utilidad), esto es, de
valores x} que pueden provenir, por ejemplo, de una distribucién lognormal, considerando
el punto de inflexion de cada una de ellas a través del de

E[X(t)/X (o) = ]

que es z e™/P1 este problema no puede ser tratado como el de tiempos de primer paso
por una barrera constante (ya que cada trayectoria tienen un punto de inflexién constante,
pero distinto en cada una de ellas).

Dado que el valor de la abscisa de los puntos de inflexion no depende del valor inicial,
proponemos el siguiente método para estimar la funcion de densidad del tiempo en el que
ocurre la inflexion.

A partir de la simulacién de trayectorias del proceso, se calcula para cada una de ellas
el valor del instante de tiempo en el que por primera vez supera > el valor correspondiente
a su punto de inflexién, obteniéndose asi una muestra de valores de la variable aleatoria
de la cual queremos conocer su funcién de densidad. Finalmente, estimamos tal densidad
por procedimientos no paramétricos mediante el estimador nicleo de Nadaraya-Watson
con ancho de banda constante (por simplicidad) y nicleo de Epanechnikov.

Notemos que en el caso de distribucion inicial degenerada son aplicables tanto este
procedimiento como el consistente en la resolucion, mediante métodos numeéricos, de una
ecuacion integral de Volterra asociada a un problema de tiempo de primer paso por una
barrera constante.

Se ha realizado un estudio comparativo de ambos procedimientos para tg =0, 29 =1y
diversos valores de los parametros m, 3 v o2, mostrando que el método propuesto mejora
en algunos aspectos al otro, en el caso en que éste ultimo sea aplicable.

Los valores de estos parametros se han tomado de forma que:

3Dado que la simulacién de las trayectorias se realiza en instantes de tiempo discretos, la obtencién
del instante de tiempo en el que cada trayectoria supera el valor correspondiente a la ordenada de su
punto de inflexion se realiza por interpolacion lineal entre los dos instantes de tiempo en que ésta ocurre.
La suposicién de un paso suficientemente pequeno en la simulacion de las trayectorias asegura una buena
aproximacion.
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Verifiquen las hipdtesis del modelo (tengamos en cuenta que valores de m inferiores
a [ hacen que el punto de inflexion sea inferior al primer instante de tiempo de
observacién de la trayectoria).

Sean valores que se presenten en situaciones reales (valores muy grandes de o darian
lugar a trayectorias con tal variabilidad en torno a una curva tipo Gompertz que no
pareceria légico la aplicacién del modelo a dichos datos).

No den lugar a valores de la ordenada del punto de inflexion tan grandes que superen
la capacidad de calculo del ordenador.

La probabilidad de que se alcance el valor de la ordenada correspondiente al punto
de inflexion sea muy proxima a uno, dado que calculamos la densidad del tiem-
po hasta que se produce la inflexion siempre que ésta efectivamente ocurra. Para
ello, se han obtenido graficas que muestran tal probabilidad en funcién del tiempo.
Esto permite, por una parte, obtener el instante de tiempo en el que se tiene la
maxima probabilidad de alcanzar el valor considerado, delimitando asi la longitud
de las trayectorias que vamos a generar para la aplicacién del método propuesto.
Por otra parte, se obtiene también el 1ltimo instante de tiempo para el que hay
una probabilidad préxima a cero (de orden 107°) de alcanzar la barrera. Este valor
junto al anterior son de gran utilidad en el método que utiliza métodos numéricos
para aproximar el valor de la funcion de densidad para los que esta asegurada la
convergencia cuando los valores de paso entre sucesivas iteraciones tienden a cero.
Si en la utilizacién de este método se partiera siempre del valor tg, el tiempo de
calculo podria ser muy elevado.

Aplicacién del método numérico

Se ha aplicado la formula compuesta de Simpson, en lugar de la formula compuesta del
trapecio, para mejorar la resoluciéon numérica de la ecuacion integral de Volterra. En dicha
resolucién practica juega un papel importante el valor del paso h en cada iteracion. Valores
de h excesivamente pequenos conducen, en algunos casos, a densidades irregulares o cuya
integral es sensiblemente inferior a uno, como muestran sus representaciones graficas en
color negro en algunas graficas de las paginas 89-98, y que conducen a valores erréneos de
la media y la varianza (ver tabla! 3.1). Por el contrario, valores de h grandes resuelven en
su mayor parte los problemas anteriores, pero generan densidades poco suaves (ver casos
problematicos en las graficas de las paginas 99-108 y tabla 3.2). Una eleccién ad hoc en
los casos problematicos ha resuelto los problemas planteados, como puede verse en las
graficas de las paginas 109-118 y en la tabla 3.3.

*Con fines comparativos se ha introducido en las tablas el valor t* correspondiente al punto de inflexién
de la funcién media tedrica del proceso.



88 Estimacion en el modelo. Tiempos de primer paso

Aplicacién del método no paramétrico

Se han simulado 1000 trayectorias para cada caso, a partir de las cuales se ha obtenido
una muestra de valores observados de la variable bajo estudio. Las estimaciones Nucleo
de Nadaraya-Watson de la densidad, obtenidas a partir de las muestras, se presentan en
color rojo junto con las aproximaciones mediante el método numeérico en cada grafica de
las paginas 89-118, con fines comparativos.

Conclusiones

» Un resultado 6ptimo en la aplicacion practica del método numérico depende de una
eleccién apropiada del valor de h.

= La aproximaciones de las densidades obtenidas mediante el método numérico pre-
sentan desviaciones con respecto a las muestras obtenidas.

= El método propuesto presenta la ventaja adicional de que permite la realizacion de
contrastes de bondad de ajuste. Debido a la forma de las estimaciones obtenidas
se han aplicado contrastes de normalidad y lognormalidad a las muestras, cuyos
resultados se recogen en la tabla 3.4.

En las siguientes graficas se muestran las aproximaciones de la densidad de tiempo de
primer paso (en negro) y su estimacion no paramétrica (en rojo) para los casos:

e Caso 1: Se consideran 1000 puntos en la resolucion de la ecuacion integral de Volterra
en el rango de valores en que dicha densidad es no nula.

e Caso 2: Se consideran 100 puntos en la resolucion de la ecuacion integral de Volterra
en el rango de valores en que dicha densidad es no nula.

e Caso 3: Se considera un numero de valores adecuado, en cada caso, en la resoluciéon de
la ecuacion integral de Volterra en el rango de valores en que dicha densidad es no nula.
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Caso 1

m=0.1, beta=0.001 , sigma=0.0001 m=0.1, beta=0.001 , sigma=0.001
F(infinito)=0.97996 , E(tpp)=4512.90751 , Var(tpp)=8394.062178 , Mo(tpp)=4605.14141 F(infinito)=0.999 , E(tpp)=4604.95272 , Var(tpp)=4656.97009 , Mo (tpp)=4601.36583
F(infinito)=1, E(tpp)=4606.12077 , Var(tpp)=49.14544 , Mo (tpp)=4604.83089 F(infinito)=1 , E(tpp)=4619.57469 , Var(tpp)=4841.39532 , Mo(tpp)=4613.79123
0.006
0.05 0.005 -
0.04 1 0.004
0.03 0.003 o
0.02 0.002
0.01 0.001
0.0 0.0 1
4550 4590 4600 461 0 4620 4630 4500 4600 4700 4500
tpp tpp
m=0.1, beta=0.005 , sigma=0.0001 m=0.1, beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99855 , E(tpp)=598.28018 , Var(tpp)=0.9907 , Mo(tpp)=599.14334 F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=598.65809 , Var(tpp)=24.091785 , Mo (tpp)=599.018858
F(infinito)=1, E(tpp)=599.24068 , Var(tpp)=0.26033 , Mo (tpp)=599.16207 F(infinito)=1 , E(tpp)=599.85752 , Var(tpp)=25.080979 , Mo(tpp)=600.92864
0.8 0.08
0.6 0.06
0.4 7 0.04
02 0.02 1
0.0 0.0 1
59 610
tpp tpp
m=0.1 , beta=0.005 , sigma=0.01 m=0.1, beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9988 , E(tpp)=612.26794 , Var(tpp)=3622.17125 , Mo(tpp)=589.077359 F(infinito)=0.99903 , E(tpp)=230.036029 , Var(tpp)=0.072103 , Mo(tpp)=230.25722
F(infinito)=1 , E(tpp)=623.53013 , Var(tpp)=3187.583 , Mo (tpp)=610.64373 F(infinito)=1 , E(tpp)=230.30822 , Var(tpp)=0.02669 , Mo (tpp)=230.30215
0.008 2.5 1
2.0 1
0.006
151
0.004
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0.002
0.5 1
0.0 1 0.0 1
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tpp tpp
m=0.1, beta=0.01 , sigma=0.001 m=0.1, beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=230.050184 , Var(tpp)=2.32917 , Mo (tpp)=230.22675 F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=232.39662 , Var(tpp)=260.11698 , Mo(tpp)=227.76681
F(infinito)=1 , E(tpp)=230.4796 , Var(tpp)=2.59425 , Mo (tpp)=230.53176 F(infinito)=1 , E(tpp)=234.58566 , Var(tpp)=257.30373 , Mo(tpp)=228.64048

0.25 0.025 1
0.20 0.020
0.15 0.015
0.10 0.010 7
0.05 0.005 1

0.0 0.0 9

tpp tpp
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0.005
0.004
0.003
0.0 1

0.002

0.001

F(infinito)=0.6761 ,

0.06 ]

0.04

0.02

Caso 1 (continuacion)

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=13.84987 , Var(tpp)=0.00022506 , Mo(tpp)=13.86289
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.86724 , Var(tpp)=6.1357e-005 , Mo(tpp)=13.86717

50 1
40
30 9
20 1
10
o

1355 1356 1357 1355

tpp

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=13.87417 , Var(tpp)=0.55451 , Mo tpp)=13.78841
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.98991 , Var(tpp)=0.5856 , Mo (tpp)=13.92024
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0.2 1
0.1
0.0 1

tpp

m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.001

F(infinito)=1 , E(tpp)=6231.42382 , Var(tpp)=6265.53795 , Mo(tpp)=6227.45245
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m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=920.27914 , Var(tpp)=37.43178 , Mo (tpp)=920.8796
F(infinito)=1 , E(tpp)=921.92768 , Var(tpp)=38.21344 , Mo(tpp)=922.089053

ng f\

tpp

E(tpp)=4204.94816 , Var(tpp)=2747965.81382 , Mo(tpp)=6208.6366 1

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.97336 , E(tpp)=13.49082 , Var(tpp)=0.13789 , Mo(tpp)=13.86214
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.87568 , Var(tpp)=0.0057775 , Mo(tpp)=13.87898
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m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.98802 , E(tpp)=6140.23444 , Var(tpp)=5536.36984 , Mo (tpp)=6214.53605
F(infinito)=1 , E(tpp)=6215.94635 , Var(tpp)=65.6369 , Mo(tpp)=6215.44674
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m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=920.12234 , Var(tpp)=1.19488 , Mo(tpp)=921.031167
F(infinito)=1 , E(tpp)=921.19644 , Var(tpp)=0.38911 , Mo (tpp)=921.13828
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0.0 7 o

m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=390.81825 , Var(tpp)=0.18583 , Mo (tpp)=391.20127
F(infinito)=1 , E(tpp)=391.24851 , Var(tpp)=0.043078 , Mo(tpp)=391.24822
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Caso 1 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99139 , E(tpp)=387.83462 , Var(tpp)=15.0022506 , Mo (tpp)=391.16113

F(infinito)=1 , E(tpp)=391.54323 , Var(tpp)=3.88175 , Mo (tpp)=391.20377
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F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=46.0062228 , Var(tpp)=0.0022451 , Mo (tpp)=46.051903
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.06055 , Var(tpp)=0.0002136 , Mo(tpp)=46.05952
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m=0.5 , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=46.093563 , Var(tpp)=1.86439 , Mo(tpp)=45.95077
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.31703 , Var(tpp)=1.9049 , Mo (tpp)=46.00407
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m=0.5 , beta=0.1 , sigma=0.001

F(infinito)=0.94128 , E(tpp)=15.14906 , Var(tpp)=0.84231 , Mo(tpp)=16.093987

F(infinito)=1 , E(tpp)=16.10244 , Var(tpp)=0.0017785 , Mo(tpp)=16.10007
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m=0.5 , beta=0.01,
F{(infinito)=0.999 , E(tpp)=394.97671 ,

sigma=0.01
Var(tpp)=476.078505 , Mo (tpp)=388.084838

F(infinito)=1 , E(tpp)=397.54248 , Var(tpp)=447.26412 , Mo(tpp)=387.64485
350 400 450
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m=0.5, beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.93377 , E(tpp)=42.9994 , Var(tpp)=8.70277 , Mo (tpp)=46.049726
F(infinito)=1, E(tpp)=46.077164 , Var(tpp)=0.019074 , Mo(tpp)=46.065685
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tpp

m=0.5, beta=0.1 , sigma=0.0001

F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=16.079535 , Var(tpp)=0.00023574 , Mo(tpp)=16.094406
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m=0.5 , beta=0.1 , sigma=0.01

F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=16.093204 , Var(tpp)=0.16068 , Mo (tpp)=16.071486
F(infinito)=1, E(tpp)=16.14919 , Var(tpp)=0.16486 , Mo(ipp)=16.16493
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Caso 1 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.1, sigma=0.05
F{(infinito)=0.999 , E(tpp)=16.52902 , Var(tpp)=5.53946 , Mo(tpp)=15.61015

F(infinito)=1 , E(tpp)=16.98165 , Var(tpp)=5.73054 , Mo (tpp)=15.92942
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m=1., beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.87159 , E(tpp)=923.14854 , Var(tpp)=16158.089483 , Mo(tpp)=1059.11671
F(infinito)=1 , E(tpp)=1060.81687 , Var(tpp)=44.6615 , Mo(tpp)=1062.45871
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m=1. , beta=0.01, sigma=0.001
F(infinito)=0.94167 , E(tpp)=433.54956 , Var(tpp)=683.37638 , Mo (tpp)=460.47168

F(infinito)=1, E(tpp)=460.79429 , Var(tpp)=4.70288 , Mo (tpp)=461.10799
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m=1., beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=59.85557 , Var(tpp)=0.0037191 , Mo(tpp)=59.91479
F(infinito)=1 , E(tpp)=59.92448 , Var(tpp)=0.00025027 , Mo (tpp)=59.9229
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m=1. , beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99854 , E(tpp)=1058.12201 , Var(ipp)=2.80233 , Mo (tpp)=1059.66036

F(infinito)=1 , E(tpp)=1059.76066 , Var(tpp)=0.43989 , Mo (tpp)=1059.73771
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, beta=0.01 , sigma=0.0001
=460.067038 , Var(tpp)=0.2476 , Mo (tpp)=460.51573
E(tpp)=460.56932 , Var(tpp)=0.051281 , Mo(tpp)=460.53881
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tpp

=1., beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=465.034004 , Var(tpp)=581.11472 , Mo (tpp)=457.098514

F(infinito)=1 , E(tpp)=468.88483 , Var(tpp)=566.052471 , Mo (tpp)=462.58178
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0.0 9
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m=1. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.92784 , E(tpp)=55.58948 , Var(tpp)=17.36581 , Mo(tpp)=59.91324
F(infinito)=1 , E(tpp)=59.92725 , Var(tpp)=0.024875 , Mo(tpp)=59.95411
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Caso 1 (continuacion)

m=1., beta=0.05 , sigma=0.01 m=1. , beta=0.1, sigma=0.0001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=59.97077 , Var(tpp)=2.43834 , Mo (tpp)=59.79591 F(infinito)=0.99913 , E(tpp)=23.0059183 , Var(tpp)=0.00041929 , Mo (tpp)=23.025952
F(infinito)=1 , E(tpp)=60.20186 , Var(tpp)=2.33863 , Mo (tpp)=59.89864 F(infinito)=1, E(tpp)=23.030618 , Var(tpp)=2.4655e-005 , Mo(tpp)=23.031313
0.25 80 1
0.20
60
0.15
40
0.10
20 1
0.05
0.0 0
23.01 23.02 23.03 23.04
tpp tpp
, beta=0.1 , sigma=0.001 m=1. , beta=0.1 , sigma=0.01
F(infinito)=0.93973 , E(tpp)=21.63792 , Var(tpp)=1.8122 , Mo(tpp)=23.025542 F(infinito)=0.999 , E(tpp)=23.0242 , Var(tpp)=0.23054 , Mo(tpp)=23.00038286
F(infinito)=1, E(tpp)=23.029854 , Var(tpp)=0.0022375 , Mo (tpp)=23.027537 F(infinito)=1 , E(tpp)=23.094793 , Var(tpp)=0.25062 , Mo(tpp)=23.17882
8
0.8 1
6
0.6
“1 0.4 1
2 02
0 0.0 1
22,9 23.0 23.1 232 22 23 24
tpp tpp
, beta=0.1 , sigma=0.05 m=1. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99856 , E(tpp)=23.66079 , Var(tpp)=8.87151 , Mo (tpp)=22.46987 F(infinito)=0.99904 , E(tpp)=1.38496 , Var(tpp)=1.8331e-006 , Mo (tpp)=1.38629
F(infinito)=1 , E(tpp)=23.93065 , Var(tpp)=7.11913 , Mo (tpp)=23.24383 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38674 , Var(tpp)=5.7682e-008 , Mo(tpp)=1.3867
0.15 1500
0.10 1000
0.05 500
0.0 1 0 A d
20 25 30 35 1.3858 1.3860 1.3862 1.3864 1.3866 1.3868 1.3870
tpp tpp
m=1., beta=0.5 , sigma=0.001 m=1. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99855 , E(tpp)=1.38429 , Var(tpp)=9.5577e-006 , Mo(tpp)=1.38631 F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.38512 , Var(tpp)=0.00055034 , Mo (tpp)=1.38561
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.3872 , Var(tpp)=5.9231e-006 , Mo(tpp)=1.38716 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38846 , Var(tpp)=0.00053963 , Mo (tpp)=1.38549
150 1 15 4
100 ] 10 4
50 5
0 0
1.380 1.385 1.390 1.395 1.30 1.35 1.40 145

tpp tpp
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 1 (continuacion)

m=1. , beta=0.5 , sigma=0.05
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=1.39145 , Var(tpp)=0.014139 , Mo tpp)=1.36825
F(infinito)=1, E(tpp)=1.40936 , Var(tpp)=0.015054 , Mo(tpp)=1.36834

_—
> 4
14
0 ao
1.0 1.2 1.4 1.6 18
tpp

m=5. , beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99903 , E (tpp)=620.85846 , Var(tpp)=0.42381 , Mo (tpp)=621.46039
F(infinito)=1 , E(tpp)=621.53386 , Var(tpp)=0.064838 , Mo (tpp)=621.49851

620.0 620.5 621.0 621.5 622.0
tpp

m=5. , beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.5887 , E(tpp)=369.63503 , Var(tpp)=39787.64401 , Mo (tpp)=616.71042
F(infinito)=1, E(tpp)=632.085828 , Var(tpp)=913.91161 , Mo(tpp)=624.28202

0.014 4

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.0 1

tpp

m=5. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.93782 , E(tpp)=86.37745 , Var(tpp)=30.79478 , Mo (tpp)=92.10077
F(infinito)=1 , E(tpp)=92.12349 , Var(tpp)=0.039785 , Mo(tpp)=92.1291

2.0
15 1
1.0 9
0.5 1
0.0 9
915 92.0 s
tpp

0.5

0.0

0.0

20

0.0

m=1., beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=1.41332 , Var(tpp)=0.063534 , Mo (tpp)=1.32083
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.44681 , Var(tpp)=0.06261 , Mo(tpp)=1.34353

tpp

m=5. , beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.83611 , E(tpp)=519.649 , Var(tpp)=8679.5754 , Mo (tpp)=621.40034
F(infinito)=1 , E(tpp)=621.81494 , Var(tpp)=6.68656 , Mo (tpp)=621.86481

615 620 625 630
tpp

m=5. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=92.013044 , Var(tpp)=0.008513 , Mo(tpp)=92.10361
F(infinito)=1 , E(tpp)=92.11172 , Var(tpp)=0.00040528 , Mo (tpp)=92.11409

92.05 92.10 92.15
tpp

m=5. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=92.19109 , Var(tpp)=3.79301 , Mo (tpp)=91.95391
F(infinito)=1 , E(tpp)=92.41014 , Var(tpp)=3.91193 , Mo(tpp)=92.13185
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Caso 1 (continuacion)

60

50

40

30

20

0.6
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0.1

0.0

80

60

40

20

05

0.0

m=5. , beta=0.1, sigma=0.0001

F(infinito)=0.99906 , E (tpp)=39.083423 , Var(tpp)=0.001391 , Mo(tpp)=39.12026

F(infinito)=1, E(tpp)=39.12244 , Var(tpp)=4.2337e-005 , Mo (tpp)=39.12184
39.09 39.10 39.11 39.12 39.13 39.14
tpp
m=5. , beta=0.1, sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=39.11824 , Var(tpp)=0.39442 , Mo (tpp)=39.086232
F(infinito)=1 , E(tpp)=39.21948 , Var(tpp)=0.39556 , Mo (tpp)=39.10893

37

tpp

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99855 , E(tpp)=4.59851 , Var(tpp)=6.2777e-005 , Mo(tpp)=4.60514
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60597 , Var(tpp)=1.9917e-005 , Mo (tpp)=4.60637

/k

tpp

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.05
E(tpp)=4.62334 , Var(tpp)=0.04841 , Mo(tpp)=4.58017
E(tpp)=4.65061 , Var(tpp)=0.049247 , Mo(tpp)=4.60961

F(infinito)=0.99901 ,
F(infinito)=1 ,

AN

tpp

m=5. , beta=0.1, sigma=0.001
F(infinito)=0.97997 , E(tpp)=38.33699 , Var(tpp)=0.60552 , Mo(tpp)=39.11988

F(infinito)=1 , E(tpp)=39.13502 , Var(tpp)=0.0042024 , Mo(tpp)=39.12655
38.8 39.0 39.2 39.4

tpp

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.0001

F(infinito)=0.99919 , E(tpp)=4.60145 , Var(tpp)=1.3971e-005 , Mo tpp)=4.60519

F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60607 , Var(tpp)=2.0949e-007 , Mo(tpp)=4.60606
4.6045 4.6050 4.6055 4.6060 4.6065
tpp

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=4.60141 , Var(tpp)=0.0018447 , Mo (tpp)=4.60396

F(infinito)=1, E(tpp)=4.60963 , Var(tpp)=0.0018705 , Mo (tpp)=4.60504

AN

445 4.50 4.55 4.60 4.65 4.70 4.75
tpp

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=4.70354 , Var(tpp)=0.25254 , Mo (tpp)=4.51288

F(infinito)=1 , E(tpp)=4.7817 , Var(tpp)=0.24647 , Mo(tpp)=4.67326
4 5 6 7

tpp



Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 1 (continuacion)

m=5. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=1.60809 , Var(tpp)=1.8389e-006 , Mo(tpp)=1.60944
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.60967 , Var(tpp)=1.7168e-008 , Mo (tpp)=1.60968

m=5. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99903 , E(tpp)=1.60787 , Var(tpp)=4.0485e-006 , Mo (tpp)=1.60943

F(infinito)=1, E(tpp)=1.60991 , Var(tpp)=1.6734e-006 , Mo(tpp)=1.61011

F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=1.60798 , Var(tpp)=0.00016167 , Mo(tpp)=1.60917
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.61193 , Var(tpp)=0.0001733 , Mo(tpp)=1.61142

30 4

25

20

1.56 1.58 1.60 1.62 1.64
tpp

m=5. , beta=1. , sigma=0.1
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=1.6241 , Var(tpp)=0.017658 , Mo (tpp)=1.58773
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.64222 , Var(tpp)=0.018093 , Mo(tpp)=1.59156

3.0 1

25 4

2.0 4

0.5

0.0 19 il

tpp

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.001
F{(infinito)=0.95167 , E(tpp)=100.84631 , Var(tpp)=25.0034566 , Mo (tpp)=105.96428
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.011144 , Var(tpp)=0.044837 , Mo (tpp)=105.98206

20

3000 300 1
2500 250
2000 200
1500 1 150
1000 100 1
500 50
0 0

1.6092 1.6094 1.6096 1.6098 1.606 1.608 1610 1612

tpp tpp
m=5. , beta=1. , sigma=0.01 m=5. , beta=1. , sigma=0.05

F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.61166 , Var(tpp)=0.0040712 , Mo(tpp)=1.60395
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.62263 , Var(tpp)=0.0040799 , Mo(tpp)=1.6157

tpp

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=105.86601 , Var(tpp)=0.010469 , Mo(tpp)=105.9665
F(infinito)=1 , E(tpp)=105.97502 , Var(tpp)=0.00050969 , Mo (tpp)=105.97559

105.90 105.95 106.00

tpp

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=106.068766 , Var(tpp)=4.38699 , Mo(tpp)=105.8009
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.43463 , Var(tpp)=4.606 , Mo (tpp)=105.70843

0.20
157 0.15
1.0 0.10
05 0.05 1
0.0 0.0 7
105.5 106.0 106.5 100 105 110
tpp tpp
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Caso 1 (continuacion)
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80
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0.0

m=10. , beta=0.1 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=46.00634 , Var(tpp)=0.0020996 , Mo (tpp)=46.051803

F(infinito)=1 , E(tpp)=46.056401 , Var(tpp)=4.8062e-005 , Mo (tpp)=46.057314
46.02 46.03 46.04 46.05 46.06 46.07
tpp
m=10. , beta=0.1, sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=46.049527 , Var(tpp)=0.4657 , Mo (tpp)=46.013658
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.17157 , Var(tpp)=0.50897 , Mo (tpp)=46.16928
44 45 46 47 48
tpp
m=10. , beta=0.5 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99855 , E(tpp)=5.9828 , Var(tpp)=9.907e-005 , Mo(tpp)=5.99143
F(infinito)=1, E(tpp)=5.99221 , Var(tpp)=2.7032e-005 , Mo (tpp)=5.99237
5.97 5.9 5.99

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.05
F{(infinito)=0.999 , E(tpp)=6.015378 , Var(tpp)=0.063812 , Mo (tpp)=5.96284

F(infinito)=1 , E(tpp)=6.044283 , Var(tpp)=0.068191 , Mo(tpp)=5.95617

/\

tpp

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

m=10. , beta=0.1 , sigma=0.001

F(infinito)=0.97996 , E(tpp)=45.12908 , Var(tpp)=0.83941 , Mo(tpp)=46.051414

F(infinito)=1 , E(tpp)=46.069004 , Var(tpp)=0.0050435 , Mo(tpp)=46.078668
45.5 45 9 46 0 46 1 46 2 46 3

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99914 , E(tpp)=5.98632 , Var(tpp)=2.6672e-005 , Mo (tpp)=5.99146
E(tpp)=5.99196 , Var(tpp)=2.9537e-007 , Mo(tpp)=5.99196

F(infinito)=1 ,

/AN

5.993

5.990 5. 991 5.992

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=5.98658 , Var(tpp)=0.0024092 , Mo (tpp)=5.99019

F(infinito)=1 , E(tpp)=5.99939 , Var(tpp)=0.0024737 , Mo (tpp)=6.0019531

AN

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.9988 , E(tpp)=6.12268 , Var(tpp)=0.36222 , Mo (tpp)=5.89077

F(infinito)=1 , E(tpp)=6.18319 , Var(tpp)=0.32793 , Mo(tpp)=5.97305

JANE

tpp
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Caso 1 (continuacion)

m=10. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=2.30033 , Var(tpp)=5.0938e-006 , Mo(tpp)=2.3026
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30304 , Var(tpp)=2.5379e-008 , Mo (tpp)=2.30307

2500 7]

2000 ]

1500

1000

500

0 © ®

2.3024 2.3026 2.3028 2.3030

tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.01
F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=2.3005 , Var(tpp)=0.00023292 , Mo(tpp)=2.30227
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.3057 , Var(tpp)=0.00025237 , Mo(tpp)=2.30504

25

20

224 2.26 2.28 2.30 232 2.34
tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.1
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=2.32397 , Var(tpp)=0.026012 , Mo (tpp)=2.27767
F(infinito)=1, E(tpp)=2.34509 , Var(tpp)=0.025819 , Mo(tpp)=2.2724

25 4

0.0 1 -

50

m=10. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99903 , E(tpp)=2.30036 , Var(tpp)=7.2103e-006 , Mo (tpp)=2.30257
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30306 , Var(tpp)=2.4866e-006 , Mo(tpp)=2.30301

2.296 2.298 2.300 2.302 2.304 2.306
tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.05
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=2.30582 , Var(tpp)=0.005861 , Mo (tpp)=2.29603
F(infinito)=1, E(tpp)=2.31898 , Var(tpp)=0.0054337 , Mo (tpp)=2.31033

24 22 2.3 24 25 26
tpp
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Caso 2

m=0.1, beta=0.001 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=4601.49354 , Var(tpp)=59.32129 , Mo(tpp)-4604.85141
F(infinito)=1, E(tpp)=4606.12077 , Var(tpp)=49.14544 , Mo (tpp)=4604.83089

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

>

0.0 4

4580 4590 4600 4610 4620
tpp

m=0.1, beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=598.64494 , Var(tpp)=0.48839 , Mo (tpp)=599.12954
F(infinito)=1 , E(tpp)=599.24068 , Var(tpp)=0.26033 , Mo (tpp)=599.16207

0.8 1
0.6
0.4
0.2 1
0.0 1 L

m=0.1 , beta=0.005 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99722 , E(tpp)=611.31071 , Var(tpp)=3618.79402 , Mo (tpp)=588.72736
F(infinito)=1, E(tpp)=623.53013 , Var(tpp)=3187.583 , Mo (tpp)=610.64373

0.008 9
0.006
0.004 9
0.002 9
0.0 1
500 600 700 800 900
tpp

m=0.1, beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=230.083072 , Var(tpp)=2.31987 , Mo (tpp)=230.19075
F(infinito)=1, E(tpp)=230.4796 , Var(tpp)=2.59425 , Mo (tpp)=230.53176

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

>

0.0

224 226 228 230 232 234
tpp

m=0.1 , beta=0.001 , sigma=0.001

F(infinito)=0.999 , E(tpp)=4605.044649 , Var(tpp)=4676.75725 , Mo(tpp)=4600.97583

0.006

0.005

0.003

0.002

0.001

0.0

F(infinito)=1 , E(tpp)=4619.57469 , Var(tpp)=4841.39532 , Mo(tpp)=4613.79123

4400 4500 4600 4700 4800
tpp

m=0.1 , beta=0.005 , sigma=0.001

F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=598.68382 , Var(tpp)=24.092707 , Mo(tpp)=598.94886

0.04

0.0

F(infinito)=1 , E(tpp)=599.85752 , Var(tpp)=25.080979 , Mo(tpp)=600.92864

580 590 600 610
tpp

m=0.1 , beta=0.01 , sigma=0.0001

F(infinito)=0.99922 , E(tpp)=230.078482 , Var(tpp)=0.055132 , Mo(tpp)=230.25722

25

2.0

0.5

0.0

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

0.0

F(infinito)=1 , E(tpp)=230.30822 , Var(tpp)=0.02669 , Mo (tpp)=230.30215

AN

229.6 229.8 230.0 230.2 230.4 230.6
tpp

m=0.1, beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=232.47978 , Var(tpp)=267.75575 , Mo (tpp)=227.76681
F(infinito)=1 , E(tpp)=234.58566 , Var(tpp)=257.30373 , Mo(tpp)=228.64048

VAN

tpp
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Caso 2 (continuacion)

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.0001 m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99931 , E(tpp)=13.85338 , Var(tpp)=0.00014609 , Mo(tpp)=13.86381 F(infinito)=0.99913 , E(tpp)=13.85097 , Var(tpp)=0.0056339 , Mo(tpp)=13.86559
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.86724 , Var(tpp)=6.1357e-005 , Mo(tpp)=13.86717 F(infinito)=1 , E(tpp)=13.87568 , Var(tpp)=0.0057775 , Mo(tpp)=13.87898
50 5
40 41
30 3
20 2
10 1 i
0 0
13. 1355 13 86 13 87 13 88 13.6 13.7 13.8 13.9 14.0 141
tpp tpp
m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.01 m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9991 , E(tpp)=13.87643 , Var(tpp)=0.55681 , Mo(tpp)=13.78841 F(infinito)=0.99921 , E(tpp)=6209.7333 , Var(tpp)=85.80666 , Mo (tpp)=6214.39805
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.98991 , Var(tpp)=0.5856 , Mo (tpp)=13.92024 F(infinito)=1 , E(tpp)=6215.94635 , Var(tpp)=65.6369 , Mo(tpp)=6215.44674
0.05
05
0.04 9
0.4 1
0.03 1
0.3
02 0.02 1
0.1 0.01 7
0.0 0.0 1 @
6180 6190 6200 6210 6220 6230 6240
tpp tpp
m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.001 m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9681 , E(tpp)=6022.30221 , Var(tpp)=44271.55961 , Mo (tpp)=6207.78661 F(infinito)=0.99929 , E(tpp)=920.38325 , Var(tpp)=0.78894 , Mo(tpp)=921.051867
F(infinito)=1 , E(tpp)=6231.42382 , Var(tpp)=6265.53795 , Mo(tpp)=6227.45245 F(infinito)=1 , E(tpp)=921.19644 , Var(tpp)=0.38911 , Mo(tpp)=921.13828
0.005
0.6 1
0.004
0.003 041
0.002
0.2 1
0.001
0.0 1 0.0 1 o q
6000 6100 6200 6300 6500 919 920 921 922 923
tpp tpp
m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.001 m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99914 , E(tpp)=920.41252 , Var(tpp)=37.23745 , Mo(tpp)=920.7156 F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=390.88849 , Var(tpp)=0.13705 , Mo(tpp)=391.20817
F(infinito)=1 , E(tpp)=921.92768 , Var(tpp)=38.21344 , Mo(tpp)=922.089053 F(infinito)=1, E(tpp)=391.24851 , Var(tpp)=0.043078 , Mo(tpp)=391.24822
2.0 A
0.06
159
0.04
1.0 9
0.02
0.5 1
0.0 0.0 7 L
390.5 391.0 3915

tpp tpp
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Caso 2 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.001 m=0.5 , beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.99918 , E(tpp)=390.91595 , Var(tpp)=3.98327 , Mo (tpp)=391.18913 F(infinito)=0.99853 , E(tpp)=394.9036 , Var(tpp)=492.55333 , Mo (tpp)=387.99484
F(infinito)=1, E(tpp)=391.54323 , Var(tpp)=3.88175 , Mo (tpp)=391.20377 F(infinito)=1 , E(tpp)=397.54248 , Var(tpp)=447.26412 , Mo(tpp)=387.64485
0.20 0.020
0.15 7 0.015 1
0.10 0.010 1
0.05 0.005
0.0 0.0 1 @
98 350 400 450
tpp tpp
m=0.5 , beta=0.05 , sigma=0.0001 m=0.5, beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99961 , E(tpp)=46.033908 , Var(tpp)=0.00049943 , Mo (tpp)=46.051443 F(infinito)=0.99923 , E(tpp)=46.016633 , Var(tpp)=0.019521 , Mo (tpp)=46.044926
F(infinito)=1, E(tpp)=46.06055 , Var(tpp)=0.0002136 , Mo(tpp)=46.05952 F(infinito)=1, E(tpp)=46.077164 , Var(tpp)=0.019074 , Mo(tpp)=46.065685
30 3.0 1
25 2.5 4
20 2.0 1
15 151
10 1.0 1
5 0.5 1
0 0.0 1 o®
45.98 46.00 46.02 46.04 46.06 46.05 46.10 45.6 45.8 46.0 46.2 46.4
tpp tpp
m=0.5, beta=0.05 , sigma=0.01 m=0.5, beta=0.1, sigma=0.0001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=46.098987 , Var(tpp)=1.87631 , Mo (tpp)=45.97627 F(infinito)=0.99939 , E(tpp)=16.084506 , Var(tpp)=0.00011326 , Mo(tpp)=16.094166
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.31703 , Var(tpp)=1.9049 , Mo (tpp)=46.00407 F(infinito)=1 , E(tpp)=16.096596 , Var(tpp)=1.6547e-005 , Mo (tpp)=16.096014
0.30 100 4
0.25
80 ]
0.20
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40
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0.05 207
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42 44 46 48 50 16.080 16.085 16.090 16.095 16.100 16.105
tpp tpp
m=0.5, beta=0.1 , sigma=0.001 m=0.5 , beta=0.1 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=16.079125 , Var(tpp)=0.0018251 , Mo (tpp)=16.094337 F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=16.094941 , Var(tpp)=0.16126 , Mo (tpp)=16.066286
F(infinito)=1 , E(tpp)=16.10244 , Var(tpp)=0.0017785 , Mo(tpp)=16.10007 F(infinito)=1 , E(tpp)=16.14319 , Var(tpp)=0.16486 , Mo(tpp)=16.16493
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 2 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.1, sigma=0.05
F(infinito)=0.99822 , E(tpp)=16.52323 , Var(tpp)=5.67452 , Mo (tpp)=15.58215

F(infinito)=1 , E(tpp)=16.98165 , Var(tpp)=5.73054 , Mo (tpp)=15.92942
0.20 7

0.15 9

0.10

0.05 9

0.0 1 D

15 20 25
tpp

m=1., beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.9986 , E(tpp)=1058.38173 , Var(tpp)=44.70551 , Mo(tpp)=1059.38071

F(infinito)=1 , E(tpp)=1060.81687 , Var(tpp)=44.6615 , Mo(tpp)=1062.45871
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tpp
m=1. , beta=0.01, sigma=0.001
F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=460.13681 , Var(tpp)=4.74508 , Mo (tpp)=460.45668
F(infinito)=1 , E(tpp)=460.79429 , Var(tpp)=4.70288 , Mo (tpp)=461.10799
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tpp
m=1., beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99919 , E(tpp)=59.86619 , Var(tpp)=0.0025805 , Mo(tpp)=59.91295
F(infinito)=1, E(tpp)=59.92448 , Var(tpp)=0.00025027 , Mo (tpp)=59.9229
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m=1. , beta=0.005 , sigma=0.0001

F(infinito)=0.99912 , E(tpp)=1058.73551 , Var(tpp)=1.28023 , Mo (tpp)=1059.64656

F(infinito)=1 , E(tpp)=1059.76066 , Var(tpp)=0.43989 , Mo (tpp)=1059.73771
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, beta=0.01 , sigma=0.0001
F{(infinito)=0.9993 , E(tpp)=460.19478 , Var(tpp)=0.14938 , Mo(tpp)=460.51573
F(infinito)=1 , E(tpp)=460.56932 , Var(tpp)=0.051281 , Mo(tpp)=460.53881
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, beta=0.01 , sigma=0.01

F(infinito)=0.99829 , E(tpp)=464.8252 , Var(tpp)=601.24851 , Mo (tpp)=457.49851

0.015 1

0.010 1

0.005 4

0.0 9
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m=1. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=59.86753 , Var(tpp)=0.026032 , Mo(tpp)=59.90844
F(infinito)=1 , E(tpp)=59.92725 , Var(tpp)=0.024875 , Mo(tpp)=59.95411
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Caso 2 (continuacion)

m=1., beta=0.05 , sigma=0.01 m=1. , beta=0.1, sigma=0.0001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=59.97672 , Var(tpp)=2.45597 , Mo (tpp)=59.78601 F(infinito)=0.99955 , E(tpp)=23.015384 , Var(tpp)=0.00013229 , Mo(tpp)=23.025722
F(infinito)=1 , E(tpp)=60.20186 , Var(tpp)=2.33863 , Mo (tpp)=59.89864 F(infinito)=1, E(tpp)=23.030618 , Var(tpp)=2.4655e-005 , Mo(tpp)=23.031313
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40
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56 58 60 62 66 23.01 23.02 23.03 23.04
tpp tpp
, beta=0.1 , sigma=0.001 m=1. , beta=0.1 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=23.0047338 , Var(tpp)=0.0027268 , Mo (tpp)=23.026592 F(infinito)=0.99904 , E(tpp)=23.025683 , Var(tpp)=0.23138 , Mo (tpp)=23.012783
F(infinito)=1, E(tpp)=23.029854 , Var(tpp)=0.0022375 , Mo (tpp)=23.027537 F(infinito)=1 , E(tpp)=23.094793 , Var(tpp)=0.25062 , Mo(tpp)=23.17882
8 0.8 7
6 0.6
4 0.4 1
2 02
0 0.0 1
229 23.0 23.1 22 23 24
tpp tpp
, beta=0.1 , sigma=0.05 m=1. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99712 , E(tpp)=23.62691 , Var(tpp)=8.86124 , Mo (tpp)=22.41887 F(infinito)=1.0008 , E(tpp)=1.38739 , Var(tpp)=1.2441e-006 , Mo (tpp)=1.38638
F(infinito)=1 , E(tpp)=23.93065 , Var(tpp)=7.11913 , Mo (tpp)=23.24383 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38674 , Var(tpp)=5.7682e-008 , Mo(tpp)=1.3867
0.15 1500
0.10 1000
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tpp tpp
m=1., beta=0.5 , sigma=0.001 m=1. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99939 , E(tpp)=1.38544 , Var(tpp)=6.2211e-006 , Mo(tpp)=1.38613 F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=1.38525 , Var(tpp)=0.00055088 , Mo (tpp)=1.38545
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.3872 , Var(tpp)=5.9231e-006 , Mo(tpp)=1.38716 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38846 , Var(tpp)=0.00053963 , Mo (tpp)=1.38549
150 1 15 4
100 ] 10 4
50 5 4
0 0
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Caso 2 (continuacion)

m=1., beta=0.5 , sigma=0.05 m=1., beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=1.39172 , Var(tpp)=0.014222 , Mo (tpp)=1.36751 F(infinito)=0.999 , E(tpp)=1.41417 , Var(tpp)=0.064725 , Mo tpp)=1.32883
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.40936 , Var(tpp)=0.015054 , Mo(tpp)=1.36834 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.44681 , Var(tpp)=0.06261 , Mo(tpp)=1.34353
7 1.5
27 1.0
1 0.5 1
0 WO 0.0 1
1.0 12 14 16 18
tpp tpp
m=5. , beta=0.01 , sigma=0.0001 m=5. , beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99934 , E(tpp)=621.049551 , Var(tpp)=0.23078 , Mo (tpp)=621.46039 F(infinito)=0.99913 , E(tpp)=620.98352 , Var(tpp)=6.46905 , Mo (tpp)=621.36634
F(infinito)=1 , E(tpp)=621.53386 , Var(tpp)=0.064838 , Mo (tpp)=621.49851 F(infinito)=1, E(tpp)=621.81494 , Var(tpp)=6.68656 , Mo (tpp)=621.86481
15 1 0.15
1.0 1 0.10
05 0.05
0.0 @0 ® 0.0 1
620.5 621.0 6215 622.0 630
tpp tpp
m=5. , beta=0.01, sigma=0.01 m=5. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.81112 , E(tpp)=508.030497 , Var(tpp)=12012.78895 , Mo(tpp)=615.26042 F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=92.012933 , Var(tpp)=0.008533 , Mo(tpp)=92.10315
F(infinito)=1, E(tpp)=632.085828 , Var(tpp)=913.91161 , Mo(tpp)=624.28202 F(infinito)=1, E(tpp)=92.11172 , Var(tpp)=0.00040528 , Mo (tpp)=92.11409
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tpp tpp
m=5. , beta=0.05 , sigma=0.001 m=5. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=92.031353 , Var(tpp)=0.041877 , Mo (tpp)=92.10637 F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=92.20012 , Var(tpp)=3.8267 , Mo (tpp)=91.90591
F(infinito)=1 , E(tpp)=92.12349 , Var(tpp)=0.039785 , Mo(tpp)=92.1291 F(infinito)=1 , E(tpp)=92.41014 , Var(tpp)=3.91193 , Mo(tpp)=92.13185
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Caso 2 (continuacion)

m=5. , beta=0.1 , sigma=0.0001 m=5. , beta=0.1 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99937 , E(tpp)=39.095412 , Var(tpp)=0.00065385 , Mo(tpp)=39.12002 F(infinito)=0.99921 , E(tpp)=39.089456 , Var(tpp)=0.0048352 , Mo(tpp)=39.11756
F(infinito)=1 , E(tpp)=39.12244 , Var(tpp)=4.2337e-005 , Mo(tpp)=39.12184 F(infinito)=1 , E(tpp)=39.13502 , Var(tpp)=0.0042024 , Mo(tpp)=39.12655
60 6
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20 2
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0 0 4 q
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tpp tpp
m=5. , beta=0.1 , sigma=0.01 m=5. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=39.12097 , Var(tpp)=0.39611 , Mo(tpp)=39.086232 F(infinito)=1.0079 , E(tpp)=4.64147 , Var(tpp)=0.0013287 , Mo(tpp)=4.60514
F(infinito)=1 , E(tpp)=39.21948 , Var(tpp)=0.39556 , Mo (tpp)=39.10893 F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60607 , Var(tpp)=2.0949e-007 , Mo(tpp)=4.60606
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m=5. , beta=0.5 , sigma=0.001 m=5. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99929 , E(tpp)=4.60192 , Var(tpp)=2.8806e-005 , Mo(tpp)=4.60514 F(infinito)=0.99911 , E(tpp)=4.60185 , Var(tpp)=0.0018443 , Mo (tpp)=4.60396
F(infinito)=1, E(tpp)=4.60597 , Var(tpp)=1.9917e-005 , Mo (tpp)=4.60637 F(infinito)=1, E(tpp)=4.60963 , Var(tpp)=0.0018705 , Mo (tpp)=4.60504
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tpp tpp
m=5. , beta=0.5 , sigma=0.05 m=5. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=4.62402 , Var(tpp)=0.048019 , Mo (tpp)=4.57737 F(infinito)=0.99806 , E(tpp)=4.70074 , Var(tpp)=0.25887 , Mo(tpp)=4.50388
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.65061 , Var(tpp)=0.049247 , Mo(tpp)=4.60961 F(infinito)=1 , E(tpp)=4.7817 , Var(tpp)=0.24647 , Mo(tpp)=4.67326
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 2 (continuacion)

m=5. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=1.0023 , E(tpp)=1.6131 , Var(tpp)=1.3489e-005 , Mo(tpp)=1.60942
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.60967 , Var(tpp)=1.7168e-008 , Mo (tpp)=1.60968
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m=5. , beta=1. , sigma=0.01
F(infinito)=0.99915 , E(tpp)=1.60819 , Var(tpp)=0.00016135 , Mo(tpp)=1.60944
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.61193 , Var(tpp)=0.0001733 , Mo(tpp)=1.61142
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tpp

m=5. , beta=1. , sigma=0.1
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.62462 , Var(tpp)=0.017979 , Mo (tpp)=1.58937
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.64222 , Var(tpp)=0.018093 , Mo(tpp)=1.59156
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m=10. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99919 , E(tpp)=105.88201 , Var(tpp)=0.049358 , Mo (tpp)=105.95788
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.011144 , Var(tpp)=0.044837 , Mo(tpp)=105.98206
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m=5. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=1.60797 , Var(tpp)=3.7406e-006 , Mo(tpp)=1.6095
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.60991 , Var(tpp)=1.6734e-006 , Mo(tpp)=1.61011
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m=5. , beta=1. , sigma=0.05
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.61176 , Var(tpp)=0.0040929 , Mo (tpp)=1.60555
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.62263 , Var(tpp)=0.0040799 , Mo(tpp)=1.6157

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99945 , E(tpp)=105.90771 , Var(tpp)=0.0038554 , Mo(tpp)=105.96466
F(infinito)=1 , E(tpp)=105.97502 , Var(tpp)=0.00050969 , Mo (tpp)=105.97559
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m=10. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=106.074039 , Var(tpp)=4.42675 , Mo(tpp)=105.8009
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.43463 , Var(tpp)=4.606 , Mo (tpp)=105.70843
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Caso 2 (continuacion)

m=10. , beta=0.1 , sigma=0.0001 m=10. , beta=0.1 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99961 , E(tpp)=46.033964 , Var(tpp)=0.00036017 , Mo (tpp)=46.051573 F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=46.014935 , Var(tpp)=0.0059321 , Mo (tpp)=46.048514
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.056401 , Var(tpp)=4.8062e-005 , Mo (tpp)=46.057314 F(infinito)=1 , E(tpp)=46.069004 , Var(tpp)=0.0050435 , Mo(tpp)=46.078668
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tpp tpp
m=10. , beta=0.1, sigma=0.01 m=10. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=46.054044 , Var(tpp)=0.46786 , Mo (tpp)=46.026858 F(infinito)=0.99973 , E(tpp)=5.98982 , Var(tpp)=2.926e-006 , Mo (tpp)=5.99155
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.17157 , Var(tpp)=0.50897 , Mo (tpp)=46.16928 F(infinito)=1 , E(tpp)=5.99196 , Var(tpp)=2.9537e-007 , Mo(tpp)=5.99196
0.6 800 4
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600
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tpp tpp
m=10. , beta=0.5 , sigma=0.001 m=10. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=5.98645 , Var(tpp)=4.8839e-005 , Mo(tpp)=5.9913 F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=5.98684 , Var(tpp)=0.0024093 , Mo (tpp)=5.98949
F(infinito)=1, E(tpp)=5.99221 , Var(tpp)=2.7032e-005 , Mo (tpp)=5.99237 F(infinito)=1 , E(tpp)=5.99939 , Var(tpp)=0.0024737 , Mo (tpp)=6.0019531
80 8
60 6 ]
40 4
20 2
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5.97
tpp tpp
m=10. , beta=0.5 , sigma=0.05 m=10. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=6.016309 , Var(tpp)=0.06476 , Mo (tpp)=5.96884 F(infinito)=0.99722 , E(tpp)=6.11311 , Var(tpp)=0.36188 , Mo(tpp)=5.88727
F(infinito)=1 , E(tpp)=6.044283 , Var(tpp)=0.068191 , Mo(tpp)=5.95617 F(infinito)=1 , E(tpp)=6.18319 , Var(tpp)=0.32793 , Mo(tpp)=5.97305
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 2 (continuacion)

m=10. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=1.077 , E(tpp)=2.47977 , Var(tpp)=0.033812 , Mo (tpp)=2.30257
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30304 , Var(tpp)=2.5379e-008 , Mo (tpp)=2.30307
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m=10. , beta=1. , sigma=0.01
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=2.30083 , Var(tpp)=0.00023199 , Mo(tpp)=2.30191
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.3057 , Var(tpp)=0.00025237 , Mo(tpp)=2.30504
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F(infinito)=0.999 , E(tpp)=2.3248 , Var(tpp)=0.026776 , Mo (tpp)=2.27767
F(infinito)=1, E(tpp)=2.34509 , Var(tpp)=0.025819 , Mo(tpp)=2.2724
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m=10. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99922 , E(tpp)=2.30078 , Var(tpp)=5.5132e-006 , Mo (tpp)=2.30257
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30306 , Var(tpp)=2.4866e-006 , Mo(tpp)=2.30301
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Caso 3

m=0.1, beta=0.001 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=4601.49354 , Var(tpp)=59.32129 , Mo(tpp)-4604.85141
F(infinito)=1, E(tpp)=4606.12077 , Var(tpp)=49.14544 , Mo (tpp)=4604.83089

0.06

0.05
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0.02

0.01

>

0.0 4

4580 4590 4600 4610 4620
tpp

m=0.1, beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=598.64494 , Var(tpp)=0.48839 , Mo (tpp)=599.12954
F(infinito)=1 , E(tpp)=599.24068 , Var(tpp)=0.26033 , Mo (tpp)=599.16207

0.8 1
0.6
0.4
0.2 1
0.0 1 L

m=0.1 , beta=0.005 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99722 , E(tpp)=611.31071 , Var(tpp)=3618.79402 , Mo (tpp)=588.72736
F(infinito)=1, E(tpp)=623.53013 , Var(tpp)=3187.583 , Mo (tpp)=610.64373
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m=0.1, beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=230.083072 , Var(tpp)=2.31987 , Mo (tpp)=230.19075
F(infinito)=1, E(tpp)=230.4796 , Var(tpp)=2.59425 , Mo (tpp)=230.53176
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tpp

m=0.1, beta=0.001, sigma=0.001
F{(infinito)=0.999 , E(tpp)=4605.044649 , Var(tpp)=4676.75725 , Mo(tpp)=4600.97583
F(infinito)=1, E(tpp)=4619.57469 , Var(tpp)=4841.39532 , Mo(tpp)=4613.79123
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tpp

m=0.1 , beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=598.68382 , Var(tpp)=24.092707 , Mo(tpp)=598.94886
F(infinito)=1 , E(tpp)=599.85752 , Var(tpp)=25.080979 , Mo(tpp)=600.92864
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tpp

m=0.1, beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=230.041876 , Var(tpp)=0.069551 , Mo(tpp)=230.25452
F(infinito)=1 , E(tpp)=230.30822 , Var(tpp)=0.02669 , Mo (tpp)=230.30215
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tpp

m=0.1, beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=232.47978 , Var(tpp)=267.75575 , Mo (tpp)=227.76681
F(infinito)=1 , E(tpp)=234.58566 , Var(tpp)=257.30373 , Mo(tpp)=228.64048
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Caso 3 (continuacion)

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99915 , E(tpp)=13.85117 , Var(tpp)=0.00019298 , Mo(tpp)=13.86289
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.86724 , Var(tpp)=6.1357e-005 , Mo(tpp)=13.86717

50 1
40
30 9
20 1
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o

13.54 13.55 13.56 13.57 13.55

tpp

m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.9991 , E(tpp)=13.87643 , Var(tpp)=0.55681 , Mo(tpp)=13.78841
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.98991 , Var(tpp)=0.5856 , Mo (tpp)=13.92024

0.5
0.4
0.3
0.2 1
0.1
0.0 1

tpp

m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.001
F(infinito)=0.9681 , E(tpp)=6022.30221 , Var(tpp)=44271.55961 , Mo (tpp)=6207.78661
F(infinito)=1 , E(tpp)=6231.42382 , Var(tpp)=6265.53795 , Mo(tpp)=6227.45245

0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

0.0 1

6000 6100 6200 6300 6500

tpp

m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99914 , E(tpp)=920.41252 , Var(tpp)=37.23745 , Mo(tpp)=920.7156
F(infinito)=1 , E(tpp)=921.92768 , Var(tpp)=38.21344 , Mo(tpp)=922.089053
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m=0.1, beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99913 , E(tpp)=13.85097 , Var(tpp)=0.0056339 , Mo(tpp)=13.86559
F(infinito)=1 , E(tpp)=13.87568 , Var(tpp)=0.0057775 , Mo(tpp)=13.87898
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m=0.5 , beta=0.001 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99921 , E(tpp)=6209.7333 , Var(tpp)=85.80666 , Mo (tpp)=6214.39805
F(infinito)=1 , E(tpp)=6215.94635 , Var(tpp)=65.6369 , Mo (tpp)=6215.44674
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m=0.5 , beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99929 , E(tpp)=920.38325 , Var(tpp)=0.78894 , Mo(tpp)=921.051867
F(infinito)=1 , E(tpp)=921.19644 , Var(tpp)=0.38911 , Mo (tpp)=921.13828
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m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.0001
F{(infinito)=0.9992 , E(tpp)=390.88849 , Var(tpp)=0.13705 , Mo(tpp)=391.20817
F(infinito)=1 , E(tpp)=391.24851 , Var(tpp)=0.043078 , Mo(tpp)=391.24822
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Caso 3 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.01 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99918 , E(tpp)=390.91595 , Var(tpp)=3.98327 , Mo (tpp)=391.18913
F(infinito)=1, E(tpp)=391.54323 , Var(tpp)=3.88175 , Mo (tpp)=391.20377
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tpp

m=0.5 , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=46.0062225 , Var(tpp)=0.0022452 , Mo (tpp)=46.051443
F(infinito)=1, E(tpp)=46.06055 , Var(tpp)=0.0002136 , Mo(tpp)=46.05952
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m=0.5 , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=46.098987 , Var(tpp)=1.87631 , Mo (tpp)=45.97627
F(infinito)=1 , E(tpp)=46.31703 , Var(tpp)=1.9049 , Mo (tpp)=46.00407
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m=0.5 , beta=0.1 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=16.079125 , Var(tpp)=0.0018251 , Mo (tpp)=16.094337
F(infinito)=1 , E(tpp)=16.10244 , Var(tpp)=0.0017785 , Mo(tpp)=16.10007

15.90 15.95 16.00 16.05 16.10 16.15 16.20
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m=0.5 , beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.99853 , E(tpp)=394.9036 , Var(tpp)=492.55333 , Mo (tpp)=387.99484
F(infinito)=1 , E(tpp)=397.54248 , Var(tpp)=447.26412 , Mo(tpp)=387.64485
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m=0.5 , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99923 , E(tpp)=46.016633 , Var(tpp)=0.019521 , Mo (tpp)=46.044926
F(infinito)=1, E(tpp)=46.077164 , Var(tpp)=0.019074 , Mo(tpp)=46.065685
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45.6 458 46.0 46.2 46.4
tpp

m=0.5, beta=0.1 , sigma=0.0001
F{(infinito)=0.99911 , E(tpp)=16.080028 , Var(tpp)=0.0002214 , Mo(tpp)=16.094276
F(infinito)=1 , E(tpp)=16.096596 , Var(tpp)=1.6547e-005 , Mo (tpp)=16.096014
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m=0.5 , beta=0.1 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=16.094941 , Var(tpp)=0.16126 , Mo (tpp)=16.066286
F(infinito)=1 , E(tpp)=16.14919 , Var(tpp)=0.16486 , Mo(tpp)=16.16493
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Caso 3 (continuacion)

m=0.5 , beta=0.1, sigma=0.05 m=1., beta=0.005 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99822 , E(tpp)=16.52323 , Var(tpp)=5.67452 , Mo (tpp)=15.58215 F(infinito)=0.99912 , E(tpp)=1058.73551 , Var(tpp)=1.28023 , Mo (tpp)=1059.64656
F(infinito)=1 , E(tpp)=16.98165 , Var(tpp)=5.73054 , Mo (tpp)=15.92942 F(infinito)=1 , E(tpp)=1059.76066 , Var(tpp)=0.43989 , Mo (tpp)=1059.73771
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m=1. , beta=0.005 , sigma=0.001 m=1. , beta=0.01 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.9986 , E(tpp)=1058.38173 , Var(tpp)=44.70551 , Mo(tpp)=1059.38071 F(infinito)=0.9993 , E(tpp)=460.19478 , Var(tpp)=0.14938 , Mo(tpp)=460.51573
F(infinito)=1 , E(tpp)=1060.81687 , Var(tpp)=44.6615 , Mo(tpp)=1062.45871 F(infinito)=1 , E(tpp)=460.56932 , Var(tpp)=0.051281 , Mo(tpp)=460.53881
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0.05 15 7
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m=1. , beta=0.01, sigma=0.001 m=1., beta=0.01, sigma=0.01
F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=460.13681 , Var(tpp)=4.74508 , Mo (tpp)=460.45668 F(infinito)=0.99829 , E(tpp)=464.8252 , Var(tpp)=601.24851 , Mo (tpp)=457.49851
F(infinito)=1, E(tpp)=460.79429 , Var(tpp)=4.70288 , Mo (tpp)=461.10799 F(infinito)=1 , E(tpp)=468.88483 , Var(tpp)=566.052471 , Mo (tpp)=462.58178
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455 460 465 400
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m=1., beta=0.05, sigma=0.0001 m=1. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=59.85557 , Var(tpp)=0.0037191 , Mo(tpp)=59.91479 F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=59.86753 , Var(tpp)=0.026032 , Mo(tpp)=59.90844
F(infinito)=1, E(tpp)=59.92448 , Var(tpp)=0.00025027 , Mo (tpp)=59.9229 F(infinito)=1 , E(tpp)=59.92725 , Var(tpp)=0.024875 , Mo(tpp)=59.95411
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Caso 3 (continuacion)

m=1., beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=59.97672 , Var(tpp)=2.45597 , Mo (tpp)=59.78601

F(infinito)=1 , E(tpp)=60.20186 , Var(tpp)=2.33863 , Mo (tpp)=59.89864
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, beta=0.1 , sigma=0.001

F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=23.0047338 , Var(tpp)=0.0027268 , Mo (tpp)=23.026592

F(infinito)=1 , E(tpp)=23.029854 , Var(tpp)=0.0022375 , Mo (tpp)=23.027537
.
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0
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op
, beta=0.1 , sigma=0.05

F(infinito)=0.99712 , E(tpp)=23.62691 , Var(tpp)=8.86124 , Mo (tpp)=22.41887

F(infinito)=1 , E(tpp)=23.93065 , Var(tpp)=7.11913 , Mo (tpp)=23.24383
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E(tpp)=1.38505 , Var(tpp)=7.0116e-006 , Mo(tpp)=1.38625

F(infinito)=0.99911 ,

F(infinito)=1 , E(tpp)=1.3872 , Var(tpp)=5.9231e-006 , Mo(tpp)=1.38716
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100
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, beta=0.1 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99903 , E(tpp)=23.0035371 , Var(tpp)=0.0005196 , Mo(tpp)=23.025892

F(infinito)=1 , E(tpp)=23.030618 , Var(tpp)=2.4655e-005 , Mo (tpp)=23.031313
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F{(infinito)=0.99904 , E(tpp)=23.025683 , Var(tpp)=0.23138 , Mo (tpp)=23.012783

F(infinito)=1 , E(tpp)=23.094793 , Var(tpp)=0.25062 , Mo(tpp)=23.17882
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F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=1.38498 , Var(tpp)=1.7827e-006 , Mo (tpp)=1.38629

F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38674 , Var(tpp)=5.7682e-008 , Mo(tpp)=1.3867
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F(infinito)=1 , E(tpp)=1.38846 , Var(tpp)=0.00053963 , Mo (tpp)=1.38549
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Caso 3 (continuacion)

m=1., beta=0.5 , sigma=0.05 m=1., beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=1.39172 , Var(tpp)=0.014222 , Mo (tpp)=1.36751 F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.41347 , Var(tpp)=0.063718 , Mo(tpp)=1.31923
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.40936 , Var(tpp)=0.015054 , Mo(tpp)=1.36834 F(infinito)=1 , E(tpp)=1.44681 , Var(tpp)=0.06261 , Mo(tpp)=1.34353
27 1.5 4
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1 0.5 1
0 @O 0.0 4
1.0 12 14 16 1.8 1.0 15 2.0 25
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m=5. , beta=0.01 , sigma=0.0001 m=5. , beta=0.01, sigma=0.001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=620.87445 , Var(tpp)=0.40487 , Mo (tpp)=621.45939 F(infinito)=0.99913 , E(tpp)=620.98352 , Var(tpp)=6.46905 , Mo (tpp)=621.36634
F(infinito)=1 , E(tpp)=621.53386 , Var(tpp)=0.064838 , Mo (tpp)=621.49851 F(infinito)=1 , E(tpp)=621.81494 , Var(tpp)=6.68656 , Mo (tpp)=621.86481
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109 0.10 7
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m=5. , beta=0.01, sigma=0.01 m=5. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.81112 , E(tpp)=508.030497 , Var(tpp)=12012.78895 , Mo(tpp)=615.26042 F(infinito)=0.99912 , E(tpp)=92.022091 , Var(tpp)=0.0069642 , Mo(tpp)=92.10355
F(infinito)=1 , E(tpp)=632.085828 , Var(tpp)=913.91161 , Mo(tpp)=624.28202 F(infinito)=1 , E(tpp)=92.11172 , Var(tpp)=0.00040528 , Mo (tpp)=92.11409
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m=5. , beta=0.05 , sigma=0.001 m=5. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=92.031353 , Var(tpp)=0.041877 , Mo (tpp)=92.10637 F(infinito)=0.99905 , E(tpp)=92.20012 , Var(tpp)=3.8267 , Mo (tpp)=91.90591
F(infinito)=1 , E(tpp)=92.12349 , Var(tpp)=0.039785 , Mo(tpp)=92.1291 F(infinito)=1 , E(tpp)=92.41014 , Var(tpp)=3.91193 , Mo(tpp)=92.13185
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Caso 3 (continuacion)

m=5. , beta=0.1, sigma=0.0001
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=39.081386 , Var(tpp)=0.0015447 , Mo(tpp)=39.12017

F(infinito)=1 , E(tpp)=39.12244 , Var(tpp)=4.2337e-005 , Mo(tpp)=39.12184
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m=5. , beta=0.1, sigma=0.01
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m=5. , beta=0.5 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99929 , E(tpp)=4.60192 , Var(tpp)=2.8806e-005 , Mo(tpp)=4.60514
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60597 , Var(tpp)=1.9917-005 , Mo (tpp)=4.60637

80 4
60 1
40
20 1
0 o

4.59 4.60 6 4.62
tpp
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F(infinito)=1 , E(tpp)=4.65061 , Var(tpp)=0.049247 , Mo(tpp)=4.60961
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m=5. , beta=0.1, sigma=0.001
F(infinito)=0.99921 , E(tpp)=39.089456 , Var(tpp)=0.0048352 , Mo(tpp)=39.11756
F(infinito)=1 , E(tpp)=39.13502 , Var(tpp)=0.0042024 , Mo(tpp)=39.12655

m=5. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F{(infinito)=0.99903 , E(tpp)=4.60071 , Var(tpp)=2.0023e-005 , Mo (tpp)=4.60517
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60607 , Var(tpp)=2.0949e-007 , Mo(tpp)=4.60606
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m=5. , beta=0.5 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99911 , E(tpp)=4.60185 , Var(tpp)=0.0018443 , Mo (tpp)=4.60396
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.60963 , Var(tpp)=0.0018705 , Mo (tpp)=4.60504
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m=5. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99806 , E(tpp)=4.70074 , Var(tpp)=0.25887 , Mo(tpp)=4.50388
F(infinito)=1 , E(tpp)=4.7817 , Var(tpp)=0.24647 , Mo(tpp)=4.67326
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Caso 3 (continuacion)

m=5. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99917 , E(tpp)=1.6081, Var(tpp)=1.8096e-006 , Mo (tpp)=1.60944
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.60967 , Var(tpp)=1.7168e-008 , Mo (tpp)=1.60968
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m=5. , beta=1. , sigma=0.01
F(infinito)=0.99915 , E(tpp)=1.60819 , Var(tpp)=0.00016135 , Mo(tpp)=1.60944
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.61193 , Var(tpp)=0.0001733 , Mo(tpp)=1.61142
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m=5. , beta=1. , sigma=0.1
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.62462 , Var(tpp)=0.017979 , Mo (tpp)=1.58937
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.64222 , Var(tpp)=0.018093 , Mo(tpp)=1.59156

3.0 1
25 4
2.0 4
15 9
1.0 9
0.5
0.0 1

tpp

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99919 , E(tpp)=105.88201 , Var(tpp)=0.049358 , Mo (tpp)=105.95788
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.011144 , Var(tpp)=0.044837 , Mo(tpp)=105.98206

20

159
1.0 9
0.5
0.0

105.5 106.0 106.5

tpp

m=5. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=1.60796 , Var(tpp)=3.7617e-006 , Mo (tpp)=1.60946
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.60991 , Var(tpp)=1.6734e-006 , Mo(tpp)=1.61011

300 1

250 1

200 1

150 1]

100

50

1.606 1.608 1.610 1.612
tpp

m=5. , beta=1. , sigma=0.05
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=1.61176 , Var(tpp)=0.0040929 , Mo (tpp)=1.60555
F(infinito)=1 , E(tpp)=1.62263 , Var(tpp)=0.0040799 , Mo(tpp)=1.6157

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.0001
F{(infinito)=0.99909 , E(tpp)=105.86956 , Var(tpp)=0.0097701 , Mo(tpp)=105.96586
F(infinito)=1 , E(tpp)=105.97502 , Var(tpp)=0.00050969 , Mo (tpp)=105.97559

20
15 9
10 9
5 -
0 d
105.90 105.95 106.00
tpp

m=10. , beta=0.05 , sigma=0.01
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=106.074039 , Var(tpp)=4.42675 , Mo(tpp)=105.8009
F(infinito)=1 , E(tpp)=106.43463 , Var(tpp)=4.606 , Mo (tpp)=105.70843

0.15

0.10

0.05

0.0 9

tpp
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C

F(infinito)=0.99902 , E(tpp)=46.0063396 , Var(tpp)=0.0020996 , Mo (tpp)=46.051573

aso 3 (continuacion)

m=10. , beta=0.1 , sigma=0.0001

F(infinito)=1 , E(tpp)=46.056401 , Var(tpp)=4.8062e-005 , Mo (tpp)=46.057314

60

50

40 1

F(infinito)=0.99908 , E(tpp)=46.054044 , Var(tpp)=

46.02 46.03 46.04 46.05 46.06 46.07

tpp

m=10. , beta=0.1, sigma=0.01
.46786 , Mo (tpp)=46.026858

E(tpp)=46.17157 , Var(tpp)=0.50897 , Mo (tpp)=46.16928

F(infinito)=1 ,

0.6
05
0.4 7
0.3
0.2
0.1 1
0.0
44 45 46 47 48
tpp
m=10. , beta=0.5 , sigma=0.001
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=5.98645 , Var(tpp)=4.8839e-005 , Mo(tpp)=5.9913
F(infinito)=1, E(tpp)=5.99221 , Var(tpp)=2.7032e-005 , Mo (tpp)=5.99237

80

60
40

20

o

5.97
tpp
m=10. , beta=0.5 , sigma=0.05
F(infinito)=0.99901 , E(tpp)=6.016309 , Var(tpp)=0.06476 , Mo (tpp)=5.96884
F(infinito)=1 , E(tpp)=6.044283 , Var(tpp)=0.068191 , Mo(tpp)=5.95617

1.5 9
1.0 94
05
0.0

tpp

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

F(infinito)=0.9992 , E(tpp)=46.014935 , Var(tpp)=0.0059321 ,

AN
AN
1~

m=10. , beta=0.1 , sigma=0.001
Mo (tpp)=46.048514

F(infinito)=1 , E(tpp)=46.069004 , Var(tpp)=0.0050435 , Mo(tpp)=46.078668

45.5 45 9 46 o 46 1 46 2

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99909 , E(tpp)=5.98599 , Var(tpp)=3.0187e-005 , Mo (tpp)=5.99147
E(tpp)=5.99196 , Var(tpp)=2.9537e-007 , Mo(tpp)=5.99196

F(infinito)=1 ,

5.990 B 991 5.992 5.993
tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.01
F{(infinito)=0.99905 , E(tpp)=5.98684 , Var(tpp)=0.0024093 , Mo (tpp)=5.98949

F(infinito)=1 , E(tpp)=5.99939 , Var(tpp)=0.0024737 , Mo (tpp)=6.0019531

tpp

m=10. , beta=0.5 , sigma=0.1
F(infinito)=0.99722 , E(tpp)=6.11311 , Var(tpp)=0.36188 , Mo(tpp)=5.88727

F(infinito)=1 , E(tpp)=6.18319 , Var(tpp)=0.32793 , Mo(tpp)=5.97305

[EVANG

tpp
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Caso 3 (continuacion)

m=10. , beta=1. , sigma=0.0001
F(infinito)=0.99912 , E(tpp)=2.30057 , Var(tpp)=4.0785e-006 , Mo(tpp)=2.30258
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30304 , Var(tpp)=2.5379e-008 , Mo (tpp)=2.30307

2500 ]

2000 ]

1500

1000

0 © ®

2.3024 2.3026 2.3028 2.3030
tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.01
F(infinito)=0.99916 , E(tpp)=2.30083 , Var(tpp)=0.00023199 , Mo(tpp)=2.30191
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.3057 , Var(tpp)=0.00025237 , Mo(tpp)=2.30504

25

20

224 2.26 2.28 2.30 2.32 2.34
tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.1
F(infinito)=0.999 , E(tpp)=2.3248 , Var(tpp)=0.026776 , Mo (tpp)=2.27767
F(infinito)=1, E(tpp)=2.34509 , Var(tpp)=0.025819 , Mo(tpp)=2.2724

25 4

0.0 1 Lol

50

m=10. , beta=1. , sigma=0.001
F(infinito)=0.99906 , E(tpp)=2.30042 , Var(tpp)=6.9551e-006 , Mo (tpp)=2.30255
F(infinito)=1 , E(tpp)=2.30306 , Var(tpp)=2.4866e-006 , Mo(tpp)=2.30301

2.296 2.298 2.300 2.302 2.304 2.306

tpp

m=10. , beta=1. , sigma=0.05
F(infinito)=0.99904 , E(tpp)=2.30607 , Var(tpp)=0.0059038 , Mo (tpp)=2.29699
F(infinito)=1, E(tpp)=2.31898 , Var(tpp)=0.0054337 , Mo (tpp)=2.31033

24 22 2.3 24 25 26
tpp
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Tabla 3.1: Valores de integral, media, varianza y moda para la aproximacién numérica de la densidad
de tiempo de primer paso para el Caso 1.

m B o t*5 Integral Media Varianza Moda
0.1 | 0.001 | 0.0001 | 4605.17019 | 0.97996 | 4512.90751 8394.062178 | 4605.14141
0.1 | 0.001 | 0.001 | 4605.17019 0.999 | 4604.95272 4656.97009 | 4601.36583
0.1 | 0.005 | 0.0001 | 599.14645 | 0.99855 598.28018 0.9907 599.14334
0.1 | 0.005 | 0.001 | 599.14645 | 0.99901 598.65809 24.091785 | 599.018858
0.1 | 0.005 0.01 | 599.14645 0.9988 612.26794 3622.17125 | 589.077359
0.1 | 0.01 | 0.0001 | 230.25851 | 0.99903 | 230.036029 0.072103 230.25722
0.1 | 0.01 | 0.001 | 230.25851 | 0.99902 | 230.050184 2.32917 230.22675
0.1 ] 0.01 0.01 | 230.25851 | 0.99901 232.39662 260.11698 227.76681
0.1 | 0.05 | 0.0001 13.86294 | 0.99906 13.84987 0.00022506 13.86289
0.1 | 0.05| 0.001 13.86294 | 0.97336 13.49082 0.13789 13.86214
0.1 | 0.05 0.01 13.86294 | 0.99901 13.87417 0.55451 13.78841
0.5 | 0.001 | 0.0001 | 6214.6081 | 0.98802 | 6140.23444 5536.36984 | 6214.53605
0.5 | 0.001 | 0.001 | 6214.6081 0.6761 | 4204.94816 | 2747965.81382 | 6208.63661
0.5 | 0.005 | 0.0001 | 921.034037 | 0.99901 920.12234 1.19488 | 921.031167
0.5 | 0.005 | 0.001 | 921.034037 0.999 920.27914 37.43178 920.8796
0.5 | 0.01 | 0.0001 391.2023 | 0.99902 390.81825 0.18583 391.20127
0.5 | 0.01] 0.001 391.2023 | 0.99139 387.83462 15.0022506 391.16113
0.5 | 0.01 0.01 391.2023 0.999 394.97671 476.078505 | 388.084838
0.5 | 0.05 | 0.0001 | 46.051702 | 0.99901 | 46.0062228 0.0022451 46.051903
0.5 | 0.05| 0.001 | 46.051702 | 0.93377 42.9994 8.70277 46.049726
0.5 | 0.05 0.01 | 46.051702 0.999 46.093563 1.86439 45.95077
0.5 0.1 | 0.0001 | 16.094379 | 0.99908 16.079535 0.00023574 16.094406
0.5 0.1 0.001 16.094379 | 0.94128 15.14906 0.84231 16.093987
0.5 0.1 0.01 | 16.094379 | 0.99901 16.093204 0.16068 16.071486
0.5 0.1 0.05 | 16.094379 0.999 16.52902 5.53946 15.61015
1] 0.005 | 0.0001 | 1059.66347 | 0.99854 | 1058.12201 2.80233 | 1059.66036
1 ]0.005 | 0.001 | 1059.66347 | 0.87159 923.14854 | 16158.089483 | 1059.11671
1| 0.01 | 0.0001 | 460.51702 | 0.99902 | 460.067038 0.2476 460.51573
1| 0.01| 0.001 | 460.51702 | 0.94167 433.54956 683.37638 460.47168
1| 0.01 0.01 | 460.51702 0.999 | 465.034004 581.11472 | 457.098514
1| 0.05 | 0.0001 59.91465 | 0.99901 59.85557 0.0037191 59.91479
1| 0.05| 0.001 59.91465 | 0.92784 55.58948 17.36581 59.91324
1| 0.05 0.01 59.91465 | 0.99901 59.97077 2.43834 59.79591
1 0.1 | 0.0001 | 23.025851 | 0.99913 | 23.0059183 0.00041929 23.025952
1 0.1 | 0.001 | 23.025851 | 0.93973 21.63792 1.8122 23.025542
1 0.1 0.01 | 23.025851 0.999 23.0242 0.23054 | 23.00038286
1 0.1 0.05 | 23.025851 | 0.99856 23.66079 8.87151 22.46987
1 0.5 | 0.0001 1.38629 | 0.99904 1.38496 1.8331e-006 1.38629
1 0.5 | 0.001 1.38629 | 0.99855 1.38429 9.5577e-006 1.38631
1 0.5 0.01 1.38629 | 0.99901 1.38512 0.00055034 1.38561
0.1 | 0.001 | 0.0001 | 4605.17019 0.9992 | 4601.49354 59.32129 | 4604.85141
0.1 | 0.001 | 0.001 | 4605.17019 0.999 | 4605.044649 4676.75725 | 4600.97583
0.1 | 0.005 | 0.0001 | 599.14645 | 0.99916 598.64494 0.48839 599.12954

°Se incluye el valor t* correspondiente al punto de inflexién de la funcién media tedrica del proceso
para poder hacer comparaciones.
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Estimacién en el modelo. Tiempos de primer paso

Tabla 3.1: (Continuacién)

m B o t* Integral Media Varianza Moda
0.1 | 0.005 | 0.001 | 599.14645 0.99905 | 598.68382 24.092707 | 598.94886
0.1 | 0.005 0.01 | 599.14645 0.99722 | 611.31071 | 3618.79402 | 588.72736
0.1 | 0.01 | 0.0001 | 230.25851 0.99922 | 230.078482 0.055132 | 230.25722
0.1 | 0.01 | 0.001 | 230.25851 0.99916 | 230.083072 2.31987 | 230.19075
0.1 ] 0.01 0.01 | 230.25851 0.999 | 232.47978 267.75575 | 227.76681
0.1 | 0.05 | 0.0001 13.86294 0.99931 13.85338 | 0.00014609 13.86381
0.1 | 0.05 | 0.001 13.86294 0.99913 13.85097 0.0056339 13.86559
0.1 | 0.05 0.01 13.86294 0.9991 13.87643 0.55681 13.78841
0.5 | 0.001 | 0.0001 | 6214.6081 0.99921 | 6209.7333 85.80666 | 6214.39805
0.5 | 0.001 | 0.001 | 6214.6081 0.9681 | 6022.30221 | 44271.55961 | 6207.78661
0.5 | 0.005 | 0.0001 | 921.034037 0.99929 | 920.38325 0.78894 | 921.051867
0.5 | 0.005 | 0.001 | 921.034037 0.99914 | 920.41252 37.23745 920.7156
0.5 | 0.01 | 0.0001 391.2023 0.9992 | 390.88849 0.13705 | 391.20817
0.5 | 0.01 | 0.001 391.2023 0.99918 | 390.91595 3.98327 | 391.18913
0.5 | 0.01 0.01 391.2023 0.99853 394.9036 492.56333 | 387.99484
0.5 | 0.05 | 0.0001 | 46.051702 0.99961 | 46.033908 | 0.00049943 | 46.051443
0.5 | 0.05 | 0.001 | 46.051702 0.99923 | 46.016633 0.019521 | 46.044926
0.5 | 0.05 0.01 | 46.051702 0.99906 | 46.098987 1.87631 45.97627
0.5 0.1 | 0.0001 | 16.094379 0.99939 | 16.084506 | 0.00011326 | 16.094166
0.5 0.1 | 0.001 | 16.094379 0.99905 | 16.079125 0.0018251 | 16.094337
0.5 0.1 0.01 | 16.094379 0.99909 | 16.094941 0.16126 | 16.066286
0.5 0.1 0.05 | 16.094379 0.99822 16.52323 5.67452 15.58215
1| 0.005 | 0.0001 | 1059.66347 0.99912 | 1058.73551 1.28023 | 1059.64656
1| 0.005 | 0.001 | 1059.66347 0.9986 | 1058.38173 44.70551 | 1059.38071
1| 0.01 | 0.0001 | 460.51702 0.9993 | 460.19478 0.14938 | 460.51573
1| 0.01| 0.001 | 460.51702 0.99909 | 460.13681 4.74508 | 460.45668
1| 0.01 0.01 | 460.51702 0.99829 464.8252 601.24851 | 457.49851
1| 0.05 | 0.0001 59.91465 0.99919 59.86619 0.0025805 59.91295
1| 0.05| 0.001 59.91465 0.9992 59.86753 0.026032 59.90844
1| 0.05 0.01 59.91465 0.99906 59.97672 2.45597 59.78601
1 0.1 | 0.0001 | 23.025851 0.99955 | 23.015384 | 0.00013229 | 23.025722
1 0.1 | 0.001 | 23.025851 0.99908 | 23.0047338 0.0027268 | 23.026592
1 0.1 0.01 | 23.025851 0.99904 | 23.025683 0.23138 | 23.012783
1 0.1 0.05 | 23.025851 0.99712 23.62691 8.86124 22.41887
1 0.5 | 0.0001 1.38629 | 1.00078651 1.38739 | 1.2441e-006 1.38638
1 0.5 | 0.001 1.38629 0.99939 1.38544 | 6.2211e-006 1.38613
1 0.5 0.01 1.38629 0.99909 1.38525 | 0.00055088 1.38545
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Tabla 3.2: Valores de integral, media, varianza y moda para la aproximacién numérica de la densidad
de tiempo de primer paso para el Caso 2.

m| B o t* Integral Media Varianza Moda
1| 05 0.05 1.38629 0.99906 1.39172 0.014222 1.36751
1] 05 0.1 1.38629 0.999 1.41417 0.064725 1.32883
51 0.01 | 0.0001 | 621.46081 0.99934 | 621.049551 0.23078 | 621.46039
510.01 | 0.001 | 621.46081 0.99913 | 620.98352 6.46905 | 621.36634
51 0.01 0.01 | 621.46081 0.81112 | 508.030497 | 12012.78895 | 615.26042
5 | 0.05 | 0.0001 92.1034 0.99902 | 92.012933 0.008533 | 92.10315
510.05 | 0.001 92.1034 0.9992 | 92.031353 0.041877 | 92.10637
5] 0.05 0.01 92.1034 0.99905 92.20012 3.8267 | 91.90591
5| 0.1 0.0001 | 39.12023 0.99937 | 39.095412 | 0.00065385 | 39.12002
5| 0.1 0.001 | 39.12023 0.99921 | 39.089456 0.0048352 | 39.11756
5] 0.1 0.01 | 39.12023 0.99905 39.12097 0.39611 | 39.086232
5| 0.5 | 0.0001 4.60517 | 1.0078838 4.64147 0.0013287 4.60514
5| 0.5 | 0.001 4.60517 0.99929 4.60192 | 2.8806e-005 4.60514
5| 0.5 0.01 4.60517 0.99911 4.60185 0.0018443 4.60396
5| 0.5 0.05 4.60517 0.99901 4.62402 0.049019 4.57737
5] 0.5 0.1 4.60517 0.99806 4.70074 0.25887 4.50388
5 1| 0.0001 1.60944 | 1.0022781 1.6131 | 1.3489e-005 1.60942
5 1| 0.001 1.60944 0.99909 1.60797 | 3.7406e-006 1.6095
5 1 0.01 1.60944 0.99915 1.60819 | 0.00016135 1.60944
5 1 0.05 1.60944 0.99901 1.61176 0.0040929 1.60555
5 1 0.1 1.60944 0.99901 1.62462 0.017979 1.58937
10 | 0.05 | 0.0001 | 105.96635 0.99945 | 105.90771 0.0038554 | 105.96466
10 | 0.05 0.001 | 105.96635 0.99919 105.88201 0.049358 | 105.95788
10 | 0.05 0.01 | 105.96635 0.99901 | 106.074039 4.42675 | 105.8009
10 | 0.1 | 0.0001 | 46.051702 0.99961 | 46.033964 | 0.00036017 | 46.051573
10 | 0.1 | 0.001 | 46.051702 0.9992 | 46.014935 0.0059321 | 46.048514
10| 0.1 0.01 | 46.051702 0.99908 | 46.054044 0.46786 | 46.026858
10 | 0.5 | 0.0001 5.99146 0.99973 5.98982 2.926e-006 5.99155
10 | 0.5 | 0.001 5.99146 0.99916 5.98645 | 4.8839e-005 5.9913
10| 0.5 0.01 5.99146 0.99905 5.98684 0.0024093 5.98949
10| 0.5 0.05 5.99146 0.99901 6.016309 0.06476 5.96884
10| 0.5 0.1 5.99146 0.99722 6.11311 0.36188 5.88727
10 1| 0.0001 2.30259 | 1.076952 2.47977 0.033812 2.30257
10 1| 0.001 2.30259 0.99922 2.30078 | 5.5132¢-006 2.30257
10 1 0.01 2.30259 0.99916 2.30083 | 0.00023199 2.30191
10 1 0.05 2.30259 0.99904 2.30607 0.0059038 2.29699
10 1 0.1 2.30259 0.999 2.3248 0.026776 2.27767
1| 05 0.05 1.38629 0.999 1.39145 0.014139 1.36825
1] 05 0.1 1.38629 0.999 1.41332 0.063534 1.32083
51 0.01 | 0.0001 | 621.46081 0.99903 | 620.85846 0.42381 | 621.46039
510.01 | 0.001 | 621.46081 0.83611 519.649 8679.5754 | 621.40034
51 0.01 0.01 | 621.46081 0.5887 | 369.63503 | 39787.64401 | 616.71042
5 | 0.05 | 0.0001 92.1034 0.99902 | 92.013044 0.008513 | 92.10361
51 0.05 | 0.001 92.1034 0.93782 86.37745 30.79478 | 92.10077
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Estimacion en el modelo. Tiempos de

primer paso

Tabla 3.2: (Continuacién)

m| B o t* Integral| Media Varianza Moda
5 | 0.05 0.01 92.1034 0.999 92.19109 3.79301 | 91.95391
5] 0.10.0001 | 39.12023 | 0.99906 | 39.083423 0.001391 | 39.12026
5] 0.1 | 0.001 | 39.12023 | 0.97997 38.33699 0.60552 | 39.11988
5] 0.1 0.01 | 39.12023 0.999 39.11824 0.39442 | 39.086232
5| 0.5 | 0.0001 4.60517 | 0.99919 4.60145 | 1.3971e-005 4.60519
5] 0.5 | 0.001 4.60517 | 0.99855 4.59851 | 6.2777e-005 4.60514
5] 0.5 0.01 4.60517 | 0.99902 4.60141 0.0018447 4.60396
5] 0.5 0.05 4.60517 | 0.99901 4.62334 0.04841 4.58017
5] 0.5 0.1 4.60517 0.999 4.70354 0.25254 4.51288
5 1| 0.0001 1.60944 | 0.99916 1.60809 | 1.8389¢-006 1.60944
5 1| 0.001 1.60944 | 0.99903 1.60787 | 4.0485¢-006 1.60943
5 1 0.01 1.60944 | 0.99902 1.60798 | 0.00016167 1.60917
5 1 0.05 1.60944 | 0.99901 1.61166 0.0040712 1.60395
5 1 0.1 1.60944 0.999 1.6241 0.017658 1.58773
10 | 0.05 | 0.0001 | 105.96635 | 0.99905 | 105.86601 0.010469 | 105.9665
10 | 0.05 | 0.001 | 105.96635 | 0.95167 | 100.84631 | 25.0034566 | 105.96428
10 | 0.05 0.01 | 105.96635 | 0.99901 | 106.068766 4.38699 | 105.8009
10 | 0.1 | 0.0001 | 46.051702 | 0.99902 46.00634 0.0020996 | 46.051803
10 | 0.1 | 0.001 | 46.051702 | 0.97996 45.12908 0.83941 | 46.051414
10| 0.1 0.01 | 46.051702 0.999 | 46.049527 0.4657 | 46.013658
10 | 0.5 | 0.0001 5.99146 | 0.99914 5.98632 | 2.6672e-005 5.99146
10| 0.5 | 0.001 5.99146 | 0.99855 5.9828 | 9.907e-005 5.99143
10| 0.5 0.01 5.99146 | 0.99901 5.98658 0.0024092 5.99019
10| 0.5 0.05 5.99146 0.999 6.015378 0.063812 5.96284
10| 0.5 0.1 5.99146 0.9988 6.12268 0.36222 5.89077
10 1| 0.0001 2.30259 | 0.99902 2.30033 | 5.0938¢-006 2.3026
10 1| 0.001 2.30259 | 0.99903 2.30036 | 7.2103e-006 2.30257
10 1 0.01 2.30259 | 0.99902 2.3005 | 0.00023292 2.30227
10 1 0.05 2.30259 0.999 2.30582 0.005861 2.29603
10 1 0.1 2.30259 | 0.99901 2.32397 0.026012 2.27767
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Tabla 3.3: Valores de integral, media, varianza y moda para la aproximacién numérica de
de tiempo de primer paso para el Caso 3.

la densidad

m B o t* Integral Media Varianza Moda
0.1 | 0.001 | 0.0001 | 4605.17019 0.9992 | 4601.49354 59.32129 | 4604.85141
0.1 | 0.001 | 0.001 | 4605.17019 0.999 | 4605.044649 | 4676.75725 | 4600.97583
0.1 | 0.005 | 0.0001 | 599.14645 | 0.99916 598.64494 0.48839 | 599.12954
0.1 | 0.005 | 0.001 | 599.14645 | 0.99905 598.68382 24.092707 | 598.94886
0.1 | 0.005 0.01 | 599.14645 | 0.99722 611.31071 | 3618.79402 | 588.72736
0.1 | 0.01 | 0.0001 | 230.25851 | 0.99906 | 230.041876 0.069551 | 230.25452
0.1 | 0.01| 0.001 | 230.25851 | 0.99916 | 230.083072 2.31987 | 230.19075
0.1 | 0.01 0.01 | 230.25851 0.999 232.47978 267.75575 | 227.76681
0.1 | 0.05 | 0.0001 13.86294 | 0.99915 13.85117 | 0.00019298 13.86289
0.1 | 0.05| 0.001 13.86294 | 0.99913 13.85097 0.0056339 13.86559
0.1 | 0.05 0.01 13.86294 0.9991 13.87643 0.55681 13.78841
0.5 | 0.001 | 0.0001 | 6214.6081 | 0.99921 6209.7333 85.80666 | 6214.39805
0.5 | 0.001 | 0.001 | 6214.6081 0.9681 | 6022.30221 | 44271.55961 | 6207.78661
0.5 | 0.005 | 0.0001 | 921.034037 | 0.99929 920.38325 0.78894 | 921.051867
0.5 | 0.005 | 0.001 | 921.034037 | 0.99914 920.41252 37.23745 920.7156
0.5 | 0.01 | 0.0001 391.2023 0.9992 390.88849 0.13705 | 391.20817
0.5 | 0.01| 0.001 391.2023 | 0.99918 390.91595 3.98327 | 391.18913
0.5 | 0.01 0.01 391.2023 | 0.99853 394.9036 492.55333 | 387.99484
0.5 | 0.05 | 0.0001 | 46.051702 | 0.99901 | 46.0062225 0.0022452 | 46.051443
0.5 | 0.05| 0.001 | 46.051702 | 0.99923 46.016633 0.019521 | 46.044926
0.5 | 0.05 0.01 | 46.051702 | 0.99906 46.098987 1.87631 45.97627
0.5 0.1 | 0.0001 | 16.094379 | 0.99911 16.080028 0.0002214 | 16.094276
0.5 0.1 0.001 16.094379 | 0.99906 16.079125 0.0018251 16.094337
0.5 0.1 0.01 | 16.094379 | 0.99909 16.094941 0.16126 | 16.066286
0.5 0.1 0.05 | 16.094379 | 0.99822 16.52323 5.67452 15.58215
1| 0.005 | 0.0001 | 1059.66347 | 0.99912 | 1058.73551 1.28023 | 1059.64656
1 0.005 | 0.001 | 1059.66347 0.9986 | 1058.38173 44.70551 | 1059.38071
1| 0.01 | 0.0001 | 460.51702 0.9993 460.19478 0.14938 | 460.51573
1| 0.01| 0.001 | 460.51702 | 0.99909 460.13681 4.74508 | 460.45668
1| 0.01 0.01 | 460.51702 | 0.99829 464.8252 601.24851 | 457.49851
1| 0.05 | 0.0001 59.91465 | 0.99901 59.85557 0.0037191 59.91479
1| 0.05| 0.001 59.91465 0.9992 59.86753 0.026032 59.90844
1| 0.05 0.01 59.91465 | 0.99906 59.97672 2.45597 59.78601
1 0.1 | 0.0001 | 23.025851 | 0.99903 | 23.0035371 0.0005196 | 23.025892
1 0.1 | 0.001 | 23.025851 | 0.99908 | 23.0047338 0.0027268 | 23.026592
1 0.1 0.01 | 23.025851 | 0.99904 23.025683 0.23138 | 23.012783
1 0.1 0.05 23.025851 | 0.99712 23.62691 8.86124 22.41887
1 0.5 | 0.0001 1.38629 | 0.99905 1.38498 | 1.7827e-006 1.38629
1 0.5 | 0.001 1.38629 | 0.99911 1.38505 | 7.0116e-006 1.38625
1 0.5 0.01 1.38629 | 0.99909 1.38525 | 0.00055088 1.38545
1 0.5 0.05 1.38629 | 0.99906 1.39172 0.014222 1.36751
1 0.5 0.1 1.38629 | 0.99901 1.41347 0.063718 1.31923
5| 0.01 | 0.0001 | 621.46081 | 0.99906 620.87445 0.40487 | 621.45939
5| 0.01 | 0.001 | 621.46081 | 0.99913 620.98352 6.46905 | 621.36634
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Tabla 3.3: (Continuacién)

m| 3 o t* Integral| Media Varianza Moda
5] 0.01 0.01 | 621.46081 | 0.81112 | 508.030497 | 12012.78895 | 615.26042
5 | 0.05 | 0.0001 92.1034 | 0.99912 | 92.022091 0.0069642 | 92.10355
51 0.05 | 0.001 92.1034 0.9992 | 92.031353 0.041877 | 92.10637
5| 0.05 0.01 92.1034 | 0.99905 92.20012 3.8267 | 91.90591
5| 0.1 ]0.0001 | 39.12023 | 0.99901 | 39.081386 0.0015447 | 39.12017
5| 0.1 ] 0.001 | 39.12023 | 0.99921 | 39.089456 0.0048352 | 39.11756
5| 0.1 0.01 | 39.12023 | 0.99905 39.12097 0.39611 | 39.086232
5| 0.5 | 0.0001 4.60517 | 0.99903 4.60071 | 2.0023e-005 4.60517
5| 0.5 | 0.001 4.60517 | 0.99929 4.60192 | 2.8806e-005 4.60514
5| 0.5 0.01 4.60517 | 0.99911 4.60185 0.0018443 4.60396
5| 0.5 0.05 4.60517 | 0.99901 4.62402 0.049019 4.57737
5| 0.5 0.1 4.60517 | 0.99806 4.70074 0.25887 4.50388
5 1| 0.0001 1.60944 | 0.99917 1.6081 | 1.8096e-006 1.60944
5 1| 0.001 1.60944 | 0.99908 1.60796 | 3.7617e-006 1.60946
5 1 0.01 1.60944 | 0.99915 1.60819 | 0.00016135 1.60944
5 1 0.05 1.60944 | 0.99901 1.61176 0.0040929 1.60555
5 1 0.1 1.60944 | 0.99901 1.62462 0.017979 1.58937
10 | 0.05 | 0.0001 | 105.96635 | 0.99909 | 105.86956 0.0097701 | 105.96586
10 | 0.05 | 0.001 | 105.96635 | 0.99919 | 105.88201 0.049358 | 105.95788
10 | 0.05 0.01 | 105.96635 | 0.99901 | 106.074039 4.42675 | 105.8009
10 | 0.1 | 0.0001 | 46.051702 | 0.99902 | 46.0063396 0.0020996 | 46.051573
10 | 0.1 | 0.001 | 46.051702 0.9992 | 46.014935 0.0059321 | 46.048514
10| 0.1 0.01 | 46.051702 | 0.99908 | 46.054044 0.46786 | 46.026858
10 | 0.5 | 0.0001 5.99146 | 0.99909 5.98599 | 3.0187¢-005 5.99147
10 | 0.5 | 0.001 5.99146 | 0.99916 5.98645 | 4.8839¢-005 5.9913
10 | 0.5 0.01 5.99146 | 0.99905 5.98684 0.0024093 5.98949
10 | 0.5 0.05 5.99146 | 0.99901 6.016309 0.06476 5.96884
10| 0.5 0.1 5.99146 | 0.99722 6.11311 0.36188 5.88727
10 1| 0.0001 2.30259 | 0.99912 2.30057 | 4.0785e-006 2.30258
10 1| 0.001 2.30259 | 0.99906 2.30042 | 6.9551e-006 2.30255
10 1 0.01 2.30259 | 0.99916 2.30083 | 0.00023199 2.30191
10 1 0.05 2.30259 | 0.99904 2.30607 0.0059038 2.29699
10 1 0.1 2.30259 0.999 2.3248 0.026776 2.27767
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Tabla 3.4: Valores de integral, media, varianza y moda para la estimacién no paramétrica de la densidad.

m| 8 o t* Integral| Media ‘Varianza Moda |Shapiro;| p-valor ‘Shapiroz p-valor
0.1] 0.001| 0.0001| 4605.17 1 4606.121‘ 49.145| 4604.831 0.998 0.161‘ 0.998 0.17
0.1/ 0.001| 0.001| 4605.17 1 4619.575‘ 4841.395| 4613.791 0.998 0.3‘ 0.998 0.324
0.1] 0.005| 0.0001| 599.146 1 599.241 0.26] 599.162 0.999 0.637 0.999 0.637
0.1/ 0.005| 0.001] 599.146 1 599.858 25.081| 600.929 0.998 0.215 0.998 0.167
0.1/ 0.005| 0.01] 599.146 1 623.53‘ 3187.583| 610.644 0.969| 1.04e-013 0.986| 5.15e-008
0.1] 0.01] 0.0001| 230.259 1 230.308‘ 0.0267| 230.302 0.998 0.551 0.999 0.567
0.1 0.01] 0.001] 230.259 1 230.48‘ 2.594| 230.532 0.997 0.0803 0.997 0.0849
0.1 0.01] 0.01] 230.259 1 234.586‘ 257.304| 228.64 0.985| 9.69e-009 0.992| 3.86e-005
0.1] 0.05| 0.0001| 13.863 1 13.867| 6.14e-005|  13.867 0.999 0.606 0.999 0.6
0.1 0.05| 0.001] 13.863 1 13.876| 0.00578| 13.879 0.997 0.0288 0.996 0.0195
0.1 0.05 0.01] 13.863 1 13.99 0.586 13.92 0.997 0.0841 0.998 0.213
0.5 0.001| 0.0001| 6214.608 1 6215.946 65.637| 6215.447 0.998 0.436 0.998 0.407
0.5/ 0.001| 0.001| 6214.608 1 6231.424| 6265.538| 6227.452 0.996 0.0191 0.997 0.0494
0.5 0.005| 0.0001| 921.034 1 921.196 0.389| 921.138 0.999 0.926 0.999 0.933
0.5/ 0.005| 0.001] 921.034 1 921.928 38.213| 922.0891 0.997 0.0573 0.997 0.0521
0.5| 0.01] 0.0001| 391.202 1 391.249 0.0431| 391.248 0.998 0.383 0.998 0.38
0.5 0.01] 0.001] 391.202 1 391.543 3.882| 391.204 0.995| 0.00207 0.995| 0.00133
0.5] 0.01 0.01) 391.202 1 397.542| 447.264| 387.645 0.967| 4.14e-014 0.977| 2.76e-011
0.5/ 0.05| 0.0001| 46.0517 1 46.0605| 0.000214| 46.0595 0.998 0.25 0.998 0.249
0.5/ 0.05| 0.001| 46.0517 1 46.0772 0.0191| 46.0657 0.999 0.877 0.999 0.874
0.5 0.05| 0.01] 46.0517 1 46.317‘ 1.905| 46.00407 0.993| 0.000125 0.994| 0.000507
0.5/ 0.1/ 0.0001| 16.0944 1 16.0966‘ 1.65e-005|  16.096 0.997 0.041 0.997 0.0421
0.5/ 0.1] 0.001] 16.0944 1 16.102| 0.00178 16.1 0.999 0.954 0.999 0.945
0.5/ 0.1 0.01] 16.0944 1 16.149 0.165| 16.165 0.997 0.0869 0.996 0.0109
0.5/ 0.1] 0.05] 16.0944 1 16.982 5.731]  15.929 0.957| 2.17e-016 0.983| 3.25e-009
1| 0.005| 0.0001| 1059.663 1 1059.761 0.44] 1059.738 0.998 0.239 0.998 0.236
1| 0.005| 0.001| 1059.663 1 1060.817 44.661| 1062.459 0.998 0.158 0.998 0.141
1| 0.01| 0.0001| 460.517 1 460.569 0.0513| 460.539 0.998 0.201 0.998 0.208
1| 0.01] 0.001] 460.517 1 460.794 4.703| 461.108 0.998 0.178 0.997 0.13
1| 0.01| 0.01] 460.517 1 468.885| 566.0525| 462.582 0.974| 2.79e-012 0.983| 1.74e-009
1| 0.05| 0.0001| 59.915 1 59.924| 0.00025 59.923 0.999 0.792 0.999 0.795
1| 0.05| 0.001] 59.915 1 59.927 0.0249| 59.954 0.996 0.0186 0.996 0.0147
1| 0.05| 0.01] 59.915 1 60.202 2.339|  59.899 0.991| 1.14e-005 0.993| 8.03e-005
1 0.1 0.0001] 23.0259 1 23.0306| 2.47e-005| 23.0313 0.999 0.808 0.999 0.807
1 0.1] 0.001] 23.0259 1 23.0299| 0.00224| 23.0275 0.996 0.0232 0.996 0.0213
1 0.1 0.01] 23.0259 1 23.0948 0.251| 23.179 0.997 0.082 0.997 0.0491
1 0.1] 0.05] 23.0259 1 23.931 7.119]  23.244 0.968| 6.37e-014 0.988| 2.46e-007
1| 0.5 0.0001 1.386 1 1.387| 5.77e-008 1.387 0.999 0.946 0.999 0.947
1| 0.5 0.001 1.386 1 1.387| 5.92e-006 1.387 0.999 0.981 0.999 0.981
1 0.5] 0.01 1.386 1 1.388  0.00054 1.385 0.999 0.866 0.999 0.666
1| 0.5| 0.05 1.386 1 1.409 0.0151 1.368 0.993| 7.8e-005 0.996 0.026
1 0.5 0.1 1.386 1 1.447 0.0626 1.344 0.962| 2.65e-015 0.99| 2.49e-006

Shapiro; es el valor del estadistico de Shapiro-Wilks para el contraste de normalidad y Shapiros el

correspondiente para el contraste de lognormalidad.
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Tabla 3.4: (Continuacién)

m| (3 o t* Integral| Media |Varianza| Moda | Shapiro;| p-valor | Shapiro:| p-valor
5/ 0.01| 0.0001| 621.461 1 621.534 0.0648| 621.499 0.999 0.67 0.999 0.664
5/ 0.01| 0.001| 621.461 1 621.815 6.687| 621.865 0.997 0.0903 0.997 0.0818
5/ 0.01 0.01‘ 621.461 1 632.0858 913.912| 624.282 0.974| 3.17e-012 0.982| 8.54e-010
5| 0.05| 0.0001] 92.103 1 92.112| 0.000405| 92.114 0.999 0.687 0.999 0.684
5/ 0.05| 0.001] 92.103 1 92.123 0.0398| 92.129 0.996| 0.00777 0.996| 0.00696
5/ 0.05 0.01‘ 92.103 1 92.41 3.912| 92.132 0.996 0.0263 0.997 0.0859
5/ 0.1/ 0.0001, 39.12 1 39.122| 4.23e-005| 39.122 0.999 0.977 0.999 0.978
5/ 0.1 0.001] 39.12 1 39.135 0.0042| 39.127 0.998 0.353 0.998 0.346
5/ 0.1 0.01] 39.12 1 39.219 0.396| 39.109 0.995| 0.00458 0.996 0.0088
5/ 0.5/ 0.0001] 4.605 1 4.606| 2.09e-007,  4.606 0.997 0.0397 0.997 0.0401
5/ 0.5 0.001] 4.605 1 4.606| 1.99e-005|  4.606 0.998 0.385 0.998 0.367
5/ 0.5] 0.01] 4.605 1 4.61) 0.00187| 4.605 0.998 0.156 0.998 0.161
5/ 0.5 0.05| 4.605 1 4.651 0.0492 4.61 0.99| 3.76e-006 0.994| 0.000472
5/ 0.5 0.1 4.605 1 4.782 0.246| 4.673 0.969| 1.34e-013 0.986| 6.59e-008
5 1/ 0.0001| 1.609 1 1.61] 1.72e-008 1.61 0.999 0.762 0.999 0.761
5 1, 0.001] 1.609 1 1.61] 1.67e-006 1.61 0.998 0.369 0.998 0.366
5 1 0.01) 1.609 1 1.612| 0.000173| 1.611 0.998 0.369 0.998 0.371
5 1| 0.05 1.609 1 1.623| 0.00408| 1.616 0.997 0.0606 0.997 0.122
5 1 0.1 1.609 1 1.642 0.0181] 1.592 0.982| 9.38e-010 0.992| 3.36e-005
10| 0.05| 0.0001| 105.966 1 105.975| 0.00051| 105.976 0.998 0.296 0.998 0.295
10| 0.05| 0.001] 105.966 1 106.0111 0.0448| 105.982 0.999 0.623 0.999 0.606
10| 0.05 0.01‘ 105.966 1 106.435 4.606‘ 105.708 0.994| 0.000313 0.995| 0.00164
10/ 0.1} 0.0001| 46.0517 1 46.0564| 4.81e-005| 46.0573 0.998 0.544 0.998 0.54
10| 0.1] 0.001] 46.0517 1 46.069| 0.00504| 46.0787 0.998 0.223 0.998 0.237
10/ 0.1 0.01‘ 46.0517 1 46.172 0.509‘ 46.169 0.998 0.238 0.998 0.201
10/ 0.5/ 0.0001] 5.991 1 5.992 2.956—007‘ 5.992 0.998 0.472 0.998 0.473
10/ 0.5] 0.001] 5.991 1 5.992 2.76—005‘ 5.992 0.998 0.358 0.998 0.35
10/ 0.5] 0.01] 5.991 1 5.999| 0.00247| 6.00195 0.996| 0.00878 0.995| 0.00328
10/ 0.5 0.05| 5.991 1 6.0443 0.0682|  5.956 0.979| 8.62e-011 0.984] 9.13e-009
10, 0.5 0.1 5.991 1 6.183 0.328‘ 5.973 0.951 1.15e-017 0.973| 1.21e-012
10 1/ 0.0001| 2.303 1 2.303| 2.54e-008|  2.303 0.999 0.767 0.999 0.767
10 1, 0.001] 2.303 1 2.303| 2.49e-006|  2.303 0.999 0.69 0.999 0.678
10 1 0.01] 2.303 1 2.306| 0.000252| 2.305 0.998 0.145 0.997 0.0931
10 1 0.05 2.303 1 2.319| 0.00543 2.31 0.997 0.0765 0.998 0.361
10 1 0.1 2.303 1 2.345 0.0258| 2.272 0.984| 8.81e-009 0.992| 5.33e-005




Capitulo 4

Aplicacién a datos reales

En el capitulo 3, junto con el estudio del nuevo proceso de difusién asociado a la
curva Gompertz tratada por Tan, se aplicaron los resultados obtenidos a unos datos
simulados. Ahora, para mostrar su utilidad practica, vamos a aplicarlos a datos reales. En
concreto, vamos a tratar dos ejemplos incluidos ambos dentro del ambito econémico. En
el primero de ellos trabajaremos con datos que muestran la ganancia media (en pesetas)!
por hora trabajada por sectores de actividad (industria, construccién, servicios, todas las
actividades) y categoria profesional (empleados, obreros, empleados y obreros) en Espaiia.
En el segundo ejemplo los datos representan la remuneracion de asalariados (en millones
de pesetas) por comunidad auténoma en Espana. En ambos casos los datos disponibles
muestran tendencias sigmoidales con cotas distintas y valores iniciales diferentes en cada
trayectoria, por lo que nuestro modelo puede ser adecuado para ajustarlos.

Nuestro objetivo es encontrar uno o varios modelos que ajusten adecuadamente los
datos en cada uno de los ejemplos. Para ello se comenzara, en ambos, buscando un modelo
comun para todas las trayectorias muestrales y se observara si es asumible un inico mode-
lo. En caso contrario, se subdividiran los datos en grupos de trayectorias homogéneas entre
si en lo que se refiere a su comportamiento, a los que se les ajustara un modelo distinto.
De esta forma observaremos si hay mejoras en el ajuste de los datos. La forma de agrupar
las trayectorias sera distinta en los dos ejemplos. En el primero, ya que de forma natural
surgen agrupaciones (sectores de actividad y categoria profesional), se trabajara con ellas.
Para el segundo, al no haber ninguna alternativa a priori, se propondra un método para
realizar la subdivision. Dicho método se basa en el ajuste de curvas Gompertz de las
tratadas por Tan a cada una de las trayectorias.

Ademads, en el primer ejemplo, se muestra un estudio con fines predictivos. Para ello
se suprimira el ultimo dato a la hora de la estimaciéon del modelo y se usara el modelo
estimado para predecir dicho valor. De esta forma se puede comparar dicha predicciéon con

En los dos ejemplos se ha mantenido la unidad monetaria existente durante el periodo de tiempo que
abarcan los datos.
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el valor real y asi tener una idea sobre la bondad del modelo en cuanto a prediccion. Para
predecir el valor nos vamos a basar en las diversas funciones paramétricas estudiadas en
el capitulo 3.

4.1. Aplicacién a datos de ganancia media por hora
trabajada

Los datos considerados en este caso (ver tabla 4.1) constan de 12 trayectorias muestra-
les, de 20 datos cada una de ellas, que se corresponden con la ganancia media (en ptas.)
por hora trabajada por los trabajadores de ciertos sectores de actividades en Espana,
desde el ano 1981 al 2000. Como puede ver en la grafica 4.1, las trayectorias muestrales
parten de distintos valores iniciales y alcanzan cotas distintas, mostrando tendencias de
tipo sigmoidal. A la vista de dicha grafica, parece oportuno considerar el nuevo proceso
de difusiéon Gompertz para ajustar un modelo a los datos.

TA|TA| TA | I I I C C C S S S
Aiol E | O |[EyO| E | O EyO| E O |EyO| E | O [EyO
1081 | 523 | 353 | 415 | 580 | 377 | 430 | 408 | 338 | 365 | 490 | 323 | 414
1082 | 614 | 403 | 481 | 672 | 433 | 498 | 622 | 387 | 419 | 578 | 361 | 484
1083 | 705 | 462 | 553 | 774 | 403 | 570 | 685 | 434 | 472 | 668 | 426 | 566
1084 | 777 | 515 | 617 | 860 | 546 | 631 | 754 | 407 | 543 | 735 | 486 | 632
1085 | 849 | 567 | 679 | 959 | 604 | 703 | 805 | 519 | 570 | 791 | 531 | 686
1086 | 950 | 625 | 753 | 1072 | 672 | 784 | 957 | 549 | 626 | S74 | 583 | 759
1087 | 1019 | 660 | 810 | 1169 | 721 | 847 | 989 | 585 | 658 | 930 | 624 | 812
1088 | 1090 | 705 | 862 | 1239 | 762 | 900 | 1045 | 604 | 679 | 1007 | 658 | 875
1089 | 1188 | 746 | 925 | 1325 S11 | 058 | 1081 | 657 | 731 | 1127 | 664 | 949
1090 | 1280 | 811 | 1006 | 1438 | 882 | 1042 | 1202 | 726 | 812 | 1223 | 720 | 1031
1001 | 1382 | 876 | 1088 | 1565 | 965 | 1143 | 1303 | 788 | 890 | 1305 | 773 | 1104
1002 | 1481 | 937 | 1172 | 1685 | 1038 | 1236 | 1401 | 830 | 956 | 1306 | 824 | 1183
1093 | 1563 | 994 | 1251 | 1795 | 1102 | 1326 | 1400 | 897 | 1023 | 1468 | 881 | 1256
1004 | 1618 | 1037 | 1307 | 1866 | 1147 | 1379 | 1571 | 934 | 1071 | 1519 | 910 | 1310
1095 | 1696 | 1085 | 1370 | 1039 | 1200 | 1440 | 1632 | 978 | 1124 | 1599 | 956 | 1374
1096 | 1792 | 1144 | 1443 | 2070 | 1274 | 1525 | 1711 | 1027 | 1186 | 1685 | 1001 | 1436
1097 | 1866 | 1188 | 1501 | 2170 | 1328 | 1593 | 1778 | 1079 | 1238 | 1758 | 1045 | 1493
1098 | 1923 | 1222 | 1543 | 2259 | 1371 | 1646 | 1837 | 1121 | 1279 | 1811 | 1076 | 1536
1099 | 1075 | 1250 | 1583 | 2326 | 1408 | 1690 | 1928 | 1161 | 1330 | 1859 | 1094 | 1570
2000 | 2024 | 1284 | 1620 | 2382 | 1454 | 1738 | 2000 | 1218 | 1388 | 1917 | 1133 | 1613

Tabla 4.1: Datos por sectores de actividades (Todas las actividades (T A), industria (I), construccién
(C) y servicios (S)) y categorias profesionales (Empleados (E), obreros (O) y empleados y obreros (E y
0)) obtenidos de la encuesta de salarios de la industria y de los servicios del banco de datos TEMPUS
del Instituto Nacional de Estadistica (www.ine.es).
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Grdfica 4.1: Datos ganancia media por hora trabajada.

En primer lugar, estimamos un modelo comin a todas las trayectorias de que dispo-
nemos, obteniendo las siguientes estimaciones maximo verosimiles de los parametros a
partir de las expresiones obtenidas en el capitulo 3,

m = 1.55603 , B: 0.0833521 , & = 0.0169708.

Una vez estimado el modelo, representamos los valores muestrales de cada trayecto-
ria junto con la funcién media estimada, con idea de poder comprobar graficamente la
adecuacion de éste a los datos.
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Como puede verse, en algunos casos, como por ejemplo para los sueldos de los obreros
en el sector de la construccién y en el sector servicios, el modelo ajustado presenta des-
viaciones notables respecto de los datos observados, lo cual induce a pensar que podria
mejorarse dicho ajuste. Las diferencias observadas pueden estar motivadas porque los da-
tos corresponden a dos colectivos distintos (empleados y obreros), o bien porque provienen
de sectores de trabajo distintos (industria, construccion y servicios), y la estimacién rea-
lizada en el modelo no contempla este hecho. Siguiendo esta idea, dividimos el estudio en
dos casos. En el primero de ellos, subdividimos los datos agrupandolos segun la categoria
laboral, incluyendo un grupo que englobe a ambas. En el segundo caso, los grupos los
formamos basandonos en el sector de actividad, considerando, de nuevo, un sector que



132 Aplicacion a datos reales

incluye a todos. Una vez reagrupados los datos, realizamos un analisis, similar al anterior,
en cada uno de los casos.

4.1.1. Datos agrupados por categorias laborales

Los datos agrupados por categorias laborales se observan en las graficas 4.2, 4.3 y 4.4.

Empleados
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Grdfica 4.2: Datos por sector de actividades para empleados.
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Grdfica 4.3: Datos por sector de actividades para obreros.
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Empleados y Obreros

1800 T T T T T e
1500 [ ]
1200 | -
900 [ .
600 [ - .
300 |- ]
o L, N
1980 1984 1988 1992 1996 2000

—%— Todas las actividades Construccion

—#— Industria Servicios

Grdfica 4.4: Datos por sector de actividades para empleados y obreros.

Al igual que antes, para cada grupo, calculamos las estimaciones maximo verosimiles
de los parametros y representamos las funciones media estimadas junto con las trayectorias
muestrales correspondientes, obteniéndose los siguientes resultados:

¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS:

M =1.55312 , 3 = 0.0879439 , & = 0.0192233.
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¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos de los OBREROS:
m = 1.50972 , BA: 0.0811867 , & = 0.0167187.
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¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS Y
OBREROS: R
m = 1.59052 , 5 = 0.0820069 , & = 0.0143954.
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Observando estas graficas puede apreciarse claramente cémo se mejora el ajuste, basa-
do en la tendencia del proceso, en aquellos casos en los cuales el modelo tinico presentaba
desviaciones notables (caso de categoria laboral obreros en el sector de la construccion
y en el sector de servicios). Veamos si en la segunda de las agrupaciones de trayectorias
planteadas sucede lo mismo.

4.1.2. Datos agrupados por sectores de actividades

Los datos agrupados por categorias laborales se observan en las graficas 4.5, 4.6, 4.7
y 4.8.
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Grdfica 4.5: Datos por categoria laboral para todas las actividades.
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Grdfica 4.6: Datos por categoria laboral para el sector de la industria.
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Grdfica 4.7: Datos por categoria laboral para el sector de la construccién.
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Grdfica 4.8: Datos por categoria laboral para el sector servicios.
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De nuevo, a cada grupo les realizamos el mismo analisis que en el caso anterior, llegando
a los siguientes resultados:

¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos de todas las ACTIVIDADES:

~

m = 1.51376 , 8 =0.0869641 , 0 = 0.0106706 .
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¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos del sector de la INDUSTRIA.:

M =1.63614 , 3 = 0.0802291 , & = 0.0115114.



4.1 Aplicacion a datos de ganancia media por hora trabajada 139

z500
z00af
1500
1000
son¥
19521953 195619551990 1992 19941936 199532000 19571953 1966 19658 1990 1992 19941996 1995 2000
Empleados Obreros
1750

Li00
1250
1000

750

EUD'

Z50F

1982 1984 19386 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000

Empleados y obreros

¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos del sector de la CONSTRUC-
CION:

~

M =1.63921 , 3 = 0.0740976 , & = 0.0252213 .
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¢ Resultados para el modelo ajustado a los datos del sector SERVICIOS:

m = 1.46285 , B = 0.09179 , & = 0.0157417..
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Para esta eleccion de subgrupos, al igual que sucedia en el caso anterior, los modelos
obtenidos mejoran al modelo 1nico, si bien parece que en menor medida que para la
agrupacion anterior de trayectorias.

4.1.3. Ajuste y prediccion

En la estimacion de los modelos anteriores hemos empleado todos los datos dispo-
nibles en cada trayectoria. A continuacién nos planteamos emplear dichos modelos con
fines predictivos. Para ello eliminamos del proceso de estimacién el ultimo dato de cada
trayectoria, estimamos el modelo con todos los demas datos y se realiza la prediccion en el
instante de tiempo no considerado. Este desarrollo sera realizado considerando la primera
de las agrupaciones consideradas.

¢ Estimaciones para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS:

~

m = 155401 , 8 =0.087888 , o = 0.0197194.
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¢ Estimaciones para el modelo ajustado a los datos de los OBREROS:
m = 1.59299 , BA: 0.0811867 , & = 0.0167187.
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¢ Estimaciones para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS Y
OBREROS: R
m = 1.50972 , 5 =0.0811867 , & = 0.0167187.
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Al igual que se ha obtenido la funcién media estimada para cada categoria laboral,

se podrian estimar el resto de funciones que se trataron en el capitulo 3, como la funcién

moda o la funcién de cuantiles. A partir esta ultima funcién, considerando los cuantiles

a1 = 0.025 y ap = 0.975, se puede obtener una banda de confianza que, con probabilidad

0.95, contiene al valor verdadero. Representemos estas funciones junto con las trayectorias

muestrales en cada caso.

= Funciones estimadas para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS:
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= Funciones estimadas para el modelo ajustado a los datos de los OBREROS:
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» Funciones estimadas para el modelo ajustado a los datos de los EMPLEADOS Y
OBREROS:
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A continuacion se muestra una tabla con las predicciones puntuales y por intervalos de
la ganancia media por hora trabajada en el ano 2000 en cada uno de los modelos corres-
pondientes a las diferentes categorias profesionales. Las predicciones puntuales han sido

calculadas empleando las funciones media y moda (asi como sus versiones condicionadas
al valor observado del salario en 1999), mientras que las predicciones por intervalos lo han
sido mediante las funciones de cuantiles, considerando oy = 0.025 y a2 = 0.975 (asi como

sus versiones condicionadas).
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Aplicacion a datos reales

Modelo Empleados Obreros Empleados
y Obreros
Todas las actividades
valor real 2024 1284 1620
media 2073.31 1278.87 1633.07
media cond. 2033.82 1287.57 1623.03
moda 2050.46 1268.72 1632.54
moda cond. 2032.63 1287.03 1613.06
intervalo (1745.4,2444.69) (1105.71,1471.31) (1428.47,1836.53)
intervalo cond. (1956.33,2113.55) (1245.89,1330.27) (1586.5,1680.64)
Industria
valor real 2382 1454 1738
media 2299.27 1365.82 1681.7
media cond. 2395.27 1450.32 1743.45
moda 2273.93 1354.98 1671.36
moda cond. 2393.88 1449.71 1742.89
intervalor (1935.62,2711.13) (1180.89,1571.34) (1480.11,1902.91)
intervalo cond. (2304.01,2489.18) (1403.37,1498.42) (1693.73,1794.24)
Construccién
valor real 2000 1218 1388
media 1974.2 1195.89 1427.49
media cond. 1985.42 1224.53 1372.06
moda 1952.44 1195.39 1418.71
moda cond. 1984.26 1214.81 1371.62
intervalo (1661.97,2327.83) (1058.73,1408.79) (1256.37,1615.26)
intervalo cond. (1909.78,2063.26) (1157.18,1235.56) (1332.94,1412.03)
Servicios
valor real 1917 1133 1613
media 1942.49 1170.18 1619.12
media cond. 1914.36 1126.88 1619.66
moda 1921.08 1160.9 1609.17
moda cond. 1913.25 1126.41 1619.13

intervalo

intervalo cond.

(1635.27,2290.44)
(1841.43,1989.41)

(1011.74,1346.27)
(1090.4,1164.25)

(1425.03,1832.1)
(1573.47,1666.84)

Tabla 4.2: Valores predichos para el afio 2000 mediante las funciones media, moda e intervalo propor-
cionado por los cuantiles a7 = 0.025 y a2 = 0.975, sin condicionar y condicionadas al valor en el instante

anterior. En negrita aparecen los valores reales observados.
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4.2 Aplicacion a remuneracién de asalariados

4.2. Aplicacion a remuneracion de asalariados

En este segundo ejemplo trataremos datos de la remuneracion de asalariados en las
comunidades auténomas espaniolas (ver tablas 4.3 y 4.4). Constan de 18 trayectorias mues-
trales correspondientes a 18 comunidades auténomas (las ciudades auténomas de Ceuta
v Melilla estan consideradas de forma conjunta) entre los afios 1986 y 1996. Las graficas
4.9 y 4.10 representan las trayectorias muestrales, observandose como parten de distintos
valores iniciales, alcanzan cotas distintas y muestran tendencias de tipo sigmoidal. A la
vista de dichas graficas, parece oportuno considerar de nuevo el proceso de difusién tipo
Gompertz propuesto en esta memoria para ajustar un modelo a los datos.

Afo 1986 1987 1988 1989 1990 1991
Andalucia 1850680 | 2122886 | 2390828 | 2714059 | 3153033 | 3520509
Aragén 505937 | 576101 | 651695 | 722176 | 834194 | 921693
P. Asturias 472234 | 502980 | 550741 | 616264 | 698403 | 771538
I. Baleares 316363 | 347601 | 398514 | 455217 | 506360 | 561238
I. Canarias 523277 | 611265 | 696856 | 771124 | 870308 | 971524
Cantabria 193712 | 211576 | 237258 | 267665 | 301387 | 338287
Castilla Leon 907662 | 989674 | 1108074 | 1229001 | 1377210 | 1544259
Castilla Mancha | 456537 | 505739 | 572156 | 646917 | 741940 | 845031
Cataluna 2745394 | 3124480 | 3516850 | 3988121 | 4591972 | 5136724
Com. Valenciana | 1325323 | 1499415 | 1649584 | 1879769 | 2196397 | 2439562
Extremadura 249220 | 287251 | 329401 | 375016 | 433954 | 494408
Galicia 781287 | 879061 | 992558 | 1126244 | 1284495 | 1443870
C. Madrid 2583309 | 2869488 | 3194707 | 3591637 | 4166436 | 4598149
R. Murcia 312834 | 350652 | 400250 | 464789 | 533577 | 603469
Navarra 244534 | 270514 | 302190 | 346439 | 382393 | 439972
Pais Vasco 1140205 | 1203545 | 1312076 | 1451777 | 1615074 | 1834944
La Rioja 100763 | 114541 | 128516 | 147180 | 162992 | 183755
Ceuta y Melilla 55387 62363 71047 72153 85838 97306

Tabla 4.3: Datos por comunidad auténoma en Espana en el periodo (1986-1991). Fuente: Instituto
Nacional de Estadistica (www.ine.es).

Planteamos, en primer lugar y como en la aplicacién anterior, la estimacion de un mo-
delo comun para todas las comunidades auténomas, obteniendo las siguientes estimaciones
maximo verosimiles de los parametros

~

m=1.1114 g =0.114241 o =0.0265914 .



148

Aplicacion a datos reales

Ano 1992 1993 1994 1995 1996
Andalucia 3774122 | 3850941 | 3989230 | 4189191 | 4390819
Aragon 977075 | 1037747 | 1053898 | 1107204 | 1172628
P. Asturias 844279 | 860106 | 853551 | 855380 | 901055
I. Baleares 593214 | 599518 | 627839 | 692146 | 752839
I. Canarias 1073843 | 1099322 | 1121397 | 1228748 | 1318991
Cantabria 376435 | 385464 | 388326 | 4193598 | 439986
Castilla Leon 1719503 | 1791693 | 1842101 | 1930096 | 1989929
Castilla Mancha | 906733 | 967365 | 1004281 | 1059821 | 1131610
Cataluna 5514800 | 5637585 | 5701918 | 5973189 | 6191040
Com. Valenciana | 2618580 | 2737979 | 2864150 | 3084128 | 3317583
Extremadura 352500 | 569128 | 572261 | 606029 | 632696
Galicia 1546850 | 1618714 | 1667067 | 1771612 | 1855723
C. Madrid 3042537 | 5302851 | 5354984 | 5511797 | 5809090
R. Murcia 653232 | 675695 | 703677 | 741735 | 794413
Navarra 473985 | 491938 | 514080 | 547933 | 584940
Pais Vasco 1932359 | 2066518 | 2116183 | 2218866 | 2315206
La Rioja 191376 | 205047 | 218830 | 231102 | 245721
Ceuta y Melilla | 101962 | 104084 | 108967 | 113245 | 115013

Tabla 4.4: Datos por comunidad auténoma en Espana en el periodo (1992-1996) (continuacién). Fuente:

Instituto Nacional de Estadistica (www.ine.es).
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Grdfica 4.9: Remuneracién de asalariados en las comunidades auténomas espafolas.
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Grdfica 4.10: Remuneracién de asalariados en las comunidades auténomas espanolas (continuacion).

Una vez estimado el modelo, representamos los valores muestrales de cada trayecto-
ria junto con la funcién media estimada, con idea de poder comprobar graficamente la
adecuacion de éste a los datos.

410 . T1y
. 110
4
10 - #0000 500000
P £00000
£x10
400000 400000
11 Zooooo 00000
1958 1990 199 194 1996 1958 1990 1992 L9499 186 1990 1992 1994 L9%%
Andalucia Aragén Principado de Asturias

00000
. 1.2x10 400000
00000 =
110
500000 200000
500000
400000
3000004 £00000 2000004
400000
200000 100000
100000 200000
1955 19s0 1992 1994 1996 1985 1990 L9 1994 199 1386 1330 199 1334 199

Islas Baleares Islas Canarias Cantabria



150

Aplicacion a datos reales
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Como se puede apreciar en los resultados, al ajustar un modelo 1inico a todas las comu-

nidades autonomas, en algunas la tendencia estimada del modelo no parece ajustarse bien
a los datos observados, como por ejemplo en el Principado de Asturias, Islas Canarias,
Castilla la Mancha,... Debido a ello, al igual que en la primera aplicacién, nos planteamos
la posibilidad de agrupar las comunidades en bloques homogéneos en cuanto a su com-
portamiento sobre la variable estudiada. El problema surge a la hora de seleccionar dichos
grupos ya que, a diferencia de la aplicacion anterior, no hay, en principio, un criterio claro
para la creacion de los mismos. Una opcion para ello puede ser aplicar un modelo distinto
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a grupos de comunidades que se ajusten a curvas Gompertz con parametros similares.
Con dicha finalidad ajustamos a cada trayectoria muestral, mediante regresion no lineal,
una curva Gompertz del tipo estudiada por Tan. En la tabla 4.5 aparecen los valores esti-
mados de los parametros para cada comunidad, el valor del cociente entre los parametros
a v 3, ya que dicho cociente es un término importante en la ecuacion de la curva, y un
indice de la bondad de ajuste, R?.? Los valores que toma este coeficiente nos indican que
los datos se ajustan bien mediante este tipo de curvas Gompertz.

Comunidad R? m 1G] m/ 3
Andalucia 0.99104 | 0.174162390 | 0.159699750 | 1.090561444
Aragén 0.99414 | 0.159931393 | 0.146252583 | 1.093528673
P. Asturias 0.96412 | 0.126097135 | 0.143306540 | 0.879911936
I. Baleares 0.98859 | 0.140334003 | 0.114965886 | 1.220657778
I. Canarias 0.99467 | 0.165692424 | 0.136231793 | 1.216253713
Cantabria 0.98673 | 0.136744619 | 0.109403657 | 1.249909032
Castilla Leon 0.98812 | 0.130273196 | 0.102697327 | 1.268515937
Castilla Mancha | 0.99241 | 0.146466820 | 0.102434026 | 1.429864916
Cataluna 0.98770 | 0.173634725 | 0.172452940 | 1.006852797
Com. Valenciana | 0.99279 | 0.146420348 | 0.103692218 | 1.412066892
Extremadura 0.98856 | 0.186247711 | 0.153908963 | 1.210116080
Galicia 0.99322 | 0.157193460 | 0.131835544 | 1.192345063
Madrid 0.98582 | 0.149560520 | 0.132366692 | 1.129895427
Murcia 0.99112 | 0.167097885 | 0.130504941 | 1.280395085
Navarra 0.99266 | 0.138571102 | 0.100586769 | 1.377627530
Pais Vasco 0.98404 | 0.101606112 | 0.069915248 | 1.453275429
La Rioja 0.99773 | 0.148862565 | 0.114347316 | 1.301845729
Ceuta y Melilla | 0.98149 | 0.142845816 | 0.144575342 | 0.988037199

Tabla 4.5: Pardmetros resultantes del ajuste a una curva Gompertz (2.1) para cada comunidad.

A partir de los resultados de la tabla 4.5, agrupamos las comunidades en cinco grupos
distintos basandonos en valores proximos de 3 y del cociente entre m y 3. Los grupos que
proponemos son:

1. Andalucia, Aragén y Cataluna.
2. Islas Baleares, Cantabria, Castilla Leén y La rioja.

3. Islas Canarias, Extremadura y Region de Murcia.

2El valor R? que se obtiene es

Suma de cuadrados residual

R?*=1

Suma de cuadrados total
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4. Castilla la Mancha, Comunidad Valenciana y Navarra.

5. Galicia y Comunidad de Madrid.

Las comunidades del Principado de Asturias, el Pais Vasco y Ceuta y Melilla las con-
sideramos de forma independientemente debido a que los parametros ajustados, en sus
casos, son dispares con respecto al resto, lo que nos hace pensar que el modelo Gompertz
adecuado en cada una de dichas comunidades debe ser diferente.

A continuacion calculamos las estimaciones maximo verosimiles de los parametros para
cada uno de los grupos considerados y, al igual que en la primera aplicacion, representamos
la funcién media estimada, en cada caso, junto con su trayectoria muestral, obteniéndose
los siguientes resultados:

Modelo 1. m =0.95784, 320.145256 y o =0.0220472.

4210 |
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400000
Lelb 200000
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Cataluna
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Modelo 2. 7 =1.22775, 3 =0.0980655 v & =0.0244082.
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Modelo 3. 7 =1.14663, 3 =0.127009 v & =0.0250102..
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Modelo 4. 7 =1.38408, 3 =0.0907362 v & =0.0220963 .
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Modelo 5. m =1.06819, B =0.121166 y o =0.0222347 .

1.75x10 Bl T
1.5%10 ... 5xlo ¢
1.25x10 ax1o |
1x10 a1t |
150000
zxld |
500000
250000 1x10 |
1955 1990 199 1994 199§ 1985 1990 139z 1994  199%
Galicia Comunidad de Madrid

Para las comunidades del Principado de Asturias, Pais Vasco y Ceuta y Melilla obte-
nemos los siguientes resultados, ajustando un modelo en cada caso:

» Principado de Asturias: m =0.829483, B =0.122583 y o =0.03242.

500000 .
E00000
400000

00ana

19&8 1930 193¢ 1994 193E

= Pais Vasco: m =1.35545, 3 =0.0677984 y & =0.0246101 .
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= Ceuta y Melilla: 7 =0.848136, 3 =0.143967 v & =0.039741 .

100000 .
50000
0000
40000

20000

1958 12490 199¢ 1994 1996

A partir de los resultados obtenidos puede observarse que la consideracién de grupos
hace que los nuevos modelos ajustados mejoren, sensiblemente en algunos casos, el ajuste
que se obtuvo mediante un modelo unico.
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Apéndice A

Apéndice A

ESQUEMAS DE CURVAS GOMPERTZ

CAPOCELLI' Y RICCIARDI

d=k g=e; g=¢

f(t) = exp 2 T - m|%|€v + In e Plit)

GOMPERTZ H WINSOR 3

|malwﬁluo

h&n&m% —> | f(t) = ke V\avﬁivfwg

- 7= hep ") — |k
- t> 1 =l

logg=

g=p'"

T T A
d= o k

| “m = exp Ts k T — miiii +In &%é?g@
ne =
1—q"

L; = tamaiio de la poblacién k= zpe”

/8

en el instante z b=4

a = instante inicial
r = unidad de salto
considerada en el tiempo
_ o 1 —B(t—to)
p = razén de la progresién ,2& = ZLpexXp W —€

geométrica que hay entre
el niimero de personas
TAN

vivas en el tiempo
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Apéndice B

INICIALIZAR: ig (solucion inicial), To, L, j:=ip (solucién), k:=0 (iterador del método)

Generar j elemento del entorno de i

Il

Metropolis? (3,i,T)

it

NO

Calcular: Ty, k:=k+1

NO

convergencia: k

1 = Optimo (menor de todas las
soluciones obtenidas)
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