Regresion Minimo
Cuadratica
Bidimensional




El problema de regresidn consiste en aproximar una variable aleatoria (Y) mediante una funcién de otra variable
(X) definida sobre el mismo espacio de probabilidad: Y= ¢(X)

* Y: Variable dependiente, explicada o enddgena
* X: Variable independiente, explicativa o exégena
* @: Funcion de regresion

FUNCION DE REGRESION: El problema consiste en elegir la funcidn de regresion ¢ de forma que las
predicciones realizadas a partir de ella sean dptimas.

Criterio de optimabilidad: Minimos Cuadrados: Consiste en elegir ¢p de forma que las desviaciones cuadraticas
entre los valores reales y los aproximados sea minima, esto es:

o(X)=Min E[(Y- ¢(X))2]= Min E.C.M.

Error Cuadratico Medio: E.C.M. = E [(Y- 9(X))?]




Soluciéon del Problema:
E [(Y- o(X))2]= E[E[(Y- 9(X))?]/X] — Min E[(Y- ¢(X))?]= Min E[E[(Y- ¢(X))?]/X]

Por propiedad vista para variables aleatorias E[X-c]? es minima para c=E[X]

== | ¢(X) = E[Y/X]

E.C.M. = E [(Y- ¢(X))?]= E [(Y- E[Y/X])?]= E[E[(Y- E[Y/X])?]/X] = E[Var[Y/X]] == |E.C.M. = E[Var[Y/X]]

Desarrollando:
E[Var[Y/X]]= E[E[Y*/X]-E[Y/X]?] = E[Y?] - E[E[Y/X]°]
Teniendo en cuenta la descomposicion de la varianza:

Var [Y] = E[Var[Y/X]] + Var[E[Y/X]]
= E.C.M. [@(X) ] + Var[¢(X) ] Var[Y] > E[Var[Y/X]]




Curvas de regresion minimo cuadraticas

Curva de regresion de Y sobre X Curva de regresion de X sobre Y

Y=E[Y/X=x,] X=E[X/Y=y,]
E.C.M. asociado a la curva=E[Var[Y/X]] E.C.M. asociado a la curva=E[Var[X/Y]]
E.C.M. para un valor concreto x,=Var[Y/X=x] E.C.M. para un valor concreto y,=Var[X/Y=y,]

Se tiene, por tanto:

Sin observar X A partir de X A partir de un valor
concreto X,

Prediccion Minimo
Cuadraticade Y E[Y] E[Y/X] E[Y/X=x,]

Error Cuadratico Medio Var[Y] E[Var[Y/X]] Var[Y/X=x]




Casos particulares:

1. XeYindependientes =) Las curvas de regresion son paralelas a los ejes, la prediccidon es constante.
X = E[X], E.C.M. = Var[X]
Y=E[Y], E.C.M. = Var[Y]

2. Y depende funcionalmente con X ===) La curva de regresion de Y sobre X coincide con la curva de
(o viceversa) dependencia. Y = f(X), E.C.M. =0 (o viceversa)

3. Hay dependencia funcional reciproca ===) Ambas curvas coinciden y coinciden con la dependencia.
Y=f(X), E.C.M. =0. X=f"1(Y), E.C.M.=0




Razon de correlacion

Nos da |la proporcién de la varianza de la variable dependiente explicada por |la regresién, o lo que es lo
mismo, la concentracién en torno a la curva de regresion.
También se conoce como bondad del ajuste.

2 _Var[E[Y|X]_1 E[Var[Y|X] 2 _Var[E[XlY]_1 E[Var|X|Y]
nY/X‘ Varl[Y] - Var[Y] nX/Y— Var[X] T Var[X]

Propiedades:

1. 0<nyx<1
2. nyx=0 = Y=E[Y]
3. n,z,/X =1 == Y depende funcionalmente de X
n)z(/y =1 = Xdepende funcionalmente de'Y
n,z,/X = n)z(/y =1 — Dependencia funcional reciproca




Regresion Lineal Minimo Cuadratica
Recta de regresiéon de Y sobre X Recta de regresion de X sobre Y

La funcion de regresion buscada sera la recta:

La funcidn de regresion buscada sera la recta:

X=a'X+b'

Los coeficientes a y b que minimizan el error cuadratico — — o o

medio son: Los coeficientes a’ y b’ que minimizan el error cuadratico
medio son:

Y=aX+b.

__ Cov[X Y] . B y _ Cov[XY] ., _ o
a= Varix] b = E[Y] — aE[X] a = — b' = E[X]—ad'E[Y]

b= yy,x: Coeficiente de regresion de Y sobre X
b”= yx,y: Coeficiente de regresion de X sobre Y



Propiedades:

Si la curva de regresion es unarecta ==) Coincide con la recta de regresion

Las rectas de regresion se cortan en el punto (E[X],E[Y])

Los coeficientes de regresion coinciden en signo y coinciden en signo con la covarianza

Si Cov[X,Y] =0 ==) [as rectas vienen dadas por Y = E[Y], X = E[X]

Si X e Y estan linealmente relacionadas (Si lo estd Y con X, también lo estard X con Y) =% Las rectas de
regresion coinciden con la recta de dependencia.

e wh ek

El Error Cuadratico Medio Asociado a la Prediccion de Y por X viene dado por:

Cov[X,Y]?

E.C.M.=Var[Y] — Varix]




Coeficiente de determinacion lineal

Proporcion de varianza de cada una de las variables debida a la regresion lineal.

2 _  Cov[XY]?
Pxy = Var[X]Var[Y]

Propiedades:

0<pgy<1

P)z(,y =Yv/x " VYx/y

p)z(,y =0 == Lasrectas deregresion son paralelas alos ejes: Y = E[Y], X = E[X]
p)z(,Y =1 == Existe dependencia funcional lineal. Las dos rectas coinciden.

0<pfx< nyx<1

0<pgy< Nygy<l
Se da la igualdad si curvas y rectas coinciden.
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Coeficiente de correlacion lineal

Indica el sentido y el grado de correlacion entre X e Y.

_ Cov[X,Y]?
Pxy = Var[X|Var[Y]

Propiedades:
1. -1<pyxy<1

2. Coincide en signo con la covarianza y con los coeficientes de regresion
3. pxy=0 == \Variablesincorreladas: Y = E[Y], X = E[X]
4. |pxyl=1=  Dependencia lineal funcional.




