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Sigma-dlgebra de Borel sobre R”, B”

Es la minima o-dlgebra que contiene todos los intervalos de R".
En particular, se puede generar a partir de la coleccién de todos los
intervalos de R” de la forma:

(—o00, x] = (=00, x1]x(—00, x2]x..x(—00, x5] X = (x1,...,%1) € R"

e




Definicidn de vector aleatorio

Un vector aleatorio X = (Xi, ..., X;;) sobre un espacio probabilistico
base (£2,.4, P) se define como una funcién:

X :(Q2,AP)— (R",B"), X’l(B) cAY BepB”
Caracterizacion |

X=(X1,... %) + (2,A4,P)— (R",B") es un vector aleatorio <
XH(=00x]) = {weQ/X(w)<x}=
{we Q/X1(w) < x1, .0, Xn(w) < xp} € A
Vx = (x1, ..., %y) € R"

Caracterizacion |l

X =(X1,...Xs)  (2,4,P)— (R",B") es un vector aleatorio <
Xi © (2,A,P)— (R,B) es una variable aleatoria



Distribucidon de Probabilidad de un vector aleatorio
Sea X = (X1,...,Xp) : (2, 4,P) — (R",B™) un vector aleatorio.

Se denomina distribucién de probabilidad:
Px : B" —[0,1]
satisfaciendo:
Px(B) = Plw € Q: X(w) € Bl]=P[x€ B] YvBeB"
X transforma el espacio de probabilidad original:
(Q,A,P)— (R",B", Px)

y el interés se centra en el estudio de este nuevo espacio, es decir,
en el estudio de Px.

Teorema: Px es una medida de probabilidad sobre (R", B")



Funcidn de Distribucidén de un vector aleatorio

Dado X = (Xi,...,Xp) : (2, A,P) — (R", B") se define su funcién
de distribucién como:

Fx : R" = [0,1]

tal que

Fx(x) = Px[(—o0,x]] = P[X € (—o0,x)] = P[X < x]
Fx(Xl, ...,Xn) = P[Xl S X1, ...,Xn S Xn]



Propiedades de la Funcién de Distribucién de un vector
aleatorio

1. Es mondétona no decreciente en cada argumento

Vi=1,..n Vo X1y eeey Xim—1, Xig1y ooy Xn € R
’
Xi <X; = Fx(Xt, ..., Xi—1,Xj, Xi11, -, Xn)

/
< FxX (Xt ey Xim1y Xjy X1y ooy Xn)
2. Es continua a la derecha en cada argumento

Vi=1,..,n N X1y eeny Xi—15 Xid1y -3 Xn € R

. /
||mX_z_>X,_+ Fx(Xl,...,X,'_1,X,-,X,'+1,...,Xn):

I

FX(Xla ey Xi—1, Xiy Xi41, "'7Xn)



Propiedades de la Funcién de Distribucién de un vector
aleatorio

Vi=1,...,n Vxg,....xn €ER

3 lim  Fx(X1, .oy Xiy ooy Xn) = Fx(x1, ...y —00, ..., %5) = 0
Xj—r—00

3 lim  Fx(x1, .oy Xiy ooy Xn) = Fx(00, ..., 00, ..., 00) =
X1 ey Xn—>00



Propiedades de la Funcién de Distribucién de un vector
aleatorio

V(x1,..., xn) €R", V(eq,...,€e0) € R
FX(Xl + €1,y Xp + En) —

n
E Fx(x1 4 €1, .., Xi—1 + €i—1, Xj, Xit1 + €i41, s Xn + €n) +
i—1
n
E Fx (X1 + €1,y Xi—1 4 €i—1, Xiy Xi1 + €415 ooy Xj—1
i j=Li<j
F€-1, X5 Xjg1 + €41, o Xn + €7) oo+
(—1)"Fx(x1,...,xn) >0



Propiedades de la Funcién de Distribucién de un vector
aleatorio

Caracterizacién

Las propiedades vistas caracterizan la funcién de distribucién de los
vectores aleatorios, i.e. toda funcién que las cumple es la funcién
de distribucién correspondiente a un vector aleatorio.



Teorema de correspondencia

Existe una correspondencia biunivoca entre las funciones de
probabilidad Px sobre (R",B8") y las funciones F : R" — [0, 1] que
satisfacen las propiedades vistas. Dicha correspondencia esta
determinada por la relacién:

P[(—o0o,x]] = F(x), Vx=(x1,...,xn) € R"

Ma3as concretamente,

i) Si Px es una medida de probabilidad sobre (R", B"), la
funcién Fx : R" — [0, 1] tal que F(x) = P[(—o0, x]| satisface
las propiedades vistas.

ii) Reciprocamente, si Fx : R" — [0, 1] satisface las propiedades
= Existe una (nica medida de probabilidad Px sobre (R"”, B")
verificando:

P[(—o0,x]] = F(x) VxeR"



Corolario

a. La distribucién de probabilidad de un vector aleatorio
determina y es determinada por su funcién de distribucion.

b. Las propiedades vistas caracterizan a las funciones de
distribucién. Toda funcién que las cumpla es la funcién de
distribucién de un vector aleatorio.



Célculo de probabilidades en intervalos bidimensionales

>
Pla<Xi <bXoel]=PXe <b,Xo€l]-P[Xy<aXyel]
>
Pla<Xi <bXo€l]=P[X1 < b Xoel]—-P[X1<aXel
>
P[X1 < b,c<Xo <d] = P[X1<b,Xo<d]
—P[X1 < b, X2 < (]
= F(bad)_F(b7C)
>

PIXi<bc<Xp<d = P[Xi<b X <d
—P[leb,X2<C]
= F(b7d_)_F(b>C_)



Vectores aleatorios discretos

Un vector aleatorio es discreto si su conjunto de valores es
numerable.

3 Ex C R" numerable, tal que
Px(Ex) = P[X € Ex] =1



Funciéon masa de probabilidad de un vector aleatorio
discreto

Ex C R" conjunto de valores del vector.

Px : Ex— [0,1]
Px = P[X=x]=P[X1=x1,....;%, = xn] ¥x=(x1,..., xn) € Ex.

satisfaciendo:
» P[X=x]>0 Vx e Ex
> ZXEEX P[X = X] = ]‘
Caracterizacion. Toda coleccién numerable de ndmeros no

negativos de suma 1 constituye la funcién masa de probabilidad de
algin vector aleatorio n-dimensional de tipo discreto.



Funcidn de distribucion de un vector aleatorio discreto

Fx=PX<x]= > PX=x] VxeR"

x;i€Ex,xi<x

Caracterizacion

X =(X1,....%n) : (2, A,P) = (R",B", Px) es discreto <

Xi (2, A,P)— (R,B) es una componente discreta Vi =1, ...



Vectores aleatorios continuos

Un vector aleatorio X : (2, A4, P) — (R", B", Px) es de tipo
continuo si d una funcién fx : R" — R no negativa e integrable,
tal que:

F(x):/X fx(t)dt ¥x e R"

Xn Xn—1 X1
Fx(Xl,...,X,,) :/ / / fx(tl,...,tn) dty, ..., dt,

Vx1, ...y Xp € R”



Vectores aleatorios continuos

La funcién fx recibe el nombre de funciéon de densidad del vector
aleatorio Xy, como vemos en la definicién, fx determina F(x)y,
por tanto, Px:

Px(B) = P[x € B] = /B fx(t)dt

lo cual implica que si E es numerable P[x € E] = 0.



Propiedades de la funcién de densidad

1. fx es no negativa, integrable y

/ fx(x)dx = / / fx (X1, ..oy Xp)dxy, ...dx, = 1

limy, o — oo fx (X1, ...y Xn) = limy, oo fx (X1, ...;xp) =0 Vi=1,..,n

3. fx es continua salvo en un conjunto de puntos con medida
nula (es decir, el conjunto de discontinuidades de fx es
numerable) y Fx es derivable en los puntos de continuidad
x = (x1, ..., xp) tal que:

a":X(Xla "'aXn)

= f
O0x1, ..., 0xp x(x5 e n)



Propiedades de la funcién de densidad

4. fx puede ser cambiada en puntos de medida nula sin afectar a
la integral, o sea, a Fx.

5. Si E es un conjunto numerable = Px(E) =0



Caracterizacién de la funcion de densidad

— Si fx : R™ — R es la funcién de densidad de un vector
aleatorio = es no negativa e integrable y su integral sobre R"
vale 1.

+ Toda funcién fx : R” — R no negativa, integrable y tal que
fR" fx(x)dx =1 es la funcién de densidad de algin vector
aleatorio n-dimensional de tipo continuo.

Proposicién: Si X = (Xi,...,X,) : (2, 4,P) — (R", B", Px) es
un vector aleatorio de tipo continuo
= Xi: (2, A,P) — (R, B, Px.) es de tipo continuo Vi =1, ..., n.
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Distribuciones marginales

Al considerar un vector aleatorio como un conjunto de variables, a
la distribucién del vector se le llama distribucién conjunta y a la
distribucién de cada variable distribucién marginal de dicha
componente.

Dichas distribuciones marginales pueden obtenerse a partir de la
distribucién conjunta:

Si X = (Xi,...,Xs) es un vector con funcién de distribucién Fx =
Vi=1,..,n Fx(xi)= Fx(+o0,..., 400, Xj, +00, ..., +00)

Anilogamente:

Fat,ooxi (Xi1, ooy Xi) = Fx (400, ..., 400, Xj1, +00, ..., +00, Xik, +00, ..., +00)



Distribuciones marginales. Caso discreto

Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio discreto con

P[X € Ex] = 1y funcién masa de probabilidad P[X = x| Vx € Ex.
Si X; es una componente arbitraria y por tanto discreta con valores
en Ex,, entonces su funcién masa de probabilidad puede obtenerse
a partir de la conjunta:

PIX; = x| = > PIX = x|

XLyereyXi—1,Xi £ 15++5Xns
x€eEx

= E P[X1 = x1, ..., Xj—1 = xi—1, Xi = xi,
X1yee oy Xi—15Xj+15-+-5Xn,
(Xl,...,X,',...,Xn)EEX

Xit1 = Xix1, s Xn = Xa]

La funcién masa marginal de cualquier subvector se calcularia de
igual forma.



Distribuciones marginales. Caso continuo

Sea X = (Xi,..., X) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad fx, entonces cada componente X; es de tipo continuo y
su funcién de distribucién es:

con

fx.(ti) = / - / fx(ti, ..., tn)dty - - - dti_1 - dtipq - - - dt,
Vt; € R

La funcién de densidad marginal de cualquier subvector se
calcularia de igual forma.



Distribuciones condicionadas. Caso discreto

Distribucién condicionada al valor de una variable

Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio discreto y X; una
componente arbitraria y x € R/P[X; = x| > 0 = Se define la
distribucién condicionada de (X1, ..., Xj—1, Xit1, ..., Xn) a (Xi = x}")
como la determinada por la funcién masa de probabilidad:

*
P[X1 = X1, ...,X,'_l = X,'_1,X,'+1 = Xi+1, ...,Xn = Xn/X,' = X,-] =

B P[X1 = x1, ..., Xic1 = Xi—1, Xi = x*, Xit1 = Xit1, .o, Xn = Xn]
a P[X; = x}]

V(X0 eoey Xim1y Xit 1y ooy Xn )/ (X1y eoy Xi—1, X[y Xit1, ooy Xn) € Ex



Distribuciones condicionadas. Caso discreto

Distribucién condicionada a valores de varias variables

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio discreto y sea X1, ..., Xk
un subvector arbitrario y

(X3, oy X5) € RF/P[Xi1 = X7, ..., Xik = xi] > 0 = Se define la
distribucién condicionada de

(Xla ceey Xil—la Xi1+17 ceey ka—la Xik+17 cey Xn) a

(Xi1 = x7, ..., Xik = x}) como la determinada por la funcién masa
de probabilidad:

PIXi = x1, .., Xit—1 = Xi1—1, Xit41 = Xj1+1, ---s Xik—1 = Xik—1,

* *
Xik1 = Xik41s s Xn = Xn/ Xit = X1, .0, Xik = Xj] =

- P[X1 = X1, ...,X,'l = X,-*l7 ...,X,'k = X;Z, ...,Xn = Xn]
P[X,‘l = Xi*l’ ...,X,'k = X;Z]

* *
V(Xl, ey Xi1—15 Xi141y vy Xik—15 Xik+1, ...,X,,)/(Xl7 cees Xi1s s Xifes ...,X,,) € Ex



Distribuciones condicionadas. Caso continuo

Distribuciéon condicionada al valor de una variable

Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad fx. Sea X; una componente arbitraria y

xi € R/fx,(x) > 0 = Se define la distribucién condicionada de
(X1, e, Xic1, Xig1, .., Xn) @ (X; = x') como la determinada por la
funcién de densidad:

*
BXy e X1 Xt X/ Ximx? (XL ooy Xim1, X1, ooy Xn [ X)) =

fx (X1, s X5y ey Xn)
in(Xi*)




Distribuciones condicionadas. Caso continuo

Distribuciéon condicionada a valorer de varias variables

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad fx. Sea (Xi1, ..., Xik) un subvector arbitrario y

(X3, ey X5) € Ry x, (XF, ey X5) > 0 = Se define la
distribucién condicionada de

(Xla ceey Xil—la Xi1+17 ceey ka—la Xik+17 cey Xn) a

(Xi1 = x7, ..., Xik = x}) como la determinada por la funcién de
densidad:

le:-~7Xi1—17Xi1+17~--7ka717Xik+1a-~~:Xn/Xi1:X7i»~~~7Xik:X,-2 (X17 ceey Xi1—1,
* *
Xil415 ooy Xik—15 Xik+15 -++» Xn/Xi17 "-7Xik) =

(XL ey XL s Xy ey Xn)
- * *
inlw-,Xik (Xil’ s Xik)




Funciones de vectores aleatorios. Cambio de variable

Si X es un vector aleatorio n-dimensional y

g : (R",B") — (R™,B™) es una transformacién medible,

Y = g(X) es un vector aleatorio m-dimensional cuya distribucién
puede hallarse a partir de la de X.

Formula General del Cambio de Variable

Fy(y)=PlY <yl =Plg(X) <y] = P[X € g ((—o0,y])], y €ER™



Cambio de variable: Discreto a discreto

Si X es un vector aleatorio n-dimensional discreto con valores en
Ex CR"yg:(R",B") — (R™,B™) una transformacién medible,
Y = g(X) es un vector aleatorio m-dimensional con valores en

g(Ex) cuya funcién masa de probabilidad puede hallarse a partir
de la de X como:

PlY =y]=PXeg'()]= >  PX=x], xeEx yecg(Ex)
xcg1(y)



Cambio de variable: Continuo a discreto

Si X es un vector aleatorio n-dimensional continuo con funcién de
densidad fx(x) yy g : (R",B") — (R™,B™) una transformacién
medible tal que Y = g(X) es un vector aleatorio m-dimensional
cuya funcién masa de probabilidad se puede obtener a partir de la
funcién de densidad de X como:

PlY =yl = P[X € g7} (y)] fx(x)dx, y € g(Ex),x € R"

“1(y)

I
—



Cambio de variable: Continuo a continuo

Si X es un vector aleatorio n-dimensional continuo con funcién de
densidad fx(x) yy g : (R",B") — (R™,B™) una transformacién
medible tal que Y = g(X) es un vector aleatorio m-dimensional
continuo cuya funcién de densidad se puede obtener derivando su
funcién de distribucién, que puede hallarse como:

Fy(y) = P[Y <yl=Plg(X)<yl=P[X g ((—o0,y])] =

_ / fe(x)dx, x €R" y € R™
- 1((~o0])



Teorema: Cambio de variable de continuo a continuo

Sea X : (2, A4,P) — (R",B",Px) un vector aleatorio con funcién
de densidad fx(x) y g : (R",B") — (R",B") una funcién medible
tal que:

1. g(g1,---,8n) admite inversa g~ 1(gf, ..., g})

2. La inversa es derivable en todos los argumentos:

L] 8g,'*(y11---7yn)
Vi, j=1,..,n 3 oy

3. El jacobiano de la inversa es no nulo:

- (), o

Bajo estas condiciones, el vector aleatorio Y = g(X) es de tipo
continuo y su funcién de densidad es:

fr(y) = fx(e*()IJ| ¥y eR”



Teorema: Cambio de variable de continuo a continuo

1. Nota 1: Si el vector transformado es de dimensién menor que
el original, se condieran variables auxiliares y luego se calcula
la marginal correspondiente.

2. Nota 2: Si g no admite inversa, pero cada y € R" tiene un
nimero finito de antiimagenes, gfl(y), ...,g;l(y), cada una
satisfaciendo las hipétesis del teorema, entonces:

k
fr(y) = 1dilfx(g (v)
i=1



Distribuciéon del maximo y del minimo

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio n-dimensional definido
sobre (22, A, P).

1. Se define Max = max(X, ..., Xp) como una variable aleatoria
tal que:

Max(w) = Max{Xi(w), Xo(w), ..., Xp(w)} Yw € Q

2. Se define Min = min(Xi, ..., X;) como una variable aleatoria
tal que:

Min(w) = Min{X1(w), Xo(w), ..., Xp(w)} Yw € Q

Dado que estas transformaciones no satisfacen, en general, el
teorema de cambio de variable, para obtener su distribucién
usamos la férmula general.



Distribuciéon del maximo y del minimo

Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio con funcién de
distribucién Fx, entonces:

Distribucion del maximo: Max = max(Xi, ..., Xp)

Fuax(x) = P[Max < x] = P[X1 < x,..., X < X]
= Fx(x,..,x) VxeR
Distribucion del minimo: Min = min(Xy, ..., X,)

Fumin(x) = P[Min < x] =1— P[Min > x] =
= 1-PXi>x,... X, >x] ¥xeR

Y a partir de ahi se obtiene la funcién masa o densidad de
probabilidad, segln corresponda.



Distribuciéon del maximo y del minimo

Distribucién conjunta del maximo y del minimo:
Ftax.min(X, y) = P[Max < x,Min < y] =
’D[MaXSX] :Fx(X,...,X) x<y

P[Max < x] — P[Max < x, Min > y| =
= Fx(x,.... x) = Ply < X1 < x,...,y < Xp < x| x>y



Esperanza matematica

Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio n-dimensional. La
esperanza matemdtica E[X] de X, si existe, se define como:

E[X] = (E[Xl]v ) E[Xn]) = (:ula -~-a/‘n) € R"

también llamado vector de medias.

Consecuencia.

La esperanza matematica de un vector aleatorio

X = (X1,...,Xn) 3 < 3 las esperanzas matematicas de sus
componentes aleatorias.

Equivalentemente, un vector aleatorio tiene media finita < sus
distribuciones marginales tienen media finita.



Esperanza matematica

Nota.

La esperanza matematica de cada componente X; del vector,
puede calcularse a partir de la distribucién conjunta o a partir de la
marginal.

Caso discreto.

E[X,] = ZX,‘P[X,‘ = X,'] = Z X,'P[Xl = X1, ...,Xn = Xn]
Xi

X1y-+9Xn

Caso continuo

E[XI] = /];Xifx,-(X,')dX,' = /nX,'fx(X]_, "'7Xn)dX1 e an



Esperanza matematica
Propiedades.
1. Linealidad.

(a1, ., an), (b1, o, by) € R”.
Si 3 E[X,'] = 3 E[a,-X,- + b,'] i=1,...n=

zn: aiXi+ bi| = zn: aiE[Xi] + b;
i=1

i=1

=3dE

2. Conservacidn del orden.

Si X1 y X5 son variables aleatorias unidimensionales tales que
X1 < Xo = E[X1] < E[X2], siempre que 3 E[X1], E[X2].



Esperanza de la transformacién g : R" — R

Sea g : R" — R una funcién medible = Y = g(X) es una variable
aleatoria. Entonces:

» Si X es de tipo discreto = 3 E[g(X)] &

D 18(X1s ooy Xn) | PIX1 = x1, oy X = Xp] < 00

X1;--+3Xn

Y en caso de existir:

Elg(Xt, . Xa)l = > &(Xt, oo Xn) P[X1 = X1, .00, Xo = 0]

X1,5-++yXn

» Si X es de tipo continuo = JE[g(X)] &

/ |g X1y, X |fx(X1,...,Xn)dX1'--an < 00
Y en caso de existir:

Elg(Xt, ... X0)] = / BXt, oo X ) (50, s ) - - -
Rn



Momentos centrados y no centrados

Momentos no centrados

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio y ki, ..., k, enteros no
negativos. Se define el momento no centrado de orden (ki, .., k)
como E[X{* - .- Xkn], siempre que exista.

Caso discreto

Moo = EXE X = Y XX PG = 1, X = ]

X15:++9Xn

Caso continuo

k kn k kn
mkhm’kn = E[Xll coee Xn ] = / X11 coee Xn fx(Xl, ...,x,,)dxl coee dX,,
Nota. Si hacemos k1 = ... = ki_1 = kiy1 = ... = k, =0, se
obtienen los momentos no centrados de la variable X; Vi=1,...,n
0 momentos marginales.



Momentos centrados y no centrados

Momentos centrados

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio y ki, ..., k, enteros no
negativos. Si 3 E[X;] Vi =1,...,n se define el momento centrado
de orden (ki, .., k,) como E[(X; — E[Xi]) - - - (X, — E[Xa])*"],
siempre que exista.

Loy = E[(Xa = E[Xa])™ -+ (X — E[Xa])*]

Casos particulares

(X1, X2) vector aleatorio bidimensional.

mipo = E[Xl], mop1 = E[Xz], mog = E[Xlz], mop2 = E[X22],
my1 = E[X1.X)],

p1o = E[X1 — E[X1]] = 0, po1 = 0,

poo = Var[X1] = E[(X1 — E[X1])?] = E[X?] - E[X1]*,
po2 = Var[Xa],

p1 = Cov[Xy, Xo] = E[(X1 — E[X1])(X2 — E[X2])] =
E[X1X] — E[X1]E[X]



Momentos centrados y no centrados

Matriz de covarianzas

Para un vector de dimensién n se define la matriz de covarianzas:
COVX = ((COV(X,‘, )(j)));ljzly‘_”n
Ejemplo

(X1, X2) vector aleatorio bidimensional:

Covw — Var[X1]  Cov[Xi, X3]
X =\ Cov[Xo, X1]  Var[Xz]



Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sean X, Y variables aleatorias tales que 3 E[X?], E[Y?], entonces:
> E[XY]? < E[X?|E[Y?]
> Si X o Y es degenerada en 0 o las dos los son, se da la
igualdad.

> Si X e Y son no degeneradas, se da la igualdad si 3 a,b € R
no nulas tales que P[aX + bY =0] = 1.

Corolario.

Sean X, Y variables aleatorias tales que 3 E[X?], E[Y?], entonces:
> Cov[X, Y]? < Var[X]Var[Y]
» Si X o Y es degenerada en 0 o las dos los son, se da la
igualdad.

» Si X e Y son no degeneradas, se da la igualdad si
Jda#0,b#0 y c€R tales que PlaX +bY =c] = 1.



Funcién generatriz de momentos

Dado un vector X = (Xi, ..., X), su funcién generatriz de
momentos se define como:

Mx(t1,..., ty) = E[efXattXetttaXa]
donde (t’) € (—3,', bl) aj, bi € ]R+, | = ]_7 ey

Teorema de Unicidad

Si existe la funcién generatriz de momentos de un vector aleatorio,
determina de forma univoca su distribucién de probabilidad.



Funcién generatriz de momentos
Relacién entre la funcién generatriz de momentos y los
momentos

Sid My, . x, = 3 todos los momentos no centrados y se pueden
calcular como:

8"1+"'+k”MX(t1, ey t,,)
Ot . Otk t1=0,...,t,=0

My, skn =

Funciones generatrices de momentos marginales

Si X = (Xi,..., Xp) tiene funcién generatriz de momentos

Mx(t1, ..., tn) = 3 la funcidn generatriz de momentos de cada
subvector y, por tanto, de cada componente y puede calcularse a
partir de la conjunta como:

M(Xil,n-,xik)(t"l’ ooy t,'k) = /le,m’xn(o7 e 0,81, oo, ik, 0, oy 0), para
ti1,...tjx en los intervalos correspondientes.
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Definicidn.

Sean Xi, ..., X,, variables aleatorias definidas sobre un mismo
espacio de probabilidad y X = (Xi, ..., X;;) un vector aleatorio
n-dimensional. Se dice que las variables X;, i=1,...,n son
independientes <

FX(X17 ...,Xn) = FXI(Xl) SR FXn(Xn) VX1, .0 Xy ER



Caracterizaciones.

Caracterizacion para variables aleatorias discretas
Sea X = (Xi,..., Xp) un vector aleatorio discreto = Xi, ..., X, son
independientes <

1. P[Xl = X1,...,Xn = Xn] = P[X1 = X1] e P[Xn = Xn]
2. P[X1=x1,...; X = xn| = h1(x1) - - - hn(xn)

Vx1,....xp € R, con h; i=1,...,n funciones arbitrarias.

Caracterizacion para variables aleatorias continuas
Sea X = (Xi,..., X) un vector aleatorio continuo = Xi, ..., X, son
independientes <

1. fx(Xl,...,Xn) = le(Xl)---an(Xn)
2. f-)((Xl7 ...,Xn) = hl(Xl) coee h,,(Xn)
Vx1,...xp € R, con h; i=1,...,n funciones arbitrarias.



Caracterizaciones.

Caracterizacion de independencia por conjuntos de Borel
Sean Xi, ..., X, variables aleatorias unidimensionales definidas
sobre un mismo espacio de probabilidad = Xj, ..., X, son
independientes <

P[X1 € By, ..., Xn € By] = P[Xy € B1]-+-P[X, € Ba] VB, ..., B, € B.



Propiedades de independencia.

1.

Una variable degenerada en un valor ¢, i.e. P[X =c|=1es
independiente de cualquier otra.

. Si Xq,..., X, son variables aleatorias independientes =

Cualquier subconjunto de ellas esta formado por variables
aleatorias independientes.
Si Xi, ..., X son variables aleatorias independientes = Todas
las distribuciones condicionadas coinciden con las marginales
correspondientes.
Si Xi, ..., X son variables aleatorias independientes y
= MX;(t) vVt € (—a,-, b,‘) Va,beR . i=1,...,n=
3 Mx, ... x,(t1, ..., tn) con t; € (—a;, bj) i =1,...,ny se tiene
que:

MX1,...,X,,(t17 ooy tn) = Mxl(tl) cee Mxn(t,,)

Si X1, ..., X, son variables aleatorias independientes y
gi: (R,B) — (R, B) son funciones mediblesV i=1,...,n =
Las variables aleatorias gi(x1), ..., &n(xn) son independientes.



Teorema de Multiplicacién de Esperanzas.

i) Si Xi, ..., X, son variables aleatorias independientes y
JE[X]|Vi=1,...,n=

E[X1 - X,) = E[X1] - - - E[X,]

i) Si Xi,..., X, son variables aleatorias independientes y
g1, ---»&n : R — R son funciones medibles = gi(x1), ..., 8n(Xn)
son variables aleatorias independientes y

Elgi(x1) - - - gn(xn)] = Elga(x1)] - - - Elgn(xn)]

iii) Si X e Y son v.a. independientes = Cov(X,Y) =0

iv) Si Xi,..., X, son variables aleatorias independientes, tales que
JEX?|Vi=1,..,n=

n n
Var[z aiXj] = Z a*Var[X;], ai1,..,a, €R
i=1 i=1



Distribuciones reproductivas.

Son aquellas distribuciones que permanecen estables frente a la
suma de variables aleatorias independientes. Especificamente:

» Binomial

Xi ~ B(nj,p) indep., i =1,.. n:>ZX ~ B (Zn )

i=1

> Poisson

Xi~ P(\;) indep., i =1,..n= X~ P (Z A")
i=1 i=1

> Binomial Negativa

X ~ BN(r;,p) indep., i =1,...,n=>_ Xi ~ BN (Z r,-,p>
i=1 i=1



Distribuciones reproductivas.

» Geométrica

Xi ~ G(p) indep., i=1,....,n= ZX,- ~ BN(n, p)
i=1

» Normal
n n n
Xi ~ N(uj,07) indep., i =1,...,n=> Xi~ N <Z u,-,za,?)
i=1 i=1 i=1
» Gamma

Xi ~T(uj, A) indep., i=1,..,n=> Xj~T (Z u,-,A)
i=1 i=1



Distribuciones reproductivas.
> Erlang
n n
Xi ~ E(Ki, A) indep., i=1,...,n=> Xi~& (Z ki, A)
i=1 i=1
» Exponencial

Xi ~ exp(\) indep., i=1,...,n=> Xi~&(n,A)
i=1



Independencia para familias de variables aleatorias.

Una familia arbitraria es una coleccién de variables aleatorias que
no tiene por qué ser finita, sino que puede ser infinita numerable.

» Independencia mutua Las variables aleatorias {X:, t € T}
donde T es un conjunto de indices infinito numerable, son
mutuamente independientes si Vk € N las variables aleatorias

Xty -, Xt, son independientes, t1,...,t € T.

» Independencia dos a dos Las variables aleatorias
{Xt, t € T} donde T es un conjunto de indices infinito
numerable, son independientes dos a dos si Vt;, t; € T
Xt y Xy, son independientes, con t; # tj,i # j.

Independencia mutua =- Independencia dos a dos
<«



Definicidn.

La definicidn de independencia de variables aleatorias se extiende
de forma inmediata a vectores aleatorios.

Si X1, ...,X™ son vectores aleatorios definidos sobre un espacio de
probabilidad, con dimensiones ny, ..., n,,, respectivamente,
X1, ...,X™ son indendientes <

F(XY, .., X™ = Fya(xl) -+ Fxm(x™) ¥x! € R™, .. x™ e R™
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Esperanza condicionada.

Sean X e Y variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad, tales que 3 E[X]. Se define la esperanza de X
dada Y (o esperanza de X condicionada a Y) y se denota por
E[X|Y] como la variable aleatoria que toma el valor E[X|Y = yp]
cuando Y = yp y se calcula como sigue:

» Caso discreto

EX]Y =y]=>,x-PX=x|Y =y] conPlY =y]>0
» Caso continuo

EX|Y =y] = ffooox . fx‘y:yo(x)dx con fy(y) >0

Notas:
» E[X|Y] es una funcién de Y
» E[X|Y = yo] no es mas que la media de X considerando como
distribucién la condicionada de X dado Y = yg
» De forma similar se puede definir la esperanza de Y dada X,
supuesta la existencia de E[Y].



Esperanza condicionada de una funcién medible.

Sean X e Y variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad y sea g : (R, B) — (R, B) una funcién medible tal
que 3 E[g(X)]. Se define la esperanza condicionada de g(X) dado
Y y se denota por E[g(X)|Y] como la variable aleatoria que toma
el valor E[g(X)|Y = yo] cuando Y = yp y se calcula como sigue:

» Caso discreto

Elg(X)|Y = yo] = >_, 8(x)-PIX = x|Y = yo]; P[Y = yo] >0
» Caso continuo

E[g(X)IY =yl = [0, 8(x) - fxjy—yo(x)dx con fy(y) >0

Nota: De forma similar se puede definir E[g(Y)|X]



Propiedades de la esperanza condicionada.

1. E[c/Y]=¢c
2. Linealidad: Sean X e Y variables aleatorias definidas en el
mismo espacio de probabilidad tales que 3 E[X] y
a,beR =3 E[(aX + b)|Y] =aE[X|Y]+ b
3. Sean X, ..., X, variables aleatorias tales que
3 E[X,‘],i =1,2,....n=Va,...,ap € R
3 E[(a1X1 + ... + anXp)| Y] = a1 E[X1|Y] + ... + anE[Xa] Y]
4. SiX>0y3JEX]=E[X|Y]>0y
E[X|Y]=0& P[X=0]=1
5. Conservacion del orden: Si X; y X, son variables aleatorias
tales que 3 E[X1], E[Xo] y X1 < Xo = E[X1]Y] < E[X2|Y]



Teoremas.

Teorema 1
Si X e Y son variables aleatorias independientes y 3 E[g(X)]
siendo g una funcién medible =

Elg(X)|Y] = Elg(X)]

En particular, E[X|Y] = E[X]

Teorema 2
Si X e Y son variables aleatorias definidas en el mismo espacio de
probabilidad tales que 3 E[g(X)] siendo g una funcién medible =

3 E[E[g(X)|Y]] = E[g(X)]

En particular, E[E[X]|Y]] = E[X]



Momentos condicionados bidimensionales.

Sean X e Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad:
» Si 3 E[X"], ne N=a E[X"|Y] se le lama momento
condicionado no centrado de orden n de X dada Y.
» Sid E[X"], ne N=a E[(X — E[X]|Y])"]Y] se le llama
momento condicionado centrado de orden n de X dada Y.

Ejemplo de célculo:
EX"Y =y =), X" P[X =x]Y =y
EIX"Y =yl = 7 X" Fx |y =y, (X)dx

Casos particulares:

» Momento condicionado no centrado de orden uno: Esperanza
condicionada

» Momento condicionado centrado de orden dos: Varianza
condicionada:
Var[X|Y] = E[(X — E[X|Y])?|Y] = E[X?|Y] - E[X|Y]?



Teorema de descomposicidon de la varianza.

Si 3 E[X?] = 3 Var[E[X|Y]] y E[Var[X|Y]] y adem4s:

Var[X] = Var[E[X|Y]] + E[Var[X| Y]]

Corolario

En las condiciones del teorema:
» Var[X] > Var[E[X]|Y]]
» Var[X] > E[Var[X]|Y]]
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Distribucion Multinomial.

Es una generalizacién de la distribucién binomial cuando el
experimento aleatorio considerado no tiene sélo dos posibles
resultados (éxito o fracaso), sino 3 o mds.

Indica el nimero de veces que aparecen k sucesos excluyentes y no
necesariamente exhaustivos con probabilidades p1, ..., px en
repeticiones independientes de un experimento.

Sl X = (Xla "'an) ~ Mk(n;pla "'apk) =
P[Xl = Xl,...,Xk = Xk] =

| k ”_Zlexi
n' X X
= & P11“'Pkk<1§ Pi)
I(n— > iy xi)! pa

PARERP L i Xi)!

k k

neN,0<p <1, p<1LY x<n, x€{0,..n}
i=1 i=1

i=1,..k



F.G.M. Distribucién marginales y condicionadas.

Funcién generatriz de momentos

k n
Mx(t1, ..., tk) = (pletl + oo+ pre + (1 - ZR‘)) Vt1,...,tk €R

i=1

Distribuciones marginales

MX,-(ti) = Mx(o, ...,0,t,0, ..., 0) = (p;et’ + (1 - p,-))”Vt,- eR
de donde se deduce que X; ~ B(n,p;), i =1,.., k.

De forma andloga, la distribucién de cualquier subvector

Xity ooy Xity, | < k es I\/I/(n; pl,...,p/).

Definicién.

Sea (X1, ..., Xx) ~ My(n; p1, ..., px). Para cualquier subvector
Xi1, ...,X,'/ con i, ..., I € {1, ceey k}, X;l, ...,X,'/ ~ I\/I/(n; P1y.ey p/).
En particular, X; ~ B(n,p;),i =1,..., k.



F.G.M. Distribucién marginales y condicionadas.

Distribuciones condicionadas

Las distribuciones condicionadas de una distribucién Multinomial,
también se distribuyen segtin una Multinomial.

(Xl, ...,X/|X/+1 = X|+1, ...,Xk = Xk) ~

k
P1 Pi
M, (n— Z Xi; B ) ey . )
i=I+1 1- Zi:l+1 Pi 1— Zi=/+1 Pi

Y en particular:

Xi!Xj=Xj~B<n—Xj:p’)ﬂ',j:l,---,k i#j
l—pj



Regresion y correlaciéon. Caso bidimensional.

La curva de regresién de X; sobre X; es:

npj Pi
Xi = E[Xi|X; = x| = - —
que coincide con la recta de regresién.

Jj

Las razones de correlacién coinciden con el coeficiente de
determinacién.

p2 _ Pipj
XN (- - p)

2 .2
77Xi\Xj o an|Xi

ij=1,.k i#£]



Reproductividad

La distribuciéon Multinomial es reproductiva respecto al pardmetro
n:
Xi ~ M(nj; p1,...,px) i =1,...,p v.a. independientes =

P

P
ZX,' ~ M (Z ni; p1, --ka)
i=1

i=1



Distribucion Normal Bidimensional

Definicién
Se dice que (X1, X2) se distribuye segin una Normal Bidimensional
con vector de medias (1, u2) y matriz de varianzas-covarianzas
2
_( o1 o
o102p 0%

si su funcién de densidad viene dada por:

1 e 2(1_1/12) |:(X1;1H1 )2+(X2;2ﬂ2>272p(’<1;1#1) (Xz;zuz)}
2wo1024/1 — p?

conx; €R, pieRo;>0.—-1<p<li=12

f(Xl,Xg) =

Expresién matricial: f(x,x) = ﬁe(—%(x—ﬂffl(x—u))




Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales

Xy~ N(p1,07),  Xa~ N(uz,03)
Distribuciones condicionadas

o
Xi|Xo =xa ~ N (m + p;;(& — p2), 03 (1 — 02)>

g
Xo| X1 =x1 ~ N <,u2 + P;i(xl — 1), 035(1 — ,02)>



Regresion y correlacion

Las curvas de regresidn coinciden con las rectas de regresion y
vienen dadas por la media de las distribuciones normales
condicionadas:

g
X1 = E[X|Xo = xo] = p1 + p;;(X2 — p2)

g
Xo = E[Xo| X1 = x1] = po + P;j(xl — 1)

Los E.C.M asociados son:

ECM[X1|Xo] = E[Var[X1|X2]] = o2(1 — p?)

ECM[Xo|X1] = E[Var[Xa|X1]] = 03(1 — p?)

Ademas:

2 .2 _ 2
77X1|X2 - 77X2‘X1 - pX1,X2



Normalidad de las Combinaciones Lineales y Funcién
Generatriz de Momentos

Normalidad de las Combinaciones Lineales
X ~ No(j1,2) = Y = X - Ageq ~ Ng(puA, ATZA), q=1,2

Funcidon Generatriz de Momentos

2 2,.2 2
tjo]+tyo5+2t1thpoyoy
Mx, x,(t1, t2) = eftratizne® 2 Vi1, t € R?
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