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Resumen

Los nuimeros difusos son entidades matematicas que sirven para generali-
zar, a un ambiente de incertidumbre o imprecisién, la nocién de ntimero real.
Aunque la aritmética usual con nimeros reales puede ser extendida al contexto
difuso, la relacion binaria de orden en R no es sencilla de generalizar. Existen
muchas metodologias para ordenar (o clasificar) nimeros difusos, pero ninguna
de ellas es globalmente aceptada. En 2018, Roldan Lopez de Hierro, Roldan y
Herrera presentaron una nueva relacién binaria difusa con objeto de ordenar
nimeros difusos que tenia dos ventajas muy importantes: por un lado, esta re-
lacién verifica muchas propiedades que habian sido descritas por varios autores
anteriormente; por otro lado, proporciona ordenaciones acordes con la intuicién

humana.

Debido a su posible aplicacién en el &mbito de la Estadistica y de la Compu-
tacion, el principal objetivo de la presente Memoria es el de describir como actia
esta relacién binaria difusa entre nimeros difusos trapezoidales (y las subclases
que contiene esta familia) a través de sus vértices (o esquinas), mostrando a la

vez nuevas propiedades de esta metodologia de ordenacién difusa.

Ademas, se ha creado la libreria rankingTwoTraFNs en c6édigo abierto en R
para que cualquier investigador que lo desee pueda poner a prueba este algorit-
mo de ordenaciéon de ntimeros difusos trapezoidales en contextos reales sin tener
un conocimiento profundo del tema, y utilizando una cantidad minima de recur-

sos computacionales. Finalmente, se expone un estudio comparativo con otros
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métodos de ordenacién existentes para ilustrar las ventajas de la metodologia

propuesta.

Palabras clave: Numero difuso, Ranking, Ranking difuso, Intervalo de con-

fianza, Relacion de preferencia.

A. Marquez



Abstract

Fuzzy numbers are mathematical entities that serve to generalize the notion
of real number to a probabilistic or uncertain setting. Although the usual arith-
metic with real numbers can be extended to the fuzzy context, the order in R
is not easy to generalize. There are many methodologies for ranking (or classif-
ying) fuzzy numbers, but none of them is universally accepted. In 2018, Roldan
Lépez de Hierro, Roldan and Herrera presented a new fuzzy binary relationship
between fuzzy numbers satisfying two important advantages: on the one hand,
this relationship verifies many reasonable properties that had been proposed by
several authors previously; on the other hand, it provides consistent with human

intuition rankings.

Due to its feasible application in statistics and computation, the main aim
of this report is to describe how this fuzzy binary relationship works on the
family of all trapezoidal fuzzy numbers (including the subclasses that it contains)

showing, at the same time, new properties of this novel ranking methodology.

In addition, a new library in R (called rankingTwoTraFNs) has been in-
troduced so that any interested researcher may test this algorithm for ranking
fuzzy trapezoidal numbers in real contexts by using very few computational
resources and avoiding the mathematical details of this methodology. Finally,
a comparative study with other existing algorithms is carried out to show the
reasonability of the obtained rankings and to illustrate the advantages of the

proposed methodology.

II1



v ABSTRACT

Keywords: Fuzzy number, Ranking, Fuzzy ranking, Confidence interval,

Preference relation.

A. Marquez



Introduccion

Uno de los principales problemas a los que se enfrenta la comunidad cientifica
en la actualidad es el de la toma de decisiones en entornos imprecisos. Por
ejemplo, a la hora de programar cualquier maquina o robot, hemos de decirle lo
que ha de hacer en cualquier momento. Esta tarea puede ser sencilla cuando se
trata de maquinas destinadas a producir un movimiento repetitivo en el tiempo
(por ejemplo, una envasadora). El desafio estd, obviamente, en las maquinas que
han de tomar decisiones por si mismas. En general, son muchas las variables que
pueden condicionar la respuesta a adoptar en cada momento. Por ello, solo es
posible controlar algunas variables externas a través de sensores. No obstante,

jcudl debe ser la respuesta de la maquina?

Existen ya maquinas que superan, con mucho, las habilidades humanas. Por
ejemplo, hace anos que un ordenador mediano es capaz de ganarle al campedn
mundial de ajedrez con relativa facilidad y, recientemente, también ha ocurrido
esto con el juego Go. No parece que los juegos con reglas fijas puedan ofrecer
mucha resistencia en los préoximos anos. Sin embargo, cuando hay que tomar
muchas decisiones de manera rapida y coordinada, aun la inteligencia artificial
no ha conseguido superar al cerebro humano. Es el caso de la conduccion de un
coche por una ciudad. Hay coches auténomos que son capaces ya de llegar de
una punta a otra de un pais eligiendo el camino 6ptimo, tanto en kilometraje
como en tiempo (teniendo en cuenta las densidades de trafico a las que tienen

acceso via Internet). Un coche auténomo debe tomar cientos de decisiones por
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segundo ante unas circunstancias de trafico cambiantes, imitando el comporta-
miento humano. Las decisiones que se toman afectan a las vidas humanas porque
pueden producir accidentes incluso mortales. Y estos coches se encuentran ante
las mismas encrucijadas en las que nos podemos encontrar nosotros mismos.
Valga el siguiente ejemplo extremo para comprender la importancia de la toma
de decisiones: si un coche en marcha continia recto, atropellara a un nino, pero
si se desvia a un lado, chocard y moriréan los ocupantes del coche. ; Qué decisién

debe tomar?

La toma de decisiones no afecta solo a la inteligencia artificial. Todos los dias
tomamos multitud de decisiones en nuestro quehacer diario; por ejemplo, en el
ambito familiar, qué carretera tomar para ir a un supermercado o qué productos
comprar. En el d&mbito profesional, las decisiones pueden afectar a millones de
personas: los politicos que dirigen los paises toman todos los dias decisiones que
benefician a unos y perjudican a otros. Y no siempre son sencillas. ; Qué opcién
elegir en cada caso? Y lo més importante, jtienen la informacién necesaria para
elegir la mejor opciéon? De hecho, ;existe la mejor opcion? Si la hay, jse aplican

los procedimientos adecuados para llegar a ella?

Estas decisiones son especialmente dificiles cuando las variables que intervie-
nen son imprecisas. Quien no se ha preguntado alguna vez: dependiendo de la
meteorologia, ;me abrigaré mas o menos para el evento de manana? ;Cual es el
mejor camino para volver a casa teniendo en cuenta el trafico? En el ambiente
empresarial, hay decisiones que repercuten sobre cientos o miles de personas:
.qué tipo de vino se ha de producir para vender lo maximo? jcudales son los me-
jores candidatos que debo contratar para trabajar en mi empresa cuando todos
ellos poseen caracteristicas relativamente similares? En el ambiente mundial, las
decisiones nos afectan a todos: desde las medidas a adoptar contra el cambio
climético como el hecho de que suban o bajen los tipos de interés. En la mayoria
de los casos las decisiones se adoptan con un tunico criterio: la buena voluntad
de quienes las adoptan ante la informacion de que disponen. Nadie sabe cémo

acertar a priori con total seguridad. En este sentido, ;cémo adoptar un criterio

A. Marquez
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predeterminado que se pueda aplicar en cualquier situacion?

En este contexto surge la toma de decisiones como un campo de estudio
de méaximo interés y con importantisimas aplicaciones practicas. Los primeros
trabajos en este sentido ya mostraban la necesidad de afinar, con el mayor
detalle posible, las variables que afectan o que pueden afectar a la decisién final,
teniendo en cuenta que la elusion de algunas de ellas puede llevar a decisiones
completamente equivocadas. Se suele seguir entonces un proceso relativamente
estandar. Una vez determinadas las variables de interés, éstas han de medirse en
tiempo real, obteniendo una serie de valores. De estos valores se ha de extraer
la mayor cantidad de informacion posible, aplicandoles cualquier procedimiento
matematico durante su andlisis. Con frecuencia, esta informacion se resume en
un unico valor numérico asociado a cada una de las posibilidades que ofrece el
experimento. Estos valores han de ser ordenados atendiendo a algun criterio,
tras lo cual llega el momento de tomar la decision final eligiendo el maximo o el

minimo de ellos.

Esta descripcién tan resumida del proceso de toma de decisiones se ejecuta
mediante miultiples pasos, cada uno de los cuales son importantes en si mismos,
y han de ser estudiados de forma separada de cara a ensamblar un proceso ge-
neral lo mas adecuado posible. La tematica principal de la presente Memoria
puede situarse en uno de los momentos finales del proceso global: la ordenacién
de la informacion resumida asociada a cada alternativa que podria ser adop-
tada. En concreto, nos centraremos en la descripcion de una metodologia muy
reciente de ordenacién de la informacién cuando nos situamos en un ambiente

de incertidumbre.

Describimos un ejemplo que puede servirnos para comprender mejor el con-
texto en el que nos movemos. Supongamos que deseamos elegir el mejor vino
entre cinco posibles. Puede que la decision sea sencilla porque cuatro de ellos
no sean razonablemente buenos, y uno de ellos destaque entre los demas. Sin
embargo, esto no suele ser lo usual. Lo normal es que, siendo todos diferentes,

con sus caracteristicas propias, sean todos de una calidad muy similar. ; Cudl es

A. Marquez
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el que elegiremos? El sentido comtn nos invita a medir en cada uno de ellos to-
das las variables que puedan influir en su calidad (tipo de uva empleada, acidez,
color, textura, grado de alcohol, etc.), y a descartar aquellas que parezcan me-
nos importantes (punto de ebullicién, punto de congelacion, etc.) Si observamos,
algunas caracteristicas pueden ser completamente objetivas (como la acidez o el
grado de alcohol), pero también es posible que manejemos variables subjetivas:
las principales companias suelen hacer encuestas donde determinados expertos
muestran su predilecciéon por unos u otros vinos. El gusto de cada experto es una
variable absolutamente personal, que puede depender incluso del momento con-
creto en el que se encuentre quien emite la opinién. Su subjetividad lo convierte
en un dato que no es rebatible. Existe, pues, un cierto grado de imprecision
inherente al proceso de opinar y de valorar globalmente un vino. Esta impre-
cisiéon puede llevarnos a fallar, lo cual es obviamente una opcion del proceso.

Minimas variaciones pueden hacer que nos decantemos por otras alternativas.

Cuando la informaciéon asociada a cada alternativa se resume en un tnico
nimero real, lo usual es ordenarlos utilizando el orden usual de los niimeros
reales, y quedarnos con aquella alternativa que esté asociada a la mayor (o
menor, dependiendo del contexto) valoracién. Sin embargo, esto no siempre
es posible. A lo mejor el resultado final no es un nimero, sino una matriz
de valores incomparables, y la ordenacién no es tan sencilla. En los ultimos
anos se estan empleando nuevas metodologias que, experimentalmente, estan
ofreciendo mejores resultados. Especialmente cuando éstas tienen en cuenta la
naturaleza propiamente imprecisa de las variables que intervienen en el proceso
y son capaces de manejarlas utilizando procedimientos adecuados, que imiten a
los mejores procesos reales conocidos pero que no se reduzcan a estos, que en
todo momento tengan presente la naturaleza incierta de los propios datos y de

sus posibles manipulaciones.

Una de las concepciones mateméticas que mejor se adapta a este nuevo
contexto es la teoria de los conjuntos difusos, originalmente introducidos por

Lofti A. Zadeh en 1965 (véase [75]). En su trabajo observé que, en muchos casos,

A. Marquez
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las clases de objetos que se encuentran en el mundo fisico real no siguen criterios
definidos con total precision. Para estudiarlos, introdujo los conjuntos difusos
como clases de objetos sobre los que existe un cierto grado de incertidumbre en el
nivel de certeza que poseemos de que el elemento pertenezca, o no, al conjunto.
Desde este punto de vista, la teoria de Zadeh esta basada en la idea de que no
siempre es posible determinar, con total exactitud, si un elemento pertenece,
0 no, a un conjunto. Por ejemplo, consideremos el conjunto de individuos que
caeran enfermos por neumonia durante el invierno del afno préximo. Si hoy
tuviéramos que determinar si una persona pertenece o no a ese conjunto, no
lo podriamos hacer con total precisién, sino que tendriamos que hablar de una
cierta probabilidad de que el individuo pertenezca a ese conjunto. Dicho de otra
forma, puede existir una cierta incertidumbre sobre la pertenencia, o no, de una

persona a ese conjunto.

En el contexto difuso, las afirmaciones categéricas no tienen por qué ser com-
pletamente verdaderas o completamente falsas, sino que cualquier interpretacién
de la realidad lleva asociado un cierto grado de incertidumbre. Las técnicas di-
fusas son las que trataran de dar rigurosidad matematica a esa imprecision que
necesitamos en nuestro dia a dia. La [dgica difusa parte del hecho de que la
realidad no tiene por qué ser solo verdadera o falsa, sino que existen grados
intermedios de incertidumbre. Frases como “nos vemos luego” o “no me siento
muy bien” seran expresiones difusas ya que surgen de las diferentes interpreta-
ciones que podemos dar a las palabras “luego” o “muy bien”. Dichas palabras,
dependiendo del campo en el que se usen, adquiriran distinta interpretacién. Por
ejemplo, ;qué significa la expresion “tardé muy poco”? Mientras que en inge-
nieria podriamos estar hablando de un orden de nanosegundos, en paleontologia
podria hacer referencia a un orden de miles de anos. Por tanto, serd importante
establecer de manera clara el contexto en el que se utilizan para poder encontrar

un punto de referencia y una unidad de medida.

Uno de los puntos cruciales de todo este proceso es el de traducir las expresio-

nes lingiiisticas que utilizamos en el lenguaje usual a expresiones matematicas

A. Marquez
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capaces de conllevar inherentemente este grado de inexactitud. La teoria de
conjuntos difusos se ha mostrado como una de las herramientas méas tutiles y
de mayor éxito en este sentido. En concreto, lo usual es traducir estas expre-
siones coloquiales a etiquetas lingiisticas (véase [38]) que pueden ser facilmente
convertidas en una clase muy especial de conjuntos difusos: los denominados

numeros difusos.

Los numeros difusos son entidades matematicas que podemos asociar a la
medicion de la mayoria de los fendmenos que observamos cada dia y que, de
manera natural, conllevan un cierto grado de imprecision; dicho de otro modo,
son extensiones abstractas de la nocion de numero real que presentan un cierto
grado de indeterminacién o incertidumbre en la descripciéon de su naturaleza. Su
objetivo principal es el de extender la nocién de nimero real desde un ambiente
en el que podemos determinar un valor con total precision hasta un contexto en
el que existe una cierta incertidumbre sobre el valor exacto que, en si mismo,
puede tomar el objeto representado. Asi, cada nimero difuso real puede verse
como un unico numero difuso concreto (al que se le suele llamar crisp). Des-
de el punto de vista puramente matemaéatico, un nimero difuso no es mas que
una funcién cuyo dominio es R, cuyo codominio es el intervalo real [0, 1] y que
verifica ciertas propiedades. Existen varias posibles definiciones de la nocion de
nimero difuso (véase, por ejemplo, [61, 62, 53, 54]) atendiendo a las diferentes
condiciones que se le impongan, si bien, en general, hay propiedades que se con-
sideran absolutamente imprescindibles bajo cualquier perspectiva (por ejemplo,
la semicontinuidad inferior y la convexidad difusa). Otras, sin embargo, pueden
ser omitidas al emplear puntos de vista alternativos (es el caso de la normali-
dad). De hecho, hay visiones que producen definiciones ciertamente particulares

(como es el caso de los nimeros difusos finitos, [61, 8]).

El conjunto formado por todos los nimeros difusos posee una cualidad que
lo hace especialmente complicado. Si bien estd relativamente estandarizada la
forma en la que se extienden, de manera natural, las cuatro operaciones aritméti-

cas basicas con nimeros reales al conjunto formado por los nimeros difusos, no

A. Marquez
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ocurre lo mismo con el orden natural propio de los niimeros reales. Por ello,
a lo largo del tiempo han surgido numerosos procedimientos que afrontan es-
te problema desde diversos puntos de vista. La tinica caracteristica comin que
tratan de verificar todas estas metodologias de ordenacién es que, aplicadas a
numeros difusos crisp, han de producir la misma ordenacién que los numeros
reales subyacentes. Sin embargo, las formas de conseguirlo son absolutamente
variadas. En este contexto, las técnicas que se describen suelen denominarse pro-
cesos de ranking. Precisamente, la Real Academia Espanola incorpora la palabra
anglosajona ranking, describiéndola como “clasificacién de mayor a menor, tutil
para establecer criterios de valoracién”. En este contexto también se emplea la
palabra clasificacion para referirse a la ordenacién cuyo resultado final es el de

elegir la mejor opcién. Nosotros emplearemos indistintamente estas palabras.

Teniendo en cuenta que no existe una unica forma universal y globalmente
aceptada para clasificar y/o ordenar nimeros difusos, un rapido repaso a las
diversas metodologias empleadas hasta el momento pone de manifiesto los si-
guientes aspectos. Después del primer acercamiento a este problema, presentado
por Jain [39] en 1976, se han introducido muchos métodos de clasificacién en las
ultimas décadas desde diferentes puntos de vista (véase, por ejemplo, [17, 43]).
Muy recientemente, Ban y Coroianu [13] introdujeron una extensa revisién sobre

el estado actual de este problema. Basicamente distinguieron dos enfoques.

» Métodos basados en los denominados indices de ordenacion (traduccién
de la expresion inglesa ranking index), que son funciones desde la familia

de todos los numeros difusos que toman valores reales.

s Métodos basados en relaciones binarias difusas.

La elecciéon de uno u otro método de clasificacion tiene un efecto notable
en la solucién del problema y, en funcién de los resultados obtenidos a partir
de algunos ejemplos numéricos, no podemos concluir qué enfoque es mejor. Un
enfoque difuso de clasificacion se considerara una buena metodologia si verifica

algunas propiedades que son naturales desde el punto de vista humano. Wang y
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Kerre [63] propusieron una lista de propiedades razonables para ordenar canti-
dades difusas y Ban y Coroianu [13] adaptaron estos requisitos al caso en el que
el enfoque utilizado es inducido por una relacién binaria general (describiremos
estas propiedades en mayor detalle en la Subseccién 2.2.6). Lo cierto es que hay
metodologias de ordenacién que producen resultados absolutamente discordan-
tes con la intuicion humana: por ejemplo, si la grafica de un nimero difuso esta
situada a la izquierda de la grafica de otro niimero difuso, es natural que consi-
deremos al primero menor que el segundo. Esta propiedad no la respetan todos

los algoritmos presentados hasta la fecha (pueden encontrarse algunos ejemplos

en [13]).

Desde 1976 se han presentado méas de 35 indices de ordenacion de niimeros
difusos, muchos de los cuales estan basados en indices. Un indice es un ejemplo de
defusificacion (traduccién literal del inglés defuzzification). Una defusificacion es
un procedimiento por el cual a cada cantidad imprecisa (por ejemplo, un niimero
difuso) se le asocia un tnico nimero real que, en algin sentido, resume la mayor
cantidad de informacién posible acerca de la cantidad incierta. Existen muchos
ejemplos de defusificaciones (valor esperado, ambigiiedad, centro de gravedad,
etc.) y cada uno de ellos se aplica en el contexto en el que fue introducido.
No obstante, todos presentan el mismo inconveniente: conllevan una importante
pérdida de informacion desde el niimero difuso hasta su realizacion a través del

numero real, pues el proceso contrario es, en general, imposible de llevar a cabo.

Desde nuestro punto de vista, aunque todos los enfoques son interesantes,
las clasificaciones generadas por procedimientos basados en la simple ordena-
cion de numeros reales asociados a cantidades difusas no son consistentes con
la idea de vaguedad o incertidumbre que es intrinseca a la teoria difusa. En
otras palabras, si el orden entre dos niimeros difusos depende de un niimero real
(por ejemplo, el drea entre ellos), este método puede no captar, a la vez, tanto
la imprecision como la incertidumbre y, en consecuencia, no es coherente con
factores como la vaguedad y la ambigiiedad de variables que pueden afectar al

comportamiento del fenomeno estudiado en el contexto difuso. Nos parece més
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razonable utilizar técnicas genuinamente difusas en lugar de reducir el proceso
de ordenacién de nimeros difusos a cantidades reales. En consecuencia, conside-
ramos necesario introducir nuevos procedimientos de clasificacion que satisfagan

tres caracteristicas principales:

» No deben basarse en un numero real unico (para evitar la pérdida de

informacién).
= Deben verificar tantas propiedades razonables como sea posible.

= Pero, sobre todo, deben ser tan coherentes con la intuicion humana como

sea posible.

En este contexto cientifico se enmarca el tema de investigacion de la presen-
te Memoria. Con objeto de afrontar este problema, en 2018, Roldan Lopez de
Hierro, Roldén y Herrera presentaron en [56] una nueva metodologia de orde-
nacion de cantidades difusas que trataba de solventar algunos de los principales
inconvenientes de los procedimientos presentados anteriormente. A la vista de
las restricciones antes comentadas, el objetivo principal de su trabajo fue intro-
ducir una nueva relacién binaria difusa en el conjunto formado por todos los
nimeros difusos. De hecho, esta relacion puede ser usada en la practica para
comparar dos numeros difusos distintos. Las principales caracteristicas de la

relacién binaria introducida son las siguientes.

1. Permite comparar cualesquiera dos ntimeros difusos arbitrarios, no redu-
ciéndose a un subconjunto concreto de ellos (como nimeros triangulares

o trapezoidales).

2. Esta relacién binaria suele producir resultados acordes a la intuiciéon hu-

mana.

3. Tiene especialmente en cuenta la forma geométrica de los niimeros difusos
y de los subconjuntos medibles en los que un nimero difuso es claramente

menor o igual que otro nimero difuso.
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4. Como su resultado no depende de un nimero real tinico, este método no

es un indice de ordenacién en si mismo.

5. Ademas, es compatible con la suma y la multiplicacién por nimeros esca-

lares.

6. De hecho, satisface el mayor nimero de propiedades razonables que se
pueden encontrar en la literatura (incluso més de las descritas en [39, 13]),
lo que conlleva que, en la mayoria de los casos, esté en concordancia con

la intuicién humana.

Los datos difusos analizados en [56] pusieron de manifiesto que la princi-
pal ventaja de la metodologia propuesta era su capacidad para proporcionar un
orden razonable entre los nimeros difusos trapezoidales generalizados considera-
dos. De hecho, es un proceso particularmente simple y facil de calcular cuando
se trabaja con numeros difusos triangulares y trapezoidales en problemas de
la vida real. En su articulo, los autores también explicaron por qué la técnica

propuesta no puede ser una relaciéon binaria difusa transitiva.

El interés de este nuevo acercamiento al problema de ordenacién de nimeros
difusos y, por ende, al problema de toma de decisiones en un ambiente general
de incertidumbre, nos llevé a tratar de desentraniar los entresijos de esta nueva
relacién binaria difusa. En [56] los autores habian dejado varios interrogantes
abiertos. Por un lado, el tema principal de investigacién que podia derivarse de
este trabajo era el de determinar qué otras propiedades, acordes con la intuicion
humana, verificaba esta relacién difusa. Se trataba entonces de buscar nuevas
propiedades que pudieran ser caracteristicas del pensamiento humano y que
pudieran ser interpretadas en el contexto difuso. Cuantas mas propiedades ra-
zonables se verifiquen, mejores seran las ordenaciones propuestas por el método
empleado. Por otro lado, podria darse el caso de que un estudio mas detallado
llevase a la necesidad de modificar dicha relacién binaria con objeto de conseguir
mas y mejores propiedades y clasificaciones (es una posibilidad a la que estamos

abiertos en cualquier momento). En todo momento ha sido necesario comparar
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la metodologia original con la empleada por otros investigadores en este campo.

Otro de los interrogantes abiertos en el mencionado articulo era la forma en la
que la relacion binaria actuaria sobre niimeros difusos trapezoidales. Los niime-
ros difusos trapezoidales forman una clase muy importante de nimeros difusos
porque, en la practica, son los nimeros difusos méas generales que se emplean en
los estudios empiricos en este campo de investigacion. Es muy extrano encon-
trar estudios que aludan a ntimeros difusos més generales. Todo al contrario, la
mayor parte de los estudios se reducen a ntimeros difusos triangulares, que son
una clase especial de trapezoidales. Este dato no es casual: la clase formada por
los nimeros difusos trapezoidales (o triangulares) es lo suficientemente amplia
como para satisfacer todas las necesidades generales de modelizacién con datos
imprecisos. Aunque Roldan Loépez de Hierro et al. habian descrito con detalle
la forma en la que se ordenan dos ntmeros difusos triangulares mediante esta
relacién binaria difusa, también es cierto que ni habian dado todos los detalles
de este algoritmo ni habian abordado el interesante caso practico de los niimeros
difusos trapezoidales, que resultaba ser de una complejidad mucho mayor que

el de los nimeros difusos triangulares.

El principal objetivo de la presente Memoria es el de desentranar la forma
en que actia esta relacién binaria difusa sobre las categorias mds importan-
tes desde el punto de vista practico de nimeros difusos: crisp, rectangulares,
triangulares y, en el caso mas general posible, trapezoidales. Para ello, hemos
necesitado investigar nuevas propiedades que verifica la relaciéon binaria men-
cionada, y desarrollar las técnicas matematicas y estadisticas adecuadas para
trabajar con esta clase de nimeros. Nuestro estudio se ha centrado en el caso
mas complicado posible, en el que las gréaficas de los nimeros difusos trapezoi-
dales estan entrelazadas, lo que impide, en muchas ocasiones, que la intuicién
nos proporcione una respuesta inmediata sobre la ordenacion final que ha de
aceptarse. Por ejemplo, considérense los ntimeros difusos trapezoidales de la Fi-
gura 1, los cuales son propuestos por nosotros mismos para comparar nuestra

metodologia de ordenacién con la de otros autores (véase el Ejemplo 3.6.4).
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Figura 1: Numeros difusos trapezoidales cuya ordenacién no es una tarea inmediata.

Esta Memoria estd organizada de la siguiente manera.

A. Marquez

= A lo largo de esta introduccién hemos hecho una descripcién del problema

de investigacion planteado.

En el primer capitulo se describen los objetivos que deseamos alcanzar a
la vista de la situacion planteada, clasificados en matematicos y estadisti-
cos, computacionales y, por ultimo, relacionados con la sociedad de la

informacion y de la comunicacion.

El segundo capitulo estd dedicado a los antecedentes mateméticos, es-
tadisticos y computacionales que debemos conocer sobre niimeros difusos
y sobre las metodologias previas de ordenacién de estos para poder com-
prender el resto de la Memoria. Hacemos un repaso de la nocién de nimero
difuso y describimos algunas de las clases de nimeros difusos que mas se
utilizan en los estudios cientificos. También damos una interpretacion es-
tadistica de la nocion de numero difuso, visto como una forma de construir
intervalos de confianza o bien como una funcién que representa dos fun-

ciones de distribucién.

Los principales resultados de la presente Memoria, junto con una completa
interpretacion de los mismos, se recogen en el tercer capitulo. Su principal
objetivo es el de explicar cémo actia la relacion binaria difusa introducida
por Roldan Lépez de Hierro et al. en [56] cuando se desean comparar dos

nimeros difusos trapezoidales.
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= En el cuarto capitulo se describe una posible aplicacion de la ordenacion
proporcionada por la relacién binaria difusa en el contexto de la necesidad
de alcanzar un cierto nivel de consenso entre expertos. Para desarrollar efi-
cientemente este proceso cuando la informacién es imprecisa y hay un gran
numero de expertos, adquiere gran importancia la posibilidad de disponer
de una herramienta informéatica que agilice todos los calculos que deben
realizarse. Es por ello que hemos desarrollado una libreria en R, a la que
hemos denominado rankingTwoTraFNs, que permite a investigadores o a
cualquier persona interesada en esta tematica ordenar dos niimeros difusos
trapezoidales cualesquiera expresados a través de sus cuatro esquinas. Su

implementacién concreta se describe también en este capitulo.

= El dltimo capitulo esta dedicado a la exposicion de conclusiones que pue-
den extraerse de los resultados obtenidos en la presente Memoria, junto

con algunas propuestas para el futuro.

= La parte final incluye las referencias bibliograficas que se han empleado

en el estudio junto con la lista de tablas y figuras contenidas en el mismo.
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CAPITULO 1

Objetivos

Teniendo en cuenta los antecedentes comentados en el capitulo anterior, nos
centramos ahora en la descripcion de los objetivos generales que nos plantea-
mos alcanzar al principio del periodo de investigacién. Podemos clasificarlos en
objetivos matematicos y estadisticos, objetivos computacionales y, finalmente,
objetivos de cara a la sociedad de la informacién y de la comunicacién. Co-
menzamos por éstos ultimos pues son los mas generales y pueden servir para

comprender mejor los siguientes.

Objetivos de cara a la sociedad de la informacién y de la comuni-
cacién

El principal objetivo que nos planteamos desde esta perspectiva fue el de
poner a disposicién de cualquier persona interesada en esta tematica un texto
claro y conciso, en castellano, de acceso libre, sobre el concepto de nimero
difuso y sobre sus posibles aplicaciones en el mundo de las matematicas, de la
estadistica y de la informatica. A lo largo de nuestra experiencia investigadora,
hemos encontrado diversos textos que abordan esta cuestion, la mayoria en inglés
debido, principalmente, a tres causas: por un lado, suele tratarse de contenidos
cientificos que requieren una cierta preparacién matematica para su comprension
(no estan destinados al piblico en general); por otro lado, la mayoria de ellos

han sido escritos por personas angloparlantes; y, finalmente, cuando han sido
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escritos por personas de habla no inglesa, su vocacién de darlos a conocer a la
mayor cantidad de lectores de todo el mundo les ha llevado a decidirse por este

idioma.

Nuestro punto de vista es completamente diferente: aunque es cierto que
esta tematica estd impregnada de un fuerte contenido matemaético y estadistico,
también es cierto que las herramientas empleadas son realmente sencillas, y
pueden ser perfectamente manejadas por el alumnado de Bachillerato (e incluso
por el alumnado de los tltimos cursos de la ESO): nimeros reales, funciones
reales de variable real, ordenaciéon numérica, formas geométricas muy sencillas,
continuidad, etc. Es por ello que sentimos, desde el principio, la necesidad de
escribir un texto que pueda ser utilizado como referencia bésica en castellano
para acercar al publico en general la nocion de numero difuso y su utilidad

dentro de las matematicas, la computacion y la toma de decisiones.

En esta linea de investigacién relacionada con la estadistica, nos parecié de
igual forma conveniente introducir, para el publico en general, la gran utilidad
de los nuimeros difusos en contextos estadisticos y probabilisticos, en los que
somos conscientes de que ya no nos podemos limitar a considerar niimeros reales
como mediciéon de variables naturalmente imprecisas, y cuya variabilidad es
modelizada con mayor rigor por wvariables aleatorias difusas. Aunque no sera
uno de los objetivos de esta Memoria, describiremos cémo un nimero difuso
puede ser interpretado a través de dos funciones de distribucién asociadas a

variables aleatorias.

Finalmente, consideramos de gran utilidad hacer una somera introduccién a
los modernos métodos de ranking de niimeros difusos que son empleados actual-
mente en multitud de contextos cientificos y empresariales: toma de decisiones
en ambientes de incertidumbre, optimizacion de procesos industriales, restaura-
cién de imagenes digitales, etc. Para ello, el lector interesado debe tener unos
conocimientos algo més elevados a nivel matematico y estadistico, pero que son
ampliamente conocidos por el alumnado de Bachillerato: funciones elementales,

derivacién, integracion, funcién inversa, etc.
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Objetivos matematicos y estadisticos

Desde el punto de vista matematico y estadistico, nos planteamos alcanzar

los siguientes objetivos.

= Desentranar en la medida de lo posible la relacién binaria difusa < intro-

ducida por Roldéan Lépez de Hierro et al. en [56].

= Describir la mayor cantidad posible de propiedades de esta relacién binaria
difusa, prestando especial atencion a aquellas propiedades que puedan ser

consideradas acordes con el razonamiento o la intuicién humana.

= Describir como pueden ser utilizados los nuimeros difusos como entida-
des probabilisticas en si mismos, capaces de generalizar algunos aspec-
tos caracteristicos del pensamiento humano, especialmente en su caracter
impreciso al referirse a circunstancias que, bien por su dimensién o su

temporalidad, no pueden ser descritos con total precisién.

= Desarrollar una descripcion lo més detallada y clara posible de la forma
en la que dos nimeros difusos trapezoidales A y B pueden ser ordenados

mediante la relacién binaria difusa <.

= Dado que la presente Memoria se centra, principalmente, en el contexto de
los niimeros difusos trapezoidales, uno de los objetivos principales es el de
describir algunas de sus caracteristicas, tanto analiticas como geométricas,
de esta clase de nimeros difusos, con especial atencion a la forma en la que
pueden cortarse sus lados (los cuales pueden ser vistos como segmentos

rectilineos en el plano).

» Desarrollar una aplicacién de la relacién binaria difusa introducida en un

contexto estadistico.

= Elaborar un algoritmo que, ejecutado adecuadamente, permita la clasifi-

cacion y ordenacion, en pocos pasos, de dos nimeros difusos trapezoidales.
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= Desarrollar una notacién clara y precisa, lo suficientemente general, como
para trabajar en el ambito de los niimeros difusos, que unifique las nota-
ciones empleadas por otros autores y sea comoda a la hora de desarrollar

nuevos conceptos y nuevas ideas.

s Elaborar una introduccién lo suficientemente amplia para describir las
técnicas mas modernas que suelen emplearse para la ordenaciéon y clasi-
ficacion de numeros difusos, distinguiendo entre metodologias basadas en
indices o en relaciones binarias méas generales. También abordaremos la
problematica que plantea cada metodologia, capaz de llevar a ordenacio-
nes poco acordes a la intuicién humana, que pueden afectar tanto a noso-
tros mismos como a las personas de nuestro entorno cuando las decisiones
son tomadas en ambientes politicos, sociales, econémicos, empresariales o

médicos.
Objetivos informaticos y computacionales

= Poner al alcance de la comunidad cientifica en general y de cualquier per-
sona interesada en esta tematica en particular, una herramienta, elabora-
da en software libre, que permita la ordenacién de cualesquiera pares de

numeros difusos trapezoidales, expresado a través de sus cuatro esquinas.

= Dicha herramienta debe ser lo suficientemente general como para funcionar
en el caso de utilizar subfamilias de nimeros difusos (por ejemplo, reales,

rectangulares y/o triangulares).

= Dado su caracter abierto, su enorme potencialidad y la gran atencién que
estd recibiendo en la actualidad tanto en el ambito cientifico como en el
docente, elegimos el programa informético R (también manejable desde R
Studio) para llevar a cabo esta tarea, pues solo habria que confeccionar una

libreria que deberia ser cargada por las personas que quisiesen utilizarla.

= Poner a disposicién del publico en general dicha libreria, utilizando los

repositorios ofrecidos tanto por R como por la Universidad de Granada.
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= Mostrar la aplicabilidad de los distintos métodos de ranking de nimeros
difusos utilizando esta herramienta informatica con datos reales o tomados

de articulos cientificos.

= Utilizar esta herramienta informatica para buscar ejemplos de contextos en
los que la relacién binaria pueda producir resultados tanto acordes como no
acordes con la intuicién humana (por ejemplo, su no transitividad descrita

en Roldan Lépez de Hierro et al. [56]).
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CAPITULO 2

Metodologia. Numeros difusos y

ranking

En este capitulo presentamos la metodologia que hemos seguido a la hora de
desarrollar la investigacion que presentamos. Para ello, necesitamos previamen-
te introducir los preliminares bésicos que emplearemos a lo largo de la presente
Memoria, centrandonos en la nocién de nimero difuso sobre la que pivotan casi
todos los contenidos que describiremos. Mostraremos sus principales caracteristi-
cas analiticas y geométricas de cara a poder trabajar con ellos, y algunas de las
clases mas importantes (especialmente, por su sencillez y por su alto grado de
utilizacién en articulos cientificos) de nimeros difusos. Debemos aclarar desde
este momento que nuestro interés se centra, especialmente, en la familia formada
por todos los nimeros difusos trapezoidales, que contienen a otras subfamilias
casi del mismo interés desde el punto de vista practico. Ademas, también pres-
taremos atencién a las metodologias de trabajo que han sido empleadas en el
pasado por una importante cantidad de investigadores que han afrontado diver-
sos problemas relacionados con los niimeros difusos y, en concreto, describiremos
sus métodos de ordenacién a través de niimeros reales, relaciones de preferencia
o relaciones binarias generales. Para una ampliaciéon de las definiciones y las

propiedades que se describen en este capitulo, véase [30, 31, 32].
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A lo largo de la presente Memoria, denotaremos por R al conjunto formado
por todos los nimeros reales y, dada su enorme importancia en el ambiente
difuso, denotaremos por I al intervalo compacto (cerrado y acotado) real [0, 1].
Utilizaremos letras en mintuscula como x, y, a 6 b para denotar niimeros reales,
y reservaremos letras griegas, como « y 3, para referirnos a nimeros reales entre

0y 1 (a,pBel).

2.1. Los numeros difusos

En general, un conjunto difuso F' sobre un conjunto arbitrario X (no vacio)
es cualquier funcion pp : X — I. Como hemos comentado en la introduccion,
el numero pp(z) € I representa el grado de certeza que poseemos de que el
elemento x € X pertenezca, o no, al conjunto difuso. En ocasiones, identificado
en cierta manera el conjunto difuso con la grafica de la funcién up, el conjunto
difuso se denota como F' = (z, up(x)), .y ¥ la funcién pp se denomina funcion
de pertenencia del conjunto difuso F. Cuando pup(zg) = 1, entendemos que
estamos absolutamente seguros de que el elemento zy pertenece al conjunto, y
cuando pup(xg) = 0, ocurre lo contrario: estamos absolutamente seguros de que
xop no pertenece al conjunto. Valores intermedios entre 0 y 1 llevan a diversos

grados de certidumbre (o de incertidumbre, segiin se mire).

Para simplificar la notacién, nosotros no distinguiremos entre el conjunto
difuso F'y su funcién de pertenencia pp, utilizando letras enfatizadas como A,
B o C para referirnos a una clase muy especial de conjuntos difusos como son

los nimeros difusos que presentamos a continuacion.

2.1.1. La nocion de numero difuso

Como hemos comentado en el capitulo de Introduccién, los nimeros difusos
son entidades probabilisticas que utilizamos para hacer una representacion de

la incertidumbre que encontramos al manejar datos ambiguos o imprecisos. En
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realidad, el lenguaje humano estd lleno de imprecisiones como las siguientes:
“nos vemos dentro de un rato”, “esta calle es muy larga”, “péngame una cerve-
za fresquita”, etc. Sin imprecisién no podriamos vivir, y sin utilizar un lenguaje
ambiguo no podriamos entendernos (cuando queremos comprar un lapiz en una
libreria, por suerte, no necesitamos aclarar el tipo de madera o de grafito, la
longitud, la temperatura, su fecha de fabricacién, etc.). Para gestionar esta im-
precision utilizamos palabras como “luego”, “casi”, “alrededor de”, “mediano”,
“cuanto antes”, etc., que nos dan una idea aproximada segun el contexto pero
que no nos permiten conocer con total exactitud la informacién concreta. Su
formalizacion matematica no es nada sencilla. El ambiente de trabajo difuso se
ha mostrado en los iltimos anos como uno de los mejores contextos en lo que

se puede trabajar manejando estos grados de imprecision.

A lo largo del tiempo, son muchas las nociones que se han ido introduciendo
de “nimero difuso” X — 1 (véase, por ejemplo, [61, 62, 53, 54]). Es mads, hoy
en dia, cada autor emplea la que le parece mas conveniente para su estudio. Las
propiedades més usuales que se le exigen a un numero difuso A : R — I (y que
sirven para extender su definicién a conjuntos mas generales que R, como puede

ser el espacio euclideo R™), definido sobre R, son las siguientes:

» Normalidad: existe un punto xy € R tal que A (xg) = 1;
» Converxidad difusa: para cada x,y € Ry cada X € [0, 1] se verifica que

Az + (1= A)y) =2 min{A(z), A(y)};

» Semicontinuidad superior: para cada rg € Ry cada € > 0, existe 6 > 0

tal que
lx—xo| <0 = A(z)— A(zg) <e.

Cuando se unifican todas las propiedades anteriores de la forma mas com-

pacta posible, se llega a la siguiente definicién.
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Definicién 2.1.1 Un numero difuso sobre R es cualquier conjunto difuso A :
R — T con la propiedad de que, para cada o € (0,1], el conjunto A, =

{z eR: A(x) > a} es un subintervalo cerrado y no vacio de R.

El conjunto A, se denomina conjunto de nivel a (o a-corte) de A. Deno-

taremos por F al conjunto formado por todos los nimeros difusos sobre R.

(e) Triangular. (f) Trapezoidal.

Figura 2.1: Ejemplos de diferentes clases de niimeros difusos.

Teniendo en cuenta que un numero difuso no es mas que una funcién real
de variable real, A : R — I, que cumple ciertas propiedades, una de las mejores
formas de comprender como son es a través de su grafica. La Figura 2.1 reco-
pila ejemplos de graficas de varias clases de nimeros difusos (que més adelante
se comentaran en mayor profundidad). Aunque algunas de ellas son funciones
discontinuas en algunos puntos, puede observarse que hay una caracteristica

comun: la funcién A es no decreciente en el intervalo (—oo, zo] (hasta llegar a
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un punto zy donde se alcanza la condicién de normalidad, es decir, A (zg) = 1)

y es no creciente en [xg, +00).

2.1.2. Elementos analiticos y geométricos asociados a los

numeros difusos

El 1-corte A; de un nimero difuso A se denomina su nicleo, y se representa
por ker(A). La condicién de normalidad garantiza que este ntucleo nunca es
vacio. Dados «, 8 € (0,1] tales que o < 3, es claro que @ # A; C Az C A,, lo
que origina una cadena creciente de intervalos cerrados encajados {Aa},co1-
Su unién coincide con el conjunto de puntos en los que el nimero difuso toma

valores estrictamente positivos:

U As={zeR: A(x) >0}.

€(0,1]

La clausura en la topologia euclidea de R de este conjunto se denomina el soporte

del nimero difuso, y se denota por sop(.A).

sop(A) ={zeR: A(x) >0} = |J A

ae(0,1]

La Figura 2.2 representa el niucleo y el soporte de un nuimero difuso trape-

zoidal.

v

nucleo

A

soporte

A4

Figura 2.2: El ntcleo y el soporte de un ntimero difuso trapezoidal.

A. Marquez
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Aunque la nocién que hemos introducido de nimero difuso puede dar lugar
a numeros difusos cuyo soporte no es acotado en R (véase, por ejemplo, la
Figura 2.3), en lo que sigue s6lo consideraremos ntimeros difusos cuyo soporte
es compacto (es decir, cerrado y acotado) y, por coherencia, lo denotaremos por

Ay (o sea, Ay = sop(A)).

Figura 2.3: Un nimero difuso cuyo soporte no es compacto.

Fijado cualquier a € I, el a-corte (o el soporte) A, de un nimero difuso
A es un intervalo cerrado real y, dado que A, C Ay y este dltimo conjunto
suponemos que es acotado, entonces cada A, es un intervalo compacto y no
vacio de la recta real. Como tal, posee un extremo inferior, al que denotaremos
por a,, vy un extremo superior, a,. De esta forma, podemos expresar cada a-

corte como

siendo ker A = [a,, @] y sop A = [a,Tp. Surgen asi las funciones a,a : I — R
que determinan los extremos inferior y superior, respectivamente, de cada a-
corte (identificamos a(a) = a, y a(a) = @, para cada a € I). Teniendo en

cuenta que @ # A; C Az C A, C Ay, deducimos que
ag<a,<ag<a;<a <ag<a, < a

para cada «, € I tales que a < (. Las funciones a,a : I — R caracterizan

completamente el nimero difuso A a través de las propiedades que verifican.

Lema 2.1.2 (Véase [36]) Un conjunto difuso A : R — I es un niimero difuso si,
y solo si, existen dos funciones continuas a la izquierda a,a : T — R tales que a es

no decreciente, @ es no creciente y A, = [a,, G, | para todo a € L.
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De esta forma, es equivalente conocer la funcion de pertenencia A : R — 1
o las funciones a,a : I — R que determinan los conjuntos de nivel mediante la

expresion A, = |a,,d, | para todo a € 1.

Observaciéon 2.1.3 Aunque nosotros hemos preferido la notacion a y @ para
las funciones que determinan los extremos inferior y superior, respectivamente,
de cada conjunto de nivel de un nimero difuso A, muchos autores emplean la
notacion Ar, Ay : 1 — R para referirse a dichas funciones (L de lower y U de

upper), escribiendo
A(a) =[AL(a), Ay(@)]  para cada o € [0,1],

siendo A el numero difuso. Esta notacion no es mejor ni peor, solamente es

distinta.

2.1.3. Algunas clases de nimeros difusos

En la practica, la familia formada por todos los nimeros difusos es muy
amplia. De esta forma, es usual considerar diferentes clases de niimeros difusos
que son capaces de modelizar distintos fenémenos observados. A continuacion,
describimos algunas de estas subfamilias cuya clasificacién estda basada en la
representacién grafica del nimero difuso y, mas concretamente, en su forma

geométrica.

Numeros difusos crisp

Generalmente nos sirven para representar cualquier nimero real como un
nimero difuso. Dado un nimero real r € R, su correspondiente versién difusa
es el numero difuso crisp 7 : R — I que viene dado, como funcion, de la siguiente

forma:

1, si z=mr,

0, si x#r.

A. Marquez
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Figura 2.4: Numero difuso crisp.

Numeros difusos rectangulares

Diremos que un nimero difuso A es rectangular si se puede expresar de la
forma:
1, si x € la,bl,

A(x) =
(®) 0, si z¢]la,b],

siendo a,b € R dos nimeros reales tales que a < b. Su nombre procede de la
forma rectangular que adopta su gréfica (véase la Figura 2.5). En el caso de
que a y b coincidan, el nimero rectangular es un nimero difuso crisp, ya que su

grafica serfa un rectdngulo degenerado!.

1 —

R
I
|
| a | b |

Figura 2.5: Numero difuso rectangular.

'Es un caso donde la clase de un objeto cambia a un objeto generalmente més simple. Los
casos degenerados son limitacién, significando que el objeto original no se puede cambiar mas

lejos.
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Numeros difusos triangulares

Dados tres ntimeros reales a, b, c € R tales que a < b < ¢, denotaremos por

A = (a/b/c) al numero difuso triangular dado por:

(v —a .
, sioa<zxz<b,
b—a
Az) = Z:Z, si b<ax<eg,
0, si z¢la,c.

\

Sia < b<c lagrifica del ndmero difuso (a/b/c) adopta la forma de un
tridngulo de base [a, c] y vértice en x = b (véase la Figura 2.6). Por ello, esta
clase de nimeros difusos es la mas utilizada en la practica: es muy sencilla tanto

de manejar como de interpretar.

A= (alb/c)

|

I

I

|

|

! .
a b c
Figura 2.6: Numero difuso triangular.

En la Figura 2.7 pueden observarse diferentes clases de nimeros difusos
triangulares. Observandola podemos comprender mejor por qué los llamamos
generalizados: no solo aceptamos la posibilidad de que la grafica sea la de un
tridngulo a través de una funcion continua, sino que entendemos que funciones
no continuas también dan lugar a nimeros difusos triangulares. Lo tinico que le
pedimos es que si tienen “lados” izquierdo y derecho, estos deben ser rectilineos,

y solo podran tener un vértice superior.

Dado cualquier a € I, el a-corte del nimero difuso triangular A = (a/b/c)

€s:

Ao=](1—-a)a+ab, (1 —a)c+ab].

A. Marquez
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(1) o (2) I (3) R
1L 12 1
(a) Trapezoidal (b) Triangular (¢) No continuo
(4) 5) ¢ ® 7
e I L
(d) No continuo (e) Real (f) Rectangular

Figura 2.7: Distintas clases de nimeros difusos triangulares (generalizados).

En el caso concreto de que o = 0, obtenemos el intervalo [a, ¢] = sop A, y si

a+tc

5, diremos que el

«a = 1, encontramos el vértice {b} = ker A. Ademas, si b =

nimero difuso triangular es simétrico (véase la Figura 2.8.a).

A
_____ 13— ———-
! \ A= (a/bic) N\ A= (alb/c)
I I
| |
! t - ! } -
| a b ¢C a b c
(a) Simétrico (b= (a+¢)/2). (b) No simétrico (b # (a + ¢)/2).

Figura 2.8: Ejemplos de nimeros difusos triangulares (simétrico y no simétrico).

Obsérvese que los nimeros difusos triangulares generalizados podrian no ser

continuos, como vemos en la Figura 2.9.
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A \ A= (alblc)
[~ N A= (alblc) 17— - === |
I | |
| 1 |
L — |
) } : } +i— ) f ; f
a=b ¢ a b=c -
(a) No continuo a la izquierda. (b) No continuo a la derecha.

Figura 2.9: Nimeros difusos triangulares no continuos.

Numeros difusos trapezoidales

Dados cuatro numeros reales a, b, c,d € R tales que a < b < ¢ < d, denota-

remos por A = (a/b/c/d) al nimero difuso trapezoidal definido como sigue:

(T —a

, sia<x<b,
b—a
1, sib<zxz<cgc,
A(z) =<
d—x .
, sic<ux<d,
d—c
0, en cualquier otro caso.

\

Los nimeros reales a, b, ¢ y d se denominan las esquinas del nimero difuso
(a/b/c/d). Sia < b < ¢ < d, la grifica del nimero difuso (a,b,c,d) es un
trapecio de base mayor [a,d], base menor [b,¢] y altura una unidad (véase la

Figura 2.10.a).

A= (alb/c)

Y

| |

I I

I I

I I

| I

| . . |
| a b c d a b c
(a) Trapezoidal (b) Triangular

Figura 2.10: Namero difuso trapezoidal (comparado con uno triangular).
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Proposicion 2.1.4 Dado cualquier o € T, el a-corte del nimero difuso trapezoidal

A= (a/b/c/d) es:

A =[(1—-a)a+ab, (1—-a)d+ac].

Si a = 0, obtenemos el intervalo [a,d] = sop A, mientras que si & = 1, en-
contramos el intervalo [b, ¢] = ker A. Una de las ventajas fundamentales de los
numero difusos trapezoidales es que, dentro de su definicién, atrapa a las cate-
gorias anteriores, es decir, los niimeros difusos crisp, rectangulares y triangulares

pueden verse como casos particulares de los nimeros difusos trapezoidales.

Caso 2.1.5 a=b=c=d — numero difuso crisp.

Caso 2.1.6 a =b<c=d — numero difuso rectangular.

Caso 2.1.7T a<b=c<d — numero difuso triangular.

Los numeros difusos trapezoidales se usan cuando nuestra informacién nos
indica que una medida toma valores, con la méaxima probabilidad, en el intervalo
[b, ¢]. No obstante, asumiendo que puede haber un cierto error en la medicién, el

mencionado valor real debe estar, necesariamente, comprendido en [a, d] D [b, c|.

Numeros difusos de tipo LR

Los nimeros difusos de tipo LR (del inglés, left-right) se obtienen al consi-

derar funciones mas generales que las lineales en los lados del trapecio.

Definicién 2.1.8 Dados cuatro niumeros reales a,b,c,d € R tales que a < b <
c <d, sean L : [a,b] = 1y R : [¢,d] — 1 funciones continuas tales que L
es estrictamente creciente, R es estrictamente decreciente, L(a) = 0 = R(d)

y L(b) = 1 = R(c). Un nimero difuso de tipo LR wviene definido por la
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siguiente funcion:

L(z), sia<xz<b,
1, sib<x<c,
R(z), sic<uz<d,

L 0, en cualquier otro caso.

La idea de esta clase de nimeros difusos consiste en permitir que la parte
creciente de la izquierda del niicleo no sea necesariamente rectilinea, sino que
venga dada por una funcién creciente y continua L : [a, b] — I, biyectiva de [a, b]
en I, y su parte derecha mediante una funcién R : [¢,d] — T de similares ca-
racteristicas pero estrictamente decreciente (véase la Figura 2.11). Obviamente,
se trata de una clase de nimeros difusos mas general que las presentadas ante-
riormente ya que, a partir de esta definiciéon, podemos construir cualquiera de
los tipos de nimeros difusos anteriores. Por ejemplo, si las funciones L y R son
afines, tendremos un numero trapezoidal, y ya observamos anteriormente que a

partir de un trapezoidal se obtienen las otras tres clases.

|

| |

| |

| |

| |
— ! — ! — 1
a b c X
Figura 2.11: Numero difuso tipo LR.

Nuestro interés para el desarrollo de los resultados que presentamos en esta
Memoria se centra tinicamente en el conjunto de niimeros difusos que satisfacen
la condicién de normalidad, es decir, toman el valor 1 en algin punto (existe
zo € R tal que A(zg) = 1). No obstante, otros autores han considerado en el
pasado numeros difusos que pueden no verificar esta condicién. Dado que mas

adelante presentaremos los métodos de ranking que han sido propuestos por
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algunos de estos autores (para darle un cardcter autocontenido a esta Memoria),
es conveniente que extendamos la definicién anterior a este caso aiin més general,

especialmente por introducir la notacién empleada por los mencionados autores.

Un numero difuso de tipo LR que no satisfaga necesariamente la condicion

de normalidad viene dado por una funciéon del siguiente tipo:

;

L(z), sta<z<b,
w, sib<z<c

A(z) =
R(z), sic<z<d

\ 0, en cualquier otro caso,

donde 0 < w <1 es una constante, L : [a,b] — [0,w] es una funcién continua
estrictamente creciente, R : [¢,d] — [0,w] es una funcién continua estrictamen-
te decreciente, y ambas son biyectivas entre los intervalos indicados, es decir,
L(a) =0= R(d) y L(b) = w = R(c). En tal caso, denotaremos al nimero difuso
trapezoidal utilizando la notaciéon A = (a/b/c/d;w).

Dado que las funciones L : [a,b] — [0,w] y R : [¢,d] — [0,w] son estricta-

mente mondtonas y biyectivas, existen sus correspondientes funciones inversas,
L 0,w] = [a,b) vy R':[0,w] = e d],

las cuales también son biyectivas (entre los intervalos indicados) y estrictamente
mondétonas (L' es estrictamente creciente y R™! es estrictamente decreciente).
Es més, como L y R son continuas, sus inversas L' y R~ también son conti-
nuas. Incluso al estar definidas en intervalos cerrados y acotados, esta garanti-
zado que son funciones localmente integrables (es decir, integrables en cualquier

subintervalo cerrado y acotado incluido en su dominio), por lo que existen los

/OWL_l(r)dr v /OMR_I(r)dr.

Si observamos, las funciones L y R pueden ser vistas como las restricciones

valores

a ciertos subintervalos reales de la funcién de pertenencia A, es decir,

L - A|[a,b} y R = A|[C,d] .
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Sus inversas, L™! : [0,w] — [a,b] y R7' : [0,w] — [c, d] determinan los extremos
de los correspondientes conjuntos de nivel, por lo que, en realidad, para un

numero difuso A de tipo LR, se verifica:

L' a)=a, v R *'(a)=a, paracadaac[0,w].
Por ello, la traduccion de la Proposicion 2.1.4 al conjunto de nimeros tra-
pezoidales que no satisfacen necesariamente la condicién de normalidad es la

siguiente:

2.1.4. Interpretacion estadistica de la nocion de nimero

difuso

Los numeros difusos fueron concebidos como entidades matematicas que
sirviesen para generalizar la nocion de numero real a un ambiente de incerti-
dumbre, en el que no estuviésemos absolutamente seguros del valor exacto de
una cierta cantidad. Por ejemplo, podemos decir que un lapiz mide 15 ¢m pero,
si somos capaces de medir con mayor precisién, seguramente observemos que
esta medida es incorrecta. Como comentamos en la introduccion, trabajar con
nimeros que ya son capaces de manejar, por si mismos, esta imprecisién, pro-
duce mejores resultados que trabajar con nimeros exactos (sabiendo que estos

dependen de la precision del aparato de medida).

Un primer contexto en el que surge de manera natural cierta indetermina-
cién en nuestra vida cotidiana podria ser el siguiente. Consideremos el siguiente

enunciado.

«Maria cree firmemente que su nota en el ultimo examen que ha

realizado estd entre 7 y 7.25 puntos. No obstante, hay factores (que
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no ha considerado Maria) que podrian hacer que su nota fuese mayor

o menor en medio punto.»

Esta situacion de incertidumbre se adapta perfectamente a la nocion de
nimero difuso trapezoidal. En concreto, si Maria cree firmemente que ha ob-
tenido una nota entre 7 y 7.25 puntos, su nicleo serd ker A = [7,7.25]. No
obstante, si la nota pudiera ser 0.5 puntos mayor o menor, su soporte serd méas
grande, obteniéndose sop A = [7 —0.5,7.25 + 0.5] = [6.5,7.75]. Asi, el nimero
difuso trapezoidal considerado es A = (6.5/7/7.25/7.75), cuya representacién

grafica podemos observar en la Figura 2.12.

Figura 2.12: Numero difuso trapezoidal A = (6.5/7/7.25/7.75).

Sin embargo, los nimeros difusos son capaces de representar situaciones
mucho mas complejas que las anteriores, especialmente en el contexto de la
Estadistica y de la Probabilidad. Como hemos puesto de manifiesto al introducir
los nimeros difusos de tipo LR, la representacién grafica de cualquier nimero
difuso tiene una parte creciente (entre 0 y 1) a la izquierda del nicleo y una
parte decreciente a la derecha del mismo. En concreto, el Lema 2.1.2 garantiza
que si A : R — T es un nimero difuso, entonces las funciones a,a : I — R
son continuas a la izquierda, y ademds a es no decreciente y @ es no creciente.
De hecho, es sencillo demostrar que si A € F es cualquier nimero difuso (de
soporte compacto) y xy € ker A es cualquier punto de su niicleo, entonces se

verifican las siguientes propiedades:

= lafuncién A[ ___ (=00, o] — Ies continua a la derecha, no decreciente
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y verifica lim; ,_« A(t) =0y A(z) = 1;

= la funcién A, . [20,00) = [ es continua a la izquierda, no creciente y

verifica limy o A(t) =0y A(zg) = 1.

De esta forma, la funcion .A|(_OO710], extendida a todo R mediante el valor 1
en el intervalo (zg,00), es una funcion de distribucion en R (que llega a tomar
los valores 0 y 1 en tiempo finito) que modeliza una variable aleatoria real. Por
otro lado, la funcién A|[‘,Eom)7 extendida a todo R mediante el valor 1 en el
intervalo (—o0, ), es conocida como funcion de supervivencia en R, pues suele
emplearse para modelizar experimentos en los que se mide, para cada t € R, la
probabilidad de que un animal siga vivo en el momento de tiempo ¢ (por ello va

disminuyendo con el paso del tiempo).

Figura 2.13: Un nimero difuso descompuesto en sus dos funciones de distribucion.

Uniendo estas dos interpretaciones en un sélo concepto, cada ntmero di-
fuso puede ser visto como una pareja de funciones de distribucién, a saber,
(Al _sozo) 2 1 = Aljgy.o0)) (extendidas convenientemente a todo R), como se ha

representado en la Figura 2.13.

Esta interpretacion de los niimeros difusos como pares de funciones de distri-
bucién fue utilizada por Roldédn et al. en [55] para estudiar interrelaciones entre
muy diversas clases de espacios métricos abstractos: espacios métricos proba-
bilisticos, co-espacios métricos probabilisticos, espacios métricos probabilisticos
intuicionistas, espacios métricos difusos en el sentido de Kaleva y Seikkala, es-
pacios métricos difusos intuicionistas, espacios métricos difusos en el sentido

de Kramosil y Michalek, espacios métricos difusos en el sentido de George y

A. Marquez



24 CAPITULO 2. METODOLOGIA. NUMEROS DIFUSOS Y RANKING

Veeramani y espacios de Menger.

Ver cada nimero difuso como un par de funciones de distribucién nos permi-
te también interpretar cada conjunto de nivel A, = [a,, @] como un intervalo
al que pertenece el verdadero valor de la cantidad incierta representada con
seguridad 1 — «, es decir, como un intervalo de confianza. De esta forma, ca-
da método de construccién de una cierta clase de intervalos de confianza (por
ejemplo, para la media poblacional o para el cociente de varianzas poblacio-
nales) puede ser interpretado como un cierto numero difuso de tal forma que
cuando calculamos el correspondiente intervalo de confianza (por ejemplo, al
nivel @ = 0,05) obtenemos tinicamente un conjunto de nivel del tipo Ag 5. Esto
es lo que ocurre en la Figura 2.14, donde observamos el ntimero difuso de tipo
LR que obtendriamos si representamos los extremos inferior y superior de cada
intervalo de confianza para la media poblacional pu cuando la desviacion tipica
poblacional es conocida (o = 6) y se ha tomado una muestra de tamano n = 64,

la cual ha arrojado una media muestral de = = 35.

1.0 T

I
I
I
0.5 |
I
I
1|

32 34 36 38

Figura 2.14: Namero difuso de tipo LR obtenido al representar los intervalos dados

mediante IC(p) = [ TE21_q/ % } variando « € I

Para terminar este repaso acerca de algunas aplicaciones sencillas de los
nimeros difusos (hay muchas mds), comentamos la posibilidad de utilizarlos
para representar ciertas etiquetas linguisticas que empleamos en nuestra vida
cotidiana para expresar una idea sin necesidad de ofrecer una precision total,
sino un significado lo suficientemente ambiguo como para entendernos suficiente-

mente. Es el caso de las expresiones “casi”, “luego”, “mas tarde”, “alrededor de”,

A. Marquez



2.1. LoS NUMEROS DIFUSOS 25

“mediano”, etc. Por ejemplo, la frase “llegaré sobre las ocho” es una afirmacion
que comunica una idea clara, pero ésta es lo suficientemente vaga o imprecisa
como para dejar cierta flexibilidad a quien la ejecuta. Estas expresiones pueden
traducirse en muchas ocasiones en nimeros difusos, como lo que luego se pue-
de operar aritméticamente. Veamos un ejemplo. Imaginemos un contexto en el
que tenemos que expresar nuestro grado de satisfaccion respecto de un servicio
que nos han ofrecido. Para ello, es usual emplear etiquetas lingiiisticas como las

siguientes:
{ “muy malo”, “malo”, “regular”, “bueno”, “muy bueno” }. (2.1)

Este conjunto estd totalmente ordenado, pero no nos permite operar aritméti-
camente por ejemplo para calcular una valoracién media de una gran cantidad
de clientes. Ademads, tiene el inconveniente de que, al expresar una opinién sub-
jetiva, no esta claro el limite entre dos etiquetas consecutivas. Quizad un dia
valoremos el servicio como “reqular” vy, al siguiente dia, siendo el mismo servi-
cio, lo valoremos como “bueno”. Este inconveniente desaparece cuando pasamos
de una escala discreta a una escala continua. Sin entrar en mucho detalle, las eti-
quetas lingiiisticas del conjunto (2.1) pueden expresarse como nimeros difusos

triangulares mediante las identificaciones que se muestran en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Equivalencias entre etiquetas lingiiisticas y ntimeros triangulares.

Etiqueta lingiiistica Numero difuso triangular

“muy malo” (0/0/0.25)
“malo” (0/0.25/0.5)
“regular” (0.25/0.5/0.75)
“bueno” (0.5/0.75/1)
“muy bueno” (0.75/1/1)

La Figura 2.15 muestra la representacién grafica de los ntmeros difusos

considerados en la Tabla 2.1.
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>

Figura 2.15: Numeros difusos triangulares que representan las etiquetas de una va-

riable lingiiistica.

2.1.5. Operaciones con nimeros difusos

Como ya hemos comentado anteriormente, los niimeros difusos nacen a partir
de la idea de extender los niimeros reales a un ambiente de incertidumbre. Por
tanto, como extensiones de nimeros reales, también es necesario extender las
operaciones aritméticas basicas a este conjunto. Como los niimeros difusos son
funciones, podriamos creer que las operaciones usuales entre funciones también
podrian resolver este problema. Sin embargo, no es asi. Si A y B son dos niimeros
difusos tales que A(zg) = B(zp) = 1 para cierto valor xy, entonces A(xg) +

B(xg) = 2, lo que significa que la funcién suma A + B no es un nimero difuso.

En esta seccion presentamos las operaciones con niimeros difusos a través de
la aritmética intervalar y a través del principio de extension de Zadeh. De ambas
formas se llega al mismo resultado en el caso de las operaciones con nimeros

difusos.

La aritmética entre nimeros difusos (a partir de la aritmética inter-

valar)

Denotemos por ¢ a una operacién aritmética béasica entre niimeros reales
(suma +, resta —, multiplicacién -, divisién /). Sea Z la familia de intervalos

reales, no vacios y compactos. Dados [a, ], [d, e] € Z, se define:

la,b]olde] ={sot:a<s<b d<t<e}
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Puede demostrarse que [a, b] ¢ [d, €] es otro intervalo de Z. Ademas:

w [a,b] + [d,e] =[a+d,b+e].

la,b] — [d,e] = [a—d,b—e].

Si IT = {ad, ae, bd, be}, entonces [a,b] - [d,e] = [ minIl, maxII |.

SiA={2225 2} entonces [a,b] /[d,e] = [ minA, maxA ] siempre que

0¢[d,el.

Teniendo en cuenta la aritmética intervalar que acabamos de introducir, es
posible definir las cuatro operaciones basicas con niimeros difusos utilizando los

conjuntos de nivel. De esta forma, se consideran las siguientes definiciones:

C=A-B, (A-B),=[minA%s mixA%z],

donde A%z = {Qal_)a, a,ba, Ao b, , Gaba } ;
C—A/B, (A/B), = [min A%s, mix A%s]

donde A%z = {Qa/ba, a,/ba, Ga/b,, Go/ba } .

(la divisién A/B solo esta bien definida cuando el ntimero cero no pertenece
al soporte de B). Obsérvese que la aritmética con nimeros difusos determina
una estructura semilineal, lo que implica que no existe una definicién aplicable
en general para la diferencia de valores difusos que preserve la conexiéon con la

suma en el caso numérico ya que, curiosamente, A — A # 0.

Cuando los ntumeros difusos son triangulares, la suma y la resta son muy

sencillas de calcular, pues sélo hay que actuar sumando o restando sobre las
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i t i t R
Figura 2.16: Representacién grafica de la suma de dos nimeros difusos triangulares.

esquinas (véase la Figura 2.16).

(al/bl/cl) + ((lQ/bQ/CQ) = (a1 + Gg/bl + bg/Cl -+ CQ),
(al/bl/cl) - (az/b2/02) = (al - C2/51 - 52/01 - az) .

El principio de extension de Zadeh

Desde el punto de vista de Zadeh, podemos realizar la siguiente definicién.

Definicién 2.1.9 Si ¢ es una operacion aritmética bdsica, entonces dados dos

numeros difusos A y B se define Ao B mediante:
(Ao B)(x) =sup(min{A(s),B(t)} : sot =x) para cada x € R.
De esta forma, puede probarse que Ao B es otro nimero difuso. No obstante,

la divisién A /B s6lo puede considerarse cuando 0 ¢ sop B. Como casos concretos,

tenemos las siguientes definiciones:

(A+B)(x) = sup min{A(s), B(¢)},

r=s+t

(A=B)(x) = sup min {A(s), B1)},

r=s5—1

(A-B)(z) = sup min{A(s),B(t)},

r=s-1
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<g> (x) = sup min{A(s), B(1)}.

[L'Ig

Esta definicién es equivalente a la definicion que surge cuando se emplea la

aritmética intervalar.

2.2. Metodologias de ranking con niimeros di-

fusos

En la toma de decisiones, frecuentemente se utilizan cantidades difusas pa-
ra describir las mediciones que surgen en el mundo real. En este contexto, el
ranking (o eleccién de alternativas, o clasificacién de nimeros difusos) es una
herramienta esencial del proceso de decision. A diferencia de los ntimeros reales,
las cantidades difusas no estan ordenadas de manera natural de una forma cohe-
rente con la intuicion humana. Esta cuestién ha sido, y sigue siendo, motivo de

interés para muchos investigadores a lo largo de los tltimos anos.

Esta situacion ha llevado a un gran aumento en la investigacién en distintos
campos como el de la neuroingenieria, con el objetivo de sintetizar la logica
difusa con redes neuronales computacionales. Estas dos tecnologias se comple-
mentan; las redes neuronales proporcionan la base metodoldgica necesaria para
acomodar e interpretar grandes cantidades de datos recogidas de sensores, y
la logica difusa proporciona un marco estructural que utiliza y explora estos

resultados de bajo nivel.

El problema de ordenacién de cantidades difusas es un problema de gran
interés que ha sido considerado por muchos investigadores. Més de 35 indices de
clasificacion difusa se han propuesto desde 1976. En 1976 y 1977, Jain [39, 40]
propuso un método utilizando el concepto de conjunto de maximizacion para
ordenar los nimeros difusos que hace que el tomador de decisiones considere
solamente la funcién de pertenencia del lado derecho. En 1977, Bass y Kwaker-

naak [14] sugirieron una forma canoénica de extender el ordenamiento natural de
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los niimeros reales a los nimeros difusos. Dubois y Prade [30] en 1978, usaron
conjuntos de maximizacion para ordenar numeros difusos. En 1979, Baldwin y
Guild [12] indicaron que los dos métodos anteriores tenfan algunas desventajas.
Ademas, en 1980, Adamo [7] utiliz6 el concepto de a-corte para introducir una
regla de preferencia. En 1981, Chang [18] introdujo el concepto de la funcidén
de preferencia de una alternativa y, en ese mismo ano, Yager [69, 70] propuso
cuatro indices que pueden ser empleados con el fin de ordenar las cantidades
difusas en I. Bortolan y Degani [16] realizaron una revisién de algunos de estos
métodos de clasificacién propuestos hasta 1985. Chen y Hwang [22] también
revisaron minuciosamente los enfoques existentes y senalaron algunas relaciones
ilogicas que surgen entre los ntimeros difusos que se pretenden clasificar. Chen
[19], Choobineh [26] y Cheng [25] presentaron algunos métodos de ordenacién
y, mas recientemente, numerosas técnicas de clasificacion han sido propuestas e

investigadas por Wang [66], Abbasbandy y Hajjari [4], y Asady [10].

Dado que los ntmeros difusos no mantienen un orden lineal natural, una
técnica comunmente utilizada consiste en construir una funciéon apropiada que
transforme los nimeros difusos en ntimeros reales. Dichas funciones son conoci-
das como defusificaciones (del inglés defuzzification). En este caso, las compa-
raciones entre numeros difusos se basan en las comparaciones entre los niimeros
reales correspondientes. En este sentido, en este tipo de enfoque (véase, entre
otros, por ejemplo, Abbasbandy y Asady [6], Abbasbandy y Hajjari [3, 4], Asady
[10], Chen y Chen, [20], Wang [66]), basdndose en una medicién del drea que
encierra el nimero difuso o en una distancia real respecto a un origen o en-
tre los nimeros difusos, a cada nimero difuso se le asigna un nimero real y
la ordenacion de estos ntimeros reales es la que lleva a un ranking de niimeros

difusos.

Algunos autores consideran que el enfoque tendra algunos defectos si sélo
un numero real estd asociado con cada nimero difuso. Freeling [35] senalé “al
reducir el conjunto de nuestro andlisis a un solo numero, estamos perdiendo

gran parte de la informacion que hemos mantenido a lo largo de los cdlculos”.
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Ademsds, algunos de estos métodos dan resultados contra-intuitivos y no discri-

minantes [16, 1, 2, 6, 5, 23, 49, 71].

Hoy en dia, distintos investigadores siguen desarrollando nuevos enfoques
para comparar y clasificar los nimeros difusos. Se trata de un tema que ha
generado un profundo debate entre los investigadores en este campo ya que las
metodologias propuestas por unos autores suelen estar en desacuerdo con otras.

Por ello, puede decirse que no hay ningin método cominmente aceptado.

En esta secciéon vamos a revisar algunos de los métodos mas conocidos de ran-
king de ntmeros difusos. Empezaremos describiendo una técnica cominmente
utilizada que se conoce como enfoque basado en el centroide. Cheng [25] propuso
un método de clasificacion utilizando indices centroides, donde la distancia del
punto centroide de cada niimero difuso al punto original se calcula para mejorar
el enfoque de Yager [70]. A continuacién describiremos el método basado en
la distancia de Abbasbandy y Asady [6]. Estos autores consideraron un origen
difuso para los nimeros difusos y utilizando la distancia de los nimeros difusos
con respecto a este origen, los clasifican. El método del indice basado en el coe-
ficiente de variacién parte de la metodologia propuesta en Lee y Li [45] quienes
propusieron, para la comparacién de los niimeros difusos, utilizar los valores de
la media y la desviacion tipica basados en las distribuciones de probabilidad
uniforme y proporcional. A partir de estos valores, Cheng [25] definié el indice
del coeficiente de variacion (CV), es decir, el cociente entre o (desviacion tipica)
y |u| (media), siendo o > 0, para mejorar el enfoque de clasificacion de Lee y
Li. Sin embargo, el indice de distancia, por lo general, contradice el indice CV
introducido por Cheng en la clasificaciéon de los nimeros difusos. Para superar
estas limitaciones, Chu y Tsao [27] propusieron un enfoque para clasificar nime-
ros difusos basado en el area entre el centroide y los puntos originales. Ademas,
Wang [67] demostrd que las férmulas de centroides para clasificar los nimeros
difusos proporcionados por Cheng (1998) son incorrectas y conducen a algunas
aplicaciones erréneas en Chu y Tsao (2002). En dicho trabajo se corrigen las

formulas de centroides para clasificar los nimeros difusos que se justificaban
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desde el punto de vista de la geometria analitica. Después, Wang y Lee [65]
hicieron una revisién en la clasificacion de nimeros difusos utilizando el area
entre el centroide y los puntos originales para mejorar el enfoque de Chu y Tsao

[27].

Algunos de los ejemplos propuestos en estos trabajos siguen siendo muy
utilizados en la actualidad para mostrar como se aplican y qué resultados pro-
ducen los nuevos enfoques. Los resultados de la aplicacion de estos métodos
se mostraran utilizando uno de ellos: en concreto nos basaremos en el ejemplo
numérico propuesto por Yao y Wu [71] que considera cuatro conjuntos distintos

de ntmeros difusos.

2.2.1. Clasificacion de los métodos de ordenacion

Existen muchos criterios para clasificar los diferentes métodos de ordenacién
de cantidades difusas que se han propuesto a lo largo de la historia. Desde nues-
tro punto de vista, existen tres grandes categorias en las que podemos agrupar

dichos procedimientos, y son las siguientes.

= Metodologias de defusificacion: Se aplican asociando a cada nimero
difuso un tnico ntmero real de tal manera que la ordenacion de los niime-
ros difusos surge de la ordenacién de sus correspondientes ntimeros reales

asociados.

= Metodologias de referencia: Estos procedimientos se aplican deter-
minando inicialmente un conjunto difuso como conjunto de referencia y
comparando todas las cantidades difusas a clasificar con este conjunto de

referencia.

= Metodologias basadas en relaciones difusas: se basan en la conside-
racién de relaciones binarias (con las mejores propiedades posibles) en el
conjunto F de todos los nimeros difusos, sin que puedan ser reducidas a

ninguno de los dos tipos de metodologias anteriores.
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2.2.2. Metodologias basadas en indices

Al igual que ocurre con la extension de las operaciones bésicas de las niime-
ros reales a los nimeros difusos, interpretar estos como funciones y tratar de
aplicar las defusificaciones usuales con funciones no lleva a resultados razona-
bles. Vistos como funciones, dados dos nimeros difusos A y B, podriamos definir
que A < B cuando A(x) < B(x) para cada nimero real z € R. Esta relacion
< dota a la familia F formada por todos los nimeros difusos de estructura de
conjunto parcialmente ordenado. Sin embargo, esta estructura no es ttil en la
practica, pues no permitiria comparar, en general, dos nimeros difusos cuyas
graficas estén entrelazadas. De hecho, graficamente esta relacién no tiene nin-
guna interpretacién que pueda estar asociada al hecho de que el nimero A es,

en algin sentido, menor que el nimero B.

La metodologia més sencilla que se puede aplicar (y que, de hecho, se aplica
en la practica), es la siguiente. Basta con considerar una aplicacién P : F — R
que asocie, a cada nimero difuso A € F un dnico nimero real P(A) € R, y

definir, para cada par de nimero difusos A, B € F:

e A<pB si P(A)<P
e A<pB si P(A) < P(B),
o A~pB si P(A)= P(B).

Esta definicién permite considerar una relacion binaria sobre F que siempre es
reflexiva y transitiva. La antisimetria (que conllevaria ser un orden parcial) no
estd garantizada ya que la relacién A ~p B (que proviene de P(A) = P(B)) no
garantiza que A = B. No obstante es una relacion total ya que, dados A, B € F,
siempre se cumple que A <p B o que B <p A (es decir, siempre se puede

comparar cualesquiera dos nimeros difusos).

En este contexto, a la funcion P : F — R se la denomina indice de cla-
sificacion o de ordenacion (del inglés, ranking index). La principal ventaja de
esta metodologia es su sencillez y su facilidad para ser programada en el ambito

computacional: el ordenador determina un valor numérico para P(A) y para
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P(B) y, simplemente, los compara como niimeros reales. Entendida de esta ma-
nera, podemos considerar que una funcién de este tipo es una defusificacion en
el sentido de que, a cada nimero difuso, le asocia un tnico nimero real. Des-
de hace tiempo se vienen utilizando muchas clases de defusificaciones. Por su

interés, comentamos a continuacién algunas de las mas conocidas.

Siguiendo la terminologia empleada por Ban y Coroianu en [13], una funcién
f : T — I se dice una funcion reductora si f es creciente, f(0) =0y f(1) = 1.
Ademads, f es una funcion regular si fol f(r)ydr = % Dado un ntumero difuso

A € F y una funcién reductora f, llamaremos:

» valor de A (con respecto a la funcion reductora f), y lo denotaremos por

Val; (A), al nimero real
1
Valy (4) = [ £ (@) (@, + ) do
0
» ambigiedad de A con respecto a f al nimero real:
1
Ay (4) = [ f (@) (@, - a,) dos
0
» inespecificidad de A a:
1
w(A) = / (Go — @) da;
0
s dado ¢ € 1, el valor esperado ponderado de A al nimero real:
1 1
EV,(A) =(1 —q)/ Qada—i-q/ Gy, dov.
0 0
= valor esperado de A al nimero
1 1
BV (A) = EVia(4) = 5 [ 1(0) (@, + ) do
0

» drea bajo A al niimero

/R.A(x)dx
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Obsérvese que el valor de A depende del punto medio (o sea, de a,, +a,) de
cada uno de sus conjuntos de nivel (A, ). Sin embargo, los otros pardmetros son
definidos a partir de la consideracién de la anchura @, — a, de cada intervalo

Aa = [@aaaa]-

El intervalo esperado de un nimero difuso A, que se denota por EI(A), es

EI(A) = { /Olgada, /Oldada].

2.2.3. Ejemplos de metodologias basadas en indices

el intervalo

En esta seccion vamos a describir la formulacién matematica de distintos
métodos de clasificacién clésicos con los que la mayoria o muchos de los inves-
tigadores que publican actualmente sus nuevos métodos de ranking comparan

sus resultados.

Método del punto central

El objetivo de este método es determinar los puntos del centroide (z,yo)
de un nimero difuso A = (a/b/c/d;w). Este método fue introducido por Cheng
[25] en 1998 aunque Wang y Lee [65] fueron los que encontraron una férmula
desde el punto de vista de la geometria analitica y determinaron los puntos del

centroide como sigue:

fsop(A) v A(r)de B ff rA(z)de + [, xdz + fcd v A(z)dx
fsop(A) A(x)dx fab A(z)dz + fbc dr + fcd A(z)dz

To —

Jy atada— [ aa,da

Yo = fowﬁada—fowgadoz

En el caso del numero difuso trapezoidal, donde L y R son las funciones

lineales,
r—a d—x

L@)=7=2 v R@) ="
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el método del centroide nos lleva a los siguientes resultados:

x —l<a+b+c+d— de — ab )
°7 3 (d4+c¢)—(a+b) )’

y0:§(1+ (d+c§:l()a+b)>

Ademas como los niimeros difusos triangulares son casos especiales de los

trapezoidales donde b = ¢, las formulas pueden simplificarse para este caso:

a+b+d
o= ——F""7,

3
w
=3

En este caso, los numeros difusos triangulares pueden ser clasificados en
términos de sus coordenadas centroides en el eje horizontal o abscisas. Cheng

[25] defini6 su idea como sigue:

\/350 )2+ yo(A)2

Unos anos mas tarde Chu y Tsao [27] mejoraron el inconveniente de la dis-
tancia anterior, calculando el drea entre el centroide y los puntos originales y

por tanto clasificaban los ntimeros difusos a partir de

S(A) = zo(A) - yo(A) (S(A))

Finalmente Abbasbandy y Hajjari [4] mejoraron la distancia del centroide

de Cheng obteniendo:

IR A) /2o (A)2 + yo(A)2
donde
1, fo @, +ay)da >0,
v(A) = 0, fo A, +0y)da =0,
fo a, +aq)da < 0.
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Hay que anadir que Wang y Lee [65] establecieron un ranking a partir del
centroide basandose en si los respectivos valores de xy eran diferentes. Ademas
para el caso que los x( sean iguales, compararon sus valores de 1, para formular

el ranking. De modo que si z¢(A) = x¢(B) e yo(A) > yo(B), entonces A > B.

Método de la distancia de signo

Consideremos el nimero difuso A, definido por sus a-cortes A = [a,, ]y

el niimero difuso crisp 0. Fijado p > 0, la funcién
g %
DyA0) = ([ (aalr 417 1) da)
0
es la distancia de A al origen.

Definicién 2.2.1 Sea v(A) : F — {—1,1} la funcion definida como

1, si fol(ga + ay)da >0 1
A = ~signo ([ (au+a)da )
-1, si fol(ga + @y )da < 0 0

Algunas propiedades de la definicién anterior son las siguientes.

1. Sisop(A) >0 o infuera, > 0, entonces v(A) = 1.
2. Sisop(A) < 0 0 sup,ep@a < 0, entonces y(A) = —1.

Definicién 2.2.2 Sea A un nimero difuso. Llamaremos distancia de signo [6]
de A al valor:
dy(A,0) =v(A)D,(A,0).

Utilizando el niimero anterior como un indice asociado a cada nimero difuso,

podemos establecer la siguiente metodologia para ordenar ntimeros difusos:

[ ] A - B si dp(A,a) > dp(676)7
[ ] A < B si dp(A,ﬁ) < dp(876)7

s A~ Bsidy(A0)=d,(B,0).
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Método de la magnitud

Para un nimero difuso A definido por sus r-cortes A, = [a,,, @ | definimos

=

la magnitud [3] de dicho nimero difuso como:

1 1
Mag(d) = 5 [ (2, + -+ -+ c)f(a)da,
0

donde la funcién f(«) es no negativa y creciente en [0, 1] con f(0) =0, f(1) =1
N fol f(a)do = 3. Esta funcién actia como una funcién ponderadora. La funcién
f(a) debe ser elegida de acuerdo con la situacién real que estamos evaluando.
Nosotros usaremos la funcién f(a) = a para cada « € I. El valor escalar de la
magnitud resultante se utiliza para clasificar los nimeros difusos. El que tenga
mayor magnitud sera el numero difuso mayor, por lo que para cualesquiera dos

numeros difusos A y B, la clasificacién que podemos establecer es la siguiente:
= A > B si Mag(A) > Mag(B);
= A < B si Mag(A) < Mag(B);
» A~ Bsi Mag(A) = Mag(B).

Observacion 2.2.3 Si infsop(A) >0 o inf,era, > 0, entonces Mag(A) > 0.

Observaciéon 2.2.4 Se verifican las siguientes propiedades:

» Sisupsop(A) < 0 o0 sup,ep@a < 0, entonces Mag(A) < 0.

Para dos nimeros difusos A y B se verifica Mag(A + B) = Mag(A) +
Mag(B).

Si A es un nimero difuso trapezoidal simétrico, entonces Mag(A) = 0.

Para dos nimeros difusos trapezoidales simétricos Mag(A) = Mag(B).

Si consideramos un nimero difuso trapezoidal A = (a/b/c/d;w) expresado
mediante su representacién por a-cortes A, = [a,, @y |, puede demostrarse que:

Mag(A) — (3w +122)a(}b +o) , (w _122) C(:1 +d)
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Figura 2.17: Gréficas de los nimeros difusos A y B del Ejemplo 2.2.5.

En particular, si w = 1, se tiene que

a+5b+5c+d

Mag(A) = 15

Ejemplo 2.2.5 Las magnitudes de los nimeros difusos (de tipo triangular) A =
(—4/1/2) y B=(—8/2/3) son:

5 1
Mag(A) = - (1+1) + 7 (=4 +2) = 0.6667,

) 1
Mag(B) = 5(2 +2) + E(_S +3) = 1.25.

Por tanto A < B.

Principio de descomposicion y distancia

El objetivo de este método es calcular la distancia que hay entre dos niimeros
difusos pertenecientes al conjunto. Sea A, B € § dos nimeros difusos definidos
por sus a-cortes A, = [a,, 0] Y Ba = [Qa,l_)a]. La distancia de signo entre A

y B se define como:

1
d (A, B) :%/0 (ag+ 0 —b, —by) da.

A partir de esta definicién se considera que:
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» d(AB) >0 B<A
» d(AB) <0 A<B

» d(AB)=0&B~A

La férmula anterior nos permite averiguar la distancia entre dos ntmeros
difusos. Pero para hacer ranking sobre varios nimeros difusos necesitamos cal-
cular un indice o valor para cada numero difuso, para posteriormente poder

compararlos.

Yao y Wu [71] definieron un indice como la distancia que hay del niimero 0

al nimero difuso. Es decir, suponemos que 0es y nos queda
~ 1 [t
d(A,0) = —/ [a, + T da
2 Jo

Entonces el ranking se obtendria de la siguiente forma:

s d(A,B) >0 d(A0)>dB,0)eB<A

= d(AB) <0< dA0)<dB,0)= A<B

s d(AB) =0<dA0)=dB,0)= A~B
Lema 2.2.6 Sean A, B € S dos nimeros difusos.

s Si A= B entonces A ~ B.

« STACBy L[ [a,+Ta]da <

D=
S o
—
=yl

ot Ea} do, entonces A < B.

= SiBCAy L[ a, +Tn]da>

N[

o

—
=

Lt Z_)a} do, entonces B < A

Por tltimo, teniendo en cuenta que pueden calcularse las funciones a y @ a
partir de la definicién del niimero difuso trapezoidal A = (a/b/c/d) con w = 1,

las integrales anteriores nos llevan a los siguientes valores:
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U
—~
=

o
~—

I

I

;/0 [a+ (b—a)a+d— (d—c)a]da

a+b—a+d_d—c _a+b+c~|—d
2 2 N 4 ‘

Método del coeficiente de variacion

El método CV es una mejora del método que propusieron Lee y Li [45]. Estos
autores hicieron uso de una media generalizada y una desviacion tipica sobre la
base de las medidas de probabilidad de sucesos difusos para obtener indices en
base a los cuales realizan la clasificacién de los niimeros difusos. Por tanto, este
método clasifica los niimeros considerando dos distribuciones diferentes en base
a las cuales calcula las correspondientes medias y desviaciones tipicas de los

numeros difusos.

1. Distribucién uniforme:

HA) = fsop(A) ZIJ.A(.CE)d(E’
fsop(A) A(x)dz
o A) = fsop(A) 22 A(x)dx o

fsop(A) A(x)dx

Si el nimero difuso es triangular, A = (a/b/c) las expresiones anteriores

se reducen a:

_ a+b+c
U(A):a2+b2+62—ab—ac—cb.
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2. Distribucién proporcional:

fsop(A) v A(x)?dx
f2 ) Al@)?da

sop

z(A) =

fsop(A) 22 A(x)%dx o

0'(-/4) = fsop(A) A(I‘)de

Si el nimero difuso es triangular, A = (a/b/c), las expresiones anteriores

dan lugar a:

B a+2b+c
WA ==
o(A) = 3a2+4b2—|—302—4ab—2ac—4cb.

80

Por tanto para Lee y Li [45] habia 4 indices para clasificar, o a partir del
valor de las medias o de la desviacién tanto de la distribucion uniforme como
la distribucién proporcional. La mejora que hace Cheng [25] sobre este método,
y que dio lugar a su propio método, fue sacar un indice que relacionara las dos
variables anteriores, y sobre ese indice realizar la clasificacién. A este indice lo

denoté como CV y se obtiene:

o
CV,y= _—A
T
Obtenemos un indice para la distribucién uniforme y otro para la distribucion

proporcional, es decir podemos hacer clasificacion sobre la distribucion uniforme

o sobre la proporcional.

La ordenacion asociada se establece de la siguiente forma:

2 SiCVy>CVg=> A<B;
s SiCVy<CVg= A= B;

s siCVy=CVg= A~ B.
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Método del centroide

Volviendo a la definiciéon de punto central o centroide de un nimero difuso

(20, Y0), que viene dado de la siguiente forma:

f; cLa(z)de + [ xds + fcd TRy (z)dz
Jo La(w)de + [ dz + [ Ra(x)de

o =

Iy atadoa+ [ aa,da

fow a,do + fowgada ’

Yo =

Chu y Tsao [27] basaron su método en la distancia del punto central (zg,yo) al

origen (0,0). De esta manera la superficie o drea viene definida por:

S(.A.) = To " Yo.

La ordenacién se establece de la siguiente forma:

» si S(A) =95(B)= A~ B;
» siS(A) < S(B)= A<D,

» si S(A) > S(B)= A>B.

Método de Chen

El método de Chen [19] calcula un indice, que denotamos por Ur, sobre
un conjunto de nimeros difusos {4y, Ay, ..., A,} C S. Ese indice establece la

clasificacién de la siguiente forma. Antes de definir Uy trabaja con dos funciones:

T — Tmin

fM(:L‘) - slx € [wmfnaxméxL
Lméx — Lmin
T — Tona )
fa(z) = ———"—  §i 2 € [Tmm, Tmax;
Lmin — Tméx

donde & = U, 80p(A;), Tpim = ME Sy Tpa = sup S.
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La funcién fj; maximizara el conjunto y fs lo minimizara. Para ello define

los conjuntos:
Uni (i) = sup(fa, (#) A fur(2))

Ua(i) = Slip(fAi () A fa(x))

El indice para este método se obtiene como:

Un(i) = U (7) +21 — Ug ()

Posteriormente, Chen hizo una mejora de este método a partir de las funciones

fu(i) y fa(i) considerando un nimero k£ > 0 y definiendo:

k
T — Tt .
fu(z) = (—mm ) S T € [Tmin, Tmax,

Lmsx — Lmin

k
fG(:E) - <M) sl @ € [:Eml'nrrma"x]-

Tmin — Tméax
En este caso, el indice se sigue definiendo como antes:

_ Un(i) + 1= Ugli)

Ur (i) 5

Los valores de k mas usados son k = 1y k = % Veamos a continuacion

como quedarian los indices para esos valores de k considerando el niimero difuso

A; = (a/b/c/d).

1. Cuando k=1

1 d— Tmin Tmix — @
Un(i) = = 1— .
T<Z> 2 (:Cméx — Tmin — (C - d) + Lméx — Lmin + (b - a))
2. Cuando k = %
(C - d) + (C - d)2 + 4 (:Cméx - xml’n) (d - xml’n)
Ur(i) = \/

4 (xméx - xml’n)
2 (xméx - xml’n)
4 (xméx - $m1’n)
(b—a) = /(b — @) + 4 (Tmin — Tmsx) (@ — Tms)
+ .

4 (*rmalx — xml’n)

+
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Estos son los valores mas usados de k para este método, aunque se puede

usar cualquier valor siempre que k > 0.

Relaciones de preferencia Integral y de Yuan

Una relacion de preferencia entre ntimeros difusos es una funcién p : F X
F — I que a cada pareja de ntmeros difusos A y B le asocia un nimero real
p(A,B) € T que indica cémo de preferido es A sobre B. De esta forma, se

establece el siguiente orden:

o (A B)>05 = A>, B,
e u(A,B)=05 = A~,B,
o u(AB)<05 = A=<,B

En este apartado vamos a describir dos relaciones de preferencia, una conocida
como integral piy (introducida en [72]) y otra presentada por Yuan py (definida
en [74] y estudiada en profundidad en [64]). Ambas parten de la siguiente idea:
para elegir cémo de preferido es el nimero A sobre el nimero B determinan
su diferencia C = A — B y calculan un cociente de areas siguiendo métodos

parecidos que describimos a continuacion.

El drea (o superficie) que hay bajo la curva definida por un nimero difuso A
(supongdmoslo de soporte compacto) puede calcularse de dos formas distintas,
segin se integra respecto de = o respecto de « (que hace la vez de variable y)

de la siguiente forma:

S(A) = /SOP(A) A(z)dz = /0 (@ — ) da.

El area que hay bajo el nimero difuso C = A—B no se puede calcular integrando
la diferencia entre las funciones de pertenencia de A y de B ya que esta diferencia
no es la funcién de pertenencia de C (haciendo esta diferencia podrian salir
incluso valores negativos). Sin embargo, si se puede utilizar la segunda expresién
de la féormula anterior, pues conocemos cémo se determinan los extremos de cada

conjunto de nivel de la diferencia, y surge la siguiente curiosa propiedad.
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Proposicion 2.2.7 El drea bajo la diferencia de dos numeros difusos es la suma

de las dreas bajo cada uno de ellos.

S(A — B) = S(A) + S(B).

Esta propiedad se deduce del siguiente argumento:

S(A—B):/O (—A—BQ—A—BQ)da:/O [(@a—ba) — (au —Ba) ] da

:/Ol(aa—ga)dog—i—/ol (bo — bg) do = S(A) + S(B).

Veamos ahora cémo se definen las relaciones de preferencia integral y de
Yuan. Sean A y B dos ntimeros difusos cualesquiera y consideremos la diferencia

C = A — B cuyos conjuntos de nivel vienen dados por:

Co=[Co Cal = [Qa — by, Gq —l_)a} para cada « € I.

En la Figura 2.18.a se ha representado una posible diferencia C = A — B
a través de su funcién de pertenencia, mientras que en la Figura 2.18.b se ha
representado el mismo numero difuso pero atendiendo a las funciones ¢, y ¢,
definidas para a € 1. La idea bésica para definir tanto la relacion de preferencia
integral como la de Yuan es la misma: comparando las areas que deja por debajo
el nimero C = A — B en los cuadrantes primero y segundo, cuanta mas area
haya en el primer cuadrante con respecto al segundo, mayor sera el valor de
la relacion de preferencia u (A, B), de manera que, en este caso, A tendra un
ranking mayor que B. No obstante, estas dos relaciones de preferencia operan

de forma ligeramente diferente, como veremos a continuacion.

Denotemos por 6 : R — {0, 1} a la funcidn de Heavyside dada por

1, six >0,
0(x) =
0, six<0.

Es claro que z 0 (x) = max(z,0), (1 — 0 (z)) = min(z,0) y z (6 (z) — 0(—z)) =
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(b) Qa y Ea‘

Figura 2.18: Areas consideradas en las relaciones de preferencia Integral y de Yuan

(se representa el nimero C = A — B junto con sus respectivas funciones ¢, y ¢q).
| z | para cada x € R. Llamemos:

SH(A—B) = drea A = éarea bajo A — B en el primer cuadrante
1
— [ b e ble)]da
o
- / [mix (7, 0) — méx (.., 0)] da
0
S; (A —B) = drea Ay = érea bajo A — B en el segundo cuadrante

:/0 [Ca (1 —=0(Ca)) —co (1 —0(c,))]do

:/0 [min (¢,,0) — min (c,,0) ] da.

La Figura 2.18.b proporciona una interpretacién geométrica de las integrales
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anteriores descritas como areas. Obviamente,
SH(A—B)+ S;(A-B)
1 1
= / [méx (¢4, 0) — max (c,,0) ] da + / [min (¢4,0) — min (c,,0) ] da
0 0

1
= / [méx (¢4,0) + min (¢,,0) — max (¢,,0) — min(c,,0) ] da
0

_ /0 (€ — c.) da = S(C) = S(A - B).

Teniendo en cuenta la anterior descomposicién, la relacion de preferencia integral

1y viene definida de la siguiente manera:

_SHA-B) _ SfA-B) A

En el caso de que A y B fuesen ntimeros difusos crisp, es decir, A =ay B = E,
donde a,b € R, el denominador seria nulo (pues careceria de area) y, en tal caso,

la relacion de preferencia integral vendria definida de la forma obvia:

1, sia—b>0,

pr(a,b) =< 0.5, sia—b=0,

0, sia—0b<0.

La relacion de preferencia de Yuan es ligeramente diferente al considerar el

siguiente area:

1 1

S$(A—-B) = / [Ca0(Ca) +c,0(c,)]da= / [méx (¢,,0) + max (¢, 0)] da.
0 0

Obsérvese que si llamamos

Sa(A— B) = érea sobre A — B en el primer cuadrante antes de su nicleo

1 1
:/ c,0(c,) da:/ max (c,,0) do,
0 0

(que se interpreta como el area A de la Figura 2.18.b), entonces
1
SHA=B) = [ [6a(@) +c.b(e)]da
0

:/Ol[aae(za)—gae(ga)}da+2/019a9(ga) do

=S (A—B) +254(A—B) = drea A; + 2érea A,.
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Teniendo en cuenta la descomposicién de las areas Ay, Ay y A3 mostradas en la
Figura 2.18.b, la relacion de preferencia de Yuan py viene dada mediante:

1

Ca0(Ca) +¢,0(c,)]d SH(A—-B
,LLY(A,B):‘[O[Cl (f) c (C )] Oé: - _Y( )
Jo leal +lcqllda Jo lal +lcql]da
LA 24,
A+ Ay 2457

El denominador sélo puede anularse si A y B coinciden entre si y, ademads, son

nimeros difusos crisp, en cuyo caso se definiria py (A, A) = 0.5.

2.2.4. Ejemplos de clasificacién con metodologias basa-

das en indices

A continuacion vamos a describir algunos ejemplos acerca de como actian
los métodos descritos en las secciones anteriores sobre varios conjuntos de ntime-
ros difusos. Los primeros en considerar estos datos fueron Yao y Wu [71] en el
ano 2000. Desde entonces, muchos autores los han utilizado en sus contribucio-
nes para describir cémo funcionan sus respectivas metodologias desarrollando

estudios comparativos.

Como w = 1, cada nimero difuso vendra definido como A; = (a;/b;/c;/d;).
A partir de esta definicién obtendremos la funciones lineales L4, y R4, v re-
presentaremos en una tabla cada numero difuso utilizando estas funciones L 4,
y R4, y sus inversas L;\j y R;‘j. Para finalizar esta seccién, generaremos una
tabla en la que vamos a aplicar los distintos métodos de clasificacién a dichos

numeros difusos para obtener ordenaciones entre ellos.
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» Conjunto 1: A=(0.4/0.5/1) ; B=(0.4/0.7/1) ; C = (0.4/0.9/1)

Las funciones de pertenencia de los nimeros difusos anteriores son las si-

guientes.

(102 —4, si04<2z<05,

Alz) =< 2—-2z, si05<az<1,
\ 0, en otro caso.
(x— 04

si04<x<0.7,

B(x) = 4 1—x7 si0.7 <z <1,

0, en otro caso.

(22— 08 si04<z<00,

Clz) =4 10—10z, si09 <z <1,
\ 0 en otro caso.
Conjunto 1
o
= — A
— B
— cC
© |
o
o |
o
<
o
o
o
o |
o
I T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.19: Nimeros difusos del Conjunto 1.
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» Conjunto 2: A= (0.3/0.4/0.7/0.9); B = (0.3/0.7/0.9); C = (0.5/0.7/0.9)

(102 -3, si03<z<04,

1, si 0.4 <x <0.7,
Alz) =
4.5 —5x, si0.7<2x<0.9,
L 0, en otro caso.
(x—0.3

si0.3<x<0.7,
B(x) =19 455z, si07<z<009,

0 en otro caso.

(50— 25, §05<z<07,

Clx) =19 45—5z, s0.7<z<0.9,

\ 0 en otro caso.
Conjunto 2
o |
< — A
— B
o | — C
o
[{e]
©
< |
o
N
8
o
S
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.20: Nimeros difusos del Conjunto 2.
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» Conjunto 3: A= (0.3/0.5/0.7); B = (0.3/0.5/0.8/0.9); C = (0.3/0.5/0.9)

—-0.3
( xo.z  si03<2<0.5,
A(z) = ¢ 97— L si05<2<07,
0.2
L 0, en otro caso.
(x—0.3
z 5o S03<e<05,
1, si 0.5 <x <0.8,
B(x) =
9—10z, si0.8<x<0.9,
\ 0, en otro caso.
(x—0.3
L S s03<2 <05,
—J 09—
Clz) = — L §05<z<09,
\ 0, en otro caso.
Conjunto 3
. — A
— B
@ — c
S T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Figura 2.21: Ndimeros difusos del Conjunto 3.
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» Conjunto 4: A= (0/0.4/0.7/0.8); B = (0.2/0.5/0.9); C = (0.1/0.6/0.8)

(252, si0<z<04,
1, si04<ax<0.7,
Alz) =
8 —10x, si0.7<x<0.8,
L 0, en otro caso.
(x—0.2
L o s102< 0 <05,
0.9 —
Blx) =1 = L si05<z<09,
\ 0, en otro caso.
—-0.1
( x0'5 Csi0.1<2<0.6,
Clz)=9q 4—5z, si06<z<038,
L 0, en otro caso.
Conjunto 4
S — A
— B
@ — c
S T T T T T I
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Figura 2.22: Nimeros difusos del Conjunto 4.
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La Tabla 2.2 muestra, para cada nimero difuso de cada Conjunto i, siendo

1 <@ <4, el valor de la funciones L y R y sus respectivas inversas.

Tabla 2.2: Tabla de funciones de pertenencia y extremos de a-cortes de los niimeros

difusos de los cuatro conjuntos mostrados en la Subseccién 2.2.4.

N¢ Difusos L = A\[a’b] R= A|[c,d} L (a)=a, R '(a)=0q,

Conjunto 1

4 —2

A 10z — 4 2 —2x % —

B z-04 = 0.3a 4 0.4 —0.3a+1
0.8 —10

C 2z — 0.8 10 — 10z at)8 e

Conjunto 2

A 10z — 3 4.5 — 5z ats ai5
B 203 45—5r  04a+03 al5
C 5z — 2.5 4.5 — 5z %25 a%lé-5
Conjunto 3
A o 0T-a 02004+0.3 —02a+0.7
B £ 0 9 — 10z 020+ 0.3 a9
¢ 55 98-z 020403  —04a+0.9
Conjunto 4
—8
A 2.5 8 — 10z i a8
B R 4o 030+02  —04a+0.9
c IE.%'lf 4 —5x 0.5+ 0.1 a_if;x

A continuacion, describimos en la Tabla 2.3 los indices de ranking para to-
dos los niimeros difusos de los conjuntos que acabamos de indicar utilizando los
distintos métodos de ordenacién. De esta manera, podemos observar qué ntime-
ros tienen mayor ranking asi como comparar los resultados producidos con cada

una de ellas.
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Tabla 2.3: Comparacion de

ordenaciones mediante indices.

Método  N°¢ Dif. Conjunto 1  Conjunto 2 Conjunto 3 Conjunto 4
Distancia A 0.7151 0.7289 0.6009 0.6284
de Wang B 0.7753 0.7157 0.7646 0.6289
[65] C 0.8360 0.7753 0.6574 0.6009
Resultados A <B=<C B<A <C A <C<B C<A<B
Dist. signo A 1.2 1.15 1 0.95
p=1 B 1.4 1.3 1.25 1.05
[6] c 1.6 1.4 1.1 1.05
Resultados A <B=<C A<B <C A <C<B A=<B~C
Dist. signo A 0.8869 0.8756 0.7257 0.7853
p=2 B 1.0194 0.9522 0.9416 0.7958
6] C 1.1605 1.0033 0.8165 0.8386
Resultados A <B<C A<B <C A <C<B A<B<C
Magnitud A 0.5334 0.5584 0.5 0.5250
(3] B 0.7 0.6334 0.6416 0.5084
C 0.8666 0.7 0.5166 0.5750
Resultados A <B<C A<B <C A <C<B B<A<C
Distancia A 0.6 0.575 0.5 0.475
Yao y Wu B 0.7 0.65 0.625 0.525
[71] C 0.8 0.7 0.55 0.525
Resultados A <B<C A<B <C A <C<B A<B~C
CV  Unif. A 0.0272 0.0328 0.0133 0.0693
Cheng [25] B 0.0214 0.0246 0.0304 0.0385
C 0.0225 0.0095 0.0275 0.0433
Resultados A <C<B A<B <C B <C<A A<C<B
CV Prop. A 0.0183 0.026 0.008 0.0471
Cheng [25] B 0.0128 0.0146 0.0234 0.0236
C 0.0137 0.0057 0.0173 0.0255
Resultados A<C<B A<B=<C B<C<A A< C<B
Centroide A 0.299 0.2847 0.25 0.2440
Chu y Tsao B 0.350 0.3248 0.3153 0.2624
[27] C 0.3993 0.350 0.2748 0.2619
Resultados A <B<C A<B <C A <C<B A<C<B

Continta en la siguiente pdgina.
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Tabla 2.3 — Continuacion de la pdgina anterior.

Método  N¢ Dif. Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3 Conjunto 4

Centroide A 0.2111 0.2568 0.1778 0.1967
de Wang B 0.2333 0.2111 0.2765 0.1778
[65] C 0.2555 0.2333 0.1889 0.1667
Resultados A <B<C B<C <A A <C<B C<B<A
Chen [19] A 0.3375 0.4315 0.375 0.52
B 0.5 0.5625 0.425 0.57
C 0.667 0.625 0.55 0.625
Resultados A <B<C A<B <C A <B<C A<B=<C

Como podemos observar para un mismo conjunto de nimeros difusos, pode-
mos obtener distinta ordenacién dependiendo del método empleado. El método
del CV, descrito en [25], tiene el inconveniente de que a veces se utiliza inco-
rrectamente. Segun [25], cuanto menor sea el indice CV, mayor serd el nimero

difuso correspondiente.

A continuacién vamos a comentar estos resultados de ranking:

1. En relacién con el Conjunto 1, por el enfoque del CV [25], el orden de
clasificacion es A < C < B, que parece ir contra la intuicién (ver Figu-
ra 2.19). El resto de los enfoques proporcionan la misma ordenacién de
numeros difusos, A < B < C, que es el ranking que podriamos considerar

razonable.

2. Para el Conjunto 2, los métodos de la distancia con p = 1,2, de la Magni-
tud [6], de Yao y Wu [66], del CV [25], del centroide de Chu y Tsao [66],
el orden de clasificacién es A < B < C. Por el de la distancia de Wang [65]
es B <A < Cy por el centroide de Wang [27], el orden es B < C < A. Si
observamos la Figura 2.20, es facil ver que ninguno de ellos es consistente

con la intuicién humana.
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3. Para el Conjunto 3 (ver Figura 2.21), deberfamos de obtener el resultado
A < C < B. En este caso, todos los métodos concluyen esta ordenacién
excepto el método de del CV [25] cuya ordenacién es B < C < A y el de
Chen [19] cuyo ranking es A < B < C.

4. Para los nimeros difusos A, B y C que se muestran para el Conjunto 4
(ver Figura 2.22) podemos observar numerosas ordenaciones. El método
de la distancia (p = 1,2) [6], el método de Yao y Wu [71] y el método
de Chen [19], obtienen el mismo orden de clasificacién, A < B < C. Sin
embargo la ordenacién obtenida en Chu y Tsao [27] y por el CV [25],
A < C < B puede considerarse mejor. Por el método de la Magnitud [3]
es B < A < C, por el del distancia de Wang [65] es C < A < By por el
del centroide de Wang [65] es C < B < A. Observando las clasificaciones
obtenidas, podemos ver que algunos métodos consideran que la amplitud
de un numero difuso es mas importante que el valor que se obtiene al

defusificar el numero difuso.

2.2.5. Inconsistencia de procedimientos de ordenacién

segun diferentes enfoques

El mayor o menor éxito de un indice de ordenacion difuso depende, sin
duda, de la funcion P : F — R. Por ello, esta debe intentar resumir, en un tnico
nimero real, la mayor cantidad de informacion posible referente al niimero difuso
de manera que su valor real asociado lo represente lo mejor posible. La facilidad
con la que los ordenadores aplican los indices de ordenacion ha llevado a que estos
adquieran un gran protagonismo en el ambiente computacional. Sin embargo, un
proceso de este tipo siempre conlleva un problema inherente: supone una enorme
pérdida de informacion pues pasamos de una cantidad incierta, de la que tenemos
cierta informacién, que es vaga, a un tnico nimero real (se supone que debe ser
el que mejor lo representa), el cual ya representa cantidad absolutamente precisa.

Desde nuestro punto de vista, esta pérdida de informacién podria solventarse
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aplicando métodos genuinamente difusos (como expondremos en la siguiente

seccion).

En esta subseccién presentamos un par de situaciones concretas con nime-
ros difusos trapezoidales cuyas ordenaciones al aplicar diferentes metodologias

llevan a interpretaciones personales que pueden generar cierta polémica.

Ejemplo 2.2.8 (Ban y Coroianu [13], Example 5) El indice de ordenacién pa-
rametrizado de Ezzati y Saneifard, M,, siendo r > 0, introducido en 2010 en
[33] actia, para cada nimero difuso trapezoidal A = (a/b/c/d) € T, de la
siguiente forma:

. 2(@”2 _ br+2) (c _ d) _ 2(0r+2 — dr+2) (a — b)
MT<A>—\/ (r+2)(r—|—1)(a—b)(0_d)(a+b_c_d>

-10 -5 5

Figura 2.23: Numeros difusos trapezoidales del Ejemplo 2.2.8.

Si tomamos A = (—10/ —2/—1/0) y B = (1/2/3/4) (véase la Figura 2.23),

utilizando r = 2, encontramos que:

1247
My(A) = || === ~ 4.3467 > 25820 ,/ — My(B

lo que conduce a la ordenacion (—10/ —2/ —1/0) =, (1/2/3/4), la cual, a la

vista de la Figura 2.23, contradice nuestra intuicion.

Ejemplo 2.2.9 Consideremos los nimeros difusos A = (0.3/0.4/0.7/0.9), B =
(0.3/0.7/0.9) y C = (0.5/0.7/0.9) cuyas grdficas se representan en la Figura
2.24. Estos toman los mismos valores a la derecha, y solo se diferencian por sus

valores en la parte izquierda de sus representaciones grdficas.
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Figura 2.24: Un ejemplo de inconsistencia en la aplicacién de indices de ordenacion.

St usamos el principio de extension, obtenemos
max(A,B)=A y min(A, B)=B.

Claramente A # B y por el principio de extension, A debe tener una clasificacion

mas alta que B, de la misma manera B tiene una clasificacion mds alta que C.

Muchos enfoques de ordenacion como los indices de Yager [69, 70] o el indice
de Chen [19] obtienen estos drdenes de clasificacion en {A,B,C}. Esto también
estd de acuerdo con la intuicion de Baldwin [12] aunque su método lleva a la
conclusion de que A tiene una clasificacion mds alta pero B y C tienen una

misma clasificacion.

Sin embargo Chang [18] argumentd que C es intuitivamente preferible a B
mientras que la aplicacion de Bass y Kwakernaak [14], Jain [39, 40] y Adamo

[7] lleva a la misma clasificacion para los tres nimeros difusos.

En relacion a la intuicion de Chen [19] que indica que A deberia de tener
un ranking mayor que B, Saade y Schwarlander [59] argumentan que el orden
de clasificacion de A y B deberia depender de la actitud subjetiva de la persona
que toma la decision (decision maker, DM ) y, ademds, anaden que para un DM

optimista A y B tendrian el mismo rango.

A la vista de este ejemplo, podemos observar que existen muchos argumentos

A. Marquez



60 CAPITULO 2. METODOLOGIA. NUMEROS DIFUSOS Y RANKING

a favor y en contra de las posibles ordenaciones de nimeros difusos que pueden
dar lugar a cierta controversia. Desde nuestro punto de vista, si un investigador
intenta establecer un nuevo procedimiento de ordenacién, debe centrar sus es-
fuerzos en que su algoritmo produzca resultados acordes a su propia intuicién
y, ademds, para estudiar si este es el caso, debe contrastar su método con los
procedimientos ya introducidos utilizando los ejemplos que hay descritos en la
literatura. Ademads, debe estudiar las propiedades que verifica su metodologia,

como explicamos en la siguiente seccion.

2.2.6. Propiedades razonables que deberia satisfacer un

procedimiento de ranking difuso

Cuando se propone un nuevo método de ranking, es conveniente hacer un
estudio de las propiedades que dicho procedimiento de ranking verifica con ob-
jeto de determinar la racionalidad del mismo, es decir, si produce resultados
razonables o no. Como hemos comentado, el que sea mas o menos razonable

depende de la intuicién humana.

Wang y Kerre [63] presentaron algunas de las propiedades que ellos con-
sideraban que serian apropiadas para cualquier metodologia de ordenacion de

numeros difusos. Las describimos a continuacion.

Sea M un método de ordenacion o ranking, sea F el conjunto de todos los
nimeros difusos (dotado de las operaciones suma y multiplicacién) y sea S un

subconjunto no vacio de F donde podemos aplicar M.

Dados dos nimeros difusos A y B de S, escribiremos A > B por M cuando
aceptemos que A tiene una clasificaciéon més alta que B (es decir, que A ocupa
una posicién mas alta en el ranking que B) cuando se aplica el método M.
Emplearemos la notacion A > B por M cuando A tenga una clasificacién més

alta o similar a la de B cuando se aplica el método M. Finalmente, escribiremos

A~ Bpor MsiA=ByB>Apor M.
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Supongamos que, durante la aplicacién del método M, se verifican las si-

guientes condiciones:

1. Cuando investigamos un método, los nimeros difusos cumplen las condi-

ciones para la aplicacion del método de clasificacion.

2. Cuando aplicamos un método de clasificaciéon o ranking en el conjunto F,

una de las siguientes afirmaciones es verdadera para cada (A, B) € F*:

A-B, A~DB, B> A

Las siguiente son propiedades, introducidas por Wang y Kerre, parecen ra-
zonables para cualquier metodologia de ordenacién de los nimeros difusos de
un subconjunto concreto S de F (obsérvese que no siempre se aspira a que una

metodologia se pueda aplicar a cualquier par de numeros difusos).

A1l. Para cada subconjunto S de F y A€ S, A= Apor M en S.

A2. Para cada subconjunto S de Fy (A,B) € % con A= By B = Apor M

en S, entonces tenemos A ~ B por M en S.

A3. Para cada subconjunto S de Fy (A,B,C) € 8%, con A= By B = C por
M en S, entonces tenemos A = C por M en S.

A4. Para cada subconjunto S de Fy (A, B) € 82, con inf sop(A) > supsop(B),
tenemos que A > B por M en S.

Este axioma significa que si dos nimeros difusos tienen soportes separados,
entonces el numero difuso con soporte a la derecha es al menos tan bueno como

el de soporte a la izquierda. La version fuerte del axioma anterior es la siguiente.

A4’. Para cada subconjunto S de F y (A, B) € §? con inf sop(A) > supsop(B)
tenemos que A = B por M en S.
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Esta version ademas de ser méas fuerte nos dice que si M satisface esta versién
y M puede clasificar nimeros reales, entonces para cada a,b > 0 con a < b se
tiene que {£} > {3} por M, es decir, es una extensién del orden natural de los

numeros reales.

A5. Sean F; y JF, dos conjuntos arbitrarios de nuimeros difusos en los que M
puede ser aplicado y A, B € F; N Fy, entonces A = B por M en F3 si, y
solo si, A = B por M en JFi.

A6. Sean A, B, A+ C y B+ C elementos de F. Si A = B por M en {A, B},
entonces A+ C = B+ C por M en {A+C,B+C}.

Este axioma nos indica que ‘+’ es compatible con la relaciéon binaria >

definida por el método M. Otro axioma similar serfa el siguiente:

A6’. Si A= Bpor M en {A,B}, entonces A+C = B+C por M en {A+C, B+
C} cuando C # . Ademads, si A ~ B en {A, B}, entonces A+C ~ B+C
en {A+C,B+C}.

A7. Sean A, B, AC y BC elementos de Fy C = 0. Si A = Bpor M en {A, B} =
AC = BC por M en {AC,BC}.

2.2.7. Verificacion de los axiomas de los métodos de ran-

king

Los axiomas que Wang y Kerre [63] presentaron en 2001 permiten comprobar
si un método de ordenacion de cantidades difusas puede considerarse razona-
ble. En la siguiente tabla se resumen todos los resultados relacionados con el
cumplimiento de estos axiomas para algunos de los métodos analizados en esta
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Memoria.

Método A1 A2 A3 A4 AZL A5 A6 A% A7

Distancia de Wang [65] Si Si Si S Si No No No No
Distancia signop=1[6] Si S S{ S{ Si Si Si Si No
Distancia signop=2[6] S{ S{ S{ Si Si Si No No No
Magnitud [3] Si S St St St St St St Si

Chen [19] Si S{ Si Si Si No No No No

A partir de estos resultados, podemos concluir que los procedimientos de orde-
nacion descritos en esta Memoria son razonablemente apropiados para establecer

rankings entre nimeros difusos en base a los axiomas A1-A7.

2.2.8. Extension de las propiedades anteriores

Ban y Coroianu [13] adaptaron las propiedades de Wang y Kerre para el
caso en el que el enfoque de ordenacién viene inducido por una relacién binaria

de la siguiente manera.

Sea § un subconjunto de la familia F de todos los nimeros difusos. Dada
una relacién binaria < en F, escribimos A ~ B cuando A X By B <X A, y
escribimos A < B si A < B es cierto pero B < A es falso.

(A1) (Reflexividad) A < A para cada A € S.
(Ay) Para cada A,B€ S,de A < By B <A se obtiene A ~ B.

(A3) (Transitividad) Para cada A,B,C € S, de A < By B < C se obtiene
A=<C.

(A,) Para cada A, B € S, de supsop A < inf sop B se obtiene A < B.
(A)) Para cada A, B € S, de supsop A < inf sop B se obtiene A < B.
(As) Si A, B, A+C,B+C € S son tales que A < B, entonces A+C < B+ C.

(Af) Si A, B, A+ C,B+C € S son tales que A < B, entonces A+ C < B+ C.
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(Ag) Si A,B € Sy A € R son tales que MM, AB € S, de A =< B se deduce
M =< ABsiA >0,y AB=<AAsi\<0.

2.3. Una metodologia propiamente difusa de

ordenacion de numeros difusos

Como comentamos en el capitulo introductorio (y repetimos aqui por su in-
terés), desde nuestro punto de vista, aunque todos los enfoques son interesantes,
las clasificaciones generadas por un procedimiento basado en el orden estandar
de los reales no son consistentes con la idea de vaguedad o incertidumbre que
es intrinseca a la teoria difusa. En otras palabras, si el orden entre dos ntimeros
difusos depende de un nimero real (por ejemplo, el drea entre ellos), es posible
que este método no sea capaz de describir tanto la imprecision como la incer-
tidumbre y, por lo tanto, no sea compatible con factores como la vaguedad y
la ambigiiedad, lo que afecta al comportamiento del fenémeno estudiado en el
entorno difuso. Seria méas razonable utilizar técnicas genuinamente difusas en
lugar de ntimeros reales para ordenar los nimeros difusos. En consecuencia, es
necesario introducir nuevos procedimientos de clasificacion que satisfagan tres

caracteristicas principales:

= No deben estar basados en un nimero real tnico (para evitar la pérdida

de informacion).
= Deben verificar tantas propiedades razonables como sea posible.

= Pero, sobre todo, deben ser tan coherentes con la intuicién humana como

sea posible.

Teniendo en cuenta estas limitaciones, en esta seccién introducimos una nue-
va relacion binaria difusa en todo el conjunto de niimeros difusos que se pueda

utilizar en la practica para comparar dos nimeros difusos distintos. Esta relacién
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binaria es capaz de llevar a comparaciones que son coherentes con la intuicién
humana. Especialmente tiene en cuenta la forma geométrica de los nimeros di-
fusos y los subconjuntos medibles en los que un nimero difuso es claramente
menor o igual a otro nimero difuso. Como su resultado no depende de un niime-
ro real unico, este método no es un indice de ordenacién. Ademaés, es compatible
con la suma y la multiplicacién escalar. De hecho, satisface el mayor nimero
de propiedades razonables que se pueden encontrar en la literatura (més de las
propuestas en [39, 13]), lo que conlleva que sea acorde a la intuicién humana
en la mayoria de los casos. Los datos difusos analizados muestran que la prin-
cipal ventaja de la metodologia propuesta es su capacidad para proporcionar
un orden correcto de los niimeros borrosos trapezoidales generalizados. Senala-
mos que nuestra técnica es aplicable al conjunto formado por todos los niimeros
difusos (y no solo a nimeros difusos trapezoidales), aunque es particularmente
simple y facil de ejecutar cuando se trabaja con nimeros difusos triangulares y

trapezoidales en problemas de la vida real.

En [56] los autores introdujeron una metodologia propia de ranking de nime-
ros difusos de la siguiente forma. En primer lugar, consideremos el orden usual
de Kulisch y Miranker [44] entre intervalos compactos reales: dados dos subin-
tervalos reales compactos [a,b] v [c,d], escribiremos [a,b] < [¢,d] sia < ¢y
b <d. Sean A y B dos nimeros difusos arbitrarios y consideremos los siguientes

conjuntos:

]IAB:{OéG]I:AaSBa},

Ipa={aecl:B,<A,}.

Sea 1 la medida euclidea de subconjuntos de R (la cual, aplicada a intervalos,

actia de la siguiente forma: p ([a,b]) = b — a).

Definicién 2.3.1 (Rolddn Ldpez de Hierro et al. [56], Definicion 4) Dados
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A, B € F, escribiremos:
A<B si
plas) > plsa) v p(las) >0, o

,U(HA,B) :N(HB,A) =0 y ag+a;+a+ap §b0+121 +51 +Bo-
(2.2)

Directamente asociada a la relaciéon <, podemos considerar las relaciones

binarias ~, =, £y < sobre F definidas como sigue:

A~B si AxByB=xA

A=B si B=A;

ALB si A= B es falso;

A<B si A< Besciertoy B < A es falso.

Ademas de que produce ordenaciones acordes con la intuicién humana, la
principal ventaja de la relacion < es la gran cantidad de propiedades razonables
que verifica. En [56] los autores demostraron las siguientes propiedades (en la
propiedad Ajz, F... denota el conjunto de los nimeros difusos rectangulares vy,
en las propiedades Bg y By, F,. simboliza el conjunto de los ntimeros difusos

que son continuos, como funciones, en las cuatro esquinas a, a;, @1 y do).

(A1) (Reflexividad) A < A para cada A € F.
(Ay) Para cada A, B € F,de A< ByB =< Asededuce A~ B.

(As) (Transitividad) Para cada A,B,C € Free, de A < By B < C se deduce
A=<C.

(A4) Para cada A,B € Fy., de supsop.A < infsopB se deduce A < B (de
hecho, A < B).

(A)) Para cada A, B € F, de supsop.A < inf sop BB se deduce A < B.
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(As) Si A, B,C € F son tales que A < B, entonces A+ C < B+ C.
(Bs) SiA,B,C € F son tales que A+ C < B+ C, entonces A < B.
(Af) Si A, B,C € F son tales que A < B, entonces A+ C < B+ C.
(B;) Si A, B,C € F son tales que A+ C < B+ C, entonces A < B.

(Ag) SiABeFyreR de A Bsesigue \MAABsiA>0,y AB< A si
A <0.

(Bg) StABeFyAe R\{0},de \MA x A\Bsesiguie ASBsiA>0,yB<gA
si A < 0.

(Af) St A, B e Fy e R\{0}, de A < B sesigue \A < ABsiA >0,y
AB < AAsi A <O.

(B) SiABeFyde R\N{0},de M < A\Bsesiguie A <BsiA>0,yB<A
si A < 0.

(B7) A< Bsi, ysélosi, —B =< —A.
(B7) A < Bsi, ysélosi, =B < —A.

(Bg) Para cada A, B € Fy., de sup (ker A) < inf (sop B) se deduce A < B (de
hecho, A < B).

(B;) Para cada A, B € F, de sup (ker A) < inf (sop B) se deduce A < 5.

(By) Para cada A,B € Fy., de sup (sop.A) < inf (ker B) se deduce A < B (de
hecho, A < B).

(By) Para cada A, B € F, de sup (sop . A) < inf (ker B) se deduce A < B.
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CAPITULO 3

Resultados principales

Como se comenté en el capitulo de introduccién, en 2018, Roldan Lépez de
Hierro et al. introdujeron la relacién binaria difusa < en [56] y estudiaron sus
principales propiedades, a las que consideraron como acordes con la intuicion
humana. Con objeto de no extender mucho aquel trabajo, los autores estudiaron
el comportamiento de dicha metodologia de ordenacion difusa en el contexto de

los nuiimeros difusos triangulares, y anunciaron el siguiente teorema.

Rolddn Lépez de Hierro et al. [56], Teorema 21. Sean
A = (ay/az/az) y B = (by/by/b3) dos ntiimeros difusos triangulares
(tales que a1 < ag < az 'y by < by < b3). Entonces A < B si, y sélo
si, se verifica una de los siguientes posibilidades:

(

e ay =0y y a;+az=<0by+bs;

o b2<CL2 Yy a1<bl<bg<a2<a3<bg y
(by —a1) (bs — az) > (by — Cl2)2;

o a; < by

o a3 < bs;

o ay < by y

(0] b1<a1<a2<b2<b3<a3 y

(bl — al) (bg — CL3) S (bg — CLQ)Q .
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Este enunciado fue incluido en dicho articulo sin demostracion, quedando el
mismo un poco aislado del resto del contenido. Sin embargo, fue precisamente
este enunciado el que motivo el principal objetivo de la presente Memoria, pues
puso de manifiesto que la actuacién de la relacién binaria < sobre nimeros difu-
sos triangulares, aun cuando puede ser reducida al estudio de sus tres esquinas,
es ciertamente enrevesada y no se reduce, en absoluto, a un caso lineal. Es por
ello que, desde el principio, nos planteamos extender el estudio anterior a niime-
ros trapezoidales, los cuales aportan un nivel de complejidad mucho mayor ya
que permiten una enorme cantidad de posiciones relativas diferentes. Por des-
cribir brevemente la magnitud del problema: ;de cuantas formas diferentes se
pueden ordenar ocho nimeros reales {ai, as, as, as, by, bo, b3, b4} de manera que
ay < ay < ag < agy b < by < by < by? Téngase en cuenta que se han de
considerar diferentes las desigualdades estrictas —por ejemplo, a; < b~ y las

igualdades —por ejemplo, a; = by—.

Para afrontar el objetivo propuesto, en el presente capitulo llevamos a cabo
un estudio detallado de la actuacién de la relacién binaria difusa < centrando-
nos en el contexto de los nimeros difusos trapezoidales. Para ello, las primeras
secciones estan dedicadas a describir propiedades de esta metodologia de orde-
nacién difusa, atendiendo especialmente a la forma geométrica de esta clase tan
especial de niimeros difusos. En concreto, serd de gran utilidad la consideracion
de los lados izquierdo y derecho de cada nimero difuso trapezoidal, y presta-
remos especial atencién a la forma en la que se intersecan. Debido a la forma
rectilinea de sus lados, dicha interseccion sélo puede dar lugar a tres casos: o
bien no se cortan, o bien se cortan en un unico punto, a bien los lados son

completamente iguales.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la primera seccién
recordamos la nocién de nimero difuso trapezoidal, junto con sus principales
elementos geométricos asociados, y describimos sus lados y los conjuntos 14z
y Ip.4. En la segunda seccién introducimos varias relaciones binarias en la fa-

milia de los nimeros difusos trapezoidales que nos serviran para describir como
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actua la relacion < en algunos casos. En la tercera seccion presentamos algunas
situaciones concretas en las que la relacién binaria difusa < actia simplemente
mediante la ordenacion de la suma de las cuatro esquinas de los niimeros difusos
trapezoidales, de tal manera que, en dichos casos, (a1/as/az/as) < (b1/ba/bs/by)
si, y s6lo si, a; +as+ag+ay < by +by+b3+by (por ejemplo, cuando la grafica de
uno de ellos estd situada debajo de la grafica del otro). La cuarta seccion estd de-
dicada al estudio de propiedades generales de la relaciéon binaria <, centrandose
algunos enunciados en situaciones en las que los nimeros difusos que se quie-
ren comparar poseen algunas esquinas en comun. La quinta seccién es la més
importante pues describimos una metodologia completa de ordenacién de dos
numeros difusos mediante =<, desarrollando una clasificacién exhaustiva y con
casos incompatibles dos a dos. Finalmente, en la ultima seccion, ilustramos la
metodologia propuesta y la comparamos con los resultados obtenidos por otros
autores que desarrollaron procedimientos diferentes al nuestro, analizando la

coherencia de los resultados obtenidos.

3.1. Algunas propiedades de los nimeros difu-

sos trapezoidales

En esta seccién, estudiamos algunas propiedades de la clasificacién difusa <
dada por (2.2) al caso particular de los nimeros difusos trapezoidales. Antes de

ello, recordamos su definicién y caracteristicas principales.

1
/ \
a; ag ay

Figura 3.1: Un ejemplo de un nimero difuso trapezoidal.

Un ndmero difuso trapezoidal (véase la Figura 3.1) es un ndmero difuso

A = (a1/az/as/ag), donde ay,as,as3,ay € R (llamadas las esquinas de A), a; <
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as < az < ay, definido por:

( T—a )
, sSla; <z <ag,
Gz — ay
1, siay <o < as,
A(x) = 0y —
, slaz <x < ay,
a4 — as
\ 0, en cualquier otro caso.

Claramente, el nicleo de A es [az, a3] y su soporte es [ay, ays]. Un nimero
difuso trapezoidal es real (respectivamente, rectangular, triangular) si a; = ag =
az = a4 (respectivamente, a; = ay < az = a4, a1 < ay = az < ay). Un nidmero
difuso trapezoidal real se denomina numero difuso crisp. Por simplicidad, si
as = as, el nimero difuso (a/b/b/c) se denotard como (a/b/c). En lo que sigue,

sea T la familia por todos nimeros difusos trapezoidales.

Por comodidad, de ahora en adelante denotaremos por A y B a cuales-
quiera numeros difusos trapezoidales. Sus esquinas vendran dadas por A =
(a1/az/as/as) y B = (b1/ba/bs/by). Para nuestros propésitos, en este estudio

solo consideraremos aquellos nimeros difusos trapezoidales tales que:
a1 < ag < ag < ay y b1<b2§b3<b4

porque, en este caso, la representaciéon grafica de cada numero difuso es un
verdadero trapecio y las funciones A, B : R — I son continuas (en otro caso,

podrian ser discontinuas en x = ay y en z = ag).

En general, la gréafica de la funcién de pertenencia A representa un trapecio
mediante la yuxtaposicion de tres segmentos cerrados sobre el plano, formado
una poligonal: el primero es el segmento que va desde el punto (a;,0) hasta
el punto (az, 1), el segundo es el segmento entre (as, 1) y (as, 1) (que podria
reducirse a un tnico punto cuando as = agz, dando lugar a un nimero difuso
triangular), y el dltimo es el segmento que va desde el punto (as, 1) hasta el
punto (a4,0). Vista en su conjunto, la funcién A es estrictamente creciente en
[a1, as], es estrictamente decreciente en [as,a4] y es constante tanto en [ag ag]

como en (—o0, a1} U [ay, 00).
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Por fijar un criterio y no tener que indicarlo en cada momento, acordamos
que cuando dos numeros difusos trapezoidales A y B estan representados en
una misma grafica, siempre representaremos el nimero A en color rojo (linea
continua) y el niimero B en color azul (linea discontinua), como puede observarse

en la Figura 3.2.

1,

a a b1 as by y bs by

Figura 3.2: Siempre representaremos A en rojo y B en azul.

Para cada « € 1, el a-corte de A viene dado por:

Av=[(1—a)a1+aas, aas+ (1 — ) aq]

=[ar+a(ag—a1), as — a(as —az)]. (3.1)

En consecuencia, las funciones a,a : I — R asociadas al nimero difuso trape-

zoidal A vienen dadas por:

a,=a;+a(aa—a;) and G, = a4 — a(ag — as)

para cualquier o € I. Obsérvese que, en el caso de un niimero difuso trapezoidal,
tanto la funcion A : R — I como las funciones a,a : I — R son continuas en

todo su dominio.

3.1.1. Los lados de un niimero difuso trapezoidal

Dado un numero difuso trapezoidal A = (a1/as/as/a4), denotaremos por
l4 al lado izquierdo del trapecio que define la grafica de A, es decir, {4 es el
segmento cerrado en el plano que une los puntos (aq,0) y (ag, 1). Este segmento

puede parametrizarse de la siguiente forma:

la={(a,,a):aclt={(a1+a(aa—a1),a):acl}.
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Igualmente, denotaremos por r4 al lado derecho del grafico de A, es decir, al
segmento cerrado en el plano cuyos extremos son los puntos (as, 1) y (a4,0) y

que, al igual que antes, puede describirse como:
TA:{(EOH a):ae]l}:{(a4—{—a(a3_a4)7 Oz):OéG]I}.

Nos referiremos a £4 y 74 como los lados de A. Dado que estos lados no son
curvas arbitrarias sino que son rectilineos, encontramos la siguiente propiedad
acerca de la posible interseccion de los lados de nimeros difusos trapezoidales

(situados a la izquierda o a la derecha de los mismos).

Lema 3.1.1 Sean Ay B dos niimeros difusos trapezoidales.

1. Si la interseccidn ¢4 N {5 contiene dos puntos distintos, entonces ¢4 = /5.
2. Si la interseccién r4 N rp contiene dos puntos distintos, entonces r4 = rz.
DEMOSTRACION : Explicamos solo el primer apartado. Supongamos que la inter-

seccion ¢4 N g contiene dos puntos distintos, es decir, existen aq,as € I tales

que a1 < g y

(boy 1) = (b1 +ar(by—b1), 1),
(Qa2>042):(514—062(172—51),042)-

(a1+041(a2—a1)7041):<Qa17051)

(a1 +az(ag—ar), as) = (a,,, @)

Entonces a1+ (ag—ay) = by +ay (bo—b1) y a1 +ag (ag—ay) = by +as (ba —by).
Restando estas igualdades, deducimos que (ag—ay) (ag—ay) = (ag—ay) (ba—by).
Dado que a7 y as son distintos, observamos que as — a1 = by — by. Asi, de la
igualdad

a; + ay (ag —ay) = by + aq (by — by)

concluimos que a; = by. De la misma forma se obtiene que as = by por lo que

los lados £ 4 y {5 son iguales. [ |

Los lados izquierdos de dos nimeros difusos trapezoidales sélo se pueden

colocar en cuatro posiciones relativas diferentes (que son incompatibles dos a

dos):
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= los dos lados son iguales, es decir, {4 = {5, lo cual ocurre si, y soélo si,

a; = by y ag = by;

» el lado ¢4 estd situado a la izquierda de ¢z (en este caso, escribiremos

l4 < ), lo cual ocurre si a; < by y as < by;

» el lado /4 estd situado a la derecha de {5 (escribiremos ¢4 > {g), lo cual

ocurre si a; > by y ag > bo;

= los lados 4 y {5 tienen un tnico punto en comun.

En el caso concreto de que los lados £ 4 y {5 posean un tinico punto en comun,
denotaremos por (x1,%;) a dicho punto en comin, es decir, £4N¥ls = {(x1,y1)}-

Existen dos tinicas posibilidades para que esto suceda:

obien a3 < by <by<as obien b <a; <ay < by,
de donde se deduce que si £4 y {5 tienen un unico punto en comun, entonces
aj; # by 0 ay # by (0 ambas desigualdades a la vez).

De forma similar, podemos considerar los casos r4 = rg, r4 < rg, T4 > 75
oraNrg = {(x2,92)}, donde (zg,y2) denota el inico punto comin de r4 y
rg (cuando éste existe y es unico). En el siguiente resultado, calculamos las

coordenadas sobre el plano de los puntos (x1,41) y (22, y2), cuando éstos existen.

Proposicién 3.1.2 Dados dos niimeros difusos trapezoidales A = (a1 /as/as/ay)
y B = (b1/b2/b3/by), si los lados £ 4 y {5 tienen un Unico punto en comdn, entonces

este punto es:

(@1, 91) = (

En este caso,

a2b1 — ale bl —a )
(b1 —a1) + (ag — by)" (b1 —a1) + (ag — b))

_ |a1 — b1 |
\al—b1|+|a2—bg|
De manera analoga, si los lados 74 y 75 tienen un Gnico punto en comdn, este punto

(1 (3.2)

€s.

a3b4 — a4b3 b4 — Q4
(T2, 12) =

(a3 —b3) + (bs — as)’ (a3 — b) + (bs — a4)
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En este caso,
| ay — by

|az — b3 |+ |as — by
En concreto, en todos los casos anteriores, los denominadores indicados no son

nulos.

/oy SRR _
a by xo b aa  abx b oA

Figura 3.3: Los lados de los niumeros difusos tienen puntos comunes unicos.

DEMOSTRACION : Supongamos que los lados ¢4 y {z tienen un tnico punto en
comin ¢4 N {lg = {(x1,y1)}. Hay dos casos posibles: a1 < by < by < ag 0 by <
a1 < as < by, donde es imposible alcanzar ambas igualdades en las desigualdades
de los extremos al mismo tiempo (en tal caso, si ocurriese a; = by y as = by, se
tendria que {4 = (g, lo cual es falso). Supongamos, por ejemplo, que a; < by <
by < ag (véase la Figura 3.3). Entonces, utilizando el Teorema de Thales,

B 1=y v 1=y
- y )
.CCl—bl bg—l'l r1 — ap a9 — X1

0, de forma equivalente (para evitar denominadores nulos),

(b —x) =L —y) (@1 —b1) v mlae—z1)=0-y) (1 —ar). (34)

Resolviendo este sistema lineal, se obtiene el punto:

(CL’ ) B ( CLle — a1b2 bl — )
DI —a1) + (aa—bo) (b1 —ar) + (a2 —by) )
Observemos que, en este caso, (by — ay) + (aa — be) = |ag — by |+ |as — by | > 0,

por lo que el denominador es no nulo.
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El caso by < a; < ag < by es similar ya que las ecuaciones (3.4) son las
mismas. En este caso, (by —a1) + (a2 —by) = —|a1 —by| — |aa—ba| < Oy

también by —a; = —|a; — by | <0, porloque 0 <y, < 1.

Repitiendo los argumentos anteriores podemos encontrar las coordenadas de

(72,Y2), que son las descritas en el enunciado. [ ]

En el siguiente resultado estudiamos algunas posibilidades para los valores

Y1y Y2, cuando éstos existen.

Corolario 3.1.3 Sean A = (ai/as/az/as) y B = (by/bz/bs/bs) dos niimeros

difusos trapezoidales.

1. Silos lados ¢ 4 y {5 tienen un Unico punto en comin (z1,y;), entonces

y1 =0 & a; = by;
y1>0 <~ al#bl ~ |a1—b1|>0;
y1 <1l & ax#by & |ag—by| > 0;

ylzl <~ a2:b2.

2. Si los lados r 4 y rp tienen un tnico punto en comin (z3,y2), entonces

Yo =0 & ag = by;
yg>0<:>a47éb4(:> |a4—b4|>0;
y2<1<:>a37£b3<:> |a3—b3|>0;

p=1& as = bs.

3. Si los lados ¢4 y (p tienen un dnico punto en comin (x1,y;) y los lados
r4 y T tienen un dnico punto en comdn (x9,ys>), entonces se cumplen las

siguientes equivalencias.

<y & Jar—bi|]azg—bz| <|ag—Dby||as—0bs]; (3.5)

nt+yp<l < |a—bfla—bi|<|az—b|[az—bs|. (3.6)
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(las mismas equivalencias son ciertas si reemplazamos, a la vez, el simbolo <

por <, =, > o0 > en las desigualdades anteriores).

DEMOSTRACION : Los dos primeros puntos se obtienen directamente de la igualdad
(3.2) y (3.3), que proporcionan expresiones explicitas para y; e yo (donde los
denominadores son estrictamente positivos). Ademaés,

lay — by | | g — by |

< & S
=t (a1 — by | + [as — by | = |as —bs| + |as — ba|

~ |a1—b1||a3—bg|—|—|a1—b1||a4—b4|
<lar —bi|as—bs|+|az—ba| |as— by

=4 \al—bl\]%—bg]ﬁ\@—bg\]%—bﬂ.

El mismo argumento es cierto si reemplazamos < por <, =, > o > porque los
denominadores son estrictamente positivos. De la misma forma,

la1 — b1 | |as — by
n+yp<l & + <1
! 2 |a1—b1|+|a2—b2\ |a3—b3|+|a4—b4|

& |ap—by| |az—bs|+|ar —bi| |as— by
+lar —bi| |as —by|+|as —by| |as — by |
<lai—bi||az—bs|+|a1 —b1||as— by
+|ag —ba| |ag —bs |+ |az —ba| |as — b4
S Jar—bi| |ag—by| <|ag—bo| |as —bs].

De manera similar, el mismo argumento es valido si reemplazamos < por <, =,

>0 >. ]

3.1.2. Los conjuntos [45y I3 4

En este apartado prestamos atenciéon a los conjuntos I45 y Ig 4 en el caso
de que los nimeros difusos A y B sean trapezoidales. Recordemos que, desde
nuestro punto de vista, interpretamos que sus respectivas medidas sirven para
estimar la probabilidad de que que A sea menor que B y de que B sea menor

que A, respectivamente.
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En el siguiente resultado demostramos que, cuando A y B son numeros

difusos trapezoidales, cada uno de los conjuntos I45 y Ig 4 es o bien vacio o

bien un subintervalo cerrados de I. Ademas, su interseccién 14 3Nz 4 0 bien es

vacia o bien se reduce a un tnico punto.

Lema 3.1.4 Dados dos nimeros difusos trapezoidales A = (a1/as/as/as) y B

(b1/ba/bs/by) se verifican las siguientes propiedades.

1. Los conjuntos I 4 5 y Iz 4 pueden describirse como:

(

a[(by—az) = (by —ar) ]+ (by — a1) > 0,
lag= aER/a[(63_(13)_(b4_a4)]+(b4—a4)ZO,
a >0,
\ a<l
_ aeﬂ/a[(52—a2)—(61—a1)]+(b1—a1)20,
a [(by — ag) = (bs — @) ]+ (bs — aq) > 0
y
( o [(by = a2) = (b —a1)] + (b —ay) <
Iga= aeR/Oé[(b3_a3)_(64_a4)]+(b4—a4)S
a >0,
a<l1

aEH/

a [(by—az) — (b —ay) ]+ (by —ay) <
a [(by — az) — (b — as) ] + (bs — as) <

0,
0

)

(3.7)

2. 14 (respectivamente, Iz 4) o bien es vacio o bien es un subintervalo cerrado

de I. En particular, es un subconjunto conexo y convexo de R.

3. Silainterseccién I 4 sNIp 4 contiene dos puntos distintos, entonces los nime-

ros difusos A y B son iguales.

4. Si los nimeros difusos A y B son distintos, entonces los conjuntos I 4 5y Iz 4

son dos subintervalos cerrados de T (incluyendo la posibilidad de que sean

vacios), y la intersecciéon I 45 N Ig 4 0 bien es vacia o bien se reduce a un

tnico punto.
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DemosTRACION : (1) Dados a € I, se sigue de (3.1) que

A <B o a1 + a(ag —ar) < by 4+ a(by — by),
co as + a(az —ay) < by + a(bs — by)
- a[(byg—az) — (by —ay) ]+ (by —a1) >0,
o [(bs —a3) — (bs — as) ]+ (bs —as) >0 |
por lo que

Iup={ael: A, <B,}

— ae]{/a[(bQ_a2)_(bl_al)]+(bl—a1)20,
a [(bs —az) — (by — as) ] + (bs — aq) > 0

Las desigualdades que definen Iz 4 son las mismas pero cambiando el sentido

de las desigualdades.

(2) Si el conjunto I4 5 no es vacio, entonces éste queda completamente de-
finido por las cuatro desigualdades dadas en (3.7). Todas ellas dan lugar a un
subconjunto cerrado, conexo y convexo de R, por lo que su interseccién es tam-
bién un subconjunto cerrado, conexo y convexo de R. Como esta incluido en I,

concluimos que I 45 es un subintervalo cerrado de I.

(3) Supongamos que I45 N Ig 4 contiene dos puntos distintos oy, € I
tales que a; < ap. Como I 4 5y Iz _4 son subintervalos de I, entonces I 4 5N 1g 4
es también un subintervalo de I y podemos afirmar que [aq, as] € 145 N Ig 4.

Consideremos las funciones fi, fo : [ag, 5] — R dadas, para cualquier o €

(o1, ], por:

fila) =a[(by—az) = (b1 —a1) |+ (b1 — a1),
(6% [(bg—ag)—(b4—a4)}+(b4—a4).

o

—

£
I

Entonces

ar €llap = a, <D & ap+ag(ag—ay) <b+ag(by—b)

= a1 [(bg—ag)—(bl—al)]+(b1—a1)ZO = fl(Oél)ZO.
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De manera analoga,

ap€lga = b, <a & a+og(ag—ar) > by +oaq (b —by)

& ay[(be—a) = (b —a) ]+ (b —a1)) <0 & fi(ar) <0.

Entonces fi (a;) = 0. De la misma forma puede probarse que f; (a2) = 0. Como
hemos demostrado que f; es un polinomio de primer grado en « con dos raices
distintas (a saber, a; y aw), entonces debe ser obligatoriamente nulo, de donde
deducimos que a; = by y ay = by. Utilizando la funciéon f; puede comprobarse

que az = bs y aq = by, por lo que concluimos que A = B. [ ]

Observaciéon 3.1.5 Si A y B son dos numeros trapezoidales distintos, enton-
ces los conjuntos Lap y Ip.a son dos subintervalos de 1 (si son no wvacios).
Esto significa que sus respectivas medidas euclideas pueden calcularse como la
diferencia entre su mdzimo y su minimo, es decir, si lxg = [, 3], entonces
p(Iap) = B — a. Ademds, la igualdad p(Iap) = 0 ocurre si, y solo si, Lap o

bien es vacio o bien se reduce a un unico punto.

Computacionalmente, es ficil caracterizar el conjunto I 4 5 como el intervalo

de soluciones del sistema de inecuaciones:

(
( mia+mng 2> 0, my = (by —ag) — (bh —a1),
mocv + ny > 0, ny = by — ay,
Iap = 2 2= donde P
O./ZO, mgz(bg—a3)—(b4—a4),
a<l, kng:b4—a4.

Anélogamente,
(
mia+nq, <0,

Mo + Ny < 0,
a >0,
a<l,

]IA,B =

Sin embargo, los signos de my, ny, ms y ny producen una gran variedad de casos

distintos. En general, si consideramos las lineas

Y =Mmpa+ny € Yy =My + N,
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entonces y; = 0 nos lleva a

=t —h-a) (3.8)

my (bz - az) - (b1 - a1)’

e yo = 0 nos lleva a

Og:—ﬂz _(b4_a4)
2 o (bg — CL3) — <b4 — CL4)

(3.9)

cuando los denominadores de (3.8) y (3.9) son no nulos. Cuando estos nimeros
pertenecen al intervalo I, entonces pueden verse como los extremos de los in-
tervalos [ 45 y I 4. En cualquier caso, debemos considerar varias posibilidades
para describir cuando se cumple la condicién A < B siguiendo el criterio dado

en (3.10).

3.2. Relaciones binarias sobre la familia de nu-

meros difusos trapezoidales

En esta seccion, con objeto de estudiar la relacién binaria < dada en (2.2)
en el contexto de los nimeros difusos trapezoidales, vamos a introducir nuevas
relaciones binarias entre esta clase de nimeros (o incluso entre nimeros difusos
més generales) que nos ayudaran a comprender mejor el comportamiento de la

relacién <.

3.2.1. Algunas relaciones binarias en el conjunto 7T

Es claro que si A = (ay/az/as/ay) es un nimero difuso trapezoidal, entonces
ay,=ai, a,; = az, a3 = agy o = a4. Por lo tanto, el ranking difuso dado en (2.2)
puede particularizarse a los nimeros difusos trapezoidales A = (a1 /as/as/ay) y

B = (b1/by/bs/by) como sigue:
obien  p(lap) 2 plsa) v w(las) >0,

o bien /JJ(]LAB) I,U,(HB’A) =0 y
a1—|—a2+a3+a4§b1+b2+b3+b4.

A. Marquez



3.2. RELACIONES BINARIAS SOBRE NUMEROS DIFUSOS TRAPEZOIDALES 83

Como consecuencia, la condicién
ar+az +az+as < by + by + b3+ by

serd de importancia a lo largo de la presente memoria. Es conveniente, pues,
introducir una nueva notacion para denotar esta propiedad. De paso, aprove-
chamos para introducir algunas relaciones binarias que seran consideradas en lo

sucesivo.

Definicién 3.2.1 Dados dos nimeros difusos trapezoidales A = (a1/az/as/ay),

B = (b1/b2/bs/by) € T, diremos que:

s A es coordenadamente menor o igual que B, y escribiremos A <. B, si
a; < b; para cualquier i € {1,2,3,4} (cada esquina de A es menor o igual

que su correspondiente esquina de IB);

» se verifica la propiedad Pap si existen tres indices distintos iy,1i9,13 €
{1,2,3,4} tales que a;; < b;; para cualquier j € {1,2,3} (A y B poseen,

al menos, tres esquinas correspondientes diferentes);

s A es sumativamente menor o igual que B, y escribiremos A <s B, si

a1+a2+a3+a4§61+b2+bg+b4,'

» A estd incluido en B, y escribiremos A < B, si A(t) < B(t) para cualquier
teR.

Ademds, denotaremos por Napg al nimero de esquinas comunes correspon-

dientes entre A y B, es decir,
Nyp=card({i € {1,2,3,4} :a; =b; }).

Observacién 3.2.2 1. Las relaciones binarias <. y < son ordenes parciales
(reflexivas, antisimétricas y transitivas) sobre la familia T formada por
todos los numeros trapezoidales difusos. Sin embargo, hay muchos casos

en los que no estan de acuerdo con la intuicion humana de ordenacion de
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a; by ay=ag=h bs bs ay
Figura 3.4: ;Nos dice la intuicién que A es menor que B?
menor a mayor. Por ejemplo, en la Figura 3.4, la intuicion nos dice que

A es menor que B. En consecuencia, se verifica A < B. Sin embarco, las

desigualdades A <. B y A < B son falsas.

. La relacion binaria < también podria introducirse para niumeros difusos

arbitrarios A, B € F vy, en este caso, también es un orden parcial sobre F.

. St A <. B entonces A <s. B, pero el reciproco es falso.

. Utilizando la notacion previa, el ranking dado en (2.2) puede particulari-

zarse a numeros difusos trapezoidales A, B € T como sigue:

o bien plas) > plsa) v plas) >0,
A B si

obien  p(lap)=psa)=0 y A<sB.
(3.10)

. La relacion de inclusion de nimeros difusos A < B puede interpretarse

como sigue: si A ocurre (es decir, A(t) > 0), entonces necesariamente B
también ocurre (ya que 0 < A(t) < B(t)), incluso con mds probabilidad.

Algunos autores también escriben A C B.

. La Figura 3.5 muestra algunos ejemplos en los que el numero difuso trape-

zoidal B estd incluido en A. Obsérvese que ello quiere decir que la grdfica

de B esta bajo la grdfica de A.

. St A y B son numeros difusos trapezoidales, entonces B estd incluido en

A si, y sélo si,

a; <by, ay<by, az>bs y as>0by. (3.11)
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l : L ‘
a b oa by by a by a4 a ap

Figura 3.5: Representaciones graficas donde B estd incluido en \A.

De forma andloga, A estd incluido en B si, y solo si,

aq Z bl, a9 Z bg, as S b3 Yy Qg S b4. (312)

8. No hay relacion directa entre las relaciones binarias < y <. Es posible que

A X B cuando ocurre A < B y cuando ocurre B < A (véase la Figura
3.0).

A < B pero

no hay una inclusion.

A< Bpero A«B
(en realidad, B < A).

a; a ag ag=hs by

Figura 3.6: Diferentes posiciones relativas de nimeros difusos.

En lo que sigue, usaremos la notaciéon A ¢ B « A para indicar que A no
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estd incluido en B y que B no esta incluido en A, es decir, globalmente, ninguna

grafica estd por debajo de la del otro nimero difuso.

Proposicion 3.2.3 Sean Ay B dos nimeros difusos trapezoidales.

1. Si se verifica la propiedad P4, entonces A £ B £ A.
2. Si A< BoB <A, entonces no se verifica la propiedad P4 3.
DEMOSTRACION : Se sigue de (3.11) y de (3.12) ya que, en tal caso, A no puede

tener tres vértices estrictamente inferiores a sus correspondientes vértices en B.

Proposicion 3.2.4 Sean Ay B dos nimeros difusos trapezoidales.

1. Si se verifica la propiedad P4 5, entonces N4z < 1.

2. Si N4 > 2 entonces no se verifica la propiedad P4 5.

3.3. Algunos resultados en los que el ranking
difuso es equivalente a un ranking acumu-

lativo

Antes de particularizar la relaciéon de ordenacién difusa dada por (2.2) o,
equivalentemente, por (3.10), al caso de nimeros difusos trapezoidales, descri-
bimos algunos casos en los que A < B es equivalente a A <y, B, que es, en
algiin sentido, acorde con la intuicién humana. Por ello, en esta seccién mostra-
mos algunas condiciones iniciales bajo las que la ordenacién de ntimeros difusos
se reduce a la ordenacion de la suma de sus cuatro esquinas. De esta forma,
computacionalmente la ordenacién es aun mas sencilla en los casos que vamos

a describir.
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Lema 3.3.1 Sean A = (a1/as/as/as) y B = (by/ba/bs/bs) dos nimeros difusos

trapezoidales.

1. Si A <. B entonces A < By también A <y B.

2. Si A<, Byexiste j € {1,2,3,4} tales que a; < b;, entonces A < B. En tal
caso, A < By también A <y B.

DEMOSTRACION : (1) Supongamos que a; < b; para cualquier i € {1,2,3,4}.

Entonces, para cualquier o € 1,

a,=1l—a)ag+aa<(l—a)b+aby=0, vy

=«

o =aaz+ (1—a) ag < abs+ (1 —a) by = b,

Por lo tanto, [y 5 =1y A < B. Ademéds, ay + as + ag + a4 < by + by + bg + by,
por lo que A <y, B.

(2) Teniendo en cuenta el primer apartado, A < By A <y B. Siguiendo
su demostracién, deducimos que a, < b, vy Ga < b, para cualquier o € I, lo
cual implica que [45 = [ y también p(lsp) = 1 (el méximo valor posible).
Afirmamos que si existe un indice j € {1,2,3,4} tal a; < b;, entonces Iz 4 no
puede ser I. Por ejemplo, supongamos que a; < b;. Como a, = a; < by = b,
y las funciones a,b : I — R son continuas, existe ¢ € (0,1) tal que a, < b,
para cualquier € [0,¢]. Por lo tanto [0,e] NIz 4 = @, lo que significa que
p(pa) <1—e<1=p(lsp). Esto implica que la condicién B < A no puede

verificarse y, por lo tanto, A < B. Los otros casos son similares. [ ]

Lema 3.3.2 Dados A,B€ T,si A< BoB <A, entonces A < B si, y sélo si,
A <s B.

DEMOSTRACION : Supongamos que B estd incluido en A (el caso contrario es si-
milar). Entonces a1 < by, ay < by, a3 > by y ay > by (véase, por ejemplo, la

Figura 3.7).

Consideremos los siguientes casos.
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/ ‘
abpa b a=bkbh q

Figura 3.7: B esté incluido en A.

» Caso 1: Supongamos que az = by y aq = by. En este caso, dado que a; < b;
para cada i € {1,2,3,4}, deducimos que A <. B, por lo que se verifican,
a la vez, las dos desigualdades A < By A <y B (téngase en cuenta el
apartado 1 del Lema 3.3.1).

w Caso 2: Supongamos que al menos una de las desigualdades az > by y ay >
b, es estricta. En tal caso, el lado r 4 se sitia estrictamente a la derecha del
lado 75 y dichos lados tienen, como mucho, un tnico punto en comun, que
ha de ser un extremo comun de ambos. Por tanto, la condicién b, < @, s6lo
se puede cumplir para a = 0 o para a = 1. De esta forma, [ 45 C {0,1}, lo
que significa que p(I45) = 0. A continuacién, consideramos dos subcasos

dependiendo de la posicion relativa de los lados izquierdos.

» Subcaso 2.1: Supongamos que a; = by y as = by. En este caso, {4 = 5,
lo que significa que a, = b, para cualquier a € [. De esta forma,
Iag C {0,1} y ]0,1] C Ip (véase la Figura 3.8). Asi, u(Iap) =
0 < 1= u(lz.4). Por lo tanto, en este caso, las condiciones A < By

A <y, B son falsas al mismo tiempo.

» Subcaso 2.2: Supongamos que al menos una de las desigualdades a, < by
Yy as < by es estricta. En este caso, el lado £4 esta situado en el
lado izquierdo del lado ¢z y ambos lados tienen, como mucho, un
tnico punto en comun, que ha de situarse en un extremo comun de

ambos (véase la Figura 3.9). De esta forma, deducimos que [45 C

{0,1} e igualmente Iz 4 C {0,1}, por lo que p (L4 5) = p(Ig.a) = 0.
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1 A\
alzbl azzbz dz = b3 b4 a4

Figura 3.8: B estd incluido en A con el mismo lado izquierdo.

Aplicando el ranking difuso dado en (3.10), concluimos que A < B
si, y sélo si, A <y B.

/ 1 L
a b1 a < bz b3 a3 b4 <

Figura 3.9: B estd incluido en A con esquinas comunes.

Si ocurriese que A esta incluido en B, la demostracién es similar. [ ]

Lema 3.3.3 Si dos nimeros difusos trapezoidales A y B tienen un lado comdn

(g =1Lgory=rg), entonces A < B si, y sélo si, A <y B.

DEMOSTRACION : Sea A = (ay/as/as/as) y B = (b1/by/bs/bs). Supongamos que
ly = lg, esto es, a; = by y ay = by. Si az < b3 y ay < by (incluyendo el caso
A = B), entonces el apartado 1 del Lema 3.3.1 garantiza que A < B. En este
caso, también se cumple que A <y, B, por lo que las dos condiciones A < By
A <s. B ocurren al mismo tiempo. A continuacién, supongamos que A # By
que las condiciones a3 < b3 y ay < by no se verifican al mismo tiempo. Asi, debe

ocurrir al menos una de las desigualdades az > b3 0 ay > by. Los lados 74 v
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rp no pueden ser iguales ya que A # B. Entonces el apartado 2 del Lema 3.1.1

asegura que estos pueden tener, a lo sumo, un tnico punto en comun.

Supongamos que r4 y Tz no tienen ningun punto en comun. En este caso,
deben ocurrir, a la vez, las desigualdades b3 < a3 y by < a4 (ya que el caso
as < bs y a4 < by ya fue considerado). Entonces [45 = @ y Iz 4 =L, por lo que

las dos condiciones A < By A <y, B son falsas a la vez.

A continuacién supongamos que r4 y 73 tienen un unico punto en comun,
al que denominamos (s, y2). Hay dos casos posibles: o bien a3 < by < by < a4

o bien b3 < ag < ayg < by (véase la Figura 3.10).

ar=byap=hy bz ag X & by ag=byax=h, a bs x2 g a

Figura 3.10: Los lados r4 y 73 poseen un tnico punto en comun.

Supongamos, por ejemplo, que az < by < by < ay4. Observemos que es
imposible que a3 = b3 y que ag = by (ya que A # B), por lo que (bs — a3) +
(ay — by) > 0. Utilizando la Proposicién 3.1.2, la segunda coordenada del punto

comun de r4 y rg es:

. b4 — Q4 . ay — b4
Y (ag — bg) + (b4 — a4) (bg — ag) + (CL4 — b4)

Esto significa que
Las=1[y2, 1] v Iga=][0,9].

Por lo tanto

AIB & plag)>plsa) © 1—y2>u

<1 o @4 — by <
y2_2 (bg—a3)~|—(a4—b4) -

2 (a4 — b4) S (bg — ag) + (a4 — b4)

1
2

¢

~ a4—b4§b3—a3 ~ a3+a4§b3+b4.
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Teniendo en cuenta que a; = by y as = bs, concluimos que A < B si, y sélo si,

a1+ as + az + ay S b1 + bg + b3 + b4, que signiﬁca que A SE B.

Finalmente, supongamos que b3 < a3 < a4 < by, so (a3 — bs) + (by — as) > 0.

En este caso, Iap = [0,y2] ¥ Ig a4 = [y2, 1], y tenemos que

AsB & plag)>plsa) € y2>21—y

1< PN 1 b4—CL4
2~ ¥ 2 (a3 — bg) + (b4 — CL4)

(ag — bg) + (bs — as) < 2(by — ay)

<

T

S a3 —by3<bi—as <& a3+a4§bg~|—b4,

y la conclusién es la misma. El otro caso (considerando r4 y 73) es similar. =

La siguiente consecuencia significa que si tres (o cuatro) esquinas de A son
iguales a las correspondientes esquinas de B, podemos concluir la equivalencia

de Xy <s.

Corolario 3.3.4 Sean A = (a1/as/as/as) y B = (b1/by/b3/bsy) dos nimeros
difusos trapezoidales. Si existen tres indices distintos iy,1s,i3 € {1,2,3,4} tales
que a;, = b;, para cualquier j € {1,2,3} (esto es, Nqp > 3), entonces A < B si,
y sélo si, A <y B.

DEMOSTRACION : Se obtiene directamente del Lema 3.3.3 ya que si tres esquinas
son iguales, entonces A y B comparten, al menos, un lado, es decir, {4 = {5 o

A= TR ]

Uno de nuestros préximos objetivos sera mostrar que el enunciado anterior
también se verifica si sélo se da la igualdad en dos esquinas. Pero antes de ello,

necesitamos probar el siguiente enunciado.

Lema 3.3.5 Sean A = (ay/as/as/as) y B = (b1/ba/bs/bs) dos nimeros difusos
trapezoidales. Si existen tres indices distintos iy, 145,43 € {1,2,3,4} tales que a;, <

bi; para cualquier j € {1,2,3}, entonces A < B (en particular, A < B).
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DEMOSTRACION : Como i1, i9, 73 son tres indices distintos, dos de ellos deben de ser
del mismo lado, esto es, {1,2} C {iy,is,43} 0 {3,4} C {i1,142,i3}. Supongamos,
por ejemplo, que {1,2} C {iy,is,43}. Entonces a; < by y ag < be, lo que significa
que a, < b, para cualquier o € I. De esta forma, Iz 4 = @ y u(Ig4) = 0.

Consideramos ahora dos casos segin cudl sea el tercer indice.

» Si el tercer indice es 3, entonces as < bs. En este caso @ = as < by = by.
Como las funciones @,b : I — R son continuas, existe ¢ € (0,1) tal que
o < b, para cualquier a € [1 — ¢, 1]. Por lo tanto, [1 —&,1] C I 43, lo que
significa que p(Il4p) > € > 0 = u(lz 4). Por consiguiente A < B. Ademas,

la condicion B < A es falsa, lo que nos permite concluir que A < B.

» Si el tercer indice es 4, entonces as < by. En este caso Gy = aq < by = by.
Como las funciones @,b : I — R son continuas, existen ¢ € (0,1) tal que
o < b, para cualquier a € [0, ¢]. Por lo tanto [0, ] C I 45, lo que significa
que p(lap) >e>0=p(lga). Asi A < B. Ademsds, la condicién B < A
es falsa, por lo que A < B.

Si se diese el caso en el que {3,4} C {iy, 2,13}, la demostracién serfa similar.

A continuaciéon mejoramos el Corolario 3.3.4 suponiendo que A y B sélo

tienen dos esquinas correspondientes iguales.

Lema 3.3.6 Sean A = (a1/as/as/ay) y B = (by/bz/bs/bs) dos nimeros difusos
trapezoidales. Si existen dos indices distintos 71,1y € {1,2, 3,4} tales que a;;, = b;,
para cualquier j € {1,2} (es decir, Nas > 2), entonces A < B si, y sélo si,
A <y B.

DEMOSTRACION : Supongamos que {iq,1s,13,14} es una permutaciéon {1,2,3,4}
tal que a;; = b;, y a;,, = b;,. Si ocurriese que a;; = b;; 0 a;, = b;,, entonces
el Corolario 3.3.4 seria aplicable y la demostracién estaria terminada. En caso

contrario, supongamos que a;, # b;, vy que a;, # b;,. Si ocurriese que a;, < b, y
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a;, < b;,, entonces A <. By el apartado 1 del Lema 3.3.1 garantiza que A < B
y A <5, B se verifican al mismo tiempo. Nos quedan por analizar los siguientes

dos casos.

» Caso 1. Supongamos que a;, > b, y a;, > b;,. Entonces A <y, B es falsa
ya que aj + as + az + ag > by + by 4+ bs + by, v podemos considerar las
siguientes dos posibilidades (en las que también probamos que la condicién

A < B es falsa).

» Si los dos vértices que coinciden estdn en el mismo lado, es decir, si
o bien {iy,i2} = {1,2} o bien {iy,i2} = {3,4}, entonces {4 = {5 0
r4 = g, por lo que podemos aplicar el Lema 3.3.3 (en este caso las

dos condiciones A < By A <y B son falsas).

» Sia; v a;, estan en lados distintos, debemos considerar los casos de la

Figura 3.11.

by a; a=Dby bs a a=by by a ay=Dby az=hz by a

Figura 3.11: Posibles situaciones cuando a;, y a;, estdn en lados distintos.

En todos los casos, 45 C {0,1} v |0, 1] € Iz 4, por lo que p(la45) =
0 <1=p(lga), lo que significa que la condicién A < B es falsa.

Como consecuencia, hemos demostrado que si a;; > b;, y a;, > b;,, enton-

ces ambas condiciones A < By A <y, B son falsas al mismo tiempo.

» Caso 2. Supongamos que a;, > by, y a;,, < by, (en el caso contrario,

permutamos iz e iy). Consideremos algunos subcasos.
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» Si {i1,i2} = {1,2}, entonces {4 = {5, y el Lema 3.3.3 es aplicable.
» Si {i1,i2} = {3,4}, entonces r4 = rg, y el Lema 3.3.3 es aplicable.
» Si {i1,i2} = {1, 3}, entonces:
as < by, ay>by = Iup={1}, Ipa={0}
= p(las) = p(ls.a) =0;
ag > by, ay <by = lIup=1{0}, Ipa={1}
= w(las) = pls.a) =0.
En ambos casos, A < B si, y s6lo si, A <y B.
» Si {i1,i2} = {1,4}, entonces:
as < by, a3 >bs = B estd incluido en A,

as > by, a3 < by = A esta incluido en B.

En ambos casos, el Lema 3.3.2 es aplicable.

» Si {iy,i2} = {2,3}, también podemos aplicar el Lema 3.3.2 ya que B

estd incluido en A o viceversa.

» Si {i1, i} = {2,4}, entonces:
a; < bl, as > b3 ]IAﬁ = {O}, HB,A = {1}

p(las) = p(ls.a) = 0;

Ias={1}, Ipa={0}

1(lap) = pls.a) = 0.

aq >b1, as <b3

R

En ambos casos, A < B si, y sélo si, A <y, B.

En cualquier caso, concluimos que A < B si, y sélo si, A <y B. [

3.4. Ranking de nimeros difusos trapezoidales

Teniendo en cuenta que el objetivo principal de la presente Memoria es el

de describir de la forma mas precisa posible la metodologia de actuacién de la

A. Marquez



3.4. RANKING DE NUMEROS DIFUSOS TRAPEZOIDALES 95

relacién binaria difusa < introducida en (2.2) sobre el conjunto de los nimeros
difusos trapezoidales, en esta seccién vamos a demostrar varias afirmaciones
en este sentido que nos serviran, en la siguiente seccién, para completar esta
tarea. Para ello, recordemos primeramente que la condicién ¢4 > (g significa

que a; >b1yCL2 > bs.

Proposicién 3.4.1 Sean A = (a1/az/as/as) y B = (b1/ba/b3/bs) dos nimeros
difusos trapezoidales. Si /4 > {5 y el conjunto Iz 4 se reduce a un Unico punto,

entonces o bien Iz 4 = {0} o bien Iz 4 = {1}.

DEMOSTRACION : Dado que £4 > {5, sabemos que b; < a; y by < as, lo que implica
que b, < a, para cualquier o € I. Sabiendo que el conjunto Iz 4 se reduce a un
Unico punto, existe o € I tal que I 4. Queremos probar que oy =00 g = 1y,
para ello, razonamos por contradiccién suponiendo que aqg € (0,1). En tal caso,
sabemos que by, < oy ¥ Ga < b para cualquier o € IN{ag}. Como « € (0, 1),

existe € > 0 tal que ag — €, a9 + ¢ € L. Por lo tanto,

ay — (CVO — E) ((1,4 — CL3) = EQO_E < Bozo—a = b4 — (OZO — 6) (b4 — bg),

agy — (g +€) (ay — a3) = Gayre < bagre = bs — (g +€) (by — b3).
Sumando estas desigualdades,
2a4 — 20 (a4 — a3) = Tog—c + Gagre < l;ao_e + l_)oéojL‘E = 2by — 20y (by — b3).
Por lo tanto,
Toy = a4 — 0 (ag — az) < by — ag (by — b3) = Z_)ao,
lo que contradice que by, < oy - |

Lema 3.4.2 Sean A = (a1/as/as/as) y B = (b1/bs/bs/by) dos nimeros difusos

trapezoidales.

1. Si /4 = {5, entonces A < B si, y sélo si, A <y, B.
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2. Si 4 < lg, entonces

o se verifica la propiedad P4 5 (en este caso, A < B),
o B estd incluidoen Ay A <y, B.

A<B <«

3. Si l4 > Up, entonces A < B si, y sélosi, A < By A <y B (en este caso,
as < bz y as < by).

DEMOSTRACION : (1) Véase el Lema 3.3.3.
(2) Supongamos que {4 < {g, es decir, a; < by y as < bs.

(«<=) Ambas condiciones implican que A < B por el Lema 3.3.2 y el apartado
2 del Lema 3.3.1.

(=) Supongamos que A < B. Si ocurriese que az < b3 0 a4 < by, entonces
P 4 se verifica. En el caso contrario, si ocurriese que asz > bs y as > by, entonces
necesariamente B estd incluido en A (B < A) y, ademads, el Lema 3.3.2 garantiza

que A <y, B.
(3) Supongamos que {4 > {5, es decir, a; > by y ag > bs.
(«<) Si B estd incluido en A y A <y, B, entonces A < B por el Lema 3.3.2.

(=) Supongamos que A < B. Si az > b3 0 ag > by, entonces Pp 4 se verifica,
y el apartado 2 del Lema 3.3.1 garantiza que B < A. Esto es una contradiccién
ya que asumimos que A < B. Entonces necesariamente az < b3 y ay < by. En
este caso, A < B, y por el apartado 2 del Lema 3.3.1 concluimos que A <y, B.

El siguiente resultado puede probarse de manera andloga al anterior.

Lema 3.4.3 Sean A = (a1/as/as/as) y B = (b1/by/bs/bs) dos niimeros difusos

trapezoidales.

1. Siry =rg, entonces A < B si, y sélo si, A <y B.
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2. Siry < rg, entonces

o se verifica la propiedad P4 5 (en este caso, A < B),
o A estd incluidoen By A <y B.

A<LB &

3. Sirg > rp, entonces A < B si, y sélo si, B estd incluidoen Ay A <y B (en

este caso, a1 < by y as < by).

En el siguiente resultado suponemos que A y B tienen, a lo sumo, una esquina

correspondiente comun, es decir, el cardinal del conjunto
{Z € {1,2,3,4} La; = bz}

es 0 6 1. En otras palabras, si encontramos ig € {1,2,3,4} tal que a;, = b;, y

ademds a; # b; para cualquier j € {1,2,3,4}\ {io}.

Lema 3.4.4 Sean A = (ay/as/as/as) y B = (by/ba/bs/bs) dos nimeros difusos
trapezoidales. Supongamos que los lados ¢ 4 y {5 tienen un Gnico punto en comdn y
que los lados r 4 y 75 también tienen un tinico punto en comin. Ademas, supongamos
que A y B tienen, como mucho, una esquina correspondiente en comun. Entonces
A < B si, y sélo si, se verifica uno, y solo uno, de los siguientes casos (que son,

entre si, exhaustivos e incompatibles):

(c1) a1 < by, ag > by, a3 < bz, ag >byy

(bl — al) (b3 — (13) > (CLQ — bg) (CL4 — b4) ,
o

(b1 —ay) (bs — az) = (ag — bg) (ag — by) y A <5 B.
(ca) a1 < by, ag > by, ag > bz, ay < byy
(ag — by) (a3 — b3) < (by —aq) (by — ay) .
(c3) a3 > by, ag < by, az < bz, ag > by y

(a1 — bl) ((14 — b4) S (bg — (12) (bg — CL3) .
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(cs) a1 > by, ag < by, a3 > bz, ag < by y

(CL1 — bl) (CLg — bg) < (bg — ag) (b4 — a4) ,

o

(a1 - b1) (a3 - bg) = (b2 - a2) (b4 - CL4) y A<y B.

DemosTRACION : Utilizando la notacion que introdujimos anteriormente, llame-
mos (z1,y;) al tnico punto de corte entre los lados €4 y 5 y llamemos (x2, )
al inico punto de corte entre los lados r4 y rg. Por la Proposicién 3.1.2:

_ lay — by | v oy = | as — by
- 2 — )
|a1—b1|+|a2—b2| |a3—bg|+|(l4—b4|

n

(3.13)

donde los denominadores no pueden ser nulos. Dependiendo de la posicion relati-

va de los dos parejas de lados (derechos e izquierdos), hay cuatro casos posibles:

Caso 1. a1 <b;y <by<ay a3§b3<b4§a4,

Caso 3. by <a; <az <by

y

Caso 2. a1 <by<by<as y b3<az<ay<by,
y a3 < by <by < ay,
y

Caso 4. by < a1 <ay < by by < az < ag < by,

donde a; # by 0 az # by (lo que significa que |a; — by | + |az —by| > 0) y

también az # b3 0 ag # by (y asi se tiene que |ag — bz | + |aqg — by | > 0).

= Caso 1: Supongamos que a; < by < by < as y az < by < by < ay. En este

caso, podemos encontrar las posiciones relativas de la Figura 3.12.

arbixa by @ as by by as & by xib2 a ag by X by &
Figura 3.12: Posiciones relativas del caso 1: a1 < by < by < asy ag < bg < by < ay.
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Asi:
lus=92 v Iga=I[y,pl, st y <y,
Tas=1Ts4a={y}, sl Y1 =Y,
Tas=1[ymn] v Isua=9, st y1 > Yo

Si y1 < y2, la condicién A < B no puede ocurrir ya que pu(Isg) =0 <
Y2 — y1 = p(Is.a). Siy1 > ya, entonces p(las) = y1 — y2 > 0 = p(lp.4),
por lo que la condicién A < B si ocurre. Finalmente, si y; = y», entonces
p(Ian) = p(lp.a) =0, por lo que A < B si, y sélo si, A <y B. Teniendo

en cuenta el apartado 3 del Corolario 3.1.3,

Y1 > Yo,
A<LB & 0

=1 v A<sB
‘@1—b1"a3—b3’>‘&2—b2"a4—b4|,
= 0
lar —b1| |az—b3| =|az —ba| |as—bs| v A<y B
(bl—a1><b3—a3>>(a2—b2)<(l4—b4>,
= o
. (bl—a1)<b3—&3):(ag—bg)(a4—b4) y ASE B

Observemos que, en cualquiera de los dos casos anteriores, si ocurriese

a1 = by 0 az = bs, entonces
|G2—b2‘ ]a4—b4] :<G2—b2><a4—b4) S (bl—al)(bg,—ag):(),

lo que llevaria a que as = by 0 ay = by. Sin embargo, esto es imposible
porque suponemos que los numeros difusos A y B no llegan a tener dos
esquinas correspondientes en comun (por hipétesis tienen, como mucho,
una esquina en comun). Esto demuestra que, en este caso, a; < by y

as < bg.

= Caso 2: Supongamos que a; < by < by < as y by <az < ay < by En este

caso, debemos analizar las posiciones relativas de la Figura 3.13.
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arbixy by ap b agx & bs a by xib2 a bs a3 X, a by

Figura 3.13: Posiciones relativas del caso 2: a1 < by < by < asy bs < ag < ag < by.

Entonces:
H.A,B = [07y1] y ]IB,.A = [92, 1] ) sl Y1 < Yo,
Tas=1[0,1] v lIga=I[y,1] sty = yo,
Las =105 v Ipa=I[y,1], sty > yo.

En cualquier caso,
Las = [0,min{y1,y2}] v Isa = [mdx{ys, v} 1].
De esta forma,

p(lap) > wlpa) < min{y,ye} > 1—max{y, v}
& min{y,y} +max{y,p}>1 & ytyp>1
= ]al—bl\|a4—b4]2]a2—b2Ha3—b3|

=4 (bl — al) (b4 — a4) > (CLQ — bg) (CL3 — bg) .

Observemos que si ocurriese a; = by 0 ay = by, entonces
|a2—62] |a3—b3\ = (ag—bg)(ag—bg) S (bl—al)(b4—a4) :0,

por lo que se tendria que as = by 0 a3 = b3. En tal caso, Ay B tendrian dos
esquinas correspondientes en comun, pero esto es imposible por hipétesis.
Por lo tanto, deducimos que a; < by y ay < by. Utilizando el Corolario
3.1.3, a; < by implica que y; > 0, vy a4 < by significa que y» > 0. En
cualquier caso, (I45) > 0, por lo que la condicién anterior es equivalente

aA=xB.
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s Caso 3: Supongamos que by < a3 < as < by y a3 < by < by < a4. En
este caso, las posiciones relativas que podrian darse vienen descritas en la

Figura 3.14.

L,/ RN \ , l ~ Lo N
by agxy a by azhbix by a by ar x@ by ag by xo by &y

Figura 3.14: Posiciones relativas del caso 3: by < a1 < az < by y ag < bg < by < ay.

De esta forma:

Ilag= [y2, 1] y Ipa= [07 ?J1] ) si 1 < Yo,
Iag=1[y1,1] v Ipa=][0,v1] sl Y1 = Yo,
Iap=[y1,1] v Iga=1[0,v0], si Y1 > yo.

En cualquier caso,

L4 = [max{y;,y2}. 1] y Iga=[0,min{y;,y}|.
Entonces
plag) > plsa) < 1—max{y,ye} > min{y,y.}
& min{y, y} +max{y;,y.} <1 & yi+y <1
=4 |a1—b1]|a4—b4|§\a2—b2||a3—b3|

54 (&1 — bl) ((14 — b4) < (bg — Clg) (bg — a3) .
Observemos que si ocurriese que as = by 0 az = bz, entonces
|a1 — b1 | [as — by | = (a1 — b1) (ag — by) < (bo — az) (b3 — a3) =0,

por lo que se tendria que a; = by 0 ay = bs. En tal caso, Ay B tendrian dos
esquinas correspondientes comunes, pero esto es imposible por hipotesis.
Por lo tanto ay < by y az < bs. Por el Corolario 3.1.3, as < by implica que
y1 < 1,y ag < bs significa que y» < 1. En cualquier caso, u(I45) > 0, por

lo que la desigualdad anterior es equivalente a A < B.
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s Caso 4: Supongamos que by < a; < as < by y b3 < asz < ag < by. En
este caso, las posiciones relativas que pueden adoptar las graficas de los

numeros difusos estan representadas en la Figura 3.15. Por lo tanto:

| » . . L | | L . . . . N |
byasxy a by by agx ay by by ar x@ by bs az x2 as by

Figura 3.15: Posiciones relativas del caso 4: by < a1 < as < by y bg < ag < aq < by.

Iag=[y1,y2] v Ipa=9, si oy < o,
]IA,B = HB,A = {y1}7 sl y1 = Yo,
lap=2 y Iga= [y27y1] ) si y1 > yo.

Siy; > yo, la condicién A < B no ocurre. Si y; < ys, entonces p(lap) =
yo —y1 > 0 = p(lg.a), por lo que la condiciéon A < B seria cierta. Final-
mente, si y; = yo, entonces p(lyp) = p(lp.4) = 0, por lo que tendriamos
que A < B si, y sélo si, A <s; B. Teniendo en cuenta el apartado 3 del

Corolario 3.1.3, deducimos:

1 < Yo,
A<LB & 0

=1y y A<gB
[ Jai— by | |az —bs| < |as — by | |as — by |,
= o)
[ lar —bi] Jaz —b3| =]ag —ba2| |as —bs| y A<ZsB
( ((11 — bl) (a3 —b3) < (be — CL2) (b4 - CL4) )
= 0
. (Cll—b1><a3—b3):(bg—a2)<b4—&4> y ASE B

Observemos que si ocurriese as = by 0 ay = by, entonces

|a1—61] |a3—bg|:(b1—a1)(b3—a3)S(bg—ag)(b4—a4)20,
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por lo que se tendria que a; = by 0 ag = bs. En tal caso, Ay B tendrian dos
esquinas correspondientes comunes, pero esto es imposible por hipotesis.

Por lo tanto, en este caso, as < by y ay < by.

Reescribimos el resultado anterior en términos de cocientes.

Corolario 3.4.5 Bajo las hipétesis del Lema 3.4.4, A < B si, y sélo si, se verifica

uno, y sélo uno, de los siguientes casos (que son exhaustivos e incompatibles):

(c1) a1 < by, ag > by, a3 < bz, ag > by y

ay —by ay—by

<1
al—bl a3—b3

o
ag—bg CL4—b

4
=1 <s B.
al—bl CL3-b3 y A_E

(c2) a1 < by, ag > by, a3 > bz, ag < bygy

as —by ag—bs

<1.
a1—61 CL4—b4_
(c3) a1 > by, ag < by, a3 < bz, ag > by y
al—bl_a4—b4<1'

CLQ—bQ (Zg—b3_

(c4) a1 > by, ag < by, a3 > b3, ag < byy

a; —by az—bs

< 1,
az — by ay— by

o
al—bl CLg—b

3
=1 <s B.
a2—b2 CL4—b4 y A_E

DEMOSTRACION : Sé6lo hay que destacar que, en todos los casos, los numeradores
son no negativos y los denominadores son negativos, por lo que el producto es

no negativo (no es necesario considerar sus valores absolutos). |
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Si utilizamos las diferencias §; = a; — b; para cualquier i € {1,2,3,4}, obte-

nemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.6 Bajo las hipétesis del Lema 3.4.4, A < B si, y sélo si, se verifica

uno, y sélo uno, de los siguientes casos (que son exhaustivos e incompatibles):

(Cl) 51<0,5220,53<0,5420 y

(52(54 5254
1 =1 <sB |.
50 o ° (5163 oA )
09 03
(CQ) (51<0,(5220,(5320,(54<0 y <1
0104
0104
(Cg) 5120,52<O,53<0,(5420 y <1
09 03
(04) (5120,(52<O,5320,54<0 y
0103 0103
6254<1 o (5254 y -A_EB)

En la Figura 3.16 podemos encontrar una interpretacion de las diferencias

{6;}i_, que intervienen en el corolario anterior.

b1 01 & X1 a by bs az X u 04 by

Figura 3.16: Representacién gréfica de las cantidades {d;}5_;.

3.5. Clasificaciéon incompatible y exhaustiva

Toda vez desarrollado el estudio acerca de la relacion binaria < que hemos

expuesto en las secciones anteriores, en esta secciéon resumimos todos los casos
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estableciendo una afirmacion que sirve para aclarar sin ambigiiedad cudndo un
niumero difuso trapezoidal es menor o igual que otro nimero difuso trapezoidal
al involucrar la mencionada relacion binaria. Para ello, necesitamos el siguiente

resultado previo.

Proposicién 3.5.1 Si Ay B son dos nimeros difusos trapezoidales tales que no
se verifica la propiedad Pap, A £ B % Ay Nap < 1, entonces los lados {4 y {5
tienen un Unico punto comdn y los lados r4 y 75 también tienen un Unico punto

comun.

DemosTRACION : Consideremos la posicion relativa de los lados €4 y /5.

» Es imposible que {4 = {5 ya que N4p < 1.

s Sily < U, el apartado 2 del Lema 3.4.2 garantiza que o se verifica la

propiedad P4 0 B < A, lo cual contradice la hipdtesis del enunciado.

» Sily > U, el apartado 3 del Lema 3.4.2 asegura que A < B, lo cual no

ocurre por hipdtesis.

Como los casos anteriores son imposibles, entonces necesariamente los lados
{4y {5 tienen un unico punto en comun. Razonando de forma similar se puede
probar que los lados 74 y rg también deben de tener un tinico punto en comun.

Resumimos todos los resultados obtenidos en las secciones previas en el si-
guiente resultado de ordenacién de nimeros difusos trapezoidales bajo la rela-

cién binaria <.

Teorema 3.5.2 Sean A = (a;/az/as/as) y B = (b1/b2/b3/bs) dos niimeros di-
fusos trapezoidales (tales que a1 < as < az < agy by < by < bg < by). Entonces
A < B si, y sélo si, se verifica uno, y sélo uno, de los siguientes casos (que son

exhaustivos e incompatibles):
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(V) A<.B.

(Uy) A%.B y se verifica la propiedad P4 5.

(Uy) A£.B, A<sB y (A<BoB<.A.
(W) AZ.B, A<y B, Nag>2 y AZB£A

(U5) A £. B, no se verifica la propiedad P45, A%« B £ A Nag <1l y
se verifica uno, y sélo uno, de los siguientes casos:

(c1) a1 < by, ag > by, ag < bz, ag > by y

(bl — al) (b3 — CL3) > (&2 — bg) (0,4 — b4) ,

(@)

(bl - al) (b?: - CLS) = (az - 52) (Cl4 - b4) y A<sB.

(o) a; < by, ag > by, a3 > b3, ay <by y

(ag — b2) (a3 — b3) < (b1 — a1) (bs — aa) .
(c3) a1 > by, ag < by, a3 < bz, ag >by 'y

(a3 —b1) (ag — by) < (by — ay) (by — a3) .
(cy) a; > by, ag < by, a3 > b3, ag < by 'y

(0,1 — bl) (CLg — bg) < (bg — CLQ) (b4 — CL4) ,

(o}

((ll — bl) (a3 — bg) = (bg — CLQ) (b4 — a4) Yy .A SE B.
DEMOSTRACION : (=) Supongamos que A < B. Si A <. B, entonces (¥;) se
verifica. En los siguientes casos, supongamos que A £. B.

Si se verifica la propiedad P4 g, entonces (¥2) se verifica. En los siguientes

casos, supongamos que A £, B y que no se verifica la propiedad P4 5.

Si A< BobB < A, el Lema 3.3.2 garantiza que A <y, B, por lo que

(W3) se verifica. Observemos que los casos (Vs) v (¥3) son incompatibles por la
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Proposicién 3.2.3. En los siguientes casos, supongamos que A ﬁc B, que no se

verifica la propiedad Pap y que A £ B £ A.

Si Nag > 2, el Lema 3.3.6 asegura que A <y, B, por lo que (¥,) se verifica.
Observemos que no es necesario especificar que no se verifica la propiedad P4 s

en (¥,) ya que Ngp > 2 (recordemos el apartado 2 de la Proposicién 3.2.4).

En el siguiente caso, supongamos que A £, B, no se verifica la propiedad
Pas, ALB<L Ay que Nyp < 1. La Proposicién 3.5.1 garantiza que los lados
{4y {5 tienen un unico punto comun y que los lados r4 y rg también tienen un
Unico punto en comun. Entonces, el Lema 3.4.4 es aplicable, y concluimos que

uno, y sélo uno, de los casos (¢;)-(cq) se verifica.

(<) Si (V) se verifica, podemos aplicar el apartado 1 del Lema 3.3.1; si
(¥3) se verifica, podemos utilizar el Lema 3.3.5; si (¥3) se verifica, podemos
usar el Lema 3.3.2; si (Wy) se verifica, el Lema 3.3.6 es aplicable; finalmente si
(U5) se verifica, la Proposicion 3.5.1 garantiza que los lados ¢4 y {5 tienen un
unico punto comun y los lados r4 y rz también tienen un tinico punto comun,

y concluimos que A < B por el Lema 3.4.4. [ ]

La siguiente consecuencia fue anunciada, pero no probada, en [56, Teorema

21].

Corolario 3.5.3 Sean A = (a;/az/a3) y B = (b1/by/bs) dos nimeros difusos
triangulares (tales que a; < as < agy by < by < b3). Entonces A < B si, y sélo si,
se verifica uno, y sélo uno, de los siguientes casos:

(

e ap=0by y a;+az<0b+bs;
.b2<CL2 Yy a1<bl<bg<a2<a3<b3 Yy
(by —a1) (bs — az) > (52—6L2>2;

g
o aj; <by;

o az < bs;
o ay < by y
(o] b1<a1<a2<b2<b3<a3 y

(bl — al) (bg — a3) S (bg — a2)2 .
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Condiciones para A < B

ly=10p A< B

se verifica P4
/

B<Ay A<y B

Iy < lp °

€A>£B ASBYASEJB

A =TB ASEB

se verifica Pap

’I“A>T3 BSAy.ASZB

Cants={ $17U1 Nap > 2 A<s B
TAmng* $21y2 /02
NAB< 1

(04)

Figura 3.17: Esquema para ordenar niimeros difusos trapezoidales.
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Un esquema sobre cémo podemos establecer que A < B puede observarse en

la Figura 3.17.

3.6. Ejemplos ilustrativos de clasificacion de

numeros difusos trapezoidales

En esta seccion ilustramos como aplicar la metodologia de ordenacion difusa
propuesta en las secciones anteriores en el caso particular de que se consideren
niumeros difusos trapezoidales. Aunque muchos de los procedimientos fueron di-
senados para ser aplicados con ntimeros difusos arbitrarios (es decir, no necesa-
riamente trapezoidales), en la préctica, la mayoria de los ejemplos que podemos
encontrar en la literatura sobre este tema se llevaron a cabo considerando ntime-
ros difusos triangulares (porque son los mas sencillos tanto de manejar como de
interpretar) o, a lo sumo, nimeros trapezoidales. Con el fin de comparar las
metodologias propuestas por otros autores con el algoritmo aqui desarrollado,
nosotros consideraremos los propios ejemplos que los investigadores manejaron y
estudiaron en el pasado, con objeto de contrastar sus resultados con los nuestros.
Finalmente también pondremos a prueba el método de ranking aqui propuesto
mediante el estudio de un caso complejo que involucra a tres nimeros difusos

trapezoidales con posiciones relativas “entrelazadas”.

Ejemplo 3.6.1 En [2/, Conjunto 8] los autores consideraron los siguientes

nimeros difusos (véase la Figura 3.18):

A=(0/0.4/0.6/0.8), B=(0.2/0.5/0.5/0.9) y C=(0.1/0.6/0.7/0.8).

El Lema 3.3.5 garantiza que A < B y A < C ya que se verifican las propie-
dades P4 y Pac. Para comparar B y C, como sus lados se cortan en un inico
punto comun, by > c¢1, by < ¢a, by < 3, by > ¢4, Y

bl—Cl b4—C4 . 02—-0.1 09-0..8
bQ—CQ bg—Cg - 0.5—-0.6 05—-0.7

=05<1
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1F —c -

<N \C

7 - N \
\
/’// \
/’/ » B

’,,/ | | \ n |
0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 3.18: Numeros difusos del Ejemplo 3.6.1.

entonces el Corolario 3.4.5 garantiza que B < C. De forma andloga, como C < B

es falsa, entonces B < C, por los que concluimos la ordenacion A < B < C.

En la Tabla 3.1 comparamos nuestros resultados con los obtenidos mediante la

aplicacion de metodologias previas (que pueden encontrarse en [24]). Anadimos

el asterisco (*) para aquellos resultados que, en nuestra opinidn, no son acordes

con la intuicion humana.

Tabla 3.1: Los resultados del ranking de los ntimeros difusos del Ejemplo 3.6.1.

Metodologia Ranking
Método de Yager ([68], 1978) A=<C=<B (¥
Método de Murakami y otros ([50], 1983) A<C=<B (¥
Método de Cheng ([25], 1998) A<B=<C
Método de Chu and Tsao ([27], 2002) A<B=<C
Método de Chen and Chen ([21], 2009) A<B<C
Método de Chen y K. Sanguansat ([24], 2011) A<B=<C
Método propuesto A<B=<C

Obsérvese que también hubiésemos podido llegar a la misma ordenacion

calculando los siguientes ntimeros:

|ay — by |

10.8 —

0.9] 1

AB
Yo

" Jas—by| +ar—bi|  [06-05]+[08-09] 2
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AC |y — 4

T las —c3 |+ as — c4 -0

BC [b1 —c1 | _ |0—01] _1
N T T —e [+ be—ca| [0—01]+]05-06] 2
BC |b4—C4| |09—08| 1

Y T e ba—ca| [05-07]+]09-08] 3
Por lo tanto, H.A,B = [07 1/2]7 ]IB,.A = @, ]IB,C = [1/27 1]7 ]IC,B = [07 1/3]7 HA7C = [07 1]
y Ica =0, porlo que A< B <C.

Ejemplo 3.6.2 En [23, Ejemplo 4] los autores consideraron los siguientes nime-

ros difusos (véase la Figura 3.19):

A, = (0.6/0.7/0.7/0.8), As = (0.4/0.5/0.6/0.7), As = (0.2/0.5/0.5/0.8),
Ay = (0.3/0.4/0.4/0.9) y As=(0.1/0.2/0.2/0.3).

Figura 3.19: A; enrojo, As en azul, Ajz en verde, A4 en morado y As en rosa (Ejemplo

3.6.2).

Aplicando la metodologia propuesta, deducimos que A5 < Az ~ Ay < As <
Ai. Observemos que Az ~ Ay. Los nimeros difusos Ay, Az, Ay y As también
fueron considerados en [23, 34, 46, 60, 70], obteniendo los resultados de ranking
recogidos en la Tabla 3.2.

Destacamos que el método de Chen lleva a la ordenacion As ~ Ay, de la cual
pensamos que no es razonable. Observar también que el método de Thorani, Rao

y Shankar da lugar a la ordenacion Ay < As, que es dificil de interpretar.

Ejemplo 3.6.3 En [73], los autores desarrollaron una nueva metodologia de

ranking de niumeros difusos, denominada Anélisis de Aceptabilidad de Rango
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Tabla 3.2: Los resultados del ranking de ntimeros difusos del Ejemplo 3.6.2.

Metodologia Ranking

Método de Yager ([70], 1981) As < A3 ~ Ay < Ay
Método de Liou and Wang ([46], 1992)

(a=loa=050a=0)
Método de Fortemps and Roubens ([34], 1996) As < Az ~ Ay < Ay
Método de Chen ([23], 2001)

(f=108=0505=0)
Método de Thorani, Rao and Shankar ([60], 2012) As < Ay < A3 < Ay
Método propuesto As < A3 ~ Ay < A

As < Az ~ Ay < Ay

As ~ A1 < A3 ~ Ay (*)

Difuso (FRAA), que proporciona un grado de confianza (expresado mediante un
nimero real) acerca de la ordenacion de cada pareja de nimeros difusos. En su
trabajo, dichos investigadores mostraron algunas propiedades de la metodologia
de ordenacion FRAA y la correspondencia con los axiomas bdsicos para orde-
nar numeros difusos. En dicho articulo se consideraron los siguientes nimeros
difusos triangulares (que son muy similares entre si) con objeto de ilustrar que
tanto la relacion de preferencia Integral como la relacion de preferencia de Yuan

no son transitivas.
Conjunto 1:  A; = (11/13.95/16.91), A, = (13.9/13.95/14) y
As = (10/14.95/16.29) .
Conjunto 2: By = (11/13.95/16.91), By =(13.9/13.95/14) vy
By = (10/14.95/16.3) .
Conjunto 3: C; = (11/13.95/16.9), Cy =(13.9/13.95/14) vy
C; = (10/14.95/16.3) .

La Figura 3.20 representa grdficamente los nimeros difusos del conjunto 1.
No merece la pena representar los numeros difusos de los conjuntos 2 y 3 ya
que, a simple vista, obtendriamos la misma grdfica (los niumeros considerados

en los tres conjuntos son muy similares). La Tabla 3.8 resume la ordenacion que
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Figura 3.20: Numeros difusos del Ejemplo 3.6.3.

se obtiene aplicando los distintos procedimientos.

Tabla 3.3: Resultados del ranking de ntimeros difusos del Ejemplo 3.6.3.

Metodologia

Conjunto 1

Ranking

Conjunto 2

Conjunto 3

Ranking Integral (<r)
Ranking de Yuan (<y)

Médodo propuesto

Ay <1 Az <51 A2 <1 Ay
Az <y A1 <y As

.A2-<A1-<A3

Ba <1 B1 <1 B3 ~1 B2
B2 <y B1 <y B3

Bs < B1 < B3

C1 <1 C3~1Ca~p (g
C1 ~y C2 <y C3

C1~C2<Cy

De acuerdo con la Tabla 3.3, la relacion de preferencia Integral no es una
relacion binaria transitiva, la cual es una propiedad comun con la metodologia
propuesta. Fsta tabla ilustra algunos tipos de ausencia de transitividad a través

de la relacion de preferencia Integral.

Ejemplo 3.6.4 Consideremos los siguientes niumeros difusos trapezoidales

(véase la Figura 3.21):

A=(05/3.2/4.2/58),

B=(1/3/4/6) y C=(1.5/2.5/3.5/6.2).

Todas las comparaciones entre las parejas de numeros difusos que podemos
hacer con los niumeros anteriores son complicadas ya que los lados izquierdos y
derechos de cada uno de los posibles nimeros difusos comparados se cortan en
puntos comunes unicos. No obstante, podemos aplicar repetidamente el Corolario
3.4.5. En tal caso, obtenemos la ordenacion C < A < B. Este caso es particu-

larmente enrevesado porque todos los intervalos Iy g = [0,1/2], Ig 4 = [5/7,1],
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Figura 3.21: Numeros difusos del Ejemplo 3.6.4.

Igec=10,2/7], Ieg = [1/2,1], Iac = [0,4/11] elc 4 = [10/17,1] son no triviales

y complicados de obtener.

En la Tabla 3.4 comparamos nuestra metodologia de ordenacion difusa con
los procedimientos de ranking introducidos por otros investigadores con anterio-
ridad. Se pueden observar varios ordenamientos posibles, pero ninguno de ellos
puede ser evaluado con la etiqueta “sin sentido” ya que la posicion relativa de

los nimeros considerados es ciertamente particular.

Tabla 3.4: Resultados del ranking de ntimeros difusos en el Ejemplo 3.6.4.

Metodologia Ranking

CV distribucién uniforme de Cheng ([25], 1998) A<B=<C
CV distribucién proporcional de Cheng ([25], 1998) A <C < B

Método de Yao y Wu ([71], 2000) A~C=<B
Método de Chu y Tsao ([27], 2002) C<A<B
Método del centroide Wang ([65], 2008) A<B=<C
Método de la distancia de Wang([65], 2008) A<B=<C
Método de Abbasbandy and Hajjari ([3], 2009) C<B=<A
Método propuesto C<A=<B

Finalizamos este capitulo poniendo de manifiesto que, como puede observarse

en todos los ejemplos de ordenacion anteriores con nimeros difusos triangulares
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y trapezoidales, la metodologia de ordenacion propuesta por Roldan Lopez de
Hierro et al. en [56] es acorde a lo que nos dicta nuestra intuicién, lo cual la
convierte en una poderosa herramienta de clasificacién en varios campos cientifi-
cos en general, con aplicaciones especialmente interesantes en los d&mbitos de la

computacion y de la toma de decisiones (como estamos estudiando actualmente).

A. Marquez






CAPITULO 4

Posibles aplicaciones estadisticas y
desarrollo de la libreria

RankingTwoTraFNs implementada en

R

El presente capitulo estd dedicado a la descripcion del codigo fuente y a
la utilizacién del la libreria RankingTwoTraFNs que hemos desarrollado! para
ser ejecutada en el entorno de programacién R (o R Studio) y que, indicando
las esquinas de los dos numeros difusos trapezoidales que deseamos ordenar, es

capaz de desarrollar todos los calculos necesarios para determinar su ranking.

Esta libreria ha sido desarrollada con objeto de dar a conocer nuestro méto-
do de ranking con numeros difusos trapezoidales a la comunidad cientifica en
general de manera que, quien lo desee, pueda comparar esta metodologia con

procedimientos anteriores o algoritmos que se desarrollen en el futuro.

Esta libreria ha sido programada en R para ponerla al alcance, en forma
de software libre, de cualquier persona interesada en la misma, utilizando una

cantidad de recursos muy pequena y sin necesidad de hacer uso de otros pro-

'Desde aqui deseo agradecer a mi compaifiero Miguel Sanchez Maldonado por ayudarme a

desarrollar todos los algoritmos que se describen en el presente capitulo.
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gramas mas complicados para que realicen los cdlculos necesarios (en concreto,

no hemos necesitado Python ni Mathematica).

Antes de comentar los detalles de dicha libreria y con objeto de describir
una posible aplicacion de la misma en un contexto estadistico, vamos a poner
un ejemplo (enmarcado en el campo de la toma de decisiones) en el que se pone
de manifiesto la necesidad de emplear una herramienta informatica como la
que hemos desarrollado para ordenar, de forma rapida y eficiente, las opiniones
subjetivas (expresadas a través de ntimero difusos triangulares o trapezoidales)
de un grupo de expertos que tratan de llegar a un cierto nivel de consenso

respeto de un tema concreto.

4.1. Una metodologia de consenso basada en

un ranking difuso

Entre las numerosas aplicaciones que puede tener en el A&mbito de la Estadisti-
ca el uso de metodologias de ordenacion de nimeros difusos y el establecimiento

de rankings, en esta seccion destacamos la bisqueda de consensos.

Los métodos de consenso, aunque no son técnicas que impliquen un diseno
muestral estricto en cuanto a la seleccién de las personas que han de formar
el comité de expertos (son elegidas sin que intervenga el azar) ni se realiza
una determinacién del tamano de muestra (no es representativo numéricamente
de la comunidad de profesionales que podrian opinar), utilizan cuestionarios
para la recogida de informacién y emplean medidas estadisticas de agregacion
para obtener sus conclusiones. El objetivo de esta técnica es obtener el grado de
consenso o de acuerdo entre los especialistas en una tecnologia, un proceso social

o un problema planteado en lugar de dejar la decisién a un tnico profesional.

Su aplicacion se inicia reuniendo un grupo de expertos y elaborando un cues-
tionario al que debe responder cada experto. En realidad los miembros del mismo

nunca se llegan a reunir; de hecho, cada participante desconoce quiénes son las
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otras personas que participan en el estudio. La forma tradicional de responder
al cuestionario consiste en utilizar escalas de calificacion clasicas, por ejemplo,
escalas de Likert de 5 6 7 puntos. En una escala de Likert de 5 niveles, las
posibles respuestas acostumbran a ser etiquetas lingiiisticas del siguiente tipo:
“Totalmente en desacuerdo”, “En desacuerdo”, “Ni de acuerdo ni en desacuer-
do”, “De acuerdo” y “Totalmente de acuerdo”. Ademés de elegir una respuesta,
el experto dispone de un campo abierto en cada item para explicar brevemente
su opinién. Una vez que se han obtenido todas las respuestas, se analizan los
resultados globales y se elabora un informe valorando, de forma global, los jui-
cios de los expertos (utilizando para ello medidas cuantitativas y comentarios
escritos). Si se observa que no hay consenso en alguna de las cuestiones sobre las
que se ha preguntado, estos informes sirven de retroalimentacién a los mismos
expertos, a los que se les vuelve a pedir su opinion, iniciandose una nueva ronda
de consultas (usualmente, con el mismo cuestionario). A lo largo de la misma,
los expertos vuelven a evaluar sus opiniones teniendo en cuenta los mencionados
informes, y el objetivo final es el de alcanzar el consenso a lo largo de un nimero
finito de rondas. El proceso puede repetirse varias veces o bien hasta alcanzar el
consenso unanime (lo cual es muy complicado) o bien hasta alcanzar un cierto
nivel aceptable de consenso. Finalmente, el responsable del estudio elaborara

sus conclusiones a partir de la explotacién estadistica de los datos obtenidos.

Para intentar llegar a un cierto nivel de consenso se tienen en cuenta ciertos

criterios (véase [37]), entre los que destacamos los siguientes :

= Un nimero acordado de rondas. Los diferentes trabajos consultados indi-
can que utilizar tres rondas suele ser suficiente para identificar los puntos

de consenso.

= Establecer un cierto nivel de acuerdo. En algunos estudios, el consenso se
define como un 51 % de acuerdo entre los expertos. En otros estudios, el
consenso en un item se alcanza si al menos el 80 % de los expertos elige

uno de los dos niveles més altos de la escala (en una escala de Likert de
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5 niveles, significaria que el 80 % de las respuestas fuesen “De acuerdo” o

“Totalmente de acuerdo”).

Utilizar la media y la desviacion tipica. En algunos estudios, obtener una
media en la respuestas con un rango aceptable (media +0.5), con un coe-

ficiente de variacién aceptable también se considera consenso.

Utilizar mediana y rango relativo intercuartilico (RRQ). En una escala de
Likert de 10 niveles, se alcanza el consenso si el RRQ no es superior a 2
unidades. En escalas de Likert de 5 niveles, el consenso se alcanza si el

RRQ es 1 o menos.

Coeficiente de variacién. Obtener un coeficiente de variacion de 0.5 o in-

ferior se acepta como indicador de un acuerdo razonable.

Observar una disminucién consistente entre la primera y la segunda ronda
en el nimero de items a valorar también es indicativo de un aumento en

el nivel de consenso.

Son numerosas las medidas estadisticas que se utilizan. Mientras que algunos

autores recomiendan utilizar la media y la desviacién tipica, Murphy y otros [51]

se inclinan por usar la mediana y el rango intercuartilico mejor que las anteriores

en estudios Delphy ya que son, generalmente, més robustas cuando se usan junto

a escalas de Likert.

En algunos estudios, se utiliza el coeficiente W de Kendall para determinar el

grado de acuerdo entre varios expertos. En la pagina web [80] podemos encontrar

una forma resumida para su calculo, como describimos a continuacion.

1. Ordenar las observaciones por rangos, en funcién de la posible variable

independiente.

2. Efectuar la sumatoria de los rangos en funcién de cada variable.

3. Obtener la sumatoria de la sumatoria anterior y obtener un promedio.
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4. Calcular las diferencias obtenidas entre la sumatoria y el promedio, ele-

varlas al cuadrado y sumarlas. Lo anterior es el valor S.
5. Aplicar la ecuacién para obtener el ajuste dado por las ligas o empates.
6. Aplicar a ecuacién coeficiente de concordancia de Kendall (V).

7. Transformar W en Chi-cuadrada y calcular los grados de libertad, gl =

N —1.

8. Decidir si se acepta o se rechaza la hipétesis.

No basta con saber si W esta mas proximo a 0 o a 1 sino que, ademés, debe-
mos conocer si W es significativamente distinta de 0 para rechazar la hipdtesis
de concordancia casual. Es decir, no es suficiente calcular el coeficiente, hay que

hacer la prueba de hipétesis indicada para verificar un resultado significativo.

Aunque los métodos tradicionales de Delphi han sido ampliamente acep-
tados como una herramienta efectiva y se han utilizado en una amplia gama
de aplicaciones, todavia existen problemas de ambigiiedad e incertidumbre en
las opiniones de expertos. La medicion de un juicio humano se considera un
fenémeno emocional, complejo de percepcién, subjetivo y personal que invo-
lucra muchos dominios de una experiencia de vida individual. En general, las
escalas de calificacién cldsicas (por ejemplo, escalas Likert de 5 6 7 puntos)
consideran nimeros enteros para medir el pensamiento humano. Sin embargo,
debido a la complejidad y la incertidumbre que intervienen en un juicio humano,

es muy dificil dar un valor numérico exacto para determinarlo.

La teoria de conjuntos difusos ofrece una posible forma de superar este pro-
blema. Kaufmann y Gupta [41] fueron los primeros en proponer un procedi-
miento mas completo denominado Método Fuzzy Delphi (FDM). Los estudios
de Delphi consideran diferentes criterios para la determinacion del consenso. En
[41], se utilizo la teorfa de conjuntos difusos solicitando a los participantes que
diesen un juicio basado en una estimacién de tres puntos (es decir, aportan-

do valores pesimistas, moderados y optimistas). A continuacién, se tuvieron en
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cuenta los nimeros difusos triangulares que se podian considerar a partir de las
respuestas dadas y se calculé la media. El proceso termina cuando las distancias
entre las respuestas dadas por todos los expertos individualmente y las medias
para todos los items de la encuesta satisfacen un determinado criterio (o valor).
En un contexto de incertidumbre, en esta Memoria proponemos utilizar una
nueva relacion binaria difusa introducida para determinar el porcentaje de res-
puestas difusas que son mayores de un nimero difuso que indique “De acuerdo”

y “Muy de acuerdo”.

En concreto, proponemos que pudiera llevarse a cabo un proceso como el
siguiente. A un comité de expertos, representados por Ei, Fs,..., E,, se les
pregunta sobre m items o criterios de decisién. Sean AF = (af /bF /ck) niimeros
difusos triangulares que representan el nivel de acuerdo difuso asignado a la
alternativa A; (por ejemplo, el nivel de acuerdo en la traduccién al espanol de un
item de una escala aceptada internacionalmente para medir la calidad de vida de
un enfermo) por el experto Ej, para el i-ésimo criterio (donde i € {1,2,...,m}y
ke {1,2,...,n}). En las siguientes lineas, describimos un algoritmo que permite

aplicar un método Delphi difuso de consenso.

Paso 1: Crear un grupo de expertos.

Paso 2: Enviar por correo electrénico el cuestionario a los diferentes expertos
y recopilar las respuestas. En este paso, se invita a los expertos a responder
al cuestionario utilizando una escala de calificacién difusa con formato de
respuesta libre, el cual involucra nimeros difusos triangulares (los cuales

también podrian ser trapezoidales si asi se estableciese desde el principio).

Paso 3: Obtener el porcentaje de acuerdo y el nimero de comentarios rea-
lizados. En esta propuesta, el nimero difuso que indica “De acuerdo” y
“Totalmente de acuerdo” pudiera ser, por ejemplo, C' = (7/8/9) en una
escala de 0 a 10. Calcular el nimero de casos en los que se verifica C < Af

para cada item i € {1,2,...,m} y el correspondiente porcentaje de acuer-

do.
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Paso 4: Identificar un criterio de consenso basado en el porcentaje de califica-
ciones del acuerdo y el nimero de comentarios. Por ejemplo, mds del 80 %
de acuerdo entre expertos y 0 comentarios pueden considerarse consenso.
Si el criterio de consenso se cumple, se detiene el proceso, y si el criterio

de consenso no se cumple, se continua al siguiente paso.

Paso 5: Informar de los resultados a los expertos y modificar el cuestionario

a tenor de los comentarios de los expertos, y volver al Paso 2.

Disponer de una metodologia de ranking difusa (como la que hemos maneja-
do en esta Memoria a través de la relacién binaria difusa <) también permitiria
obtener coeficientes W de Kendall, coeficientes de Spearman, medianas, etc., a

partir de datos difusos.

Para acabar esta seccién, destacamos que muchos procesos tecnolégicos y re-
lacionados con la salud necesitan que se alcance un cierto nivel de consenso para
su aprobacion. Los métodos que se proponen en esta Memoria son faciles en-
tender y de aplicar, algo que no siempre ocurre cuando se consideran respuestas

difusas en los juicios de los expertos.

Para agilizar la aplicacién de estos métodos es conveniente disponer de una
herramienta informatica que permita ordenar ntimeros difusos segun la meto-
dologia aqui mostrada. Dedicamos las siguientes secciones a describir la libreria

en R que hemos desarrollado para este fin.

4.2. Instalacion de la libreria

Para poder utilizar la libreria que hemos desarrollado, es necesario instalar,

en el orden que se indica, el siguiente software.

1) Instalar el programa R [77] descargando los archivos necesarios desde la

siguiente pagina web:
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https://www.r-project.orq/

2) Por comodidad, sugerimos instalar el programa R-Studio [78] desde la si-

guiente pagina web:
https://rstudio.com/

3) Teniendo abierto el programa R-Studio, instalar la libreria FuzzyNumbers
[79] (en nuestro caso, desde un directorio local en el que hemos descargado

el archivo adecuado).

install.packages("C:/FuzzyNumbers_0.4-6.tar.gz",

repos = NULL, type = "source"

4) Dentro también del programa R-Studio, ejecutar el siguiente comando para

instalar la libreria RankingTwoTraF Ns:

install.packages("C:/RankingTwoTraFNs_0.1.0.tar.gz",

repos = NULL, type = "source")

De esta forma, ya estaremos listos para utilizar, dentro de R-Studio, las
funcionalidades que aporta la libreria, las cuales son descritas en la siguiente

seceidn.

4.3. Funciones implementadas en la libreria

Toda vez que hemos instalado las librerias anteriores, el programa R-Studio
habrd almacenado los archivos necesarios para poder utilizar las funciones que
llevan implementadas sin necesidad de volver a instalar los paquetes al completo.

Para ello, s6lo sera necesario cargar las librerias adecuadas de la siguiente forma:

library (FuzzyNumbers)
library(RankingTwoTraFNs)
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En este momento, la funcion menu() que describiremos mas adelante ya nos
permitiria introducir y ordenar los niimeros difusos trapezoidales que deseemos.
No obstante, a continuacion vamos a describir las lineas de cédigo que se han

implementado para llevar a cabo el proceso descrito.

Supongamos que deseamos ordenar dos nimeros difusos trapezoidales A =
(a1/as/as/ay) y B = (b1/ba/b3/by) de los que conocemos sus respectivas cua-
tro esquinas. De cara al programa, identificaremos dicho ntimeros difusos como
vectores en R descritos como FNa = c(ay,as,a3,a4) y FNb = c(by, by, b3, by).

Describimos las funciones implementadas.

(X) La funcién LeftInterval(a,b) toma como argumentos dos vectores a =
c(al,a2) y b = c(bl,b2) que representan las dos esquinas inferiores de
cada uno de los numeros difusos A y B, a saber, a1, as, by y by, y devuelve
el subintervalo compacto (cerrado y acotado) I C I formado por todos
aquellos valores « tales que a, < b,. Dicho intervalo viene descrito como
un vector ¢(«, 3), donde a 'y § son los extremos de dicho intervalo. Si dicho
intervalo es vacio, devuelve el vector ¢(-1,-1) (en lo que sigue, utilizamos

el nimero —1 para indicar si hay algun error).

LeftInterval= function(a,b){

al<-al[1]

a2<-al2]

b1<-b[1]

b2<-b[2]

if (al<= bl && a2 <= b2){
return(c(0,1))

} else if(bil<al && b2<a2){
return(c(-1,-1))

} else if(al<=bl && bl<=b2 && b2<= a2){
yl<-abs(al-b1l)/(abs(al-bl) + abs(a2-b2))

return(c(0,y1))
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} else if(bl<=al && al <= a2 && a2<= b2){
yl<-abs(al-b1l)/(abs(al-bl) + abs(a2-b2))
return(c(y1,1))
} else{# some paremeter is wrong
cat(paste("Something’s wrong:

Failure in function -LeftInterval-."))

(X) La funcién RightlInterval(a,b) toma como argumentos dos vectores a =
c(a3,ad) y b = c(b3,b4) que representan las dos esquinas superiores de
cada uno de los numeros difusos A y B, a saber, as, a4, b3 y by, y devuelve el
subintervalo I C I formado por todos aquellos valores « tales que @, < b,.
Dicho intervalo viene descrito como un vector ¢(a, 3), donde o y 8 son los

extremos de dicho intervalo. Si dicho intervalo es vacio, devuelve el vector

c(-1,-1).

RightInterval= function(a,b){

a3<-a[1]

ad4<-a[2]

b3<-b[1]

b4<-b[2]

if (a3<= b3 && a4 <= b4){
return(c(0,1))

} else if(b3<a3 && bd<ad){
return(c(-1,-1))

} else if(a3<=b3 && b3<=b4d && bid<= ad){
y2<-abs(a4-b4)/(abs(a3-b3) + abs(ad-b4))

return(c(y2,1))

} else if(b3<=a3 && a3 <= ad && ad<= b4){

y2<-abs(a4-b4)/(abs(a3-b3) + abs(a4-b4))
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return(c(0,y2))
} else{# some paremeter is wrong
cat(paste("Something’s wrong:

Failure in function -RightInterval-."))

(X) La funcién Intersection(iy,is) toma como argumentos dos intervalos com-
pactos i; e iy (descritos como vectores c(i;1,%j2)) y determina su intersec-
cién iy N iy (también descrita como un vector ¢(«, 3)). Si dicho intervalo

es vacio, devuelve el vector ¢(-1,-1).

Intersection= function(il,i2){
alfal<-i1[1]
betal<-i1[2]
alfa2<-i2[1]
beta2<-i2[2]
if(alfal == -1 || alfa2 == -1){

return(c(-1,-1))

}
else {
if (max(alfal,alfa2)<= min(betal,beta2)){
return(c(max(alfal,alfa?2) ,min(betal,beta2)))
} else{
return(c(-1,-1))
}
}
}

(X)) La funcién Interval(FNa, FNb) toma como argumentos dos nimeros di-

fusos trapezoidales FNa = c(ay,as,a3,a4) y FNb = ¢ (by,bo,b3,b4) y
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devuelve el intervalo I 4 5 visto como un vector ¢(a, ). Si dicho intervalo

es vacio, devuelve el vector ¢(-1,-1).

Interval= function(FNa,FNb){
return(Intersection(
LeftInterval(c(FNa[1],FNa[2]),c(FNb[1],FNb[2])),
RightInterval(c(FNa[3],FNa[4]),c(FNb[3],FNb[4]))
)

(%) La funcién LengthInterval(i) toma un intervalo compacto i (visto como un
vector ¢(a, B)) y devuelve su longitud f — « (que es un niimero real). Si

el intervalo es vacio, devuelve —1.

LengthInterval= function(i){
if(if1]==-1)
return(0)
else

return(i[2]-i[1])

(X) La funcién Decision(F Na, FNb) toma como argumentos dos nimeros di-
fusos trapezoidales FFNa = c(aj,az,as,a4) y FNb = c(by,be,b3,b4) ¥
devuelve TRUE, si A < B, y FALSE, si la ordenacion A < B es falsa.

Decision= function(FNa, FNb){
lengthAB<- LengthInterval (Interval(FNa, FNb))
lengthBA<- LengthInterval (Interval (FNb,FNa))
if (lengthAB>0 && lengthAB>lengthBA)
return(TRUE)
else if (lengthAB==0&&lengthBA==0&& (sum(FNa)<=sum(FNb)))
return(TRUE)
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else

return(FALSE)

(X)) La funcién Ranking2TraFN(FNa, FNb, TextoA, TextoB) toma como ar-
gumentos dos nimeros difusos trapezoidales FNa = c(ay,as,as3,a4) v
FNb = c(by, by, b3, by) y las respectivas etiquetas TextoA y TextoB con

las que deseamos nombrarlos, y devuelve la siguiente cadena de caracteres:

TextoA ~ TextoB, si A< By B=< Ason ciertas a la vez,
TextoA < TextoB, si A< Besciertay B < A es falsa,
TextoA > TextoB, si A< Besfalsay B < A es cierta.

Obsérvese que esta funcion nos solicita las etiquetas lingiiisticas con las que
denotaremos a los nimeros difusos. Es usual llamar “A” a primer ntimero
difuso y “B” al segundo. De esta forma, la funciéon nos ofrecera una de
las tres siguientes salidas: “A < B”, “A ~ B” o “A > B”. No obstan-
te, cuando se trabaja con mas de dos nimeros difusos, es usual emplear
otras etiquetas. En este caso, si escribimos otras etiquetas lingiiisticas,
podriamos obtener salidas como “C' < D”, “Al ~ B2” o “FN1 > FN2”.

Dependera del texto que introduzcamos en los argumentos.

Ranking2FN = function(FNa, FNb, texta, textb){

AlessB<— Decision(FNa,FNb)

BlessA<- Decision(FNb,FNa)

if (AlessB == TRUE && BlessA == TRUE)
return(paste(texta,"™",textb))

else if (AlessB == TRUE && BlessA == FALSE)
return(paste(texta,"<",textb))

else if (AlessB == FALSE && BlessA == TRUE)
return(paste(texta,">",textb))

else

cat(paste("Something’s wrong:
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Failure in function -Ranking2FN-."))

(X) La funcién menu() nos pide las cuatro esquinas de cada uno de los dos
numeros difusos A y B junto con sus respectivas etiquetas TextoA y
TextoB y, tras comprobar que se satisfacen las desigualdades a; < ay <
az < agy by < by < bg < by, devuelve la ordenacién correcta de los nime-
ros A y B utilizando las etiquetas TextoA y TextoB (si no se satisfacen

las desigualdades, devuelve un texto informativo de error).

menu = function(){
# We check that library ’FuzzyNumbers’ is installed
if (!'require(’FuzzyNumbers’))
stop("Please, install library ’FuzzyNumbers’
before continuing.")

library(’FuzzyNumbers’) # start

cat(paste("Insert the quantity of trapezoidal fuzzy numbers
to carry out the ranking"))
cantidadNumeros<-scan(n=1)
# if a positive number has been loaded
if (cantidadNumeros>0) {
# Initializing the vectors for parameters as null
a=NULL
b=NULL
c=NULL
d=NULL
etiqueta = NULL

cat(paste("\nPlease, insert each fuzzy number through

its corners (a,b,c,d) and a label (text)\n"))
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cat(paste("\n(recall b=c if it is triangular)\n"))

cat(paste("\n(make sure a<=b<=c<=d)\n"))

# caption of the corners of the fuzzy numbers
for(i in 1:cantidadNumeros){
cat(paste("\nCorners of the trapezoidal fuzzy
number",i,"are :\n"))
num=scan(nmax =4)
# We check that corners are correctly ordered as
# real numbers
if (num[1]<=num[2] &&num [2] <=num [3] &&num [3] <=num[4] ) {
a=c(a,num[1])
b=c(b,num[2])
c=c(c,num[3])
d=c(d,num[4])
# caption of labels
cat(paste("Insert the label of this fuzzy
number\n"))

etiqueta= c(etiqueta,scan(,what = character(),1))

telse{
cat(paste("Failure:
corners are incorrectly ordered. END."))

return(0)

b
else{
cat(paste("Failure: incorrect quantity of fuzzy
numbers. END."))

return(0)
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# computation of ranking
valorRanking<-Ranking2FN(c(a[1],b[1],c[1],d[1]),
c(al2],b[2],c[2],d[2]), etiquetall],etiquetal[2])

# definition of the trapezoidal fuzzy number for plotting
A<-TrapezoidalFuzzyNumber(a[1],b[1],c[1],d[1])
B<-TrapezoidalFuzzyNumber (a[2],b[2],c[2],d[2])

Al<-as.PiecewiseLinearFuzzyNumber (A, knot.n=0)

Bl<-as.PiecewiseLinearFuzzyNumber (B, knot.n=0)

# computation of the appropriate interval for plotting
FNa<-c(a[1],b[1],c[1],d[1])
FNb<-c(a[2],b[2],c[2],d[2])

ml<-min(FNa,FNb)

m2<-max (FNa,FNb)

1<-m2-m1

11<-m1-0.15%1

12<-m2+0.15%1

# Plotting fuzzy numbers and ranking

plot(Al, xlim=c(11,12), main="Ranking trapezoidal
fuzzy numbers",lwd=2, col="red")

plot(B1l, add=TRUE, 1lwd=2,col="blue")

legend ("topright", legend=c(etiquetall], etiquetal2]),
col=c("red","blue"), lty=c(1,1), title = valorRanking,
bg="1lightblue’)
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4.4. Ejemplos de utilizacién de la libreria

En esta seccién describimos cémo utilizar, en la practica, la libreria desarro-
llada. En primer lugar, cargamos las librerias oportunas, como se muestra en la

Figura 4.1.

> library(FuzzyNumbers)
> library(RankingTwoTraFNs)

Figura 4.1: Cargando las librerfas que se utilizaran.

El siguiente paso es ejecutar la orden menu(). Nos solicitara la cantidad
de numeros difusos trapezoidales que se van a comparar (por ahora, aunque
puede cargar més de dos nimeros, sélo la vamos a utilizar con dos nimeros). a
continuacion nos pedira las cuatro esquinas de cada uno de los nimeros difusos

trapezoidales y sus correspondientes etiquetas (véase la Figura 4.2).

Cuando se han introducido estos datos, el programa realiza una representa-
cién grafica de los dos nimeros difusos, representando el primero en color rojo
y el segundo en color azul. Ademas, escribe una leyenda en la parte superior

derecha en la que indica la ordenacion de los dos nimeros difusos.

Vedmoslo con ejemplos concretos.

» La Figura 4.3 se obtiene al comparar los nimeros difusos trapezoidales
A= (2/5/8/13) y B = (1/6/7/5), resultando la ordenacién “A < B”, es
decir, A < B.

» La Figura 4.4 se obtiene al comparar los nimeros difusos C = (0.8/1.5/2.9/
3.7)y D = (1.1/1.4/4) (este tltimo es triangular), resultando la ordenacién
“C > D7, es decir, C = D.
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> menu()

Insert the quantity of trapezoidal fuzzy numbers to carry out the ranking
1: 2

Read 1 item

Please, insert each fuzzy number through its corners (a,b,c,d) and a label (text)
(recall b=c if it is triangular)
(make sure a<=b<=c<=d)

Corners of the trapezoidal fuzzy number 1 are :
1: 2

2: 5

3: 8

4: 13

Read 4 items

Insert the label of this fuzzy number

1: A

Read 1 item

Corners of the trapezoidal fuzzy number 2 are :
1: 1

2: 6

3: 7

4: 15

Read 4 items

Insert the label of this fuzzy number

1: B

Read 1 item

Figura 4.2: Introduccién manual de las esquinas y de las etiquetas de los ntimeros

difusos con el comando menu().
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Ranking trapezoidal fuzzy numbers

1.0
|
>
A
(oe]

— A
— B
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0.0

Figura 4.3: Comparacién de los numeros difusos A = (2/5/8/13) y B = (1/6/7/5).

0.4 0.6 0.8

0.2

T T T T
1 2 3 4

Figura 4.4: Comparacién los nimeros difusos C = (0.8/1.5/2.9/3.7) (trapezoidal) y
D =(1.1/1.4/4) (triangular).

A. Marquez



136 CAPITULO 4. APLICACIONES Y LIBRERIA RANKINGTWOTRAFNS

= La Figura 4.5 se obtiene al comparar los nimeros difusos triangulares
Ay = (1/5/9) y Az = (3/5/7), resultando la ordenaciéon “Al ~ A2”, es
decir, Ay ~ A,.

o
S Al~A2
— AL
— A2
[ee)
2
©
<
<
3
N
N
o
S
I I I I I I
0 2 4 6 8 10

Figura 4.5: Comparacién los ntimeros difusos triangulares A; = (1/5/9) vy Ag =

(3/5/7).
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CAPITULO 5

Conclusiones

El objetivo fundamental de la presente Memoria era describir, de la forma
mas precisa posible, la metodologia de ordenacién de parejas de ntimeros difu-
sos trapezoidales utilizando la relacién binaria difusa < introducida por Roldan
Lépez de Hierro et al. en [56]. Consideramos que lo hemos conseguido a la
vista, especialmente, del Teorema 3.5.2, donde describimos un posible proceso
de ordenacion de nuimeros difusos trapezoidales mediante <. No obstante, este
objetivo ha sido el pretexto basico para alcanzar otros muchos propositos gene-
rales que nos habiamos marcado y que habiamos comentado en el Capitulo 1.

Describimos, a continuacion, algunos de los més importantes.

v' Hemos redactado un texto en castellano que permite a cualquier persona
introducirse en esta tematica tan apasionante partiendo de unos conoci-

mientos matematicos muy basicos.

v" Hemos descubierto nuevas propiedades de la relacion difusa binaria < que
sirven para conocerla un poco mejor y que confirman nuevamente que su

forma de actuar es, en la mayoria de casos, acorde con la intuicién humana.

v' Hemos presentado la nociéon de numero difuso de una forma sencilla y
hemos descrito las principales clases de ntmeros difusos que se emplean

en la investigacion cientifica.
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v" Hemos introducido una interpretacion estadistica de los niimeros difusos
atendiendo a varias de sus principales caracteristicas.

v" Hemos descrito algunas de las metodologias de clasificacién de nimeros di-
fusos basadas en indices de ordenacién que mas se utilizan en la préactica y
que fueron propuestas por diferentes investigadores para afrontar distintas
situaciones problematicas.

v" Hemos propuesto aplicaciones de la relacién binaria difusa introducida en
el contexto de las técnicas de consenso.

v" Hemos desarrollado un paquete informéatico que permite la comparacion

de ntimeros difusos trapezoidales (generalizados, incluyendo las clases con-
tenidas en los mismos) de una forma sencilla y eficaz, introduciendo 1ni-

camente las coordenadas que definen sus cuatro esquinas.

A la vista de los resultados obtenidos, se abre todo un campo de investigacion

para los proximos anos en el que indagaremos sobre los siguientes problemas

abiertos.

» Desarrollo de aplicaciones préacticas con datos difusos auténticos en el con-

texto de las Ciencias de la Salud.

» ,Cémo actua la relacion binaria difusa < sobre otras clases de nimeros di-

fusos? Inicialmente, podriamos plantearnos la consideracion de nimeros

difusos finitos o de tipo LR.

» ,Como aplicar la relacion difusa binaria en problemas de toma de decisiones?

» ;Qué elementos matematicos y estadisticos podrian hacer falta para desarro-

llar dicha aplicacién? Por ejemplo, se nos ocurre la necesidad de extender

la nocion de funcion de agregacion a ciertas familias de ntimeros difusos.

» , Qué otras propiedades verifica la relacién binaria difusa <7

» ,Son estas propiedades acordes con la intuicién humana?
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» ;Como pudiera utilizarse la relacion binaria difusa < en contextos de regre-

si6n difusa?

» ;Cudl es la razén basica por la que la relacién binaria difusa < no es transi-

tiva?

» ;Como pudiera definirse el concepto de mediana de una cantidad finita de
numeros difusos (de una clase particular) a la vista de que < no es tran-

sitiva?

» ;Como desarrollar una libreria atin méas general de la aqui descrita en la que

se pueda comparar una cantidad finita de nimeros difusos trapezoidales?

Como es usual en el contexto mateméatico y puede observarse a la perfecciéon
en estas lineas, la resolucion de un problema matemaéatico abre un campo de

interrogantes atin mas amplio que el enigma que lo origind.
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