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Proyecto de Investigacion

El proyecto investigador responde al perfil de la plaza relativo a habilidades de
visualizacién y pensamiento funcional en estudiantes con talento matematico. En este
capitulo se presenta el proyecto de investigacion. Para ello primero introducimos algu-
nos aspectos de la trayectoria investigadora personal que apoyan el punto de partida
de este proyecto. Posteriormente se presenta la justificaciéon desde el punto de vista
de la investigacion actual en Didactica de la Matematica y se matizan los referentes
tedricos. Finalmente se desarrolla el proyecto de investigacion con la metodologia y
las contribuciones esperadas.

Previamente a mostrar la pertinencia de la investigacion sustentada en la investiga-
cién en Didéctica de la matematica, vamos a exponer distintos aspectos de la trayecto-
ria de investigacién de un grupo de profesores que aportan ideas para la perspectiva y
viabilidad del proyecto que se plantea.

TESIS DOCTORAL

En mi tesis doctoral, (Ramirez, 2012) se analiza el uso de la visualizacion de un
grupo de veinticinco alumnos, con edades comprendidas entre 13 y 15 afios, que par-
ticipan en el proyecto ESTALMAT para la estimulacién del talento matematico. En la
investigacion se analiza la visualizacion mediante herramientas piscométricas (factor
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E del test PMA, factor SR del DAT5 y version APM del test de inteligencia general de
Raven) y mediante el analisis de un experimento de ensefianza llevado a cabo en tres
sesiones de enriquecimiento curricular. En las conclusiones, se destaca que:

m Tanto en los test de capacidades como en el de inteligencia general, los alumnos
con talento matemaético obtienen una puntuacion significativamente superior a la
obtenida por los alumnos de un grupo control

® Ll anélisis retrospectivo de los datos muestra que no se evidencia relacion entre
la capacidad visual manifestada en los test por los alumnos con talento matema-
tico y el uso de la visualizacion registrado en el experimento de ensefianza

m Las actividades de argumentacion, especialmente en grupos reducidos, favore-
cen la manifestacion de las habilidades de visualizacién de los alumnos con ta-
lento matematico estudiados.

En el apartado de futuras lineas de investigacion, entre otras muchas, se planteaban
diferentes cuestiones de interés:

® ;Qué papel desempeiian los demds elementos que componen la visualizacion (imdgenes,
procesos Y representaciones externas) en la manifestacion de estas habilidades?

B ;Qué papel ocupa en la caracterizacion del talento matemitico la capacidad visual que
manifiestan en los test? ;Y la que manifiestan en las tareas matemdticas especificas?

En relacion a la visualizacion, en los dltimos afios, dentro del grupo Fqm-193 se
ha avanzado en la conceptualizaciéon de sentido matematico y, particularmente en las
componentes del sentido espacial (Flores et al., 2015), especialmente en su inclusién
dentro de los planes de formacién del profesorado en Educacién Primaria. La organi-
zacion de los elementos que caracterizan el sentido espacial se ha enriquecido respecto
ala caracterizacion utilizada en el momento de realizacion de la tesis y aportan nuevas
ideas para comprender la relacién, ahora, entre talento matematico y sentido espacial.

En la tesis, los resultados se centraban especificamente en las habilidades de visua-
lizacién que son una componente transversal que “fortalece” la conexién entre el resto
de componentes del sentido espacial, mas especificas de los conocimientos geomé-
tricos (propiedades, definiciones, relaciones geométricas, movimientos...). Considera-
mos pertinente ahora avanzar en una pregunta de investigacion mas genérica: ;Qué
papel desempefia el sentido espacial (y no solo la visualizacién) en la caracterizacion
del talento matematico?

Antes de abordar esta pregunta, vamos a matizarla con los resultados obtenidos en
varios proyectos de investigacién que han avanzado en esta linea.
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PROYECTOS I+D+I

Varios proyectos de investigacion I+D+I en los que he participado han avanzado en
esta tematica, inicialmente de un modo separado.

Por un lado, en colaboracién con investigadores de distintas universidades lidera-
dos desde la Universidad de Valencia por Angel Gutiérrez, Luis Puig y Bernardo Gé-
mez he participado en tres proyectos que compartian un interés comtin en la atenciéon
a los estudiantes con alta capacidad matemaética: Modelos de ensefianza y de aprendizaje
de las matemdticas: andlisis racional y empirico (2018-2020, EDU2017-84377-R), Modelos de
ensefianza y procesos de aprendizaje de las matemiticas: andlisis multidimensional (2016-2017,
EDU2015-69731-R) y Andlisis de procesos de aprendizaje de estudiantes de altas capacidades
matemiticas de E. Primaria y ESO en contextos de realizacion de actividades matemiticas ricas
(2013-2016, EDU2012-37259). En estos proyectos se han disefiado y analizado tareas
ricas para atender a los estudiantes de alta capacidad matematica, especialmente en
trabajo colaborativo, y se han abordado objetivos como “Observar y analizar a estu-
diantes de altas capacidades matematicas para caracterizar sus procesos de razona-
miento y aprendizaje”. En distintos resultados de estos proyectos se han establecido
relaciones entre marcos tedricos asociados a la visualizacion y a la demanda cognitiva
(Gutiérrez et al., 2018). En el contexto de talleres de demostracién, se ha indagado en
el papel que la visualizacion y del uso del lenguaje algebraico tienen en la resolucién
de problemas aritméticos y geométricos.

Por otro lado, dentro del grupo Fqm-193 de Pensamiento numérico y algebraico de
la Universidad de Granada se ha consolidado un equipo de investigaciéon en Pensa-
miento funcional, liderado por las investigadoras Maria Cafiadas y Marta Molina. En
el seno de los proyectos de investigacion, Pensamiento funcional en estudiantes de ediica-
cién primaria como aproximacion al pensamiento algebraico (2014-2017, EDU2013-41632-P)
y Pensamiento funcional en educacion primaria: relaciones funcionales, representaciones y
generalizacion (2017-2020, EDU2016-75771P), se ha avanzado en la caracterizacién del
pensamiento funcional y, entre otros, se han abordado el objetivo de “Describir el pen-
samiento funcional que ponen de manifiesto estudiantes espafioles de los diferentes
cursos de educacion primaria”. En una de las lineas de trabajo se han realizado inves-
tigaciones asociadas al talento matematico (Damian, 2020; Ramirez y Cafiadas, 2008;
Urefia et al., 2019), indagando en la relacién entre pensamiento funcional y talento
matematico y realizando experimentos de ensefianza con estudiantes de un programa
de enriquecimiento.
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Las investigaciones de ambos proyectos permiten comprender el talento mate-
matico en facetas concretas. En este punto, consideramos pertinente “conectar” los
aportes de los trabajos para enriquecer la inicial pregunta de investigacion: ; Qué papel
desempefia la conexion entre el sentido espacial y el pensamiento funcional en la caracterizacion
del talento matemdtico?

Para abordar esta pregunta y concretarla en diferentes fases de investigacién, consi-
deramos relevante y necesario contextualizar este proyecto investigador en un trabajo
colectivo.

FOM-193 Y DIDGEOMAACC

Este proyecto pretende conectar el trabajo de dos grupos de investigacién consoli-
dados en el ambito de la Did4ctica de la Matematica y contextualizdndolo como una
continuacion de lo aportado por estos grupos en los tltimos afios.

Por un lado, el grupo Fqm-193 dirigido actualmente por Maria C. Cafiadas y ante-
riormente por Luis Rico y Enrique Castro, estd reconocido por el plan andaluz de In-
vestigacion, Desarrollo e Innovacién. Pertenece a nivel nacional al grupo “Pensamien-
to numérico y Algebraico” de la SEIEM y tiene como objetivo principal comprender la
naturaleza del pensamiento matematico, de su ensefianza y de su aprendizaje, y usar
tal conocimiento en la practica para el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas.
Algunos de los elementos de sus lineas de investigacion extraidos de la web del grupo
estan relacionados con nuestra pregunta de investigacion: los avances sobre el alcance
y la delimitaciéon conceptual de lo que significa ser competente en matematicas; in-
dagar sobre las representaciones externas e internas que intervienen en los procesos
de aprendizaje de conceptos, procedimientos, resoluciéon de problemas, actitudes y
metacognicién en matemaéticas; y profundizar sobre los contenidos matematicos, par-
ticularmente sobre las estructuras numéricas, las estructuras algebraicas.

Por otro lado, desde la Universidad de Valencia y dirigido por Angel Gutiérrez, el
Grupo de investigacién en didactica de la geometria y en ensefianza a estudiantes de
altas capacidades matematicas -DIDGEOMAACC (GIUV2013-095)- se centra en dos
grandes lineas de investigacion: 1) Didactica de la geometria: Analisis de los proble-
mas didécticos de ensefianza y aprendizaje de la geometria desde Educacién Primaria
hasta la Universidad. Investigacién en ensefianza y aprendizaje de la demostracién en
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matematicas y 2) Atencion a estudiantes de altas capacidades matemaéticas: Variables
didAacticas relevantes en su ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas.

En el seno de ambos grupos de investigacién se han defendido tesis doctorales
relativas al talento matematico, la visualizacién y el pensamiento funcional. En el de-
partamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada distintas
tesis han abordado aspectos relativos a la caracterizacion del talento matematico en
la resolucion (Benavides, 2008) e invencion de problemas (Espinoza, 2018), pero los
aspectos geométricos y visuales se han abordado en el contexto de maestros en forma-
cién (Ruiz, 2010). En relacién al pensamiento funcional, Morales (2018) analiza tareas
que involucran patrones en estudiantes de 6-7 afios y Pinto (2019) aborda la generali-
zacién de estudiantes de tercero a sexto de Educacion Primaria (8-12 afios), en el con-
texto del algebra escolar. En la Universidad de Valencia, la tesis de Benedicto (2018)
disefia y aplica un instrumento para valorar la demanda cognitiva en el caso de las alta
capacidades.

Entre los avances relativos a la operativizacion de las componentes del sentido es-
pacial se han realizado diferentes trabajos fin de master en investigacion en Didactica
de la Matematica. Algunos de estos trabajos se han focalizado en la descripcion de las
habilidades de visualizacion en tareas de patrones geométricos (Alba, 2012) o juegos
de espejos (Salto, 2013). Aznarte (2018) utiliza las componentes del sentido espacial
para analizar una tarea de pensamiento funcional utilizada en una prueba de detec-
cién del talento matematico (Ramirez y Cafiadas, 2018). Aunque en el contexto de un
trabajo fin de master del Master del profesorado, Serrano (2015), utiliza esta operati-
vizacién para analizar el sentido espacial en las lecciones de un libro de texto. Roura
(2020) utiliza también las componentes del sentido espacial en el contexto de la forma-
cién de profesores y analiza tanto la resolucion como el anélisis de las componentes en
una tarea para desarrollar el sentido espacial en los estudiantes. En su tesis doctoral en
realizacién, Cruz analiz6 las componentes del sentido espacial para describir los items
de un test de capacidad visual (Cruz y Ramirez, 2018). Los resultados de estos trabajos
refuerzan la idea de que la descripcién de las componentes del sentido espacial junto
con la componente transversal de la visualizacién, entendida segtn el marco de Gu-
tiérrez (1996), resulta operativa para analizar el sentido espacial en diferentes &mbitos.

Por otro lado, la idea de generalizacion de la relaciéon funcional y la representacion
se ha abordado en otros trabajos fin de master también en el seno del master de Di-
dactica de la Matematica. Urefia (2017) delimita unas categorias para describir la ge-
neralizacidn, la representacion de la generalizacion y la utilizacion de estimulos para
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favorecer la generalizacién. Gamez (2019) abord¢ la influencia en las representaciones
de generalizacién en un periodo de instruccién para introducir el lenguaje algebraico
en el pensamiento funcional. Los resultados de estos trabajos muestran el potencial de
los estudiantes de primaria para reconocer las relaciones funcionales y resaltan el pa-
pel de la instruccion en la forma de representacion. La evolucién de estos trabajos lleva
a Damian (2020) a conectar el pensamiento funcional con elementos geométricos y se
abordan en su trabajo las relaciones funcionales de variables continuas en un entorno
geométrico. Las investigaciones se han realizado con estudiantes de un programa de
enriquecimiento curricular y han permitido identificar algunas dificultades para esta-
blecer relaciones funcionales con variables geométricas.

Urefa analiza la misma tarea de deteccion del talento (Ramirez y Cafadas, 2018)
desde el punto de vista del pensamiento funcional, las estrategias y representacién de
la generalizacién (Urefia et.al., en prensa). La investigacion analiza las diferencias entre
estudiantes que han recibido instruccién en el uso del lenguaje algebraico y los que no.
Los primeros resultados muestran que las principales diferencias se encuentran en la
representacion utilizada, pero no en la utilizacion de estrategias funcionales. Relacionar
los resultados del anélisis de los trabajos de Urefia y de Aznarte sobre la misma tarea
puede aportar informacién del papel que el sentido espacial, el pensamiento funcional
y la conexién entre ambos ha desempafiado en la deteccién del talento matematico.

El marco tedrico sobre visualizacién de Angel Gutiérrez (1996) es un referente a
nivel internacional y consideramos enriquecedor relacionarlo con las componentes de
sentido espacial que se estan matizando en los trabajos de la Universidad de Granada.
Por otro lado, la investigacion sobre pensamiento algebraico dentro del grupo Fqm-
193 ha dado lugar recientemente a resultados novedosos sobre pensamiento funcional.
Consideramos pertinente abordar nuestra problemética de investigacién en el contex-
to de ambos grupos de investigacion. Para establecer el punto de partida sobre el que
establecer la conexién, sintetizo los aportes de dos estancias relacionadas con estos
grupos de investigacion

Los trabajos del grupo DIDGEOMAACC han aportado resultados destacables para
identificar formas de trabajar o de razonar en matematicas de estos estudiantes con
talento matematico, observando sus caracteristicas especificas y como difieren de las
del resto de estudiantes. Se ha realizado un seguimiento a alumnos de altas capaci-
dades matematicas en talleres de demostracién matematica y se ha avanzado en la
determinaciéon de unas categorias de analisis para estudiar la evolucion relativa a la
capacidad de justificaciéon y demostracion de los estudiantes. Desde el punto de vista
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tedrico, se han establecido conexiones entre los marcos tedricos asociados al talento
matematico y a la demostracion matematica. Desde el punto de vista experimental, se
ha identificado el tipo de demostracién utilizado, estableciendo el papel de cada uno
de ellos, su dependencia y las diferentes estrategias utilizadas por los estudiantes. Se
ha avanzado en el conocimiento de los aspectos cognitivos que caracterizan el talento
matematico, especialmente la visualizacion y la generalizacion. Una de las lineas de
analisis es el uso del lenguaje algebraico y de la visualizacion en un taller sobre de-
mostracion para estudiantes de primer curso de ensefianza secundaria en un entorno
online. Se ha avanzado en el establecimiento de las categorias de andlisis a partir de
los procesos cognitivos asociados a la visualizacion y la caracterizacion del talento
matematico. Pese a su mayor competencia matematica, los estudiantes con talento ma-
temaético de los primeros cursos de educaciéon secundaria han mostrado dificultades en
el uso de lenguaje algebraico para representar relaciones entre variables. Pese a que en
la literatura de investigacion se ha sefialado su preferencia por los métodos algebraicos
frente a los visuales, el uso de estrategias visuales favorecié un mayor rendimiento en
la tarea. Estos trabajos han aportado resultados destacables sobre el uso del algebra en
tareas ricas tanto en contextos aritméticos como geométricos.

Dentro del contexto de pensamiento funcional, mi estancia en Tufts University
(Boston, USA) con Barbara Brizuela me permitié colaborar en proyectos que se estan
llevando a cabo actualmente en dicha Universidad, especificamente “Early Algebra” y
“Children’s Mathematical Representations”. Durante la estancia se avanzoé en la deli-
mitacién de un marco tedrico que caracterice los procesos cognitivos implicados en la
generalizacion de la relacion funcional y se disefiaron y validaron instrumentos para
la recolecciéon de datos con este fin. En este periodo se analizaron los datos recogi-
dos en un experimento de ensefianza de estudiantes de 4° de Educacion Primaria en
Espafia (Ramirez et al., 2020a) y de estudiantes de Kindergarten y Grade 1 americanos
(Ramirez et al., 2020b). La investigacion abord¢ los procesos de generalizacién tanto
en pensamiento funcional como en aritmética generalizada en los primeros cursos de
Educacién Primaria. Los resultados muestran el potencial desde infantil para generali-
zar propiedades aritméticas como la conmutativa y representarlas utilizando lenguaje
algebraico, contrastan con las dificultades observadas en el uso de lenguaje algebraico
para representar relaciones entre variables en los primeros cursos de educacion secun-
daria, incluso en estudiantes con talento matematico.

En este contexto se demandan estudios que caractericen los procesos cognitivos
especificos con los que los estudiantes establecen la relacién funcional, especificamen-
te la generalizacion a partir de los casos particulares, y el papel de la instruccién en
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la representacion utilizando lenguaje algebraico. En este sentido, creemos novedoso
conectar los marcos tedricos asociados al early algebra y el sentido espacial, concreta-
mente en los aspectos cognitivos asociados a la generalizacion: identificacion de las
relaciones entre variables y la representacién de la relacion funcional. Veremos que en
la literatura de investigacion se demandan aportaciones para caracterizar los estudian-
tes “armonicos” que resultan los mas eficaces al conjugar sus capacidades espaciales y
algebraicas en la resolucién de problemas. Algunos aspectos de esa “armonia” se han
investigado en estudiantes con una mayor competencia matematica.

De trayectoria de estos grupos de investigacion destacamos:

La conexién de los resultados obtenidos en los tres &mbitos (sentido espacial, pen-
samiento funcional, talento matematico) puede aportar informacién relevante en los
respectivos marcos tedricos.

La generalizacion tiene un papel destacado en tres de los ambitos tratados en las
lineas de investigacion citadas anteriormente: caracterizacion del talento matematico,
identificacion de la relacion funcional y uso del sentido espacial en tareas de argumen-
tacion, entre otras. La conexion entre las tres perspectivas desde las que se abordan en
los diferentes ambitos puede aportar riqueza desde el punto de vista de la investiga-
cién para caracterizar las estrategias para generalizar, representar la generalizacién y
utilizarla en la resolucién de problemas en diferentes contextos (por ejemplo, mode-
lizacién y argumentacion). Indagar en esta conexiéon puede abordar preguntas como
las siguientes:

¢Qué papel desempena el sentido espacial y el pensamiento funcional en otras
caracteristicas del talento matematico, especialmente en lo relativo a la generalizacién?

¢De qué modo la “armonia” entre sentido espacial y pensamiento funcional (como
parte del pensamiento algebraico) fortalece el talento matematico y determinadas
competencias como argumentar o modelizar?

¢Qué hay de cierto en la “ecuacién”:
Sentido espacial + pensamiento algebraico = Mayor competencia matematica?

Hasta ahora hemos mostrado el interés de la investigacion basandonos en la conti-
nuidad de dos consolidados grupos de investigacion, especialmente con la perspectiva
de entrelazar los resultados obtenidos. Vamos ahora a justificar el proyecto de inves-
tigacién para dar respuesta a una linea de interés en Educaciéon Matemaética a partir
de la revision de la literatura de investigacion y el reconocimiento de referentes en la
comunidad investigadora.

10
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JUSTIFICACION

Para mostrar la pertinencia de la investigacién, vamos inicialmente a presentar al-
gunos de los planteamientos de investigadores relevantes en el area y grupos de tra-
bajo en foros internacionales. En 1976, Krutetskii publica una investigacion, que atin
hoy, sigue siendo una referencia en los estudios sobre talento y, en nuestro caso, en la
relacion entre aspectos relacionados con la visualizacion y el algebra. Bishop (1980), en
una revisién considerada como uno de los cimientos para la investigacion sobre habili-
dades espaciales y visualizacion (Presmeg, 2008), resalta en esta contribucion las cone-
xiones entre las habilidades espaciales y las matematicas y documentar varios casos de
alumnos, con buen rendimiento en matematicas, que usaron predominantemente las
ideas espaciales en la resoluciéon de problemas. Estudios anteriores mostraban que las
puntuaciones en test de algebra y geometria eran relativamente independientes, pero
que ambas estaban influenciadas por lo que podria llamarse una habilidad matematica
general. A partir de una recopilaciéon de componentes de las habilidades matematicas
que caracterizan el pensamiento matematico, Krutetskii caracteriza el talento matema-
tico a partir de las siguientes habilidades:

® Habilidad para percibir la estructura formal de un problema

® Habilidad para utilizar en el pensamiento l6gico las relaciones cuantitativas y
espaciales, nimeros y simbolos

® Habilidad para pensar en simbolos matematicos

® Habilidad para generalizar rapida y ampliamente los objetos matematicos, sus
relaciones y sus operaciones

® Habilidad para abreviar los procesos de razonamiento matematico y el sistema
de las operaciones correspondientes

® Flexibilidad de los procesos mentales que usan en la actividad matematica
B Interés por clarificar, simplificar, economizar y racionalizar las soluciones
m Reversibilidad de los procesos mentales de razonamiento

B Memoria matematica (para retener las relaciones matematicas, las caracteristicas,
las estrategias de los argumentos y las demostraciones, los métodos de resolu-
cién de problemas y los principios de planteamientos)

B Mentalidad matematica.

11
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Sin embargo, considera componentes no obligatorias en la estructura del talento
matematico:

B Rapidez de los procesos mentales

Habilidad computacional (habilidad para calculos rapidos y precisos)

Memoria para simbolos, ntimeros y férmulas

Habilidad para los conceptos espaciales

Habilidad para visualizar relaciones matematicas abstractas.

Una de las consideraciones del trabajo es la alta correlacién obtenida entre la habi-
lidad para visualizar relaciones matematicas abstractas y la habilidad para conceptos
espaciales geométricos. Segtn los resultados, clasifica a los estudiantes en analiticos,
geométricos o armoénicos, segtn el procedimiento utilizado en la resolucién de las ta-
reas. Estas categorias habian sido sefialadas por otros autores como Hadamard, Men-
chinskaya, Poincaré, Richardson y Walter (Lean y Clements, 1981). De 34 alumnos
con talento estudiados, seis son del tipo analitico, cinco geométricos y veintitrés ar-
monicos. A partir de estas caracterizaciones, Krutetskii distingue tres tipos de talento
matematico (Ramirez, 2012):

B Analitico, fuerte componente l6gico-verbal predominante sobre una débil com-
ponente visual-pictdrica. Conceptos espaciales bajos. No puede usar soporte vi-
sual para resolver problemas y no siente necesidad de soporte visual

® Geométrico, fuerte componente pictérica-visual predominante sobre la media
componente légica-verbal. Los conceptos espaciales son buenos, puede usar so-
porte visual en la resolucion de problemas y los siente como necesarios

B Armonico, fuerte componente 16gico-verbal y fuerte componente visual-pictéri-
ca en equilibrio. Conceptos espaciales buenos. Hay dos subtipos:

® Armonico abstracto, puede usar soporte visual en resolucién de problemas, pero
prefiere no hacerlo

® Armonico pictdrico, puede usar suporte visual en resolucién de problemas y pre-
fiere hacerlo.

Esta caracterizacion del “equilibrio”, sugiere una perspectiva de la ensefianza de
la geometria en estrecha relacion con otras areas matematicas. Por ejemplo, en un do-
cumento de discusion para el estudio del ICMI sobre las perspectivas de la ensefianza
en la Geometria del siglo XXI (Mammana y Villani, 1998), se marcaba como propésito
relevante para la ensefianza de la geometria, ademés de para describir e interpretar

12




Proyecto de Investigacion

el mundo real y sus fenémenos, utilizarla como herramienta para otras areas de las
matemadticas. Estos autores sefialan que parece que hay una tendencia a la ensefianza
de métodos analiticos en los primeros afios a expensas de otros aspectos geométricos
(como los sintéticos). La geometria analitica se supone que presenta modelos algebrai-
cos para situaciones geométricas. Pero, tan pronto como los estudiantes son introduci-
dos en estos nuevos métodos, ellos son proyectados a un nuevo mundo de simbolos y
célculos en los que la conexién entre situaciones geométricas y sus modelos algebrai-
cos se rompen y las interpretaciones geométricas o los calculos numéricos son con fre-
cuencia olvidadas. Por lo tanto, ;qué actividades, métodos y marcos tedricos pueden
ser usados para restaurar la conexién entre representacion algebraica del espacio y las
situaciones geométricas que simbolizan?

En este sentido, Duval (1998) plantea que la geometria supone tres tipos de proce-
sos cognitivos: visualizacién (representacion del espacio), construccion (de configura-
ciones que pueden ser modelos) y razonamiento en relacién al proceso discursivo. La
informacion recibida y organizada visualmente debe ser procesada en un nivel repre-
sentacional y simbdlico. Pero los registros puramente simbdlicos o en lenguaje natural
puede que no tengan los mismos significados ni dificultad para los estudiantes. El
autor sefala que la ensefianza de la geometria es méas compleja y menos exitosa con
frecuencia que ensefar operaciones aritméticas o algebra elemental. Bishop (1983) se
cuestionaba si el proceso de visualizacién que envuelve visualizacion y la traslacion de
relaciones abstractas y no figural informacion en términos visuales, se puede ensefiar
y, ¢si se hace con geometria, se transfiere a la aritmética o al algebra?

Esta conexién entre el pensamiento geométrico y el analitico o el algebraico ha sido
abordada por los investigadores con distintos resultados. Lean y Clements (1981) con-
cluyen en su estudio con 116 estudiantes que la habilidad espacial y el conocimiento
de convenciones espaciales no tienen gran influencia en el rendimiento matematico,
y los alumnos que prefieren métodos de procesamiento légicos-verbales superan a
los estudiantes mas visuales en los test matematicos y espaciales. Distinguen entre vi-
sualizadores (individuos que habitualmente emplean “imagineria” visual o notacién
pictérica cuando intentan resolver problemas), los verbalizadores (aquellos que tienen
a usar codigos verbales en vez de imagenes visuales o notaciones pictdricas) y mixtos
(no tienen tendencia a preferir el modo visual o verbal).

Otra investigadora referente en el campo de la visualizacién, sefiala que los estu-
dios muestran que son minoritarios los alumnos “visualizadores” (prefieren el uso de
métodos visuales para resolver problemas que pueden ser resueltos tanto por méto-
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dos visuales como por otros métodos) entre los de un nivel matematico destacado y
en su investigacion discute el efecto que producian sobre alumnos visualizadores los
modos cognitivos, actitudes y acciones de sus profesores de matematicas (Presmeg,
1986). Para Presmeg un método visual de resolucion es el que involucra como parte
esencial imagenes visuales, con o sin diagramas, aunque también involucre razona-
miento o métodos algebraicos. Presmeg (2008) afirma que sus estudios confirman que
los estudiantes de secundaria podrian clasificarse segtn la fortaleza de la légica y la
preferencia visual.

Del grupo de trabajo Representations and mathematics visualization (Hitt, 2002), des-
tacamos un estudio relacionado con rendimiento matemaético en el que Stylianou y
Pitta-Pantazi (2002) afirman que los alumnos de bajo rendimiento parecen utilizar
iméagenes descriptivas de objetos reales y acciones y tienen dificultad para verlas como
objetos matematicos con las que ellos puedan operar. Sin embargo, los estudiantes de
alto rendimiento se esfuerzan en encontrar conexiones entre las imagenes visuales y
los simbolos que usan en su experimentacion.

En una completa revision de los trabajos presentados en los PME relativos a visua-
lizacién, Presmeg (2006b) comenta las dificultades que tienen los alumnos para utilizar
las imagenes en su razonamiento analitico, encontrando pocos articulos que hayan
mostrado evidencias empiricas para sugerir qué aspectos de la instruccién pueden
ayudar a los profesores a usar la visualizacion y qué aspectos podrian ayudar a supe-
rar las dificultades y hacer un uso 6ptimo de la potencia del proceso visual. De las trece
grandes cuestiones que plantea para futuras investigaciones sobre visualizacién des-
tacamos: ;Qué aspectos culturales de la ensefianza promueven que los alumnos usen
pensamiento visual eficaz en matematicas? ;Cuanta visualizacion debe ser puesta en
juego para promover la abstraccion y generalizacion matematica?

En encuentros mas recientes (ICME en 2017), en los grupos de trabajo relaciona-
dos con la ensefianza de la geometria (Teaching and Learning of Geometry) (Cheah
et al., 2017) se sigue marcando como foco de interés la conexion entre la geometria y
el estudio de otras ramas de las matematicas, y la conexién entre la geometria y otras
practicas matematicas como la argumentacion, la demostracion y la visualizacion, en-
tre otras.

Aunque abordados de manera separada en los capitulos relativos a la ensefianza de
la geometria, del analisis y del algebra, el sentido espacial y el pensamiento funcional
son temas actuales de investigacion y aparecen en las lineas futuras que marcan rele-
vantes revisiones de investigacion, como por ejemplo The second handbook of research
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on the psychology of mathematics education: The journey continues (Gutiérrez et al., 2016).
En el capitulo de investigacion sobre ensefianza y aprendizaje de la geometria (Jones
y Tzekaki, 2016), aparecen el razonamiento geométrico y el razonamiento espacial en
dos de las secciones en las que se organiza la revision de las investigaciones. Los au-
tores de la revision sefialan la relevancia de los trabajos en relacion al conocimiento
geométrico de los estudiantes y demandan una sistematizacion en los trabajos que in-
tentan conectar ideas geométricas claves del curriculo con otros &mbitos matematicos,
como son el razonamiento espacial, visualizacion, demostraciéon o uso del lenguaje.
En esta linea se dirige nuestra propuesta de operativizacion del sentido espacial y su
conexion con la representacion algebraica al abordar tareas de generalizacion.

Por otro lado, Hitt y Gonzalez-Martin (2016) en el capitulo relativo a generaliza-
cién, covariacién, funciones y calculo, también sefialan que en los tltimos afios un
gran namero de investigaciones se han focalizado en la idea de generalizacién rela-
tiva a la variacion entre cantidades en educacion primaria. Los autores sefialan que
emerge una nueva era de investigacion focalizada en los procesos de conversion entre
representaciones, relacionando la visualizacién como una actividad cognitiva que es
intrinsecamente semiética, citando los trabajos de Duval (1999) y Presmeg (2006a). En
este sentido sefiala el potencial de la investigacion en visualizacién y representaciones
para hacer conexiones con otras formas de expresar las matematicas, como el lenguaje
y los gestos.

Temas relativos al pensamiento funcional como la concepcion de variables y el de-
sarrollo de la capacidad de generalizar y expresar la generalizacion se abordan en el
capitulo relativo a la investigacion sobre aprendizaje y ensefianza del algebra (Warren
et al., 2016). Los autores de la revisién marcan como linea futura de investigacion el
cémo ayudar a los estudiantes a desarrollar su lenguaje matematico y sus capacidades
visuales y que ellos progresen a lo largo de los afios de educacién elemental. En la
revision mostrada, los trabajos de Rivera y colaboradores (Becker y Rivera, 2007; Rive-
ra, 2013) sugieren que los estudiantes deben coordinar dos habilidades, su habilidad
perceptual y su habilidad inferencial simbdlica y sefialan las dificultades para moverse
desde un sistema representacional a otro, como desde las figuras a las formas algebrai-
cas que describen las relaciones entre las figuras.

En relacién al talento matematico, un tema de interés en la investigacion es disefiar
herramientas no psicométricas para reconocer las caracteristicas de estos estudiantes
(Pfeiffer y Blei, 2010; Pitta-Pantazi y Christou, 2009; Singer et al., 2016) y la vigencia de
interés se refleja en encuentros internacionales, como es el grupo Activities in program-
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mes for gifted students en el ICME (International Conference of Mathematical Education)
o International Conference on Mathematical Creativity and Giftedness.

A la vista de lo anterior se ha resaltado la importancia de investigar en estos tres
ambitos y de establecer ciertas conexiones entre ellos. Para abordar esta conexién des-
de la perspectiva de la alta capacidad matematica nos basaremos en una de las conclu-
siones tras la completa revisiéon mostrada por Jaime y Gutiérrez (2017) en la conferen-
cia impartida en la SEIEM:

La identificacion de estudiantes con alta capacidad matemdtica estd en sus comienzos. De-
jando aparte el estudio de Krutetskii (1976), que en la actualidad seria muy dificil de llevar a
cabo debido a su complejidad y larga duracion, los estudios sobre identificacion se han centrado
en contenidos matemiticos especificos (por ejemplo, pensamiento multiplicativo, geometria, vi-
sualizacion o pre-dlgebra) y se han basado en unos conjuntos de problemas que son adecuados
para unos cursos concretos de Primaria o Secundaria. Estos instrumentos producen resultados
parciales, a veces discrepantes, que sélo muestran la capacidad de estudiantes en un drea mate-
mdtica limitada. Es necesario organizar un proyecto de investigacion mds amplio y ambicioso
que dé lugar a herramientas vilidas y fiables, que cubran todo el espectro de las matemdticas
escolares y, en lo posible, una mayor amplitud de cursos (p. 84).

Coincidiendo plenamente con los autores, intentaremos que este proyecto de in-
vestigacion cubra alguna de estas expectativas en lo relativo a conectar distintas areas
de las matemaéticas, especialmente en la Educacién Primaria. Ademas de algunos de
los estudios mostrados anteriormente, presentamos una revision de la literatura en
relacién a la conexién entre estos aspectos.

REVISION DE LA LITERATURA

Abordamos la relevancia de la “armonia” con una doble perspectiva. Por un lado,
la riqueza de poseer un equilibrio entre las componentes légico-verbales y pictori-
ca-visual que le permita usarlas indistintamente en la resoluciéon de problemas. Por
otro lado, el potencial para abstraer y generalizar que puede aportar el pensamiento
algebraico al sentido espacial.

Hershkowitz et al. (1996) discuten tres perspectivas acerca de los posibles roles de
forma y espacio: 1) Interactuar con formas reales en el espacio, 2) forma y espacio son
ingredientes fundamentales para construir una teoria, 3) formas o representaciones
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visuales para comprender mejor conceptos, procesos y fenémenos en diferentes areas
de las matematicas y las ciencias.

En relacién a esta comprension, Battista (2007) sefiala que el aprendizaje ocurre
a través de un ciclo recursivo de fases de accion (fisicas y mentales), reflexion y abs-
tracciéon en una forma que permite desarrollar modelos mentales mas sofisticados. La
abstraccion perceptual es uno de los niveles de abstraccién junto con la internaliza-
cién, interiorizacién y un segundo nivel de interiorizacién. Tres formas especiales de
abstraccion son fundamentales en el aprendizaje geométrico y razonamiento: estructu-
racién espacial (acto mental de construir y abstraer una organizacién o forma para un
objeto o conjunto de objetos), modelos mentales (conjuntos de abstracciones que son
integradas para formar representaciones mentales no verbales que son activadas para
interpretar y razonar acerca de situaciones) y esquema como una secuencia organiza-
da de acciones y operaciones que han sido abstraidas desde la experiencia y pueden
ser aplicadas en respuesta a circunstancias similares.

El aporte de la visualizacion va mas alla del contexto geométrico. La visualizacion
permite crear imagenes mentales ricas que el individuo puede manipular mentalmen-
te y puede transitar por diferentes representaciones del concepto (Hitt et al., 2008).
Zimmermann y Cunningham (1991) destacan un aspecto esencial, sefialado por otros
autores y que se refiere a la capacidad de las iméagenes de transportar conceptos, ideas
y significados. Conceptualmente, el papel del pensamiento visual es tan fundamental
para el aprendizaje del calculo que es dificil de imaginar un curso exitoso que no en-
fatice los elementos visuales del tema, especialmente si el curso tiene la intencién de
tratar un entendimiento conceptual (Zimmermann y Cunningham 1991).

Usiskin (1987) incluye el aspecto formal, y describe cuatro dimensiones para la geo-
metria: a) visualizacién, dibujo y construcciéon de figuras, b) estudio de los aspectos
espaciales del mundo fisico, c) uso como un vehiculo para representar conceptos ma-
tematicos no visuales y relaciones y d) representacién como un sistema formal mate-
matico. Las tres primeras requieren del uso de razonamiento espacial. El simbolismo
algebraico es relevante en la estructura axiomaética de las Matemaéticas y por tanto es
fundamental para avanzar en los niveles de Van Hiele y llegar a desarrollar deduccio-
nes geométricas (Gutiérrez y Jaime, 1991).

Este papel del algebra es destacado por Noss et al. (1997) en su idea de “abstraccion
situada”. La formulacion algebraica esta con frecuencia desconectada de la actividad
que la precede, un sinsentido extra que no ilumina el problema ni aporta un significa-
do para validar la solucién. El algebra esta vista como un punto final, una solucién al
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problema en si misma en vez de una herramienta para resolver el problema. Los auto-
res sefialan que una prioridad central en la investigacion es ayudar a los estudiantes a
construir conexiones en la construccion de los significados matematicos.

Asi, la geometria permite poner en juego convicciones que provienen del entorno
que percibe el estudiante, mientras que el algebra puede proporcionar herramientas
para abordar esos problemas (Douady y Parzysz, 1998). Estos autores sefialan que los
estudiantes deberian explotar su conocimiento y habilidades numéricas y algebraicas,
deberian ser capaces de usar su percepcion geométrica y su practica grafica y permitir
que estos dominios interactuasen durante su trabajo. Los problemas que favorezcan
esta conexion deben poder ser formulados con sus diferentes formas de expresiones
simbdlicas y representaciones.

Zazkis et al. (1996) establecen una propuesta para superar la dicotomia visualiza-
dor/analitico y marcan consideraciones pedagdgicas para que los estudiantes coordi-
nen su pensamiento analitico y visual. A partir de su estudio con 32 estudiantes del
primer curso de dlgebra abstracta con el problema del grupo diédrico D4, proponen un
modelo alternativo “visualizer/analyzer”. Este método supone que la visualizacién y
el andlisis dependen mutuamente en la resolucién de problemas intercalando en for-
ma de hélice las dos formas de pensamiento que se aproximan cada vez mas. El acto de
visualizacién se completa con el de analisis, vuelve a la visualizacién, que ha cambiado
por el analisis y asi sucesivamente.

Ben-Chaim et al. (1989) resaltan la reflexiéon de Werdelin (1961) en la que afirma
que es importante que los estudiantes desarrollen flexibilidad mental para usar ambas
estrategias (analiticas y visuales). Los estudiantes con esta flexibilidad son mejores
resolutores de problemas. Sheckels y Eliot (1983) concluye que el éxito en problemas
matematicos esta relacionado con la habilidad de los estudiantes para relacionar ver-
bal y espacialmente informacién visual y emplearla y trabajar con conceptos visuales
e ilustraciones. Van Garderen y Montague (2003) indican que los alumnos con talento
usan significativamente mas representaciones visuales esquematicas (el tipo mas so-
fisticado de imagineria, para representar las relaciones espaciales entre las partes del
problema, incluyendo transformaciones espaciales) que el resto de los grupos y que
los estudiantes con dificultades de aprendizaje usan mas representaciones pictdricas.
El éxito en la resolucién de problemas correlaciona positivamente con el uso de repre-
sentaciones esquematicas y negativamente con el uso de representaciones pictoricas.

McKim (1972) llamé pensamiento ambidiestro al equilibrio entre modos visuales
y verbales y, aunque hay una correlacion entre el tipo analitico y el éxito en el apren-
dizaje del algebra y el tipo geométrico en el aprendizaje de la geometria, los tipos que
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representan modos de pensamiento son independientes de las disciplinas. Veamos
a continuacion esta conexién entre la geometria y el dlgebra en algunos documentos

curriculares de referencia.

Revision curricular

En el principio de aprendizaje (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000), se enfatiza que ser competente en un campo complejo como el mate-
matico supone tener habilidad para usar los conocimientos con flexibilidad, y aplicar
con propiedad lo aprendido en un contexto, a otro contexto. Si observamos los estan-
dares para algebra y geometria de la etapa Pre-K-2, esta flexibilidad implicaria esta-
blecer conexiones entre lo requerido en algebra y geometria, como por ejemplo, “Usar
representaciones concretas, pictéricas y verbales para desarrollar la comprension de
notaciones simbdlicas inventadas y convencionales” y “Relacionar ideas geométricas
con ideas numéricas y de medida”. La Tabla 1 motiva una comparativa de los estanda-
res de Algebra y Geometria para la etapa Pre-K-2.

Tabla 1. Posibles conexiones en los Estandares de Algebra y Geometria para la Etapa Pre-K-2

Seleccionar, clasificar y ordenar objetos por el
tamano, la cantidad y otras propiedades

Reconocer, describir y ampliar patrones
tales como secuencia de sonidos y formas o
sencillos patrones numéricos, y pasar a de
una representacion a otra

Analizar como se generan patrones de
repeticién y crecimiento

Ilustrar los principios generales y las
propiedades de las operaciones, como la
conmutatividad, usando niimeros

Usar representaciones concretas, pictoricas

y verbales para desarrollar la comprension
de notaciones simbdlicas inventadas y
convencionales

Modelizar situaciones relativas a la adicion y

Reconocer, dar nombre, construir, dibujar,
comparar y clasificar figuras de dos y tres
dimensiones

Describir los atributos y los elementos de
figuras de dos y tres dimensiones

Investigar y predecir los resultados de juntar
y separar figuras de dos y tres dimensiones

Describir, dar nombre e interpretar posiciones
relativas en el espacio y aplicar ideas sobre
posicion relativa

Describir, dar nombre e interpretar la direc-
cién y la distancia en los desplazamientos en
el espacio y aplicar estas nociones

Encontrar y denominar “lugares” con relacio-
nes simples como “cerca de” y en sistemas de
coordenadas tales como mapas
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sustraccion de niimeros naturales, utilizando = Reconocer y aplicar traslaciones, reflexiones

objetos, dibujos y simbolos y giros
Describir cambios cualitativos, como “ser mas Reconocer y crear figuras que tengan sime-
alto” trias
Describir cambios cuantitativos, como el Crear imdgenes mentales de figuras geomé-
aumento de estatura de un alumno en dos tricas usando la memoria y la visualizacién
pulgadas en un ano espacial
Reconocer y representar figuras desde dife-
rentes perspectivas

Relacionar ideas geométricas con ideas numé-
ricas y de medida

Reconocer formas y estructuras geométricas
en el entorno, y determinar su situacion

Ademas de los estandares de contenidos (Ntmeros y operaciones, Algebra, Geo-
metria, Medida y Analisis de datos y Probabilidad), la idea de conexién se resalta ex-
plicitamente en los Estandares de procesos (Resolucién de problemas, Razonamiento
y prueba, Comunicacion, Conexiones y Representacion):

Estindar de Conexiones: Cuando los estudiantes pueden conectar ideas matematicas,
su comprension es mas profunda y duradera. Pueden ver conexiones matematicas en
la rica interaccion entre los temas matematicos, en contextos que relacionan las mate-
maticas con otras disciplinas y en sus propios intereses y experiencias. Las matemati-
cas no son una colecciéon de apartados o niveles separados, aunque con frecuencia se
dividen y presentan asi; constituyen mas bien un campo integrado de estudio.

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar para:
B Reconocer y usar conexiones entre ideas matematicas

® Comprender como las ideas matematicas se interconectan y construyen unas so-
bre otras para producir un todo coherente

B Reconocer y aplicar las matematicas en contextos no matematicos.

Estindar de Representacion: Es frecuente que representaciones diferentes aclaren dis-
tintos aspectos de un concepto complejo o de una relacién. A lo largo de la educacién
matemadtica, deberia hacerse hincapié en la importancia de usar multiples representa-
ciones.

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar para:
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m Crear y utilizar representaciones para organizar, registrar y comunicar ideas ma-
tematicas

B Seleccionar, aplicar y traducir representaciones matematicas para resolver pro-
blemas

m Usar representaciones para modelizar e interpretar fenémenos fisicos, sociales y
matematicos.

Esta perspectiva también se enfatiza en los aspectos generales del drea de matema-
ticas en la Orden de 17 de marzo de 2015, por la que se desarrolla el curriculo corres-
pondiente a la Educacién Primaria en Andalucia (Junta de Andalucia, 2015), donde
se sefiala que la ciencia matemaética se ocupa de describir y analizar las cantidades,
el espacio y las formas, los cambios y relaciones, asi como la incertidumbre (p. 219).
El desarrollo del sentido numérico y de la simbolizacion algebraica, el estudio de las
formas y sus propiedades, en especial las de nuestro entorno, y la interpretaciéon de
los fenémenos ambientales y sociales a través del tratamiento de la informacién y la
probabilidad, completan la propuesta de contenidos para esta etapa educativa (p. 221).

En el Bloque de geometria se hace referencia a que “La geometria se presta a es-
tablecer relaciones constantes con el resto de los bloques” y, aunque no aparece un
bloque especifico para el dlgebra, en el bloque de “Procesos, métodos y actitudes matemi-
ticas” se sefiala que “a lo largo de la etapa se pretende que el alumnado sea capaz de
describir y analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes
matematicas en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utili-
dad para hacer predicciones”.

Es en los cursos de Primero y Segundo de ESO donde se introduce formalmente el
algebra, y también se podrian establecer conexiones en los contenidos y los criterios de
evaluacién como se muestra en la Tabla 2 elaborada a partir de la Orden de 14 de julio
de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacién Secunda-
ria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia (Junta de Andalucia, 2016).
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Tabla 2. Comparativa de algunos de los contenidos y criterios de evaluacién para el primer ciclo de

ESO

Algebra

Iniciacién al lenguaje algebraico. Traduccion
de expresiones del lenguaje cotidiano, que
representen situaciones reales, al algebraico
y viceversa. El lenguaje algebraico para
generalizar propiedades y simbolizar
relaciones. Obtencién de férmulas y términos
generales basada en la observacion de

pautas y regularidades. Valor numérico

de una expresién algebraica. Operaciones
con expresiones algebraicas sencillas.
Transformacion y equivalencias. Identidades.
Operaciones con polinomios en casos
sencillos.

Analizar procesos numéricos cambiantes,
identificando los patrones y leyes

generales que los rigen, utilizando el
lenguaje algebraico para expresarlos,
comunicarlos, y realizar predicciones sobre
su comportamiento al modificar las variables,
y operar con expresiones algebraicas.

Geometria

Reconocer y describir figuras planas, sus
elementos y propiedades caracteristicas para
clasificarlas, identificar situaciones, describir
el contexto fisico, y abordar problemas de la
vida cotidiana.

Utilizar estrategias, herramientas tecnoldgicas
y técnicas simples de la geometria analitica
plana para la resolucién de problemas de
perimetros, dreas y dngulos de figuras planas,
utilizando el lenguaje matematico adecuado
expresar el procedimiento seguido en la
resolucion.

Reconocer el significado aritmético del
Teorema de Pitagoras (cuadrados de
nuimeros, ternas pitagoricas) y el significado
geométrico (dreas de cuadrados construidos
sobre los lados) y emplearlo para resolver
problemas geométricos.

Analizar e identificar figuras semejantes,
calculando la escala o razon de semejanza y la
razon entre longitudes, dreas y voltiimenes de
cuerpos semejantes.

Analizar distintos cuerpos geométricos
(cubos, ortoedros, prismas, piramides,
cilindros, conos y esferas) e identificar sus
elementos caracteristicos (vértices, aristas,
caras, desarrollos planos, secciones al cortar
con planos, cuerpos obtenidos mediante
secciones, simetrias, etc.).

Resolver problemas que conlleven el cilculo
de longitudes, superficies y voltimenes

del mundo fisico, utilizando propiedades,
regularidades y relaciones de los poliedros.

Una vez mostrada la pertinencia del abordar el proyecto tanto desde la investiga-
cién en Educacién Matematica como en algunos documentos curriculares, vamos a
exponer el marco tedrico con algunos de los antecedentes mas destacados.
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MARCO TEORICO

Para abordar las preguntas de investigacion, precisaremos los marcos tedricos que
utilizaremos relativos a talento matematico, sentido espacial y pensamiento funcional.

Caracterizacion del talento matematico

Los términos talento matematico, alta capacidad matemaética, sobredotacion, etc.
aparecen estrechamente relacionados y, en ocasiones, se llegan a considerar sinénimos
(Monks y Mason, 2002). Partimos de la definicién de talento matematico como aquel
que, en virtud de unas habilidades sobresalientes, es capaz de alcanzar este rendimien-
to en el ambito matematico (Passow, 1993). Marland (1972) definia a los estudiantes
talentosos como aquellos que en virtud de sus habilidades sobresalientes, eran capa-
ces de obtener un alto rendimiento en cualquiera de las siguientes areas, tanto sepa-
radamente como combinadas: habilidad intelectual general, habilidades académicas
especificas, pensamiento creativo o productivo, liderazgo, artes visuales y escénicas y
habilidades psicomotoras.

En esta definicion se caracteriza a los estudiantes por poseer unas aptitudes, habili-
dades o capacidades por encima de la media en el &mbito especifico de las matematicas
(Johnsen, 2004; Kaufman y Sternberg, 2010; Tannenbaum, 2003). Distintos autores han
senalado diferentes caracterizaciones de estas habilidades (Davis et al., 2011; Freiman,
2006; Greenes, 1981; Miller, 1990, entre otros) que en esencia estan relacionadas con la
competencia de resolucion de problemas: localiza la clave de los problemas, produce
ideas originales, valiosas y extensas, mantiene bajo control los problemas y su resolu-
cién, presta atencion a los detalles y desarrolla estrategias eficientes.

En relacion a la idea de conexion, Greenes (1981) identifica siete caracteristicas a
partir de situaciones particulares con nifios de Primaria. Resaltamos dos especialmen-
te:

® Habilidad para transferir ideas (para aplicar informacién aprendida en un con-
texto a un problema en otro contexto)

m Habilidad para generalizar. En el caso que analiza de Grado 6, observa que
muestran preferencia por la representacion oral mas que la escrita.
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Sentido espacial

En Educacion Matematica, Arcavi (2003, p. 217), define: “Visualizacion es la ca-
pacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, uso y reflexion sobre
figuras, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o con herramientas
tecnoldgicas con el propédsito de representar y comunicar informacién, pensar y desa-
rrollar ideas y avanzar la comprension”.

El marco teérico presentado por Angel Gutiérrez en la conferencia plenaria del
PME 19 (Gutiérrez, 1996) es reconocido por los expertos como integrador por unificar
desarrollos tedricos elaborados hasta ese momento (Presmeg, 2006b) y permite opera-
tivizar la investigacion en visualizacion, especialmente en el contexto geométrico. Asi,
Gutiérrez (1996) distingue cuatro elementos en la visualizacion:

® Imagen mental: tipo de representacion cognitiva de un concepto o propiedad
matematica por medio de elementos visuales o espaciales

B Representacion externa: cualquier tipo de representacion grafica o verbal de con-
ceptos o propiedades que incluye dibujos, esbozos, diagramas, etc., que ayudan
a crear o transformar imagenes mentales y hacer razonamiento visual

B Procesos de visualizacién: acciones mentales o fisicas en que estan involucradas
las imagenes

® Habilidades de visualizacion para realizar los procesos necesarios con imagenes
mentales especificas para un problema dado.

Las representaciones externas son las manifestaciones fisicas de un fenémeno, re-
presentaciones graficas o verbales de conceptos o propiedades que incluyen dibujos,
esbozos, diagramas, etc. y que ayudan a crear o transformar imagenes mentales y
hacer razonamiento visual. Las imagenes mentales son representaciones estables que
el sujeto hace de situaciones externas, atendiendo al menos a algunos elementos y
caracteristicas de la situacion, son representaciones cognitivas de un concepto o pro-
piedad matematica por medio de elementos visuales o espaciales. Los procesos de
visualizacion son las acciones mentales o fisicas en que las que estan involucradas las
imégenes y que el sujeto emplea para transformar una representacion externa en una
imagen mental o para transformar y actuar con las imagenes mentales para incluirlas
en sus razonamientos. Las habilidades de visualizacién son disposiciones estables
del sujeto, desarrolladas a partir de la préctica, que le facilitan llevar a cabo procesos
visuales.
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Dentro de los grupos de investigacién, un aspecto a destacar es el andlisis de las
habilidades de visualizacion, de las que se ha reconocido su importancia para el apren-
dizaje geométrico (Bishop, 1980; Hershkowitz, 1990). En la Tabla 3 se muestran las

habilidades psicoldgicas enunciadas por Del Grande (1990), incluyendo su descripcién

para apreciarlas en los procesos de visualizacién con imagenes en geometria (Gutié-

rrez, 1992; 2006).

Tabla 3. Habilidades de visualizacion. (Extraido de Ramirez y Flores, 2017)

Coordinacién ojo-motor (OM)

Percepcién figura-contexto (FC)

Conservacion de la percepcion (CP)

Percepcién de la posicion en el espacio (PE)

Percepcién de las relaciones espaciales (RE)

Discriminacién visual (DV)

Memoria visual (MV)

Coordinar la visiéon con el movimiento del
cuerpo.

Reconocer una figura aislandola de su
contexto, en el que aparece camuflada o
distorsionada por la superposicién de otros
elementos graficos.

Reconocer que un objeto mantiene
determinadas propiedades (forma, tamaro,
textura,...) aunque cambie de posicién o deje
de verse por completo.

Relacionar la posicién de un objeto con uno
mismo (el observador) o con otro objeto, que
actia como referencia.

Identificar las relaciones internas entre
varios objetos situados simultaneamente
en el espacio (equidistancia, simetria,
perpendicularidad, posicién relativa, etc.).

Comparar dos imagenes (o dos objetos en la
misma imagen) e identificar sus semejanzas y
diferencias visuales.

Recordar las caracteristicas visuales y de
posicion que tenian en un momento dado
un conjunto de objetos que estaban a la
vista pero que ya no se ven o que han sido
cambiados de posicion.

En la investigacion sobre visualizacion, aparecen variedad de términos (razona-
miento visual, capacidad espacial, pensamiento espacial, percepcion espacial, vision
espacial, etc.) en las que aparecen dificultades para acordar los conceptos bésicos (Loh-
man et al., 1987). Nuestra intenciéon de investigacion por conceptualizar y operativizar
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el sentido espacial responde a organizar la variedad de terminologia relativa a sentido
espacial (Bennie y Smit, 1999).

Bishop (1983) en una revision de investigaciones sobre espacio y geometria, marca
como elemento diferenciador los conceptos y significados frente a las habilidades y
procedimientos. Tanto los conceptos de geometria tradicional como las habilidades
aparecen explicitamente en la definicién de sentido espacial recogida en el Estandar
numero 7, Geometria y sentido espacial:

“Todos los estudiantes desarrollarin el sentido espacial y una habilidad para usar las
propiedades geométricas y las relaciones para resolver problemas en matemiticas y en
la vida diaria (..). El sentido espacial es un sentido intuitivo para la forma y el espacio.
Implica los conceptos de geometria tradicional, incluyendo una habilidad para reconocer,
visualizar, representar y transformar formas geométricas. También supone otras formas,
menos formales, de mirar el espacio de dos o tres dimensiones, tales como el doblado de
papel, transformaciones, teselaciones y proyecciones(..). La geometria estd presente en el
mundo que nos rodea: arte, naturaleza y las cosas que hacemos (...). Los estudiantes de
geometria pueden aplicar su sentido espacial y conocimiento de las propiedades de las
formas y del espacio en el mundo real” (New Jersey Mathematics Coalition, 1996, p.
209).

Richardson y Stein (2008) hablan de que el Estandar de Geometria pide que los
estudiantes usen visualizacién, razonamiento espacial y conocimientos geométricos
para resolver problemas. Ramirez (2012) sefiala que la distincién entre conceptos y
procedimientos geométricos y destrezas que facilitan al sujeto ubicarse en su medio
fisico, son criterios que permiten organizar la terminologia relativa a visualizacién
y sentido espacial. Por ejemplo, razonamiento espacial o pensamiento espacial (Cle-
ments y Battista, 1992, Yakimanskaya, 1991) pueden considerarse matizaciones del
sentido espacial. Mientas que habilidad espacial, capacidad espacial, visualizacion, vision
espacial, percepcion espacial y orientacion (Ben-Chaim et al., 1989, Lean y Clements, 1981,
Lohman, 1979, Zimmermann y Cunningham, 1991), entran a formar parte de la des-
cripcién de la habilidad.

Las investigaciones de Fishbein (1993) sobre conceptos figurales enfatizan la rela-
cién entre las componentes asociadas a visualizacion y las de conocimientos geomé-
tricos. Considera tres categorias de entidades mentales cuando se refiere a figuras
geométricas: la definicién, la imagen (basada en la experiencia perceptiva-sensorial,
como la imagen de un dibujo) y el concepto figural. El concepto figural es una realidad
mental, es el constructo manejado por el razonamiento matematico en el dominio de la
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geometria. Hershkowitz (1989) también marca la estrecha relacién entre visualizacién
y aprendizaje geométrico enfatizando el papel de la visualizaciéon para delimitar la
imagen de un concepto. Jones y Tzekaki (2016) también destacan la inevitable super-
posicion de la visualizacion geométrica y el razonamiento espacial. Lea (1990) aun-
que no incluye explicitamente los contenidos geométricos en su definicién de sentido
espacial, lo considera como un conjunto complejo de habilidades entrelazadas (me-
moria visual, la visualizacion y la orientacion) que interacttian necesariamente para
relacionarse con el espacio. Lee y Pang (2007) estudian en 483 estudiantes coreanos de
Grado 2, 4 y 6 la comprensién de los contenidos relacionados con el sentido espacial y
concluyen que urge investigar la comprension de varios contenidos relacionados con
el sentido espacial y ensefiarlos a través de los diferentes grados.

En esta linea, dentro del grupo fqm-193 se ha avanzado en caracterizar el sentido
espacial conectando el conocimiento geométrico con las habilidades asociadas a la vi-
sualizacion.

Lupiafiez y Flores (2011) plantean que el sentido espacial es un campo del sentido
matemitico, que los escolares desarrollan cuando son capaces de identificar, analizar y describir
caracteristicas y propiedades de figuras geométricas en 2D o 3D. También se muestra en la ha-
bilidad para describir posiciones y trayectorias, asi como aplicar e identificar transformaciones
geométricas (p.45). También destacan que en sentido espacial es importante la visuali-
zacién y las nociones, propiedades y relaciones geométricas.

Avanzando en esta idea y para operativizar el analisis del sentido espacial, Flores et
al. (2015) describen el sentido espacial como “un modo intuitivo de entender el plano y el
espacio, para identificar cuerpos, formas y sus representaciones, que implica manejar relaciones
y conceptos de geometria de forma no convencional, incluyendo la habilidad para reconocer,
visualizar, representar y transformar formas geométricas” (p.129). Consideran para su des-
cripcion cuatro componentes. Las tres primeras son:

® Elementos geométricos: Conocer propiedades de las formas y figuras que permi-
ten la identificacién, ordenacién y clasificacién de estas. Incluye identificarlas a
través del nombre, la definicién y diversas representaciones

® Relaciones geométricas: Apreciar cualidades en las formas y en los cuerpos
geométricos como la simetria, equivalencia, congruencia, igualdad, caracteristi-
cas que permiten clasificarlas y diferenciarlas, etc.

® Ubicacion y movimientos: Disponer de referentes para describir posiciones en el
plano o en el espacio, llevar a cabo movimientos y reconocer en ellos regularida-
des o elementos invariantes.
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Y consideran como cuarta componente la visualizacién entendida en el marco tedri-
co de Gutiérrez (2006) como el conjunto de imédgenes, procesos y habilidades necesarios
para que los estudiantes de geometria puedan producir, analizar, transformar y comu-
nicar informacién visual relativa a objetos reales, modelos y conceptos geométricos.

Las componentes no pueden entenderse de una manera aislada y estan estrecha-
mente relacionadas. La visualizacién es la que establece conexiones entre las tres pri-
meras componentes puesto que conocimiento y habilidades no son independientes
y la fortaleza del sentido espacial radica justamente en establecer dichas conexiones.

Esta conexién ha sido sefialada en la propia concepcién de la geometria. Battista
(2007) define geometria como un complejo entorno interconectado de conceptos, for-
mas de razonamiento y sistemas de representacion que es usado para conceptualizar y
analizar entorno espaciales fisicos e imaginados. El razonamiento geométrico consiste
en la invencién y uso de un sistema conceptual formal para investigar la forma y el
espacio.

Uno de los objetivos propuestos es avanzar en la conceptualizacién de sentido es-
pacial para indagar en cémo establecer estas conexiones entre las componentes del
sentido espacial. Consideramos que esta operativizaciéon aborda suficientemente par-
te de la intencionalidad del sentido espacial expuesto por el NCTM, especificamen-
te en el estindar de Geometria (analizar las caracteristicas y propiedades de figuras
geométricas de dos y tres dimensiones y desarrollar razonamientos matematicos sobre
relaciones geométricas; localizar y describir relaciones espaciales mediante coordena-
das geométricas y otros sistemas de representacién; aplicar transformaciones y usar
la simetria para analizar situaciones matematicas; y utilizar la visualizacién, el razo-
namiento matemaético y la modelizacién geométrica para resolver problemas; NCTM,
2000, p. 43). En cambio, conjeturamos que para resolver tareas de razonamiento mate-
matico y modelizacién geométrica podria ser necesario incluir componentes asociadas
al lenguaje algebraico.

Partiendo de la intencién de operativizacion del sentido espacial, los indicadores
en cada nivel del Estdndar nimero 7, geometria y sentido espacial hablan de rela-
ciones espaciales, propiedades de figuras geométricas, transformaciones geométricas,
geometria de coordenadas, geometria de medidas (componentes del sentido espacial
en la caracterizacion de Flores, et al, 2015) junto con la modelizacién geométrica y el
razonamiento deductivo. El sentido espacial (entendido como la intencién educativa
de la geometria, y por tanto como la competencia geométrica), tiene diversos aspectos
segtn la componente de la competencia matematica con la que se relacione. Al tomar
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en consideracion las competencias matematicas PISA (INECSE, 2005), se pueden esta-
blecer relaciones con el sentido espacial.

Tabla 4. Relacion entre Sentido espacial y competencias PISA (Extraido Ramirez, 2012)

Competencia (PISA, 2003) Sentido espacial

Identificar figuras por sus caracteristicas, por
su definicién, definir, etc.

Pensar y razonar

Razonamiento geométrico, empleo de la

Argumentar y justificar . P
geometria por su estructura légica

Definir, convertir elementos geométricos en

Comunicar ! o ..
frases, identificar definiciones
Caracterizar los elementos geométricos como
. abstracciones, como modelos ideales de la
Modelizar

realidad, crear modelos nuevos a partir de los
conocidos

Plantear y resolver problemas

Conocer representaciones, relacionarlas entre

Representar P . .
si, producir nuevas representaciones

Identificacion de los objetos por sus nombres,

Utilizar lenguaje simbdlico empleo del lenguaje geométrico

Manejar programas dinamicos, dibujar

Emplear herramientas tecnoldgicas .
figuras

El papel de la visualizacion en las caracteristicas del talento ha sido abordado desde
diferentes perspectivas. Numerosos autores han destacado la importancia de la visua-
lizacion en las tareas de matematizacion (Arcavi, 2003; Clements y Battista, 1992; Gui-
11én, 2010; entre otros), resaltando el papel que la visualizaciéon ha supuesto en la obra
de grandes matematicos (Hadamard, 1947) y vinculandola estrechamente con el éxito
en las denominadas disciplinas STEM (ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas)
(Uttal et al, 2013; Wai et al., 2009). Desde esta perspectiva de cualidad para afrontar
tareas matematicas, la visualizacién supone la habilidad para interpretar y compren-
der la informacién proveniente de figuras que se usan en el trabajo geométrico y la
habilidad para contextualizar y trasladar las relaciones abstractas y la informacién no
figural en términos visuales (Ben-Chaim et al., 1989).

En relacion a la caracterizacion del talento matemaético en relacion al sentido espa-
cial, y particularmente a la visualizacién, numerosos estudios han demostrado poca

29




Rafael Ramirez Uclés. Proyecto de Investigacion

disposicién de los estudiantes con talento matematico a utilizar métodos visuales
(Krutetskii, 1976; Lee et al., 2007; Neria y Amit; 2010; Presmeg, 1986; Ryu et al., 2007).
Sin embargo, otros trabajos han relacionado positivamente el uso de la visualizacion
con el mayor rendimiento en la resolucién de tareas matematicas (Gruessing, 2011;
Rabab’h y Veloo, 2015; Rivera, 2011, Van Garderen, 2006; Van Garderen y Montague,
2003). Pese a ello, varias revisiones focalizadas en la visualizacién en estudiantes con
talento sefialan que existen pocos programas para desarrollar su visualizacion (Kalb-
fleisch, 2013),

Pensamiento funcional

El pensamiento funcional estd constituido por los tépicos, procedimientos y relacio-
nes que involucran a las funciones (Rico, 2006). Se puede caracterizar como el proceso
de construccién, descripcién y razonamiento con y acerca de las funciones, incluyendo
generalizar relaciones entre cantidades que covarian, expresar estas relaciones en pa-
labras, simbolos, tablas o graficos y usando representaciones para analizar funciones
(Blanton et al., 2011). Se incluye dentro de un enfoque del early algebra que “no trata
de introducir las funciones en niveles educativo previos tal y como se trabajan en edu-
cacion secundaria, sino de aprovechar el potencial de este contenido matemético para
promover capacidades en los nifios que les sean ttiles para el razonamiento en general
y el matematico en particular, tanto en el nivel educativo en el que se encuentran como
en los sucesivos” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 210). Establecer la relacién funcional
entre dos cantidades que varian y los sistemas de representacién para manifestar la
generalizacion son elementos clave para el desarrollo del pensamiento funcional en
los primeros cursos.

Segtn los Principios y Estdndares para las matematicas escolares, estudiantes des-
de Infantil hasta Grado 12 deberian comprender patrones, sus relaciones y funciones
y ser capaces de representar y analizar situaciones matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos; usar modelos para representar y comprender relaciones cuan-
titativas, y analizar cambios en diferentes contextos (Blanton et al. 2011). Estudios
empiricos evidencian la capacidad de alumnos de educacién primaria para aprender
y comprender nociones funcionales, y usar diferentes representaciones para resolver
problemas que involucran variables (por ejemplo, Brizuela y Schliemann, 2003). La
revision de la literatura muestra que identificar patrones, relaciones y funciones en di-
ferentes contextos es crucial para el pensamiento algebraico (Blanton and Kaput 2011;
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Kieran et al., 2016; Lee et al., 2018). Comprender las funciones y usar gradualmente
simbolismo algebraico podria disminuir las dificultades observadas en cursos superio-
res para usar el simbolismo algebraico y expresar relaciones entre cantidades (Bednarz
2001; Carraher y Schliemann 2007). Estudiantes desde los primeros cursos pueden ge-
neralizar y razonar con relaciones funcionales en contextos numéricos e incluso utili-
zar notacion variable (Blanton y Kaput 2011; Blanton et al., 2015).

El pensamiento algebraico puede presentarse en los primeros afios incluso sin el
uso del simbolismo algebraico (Kieran 2006) y los estudiantes pueden verbalizar la
generalizacion usando su lenguaje natural o incluso los gestos (Radford, 2018). Kaput
(2008) considera que incrementar sistematicamente la generalizacion en un sistema de
simbolos convencional es un factor clave para el pensamiento algebraico. Una apro-
ximacién a la instruccién en el uso de notacion variable podria empezar con repre-
sentaciones intuitivas, seguidos de una adopcién gradual de representaciones con-
vencionales, incluyendo letras para representar variables, con tareas para representar
y comprender relaciones mateméaticas como las tablas o las coordenadas cartesianas
(Carraher et al., 2008).

Con nuestra intencién de contextualizar la identificacién de relaciones funcionales
en el contexto geométrico, también es de interés la aproximacién al dlgebra utilizando
magnitudes (Carraher y Schliemann 2007). Respecto a los trabajos con patrones, hay
un matiz relevante al distinguir entre variables discretas y continuas. Kaput (1989) si-
guiendo los trabajos de Fischbein y otros, ha sefialado que la competencia para trabajar
en aritmética con cantidades discretas no necesariamente se transfiere a la competen-
cia en aritmética con cantidades continuas.

El comprender el comportamiento de las funciones permite al estudiante modelar
situaciones del mundo real (Blanton, 2008) y les permite conectar con diferentes con-
tenidos del curriculo y facilitar el posterior trabajo con lenguaje algebraico. Particular-
mente interesados en este proyecto de investigacion en el contexto geométrico, consi-
deramos relevante el proceso de generalizacion en la identificacién y representacion
de la relacién funcional.

Uno de los focos de interés serd reconocer el papel del sentido espacial y el pensa-
miento funcional en los procesos de generalizacién de los estudiantes con talento ma-
tematico y su conexion con las otras caracteristicas. La generalizacién es un elemento
comtin en la caracterizacién del talento matemaético, el sentido espacial (argumentar y
modelizar) y el pensamiento funcional. Aunque hay diferentes listados de caracteris-
ticas del talento matematico, la generalizacion aparece de manera destacada en todas
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ellas, bien de manera explicita o a través de habilidades que la requieren: habilidad
para generalizar rapida y ampliamente los objetos matematicos, sus relaciones y sus
operaciones (Krutetskii (1976), habilidad para generalizar (Greenes, 1981), habilidad
especial para trabajar de forma abstracta y ver relaciones entre objetos mateméticos
(Miller, 1990), busca patrones y relaciones, construye nexos, lazos y estructuras mate-
maticas (Freiman, 2006).

La generalizacién adquiere un papel predominante en el pensamiento funcional
(Kaput 2008) y se considera clave para que se adquiera el conocimiento matemaético
desde las edades més tempranas (Mason, 2018; Pélya 1945). Kaput (1999) se refiere a
la generalizacion como un razonamiento que se extiende mas alla de los casos especi-
ficos al explicar las similitudes o reconocer los patrones, procedimientos y estructuras
en sus relaciones. En el contexto funcional, generalizar una relacién funcional consiste
en identificar, explicar y representar la regla que subyace a la tarea, relacionando las
cantidades involucradas mas alla de los casos presentados, partiendo de los casos es-
pecificos y progresando hasta los casos generales (Hitt y Gonzéalez-Marin, 2016; Urefia
etal., 2019; Warren et al., 2016). Los estudiantes pueden representar esta relacion fun-
cional utilizando lenguaje verbal, graficos, simbolos o combinaciones de estos sistemas
(Canadas et al., 2008; Carraher et al., 2008).

Diferentes estudios con los primeros cursos de primaria (Blanton et al., 2015; Ca-
fiadas et al, 2016; Warren y Cooper, 2005) han evidenciado que los estudiantes son
capaces de identificar la relacion entre variables y usar variedad de sistemas de repre-
sentacion, incluido el simbolismo algebraico para comprender, representar y progre-
sar en la expresion de las relaciones funcionales. Urefia et al (en prensa), analizan las
estrategias que favorecen la generalizacién en una tarea propuesta para seleccionar
estudiantes que participen en un proyecto de estimulo del talento matemético. No
se perciben diferencias destacadas en las estrategias funcionales mostradas por estu-
diantes entre los estudiantes que han cursado introduccién al algebra y los que no. Sin
embargo, sin son mas sofisticadas las representaciones de la relacion funcional de los
estudiantes con instruccién en lenguaje algebraico.

En relacion al pensamiento funcional, las caracteristicas del talento se han aborda-
do especialmente en la busqueda de patrones, en lo relativo a generalizacién como un
nivel avanzado de razonamiento (Amit y Neira, 2008; Lee y Freiman, 2006). Las tareas
que impliquen representaciones gréficas y simbdlicas pueden ser una oportunidad
para conectar la visualizacion con otros tipos de representaciones. Presentar las tareas
de pensamiento funcional en el contexto de patrones visuales puede permitir detectar
diferentes tipos de usar la visualizacion (Rivera, 2007; Vale et al., 2012). En la experi-
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mentacion con patrones, la conexion entre algebra y generalizacion ha sido enfatizada
para promover el desarrollo del pensamiento algebraico, pero pocos estudios se han
focalizado en pensamiento no lineal (Amit y Neira, 2008).

Antes de generalizar, en el reconocimiento de patrones el estudiante debe reco-
nocer la propiedad que es invariante, reconocer lo que es comuin o establecer una re-
gularidad (Rivera y Becker, 2008). En esta primera fase, la visualizacién implica la
comprension de las relaciones de la estructura (Duval, 1999). Ver el patrén es el primer
paso para la bisqueda de la regularidad, por lo tanto, el uso del apoyo visual puede
ser el primer paso para conseguir la generalizacién (Barbosa y Vale, 2015). En las ta-
reas de patrones que implican figuras, el estudio de la percepcién cognitiva nos permi-
te investigar coémo los estudiantes ven diferentes aspectos del patrén que consideran
relevantes. La percepcion cognitiva va mas alla de lo sensorial cuando los individuos
ven o reconocen un hecho o propiedad en relacién al objeto (Rivera, 2007).

Con la intencién de presentar a los estudiantes con talento matematico tareas que
requieran generalizacion y la “armonia” entre el sentido espacial y su pensamiento
funcional, consideramos que las tareas relativas a justificar y modelizar pueden ser un
contexto adecuado tanto por su nivel de complejidad, como por la posibilidad de que
intervengan representaciones graficas y simbdlicas, demanda tanto pensamiento alge-
braico como sentido espacial y, particularmente, pensamiento funcional y habilidades
de visualizacion.

Por ultimo, se pretenden analizar y comprender las posibles diferencias de género
en los resultados obtenidos. Numerosos estudios han mostrado diferencias de géne-
ro tanto en aspectos visualizadores como en rendimiento matematico y han sugerido
posibles relaciones entre ellas (Ganley y Vasilyeva, 2011). Revisiones relevantes y me-
ta-andlisis han identificado mejor rendimiento en resolucién de problemas entre los
hombres (Hyde, 2014; Hyde et al., 1990; Maccoby y Jacklin, 1974). E igualmente, han
reportado mejor rendimiento en habilidades espaciales en los hombres (Halpern et al.,
2007; Hedges y Nowell, 1995, Linn y Petersen, 1985; Voyer y Saunders, 2004). Numero-
sos autores (Steinmayr y Spinath, 2008; Strand et al., 2006; Voyer y Voyer, 2014; Wach
et al., 2015) han observado mayor puntuacién de los hombres en test visoespaciales, en
particular en los referidos a rotaciéon mental. Pero diferentes factores de rendimiento
han sido identificados en el efecto del género en los resultados de rotaciéon mental,
dependiendo de la forma de puntuar el test y las condiciones en las que es administra-
do, como por ejemplo el tiempo limite (Goldstein et al., 1990). En un estudio sobre el
impacto del género en las relaciones espaciales con 331 estudiantes (145 participaban
en un programa de estimulo del talento matematico) no se identificaron interacciones
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entre habilidades matematicas y género en relacion con las diferencias observadas en
habilidades espaciales. En el test PMA-SR los chicos respondieron més items y obtu-
vieron mayores puntuaciones, mientras que en el DAT-5R las chicas tendieron a omitir
mas items (Ramirez-Uclés y Ramirez, 2020)

La revision de la literatura enfatiza una mayor diferencia de género en los test de
rotacién mental mas que en otras tareas espaciales. Mientras chicos y chicas difieren en
aspectos visuales y rendimiento en geometria en cursos superiores, sin embargo, sus
habilidades de razonamiento y uso de estrategias de resolucion de problemas geomé-
tricos son indistinguibles (Battista, 1990). Pero no hay consenso en el impacto que en
estas posibles diferencias pueden deberse a otros factores, como aspectos relativos a
la forma de puntuacién y condiciones de administracion del test, como por ejemplo
la limitacion del tiempo. Pretendemos analizar las diferencias de género en los tres
ambitos de nuestro proyecto de investigacion.

Una vez matizados los antecedentes tedricos, formulamos los objetivos del proyec-
to de investigacion.

OBJETIVOS

Objetivos globales:
1. Operativizar las componentes del sentido espacial.

2. Analizar la armonia entre sentido espacial y pensamiento funcional en la carac-
terizacion del talento matemaético.

3. Disefar y experimentar bloques de actividades de matematicas para facilitar la
conexién entre el sentido espacial y el pensamiento funcional en los procesos de
generalizacion, argumentacién y modelizacion.

Estos objetivos globales se persiguen a través de los siguientes objetivos operativos
que determinan las distintas fases del proyecto:

Fase 1. Realizar un analisis conceptual del sentido espacial, estableciendo un siste-
ma de categorias para describir las componentes y sus relaciones.

Fase 2. Disenar tareas matemaéticas para facilitar la conexién entre el sentido espa-
cial y el pensamiento funcional en los procesos de generalizacién, argumentacion
y modelizacién.
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Fase 3. Realizar un estudio de casos con estudiantes de altas capacidades matema-
ticas de diversos cursos de E. Primaria y ESO en el que se les observe durante la
resolucion de las actividades experimentales disefiadas por el equipo del proyecto
y otras actividades ordinarias.

Fase 4. Describir y caracterizar los procesos cognitivos de razonamiento, uso del
sentido espacial y del pensamiento funcional de los estudiantes seleccionados para
el estudio de casos.

Fase 5. Estudiar diferencias de género en el estudio de casos.

METODOLOGIA

Para realizar el analisis conceptual del sentido espacial de la fase 1, el estudio poseera
un enfoque cualitativo, que segtin Hernandez et al. (2014), permite recolectar y analizar
datos para afinar las preguntas de investigacion o revelar nuevas interrogantes en el pro-
ceso de interpretacion. Se realizard el analisis de diversas fuentes documentales sobre el
tema (literatura de investigacion, innovacion educativa, documentos curriculares), que
como resultados permitird conceptualizar el sentido espacial y establecer sus componen-
tes y significados. La investigacion se basara en el modelo de anélisis didactico. Especifi-
camente, se utilizaran las técnicas del analisis conceptual y del andlisis de contenido. El
andlisis conceptual permitird convertir conceptos en piezas tedricas precisas con enun-
ciados textuales, descriptores, definiciones, listas extensivas, ejemplos de uso, contrapo-
sicién de textos con significados alternativos y formulaciones simbdlicas. El andlisis de
contenido es una técnica de investigacion que permitird elaborar inferencias vélidas y
replicables a partir de textos en aquellos contextos en que se utilizan (Rico et al., 2013).

Para el establecimiento de categorias, destacamos de la definicién de la operativi-
zacion presentada por Flores et al. (2015) que plantean que el sentido espacial requiere
generar una amplia red de imégenes de los conceptos geométricos para su aprendi-
zaje, acompanada del descubrimiento y la préctica de destrezas para ubicarlos en el
espacio, percibirlos y representarlos de diversas formas, como son la visualizacién y la
orientacién. Tanto la visualizacién como la orientacién son componentes principales
de las habilidades espaciales que no se deben separar por considerarse esenciales para
el desarrollo del sentido espacial. En el tema de estudio se utilizara como teoria de par-
tida la presentada por Gutiérrez (1996), quien unifica desarrollos tedricos elaborados
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por diferentes autores y los integra para definir la visualizacién espacial en entornos
geométricos, el que se complementara para conceptualizar el sentido espacial.

Para la fase 2, a partir de la revision de la literatura, se pretende establecer un sis-
tema de categorias para analizar y disefiar tareas que permitan a los estudiantes con
talento matematico facilitar la conexién entre el sentido espacial y el pensamiento fun-
cional en los procesos de generalizacién, argumentacién y modelizacién

Para el disefio de actividades, nos basaremos en la propia experiencia profesional
de los miembros del equipo investigador, los resultados de dos talleres virtuales de
resolucion de problemas y demostracién y una prueba piloto sobre generalizacion, asi
como la de otros centros de referencia en este tema, como Nrich (Piggot y Pumfrey,
2005, 2006, 2007). Uno de los tipos de problemas que van estrechamente relacionados
con la puesta en juego del talento matematico son aquellos que demandan justificacio-
nes (Sriraman, 2004), puesto que suponen una oportunidad para desarrollar intuicién
acerca de la forma de demostrar matematicamente y plantear cuestiones desafiantes
y valiosas. En este sentido, tanto para la investigaciéon como para la atencién de estos
estudiantes es necesario planificar tareas ricas que requieran una demanda cognitiva
apropiada (Gutiérrez, 2017) y que faciliten que los estudiantes hagan generalizaciones
y justifiquen sus soluciones. Stein et al. (2000) definen una tarea rica como aquella
que es compleja, no algoritmica y no rutinaria, lo que permite multiples estrategias
y representaciones y no marca una ruta tinica hacia una solucion. Cualquier soluciéon
a una tarea rica, por tanto, no es una respuesta que se debe marcar, ni siquiera una
descripcion de la estrategia o el razonamiento utilizado para llegar a esa respuesta.
Las tareas ricas deben ir més alla, aportando oportunidades para que los estudiantes
justifiquen su razonamiento o estrategia, expliquen por qué su enfoque es vélido y
busquen generalizaciones de forma auténoma. Estas orientaciones han sido conside-
radas en varios trabajos que han establecido pautas para trabajar en el disefio de este
tipo de tareas para atender a los estudiantes de alta capacidad matemaética (Ramirez y
Flores, 2016; Ramirez et al., 2017). En el caso de tareas estimulantes para la alta capaci-
dad matematica, los razonamientos exigidos vienen condicionados por la riqueza de la
tarea, que varios autores han asociado con la complejidad de la actividad matematica
que envuelve (por ejemplo, Becker y Shimada, 1997; Flewelling y William, 2001). Bur-
khardt y Swan (2013) enfatizaron la importancia de tener en cuenta la dificultad de la
tarea a la hora de disefarla, y sefialaron que esta dificultad depende de varios factores:
(i) complejidad, que esta referida a la cantidad de variables, la variedad y cantidad de
datos, y la cantidad de modos en que se presenta la informacién; (ii) desconocimiento:
las tareas no rutinarias (aquellas que no son similares a tareas ya practicadas previa-
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mente) son mas dificiles que los ejercicios de rutina; (iii) demanda técnica: las tareas
que requieren una matematica mas sofisticada para su soluciéon son més dificiles que
las que se pueden resolver con una matematica més elemental; y (iv) autonomia del
alumno: la orientacién de un experto (generalmente el maestro) o de la tarea en si (por
ejemplo, al estructurarla o “andamiarla” en partes sucesivas) hace que la tarea sea mas
facil que si se presenta sin dicha orientacion. A partir de estas consideraciones tedricas
y metodoldgicas, presentamos el analisis previo de la tarea disefiada atendiendo espe-
cialmente a las estrategias de resolucion y los elementos de razonamiento matematico.

Para las fases 3 y 4, se esperan llevar a cabo varios experimentos de ensefianza
basados en una investigacion de disefio (Confrey, 2006; Molina 2006) tanto con estu-
diantes de Primaria y Secundaria participantes en programas de estimulo del talento
matematico (ESTALMAT) y programas de enriquecimiento en centros escolares. Se
espera contrastar los resultados utilizando grupos control.

También se contintia con analisis de datos de experimentos ya realizados:

(A yB) Toma de datos sobre uso del lenguaje algebraico y del sentido espacial en ta-
lleres de resolucion de problemas y de demostracién para estudiantes de primer curso
de ensefianza secundaria en un entorno online. Se han implementado las sesiones y se
estan determinando las categorias de andlisis a priori. Esta previsto trasladar la cone-
xién entre ambos constructos a los primeros cursos de Primaria en tareas de argumen-
tacion. Se pretenden continuar los aportes de los proyectos “Modelos de ensefianza y
procesos de aprendizaje de las matematicas: analisis multidimensional” y “Modelos
de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas: andlisis racional y empirico”.

(C) En una nueva toma de datos en tareas geométricas con variables continuas, se
estd avanzando en el establecimiento de categorias de andlisis para conectar el proceso
de generalizacién y el sentido espacial. Estas categorias servirdn de referencia para
las de los primeros afios de Educaciéon Primaria. Este trabajo forma parte del primer
experimento de tesis de Alba M* Damian codirigido por Rafael Ramirez y Maria Ca-
fladas dentro del Proyecto “Pensamiento funcional en educacién primaria: relaciones
funcionales, representaciones y generalizacién”.

La investigacion que se llevara a cabo es de carécter cualitativo, se enmarca dentro
de una metodologia observacional y descriptiva de tipo confirmatorio. En cuanto a la
metodologia de realizaciéon de experimentaciones y analisis de éstas, nos proponemos
aplicar la metodologia originaria de los grupos de investigacion e innovacién japone-
ses denominada “grupo de estudio” (Krainer, 2014). El grupo de estudio esta formado
por los profesores participantes en la experimentacién, que actiilan como un grupo de

37




Rafael Ramirez Uclés. Proyecto de Investigacion

trabajo colaborativo. Mientras uno de los profesores implementa las actividades expe-
rimentales en sus clases, uno o mas miembros del equipo actiian como observadores
de esas clases recogiendo informacién audiovisual y escrita. Esta informacién es anali-
zada por todos los miembros del grupo y les lleva a elaboracion de conclusiones sobre
la validez de las actividades y del método de ensefianza y las posibles mejoras, que se
implementaran en una nueva experimentacioén (Asami-Johansson, 2011).

En relacién al razonamiento matematico, en relacion con la elaboracion, verifica-
ciéon y demostracion de conjeturas, esta parte de la investigacion se apoyara en las
herramientas metodolégicas proporcionadas por la categorizacién de demostraciones
matematicas (Balacheff, 2000; Harel y Sowder, 1998; Marrades y Gutiérrez, 2000).

Se realizaran dos nuevos experimentos de ensefianza: (D) con estudiantes de se-
cundaria ESTALMAT y grupo control y (E) con estudiantes de Primaria y secundaria
programa de enriquecimiento. En relacién a la modelizacién, se utilizaran las fases del
proceso de modelizacién a partir del esquema de modelizacion propuesto por Blum y
Niss (1991): (a) analisis del problema real, (b) simplificar el problema real, (c) matema-
tizar, (d) resolver el problema matematico, (e) interpretar las soluciones obtenidas, f)
reflexién de los resultados y validacién del proceso, y (g) presentacién de las conclu-
siones. Para “matematizar”, el sujeto debe traducir el modelo real en términos mate-
maticos para llegar a un modelo ttil en la resolucién del problema (Gémez y Flores,
2013). Segtin Blum y Niss (1991), el modelo real es matematizado, es decir, sus datos,
conceptos, relaciones, condiciones y supuestos son trasladados a la matematica; asi
resulta un modelo matemético de la situacién original. El modelo matematico, como
fase del proceso de modelizacién establece relaciones o formalismos matematicos que
representan las propiedades e hipétesis del modelo. Dentro de esta fase, se incluye
la escritura, en lenguaje matematico, de las relaciones establecidas entre las variables
dadas por el problema. Se pretende indagar en la determinacién de variables y sus
relaciones en la construccién del modelo matemaético a partir del modelo real en un
problema de modelizacién y en la caracterizacién de tareas que permitan “armonizar”
el sentido espacial y el early algebra en edades tempranas, especialmente en tareas de
modelizacién abordadas desde una perspectiva STEM. En este sentido, se espera ca-
racterizar las componentes del sentido espacial de un modo operativo en los trabajos
de Andrea Cruz y de las fases de modelizacién en los trabajos de Jessenia Chavarria.

Para la fase 5, se espera un enfoque mas cuantitativo y la utilizacién de herramientas
psicométricas como el test de Raven y los factores espaciales de los test PMA y DAT. Se
espera contrastar las puntuaciones en los test con el rendimiento en las tareas propues-
tas y analizar los aspectos especificos que pudieran manifestar diferencias de género.
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El plan de trabajo y cronograma aparece en la Tabla 5

Tabla 5. Cronograma

2020 y anteriores: Revision de la literatura sobre sentido espacial
2021: Establecimiento de categorias

2020 y anteriores: Prueba piloto sobre sesion de enriquecimiento sobre generalizacion

2021: Disefio de sesiones de enriquecimiento sobre argumentacién y modelizacion

2020 y anteriores: Toma de datos de Talleres Virtuales de resolucién de problemas (A) y
demostracion (B)

2021: Experimento de ensefianza con estudiantes de secundaria ESTALMAT y grupo control (D)

2022: Experimento de ensefianza con estudiantes de Primaria y secundaria programa de
enriquecimiento (E)

2020 y anteriores: Toma de datos de estudiantes de Primero y Sexto de Primaria de un
programa de enriquecimiento (C)

Anélisis de datos del taller de demostracion (B)
2021: Anélisis de datos del taller de resolucién de problemas (A)

2022: Anélisis de datos de los experimentos de ensefianza (D y E)

2022: Anélisis de las diferencias de género (D y E)

2023: Transferencia de resultados

CONTRIBUCIONES

Los resultados de este proyecto se describen desde tres enfoques: teérico, metodo-
légico y practico.

Tedricamente, la caracterizacién de los aspectos cognitivos puestos en juego en pro-
cesos de generalizacién, demostracién y modelizacién asociados al sentido espacial y
el pensamiento funcional supondra un avance en los estudios internacionales actuales.

W

9




Rafael Ramirez Uclés. Proyecto de Investigacion

Metodolégicamente, en el proyecto se hace necesario disefiar y validar instrumen-
tos de recogida y establecimiento de categorias para analizar la informacién que per-
mitan explorar el sentido espacial y pensamiento funcional de los estudiantes. Estos
instrumentos contribuyen metodolégicamente a futuras investigaciones.

De manera practica, los resultados de este proyecto seran de utilidad para la inves-
tigacion en el area, la docencia en secundaria y la formacién del profesorado. Favore-
ceran la consolidacién de una linea de investigaciéon novedosa en Espafia (pensamien-
to funcional) y contribuirdn a nivel internacional a la atencién de la alta capacidad
matematica. Conocer cémo generalizan, argumentan y modelizan los estudiantes con
talento matematico permite informar del disefio de propuestas de ensefianza en linea
con las nuevas directrices curriculares a nivel nacional e internacional. En la forma-
cién del profesorado, un mejor conocimiento de los procesos cognitivos es ttil para
el desarrollo de una ensefianza guiada cognitivamente. Los conocimientos practicos
contribuiran al disefio y desarrollo de planes de formacién de profesores de matema-
ticas en Espafia, pudiéndose aplicar en futuros proyectos e investigaciones, asi como
en el programa de doctorado de Educacién y al méster Didactica de la Matemaética de
la Universidad de Granada.

Principalmente consideramos que los resultados del trabajo pueden aportar infor-
macion relevante sobre las caracteristicas diferenciadoras de los procesos cognitivos y
los patrones de aprendizaje de los estudiantes de altas capacidades matematicas. Esto
puede facilitar la elaboracion de materiales de ensefianza que ayuden a los profesores
a atender las necesidades de este tipo de estudiantes. Ademas de la difusién de resul-
tados en dmbitos de investigacion (revistas de impacto, participacién en congresos)
consideramos relevante la transferencia directa al profesorado.

“Aterrizar” la investigacion en prdcticas de enseiianza para la atencion del talento

La contextualizacién de investigaciones en el dmbito del talento matematico va
estrechamente relacionada con los proyectos en los que participan estos estudiantes
(ESTALMAT, Campus Cientificos, Programas PIIISA, etc.) y la posibilidad de disefiar
y analizar tareas y procesos de ensefianza en estos proyectos.

Como resultado de las investigaciones del talento matematico, se esta disefiando
una metodologia para la atencion del talento matematico denominada “reposo curri-
cular” (Ramirez y Flores, 2016) que se estan utilizando en la formacién de profesores
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en primaria y secundaria. Las tareas disefiadas se implementan en los diferentes pro-
yectos y se estan difundiendo entre el profesorado en diferentes entregas de la secciéon
de SUMA y cursos de formacién. En los proyectos de FECYT que colaboran con el
proyecto ESTALMAT se han incluido algunas propuestas relacionadas con la inves-
tigacion, tanto para la toma de datos como para puesta en marcha de los resultados
obtenidos de las investigaciones. En otros proyectos en los que suelen realizarse acti-
vidades de enriquecimiento (Campus Cientificos, Proyecto PIIISA...) también se estan
realizando sesiones que resultan de investigacion para los estudiantes de primaria y
secundaria.

Aportes de la educacion matemitica al diagnéstico de las altas capacidades matemdticas

La capacidad visual y la atencion a los estudiantes con alta capacidad matemaética
son temas de interés desde el &mbito de la psicologia. Gutiérrez (1996) sefialaba que
las busquedas de trabajos en visualizacion, habilidad espacial, imagen mental daban
resultados en revistas psicoldgicas y en Educacién Matematica. Ante la idea consoli-
dada de diagnéstico del talento matematico basandose tinicamente en herramientas
psicométricas, esperamos que los resultados den informacion para la nominacién del
talento matematico directamente por el profesorado de matematicas. Determinar las
caracteristicas asociadas a lo observable en el aula, permitira una mejor deteccién vy,
por lo tanto, la toma de decisiones del docente para atender al talento matematico.

Desde el talento hasta la clase ordinaria

La investigacion con estudiantes con talento permite eliminar potenciales dificulta-
des para observar el rendimiento en las tareas que podrian derivarse de un deficiente
conocimiento de las matematicas o falta de interés. Pero todo lo expuesto en el proyec-
to justifica el interés, la necesidad y la pertinencia de disefiar y experimentar activida-
des matematicas ricas que puedan ser planteadas a todos los estudiantes de un grupo
ordinario de Educaciéon Primaria o ESO con diferentes graduaciones de dificultad o
profundidad.

Una idea que subyace en las investigaciones con los estudiantes con talento ma-
tematico es la necesidad de disefiar tareas ricas, que luego pueden adaptarse al resto
de los estudiantes. Esa dindmica podria establecer un interesante un ciclo interesante:
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disefio por investigadores de tareas para estudiantes de alta capacidad matematica,
analisis de los resultados, propuesta de disefio de sesiones para clase ordinaria, puesta
en comun con profesorado e implementacién en la clase ordinaria con diversidad.
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