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RESUMEN DE LA MEMORIA




&

Cuando se considera un anillo Q de

subconjuntos de un conjunto arbitrario X, y una medida

finitamente aditiva u en Q, en Loomis [26], Dunford -
-Schwartz [12], y més recieﬁtemente en Giinzler [17] o [18],
se estudia el espacio Rx(“’ﬁ) de las funciones Riemann - u -
- integrables; tal espacio es el andlogo para el caso
o-aditivo al espacio L'(u,R) de las funciones Lebesgue - p-
- integrables y su integral de Lebesgue. Se constata asi la
existencia de .una analogia entre la teoria de la integral
abstracta de Riemann respecto de una medida s6lo finitamente
aditiva, y la teoria de la integral respecto de una medida

oc-aditiva (o numerablemente aditiva).

Por otro ladc, Daniell, en su conocido trabajo [8],

ocupa de la prolongacién de un funcional I lineal Yy

negativo cuyo dominio es un reticulo vectorial L de

funciones acotadas en un conjunto X, a un funcional como la

integral de Lebesgue. En este contexto, el axioma de

convergencia (o de continuidad) gque impone Daniell:

. Ay e L, ¥ va-» I(fn) s 0 ", permite obtener 1los
n n

1
teoremas de convergencia de Lebesgue, y lleva, junto a




axi i ]
loma de Stone: IAdL el ‘gt ¢ o9 "+ a probar la

existenci y ini i
1ICla de una unica medida numerablemente aditiva en X

respecto de la cual I es 1la integral.

El paralelismo que sefalabamos mas arriba, permite

plantearse la existencia e un proceso andlogo al de

extensién de Daniell, pero sin condiciones (0 con
condiciones débiies) de convergencia sobre 1la integral
elemental I. Esta cuestién fue tratada inicialmente por
Aumann [3] y Locmis [26]. También Bichteler [4] y Schéfke
[31] al estudiar completaciones respectc de "seminormas
integrales" abstractas, obtienen, en la misma linea de

Aumann, ciertas extensiones integrales con la introduccién

previa de una seminorma integral adecuada.

Los resultados de Gould en [i5], en donde se asume desde
el principio el axioma de Stone, estén contenidos en la

integracién abstracta de Riemann de [19].

Con todo ello, recientemente en [ 5] se presenta la
prolongacién de un funcional lineal y no negativo I definido
sobre un reticulo vectorial B de funciones reales en un

conjunto arbitrario X. Se consigue asi la generalizacidn del

proceso de prolongacién de la integral de Daniell-Bourbaki.

Aqui la extensién B de las funciones sumables lleva a la

- . . de
clase L' en dos situaciones especiales: la integral




continuas y de soporte compacto),

Y sobre el espacio S(Q,R)
de 1

As funciones escalonadas correspondientes al anillc Q

generado por los intervalos [a,b[ < R.

Los resultados de [5] son sustancialmente completados

por Gilinzler en [21], en donde se dan teoremas de

convergencia para la integral T alli detirida. Un dato
importante que se extrae de la presentacién de la integral
abstracta de Riemann, asi como de los resultados de [21], es
qua2 en 21 caso finitamente aditivo la convergencia casi en
todo punto no es Gtil para obtener teoremas de convergencia
del tipo de Lebesgue. Se advierte entonces la necesidad de
usar una adecuada convergencia en medida localizada: la
convergencia I-local. Este concepto, que ha sido introducido
en [21], supone la generaiizacién de la convergeicia p-local
de [18], y en consecuencia, contiene para el caso de una
lmedida finitamente aditiva y finita sobre un dlgebra, la

convergencia en u-medida de Dunford-Schwartz [12].

Mediante el uso de la convergencia I-local, la

extensién integral que se desarrolla en esta memoria,

' igui : ional
considera la situaci6én abstracta siguiente: el funcion

lineal no negativo I sobre B se prolonga al R-reticulo

1 » l r

i i cién
conservando tal extensién las propiedades de la integra

i initamente
abstracta de Riemann respecto de una medida fini

aditiva.




En 1
este proceso no se eéxlge ninguna condicién de

continuidad del funcional I, tampoco X tiene ninguna

propiedad topolégica, Y el axioma de Stone no es necesitado.

Claramente, cuandc alguna condicién de éstas es afiadida se

Prueban propiedades adicionales de las funciones

I-integrables. En particular, esta extensién contiene 1la
clase R1(“’R)' Y con ello, la u-inteqrabilidad en el sentido
de Dunford-Schwartz. Para medidas c-aditivas sobre un

o-anillo se tiene B = R1 = 1! médulo funciones nulas.

En situaciones similares, la comparacién de
nuestros resultados con algunas referencias bibliograficas
antes citadas, nos lleva a los siguientes comentarios

resumidos:

En los trabajos de Aumann [3]), Loomis [26] y Bichteler
[4], se presenta la integracién propia de Riemann (clase

R (B,I)), que esté contenida. estrictamente en Iﬂ(B,I), y
prop

que en nuestro contexto seria la clausura de B en Rx
respecto de la seminorma integral I (f) " {I(g); T 8 g &

€ B}.

Loomis define también una tercera extensién ("one-side-

i i con la clase
-completation U"), que Se corresponde

R (B I)r\RX. Esta misma extensién puede obtenerse con las
1 ¥

técnicas que usa Schédfke en [31] si previamente sé intreduce

la "localizacién" de T,

otra seminorma integral adecuada:

L



Por otra parte, dado que s6lo existe una relacién

general posible entre la clase B de las funciones sumables y

RI(B,I): RlpB,I) ¢ B médulo funciones nulas (situacién que

generaliza los resultados de [6]), se analiza con detalle

bajo qué condiciones se pueden establecer otras relaciones

entre ellas, déndose algunos ejemplos de interés,

Finalmente, cabe sefalar que 1la generalizacidn ési
lograda de 1la Riemann-u-integrabilidad, sugiere, entre
otros, el estudio posterior de una teoria de funciones
medibles, y 1la consi.eracién de ciertas estructuras
(algebrdicas o topolégicas) sobre el conjunto X o el

reticulo vectorial inicial B.

Pasamos a indicar brevemente los resultados

fundamentales de la memoria:

CAPITULO I: Desarrollamos en este Capitulo el proceso de
extensién integral con la convergencia I-local. Asi, en la

definicién 2.1, se generaliza la convergencia u-local de

A ;
[20]: la sucesifbn de funciones (fn)nclR se dice que

converge I-localmente a f e ﬁx, (fn)n__*f(f)' si para cada

5 n-
0she B se verifica que I (If - Ll oA h)—0, cuando ‘

stendo I°(f) := 4Bf (I(@); L 5 g & Big con GO @ 1= -», ¥

] . 5

=X
nidas en R .

respecto de las operaciones algebrdicas defi




Con ell
B, la clase Rl(B,I) de las funciones

I-integrables 1la constituye todas las funciones f e R* para

las que existe una sucesién I-Cauchy (h ) ¢ B tal que
nn

(hn);——ef(I’); y se define su integral por I(f) = lim I(h ),

N>w. R (B,I) es un R-retfculo vectorial e I es lineal o

monétono en é1. -

En el caso especial de considerar espacios (X,Q,u) de.
medida finitamente aditiva, si IIu e%gla %Siegral usual dé
una funcién escalonada correspondiente aim anillo @, las
convergencias Iu—local Yy u-local son equivalenteé. Ademés,
si Q es un Aalgebra y u(X) < «, ambas coinciden con la
convergencia en medida de [12]. En resumen, la integraciéngi

ifa;q

abstracta de Riemann estd comprendida en el proceso de’

extensién que hemos desarrollado aqui.

En el mismo contexto, 1la clase RWWP(B,I) de la§
funciones Riemann-integrables (clausura de B respecto de la

seminorma integral I'), estéd contenida estrictamente en :

oL 2
R (B,I), (proposicitn 3.25); y pueden describirse las _
1

- : es -'.-l ' :
funciones Riemann-integrables como las func:?n g

I-integrables que estan acotadas por una funcién elemental.

Al

Estos resultados permiten probar en el teorema 3.30 quey

i ellas
las funciones I-integrables no negativas son aqu

; ” - Gl - fAh es
funciones tales que I (L) s= ML ( £y s » Y p

Riemann-integrable para toda h € B, h 2 0.




. Las propiedades que acabamos de enunciar nos llevan a

concluir que los

trabajos clasicos de extensién de

funcionales lineales de (3] ¥ [26], esta&n subsumidos en

nuestro estudio.

CAPITULO II: En el apartado 4 de este'Capitulo se presenta
un blogque importante de propiedades relativas a la

convergencia I-local de sucesiones de funciones

I-integrables.

En primer lugar, como consecuencia de gque el infimo Qe
cada funcién f I-integrable con cualquier funcién g sumable
no negativa es una funcién sumable, y ademds, I(fAg) =

= I(f), =e obtienen dos resultados importantes:

a) La condicién suficiente para que una funcién I-integrable

sea sumable es que esté acotada por una funcién sumable.

) 8i [(f ) £ RipB,I) con I(lf“)——eo, cuando n-», entonces
n'n

(£ ) —0(I").

A continuacién, usando la densidad de B en IQ(B,I)

iedad b
respecto de la seminorma [f|| = I(Ifl), ¥ la propi )

I) es cerrada respecto
anterior, se prueba que la clase R (B, )

de la convergencia en I (teorema 4.5).

i bar en el
Los resultados anteriores nos permiten pro

I




convergenci
gencia de Lebesgue: teorema 5.1 (de la convergencia

mo V
nétona) y teorema 5.7 (de la convergencia dominada). Sus

enunc1ados‘ estan dados en la forma clasica, y claro estd, en

térmi i -
rminos de la convergencia en I que aqui hemos util:izado.

P -
Or otra parte, ambos teoremas pueden generalizarse mediante

la relaci6n "s (1 )" de la definicisn 3.16¢y £ sg(l') WAy

86lo si (f = g) = o(I).

.

Por dltimo, cabe sefialar que para cualquier funcién
f de Rl(B,I), la relacién que existe entre las diferentes
"prolongaciones" de I que hemos usado es la siquiente:
I+(f) = I(f)=I(f)sTI(f)=1I(f). Probandose que si f es
no negativa, entonces I+(f) = I{(f) = I(f)s COR lo que
encontramos la definicién usual, como una integral inferior,

de la integral de una funcién Riemann-u-integrable.

CAPITULO III: Ya hemos insistido en el hecho de que la
extensién integral I|B — IIR (B,I) que desarrolla esta
memoria, generaliza la integracién abstracta de Riemann

R (u,R) respecto de una medida finitamente aditiva, y en
1

particular, contiene la integracién en el sentido de.

Duriford-Schwartz. Esta situacién nos proporciona numerosos

ejemplos dados en [20] y [21], para el caso més estudiado,

de que se parta de un sistema dé medida (X,Q,u) en la

construccién de la integral.




L3

o ; ¥
\ En el'fFontexto de sistemas

integrales arbitrarios

(X,B,I), Yy en raiacién con las prolongaciones I, T e I', en

pl apartado 6 del presente Capitulo se completan algunas de

‘ab relaCLOnes que hemos encontrado con otras extensiones

L}
}ntegrales.

yoa
-
4

i
' -

; En concreto, se establecen condiciones necesarias y
épficientes para afirmar relaciones de inclusidn entre las
C‘ases de funciones I-integrables y sumables; probandose que
1# Gnica relacién general que existe entre ambas clases es
q:e R(B.I) g B médulo funciones I -nulas (teorema 54)

E:fte resultado generaliza el correspondiente teorema de'fﬁj

{ S L
pixra el caso finitamerts aditivo.

A partir de aqui, la proposicién 6.5 demuestra que para

sistemas (X,B,I) en los que cualquier subconjunto de X que
f _ '
gpa I -nulo es sumable, se tiene leB,I) contenido en B.

::! i)
I En el apartado 7 se prueban nuevas caracterizaciones de

a I-integrabilidad. En especial, el teorema 7.4 reproﬂqce
el correspondiente resultado para las funciones sumablga,
Lstableciendo que para sistemas stonianos y continuos
superiormente (C_ : I(f A~ n)—I(f), si nww, f €B, I =0,
ciones I-integrables es cerrada respecto

{la clase de las fun

fde la integracién impropia.

F

€ sultado
Finalmente, completamos este Capitulo con un re

7 ue el
obligado, como es el teorema .9 que establece Q
r




proceso de extensién I|B ——4IIR1(B,I) es ‘"iteradamente

cerrado",

esto es, la extensién flRl(ﬁ,f) coinci con

IIR(B,I), siendo B := R (B,I)n R e ¥ := 1/B.

Hemos anadido a la redaccién de esta memoria en el

apartaco 7.b. un breve resumen de la construccién de las
funciones sumables de [5]; este estudio, junto a la parte de

su desarrollo de [21]), son el punto de partida de nuestros

resultados.

También hemos incluido en el Apéndice otro punto
de referencia importante: la pu-integracién ‘abstracta lde

Riemann, dada en [17] y [18], con algunas notas‘comunicgdas_

por H. Gilinzler. Su relacién con la integracién  &g:J

Dunford-Schwartz, aunque ya viene referida en [19] ¥ [20],;
entre otros trabajos, la hemos desarrollado expresamente en -

este resumen.
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1. PRELIMINARES: [R-RETICULOS VECTORIALES, PRIMERAS

EXTENSIONES DE UN SISTEMA L[C  LOOMIS.

.

a. R-RETICULOS VECTORIALES.

g

2

En esta primera parte fijamos _l;iggni'

notacién y terminologia preliminar basica para el cl‘eem'r:i."r_cxa_‘.,‘[t1(:::)'""_5::T

posterior.

Se considera el cuerpo de los nimeros reales R Y 1in
recta real ampliada R := Rv { -o, » }. En ﬁ‘eé conoéiEO"Q;_
problema que se plantea al escribir' ° - © péra‘ evitﬁi TD
confusiones aqui se adoptan los siguientes conceéé%sfro“ ff

definicicnes.

Para a, b € R, se definen

a+b , definida usualmente en R

gia=-be{-» =}




definida usualmente en R

==De{ ~a, o)

Ambas operacicnes son conmutativas, pero, mientras la

operacién + es claramente no asociativa, la suma + si lo es.

El siguiente lema resume las propiedades elementales de

la nueva adicién +.

LEMA. 1.1.

L

Para la cperacion +:R x R—R, dados a, b, c, deR

se tiene:

+ es asociativa: a + (b +c¢c) = (a +
Siaskb, entonces a+ csb+¢C;
sia+bs=c, entonces a = c + (-b)

Si a € R; ve tiene: aw(a i b) =aa % ab (témhien
es éierto para +, *, ) ‘

la 4 bl s la + ¢l + lc # bl (tambien se ve-'.tfica G
gara '+,.%, ) ;

I(aib)-(cid)lsla-cl4ib-d|s

gj a<b y c =d antonces, a icsb+d




Para R 4§
a, beR, ‘= max (a,b) , a A b :=min (a,b)

a :=avo, a :=-(aao0).
- v
Claramente, a = a° - a~ y = a' + a, para cada
a € R.

viii) Si 0=b, 0sc, 0Osd y asb+ c, entonces i

and=bad+cnand;

Asi mismo, se define una nueva operacidén: para a,

beR con b z 0,

anb:=(ananb)v (-b).

Obsérvese que con la notacién de M. H. Stone, se "'htie_ne

anb="mid (-b,a,b)" := méx(min(-b,a),min(a,b),min(;b,b)}Q°

Se comprueba fé&cilmente la validez de las siguientes

propiedades

ix) c =z 0 se tiene:
lanc-bncls2(la- bl A €)

a, o, c € [0,o], entonces

(a +b)arnc=(anc + bac)ac

a, b, c € ]-w,»], entonces
(a =-b)Arc=aAh (b + c) = by

siempre que el segundo miembro tenga sentido.

xii) Si a=Db, entonces

bAC=-aACSs b - a

xiii) Si a = G, b = c, entonces

asaanb+c- b

"4




(Véase [29), ejercicios 1-6, p.17, [20], p. 339).

Las operaciones definidas en R inducen las

correspondientes operaciones puntuales en el conjunto R de

las funciones numéricas definidas sobre el conjunto

arbitrario X no vacio.

Recordemos que la clase B ¢ R® se dice un R-reticule

vectorial si para f, g € B, « € R se tiene que: af, f + g !

f ng, fvg € B. Para clases ‘de funciones numéricas_'se da

la siguiente definicién.

S

DEFINICION 1.2.

-

La clase M ¢ R se dirad un R-reticulo vectorial si pa

f, ge M, a € R se tiene
af, fvg, £Arg, |fl eM,

y ademds si h € "X con h(x) = f(x) + g(x), para todo x con

f(x) y g(x) € R, entonces h € M.

En par:tj.culau::;r con esta definicién podemcs asegurar que

R i ljas dos sumas
los R-reticulos vectoriales conservan 8
definidas en F, es decir:

i sl T,
pado un R-reticulo vectorial M, se verifica que

g e, entonces f + g Y f +geM




La definicién dada es la usual en textos clasicos como
[30): 110, (291, wte. ..

El lema 1.1 trasladado a RX establece algunas de las
propiedades de la suma + en R>. Ademis de éstas, debemos _
seflalar las siguientes relaciones que jugardn un péfellgﬁ
imﬁortante en la prueba de algunos resultados:

Para f, g, h € ®%, h = 0 se verifican

xiv) If A h 5 g A h|l s |f - g| (Desigualdad de.Birkhquﬁg_

xv) (fvh ~g vigl s |f'= 4.

siendo estas dos desigualdades también ciert;s para 1
operacion -.

Notaremos R = [0,]. Algunas propiedades adicipnglﬁ?;
aparte de las ya citadas, pueden encontrarse en [3] p.3ﬁ42 Y

[20] pp- 340, 354.




b. PRIMERAS EXTENSIONES DE UN SISTEMA DE LOOMIS,

Consideramos un R-reticulo vectorial B de
funciones reales definidas en un conjunto arbitrario X nor
vacio, con las operaciones y relaciones +, a., =, =, A':,. v,i"j-w
| | , definidas puntualmente en X, y un funcional linqal
I:B—R no negativo, esto es, I(f) =2 0 8i 0 s f € B. A:»Ia’__

terna (X,B,I) se le llama un siStema de Loomis.

En todo 1lo que 5igue asumimos la terminologia y

en [5].

,\.q(

Resumimos aqui estos conceptos en la forma en que van_.ua
ser utilizados por nosotros.. Gl
La primera extensibn de l.a clase B es defini_d’a por
B+:={feTR'x,- f =sup g, g € B, gSf}-{—w}.ﬂ_
= { fe ]-w,,,]x; para cada x € X existe hn € B
con hn st, ¥y (ﬁn(x))—af(x) }.
Para cualquier f € RY, se define

I+(f) :=sup { I(9); 9 € B, g < f ), con sup @ := "%




Nualmente se definen B” := -B' y 717(f) := -I'(-f)
; .
B ;
es estable para la suma y el producto por escalares
No negatives, y es un reticulo cerrado por supremos. 17 es
mon i
6tono y no negativo, Y es positivamente homogéneo vy

superaditivo, esto es,

+
I (af) =« I+(f), para f ¢ ﬁx, @ €R.

+ +
LT (E) _+ I (g) = I+(f + g), para f, g € ﬁx.

Para obtener la prolongacién aditiva del siétema dc

Loomis, se define : »

B, T B+;I+(f + g ) = tee) + 1’ (g), para toda_:'g i‘f':.B+}

¥ B 3-8,

Con ello se tiene B ¢ B, ¢ B+, I+ es aditivd en B, yi
1* e 1" coinciden en B, n B_ o : |

Ahora, a partir de las extensiones B, Yy B se definan’,{
de la forma usual, para cualquier f € R ' 1a i._nt.gqrues

superior e inferior.
I(f) := inf { I+(g); geB, f =g}, con inf @ :=
y I(f) := -I(-1). ' -
I es monétona y positivamente homogénea, Y subaditiva ,_g;w
es,
T(f +g) s I(f) + I(g), para toda £, g € R

para cualquier f € ﬁx se tienenlas relaciones

rte) = I(£) = T(£) s T (£)-




Fina
lmente, la clase de las funciones I-sumables es

definida por

N wy E
B:={feR; I(f) =I(f)eR)
Si f € B, se define I(f) = I(f).

Obviamente B ¢ B i ' =
_ Y 8L I e B, v B y I(f) € R, entonces

f e B.

B es un reticulo, cerrado por las operaciones +, -y +, -

Ademds, si f, g € By h € R* tal que h(x) = f(x) + gex). en.

los puntos x € X para los cuales f(x), g(x) € R, Qnt :gas

I(h) =1I(f) + I(g) (Teorema 5-2 en [5]).

i

E es denso en B: f € B, si y s6lo si, para Cada e> ats

existe h € B verificando I(If - hi) < € (teofémé 5...5 en
{51)- : §

B es cerradc respecto de la T-convergéﬁﬁiﬁé . SJ..

(f ), < B, f € ﬁx, '.'f(lfn - fl)—0 » f € B, (f(fn.))’f?fff_)-

(<Corolario TII, (215). L

Ademds si f € B entonces |f]| € B.

Una descripcién detallada de los conceptos ‘y‘-

propiedades que acabamos de resumir puede verse en [5]. Mas

recientemente, en [21], se han obtenido auevos resultados,

ntre los que destacan los teoremas de convergenc:.a para las

s de un s:.stema de Loomis y la clase de

S

primeras extens;one




funciones sumables.

Finalmente, sefialaremos que para el proceso  de
extensidén integral estudiado en esta memoria, no se
requieren condiciones adicionales sobre el reticulo

vectorial incial o sobre el funcional lineal definidoheﬁ'él.

No obstante,- para obtener determinadas propiedédesj que
abstralgan las ya conocidas en el caso anltamente an‘tivo
es preciso anadir ciertos postulados o axiomas al slstema :
Loomis general. Véanse, por ejemplo, [32], [25], [ZL,ffm

{15),.., que hacen uso de los sxgulentas-

El reticulo vectorial B se dice stoniano si f 4fﬂ¥7“f

para toda f € B.

Un sistema de Loomis (X,B,I) se dice"coé

superlormente (o] C ; si lim I(f A r) = I(f), cuaﬁdo

para toda f €« B, f = 0; Y 8e dice continuo interiorusnte o

c gi Iim Y(E R . P) = 0y ‘cuando r-0, para toda f -?'B,.
0 : - ; i A

f=z0.



2. CONVERGENCIA |-LOCAL.

En (5] se presenta un proceso de extgggién
integral que generaliza la inteqral. de Danieil-Bou;Saki.
Dicho proceso, que queda resumido en el apartado anterior:w.
asume una s;tuac;én general: un R-retlculo vectorial de

;L

funcxones arbftrario B, y un funcxonal aneal no negativb I”'

en B.

Cuando se considera un semianlllo Q de subconjuntos dﬁl
un conjunto arbitrario X no vacio, y una madlda finitamente;q:
adltxva u en Q, (brevemente, hablaremos del espacio da:f
medida finitamente aditiva (X,Q, M)), en [20], [18],:453

introduce con generalidad la clase R (u,R) de las func;onasg

Riemann-u-integrables (véase Apéndice), que resulta ser 1ai]{

andloga al espacio L (u,R) de flas funcidneS'
Lebesghe—u-integrables. Para la construcc16n ¥ estudie de Iaﬂ

clase Ri(u,ﬁ) es esencial introducir un tipo de convergencia

localizada: la convergencia u-local. Asi, en la situacion

general de un sistema de Loomis arbitrario, para obtener

resultados satisfactorios en la extenslén integral, €3

preciso establecer el nuevo concepto de convergencia

localizada.




En este apartado introducimos la convergencia I-local y

Sus propiedades basicas.

Se considera el sistema de Loomis arbitrario (X,B,I).

ﬂe .""x o o .
Sea T.lR+——>IR‘ cualquier funcién mon6tona, es decir,

TLE) =T(g), Bl £ 8 8, F; g s ﬁ}f Nétese que los

funcionales I, I" e I descritos en el apartado 1.b son .

ejemplos de este tipo de funciones mon6tonas T.

DEFINICION 2.1.

Sea una sucesién (f ) de funciones de R y sea
feﬁx. - Entonces, (fn)n—->f(:r) significa' que para cada

funcién h e B, h = 0, se verifica que:
T(Ifn - f| A h)—0, cuando n-o.

Con nuestra notacidén, » - o := 0,

Recordemos que para cualquier f € se define
I (f)=inf {I(g); 9 € B, f = g}, con inf @ = =. Con ello,
si tomamos .en la definicién dada T = I se tiene que
(fn)n——arf(I“), si y s6lo si, para cada € > oyheB, h=z0,

existen no(c,h) eNyk € B, tales que

n ! ( ) < » 0

2%
feR
(fl)iEJ con fia

N6tese que la definicién 2.1, tal y como se present

[20], puede darse para cualquier red




v un conjunto dirigido.

i .
b « ~
. En relacién con las

|
{
o %, 142 e i i i

‘ / vergencia anterior tiene las propiedades
\

operaciones algebrédicas definidas

siguientes.

PROPOSICION 2.2.

t

X =X

; Sean (f ), (g ) € R, f, g &€ R, « € R tales que

;fnhﬁ—af(I_) y (gnh;—ag(I-); entonces se verifican:
|

1} 0 409 ) eml r NS
ii) (f +g)—>f + gl )
iii) (af_) —af(I") ;

iv) (If 1) —IfI(I) ;

v) (fn A gﬁ){—-af Ag(l) ¥ (fn v g£)6—~+f v g(I ).

!
Demostracién:
i) N6tese que se verifica

A ; s I(f -f )+ (g=9) en todo X.
I(f +g ) = (£, + gl = I( 3 5

:En virtud de la desigualdad triangular del valor absoluto se

tiene gue
e+ g) ~tE T EHE- L)W (g - 9,)
=< |f—f|+ g "gnlr
n

; igue
| y por el apartado (viii) del lema 1.1 se consigu
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i(f+g)-(fn+gn)lAhSIf-fnlAh+ Igi= g | K%K
n
Por hipbétesis, dados & > 0 YO =h e B, existen n, n e‘[N 4
o] 1

knr ln € B tales que

Ifn fl ash = k. 2 I(k ) < €/2, para todo n

lgrn gl A h = ln Y I(l) < ¢/2, para todo n
= max (no,nl) b4 hn 1= kn + ln € B.

Con ello, I(f + g)-(f + gnjl Ah=k +1

n n n

I(hn) <g/2 +e/2 =¢, para todo n =z n’. =

ii) An&dlogamente al apartado anterior se tiene

(e 4g) SE )l Ba UL L F1 AR 4o SRl B
jii) 8i a = 0 es trivial. Se considera entbﬁces__ o '
@« €R - {0}. Por definicién, dados ¢ > 0 y 0 = h e B,
existen n e N, kn € B verificando que: '

VL fnl Ahsk ¥ I(kn) < £, para todo n = n .

Se considera |af - ozfnl Al = al I~ fnl Ah=

h ]
= |al [If-fnlAT&T]sldlkn .lneB,

y ademéas I(ln) = |af I(kn) < lal &.

Luego se tiene que (afn)n-—-mf(r_).

iv) Es inmediato sin mas que considerar la desigualdad
L] » |nt 5 {8 = fnl

v) Como consecuencia de las desigualdades siguientes

i < - + |f ng-=£fnargls
|an'gn-ngl-iangn £ Agl \f_~'g

< !gn—gl + !fn"fl.v

g - ! + |f - £l se obtiene
;fnvgn-:.vgi-lgn gl + If ’

resultado.




Para el funcional mon -_X—__;“ iqui
6tono T.[I?+ R, se da el siguiente

concepto de sucesién T-Cauchy.

DEFINICION 2,3,

Sea T en lasw.condiciones de la definicién 2.1 . Una
sucesioén (fn)n ¢ RX se dice qgue es una sucesién T-Cauchy'si 
para cada & > 0 existe n e N, tal que para n =z n, se 8

verifica que:

T(Ifn = fmkl) < &, para todo k € N.

LEMA 2.4,

Sean f € RY

y dos sucesiones (fnh“ (g'n)n
verificando (fn)n-——nf'(I_) y (gn)n—“’-f”_)'

En estas condiciones se tiene que: (f“ p gn%;—eO(I )

Demostracioén:

Es inmediato aplicando la proposicién 2.2.

LEMA 2.5.

5 iste
Si (f ) < B es una sucesién I-Cauchy, entonces €ex
nn

el limite de [I(fn)] cuando n-e.

n




Demostracién:

Por hip6tesis, dado ¢ > 0 existe n e N tal que
(&)
I(tfn - fnml) < €, para todos k e N, y n zZn.
Con ello se tiene que:

lI(fn) - I(fmk)l . u:(fn i fnﬂi)l 3 A‘I(Ifn T fm-kl) s

%

luego [I(fn)] es una sucesién de Cauchy de nimeros rﬁaléB 
. e I“;-V:: ! .

Y., por tanto, convergente.

LEMA 2.6.

Sea (fn)n ¢ B, una sucesién de funciones 'sumables,

T-cauchy y tal que (fnhr—aO(I_). Entonces

T(lfnly——+o, cuando n-w.

Demostracidn:

Dado que para toda f € RX

es T(f) s I (f), se tiene ﬁuej;
(£ ) —0(I ) implica (£.),—0(T) ;

Por tanto, obtenemos que (lfnl}——AO(f), donde (Ifnl%&ies

también una sucesién TI-Cauchy. En consecuencia se puede

suponer f = 0, para todo n € N.

T-Cs iste
Sed & > .0, pox ser (f.) upa sucesién I-Cauchy, e;x

i ifica que:
no(e) e N, tal gue si n, m = R, ge verifica q

$CIr - gy €




Se considera f ¢ B.
nO
densidad de B'en B,

En virtud del teorema 5.6 de [5], de

existe h(e) € B tal que I(If - hl) se,

0
Y dado que

£ -1ht| = lie.1 - | < if - m
l.I(J nO nO /
se puede suponer h = 0.
Por etro lado, es claro que
M1l =sIf Ahl +if Ah=f Af | +
n n n n no

= E AL = F KL 2 0F -2,
n n n n n n
0 0 o} 0

e
Se L

'Que por aplicacién de la desigualdad de Birkhoff nos llggﬁﬁaf”

. la desigualdad

Ifnl = Ifn AR o+l - fnol + Ifn = fnol + Ifno- £ 1

de donde se concluye que
' f(!fnl) < f(lfn Ahl) + 3¢, para n = n .

Por @iltimo, ya que (fnh;—ao(l') por hipétesis, se tiene que
(f ) —0(T), de aqui, para ¢ > 0 y h(e) = h e B, exigte
nan :

n e N tal 'quez
IC1Ed A Wy =I(f A B Gc. pora ITw J
n 1
En resumen, para n = max (nfru) se tiene que

¥ T e <4 €.
I(If 1) s I(IE A hl + 3 €

Luego [T(lf |J}——eO(I'), cuando n-o, como gqueriamos

demostrar.




COROLARIO 2.7.

. L .
Sean f € R" y dos sucesiones I-Cauchy (f ), (g )
nn n'n

Si (f)—f(I )y (g,)—f(I ), entonces:

lim I(f ) = lim I(g ).

Demostracion:
En virtud dg los lemas 2.4 y 2.6 se tiene quc
f(|fn =0 i IO s g 104905 cuaﬁdo now.
Ahora bien, como lI(fn) = I(g )l = I(If;_~ g;l) =
| = I(If, - g,1)—0,

-entonces, tanto el lim I(fn),'como el lim I(gq) (que

por el lema 2.5) coinciden.

Obsérvese que, en general, la I -convergencia implica
la I-convergencia, ya que I(f) = I"(f) pera cualquier
f e ﬁx. El reciproco es falsc, como prueba el ejemplo g:dg

t111,

Finalmente, en relacién con la T-convergencia, 8e tiene

la siguiente




PROPOSICION 2.8,

’ .

Entonces

(h ) —f(I) siy sélo si I(lf - f|)—0
: y

Demostracion:
ok & ; i
81 (f ) ~——f(I), por definicién, dado & > 0 y h € B,
existe . o
: non €N k €B, tales que |h. - fl A h s k y -
n
I'(k)<e, para n z n. : §
Por otra parte, por definicién de B, para geBy g';ﬁ;‘ﬁ_;
existe t € B, tal que 0 s g = t y I"(t) = T(g) + e£<';;gﬂ
Ademds para € > 0 y O =t &« B, se tiene h € B vafific;ndb» 
que h =ty I'(t)sI(h)+e. | T

Ahora, en virtud de la desigualdad siguiente

ARSI L £l Ah+ (t- h), se tieng'que

T(if - £1) = T(If - £1 4 h) + 1°(t - h) =

x I+(kn) + I7(t) - I(h) < 2 £, para todo n = ﬁ°.°¢ﬁ“

Por tanto, I(If - fnly——*o, cuando N

En el otro sentido es trivial ya que

B ig on W h)s I(lf~£1) para toda he€ B, h2z O;

n condiciones suficientes para que la

Mas adelante se da
véase Ppor

T-convergencia implique la I -convergencia,

ejemplo el lema 3.26 y la nota 5 de éste Capitulo.
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COROLARIO 2.9,

Sean (fn)n, f e ﬁx, g € B tal que |f - fJ =g, ne.
Entonces

(fn)n—-—)f(I-) implica f(lfn - f|)—0.

Demostracidén:

Es evidente sin mis que recordar que (f )-—f(I")

implica (f ) —f(I) y aplicar la proposicién 2.8.




3. LA CLASE DE LAS FUNCIONES |I-INTEGRABLES.

a. LA CLASE Ri(B,I) DE LAS FUNCIONES I-INTEGRABLES.

PROPIEDADES ELEMENTALES.

Una vez generalizada la convergencia uflpcﬁlj
(definicién 2.1), se introduce ahora la correspondiente
clase de funciones integrables, que contiene como caéo
particular la clase de funciones Riemann-u-integrables
Ig(u,ﬁ). El proceso de extensién integral que ge sigue es
paralelo al caso aditivo y subsume todos los resultad§s

conocidos.

DEFINICION 3.1.

Una funcidén f € 7X se diré I-integrable si existe una

sucesion (hn)n c B, I-Cauchy, y tal que (hn)5~—+§(1 ).

das las funciones
Se nota por RI(B,I) la clase de to

I-integrables.




Las propiedades de 1la I -convergencia estudiada en el

apartado 2, nos permiten extender de forma natural el

funcional lineal I & la clase R (B, I).
1

Sea f e 'Ri(B,I) Y sea (h ) una sucesi6én I-Cauchy que

define a f, entonces se define

I(f) := lim I(h).

El coroclario 2.7 asegura. la cons:’_.stencia de 1la
defincién anterior, es decir, el valor I(f) es independiente :
de la sucesién (hn)“ asociada a f. Por tanto, se tieni'e_:.u.n
nuevo funcional real I :Rl‘(B,I )—R. Brevemente, hablaramos

del procesoc de extensién de I|B a IIRI(B,I). :

Nota 1.

a) En [21] se usa la convergencia local en medida 'pgra

redes, con la defincién 2.1 ‘particularizada para T = 5
(integral superior). Asi, se prueban los siguientes tgoremaa

de convergencia para la clase de funciones sumables.

B RX —f (1),
fopodaric I, 8 1 (L) W B B, S48 R, (5 (40

\f -fl=g = feB ¥y 'f(fn)——-ﬁ(f).

B R ey i
Corolario VI, & 2: (i&‘n)n c B, feR, (fn)n 4

T(Ifl) <o =» £ eB vy f(fn).—-»‘f(f).




m ; y i
ambién son ciertos 1los correspondientes teoremas de

convergencia para B" Y B,.

b) Aunque nos detendremos m4s adelante en esta cuestién,.;.
cabe hacer notar aqui qué, a partir de un espacio de medidﬁ
finitamente aditiva (X,Q,u), en [20] p. 69 se localiza "la%‘.
convergencia en up-medida de Dunford-Schwartz [12] p.. 104,
introduciendo el concepto de convergencia p-local, q'iie :
equivale a la convergencia de la definicién 2.1 con T = I
para el sistema de Loomis (X,B,, L) inducido por (x,_n,g")_.'
tiene asi generalizada en la definicién 2.1 la cqnverge;ﬁéia

en medida localizada.

En los resultados ' giguientes se describeri‘__’_'las

propiedades bé&sicas de R (B,I) asi como de ;a i‘!_itégfalu‘:‘;

extendida I.

TEOREMA 3.2.
=X ) = (x), para
R™ verificandc f(x) = 9
Sean f ¢ RI(B,I) y g € ‘

todo x € X tal que f(x) € R.
Entonces, g € RI(B,I) y 1) = I(g9).




Demostracién:

Por definici .
efinicién de la clase Rl(B,I), pa;\‘g f existe una
sucesién I-Cauchy (h ) < B tal que (h ) —f(I ).
! n'n

Obsérvese que para h € B, h = 0 se tiene que
|hn'91 A h = Y.~ £ AhentodoXyparatodoneﬁi-_

por tanto I~ (lh - gl A h)—0, cuando n-w.

I(g) = lim I(h ) = I(f)

El siguiente resultado establece la aditividad de lz8

funciones I-integrables.

TEOREMA 3.3.
Sean f, g € RI(B,I) y1le ,ﬁx tal “que I(x) = f(x)..é'g(x-)&
para cada x e X para el cual £(x) ¥ g(x) son finitos.

Entonces, 1 ¢ R (B,I) ¥ I(1) = I(f) + I(9).

Demostracion:

Sean (h ), (k) ¢ B las sucesiones que definen a £ Y
nn .

g, respectivamente. Para h e’B, h z 0 la dess.gualdad

siguiente es cierta
| - A h
il-(hn+kn)l/\hslf—hnt/\h+lg k|

en todo X n € N. Con ello, es inmediato que
’

24



(h + k )—1(I"), siendo (v k) < B sucesién

I-Cauchy. Por tanto 1 elﬁ(B,I), Y ademéas

I(1) = lim I(h + k) = lim Ith ) + lim I(k ) = I(f) + I(g),

como queriamos demostrar.

PROPOSICION 3.4,

81 £, g« R(B,I) Y a € R se tiene que:

af. .. F - o f v.g.% R(B,I), y I(af) = « I(f), _ ;“.
I(-f) = -I(£), \I(£)| s I(If)), 5

Demostracidn:

Se sigue directamente de las propiedades de la
}';convergencia dadas en la proposicién 2.2, y de la =

linealidad de I.

COROLARIO 3.5.

Si f e R(B,I) ¥y h = ﬁx tal que h(x) = 0, para todo
1 e

ademds
x € X en el que f(x) € R, entonces h, |hl € Rl(B,I) y ade

I(h) = 0 = I(ihl).

- pemostracion:

N6tese que h(x) = |hl(x) coincide con f + (-f), para

i 5
todo x € X para el cual f y -f son finitos. Con ello,
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aplicando el teorema 3.3 se sigue el resultado.

Del teorema 3.2 se obtiene el siguiente resultado, por
el que se establece el car&cter cerrado de RI(B,I) para las

operaciones de adicién + y + definidas en R' (definieidn
¥, ' .

COROLARIO 3.6.

Si f, g € R(B,i), entonces f +g y £ + g € R(BT), |

ademds:

I(f + g) = I(f) * I(g) = I(f + g).

Consecuencia 1i1nmediata del anterior resultado

siguiente

COROLARIO 3.7.

-

gi f-e R(B,I) Y 9 € Tﬁx tal que f(x) = g(x) e¢a los
1

puntos en que f(x) € R, entonces s€ verifica que:

f-g f*>geR(BI) ¥ I(f -g)_=0=I(f-g)-




En lo anterior se han establecido las propiedades

i .
! algebraicas de R (B,I) y ademas se ha probado la linealidad

del funcional 7r. Completamos ahora estos resultados probando

la monotonia de I.

TROPOSICION 3.8.

Sean I, g '= fﬂ(B,I) tales que f(x) = g(x), para todo
!.FEX.

i Ent.nces I(f) s I{qg).

llemostracion:

% Se considera la funcién 1 := g - f. Es claro gjue
Je R (B,I), 1=0yI(l)=1I(g) - f(r).

Por definicién, para tal 1 existe una sucesién
f-Cauchy, (h ) e B, tal que (hnhr-al(r-). Ahora, ya que.
(Ehnl)ﬁm—al = |1|1(I ), se puede tomar hn = 0, para todo

neN. Eﬁtonces I(1) := lim I(hn), pues I(hn) z 0, parartodo

n € N, de donde se concluye que I(£) = 1(g)-

£ _ .l
En resumen, en virtud de la proposicion 3.4 y d

corolario 3.6 podemos establecer el siguiente




COROLARIO 3.9,

La clase R (B,I) es un R-reticulo vectorial e I es un

funcional iineal y monétono sobre ella.

NOos hemos referido anteriormente al proceso de

extensién I|B — IlRl(E,I). Tenemos por tanto que
BcR(B.I) y I(f)=1I(f) para toda f € B.

En efecto, si se toma h := f, para todo n € N, se
tiene la sucesi6én (h ) < B, I-Cauchy con (hn)n——af(r_),
luego f e RI(B,I). También, I{(f) = lim I(hn) = lim I(f) =

“.I0L ).

Por otra parte, el funcional lineal y monétono I
extendido a la clase R1rB,I) permite definir una seminorma
eﬁ dicha clase. ‘

En efecto, la aplicacién | ||.-R1(B,I)——~>u?" definida por
|| = I(Ifi), para toda f e R(B,1), es ¥ia seminorma en

R (B,I).

En general, |f|] = O no implica f = 0, como pruebe el

siguiente contraejemplo: :

Seax=|NyB={(xn)nr..lR,311mne }

: 1
= — ara
f e B se define I(f) = lim fg”) . Tomemos f(n) = ——: P

Para cada

todo n € N. Asi, f # 0, Y sim embhargo

i 1
[£] = 1(1£1) = 1im —




La proposicién siguiente prueba que el reticulo

vectorial inicial B es denso en la extensién R (B,I),
. 1 ot

respecto de la seminorma | [ -

PROPOSICION 3.10.

Para cada f € R (B,I) existe (h) ® B verificando que

ih sg) = I(lh - f|)—0, cuando n-m.

Demostracidn:

Sea f € RI(B,I) Yy (hn)h ¢ B una sucesién I-Cauchy que

defina a f. Dado € > O existira n €N tal que

I(lhn - hml) < £, para todos n, m = n,.
Sea m un  natural fijo, m =@ ¥ BE define

k :=|h -h| € B. Es claro que (k)—If - hI(I') ¥ es
n n m nn m
una sucesién I-Cauchy. Por tanto, I(I|f - hml) = lim I(kn) =
= I‘im ifih- = hm!) % ¢,

Luego I(|f - hml) < ¢, para todo m = n_.

Asi, |f - hm|| * TLIE = hml)-—ao, cuando n-w, COMO

gqueriamos demostrar.

i i iano
Recordemos que un reticulo vectorial B se dice stoni

si f A 1 € B para toda f € B.




S1 B es stonianc, .ambién Io son las clases B' y B,

aunque B+ no tiene por qué serlo, en general.

En nuestro caso, la extensién R (B,I) también conserva

el caracter stoniano del reticulo vectorial inicial B.

PROPOSICION 3,11.

Si B es stoniano, entonces RI(B,I) también lo es.

Demostraciodn:

Por la proposicién 2.2, apartado (v), se tiene que si
(h ) —f(I ), entonces (h&i1) —E A 1(1" ). Si, ademés,
(hn)n es I-Cauchy, es inm_ediato probar que (hnA 1), también

lo es, basdndose en la desigualdad siguiente
ihAal=ha1ll s|h - h|, para todos n, m € N.
n m n m

Asi se tiene que I A 1 € Rl(B,I) siempre que f € RI(B,I).




b. SISTEMA DE LOOMIS INDUCIDO POR UNA MEDIDA

FINITAMENTE ADITIVA: RIEMANN-u-INTEGRABILIDAD.

Se considera el espacio de medida finitamente
aditiva (X,Q,u), donde  es un anillo (o semianillo) de

partes de X y u una medida finitamente aditiva en Q.

Por BQ := S(X,Q,u) notamos la clase de las funciones
escalonadas (o u-simples). Si f e Bj puede escribirse como

n
f =7 a x, donde ai = R, X, son funciones
i=1 i i

caracteristicas de conjuntos disjuntos A4 € Q, y si a * 0

;i - e
entonces u(4 ) < », para i = 1o 2, i B

Como es usual, para cada f € B,, 8€ define su

u-integral por

Jf du := } ai' u(a ) € R.

i=1

Con ello, BQ es un reticulo vectorial stoniano de

: ' = d ara toda
funciones acotadas, y el funcional Iu(f) := [f du p

i isfac2 el axioma
f eBh es lineal, no negativo en Bn Y sati

Q-'
débil de continuidad Cm:

.u—a z 0.
1.(faAT) I (£ cuando r-«, para toda f € BQ, f
[V} u

istema de Loomis,
En resumen la terna (X,BQ,Iu) es un sist

i de medida
que llamaremos »induc iJo" por el espacio
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finitamente aditiva (X,Q,u). Asi, a partir de I'MIBQ podemos .

obtener 1la correspondiente extensisdn integral I |R (Bg, I )
h B TR T
usando la Iu-—convergencia de la definicién 2.1, donde

I;(f) ¢= inf { 1,(9); g e By, £ =g ).

Por otra parte, a partir de (X,Q,u) y tal y como hace
Glinzler en [20] p. 69 y [18] (véase el resumen presentado en
el Apéndice), se puede introducir la convergencia u-local
(local;zacién de la convergencia de Dunford-Schwartz [12] p.

104), y definir 1la clase Rl(u,ﬁﬁ) de 1las funciones

« abstracta-Riemann-u-integrables.

4

La equivalencia entre la convergencia wu-local y la

I‘;-convergencia es probada por Giinzler en [21].

LEMA 3,12, (véase Lemma 9 en [21])

Sea (X,BQ,Iu) el sistema de Loomis inducido por el
espacio de medida finitamente aditiva (X,Q,u). Sean (fn)n,
£ < RE

Entonces,

(F §—f(1 ). sl 'y 5616 81 o« (f ) —tiHE
n'n (¥

En =zrecto, si (fn)n—-—>f(1';), para ¢ > 0 y h € Bg,

saf

h=o0, existe n € NYy hn € By tales que
2
h)seg“, para n & ..
Ifn-fihhshn'yl'u(n) 7 0
Como h_e€ BQ: S(X,Q,u1), 8€ nota
n

S :={xex;h(x)zc}eﬁ(ﬂ),
n,E n




sierndo R(Q) el anillo generado por Q, y ademas

£ S 2 ;
K p? ulh, €', siempre que n = n (¢,h),

es deci
ecir, H(Sn n=n(e,h).

Para A4 0, se elige h

entonces

i - £1 <t sobre A - L “(Sme) < g, para n

Con ello, se tiene que (f ) —f(u).
n n

el otro sentido, si (fn%f_*f(“)’ se considera

€ By, con a > O, A disjuntos, A € Q y se

r
coes @ S u(Ai).

i=1
=z 0), existen

Para ¢ > 0, y h dado anteriormente (h

unos conjuntos Mn € R(Q), y un natural no(e,h), tales que

s r
= € & BB e
e i = e sobre il Mn, u(Mn) B e para

n

todo n = no(a,h).

Entonces:

r r :
> =€
= A) +va e/2 + €/2 '
ademés I(k_ ) T 1§1u( otk

)——af(I;), como se queria demostrar.
nn

para n = no. Luego (f

) implica que (fnhr—ef(ru), ya

Obviamente, (fn)J——ef(u

para toda f € ﬁx. El reciproco en general

que Iu(f) = Iu(f)'
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es falso como prueba el ejemplo de [21] p. 9

Sea X = [0,1[, Q = {'fa;b/; D =ashp=1}, Yy sea

M = medida de Lebesgue en Q.

Con Q = nameros racionales contenidos en X, se tiene

uwe f = I
q § O——axQ(Iu), pero fﬁjLazQ(u),

El lema 10 de [21] prueba que para funciones
, Riemann-u-integrables las anteriores convergencias son

equivalentes, esto es,

Sb{f. ), 5 Rl(u,ﬁ), entonces:

(£}t si y sélo si (fn)n——af(fu)

Se puede generalizar este resultado para funciones
I-integrables; su demostracién es una mera traslacién del
correspondiente caso particular de Rl(u,ﬁ), y esto es
posible dado que en el ambiente més general es cierto que
f eRpmp(B,I), gi y sblo si, f € RI(B,I) y es B-acotada,

(véase lema 3.29).

entonces
(a) Sean f, (fn)n € RI(B,I), n

(f ) —f(T) si y sélo si (fn)n——)f(I-).

i a
La pertenencia de las funciones f, fn a RILB,I) en (a)

J ¢ el
es necesaria, puesto que Sin esta condicién el resultado
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falso incluso para la medida de Lebesgue M
. L'
Q = { intervalos [a; bl ¢ R},

f

También es falso tomando

€ B f B <
2 Q’ € Boon By fn s fnﬂ, (fn){——af puntualmente en

(0,1[. Por tanto, no se puede reemplazar en este

resultado R (B,I) por B, (véase (38) en [21]).

Brevemente, en virtud de los lemas 3.12 Y (a), y para

funciones f, f < R (u,R), se puede establecer la relacién
(F ), o (281 o (el )
De la primera equivalencia se sigue que la clase Rl(u,ﬁ) de

las funciones abstracta-Riemann-u-intagrables, es un caso

particular de 1la clase RI(B,I), estudiada aqui, de las

funciones I-integrables, tal y como expresa el siguiente

COROLARIO 3.13.

Sea (X,B Iu) el sistema de Loomis inducido por el

g:
espacio de medida finitamente aditiva (X,Q,u),; entonces,

R (Bg, 1)) = RI(u,ﬁ) y Jfdu=1I/(f) v £ eR(BgI,)

Nota 2.

a) En el apéndice de esta memoria se presenta con detalle la

siguiente situacién particular:
Si se parte de un espacio de medida finitamente aditiva
R o

lases Rmmp(u, 3.4

23f 31! [18]'I P-

(X,Q,u), 8se pueden considerar las C

m 20}, p-P-
R:(M,R))r Y Rl(u’[R) (véanse [ ]
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-

L12Y.
2). Por otra parte, en Dunford-Schwartz [12], cap.IlI, se

define la integracién solamente para un algebra Q (= anillo

Y X € Q), y en esta situacién especial Rl(u,E) coincide con
la clase L de Dunford-Schwar*z, para cualquier espacio de

Banach E, cualquier &lgebra Q de X, y cualquier medida

finitamente aditiva H:Q—[0,o[. La convergencia en medida

de Dunford-Schwartz es la convergencia p-local si X € Q.

Si Q es un &lgebra, pero u:Q—>[0,=], o Q es s6lo un
anillo, en gerieral la clase L de funciones integrables en el
sentido de Dunford-Schwartz estd contenida estrictamente en
Rl‘(.u,IR). Existen incluso funciones f € Rl(u,IR) para las
cuales no existe g € L con [|f - g| du = 0. Por tanto, en
general no es cierto que L difiera de Rl(u,!R) s6lo por
funciones nulas (véase [12], III, 2.17, p. 112, [20], p.2.
0, 139). |
b) Siguiéndo la terminologia de [25], dado un sistema de
Loomis (X,B,I), paia - (fn)n c IRX, se dice que (fn)n
converge' o-uniformemente a f, y se nota (f ) s f, 81 Y

sélo si, para cada ¢ > 0, existen n(e) € N, (g.), € Bs

g =0, tal que 4f . = £l 376" Fa(e ) 5-F, para todo

n meN meN

=N
4 0

Asumimos wvara el sistema de Loomis (X,B,I) las
siguientes condiciones:
i) I es un funcional de Daniell:

(f.) ¢ B, (£)¥0 » I(f_)—0.

o equivalentemente

OaneB, f € B; fs}jfn 2 I(f)sr):I(fn).
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1) G s ¢ X
neB, fn_gEB; (fn)nzf # fe.

Ent
ONCOR, (8] C By (L) ¥ B TF i)

En efecto i
v BL (fn)n ® f, con la condicién de arriba,

f es i - y y
n’n r

tiene
\£ - f | AhSs [)_‘_gn] A h,
con 0O=g AheB, g Ah=heB
m

(g, Ah) » (g_Aah) , luego, por ii) T (g A h) e B.
n

m=1 n=1 n=1

«©
Ademés, I( ¥ (g, A~ h) s} I(g) =€, por i).

n=1 n=1 »

Con =1llo, dados € > 0, 0 = h € B, existen n, e N y una

o
funcidn g := § (g_A h) € B, tal que
n=1
(I fnl Ah=g y I(g)scec, para todo n zn_,

esto es, (fn)n——>f(I‘-).

Si se parte de un espacio de medida (X,Q,u) con Q un

og-anillo v a4 una medida o-aditiva, Rl(u,ﬁ) = LI(u,ﬁ‘j

(= funciones Lebesgue-u-integrables).

gsi el sistema de Loomis (X,B,I) es

= B+,

Por otra parte,
red-continuo- (axicma de paniell-Bourbaki), dado que B,
es inmediato que

(£), £eR, (£), 9 * (£ ) —£(T).
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C. FUNCIONES Y CONJUNTOS NULOS.

Dedicamos este apartado al estudio de las

funciones nulas 'y sus propiedades respecto de la

I -convergencia. -

DEFINICION 3.14.

Una funcién f e R: se dira I-nula y se escribird

a1l ). si (f)ﬂ——AO(I'), es decir, para toda h € B,

= 0, se tiene

I'(Ifl A h) = 0.

la clase de todas las funciones
Se nota por Nl(B,I) g
I -nulas. Para abreviar, hablaremos a veces 51mplemepte e

funciones nulas.

3 -
Las primeras propiedades de esta clase se establecen

la proposicidn siguiente.




PROPUSICION 3.15.

5 =X
sean f, g e R” y a« € R; entorces se verifica:

*

i) Si f, g e N(B,I), entonces of, £ + g, £ + g,

| £ €N (BI).

1i) 81 [fl = g en ¥ von g & N (B,I), entonces

f eN(BI).

Demostracioén:

Se sigue fAcilmente de la definicién 3.14, corolarios

3.7 y 3.8 y de la monotonia de I.

Con esta nueva clase de funciones se puede establecer

una relacién entre funciones de la siguiente forma.

DEFINICION 3.16.

D»das f, g : X se define:

£ <) e ff > g) =T grY S N, (B, I).

igui izacién
Yaciendo uso .. la suma + Sse da la siguiente caracteriza

de la relacién "s(I j".




PROPOSICION 3.17.

Sean f, g ¢ ﬁx; entonces:

.8 g1 ), v“ai 'yiB8dle i, existe una funcién L

heN(B,T) tal que f =g + h ea X.

Demcatracidn:

Si'lf =g X, con0 =7 e N (B,I), entonces
.

G u(f ~gy = b,
Yy por el apartado (ii) de la proposicién 3.15 se tiene

(f -g) e N (B,I), luego f = g(I').

=X i
En el ot sent ido, dado que para f, g € R® se verifica

f=g+ (f-g),

basta tomar h := (f - g)' y se obtiene el resultado.

COROLARIO 3.18.

RX y : ces se verifica:
Sean f, g, h, k=R ¥ & R+, enton

e Eear UL S h(I ), entonces f = h(I ).
i
11y 51°¢F g(I'), entonces

drd gorl) y B E NS T R




. Demostracién:

1) Sean 0 = ¢, p € Nl(B,I) verificando:

tsg+¥ v gshiyp

Como se tiene: g + ¢ = (h ¥ ¢) + y = h + (¢ + 4), entonces

: h+{p + y), donde ¢ + ¥ € N (B,I) en virtud de 'la

proposicién 3.15, (i). Por tanto, se tiene f = h(I ).

£y 8 F -0l ), h & WNIB.T) tal que

°

f =g+ h. Multiplicando por « € R se tiene
af = ag + ah, donde ah e N (B, I),
y. de esto, of = ag(I ).

For altimo, f + k = g + k(I ) sin més que utilizar la

caracterizacién de la proposicién 3.17 y aia asociatividad y

conmutatividad de la operacién +.

Para finalizar las propiedades de la Glase nQ(B,I) se

establece la relacién entre esta clase y RI(B,I).

PROPOSICION 3. 19.
=X A
cea f € R®, entonces:

3 i P = 1) = 0.
f es I -nula, §i y 8010 84, f eR(BI)Y |£] = I(iil)




Demostracidn:

Si f es I -nula, es decir, si para toda 0 = h ¢ B,

I(Ifl A~ h)y = 0, entomces }a sucesién h s,
n

para todo
ne€N, define a la funcién f. Luego f € I%(B,I) y ademés

ICiz ) = 1iM - T(th |) = O,

Por otra parte, dada una sucesién I-Cauchy (hn) de

funciones elementales que define a f, con I(Ifl) =

lim I(Ihnl) = 0, se tiene que para cada € > 0 y 0 = h € B

existen n(e,h), k B tales que
lhr ot 0 N kn ' I(kn) < €/2, para todo n = n .,

y existe también nl(e) tal que I(Ihn!) < £/2, para todo
e
1

Ahcra, la siguiente relacién es cierta,

< B h =
Il B s (£ " hn) + hnl A= |f hnl A h + Ihn] A

=k %Il € B
n n

Ademés, i{k |hnl) = od(n ) * I(lhn1) < ¢, para todo
n

nzméx {n,n }. Por tanto f ‘€ NI(B,I), como se dqueria
0 1

demostrar.

: ici se de
Como consccuencia de esta proposicién la cla

funciones I -nulas®se puede escribir asi:

BB =T % R (B, I1); I(1fl) =0}




La sub i ini .
clase N1(B,I) permite definir una clasificacién

en R](B,I) de la forma siquiente:

=X
Dadas f, g M, 8¢ nota f=g(l'} sl

f ~g el (8,0

En particular, si f es nula se puede leer asi: f = (L &

Con esta notacién se establecen ahora algunas

propiedades en relacién con RI(B,I) Y N (B, I).

PROPONSICION 3. 20.
: ) Si f € NI(B,I), entonces I(f) = 0.

ii) Si f € R(B,I) y g ¢ RX, con g = f(I ), entonces

g € RI(B,I}\, I(tf %5 Q’I) =0 Y I(f) - I(g)'

£ii) 8i £, a e R{A,3) tales que f = g(I ), entonces

I(f) = 1{(g).

Demostracion:

3y Como o < (L) 3 Teift) ¥ (L ® 0 R la

proposicién 3.19, se tiene que i(f) = O.

ii) Pasta aplicar . proposicién 3.19 a la funcién

f - g para obtener ¢l resultado.

iii) En virtud de la proposicion 3,17 8 £ s2gil 3
i + f<g+h en X. El
entonces existe h € Nl(B,I) tal que g

dada su monotonia se
funcional I se anula sobre NlﬁB,I), Y
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consigue I(f) = I(g).

Asociada al estudic de funciones nulas se presentan los

conjuntos nulos de la forma siguiente.

DEFINICION 3.21.

El subconjunto N ¢ X se dird I -nulo si p funcién

caracteristica de N, es una funcidén nula.

En virtud de la proposicién 3.19, N es I -nulo, si y s6lo

BEy X € R (B, 1)y I(x 1= 0

Los conjuntos I-nulos permiten definir un concepto de

"casi por doquier" en el siguiente sentido.

Dadas f, g € ﬁx, se dird que f =g I -c.p.d. si el

conjunto { x € X; f(x) # g(x) } es I -nulo.

En la situacién de un sistema de Loomis inducido

' dcil probar que:
(X,Bo,I,) es f P

f=0 I;~c.p.d. implica & = O(Iu).

1l i O .s ge]lera. eBta
’

el ejemplo
implicacién no e€s cierta, como lo prueba

siguiente:




Existe un sistema de Loomis (X,B,I) y una funcién

f.-% iy I(x,) 0. De esta forma
0D~ pd ) Dero Bo ow I ~BHls
X
En efecto, sea X = N, B = { (x ) c R; 3 lim —" €R )
n’n n
xh
Y I(xn) (= lim gy Se tiene entonces I(xm) = lim 1/n 0.

2
Sea fb(n) =n ¥ h(n) = n. Luego h'e B vy fﬁ A h =

ademas se tiene I‘(fo A h)ji= X(f & B) W T +04,

implica que f0 R )

Obsérvese que el sistema (X,BQ,Iu)es stoniano  y
continuo superiormente ( O Cm: I(f A r)——I(f), si r-w, para

toda f € B f = 0). Pues bien, con estas condiciones se

Ql’
pcdréd demostrar la validez del resultado enunciado mas

arriba. Para ello, se prueba el siguiente lema.

LEMA 3.22.
Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano ¥ Cd
Entonces, para cada P c X, I -nulo, se tiene que la funcion

© X, es nula.

pemostracioén:

* hie'O m e N se
Sea P c X con x, < o(I ). Dada h € B, y

tiene

meA(hAm)zmef\h,




luege, I .
g [ Yo N (B & WY = I'in X, ~ h) = 0, puesto que

X, = O(I ). Entonces se obtiene
[ X, A h - o X, A (hAam)] = |h=-"hamnl,
donde h - h A m € B, por ser B stoniano, y ademéas
I|lo X0 h - . o A(hAam)l| =sI(lh-haml)-s=

= I(lh - h am|)-0,

por aplicacién del axioma C_ - Entonces,
T (@ x, A h) = I'[wx A (ham)]l = |I (=, A h)I50.

En conclusién, I (o X, A h) = 0, para toda h = 0, h € B,

luego « X, €S una funcién nula.

PROPOSICION 3.23.

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano y C_. Sea
X ;
P ER -, entonces,

f =0 I-c.p.d, implicg £ = o(I ).

Demostracion:

Sea 0 s f € 7x y sea P = { x € X; f(x) > 0 }. Por

defin.cién de I -z.p.d., el conjunto P es 1 -nulo, y en

i i es nula. Ahora, como
virtud del iema 3.22 la funcibén = X, i

y de acuerdo con el apartado (ii) de la

gsf=s = X

decir
proposicidn 3.15 se tiene que f es nula, es ¢

£ =0(I).




En relacién con el

resultado que estudiamcs, ia

Proposicidén siguiente da una condicién suficiente para un

sistema general.

PROPOSICION 3. 24,

Sea f ¢ R* y f'= 0:I ~-cup,d, con fix)l = ¥ e |, pars

todro ¥ € X. Entonces, £ = O(I ).

Demostracioén:

Nétese que |[f| = |f] X siendo P = { x € X; f(x) #0 }.
Entonces |f| = [f| x, = m X.i ahora bien, x es I"-nulo por
la definicién 3.20, y en virtud del apartado (ii) de la

proposicién 3.15 se tiene que f es nula, como se queria

probar.




d. INTEGRACION PROPIA DE RIEMANN,

En la teoria de la integracién el término

integral de Riemann es usado frecuentemente de la siguiente

forma.

Dadc un sistema de Loomis arbitrario (X,B,I), una
funcién f e IR'X se dice Riemann-integrable (o propiamente
integrable Riemann), si y s6lo si, una de las siguientes

condiciones equivalentes es satisfecha:

i) Para cualquier ¢ € R’ existen h, g € B tales que

h=tag v Lig=B) % ¥

i1y X (f) = inf { 1I(g); g B, T s5g )=

S b [ ath)ihaB nat YT 2k

Y se define la integral de Riemann de la funcién f por

I(f) :=I'(£) = I(f) e R

El conjunto de las funciones propiamente integrables

i or
Riemann, relativas al gsistema (X,B,I), §Se notar& p

i con
R (B,I), que tiene estructura de R-reticulo vectorial
prop'

i ejemplo
las operaciones usuales de funciones. véanse, por ejemplo,

otras.
las referencias [23], [26]), [27], [(13] y [20], entre




Dado que toda funcién f e RX verifica

I(E) s Tt sXir) s 2ery,

se tien ‘ B i
€ que RWWP(B,I) < B (funciones sumables).

La proposicién siquiente prueba que, para cualquier

slstema de Loomis, toda funcién propiamente integrable es

también I-integrable.

PROPOSICION 3. 25.

R oo(BI)gR(BI) ¥ las integrales coinciden.

Demostracion:

Sea f e R (B,I) y n € N; por definicién existen hn,
prop
g e B, tales que hn sfsg Y . * hn) < 1/n, para todo
n e N.

Se tiene i~ hn|A hsf- hn € Rmmp(B,I), luego

I(f-h)-= I'(f - h)s r*(g - h)=1I(g, - h) <1/

Por tanto, (h ) —f(I ). Ademds (h ) es I-Cauchy puesto
nn

que
Sy rr s alagl = BV AR TS
% (g * D1 Bl o h )i

y tomando m € N, m = n, se -btiene

i(in = hml) Ty hn) e hm) < 1/n + 1/m = 2/D.
n




Con todo ello
f
i € RI(B,I) Y su integral I(f) = lim I(h) =
) =

= I+(f) = I—(f) € R,

Como verem
Oos mas adelante, hay ejemplos que prueban
que, en i i
: general, la inclusién anterior es estricta: basta
tener en cuent |
a ue B
g q Rmp(B,I) ¢ B. De hecho, existen
incluso funciones f R
€ R(u,R) con Jf du = 0, que no

pertenecen a B
a BQ, Y por tanto, no pertenecen a R (B.,1 }
prop’ " T’

1

Ejemplo 2, p. 262 de [6]:

-

c s
Sea (X,Q,u) un espacio de medida finitamente aditiva
tal que .

X#XO:=U{A;AEQ, H(A) < = },

X

Con f e R” definida por f(X ) = {2} ¥ f(X - X ) 5 {1} 98

tiene que f € R (M,R), ff du = 0, pero [ ¢ EQ, ya que

Iu(f) = w,

Es facil comprobar que en las condiciones anteriores,

i) 6 ii) gue definen la clase Rpmp(B,I), son equivalentes a

jii) Para cada & > O, existen h, k € B tales que

f - =k y I(k)<E.

en nuestro contexto, Y siguiendo la

que R (B, I)

Por otra parte,

terminologia de [3] P- 448, podemos afirmar




es la "clau
sura"
de B respecto de la seminorma integral I-
esto es, s

Ir) £ e B
pnm(B,I) ® Para cada ¢ > 0, existe h € B
L]

tal gque I (|f - hl) <. e.

En efecto, si
' f e Rpmp(B,I), dado € > 0, existen h,

kB tales que h = f sk y I(k - h) < ¢

Se considera |f - hl = f - h = k - h y por definici6n

de I se tiene que I (|f - hi) = I(k - h) < e.

Por otra parte, si I (If - hl) < /2, para ¢ > 0 Y

h=h(e) € B, se tiene, también por defincién de I, que

existe k € B, tal que

h -k =F=h+k ,conh+k h-KeH

¥y ®dem&s, I/(h + k) - (h =~ k)] = 2 (k) < 2 e/2 = €. Luego

felR (BI).
prop

a) Obsérvese que la proposicién iv) es la andloga al teorema
5.6 de [7]:
f e B, si y s6lo si, para cada ¢ > 0, existe b & § tal que

I(If - hl) < E.

Es decir, la clase F de las funciones sumables es 1la

clausura ¢2 B respecto de la seminorma integral I.




mas ade i
elante mediante 1a oportuna localizacién de 1la

semincrma integral I, en el sentido de (31}

b) La con i 2
) 'vergenclia en I supone una generalizacién natural

del co i
ncepto de convergencia uniforme, en el siguience
!

sentido:

S1 X es un compacto de la recta real R, B el espacio de
las funciones contingas en X e I la integral de Cauchy;
'dadas £, (f ) c Rx se dicz que (f i

Gl £ Y ( n)n converge uniformemente
a f (f —f c.u.), si para cada ¢ > O existe un n, € N tal

que

Ifn - f| = g, para todo n = n_.

Si K' := { g € B; g =2 0 y constante }, f —f c.u. si y sélo

si, para cada ¢ € R', existen n_ e N, g ¢ K’ tales que

5. 1 fl sg y I(g) =¢, para-n = n_.
Asi, con K' := { g ¢ B; g = 0} se tiene la generalizacién
que indicadbamos, (definc’%n de I -convergencia, o

convergencia B-uniforme, véase [25], def. 5.1.)

En general sabemos que la I -convergencia implica

siempre la T-convergencia. Ahora, el siguiente lema presenta

una nueva condici6én par? poder afirr el reciproco de la

implicacién anterior.




LEMA 3,26, :
Sea un sistema d 1
. = e Loomis con B4+)C RWGP(B,I). Entonces
81 I, (fnh‘c R, se verifica:
(f)—f(I) =» (f)—f(I).

« (donde Moaa T LT "By I+(f) <.» })

Demostracioén:
Por definicién se tiene que para cada € > O y h € B,

h = Q, existen n(e,h) eN y k € B, tal que

+
lf—fnlr\hskn Y I(kn)<e, para n = n_.

Como BH)c Rpmp(B,I), cada kn = Rpmp(B,I), luego

I+(kn) = I'(kn) ~ ¢, para todo n = n,.

e conknsl Y

Por tanto, para cada € > 0O existe | &
n

l(ln) < €. Con todo ello se concluye que

=k ln, I(ln) < g, para todo n = n.

n

Luego (fn)n—-—>f(I_).

ue siguen, que concluyen con el teorema
de la

de

Los resultadoZ g

dar una caracterizacién

R 2 o permiten
1-integrabilidad mediante la integrabilidad propia

Riemann. Para ello se nota
_(feR’ feRr(BI))

- ‘ '.R
R (B,I,R) & R (B,I) N




PROPOSICION 3.27.

ol X i
R(B,I,R) = { f e R"; I+(ifi) S

N o 2

para toda g € B }.

Demostracion:

a) Sea = = Rl(B,I,R), f z 0. Entonces existe (h ) c B
nn
una sucesion I-Cauchy tal que (h )—~af(I_), esto es: para
nn ¢

cada € > 0Oy he B h = 0, existen n WYyl B tales que
5 .
Ihn il a0 1 ¥ I(ln) < €, para tcdo n = n_.
Con la desigualdad (ix) del lema 1.1 se consigue
B ak-F “hi <23 [IES" | ahieal.

n

Por tanto

h o ah— 2 ln = fAnh=h AN+ & ln,

n n

golk A AR+ 2.1, i xh-2&1 -8
n n n n

Ademds, se tiene que
118 A h+21)-(h nE=2d e 4 I(1 )< 4c¢,
I n
luego f A he R (B,I), para cualquier h € B, h = 0.
prop
También, Ié(f) < I(f) < o, ya que I(g) = I(f), para tocda
geB, g =sf.

P l ] . .

£ - » e
=f -f, con £ &2 ay f = I%(B,I,m). {t2a g € B, 9

+
. s -~ \:R B,I)Y
por el caso anterior se tiene que { A g ot

P T S T R L S




b) Sea f e [Rx, |

| O tal que f A h € RWWJB.I), para

todalh e B, h 20y 1*(f) < o,

+
1 I (f) < » entonces existe una sucesién (h) c¢B
nn

verifjicand < < p +
o0 hn hrm f v I(hn)__ar (f3.

Adema3 se tiene que si n, me N con n = m

I(lh, = h 1) = I(h -h) s |I(h) = I'(£)1 + \IT°(£) - I(h )

5
i

por ld que (hn%‘es una sucesidén I-Cauchy.

Proban s a continuacién que (hu)J——af(I_).

En efeéto, la desiguaidad (xi) del lema 1.1 permite asegurar

que t:n -~ fiah=F A (hn + h) - hﬁ

i
Como £ A (h- + h) e RWWJB,I) por hip6tesis, dado € > O

existiWén ke’ le € B tales que

1
P hkost a(h @ h) sl 'Y I(de - K1) % ¥

13

i
Ahora bien, ke 5 F A (N 2 0 & Iy

n

I(k,) 417 (f) < =, luego

i

!

‘ +
= - K s 'F (f)® £,
| I(1,) = I(k) + 1(1, = K (
2 W hwen, h- i aR=f AR EBLS BB G h € B,

con I}l

e - h)=1I(l,) - I(h)= rtcg) + € - I1(h )—0.

Con ello, (hn);——af(I_) y por tanto f € R (B,I,R).

. i * i ia con
Por dltimo, para una funcién f e R° arbitrari

' y A dadaheB,hEO, se
$eifiy<n ¥ £ Ah R _(B1

+ - TP :
tierg I+(f;) % I+(If|) < ®w, y entonces C A Eg RJB,I, )

5 eria probar.
lueqf f=f -f eR(BIR), COMO se qu p

|




a

proposicién
3.27 cuando se considera un espacio de medida

finitamente aditiva (X, 8,0}

Bi T » 0O :
; entonces € Ri(u,[R), s_. y s6lo si,

fatx e R ,(#:R) para cada 2 € Q y t e R, ¥

+
I“ := sup { Jh du; h f, h e b‘ } < =,

(

Tal caracterizacién es cierta para funciones evaluadas
«©n un espacio de Banach, con "f n t xA“ en lugar de A, donde
fng:=(fvg)na(-9).

En esta situacidén I;(f) = [f du. Véase [20] ex. 114,
124, p. 163, también & 2 [2]}, dondc se utiliza esta
caracterizacién como definicién de integral-abstracta de

Riemann.

cuando se trabaja con funciones numéricas el resultado

siguiente es clasico en integracién.

PROPOSICION 3.28.

RI(B’I) = ( f € ﬁx; existe g € RJB,I,[R), f£f=g(l')}

Demostracion:
g £ € 'ﬁx y g € RI(B,I,[R) tales que f = g(I ), de
acuerdo eon. . la (Rropos jcién 3.20-(ii) se tiene que

f e Ri(B,l) y ademés I(f) = I(9):
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Por otro lado, si f e R(B,1), I
1

0, por definicién

existe i
(hn)n € Biouna sucesién I-Cauchy tal que

(h ) —f{I ); esto es, para cada ¢ > 0 y h € B, h = 0,

existen n eNy ln € B de forma que

%hn mdl AHs ln Yy I(l) < e, para todo n = n,-

Se define ahora la funcién g:X—R por g(x) := f(x), si
f(x)e Ryg(x) := 1, si f(x) = o. De esta forma el teoiema
3.2 asegura que g « R(B,I,R) y I(f) = I1(g).

Ademds, se tiene que (f - g)(x) = 0 si f(x) € R ¥
‘“(f - g)(x) =w 3i f(x) = w, En virtud del corolario 3.5 se
llega a que f - g € R(B,I) Y I(If - gl) = 0. Finalmente,
la proposicién 3.19 aseqgura que f - g € NI(B,I), es decir

f =g(I' ), como se queria demostrar.

Consecuencias de las proposiciones anteriores son los
resultados siguientes, que establecen un criterio para
asegurar cuéndo una funcién I-integrable es propiamente
integrable Riemann, asi como la caracterizacién de la clase

R (B,I) Que anuncidbamos mads arriba.
1

LEMA 3.29.

Sea f €« R(B,I)yheB tal que Ifl = h. Entonces,
1

feR (BI).
prop




Demostracion:
Si !
1T a RI(B,I) Y < h e B, entonces f € RI(B,I,R), Y

' 3
ademds 0 = f° = h € B. Por tanto f' = f A he€ R (B,I) en
prop

virtud de la proposicién 3.27. Luego, si 4

f eR (B, I), se tiene que f ¢ RooptBrld:

‘TEOREMA 3. 30.

R(B,I) = {f e ®: I*(Ifl) <=, £AheR_(BI),
prop’

para toda h € B, h 20}

Demostraciodn:
Si f e Rl(B,I), f =2 0, entonces

ttoiel) = 1t(f) s 1(£) < =
Por otra parte, dada h e B, h = 0, se tiene que
fAheRl(B,I) Y lfnh!=f&AhsheB. Por el lema

3.29 se concluye que f A h € Rmmp(B,I).

El otro sentido es inmediato sin mas que rehacer 21

apartado (b) dae la demostracién de la proposicién 3.27.




Nota 4.

Siguiendo el apartado (b) de la demostracién de las

proposicicnes 3.27 y 3.30 se puede asegurar gque

o3 1. :® RI(B,I) y L & 0 ¢on I+(f) < =, entonces

I(f)=1"(£f);
o0 lo que es lo mismo:

. +
Si f e RI(B,I), f 20y 1I (f) < o, entonces existe una

sucesion (h ) <BconO=h sh =f, (hn){——ef(r-) y

n n+1

I(f) =sup { I(h); neN} = et

Con los resultados anteriores se istablece que RlpB,I)

es R-propiamente cerrado.

PROPOSICION 3.31.

Bea T & RX tal que - existen sucesiones (h ).,

(k) < Rl(B,I), verificando, |f - knl < hn, para todo n € N
nn
Yy I(hn)——eo, cuando n-w.

Entonces, f € RI(B,I).

pDemostracioén:

’ =X .
Es equivalente demostrar que si f € R" y existen (h ).

< h ara todo n € N ¥
ék ) gl (B, TR, 8% g

I(h - k& )—0, entonces f € Ri(B,I).
n n




Par i
a ello, en virtud del teorema 3.30, basta probar

que, siendo f =z 0, se verifica

f A h -
€R _(B,I), para toda heB, hz0yI'(f)<an

En primer luga '
gar, como hn € Rl(B,I), para todo n € N, y como

. +
s 53"
e tiene I'(f) = I'(h ) = i(h) < =, entonces I'(f) < a.

Sea, ahora, h € B, h = 0, entonces,

s hn A h, para todo n € N.

Se considera € > 0 y n € N tales que
I(h Ah -k Ah)=2I[(h - k)Ah]s=
s2I(h -k)<c¢e/3 (1)

Como k A h, hn A D e Rﬂwp(B,I), entonces, para £ > O

existen funciones ¢, ¢', ¥, ¥’ € B verificando

;psk/\hS(p',I(w'—q‘})<€/3

n

Yy = hn Ah e , 0BT NI K £/
Con todo ello se tiene

p = Kk A hsfahsh A hsy' ,
ademés,
W - @) =I(W -¥)+I¥ - )+ 109 i %
cgesy s E" e').
Ahora bien, por (1), se obtiene,

- 3
Iy - ¢ 2 ¢ I(hn A b kn A h) < e/,

ara
luego, I(¥’ - ¢) < E y por tanto, f nh e RWNJB,I), p

toda h € B, h 20, €8 decir, f € RI(B,I).

+

Si f € X de cualquier signo, se toma f = f
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F
I = 0, y se razona andlogamente.

Después del lema 3.29, estamos en condiciones de probar

formalmente la propiedad (a) que enunciabamos en la pégina
34.

PROPOSICION 3.32,

Sean f, (fnL‘c RI(B.I); entonces

(f ) —£(T) , si y sélo si, (£ )—f(I ).

Demostracion:

§i (f ) —f(T), dados h e B, h =2 0 y € > 0, existen
na n

no(s,h) €N, ¥ kn € B, tales que

+ >
B ally ilaAh=k y I (k) < £, para ;odo nzn.

n
or el
Se tiene que g € IE(B,I), con lgn! = h € B, luego p

lema 3.29, g € wap(B‘I)'

s - "
Con ello, I(g) = I(9) = 1*(g) = I'(k) < €, para todo

. ) donde se
nz no; por lo tanto, I (Ifn - f| A h)—0, de

- : o
sigue que (fn){——af(r ), como queriamos proba

Nota 5.

ici el teorema 3.30 podemos
a) Enlazando la proposicién 3,20 ¥

afirmar que:
Rx = g(I ), entonces
Si f € RI(B,I), gk R "GRI 5 a( '

0.
¥ ara toda he B, h 2
g¢aheR (B,I) P
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b) El lema 3.29 y 1la proposicién 3.25 establecen una
caracterizacioén

clasica para funciones integrables

B-acotadas, es decir, acotadas por funciones elementales, ya

que se tiene:

f e R(B:L)» [ £ # Rmp(a,r) 3 N'e By [TIS b

c) Obsérvese que el lema 3.26 establece una condicién
suficiente para qus la convergencia en I equivalga a la
iconvergencia en I. Pues bien, dada la nueva informacién que
se tiene con el resultado del lema 3.29, se puede asegurar
gue ambas convergencias son equivalentes en sistemas de
Loomis para los que B ? R (B,I).

En efecto, en la demostracidn del lema 3.26 las
funciones k’ := k A h e B, < R(B,I) Yy Por sé;
0 s k; =he B, se puede afirmar, por el lema 3.29, que

X’ e R (B,I). La demostraci6bn sigue como la del citado
n prop

lema 3.26.




CAPITULO I

4. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES

|~INTEGRABLES. PROPIEDADES.

5. TEOREMAS DE CONVERGENCIA 'MONOTONA Y DE

CONVERGENCIA ACOTADA DE LEBESGUE.

CONSECUENCIAS.




4. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES

I=INTEGRABLES. PROPIEDADES.

En este apartado se presentan aigunas

propiedades previas a los teoremas de convergencia,
relativos a la convergencia de sucesiones de funciones
pertenecientes a la clase RI(B,I). Estos resultados
permitirdn también, en el Capitulo III, establecer la

relacién general entre las funciones I-integrables y las

sumables.

Recordemos que B := { f € ﬁx; I(f) = I(f) € R } es la

clase de las funciones sumables dada en & 5 [3].

PROPOSICION 4.1.

Sean f € Rl(B,I), fz0ygeB, gz0. Entonces,

fageB ¥ TI(f A g) s I(f).

Demostracién:

(Vb 1) —IE1(T ).
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Ademas, h a g

n

gl = g, para
todo n e N.

En virtud de la propiedad v) de la proposicién 2.2 se
tiene

(B A g)—Hf BINE )

Entonces, aplicando la proposicién 2.8 y dado que B es

"I-cerrado" (Corolario III de [21]) se obtiene que
EAGgED ¥ I(h A g)—I(f A g), cuando n-e.
Finalmente, f(hn A g) = I(h )—I(f), para todo n € N, luego

I{(f Ag) s I(f), como se queria demostrar.

COROLARIO 4.2.

Sea (f ) < R(B,I) tal que I(lfnlyé—eo,; entonces

(f ) —0(I).

Demostraciodn:

Si f € RI(B,I), para todo n € N, dada g € B ¢ B, con
n

g =0, por la proposicién 4.1 se tiene que

if1 AgeB y ICEIng)s ICIE]L), Pata todo n € N.
n n

I —0
Como, por hip6tesis, I(If_|)—0s entonces I(If | A Q) '

para toda g € B, g * 0, es decir (fnhr—ao(I).




Nota 1.

En analogia con la extensién final de Pfeffer, & 6

[29], se extiende B afnadiéndole una familia de funciones con

integrales infinitas. Se considera asi la clase (notada por

B, en ([5]) de todas las funciones f e ®R* tales que

f Ag e B, para toda g € B.

Obviamente, ya que B c B, la proposicién 4.1 establece
gue tal clase contiene a todas las funciones I-integrables

no negativas.

En consecuencia, aplicando el corolario 6.4 [5] y, dado
que f € B, si y s6lo si |f] e B, ne obtiene una importante
condicién suficiente para que las funciones I-integrables

sean sumables.

COROLARIO 4.3.

si f e R(B,I)Y |f| =g e B, entonces f € B.

i es
Por otra parte, nbétese que Sl f e Rl(B,I), entonc

rtee) = I(f).
4 e {I(h);heB,hf'-f}r
gn efecto, como I (f) := sup

en
dada he B, conh= f, se obtiene, por la monotonia de I

) = I(f).

R (B,I): I(h) = I(f). por tanto, i (f
1
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Se prueba ahora un resultado mas fuerte que el

corolari i
ario 4.2, del que éste seria un caso particular, ya que

S

LEMA 4.4,

Sea (fn)n C RI(B,I) tal que I(|fn|)——ﬂ0, cuando n-w;

entonces
(fnjg——AO(I b
'

Demostracion:

Sea h €« B, h = 0, por la proposicién 4.1 se tiene que

If | A he B, y ademés, T(Ifnl A h) = I(If |).

Como If | A h e R(BI) ¥ 0z |£1 a N 8B € B, el lema
3.29 asegura que

If | A heR (B,I), para todo n € N.
n prop

Con ello,
I(IE4 A B = I°0L L an) 3 I0F H=0.

Por tanto, I (If | A h)y—0, para toda h € B, h & O 4¢
n

donde se concluye que (fnhr—+0(1').

ce que la clase Rl(B,I) es

El teorema siguiente estable

serrada respecto de la convergencla en I.




TEOREMA 4.5,

Sean f € RX - i 6
y (f‘n)n una sucesion I-Cauchy de funciones
de R (B,I), tal que (f ) —f(I )
n’n §

Entonces,

f eR(BI) I(If - £|)—0 y I(f)=lim I(f ).

Demostraciodn :

Como B es denso en RI(B,I) (proposicién 3.10), para
{ ]
cada n € N existe wuna funcién h € B, tal que
n

I(Ifn - hnl) < 1/n. El lema 4.4 implica que
(h - £ )—0(I).
Ademas, (hn){——af(I-) ya que se tiene

Ihn o d B Dl (i e lfn = £,

n n
luego, |h - fl Ah=!'h -f | Ah+If =f|lAbs
n n n n
siih ~f£1+. i -8 ah
n n n
es una sucesién I-Cauchy

De todo esto, (h ) —f(I ) Y (h),

de funciones de B. Por tanto, f € Rl(E,I) Y

aiir_ - fl) = I(lh - £i) ¥ 2618 - fni)*—ﬂop

Tooge, 'KHI) = lim I(fn). .

La clase B es "cerrada" respecto de la I-convergencia

con condiciones adicionales:




f €eB, f e ﬁx, (fn)n——-af(f), entonces,

n

P « B, 81 v 8blo 81, Tl ) ix e
(0 equivalentemente, existe g € B, tal que |f| = g)
(Cotolario III, [21]).
l
E La condicién "I(|f|l) < =" no puede ser sustituida por

el barécte_r I-Cauchy de la sucesién (1.‘“n)n (Ejemplo 2 de

{2i)lcon £ = %)




. TEOREMAS DE CONVERGENCIA MONOTONA Y DE
CONVERGENCIA ACOTADA DE LEBESGUE.
CONSECUENCIAS.

El uso de la I-convergencia localizada
‘permite probar, para sistemas integrales nc monStonamente
continuos, teoremas de convergencia para la clase de las

funciones I-integrables.

TEOREMA 5.1. (Teorema de la convergencia mondétona de

7 Lebesgue)

Sean (f ) < R (B,I)Y f e BX, con f =f , para todo
n'n

n+l

neN Y (fn)n——af(I-); sea B iw gup {I(f); n & W} < &
Entonces, se verifican:
i) f e Rl(B,I),
ii) I(lfn - f|)——0, cuando n-e,
iii) I(f) = B,

iv) f_ = f(1 ), para todo n € N.
n

Demostracién:

es
Por el teorema 4.5 es suficiente demostrar que (fn)n

una sucesién 1-Cauchy para obtener i)y ii).
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En efecto i
;B fn = fml, para todo n € N, se tiene

fn = fm, para todos n, me N, con m = n.

Por tanto,

I(It‘n - fmi) = I(fn) o I(fm), para todo m = n.

La sueesiédn (I(fn))n €s una sucesién de nimeros reales
mondtona y acotada, luego (1’(1&‘n))n es convergente, esto es,

-es de Cauchy. Con todo ello (f ) es I-Cauchy, y en virtud

del teorema 4.5 se tiene que f ¢ RI(B,I') y I(lf - £|)—0,

cuandoc n-w.

Ademas, por el caracter monétono y convergente de la

sucesioén (I(fn))n, es claro gue:

I(f) = 1lim I(fn) = sup { I(fn); nelN}=28.

Finalmente, para la prueba de iv), sea p € N y ne¢ N,

con n = p; entonces fn = fp.

Ademds, 0 = (f - £) & (£ = £)' s If - fl.

n
Ahora, como (If - fl)n——>0(I') se tiene que

+

(fp -%).=0(I),:

y por la definicién 3.16, seréa fp < f(I ), para todo p € N.

En la clase B de las funciones sumables s6lo es posible

ia
dar una versi6én débil del teorema de la convergenc

) i dicién
mon6tona. De nuevo e€s necesario imponer la com

T(If]) < =" que no puede sustituirse por
" : ‘

o ote Vi, 411 -y B
" sup I(lfnl) < o', (véase Corola. VI, _

comentarios adicionales)




A continuacidén establecemos

algunas propiedades de
relacién entre las distintas integrales I, I+, Xs I.

PROPOSICION 5.2,

i) 81 f ¢ Ri(B,I) Y g e B+, con f s g; entonces,
+
I(f)=s1I'(g).

di) 81 f e RI(B,I) Yy g € B+, con f = g(I ); entonces,
I(f) s I'(9).

Demostracién:

i) Sea f € R (B,I), f =20ysea (h) < B, con h =20,
la sucesién que define a f. La sucesi6n (h Af) c_Rl(B,i'_)
verifica (h A f)—f A f = £(I”). Ademds

lh A £l =<h € B, para todo n € N,
n n :

y en virtud del lema 3.29 puede asegurarse que

h Afsfsg, luego se tiene
n
I(h Af)=1I'(h nf)= r*(£), para todo n € N.
n ¥
! +
Por tento, lim I(h A f) = I(f) s I(9) | -y
i alquier si.gno, y
S f = Rl(B,I) es una fur:cusn de cualq AL
: sl
fsgce€ B+, entonces, para g € B . existe h € B,con h g
Por tanto,
f-—hs(f—h)*'=(f—h)v05(g-h)v0=g-h-
Ez decir, .
+ =3
I(f - h) = I(f) = I(h) s I((f - h)) = 1°(g) - I(h)s

' i a
donde la Gltima desigualdad €8 cierta Y

SN




(f-h)‘“e1'-31(8,]_')‘r (f N

0.y g e« 88 B
(f-h)' sg-n

Luego, I(f) Y la demostracién queda
completada.

-

ii) 8i f = g(I' ), entonces, por la proposicién 3.17,

existe ¢ e N(B,I), con f s g + ¢, o bien, f * ¢ =g. Como
la funcién f =+ ¢ € R(B,I)ygce B+, aplicando i) se tiene
I(f < ¢)=I(f) - I(9) s I'(q).

tDado que I(¢) = 0, se concluye que I(f) = I+(g).

Obviamente, se puede probar un resultado dual al

anterior, es decir:

i) Si £ € R(B,I), h e B, con h = f; entonces

I(h) = I(f). 2

ii) Si f € R(B,I), h ¢ B, ‘con h s f(I'); entonces,

I(h) s I(f).

COROLARIO 5.3.
Sea f € Ri(B,I); entonces,

rtef) s 1(f) s I(f) s I(f).




Demostracién:

Sea h € B, con h = f; ‘entonces, I (h) = I(f).

Por
definicién de I , se tiene que I(f) = I(f).

Por otra parte, la proposicién 5.2 y la defincién de T

implican directamente que I(f) = I(f).

: +
Y, finalmente, I (f) = I(f) se verifica siempre, sin

mas que considerar que B ¢ B .

La definicién usual de la integral de una funcién
abstracta- ‘t-amann-u—integrablé. como una integral inferior

aparece ahora eu el siguiente

COROLARIO 5. 4.

Sea f € +R1(B,I),- entonces,

tf) = 1(£) = 1(L),

donde +R (B,I) := { f € R (B,I); 20}

Demostracioén:

En virtud de la Nota 4 del Capitulo I, se tiene que

: - tanto, la
I+(f) = I(f), siempre que Y & RI(B,I). Por '

i 1
igualdad anterior, Jjunto con la desigualdad dada en €

corolario 5.3 nos lleva a que

1t(f) = I(£) = I(£)-
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COROLARIO 5.5,

Sea B
f « BnR(B,I); entonces, I(f) = I(f).

Demostracién:

Si f € Bn R1(B,I), se tiene por el corolario 5.3 que
I(f) = I(f) s I(f),

y como I(f) = I(f), por ser f ¢ B, se da la igualdad de las

‘tres integrales.

Como complemento a la Nota 1, obsérvese que la

proposicién 2 de [6] es una consecuencia directa del

corolario 5.4.
Por tanto, cualguier funci6n no negativa y nula
(0=fe Nl(B,I)), con I(f) = =, no pertenece a B; pero si

T(f) < » (0 equivalentemente, f =ge B), por el corb;gfio 

4.3, f € B, y ademas

1(f) = I(f) = I(f) = 0.

En resumen, cualquier funcién nula no-negativa tiene

integral superior infinita o cero.



TEOREMA 5.6,

(Teorema de 1la convergencia acotada de

Lebesgue ) ‘

—X -
Sean (Jt'n)n C RI(B,I) y f e RN, tales que (fn)n——;f(I )
Y existe g e RI(B,I), con Ifnl = g, para todo n € N.

Entonces,

f e R(B,I), I(If -.f1)-—0 y I{f) = lim I(f_ ), cuando n-s.

Demostracioén:

; Vamos a probar que (f_ ) es I-Cauchy, y en virtud del

teorema 4.5 se obtendrad el resultado.

Si (f ) no es una sucesién I-Cauchy entonces existe
nn ¥

€, > 0 tal que, dado k € N, existen n, p, € N verificando

I(Ifn;- fpkl) = €.

Se considera la funcién auxiliar siguiente

grie= If;k- f}kl, entonces g € RI(B,I) Yy ngl s24g-=: 9.

Ademds, para h e B, h = 0 se tiene

ngiAh=gk;\hslfnk-f|/\h+lf-—fpkla\h,

T

v tpnces
para toda h ¢ B, h = 0; y como (fn)n-—-*f(l' ), en e

(g,),—0(I )-
Por otra parte, lia func;ién p := 2 g € Rl(B,I_), 1u9g0,
dada la densidad de B en Ri(B,I) (proposicion 3.10),‘. para
g /2 existira h € B tal que I(l¢ - hi) < eo/z.
° pero como ademas se tiene que

llfpl - lhll < |p - hi, entonces
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I[}lwl - Ihl|] = I('w - Ih||] < €/2,
Se puede considerar h = 0,

También se verifica 0 = ¢ -~ ¢ Ahs|p - hl, luego

I(¢ - ¢ Ah) < €/2.

La sucesién (9,),—0(I'), entonces se tiene que

.(gk,\h)k——m(r‘), Yy f(lgk A h|}—0, ya que T = I, en
general.

Ademéas, lg_ A h| e R (B,I) n B, luego por el corolario

5.5 se tiene que

I(lg, A hl) = T(lgk A hl)>—o0.
Ahora bien, se tiene la siguiente situacién
Osgks(gk/\h)+(lp-p!\h),paratOdOkElN. (1)

En efecto, si g s h, ;ntonces g =g, * (¢ =9 Ah),
ya que ¢ - pAh =z 0. Por otra parte, si g = h, entonces
hsg s, luego g Ah=h Y ¢ -9 Ah=h De lo
anterior se tiene g =g +h-hsg¢+ (g Ah)- (e Ah),
y entonces g, = (gk Ah)+ (p~-¢aAh).

De la desigualdad (1) se cohcluye asi:

e s I(g) sI(g Ah)+I(p-9Ah)sI(g Ah)+e/2s

= -f(gk Ah)+te/2<e/2t e/2 = €4

luego existe una contradiccién.

una sucesién I-Cauchy,
Por tanto, (fn)n es

queria demostrar.




enerali
g izados, esto es, utilizando la relaci6n "s (I7)"

(definicién 3.16).

TEOREMA
5.7. (Teorema de la convergencia monétona

generalizado)

Sean (f ®x %

( n)n c Ri(B,I) ¥ £ R, con fn_s fM(I ¥, para

‘ = .

odo n € N, (fn)n->f(I ), Y sea B := sup .{I(fn); neN) < o.
Entonces, se verifican:

i) f eRi(B,I).
ii) I(Ifn - f|)=0, cuando n-w,
§1i) I1(f) = B,

iv) f.¢ f(I"), para todo n € N.

Demostracioén:

Basta demostrar gque, en estas condiciones, (fw% es una

sucesién I-Cauchy, para obtener, en virtud del teorema 4.5,

Jas afirmaciones i), ii) Y iii).
Como f_ = fwd(I'), para todo n € N. por la proposicion

3.17, existe para cada n € N una funcién nula u_ tal que

£ sf _+uU.

n n+1 n

Sean ahora m, n € N, con m > Nj entonces, dado que la

operacién ; es asociativa, se tiene que

H < +. u '; u - e e s
fn % fn-t‘l # un fn+2 ( n+l n )
(m-n) -1
d . : : u ;
+ +... + U n+k
n+ (m-n) (unb (m-n)-1 k=0 >

= f




(m-n) -1

it kzou“* (suma con + de funciones nulas,

Sea v

luego por la proposicién 3ANE Y € N.(B,I)).
nm
A continuacién, obsérvese que la desigualdad siguiente
es cierta:

g ol = if = f 45w -y | &
n m n m nm nm

S |f = AV ) Ry | WE iy - S
n m nm nm m nm‘ n nm

Esto es, If - f | X - f + |v |, para todos n,
n m n nm

meN, m > n.

1

Entonces, como I se anula sobre NILB,I), y las

funciones v , |v | € N (B,I), se consigue
nm nm 1
T~ BN)® I(L30 = (1 ).

Ahora bien, (I(f )) es una sucesién mondtona y aco;ada
rn’’n i

de nimeros reales; por tanto, I(If - f |)—0, es_decirﬁ la

sucesién (f ) es I-Cauchy. Con ello, y en virtud delt
nn

teorema 4.5, se tiene que f € RI(B,I)'Y I(f) = lim I(f )= B.

Para probar iv) se sigue de forma anéloga al

dorrespondiente apartado del teorema 5.1 ¥ sin mds que tener

. ; s
en cventa que, si n, p e N, n 2 Dy entonce

* ey LEY fv Sl £l BT,
(e 1) I8 f) .

giendo v =z 0 una funcién nula.

§_.£!-




q_'”
TEOREMA 5.8, (Teorema de la convergencia dominada

generalizado)

Sean (f ) < R(B,I) y f = RX tal que (£)—f(I7) y

existe g e R (B,I) tal que If | = g(I ), para todo n € N,

Entonces,

f €R(BI) I(If - fl)—0, y I(f) = lim I(f ).

Demostracion:

Es andloga a la prueba del teorema 5.6 con las

siguientes consideraciones:

a) La sucesién (gwh-%aO(I'), Y Ag k% 9= 8 g(1), es

decir, existe u e_Nl(B,I), u = 0 tal que

1 N.
|gk| s ¢ +u, para todo « €

b) La desigualdad (1) se transforma en
g s(g AbB)+ (p-9A h) + u, para todo k € N (2)
k

i = ara todo x € N, se
Teniendo en cuenta due I(uk) ; 0, P '

concluye con la misma contradiccién que en el teorema 5.6.




Completamos esta parte con algunas

Propiedades adicionales de la clase RlpB,I), que se obtienen

por aplicacién de los teoremas de convergencia, asumiendo

algunas condiciones débiles de continuidad. Tales

condiciones se verifican para el caso finitamente aditivo

(clase R (u,R)), y por tanto, son también subsumidas en

nuestros resultados mas generales.

Recordemos que un sistema de Loomis arbitrario (x,B,I).'
se dice continuo superiormente (o C ) si, para toda f € B,
f 20, se verifica
lim I(f A r) = I(f), cuando r-w;
y continuo inferiormente (o C ) si, para toda f € B, f = 0,
ge tiene

lim I(f A r) = 0, cuando r-0.

Diremos que un sistema de Loomis es continuo si lo es
superior e inferiormente (véase apartado 1.b del

Capitulo I).




LEMA 5.9,

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano Y verificando

el axioma Cd
Si (f ) —0 (c.u.) entonces (fn);——ao(I-).

(donde c.u. significa convergencia uniforme en X)

Demostracion:

Si (fnhr—eo (c.u.) en X se verifica que dado £ > 0
. .

existe-n0 € N tal que

Ifn(x)I < £, para todo x € X, y n = n,.

Sea h € B, h =z 0, entonces lfJ A h < haeg, luego’
I{If t A'h) s I(h A €)0,

ya que (X,B,I) es continuo inferiormente. Entonces

(f ) —0(I ) como se queria demostrar.
nn

. Recuérdese que el caracter stoniano de la clase B se

‘ ; ici .11). Con el
hereda en la extensibn I%(B,I) (proposicién 3 11) _

- 45 - as c i
lema siguiente se prueba la conservacién de los axiom . ¥

C también en Rl(B,I)-
[+ 4]




Lmb 5.10.
\

¥
V

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano ¥y continuo,

Ent 5nces, i
:l‘ para cada f e RI(B,I), con f =2 0, se verifica:

‘ %._i)rg I{f A r) =8 w 11”_1#3 I(E ) = I0F ).

Dem.stracion:

Sea r € R, r > 0, entonces existe n e N tal que

i,
1
.no+;—<rs o , por lo que

farsfal/n, para todo n = n.

Sea fn :=f Al/ne RI(B,I). Claramente se tiene que
(f“)p —0(c.u. ) en X; por el lema 5.9 se sigue que
(fn)n-—>O(I p .

Dado que f| = f s f € RI(B,I), el teorema 4.5 nos

n

asegira que
I(f) = I(f A 1/n)—I(0) = O.

Por tanto I(f A T) = I(fn)——ro, cuando r-0.

?

Por otra parte, s8i f € +R1(B,I), entonces por la
prc;Fosicién 3.11 se puede afirmar que T A PuE Ri(B,I}, al

seg‘ B stoniano; y ademas

I

’ I(f) - I(f A r)l s IUE - £ AT

|

| e >0
P(?f la densidad de B en RI(B,I), para f € R1(B,I) Y '

e liiste h € B tal que It f - hl) £ &




Ahora, la siguiente desigualdad se verifica:

2 - F Arl s 1f < Bl e lh ~haAarl + lhar-faAar|s

s2 |f=-hl+|h=~-harl
Obsérvese que
I(lh ~=h A r|) = I(h - h A r) = I(h) - I(h A r)——0, si rsw,
Ya que se verifica el axioma C.+

Con todo ello se tiene que

I(\If ~fAarl)ys2a2I(lf-hl)+Ih-harl)<ze+e,

siempre que r = k(eg), es decir

.E)gt I(f nr) = I(f); como se queria probar.

LEMA 5.11.

Sea B c RX tal que si f, g € B, entonces fg e B
(brevemente, BB c B).
Entonces, si [, g € Ri(B,I) y f, g estdn acotadas, se

verifica que fg € Ri(B,I).

Demostracion:
3 # e B, una funcién acotada; veamos.
a) Sea f € Ri(B,I) y O g ’

que fg € RI(B,I).

de funciones de
define a f. Entonces (hg) es una sucesién

B (BB < B), Y e8 1-Cauchy ya que se verifica:
lhg - hgl = suP (lg(x)!; x € X} |h = Bl

: 1 ser
para todos n, m € N. Sea M := sup {lg(x)l; X € X} vy a
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# § : i
g * 0 el nimeio M es mayor estrictamente que cero.

Ademés para toda h e B; h 20, se tiene que
Ihng - fgl A h=M Ihn = Ll Ny M(H% - £l A h/M).
Entonces (h g) —fg(I ), por lo que fg e R (B,I).

Si la funcién g = 0, entonces,trivialmente fg € R (B,I).

b) Ahora sea f ¢ R(B,I), f > 0 y g € R(B,I), ambas
acotadas. La Nota 4 del Capitulo I asegura la existencia de-.
una sucesidn (hn)n c B con 0 = hn = hma‘ fy (hn)n—-f)f-(r )
tal que 1lim I(h ) = I(f) = I+(f); siendo cada h € B una

funcién acctada.

Por el apartado (a) se tieme que hg e R (B,I), pafa
tod> n € N; por tanto, (hng)n £ RI(B,I), es trivialmente una
sucesién I-Cauchy, tal que (hng)n—)fg(r_). Ao

Finalmente, aplicando el teorema 4.5 se tiene q\ié

fg € R (B,I).

c) 8i r € R (B,T) es una funcién de cualguier signo, se
w ; 7 .

descompone f = f - f, y se aplica (b) a cada sumando.

Nota 3.

i sobre
Incluimos en este capitulo algunos comentarios

e realiza
los trabajos conocidns por nosotros, en los que -

i to de
un estudio dJetallado de completaciones ?:espec




seminorm i "
as integrales abstractas", para obtener extensiones

similares, en parte, a las aqui dadas.

a) Una adaptacién de la terminologia de Schifke [31],

permite presentar la clase Rl(B,I) con seminormas integrales
localizadas. Si se considera I":§x~—->ﬁ, I(f) :=1inf { I(h);

f=heB)}, con inf o = w; I es una seminorma integral en

ﬁx, esto es,

I(f+g)=1I(f)+1I(g) , para todas f, g € R,

I(oe f)=a I(f) para 0 s a€R, f ¢ ﬁx,

I(f)=1I(g), para f, g € Rx, con f = g o
La correspodiente seminorma integral locallzada vendria

definida, para toda f « RY, por

(I');(f) :=sup { I(f£Ah);0she B},

que también es una seminorma integral.

Se tiene que (I ),(f) = I(I1fl), si f € R(BI} ¥ ‘
1EE) = (X ),(F) = r*(f), para toda f € R (B,I), £ = 0. Con
ello, R.(B,I) seria la clausura de B respecto de la

1 »

distancia d(f,g) := (I-)l(if - gl).

Siguiendo este esquema en [31] se da solamente la clase
R (B,I,R) =R LB TN Rx, y sus teoremas de convergenqia son.

i ici icti 2 . 124 es
aplicables s6lo si la condicién restrictiva (2), P

) isface.
cierta, por ejemplo, para B = C([0,1],R) no S€ sat

También en [33] P 16, el espacio aqui descrito

. 161, apéndice D).
coincide con Rl(un,m), (véase [19], P '




b) En
) Aumann [3], & 8, P. 447 se obtiere solamente la clase

mep(B,I). Con su notacién,

b

L ]

. u r T = I dx (integral propia de Riemann)
a

Y L =R __(u/[a,b],R), u(Ja,b[)i=b - a.

mep(B,I) es la clausura de B respecto de la seminorma

integral I , esto es, f es integrable Riemann si su

I -distancia a B: inf {I'(If - hl); h € B}, es cero.

-c) Bichteler [4] estudia la integral de Daniell para
funciones evaluadas en espacios de .Banach E, con norm&s
integrales, de forma similar a como se hace en [31], pero.
~s8in usar normas rintegrales localizadas, sino normas
integrales Daniell-continuas ("o-subaditivas") y la
condicién de Stone; asi, el caso finitamente aditivo no es

estudiado.

Aqui, L;(R,mJ) := {funciones Jordan-m-integrables} =

=R (R,m) en nuestra notacién si E = R, (p. 81, [4]). En
prop

ningin caso Rl(R,nf) es estudiado.

d) En Loomis [26] con su tercera extensién (U, "one-side

completation", & 3, P- 178), y en virtud de nuestra

4 X :
proposicién 3.27, se da la clase R1LB,I) n R°, que e

iteradamente completa por el teorema 4, p. 178, [26].

por otra parte, el teorema 5, p. 180, [26] permite

i i i 1 axioma de Stone Y C.,
afirmar que si RmmpnB,I) gatisface e =

' X = M) = extension
entonces Rl(B,I) n R &= R1(“1’R)) con ”1( )
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de I(x,), con Xy € R __(B,I).

Para un resultado satisfactorio de representacién
integral, se precisa ademds el axioma C,r (véanse,

teorema 1, p. 211 [1], teorema 2, p. 173 (18]).
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B. RELACIONES CON OTRAS EXTENSIONES INTEGRALES.

Con el corolario 3.13 del Capitule I, se

establece que la clase Rl(u,ﬁ) de las funciones

Riemann-u-integrables (y en particular, la integracién de
‘Dunforq—Schwartz), es un caso particular de Ri(B,I).

.POr otra parte, la generalizacién de la integral de
Daniell-Bourbaki (clase B de las funciones sumables.de (5)).
y su relacién con RlLB,I), ha sido estudiada en [6] ¥ [21].
En este apartado, se analiza dicha relacién para el caso de

un sistema de Loomis abstracto.

Son faciles de probar las siguientes propiedades

gue se enuncian en [6], nota 2, P 261:

: . _
BnB .= ; IT(£) < =),
a) BnB = B(+J, donde Bv+r {f e B, (f)

| . B, hz0
b) 81 £ = B" con f A h e B, , para toda h € B, '

entonces [ € B+.

mbién en
Una discusién de esta Gltima puede encontrarse ta

[21], lema 6.




Para la cl
ase R (B,I) se puede probar un resultado

similar al (a).

LEMA 60 1.

+R1(B;I) n B+ C B(+) c E.

(donde +R (B,I) := ( f € R(B,I); £ =0 }.

Demostracion:
L}
Y s +
SiL f € RlpB,I) n B, por la proposicién 4.., y ya gue
+ 4 + ; |
B AB cB,set:LenequefAheEnB'*, para toda h € B,

Ahora, en virtud de la propiedad (a) anterior;

= 0,
f Ah EB(+:' para toda h € B, h =2 0, Yy por aplicacién de

(b) 5€ concluye que f € Br+f

N6tese que, en todo caso, s8i f e B, n B Y I(f) € R, es8

f eb.

Es inmediato que R{ln Ri(E,I) nB ¢ Rmmp(B,I),‘ ya que

para 0 = f € B~ siempre existe g € B, 0 = f s g; y por el

lema 3.29, f € Rwop(B,I).

En la bibliografia conocida hay numerosos ejemplos que

de una

1) y B. Citamos aqui algunos

relaci6én general de

prueban la no existencia

inclusién entre las clases Ri(B,

de ellos.




Ejemplos:

a) Sea X =R, Q = { {x}; x € X } v {@), u({x})) =1, 8i xeX

Y 4:Q—{0,1}, o-aditiva.

Se tiene que
= ol 28
Rprop(“’m) S s RR) ~ R (LR) = By 2

={f e IRX; tr(f) es sumable y ¥ |f(x)| < w },

x€Etr (f)

ldox;xcle tr(f) = {x € X; f(x) = 0}.

n 5
by X = [0,1], E(X) : ; =v fa,b[, a, b €0, 0 =as
1=1

sblsl),

Q := {I € E(X); In[0,1/2[] =26 [0,1/2][ < I},
.= medida de Lebesgue en el algebra Q.
Se tiene que'u(XJ < w, Ba = (BQ)+ y la funcién f =
X172t € -B-Q'
=fAal, 1eB se tiene que f ¢ Ri(u,IR).

. e
pero no pertenece a Rpmp(BQ, : u) Dado qu

c) X =R, Q := anillo formado por todas las uniones finitas

de intervalos disjuntos [a,b[ ¢ R, H :T medida de Lebesgue

Q.
SeaP:'={ren;o<r<1}. SetienequexPeBQ

( Pepgh =iy funciones integrables Lebesgue er} R })r PEEO

zp ¢ Ri(u:IR)'

p. 262 de [61)-

(véase para (b) ¥ ()




d) El ejemplo 2, p. 10 de [21], prueba que existen conjuntos
X, anillos Q de subconjuntos de X Yy medidas finitamente

aditivas M:Q——[0,0f, tales que existe T c X, con

X, € R(WR) , [ X. du = 0 (conjuntos "fuertemente u-nulos),

pero X, ¢ Bn.
Ademés, aqui se tiene que X, Age EQ, para toda g € B,

e~ E (xIsT(R) e

@) Sea X un conjunto no numerable (p. e. R), Q un &lgebra en
+X formada por todos los subconjuntos A4 ¢ X finitos, y todos
los complementarios X - A de conjuntos finitos, A c X.

Se define u(4) = 0 y u{(X - 4) = 1; p es o-aditiva en Q.
Aqui se tiene la siguiente relacién: |

= X
S(Q,R) ¢ R (K,R) = R (u,R) = Bg n R

Se establecen ahora algunas condiciones

afirmar inclusiones entre las clases By Rl(B,I).

LEMA 6.2.

A X
Sea (X,B,I) un sistema de Loomis con R,

Entonces, R (B,I) ¢ B.




Demostracidn:

Sea f € R(B,I), entonces f' e R(B,I) n i e

+

+ {
& +R1(B,I)nB_ En virtud del lema 6.1 se consigue que

b -
f e€eB_, c B; por tanto, f ¢ B,

Por otra parte, las condiciones (19) y (20) dadas en
[21), para el caso aditivo, pueden trasladarse sin

«dificultad para sistemas de Loomis arbitrarios. ”

PROPOSICION 6.3.

Dado un sistema de Loomis (X,B,I), las siguientes

condiciones son equivalentes: -
i) BcR(BI),

ii) B, < R(B,I).

Demostraci_én:

Como B , ¢ B, se tiene que (i) implica (ii).
¢

Sea ahora f € B, entonces existe (h) ¢ B,
5 4 to es, dado
R(IB - T] )~ Por tanto, (hn)n——»f(r), esto A
e>0yheB,h=_-Osetiene
< E.
lhn - fl A h = kn, con kn € B+ y I(kn)

o |lh - fl A h = kK A h =: 1,
a + n i n n
Cada k € B( ) c RI(B’I) y com |

ma B.1).
con l € RI(B,I), y por el le 3.29, cada ln € Rpmp(
n
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Ahora se sigue de forma anadloga al lema .26,

que f € Rx(B’I)'

para concluir

A su vez, la condicién (ii) equivale a:

ii.i)S.i'OsfsheB,feB+=>feR(B
1

Basta tener en cuenta que B(H A B € B

(+) (+)
3 .29 .

0O equivalentemente
iv) 0 z g € B, » g ¢« RI(B,I).
También es cierta la condicién siguiente:

Siosfs=heB feB, » [feRl(B,I)eI+(f)=I_(f)e

o IT(f) + I'(-£f) = 0]

Es inmediato por definicién de Rpmp(B,I ) Yy en virtud del

lema 3.29.

Por otra parte, las anteriores condiciones nos permiten

establecer las siguientes relaciones:

+
eB+’Vxex=’[ozgeB+:¢—gEB]=b

» x{x)

» (iid) » [f, £ e RS (f ) —f(T) (£ ) ——E( )L

. =X +
Con ello, y con el lema 6.2, S1 rR+ c B, entonces

E = RI(B,I)-




Nota 1.

Con parte de los resultados obtenidos por Giinzler, Diaz

CArrillo en el estudio de 1la extensién integral con la

—

I-convergencia, (véase [22]), podemos hacer 1la siguiente

observacién:

Si Q es un semianillo, w:Q—[0,w[ una medida t-aditiva

red-continua), X =n§1An r CON A € Q; la condicién (36)

[21]) es cierta, entonces
Rl(u,ﬁ) c EQ = Ll(u,ﬁ) = Bourbaki Lt(u,ﬁ).
se afiade la condicién X, .5 Ll(u,ﬁ), X € X, entonces

1 Bt ~
L'(w,R) = R(L,T ),

X & i
u := {f e R; 3 (fn)nc BQ, Iu Cauchy, (hn)n-—-éf(Iu)}
u := IM/LM'
n

Un caso especial seria para X = R, Q = Qu, 1 = medida
de Lebesgue u" de C(X) en [21]. Todas las condiciones son
L ;

ciertas en la siguiente situacién:

B = co(m“,m), I = integral de Riemann en co(n“,nz).

~

= 1 n .
Entonces, L, (B, I By = L (K,R) = R (L, I,)

i re
No obstante 1los resultados anter.ores sob

y i e lo] e COI!IJ :_r una

3 .« R(B,I)cB mobdulo
relacién general entre ambas clases !

funciones nulas.




| La relacién que aqui probamos generaliza la analoga

parﬂ el caso aditivo, dada en [6], teorema p. 262, o en el

corclario X de [21). Ademas, tal Yy como se establece.en el
ejemllo 2 de [21] seria la dnica relacién general posible

entr® dichas clases.
1

\

i

TEORELA 6.4,

' fea (X,B,I) un sistema de Loomis arbitrario. Entonces,
se titne

R(B,I)c B+ N(BI).

Demostracion:

tpa [ = Ri(B,I,PJ, con f = 0; por la Nota 4 del

Capitulo I se tiene que existe () E B, una sucesién

& p =rf, (hn)n——af(l'-) y tal que

I-Cauthy, con 0 =
(I(h ) —I (£) = I(f).

+ =<
Se define g := lim hn € RX, luego g € B, 9 = fy

r*(g) = lim I(h ) = I(f). Ademés (h ).—g(I") ya que:

= i 0 = h € B.
lhn ~gl ah=1(9°~ hn) Al s 0 ) A h,

@ = . También, en
Por tanto, g € I%(B,I) n-B ¥ I(9) IiL)

" yirtud del lema 6.1 se tiene que g € B, ¢ B.

i existe g €
En resumen, Si O = f & RlpB,I,R),

e R(B,I)nB tal que I(f) = I(9).
§ o

: z ,I) con I(k)
Ahora bien, k := £ - g = Dy K € R1(B )

po: tanto k € NI(B,I).



Es decir, la funcién f se puede escribir com g + k,

luego *R (B,I,R) ¢ B + ¥(B,1).

Si f € R (B,1), f =z 0, por la proposicién 3.28, existe

f1 S RILB.I,R) Yy k1 € Nl(B,I) tales que f £

+ .
A k1’ a su

vez [ =g +hk ef + N (B,I), por tantio:

. +k o (g, +'k) + kg = g, +t 1l & « B + N (B,I).

Ln el caso en que f sea de cualquier signo, se

descompone en f' y f , y se aplica el razonamiento anterior

12 cada: sumando.

Nota 2.

a) Se puede dar una demostracién alternativa que generaliza
la dada en [6] para el teorema p. 262:

1 5 ' =X. = b
"R (K,R) < B+ {feR; Iu(f) = e

i cién auxiliar
En efecto, s8i f =« +R1(B,I,R) la fun

ién pertenece a
;= B0 s g = I} tambi
L 7= SUp {g =

R(B,I,R)nB, ¥ ademds I(f) = I(f ) = T(fs)'= I(f ).
1

i - a de
El resto sigue igual, teniendo en cuenta el teorem

caracterizacién 3.30.

i i robar que Si
La misma funcidn fS permite P

P s A Este
feR(B,I)nB, entonces gf) = ) (f)
1




5.5) en el Capitulc II.

b) Para c i i i
) ualquier funcidn f e R (B,I) se tiene que

feB & Jgs B ey

Notese que si f = g e B, por la proposicién 4.1 es

f Ag=feB. Esta propiedad generaliza el corolario XI de

[237.

c) Con la condicién de continuidad de Daniell sobfe el
‘sistema de Loomis (X,B,I), el espacio L' := L(B,I) de las
funciones Da..iell-I-integrables con extensién integral
J:L'—5R esta bien definida ([14]), p. 77); y se corresponde
con las "funciones sumables" en [29] p. 60, © “integfables“

X

en [34] p. 11, siendo la clausura de B en R” respecto de una

conveniente seminorma integral en [3] p.p. 448-450.
Con estas condiciones, el teorema 4 de [21] da un
resultado andlogo al anterior teorema 6.4:

BecL'(B,I)nBnR +NTI) eI=Jenl nB,

donde N(T) := {f € B; I(Ifl) = 0}. Siendo ésta, en general,

la dGnica relacién posible.

Con todas las propiedades obtenidas hasta ahora,

i iente
se dispone de los instrumentos necesarios, en el ambi

i s
mas genefal posible, para poder generalizar otra

i ,R). En concreto,
propiedades Yya conocidas en la clase R (k )




una vez establecido n B i
ido que en general R (B,I) ¢ B, también aqui

o : ¢ .
e pueden caracterizar los conjuntos para los cuales

RI(B,I) c B, siguiendo el mismo desarrollo formal del

teorema 3 de [21]. Resumimos brevemente este estudio.

Dado un sistema de Loomis (X,B,I) <se nota por

R::{MCX; SifER‘E(B,I),f:OenX_MdeE}.

R es completo, esto es, si P ¢ M « R, entonces P € R.

PROPOSICION 6.5.

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano ¥ continuo
superiormente ( © C.)» tal que todas las funciones de B son
acotadas. Sea M c X.

Entonces, M €« R e Para cada P c M, I"-nylo, es x. < B.

Demostracién: (Véase teorema 3 en [21])

Si Me Ry PcM, PI-nulo, por la complitud de R se

tiene que P € R, es decir, Xp € B.

Por otra parte, supongamos por hip6tesis gque para cada

- & = : -

P ¢ M, P I -nulo, se tiene x, ¢ B. Sea también f € I%(B, )
con f = O sobre X - M. Se puede considerar f =20, pues f €B

es equivalente a demostrar que |fl € B.

En virtud del teorema 6.4 se tiene que existen f_ € B,

f=f + 4.
> e N (B, I g =z 0 tales que -
. cyg 1( )

ici robar
Como consecuencia de esta descomposicion, basta P

—

= 0, entornces f € B.
que si f € RI(B,I), feo y.I(f) '
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Por el teorema 2 de [21] es suficiente probar que

f A1 € B para que f ¢ B. Por lo tanto, se supone 0 = f = 1,

Para cada n € N v {0} se definen los conjuntos:

P ;= {x ¢ B I(x) > 1/2"}, tue Yprifican

el YR W I -nulo, luego i B, y por el corolario 5.5
se tiene I(x,) = f(xp) = 0, pava todo n e N v {0}.
n n

Con todo ello, se considera

G=Sf i=F o1/ )5 (0 alra ) 51/3 £

n
n+l

Y se define la serie, } f , que converge simplemente a f,
n

[s4]
es decir, f(x) = } fn(x), para todo x € X.
=

n

Por otra parte, para las funciones ¥, € B
n+1

= i ’ ue
) = 0, existen g % Bvﬂ tales g

+ , n
152 % sag. gt (g’) < /2",
n+l

n

A continuacién, se toma g ¢ A d/Z. KOR e}lo,
i ara todo
/vy, =9 & %o )~ e/2", siendo g € B+ P
n+1 5
i = rge
n € N. Se define entonces la serie g := 1gn, gue converg
n

n
rm ara todo x € X.
uniformemente en X, ya que lg;(x)l =1/2,; P

ki c B.
Entonces, g € B, Y 17(g) = €, luego g eR

c}, se
por dltimo, ya que f = G para todo n € N U {0},

o n virtud del
g «B, y £ 8 Ri(83) sl

tiene 0 = =

B i rar.
corolario 4.3 f € B, como se queria demost




Como consecuencia de 1la proposicién 6.5 y el

corolario 4.3, para un sistema de Loomis en las condiciones

de la proposicién anterior se puede afirmar que

(i ) R o M G B &
{ CX.ElgeB,xH..g}

Por otra parte, nétese que la proposicién 6.5, con

M = X, nos permite establecer que para sistemas de Loomis en

los que cualquier subconjunto P le X que sea I -nulo es

sumable (esto es, x, « B), se tiene que X € R, es decir,

R (B,I) c B.

Con ello, se dan algunas condiciones suficientes para

obtener dicha inclusién:

L« B & x A@ *a =2 ¥ si P es I’—nulo, por

el lema 3.29, v. €e R (B,I) c B, y entonces:
P prop

X, € B, para touo P I -nulo.

gl z €8 » 2 Ax =k ST " R (B,I), por ser

P I -nulo; luego por el corolario 4.3, se tiene que x € B.

Si x, € mep(B,I) c B, se concluye igual que arriba.

~ +
i < m, Se
Si ¥ € RI(B,I), o lo que es lo mismo, I (xx) ’

B , I'-nulo.
tiene también x € B, para todo P c X, I

iciones
véase en relacién con estos resultadcs las cond

(22)-(27) de [21].




S1 se considera el espacio de medida finitamente

aditiva (X,Q,u), y se nota para cualquier M c X, por

R(M,R) := {f & Ri(u,ﬁ); f =oen X - M),

B = BQ p=

condicidén (i) se puede afirmar que

funciones escalonadas, [. du = Iu(.), con la

(ii) Si para M c X, existe g € B, con x = g, entonces
R(M,R) c En Y i du = fu(f).
'Y como consecuencia se tienen
(iii) Para cada P c X, x, € Rl(u,ﬁ), fx, du = 0; con x

se tiene que X, = ﬁg.

(iv) Si P < X X, € (BQL n EQ, 45 disjuptos y ademés

n

Entonces,;

L 4]
R(y Pn,ﬁ) < Bp,.

La condicién (iii) puede generalizarse para sistemas de

Loomis stonianos y C .

Un ejemplo importante de la condicién (iv) seria el

siguiente:
o

iti = Q disjuntos, -entonces
(v) Si p es o-aditiva, X = vV 4, An € j

n=1

R B..
Rl(llan) < Q




Estas condiciones, comunicadas por H. Giinzler, permiten

localizar ejemplos en los que se de la inclusién citada.

Sefialemos que en [11] se prueba el siguiente resultado:

Si Q es un semianillo de X, U:Q—[0,o[ una medida

finitamente aditiva y U ¢ X con U = 4 vy C R [ e
1 2 : m

XAIU,,aU . AT (u-localmente) cuando  mew,

entonces
m

fe€eR(u,R), con f = 0 en X - U, pertenece a EQ.,

En particular, con u o-aditiva, U = X con X

Ale My 3 = 1080,

Ejemplos de esta situacién son los siguientes:

By £ =0, Q= I T WL I; I, de la forma [a,b[ c R}

n

m=u = medida de Lebesgue.

Se tiene que Rl(.u:/Q,IR) < By.

b) X = R, Q@ = {subconjuntos de R® medibles Lebesgue y de
medida de Lebesgue finita)
, = i en R
Aqui, Ri(uE/Q,IR) = L(u:,lR) = {(funciones evaluadas y

Lebesgue-integrables). Por tanto, el
g g Q

; . - 1 l
c) El siguiente ejemplo de ([21] da una situacién usua

donde EQ = Ri(u,ﬁ) c L'(u,R):

X=110,1], O = anillo generado por todos los intervalos

i 1/q. N6tese que
contenidos en X, H = medida de Lebesgue uL/Q

(x} €9, x € X




7. NUEVAS CARACTERIZACIONES DE LA I=INTEGRABILIDAD.

a. Una generalizacién completa de
integracién-abstracta de Riemann, se consigue con la prueba
de las caracterizaciones de la I-integrabilidad, que damos a

continuacioén.

X, se define

Para cualquier f € R
I(f) := sup { I(g); g = Ri(B,I), ¢St )

Es claro que si f € RI(B,I), entonces I(f) = I (f). Ademés,

si f e +R(B,I), I,(f) = I'(f) (ver Nota 4, Capitulo I).
i




TEOREMA 7.1.

Para cada [ ' & ﬁx

i las siguientes condiciones son

equivalentes:
i) f eR(B,I);

13 A Be RI(B,I), para tceda h € B, h
2.0 ) <om;

11i) £.K g € Rl(B,I), para toda g e RI(B,I), g e
*1.11) < »,
iv) Existe una sucesiodn (hn)n c Ri(B,I), verificando

n n+1l

O=h = 1 s 7, ¥ n €M, (hn)a—-ef(l-) y
sup { I(hn); nelN} < o
Si una de las cuatro afirmaciones se verifica, entonces

I(f) = 1.(f) =sup { I(h)s p e} = T ef).

Demostracion:

i)sii): Sea h € B, h z @ Yy+(h) uUIA sucesién de
funciones de B que defina a fj; entonces (hnr\ h)n-—af FLL

con (hah) T B una sucesioén 1-Cauchy, luego
n n

fAheR (B,I). Ademds I(f) = I(f) < o

‘ na
ji)»iii): Sea g € RI(B,I), g = 0 y sea (9 e m

sucesién que defina a g. Entonces (lnAf)n-—-ag A (I )
donde (1 Af) < R (B,I) por hipétesis, y es una sucesién
n n 1

I-Cauchy. Por el lema 4.5 se tiene que f A g € Rl(B,I).




iii)=iv): Si T (E) = i '
g o, existe (gn)n i R1(B,I), con

n® Jon ST Y I(g ) (F) = sup {Ifg ): n e N}
n

Sea h « B, h = 0, entonces

lgn-fle\hz(f-—gn);\h f xife 2B <6
n n

donde o
gr\ Y f A (gn + h) € RI(B'I)' por tanto

{E — gn)A h ef%(B,I), Yy como (f - g) A h=nheB,

el lema
3.29 asegura que (f - g)A heR (BI).
n prop

Con todo ello se tiene que
- +
I(lg -TLAW =X (lg. <8 »h) wi(lg “A] NB) =

= I (lg ~ &l Ah)sI(f~g) 3I(f)~ Q)0

luego, (gn){-af(1-), como se queria probar.

iv)si): Se sigue del teorema de la convergencia monétona

(teorema 5.1).

N6tese que por la proposicién 4.1, si f e IQ(B,I),

f =2 0, entonces para cada g & B, g ¥ o, @8 £ N g€ B ¥

I(f Ag) = I(f).

»
Por tanto, +R1(B,I) <8, donde

ﬁx- f A g € B, para toda g€ B, =0 }s

r

en la notacién de [3]-

se tiene gae

>

L]
por otra parte, si f € Bir & F 0,

sup {I(f Ag); 0 59 € By = sup {I(f A g); 0 =9 e By = I(f)

La primera igualdad es consecuencia de las propiedades de B.
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En cuanto a la segunda, si g € B, g =20, entonces f A g = f;

"
por ser f € B, se tiene que f A g € B, lue,o

I(f A g) = T(f n g)s T(E

Por tanto, sup (I(f ~g); O = g « B} = I(f).

Si I(f) < w», dado € > O existe g € B, g = f verificando
I(f) - &< I(g)=1I(fAg)s=sup{I(fAg): 0s=geB)

Luego I(f) = sup (I(f A g); O = g € B).

Ahora bien, si I(f) = =, para todo n € N existe g € B,

g = 0 ‘tal que I(g.) & 0y 98 f. Con ello, gnAf=gn5f

y n s I(ga ) sup {I(f A g); 0 s g € B). Por tamto,

sup {I(f Ag); 0 =g € B) = w,

En resumen, y por aplicacién del teorema 7.1, se tiene

gue para cada f e RI(B,I), f =z 0, se cumple que

I(f) = sup {I(fAg); 0=g¢€B}= I(f) = I(fh

Este hecho se expresa brevemente en el corolario siguiente.

¥

COROI.ARIO 7.2.

("

(%)
Rl(B‘I) < B+ i B+

donde B"':- { f € B, ; £ 20, I(f) <=}

- F *)
Obviamente, si I = Y -7 0871 € B,




Nota 3.

a) El teorema 7.1 generaliza para sistemas de Loomis

arbitrarios el teorema de caracterizacién andlogo para la

clase Rl(u,m) de las funciones abstracta-Riemann

u-integrables.

biyakor el lema 3,29, la condicibn i (ii), £ A b & Iﬂ(B,I),
para toda h € B, h =z 0, equivale a que f A h € RP4JB’I)3
'por lo que volvemos a obtener la caracterizacibén dada po. el
teorema 3.30, y utilizada como defincién para el caso
aditivo en [2]. Fn el teorema 1 de [2] se prueba que para
sistemas de Loomis stoniano tales que B c #M(Q) (= funciones
Q-medibles), la condicién necesaria y suficiente para que
exista una medida aditiva w:Q—[0,»] tal que B ¢ RJM,R) y
I(f) = If du, para toda f € B, es que se satisfagan los
axiomas débiles de continuidad Cb y C,-

yéase también el teorema 2, p. 173 en [18), y los

ejemplos 13, 14, p. 157 de G

. Py a e
A continuacién; ¥y manteniendo €l paralelismo con

aia
la integracién de Riemann O de Lebesgue, prob.ros que pa

i b ,I) es
sistemas de Loomis stonianos Yy ( ;s la clase RI(B )

i i . i di. o dé
cerrada respecto de las 1ntegrales 1mplop1as, o
-3 i % ias" son
otro modo las funciones i 1ntegrables 1mp10p1a
'

I-integrables.




Véase para el caso aditivo Y e-aditivo [120],

259-261.

PP.

Tambiln para la clase F de las funciones sumables este

resultado es cierto (teorema 2 en F21])s

En primer lugar, recordamos l. siquiente notacién de

"truncamiento" de funciones.

Dadas f, 2 ﬁX,

Clarameate, para f, g =

LEMA 7.3.

Sea (X,B,.) un sistema de Loomis stoniano y verificando

i i ifican:
e. axioma Cm; entonces, si f € R1("I)’ se veri

+
a) fnte RI(B,I), para todo t € R.

Hi lilm T n L) = (L] ¥ 1im X If =~ T aLivie O,

cuando t-w,

Demcstracion:

a) Es inmediato sin mas qu considerar la igualdad

TNLLThAnE T Ry0=teR (1)

(tnt) =f !
que ffate R1(B’I)'

Asi, el teorema 3.11 asegura

luego f nt € R(B,I).

i - a 5.10
b) Como B es continuo supertormente, el teorei

i fica lo sig..ente
establece que Ri(B,I) verif




4 ¥ +
&1W I(T A L) W™ I(f+), cuando t-e.

|
|
|

Con ello, haciendo uso de la igualdad (1) se consigque

1
el primer limite de la tesis.

< &
AOends, “IfiE At . f+1}-—»o, cuando t-w, luego se

Eime I(|f - f nt))s T s tl) I(If = Fa b}t

Cuindo t-w, como se queria demostrar.

TEOREMA 7.4.

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano y c’m ; Y sea

f e ¥*. Entonces,

feR(BI)efnneR(BI) paratodonelN y

g := sup {I(If nnl); n € N} < =,

f n nl)—0, luego I(f) = lim I(f nn).

Ademas I(I|f
|
Dem)stacién:

)

- f , y ademas

Como £ff A n = {(L N n): ; Blendo I =

&

[ - £ Aanlo= AEl = IT1.A By basta suponer f = O.

Si f € +R.(B,I), por el lema 7.3 se tiene que
1

= I(f) < o

f An = Rl(B,I\ y B := sup {I(f An); NnE N}

f = 0, verificando que

Por otra parte, sea f & R,

f Ane R(B,I), para todo n € Ny B < =
1

0. Si se prueba que f Atlelﬂ(B,;)

>

<ea entonces, h € B, h =

i ‘ e tendrd Y{u®
4 I'(f) < o, en virtud del teorema 7.1 & t




fe R1(B.I). Para ello, se considera la

siguiente
desigualdad:
IE AR = §{f hn)Ah &1 0 8 s T . {(h »n}l sh=h A B,
Tomemos fn i (F An) A h e Ri(B,I), ya que f A n € R (B,I)

Y h € B, El axioma C_ asegura que limI(h - haAan)=o0,

luego, como h - h A n € B, por ser B stoniano, se tiene que
THEIE AN = (FAR)AR)Y=T(h-hAan)s=1Ith-haniad

Por tanto, I (If » Nk = f lad 1) = I (£ a0l = f |)—0, para

toda 1 € B, 1 = 0, y en consecuencia, (f ) —f A BeT ).

Por otro lado, Ifn] = h € B, luego, por el teorema de
la convergencia acotada de Lebesgue (teorema 5.6) se tiene

que £ A h elﬂ(B.I)

Finalmente, si g e RI(B,I), 0sqg=st, es

gansfAan, luego Ifg A B} = I(f A~ n) = B, para todo

n € N.

Con ello, I(g) = I(g - g Amn) + I(g A n) s ¢ + B, para

todo n =z n(€), puesto que lim I(g - g A n) = 0, n>». POT

tanto,

sup {I(g); g € RI(B,I), 0sgs=#f)sg,yasuvez

g = sup {I(g); g € R(B, I}, 0=9F% £).

ge deciz, T.(L) =B < %

o I I(E)
De todo lo anterior se deduce que f € }%(B ).y

coincide con B y I (f).



Senalemos que la demostracién dada aqui del teorema
& : :
nterior es mucho mas directa Yy sencilla, que la prueba del

resultado andlogo para las funciones sumables (las

condiciones de Sto i
. ne y C  son necesarias) (teorema 2, en

L2k .

También se sigue fécilmente el siguiente corolario, que

ya conociamos por el lema 3.23.

«COROLARIO 7.5.

Sea (X,B,I) un sistema de Loomis stoniano y C.. Si

Pc X es I -nulo, entonces:

© X es una funcidén nula.

Demostracion:

Si P en I -nulo, entonces ¥ € N (B,I). En virtud del

teorema 7.4 se tiene
© X, € RI(B,I) ® © X, A n e Ri(B,I), para todo n € N ¥
B := sup {I(» X, AD); N E M} < o.

Sea, entonces, n € N: o X, Ap=ng, e N1(B,I)CR1(B,I)

luego, I(w x, A M) =N I(x,) = 9, %8 decir B = 0; por tanto

X, RI(B,I) y I(» xp) =g = 0, luego

0 X € Ni(B,I), por la proposicién 3.20.




Nota 4.

La caracterizacién dada por el teorema 7.4 es clasica

en el estudio de la integracién de medidas no numerablemente

aditivas.

En particular, en (28], siguiendo los resultados de

[10] ¥y con la terminologia de Yosida-Hewitt [35], dada una

"distribucién" ¢ (= una fi.acién de conjuntos, aditiva

positiva y de masa unidad sobre el algebra de partes I de un

'conjunto X), cualquier funcién numérica acotada f sobre X es
: 5 + - ; =X

integrable, si y so6lo si, Ig(f) = Ia(f)' Si f € R, f es

integrable, si y solamente si, para cada n € N, f An es

integrable y lim I (f A n) < ». Entonces, se tiene que
n—>x i
I (f) = 1lim I _(f A n), donde I (f) := [f do, para toda
. n->00 g . ?

f € By (funciones o-simples).

b. Completamos este capitulo de propiedades de la

! extensién
el carécter "iteradamente cerrado" del proceso de

BlI '-"_') Rl(BJI)II'

i initemente
La situaci¢n gque Se€ tiene en el caso £

aditivo es la siguiente:



Sean i ini
H Y v dos medidas finitamente aditivas sobre los

ani
illos Q, o de X, respectivamente, y tales que

BEwe i X: X, S RI(H.ﬁJ} Yy

V(M) Ixn du, para todo M € «a.

Entonces, Rl(v/a,ﬁ) Rl(u/Q,ﬁ).

Esto es, el proceso
u/Q——R R) — ;= ; R
1(u/Q.[R) —J := {M c X; X, € Rl(u,R)},

con v(M) = fx, du —~—~—-—->R1(wa,1§),

es iteradamente cerrado, es decir,

RI(V/J,ﬁi) = Rl(u/n,ﬁ).

Este resultado también es cierto si se reemplaza R1 por L

con 4 y v dos medidas g-aditivas (véase [20], P. 265).

Sin embargo, en general, B no es iteradamente cerrado.
Si lo es si I es paniell-Bourbaki continuo (véase [14],

p. J339}).

con los resultados Qque siguen se concluye que el

proceso de extensién aqui estudiado, para sistemas de Loomis

arbitrarios, también conserva el caréacter iteradamente

cerrado en el siguiente sentido:

Si . = R (B I) n [Rx e I = I/ﬁ, entonces
. 1 ’

f(f), para toda f ¢ R (B,I); €S

B
RI(B.I)-'—’Rl(E.f) y Iir) =

¢




decir la extensi T B, T i
' 2nsioén I]RI(B,I) es 1gual a la extensién

1R (B,I)

Es claro que para cada f e R> podemos definir
ey g=dnf { I(h); heB £ = h),

Y “T(f) = { I(p): p&€B, £ =p})

' LEMA 7.5.
Sea (fn)n € RI(B,I); entonces

(fn){——+0(I—) implica (fnx;*eo(f').

Demostracion:

Sea h € 5, h=z0y¢€ >0; como B es denso en B (teorema
3.10), existe t € B verificando I(If - t]|) < E.
Para t y &, y por hip6tesis, como (fn)J—m+O(I ) se

tiene gque existen no(c,t) Y kn € B, tales que
if EANE s Kk Y I(kn) < €, para todo n = 0.
n n
La siguiente relacién es cierta,

< |h -t + k.
!fnl A h Ifnl Aoy = |fnl AL Ifnl AL | | -

X _, B. con ello
Tomemos g_ ih = L] ¥ kn € RI(B,I) n R F By r

T(g ) = I(g ) = I(Ih - t1) + I(k) < 2 €




Por tanto, para cada h € B, h =z 0 Y€ >0, existenn e N y
0

g €B tales que 1f;i ADSg % f(gn) R

Luego, (f,) —0(%).

LEMA 7.7
: =X ~
81 k' R y I ¢ B, fon 0 5k = £ entonces

sup { I(kaAh); O=heB} = f(f).

Demostracion:

Dado 0 < k €« RX, f ¢ By k = f, se tiene que

sup { I'(k A h); 0sheB) = sup{ I(f Ah); OsheB)})
Ahora, como f € B c I%(B,I), por el teorema 3.30 se tiene

que f A h e mep(s,r). Luego, I (f A h) = I(f A h).

Con ello, se cumple que

sup { I (£ Ah); 0O =heB})=sup { I(f Ah); 0O=heB}5=

s I(f) = T(£).

En resumen, sup { I (kA h); O = heB} % ;( ).

LEMA 7.8,

Sea (f ) < ®X; entonces
nn

(f ) —0(I ) implica (fn)a——+o(I—).
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Demostracioén:

Dada 0 =

h € B, I'(lfnl A h)—0, por hipétesis. En

particular, como B c §, para h € B, h = 0, se tiene

I'(If | A h)—o0.

Consideremos ahora la funcién ¢ e B, con If | Ah s @.
n

Asi, se tiene
I'(If| Ah)=TI(E| Ah)nAh)
‘ s sup { I'((If ) Ah) Ah); 0sheB)=i9),
donde la Gltima desigualdad se verifica en virtud del lema
7.7. Por tanto, para toda ¢ € B, con If | Ah=¢ se tiene
que I'(If | A h)s T(¢). Entonces
I'(If | A h) = sup { I((f| Ah)AB); O0sheB } s
< inf { I(¢); ¢ € B, If 1 Ahs=s¢} = I°(If | A h)——0.
Luego, I;(|fn] A h)—>0, para toda h €« B, h =2 0, es decir,

(fn){—“QO(I-).

TEOREMA 7.9.

_ »(B. 1) . y las integrales coinciden.
R(B,I) = R(B,T) . ¥

pDemostracion:

: sucesibn 1-Cauchy
pada f € RI(B,I), sea (h ) < B, una

- f])-—0(I") con
que defina a f. Entonces (lh 1) '

n 1 q
I l ( ’ )
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(lh 'fi)n—-——>0(f'), es decir, «h )—f(T ), con (h) e B,
nn nn

una sucesioén 'f-Cauchy. Por tanto, f € R (ﬁ,.f).
1

Por' otro lado, .8l .f e Rl(ﬁ,f), BeA (h.). & B,
sucesidn }-Cauchy, tal que (hn)n——-u‘(f‘). Por el lema 7.8, se
tiene que (lh - f|) —0(I"), es decir, (hn)n——af(I-), con
(h ) < R(B,I), una sucesién I-Cauchy. Con ello, por el

teorema ‘4.5 se concluye que f e Rl(B.I).

. Finalmente, por definicién de I y I, se tiene I = I en

Rl(B,I), y la demostracién es completa.




Notas finales.

Finalizamos el desarrollo de este Capitulo con algunos
apuntes sobre otras vias posibles de extensién del proceso

de construccién integral que hemos estudiado.

a) En primer lugar, la posible extensién de nuestro proceso
‘a funciones evaluadas en un espacio de Banach E. Esto es
posible para la integral abstracta de Riemann R”le), de‘
Dunford-Schwartz y de Gilinzler, asi como para el proceso de
extensién de Daniell (ex. 64, & 2 [20]), y también con

normas integrales ([4], [31] y [24]).

Un planteamiento incial seria el siguiente:

pados los espacios de Banach reales E Y E,. sean

X A :
Ex oy i vectorial
B c i ; . deB- E2 lineal, Boc R reticulo Yy

I:B—>R lineal y no negativo, con £eB * |f| € B,
0 0 g :

JI(£)] = I (1£1).

Se define entonces

f e EX 7 existe (h), < B, tal que

RE(B,IO) ;= { ! :
Io(hn = hmI}——ao, n, mwy ihn - f!—u—+0(10) }

con I{f) := lim I(hn) pien definido.

n->»0



b) Otro tema usual en la bibliografia conocida es 1la

extension del método de Daniell considerando un reticulo

vectorial B de funciones f:X———>E1 con E un espacio de
1

Riesz, e I:B—waEa un funcional 1lineal, no negativo vy

monétonamente continuo, con E, otro espacio de -Riesz. Vease,

por ejemplo, [1].

Para la integral abstracta de Riemann se puede definir
in proceso andlogo, este es el proceso de constiuccidn de la
clase Dl(u,E) de las funciones Dérboux-u-integrables, con
f:X—E, E un espacio de Riesz; y a partir de un semianillo
Q y una medida finitamente aditiva p:Q—/[0,=[. Vease

(19], apéndice B, pp. 160-166.-

La cuestién seria extender la teoria de RILB,I) alesta
situacién, pero sin la condicién de continuidad monétona de
I, y cuadndo una teoria de este tipo contiene los resultados

de [1].




APENDICE




Se ofrece en este apéndice un resuran de los

conceptos Y propiedades basicos de la "Riemann-u

integrabilidad" tal y como 1la presenta H. Giinzler en [20],
118}, Y su relacidén con la u-integrabilidad de

Dunford-Schwartz, [12], vol I, rp. 96-118.

Sean X un conjunto arbitrario no vacio, Q un
semianillo de subconjuntos de X (esto es, @ € Q, y si 4,

Be( entonces A n B € Q, y existen A1' i An e Q tales

n
queA*B=uAi,dondeA—B::{xeA,-xeB}),y

i=1

U:Q—>[0,o] una medida finitamente aditiva en Q (por tanto,

el valor = no es admitido).

S(Q,V) denota el espacio vectorial sobre el cuerpo K (R
6 C€) de todas las funciones escalonadas, es decir, todas las
funciones h:X——V que ~ admiten una reprentacién  (no

i ani : con n € N,
necesariamente finica) de la forma: h Ai’

i8] ¢ i istica de 4 Y
A e Q (no disj tos), XAi le¢ funcién caracter 1

s K.
a e V = espicio seminormado con cuerpo de escalares
i

4
Para h ¢ S(fL, Ry, el funcional [h du = L 4, _u(Al) €

1=1

estd bien definido y es lineal.




Para cualesquiera f;:x-"ev, [:X— 80 define (f ) —f
nn

H=-localmente 0 brevemerte —F i
' ' (fnlh —f(u) como sigue: Para

cada 2 € Q, y € > 0 existen PeNVYLN
J n

€ R(Q) ,dependiendo
de A4, ¢, (fn)n, f) tales que
ufn(v) ~f{x) =2, DAB" L ® P, V'K € A~ M,

y ademas u(MnJ S.&y pAra o ® p.
Aqui R(Q) := anillo generado por Q en X =

neN)={McX; Xy E S(L,R)}Y ¥ u(M) :- fo para M € R(Q).

Obsérvese que ésta es una especie de "convergencia
local" en medida, en tanto que la "convergencia en medida"

de Dunford-Schwartz ~s un concepto ¢ .obal.

Para Q, u v V como ante?, se define el espacio leu,V)
de las funciones Riemann-u-integrables como el ¢ junto de
todas las funciones f:X——oV par las cuales existe una
sucesién (hn)n, tal que hn e S(W,V), (hn)g—ﬂaf(u) Yy (hn)n es
una sucesiol.. de Cauchy repecto de ia seminorma
I "u:= fl | du, esto es, para cada < 5 0 existe p € N tal
que St hm' i < £, o8l 'm, n > p. (Nétese que si
heS(Q,V), entonces |lh] € S(Q,R). donde para- cualquier

s . = x)
g:X—>v la funci6n gl esta definida por Igl(x) lgcxl

para x € X).

i i si
j ‘v, V) io vectorial sobre K,
El conjunto Rl\p,V, es un espac

.= 1lim Th A,
£ e Iﬂ(u,Vj entonces (fl € Iﬂ(u,m), Jf du :

r 1 N - - du
n’n J"




estd bien definido y es lineal, con

IJf du| = SIf| du = 1€,

Un papel importante en esta teoria de integracién lo
Juegan las funciones nulas, éstas son las funciones f e RA
tales que (f)~—0(u). Se verifica que f es nuv.a, si y sélo

i, [ < Rl(u,ﬁ) y Tif] du = 0.

Por otra parte, se construye la clase Rpmp(u,:"ﬂ) con

X

rlas funciones f e R” tal que para cada € > 0 existen h,

ge S(A,R), h s f =g en X y tal quea [(g ~ 8] dit = ¢ §e
define Jf du :~ sup { Jg du; @ e S(R,R), & % & T ¥

general, R (L. R) ¢ R (1,R).
prop 3 1

Por lo que se refiere a la integracién de

' punford-Schwartz [12], éste considera un dlgebra £ de partes

\

| de X (X e £ = anillo de subconjuntos de X), y ¢ una medida

finitamente aditiva no negativa definida en ¢. Asociada a U

i +i6n P(X] sigue
se define una nueva aplicacién de 7(X) en R, como S1g

p'(a) -= inf {w(B); AcB, B £}y

- " . : : a ll.
aplicacién aue se denomina "medida exterior asociada i

i en la
Los dos conceptos siguientes son fundamentales

construccién de la integral



1) Sea e X i
(1) n (fn)n, f € V': se tiene que(f ) —f u-medida
| i nn o ’
Sl y s6lo si, para cada ¢ > 0 se verifica que

lim p ({x; |f(x) - f(x)] >el)=0.

n-—»m

{2) Una funciln f ¢ v se dice p-nula si para cada

£ > 0 se tiene

w({x; If(x)]| > e }) = o.

Con ello, se cumple que

f es p-nula, si y s6lo si, (f)— »0 p-medida.

A partir de (X,¢,u) una funcidn f € VX se dice u-simple

si existe g m-nula y existen Ai e ¢, disjuntos dos a dos, Y

a e Vv (con i € (1,2,...,n}) tales que

n
y se define [ f du = Y a u(Al).
i=1

La clase de las funciones u-simples ¥(X,¢,u) es un

espacio vectorial real.

Se llama L _ = LiX, 2, 1.V) el conjunto de las funciones
DS

rables en el sentido de punford-Schwartz. Esto es,

de Cauchy de funciones

p-integ

fel, si existe una sucesién (B )

u-simples, es decir,




Lim f|n_ - h l du = 0, cuando n, mse,

Y que ademds converge en u-medida a f.

$i I = -LDS se define: [f du = lim J‘hn du. Se prueba que

esta aplicacién es independiente de la sucesién empleada, y

que la integral es lineal.

Se tiene que

(3) Lns = { f e Ri(u/!’.u,V); .Bu—llm o g},

donde £, := {4 € £ u(4) < =} es un anillo, y para cua;quie-r
sistema M de subconjuntos de X, y cualquier g: X,
M-1im g = 0 significa que: para cada € > 0 existe M =l * M
tal que |g(x)| < e, si x e X - M.

En particular, para X = R, £ = dlgebra gengrada por
Ji={ [a,b[; -» < 8 = b < = } (semianillo de intervalos
semiabiertos acotados) y KU = i (restriccién de la medida def

; .jene estrictamente a
Lebesgue), el espacio Rl(u/?iu,[R) contie :

ps’

m

X -n

[n,n+2 |

En efecto, la funcién f := R (K /5 ) .

n

. vi £
= th’u/ﬂ(J),R): pero fo € L. 7 aq H

||M8
-

anille R(J)

"

e 2 W z -7
generado por los intervalos de J, ¥ = © en i

Eaxa anlllos arbltrarlos 2, [.lo.(e-‘-'—>[0,w ' L i Ie u Et
P

i = , 4 PcF).
nula, son fuwacotados (1> 3F ¢ -""‘u ' 5
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i ¥ -

£ es un o-algebra y p es co-aditiva en £, entonces
L. = : i —

b Rl(u/i’u,V). También, para oc-anillos Q y wu:Q [0, of

oc-aditiva se ti ;
tiene que Rl(u,V) = L (u,V).

En el caso en que ¢ sea un algebra y u(X) < = entonces

se obtiene L = Rl(u,'ﬁ). La justificacién de esta igualdad

estd fundamentada en las siguientes propiedades.

[4) Sea £ un dlgebra de partes de X y u(X) < o

X

entonces si (f ), f c R" se verifica:

(fn)n———>f pu-medida e (fn)n——)f(u).

En efecto, se tiene por hipbtesis, que para cada £ >0

existe n € N tal que si n = n entonces
W ({x € X; |f(x) - £(x)| > ¢€}) < &

La definicién de la medida exterior u' implica que para cada

nEn existan M € ¢ tales que

Mn 5 fx e Xr if{x) v fn(x)l »r} ¥ u(nn) < E.

Por tanto, dados A € £, € 2 0 existen n € N, M € ¢ tales

que u(Mn) < e ¥ r(xy- fn(x)l < ¢, para todo X € A- M,

y para todo n = n,. Luego, (fn)n-——éf(u).

En el otro sentido, sean € > 0 y A = X% € £; por

i i M e £
defincién de convergencla u-local, existen n, € Ny M '
para n = 0 verificando:

ex) -2 e st KSR D M,y B(M) <€
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luego

H({x € X; |f(x) - fn(x)l >€}) = ¢
Es facil comprobar que: para todo a > 0 existe n_ e N,
. 1
tal gque si n = n se verifica
Li{x € X; {f(x}) - fn(x)I bl 4 e

Con ello, lim u ({x € X; If(x) - t;(x)1 > ¢}) = 0, para
todo £ > 0.

Una consecuericia inmediata del anterior resultado es‘la

siguiente propiedad.

(5) Sea ¢ un 4lgebra y u(X) < w. 51 f € ﬁx, entonces

f es p-nula, si y s6lo si, f es nula.

La demostracién sigue directamente de (4), sin mas que

considerar que (f)—0 u-medida, si y sélo si, (£)—= .d)-

Los anteriores resultados permiten establecer 1la

relacién entre las clases L . ¥ Rl(u,ﬁ).

(6) Sea £ un dlgebra y u(X) < - Entonces

L =R(uR) y las integrales coinciden.
DS 1




En efecto, sea f e Rﬁphﬁ), luego existe (h ) —f(u),
nn

h € S(%£,R), una sucesién | |-Cauchy. Ahora bien, cada h es
n

una funcién p-simple, y por (4) se tiene:

(hn)n~—+f p-redida, (hnhlde Cauchy,
por lo que f € L.-

Ademas [f du = 1lim Ihn du, por tanto las integrales

coinciden.

81 e .;m” gea (hn)ﬁ~—+f' p-medida, una sucesién de
funciones u-simples, que es de Cauchy. Por tanto, cada h se
pnede escribir como g_ + h; » con g pu-nula y h; € S(I,R).
Por la propiedad {(5) g es nula, es decir, g_ e Rﬁu,ﬁ) 4

Ign du = 0, para todo n € N.

Por tanto, se tiene:(hn%:—ef(u) por (4),

i) e Ri(u,ﬁ), una sucesién | |-Cauchy. Entonces, en
n n

virtud del caracter cerrado de la clase Rl(u,ﬁ) respecto de

la convergencia u-local, se obtiene que

f e Rl(u,ﬁ) y Jf du = lim Sh_du.

En el caso en que £ sea un anillo Yy 13 ¢—>[0,0]

iti iene una
una medida finitamente aditiva, tan sélo se tien

inclusién en general; esta es

LDs c R1(“’ R).
esta
La razén de esta inclusién se encuentra en (4). En

i i i neral.
gituacidn tGnicamente hay una jmplicacién ge




Si (fn)n, e ﬁx, entonces

(fn)n—-->f p-medida = (fn)n—af(u).
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