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RESUMEN.
Tras una revisión bibliográfica sobre investigaciones realizadas en este campo, detectamos que existen pocos estudios que evidencien el uso de la visualización en niños con talento, pese al papel importante que juega en el razonamiento matemático. Conocer el nivel en el que la visualización es una componente del talento matemático y el papel que desempeña el tipo de instrucción para contribuir a su desarrollo, nos puede ayudar a elaborar unas buenas prácticas docentes que contribuyan al programa de atención a la diversidad de estos alumnos. En esta comunicación presentamos actividades realizadas en un curso para estimular la visualización de estos alumnos cuando se les propone la resolución de un problema novedoso.

Nivel educativo: Secundaria. Alumnos con necesidades educativas especiales.
1. INTRODUCCIÓN. 
Cada vez más, la atención a la diversidad destaca la necesidad de tratar a los alumnos con talento como alumnos con necesidades educativas especiales. Las líneas de investigación para el tratamiento del talento pretenden caracterizarlo, identificarlo y establecer modos de actuación.
Una de las cualidades estudiadas es la visualización. En estudios realizados con alumnos competentes, Krutetskii (1976) concluyó que la visualización de relaciones matemáticas abstractas no era necesariamente una componente en la estructura de las habilidades matemáticas, aunque determinaba el tipo de talento. Considerando que la visualización es una cualidad que puede desarrollarse, según se deduce de las teorías de Gardner (2001), es importante que los niños con talento la mejoren y utilicen en su razonamiento matemático.

Estamos interesados en valorar el nivel en el que la visualización se convierte en una cualidad del talento matemático, con el objetivo, más general, de diseñar buenas prácticas docentes para que los niños con talento desarrollen y enriquezcan estas cualidades. En esta comunicación presentamos una experiencia realizada con niños con talento con vistas a identificar el grado en que emplean sus cualidades visuales, y colaborar a desarrollarlo.
La comunicación está estructurado en tres partes: justificación, descripción de la experiencia y exposición de las conclusiones.

2. JUSTIFICACIÓN
Desde distintas organizaciones implicadas en la educación se ha hecho una llamada sobre la importancia de atender a los niños con talento. La OCDE y UNESCO inciden en la necesidad de atender a la diversidad y la NCTM (2000) en los Principios y Estándares consideran a los alumnos con talento dentro de las necesidades educativas especiales.

En el informe Marland (Passow, 1993) se reconoce que los niños dotados y talentosos son aquellos que, en virtud de sus habilidades sobresalientes, son capaces de un alto rendimiento en cualquiera de las siguientes áreas, sea aisladamente o combinadas: 1) habilidad intelectual general, 2) aptitudes académicas específicas, 3) pensamiento creativo o productivo, 4) habilidad de liderazgo, 5) artes visuales e interpretativas, 6) habilidades psicomotoras. Este autor señala las matemáticas como uno de los campos académicos en que manifiestan y puede desarrollarse el talento.

En un ámbito matemático, Miguel de Guzmán (s.f.) recoge algunas de las características de los especialmente dotados y particulariza las relativas a la resolución de problemas en matemáticas (formulación espontánea de problemas, flexibilidad en el uso de datos, habilidad para la organización de datos, riqueza de ideas, originalidad de interpretación, habilidad para la transferencia de ideas, capacidad de generalizar y otras características interesantes).

En cuanto al tratamiento, entre las estrategias educativas para dar respuesta a los alumnos superdotados y con talento, diversos autores (Blanco, Ríos y Benavides, 2004) señalan la aceleración, el agrupamiento y el enriquecimiento curricular. Éste consiste en añadir nuevos contenidos que no estén cubiertos en el currículo oficial o trabajar en un nivel de profundidad mayor, tratando los temas con un mayor nivel de abstracción y complejidad. Nuestra experiencia se desarrolla en un marco de intervención de enriquecimiento curricular.
Partimos de una definición de visualización estrechamente relacionada con la geometría. Gutiérrez, (2006) entiende la visualización como el conjunto de tipos de imágenes, procesos y habilidades necesarios para que los estudiantes de geometría puedan producir, analizar, transformar y comunicar información visual relativa a objetos reales, modelos y conceptos geométricos.
De los interesantes estudios sobre visualización citados por este autor, recogemos la recopilación de habilidades psicológicas necesarias para realizar los procesos de visualización realizada por Del Grande (1990), en la que cita distintas dimensiones de la percepción espacial según varios autores y selecciona siete de las destacadas por Hoffer (1977)  por su relevancia en el estudio de las matemáticas y la geometría en particular, añadiendo tareas para experimentar con los alumnos. Estas dimensiones de la visualización serán las que nos sirven como referencia en nuestra experiencia docente:

1.-Coordinación ojo-motor: coordinar la visión con el movimiento del cuerpo. 

2.-Percepción figura-contexto: reconocer una figura asilándola de su contexto, en el que aparece camuflada o distorsionada por la superposición de otros elementos gráficos.

3.-Conservación de la percepción: reconocer que un objeto mantiene determinadas propiedades (forma, tamaño, textura…) aunque cambie de posición y deje de verse por completo. 

4.-Percepción de la posición en el espacio: relacionar un objeto en el espacio y respecto a uno mismo; identificar figuras congruentes bajo traslaciones, giros y volteos.

5.-Percepción de las relaciones espaciales: identificar correctamente las relaciones entre varios objetos situados simultáneamente en el espacio (equidistancia, simetría, perpendicularidad, posición relativa, etc.)

6.-Discriminación visual: identificar las semejanzas y diferencias entre varios objetos independientemente de su posición 

7.-Memoria visual: recordar con exactitud objetos o propiedades y relacionarlos con otros. Memoria fotográfica. 

Existen estudios que afirman que los alumnos con talento tienen una mayor predisposición a resolver los problemas mediante técnicas analíticas que visualizadoras (Presmeg, 1986), es decir, son minoritarios los que prefieren el uso de métodos visuales para resolver problemas que pueden ser resueltos por métodos visuales y no visuales. Estos estudios están en consonancia con los de Krutetskii´s (1976), en los que clasificaba a los alumnos entre geométricos, analíticos y armónicos-abstractos según su preferencia en el modo de resolución de problemas. Este autor concluyó que la habilidad para visualizar relaciones matemáticas abstractas y la habilidad para los conceptos de geometría espacial no eran necesariamente componentes en la estructura de las habilidades matemáticas de niños con talento, aunque su fuerza o debilidad determinan el tipo de talento.

La información de los resultados obtenidos en el informe Pisa 2003 (OCDE, 2004 y 2005) que puede relacionarse con talento matemático y visualización, es la relativa al porcentaje de alumnos de alto nivel y los resultados obtenidos en espacio y forma. El espacio y forma fue una de las ideas principales a evaluar en el informe Pisa, pero en las cuestiones planteadas aparece poca visualización. En los problemas, sólo dos hacían alusión a la visualización y se limitan a desarrollos planos de cubos e identificación de las caras correspondientes. Solamente el 5% de los alumnos de la OCDE llegan a realizar tareas del nivel 6 (máximo) en la escala espacio y forma. En España el porcentaje de alumnos de nivel 5 y 6 en espacio y forma es muy pequeño (1,6% alcanzan el  nivel 6 y el 6% el nivel 5) mientras que más de una cuarta parte no llega al nivel 2.  

Pese a la poca atención y desarrollo de la visualización, Guzmán (1996) señala que al ser nuestra percepción prioritariamente visual no es de extrañar que el apoyo en el visual esté presente en las tareas de matematización. Considera, por lo tanto, que La visualización aparece de modo natural tanto en el pensamiento matemático como en el descubrimiento de nuevas relaciones entre los objetos matemáticos. 
3.- Experiencia docente
Los sujetos con los que estamos trabajando forman parte del proyecto ESTALMAT en Andalucía Oriental, donde se atienden a 25 alumnos, durante dos años, por lo que cada año coinciden dos grupos (de primer y segundo año). Los alumnos son seleccionados mediante una prueba de contenidos matemáticos y unas entrevistas realizadas por los profesores del proyecto. Se aborda en el proyecto un enriquecimiento curricular, en clases impartidas los sábados por la mañana. 
La experiencia que presentamos se desarrolló en el curso 2008-2009, en una sesión denominada “Movimientos en el plano”, con 21 alumnos del segundo curso del proyecto (uno de 13 años, cinco de 14 años y quince de 15 años) de los que 2 eran niñas y 19 niños. Cursaban en ese momento 2º, 3º y 4º de ESO. Para realizar las actividades los alumnos actuaron en primer lugar de manera individual, y luego se agruparon en 5 grupos, 4 de 4 y uno de 5 alumnos.
Para el diseño de la sesión (Figura 1), planteamos unas actividades secuenciadas cuyo objetivo final es resolver un problema novedoso: obtener la estructura mínima. En el camino hacia ello, los alumnos tenían que definir la igualdad de estructuras bajo movimientos en el plano y en el espacio, y describir formas en el espacio. La secuenciación de actividades les obliga a razonar utilizando la visualización, ya que no disponen de las posibles herramientas algebraicas o analíticas para resolverlas.
[image: image1.emf]
Figura 1: Esquema del diseño de la sesión

Las actividades se diseñaron para cumplir diversas cualidades:

a)
Que los conceptos matemáticos tratados (movimientos en el plano, identidad de figuras) y la visualización aparezcan de manera funcional en un contexto de resolución de problemas.
b)
Abordan contenidos que los alumnos no han tratado en el currículo

c)
Promueven al máximo la puesta en juego y el desarrollo destrezas visualizadoras.
Los contenidos referentes a movimientos en el plano aparecen de un modo funcional en actividades de enriquecimiento en geometría dinámica (relativos a movimientos en el plano y el espacio) y de conceptos propios del lenguaje y razonamiento matemático (definición, conjetura, demostración, contraejemplo, inducción, deducción). Para ello, utilizamos recursos interactivos en soporte informático, para trabajar los conceptos geométricos de una manera dinámica e intuitiva y resolver las tareas de movimientos en el plano. Matemáticamente enfatizamos la geometría dinámica para que reconozcan los movimientos como transformaciones que dejan invariantes determinados elementos en el plano y en el espacio, siguiendo indicaciones basadas en el “programa Erlanger” expuesto por Klein, que afirmaba que una geometría es un espacio subyacente sobre el que actúa un grupo de transformaciones (Ruiz, 2006).

Nos servimos de tres recursos: El juego de las Constelaciones (Ramírez-Uclés y Albendín, 2007), en la que hay que obtener una estructura mínima, para lo que conviene prescindir de figuras equivalentes; El Cubetest (Van den Oever, 2005), para identificar piezas cúbicas, mediante su representación en la pantalla del ordenador, pudiendo mover la imagen realizando isometrías en el espacio (recurso que habíamos empleado en cursos anteriores); Representar una pieza construida, desde el punto de vista de un monigote. Cada alumno ha dispuesto de un ordenador con los recursos.
La selección y secuenciación de las actividades viene justificada por la dificultad de resolución mediante razonamiento algebraico, lo que obligaría a utilizar métodos visuales (Ramírez-Uclés, 2007). 

Las actividades planteadas fueron las siguientes:

CONSTELACIONES: a) Buscar la mínima estructura formada por diversas piezas; b) argumentar que es la mínima, y c) definir estructuras iguales. 

CUBETEST: a) Identificar cubos dada su representación plana, pero dinámica en un programa informático, y b) definir cubos iguales.

BLOQUES: a) Dibujar una figura compuesta de bloques adoptando el punto de vista de un muñeco que situamos frente a la pieza, b) Justificar respuesta

El juego Constelaciones consta de unas piezas formadas por tres círculos coloreados unidos por dos segmentos, que se pueden fijar sobre una plantilla, ocupando cada círculo un punto de la plantilla. Se pueden colocar las fichas de manera que coincidan los círculos del mismo color, pero no pueden tocarse los segmentos. La finalidad del juego es obtener la estructura mínima que se puede obtener colocando todas las piezas distintas posibles. En este caso les pedimos que eligieran una plantilla cuadrada y un solo color de círculos. A continuación planteamos las siguientes actividades:
Actividad 1- Determina una estructura con el mínimo número de círculos utilizando 18 fichas y dibújala. Justifica que es una estructura mínima

Actividad 2.- Determina la estructura mínima con seis fichas, dibújala y justifica por qué es la mínima. ¿Todas las estructuras mínimas serían la misma?

Actividad 3.- Determina la estructura mínima con siete fichas, dibújala y justifica por qué es la mínima. ¿Todas las estructuras mínimas serían la misma? 

Actividad 4- (En el tablero hexagonal). Determina la estructura mínima utilizando 6 fichas. ¿Valdría la justificación de que es la mínima dada en la actividad 2?

Actividad 5- Determina la estructura mínima utilizando 7 fichas. ¿Valdría la justificación de que es la mínima de la actividad 3?

Actividad 6- Vamos a profundizar en la determinación y justificación de la estructura es mínima partiendo de situación más sencilla, reduciendo el número de fichas. Construye todas las estructuras distintas con dos fichas. Dibújalas.

Actividad 7.- Construye todas las estructuras distintas con tres fichas. Dibújalas.

Actividad 8: Busca y señala las estructuras de 2 fichas encontradas en las estructuras de 3 fichas

Actividad 9: (Caso hexagonal) Construye todas las estructuras con dos fichas. ¿Cuál es la mínima? ¿Son equivalentes las estructuras mínimas? (¿Es única la estructura mínima?)

Actividad 10: (Caso hexagonal) Construye las estructuras con tres fichas. ¿Cuál es la mínima? ¿Son equivalentes las estructuras mínimas? (¿Es única la estructura mínima?)

Actividad 11: Señala las estructuras de 2 fichas  en las de 3 fichas.

Actividad 12: Definir individualmente estructuras iguales:

Dos estructuras son iguales si …….

Actividad 13: Definir en grupo estructuras iguales:

Dos estructuras son iguales si…..

Por ejemplo, la actividad 1.2, pide a los alumnos que determinen la estructura mínima con seis fichas, la graben en un fichero y expliquen, por escrito, el criterio utilizado para conseguirla (ver estructura mínima con 6 fichas en la figura 1).
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Figura 2: Estructura mínima con seis fichas

Aunque la obtención de esta figura es bastante intuitiva, la argumentación no les resulta tan trivial: hay que demostrar que la estructura mínima con seis fichas (Figura 2) debe tener 9 círculos visibles y que es única. 
a) Un razonamiento visual consiste en ir formando la figura a partir de todas las combinaciones posibles (considerando sólo estructuras no equivalentes salvo movimientos)

b) Un razonamiento más algebraico (aunque también tiene aspectos visuales)  se basa en utilizar la fórmula de la característica de Euler para probar que no puede darse una estructura con ocho círculos (Caras - lados + vértices = 2) al llegar a contradicción en una estructura con cinco caras acotadas.
c) En un razonamiento algebraico y visual se demuestra que en cada pivote se solapan dos círculos (seis fichas son 18 círculos, al solaparse dos a dos, nos quedan 9). Se demuestra que no es posible conseguir esta estructura mínima al solapar en un pivote más de dos círculos.
En un proceso constructivo (considerando estructuras equivalentes por movimientos en el plano a partir de un menor número de piezas) se demuestra que sólo existe esta solución mínima con seis fichas.
Las actividades encomendadas parten de un reto: obtener la estructura mínima. Al ir analizando las estructuras, los alumnos tienen que prescindir de estructuras iguales, para comparar solamente las que difieren en cantidad de círculos. Ello facilita que podamos hablar de qué entendemos por estructuras iguales, obligándoles a identificar estructuras que proceden de aplicar isometrías a otras. Es en este punto cuando pedimos que definieran figuras iguales, llegando a percibir, nombrar y emplear los movimientos, como transformaciones que crean confusión en el problema. En esta identificación los estudiantes ponen en juego cualidades visualizadoras de las descritas por Del Grande (1990), especialmente las ligadas a la percepción (Conservación de la percepción, percepción de la posición en el espacio, percepción de las relaciones espaciales) y la discriminación visual. 

Una vez introducidos los movimientos en el plano, como transformaciones que pueden cambiar la estructura sin alterar la solución al problema planteado (obtener la estructura mínima), trabajamos los movimientos en el espacio y con ello las mismas dimensiones anteriores de la visualización, con el CUBETEST. En este juego hay que identificar qué desarrollo plano del cubo corresponde con un cubo presentado, en el que aparecen dibujos en sus caras cada vez más confusos.
Por último, para analizar qué estrategias emplea el alumno para afrontar la posición de figuras, planteamos la actividad consistente en dibujar una estructura formada por piezas encajables, pero identificando la forma en que se verá desde un lugar determinado, y todo ello, sin poder acceder a ese lugar.

Estas actividades realizadas nos han permitido estimular a que los estudiantes pongan en juego destrezas visuales, las compartan con sus compañeros, verbalizándolas, lo que ha facilitado el incorporarlas a sí mismos.

4.-Conclusiones

Una vez realizada la actividad, hemos tenido la oportunidad de examinar las respuestas de los alumnos. Ello nos nos ha permitido revisar el diseño y matizar el alcance de cada tarea. Pero también hemos obtenido algunas conclusiones respecto al grado en que colaboran a desarrollar la visualización de los estudiantes de estalmat. Concretamos a continuación algunas conclusiones extraídas de la experiencia:
Consideramos que es pertinente y necesario realizar actividades que colaboren a desarrollar la visualización, ya que es importante para argumentar, razonar y resolver problemas. 
Hemos apreciado que el uso de imágenes mentales enriquece los conceptos matemáticos, dando lugar a completar las representaciones formales con otras más visuales, que enriquecen el concepto que se forman.

Los alumnos con los que hemos trabajado tienen diversos grados de desarrollo de la visualización, pero todos han manifestado una gran interés en la resolución del problema final, ya que le han considerado como un reto (se les insistió en que aún no se conoce su solución definitiva).
El trabajo realizado ha ido alternando el trabajo individual con el trabajo en grupo, en el que los estudiantes comparten sus apreciaciones y resultados. Hemos apreciado que es importante el trabajo en grupo para favorecer la comunicación de ideas. Generalmente, las definiciones de grupo enriquecen las aportadas individualmente. Esto nos lleva a concluir que aunque algún alumno no hubiese puesto en juego de manera individual alguna de dimensión, la reconocía y aceptaba cuando aparecía en las reflexiones del grupo. En otro sentido, hay un grupo en el que prevalece la definición de uno de sus miembros (inseguridad o liderazgo), pese a que los demás habían dado una más precisa. 

Pese a que todos los alumnos encuentran la mínima estructura pedida en la actividad 1.2, y aunque ninguno expone un argumento que lo justifique completamente, muchos esbozan algunos pasos de la posible demostración. Sin embargo, sus argumentaciones utilizando estrategias visuales son incompletas e intuitivas. 

El grado de visualización observado no es muy alto, ya que los alumnos razonan visualmente apoyándose en ejemplos concretos limitados. Se hace necesario enseñarles a razonar sobre “casos generales”, distinguiendo todos los posibles. Para este fin, sería importante trabajar técnicas de argumentación visual (contraejemplos, definiciones, caracterización de las propiedades, inducción, analogía, generalización, amplia gama de ejemplos…)  para que puedan aplicarlas en la resolución de problemas. 

En la actualidad, estamos continuando el estudio, tomando en consideración estas conclusiones. Para ello hemos seleccionado un periodo más amplio de tiempo, varias sesiones de clase, y una metodología que nos permita un seguimiento más sistemático, con lo que la experiencia docente está adquiriendo una intención investigadora, que esperamos nos ayude a diseñar buenas actividades para favorecer la mejora de la visualización de los estudiantes con talento matemático.
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