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SENTIDO ESPACIAL
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Figura 6.1: Coordinacion de representaciones

La ensefianza de la matematica actual persigue que los escolares, ciudadanos en
formacion, se desenvuelvan en su entorno personal, social, laboral, fisico y técnico, de
la manera mas eficiente posible. Entre las necesidades del ciudadano esta la de ubicarse
y desplazarse en el medio, ecoldgico y social, en que se encuentra, en sus territorios y
lugares. Para ello ha de situarse en el espacio, localizar los elementos que le rodean,
establecer su posicion relativa, estructurar referencias, medidas y relaciones, entender
los cambios de posicion y los desplazamientos. La geometria proporciona buenas
herramientas que ayudan a lograr estos fines.

En términos generales, la geometria se considera como aquella disciplina que estudia las
formas del plano y las figuras o cuerpos del espacio; es la ciencia de las formas y del
espacio. La geometria es parte importante de la matematica; proporciona a los escolares
una apreciacion profunda del mundo que les rodea. Formas y figuras geométricas se
encuentran en el mundo natural, asi como en las diversas areas creativas y del ingenio
humano

La geometria estudia el espacio a partir de formas ideales, abstracciones que representan
los objetos reales que nos rodean junto con sus movimientos y otras transformaciones.
La ensefianza funcional de la geometria tiene que ayudar al aprendiz a ubicarse y
desplazarse en el espacio, suministrandole herramientas y referentes para identificar
formas y utilizarlas para resolver problemas. Dado que las personas recibimos la
informacién a través de los sentidos, especialmente el auditivo y el visual, los medios
utilizados con mayor frecuencia para elaborar, transmitir y recibir conocimiento
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matematico son los enunciados verbales y las representaciones gréaficas o simbdlicas de
conceptos y de propiedades. Aunque las formas y figuras se puedan transmitir por
enunciados verbales, su captacion es principalmente por la vista, y igualmente por el
tacto.

Para construir conocimiento geométrico, para estudiar las figuras y las formas, la
geometria requiere imagenes y representaciones graficas. Cuando en una representacion
gréfica predominan las imagenes, hablamos de visualizacion. Este término se emplea,
indistintamente, para hacer referencia a figuras o representaciones pictoricas externas
(con soporte material) como internas (del pensamiento). Esta nocion de visualizacion
esta ligada con la capacidad de elaborar imagenes y pensar mediante ellas.

Hay aspectos del conocimiento matemético que se pueden expresar por medio de
imagenes y representaciones graficas. La visualizacion en matematicas consiste en
formar iméagenes de un concepto y usarlas de forma efectiva para descubrir y
comprender, para pensar las matematicas. Estas imagenes son representaciones
dibujadas o con un soporte material, como los solidos de madera, para representar los
poliedros o las construcciones en el geoplano, para representar poligonos.

El sentido espacial es la capacidad de un sujeto para registrar formas y figuras,
reconocer sus propiedades, identificar relaciones entre ellas, ubicarlas y describir sus
movimientos. Por ello, el sentido espacial se refiere a la capacidad de un individuo para
interactuar en un entorno amplio, elaborar o descubrir imagenes visuales de formas y
figuras, clasificarlas y trabajar con ellas. Sin esta capacidad, resultaria dificil
desenvolverse en ese mundo.

El sentido espacial es el sentido intuitivo del propio entorno y de los objetos que alli se
encuentran, la via que da acceso a los objetos fisicos y permite a los estudiantes confiar
en su conocimiento visual. El desarrollo de las capacidades que caracterizan el sentido
espacial proporciona a los alumnos nuevos caminos para pensar y hacer matematicas
por medio de la visualizacion.

Se manifiesta sentido espacial en los sujetos que se orientan en el espacio, que
identifican con precision las formas de los objetos, apreciando semejanzas y diferencias,
anticipan movimientos sin necesidad de hacerlos y generan esquemas graficos de
fendmenos no geométricos (el diagrama de un acontecimiento, por ejemplo). En este
capitulo se describe el sentido espacial, y se proponen tareas de ensefianza para
desarrollarlo, tras examinar como aparece el sentido espacial en los curriculos escolares
de educacion primaria.

1. Sentido espacial

Si se analiza el aprendizaje de la geometria que los futuros maestros han realizado
durante su formacion escolar, apreciamos que predominan los conocimientos sobre
términos, relaciones, propiedades y clasificaciones de figuras. Parece que la ensefianza
de la geometria ha estado orientada al estudio de definiciones y a su aplicacion a la
clasificacion de cuerpos y figuras, con ayuda de las medidas de algunas de sus
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dimensiones. La mayoria de las tareas, en estos casos, se limitan a la aplicacion de
formulas. Un ejemplo de tarea en esta direccion se muestra en la figura 6.2.

Sin embargo, tal como se ha dicho, la geometria va mas alla de esta perspectiva, ya que
es necesaria para situarse y orientarse en el espacio. Para ello, ademéas de conocer y
manejar los elementos geométricos, hay que desarrollar una serie de habilidades para
resolver problemas espaciales. Esta idea es la que subyace en el concepto de sentido
espacial que se presenta a continuacion.

5cm.

—

Clasifica los cuadrilateros adjuntos, formados con segmentos de igual
longitud. Sabiendo que la longitud del segmento es de 5 cm, calcula el
area y el perimetro de las dos figuras. ¢ Cual de ellos es un rombo?

Figura 6.2: Tarea de ensefianza basada en aprendizaje de nombres y medidas

Describimos el sentido espacial como un modo intuitivo de entender el plano y el
espacio, para identificar cuerpos, formas y relaciones entre ellos, que implica manejar
relaciones y conceptos de geometria de forma no convencional, incluyendo la habilidad
para reconocer, visualizar, representar y transformar formas geométricas.

El sentido espacial requiere generar una amplia red de imagenes de los conceptos
geométricos, empleando herramientas formales pero también actividades basadas en
mirar y actuar sobre el espacio, como doblar papel o jugar con construcciones para
obtener figuras, realizar movimientos y transformaciones, e identificar teselaciones y
proyecciones. Si bien se podria estudiar a partir de una interpretacion amplia de los
propios elementos geométricos, a efectos de clarificarlo, vamos a distinguir los
elementos geométricos de las habilidades para manejar sus representaciones e imagenes,
a lo que llamaremos visualizacion.

Actividad 1: Identifica situaciones cotidianas que requieren emplear elementos
geométricos.

Por tanto, el sentido espacial reconoce que el aprendizaje de elementos geométricos
tiene que coordinarse con la creacidn de destrezas que permiten ubicarlos en el espacio,
percibirlos y representarlos de diversas formas. Es por esto que vamos a distinguir dos
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componentes del sentido espacial: a) el manejo de conceptos geométricos y b) las
destrezas para visualizar estos conceptos.

a) Manejo de conceptos geométricos

Cuando hablamos de manejo de conceptos geométricos estamos haciendo referencia al
conocimiento de las caracteristicas y propiedades de formas geométricas en el plano o
en el espacio, como por ejemplo reconocer el cuadrado, identificar propiedades, como
que los cuatro angulos son rectos y sus lados son iguales, establecer relaciones, como
las de paralelismo entre los lados, e identificar qué figura resulta al colocar el cuadrado
frente a un espejo (movimientos), apreciando dénde se sitla la imagen reflejada
(ubicacion) y que seria el mismo cuadrado si se coloca el espejo ocupando su diagonal
(regularidades). Para examinarlo con méas detalle, distinguimos tres apartados en esta
componente: a.l, Propiedades de las formas y de las figuras, a.2, Relaciones
geométricas y a.3. Ubicacion y movimiento. Identificamos puntos claves de cada uno de
los apartados, que se tratan en los cursos escolares.

a.1. Conocer propiedades de formas y figuras, incluye identificarlas a través del
nombre, la definicibn y diversas representaciones, definirlas, construirlas,
caracterizarlas, etc. Por ejemplo, identificar diversas caracterizaciones del cuadrado
(cuadrilatero regular, cuadrilatero con lados iguales y angulos rectos, cuadrilatero de
diagonales iguales perpendiculares, que se cortan en su punto medio, etc.)

a.2. Reconocer y establecer relaciones geométricas consiste en apreciar cualidades en
las formas y cuerpos geométricos, como la congruencia, igualdad o equivalencia,
caracteristicas que permiten clasificarlas y diferenciarlas, etc.

a.3. La ubicacion y los movimientos son elementos dindmicos de la geometria. Manejar
estos conceptos consiste en disponer de referentes para situar los elementos en el plano
y espacio, y conocer y saber llevar a cabo los movimientos asi como detectar
regularidades o elementos que resultarian invariantes al moverlos.

Un adecuado conocimiento de estas propiedades y relaciones geométricas permite
realizar razonamientos matematicos sobre la figura del cuadrado, como por ejemplo
identificar que su centro es a la vez el punto de corte de sus diagonales, el punto de
interseccion de las mediatrices de sus lados, el centro de giro que lo deja invariante, etc.
Ahora bien, para poder llegar a establecer estos razonamientos necesitamos que las
imagenes que hemos creado del cuadrado sean dindmicas, versatiles, identificables
aungue no dispongamos de toda la figura, sino algunos vértices u otros elementos
gréaficos, o bien algunas caracteristicas que nos permitan identificar donde se encuentran
los demas y cémo estan situados. Estos elementos estdn ligados a destrezas para
relacionar las imagenes entre si, aplicando habilidades y destrezas de visualizacion.

Actividad 2: Caracteriza el triangulo equilatero de diversas formas, tanto por sus
propiedades geométricas como por sus regularidades (simetrias, giros, etc.).

b) Destrezas de visualizacion
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El sentido espacial requiere ademas destrezas para visualizar los elementos geométricos
en el espacio, y abarca especialmente la orientacion y la visualizacion. Los alumnos
deben localizar y descubrir relaciones espaciales en los elementos que componen su
entorno.

b.1. Orientacion: La orientacion espacial es la destreza para comprender cémo estan
dispuestos los elementos en el espacio y recordarlos sin confusién adoptando diferentes
perspectivas.

Localizar los distintos elementos de un mapa o recordar el camino de vuelta al
aparcamiento, estan popularmente asociadas a tener “un buen sentido de la orientacién”,
y requieren haber creado una representacion mental de los elementos que permita
identificarlos cuando se cambien las condiciones, como al acceder al aparcamiento por
diferentes lugares, o identificarlo tanto al ir como al volver.

b.2. Visualizacion: Aunque hay una gran diversidad de terminologia e interpretaciones
para la visualizacion, de un modo general podemos entender que tener capacidad visual
en geometria es disponer de un amplio conjunto de imégenes, capacidades y habilidades
necesarias para poder producir, analizar, transformar y comunicar informacién visual
relativa a objetos reales, modelos y conceptos geométricos.

Para visualizar hay que crear y disponer de un buen repertorio de representaciones e
imagenes graficas de las formas, cuerpos y figuras geomeétricas, ser diestro para generar
informacion sobre ellos y para utilizarlos para resolver problemas préacticos.

Se requiere visualizacion para percibir una figura cuando se disponen de diferentes
informaciones, como la descripcion verbal (cuadrilatero equilatero y rectangulo), o
alguna representacion iconica, como la representacion plana de objetos
tridimensionales, sus proyecciones, desarrollos planos, etc. Por ejemplo se requiere
capacidad de visualizacion para identificar diversos cuadrados en un geoplano,
independientemente de que los lados sean paralelos a los bordes. También para poder
imaginar un cubo a partir de su desarrollo en el plano y manipular mentalmente la
imagen para localizar las caras contiguas figura 6.3.
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Figura 6.3: Identificar cuadrados en un geoplano. Imaginar que lados seran contiguos
en cubo, a partir de desarrollo plano.
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Para generar estas habilidades necesitamos realizar experiencias manipulativas con los
elementos geométricos, como manejar el geoplano y el papel cuadriculado para formar
diversos cuadrados con vértices en los puntos, o componer casas y objetos a partir de
recortables. La ensefianza tiene que favorecer que los alumnos desarrollen estas
habilidades para poder razonar con imagenes y resolver problemas.

Actividad 3: Plantea situaciones similares a las de la figura 6.3, para identificar un
triangulo equilatero en diversas situaciones, tanto planas como en el espacio.
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Figura 6.4: Esquema de las componentes del sentido espacial

El esquema de la figura 6.4 destaca como componentes del Sentido Espacial los
elementos geométricos y la visualizacion. En el plano inferior aparecen los elementos
geométricos formales. Conformen se incorpora la visualizacion, estos elementos se van
fortaleciendo y relacionando. En la parte superior del esquema aparecen los elementos
relacionados, enriquecidos con una gran carga de interpretacion visual. En la tabla 6.1,
mostramos ejemplos de puntos clave que se deben considerar en los elementos para

desarrollar el sentido espacial en los escolares.

Tabla 6.1: Puntos clave a desarrollar el sentido espacial en clase, para cada elemento

geométrico

a.1: Propiedades de formas

a.2: Relaciones geométricas

a.3: Ubicacion y movimientos

+ Las formas bidimensionales
y las figuras tridimensionales
tienen  propiedades  que
permiten su identificacion,
ordenacion y clasificacion.

* Los &ngulos son medidas de
un giro, y se pueden clasificar
segun su grado de rotacion.

* La comprension de los
poligonos y sus propiedades
permite a los estudiantes
explorar e investigar

* Las formas planas y los
cuerpos solidos pueden estar
compuestos, 0
descomponerse  en  otras
formas de dos dimensiones o
figuras tridimensionales.

» Existen relaciones entre la
geometria plana y la soélida
(por ejemplo, las caras del
poliedro son poligonos; las
vistas de un  cuerpo
geométrico se pueden

* El sistema de coordenadas
es una forma sistematica para
describir la posicion en el
plano, para ubicar formas
planas u objetos solidos.

» Las transformaciones
permiten describir
movimientos, como cuando
se identifica un friso a partir
de un giro y una traslacion.
 Las figuras presentan
regularidades que resultan




Flores, P. Ramirez, R. y del Rio, A. (2015). Sentido Espacial. En P. Flores y L. Rico (Coords.),
Ensefianza y aprendizaje de las Matemadticas en Educacion Primaria (pp. 127-146). Madrid:

Piramide.

Preprint

conceptos de geometria y
medida.

* La comprension de los
poliedros y sus propiedades
ayuda a desarrollar una
comprension  del  mundo
s6lido en que vivimos, y nos

representar en dos
dimensiones).

+ La congruencia es una
relacion espacial entre dos
formas o figuras geométricas
que tienen exactamente el

mismo tamario y forma.

invariantes al realizar
movimientos con ellas. Por
ejemplo, identificar que el
cuadrado es simétrico
respecto a sus diagonales y
ubicarlos vértices del
cuadrado tras aplicarle un

ayuda a establecer conexiones giro.
entre la geometria de dos y

tres dimensiones.

A su vez, el manejo de elementos geométricos contribuye a mejorar la visualizacion,
por lo que las dos componentes se complementan para lograr un dominio geométrico
funcional, es decir, que facilite ubicarse en el espacio y reconocer las relaciones
espaciales y geométricas.

Ejemplos del sentido espacial para tareas geométricas

Vamos a ilustrar las componentes del sentido espacial y la conexion entre conceptos y
capacidades, mostrando ejemplos de tareas geométricas en las que se pone de
manifiesto.

En primer lugar examinaremos el Juego de Espejos. Este juego consta de dos cubos, un
espejo y una serie de tarjetas, en las que aparecen dibujos. En las caras de los cubos hay
formas geométricas rectilineas y sombreadas de negro. Con los dos cubos hay que
obtener el dibujo colocandolos frente al espejo, de manera que aparezca entre estas dos
caras y sus reflejos en el espejo (Figura 6.5).

Juego del Espejo

Consta de dos cubos con las caras sombreadas, un
espejo y un juego de tarjetas. En cada tarjeta hay
un dibujo que hay que formar colocando los cubos
frente al espejo.

Sy
o’
‘l" 4

La estrategia inicial consiste en probar hasta que aparezca el dibujo pretendido. El
jugador diestro antes de colocar las piezas examina las propiedades del dibujo de la

Figura 6.5: Juego del espejo
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tarjeta y selecciona las caras adecuadas. Para ello comienza por reconocer los elementos
geométricos del dibujo de la tarjeta y estudiar las figuras de las caras de los cubos. Sera
més eficaz si conoce conceptos geométricos como el de angulo, longitud, giro y
paralelismo. Identifica un eje de simetria en el dibujo para apreciar como se forma
empleando un espejo. Aparte del manejo de conceptos geométricos, propiedades,
relaciones, movimientos y regularidades, el proceso es mas eficaz si identifica la parte
del dibujo que se repite por simetria. En este caso descompone el dibujo pone en juego
la habilidad para percibir figuras la parte del dibujo que se refleja en el espejo en
contexto (el dibujo completo) (en la figura 6.6: A, identifica un triangulo rectangulo
isésceles negro como medio cuadrado negro). Busca en los cubos; separa caras que
pueden generar la mitad del dibujo (en la figura 9,6.B, busca triangulos rectangulos
isésceles (figura 6.6, B); reconoce relaciones, como segmentos paralelos o
perpendiculares; identifica algunas propiedades de los triangulos, los angulos, etc.;para
lo cual aplica la habilidad para reconocer relaciones espaciales.

Habilidades Conceptos geométricos y
movimientos
A Figura- Ejes de simetria
Contexto

Tridngulos rectangulos isosceles

M Cuadrados

Relaciones Segmentos paralelos o
espaciales perpendiculares,

, Medidas de angulos
D Figuras simétricas

Figura 6.6: Ay B: Sentido espacial al construir la figura en El Juego de Espejo

Discrimina visualmente las caras de los cubos que va a utilizar, empleando diferentes
criterios: numero y posicién de las lineas, tipos de angulos, regiones en las que queda
dividida, etc. Para conseguir la mitad del dibujo con las caras de dos cubos, separa las
caras que presentan el cuadrado dividido por su diagonal en un triangulo is6sceles negro
y otro blanco (figura 6.6, C). Reconoce la diagonal dividiendo al cuadrado en dos
partes, iguales en forma pero de diferente color, y puede imaginar posiciones que puede
obtener al colocar ese cubo junto al espejo. Anticipar la imagen que resultara supone
conservar la percepcion, lo que puede llevarlo a aceptar su solucion o a girar la tarjeta,
reconociendo propiedades de la aplicacion del giro.

Habilidades Conceptos geométricos y
movimientos
C Discriminacion NUmero y posicidn de las
Visual lineas

|2 Tipos de tridngulos

NUmero y forma de las
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regiones

Diagonal de un cuadrado
D Conservacion de la Avreas de las partes

percepcion
Giro respecto a un punto.

Traslacion

N
A4

Figura 6.6 C y D: Sentido espacial al construir la figura en El Juego de Espejo

Para orientar la cara del cubo respecto al espejo, identifica referentes, para fijarse en la
posicién en el espacio, y al unir las dos piezas seleccionadas por la cara correspondiente
(figura 6.6, E). También necesita reconocer relaciones espaciales y regularidades, asi
como movimientos cuando une los dos cubos, atendiendo a las propiedades de simetria
de la figura obtenida. Al realizar este proceso esta utilizando conocimientos geométricos
para determinar los ejes de simetria, identificar las distancias entre un punto y su
simétrico, averiguar qué angulo debe girar las piezas, etc.

Para todo ello, serd mejor resolutor si es habil con las manos, siguiendo las indicaciones
que le da su percepcion visual (coordinacidn ojo-motor) para colocar los cubos frente al
espejo en la posicion que ha pensado (figura 6.6, F). El proceso de resolucion resulta
mas rapido si tiene memoria visual, que le permite no mirar cada vez el dibujo que tiene
que formar, sino contrastar con lo que recuerda.

Habilidades Conceptos geométricos y
movimientos
E Ojo motor Giro, simetria y traslacion

&
%

Todo el proceso Memoria visual Propiedades geométricas del
dibujo
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Figura 6.6 E y F: Sentido espacial al construir la figura en El Juego de Espejo

El juego de espejo da ocasion a los sujetos con tienen sentido espacial a plantearse
nuevos retos: estudiar si son necesarias todos las figuras de las caras o se pueden
obtener unas a partir de otras; buscar nuevos dibujos mas complejos; determinar cuales
dibujos podrian formarse empleando una sola pieza cubica y dos espejos, formando un
libro de espejos ortogonal (composicion de movimientos). Pueden llegar a buscar
estrategias generales o buscar modelos geométricos méas complejos.

Pero también ayuda a desarrollar el sentido espacial, jugar a juegos similares a este, que
requieran emplear y poner en practica el conocimiento de conceptos geométricos que se
corresponden con objetos reales, empleando diversos sentidos (vista, tacto y oido) para
reconocer, construir, posicionar, interpretar y expresar. Si ademas plantean retos que
permiten apreciar si su solucion es valida, facilitara que el jugador refuerce estrategias
favorables, conectando diversas componentes del sentido espacial.

Actividad 4: Estudiar como se pone en juego el sentido espacial cuando se construyen
todos los tridngulos distintos en un geoplano de 4 x 4 puntos.

® ® [ ] [ ]
® ® [ ] [ ]
L] L] [ ] [ ]
L L] [ ] [ ]

En las siguientes situaciones se analizan las componentes del sentido espacial y su
relacion con las habilidades de visualizacion. Cuando el alumno presenta dificultades en
algunas de ellas o las manifiesta en un nivel bajo, se pueden detectar errores habituales
debidos a la falta de conexion entre las componentes 0 a un uso incompleto de las
correspondientes habilidades de visualizacién que dan fortaleza al sentido espacial.

1.- ¢Es posible construir un cuadrado en un geoplano isométrico? Supongamos que un
alumno responde afirmativamente a esta cuestion al observar la siguiente figura 6.7.
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Figura 6.7: Cuadrilatero en Geoplano isométrico

Si argumenta su respuesta diciendo que “se ve” que los lados son iguales, estad
manifestando un uso muy pobre de la visualizacion, pues Unicamente esta
argumentando segun lo que percibe, que no le permite discriminar visualmente entre las
longitudes 2 y raiz cuadrada de 3 (1.732...). La componente del sentido espacial que no
estd manifestando correctamente es la relacion geométrica en la desigualdad de los
lados. La conexion entre las habilidades de percepcion de la figura-contexto y de la
percepcion de las relaciones espaciales, le hubiera permitido identificar el triangulo
equilatero AOP (figura 6.8) y razonar que la altura de este triangulo es la mitad del lado
del cuadrado y por lo tanto seria igual al lado OA, por ser una trama isométrica. Esto
contradice el hecho de que en un tridngulo equilatero la longitud de su altura es menor
que la de uno de sus lados.
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Figura 6.8: Justificacion de que es un cuadrado
Practica: Analiza las componentes del sentido espacial y las habilidades de
visualizacion que se ponen en juego para razonar si es posible construir un triangulo
equilatero en un geoplano de trama cuadrada.

2.- ¢ Qué tipo de cuadrilatero es esta figura 6.9?
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Figura 6.9: Rombo/Cuadrado en geoplano ortogonal

Si el alumno responde que es un rombo y no un cuadrado, esta manifestando un bajo
nivel en la componente de conocer las propiedades y figuras. La manifestacion de las
habilidades de conservacion de la percepcion y percepcion de la posicion en el espacio
le hubiera permitido reconocer los angulos rectos y la igualdad de los lados al observar
que la figura es el resultado de girar 45 grados la imagen habitual del cuadrado apoyado
sobre uno de sus lados. Si a pesar de reconocer los &ngulos rectos y la igualdad de los
lados, sigue sin identificar el cuadrado por la posicién en la que esta situado, demuestra
que tiene un conocimiento insuficiente de la caracterizacion del cuadrado, al no
identificarlo como un caso particular de rombo o al creer que la propiedad de ser un
cuadrado depende la posicion en la que se le presente el cuadrilatero.

Practica: Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, analizando las
componentes del sentido espacial y las habilidades que se manifiestan:

a) Un rectangulo con tres de sus lados iguales es un cuadrado
b) Un paralelogramo con un angulo recto es un rectangulo

¢) Un paralelogramo con tres de sus lados iguales es un rombo
d) Un trapecio con dos lados iguales es un paralelogramo

3.- ¢(Pueden obtenerse la figura B a partir de un giro en el plano de la A en la figura
6.10?

Figura 6.10: Figuras ejemplo 3
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Si la respuesta es afirmativa, el alumno manifiesta un nivel bajo en la componente de
ubicacion y movimientos. La discriminacion visual le hubiera permitido reconocer las
diferencias de las dos fichas independientemente de su posicion y percibiria las
relaciones espaciales entre los elementos que componen la pieza para ver que los
cuadrados que la componen no estan situados en la misma disposicion, percibiendo la
posicién que ocupan en el espacio cuando una de ellas se gira. Una utilizacion
inadecuada de los movimientos en el plano le puede inducir al error de considerar la
simetria axial existente entre las dos piezas como un giro en el espacio tridimensional.

Practica: Construye todas las piezas que pueden obtenerse al unir cuatro cuadrados de
manera que dos de ellos coincidan en un lado (tetraminds). ldentifica cuéles pueden
obtenerse unos a partir de otros mediante movimientos en el plano. Analiza las
componentes del sentido espacial y las habilidades de visualizacion puestas en juego.

En las actividades anteriores hemos resaltado una de las componentes del sentido
espacial que intervienen en el proceso de resolucion, pero, en general, es necesario
poner en juego la conexidn entre las tres componentes. Veamos un ejemplo:

4.- Sefiala en el desarrollo plano, el camino que hay representado en el cubo de la figura
6.11.

Figura 6.11: Camino en un cubo

En relacion a conocer las propiedades de formas y figuras, el alumno debe identificar
las dos representaciones del cubo presentadas, asi como conocer sus propiedades. Por
ejemplo reconocer los cuadrados como caras del cubo y detectar los angulos rectos a
pesar de la presentacion en perspectiva.

En cuanto a las relaciones geométricas, debe identificar la igualdad en la longitud de los
lados, asi como la posicion relativa entre las aristas. Por ejemplo, puede identificar qué
partes del camino son lados paralelos, perpendiculares, contiguos, etc.

En relacién a la ubicacion y los movimientos, es necesario que utilice referentes para
situar en el desarrollo plano los distintos elementos espaciales, ademas de identificar los
movimientos para conseguir formar el cubo a partir del desarrollo plano o viceversa. Por
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ejemplo, puede nombrar las caras con letras orientadas (arriba, derecha, izquierda...) e
identificarlas en la posicion correspondiente en el desarrollo plano. Imaginando que
dobla aristas para formar el cubo, puede localizar todos los veértices de los cuadrados en
el desarrollo que se corresponden con el mismo punto en el cubo.

Es claro que estas tres componentes estan estrechamente relacionadas al ponerse en
juego las habilidades de visualizacion. El alumno coordina su visién con el movimiento
de la mano para trazar el camino. Percibe las figuras dentro del contexto, identificando
las aristas de los cuadrados y los vértices correspondientes. Puede utilizar sistemas de
referencia que le permitan ubicarse en el espacio en relacion con el cubo, localizando la
cara superior como el cuadrado de partida en el desarrollo plano y orientar el camino
segun las trayectorias se desvien hacia la izquierda o la derecha. En cuanto a la
conservacion de la percepcion, es capaz de razonar en las caras no visibles en la
representacion tridimensional, siendo consciente de que propiedades como el
paralelismo o la perpendicularidad se mantienen al realizar movimientos en el cubo.
Reconoce relaciones espaciales entre los segmentos del camino, asi como las longitudes
de los mismos y los &ngulos que determinan. En las diferentes posibilidades de doblado
del desarrollo plano o en los distintos giros del cubo es capaz de discriminar
visualmente que los cubos obtenidos son los mismos. En todo este proceso es necesaria
la memoria visual para manipular la informacion mental y trasladarla a la resolucién de
la tarea.

Actividad 5: Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, analizando
las componentes del sentido espacial y las habilidades que se manifiestan:

a) Un rectangulo con tres de sus lados iguales es un cuadrado

b) Un paralelogramo con un angulo recto es un rectangulo

¢) Un paralelogramo con tres de sus lados iguales es un rombo

d) Un trapecio con dos lados iguales es un paralelogramo

Actividad 6: Construye todas las piezas que pueden obtenerse al unir cuatro cuadrados
de manera que dos de ellos coincidan en un lado (tetraminés). Identifica cuales pueden
obtenerse unos a partir de otros mediante movimientos en el plano. Analiza las
componentes del sentido espacial y las habilidades de visualizacion puestas en juego.

La importancia de las imagenes

Para facilitar la conexién entre las componentes del sentido espacial, el proceso de
ensefianza de la geometria debe proporcionar a los alumnos una comprension de los
conceptos, que no se limite a memorizar su definicion. En la propuesta didactica que se
hace en esta serie de libros, una figura geométrica puede ser descrita mediante sus
caracteristicas, pero no puede reducirse a ellas. En los elementos geométricos, la
representacion visual tiene una importancia mayor que en otros conceptos matematicos.
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El razonamiento geométrico utiliza las imagenes de los conceptos, que reflejan
propiedades espaciales como la forma, la posicion y el tamafio, pero también las
cualidades ligadas a su definicion. Los conceptos geométricos se componen, pues, de
imagen y definicion.

Al contemplar diversos objetos de forma cuadrada, como el enlosado de una habitacion,
una reja, etc., creamos representaciones del cuadrado. También se generan imagenes del
cuadrado al leer o escuchar una descripcion de sus propiedades espaciales. Por tanto, en
la creacion de imagenes confluyen tanto la informacion percibida a través de los
sentidos como la que se obtiene a través de la definicidn. La imagen visual del cuadrado
al ver el enlosado, puede completarse con otras percepciones como las percibidas al
tocar un cubo y apreciar la igualdad de los angulos de cada cara. El sujeto puede
completar con la imagen espacial que se habia creado a través de la definiciéon de
cuadrado (poligono regular con sus cuatro lados y angulos iguales) o el estudio de
algunas de sus propiedades (lados paralelos dos a dos, diagonales iguales,
perpendiculares y se cortan en punto medio, simétrico respecto a las diagonales y las
mediatrices de sus lados, etc.).

Al construir un cuadrado con cuatro piezas de un mecano se relaciona la imagen del
cuadrado con la figura construida (figura 6.12). Ajustando los lados se logra que los
angulos “parezcan” rectos. Pero el cuadrilatero de mecano se deforma, dando lugar a
figuras que no son cuadradas, por lo que hay que recurrir a propiedades formales del
cuadrado para evitar la deformacién. Por ejemplo, podemos obligar a que las dos
diagonales sean iguales, colocando cuerdas entre los vértices. Coordinar definiciones
con las cualidades de las imégenes colabora a desarrollar el sentido espacial.
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Figura 6.12: Imagen de un cuadrado construido en mecano

También al construir un cuadrado con Geogebra se parte de la imagen inicial,
empleando la instruccion de construir un poligono de cuatro lados y cuidando, con el
cursor, que los cuatro lados sean iguales y que los angulos parezcan rectos (figura
6.13A). Cuando observamos que la figura se deforma al desplazar el cursor, se ve la
necesidad de emplear alguna caracteristica que obligue al poligono construido a ser un
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cuadrado, como utilizar la instruccion de ser un poligono regular (fig. 6.13B); o partir
de segmentos perpendiculares de igual longitud, y trazarles paralelas (fig. 6.13C).
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Figura 6.13. Cuadrado con Geogebra

Ademas de proporcionar conocimientos geomeétricos, imagenes, representaciones y
destrezas para desarrollar y utilizar las habilidades de visualizacién, hay una dimensién
afiadida a las dos componentes del sentido espacial es la predisposicion a utilizarlo. El
desarrollo del sentido espacial debe ir acompariado de un proceso de ensefianza que
motive su uso y favorezca el interés del alumno para ponerlo en juego al resolver
problemas.

En el juego del espejo se ha mostrado la disposicion del resolutor a utilizar su sentido
espacial para resolver un reto, obtener la figura en el espejo. El sentido espacial le
permitird resolver problemas como forrar adecuadamente un libro, localizar el mejor
lugar para colocar una lampara en una habitacion, montar una estanteria, etc.

Actividad 8: Identificar situaciones que necesitan sentido espacial, como al colgar un
cuadro en la pared con dos clavos, para que el cuadro esté paralelo al techo.

2. El sentido espacial en el curriculo de matematicas de Primaria

Se puede apreciar que al considerar que la ensefianza de la geometria pretende
desarrollar el sentido espacial de los alumnos, se estd dando prioridad a resolver
problemas del entorno, especialmente situarse en el espacio, por lo que el contenido




Flores, P. Ramirez, R. y del Rio, A. (2015). Sentido Espacial. En P. Flores y L. Rico (Coords.),
Ensefianza y aprendizaje de las Matemadticas en Educacion Primaria (pp. 127-146). Madrid:
Pirdmide.

Preprint

geométrico es un medio para afrontar los problemas espaciales, mas que un fin en si
mismo. Pero ademas realza el crear imagenes mentales y hacerlas versatiles,
relacionando estas imégenes con las caracteristicas y propiedades de las formas
geométricas a las que corresponden estas imagenes. La geometria pasa a ser asi un
medio, mé&s que un fin, en el que sus conceptos interesan para resolver problemas y para
crear habitos utilizables en situaciones méas amplias.

Ello lleva a examinar qué cualidades geometricas interesan estudiar, no dando tanta
importancia al aprendizaje de clasificaciones ya dadas, sino a emplear los elementos
geométricos para llevar a cabo clasificaciones diversas. Pero también a fijarse en qué
caracteristicas son mas interesantes para resolver los problemas de la realidad, al
estudiarlas en tareas con una intencion determinada, tal como se ha expuesto en el
apartado anterior.

Actividad 1: Busca una descripcién mas precisa de los enfoques del curriculo (por
ejemplo, en el capitulo 1 del libro Matematicas para maestros de Educacion primaria,
de Segovia y Rico, 2011), y relacidénalos con estas tres tareas.

Los curriculos actuales de ensefianza de la geometria provienen de un debate que tuvo
lugar hace ya casi 20 afos, en la Comision Internacional para la Educacion Matematica
(ICME, 1995), del que derivo un documento en el que se estudid la geometria para el
siglo XXI. Sus directrices se ven reflejadas en los curriculos innovadores, como el
elaborado para los Estados Unidos, por el NCTM (asociacién nacional de profesores de
matematicas). Fue esta asociacion, que reune a profesores e investigadores, la que
comenzd a emplear el término “sentido espacial” en diversas publicaciones,
entendiéndolo como una sensacion intuitiva del entorno y de los objetos que hay en él.
Mas adelante establecid que la ensefianza de la geometria tiene que desarrollar cuatro
capacidades. Dos de ellas (analizar figuras y formas geométricas; aplicar
transformaciones) estan relacionadas con el aprendizaje de conceptos de geometria,
mientras que las dos restantes (ubicar y orientar; visualizar) promueven destrezas para
relacionarse con el medio.

El curriculo espafiol actual indica que un objetivo de la ensefianza de la matematica es
lograr que los alumnos se orienten en el espacio, y que utilicen formas geométricas para
describir la realidad. Ademaés, los contenidos de geometria se organizan en tres
apartados: situacion en espacio (que corresponde a la orientacion, segun las
componentes del sentido espacial), formas planas y espaciales y regularidades y
movimientos (relacionados directamente con los conceptos geomeétricos y movimientos,
componentes del sentido espacial).

En los curriculos actuales apreciamos que se enfatiza la necesidad de que el aprendizaje
geométrico se realice por medio de la resolucién de problemas, tanto como una
intencion final de su aprendizaje (concepcidn funcional del curriculo), como empleando
los problemas como recursos metodoldgicos para su ensefianza y aprendizaje.

También se observa un reconocimiento explicito de la doble naturaleza de los conceptos
geométricos, destacando la importancia de que los alumnos desarrollen las habilidades
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visualizadoras empleando las formas geométricas como intermediarios, pero a su vez,
percibiendo la importancia de que las formas se construyan atendiendo a esa doble
naturaleza. A tal fin se cita explicitamente la visualizacion como una finalidad del
aprendizaje matematico.

En los curriculos se sugieren gran cantidad y variedad de acciones para lograr el
aprendizaje geométrico, incluyendo la identificacion de formas y cuerpos en el entorno,
el dibujo y la construccion, su clasificacion libre, la caracterizacion y la medida.
Especialmente importante es el papel que se aprecia en la geometria para desarrollar
capacidades comunicativas y de argumentacion.

Actividad 2: Identifica apartados del curriculo de matematicas de primaria espafiol de
geometria, que aluden a alguna de las componentes del sentido espacial.

En resumen, los curriculos de geometria actuales tienen una orientacién funcional,
centrada en desarrollar el sentido espacial de los alumnos. Estas intenciones se aprecian
especialmente cuando se detalla la contribucion de la ensefianza de la geometria al
desarrollo de las competencias béasicas. Por una parte se realza la relacion con la
competencia centrada en el conocimiento y relacion con el mundo fisico, al hacer
posible una mejor comprensién y descripcion mas ajustada del entorno, mediante la
manipulacion mental de figuras y formas, muy importante para el empleo de mapas,
disefio de planos, dibujo, etc.. También destacan su contribucion con la competencia en
expresion cultural y artistica, facilitando el analisis de determinadas producciones
artisticas, mediante el reconocimiento de las relaciones y formas geométricas.

3. Enseflanza para desarrollar sentido espacial en Primaria

Una vez conocidas las diferentes componentes del sentido espacial desarrolladas en el
apartado anterior, en esta seccion establecemos unas pautas generales para que el
proceso de ensefianza favorezca el desarrollo del sentido espacial.

A continuacion vamos a sefialar una serie de pautas generales que permitan al maestro
adaptarlas tanto al contenido geométrico que quiera ensefiar, como a las necesidades del
alumnado y del aula.

Sugerimos arrancar desde el juego libre, preferentemente con material manipulativo y
en situaciones que afecten a lo méas concreto, con lo que seria deseable que afectara a
actividades motrices. Progresivamente iremos avanzando en tres direcciones que hacen
mas abstractas las tareas:

a) Del juego libre al juego simbolico y el razonamiento, pasando por el juego con
reglas, incluyendo la resolucion de retos.

b) Del uso del material manipulativo al razonamiento verbal, pasando por
manipular, identificar, recortar, construir y dibujar y representar figuras y
formas.

c) Del juego motriz al razonamiento abstracto, usando representaciones cada vez
mas simbolicas, detectando y formulando relaciones y definiciones.
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Esto nos permite enunciar algunas recomendaciones que se basan en cada uno de estos
ejes, o en la combinacidn de varios, como las siguientes.

- Comenzar creando imagenes visuales, mediante juego libre de creacion y juego para
resolver retos. El juego de creacién favorece que el nifio perciba diversas imagenes de
un mismo objeto, genere nuevas imagenes, coordine entre si las partes de los objetos y
perciba cémo se coordinan las partes que forman los cuerpos geométricos. El proceso
gradual comienza con la creacion para llegar a utilizarlas estrategias aprendidas para
resolver retos. La creacion puede abarcar juegos de construccion, (para apreciar qué
figuras pueden sustentar a otras, cobmo hacer “castillos” simétricos), mosaicos libres
(figura 6.11 A, para apreciar que figuras se complementan, qué efectos estéeticos
generan), o recortado y pegado de papel (para inventar formas, formar figuras mas
complejas), etc. La resolucion de retos lleva a construir a partir de modelos dados
(figura 6.11B), completar siluetas con el Tangram, o mosaicos con puzles, o cortar y
pegar figuras recortables, llegando a crear figuras geométricas, mediante materiales
especificos (mecano, geoplano, regla y compas), tanto en proceso de creacion como
para copiar modelo.
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Figura 6.14: Juego libre y juego con retos, para hacer mosaicos

- Ir incorporando progresivamente nombres de las figuras y los cuerpos, buscando
identificar imagenes y categorias del mismo cuerpo, siempre desde las figuras mas
simples (cuadrados, rectangulo), a las mas generales (cuadrilatero, triangulo, poligono).
Dar funcionalidad a esta nominacion a través del relato, las descripciones, dar
instrucciones a otro para construir o identificarlas; juegos de definicion de conceptos sin
utilizar palabras “tab0” (definir cuadrado sin utilizar las palabras lado, cuatro, angulo,
iguales), etc. En estas tareas se van creando imagenes espaciales y se relacionan con las
visuales, generando imagenes mentales.

- Promover la representacion de figuras por medio de tareas de creacion artistica,
reflejando iméagenes tridimensionales o planas, para coordinar la imagen con la
representacion plana, captando diferencias entre amas. Estimular el dibujo,
incorporando estrategias para ganar precision y habilidad. Juegos tipo “pictionary”,
contrasta la imagen que el nifio representa con la que interpreta su compafiero. Describir
verbalmente representaciones y dibujos, obliga a identificar relaciones geométricas y
emplearlas en el mensaje.
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- La percepcion de la regularidad por medio de espejos (comenzando con espejos en los
que el nifio se vea completo), y su representacion por medio del dibujo (libre al
principio), lleva a percibir situaciones de simetria. Retos como el “juego del espejo”
descrito en este capitulo, contribuyen a desarrollar destrezas para familiarizarse con la
simetria. Averiguar donde situar el espejo para obtener imagenes, plantea retos
divertidos a la vez que estimulantes para crear imagenes de regularidad basada en la
simetria axial. Materiales manipulativos (modelos en cartén de poligonos, y luego
geoplano, mecano, etc.), permiten estudiar regularidades de poligonos, mediante
plegado, pudiendo comprobar con ayuda del espejo.

- Pasar de identificar regularidades de una figura a obtener la resultante de aplicarle un
movimiento, iniciindose mediante juegos como el “Mira” o el papel doblado y su
comprobacion con el espejo. Al verbalizar y representar mediante dibujos se puede
ganar formalizacion de los movimientos.

- Iniciar en los mosaicos mediante el juego libre, posteriormente buscar baldosas que
permitan enlosar un suelo, identificar teselas en casos sencillos y buscar propiedades
necesarias en las figuras que forman mosaicos.

- Se comienza la orientacion a partir de juegos psicomotrices, como situar a los alumnos
en corro para pasar la pelota a los compafieros sefialando su posicion (dos a la
izquierda, tres a la derecha, etc.), hacen que perciban su posicion en el espacio y la
posicién relativa respecto a los demds. Se complica dando Ordenes sobre a qué
compafiero pasar la pelota, mediante mensajes verbales (aludiendo a posicion, a horas
del reloj, etc.). Posteriormente, utilizar figuras en juegos de orientacién en el aula, como
la busca del tesoro, que requiere interpretar planos sencillos, o de juegos con planos,
para obtener el camino mas corto para salir del laberinto, hasta elaborar sus propios
planos. Juegos para identificar la posicion de un objeto, repetir un itinerario dado de
forma simbdlica (verbal, direcciones por flechas). La identificacion de los puntos
cardinales en relacion al colegio, a la clase y a la ciudad y sus grandes arterias urbanas,
suministran un mayor conjunto de experiencias para desarrollar habilidades de
orientacion. Incluir experiencias de expresar una direccion verbalmente, obliga a
emplear elementos geométricos (linea a seguir, angulos de las trayectorias, o formas de
las figuras que sirven de “hitos”).

En general, el proceso propuesto arranca del juego libre y luego planteando retos, con
objeto de crear imagenes de los elementos geométricos. Posteriormente se promueve la
identificacion de elementos, su caracterizacion, representacion mediante diversos
elementos, desde los concretos (mecano, pajitas, etc.), iconicos (geoplano, dibujo a
mano alzada, dibujo con regla y compas, geogebra con dibujo libre), hasta su
simbolizacion parcial (geogebra con las instrucciones adecuadas, caracterizacién verbal,
etc.). Buscar situaciones en las que la geometria sea funcional. Se puede enfocar la
creacion a la elaboracién de un mural para algin acontecimiento, hacer una exposicién
sobre las actividades realizadas. Los juegos de reto encierran en si su intencion, que se
puede reforzar si se afronta su estudio para seleccionar juegos para unas jornadas
matematicas, encontrar un tesoro, compartir con compaferos una descripcion de las
instalaciones del colegio, de su ubicacion en la ciudad, por ejemplo. Estas situaciones
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favorecen el empleo de elementos geométricos, lo que obliga a fijar sus caracteristicas,
apreciar las relaciones espaciales en lo que se quiere representar o transmitir, y
emplearlos de manera verbal, para poder compartirlos. A partir de estas funcionalidades
se puede llegar a razonar sobre los elementos geométricos elementales formales,
buscando consecuencias de sus definiciones, sus propiedades y formas de
caracterizarlas. El esquema de la figura 6.12 resume las apreciaciones anteriores.

Actividad 3: Haz una lista de juegos que emplean elementos geométricos, identifica
qué aspectos del sentido espacial se utilizan y con ello haz una base de datos de juegos
que desarrollan el sentido espacial.

TAREAS MATEMATICAS ACTUACION
; ; Construir
_____ Psicomotriz

|r 12 Ciclo -: - Formas (Concretos
| | Juego libre o
I | Ubicacion /
I I ..
: I + Retos Representar
| : (Iconicos)
: : Formas
I . .7 . .
: 22 Ciclo : Juego con reglas{ Ubicacidn Manual rDei-‘;)CI;I::r,

|
I I (Simbdlicos)
| I
| |
| | Formas Construir
: : Razonamiento &
| | geométrico simple L Ubicacion
I ; I -

3¢ Ciclo Abstracta Describir,

| | Representar
______ P > resolver

Figura 6.15: Esquema de tareas para desarrollar el sentido espacial




