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Resumen

En esta comunicacion presentamos una experiencia disefiada e implementada para analizar
la resolucion de problemas de un grupo de cinco estudiantes con altas capacidades
matemdticas a través de videoconferencia. Se describen varias sesiones en la que se
conectaron tres estudiantes de Granada con dos de Valencia de 1°y 2° de E.S.O. en un taller
virtual de enriquecimiento matemdtico basado en la resolucion de problemas en grupo para
iniciar a los estudiantes en la demostracion matemdtica. En las investigaciones se ha
reconocido el trabajo en grupo como una forma de atencion recomendada para este
colectivo de estudiantes. El uso de plataformas como Google Hangout o Skype, que permiten
hacer videollamadas colectivas, hace que este tipo de trabajo cooperativo no se limite al
entorno escolar cercano al alumno, dado el reducido niimero de alumnos con talento
matemdtico y las dificultades de agrupamientos homogéneos en las dindmicas de clase
habituales.

Con la intencion de dotar al profesor de recursos para gestionar estas sesiones, presentamos
el proceso de seleccion de problemas de matemdticas adaptados a las caracteristicas de un
taller online, basado en la revision bibliogrdfica, la consulta de bases de datos y la
modificacion de problemas atendiendo a las caracteristicas del talento.

Introduccion
En las investigaciones actuales relacionadas con la atencién a la diversidad se han resaltado
aspectos positivos del trabajo cooperativo entre los estudiantes que presentan altas

capacidades (Davis, Rimm & Siegle, 2013). Particularmente en el &mbito matematico, uno

de los criterios para que este tipo de interaccidn resulte mas eficaz que el trabajo individual,
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es que los estudiantes intercambien estrategias en grupos reducidos al resolver problemas de
cierta complejidad (Winebrenner & Brulles, 2012).

Para la organizacion de estas tareas cooperativas, una dificultad inicial es encontrar en el
entorno escolar del estudiante otros compaieros que compartan, ademas de alta capacidad o
talento matematico, la misma motivacion e interés en la resolucion de problemas. Otra
dificultad afiadida es la de encontrar momentos y espacios para realizar este tipo de
agrupamientos dentro del horario escolar (Ramirez, Beltrdn-Meneu, Jaime y Gutiérrez,
2016).

Una posible solucion viene dada por el uso de nuevos canales de comunicacion, en los que
el uso de nuevas tecnologias permite impartir sesiones virtuales a estudiantes de diferentes
lugares y en momentos compatibles con los horarios escolares. Concretamente, en este
trabajo utilizamos la plataforma Google Hangout, que permite realizar la conexion de hasta
diez personas por videoconferencia de una manera sencilla y eficaz para gestionar una sesion
virtual.

En relacion al contenido de las sesiones, la resolucidon de problemas es un contexto ideal para
la atencion de las caracteristicas del talento matematico, siendo la riqueza de estrategias uno
de los principales descriptores utilizados en investigaciones de alumnos con talento
matematico (Neider e Irwin, 2001; Gutiérrez y Jaime, 2013). El proceso de resolucion de
problemas de un modo cooperativo, debatir las ideas y las argumentaciones, favorece que el
estudiante ponga en juego descriptores utilizados en la caracterizacion del talento matematico
como la organizacién de los datos, la localizacién de la clave de los problemas, la flexibilidad
de pensamiento, la utilizacién de estrategias eficientes y la transferencia de conocimientos
adquiridos a nuevas situaciones.

Consideramos, por tanto, que el planteamiento de problemas que motiven la comunicacién
de informacién y de estrategias puede convertirse en un reto adecuado para favorecer la
construccion de aprendizaje y enriquecer la alta capacidad matemaética. De la literatura de
investigacion también recogemos algunas de las recomendaciones metodologicas sobre la
gestion de la sesidon de resolucidon de problemas:

- Las tareas han de ser suficientemente complejas, favoreciendo el discurso para

compartir ideas e intereses. Deben suponer un reto y requerir un nivel intelectual elevado.
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- El trabajo en grupo debe favorecer la participacidon, cooperacion, la calidad de la
comunicacion y el éxito de la tarea. El grupo no debe ser muy numeroso para evitar que los
miembros el equipo adopten roles que les haga reducir sus esfuerzos. Todos deben tener
oportunidad de explicar oralmente sus razonamientos.

- La participacion ha de ser equitativa, las interacciones auténticas y se debe favorecer
una sintesis unificada del trabajo.

En relacion al entorno, Internet se ha convertido en un valor afiadido para la atencién al
talento, ya que los estudiantes estan especialmente motivados al resolver problemas on line.
Aporta un entorno social que facilita el soporte comunicativo para este tipo de talleres
virtuales.

En este contexto, presentamos una experiencia realizada con un grupo de cinco estudiantes
de 1° y 2° de E.S.O nominados por sus profesores como estudiantes de alta capacidad
matemdtica. Conectados por Google Hangout desde Granada y Valencia, participaron en un
taller virtual de resolucion de problemas enfocado a iniciar a los estudiantes en la

demostracién matematica.

Diseiio de problemas

La seleccion de tareas se enmarca dentro de una investigacion sobre el papel de la
argumentacion en la resolucidon de problemas en estudiantes con talento. Son muchas las
publicaciones que desde diferentes enfoques abordan la resolucion de problemas en
matematicas. Entre otras, recomendamos las lecturas de Lehoczky & Rusczyk (1994),
Rusczyk & Lehoczky (1994), Engel (1998), Andreescu & Gelca (2008), Larson (2012) y
Schoenfeld (2014), en las que podemos encontrar una buena colecciéon de problemas para
trabajar con nuestros alumnos.

Por otro lado, existen numerosas plataformas como la de NRich (University of Cambridge),
en las que los estudiantes pueden resolver problemas matematicos e interactuar con otros
usuarios. En la Tabla 1 hemos afiadido informacion acerca de estas plataformas, asi como el

nivel del alumnado al que va dirigido.

Plataforma Nivel Caracteristicas
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Mathematical Olympiad.
https://www.imo-official.org/

NRICH Bajo- Problemas clasificados por area.
http://nrich.maths.org/ Medio Problemas con extensiones.
Art of Problem Solving. Todos los | Problemas clasificados por area
https://artofproblemsolving.c | niveles en algunos foros.
om/ Se presentan soluciones variadas.
Brilliant Medio Problemas:
https://brilliant.org/ - clasificados por area.

- con respuestas con multiple opcion.

- de matemadticas y de otras dreas.
Crux Mathematicorum. Medio- Foros que fomentan el trabajo cooperativo.
https://cms.math.ca/crux/ Alto
IMO, International (Muy) alto | Problemas de Olimpiadas matematicas

regionales.

Tabla 1
La bibliografia o las plataformas virtuales anteriormente mencionadas pueden servirnos

como base de datos para generar una coleccidon de problemas para usar con nuestro alumnado.

No obstante, los problemas pueden ser modificados teniendo en cuenta diferentes objetivos,

tanto de aprendizaje como de investigacion, para los que se deba tener en cuenta diversos

elementos como pueden ser:

- Tipo de interaccion profesor-alumno.

- Tipo de interaccion entre los alumnos.

- Formulacién, contexto y objetivo de la tarea.

- Caracteristicas del talento que se pretenden desarrollar.

- Complejidad y diversidad de estrategias de resolucion.

- Contenido matematico y elementos de razonamiento.

En la Figura 1 presentamos un esquema del proceso de seleccion y modificacion de un

problema.
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OBJETIVOS

.—”"’f Interaccién profesor-alumno

| Revision de bases de datos | .
] Interaccion alumno-alumno

Formulacidn, contexto y objetivo de la tarea

| Seleccion de problemas |

|

MODIFICACION DE
ELEMENTOS

Caracteristicas de talento fomentadas

Complejidad y posibles estrategias |

Contenidos y elementos de razonamiento |

NUEVO PROBLEMA

Figura 1

Esta variabilidad de elementos genera multiples posibilidades para el disefio de tareas. En la
presente comunicaciéon mostraremos a modo de ejemplo como hemos modificado un

problema para adecuarlo a los objetivos de investigacion de nuestro taller virtual.

Descripcion del Taller Virtual
El Taller Virtual que estamos desarrollando se realiza a través de videoconferencia con la

plataforma Hangout de Google, que permite realizar sesiones grupales de hasta 10 personas.
Es una plataforma muy sencilla de usar y solo requiere que los estudiantes tengan una cuenta
de correo y acceso a internet.

Previamente a cada sesidn, se proporciona a los alumnos un sobre cerrado con los problemas
que se van a trabajar. Al inicio de la sesidn, los alumnos abren el sobre y se les proporciona
un tiempo limitado (10-15 minutos) de trabajo individual para pensar en posibles soluciones.
A continuacion, cada estudiante comparte sus razonamientos e ideas para la resolucidn,
actuando el profesor como moderador del debate en grupo y facilitador del turno de palabra
a todos y cada uno de los estudiantes. Los razonamientos se comparten tanto oralmente como
por escrito, mostrando los alumnos sus soluciones por pantalla en caso de ser necesaria una
aclaracion.

Una vez los alumnos han terminado de compartir sus razonamientos, el profesor presenta
soluciones alternativas, especialmente basadas en estrategias que complementan las
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presentadas por los estudiantes, compartiendo con ellos por pantalla una presentacién en
Power Point. Para ello es conveniente hacer un anilisis detallado de las tareas propuestas,
basadas mas en el enriquecimiento de los elementos de razonamiento, que en avanzar
contenidos curriculares. Un aporte importante del trabajo en grupo es que el estudiante
contraste su solucion con la del compaiero, analizando la validez de las argumentaciones y
enriqueciéndose de la diversidad de estrategias.

Los problemas de la sesion del taller que presentamos a modo de ejemplo se realizaron en
dos sesiones de aproximadamente dos horas de duracion, en las que cada uno de los
estudiantes se conectd online desde su domicilio.

El objetivo de la sesion era iniciar a los estudiantes en la demostracion matematica, y los
objetivos de investigacion fueron los siguientes:

- Disefiar una secuencia didactica que permita iniciar a los alumnos en la demostracion
deductiva

- Conocer qué entienden los alumnos por demostracion matematica.

- Conocer la necesidad de los alumnos de probar sus resultados.

- Conocer los diferentes procesos que siguen los estudiantes a la hora de elaborar una
demostraciéon y comunicarla a sus compafieros.

- Identificar las demostraciones visuales de los alumnos y conocer sus preferencias.

- Analizar el trabajo cooperativo de los estudiantes.

Previamente a la sesion, se realizd una prueba inicial en la que se evalud el nivel de
argumentacion de los alumnos, que resultd ser basico, con preferencia del uso de

justificaciones empiricas e inductivas, y se comprobd la eficacia de la plataforma.

El problema elegido para trabajar con los alumnos fue la demostraciéon del teorema de
Pitdgoras (Figura 3, Anexo 1), ya que permite una prueba de tipo geométrico que, aunque
hecha sobre una configuracién particular, sirve para cualquier tridngulo rectangulo. También
se eligi6 para ver si los alumnos tienen preferencias por demostraciones de tipo geométrico

o algebraico. Un ejemplo de sesion del Taller Virtual se puede ver en el Anexo L.

Conclusiones
Tras el anélisis de la sesion del Taller Virtual, resaltamos los siguientes aspectos:
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- La valoracion de la experiencia por parte de los estudiantes ha sido muy positiva.
Todos han manifestado su interés por participar en futuras sesiones.

- Los estudiantes han mostrado mucho compromiso con la tarea, participando
activamente en las sesiones y trabajando intensamente en los problemas durante las dos horas
de la sesion.

- El entorno online ha cubierto las expectativas técnicas esperadas relativas a la
comunicacion. Sin problemas técnicos destacados, la plataforma ha favorecido que el
profesor comparta su presentacion en la pantalla, se utilicen programas como GeoGebra y se
pueda establecer una via de comunicacidn fluida.

- La complejidad de las tareas ha sido adecuada, pues ha favorecido que los estudiantes
resuelvan los planteamientos iniciales, pero de modo gradual han ido encontrando
dificultades que han requerido debates entre ellos y el papel del profesor como guia de
aprendizaje.

- Los estudiantes se han enriquecido con las estrategias presentadas por los
compaifieros, mostrando una actitud muy receptiva al debate y a la confrontacién con las ideas
propias.

- Durante el desarrollo de las sesiones se ha observado que los alumnos han mejorado
su competencia comunicativa matematica.

- Se han detectado dificultades en los estudiantes relativas al uso del lenguaje
algebraico y al uso de argumentaciones visuales, lo que ha permitido redisefiar nuevas

actuaciones que les aporten una mejora en su competencia matematica.
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Anexo I
A continuacion mostramos la secuencia de problemas de la sesion, basada en la demostracion

del teorema de Pitdgoras, modificando los elementos del problema de acuerdo al esquema de
la Figura 1, para que estuviera en consonancia con los objetivos de investigacion
anteriormente citados.

En primer lugar, se afiadi6 un problema previo (Figura 2), también de identificacion de areas,
pero de menor dificultad, para que los alumnos se familiarizaran con los problemas de tipo
geométrico que pueden ser resueltos mediante identificaciones visuales o mediante férmulas

algebraicas.

1. Dados dos cuadrados de lado a + b, dibujamos en su interior los siguientes
cuadrilateros (en rojo y verde), de forma que cada lado del cuadrado lo cortamos en

dos segmentos, uno de longitud a y otro de longitud b, como sigue:
P ——.,——— D — o]

-

! !
a a
| l

—O

Considera las siguientes afirmaciones:

El area amarilla es igual al 4rea roja.

El 4rea naranja es igual al drea verde.

,Son ciertas? ;Por qué? Explica tu razonamiento.

Figura 2
Mas tarde se presentaron dos configuraciones geométricas (Figura 3) con el fin de que los

alumnos demostraran por si mismos el teorema de Pitdgoras. Nos interesaba ver las diferentes
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estrategias que empleaban los alumnos, tanto geométricas como algebraicas, y sus

preferencias a la hora de decidir la validez general de las mismas.

2. Dados dos cuadrados de lado a + b, los subdividimos en las siguientes regiones. ;Es
el area azul igual a la suma de las areas rojas? Explicanos tu razonamiento.
b a— .a .. b s
!

a

:

!
a
|

!
a
l

(=2

T.

—a -«

b——

Figura 3
Al finalizar el problema se present6 el siguiente video (Figura 4), con una demostracion

empirica del teorema de Pitdgoras para un tridngulo rectingulo particular, para ver si los
estudiantes lo consideraban una demostracion general del teorema, y debatir sobre el

concepto de demostracion.

Figura 4
https://www.youtube.com/watch?v=1er3cHAWwIM

A continuacion se planted un problema con una variacién de la configuracion de la Figura 3
(Figura 5), para ver si los alumnos habian interiorizado el teorema de Pitadgoras y eran capaces
de aplicarlo directamente en su resolucién, o en cambio, se basaban en las transformaciones

geométricas y procedimientos algebraicos realizados anteriormente.

3. Dados estos dos cuadrados de lado a + b, ;podéis comprobar que la suma de las areas
de los dos cuadrilateros rojos es exactamente el area de un cuadrado de lado a + b?
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Figura 5

Mediante este problema de aplicacion se observo que los alumnos no habian interiorizado el
teorema, ya que no lo usaron para la justificacion. Para la resolucién utilizaron
procedimientos algebraicos (calculo de dreas) o una transformacion de la configuracidn para
convertirla en la de la Figura 3, con la que ya habian trabajado.

Para finalizar, se plante6 a los estudiantes otro problema de aplicacion del teorema de
Pitagoras (Figura 6) en el que se pedia encontrar una féormula general para el drea de una serie
de cuadrados, que dependian de dos parametros (altura del punto rojo y distancia del mismo
al punto negro). Por un lado, nos interesaba ver si ahora los alumnos ya eran capaces de
aplicar directamente el teorema, y por otro, si eran capaces de generalizar atendiendo a los

dos parametros y plantear la correspondiente férmula algebraica.

4. La distancia entre cada par de puntos consecutivos, en horizontal y vertical, de la
trama cuadrada que mostramos es 1. ;Puedes encontrar un método para calcular las
areas de los cuadrados siguientes?
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(Podrias encontrar una férmula que sirviera para cualquier altura del punto rojo?
Razona por qué crees que tu férmula es correcta.

Figura 6

Se observo que los alumnos continuaron sin aplicar directamente el teorema para el cilculo
del 4rea, y siguieron basindose en transformaciones geométricas y procedimientos

algebraicos, como en los problemas anteriores.
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