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Resumen

La resolucion de problemas de modelizacion requiere traducir la realidad al
lenguaje matematico. Este proceso resulta complejo para los estudiantes de secundaria y
bachillerato, siendo necesario encontrar estrategias docentes que faciliten a los futuros
profesores ensefiar estrategias de modelizaciéon a su alumnado. En este trabajo
presentamos una propuesta formativa para estudiantes del Master Universitario de
Educacion Secundaria, en la especialidad de Matematicas. Mediante la construccion de
maquetas y con una intencion divulgativa, se presentan los problemas en un formato
atractivo que favorece la comprension del proceso de modelizacion a través de la
manipulacion.
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Abstract

The Resolution of problems about modelling requires to translate reality into
mathematical language. This process happens to be complex for Secondary Education
students, therefore it is necessary to find teaching strategies to help future teachers to
teach their pupils modelling strategies. Along this essay, we are presenting a formative
proposal for Secondary Education University Master (Maths specialization) students.
Through the building of mockups and with an informative intention, problems are set
out in an attractive layout, which favours the understanding of the process of modelling
through handling.
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1. Introduccién

Este trabajo parte de una reflexion de los estudiantes del Master Universitario de
Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza
de Idiomas surgida en el contexto de las asignaturas de Aprendizaje y Ensefianza e
Innovacion. Manifestaron mayoritariamente la creencia de la falta de interés de los



estudiantes de secundaria y de la sociedad en general hacia los contenidos complejos
matematicos:

¢, Como hacer que las matematicas no sean aburridas y puedan llegar a todos los
publicos? Es habitual escuchar frases de alumnos, y publico en general, asegurando
que las matematicas son pesadas y tediosas, del mismo modo, que es frecuente la queja
de los docentes sobre la escasa motivacién del alumnado y la dispersa atencién
mostrada.

Su propuesta para acabar con este malestar es que hay que estar dispuesto a
innovar y a adaptar la ensefianza al variado publico. Este es el punto de partida de
nuestra experiencia: intentar divulgar las matematicas, incluso las mas complejas, al
publico en general a través de la innovacion.

La intencion de divulgacion la concebimos con la finalidad de acercar los
conocimientos matematicos a la sociedad, siendo la educacién una empresa para adaptar
una cultura a las necesidades de sus miembros y sus formas de conocer (Bruner, 1997).
La divulgacion cientifica se puede entender como el medio que lleva el conocimiento
cientifico a la sociedad. Cada vez mas la divulgacién es vista por cientificos y
educadores como una necesidad, considerando importante que ciertos hallazgos,
experimentos, investigaciones y preocupaciones cientificas se presenten al publico para
que se constituyan como una parte fundamental de su cultura (Calvo, 2000).

Innovar, haciendo alusién a su etimologia, significa realizar algin cambio en el
estado actual introduciendo alguna novedad, normalmente buscando una mejora. En el
campo de la educacion, Escudero (1988) comparaba la innovacién educativa como una
batalla a la realidad tal cual es, a lo mecénico, rutinario y al peso de la inercia. Lo que
caracteriza una innovacion educativa es la introduccion de formas de actuacion no
usuales que buscan aumentar la calidad del proceso Ensefianza-Aprendizaje. Este
cambio suele buscar solucién a problemas detectados en las aulas, problemas que
pueden estar referidos a contenidos, tareas, distribucion temporal; profesores, alumnos,
atencion a la diversidad; medios y metodologia; y evaluacion.

En la ensefianza de los problemas de modelizacion se han detectado estas
dificultades, no solo para los estudiantes, sino para el propio profesorado (Biembengut y
Hein, 2004). En la ensefianza tradicional pocas veces se presentan a los alumnos
situaciones-problema que requieran una formulacion o explicacion del contexto. Para
que el profesor pueda orientar a sus alumnos en estas tareas es necesario que tomen
conciencia del proceso de modelizacién como un método de investigacion, en el que
previamente a la formulacion del problema, hay que delimitarlo si fuera posible,
profundizando sobre el asunto que lo origina. Biembengut y Hein (2004) aconsejan que
el profesor adquiera confianza para poner en préactica el método de modelizacion, siendo
necesario en un primer momento que realicen actividades supervisadas por especialistas
para dirimir dificultades.

En este contexto, presentamos nuestra experiencia. En este trabajo se describe el
proyecto llevado a cabo con nueve estudiantes del Méster Universitario de Educacion
Secundaria, en la especialidad de Matematicas, para que planifiquen tareas de
modelizacion y las presenten de un modo innovador para divulgarlas al publico en
general.

2. Modelizacion



Normalmente, a los escolares se le presentan tareas ya formuladas en lenguaje
matematico, con los datos concretos que necesitan utilizar y la pregunta a la que deben
responder. La modelizacion requiere unos pasos previos en los que el alumno debe
buscar la pregunta y los datos para resolverla. Los problemas que provienen de la vida
real no parecen estar formulados en lenguaje matematico, sin embargo la posibilidad de
traducirlos al lenguaje de las matematicas ofrece la posibilidad de encontrar modelos
que ayuden para su resolucion. El proceso por el cual se crea un modelo matematico de
un problema o situacion problematica se llama modelizacion, es decir, se crea un
conjunto de relaciones matemaéticas que representan el problema a estudiar y que
permite obtener ademas de una solucion particular, una base que sirva de utilidad para
otras aplicaciones relacionadas.

Cada vez mas, se habla de la modelizacion matematica como método de
ensefianza siendo Modelizar o Matematizar una competencia Matematica en el contexto
Pisa (MECD, 2013), establecida en el Real Decreto 1105/2014 (MECD, 2014) como
competencia necesaria para el desarrollo intelectual y social de los escolares. Esta
competencia les permitira ser capaces de expresar un problema de la vida real en forma
matematica, estructurar un modelo de resolucion e interpretar y evaluar un resultado o
un modelo matematico en términos del problema original.

Algunas de las ventajas de la utilizacion de la modelizacion como un método de
ensefianza es que se incentiva, en el alumno: la relacién de las matematicas y otras areas
de conocimiento; un mayor interés por las matematicas al conocer su utilidad; una
mayor capacidad para leer, formular, interpretar y resolver problemas a la vez que con
una mayor creatividad; mejor comprensién de los conceptos matematicos y el trabajo y
la colaboracion entre iguales (Biembengut y Hein, 2004).

En nuestro proyecto, los problemas de modelizacion planteados fueron
seleccionados atendiendo a una estrategia comun de resolucidn que no es conocida entre
los estudiantes. En el curriculo de secundaria, la optimizacion estd estrechamente
relacionada con el estudio analitico de funciones y la programacién lineal. En el
contexto geométrico no son numerosos los problemas en los que se tratan propiedades
relativas a maximizar o minimizar una determinada cualidad. Sin embargo, existen
interesantes situaciones reales cuya solucion requiere la utilizacion de estrategias para
maximizar lo minimo o minimizar lo maximo: ubicacion de edificios en un conjunto
acotado, la colocacion de antenas con distribucion éptima y problemas de fisica
aplicada relacionados con la distribucion de particulas. Muchos de estos problemas han
resultado muy complejos y siguen estando abiertos, como la distribucién de puntos en
un conjunto acotado atendiendo a una determinada funcién a optimizar (Schlémer, Heck
y Deussen, 2011).

3. Puesta en marcha: trabajo con los futuros maestros

El primer paso es que los futuros profesores tomen conciencia del proceso de
modelizacion. Este proceso, complejo y laborioso, consta de tres fases principales
formular, aplicar y responder e interpretar y evaluar. Estas fases se ejemplificaron a
partir de varias tareas:

Tarea 1: Problema real: Los ayuntamientos de tres pueblos cercanos quieren
construir un parque de bomberos que cubra las necesidades de los tres pueblos, ¢dénde
lo situarias? ¢ Qué criterio has utilizado para tomar la decision?



Tarea 2: Un criterio posible es que el camion tarde lo menos posible en llegar a
cualquiera de los pueblos. (Coémo formularias matematicamente esta condicién?

Tarea 3: (Qué herramientas matematicas necesitas para resolver el problema
planteado en la tarea 2?

Tarea 4: Resuelve el problema y propon de manera justificada una solucion.

Del desarrollo de la sesion, se observaron dos hechos importantes: En la tarea 1,
mayoritariamente aludian a puntos notables del triangulo, pero no justificaban el uso
atendiendo a las propiedades que satisfacian. En la tarea 2 manifestaron dificultades
para formular la estrategia de minimizar la maxima distancia y, finalmente en las dos
ultimas tareas reconocieron desconocer estrategias de resolucion para este problema.

Sin facilitarles ningdn tipo de informacion, se les plantea a un grupo de nueve
estudiantes que preparen maquetas para que comprendan mejor el problema planteado
y, una vez entendido el procedimiento, plantear una secuencia de problemas similares
que facilitaran la comprension de la estrategia utilizada. A través del trabajo con las
maquetas, se pretende que profundicen en cada uno de los pasos del siguiente esquema
para modelizar el problema planteado (Figura 1):

éCoémo resolverlo? PROBLEMA REAL Solucion
CRITERIO PARA
RESOLVERLO GENERALIZAR
Lenguaje Mads alla de
matemadtico las maquetas
FORMULACION ESTRATEGIAS PARA
MATEMATICA RESOLVERLO

MANIPULACION DE
MAQUETAS

Experimentacion con

Ideas
magquetas

Figura 1: Esquema de la modelizacion del proyecto

Debido a la complejidad de este problema, para este proyecto se decidio
comenzar por los casos mas sencillos e ir aumentando la complejidad en funcién de
propiedades menos restrictivas. El grupo trabaja de manera autbnoma, siendo
supervisados por el profesor unicamente para solventar dudas puntuales. Como una de
las dificultades en el proceso de modelizacion es la investigacion del problema, se
consultan varios articulos que ponen de manifiesto la complejidad del problema general
para minimizar la maxima distancia y maximizar la minima (Diaz-Bafiez, Ramos y
Sabariego, 2007; Schlémer, Heck y Deussen, 2011). Tras investigar y recapitular
informacidn sobre el estudio matematico riguroso que hay detras de este problema, se



decide construir maquetas para hacerlo accesible al publico en general y difundirlo en
distintos ambientes.

4. Maquetas para la divulgacion

Para la presentacion de los problemas, se optd por construir maquetas de tamafio
factible para ser manipuladas incluso por alumnos de primaria. El objetivo principal de
esta fase del proyecto es divulgar la modelizacion matematica, presentando a
ciudadanos de diferentes edades la posibilidad de resolver un problema de la vida
cotidiana mediante el empleo de las mateméticas de una forma divertida y visual, a la
vez que educativa.

Para evitar el lenguaje matematico que podria implicar el rechazo por parte del
publico o dificultar el proceso de modelizacion, la intencion era redactar los problemas
de forma cercana y con un lenguaje cotidiano, quedando redactados del siguiente modo:

Problemas para minimizar la méxima distancia: ElI ayuntamiento de tres pueblos
cercanos quiere construir un parque de bomberos que cubra las necesidades de los tres
pueblos, ¢ddénde lo situarias para que en caso de incendio en alguno de los pueblos el
camién de bomberos tardase lo menos posible en llegar?

Se plantean cuatro situaciones diferentes en las cuales varie la posicion de los
pueblos y la posibilidad o no de construir carreteras si fuera necesario. En el caso de
existir ya una carretera que comunique todos los pueblos, es necesario que el pargue se
sitle en una de las carreteras ya existentes, mientras que si no existe ninguna carretera,
se podré construir una en caso de que la solucion propuesta sea la dptima.

1. Tres pueblos, no equidistantes, situados en linea recta comunicados por una
carretera.

2. Tres pueblos situados en los vértices de un tridngulo escaleno comunicados
por carretera.

3. Tres pueblos situados en los vértices de un tridngulo acutangulo que no estan
comunicados por carretera, siendo posible la construccion de la misma una
vez decidida la posicion optima.

4. Tres pueblos situados en los vértices de un triangulo obtusangulo,
igualmente con la posibilidad de construir una carretera en caso de que fuera
necesario.

Problemas para maximizar la minima distancia: una comunidad de vecinos de
una ciudad andaluza tiene un grandisimo problema, todos los vecinos se odian, no se
Ilevan nada bien. Quieren construir pequefias casas en un terreno circular que poseen,
¢donde situarias a estos vecinos para que estuvieran lo mas lejos posible unos de otros
y asi no tengan enfrentamientos?

Se plantean diferentes versiones aumentando progresivamente el nimero de
vecinos, siendo intuitivas las soluciones a los casos inferiores a siete vecinos, pero
complejas a partir de ocho.



Se decidio innovar en cuanto a la forma de presentar el problema. Se quiere que
el publico visualice, manipule, resuelva y tome decisiones relativas a estos problemas,
por lo que se decididé que el mejor modo de visualizar un problema de este tipo era con
la elaboracion de maquetas que representase a pequefia escala la situacion a resolver.

Una vez tomada la decisién de como acercar el problema a la sociedad, se
procede a la busqueda y construccion de los materiales y medios necesarios para ello.

Figura 2 Ejemplo de maqueta

Los materiales necesarios para la construccion de las 5 maquetas son:
e Carton.
e Laminas de corcho tamafio A4 de 5 mm de grosor.
e Laminas de papel de acetato transparente cuadriculado.
e Goma EVA.
e Plastilina.
e Fichas de parchis.
e Cola blanca, regla, pegamento de barra, tijeras.

La construccion de las maquetas es un proceso largo pero sencillo, ya que no
tiene mucha complejidad. En primer lugar, se ha de crear la base de la maqueta. Esta
estara formada por una lamina de corcho tamafio A4 pegada sobre una lamina de carton
para darle consistencia. Sobre el corcho se adhiere de igual modo una lamina de papel
cuadriculado para hacer méas sencilla la ubicacion y facilitar la medida de longitudes.
Las carreteras se construiran con goma EVA, una posibilidad de hacerlas mas reales es
afiadir la division de los carriles de las mismas. En el caso de la recreacion de los
pueblos, basta con la construccidn de un par o tres casa por pueblo. Para construir las
casas se emplea plastilina de colores la cual se endurecera con la aplicacion de una fina
capa de cola blanca, la cual tras secarse perdera su color.

A la hora de presentar los problemas al publico se presentaran por orden
creciente de dificultad y se proporcionara una regla para que sea mas exacto y sencillo
decidir cuél es el punto buscado en cada caso. Una vez que el usuario haya hecho sus



suposiciones y decida cual es la solucion, se anotara en un cuadrante para tener registro
de todas las respuestas recibidas y se le explicara al usuario si esta bien o no la
respuesta, dandole una breve explicacion matematica de la resolucion.

Figura 3 Maquetas problema “Minimizar la maxima distancia”

Figura 4 Maqueta problema “Maximizar la minima distancia”

5. Presentacion en diferentes medios de divulgacion

Los problemas de modelizacion planteados pueden llevarse a cabo en una
situacion escolar, si bien el objetivo del proyecto era divulgarlos en entornos mas
generales para no restringirlos a unos determinados conocimientos matematicos.
Ademas, la posibilidad de participar en varios encuentros de divulgacion cientifica
permite que los estudiantes para futuros profesores enriquezcan su experiencia mas alla
de la practica docente habitual. Este proyecto ha sido y sera presentado a diferentes
eventos como la Feria de la ciencia, Ciencia en Accion y la Noche de los investigadores,
los cuales son iniciativas que promueven la divulgacion cientifica a todos los publicos.



5.1. XIX Feria de la Ciencia

La Feria de la Ciencia llevada a cabo cada afio en el Parque de las Ciencias de
Granada, es una jornada en la cual el parque abre sus puertas a todas las personas
interesadas, con la finalidad de acercar el conocimiento cientifico y tecnoldgico y
fomentar las vocaciones cientificas. Este afio, ha tenido lugar la decimonovena edicion
de esta feria, en la cual mas de 1.000 estudiantes y 300 docentes han divulgado sus
conocimientos sobre salud, Optica, matematicas, quimica, nuevas tecnologias, cuerpo
humano, fisica, logopedia, robdtica, desastres naturales, entre otros, a los mas de 10.000
visitantes que acudieron.

Este es el Unico acto que ya ha tenido lugar de los tres en los que participara este
proyecto. La experiencia durante la jornada fue muy gratificante para los alumnos del
master quienes por primera vez se enfrentaron a pablicos de diferentes edades y niveles
(desde nifios pequefios de 4 afios hasta personas adultas) para explicar un mismo
problema. Esto supuso en ellos la necesidad de conocer el problema con todas sus
caracteristicas y estar preparados ante posibles dudas que plantearan los asistentes.

Es de destacar que los nifios mas pequefios llegaban a deducir las soluciones
echando un vistazo a las maquetas en escasos minutos, mientras que los mas mayores
intentaban buscar un fundamento matematico al asunto complicando bastante la
respuesta.
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Figura 5 Algunas respuestas del pablico al problema Maximizar la minima

Si bien, no justificaban la respuesta con el rigor matematico, se percibe que
muchos se aproximan a la solucion con ideas intuitivas, ubicando los edificios en
lugares muy préximos a la solucion tedrica.

Algunas apreciaciones generales es que las tareas despertaban el interés cuando
se les presentan como un reto y sin ningun tipo de obligacién ni pasos a seguir.
Comprendian el problema con pocas instrucciones y la manipulacién les facilitaba la
formulacién de conjeturas y la comprobacion de sus propuestas. Los asistentes
manifestaron satisfaccion cuando comprobaban que su respuesta era proxima a la mejor
respuesta hasta ese momento. Creemos que para ellos, fue muy gratificante mostrar



como las matematicas ayudan a resolver problemas cada dia, problemas que nadie se
imagina que necesitan matematicas, como una simple discusion entre vecinos.

5.2. Ciencia en Accién

El programa “Ciencia en Accion” es una iniciativa del Consejo Superior de
Investigaciones Cientificas, la Fundacion Lilly, el Instituto de Ciencias Matematicas, la
Real Sociedad Espafiola de Fisica, la Real Sociedad Espafiola de Quimica, la Sociedad
Espariola de Astronomia, la Sociedad Espariola de Bioquimica y Biologia Molecular, la
Sociedad Geoldgica de Espafia y la Universidad Nacional de Educacion. Esté dirigido a
estudiantes, profesores, investigadores y divulgadores de la comunidad cientifica de
habla hispana o portuguesa, en cualquiera de sus disciplinas. Su objetivo es motivar a
todos los participantes, a través del concurso internacional y sus premios, para divulgar
el conocimiento cientifico de una forma innovadora y amena, a la vez que educativa,
mostrando a todos los publicos que la ciencia puede ser divertida y facil de aprender.
Por este motivo, se premia la originalidad y la puesta en escena, de forma que se busca
el empleo de materiales pedagogicos Utiles y como imagenes, videos, maquetas, etc. que
sirvan de ayuda para complementar el proceso de ensefianza en los diversos niveles
educativos.

La decimoseéptima edicion de “Ciencia en Accion” tendra lugar del 7 al 9 de
octubre en Algeciras. La presentacion el proyecto es similar a la descrita anteriormente,
si bien, para participar en el concurso es necesario realizar un montaje de presentacion.
Hemos realizado un video titulado “Maquetas para resolver problemas como la vida
misma” en el que se enfatiza el esquema seguido en el proceso de modelizacion. Se
presentan los problemas de un modo atractivo y es un elemento que complementa la
divulgacion del proyecto.

5.3. Noche de los investigadores.

La Noche (Europea) de los investigadores es un proyecto europeo de
divulgacion cientifica promovido por la Comision Europea que tiene lugar
simultaneamente en mas de 300 ciudades europeas desde 2005. En esta velada,
cualquier medio es valido para acercar la investigacion a la poblacién de una forma
rigurosa pero divertida con la finalidad de dar a conocer los trabajos que se estudian
cada dia y los beneficios que aportan a la sociedad.

Igualmente, este proyecto se utilizara para demostrar de forma practica y ludica
la relacion entre investigaciéon y vida cotidiana, divulgando los resultados entre los
asistentes. Se situara en el llamado Kid Corner, de forma que se llevard adaptado para
que los nifios que asistan a esta fiesta de la ciencia puedan manipular a la vez que
aprender.

Desde otra perspectiva, ademas del trabajo con maquetas, se enfatiza el proceso
investigador para la busqueda de soluciones en los problemas de modelizacion. Desde
este punto de vista, se completa el proyecto con las soluciones justificadas para el
problema de los bomberos y la intencién de aportar informacion sobre los primeros
casos del problema de los vecinos, incluyendo incluso un experimento con imanes que
simula las condiciones del problema (Tabla 1).



Minimizar la maxima distancia

Problema Solucién
Tres puntos no equidistantes en | Punto medio de los dos mas alejados
linea recta
Tres puntos con carreteras La mitad de la suma de los dos lados méas pequefios
Tres puntos (acutdngulo) Circuncentro
Tres puntos (obtusangulo) Punto medio del lado mayor

Maximizar la minima distancia en un circulo
NUmero de vecinos Solucion intuitiva (Conjetura)

2 Puntos separados diametralmente
De3ab Poligono regular inscrito en la circunferencia
7 Hexagono regular y centro de la circunferencia
Mayor o igual que ocho $?

Tabla 1: Soluciones y conjeturas para resolver los problemas

6. Conclusiones
De un modo general, destacamos dos aportes principales en este trabajo:

Por un lado, enfrentarse a los problemas que posteriormente han de ensefiar,
hace que el futuro profesor sea mas consciente de las dificultades del alumno y de las
metodologias mas efectivas. Explicar y aprender matematicas de manera funcional y
estudiando sus aplicaciones en la vida cotidiana, hace que aumente la motivacion y
atencion del estudiante. Interesar al alumno en algin aspecto de la ciencia, para que
piense como un cientifico es mejor que tratar de ensefiarle rudimentos superficiales
(Smith, 1994). Emplear la modelizacion como un método educativo produce en los
alumnos efectos muy positivos como la mejora de la capacidad para leer, interpretar,
formular y solucionar problemas, entre otros muchos (Biembengut y Hein, 2004).

Por otro lado, sin pretension de obtener conclusiones generales, mostramos
algunas de las apreciaciones que los propios participantes de este proyecto han resaltado
en su proceso de formacion relativo a la modelizacién y la divulgacion:

e trabajar de manera autbnoma sin excesiva supervision del profesor, crear un
proyecto con solamente un par de consejos del docente les ha aportado
confianza en ellos mismos;

e trabajar en equipo colaborando entre todos, valorando las aportaciones de
cada compafiero y tomando decisiones conjuntas;

e indagar e investigar sobre el tema a exponer, los alumnos partieron de cero
en este tema y tuvieron que trabajar para conocer a fondo todas las
aplicaciones y los modos de resolucion de sendos problemas;

e crear tareas ludicas y manipulativas de forma gradual para motivar a los
visitantes y evitar que la primera reaccion fuera de rechazo al tratarse de
problemas matematicos;




e atender a diferentes edades y ser conscientes de su capacidad como docentes,
de aprender a ensefiar a distintas edades adaptando su lenguaje y sus
explicaciones a las necesidades del alumnado;

e conocer el ambiente de divulgacion en el cual nunca habian participado en
primera persona, solamente como visitantes, creciendo en ellos un
sentimiento de necesidad de dar a conocer todos sus saberes cientificos.
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