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Resumen

La atencion a la diversidad dentro del aula supone una oportunidad para que el
profesorado presente una respuesta adecuada a las necesidades educativas de cada
estudiante. En el caso particular del alumnado con talento matematico, se pretende que
desarrollen al maximo sus potencialidades y aumenten la motivacion. Una medida para
atender estas necesidades especiales es el enriquecimiento curricular, basado en una
adaptacion del curriculo que profundice en contenidos sin avanzar en los de cursos
superiores. En este trabajo se sintetizan las ideas desarrolladas en el trabajo fin de
master Enriquecimiento curricular para el bloque de NUmeros y Algebra en ESO y
Bachillerato en el que se proponen algunas tareas de enriquecimiento disefiadas para
alumnos con talento matematico desde Primero de ESO hasta Bachillerato encuadradas
dentro del bloque de Numeros y Algebra. Todas ellas parten de un anélisis de los
contenidos del curriculo y se incluye una justificacion tedrica que garantice su
adecuacion a este tipo de alumnado.
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Abstract

The attention to diversity in the class means a chance for teachers to respond
suitable to needs of each children. Particularly, for students with mathematical ability,
we hope to develop their potential at the same time as they increase their motivation.
The curricular enrichment program, which is based on adapting the curriculum, going
into detail about the contents, but never skipping contents of a higher-education course,
is a possible way to deal with these kinds of special educational needs. Throughout this
essay we synthesize the ideas that have been developed in the final project of master
“Enriquecimiento curricular para el bloque de Nimeros y Algebra en ESO y
Bachillerato™. In that project it is suggested some task of enrichment that have been
designed for students with mathematical talent in secondary school. All of these tasks fit
in the block of contents of Numbers and Algebra. Starting with a complex analysis of



the curricular contents, we introduce the tasks, and finally, we also include a theoretical
justification about why these tasks are appropriate for this sort of learners.
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1. Introduccidn

La atencion a la diversidad dentro del aula de matematicas es un reto al que se
enfrenta el profesor para adaptar las sesiones de clase a todo tipo de alumnado. Este
trabajo surge para dar respuesta a las necesidades de los alumnos con talento
matematico dentro del aula. De todas las medidas de actuacion posible para que
desarrollen sus potencialidades atendiendo a sus caracteristicas, nos vamos a centrar en
la del enriquecimiento curricular con propuestas que permitan atenderlos dentro del aula
habitual y con tareas especificas.

El objetivo de este trabajo es disefiar tareas de enriquecimiento curricular para
llevar a cabo con alumnos con talento matematico. Vamos a tener en cuenta en todo
momento que el enriquecimiento curricular no consiste en adelantar contenidos, sino en
profundizar en ellos. Por lo tanto, empezamos el estudio con un analisis en profundidad
de los contenidos del curriculo. Se trata de un estudio en vertical de todos los
contenidos desde ESO hasta Bachillerato, en este caso particular del bloque de Nimeros
y Algebra, que establece el curriculo basico de matematicas vigente por la actual Ley
Organica de Mejora de la Educacion, mas concretamente recogido en el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre.

Posteriormente, y en base a este andlisis de contenidos, se disefia un minimo de
una tarea de enriquecimiento para cada curso de Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
teniendo siempre en cuenta las caracteristicas del alumnado al que va dirigido. Se
pretende que el trabajo sirva de guia a los docentes para facilitar la realizacion de
adaptaciones curriculares tanto individualizadas como de grupos de enriguecimiento
(Gonzalez, 2016).

El disefio de tareas se fundamenta en un estudio tedrico de las caracteristicas
generales de los estudiantes con talento matematico y se persigue que sean variadas,
algunas mas tedricas y otras mas practicas; unas basadas en la profundizacion de
contenidos del curriculo y otras en la ampliacion de este curriculo con contenidos
nuevos, que permitan la conexion entre los mismos y que desarrollen las habilidades en
la resolucion de problemas. No estan disefiadas para un caso real concreto. Son tareas
pensadas para llevarlas a cabo en el aula y de manera que los alumnos con talento
puedan trabajar de forma autodidacta, que mejoren sus habilidades de busqueda de
informacidn y que requieran al profesor solo para cosas puntuales y para resolver dudas,
pero que sean ellos mismos los que desarrollen los ejercicios, ya que el profesor tendra
que estar a disposicion del resto de la clase.



La respuesta que debemos dar a los alumnos con necesidades especiales siempre
son respuestas individualizadas a cada alumno, por lo que lo ideal seria desarrollar las
sesiones y las tareas de enriquecimiento para alumnos con talento matematico segln las
necesidades de cada alumno en concreto. Deben ser cosas que les motiven, que les
hagan sentirse valorados y que fomenten sus intereses, y llevarlas a cabo de tal forma
que puedan desarrollar al maximo sus potencialidades, asi como sus puntos débiles.

2. Justificacion tedrica

En primer lugar, la vigente Ley Organica para la mejora de la calidad educativa
(LOMCE) recoge de forma especifica la atencion a la diversidad y a los alumnos con
necesidades especiales, de forma que propone un cambio con respecto a leyes anteriores
considerandose ahora una prioridad la atencidn a este tipo de necesidades.

Asi, el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo bésico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato hace
referencia a la necesidad de dar una respuesta curricular para atender satisfactoriamente
a la diversidad.

Mas concretamente, en el articulo 7 se establece:

“Los centros docentes desarrollaran y complementaran, en su caso, el curriculo y las
medidas de atencion a la diversidad establecidas por las Administraciones educativas,
adaptandolas a las caracteristicas del alumnado y a su realidad educativa con el fin de
atender a todo el alumnado. Asimismo, arbitraran métodos que tengan en cuenta los
diferentes ritmos de aprendizaje del alumnado, favorezcan la capacidad de aprender
por si mismos y promuevan el trabajo en equipo”.

Y en el articulo 15:

“Asimismo, corresponde a las Administraciones educativas regular medidas adecuadas
para la atencion de aquellos alumnos y alumnas que manifiesten dificultades
especificas de aprendizaje o de integracion en la actividad ordinaria de los centros, del
alumnado de alta capacidad intelectual y del alumnado con discapacidad”.

Por tanto, se recomienda a los centros docentes y al profesorado dar respuesta a
estas necesidades de la mejor forma posible.

2.1. Necesidades especiales: Altas Capacidades

Utilizaremos el concepto de Altas Capacidades para referirnos a aquellas
personas que poseen habilidades demostradas o potenciales que muestran evidencia de
una gran capacidad de realizacién en areas como la intelectual, creativa, académica,
de liderazgo, artistica... Se caracterizan igualmente por la “perseverancia” en la tarea,
esta muy presente en ellos el “afan de logro” y dedican, por ello, una gran cantidad de
energia a resolver problemas concretos y a la realizacion de actividades especificas



(preguntas, dibujos, juegos, ideas...) que suelen ser originales, ingeniosas, novedosas y
poco corrientes (Mota y Jiménez, 2011, p.2).

Una de las principales caracteristicas que distingue a este tipo de alumnos es la
habilidad para organizarse ellos mismos, son capaces de desarrollar sus propias tareas,
llegando incluso a detectar los posibles errores y pensar en soluciones de los mismos.
Esto nos da la oportunidad de trabajar con ellos en la clase sin desatender al resto de los
alumnos.

2.2. Talento Matematico

Los alumnos talentosos son aquellos que presenta alta capacidad
especificamente en una o varias ramas de conocimiento. Por tanto, este tipo de
estudiantes, presentan facilidad de aprendizaje en ciertas materias, pero no en todas,
pudiendo incluso tener dificultades de aprendizaje en algunas areas concretas.

En este proyecto nos vamos a centrar en dar una respuesta educativa a alumnos
con talento matematico. Vamos a analizar con mayor profundidad este grupo concreto
basandonos en Miller (1990).

Cuando hablamos de alumnos con talento matematico no nos referimos a
aquellos que cuentan con una gran destreza a la hora de realizar calculos aritméticos o
que tienen buena soltura para reproducir procedimientos y algoritmos matematicos, sino
a los estudiantes habilidosos cuando se trata de razonar matematicamente.

No se trata de un colectivo homogéneo; pues podemos encontrar unas
necesidades diferentes segun el alumno. Aunque si que existen rasgos comunes: llevan
un ritmo de aprendizaje mas rapido que otros compafieros y alcanzan el aprendizaje con
mayor profundidad.

Ademas, podemos concretar ciertas caracteristicas que predominan en los
alumnos con talento matematico:

e Inusitado entusiasmo hacia las ideas matematicas y curiosidad sobre la
informacién numérica y sobre las posibles aplicaciones de los contenidos
matematicos.

e Suelen transferir conceptos nuevos a otras situaciones matematicas que no se
han estudiado o a otras que ya conocen.

e Facilidad para aplicar los conceptos e ideas matematicas aprendidas en otros
contextos.

e Notable habilidad para pensar, entender y aplicar conceptos abstractos, asi
como para identificar patrones y relaciones.

e No suelen trabajar de manera estereotipica, mas bien son flexibles y creativos.
Usan técnicas de resolucion de problemas a menudo distintas de las explicadas
en clase, o resuelven los problemas de varias formas diferentes.



Otra caracteristica que ya hemos mencionado anteriormente, pero que volvemos
a recalcar es la autonomia de estos alumnos. Esto es algo que vamos a tener muy en
cuenta a la hora del disefio de tareas, ya que trabajaran de manera independiente, aunque
podrdn contar con ayuda siempre que sea necesario. NOS centraremos en estas
caracteristicas para disefiar nuestra propuesta docente, de manera que sea Optima para
este tipo de alumnos.

Para Blanco, Rios y Benavides (2004) hay que mejorar el proceso de
identificacion de este tipo de alumnos. A veces es facil, pues se distinguen por sus
buenos resultados académicos en matematicas y otras asignaturas de ciencias, y su
buena predisposicion; pero no siempre es asi. Puede darse el caso de estudiantes con
problemas de aprendizaje o desmotivados, que perturben el clima de clase o que tengan
una actitud de pasotismo hacia los estudios; como consecuencia de plantear las mismas
exigencias para todos los alumnos por igual en cursos anteriores.

Asimismo, la inmensa mayoria de los programas educativos estan disefiados de
forma que no dan muchas posibilidades de demostrar habilidades de razonamiento
complejas, que es la caracteristica esencial de los alumnos con talento matematico.

Es por tanto imprescindible identificar a estos sujetos con el fin de reconocer su
talento, hacerles visibles y atenderlos segln sus capacidades y necesidades.

2.3. Enriquecimiento curricular

Unas buenas practicas docentes deben fomentar que el desarrollo de manera
optima de las capacidades de cada uno de los alumnos. Luego, vamos a buscar medidas
que reconozcan las habilidades de los alumnos con talento matematico y que ayuden a
su desarrollo (Ramirez, 2012).

En nuestro caso, para atender las necesidades de los alumnos con talento
matematico vamos a seguir una estrategia basada en el enriquecimiento.

El enriquecimiento curricular consiste en afadir nuevos contenidos o temas que
no estan cubiertos por el curriculo oficial o trabajar en un nivel de mayor profundidad
determinados contenidos de éste. El enriquecimiento no significa avanzar en el
curriculo de cursos superiores, sino ampliar la estructura de los temas y contenidos
abordandolos con un nivel mayor de abstraccion y de complejidad. No se trata
solamente de ampliar la informacion sobre un tema en concreto, sino de promover el
uso de la investigacion o del pensamiento creativo en un determinado &mbito (como se
genera el nuevo conocimiento) y de explorar la logica interna de éste y sus relaciones
con otras areas de conocimiento. (Blanco, Rios y Benavides, 2004, p.54).

Resumiendo, el enriquecimiento curricular se basa en tres principios
fundamentales:

e Profundizar en los contenidos del curriculo.
e Ampliar los contenidos del curriculo.



e Noavanzar a los contenidos de cursos superiores.

Segun Castelld (1995), esta estrategia ha demostrado una gran efectividad; pues
incentiva la motivacion del alumno a la vez que favorece la integracién y la inclusion,
ya que los alumnos comparten espacios y actividades con sus compafieros de clase, pero
en algunas ocasiones, trabajando contenidos adecuados a sus capacidades. El gran
inconveniente de esta medida es su gran coste. El disefio del enriquecimiento requiere
mucho trabajo, no solo por parte del profesor, sino también es necesaria a veces la
colaboracion de otros profesionales (orientador, pedagogos,...).

Existen dos tipos de enriquecimiento: el vertical y el horizontal. Atendiendo a
Blanco, Rios y Benavides (2004) caracterizamos el vertical por el aumento de
contenidos, mientras que el horizontal nos lleva a establecer conexiones entre los
conocimientos que ya tienen los alumnos.

Castell6 (1995) diferencia entre adaptacion del curriculo y ampliacion de éste.
Basandonos en sus notas, elaboramos la siguiente tabla:

Ampliacidn del curriculo

Adaptacion del curriculo

Amplia el namero de objetivos del
curriculo.

Se disefia de manera que se lleve a cabo
un trabajo individualizado y auténomo.

El aumento de contenidos y de
informacidn satisface la curiosidad y
favorece la motivacion.

Lo méas importante en la eleccion de
los contenidos nuevos es que motiven al
alumno y que no se avance materia.

Van mas alla de la ampliacion del
curriculo.

Se lleva a cabo una reconfiguracién del
curriculo donde lo mas importante es
establecer relaciones.

Si se amplia, es necesario establecer las
relaciones con los objetivos basicos.

Requiere de un gran conocimiento del
curriculo en toda su profundidad.

No siempre es eficaz para talentos
especificos.

Tabla 1: Diferenciacion entre ampliacion y adaptacion del curriculo.

Es en este tipo de intervencion en el que nos vamos a centrar posteriormente
para nuestro disefio de tareas.

2.4. Tratamiento curricular

Como hemos comentado, no se pretende adelantar contenidos, sino profundizar
o ampliar los que ya hay en el curriculo. Por esta razon, lo primero es estudiar el
curriculo de matematicas del bloque de Numeros y Algebra. Se han analizado todos los



contenidos de Numeros y Algebra de cada una de las asignaturas, y destacamos en la
siguiente tabla los que van a formar parte del enriquecimiento.

CONTENIDOS PRIMERO Y SEGUNDO DE ESO

Matematicas

Divisibilidad de los niUmeros naturales. Criterios de divisibilidad.
NUmeros primos y compuestos. Descomposicion de un niGmero en factores primos.
Numeros negativos. Significado y utilizacion en contextos reales.
NuUmeros enteros. Representacion, ordenacion en la recta numérica y operaciones.
Operaciones con calculadora.

Potencias de numeros enteros y fraccionarios con exponente natural. Operaciones.

Potencias de base 10. Utilizacion de la notacidn cientifica para representar nimeros
grandes.

CONTENIDOS TERCERO DE ESO

Matematicas orientadas a las ensefianzas  Matematicas orientadas a las ensefianzas

académicas aplicadas
Ecuaciones de segundo grado con una incégnita. Resolucion (método algebraico y
grafico).
Resolucion de problemas mediante la utilizacion de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones.
CONTENIDOS PRIMERO DE BACHILLERATO
Matematicas | Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales |
Numeros complejos. Forma binémica y Operaciones con capitales financieros.
polar. Representaciones graficas. Aumentos y disminuciones porcentuales.
Operaciones elementales. Formula de Tasas e intereses bancarios. Capitalizacion
Moivre. y amortizacion simple y compuesta.
Logaritmos decimales y neperianos. Utilizacion de recursos tecnolégicos para
Ecuaciones logaritmicas y exponenciales. la realizacion de calculos financieros y
mercantiles.
CONTENIDOS SEGUNDO DE BACHILLERATO
Matematicas Il Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales Il
Clasificacion de matrices. Operaciones. Clasificacion de matrices.
Determinantes. Propiedades elementales. Operaciones con matrices.
Matriz inversa. Matriz inversa. Determinantes hasta
orden 3.

Tabla 2: Contenidos del bloque de Numeros y Algebra.



No se incluyen contenidos en 4° de ESO porque, en este curso, vamos a hacer un
enriquecimiento basado en la ampliacion del curriculo con contenidos nuevos que no
muestran relacion con ninguno de los contenidos del bloque de Nimeros y Algebra,
pero si se trabajara contenidos transversales del primer bloque, en particular estrategias
de resolucion de problemas.

De cada uno de los contenidos seleccionados se ha hecho un estudio
comparativo sobre contenidos relacionados de cursos superiores para que no se
produzca un adelantamiento.

Para mayor informacion sobre el curriculo basta acudir al Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre que establece el curriculo basico de matematicas, donde
se puede encontrar los contenidos en su totalidad, ademas de los correspondientes
criterios de evaluacidn y estandares de aprendizaje evaluables.

En 3° de ESO se lleva a cabo una profundizacion. En este caso particular vamos
a introducir la siguiente tabla para ver el progreso por cursos de los contenidos
relacionados con ecuaciones; y constataremos que no se adelanta contenidos porque
como veremos posteriormente nosotros llevaremos a cabo una tarea encaminada a
demostraciones, y demostraciones algebraicas sobre ecuaciones no es un contenido que
aparezca en el curriculo.

PROFUNDIZACION EN TERCERO DE ESO: ECUACIONES

Resolucion algebraica de ecuaciones de segundo grado y de sistemas de ecuaciones
lineales de dos ecuaciones con dos incognitas. Demostraciones.

Cursos Contenidos
1°y 2° de ESO Ec. de primer grado. Ec. de segundo grado (método
algebraico). Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas.

3°de ESO (académicas) Ec. de segundo grado. Ec. sencillas de grado superior a dos.
Sistemas de ecuaciones.

3°de ESO (aplicadas) Ec. de segundo grado. Sistemas de ecuaciones.
4° de ESO (académicas) Ec. de grado superior a dos.
4° de ESO (aplicadas) Ec. y sistemas de dt_)s e,cua_ciones lineales con dos
incognitas.
1°de BTO (ciencias) Ec. logaritmicas y exponenciales. Ec. no algebraicas

sencillas. Método de Gauss.

1°de BTO (sociales) Ec. lineales, cuadraticas y reducibles a ellas, exponenciales
y logaritmicas. Sistemas de ecuaciones de primer y segundo
grado con dos incognitas. Metodo de Gauss.

2° de BTO (ciencias) Método de Gauss. Regla de Cramer.
2°de BTO (sociales) Método de Gauss.

Tabla 3: Profundizacién en 3° de ESO: Ecuaciones.



3. Disefio de tareas

Vamos a introducir en este apartado las tareas de enriquecimiento curricular
seleccionadas para 3° de ESO, 4° de ESO y 1° BTO de Ciencias Sociales, asi como su
justificacion de por qué es una tarea de enriquecimiento adecuada a un nifio con talento
matematico. Para ello hemos partido del estudio del curriculo que hicimos
anteriormente, y hemos elegido los contenidos que vamos a tratar. Vamos a disefiar por
tanto cada tarea para cubrir un objetivo relacionado con esos contenidos, y lo haremos
encuadrandola dentro de la unidad didactica correspondiente.

He elegido estos tres cursos en particular porque podemos observar tres tareas
muy diferentes entre si, y a la vez interesantes para trabajar con el alumnado.

3.1. 3°de ESO: Demostraciones Algebraicas

En el caso del curso de 3° de ESO vamos a desarrollar una tarea que valdra para
profundizar en los contenidos del bloque de Ndmeros y Algebra del curriculo tanto de la
asignatura de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas como de
Matematicas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas. En particular se va a profundizar
sobre el método de resolucion de ecuaciones de segundo grado completas y de sistemas
de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

Podemos usar las mismas actividades para las dos asignaturas, pues en lo
relativo a estos contenidos los dos curriculos son similares.

Se trata de que los alumnos con cierta habilidad matematica profundicen en esta
resolucion sin avanzar materia, para ello se les va a proponer que demuestren la formula
de resolucién de ecuaciones de segundo grado completa, y también las expresiones para
resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas. Esto es una actividad
de profundizacion, pues en ningiin momento del curriculo de matematicas de secundaria
se exige que se les ensefie la demostracion de la formula de resolucion de una ecuacion
de segundo grado, a pesar de usar esta expresion con cierta frecuencia. En el caso de los
Sistemas Lineales de dos ecuaciones con dos incAgnitas, que se explican por primera
vez en 3° de ESO, ni siquiera se ve la expresion de la solucidon en funcion de los
coeficientes (caso de que el sistema sea compatible determinado), luego nosotros
proponemos que los alumnos conozcan y sepan demostrar dicha expresion. Ademas se
fomenta el uso del lenguaje matematico y la generalizacion.

Por lo tanto la tarea se desarrollara dentro de la unidad didactica destinada a
Ecuaciones. Caso de que la programacion didactica recoja dos unidades didacticas
dentro del blogue de ecuaciones, una para ecuaciones (primer, segundo grado y sencillas
de grado superior a dos) y otra para sistemas de ecuaciones lineales; la tarea se
desarrollara en dos partes. La primera, dentro de la primera unidad didactica, y la
segunda parte dentro de la unidad didactica dedicada a sistemas.

El primer ejercicio se le puede proponer al alumno o alumnos en cuestion (caso
de ser varios pueden trabajar en grupo) para que lo realicen en clase después de explicar



la formula de resolucién de ecuacién de segundo grado y ver algunos ejemplos;
mientras que el resto de alumnos sigue el ritmo de la clase normal repasando los
contenidos ya dados pero no adelantando temario. La segunda actividad se hara de
forma analoga después de explicar los métodos de resolucién de ecuaciones de segundo
grado analiticamente; es mas, se puede proponer que demuestren la expresion de tres
formas distintas, una por cada método de resolucion: Sustitucién, Igualacién y
Reduccion.

Tarea 3° ESO: Demostraciones algebraicas

Enriquecimiento Profundizacion (demostracion)
Caracteristica del Alcanzar el aprendizaje de los conceptos con mayor
talento profundidad. Habilidades de razonamiento complejas.

Tabla 4: Justificacion del enriquecimiento en 3° de ESO

Tarea

Ejercicio 1. Dada la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ =0 con a no nulo,
demostrar que la solucion o las soluciones reales, caso de que existan, vienen dadas por
la siguiente expresion:

_—bim
B 2a '

X

Ejercicio 2. Dado el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

{ax+by=c
ax + by = ¢,

demostrar que la solucidn, caso de que exista una Unica solucién, viene dada por la
siguiente expresion:

bc — b¢ ac — ac

“~d-w Y a-ab

3.2. 4°de ESO: EIl Principio del Palomar

Para los alumnos de cuarto de ESO vamos a desarrollar una actividad basada en
El Principio del Palomar, enunciado por primera vez por el matematico aleman
Dirichlet en 1834. En esta tarea se desarrollaran contenidos que no aparecen en el
curriculo de matematica en ninguna de las asignaturas de la Educacién Secundaria, por
lo cual no hay ningun problema en que usemos esta tarea de enriquecimiento para todos



los alumnos de 4° de ESO, tanto de la asignatura de Matematicas orientadas a las
Ensefianzas Académicas como de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas.

He considerado esta tarea oportuna porque creo que se trata de un contenido
muy facil de comprender intuitivamente, pero que puede llevar a convertirse en una
herramienta muy 0til y potente para la resolucion de ciertos tipos de problemas.
Ademas, es algo atractivo de ensefiar que da lugar a que los alumnos trabajen por si
solos y resuelvan propiedades curiosas como las que plantearemos.

Esta tarea estd disefiada con la idea de que el alumno o alumnos (caso de que
sean varios lo ideal seria que trabajaran juntos) contaran con un ordenador con acceso a
Internet en el aula. De modo que ellos mismos tendrian que buscar informacion sobre
dicho principio, en sus multiples formulaciones hasta entenderlo y crear su propia
version. Asi, segun la capacidad del alumno, el tiempo, y otros factores se puede sugerir
que se informen sobre el Principio del Palomar en su version mas basica o llegar hasta
el Principio del Palomar generalizado y usarlo para resolver algin problema.

De este modo, el profesor puede seguir con el ritmo normal de la clase. Se
llevaria a cabo dicha actividad en dias que el profesor proponga actividades de repaso o
dudas que estos alumnos demuestren superadas, por lo que los alumnos con talento
matematico solo necesitaran la presencia del profesor puntualmente para aclarar dudas
de esta tarea.

Tarea 4° ESO: El Principio del Palomar

Enriquecimiento Desarrollar estrategias complejas de resolucion de
problemas. Ampliacion con contenidos no curriculares.

Caracteristica del Autonomia. Flexibilidad y creatividad. Entusiasmo y
talento curiosidad por las matematicas.

Tabla 5: Justificacion del enriquecimiento en 4° de ESO

Tarea

Supongamos que vamos a hacer un viaje en tren, donde cada pasajero lleva, al menos,
una maleta. Como ya sabemos, en los trenes hay preparados unos compartimentos
situados en la parte superior de los asientos para que los pasajeros depositen su
equipaje. Pero no todas las filas de asientos tienen arriba sitio para equipaje, pues a
veces ese espacio ha sido ocupado por maquinaria. Si cada pasajero trae como minimo
una maleta, ¢qué ocurre entonces al colocar las maletas de los pasajeros en los
compartimentos? ;podriamos poner s6lo una maleta en cada compartimento?

Ejercicio 1. Busca informacion sobre El Principio del Palomar en Internet. Una vez te
hayas informado lo suficiente, pregunta las dudas que tengas a tu profesor o profesora y
redacta tus propias notas teéricas sobre el tema.

Las siguientes situaciones pueden ser explicadas usando el Principio del Palomar.



En cualquier fiesta donde acudan mas de dos personas, siempre hay dos invitados que
tienen igual nimero de amigos dentro de la fiesta.

En cualquier grupo de seis personas siempre hay tres gque se conocen entre si o tres que
no se conocen.

En la ciudad de Sevilla hay al menos dos personas que tienen el mismo nimero de pelos
en la cabeza. ¢Ocurre lo mismo en Granada? ¢Y en Almeria?

¢, Puede contener un triangulo equilatero de 2cm de lado cinco puntos de forma que no
hayan dos puntos a distancia menor o igual a 1cm?

Si tomamaos seis nameros del 1 al 10, seguro que hay dos que sumen 11.

En la evaluacién de 4° de ESO del instituto se ha dispuesto una mesa circular donde
estan dispuestas 15 tarjetas con los nombres de los 15 profesores que se tienen que
reunir alli. Las tarjetas estan colocadas de manera que el nombre del profesor queda
oculto. Los profesores entran y se sientan sin tocar ninguna de las tarjetas. Una vez
sentados, cada uno coge la tarjeta que tiene delante y lee el nombre que hay escrito.
Sorprendentemente nadie lee su propio nombre. Pero si sueltan las tarjetas de manera
que quede a la vista los nombres escritos, la mesa circular se puede girar de manera
que al menos dos de los profesores estén a la vez sentados frente a la tarjeta que lleva
su nombre.

Ejercicio 2. Elige una o varias de las propuestas anteriores y demuéstralas usando el
Principio del Palomar. Si lo prefieres puedes buscar otras opciones similares en la red.

Como seguro ya has descubierto en tu investigacion sobre este tema, hay
generalizaciones de este resultado. La mas comun de ella es la conocida como Principio
del Palomar Generalizado. Si lo deseas y te resulta interesante, puedes informarte mas
detalladamente y resolver algunos problemas que encuentres en la red usando el
principio generalizado.

Ejercicio opcional. Haz un mural donde expongas tu propias formulacion y explicacion
del Principio del Palomar. Y ejemplificalo con alguna aplicacion sencilla. Puedes
disefarlo de la forma mas atractiva posible para exponer tu trabajo en alguno de los
tablones del instituto.

3.3.1° de BTO Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I: Amortizacion
Francesa

En este caso hemos desarrollado una actividad menos tedrica y mas aplicada que
nos da una buena ocasion para una aplicacion real y actual de las matematicas a las
finanzas. La tarea se desarrollard al final de la unidad didactica dedicada a Matematicas
Financieras, cuando los alumnos ya conozcan la capitalizacion y la amortizacion simple
y compuesta.



El contenido de la tarea es ahondar sobre un tipo concreto de amortizacion
compuesta, la Amortizacion Francesa. De este modo verdn coOmo se usan técnicas
matematicas sencillas diariamente en las entidades bancarias, y como dependiendo de
qué técnicas se usan se busca el mayor beneficio de la empresa. Se fomenta por tanto el
cuestionamiento del alumno. Ademas fomentaremos el uso de recursos informaticos que
también viene recogido en el curriculo de matematicas, ademas de ser un contenido
transversal.

Tarea 1° BTO Ciencias Sociales: Amortizacion Francesa

Enriguecimiento Profundizacion: significado de las formulas
Caracteristica del Autonomia. Entusiasmo y curiosidad por las matematicas.
talento Aplicacién de las matematicas a otros contextos.

Tabla 6: Justificacién del enriquecimiento en 4° de BTO Ciencias Sociales

Tarea

Hasta ahora hemos visto qué es una amortizacion de un préstamo o de una deuda, y
ademas sabemos calcular las anualidades correspondientes. Vamos a estudiar ahora, un
caso particular de amortizacion: el Sistema Francés. Es uno de los sistemas mas
comunes en la actualidad. Veremos como funciona para indagar sobre sus ventajas y sus
inconvenientes.

El Sistema de amortizacion Francés se caracteriza por el pago de anualidades constantes
donde va cambiando la cantidad que se destina a pagar los intereses y la que se destina a
pagar la deuda. Al principio se pagan muchos intereses, pero a medida que pasa el
tiempo, disminuye la cantidad de interés y aumenta el pago de la deuda.

Recordemos el contexto de una amortizacion: Se trata de pagar una deuda D en n pagos
iguales, o anualidades. A estas anualidades (que también pueden ser mensuales,
cuatrimestrales,...) las identificaremos como una cantidad C. Si llamamos i al interés,
se sigue el siguiente esquema:

C(1+i)",
C(1+1) 2,
C(L+i)"
C(1+ irlﬂ_‘
C C C C
| | | | |
0 1 2 3 n

Figura 1: Esquema amortizacion



Luego la suma de todas las cantidades pagadas en cada periodo de tiempo y ponderadas
por el interés i deben ser igual a la deuda original:

D=c(1+i)" 1+C(1+l) 2+C(1+l) 34+ CA+D ™V rcA+D)™

ZC(1+1) k=cz(1+l)k

Hemos llegado a la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica de
z 1
razon —, luego tenemos:

1-(1+0D)™
=@+
l
De esta forma sabemos calcular las anualidades que vamos a pagar dependiendo del
namero de periodos, del interés y de la deuda:

D-i

C=————
1—(1+0)™"

Ahora empecemos a estudiar el Sistema Francés en si. Se trata de que de cada anualidad
C habra una parte destinada a interés, I,y otra destinada a pagar la deuda, A, que iran
cambiando segun el periodo k = 1, ..., n. Por lo tanto se cumple:

n
C=Ik+Akl D=2Ak
k=1

Veamos un poco mas de notacion. En cada periodo k distinguiremos también la
cantidad total que llevamos amortizada, M, y lo que nos queda de deuda, Dy.

MOZO DOZD
M1:A1 D1:D_A1
M2:A1+A2 D2:D1_A2

Mk:ZA] Dk:D—Ak
j=1

M, =D D, =0

Para saber qué parte se destina a los intereses y cual a saldar la deuda s6lo nos falta
calcular I;, y Ay en cada periodo, lo cual es muy sencillo. Para saber I, basta calcular el
interés sobre la cantidad de deuda que queda por amortizar, y a partir de ahi, restamos
para conseguir Ay. Es decir,



IlzD'i A1:C_11
12:D1'i AZZC_IZ

Ik:Dk—lli Ak:C_Ik.

Ejemplo. Supongamos que queremos comprar un coche que cuesta 18000 €. Para ello
nos conceden un préstamo a pagar anualmente mediante el Sistema Francés en 5 afios
con un interés del 12%.

Vamos a calcular cuél es la cuota fija que debemos pagar cada afio y qué parte de la
cuota se destina a pagar los intereses y cuél a amortizar la deuda en cada periodo. Para
ellos construimos la siguiente tabla:

D-i 18000 - 0,12
C = - = = 4993,38
1-a+p™  4__1
1,125
Afio Pago Interés Amortizacion Total pagado  Deuda pendiente

0 0 0 0 0 18000
1 4993,38 2160 2833,38 2833,38 15166,62
2 4993,38 1820 3173,38 6006,76 11993,24
3 4993,38 1439,19 3554,19 9560,95 8439,05
4 4993,38 1012,69 3980,69 13541,64 4458,36
5 4993,38 535 4458,38 18000 0

Tabla 7: Ejemplo Amortizacién Fracesa

Como podemos observar la parte que se destina a intereses va disminuyendo a medida
que aumenta la parte que se destina a amortizar la deuda.

Vamos a ver las ventajas y los inconvenientes que tiene este sistema para las entidades
bancarias. Es uno de los mas contratados en la actualidad, y en parte esto se debe a que
todas las cuotas son constantes. Pero tiene el gran inconveniente de que al pagar antes
mucho mas intereses que amortizacion, si tenemos un problema a la mitad del tiempo,
no habremos pagado la mitad del préstamo, la mayor parte de lo pagado hasta ese
momento seran intereses; y la deuda que le debemos al banco es aiin muy extensa. De
esta manera se beneficia a la entidad bancaria que se asegura el pago de los intereses de
manera mas rapida que si se utilizara otro sistema de amortizacion.

Ejercicio 1. Piensa qué ocurrird si la persona que debe la deuda (con un Sistema
Francés) decide pagar un gran pago en uno de los periodos para reducir drasticamente la
deuda. {Qué es mejor, que ese pago extra se produzca al principio o al final de los
periodos?



Ejercicio 2. Construye una tabla en Excell, como la de la imagen, que calcule la tabla
anterior directamente con solo cambiar los datos iniciales (deuda, periodos e interes).

-",l..:g‘.;\".‘.‘ H Ll ) = . - Tabla amortizacion Francesa - Microsoft Excel
SR
—/) Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista PDF
Colores = By - =i 1 Ancho: Automdtice ~ Lineas de la cuadricula | Encabezados
A Yy O @ BllE@
Fuentes ~ . . a|| Alto:  Automdtic - V| Ver V| Ver
Temas Margenes Orientacion Tamafio Areade  Saltos Fondo Imprimir =
- Efectos ~ - - - impresion= - titulos é] Escala: 100% Imprimir Imprimir
Temas Configurar pagina Ta || Ajustar drea de impresion "= Opciones de la hoja El
| A17 - fe |
A B C D E F G

Deuda, D 13000
Periodos, n 5
Interés, i 0,12

1
2
3
4
5 Cuota, C  4993,37517
6
7
8
9

Afio, k Pago,C  Interés, |_k Amortizacién, A_k  Total pagado, M_k Deuda pendiente, D_k
0 1] 0 0 0 18000
1 4993,37517 2160 2833,375175 2833,375175 15166,62483
10 2 4993,37517 1819,99498 3173,380196 6006,755371 11993,24463
11 3 4993,37517 1439,18936 3554,185819 9560,94119 8439,05881
12 4 4993,37517 1012,68706 3980,688118 13541,62931 4458,370692
13 5 4993,37517 535,004483 4458,370692 18000 1]

Figura 2: Tabla Excell de ejemplo Amortizacion Francesa

4. Conclusiones

En el disefio de las tareas se han tenido en cuenta tanto las caracteristicas del
talento matematico como las orientaciones metodoldgicas para la atencion de estos
estudiantes y consideramos que pueden ser interesantes para motivarlos y ayudarlos a
potenciar sus habilidades. Los alumnos con talento matematico forman un conjunto
heterogéneo, de modo que podriamos mejorar su atencion si disefiamos tareas
particularizadas a cada alumno, especialmente encaminadas a que satisfagan su interés
por las matematicas.

A su vez, contar con tareas de este tipo, puede suponer un recurso interesante
para que el profesorado atienda a la diversidad. Asi, con una planificacion previa de
tareas incluidas en la unidad didactica, se podria atender de manera eficiente a los
alumnos con talento sin desatender el resto de la clase, aprovechando su autonomia a la
hora de trabajar.

Por ultimo, hacer notar que al hacer el estudio vertical de todos los contenidos
del blogue de Numeros y Algebra del curriculo desde 1° de ESO hasta 2° de
Bachillerato, favorece la vision que el profesor asume del enriquecimiento, ayudandolo
a comprender mejor la profundizacién y no avanzar en contenidos de cursos superiores.
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