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Presentacion

La Didactica de la Matemaética, como préctica investigativa en Educacion Matematica, “se
ocupa de indagar metddica y sistematicamente sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las Matematicas” (Rico et al., 2002, p. 37)* y surge por la necesidad de entender, explicar
y solucionar los distintos problemas que ocurren en dichos procesos. Investigar en Educacion
Matematica no sélo supone resolver problemas de aprendizaje, debe entenderse que el
proceso va mas alla, englobando la problematica desde una perspectiva mas amplia en la que
ademas del estudiante, se involucra el profesor, los recursos, el contexto y muchos otros

aspectos sociales y psicoldgicos.

En este trabajo de tesis centramos nuestra atencion en el docente de matematicas y en los
libros de texto. Particularmente en el significado que ambos agentes expresan sobre el
concepto de derivada de una funcion en un punto. Como se detallara més adelante, las
dificultades puestas de manifiesto entorno a este concepto hacen que resulte importante
estudiar el significado que expresan al respecto y que, potencialmente discutiran y

construiran con los estudiantes en el aula.

El primer acercamiento con la tematica se tuvo durante el curso académico 2016/2017 con la
realizacion del Trabajo Fin de Master, para ese entonces se abordd un estudio con 37 futuros
docentes, cuyos resultados pusieron de manifiesto la existencia de significados parciales de
la derivada. Este primer contacto con el tema aumentd nuestro interés en él, pues se
identificaron aspectos que requerian de una mayor profundizacion y analisis. Ademas, con la
finalizacion de dicho trabajo se plantearon una serie de cuestiones abiertas que consideramos

oportuno abordar.

Por lo tanto, en esta tesis se pretende analizar el significado que dan docentes de 1° de
Bachillerato a la nocion de derivada, para compararlo con el que ponen de manifiesto
docentes en formacion. Asimismo, y dado el extendido uso del libro de texto como

herramienta de planificacion docente, analizamos también el significado de derivada que

! para citas y referencias hemos utilizado las normas APA en su séptima edicion (American Psychological
Association, 2020).



estos ponen de manifiesto, e intentamos identificar relaciones con lo que expresan los
docentes. De esta forma, el trabajo planteado para esta tesis lo componen tres estudios que
pueden entenderse por separado: uno con docentes en formacion, otro con docentes que ya

imparten lecciones y un tercero con libros de texto.

Con el objetivo de facilitar la lectura y presentacion de esta memoria, decidimos separar los
resultados de cada fase o estudio, organizando esta memoria en 8 capitulos. En el primer
capitulo, se describen las tres areas problematicas en las que se enmarca esta tesis: (a) la
derivada de una funcion en punto, con el foco en el docente; (b) el significado de un contenido
matematico escolar y (c) las tareas escolares propuestas en los libros de texto. Ademas, se
presentan algunos resultados que se han obtenido en otras investigaciones respecto a cada
una de ellas. El capitulo finaliza con el planteamiento de los objetivos propuestos.

En el segundo capitulo se describen los fundamentos teéricos empleados para el anélisis y la
interpretacion de los datos. Para ello describimos el Analisis Didactico, como elemento que
vertebra del marco teorico a utilizar. Posteriormente abordamos algunas ideas generales
sobre el significado desde la filosofia y psicologia, que ha tenido alguna influencia en la
nocion de significado de un contenido matematico escolar que adoptamos en esta tesis.
Adicionalmente, incorporamos algunos aspectos necesarios para profundizar en el analisis

de los razonamientos y las tareas escolares.

En el tercer capitulo, se presentan los aspectos metodolégicos para el desarrollo del trabajo.
En primer lugar, se plantea el disefio y alcance de la investigacion y, posteriormente, se
presentan las caracteristicas metodologicas de las tres fases desarrolladas a lo largo del
trabajo. Incluyendo en cada una: la muestra, la recogida de datos y el tipo de anélisis
desarrollado.

En el cuarto capitulo se exponen los resultados obtenidos tras la realizacion de la fase 1, un
estudio realizado con docentes en formacion. En el quinto, se detallan los resultados
obtenidos tras el analisis de las tareas propuestas en 5 libros de texto de 1° de Bachillerato
(fase 2). En el sexto capitulo se abordan los resultados de la fase 3, en el cual se trabajo con
docentes de matemaética de Andalucia. Y en el séptimo, se desarrolla una comparacion de los
resultados obtenidos en las tres fases.



Finalmente, el capitulo ocho recoge algunas conclusiones generales de cada fase, asi como
lo que constituiria el aporte del estudio en general. Asimismo, se plantean algunas

limitaciones y lo que podrian ser futuras lineas de investigacion.






CAPITULO 1

Planteamiento del problema

En este primer capitulo describimos el problema de investigacion, para lo que presentamos
primero el area de la Didactica de la Matematica en la que se ubica el trabajo; seguidamente
describimos la problematica y algunos de sus antecedentes; para finalmente, delimitar el

problema de investigacion presentando los objetivos propuestos para esta tesis.

1.1. Pensamiento Matematico Avanzado

En el afio 1985, dentro del grupo Psychology of Mathematics Education (PME), se conformo
un subgrupo de trabajo cuyo objetivo era profundizar en tematicas referentes al proceso
cognitivo que ocurre durante los procesos de ensefianza y aprendizaje del célculo
infinitesimal. Hasta ese momento las investigaciones en procesos cognitivos estaban
enfocadas en los errores y dificultades que manifestaba el alumnado, y principalmente en
temas de Educacion Primaria; sin embargo, con la creacion de este subgrupo, se inicia el
estudio de lo que llamaron el Pensamiento Matematico Avanzado (Azcérate y Camacho-
Machin, 2003).

Esta designacién ha generado ciertas interrogantes, particularmente, acerca de si el término
avanzado hace alusion a la matematica o al pensamiento (Azcarate y Camacho-Machin,
2003); ademas sobre lo que implica ser avanzado, pues suponer su existencia significa

admitir que también hay un pensamiento matematico elemental, pero ¢qué es elemental en
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matematica? (Edwards etal., 2005). Por ello algunos autores se han preocupado por

establecer algunos rasgos o caracteristicas para aclarar estos aspectos.

Azcarate y Camacho-Machin (2003) sefialan que hay una clara diferencia tanto en la
complejidad de los contenidos como en los procesos involucrados en uno u otro pensamiento,
destacando la abstraccion, definicidn, demostracion y formalizacién, como procesos que
cobran mayor sentido en las matematicas superiores. Ademas, comentan que, aunque estos
procesos pueden no ser exclusivos del Pensamiento Matematico Avanzado, el papel que
desempefian es distinto; pues en las matematicas elementales los objetos suelen describirse,
mientras que en las matematicas avanzadas las definiciones son necesarias para construir

algunas propiedades.

Lo anterior coincide con lo expuesto por Tall (1992) quien afirma que el paso a un
pensamiento matematico mas avanzado es una transicion dificil, pues se parte de una
posicion en la que los conceptos tienen una base intuitiva, fundada en la experiencia, a una
donde estos se especifican mediante definiciones formales y sus propiedades son
reconstruidas por medio de deducciones logicas. Entonces, ¢como se define el Pensamiento
Matematico Avanzado? Puede entenderse como aquel pensamiento que requiere de un
razonamiento deductivo y riguroso, el cual se emplea con nociones matematicas que no son

totalmente accesibles para nosotros a través de nuestros cinco sentidos (Edwards et al., 2005).

También Harel y Sowder (2005) argumentan que un pensamiento matematico puede
considerarse avanzado si implica al menos una de las siguientes tres condiciones, que lo

caractericen como un obstaculo epistemol6gico:

e Tener rastros en la historia de las matematicas

e Producir resultados adecuados en algunos contextos, pero que a Su vez provoque
conflicto en otros contextos diferentes.

e Y que al establecer un nuevo conocimiento esto no implique la ruptura del

conocimiento anterior.

El término avanzado, ya se refiera a la matematica o al pensamiento, desde ambas
perspectivas, la derivada forma parte del objeto de estudio de este campo de estudio, tanto

por ser parte de las matematicas superiores, como por los distintos obstaculos que su
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aprendizaje supone. En el siguiente apartado presentamos algunas dificultades que la
investigacion ha puesto de manifiesto entorno a esta nocion, asi como otros aspectos
involucrados en su proceso de ensefianza y aprendizaje, que constituyen la base del problema

de investigacion de esta tesis.

1.2. Area problematica

La investigacion relacionada con los contenidos matematicos estudiados en cursos de calculo
ha evidenciado la gran dificultad que estos suponen para el estudiantado (p. e. Fuentealba,
Badillo y Sanchez-Matamoros, 2019; Fuentealba, Badillo, S&nchez-Matamoros, et al., 2019;
Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019). Algunos investigadores consideran que parte de los
problemas para entender estos contenidos tiene que ver con la forma en la que se ensefan.
En términos generales, el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
especialmente cuando se trabajan conceptos de calculo, suele basarse en una manipulacion
carente de sentido, transformando o reduciendo las matematicas a reglas y algoritmos. Cabe
preguntarse ¢qué implicacion tiene esto para el significado que se le da a la matematica?
(Kilpatrick etal., 2005). Es decir, ;como se perciben y comprenden los contenidos

matematicos?

Precisamente, en este trabajo centramos nuestra atencion en el significado que se le da a la
derivada de una funcion en un punto. Nuestro interés en dicha nocion se debe a que es un
contenido fundamental para el estudio de matematicas superiores y esta es considerada un
desafio cognitivo debido a las multiples dificultades puestas de manifiesto (Fuentealba et al.,
2016).

Para entender y mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje, es necesario analizar los
elementos didacticos relacionados con estos procesos, asi como los agentes relacionados con
ellos. De todos los agentes que forman parte en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas —docente, estudiante, materiales utilizados, asi como las interacciones entre
ellos (Pepin y Haggarty, 2001) —, en este trabajo de tesis centramos la atencion en dos de

ellos: el docente y los libros de texto.



Capitulo 1

De este modo, las areas en las que se enmarca nuestro problema de investigacién son:

e Ladificultad para comprender la nocion de derivada, con foco en el docente.
e Elsignificado de los contenidos matematicos escolares.

e El papel de las tareas y libros de texto escolares.

A continuacion, presentamos brevemente estos elementos y, posteriormente mostramos
algunos antecedentes de cada uno de ellos, lo cual nos permite visualizar lo que se ha hecho

al respecto, para de este modo ampliar el panorama en cuanto a la problematica.

1.2.1. Dificultad para comprender la nocion de derivada

La baja comprension que tienen los estudiantes sobre los contenidos del célculo diferencial
preocupa a docentes e investigadores de distintas partes del mundo (Epstein, 2013). Los
estudios han mostrado que incluso aquellos estudiantes con buenas calificaciones manifiestan
una comprension débil de los topicos tratados en el curso. Esta dificultad ha generado
desmotivacion para seguir estudiando matematicas o carreras afines (Bressoud et al., 2013).
Loa anterior ha aumentado el interés en realizar investigaciones que abordan el conocimiento
sobre el célculo en el primer afio universitario, respecto a sus conceptos fundamentales:
limites, derivadas, series, integrales, entre otros (p. e. Bressoud et al., 2013; Jones, 2018;
Oehrtman, 2009; Roh, 2008; Sofranas et al., 2015).

Particularmente, la derivada es un concepto béasico y transversal en los curriculos
universitarios, ya que forma parte de la base de todos los cursos avanzados de matematicas.
Su relevancia esta relacionada con la amplia gama de problemas en cuya solucién se
involucra (Zengin, 2018). Sin embargo, su compresion resulta compleja, debido a las
diferentes perspectivas que puede adoptar dicho concepto (Sanchez-Matamoros, 2014).
Aunque la problematica no es nueva, sigue siendo un reto en la educacién matematica, y
generando preocupacion, dado el bajo rendimiento que se alcanza en los cursos de célculo
(Fuentealba et al., 2018).

La investigacion ha mostrado que una de las principales causas de estas dificultades tiene
que ver con una ensefianza algoritmica, en donde las reglas se conocen, pero no su significado

(Fuentealba et al., 2018). De esta forma, el alumnado es capaz de resolver problemas que
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involucren algoritmos o reglas de derivacion, pero presentan dificultades cuando tienen que
manejar y comprender el significado de derivada (Sanchez-Matamoros et al., 2008).
Asimismo, la forma de ensefianza ha provocado que incluso estudiantes sobresalientes tengan
una predileccidn por técnicas algebraicas, inclusive cuando estas son inapropiadas (Garcia-
Garcia y Dolores-Flores, 2019).

La problematica descrita ha sido abordada de distintas maneras: por un lado, algunos autores
se han enfocado especificamente en el proceso de ensefianza, tratando de validar
metodologias que promuevan y faciliten una mejor comprension de dicho concepto (p. e.,
Font, 2005; Maschietto, 2004). En otros casos, los investigadores han centrado su interés en
el profesorado, mostrando como estas dificultades de comprensién sobre la derivada no son
exclusivas del estudiante y que por el contrario se extienden a los docentes (p. e., Badillo
etal., 2011; Noh y Kang, 2007). Algunos autores sefialan que, por lo general, el profesorado
conoce los hechos, conceptos y procedimientos que ensefian, pero la comprension de la base
conceptual suele ser débil, lo que les dificulta aclarar ideas o, al igual que el alumnado,
manifiestan algunas dificultades para resolver problemas que involucran mas que calculos
rutinarios (Tatto y Senk, 2011); es decir, parece haber una mayor dificultad con aquello que

requiere de una verdadera comprension o significado de los contenidos.

Esto merece especial atencion, pues diversos estudios reconocen la relacion existente entre
la forma en la que los docentes conciben las matematicas y su capacidad para ensefiarlas
adecuadamente (Hill etal., 2007; Rivkin etal., 2005) lo cual se ha vinculado con el
desempefio de sus estudiantes (p. e., Byerley y Thompson, 2017; Hill et al., 2005; Rowan
et al., 2002). De ahi la importancia de trabajos en los que se aborde la comprension de las
matematicas por parte de docentes, pues nos permite, de alguna manera, explicar los logros
de los estudiantes, y asi tomar decisiones oportunas para promover un mejor aprendizaje
(Hine, 2015).

1.2.2. Significado de contenidos matematicos escolares

Con la intencion de abordar parte de la problematica dada entorno a la comprensién de la
derivada, en esta tesis nos centramos en los significados. Desde sus inicios, uno de los

intereses de la Didactica de la Matematica ha sido identificar el significado que el alumnado
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le atribuye a los distintos términos, conceptos y simbolos matematicos, asi como en la
construccion de dichos significados (Godino, 2018). De hecho, Balacheff (1990) afirma que
el significado es un tema central de la Didactica de la Matematica, manifestando que un
problema es una problemaética de investigacion en la ensefianza de la matematica, si esta

especificamente relacionado con el significado matematico de los estudiantes.

Ahora bien, el desarrollo historico de las matematicas y su funcionalidad ha hecho que su
utilidad se visualice en otras areas como la fisica o la ingenieria, limitando muchas veces la
ensefianza de la matematica a su “forma pura”, centrandose en una manipulacion de formulas
y reglas. Esto ha dado a entender que la matematica es “teoria”, considerando errbneamente
que damos significado a un concepto cuando escribimos su definicion (Kilpatrick et al.,
2005), como si las aplicaciones de la matematica fueran cosa de otra disciplina. Con esto no
queremos decir que se trate entonces de darle importancia Unicamente a las aplicaciones,
pues del mismo modo que la teoria no dota de significado un concepto, tampoco lo hacen
solo sus aplicaciones. Por ello, tanto las aplicaciones como las definiciones deben

involucrarse al construir el significado de las matematicas (Kilpatrick et al., 2005).

Thompson (2016) fundamenta que el significado se puede entender como algo personal,
tratdndose de aquello que viene a la mente del individuo al pensar en una idea o contenido
matematico; lo que interpreta y es capaz de hacer con ello. Tal como comentaremos mas
adelante, Thompson considera que el significado y la comprension estan estrechamente
relacionados. De hecho, define significado como las implicaciones que movilizan la
comprension. De esta forma, centrarse en los significados permite entender la forma en la
gue un concepto matematico es comprendido. Aunque, lo mejor es decir que tendremos una
idea del significado que ese concepto tiene para el individuo, pues el significado y sus
conexiones con otros significados, hacen que este sea sensible al contexto y al momento en

el que se utiliza (Thompson, 2016).

Byeler y Thompson (2017) sefialan que los significados pueden ser mas o menos productivos
(correctos, en términos valorativos), pero que siguen siendo significados, por lo que centrar
la atencidn en estos no consiste en estudiar si se dominan o no los hechos matematicos, sino
en como se entienden. Tal como destaca Thompson (2013), en educacion matematica,

atender a los significados no tiene relevancia si el fin ultimo es ensefiar procedimientos; pero
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si el objetivo es que se desarrollen conocimientos matematicos Uutiles, los significados se
vuelven primordiales. Ademas, Thompson (2013) considera que una de las razones del
fracaso en matematica puede estar relacionada con la falta de atencion sistematica y cultural
al significado y su coherencia; pues como sefialamos anteriormente existen significados
“erréneos”, que pueden generar un proceso de ensefianza y aprendizaje disfuncional de

significados.

Biehler (2005) destaca que los docentes son uno de los agentes mas importantes en la
construccion de significados; menciona que, si el docente posee significados ricos, estara en
mejores condiciones de ofrecer una educacion de calidad, mientras que si sus significados
son vagos esto lo conducira posiblemente a una ensefianza tradicional. De forma similar,
Thompson y Milner (2019) enfatizan en que los estudiantes se benefician cuando sus
docentes tienen significados ricos y coherentes con el resto de las ideas que ensefian. De ahi
la relevancia del significado que los contenidos matematicos tienen para el profesorado.
Ademas, existe evidencia empirica de que los significados matematicos del docente se
alinean con los de los estudiantes incluso en aquello que no se explicita (Thompson, 2013).
Pues los significados matematicos del profesorado constituyen las imagenes de las
matematicas que estos ensefian y que intentan que sus estudiantes tengan, por lo que de

alguna manera guian su instruccion; de ahi la importancia de estudiarlos (Thompson, 2013).

Pese a su relevancia, la investigacion sobre significados es poco usual; de hecho, hay escaso
conocimiento sobre el significado que los docentes de secundaria dan a los contenidos que
ensefian (Byeler y Thompson, 2017). Thompson (2016) indica que la mayoria de los estudios
suelen centrarse en el conocimiento y rendimiento del docente en distintos tépicos; sin
embargo, afirma que “el conocimiento matematico que mas importa para los maestros reside
en los significados matematicos que estos tienen” (p. 437). De ahi que los estudios deberian
centrarse en los significados, ya que entender los significados con los que operan los
docentes, nos permite descubrir fuentes importantes de decisiones y acciones que el docente
toma en la instruccion (Thompson, 2016). Asimismo, nos posiciona para poder ayudar a
mejorar la préctica, pues ayuda a construir puentes entre lo que el docente sabe, lo que ensefia

y de esta forma como lo aprende el estudiante (Thompson, 2013).
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1.2.3. El papel de las tareas y libros de texto

Al igual que los docentes, otro agente que tiene gran relevancia en la construccion de los
significados y la comprension es el libro de texto. Este ha ocupado un lugar importante en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica debido a su uso como material de
consulta, registro de actividades de los estudiantes, propuesta de ejercicios y problemas, asi
como por ser un organizador de los contenidos (Gonzélez y Sierra, 2004). De hecho, se ha
constatado que la mayoria de los docentes emplean los libros de texto como la principal
herramienta para planear sus clases, convirtiéndose asi en una fuente tanto de contenido como

de estilo pedagdgico (Pepin y Haggarty, 2001).

Aunqgue la mayoria de los libros son creados pensando en el estudiante, gran parte del uso
suele darselo el docente. Segun el Estudio del 2007 Trends in International Mathematics and
Science Study (TIMSS) solo un 6% de los docentes no utiliza libro de texto (Vicente et al.,
2018). Por lo que resulta importante estudiar y analizar el tipo de oportunidades de
aprendizaje que esta herramienta proporciona, asi como el significado de los contenidos
matematicos que ponen de manifiesto. Tal como lo comenta Howson (2005) los libros dan

un mensaje que suele ser escuchado en muchas aulas, por lo que su estudio es de gran valor.

Desde el punto de vista de la Educacion Matematica, el analisis de libros de texto es una linea
de investigacion que ha ido cobrando fuerza en los ultimos afios. Se considera que analizar
los libros de texto nos permite comprender la practica docente, asi como el proceso de
aprendizaje (Pepin y Haggarty, 2001). Su notorio crecimiento generdé que en el 10°
International Congress on Mathematical Education (ICME-10) se dedicara por primera vez
un grupo de discusion a los libros de texto y que posteriormente se contemplara también en
otras actividades académicas (Fan, 2013). Sin embargo, es una linea de investigacion
incipiente si se compara con otras areas de la Educacién Matematica.

Pepin (1997) sefiala que, para los docentes, una de las caracteristicas fundamentales de los
libros de texto es la calidad y diferenciacién de los ejercicios que en ellos se proponen, ya
que es mediante las tareas planteadas como se le brindan al alumnado oportunidades de
aprendizaje. De hecho, en Randahl (2012), tras analizar el uso que se le da a un libro de texto

de célculo, se concluye que este se percibe principalmente como fuente de tareas. Por lo
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tanto, un aspecto interesante para analizar en los libros de texto son precisamente las tareas

que alli se proponen.

La relacion entre el tipo de tarea que los estudiantes realizan cuando se les ensefia matematica
y la matematica que aprenden ha sido objeto de investigacion durante muchos afios (p. e.
Breen y O’Shea, 2010). Diversos estudios afirman que lo que los estudiantes aprenden esta
determinado en buena medida por las tareas que los docentes asignan (Sullivan et al., 2013).
Especificamente, las tareas transmiten mensajes sobre qué son las matematicas y qué implica
conocerlas; es decir, su significado. Ademas, se considera que es mediante las tareas que se
brinda realmente oportunidades de aprendizaje al alumnado (Anthony y Walshaw, 2009),
pues permiten desarrollar habilidades de razonamiento y pensamiento (Lee etal., 2016).
Incluso algunos autores piensan que, sobre cualquier otra accién en el aula, plantear tareas
que inviten al estudiante a pensar por si mismo es el principal estimulo para el aprendizaje
(Sullivan, Clarke y Clarke, 2013). De ahi que el disefio y seleccion de tareas resulte

fundamental para una ensefianza efectiva (Margolinas, 2014).

Dado que estos ejercicios determinan no solo la esencia de lo que los estudiantes aprenden,
sino la forma en la que piensan, desarrollan, usan y le dan sentido al contenido matematico
— qué es importante aprender y como hacerlo (Kessler et al., 2015) —, es queel andlisis de las
tareas resulta de gran interés. Su importancia se evidencia también en otros aspectos, por
ejemplo, en la reunién anual del International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME) de 2003 donde se identifico el disefio y uso de tareas como tema central de
los informes de investigacion. Ademas, en 2008, el International Congress on Mathematical
Education (ICME) organizé un grupo (TSG), llamado Investigacién y desarrollo en disefio y
andlisis de tareas; e incluso, en el 2007 la revista Journal of Mathematics Teacher Education

(JMTE) le dedic6 un nimero especial triple a esta tematica (volumen 10, nimeros 4-6).

1.3. Antecedentes

A continuacion, presentamos una sintesis de algunos trabajos que se han realizado sobre los
tres elementos mencionados. Dado que en algunos casos los trabajos sobre la tematica eran
numerosos, nos hemos centrado en las investigaciones mas recientes. La revision de la

literatura permite visualizar las distintas formas en las que se ha abordado la problematica en
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los Gltimos afios, dandonos luz sobre qué aspectos han sido menos abordados y cuales

merecen ser profundizados.

1.3.1. Estudios sobre derivadas

Existen multiples investigaciones desarrolladas entorno a la nocion de derivada. Una revision
de los ultimos trabajos realizados nos deja ver que existen al menos cuatro grandes lineas de

investigacion, como lo son:

e Trabajos centrados en la practica docente. Incluye las investigaciones cuyo objetivo
es analizar las oportunidades de aprendizaje que el docente brinda al alumnado, coémo
ensefia la nocion de derivada e incluso sus capacidades docentes para identificar
dificultades o el nivel de comprensidn de los estudiantes.

e Entornos de ensefianza y aprendizaje. Algunos trabajos centran su interés en las
potencialidades que los software y entornos dindmicos brindan en la comprension del
concepto de derivada, asi como a sus relaciones y propiedades.

e EIl conocimiento que se tiene de la derivada. Una importante cantidad de trabajos se
ha enfocado en qué y como entienden tanto estudiantes como docentes la nocion de
derivada, estudiando para ello: las expresiones que usan, las conexiones que
establecen o los razonamientos que manifiestan.

e Instrumentos para evaluar el conocimiento que se tiene respecto a la derivada.

Entre los que se centran en explicar y describir la practica docente, se encuentran Garcia et al.
(2012) quienes empleando la teoria de APOS (Action, Process, Object, and Schema)
analizaron: (a) como genera el docente oportunidades de aprendizaje y (b) cbmo modela la
construccion del conocimiento mediante el discurso y uso de sistemas de representacion al
ensefar derivadas. De forma similar, Park (2015) analiza el discurso de 3 docentes al ensefiar
la derivada en un punto y la funcion derivada. Los resultados muestran que la nocion se
introduce graficamente, mediante las rectas secantes, pero que no se hace conexion de esto
con la representacion simbolica. Destaca también la justificacion de propiedades mediante

ejemplos Unicos.
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Por otra parte, Sanchez-Matamoros et al. (2014, 2018) exploran las habilidades de los
docentes para identificar signos de comprension en las respuestas de los estudiantes a
problemas sobre la derivada, ademas de proponer acciones para la mejora; concluyen que los
docentes capaces de establecer vinculos entre los elementos matematicos y la comprension
plantean mejores actividades de instruccion. En esta misma linea, Moru etal. (2014)
estudiaron el conocimiento de dos docentes al analizar errores cometidos por el alumnado en
calculo diferencial, concluyendo que el analisis de errores es un proceso complejo que

manifiesta dificultad, por lo que debe enriquecerse en la formacion del profesorado.

Entre las investigaciones centradas en los entornos de ensefianza y aprendizaje estan Borji
et al. (2018) quienes utilizaron la teoria APOS-ACE (Action, Process, Object, and Schema -
Activities, Classroom discussion, and Exercises) para explorar la ensefianza y aprendizaje de
la derivada de estudiantes de primer afio universitario a través de un software. Asimismo,
Zengin (2018) explor6 como 33 docentes en formacién construyen la relacién entre
diferencial y derivada mediante GeoGebra?. Ambos trabajos concluyen que el entorno resulta

apropiado.

Ahora bien, en cuanto a la comprensién que se tiene sobre la derivada, en Dolores-Flores y
Garcia-Garcia (2017) y Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2019) se estudiaron las conexiones
que establecen estudiantes preuniversitarios al resolver problemas que relacionan una
funcién con su derivada. Los resultados sefialan el predominio de las conexiones de tipo
procedimental o entre representaciones; se pone de manifiesto que, incluso los estudiantes
sobresalientes tienen predileccion por las técnicas algebraicas, aunque estas sean

inapropiadas, lo cual les limita su comprension.

Fuentealba et al. (2016) utilizan la teoria APOS para analizar las respuestas dadas por
estudiantes a tareas que requieren un alto nivel de comprension del concepto de derivada,
concluyendo que la tematizacion de la derivada es dificil de lograr, considerandolo un
verdadero desafio cognitivo. Las respuestas dadas muestran una tendencia a précticas
algoritmicas y procedimientos mecénicos, los cuales no funcionan ante tareas que requieren
comprension; ademas, identifican que los estudiantes que tuvieron éxitos presentan como

aspecto comun la capacidad de establecer relaciones entre las derivadas sucesivas. En

2 Software de geometria dindmica. Pagina web: https://www.geogebra.org/
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Fuentealba, Badillo y Sdnchez-Matamoros (2019) se centraron en caracterizar el esquema de
derivada, mediante el andlisis a las respuestas dadas a una serie de tareas y por medio de un
andlisis cluster se identificaron 6 subniveles de desarrollo, donde los niveles mas elevados

requieren de un alto nivel de comprension.

Bajo este enfoque cognitivo, Ariza etal. (2015) caracterizaron la comprension de los
estudiantes sobre la funcién derivada y su relacion con los conceptos econdémicos, mediante
la descomposicion genética y los niveles de esquema intra, inter y trans. Su analisis permitio
identificar algunas dificultades y el poco sentido que son capaces de darle a la segunda

derivada.

Por otra parte, Park (2013) se centré en como hablan los estudiantes sobre la derivada. Para
ello estudio las respuestas dadas en entrevista a una serie de tareas, analizo las palabras
utilizadas y detectd que el alumnado no identifica la derivada en un punto como un nimero
ni la funcion derivada como una funcion. Wille (2019) se enfoca en el pensamiento
matematico de estudiantes preuniversitarios respecto a la derivada. Para ello analiza como
utilizan los signos, las relaciones que establecen y lo que dicen sobre estos. El autor sostiene
que los signos hacen el razonamiento observable y comunicable, y que de este modo se puede
reconstruir la linea de argumentacién del estudiante, obteniéndose informacion sobre cémo

entienden la derivada.

Centrados en la comprension y conocimiento, pero de los docentes, Pino-Fan et al. (2018)
profundizaron en el conocimiento didactico-matematico de los futuros docentes sobre
derivada desde la perspectiva de la semiética. Los trabajos resaltan las dificultades para
resolver las tareas relacionadas con la derivada, incluso aquellas que solo involucraban el
conocimiento comdn. Otros estudios, como Badillo et al. (2011), ampliaron las herramientas
ofrecidas por el modelo cognitivo APOS con la teoria de los registros semioticos de Duval y
el EOS (Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica) para
analizar la comprension de los maestros de los objetos macro y micro. Los autores sefialan la
relevancia del tema, enfatizando que, para tener un esquema coherente con el concepto de

derivada, es necesario coordinar estos macro objetos.
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Finalmente, y también interesados en la comprension, pero ahora en su forma de evaluarla o
medirla, Aydin y Ubuz (2014) disefiaron y validaron una prueba multidimensional para
evaluar el pensamiento matematico de los estudiantes sobre las derivadas. Tras una busqueda
en libros, investigaciones y examenes y tras considerar una coleccién de cerca de 200
preguntas (abiertas y cerradas) concretizaron una herramienta de 30 items de opcion mdltiple
en los que se abarcan 6 tipos de pensamiento (enactivo, iconico, algoritmico, algebraico,
formal y axiomatizo). De forma parecida, Pinto-Rojas y Parraguez (2017) disefiaron y
validaron un instrumento para evaluar la comprension de la derivada a nivel local. El disefio
se cred a partir de un estudio histérico y epistemoldgico de la derivada. Los resultados
muestran que es una herramienta viable para identificar la forma de pensar sobre la derivada,

la cual puede ser: sintético-geométrico, analitico-operacional o analitico estructural.

1.3.2. Estudios sobre significado

Pese a ser una tematica abordada desde hace ya algunos afios, la revision de la literatura nos
muestra que no hay muchos trabajos que aborden el significado que los contenidos
matematicos tienen para los estudiantes o docentes. De hecho, tal como dice Thompson
(2013) muchas investigaciones no abordan el significado incluso cuando dicen hacerlo, pues

ni siquiera plantean su postura ante el significado.

Lo que algunos trabajos abordan es el cdmo hacer que las matematicas tengan un mayor
significado o sentido para el alumnado. Por ejemplo, Khalloufi-Mouha y Smida (2012)
analizaron el impacto que tiene el uso de Cabri® al introducir la funcién trigonométrica de
forma que se pueda articular geometria con funciones. Justificando que esta articulacion
ayuda a que las matematicas cobren sentido. De forma similar, Jaworski (2015) indagdé en el
disefio de tareas como herramienta para promover la comprension conceptual sobre
funciones. Considerando el significado de las matematicas desde un enfoque sociocultural,
disefiaron e implementaron un mdédulo de ensefianza basada en tareas de indagacion y

trabajos en grupo.

Aunque pocos, existen algunos trabajos focalizados en los significados atribuidos a los

contenidos matematicos, es decir, como estos se entienden e interpretaran. Un ejemplo es

3 Software de geometria dindmica. Pagina web: https://cabri.com/es/
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Montiel et al. (2009) quienes utilizaron el Enfoque Ontosemiético (EOS) para identificar el
significado matematico que tiene para los estudiantes el transitar entre diferentes sistemas de
coordenadas, esto analizando las situaciones y acciones que los estudiantes logran relacionar.
Por su parte, Burns-Childers y Vidakovic (2017) realizaron un estudio con 30 estudiantes de
calculo en el que, mediante la teoria APOS analizan tanto el trabajo escrito como entrevistas
grupales, para explorar los significados personales que tienen sobre el vértice de una funcion,
asi como la comprensién sobre la derivada de una funcion cuadratica. Concluyendo que

existe una débil conexion entre ambas ideas.

Finalmente, es posible hallar algunas investigaciones mas cercanas a la linea de trabajo
desarrollada en esta tesis. Por ejemplo, Byerley y Thompson (2017) quienes aludiendo al
hecho de que se sabe poco sobre el significado que el profesorado de secundaria da a los
contenidos que ensefian, se enfoco en el significado que tiene para los docentes la idea de
tangente, medicion y tasa de cambio. Los resultados mostraron una débil comprensién de
contenidos y algunas ideas limitadas o erroneas. De hecho, los autores sugieren que la tasa
de cambio deberia ser un tema de desarrollo profesional especifico. lgualmente, en
Thompson y Milner (2019) examinaron los significados y formas de pensar de los docentes

sobre la nocion de funcién y su notacion.

También, Ferndndez-Plaza etal. (2013) analizaron el significado que dan estudiantes
universitarios al concepto de limite de una funcién en un punto, mientras que Martin-
Fernandez et al. (2016, 2019) caracterizaron el significado que tienen la nocién de seno y
coseno para estudiantes de secundaria. Estos Ultimos tres trabajos emplearon la misma linea
de trabajo que seguimos en esta tesis, considerando una terna semantica compuesta de
distintos aspectos y elementos que caracterizan el significado. Los autores aseguran que este
tipo de andlisis permite valorar la comprension, asi como apreciar los distintos significados

con los que operan el alumnado.

1.3.3. Estudios sobre tareas y libros de texto

Los trabajos sobre libros de texto analizan, entre otras cosas, alguno de los siguientes

aspectos (Fan, 2013; Pepin y Haggarty, 2001):
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e Presentacion de los temas y de los contenidos matematicos.
e Laintencion pedagogica de los libros.
e Comparacion entre libros.

¢ Influencia social y politica en la elaboracion de los libros

En la primera categoria se hallan trabajos como el de Alkhateeb (2019) quien estudié de
forma general el lenguaje que se emplea en los libros de texto de octavo grado. Su analisis
muestra que los libros suelen exhibir una imagen absoluta y simbdlica de las matematicas,
donde el estudiante se limita a ejecutar ordenes en lugar de tomar un papel de pensador o
resolutor de problemas. El autor comenta que estas pueden resultar ser una limitacién en el

aprendizaje de las matematicas.

Este tipo de analisis también se ha desarrollado para el tema de derivadas. Por ejemplo, Park
(2016) considero 3 libros de texto de Estados Unidos y analizé el discurso de estos al
construir la nocion derivada. Usé el enfoque de Sfard, el cual se centra en el uso de las
palabras y mediadores visuales. El autor detecta ciertas inconsistencias entre los objetos y las
relaciones, con los mediadores visuales que se presentan. Ademas, destaca el hecho de que
la derivada en un punto y la funcion derivada son objetos que se presentan casi de manera
idéntica, lo cual puede generar confusiones. Almeida y Silva (2018) concluyen algo similar
al realizar un analisis semiético del capitulo introductorio a las derivadas en un libro
universitario. Su intencion era estudiar como se presentan y conectan los signos en el libro
de texto. En sus conclusiones recalcan el potencial del libro para conceptualizar la derivada,
aungue sefialan que en algunos casos podria resultar ser una dificultad, pues no ayuda a

clarificar la diferencia entre la derivada en un punto y la funcién derivada.

También se hallan trabajos centrados en otros contenidos, como el de Gonzélez-Martin et al.
(2013) quienes analizan cémo se introduce el tema de los nimeros reales en una muestra de
libros brasilefios, prestando especial atencion a como se propone que el contenido debe ser
ensefiado. O bien, Wang et al. (2017) que analizaron y compararon el nivel de comprension

con el que se aborda la funcidn lineal en libros de texto de Estados Unidos y Shangai.

Un aspecto bastante interesante que abordan numerosos trabajos sobre libros de texto tiene
que ver con el tipo de tareas que se plantean y la demanda cognitiva que requieren. Algunos

lo hacen en general, sin centrarse en un contenido especifico, como es el caso de Hadar y
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Ruby (2019) quienes se centraron en las oportunidades que brindan los libros de texto por
medio del tipo de demanda y nivel de comprensidn que se requiere en cada tarea. O bien
enfocados en algun tdpico particular, como es el caso de Tran y Tarr (2018) quienes
analizaron la demanda cognitiva de las tareas de datos bivariados en una serie de libros. Para
ello identificaron la componente de investigacion involucrada en la tarea, el nivel de
sofisticacion y la demanda. Otro ejemplo es el de Ramos y Casas (2018) que estudiaron la
coherencia entre la demanda cognitiva de los estandares escolares y las tareas de los libros

de texto para el tema de algebra, encontrando que realmente no estan alineados.

Especificamente para temas relacionados con el célculo, Bhaird et al. (2016), preocupados
por el hecho de que el alumnado puede aprobar la asignatura de célculo a través de la
manipulacion simbdlica y manejo de procedimientos sin tener una verdadera comprension
conceptual, analizaron las oportunidades de razonamiento creativo que se brindan en las
evaluaciones (tareas y exdmenes) a estudiantes de primer afio universitario. Los resultados
muestran que las tareas analizadas requieren principalmente de un razonamiento algoritmico,
aunque se distinguen diferencias entre las oportunidades que se brindan en cursos
especializados y los que no lo son. De forma parecida, Bergwall y Hemmi (2017) se
enfocaron en las oportunidades de aprendizaje sobre el razonamiento relacionado con la

prueba en célculo integral.

Existen otro tipo de estudios sobre libros de texto en calculo; por ejemplo, Chang et al. (2016)
analizaron la coordinacion de representaciones multiples en un libro de calculo, mostrando
que esta coordinacion esta presente antes y después del estudio de los distintos temas. Aunque
se evidencia una tendencia a trabajar las funciones de forma mas conceptual y algebraica y
no tanto geométrica. Otro enfoque de trabajo puede ser el uso que le dan estudiantes de
ingenieria a un libro de calculo, detectando que su uso es bastante limitado, percibiendose

principalmente como fuente de tareas (Randahl, 2012).

Finalmente, se encuentran pocos, pero algunos, estudios centrados en el significado de
contenidos matematicos que transmiten los libros de texto; un caso es el de Balcaza et al.
(2017) quienes analizan cémo se desarrolla la nocion de optimizacidn en tres libros de texto
de bachillerato con el fin de detectar el significado que se pretende abordar en el aula, asi

como las dificultades que se pueden encontrar en torno a este concepto. Por otra parte, en
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Contreras et al. (2012) se analizan los distintos significados que configuran la ensefianza del

limite. Ambas investigaciones abordadas desde el Enfoque Ontosemiotico.

1.4. Delimitacion del problema

La gran cantidad de trabajos desarrollados sobre la nocion de derivada pone de manifiesto la
relevancia que este topico tiene para la comunidad cientifica. Asimismo, la dificultad que
supone tanto para estudiantes, como para los docentes evidencia la necesidad de seguir
profundizando en la tematica. La revision de la literatura nos permite observar que el trabajo
centrado en el profesorado ha sido mucho menor, por lo que la investigacion en esa linea
parece acertada. En nuestro caso nos enfocaremos en el significado que la nocion de derivada
tiene para los docentes, pues como mencionamos, mas importante que el conocimiento es el
significado con el que operan los docentes, lo cual ayuda a entender mejor el proceso de

ensefianza y aprendizaje (Thompson, 2013).

Ahora bien, el estudio del significado requiere de una teoria y modelo Util que permita su
analisis (Thompson, 2016). En nuestro caso, utilizaremos el marco desarrollado por Rico
(2012) y colaboradores en el que se considera que el significado de un contenido matematico
escolar contempla tres componentes: la organizacion de su estructura conceptual, los
sistemas de representacion con los que se expresa, Yy los sentidos con los que se interpreta y
sus modos de usarlo o aplicarlo. De esta forma, comprender el significado de un concepto
implica “conocer su definicién, representarlo, mostrar sus operaciones, relaciones y
propiedades, sus modos de uso, interpretacion y aplicacion a la resolucion de problemas”
(Rico, 2016, p. 94). Esta perspectiva nos permitird analizar como entienden y utilizan los

docentes la derivada.

La revision de la literatura nos mostraba que de alguna forma se han abordado aspectos de la
estructura conceptual (conceptos, relaciones y razonamiento) y un poco sobre el manejo y
uso de signos y la notacion. Ademas, se pudo apreciar que algunas de las investigaciones que
dicen abordar el significado en realidad se enfocan en el sentido que las matematicas tienen
para el alumnado; pero son pocos los trabajos que abordan de forma conjunta los tres

componentes: el sentido, los sistemas de representacion y los aspectos conceptuales.
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De esta forma, damos continuidad a una linea de trabajo desarrollada por otros investigadores
(p. e., Castro-Rodriguez et al., 2016; Fernandez-Plaza et al., 2013; Martin-Fernandez et al.,
2016, 2019) los cuales han obtenido resultados importantes sobre las concepciones de
estudiantes respecto a otros conceptos matematicos escolares. En nuestro caso, consideramos
de interés centrar el estudio en los docentes ya que, ademas de avanzar en los trabajos
mencionados, existen pocas investigaciones en el campo de la Didactica del Analisis

Matematico, cuyo objeto de estudio sea el docente (Azcéarate et al., 2015).

Ademas, dada la relevancia de las tareas escolares, creemos que los docentes deben ser
capaces de plantear tareas que promuevan un aprendizaje oportuno de sus estudiantes (Lee
et al., 2016). Ademas, tanto el disefio como la seleccion de tareas esté influenciada por las
metas del docente, asi como por su conocimiento y creencias sobre las matematicas (Sullivan
et al., 2013). Por ello, creemos que analizar tareas sobre la derivada propuestas por los

docentes puede sernos Util para aproximarnos a su forma de entender la derivada.

Finalmente, debido a la importancia y uso que los docentes dan a los libros de texto, resulta
oportuno incluir el analisis de las tareas propuestas por los libros de texto, como agente
importante en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Los trabajos sobre libros de
texto se han centrado fundamentalmente en la demanda cognitiva de las tareas, no hallamos
ninguna investigacion que pretendiera inferir el significado que se pone de manifiesto; pues
aquellos que han abordado el significado no lo han hecho desde las tareas. Por lo que nos
parece relevante analizar el significado que se manifiesta en los libros de texto a través de las

tareas propuestas.

1.3.1. Objetivos de la investigacion

La problematica presentada y la revision de la literatura, nos lleva a plantearnos una serie de
preguntas, como, por ejemplo: ¢Cual es el significado para los docentes en activo del
concepto de derivada? ¢guarda semejanza con el significado que manifiestan los docentes en
formacion? ¢Cambia? ¢Evoluciona? ¢Es posible establecer uno o varios perfiles del
significado de la derivada segun la concepcién que tienen los docentes respecto al tema?
Asimismo, dado el extendido uso de los libros de texto en el proceso de ensefianza nos

planteamos ¢ Qué significado de derivada se pone de manifiesto en los libros de texto? ¢ Existe
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alguna relacion entre el significado de derivada que expresan los docentes con el que

manifiestan los distintos libros de texto?

Para responder a estas preguntas, el trabajo a desarrollar en esta tesis tiene como objetivo

general:

OG. Analizar el significado que tiene el concepto de derivada para los profesores de
matematicas de 1° de bachillerato.

Asimismo, nos planteamos como objetivos especificos los siguientes:

OE1L. Describir el significado que atribuyen los futuros profesores al concepto de
derivada de una funcion en un punto.

OE2. Estudiar el significado de derivada que transmiten los libros de texto de 1° de
bachillerato.

OE3. Describir el significado que tiene el concepto de derivada para los profesores
de 1° de bachillerato.

OE4. Determinar, si existe, la relacion entre el significado de la derivada puesto de
manifiesto por los profesores en formacion y los profesores en activo.

OE5. Determinar la relacion entre los significados puestos de manifiesto por los
profesores y los libros de texto de 1° de bachillerato.
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CAPITULO 2

Fundamentacion tedrica

En este capitulo describimos el marco conceptual en el cual se fundamenta la tesis doctoral.
Como hemos manifestado en el planteamiento del problema y concretado en los objetivos, la
tesis se centra en el significado dado a la derivada de una funcion en un punto. Por lo tanto,
la nocion de significado es el elemento base de este marco teorico, que, en Educacion
Matematica, ha sido abordada desde diversas perspectivas, lo cual ampliaremos mas

adelante.

Nuestro punto de vista se realiza desde un enfoque curricular, entendiendo por curriculo
cualquier actividad a planificar e implementar en un programa de formacién. Esta actividad
especifica principios ideoldgicos, pedagogicos y psicopedagogicos para canalizar a
diferentes niveles de concrecién, que van desde el sistema educativo general hasta las

practicas docentes en un aula (Rico y Ruiz-Hidalgo, 2018).

El curriculo de matematicas responde a las cuestiones: ¢qué es el conocimiento?, ;qué es el
aprendizaje?, ;qué es la ensefianza? y ¢en qué consisten los logros de aprendizaje? Estas
preguntas generan las dimensiones organizativas del curriculo: cultural/conceptual,

cognitiva, ética/normativa y social (ver figura 2.1).

25



Capitulo 2

Cultural/Conceptual

Social
Cognitiva

Etica/Normativa

Figura 2.1. Dimensiones del curriculo (fuente Rico, 1997, p. 28)

Estas dimensiones, a su vez, se pueden organizar en categorias (u organizadores) que, con
sus respectivos componentes, proporcionan un sistema de clasificacion para identificar los
elementos que delimitan el contenido didactico atendiendo a las dimensiones curriculares;

permitiendo ademas analizar y sintetizar dicho contenido (Rico y Ruiz-Hidalgo 2018).

El instrumento elegido para el andlisis del contenido didactico, que contempla las
dimensiones, organizadores y componentes dentro del marco curricular, es el analisis
didactico. Es, por tanto, el andlisis didactico el elemento vertebral de nuestro marco tedrico.
Asi, organizamos este capitulo en 5 apartados, de lo mas general a lo mas particular:
comenzamos con el andlisis didactico, como marco general, dentro del cual se sitda la nocion
de significado de un contenido matematico escolar que utilizaremos. Posteriormente
destacamos aspectos filosoficos, psicol6gicos y, por supuesto, curriculares, que tienen
influencia en la idea de significado. En el tercer apartado nos centramos en el significado
dentro de la de educacién matematica y es ahi donde describimos lo que entendemos por

significado de un contenido matematico escolar.

A uno de los elementos que conforman nuestra consideracion de significado, los
razonamientos y la argumentacion matematica, le dedicamos un apartado adicional dada su
relevancia para aproximarnos a la forma de entender un contenido matematico, la manera en
la que este se percibe y comprende. Finalmente, aportamos una base tedrica para las tareas
escolares en los libros de texto, ya que han sido uno de los elementos que ha permitido

analizar los significados.
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2.1. Analisis didactico

Tal como mencionamos, el marco general que utilizaremos para el analisis e interpretacion
de los datos sera el desarrollado por Rico etal. (2013) y Rico y Moreno (2016) que se
denomina Andlisis Didactico. Se trata de un método de investigacién en educacién
matematica que se fundamenta en la historia, en la matematica, en la filosofia del
conocimiento y en otras disciplinas cientificas. El analisis didactico se centra en analizar
textos, relatos, normas, juicios, argumentos, entre otros; vinculados con la actividad
educativa en matematicas y tiene como proposito “establecer los significados de los
conceptos y aprehender la intencionalidad educativa del discurso en matematicas” (Rico y
Fernandez-Cano, 2013, p. 16).

El andlisis did4ctico se estructura, atendiendo a las dimensiones curriculares mencionadas
(figura 2.1) segun cuatro fases con objeto de estudio distinto, tal como se aprecia en la figura
2.2. Estas fases no tienen por qué ejecutarse de manera ordenada ni completa, sino que
atenderan a las componentes que consideremos y la dimension a la que correspondan. Cada
una de las fases se caracteriza por el objeto que tiene como foco, pero se sirve de las mismas
herramientas metodoldgicas: el andlisis de contenido y el analisis conceptual. En el caso de
esta memoria, se ha utilizado como herramienta metodoldgica el analisis de contenido, el

cual se describe en el capitulo 3 (apartado 3.3.4., pagina 62).

Cultural/conceptual
(Anilisis de significados)

Social

. . Cognitiva
{Anilisis de evaluacidn)

(Anilisis cognitivo)

Etica/formativa
(Anilisis de instruccion)

Figura 2.2. Relacion del Analisis Didactico con cada una de las dimensiones del curriculo

27



Capitulo 2

La fase cuyo objeto son los elementos culturales/conceptuales se denomina analisis de
significados (Rico y Moreno, 2016). Estos objetos se concretan en contenidos matematicos
escolares y, como el nombre indica, este analisis pretende describir las ideas esenciales que
componen el significado de dichos contenidos. Se estructura alrededor de tres organizadores
que son: la estructura conceptual, los sistemas de representacion y, los sentidos y los modos
de uso. Las componentes de cada uno de los organizadores se describen en el apartado 2.3.1.

denominado significado de un contenido matematico escolar (pagina 37).

Cuando los objetos son de la dimension cognitiva, es decir, son referidos a aspectos de
aprendizaje de los estudiantes, hablamos de analisis cognitivo. Este se organiza en tres
categorias: expectativas de aprendizaje, limitaciones para el aprendizaje y oportunidades para
el aprendizaje.

La dimension ética/formativa tiene prioridad en el analisis de instruccion, donde el foco se
pone sobre la planificacion e implementacion de la ensefianza de las matematicas. Sus
organizadores son las tareas y secuencias de tareas, la organizacién del trabajo en el aula, y

los materiales y recursos didacticos.

La ultima fase, el analisis de evaluacion, tienen como objeto los elementos de la dimension
social, esto es, como los aprendizajes logrados y la toma de decisiones. Se organiza también
en tres categorias: las modalidades y disefio de la evaluacién, la intervencién y la toma de

decisiones y los indicadores de calidad en ensefianza (Rico y Moreno, 2016).

2.2. La nocion de significado desde diversas perspectivas

La idea de significado no solo ha sido de interés para la Didactica de la Matematica, por lo
que esta ha sido abordada desde distintas disciplinas, entre ellas la filosofia y la psicologia,
ambas con alguna influencia en la educacion matemaética. Por ello, antes de centrarnos en la
nocién del significado que utilizaremos, presentamos algunas ideas del significado desde la
filosofia, posteriormente ciertas aproximaciones desde la psicologia, y finalmente algunos

aspectos relevantes sobre la naturaleza de la matematica.

28



Fundamentacion tedrica

2.2.1. El significado desde la filosofia

Desde sus inicios, la filosofia se ha interesado en el lenguaje como portador de significados,
considerandose que los rasgos del lenguaje arrojan luz sobre la estructura de la mente
(Putnam, 1975). El interés puesto en el lenguaje, sus signos y expresiones ha motivado su

estudio desde tres dimensiones:

e Sintactica: estructura de las expresiones, normas y reglas mediante las cuales se
formulan.
e Semantica: relacion entre las expresiones, describiendo distintos significados dados.

e Pragmatica: uso que los hablantes le dan a los signos y al lenguaje.

Nuestro interés esta en la dimension semantica, aunque como se detalla mas adelante también
se filtran algunas ideas de la pragmaética. Dentro de la dimension seméantica se hallan distintos
filésofos y teorias; entre ellos Frege, quien es considerado pionero en sentar las bases para
una teoria del significado. Para él, mas que las palabras en si mismas, lo importante son los
pensamientos que se expresan con ellas (Dummett, 1999). Su vision del significado se

fundamento en las inferencias matematicas y sus valores de verdad.

Frege (1892), intentando clarificar la esta idea, introdujo la nocidn de sentido y referencia.
Para él cada signo o simbolo tiene un sentido y puede a su vez denotar una referencia,

entendiendo estos elementos de la siguiente manera:

e Referencia: objetos o conjuntos de ellos que determinan los valores de verdad de una
expresion (lo denotado).
e Sentido: modo en que un signo designa la referencia, lo cual permite discriminar entre

diferentes modos de uso de un signo.

Tal como afirma Putnam (1975), los sentidos provocan que un mismo término tenga distintos
significados, el autor lo compara con colocar subindices a un término convirtiéndolo
practicamente en otra palabra. Por ejemplo, el vocablo “rayo”, segin el sentido en el que se
use, puede significar una descarga de electricidad, pero en un sentido matematico tendria un

significado completamente distinto.
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El autor subraya ademas que los significados deben ser entendidos mas alla de su referencia
y valores de verdad (Putnam, 1975); tomando como ejemplo las expresiones “criaturas con
corazén” y “criaturas con rifiones”, sefiala que dos o0 mas expresiones pueden tener el mismo
conjunto de referencia, pero no necesariamente el mismo significado. Enfatiza también en
que, aunque dos términos pueden tener la misma referencia y diferir en su sentido; no es
posible que ocurra lo contrario. Otro aspecto interesante, es que no toda palabra o expresion
tiene referencia; por ejemplo, la expresion “el Gltimo nimero primo” tiene sentido, pero no

referencia.

Del mismo modo, Frege admitié que los significados de las palabras del lenguaje natural
frecuentemente contienen mas que sus propios sentidos. Las palabras pueden diferir en
significado, aunque coincidir en su sentido, por ejemplo, las expresiones “esta muerto” y “ha
pasado a mejor vida”, tienen el mismo sentido, pero difieren en su adecuacion a diferentes
contextos (Dummett, 1999). Por lo tanto, el significado no puede extraerse solo de su

referencia o su sentido.

Otros autores que abordaron el significado mediante teorias referenciales (considerando la
referencia) fueron Ogden y Richards (1923); ellos integraron tanto enfoques semanticos
como psicolégicos e introdujeron el famoso tridngulo semantico (ver figura 2.3), en donde
se contempla que toda expresion se compone de: un simbolo, una idea o pensamiento y un
referente. Destacando que no tiene por qué haber una relacion directa entre el simbolo y el

referente, como se puede observar en la figura 2.3.

Pensamiento
(idea mental)

Simbolo Referente
{palabra, signo, ...) (objeto, situacion, ...)

Figura 2.3. Triangulo semantico propuesto por Ogden y Richards (1923)
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Por otra parte, desde la dimension pragmaética, Wittgenstein (1953), quien ha sido muy
influyente en la teoria del significado, consideraba que una palabra tiene cierto significado
porque se refiere a una determinada entidad; sin embargo, posteriormente critica esta postura
referencial, planteando que el significado de una palabra debe explicarse mediante una
descripcién de su uso. Enfatiza que las palabras no pueden ser una “imagen” del mundo real,

pues sirven también para describir situaciones ficticias.

2.2.2. El significado desde la psicologia

Tal como sefiala Bruner (1990) “el concepto fundamental de la psicologia humana es el de
significado, asi como los procesos y transacciones que se dan en la construccién de los
significados” (p. 47). Muchos psicélogos se han interesado particularmente en las
matematicas debido al pensamiento abstracto que se involucra. Pese al interés mostrado por
distintos profesionales “10 que entendemos por ‘comprension'y 'significado’ esta lejos de ser
obvio o claro, a pesar de ser dos términos centrales en toda discusion sobre el aprendizaje y

la ensefianza de las matematicas en cualquier nivel" (Pimm, 1995, p. 3).

Uno de los pilares en la psicologia de las matematicas es Piaget. Para él, los significados se
derivan de la asimilacién de los objetos a los esquemas del sujeto; como resultado, toda
asimilacion genera significado (Piaget y Garcia, 1991). Asimismo, destaca que ningun
significado esta aislado, pues este se vincula a su vez con muchos otros. Piaget no solo se
centrd en los significados de las declaraciones, pues afirmaba que las acciones y objetos
también tienen un significado; ademas, considera que conocer el significado de un objeto no

es copiarlo, sino saber actual sobre él (Piaget, 1970).

Esta vision Piagetiana ha sido considerada por Thompson (2013, 2016), quien ha trabajado
el significado en Educacion Matematica. Su nocion de significado contempla la idea de
Dewey (1910, 1933) para quien el significado y la comprensién son sinénimos, y que el
pensamiento es el mecanismo que permite construir y refinar esos significados. Ademas,
considera que comprender es asimilar y asimilar un objeto es darle uno o varios significados

(construir un esquema).

Thompson incluye también la idea de Grice (1957) en la que el significado es “eso que se

quiere transmitir, lo que se quiere decir’. Bajo esta perspectiva los significados son subjetivos
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y existen en las mentes de las personas, refiriéndose a lo que estas producen e interpretan
sobre algo. Para Thompson (2016) el significado constituye el marco sobre el cual operan los
individuos, asi, el significado de una persona en una situacion es lo que viene a la mente

inmediatamente al enfrentarse a ella.

Pese a entender el significado y la comprension como sinénimos, Thompson y Harel
distinguen cuatro tipos o formas de comprension (ver Thompson et al., 2014), en las que se

diferencia entre:

e Comprension (understanding): estado cognitivo resultado de una asimilacion nueva,
puede entenderse como lo que un individuo entiende en el momento que integra
nuevo conocimiento a su esquema.

e Comprension estable: estado cognitivo resultado de la asimilacion de un objeto a un
esquema (comprension en el tiempo).

e Significado: implicaciones que ocurren en el momento de la comprension.

e Significado estable: implicaciones existentes al haber asimilado un objeto a un
esquema. Es la forma de entender. Son las implicaciones que movilizan la

comprension.

2.2.3. Naturaleza dual del conocimiento matematico

Por otra parte, algunos didactas se han preocupado por entender y caracterizar la naturaleza
de las matematicas desde una perspectiva cognitiva, apoyados también en algunas teorias del
aprendizaje (Castro et al., 2016). Esta vision amplia la perspectiva sobre los significados
matematicos, por lo cual creemos oportuno abordarla brevemente. Al igual que Sfard (1992),
quien destaco la naturaleza dual de los conceptos matematicos: objeto y proceso, otros
autores distinguen también al menos dos campos: el conceptual y el procedimental, los cuales

detallamos a continuacion.

Algunos psicologos han reconocido la naturaleza dual de las matematicas; por ejemplo,
Piaget (1978) distingui6 entre comprension conceptual y accion exitosa, mientras Anderson
(1983) diferenci¢ entre conocimiento declarativo y procedimental. Propiamente en educacion

matematica, se han utilizado términos como habilidad o comprension conceptual y
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procedimental, siendo el foco de discusion a cual de los dos aspectos debe otorgérsele mayor

énfasis o importancia en la ensefianza (Hiebert y Lefevre, 1986).

Distinguir lo conceptual de lo procedimental resulta apropiado y til para comprender la
adquisicion del conocimiento matematico, ademas de facilitar una mejor interpretacion del
proceso de éxito o fracaso del alumnado; sin embargo, sus limites son complejos de
determinar (Hiebert y Lefevre, 1986). Pese a que no hay un conceso sobre como definir estos
conocimientos o campos, ni tampoco sobre coémo medirlos, una de las caracterizaciones mas
reconocidas y utilizadas en el area es la que proporcionan Hiebert y Lefevre (1986) (Castro

et al., 2016). Para ellos la matematica se compone de:

e Conocimiento conceptual: incluye el saber qué y el porqué. Se caracteriza por ser rico
en relaciones, una red de conocimientos, donde las relaciones unen hechos y
proposiciones. No es aislado. Las conexiones que se establecen en esta red se pueden
distinguir a dos niveles: (a) unas a nivel mas primario, realizadas en contextos
especificos; y (b) un segundo nivel méas reflexivo, donde se libera la relacion del
contexto, siendo més abstracto.

e Conocimiento procedimental: es un conocimiento mas automatizado, distinguen
también dos componentes: (a) el manejo del lenguaje formal y la representacion

simbolica (sin necesariamente entender su significado); y (b) algoritmos y reglas.

En ese sentido, Star (2007) considera que el conocimiento procedimental no es tan superficial
como lo suponen Hiebert y Lefevre (1986), planteando la existencia de un conocimiento
procedimental mas profundo. Algunos autores apoyan esta nocién, destacando que la
simplicidad de lo procedimental ha sido consecuencia de la ensefianza brindada; enfatizando
ademas que el procedimental profundo solo puede alcanzarse a través de un conocimiento

conceptual profundo (Baroody et al., 2007).

Otros autores que han abordado la naturaleza de la matematica desde una perspectiva

psicoldgica son Onrubia et al. (1990), para quienes comprender las matematicas debe incluir:

e Conocimiento declarativo: hechos conceptos, sistemas conceptuales y principios de

caracter matematico. Reconociendo que en matematica los conceptos van mas alla de
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su definicion. A este conocimiento agregan el conocer el lenguaje y notaciones
empleadas para expresar los conceptos.

e Conocimiento procedimental: entendido como la aplicacion de secuencias de
acciones y operaciones. El saber hacer. Destacan la existencia de dos tipos de
procedimientos: algoritmos (repeticion) y los heuristicos (toma de decisiones).

e Conocimiento condicional: numerosos estudios (p. e. Schoenfeld, 1987) demuestran
que tener conocimiento conceptual y procedimental no garantiza saberlos usar en el
momento oportuno. Por ello los autores consideran este un elemento fundamental: la
aplicacion intencional y consciente del conocimiento procedimental y declarativo.

e Aspectos afectivos, relacionales y motivacionales: aprender matematica supone el

desarrollo de cierta disposicion hacia las matematicas

Al respecto, Kilpatrick et al. (2001), aunque no hacen alusion al conocimiento condicional,
consideran que el aspecto procedimental va mas alla de los algoritmos, incluyendo el
conocimiento para resolver problemas; es decir, el saber cudndo y como usar el

conocimiento.

Ya sea que se contemplen dos 0 més campos de la matemaética, durante afios se ha debatido
sobre qué conocimiento tiene mas relevancia o incluso el orden en el que estos deben
presentarse al estudiantado. Hoy se sabe que ambos son importantes y que no hay un orden
especifico para su ensefianza. Lo importante es entenderlos como un continuo que se

complementa (Castro et al., 2016).

2.3. Significado en Educacion Matematica

En Educacion Matematica, la introduccion del significado tuvo sus inicios en 1960
(Skovmose, 2005). Al principio la discusion sobre el significado se relacionaba con el hecho
de si comprender las conexiones detras de un algoritmo enriquecia el significado que dicho

concepto tenia para el estudiante.

Desde entonces, para el estudio del significado en la educacién matematica se han empleado
distintas perspectivas, esto debido a la complejidad de los objetos matematicos. Algunos

autores han empleado, al igual que en la filosofia, ternas seméanticas. Por ejemplo, Vergnaud
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(2009, 2013) quien, siendo un estudiante de Piaget, se enfoco en la didactica de la matemaética
y propuso que una definicion matematica incluye no solo las propiedades invariantes que
caracterizan a la nocion (esquemas), sino también las situaciones y representaciones

asociadas.

De forma similar Steinbring (1997, 2006) considera que la terna del significado se compone
de la siguiente manera: simbolo, concepto y objeto o referencia. Para el autor las relaciones
entre los elementos de esta terna son las que generan el significado, por lo que debe haber un
balance y equilibrio entre ellas; destaca que un simbolo no tiene significado propio, sino que
este es producido y construido por el individuo. Steinbring enfatiza ademas en la importancia
de los simbolos y signos en la matematica, afirmando que los objetos matematicos no existen
independientemente de sus representaciones, pero que no deben confundirse con ninguna

representacion en particular.

Siguiendo esta misma idea, Biehler (2005), retoma el trabajo de Steinbring incide en que el

significado de un concepto debe tomar en cuenta, entre otros, los siguientes aspectos:

e El concepto dentro de la red tedrica matematica
e Su desarrollo historico.
e Su uso en la resolucién de problemas

e Las herramientas y representaciones disponibles.

Biehler comenta también que el significado de un concepto difiere segin el contexto y esferas
de practica, de ahi la importancia de considerar los diferentes fendmenos asociados. De esta
forma, para él el significado de un concepto matematico estd compuesto por: (a) dominios de
aplicacion, es decir sus usos dentro y fuera de la matematica; (b) estructura conceptual,

entendida como la relacion del concepto con otros; y (¢) herramientas y representaciones.

Por otra parte, Kilpatrick et al. (2005), aunque no basados en una terna semantica, han
abordado ampliamente la nocién de significado. Para ellos el significado que tienen las
matematicas a nivel escolar lo define la sociedad y los docentes ya que estos se convierten
en un factor determinante al elegir qué ensefiar y como hacerlo; de esta forma el significado

de las matematicas cambia indudablemente de un pais a otro. Asi, en el aula los docentes
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reconstruyen esas matematicas y le dan significado. La labor docente consiste entonces en

comunicar, transformar y negociar el significado de las matematicas con el alumnado.

Kilpatrick et al. (2005) consideran también que un contenido matematico puede definirse
formal y simbdlicamente, pero su significado es extraido de esa definicion y depende del
contexto y uso que se le dé. Sefiala ademas que el significado de un contenido matematico X

puede verse desde al menos cuatro perspectivas:

e Elsignificado de X como contenido a ser ensefiado: entendido como el significado de
ese contenido que se transmite en los libros de texto, por ejemplo, y que se concibe
como procesos y habilidades que han de ser ensefiadas.

e El significado de X dentro de una esfera de préacticas: entendiéndolo como los
distintos significados que X puede tener en contextos externos a la matematica.

e El significado de X en el salén de clase: es aquel que se forma por la interaccién
docente-estudiante, en donde influye el conocimiento previo de ambos.

e El significado de X desde la perspectiva del docente: considera que este no puede ni
debe reducirse al conocimiento matematico del contenido a ensefiar, pues para el
docente la nocién de X va mas alla, contemplando otras esferas practicas. Y es asi
como esta vision mas amplia, que la que ha de ser ensefiada, conforma el significado

que un contenido tiene para el docente.

Un aspecto importante para Kilpatrick et al. (2005) es que el significado debe interpretarse
con base en el horizonte del individuo. Para un estudiante el significado de un objeto va
aumentando conforme lo hace su experiencia con el contenido. En el caso de un docente, el
significado de un contenido emerge de su conocimiento matematico, la forma en la que

concibe los problemas para aprenderlo y como implementa este en la ensefianza.

Ahora bien, ¢por qué es tan importante la nocion de significado en Educacion Matematica?
Tal como se menciono en el primer capitulo, Thompson y Milner (2019) afirman que la
investigacion debe centrarse en los significados antes que, en el conocimiento, ya que esta
Gltima tiene mas que ver con hechos y saberes matematicos, pero en la practica los docentes
operan con sus propias ideas, formuladas con base en lo que han aprendido y cémo lo han

interpretado. De ahi que, Thompson y Milner, siguiendo a Mason y Spence (1999),
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diferencien entre conocimiento (Knowledge) y saber (knowing), donde este Gltimo se refiere
a la accion de conocer, es decir, “saber acerca de”, la cual es mas util al pensar e investigar

sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje. Distinguiendo, ademas:

e Knowing to: saber en el momento (conocimiento activo). Puede ser caracterizado por
lo que Piaget llama esquema y lo que Thompson interpreta como significado.

e Knowing that: saber algo

e Knowing how: saber cémo

e Knowing why: saber por qué algo es verdadero o apropiado.

Centrarse en los significados ayuda a establecer relaciones entre lo que el docente sabe, lo
que ensefia y lo que aprende el estudiante; permitiendo tomar acciones para la mejora. Sin
embargo, el estudio de significados requiere de una teoria y modelos utiles que permitan
determinar el significado de los docentes y asi poder ayudar en su formacion profesional
(Thompson, 2016). De hecho, Balacheff (1990) destacd que una de las cuestiones centrales

es: ¢coémo podemos caracterizar el significado de los conceptos matematicos?

En nuestro caso, para el andlisis de los significados adoptamos la nocion desarrollada en Rico
(2012, 2013) en la que el significado de un contenido matematico escolar se compone de una
serie de aspectos y elementos, que permiten y facilitan su estudio. El cual es detallado a

continuacion.

2.3.1. El significado de un contenido matematico escolar

Para nuestro trabajo adoptamos el marco desarrollado en Rico (2012, 2013) denominado
significado de un contenido matematico escolar, y que se contempla dentro del analisis
didactico. La complejidad de los objetos matemaéticos nos lleva a contemplar el significado
de contenidos y no de conceptos matematicos pues, como se menciona en Piaget y Garcia
(1991), es complicado entender los conceptos de forma aislada. Tal como sefiala Biehler
(2005) la educacién matematica, y en nuestro caso la investigacion, debe basar sus decisiones
en aspectos curriculares, por lo que el significado debe ser pensado y construido para la
matematica escolar. Precisamente esta es una de las potencialidades del marco teérico que
contemplamos; ademas de que toma en consideracion elementos filosoficos y psicoldgicos

que lo enriquecen.
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Esta perspectiva curricular defendida por Bielher nos anima a considerar el significado desde
el analisis didactico, concretamente desde el analisis de los significados. Se trata de una
consideracion de significado que combina una tradicion filoséfica, concretamente en la terna
semantica (p. e. Frege, 1892; Ogden y Richards, 1923) y la dualidad del conocimiento
matematico. De esta manera, el significado de un contenido matematico escolar (Rico, 2013)
estd compuesto por: (a) estructura conceptual, (b) sistemas de representacion, y (c) sentidos
y modos de uso. Cada uno de estos tres organizadores (que coinciden con los del analisis
didactico) se conforman de una serie de componentes y elementos que permiten caracterizar
el significado (ver tabla 2.1), lo cual a su vez puede usarse como herramienta metodologica

para el analisis.

Tabla 2.1. Componentes del significado de un contenido matematico escolar

Estructura conceptual Sistemas de Sentido y modos
Campo Campo Campo representacion de uso
conceptual procedimental actitudinal
Hechos Destrezas Actitud emocional Verbal Modo de uso
Conceptos Razonamientos Aspecto moral y Simbdlico Contexto
Estructuras Estrategias normativo Numérico Situacion
Aspecto ético Gréfico
Tabular

Vemos como esta perspectiva incorpora ideas pragmaticas al contemplar las aplicaciones y
contextos de los contenidos matematicos; ademas, y como detallaremos mas adelante, la
caracterizacion de la estructura conceptual incluye varias de las ideas cognitivas abordadas

desde la psicologia y considerando la naturaleza de la matematica.

De este modo, en la matematica escolar comprender el significado de un concepto implica
“conocer su definicion, representarlo, mostrar sus operaciones, relaciones y propiedades y
sus modos de uso, interpretacion y aplicacion a la resolucion de problemas” (Rico, 2016, p.
94). Esta idea ha sido considerada en distintos trabajos como Bazzini et al. (2001), Castro-
Rodriguez etal. (2016), Fernandez-Plaza et al. (2013) y Martin-Fernandez et al. (2016,
2019). A continuacion, describimos cada uno de los organizadores. Ademas, con la intencion
de clarificar cada uno de ellos se plantean ciertos criterios cognitivos que permiten analizar

como “‘se entiende, se aprenden y se utilizan [los conocimientos matematicos] por usuarios
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y escolares” (Rico, 2016, p. 89). Mostramos algin ejemplo de estos componentes, sobre la

derivada de una funcion en un punto, mas adelante en la tabla 2.2.

2.3.1.1 Estructura conceptual

La nocion de estructura es utilizada en distintos campos, generalmente refiriéndose a un todo
organizado. En nuestro caso entendemos por estructura conceptual al conjunto de conceptos,
procedimientos, propiedades, argumentos y proposiciones, asi como sus criterios de

veracidad, asociados a un contenido matematico.

Para la caracterizacion de esta estructura se plantean tres campos o categorias generales:
campo conceptual, campo procedimental y campo actitudinal (Rico, 1997). Sin embargo,
dado el alcance de nuestro trabajo, nos limitamos a los dos primeros campos. Los criterios
aqui desarrollados se fundamentan en diversos trabajos, como el de Hiebert y Lefevre (1986)
y por Onrubia et al. (1990) que mencionamos anteriormente. Al igual que ellos consideramos
gue en cada una de estas categorias 0 campos se pueden distinguir niveles cognitivos (tabla
2.1).

Campo conceptual

Concibiendo los conceptos como aquellas ideas con las que pensamos; relacionan y
organizan hechos. Se entiende este campo como el conjunto de conceptos y relaciones que
hacen alusion al contenido matematico, aqui son tan importantes las unidades, de forma

individual, como la red que construyen.

Segun su nivel de concrecion y complejidad, estos conceptos pueden clasificarse en tres

niveles de la siguiente manera:

e Los hechos que son las unidades de informacion mas simples en las que se incluyen:
o Términos: que se refieren a las palabras con las que designamos el concepto o

sus relaciones. Pueden referirse a términos propios de la Matematica o no.
o Notaciones: se consideran los signos y simbolos empleados para expresar alguna

idea de forma precisa y breve.
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o Convenios: entendidos como acuerdos consensuados en la comunidad
matematica para transmitir informacion sin caer en ambigiiedades y sin necesidad
de explicaciones.

o Resultados: son el producto de relaciones entre conceptos, los cuales

generalmente son memorizados y suponen herramientas con las cuales trabajar.

En general, estos hechos hacen tangible el concepto.

e Los conceptos y relaciones asociados al contenido, entendido concepto como una
serie de hechos conectados entre si.

e Y las estructuras conceptuales que son redes de conceptos que eventualmente pueden

dar origen a conceptos mas complejos.

Campo procedimental

En esta otra categoria se consideran las operaciones, propiedades y métodos matematicos
involucrados en el contenido. Al igual que Star (2007) y Baroody et al. (2007) creemos que
en el campo procedimental deben incluirse formas operativas mas alla de lo meramente

algoritmico. De esta forma, se distinguen tres niveles de dificultad:

e Las destrezas que son los procedimientos definidos para ese contenido en el que se
pueden incluir expresiones simbdlicas, figuras y otros signos. Se caracterizan por ser
unidades que promueven acciones y transformaciones.

e Los razonamientos que son las relaciones de inferencia que se establecen entre los
conceptos y que se expresan mediante una secuencia argumental. El analisis de
razonamientos lo abordamos con mas detalle en el apartado 2.4 (pagina 43)

e Y finalmente las estrategias que se pueden definir como procesos que se realizan

dentro de una estructura conceptual.

2.3.1.2. Sistemas de representacion

El uso de representaciones ha sido de gran relevancia en la Educacion Matematica; esto ha
provocado que su uso se analice desde hace ya algun tiempo (p.e., Kaput, 1987) y desde
distintas perspectivas. Su relevancia radica en que “para pensar sobre ideas matematicas y

comunicarlas necesitamos representarlas de algin modo. La comunicacion requiere que las
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representaciones sean externas, tomando la forma de lenguaje oral, simbolos escritos, dibujos
u objetos fisicos” (Hiebert y Carpenter, 1992, p. 66). Tanto Kaput (1987) como Hiebert y
Carpenter (1992) reconocen la existencia de representaciones internas, definiéndolas como

aquellas que permiten a la mete operar sobre ellas.

Golding y Kaput (1996) entienden representacion como cualquier cosa externa para
representar algo; ademads, consideran que los sistemas de representacion organizan
experiencias en las que se resaltan propiedades y relaciones. De forma similar Morgan y

Kynigos (2017) aseguran gque cada representacion crea significado.

Otra forma de entender qué es una representacion es la dada por Castro y Castro (1997)
quienes afirman que ‘“las representaciones son las notaciones simbolicas o graficas,
especificas para cada nocion, mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos
matematicos asi como sus caracteristicas mas relevantes” (p. 96). En ese sentido, se
distinguen dos grandes familias de representaciones, las simbolicas y las graficas de quienes
a su vez se desprenden los siguientes tipos de representaciones: simbolico, grafico, numérico

y verbal.

Cada sistema de representacion dispone de reglas y convenios que permiten su manipulacion.
Asimismo, cada uno de ellos pone de manifiesto, o bien oculta, determinadas propiedades
del concepto, de ahi que el concepto no se agota con un determinado tipo de representacion.
Aportando modos distintos en que las personas procesan esos conceptos y estructuras
matematicas (Kaput, 1987). Asi, para este trabajo se considerara el conjunto de signos,

gréficosy reglas que se ponen de manifiesto al evocar el significado de concepto de derivada.

2.3.1.3. Sentidos y modos de uso

Para Ruiz-Hidalgo (2016) “las diversas formas de entender, expresar y usar un concepto
constituyen su significado conjuntamente” (p. 139). Asimismo, Freudenthal (1986) considera
que los conceptos matematicos, estructuras e ideas sirven para organizar los fenémenos, los
cuales a su vez tienen indudablemente relacion con el proceso de ensefianza y aprendizaje de
los conceptos matematicos. Por lo tanto, para finalizar el analisis del significado de un
concepto, se incluye el estudio de los diversos sentidos y modos de uso de este; se consideran

en esta categoria aquellos términos, contextos, fendmenos, situaciones o problemas que estan

41



Capitulo 2

presentes al referirnos al concepto y que le dan sentido. Por lo tanto, para este trabajo se

prestara atencion a las siguientes componentes (Rico et al., 2015):

e A los distintos términos y modos de usos cotidianos empleados para referirse a la

derivada, ya que estos ayudaran a conocer sus diversos sentidos.

e Alos contextos matematicos que da respuesta el concepto, se trata de identificar ¢ Qué

tipo de problemas usan este concepto?, es decir, su funcion.

e Las situaciones en las que tiene aplicacion y se trabaja el concepto.

En el apartado de resultados se ejemplificaran estos componentes y elementos con los
aspectos analizados sobre la derivada de una funcion en un punto; mientras tanto, en la tabla

2.2 se muestra algun ejemplo.

Tabla 2.2. Ejemplos sobre la derivada de los distintos componentes del significado

Organizador Componente Ejemplo

Estructura Hechos Términos relacionados: limite, recta tangente, entre otros.

conceptual Convenio: denotar la derivada en un punto como f’(a)
Conceptos Definicion de derivada o la de derivadas laterales.

Relacidn existente entre distintos conceptos.

Estructuras Conjunto de todas las funciones derivables en un intervalo
dado, con las propiedades que permiten considerarlo
espacio vectorial.

Destreza Procedimiento para hallar méximos y minimos de una
funcion.

Razonamiento  Sitoda funcion derivable en un punto es continua en dicho
punto, entonces, una funcién no continua en un punto no
puede ser derivable en ese punto.

En general, uso de las propiedades de las funciones
derivables para resolver tareas no procedimentales como
la representacion grafica detallada de funciones o para
justificar y explicar comportamientos de las funciones.

Estrategia Aplicacion de distintas herramientas para resolver
problemas de optimizacion.

Decidir el razonamiento méas apropiado o combinar
razonamientos para resolver situaciones de derivacion no
habituales.
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Tabla 2.2. Ejemplos sobre la derivada de los distintos componentes del significado

Organizador Componente Ejemplo
Sistema de Verbal La derivada de la funcién en el punto 4 es igual a 20
representacion Simbélico £(4) = 20

Sentidos y modos Modo de uso La derivada como la velocidad de un objeto
de uso

Contexto Problemas de optimizacion
Situacion El ejemplo de la velocidad estaria dentro de una situacion
fisica.

2.4. Razonamiento y argumentacion

El andlisis de los significados es una herramienta que atiende a diferentes niveles de
complejidad cognitiva, dentro de la estructura conceptual. En un primer nivel, se pueden
analizar los hechos y las destrezas, como se manipulan y operan los objetos, como se
expresan o representan y coOmo y para qué se usan. En un segundo nivel, se encuentran los
conceptos y los razonamientos. Al igual que con los hechos, se trata de analizar como se
expresan, manipulan, representan y usan los conceptos, incluyendo como se razona y

argumenta cuando se realizan tareas matematicas.

La complejidad de los conceptos y, en particular, de los razonamientos nos obliga a
considerar un marco interpretativo mas amplio, que permita analizar los textos y discursos.
Se trata, ademas, de un tépico ampliamente estudiado en educacion matematica. Por ello,

presentamos una fundamentacion tedrica de los razonamientos.

Para Lithner (2008) el razonamiento se define como la linea de pensamiento adoptada para
traducir afirmaciones y llegar a conclusiones en la resolucion de tareas, ademas, menciona
que esta forma de proceder no se basa necesariamente en la logica formal, por lo que no se
restringe a demostraciones formales. También sefiala que esta linea de pensamiento puede
ser incluso incorrecta siempre que, para quien razona, existan razones ‘“validas” que lo
respalden. EI mismo autor distingue dos tipos de razonamiento empleado en la resolucion de

tares matematicas: el imitativo y el creativo.

e El imitativo es el razonamiento basado en la experiencia y puede ser o bien

memorizado, es decir, recordar una respuesta completa y escribirla (una demostracién
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especifica, por ejemplo); o bien, algoritmico, en donde la estrategia consiste en elegir
un algoritmo adecuado que resuelva el problema. EI razonamiento algoritmico tiene
la particularidad de que puede ejecutarse con escasa comprension del tema.

e EI creativo es un razonamiento cuya estrategia es construida, y aunque usa
conocimiento béasico, este conocimiento es el que guia la eleccién de la estrategia; su

aspecto mas notable es que los argumentos se basan en propiedades matematicas.

A su vez, Lithner (2003) entiende por argumento ese sustento o parte del razonamiento que
apunta a convencer que el razonamiento es apropiado. La argumentacion se ha relacionado
frecuentemente con la prueba o demostracion. De hecho, en algunas ocasiones son usados
como sindnimos, aunque hay quienes afirman que son nociones completamente distintas
(Reid y Knipping, 2010). De Villiers (1990) plantea que la demostracién matematica tiene

distintas funciones, entre ellas:

e De verificacion/conviccion: en donde la demostracion permite establecer la validez
de una afirmacion. El autor recalca ademas que no requiere ser una demostracion
rigurosa, y que incluso puede contener errores; pues su intencion es principalmente
la de convencerse a si mismos o a los demas.

e De explicacion: aqui la funcion de la demostracion no es solo “asegurarse”, sino dar
una explicacion satisfactoria del porqué.

e De sistematizacion: la funcion de la demostracion es ahora sistematizar varios
resultados por medio de un sistema deductivo. Ayuda a dar una perspectiva global y
a identificar inconsistencias.

e De descubrimiento: aqui la demostracion tiene como funcidon descubrir nuevo
conocimiento matematico.

e De comunicacion: entendiendo aqui la demostracion como el medio de comunicacion

entre quienes hacen matematica.

Desde esta perspectiva, podria considerarse las justificaciones o argumentos como
demostraciones, entendiendo que la justificacion pretende convencer de la veracidad de un
enunciado o afirmacion; siendo conscientes de que no constituyen necesariamente una

demostracion formal.
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En ese sentido, Duval (1990) indica que la argumentacidn no constituye necesariamente una
prueba, sino que se trata mas bien de una justificacion sobre una afirmacion o tesis, siendo el
argumento lo que se usa para refutar o afirmar la proposicion y que este puede tratarse de una
definicion, un teorema, un ejemplo, entre otros. De manera similar, Balacheff (2008)
considera que el argumento es un recurso que se emplea para convencer sobre la posicién
que se tiene de algo, incluso aunque no sea cierto; mientras que una prueba matematica es

mas estructurada y requiere de la aceptacion por parte de la comunidad matematica.

De esta forma, dentro del marco del significado de un contenido matematico escolar, los
argumentos tendrian lugar en la estructura conceptual, particularmente en el campo
procedimental, y méas especificamente en los razonamientos que se ponen de manifiesto al

trabajar la derivada; es decir como procesan y entienden dicha nocion.

2.4.1. Analisis de los argumentos

La importancia del andlisis de los argumentos radica en que al estudiar los componentes del
argumento se tiene una aproximacion sobre la comprension y percepcion que se tiene sobre
las matemaéticas (Koleza et al., 2017), ademés permiten identificar y categorizar patrones de
razonamiento (Metaxas et al., 2016). En nuestro caso particular, describir la forma de

entender la derivada que manifiesta el profesorado.

El estudio de los argumentos matematicos dados por docentes y estudiantes ha sido abordado
en distintas investigaciones (p. e. Knipping y Reid, 2013; Metaxas et al., 2016) desde diversas
perspectivas. Las tareas de justificacion o argumentacion, dirigidas tanto al docente como al

estudiante, pueden clasificarse, segun su naturaleza, en cuatro:

e Decision: tareas en las que se plantea una situacion y opciones de respuesta y el
individuo debe elegir y justificar su decision.

e Inferencia: tareas en un contexto real, que requieren interpretar resultados
matematicos en dicho contexto.

e Validacion: aqui se requiere de argumentos que apoyen o rechacen una afirmacion o
declaracion.

e Elaboracion: aqui se espera que el estudiante construya o elabore el proceso que se

uso para obtener un resultado.
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Otro marco utilizado frecuentemente en el analisis de pruebas y argumentos es el de Harel y

Sowder (1998), quienes plantean tres tipos de esquema diferente que una persona puede

adoptar al argumentar. Los autores afirman que el esquema elegido esta estrechamente

relacionado con la posicion de la persona ante el enunciado y su forma de entender la

matematica. Los esquemas que plantean son:

Conviccién externa: es una prueba que se fundamenta en la visualizacion de la
matematica como un conjunto de verdades indiscutibles o formulas que se aplican
para resolver problemas. Por lo general atienden a métodos aprendidos de memoria
que les garantiza el éxito.

Empiricos: en este caso la prueba apela a factores fisicos o experimentales; por lo
general la prueba se basa en la presentacion de un ejemplo (o contraejemplo), o bien
a su propia percepcion (no necesariamente correcta)

Analiticos: es aquel que se basa en la légica deductiva, involucrando una secuencia
I6gica de declaraciones. En este caso se reconocen la generalidad de los objetos

matematicos.

De forma similar, Walton y Macagno (2016), plantean una clasificacion para los esquemas

de argumentacion que ha sido ampliamente utilizada, en la que consideran cuatro tipos de

esquema:
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Argumentos basados en la fuente: se basan en aspectos tedricos o bien en una
autoridad (lo que el docente dice)

Argumentos que aplican reglas a los casos: el argumento consiste en clasificar
entidades bajo una regla general, extrayendo una conclusion particular de la misma.
Argumentos de descubrimiento: argumentos que tienen como objetivo establecer
reglas o entidades, credndolas.

Razonamiento practico: se distingue como un tipo distinto de argumento, ya que su
conclusion esta orientada a la accion (o una evaluacion sobre la conveniencia de una
accion) y se basa en consideraciones vinculadas a valores y evaluaciones de acciones

futuras.
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En nuestro caso, para el analisis de los argumentos asumimos una de las herramientas
metodoldgicas mas utilizadas: el modelo de Toulmin (1958), en el cual se establece que en
un argumento se involucran 6 elementos: afirmacion (claim), datos (data), garantia o
justificacion (warrant), respaldo (backing), cualificador modal (modal qualifier) y refutacién
(rebuttal). Emplearemos el modelo actualizado y especificamente adaptado para la educacion
matematica expuesto en Reid y Knipping (2010), en el que se contemplan Unicamente los

cuatro primeros elementos, entendiéndolos de la siguiente manera:

Afirmacion: conclusidn, tesis o hipotesis que se defiende

e Datos: evidencia, hechos o prueba que apoyan la afirmacion

e Garantia (justificacion): regla o teoria que da paso de los datos a la afirmacién

e Respaldo: apoyo a la garantia o justificacion dada, se emplea para dar fuerza a la
justificacion o clarificarla. Por ejemplo, el argumento dado puede ser un teorema
conocido que justifica la afirmacion. Pero ademas de esto, se puede ejemplificar o
bien justificar por que el teorema es aplicable.

La eleccién de este modelo se debe a que nuestro interés esta en las justificaciones que
emplean los docentes al abordar tareas sobre derivada, asi como el respaldo que se brinda.
Para ampliar el analisis de estas justificaciones, consideramos ademas un esquema similar al
de Stylianides (2007), en el que se contemplan tres componentes: elemento matematico
empleado, modo de argumentar (como lo emplea) y el modo de representarlo; los cuales

describimos a continuacion.

2.4.1.1. Elemento matematico empleado

Para el analisis de este primer componente, realizamos un analisis de contenido identificando
el elemento matematico de la estructura conceptual en el que se basa el argumento; prestando
atencion a si se trata de una definicion, un axioma, un teorema, un aspecto gréafico, un

procedimiento, entre otros.

2.4.1.2. Modo de argumentar

Solow (2006) plantea una serie de técnicas empleadas al realizar una demostracion

matematica, las cuales pueden aplicarse también a argumentos. El asegura que las
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demostraciones se fundamentan en un método al que denomina retroceder-avanzar, ya que
al demostrar una implicacion de la forma A = B, donde A es la hipotesisy B lo que

queremos concluir, tenemos dos opciones:

e Preguntarnos ¢como o cuando puedo demostrar que B es verdadero? Es decir, iniciar
de atras hacia adelante (retroceder), o bien,
e Asumir que A es verdadero y preguntarnos ;Qué implica que A sea verdadero?

obtener de esa forma otra proposicion y asi sucesivamente hasta obtener B (avanzar).

En ambos casos Solow (2006) considera que la clave esta en la pregunta que nos hacemos y
la respuesta que damos a la misma. Ademas, sefiala que para responder a esta podemos hacer
uso de definiciones o bien de resultados ya establecidos, los cuales pueden utilizarse
mediante una implicacion légica; en la tabla 2.3 se muestran los tipos de implicaciones que
se pueden hallar. No todos los enunciados que se utilizan son verdaderos, solo son para

ilustrar la estructura de la implicacién l6gica correspondiente.

Tabla 2.3. Tipos de implicaciones l6gicas

Implicacién ldgica Escritura Ejemplo

Directa A= B Si una funcion es derivable en un punto, esa funcién es
continua en dicho punto.

Reciproca B=A Si una funcién es continua en un punto, entonces es
derivable en ese punto.

Contraria -A=-B Si una funcién no es derivable en un punto, entonces no
es continua en ese punto.

Contrarreciproca -B=-A Si la funcién no es continua en un punto, entonces no es
derivable en ese punto.

Asi, prestaremos también atencién a la implicacién empleada al involucrar los elementos
matematicos en la justificacion, esto nos permitira analizar las distintas formas de utilizar un
mismo elemento matematico y la influencia que esto pueda tener en la justificacion
presentada. Dado que el tipo de implicacion dependera de la que se considere como directa,

en el apartado de resultados se establece la que se toma en consideracién al definir las demas.
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2.4.1.3. Modo de representacion del argumento

Este ultimo componente tiene que ver con la forma en la que el argumento es representado.
Distintos autores han clasificado las pruebas y argumentos; en nuestro caso seguiremos la
propuesta de Reid y Knipping (2010) quienes atienden a la clasificacién hecha por otros
autores y ademas se centran en los sistemas de representacion. Los autores consideran cuatro
grandes categorias de argumentos, los cuales a su vez derivan en distintas subcategorias. Por
cuestion de espacio y dado que en nuestro trabajo no se detecté mucha variedad al representar

los argumentos, a continuacion, describimos solamente algunas de ellas:

e Empiricos: que son aquellos basados en un ejemplo especifico y no necesariamente
representativo de la situacion. Implica el andlisis de uno o varios casos concretos.
Algunas subcategorias:

o Tipos: Mostrar diferentes casos o ejemplos.
o Perceptual: un dibujo de un caso particular

e Genéricos: en este caso también se recurre a ejemplos, pero aqui se trata de un caso
representativo de una clase, es decir, el esquema argumentativo se puede transferir a
cualquier otro ejemplo de la clase.

o Pictorico: un dibujo representativo.

e Simbdlicos: argumentos y pruebas dados utilizando palabras y simbologia

matematica.
o Narrativo: emplea principalmente palabras
o Simbdlicos: emplean mas simbolos, aunque se apoyan también en palabras.

e Formales: son argumentos presentados de manera sintactica, usando la menor
cantidad de palabras posibles, son argumentos que constituyen una prueba, la cual se
escribe mediante simbolos que fuera de un contexto matemaético probablemente no

significan nada.

La clasificacion se basa en el uso que dan a los sistemas de representacion, pero puede
apreciarse como las categorias contemplan pruebas de menos a mas formales. Asi, por
ejemplo, tanto los argumentos simbolicos como los formales emplean el sistema de
representacion simbolico, pero su nivel de formalidad es muy distinto. En los simbélicos no

necesariamente se trata de una prueba formal, de hecho, puede incluir palabras como
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complemento, mientras que los argumentos formales se refieren a pruebas y demostraciones
matematicas que se caracterizan por ser muy sintacticas, evitando el uso de palabras. En el

apartado de resultados ejemplificamos esto.

2.5. Tareas escolares

Se entiende tarea escolar como una propuesta o actividad que el docente plantea a sus
estudiantes, la cual incluye una amplia gama de acciones, como: ejercicios, construccién de
un objeto, dar ejemplos, decidir entre posibilidades, experimentos, entre otros. De manera
general, se considera tarea escolar todo aquello que el docente use para trabajar
interactivamente con el estudiante, pidiéndole que haga algo (Margolinas, 2014). En palabras
de Moreno y Ramirez (2016) es “una propuesta que solicita la actividad del alumno en
relacion con las matematicas y que el profesor planifica como oferta intencional para el

aprendizaje o como instrumento para evaluacion del aprendizaje” (p. 244).

Dada la importancia y el papel de las tareas escolares en el proceso de ensefianza y
aprendizaje (comentada en el capitulo 1) es que su analisis resulta relevante. Por ello,
diversos autores han creado categorias que permiten su caracterizacion y analisis. Por
ejemplo, Ponte (2004) sefiala que toda tarea se caracteriza principalmente por dos aspectos:
su dificultad y su estructura. Planteando que la dificultad varia entre los polos “accesible” y
“dificil”, mientras que por su estructura la tarea puede catalogarse como “abierta” o
“cerrada”. Y que al cruzar ambas dimensiones o aspectos es posible distinguir cuatro tipos
de tarea, tal como lo muestra la figura 2.4. Asi se tiene que una tarea puede ser un ejercicio,

un problema, un proyecto o bien una investigacion.

Accesible
&
Ejercicio Froyecto
Cerrada * Ahiera
Froblema Investigacicn
L
Dificil

Figura 2.4. Clasificacion tareas de Ponte
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De manera similar, Sullivan etal. (2013) proponen que una buena ensefianza de la
matematica debe incluir al menos tres tipos de tareas: (a) representativas, entendidas como
aquellas en las que se usan modelos, materiales o representaciones; (b) contextualizadas, que
son las disefiadas en contextos practicos o reales; y (c) abiertas, las cuales tienen méas de una
respuesta posible.

Asimismo, existen otras clasificaciones de tareas, por ejemplo, Pointon y Sangwin (2003),
refinaron el esquema dado por la Taxonomia de Bloom, obteniendo 8 tipos de tarea

matematica:

Recalcar hechos

Realizar un célculo de rutina o algoritmo
Clasificar algun objeto matematico

Interpretar situacion o respuesta

Prueba, muestra, justifica— (argumento general)
Extiende un concepto

Construir ejemplo / instancia

© N o g &~ w0 DN PP

Critica una falacia

O bien, Swan (2008) quien categorizo las tareas matematicas, segun la solicitud de estas en:
clasificar objetos matematicos, interpretar representaciones mdaltiples, evaluar enunciados

matematicos, crear problemas y analizar razonamientos y soluciones.

Por su parte, Stein et al. (1996) consideran que los criterios para elegir una buena tarea son:
nivel del estudiante y la demanda cognitiva, distinguiendo cuatro tipos de tarea segln su
demanda, tal como se muestra en la tabla 2.4. Esta clasificacion es posiblemente una de las

mas empleadas en el analisis de tareas (p. e. Cai y Jiang, 2017; Tekkumru-Kisa et al., 2015).

Tabla 2.4. Taxonomia propuesta por Stein et al. (1996)

Tipo de demanda Descripcion

Son aquellas tareas que piden al estudiante recordar hechos, reglas o
definiciones. La respuesta implica una reproduccién exacta y memorizada.
No se emplea ningun tipo de procedimiento.

Memorizacién
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Tabla 2.4. Taxonomia propuesta por Stein et al. (1996)

Tipo de demanda Descripcion

El fin de la tarea es aplicar algun algoritmo para resolver un problema; sin
embargo, se trata mas de aplicar que de comprender. Estas tareas se
caracterizan porgue no requieren explicaciones y porque no hay ambigtiedad
sobre lo que hay que hacer y como hacerlo

Procedimiento sin
conexion

Estas tareas, aunque tienen un procedimiento para ser resueltas, su intencion
va mas alla del proceso mismo, intentando desarrollar niveles mas profundos
de comprension acerca de los conceptos e ideas matematicas. Su principal
caracteristica es que no son tareas que pueden resolverse solo conociendo el
algoritmo, requieren cierto esfuerzo por parte del estudiante.

Procedimiento
con conexion

Estas son las tareas de mayor demanda cognitiva, ya que requieren un
pensamiento no algoritmico, pues el camino de resolucion no esta
predeterminado. Requieren una verdadera comprension de los conceptos,
procesos, propiedades y asi establecer relaciones entre estos

Hacer matematica

De forma similar, la revision de algunos trabajos realizados permite identificar otros marcos
que se han utilizado para el andlisis de tareas (p. e. Brandstrom, 2005; Verschaffel et al.,
2000). Sin embargo, dado que la linea de investigacion basada en libros de texto es
relativamente reciente, alin no se dispone de un marco teérico unificado que especifique todas

las herramientas disponibles (Fan, 2013).

En nuestro caso, dentro del analisis didactico que empleamos como elemento vertebral del
marco teorico, las tareas se consideran objetos de la dimension ética/formativa, es decir, el
andlisis de las tareas se realiza en el analisis de instruccion, en el cual, uno de los elementos
primordiales es el estudio y disefio de tareas, indagando en sus variables, funciones y los
distintos tipos existentes. En esa linea, para estudiar e identificar el significado de derivada
que manifiestas las tareas propuestas en los libros de texto, contemplamos las categorias de
analisis de tareas propuestas por Moreno y Ramirez (2016) y Gomez y Romero (2015), las

cuales organizamos en tres grandes bloques:

e Relacionadas con aspectos sintacticos (forma) de la tarea: este primer bloque
contempla la estructura y la formulacion de la tarea; ademas los materiales y recursos
necesarios para su resolucion.

e Relacionadas con aspectos semanticos (de significado): se consideran aqui algunos

elementos que conforman el significado de la derivada y que pueden ser analizados
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en una tarea matematica escolar, como lo son: el contenido, los sistemas de
representacion, el contexto, la situacion y el tipo de funcion involucrada.

e Relacionadas con aspectos de aprendizaje o cognitivos: en cuanto a este aspecto
analizaremos la demanda cognitiva y la capacidad de la tarea, asi como el manejo de

sistemas de representacién que se solicita.

En el apartado de metodologia se describe cada una de las variables incluidas dentro de cada

bloque.
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CAPITULO 3

Metodologia

En este capitulo se describe la metodologia empleada para el desarrollo de esta investigacion.
Hemos intentado incorporar cada detalle, lo cual permita visualizar el trabajo realizado. Para
alcanzar los objetivos propuestos, se desarrollaron fundamentalmente tres fases; por lo tanto,
hemos organizado este capitulo en 5 apartados, los dos primeros estan dedicados al disefio y
al alcance de la investigacion, los otros tres describen las caracteristicas metodoldgicas de

cada fase.

3.1. Disefio de la investigacion

Esta tesis se ubica dentro de las investigaciones de disefio mixto; las cuales contemplan el
enfoque cualitativo y cuantitativo como aproximaciones complementarias para abordar un
fendmeno. Hernandez-Sampieri y Mendoza (2008) lo definen como un proceso sistematico
de investigacion que implica la recoleccion y andlisis de datos cualitativos y cuantitativos,

seguida de una integracion y discusion de los resultados de forma conjunta.

En palabras de Johnson et al. (2007) es el tipo de indagacién donde el investigador mezcla o
combina técnicas, métodos y lenguaje cualitativo y cuantitativo en un solo estudio. En
nuestro caso, y como detallaremos mas adelante, empleamos herramientas de ambos
enfoques, como lo son: cuestionario de respuesta abierta, cuestionario de respuesta cerrada,

andlisis de contenido y analisis clUster. El fin de esta combinacion es, tal como sefialan
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Hernandez-Sampieri et al. (2010), tener una vision mas completa e integral de la tematica

que se estudia.

El trabajo desarrollado se compone de tres fases o estudios. Cada una de ellas respondiendo
a uno de los tres primeros objetivos especificos, los otros dos objetivos se alcanzan tras la

comparacién y discusién de los resultados que surjan en estas tres fases.

e La primera fase corresponde al estudio en el que se analiza el significado que
atribuyen futuros docentes al concepto de derivada. Esta fase es principalmente
cualitativa, en la que empleamos un cuestionario de respuesta abierta y el método del
andlisis de contenido.

e Lasegunda fase corresponde al estudio del significado de derivada que trasmiten los
libros de texto. Para este empleamos el método del andlisis de contenido, por lo que
también es una fase fundamentalmente cualitativa.

e Latercery ultima fase constituye un estudio cuantitativo. El objetivo era identificar
el significado que dan docentes en activo a la nocion de derivada. Para ello
empleamos un cuestionario de respuesta cerrada, el cual se construy6 con base en los

resultados obtenidos de la fase 1.

Para finalizar, tanto en la fase 1 como la 2, incluimos un analisis clUster que nos permitio
describir con mejor claridad los resultados obtenidos, distinguiendo perfiles de significado
dados a la derivada. De esta forma, en una misma fase se emplearon métodos cualitativos y
cuantitativos. En los disefios mixtos, esta integracion es conocida como disefio mixto de
conversion, mediante la cual datos cualitativos se convierten en cuantitativos y se analizan
ambos tipos de datos (Hernandez-Sampieri et al., 2010), ampliando la perspectiva de los

resultados.

En cuanto a la ejecucion de la fase 1y 3, se habla de un disefio mixto exploratorio secuencial
en el que las fases se desarrollan de forma separada, pero los resultados obtenidos en la
primera se utilizan como base de la siguiente. Para Hernandez-Sampieri et al. (2010) un

procedimiento tipico en estos disefios es:

e Recoger y analizar datos cualitativos (lo que hicimos durante la primera fase).

e Disefar un cuestionario cerrado.
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e Aplicar el instrumento y obtener datos cuantitativos (precisamente lo realizado en la
tercera fase).

La fase dos, aunque no se realiza de forma secuencial, viene a ser un complemento necesario
para el logro de los objetivos propuestos. La estructura del disefio se resume en la figura 3.1,
donde la flecha destaca el caracter secuencial de las fases 1 y 3. Pese a que la fase dos se
realizara de forma separada, los resultados de cada estudio se integran y forman un todo mas

amplio que la suma de sus partes, que permiten la consecucion de los objetivos OE4 y OED5.

7~ O\

* Estudio =ignificado
profesoresen activo

+ Estudio significado futuros
profesores * Cuantitativo

* Cualitativo con
e Fase 3

complemento cuantitativo

=3

+ Estudio significado en licros
de texto

* Cualitativo con
complemento cuantitative

Figura 3.1. Fases de la investigacién

Johnson et al. (2007) consideran que, en los disefios mixtos, el enfoque cualitativo y el
cuantitativo pueden tener el mismo peso o centrarse mas en uno de ellos. Desde su
perspectiva, nuestro trabajo es de predominio cualitativo complementado con un enfoque

cuantitativo.

La seleccion del disefio mixto tiene fundamentalmente dos razones: (a) la flexibilidad del
disefio, y (b) el ajuste de este a los objetivos propuestos. EI complemento del enfoque
cuantitativo en las fases 1y 2 enriquecieron mucho los resultados obtenidos, permitiéndonos
una mejor exploracion y explotacion de los datos (Todd et al., 2004); asimismo, el empleo
del enfoque cuantitativo en la fase 3 nos permitio la construccién de un instrumento cerrado
que, ademas de la consecucion del objetivo OE3, nos facilitaba la aplicacion a la muestra

seleccionada y su posterior analisis.
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3.2. Alcance de la investigacion

El alcance del trabajo es de naturaleza exploratoria y descriptiva (Cohen etal., 2011;
Hernandez-Sampieri et al., 2010). Exploratoria ya que se propone profundizar en una
temaética poco estudiada, lo cual se respalda tras la revision de la literatura. Ademas, tal como
mencionan Hernandez-Sampieri et al. (2010) también son de caracter exploratorio aquellas
investigaciones en las que “deseamos indagar sobre temas y areas desde nuevas perspectivas”
(p. 79) y en nuestro caso el analisis del significado que atribuye el profesorado al concepto
de derivada, examinado bajo el marco del significado de un contenido matematico escolar,
no se ha llevado a cabo.

Del mismo modo, la investigacion se enmarca como descriptiva ya que su fin dltimo es
detallar los distintos significados —como lo entienden, utilizan e interpretan- evocados tanto

por los docentes de matematica como por los libros de texto.

3.3. Aspectos metodoldgicos fase 1: estudio con futuros docentes

Tal como indicamos anteriormente, esta fase perseguia la consecucion del primer objetivo
especifico (OE1), por lo que se centraba en el significado que tiene la derivada para futuros
docentes. El proceso llevado a cabo fue principalmente cualitativo, sin embargo, para
finalizar realizamos una conversién de los datos a cuantitativos para explorarlos y
aprovecharlos ain mas, lo que nos permitio ver con mayor claridad los distintos significados

que se le atribuyen a la nocién de derivada.

3.3.1. Participantes

El trabajo se llevo a cabo con estudiantes del Méaster Universitario de Educacidn Secundaria
Obligatoria y Bachillerato de la Universidad de Granada, que cursaban la asignatura
Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas durante el curso académico 2016/2017 y
2017/2018. Los participantes fueron seleccionados intencionalmente y por disponibilidad,
dicha seleccion no representa una limitacion ya que el objetivo no es generalizar (Cohen
etal., 2011).
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En total se conto con la participacion de 98 estudiantes para profesor, 44 eran mujeres, 49
hombres (de los otros 5 no se tiene informacion sobre género). La formacion de grado de los

participantes era variada, tal como se muestra en la tabla 3.1.

Tabla 3.1. Formacion de los participantes de la fase 1

Formacién universitaria Frecuencia
Matematicas 54
Ingenieria 23
Arquitectura 6
Fisica 4
Estadistica 3
Pedagogia 3
Contabilidad 1

Sin informacién 4

En todas las carreras referenciadas, a excepcion de pedagogia, se ha cursado al menos una
asignatura de célculo, donde el tema de derivada se ha abordado. Ademas, mas de la mitad
de los participantes asegura tener algun tipo de experiencia ensefiando matematicas, aunque

sea a nivel de clases particulares.

3.3.2. Instrumento para la recogida de datos

Para la recogida de datos se disefid un cuestionario semantico (Vander-Klok, 2014). Este tipo
de instrumento tiene por objetivo “recoger palabras, términos, simbolos, graficas,
descripciones, explicaciones y otras notas que expresan y representan un modo de
apropiacion por cada sujeto del concepto considerado” (Martin-Fernandez et al., 2016, p. 56).
Con el cuestionario se pretendia identificar las nociones, correctas o no, que expresan los
docentes en formacion respecto al concepto de derivada, ya que no era intencion del estudio,
ni la finalidad de los cuestionarios semanticos, realizar una valoracion o evaluacién del

conocimiento que tienen al respecto.

Para ello, diseflamos preguntas de respuesta abierta con las que los futuros docentes
evidenciaran su manera de entender los elementos basicos de la derivada, como son:
definicion, requisitos, condiciones y algunos teoremas. Para su construccion consideramos
oportuno analizar la definicion, interpretacion, notacion, principales aspectos y teoremas que
abordan los libros de texto al introducir el concepto (ver apéndice A, pagina 214). Para ello

revisamos el libro de Burgos (2007) y el de Spivak (2012); siendo estos los mas sugeridos en
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las guias docente de los cursos de Calculo de las Universidades esparfiolas (Herrera et al.,

2017). Tras el anélisis y tomando en consideracion los distintos componentes y elementos

del significado que nos brinda nuestro marco tedrico, disefiamos tres tareas o preguntas de

respuesta abierta, cuyo enfoque y finalidad era el siguiente:
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Tarea 1: definicion de derivada

Definir con sus propias palabras el concepto de derivada; el objetivo era conocer en
términos generales como definen dicho concepto, los elementos o caracteristicas
destacan y alguna forma de representacidn que la nocion les evoque.

Tarea 2: verdadero y falso

En esta tarea se solicitaba justificar la veracidad o falsedad de algunos enunciados
dados respecto a la derivada (ver figura 3.2). La idea era ampliar, a partir de las
argumentaciones proporcionadas, la concepcion que reflejaban los futuros docentes
tras definir derivada; esto al profundizar un poco en su forma de entender propiedades
particulares de esta nocién.

Tarea 3: aplicaciones

Tal como se indico en el marco tedrico, para entender un concepto matematico, no
basta con analizar sus propiedades; un aspecto importante es saber su aplicacion y
utilidad en distintos contextos. Con la tercera tarea se esperaba obtener informacion
de cémo entienden los futuros docentes la derivada en términos de aplicaciones,
analizando los contextos y las situaciones en las que esta es concebida. Para ello, se
les solicito escribir las aplicaciones o situaciones en las que ellos consideraban se

utilizaba la derivada, ademas de escribir un problema al respecto.
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l.{( ) La fupciébn f @ B — R tal que [ 2. ( ) Dada la funcién f : M — [; con
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fir) = Wr—1, tiene por grifica la que se flr) =2 +22 -1, fes derivable en x = 1 ¥
muestra en la figura 1. La recta m es tangente a il =s.

la curva en = = 1; de esta forma es facil asegurar
que f es derivable en ese punto.
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Figure I. Grafica de f

- -1 si <0
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0
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(0} = 0.

Figura 2. Grifica de g

Se puede afirmar que como g tiene un maximo
local en = = 2, entonces g'(2) = .

=1

Figura 3. Grifica de h

Figura 3.2. Enunciados de la tarea 2

Una vez disefadas las tareas, se decidio elaborar dos versiones del instrumento, Ay B, con
la intencion de que su aplicacion no demandara mucho tiempo a los participantes. La version
Aincluyo la tarea 1y dos primeros enunciados de la figura 3.2. La version B contemplaba la
tarea 1y 3, ademas de los dos enunciados restantes de la tarea 2 (ambas versiones se pueden
ver en el apéndice B, pagina 217). El objetivo era examinar como abordaban las tareas los
futuros docentes, no evaluarlos, por lo que no era indispensable que todos los participantes
respondieran a las 3 tareas, lo importante era tener informacion que nos pusiera de manifiesto
el significado que se le da al concepto de derivada. De ahi que el disefio de dos versiones no

suponia un problema.
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3.3.3. Aplicacion del instrumento

Como ya se indico, la aplicacion del instrumento se llevé a cabo en dos ciclos lectivos. Una
primera aplicacion en febrero del 2017 y una segunda un afio mas tarde. En la tabla 3.2 se
puede apreciar el nimero de participantes en cada aplicacién, asi como la cantidad de

respuestas obtenidas para cada version del cuestionario.

Tabla 3.2. NUmero de participantes en cada aplicacion

Version del cuestionario

Afio de aplicacion A B
2017 19 18
2018 24 37

Total 43 55

En ambos casos se brindd aproximadamente 45 minutos para que respondieran al
instrumento. No se realizd ninguna organizacion particular de las mesas, ni distribucion de
estudiantes, utilizandose la ubicacion habitual de la clase. Se repartié de forma alternada
ambas opciones de cuestionario. Para iniciar se dieron algunas instrucciones de manera
general. Durante la aplicacion el profesor del grupo acompafd a la investigadora durante
todo el proceso y ambos resolvieron dudas intentando no influir en la resolucion. No hubo

ninguna incidencia relevante durante ninguna de las dos sesiones.

3.3.4. Analisis de los datos

El primer paso para analizar los datos fue la transcripcion de cada una de las respuestas
obtenidas, identificando a los distintos participantes por la letra A o B, segun la version del
cuestionario que respondieron y un niamero del 1 al 43 o del 1 al 55 segun fuera el caso.
Posteriormente recurrimos al analisis de dichas respuestas. Para ello empleamos dos métodos
de analisis: el analisis de contenido y el anélisis cllster o de conglomerados, los cuales se

detallan a continuacion.

3.3.4.1. Método: analisis de contenido

El analisis de contenido se puede definir como un proceso sistematico de seleccion,

categorizacion, comparacion, sintesis e interpretacion, que permite hacer inferencias validas
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y confiables respecto a nuestro tema de interés (McMillan y Schumacher, 2005). Este analisis
nos permite destacar las caracteristicas relevantes de un mensaje, lo cual a su vez facilita la

descripcién y analisis de los datos (Hernandez-Sampieri et al., 2006).

El analisis de contenido es uno de los mas extendidos en las ciencias sociales (Mayring,
2015); el cual “se ha venido utilizando en educacion matematica como un método para
establecer y estudiar la diversidad de significados escolares de los conceptos y
procedimientos de las matematicas” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 11). Su utilidad en la

Educacién Matematica radica en que nos brinda la posibilidad, entre otras cosas, de:

e Descubrir patrones en el discurso.
o Contrastar una hipotesis previa.

e Inferir significados interpretativos en un texto (Rico y Ferndndez-Cano, 2013, p. 9).

A pesar de que no existe una manera “correcta” de realizar el analisis de contenido, ya que
puede efectuarse de diversas formas y mediante distintos “caminos”, el proceso que
desarrollamos se basa en la propuesta realizada por Rico y Fernandez-Cano (2013) que

describimos a continuacion:

e Delimitar el corpus de contenido a analizar: en este caso el corpus a analizar eran las
respuestas dadas por los futuros docentes a las distintas tareas propuestas en los
cuestionarios elaborados.

e Concretar la unidad de analisis: entendiendo unidad de analisis como “el registro
mas simple sobre el cual basar el analisis y cuya seleccion depende de los objetivos
de investigacion” (Hernandez-Sampieri et al., 2006, p. 358); en cada una de las tareas
detallaremos la unidad de andlisis que se utiliz6 ya que esta varidé segun la pregunta
realizada, en algunos casos se utilizd términos, notaciones, representaciones,
argumentos y otros como la unidad de andlisis. Lo anterior debido a que la
informacion aportada por cada tarea era distinta.

e Localizar o inferir en el texto la unidad de analisis: esta etapa se realizo repetidas
veces con la intencién de asegurarnos no dejar de lado informacién pertinente y

relevante.
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e Denominar, definir e interpretar las categorias: estas fueron determinadas de dos
formas:

o Por un lado, nuestro marco tedrico nos permitio establecer algunas categorias, e
incluso unidades, de forma previa (proceso deductivo).

o Sin embargo, tras los primeros analisis, fue posible establecer categorias y
subcategorias que emergieron de los datos (proceso inductivo), aunque debemos
reconocer que se trata mas de un refinamiento de las ya establecidas por el marco
teorico, pues en todo momento fue este el que nos indico que observar y detallar.

e Caodificar y cuantificar: aunque no en todos los aspectos analizados resultd de interés
la cuantificacion.

e Relacionar entre si e interpretar las categorias establecidas: en la medida de lo
posible intentamos relacionar los resultados obtenidos en cada tarea. Ademas, aunque
el analisis se realiz6 de forma individual (por tarea) el objetivo era que de forma
integral pudiésemos observar el significado de la derivada.

e Relacionar el proceso de analisis con la cuestion que se indaga: este aspecto se
intentd hacer desde el inicio del andlisis, identificando la terna del significado en cada

una de las tareas.

Lo anterior respalda el método seleccionado, como un analisis riguroso, sistematico y
verificable (Rico y Ferndndez-Cano, 2013, p. 9). En nuestro caso el analisis de contenido nos
permitié examinar los distintos componentes y elementos del marco tedrico en las respuestas
dadas por lo futuros docentes a cada una de las tareas. En la tabla 3.3 se resume nuestro foco

de interés en cada una de ellas.

Tabla 3.3. Aspectos analizados en cada tarea

Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3
Estructura conceptual: Estructura conceptual Sentidos y modos de uso:
e Términos o Razonamientos: por medio de los e Situaciones
¢ Notacion argumentos: e Contextos
o Definicion - Validez y respaldo
Sistemas de representacion: - Elemento matematico y su uso.
e El que emergiera - Modo y tipo de argumento
Sentido y modo de uso Sistemas de representacion:
e Sentido * El que emerja

64



Metodologia

Mediante el andlisis de contenido tuvimos una vision general de los elementos del significado
de la derivada que los futuros docentes destacan en las respuestas a cada una de las tareas.
Sin embargo, era de nuestro interés poder realizar un andlisis de las tres tareas en su conjunto.
Es decir, un analisis que englobara los aspectos mas relevantes de las respuestas dadas por
participante, y asi tener una vision mas amplia del significado de derivada puesto de
manifiesto. Para ello, convertimos algunos de los datos cualitativos en cuantitativos y

empleamos la herramienta estadistica que describimos a continuacion.

3.3.4.2. Método: andlisis cluster o de conglomerados

El andlisis cluster tiene por objetivo principal la clasificacion de los casos en grupos
relativamente homogéneos a partir de un conjunto de variables clasificatorias (Hardle y
Simar, 2015; Wendler y Grottrup, 2016). En nuestro caso, el analisis cualitativo nos dejaba
ver algunas similitudes entre las respuestas dadas a cada una de las tareas; sin embargo,
también nos interesaba determinar similitudes por participante, segun las respuestas que daba
al instrumento de forma conjunta, y asi poder identificar perfiles de significado dados a la

derivada.

El anélisis clUster nos permitia realizar agrupaciones que no era posible detectar de manera
explicita a través de la observacién directa de los datos. Para ello definimos una serie de
variables que predominaron en el analisis cualitativo y nos centramos en la presencia o

ausencia de estas en las respuestas dadas por cada participante. Las variables fueron:

1. Define la derivada mediante el limite.

2. Define la derivada mediante su interpretacion geométrica; es decir, como la pendiente
de la recta tangente a la funcion en el punto.

3. Considera al menos uno de los requisitos o condiciones al definir la derivada: es un
numero real, se define en un punto de acumulacién, la funcién debe ser continua en
el punto, las derivadas laterales deben coincidir.

4. Basa su argumento en aspectos graficos: posicién de la recta tangente, presencia de

puntos angulosos (picos), entre otros.

65



Capitulo 3

5. Basa su argumento en un procedimiento: calculo de maximos y minimos de la
funcién, determinar algebraicamente la funcién derivada (reglas de derivacion), entre
otros.

6. Basa su argumento en la definicion: recurre al célculo del limite que define a la
derivada, o sefiala que algun requisito o condicion no se satisface.

7. Basa su argumento en alguna relacién propiedad ya establecida.

Aunque a lo largo del analisis cualitativo se identificaron otros aspectos, estos son los que de
una u otra forma responden a los elementos de la derivada considerados en la construccién
del instrumento, y que ademas eran variables que podian identificarse sin problema en las

respuestas dadas a la tarea 1 y 2 (presentes en ambas versiones del cuestionario).

Para, y como método de transformacion de valores cualitativos en cuantitativos, en este
analisis s6lo consideramos la presencia o ausencia de la variable en las respuestas de cada
futuro profesor, sin importar si esta se habia presentado de forma correcta o incorrecta. De
esta forma cada participante se representé mediante un vector de dimension 7, cuyas entradas

eran 0 0 1, segun la presencia o ausencia de las variables ya mencionadas (ver figura 3.3).

Definicion Para argumentar
. . Int. Requisitos,/ Asp. . _—
Participante Limite L . i Procedimiento Definicion Resultado
Geométrica Condiciones  Grafico
Al o 1 o 1 1 o 0

Figura 3.3. Vector que representa al participante Al

Para ejecutar el analisis empleamos el programa RStudio, el cual se caracteriza por ser un

software de uso libre.

Tipo de anlisis cluster

Existen varios tipos de andlisis cluster, nosotros empleamos el método jerarquico
aglomerativo. Este analisis comienza con tantos clisteres como objetos tengamos que
clasificar y en cada paso se recalculan las distancias entre los grupos existentes y se unen los
grupos més similares o menos disimilares. El algoritmo acaba con un clister conteniendo

todos los elementos, formando una jerarquia (Pérez, 2004).

Para esto se emplea una matriz de proximidades (distancias o similaridades) como base para

el agrupamiento. En nuestro caso, al tratarse de variables cualitativas, empleamos medidas
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de similitud. Para variables dicotomicas como las consideradas el analisis cluster se hace
mediante una medida de similaridad basada en coincidencias. En la tabla 3.4 se aprecian las

posibles combinaciones para dos variables.

Tabla 3.4. Tabla de contingencia variables dicotémicas

Variable 2
Variable 1 Presencia (1) Ausencia (0)
Presencia (1) a b
Ausencia (0) c d

De todas las medidas de similaridad, hemos empleado la denominada Rogers-Tanimoto, la
cual mide la probabilidad de coincidencia entre dos variables, duplicando la ponderacion en

las no coincidencias y cuya féormula es

a+d
a+d+20b+c)

Por otra parte, el analisis jerarquico puede desarrollarse empleando distintos métodos, entre

los més usados estan:

e Single: la distancia entre dos clUsteres es la que hay entre los dos individuos mas
préximos de uno y otro grupo.

e Average: la distancia entre dos clusteres es la media entre todos los pares posibles de
casos (uno de cada cluster).

e Complete: la distancia entre dos clusteres es la distancia que existe entre los
individuos mas separados de ambos grupos

e Ward.D: Pretende minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada

individuo y su centroide dentro de cada grupo (Pérez, 2004).

Nosotros utilizamos el Gltimo, aunque reconocemos que con los otros métodos el resultado
era muy similar. Dado que utilizamos dos versiones del cuestionario, se decidid primero
realizar un andlisis por separado, considerando las respuestas dadas en cada caso; aunque
posteriormente se contemplaron los datos de ambos cuestionarios de manera conjunta. Para
visualizar el resultado del proceso jerarquico, se empleé un dendrograma, de esta forma

obtuvimos que:
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e Los participantes que respondieron al cuestionario A, se agrupaban en 3 grupos
e Quienes respondieron al cuestionario B, se dividieron en 3 grupos

e Al considerar a todos los participantes se identificaban 4 clusters.

Debe sefialarse que el uso de esta herramienta estadistica se empleé como complemento al
andlisis cualitativo, pues tras definir los grupos se procedi6 a realizar una caracterizacion de
los perfiles identificados de forma cualitativa. No obstante, sin el analisis cluster hubiese sido

imposible determinar dichos perfiles.

3.4. Aspectos metodologicos fase 2: estudio con libros de texto

Esta fase tenia por objetivo la consecucion del segundo objetivo especifico: el significado de
derivada que transmiten los libros de texto de 1° de bachillerato. Abordamos el objetivo a
través del analisis de las tareas propuestas en los libros de texto, dada la ya comentada

influencia y rol que estas desempefian en la ensefianza de las matematicas.

3.4.1. Muestra de libros de texto

Se consideraron los libros de texto de 1° de bachillerato de las editoriales Anaya (Colera
etal., 2008), Bruiio (Arias y Maza, 2015), Edelvives (Cardona y Rey, 2015a, 2015b),
Santillana (Antonio et al., 2015), 2015) y SM (Vizmanos et al., 2008). La eleccién de estos
cinco libros se basa en una consulta realizada a centros educativos de Granada sobre los libros
de texto utilizados. Para ello se revisé la pagina web de cada uno de los 93 Institutos de
Educacion Secundaria de la provincia, para identificar qué libro sugerian al alumnado de 1°
bachillerato durante el curso 2017/2018. No en todas las paginas se especificaba dicha
informacion, pero al menos en 38 de los centros consultados si, hallandose lo siguiente: 13
Institutos utilizarian el libro de Anaya, otros 13 a SM, cinco a Brufio, tres a Santillana, otros
tres a Edelvives, uno a Oxford y uno a Paraninfo. De esta forma, escogimos los cinco de

mayor frecuencia.

Su extendido uso permitié acceder a ellos facilmente para su respectivo anélisis. Estos libros
se caracterizan por estar organizados por capitulos en los que se abordan los distintos

contenidos. Se presentan definiciones, propiedades y ejemplos de forma organizada, por lo
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que sirven de guia para el estudio de estos topicos. Pero sin duda, un aspecto que los hace
bastante Ilamativos es la cantidad de tareas que en ellos se plantean, lo cual, como

mencionamos, es un factor relevante para los docentes (Pepin, 1997).

De esta forma, hemos tomado el primer capitulo que cada libro dedica al tépico de derivadas.
Aunque cada libro tiene sus particularidades y diferencias, abordaban basicamente los
mismos contenidos. Una diferencia particular es que en el libro de Anaya se define la
derivada mediante su interpretacion geométrica, Edelvives y Brufio lo hacen como la tasa de
variacion instantanea, mientras que SM y Santillana primero definen la derivada como un
limite y luego hablan de su interpretacion geométrica. Es importante mencionar que
unicamente los libros de SM y Brufio incluian la relacion entre derivada y continuidad. Anaya
y Santillana abordaban en ese primer capitulo la representacion de funciones; y Brufio,
ademas de extremos relativos y monotonia de una funcion, define puntos de inflexién y

curvatura de una funcion.

Analizamos tanto las tareas propuestas dentro del texto (conforme de desarrollan los
contenidos), como las incluidas en la seccién de ejercicios. En la tabla 3.5 se muestra el
namero de tareas propuestas por cada libro, y entre paréntesis la cantidad de items que esas
tareas contemplaban. En total se analizaron 592 tareas equivalentes a 1249 items.

Tabla 3.5. Numero de tareas e items por libro de texto

Cantidad de tareas propuestas por libro de texto*

Posicion de la tarea SM Anaya Edelvives Brufo Santillana

En el desarrollo del contenido 31 (67) 33 (45) - 38 (84) 33 (58)
En la seccion de ejercicios 72 (148) 106 (205) 73(200) 113(217) 94 (225)
Total 102 (215) 139(250) 73 (200) 151 (301) 127 (283)

*Entre paréntesis se indica el nimero de items

Entendemos por item cada uno de los apartados de la tarea, generalmente numerados o
enlistados utilizando letras a), b), ¢), por ejemplo; la figura 3.4 muestra una tarea compuesta

por 3 items.
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Una particula se mueve sobre un eje segun la siguiente
ecuacidn de movimiento:

s(t)=4t* -8t —3, donde t indica el tiempo en
segundos, y =(t), la distancia orientada, en metros, al
origen.

a) ;Donde esta situada la particula en el momento de
emMpezar a moverse?

b) Estudia la posicion de la particula en los instantes £ =
lyt=>5.

c) iEn qué instante la particula se detiene y cambia de
sentido su movimiento?

Figura 3.4. Tarea 75 propuesta por el libro SM
Cada uno de los items fue codificado de la siguiente manera:
Letra que identifica al libro de texto + nimero de pagina + namero de tarea + item.

Por ejemplo, el codigo S240-2a, se usé para identificar al item “a” de la tarea 2, ubicada en
la pagina 240 del libro de Santillana. De esta forma, colocdbamos la letra A, B, E, S 0 SM,

segun si se referia al libro de Anaya, Brufio, Edelvives, Santillana o SM.

3.4.2. Analisis de los datos

Esta fase también se trata de un estudio mixto de conversion, es decir, realizamos primero un
analisis cualitativo de las tareas, transformando posteriormente las variables analizadas en
datos cuantitativos. Esta conversion, al igual que en la fase 1, nos permitio agrupar los datos

identificando perfiles del significado dado a la derivada en los libros de texto.

3.4.2.1. Método: analisis de contenido

Para esta fase empleamos el mismo proceso de analisis de contenido descrito en la fase 1.
Tomando como unidades de informacion cada uno de los items de la tarea. Tal como
sefialamos en el marco tedrico, consideramos para el analisis de tareas el estudio de aspectos
sintacticos, del significado y cognitivos. Para cada uno de esos bloques se contemplé una
serie de variables. De esta forma, en la mayoria de los casos se trataba de una categorizacion
deductiva; no obstante, mediante el andlisis de contenido pudimos definir o refinar algunas
de manera inductiva (p. e., el contenido y contexto de cada item). En la tabla 3.6 se muestran

las variables empleadas.
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Tabla 3.6. Sistema de categorias empleado en el analisis

Aspecto Variable Categorias
Sintactica Estructura Abierta / Cerrada
Planteamiento Directo / Inverso
Materiales Papel y lapiz / Software / Calculadora
Significado ~ Contenido Contenido de la derivada que se aborda
Sistema de representacion  Verbal / Simbélico / Numérico / Tabular / Gréfico
Situacion Cientifica / Personal / Laboral / Social
Contexto Contexto de la derivada que se aborda
Tipo de funci6n Simple / No simple
Cognitiva Demanda Memorizacion / Procedimiento sin conexién /
Procedimiento con conexion / Hacer matematica
Capacidad Comunicacién / Matematizacién / Representacion /

Razonamiento y argumentacién / Disefio de
estrategias para resolver problemas / Utilizacion de
operaciones y lenguaje simbolico formal /
Utilizacion de herramientas matematicas

Manejo de los sistemas de  Conversién / Procesamiento

representacion

Dado que en el marco teorico ya nos referimos detalladamente a la mayoria de los aspectos
del significado, describimos a continuacion las variables que no habiamos descrito

anteriormente.

De la categoria sintactica

1. Estructura (abierta/cerrada): Ponte (2004) considera que una tarea cerrada es aquella en
la que se expresa con claridad lo que se da y lo que se pide, mientras que una abierta es la
que involucra cierto grado de indeterminacion en lo que se da, lo que se pide, o en ambas
cosas. Ponte (2004) sefiala, ademas, que las tareas abiertas se pueden clasificar en proyectos
0 investigaciones. Este tipo de tareas demandan que el estudiante indague sobre la temética
para poder abordar el problema pues no basta con disefiar o emplear algin método de
resolucion. Por ejemplo, una tarea en la que se le solicite al alumnado determinar los
extremos relativos de una funcién que modela cierto fenomeno (hasta este punto seria una
tarea cerrada) y que posteriormente se le pida comparar los resultados obtenidos con lo que
indican las estadisticas sobre dicho fendmeno para los ultimos cinco afios. Realizar esto
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requiere que el estudiante busque estos datos, luego, compare sus resultados y los interprete

a la luz de lo investigado.

2. Planteamiento (directo/inverso): para Groetsch (2001), en una tarea directa se dispone de
unos datos, cierto procedimiento y se solicita un resultado, el cual es Unico. Mientras en las
tareas inversas, lo que se desconoce son los datos o el procedimiento que producen cierto
resultado; estas tareas pueden tener multiples soluciones o bien ser insolubles. Un ejemplo
de tarea inversa es cuando se pide hallar una funcion cuya derivada sea tal, o cuando se dan

ciertas condiciones y a partir de ellas se pide graficar.

3. Materiales: analizamos también el material o recurso didactico necesario o propuesto para

resolver el item.

De la categoria semantica (significado)

1. Contenido: identificamos el contenido de derivada que aborda cada item planteado. Segun
los topicos tratados en los libros, este podia ser:

. Tasa de variacion media e instantanea
. Resultados y propiedades

. Otros

. Definicion de derivada

. Reglas de derivacion

. Extremos relativos

. Monotonia

. Recta tangente y normal

© 0O N o o1 B~ WDN P

. Representacion de funciones.

2. Tipo de funcion involucrada: el tipo de funcion involucrada en la tarea es un factor que
influye en la complejidad de esta. Para su analisis consideraremos los siguientes rasgos de la
funcion (Jiménez, 2017): polindbmico, potencia de exponente negativo, radical, funcion
algebraica, exponencial, logaritmica, trigonométrica, trigonométrica inversa, producto,
cociente, composicion de funciones, funcion a trozos y valor absoluto. Entenderemos como

funcién simple a aquella que presente solo uno de los siguientes rasgos: polinomio,
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trigonométrico, trigonométrica inversa, logaritmico, exponencial o radical. De lo contrario
sera no simple con n rasgos. Asumiendo que aquellas funciones no simples conllevan un

mayor nivel de dificultad.

De la categoria cognitiva

1. Demanda la tarea: las tareas e items analizados demandan del estudiante distintos
aspectos; por ejemplo, algunos requieren de la aplicacion de una definicion, o bien solo de
un algoritmo, mientras otras requieren un poco mas de trabajo, analisis e interpretacion. Para
analizar este aspecto utilizamos en primer lugar la taxonomia de Stein et al. (1996), descrita

en el marco teérico.

Posteriormente, quisimos ser un poco mas minuciosos al agrupar las tareas segun su
demanda, por lo que creamos una clasificacion complementaria a la anterior que permitiera
tener una idea mas clara del tipo de tarea que se propone a los estudiantes. Asi, tras el analisis
observamos que los items analizados podian clasificarse segun lo solicitado al estudiante de

la siguiente manera:

e Calculo directo: un grupo de tareas se caracteriza por el hecho de que su demanda es
explicita. Por ejemplo, calcular la derivada de una funcion, determinar el valor de la
derivada en un punto, hallar la tasa de variacion media, determinar alguna imagen,
entre otros.

Su principal caracteristica es precisamente que el proceso a ejecutar viene explicito en
las indicaciones de la tarea. Aqui el estudiante simplemente debe ejecutar.

e Calculo indirecto: estas tareas demandan al estudiante recordar el procedimiento
adecuado para resolver lo solicitado. Incluimos aqui tareas del tipo “determine la
ecuacion de la recta tangente...”, “determine extremos relativos...”. Estas tareas, al
igual que las anteriores, son bastantes algoritmicas; en estas el procedimiento de
resolucion también es conocido, pero no se menciona de manera explicita. Una vez
recordado el procedimiento se trata de una mera ejecucion.

e Representacion grafica: aqui claramente la demanda es representar graficamente una
funcidn, no obstante, se distinguen dos niveles segun lo que se demanda:

o Representacion grafica conociendo el criterio
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o Representacion grafica de una funcion que cumple ciertas condiciones.

La primera de ellas se vuelve un poco mas algoritmica, mientras que el segundo caso
requiere de mas interpretacion.

Identificacion: se agrupan aqui tareas cuya demanda es identificar en una grafica o
situacion algun punto o intervalo que cumpla cierta condicion. En estas tareas el
proceso no siempre esta definido y se trata mas de una aplicacién interpretativa de los
resultados.

Resolucion de problemas y optimizacion: aunque no en todos los casos, consideramos
que la resolucion de problemas requiere un nivel de demanda distinto ya que el
estudiante se ve en la necesidad de formular una funcion que modele el caso, ejecutar
procesos matematicos, para finalmente interpretar esos datos en un contexto
posiblemente extra-matematico. Por lo que decidimos catalogarlos por separado.
Justificacion y argumentacion: una Gltima categoria agrupa a las tareas en las que para
su solucion el estudiante debe aplicar y enlazar distintos resultados. Se incorporan
tareas de tipo “justifique...”, “crees que puede existir...”. Aqui el objetivo principal no
es la aplicacion directa de algun proceso o resultado (aunque se incluya), sino que la

tarea promueve el analisis y la argumentacion.

Esta categorizacion propia la complementamos con la taxonomia de Stein et al. (1996) tal

como se aprecia en la tabla 3.7, cabe destacar que resolucion de problemas puede presentarse

en procedimientos sin 0 con conexion, o bien en el cuarto nivel de demanda cognitiva.
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Tabla 3.7. Clasificacion complementaria para el analisis de la demanda

Clasificacion de Stein et al. (1996) Clasificacion complementaria
Memorizacion No hallamos tareas de este tipo
Procedimiento sin conexion Célculo directo
Célculo indirecto
Procedimiento con conexion Representacion grafica
Identificacion
Hacer matematica Justificacion y argumentacién

Resolucion de problemas y optimizacion
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2. Capacidad matematica fomentada: consideramos oportuno analizar las capacidades
matematicas que las distintas tareas estimulan. Para ello adoptamos las 7 capacidades

empleadas en los marcos de PISA (OECD, 2016), las cuales son:

e Comunicacion: el sujeto percibe la existencia de algin desafio y estd estimulado para
reconocer y comprender una situacién problematica. La lectura, descodificacion e
interpretacion de enunciados.

e Matematizacion: la competencia matematica puede suponer transformar un problema
definido en el mundo real en una forma estrictamente matemaética

e Representacion: esto implica la utilizacion de una variedad de representaciones para
plasmar una situacidn, interactuar con un problema o para presentar un trabajo propio.

e Razonamiento y argumentacion: esta capacidad implica procesos de pensamiento
arraigados de forma légica que exploran y conectan los elementos del problema para
realizar inferencias a partir de ellos, comprobar una justificacion dada, o proporcionar
una justificacion de los enunciados o soluciones a los problemas.

e Disefio de estrategias para resolver problemas: implica un conjunto de procesos de
control fundamentales que guian a un individuo para que reconozca, formule y resuelva
problemas eficazmente. Esta destreza se caracteriza por la seleccion o disefio de un
plan o estrategia para utilizar las matematicas para resolver los problemas derivados de
una tarea o contexto, ademas de guiar su implementacion.

e Utilizacion de operaciones y de un lenguaje de caracter simbolico, formal y técnico: la
competencia matematica implica servirse de unas operaciones y un lenguaje de caracter
simbdlico, formal y técnico.

e Utilizacion de herramientas matematicas: las herramientas matematicas incluyen
herramientas fisicas, como los instrumentos de medicion, ademas de calculadoras y

herramientas informaticas que cada vez son mas accesibles. (p.70-71).

3. Manejo del sistema de representacion: siguiendo a Duval (1999), analizaremos si la tarea
propuesta engloba en su resolucion transformaciones dentro de un mismo sistema de
representacion (procesamiento), o bien requiere de traducciones de un sistema a otro
(conversién). Por ejemplo, una tarea de procesamiento seria calcular la derivada en un punto

dado el criterio de la funcion (un trabajo dentro del sistema simbdlico); mientras que una de
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conversion seria calcular la derivada en un punto dada la grafica de la funcion (tomar datos

dados de manera gréafica, para luego trabajarlos en sistema simbdlico o numérico).

3.4.2.2. Analisis cluster o de conglomerados

Al igual que en la primera fase, convertimos algunos datos cualitativos en cuantitativos con
el fin de aplicar el analisis cluster. Dada la cantidad de variables analizadas, la conversion de
los datos resultaba algo complicada, por ello, decidimos centrarnos inicamente en 6 de ellas,
seleccionado aquellas que realmente diferenciaban unas tareas de otras, pues, por ejemplo,
en cuanto a la categoria sintactica no se detectaron muchas diferencias entre las tareas. Asi
que para este analisis cluster consideramos: el contenido, tipo de funcidon, demanda, contexto,

sistema de representacion y manejo del sistema de representacion.

Para representar cada item, tratamos las modalidades de cada variable como caracteristicas
independientes, codificandolas con 0 (ausencia de dicha caracteristica) o 1 (presencia). Asi,
representamos cada item mediante un vector de entradas O y 1, de dimension 27. Por ejemplo,
el item cuyo vector se aprecia en la figura 3.5, es un item que abordaba el contenido de
resultados y propiedades (codificado como 8, ver pagina 72), con una funcién simple, en un
contexto geométrico, utilizando el sistema de representacion verbal y simbolico; en donde se

demandaba un proceso sin conexion y un procesamiento del sistema de representacion.

La justificacion de esta forma de codificar reside en que las modalidades dentro de cada
variable no se pueden ordenar. Por ejemplo, si en la variable contenido hubiésemos asignado
un codigo del 1 al 9, el algoritmo del analisis cluster entenderia que aquellos item en cuya
primera entrada aparece un 2 y un 3, estarian mas cercanos que aquellos que tienen un 2 y un

8; lo cual en nuestro caso no tiene sentido.

CONTENIDO TIPO DE FUNCION DEMANDA " COMTEXTO SISTEMA DE REPRESENTACION MAMNEJO DE L?
Item 1 2 3 4 5 & 7 8 9 |DesconSimple 1,2 3. 1 2 3 1 2 3 Verb Sim Tab Gra Num llus Proc Conv
5239-1 0 o o o o o o 1 o o 1 o o 1 o o o 1 o 1 1 o o o 0 1 o

Figura 3.5. Vector del item S239-1
Tal como describimos en la fase 1, esta técnica requiere que se establezca una medida de
asociacion, es decir, de cercania (métrica) o similitud segun el tipo de variable que se esté
trabajando. Dado que nuevamente se trata de variables cualitativas empleamos la

denominada Rogers-Tanimoto. Empleamos otra vez el analisis jerarquico aglomerativo que
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comienza con tantos clisteres como objetos tengamos que clasificar y en cada paso se
recalculan las distancias entre los grupos existentes y se unen los grupos méas o menos
similares. El algoritmo acaba con un cluster conteniendo todos los elementos, formando una
jerarquia. Como ya sefialamos, para el analisis jerarquico pueden emplearse distintos
métodos (Pérez, 2004), entre los mas usados estdn “Single”, “Average”, “Complete” o

“Ward.D”, nuevamente empleamos este ultimo.

3.5. Aspectos metodologicos fase 3: estudio con docentes

La tercera y Gltima fase, perseguia el logro del tercer objetivo especifico: el significado que
dan los docentes en activo a la derivada. Esta fase es principalmente cuantitativa y surge a
raiz de la fase 1, como mencionamos se trata de un disefio exploratorio secuencial en el que
los resultados que habiamos obtenido en el primer estudio son la base para la realizacion de
este Gltimo. De hecho, nuestra intencion fue realizar un estudio similar al de la fase 1, pero

utilizando ahora un instrumento cerrado.

3.5.1. Participantes

Se considerd como posible participante a todo profesor de matematica que durante el curso
académico 2019/2020 estuviera trabajando en algun Instituto de Educacion Secundaria
(LLE.S.) de Andalucia. Segun los datos disponibles en la pagina de Educacion de la Junta de
Andalucia?, y tal como se aprecia en la tabla 3.8, en dicha comunidad hay un total de 864

Institutos, en los cuales trabajan 5199 docentes.

Tabla 3.8. Numero de I.E.S. y docentes en Andalucia

Provincia Cantidad de I.E.S. Cantidad de docentes
Almeria 77 490
Cadiz 126 792
Cérdoba 89 477
Granada 93 524
Huelva 60 350
Jaén 85 392
Malaga 143 934
Sevilla 191 1240

Total 864 5199

4 http://www.juntadeandalucia.es/educacion/portals/web/ced
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A través de la pagina de la Junta de Andalucia hallamos el contacto electronico de los 864
institutos, por este medio solicitamos la participacion voluntaria de los docentes de

matematica que trabajaran en cada institucion.

Tal como detallaremos en el préximo apartado, para esta fase utilizamos un cuestionario en
linea. Al instrumento ingresaron 669 docentes, pero muchos no contestaron mas que la
informacion general, por lo tanto, decimos considerar como participante a aquel que hubiese
contestado al menos hasta la penultima pregunta. De esta forma, contamos con la

participacion de 213 docentes, distribuidos por provincia como se observa en la figura 3.6.

a0
50
40
30

° m [

Almeria Cadiz CordobaGranada Huelva Jaén Malaga Sevilla

L]

Figura 3.6. Distribucion de los participantes por provincia

En cuanto a la experiencia como docentes que tenian los participantes, los datos obtenidos
destacan que estos tienen bastantes afios ejerciendo (figura 3.7). Ademas, de los 213
participantes, solo 18 manifestaron no haber impartido nunca el nivel de bachillerato, los

demas si lo han hecho, la mayoria inclusive en varias ocasiones.

Ssomencs [ 2°
mas de 5 pero menos de 10 {indusive) [N 20
mds de 10 pero menos de 15 (indusive) || NN 20
mds de 15 pero menos de 20 (indusive) | NN :°
més de 20 N 55

0 10 20 30 40 50 &0 YO0 BOD SO

Figura 3.7. Afios de experiencia docente de los participantes
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3.5.2. Instrumento para la recogida de datos

El instrumento utilizado en esta fase se trata de un cuestionario cerrado de cuatro tareas, que
se construyd con base en el cuestionario semantico utilizado en la primera fase. La intencion
era aprovechar las preguntas que alli se hacian y los datos ya obtenidos para redisefiar el
instrumento de forma que las respuestas fueran cerradas. La necesidad de este nuevo
instrumento se justifica dada la intencién de aplicarlo a una muestra de los docentes de
matematicas de los centros de secundaria de toda la comunidad de Andalucia (la aplicacion
en linea facilitaria mucho la recogida de datos). Ademas, un cuestionario cerrado que permita
valorar el significado que tiene la derivada para los docentes, aparte de ser un excelente

instrumento, favoreceria el nivel de respuesta y facilitaria el analisis de datos.

La construccion del instrumento puede resumirse en las siguientes cuatro etapas:

Etapa #1: Categorizacion de respuestas

Tras la primera aplicacion del cuestionario semantico, en la que participaron 37 futuros
docentes; el analisis de los datos mostraba una tendencia a cierto tipo de respuestas en cada
una de las tareas. Es decir, era posible establecer una serie de categorias 0 aspectos que
representaban las respuestas a cada una de las cuestiones planteadas. Dicha categorizacion
se validd y discutioé con el director y codirector de la tesis. Posteriormente se realiz6 una
segunda aplicacion del instrumento, lo cual permitié corroborar y/o modificar las categorias

mediante la saturacion de datos.

Etapa #2: Disefio del instrumento cerrado

A partir de la categorizacion realizada de las respuestas obtenidas en el cuestionario
semantico, se procede a redactar la primera version del cuestionario cerrado, esta constaba
de 5 preguntas, cuya estructura se resume en la figura 3.8. Los enunciados de la pregunta 5
son los mismos empleados en el cuestionario de la fase 1 (ver figura 3.2), pero ahora, a partir
de las respuestas obtenidas en la primera fase, hay una serie de justificaciones que el profesor

puede elegir tras indicar que el enunciado es verdadero o falso.
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INFORMACION
GENERAL

siguiente
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i encionar tres
PREGUNTA #1 cor:asr:ste caracteristicas de la
derivada
siguiente
Validar definiciones ist
dadas por futuros C°$2se PREGUNTA #2
profesores
siguiente
: Relacionar términos
Elegir una definicién PREGUNTA #3 corlzsrl]ste con el concepto de
acorde con su derivada
idea de derivada

\ siguiente

consiste PREGUNTA #4

en
/ siguiente

-
Elegir la definicion que }

#

Cuatro enunciados
sobre derivadas
(verdadero/falso)

prefiere ensefiar consiste

PREGUNTA #5
en

o

Figura 3.8. Estructura del cuestionario cerrado (primera version)

Dado que la aplicacion de este instrumento se realizaria de forma online, se procedié a
ingresar las preguntas en la plataforma. En este caso la Universidad de Granada proporciona

acceso de sus investigadores a LimeSurvey, siendo esta la que utilizamos.

Etapa #3: Validacién y prueba piloto

Una vez que se disponia de una primera version del instrumento se someti6 a una prueba
piloto y posteriormente a una validacion por expertos, esto con el fin de valorar la pertinencia
del instrumento, asi como de corregir aspectos que no estén claros; o bien, cambiar, eliminar

0 agregar algun detalle.

En cuanto a la prueba piloto, se llevd a cabo con docentes en formacion de la Universidad
de Granada. Para ello a inicios del 2019 se les envid via online el enlace para acceder al
instrumento. Ademas de poder examinar si la plataforma almacenaba correctamente los

datos, la intencién era que los participantes manifestaran cualquier duda o sugerencia al
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respecto. Para ello incluimos una pregunta adicional en la que solicitAbamos hacernos saber
de cualquier errata o detalle para mejora. En la prueba participaron 22 futuros docentes, los

cuales nos informaron principalmente de erratas, mismas que procedimos a corregir.

Para la validacion del instrumento, durante el mes de setiembre del afio 2019, aprovechamos
la reunién del Grupo de Investigacion en Didactica del Analisis Matematico (GIDAM) de la
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM), para que los

participantes, como expertos en el area, nos dieran sus apreciaciones y sugerencias.

Dicho encuentro se desarrollé el 5 de setiembre en la Universidad de Valladolid y cont6 con
la participacion de 24 investigadores en el area. La sesion duré aproximadamente hora y
media. Para la validacion se les present6 brevemente los objetivos de la investigacion y como
se habia construido el instrumento; posteriormente, se le dio el enlace de acceso, al cual
ingresaron desde sus ordenadores portétiles, tablets o méviles. Los participantes decidieron
trabajar en parejas o trios de modo que pudieron discutir cada una de las preguntas que

conformaban el instrumento.

Adicionalmente, disefiamos una guia de evaluacion para que los participantes valoraran la
pertinencia de las preguntas, en tanto que permitiran el abordaje de los elementos del
significado que se establecian en nuestro marco teorico (ver apendice C, pagina 229). Durante
la sesion, y en el documento de evaluacion que se entregd, los participantes hicieron una serie

de sugerencias a cada una de las preguntas, las cuales se resumen en la tabla 3.9.

Tabla 3.9. Sintesis de las sugerencias dadas al instrumento

Seccién del instrumento Sugerencia

Pregunta 1 Consideraron que era muy general y que podia causar confusion al no
saberse muy bien que se espera por respuesta.

Pregunta 2 Considerar incluir la opcion de “incompleta”.

Pregunta 3 Que las opciones de respuesta sean excluyentes. Sugieren que sea: no
relacionado, relacionado, pero no necesario, relacionado y necesario.

Pregunta 4 Incluir la frase “si existe” en las tres definiciones, pues eso puede
ser condicionante.

Pregunta 5 En la 5.1 corregir palabra “polinomio”.

En la 5.2 cambiar palaba “enunciado” por “afirmaciéon”.
En la 5.3 corregir el criterio de la funcién (errata).

Otras cuestiones Valorar eliminar algunas opciones 0 preguntas, parece un poco
extenso.
Redactar todo en términos de “derivada de una funcioén en un punto”
Dejar la opcion de respuesta “no lo s€”
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Como se puede apreciar, la mayoria de las sugerencias estaban relacionadas con la
presentacion o forma de las tareas, ademas de corregir erratas. Todas las preguntas fueron
consideradas adecuadas para el objetivo de la investigacion; la tabla 3.10 muestra las
puntuaciones dadas por los participantes en una escala del 1 al 5, donde 1 era muy en
desacuerdo y 5 era muy de acuerdo. EI nimero de contestaciones en cada caso se debe, como
ya mencionamos, a que se trabajé en parejas o trios, por lo que se recibi6 solo una guia de

evaluacion por grupo.

Tabla 3.10. Puntuacién dada por los expertos a las preguntas del cuestionario

Pregunta Aspecto N° de respuestas  Puntuacion
1 Estructura conceptual, pues se relaciona con 10 4.2
- Términos
- Requisitos y condiciones para definir la 9 3.7
derivada
- El concepto 11 4.4
- Resultados y propiedades 12 4.2
Sentido y modo de uso, ya que puede hacer alusion 12 3.8
a situaciones y contextos en los que se aplica la
derivada
2 Estructura conceptual, pues se relaciona con 12 4.8
- Su definicion
- Resultados y propiedades (al definirse 11 3.7
puede hacerse referencia a estos)
Sentidos y modos de uso, al definirse mediante su 11 4.1
interpretacion
3 Estructura conceptual, al relacionarse directamente 12 4.8
con
- Términos
- Requisitos y condiciones para la definicién 12 4.8
4 Estructura conceptual, al tratarse de 10 5
- Ladefinicion
- Notacion 11 4
Sentido, al relacionarse con modos de uso de la 11 3.9
derivada
5.1 Estructura conceptual, al referirse a 12 4.3

- Requisitos necesarios para poder definirse
la derivada en un punto

- Razonamientos, pues permite indagar en el 12 4
tipo de razonamiento que se pone en juego
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Tabla 3.10. Puntuacién dada por los expertos a las preguntas del cuestionario

Pregunta Aspecto N° de respuestas  Puntuacion
al tratar temas de la derivada (si es
algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
5.2 Estructura conceptual, al relacionarse con 10 4.8
- Resultados o propiedades
- Razonamientos, pues permite indagar en el 10 4.5
tipo de razonamiento que se pone en juego
al tratar temas de la derivada (si es
algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
5.3 Estructura conceptual, pues el enunciado tiene que 9 4.8
ver con
- Ladefinicién y sus condiciones
- Resultados 8 4.4
- Razonamientos, pues permite indagar en el 9 4.9
tipo de razonamiento que se pone en juego
al tratar temas de la derivada (si es
algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
5.4 Estructura conceptual, pues se trata 8 4.5
- Requisitos
- Razonamientos, pues permite indagar en el 8 4.6
tipo de razonamiento que se pone en juego
al tratar temas de la derivada (si es
algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
Sentido, al analizar la influencia que Ila 9 4.7

interpretacion geométrica de la derivada puede tener

Al final de la guia de evaluacion habia unas preguntas opcionales, quienes las respondieron,

hicieron comentarios muy positivos sobre el instrumento. Siete participantes consideran que

es adecuado; mencionado ademas que es novedoso, facil de usar y flexible. Por otra parte, al

preguntarseles si hay algo que deba agregarse, sefialan que no, ya que esta bastante completo.

Etapa #4: Redisefio del instrumento

Tras la valoracion de los expertos se discutieron y analizaron las sugerencias recibidas,

resultando en los siguientes cambios:
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Eliminacion de la primera pregunta, mucho se hablé con los expertos de que podria
causar confusion. Ademas, era la Unica pregunta de respuesta abierta.

Dada la extension del instrumento, en la pregunta 5, la de verdadero y falso, se
dejaron unicamente dos enunciados.

Se corrigieron las erratas sefialadas.

La version final del instrumento puede verse en el apéndice D (pagina 232). En términos

generales, la finalidad de cada pregunta era:
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Primera pregunta: en esta se presentaban 5 definiciones de derivada de una funcion
en un punto, que habian dado algunos futuros docentes en la fase 1. Los participantes
debian indicar si esta era correcta o incorrecta y en ambos casos justificar su eleccion.
El objetivo fundamental era que analizar que elementos sobre la definicion
destacaban los participantes.

Segunda pregunta: esta consistia en la clasificacion de 8 términos que, en la fase 1,
los futuros docentes habian mencionado al referirse a la derivada de una funcion en
un punto. Los participantes debian indicar si estos estaban: relacionados y necesarios;
relacionados, pero no necesarios; o bien, si no estaban relacionados con la nocion de
derivada de una funcién en un punto.

Tercera pregunta: aqui se presentaban tres definiciones dadas al concepto de
derivada de una funcion en un punto por algunos libros de texto utilizados en 1° de
Bachillerato. Los participantes debian: (a) elegir la que coincidia mas con su propia
definicion de derivada, y (b) indicar cual de las tres usaria para ensefiarla a sus
estudiantes. La intencidn aqui era ver si cual definicidn se aproxima mas a su idea de
derivada de una funcién, y si esta misma es la que suelen ensefiar. Ademas, con los
comentarios que agregaran analizar los aspectos en los que enfatizan.

Cuarta pregunta: al igual que en el cuestionario abierto utilizado en la primera fase,
esta Ultima pregunta consistia en un verdadero o falso, pero aqui solo utilizamos dos
de los enunciados. En cada caso el participante debia: (a) indicar si era verdadero o
falso, (b) determinar la validez de algunos argumentos que se habian presentado para
justificar la veracidad o falsedad del enunciado, (c) elegir uno de los argumentos
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presentados, y finalmente, (d) indicar si hay otro argumento posible. En cada caso
podian justificar su eleccién.

Esta pregunta ademas de proporcionarnos una idea del argumento que utilizarian, nos
permite identificar elementos que para ellos son indispensables para justificar la
veracidad o falsedad del enunciado.

De esta forma, en su conjunto, las cuatro preguntas nos dan una idea de como es concebida,
por los docentes de matematica, la nocion de derivada de una funcién en un punto, a qué

elementos y aspectos dan mayor relevancia y cémo los utilizan.

3.5.3. Aplicacion del instrumento

La aplicacion del instrumento se realizé en linea, enviando un correo electronico a los
directores de los més de 800 Institutos de Educacion Secundaria de Andalucia, solicitando

que reenviaran el correo a sus docentes de matematicas.

Dado que no teniamos forma de asegurarnos que el correo con el enlace al instrumento llegara
a los docentes, reenviamos el correo en cuatro ocasiones, con la intencion aumentar la
probabilidad de participacion. Dado que eran méas de 800 centros, el envio debio realizarse

en paquetes de 200 correos diarios (es lo que el sistema admitia). Las fechas de envio fueron:

e Semana del 16 al 20 de diciembre de 2019

e Semana del 8 al 14 de enero de 2020

e Semana del 29 de enero al 4 de febrero de 2020
e Semana del 17 al 21 de febrero de 2020.

3.5.4. Analisis de los datos

Dado que en esta fase el instrumento era de respuesta cerrada, un primer analisis consistio en
determinar la frecuencia obtenida en cada una de las posibles respuestas a las preguntas, y
posteriormente realizar una descripcion de los resultados. Adicionalmente llevamos a cabo
un andlisis cualitativo de los comentarios que los participantes agregaron al justificar algunas
de sus respuestas. Estos comentarios no eran obligatorios; sin embargo, en todas las preguntas

pudimos complementar las respuestas cerradas con los comentarios dados, identificando los
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aspectos que los docentes enfatizaron en cada caso. Para el andlisis identificamos a cada
participante con una P y un nimero del 1 al 213, lo cual nos permita referirnos a ellos en los

resultados.

Tras el andlisis a cada una de las 4 preguntas, quisimos, al igual que en la fase 1, analizar las
respuestas dadas por participante. Para ello, empleamos nuevamente el analisis cluster.
Definimos 10 variables o aspectos que nos sirvieran para caracterizar las respuestas dadas,
identificando si estos habian sido, o no, considerados. Estos aspectos son basicamente los
mismos que los que utilizamos en la primera fase, pero adaptados a los datos de los que

disponiamos, estos fueron:
Respecto a los requisitos y condiciones

1. Laderivada de una funcion en un punto es un namero real.
2. Para definir la derivada de una funcién en un punto, este debe ser de acumulacion del
dominio.

3. Paradefinir la derivada de una funcion en un punto, esta debe ser continua en el punto.

En cuanto a la definicion de derivada de una funcion en un punto

4. Se define la derivada de una funcion f en el punto x = a, como la tasa de variacion
instantanea. Se representa f"(a) y es igual a

fla+h) —f(a)
h

5. EI crecimiento de una funcion en un punto se mide por la pendiente de la recta

f'(@ =lim

tangente a la gréfica en ese punto. A este valor se le llama derivada de f en a, se
designa por f’(a), donde
@) = lim L= @

x-a X —a
6. La derivada de la funcion f(x) en un punto de abscisa a se denota por f'(a), y es el

valor de este limite, si existe y es finito

@ = i D@

—a X —a
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Base del argumento utilizado en los enunciados

7. Aspecto grafico

8. Procedimiento algebraico
9. Derivadas laterales

10. Resultado

Para este analisis solo consideramos a los participantes que habian respondido de forma
completa al cuestionario, lo cual nos permitiera analizar las 10 variables propuestas, por lo
que en este analisis se incluyeron solo 158 docentes. Cada participante se represento

mediante un vector de dimensién 10, como el que se muestra en la figura 3.9.

Requisitos Definicion C resroumenar
Namero Punto Int. Tasa As Procedimiento Derivadas
. Continuidad Limite S variacion =2 . Resultado
. real acumulacion Geometrica . . Grafico algebraico laterales
Participante instantanea

P1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0
Figura 3.9. Vector que representa al participante P1

Para identificar la presencia o ausencia de la variable en las respuestas del participante se
tomaron en consideracion: los comentarios realizados a la primera pregunta (dejaban ver
requisitos y la definicion de derivada que tenian), aquellos términos que valoraron como
necesarios de la pregunta dos (identificar requisitos), la definicion de derivada de una funcion
en un punto que eligieron como mas proxima a la suya, el argumento que eligieron en cada

uno de los enunciados.

Para el andlisis cllster empleamos la misma medida de similitud y el mismo método
empleado en las fases anteriores (Rogers-Tanimoto y Ward.D), lo que nos permitio
identificar cuatro perfiles de respuesta, con lo que de alguna forma pone de manifiesto 4

significados con los que operaron los docentes al contestar el cuestionario.
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CAPITULO 4

Resultados fase 1:
Estudio con docentes en formacidén

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos en la primera fase de la investigacion,
tras el analisis a las respuestas dadas por los docentes en formacion a las 3 tareas propuestas
en el cuestionario seméantico. Para ello hemos considerado cinco apartados, los primeros tres
corresponden al analisis de cada una de las tareas del instrumento; en el apartado cuatro se
presentan los perfiles dados a la derivada identificados mediante el anélisis claster;

finalmente presentamos una sintesis de los resultados obtenidos.

4.1. Tarea 1: definicion de derivada

En la primera tarea se les pedia a los futuros docentes definir derivada de una funcién en un
punto. Las respuestas dadas nos permitieron analizar elementos de los tres componentes de
la terna: estructura conceptual, sistemas de representacion y sentido. A esta tarea

respondieron 95 docentes en formacion.
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4.1.1. Estructura conceptual

En cuanto a la definicion, llama la atencion la variedad de formas con las que los participantes

hicieron referencia a la derivada. Tras un esfuerzo por agrupar las definiciones dadas segun

su similitud, estas se pueden sintetizar en las siguientes 5 categorias:

90

La derivada como la pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto: en
esta categoria se incorporaron aquellas respuestas en las que definieron la derivada
de la funcidn como, y solamente como, la pendiente de la recta tangente, incluyendo
respuestas un poco imprecisas de tipo:

1. Laderivada es la pendiente de la funcion.

2. Laderivada es el valor de la recta tangente.

3. Laderivada es el punto tangente a la funcién.

Aunque es claro que estas expresiones no definen la derivada exactamente como la
pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto, por su similitud y relacion
fueron incorporadas en esta categoria todas aquellas definiciones que emplearon
como palabras clave recta, tangente o pendiente, asumiendo de algiin modo que la

intencién del participante iba en esa direccion.

La derivada como un limite: en esta categoria se incluyen aquellas definiciones en
las que el sujeto considero la derivada como el limite de cociente incremental, ya

sea porque lo describié de esta forma o porque lo expresara de manera simbolica.

La derivada como pendiente de la recta tangente y como un limite: aqui se
consideraron las respuestas de los sujetos que hicieron alusién a ambos aspectos en

su definicion.

La derivada como pendiente de la recta tangente y otro: incorporamos las
respuestas que hacian alusion a la derivada como pendiente de la recta tangente,
pero también mencionaban que se podia interpretar como un cambio, variacion, o

algun otro aspecto.

Otras definiciones: finalmente, se encontraron definiciones particulares que no
correspondian con ninguno de los casos anteriores, por lo que se agruparon en esta

categoria. Se encuentran aqui definiciones de tipo:
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- Laderivada es un cambio.

- Esel proceso contrario al calculo de areas.

- El punto critico de una funcion donde su derivada es 0.

- Esel valor del limite, si existe, de la funcion en ese punto.

- Laderivada es la funcién que para cada punto de una funcion f dada, devuelve
la pendiente de la recta tangente en cada punto.

- Una derivada es una descomposicion de expresiones que corresponda para una

funcion dada

Esta Gltima categoria acepta varias subcategorias, pero dado que fueron definiciones menos
frecuentes (ver tabla 4.1) decidimos dejarlas en una sola. Tal como se aprecia en la tabla 4.1,
la definicion que predominé fue la derivada como la pendiente de la recta tangente a la
funcién en un punto. De hecho, esta fue considerada en la definicion tipo I, 111y 1V; es decir,

cerca del 70% de los participantes incluyeron este aspecto al definir la derivada.

Tabla 4.1. Definiciones dadas a la derivada

Tipo de definicion Frecuencia
I.  Pendiente de la recta tangente 35
Il.  Un limite 15
I1l. Pendiente de la recta tangente y limite 21
IV. Pendiente de la recta tangente y otro 10
V. Otras definiciones 14

Al analizar las definiciones que hacian alusién a la pendiente de la recta tangente, percibimos
que la intencidn no era exactamente la misma en todos los casos; por ejemplo, para referirse
a esta se emplearon distintos verbos como: indica, coincide, representa, corresponde, entre
otros. Con esto, de una u otra forma reconocen que, mas que su definicion, estan haciendo
referencia a un modo de interpretar o utilizar la derivada. Aunque también se detectaron casos

de participantes que indicaron que la derivada es sindbnimo de pendiente.

Otro aspecto que llamo la atencion fue que quienes dieron la definicidn del tipo 111, en
algunos casos consideraban el limite como la definicidn y reconocian la pendiente como una
interpretacion, pero en otros casos la pendiente de la recta tangente era la definicion y el

limite era solo el medio para calcularla, como se observa en la respuesta de la figura 3.10.
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Figura 3.10. Respuesta dada por B26 a la tarea 1

Algunos participantes sefialan que definir la derivada mediante su interpretacion geométrica
permite una mejor visualizacion, pero que se trata de una definicidbn més basica o intuitiva,
considerando la definicion mediante el limite como la “formal” o “clasica”; tal es el caso de
participante A7 que se muestra en la figura 3.11. Incluso un participante sefiald “sé que hay

otra definicion mas formal, pero no la recuerdo”.
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Figura 3.11. Respuesta dada por A7 a la tarea 1

De las definiciones incluidas en la categoria V, destacan 6 futuros docentes que confunden
la nocién de derivada de una funcion en un punto con la del limite de la funcién en dicho
punto; mezclando la definicidn de derivada con la continuidad de la funcion derivada en un

punto. Se puede observar en definiciones como la que se muestra en la figura 3.12.
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Figura 3.12. Respuesta dada por A35 a la tarea 1

En términos generales, los futuros docentes recurrieron principalmente a aspectos

geomeétricos (la pendiente de la recta tangente, por ejemplo) o analiticos (definicion mediante
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limite) para dar su definicion de derivada. Sin embargo, fue posible identificar definiciones
basadas en otros elementos; por ejemplo, algunos participantes destacaron el caracter
algebraico de la derivada considerandola como una “descomposicion de expresiones” (uso
de reglas de derivacién), en otros casos se acudio a resultados o propiedades, e incluso se

redujo la definicion a un procedimiento.

Términos utilizados para definir

Una vez sintetizadas las definiciones dadas, con el fin de hacer un analisis mas detallado, y
con base en nuestro marco teorico, nos centramos en los distintos términos empleados para
definir derivada. Dada la variedad de definiciones halladas, fue posible identificar una gran

cantidad de términos, como se observa en la tabla 4.2.

Tabla 4.2. Términos empleados para definir derivada

Categoria Términos Frecuencia
Palabras empleadas como Funcién continua 7
apoyo Funcion real de variable real 3

Punto de acumulacion 1
Palabras empleadas como Pendiente 53
simil de derivada Recta tangente 47
Limite 26

Limite del cociente incremental 4

Limite de rectas secantes 1

Una funcién 2

Un proceso 1

Descomposicion de expresiones 2

Cambio 5

Vector direccion 1

Variacion 2

Inclinacién 3

Variacion instantanea 1

Aplicacién lineal 1

Palabras utilizadas como Valor 11
adjetivo Ndmero real 3
Integral 1

Derivable 7

Incremento infinitesimal 3

Velocidad 2
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A estos términos deben agregarse las palabras: derivada, funcion y punto que emplearon mas
de la mitad de los futuros docentes al iniciar su definicion; sin embargo, no las consideramos
en la tabla 4.2 ya que forman parte del concepto a definir. Por otra parte, aunque el término
pendiente y recta tangente son muy cercanos en frecuencia, debe reconocerse que estos no
siempre se utilizaron de forma conjunta, como se sefial6 anteriormente entre las definiciones

29 ¢¢

habia frases como “funcion de la recta tangente”, “pendiente de la funcién” o “recta tangente

a la funcion”.

Un dato interesante es que solamente 8 futuros participantes hicieron alusién a alguno de los
requisitos para poder definir la derivada de una funcion en un punto: (a) que el punto sea de
acumulacion y (b) que la funcion sea continua; cabe sefialar ademés que dos de los que
mencionan la continuidad de la funcién lo hacen como condicion suficiente, tal como se

muestra en la figura 4.1. Asimismo, pocos indicaron el hecho de que se trata de un valor

finito.
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W HNcEN e u ecle AN en e pUlis

Figura 4.1. Respuesta dada por A15 a la tarea 1
Notacion empleada para definir
Una vez analizados los términos, se procedi6é a identificar la notacion empleada en la

definicion, en la tabla 4.3 se muestran los principales resultados.

Tabla 4.3. Notacion utilizada para definir derivada

Aspecto Notacién
Punto a,xy,Pyx
Dominio ADYR
Funcion fyf
Derivada en un punto f'(x)y f(a)
Recta r
y=mx+b
Puntos de acumulacion A’
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Resultados fase 1: Estudio con futuros docentes

Tabla 4.3. Notacion utilizada para definir derivada

Aspecto Notacion
Pendiente f(xo +h) — f(x)
h—x

Derivada f(xo), ff(@yfx)
lim £ (x)

xX—a

y f(xo + h) — f(x0)
m
h—0 h

i £ — f(@)
im——

x—-a X—a

I f(x + Ax) — f(x)
im

Ax—0 Ax
flx+h)—f(x)
(x+h)—x

h—0

Esta notacion fue empleada principalmente por los futuros docentes que definieron la
derivada como un limite, destacamos que las ultimas dos notaciones para derivada fueron
empleadas solo una vez. Se detectaron algunos errores, por ejemplo, al expresar
simbdlicamente la pendiente; ademas de variantes a la definicion de derivada hallandose

expresiones como:

lim F(W)—f(xo0) lim fxo+h)—f(x0) lim f)+h—f(a)
xo—0 h—xg h—-0 h—xq h—-0 b—-a

Ademas, detectamos que algunos participantes dieron su definicion mediante f'(x) y su
limite, sin diferenciar si se trataba de la derivada en un punto en especifico o no. El
participante B24 es el Unico que hace esta distincion, como se muestra en la figura 4.2.
Resulta curioso que emplee dos notaciones distintas, aunque al definir f“(a) olvido colocar

la notacion de limite.

_ivl.r'«/: 0‘/;;/)( = /('/ - /:{ X)

hae - : =

A

/’

Aa diftiictr, en um pumto 9 () = £ - fta )
X —

Figura 4.2. Respuesta dada por B24 a la tarea 1
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Por otra parte, 5 participantes hicieron mencién explicita de que la notacion de derivada es
f'(x0); a pesar de que hay mas respuestas en las que utilizan esta notacion, lo hacen de
manera conjunta a la definicion mediante limite, sin mencionar que se trate de su notacion.
Incluso muchos participantes colocaron solo la expresion del limite, sin igualar la expresién

a f’(a) o similar.

4.1.2. Sistemas de representacion

Aunque la tarea no solicitaba el uso de ningun sistema de representacion en particular, por lo
que la mayoria de las respuestas se encuentran de forma verbal, 40 de los participantes
complementaron su definicion con representacion simbdlica, empleando alguna de las
notaciones de la tabla 4.3. De hecho, dos de los participantes emplearon Unicamente este
sistema de representacion, colocando por respuesta el limite que define a la derivada en un

punto, sin agregar nada mas.

De igual forma, 13 participantes hicieron uso de la representacion grafica, realizando un
dibujo de una curva y una recta tangente a ella en un punto. Sin embargo, solo 4 de ellos
relacionaron de alguna manera la representacion utilizada con la derivada de la funcion, como

se muestra en la figura 4.3.

g R M X+
Y

e / )

L/(c_l) | /’/—_\’/// W = ﬁ ’CC\)
/ 1
Yl

;.____—_—"WA (\ 2

Figura 4.3. Gréfica realizada por A2, en la tarea 1

4.1.3. Sentido y modo de uso

En esta primera tarea, el sentido que predomina es la derivada como pendiente de la recta

tangente a la funcion en un punto dado; es decir su sentido geométrico. Ademas, tiene
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Resultados fase 1: Estudio con futuros docentes

presencia el sentido analitico y, aunque en menor medida, también se destacd el sentido fisico

al mencionar la interpretacion de la derivada como velocidad.

4.2. Tarea 2: verdadero o falso

En esta segunda tarea, los futuros docentes debian justificar la veracidad o falsedad de 2
enunciados dados (dos en el cuestionario A y dos en el B). La intencion era ahondar un poco
en la estructura conceptual, estudiando elementos del campo conceptual y del procedimental.
Para ellos analizamos el uso dado a los elementos matematicos (definicidn, propiedades,
relaciones, entre otros) al argumentar su postura ante el enunciado; ademas, esta tarea nos
permitio aproximarnos a la forma de razonar de los futuros docentes al trabajar con la
derivada. Pese a ser una tarea mas centrada en la estructura conceptual, también identificamos
el empleo de sistemas de representacion. A continuacién, describimos los principales

resultados obtenidos, analizando cada uno de los enunciados de forma individual.

4.2.1. Primer enunciado: recta tangente vertical

El primer enunciado del cuestionario A es el que se presenta en la figura 4.4. De los 43

participantes 5 no contestaron nada, por lo que analizamos un total de 38 respuestas.

1. { ) La funcién f: B — B tal que f{z) = T — 1, tiene por griafica la que se muestra
en la fipura 1. La recta m es tangente a la curva en = = 1; de esta forma es facil asesurar
que [ es derivable en ese punto.

2 = y 2 1
:

Figura . Grifica de f

Figura 4.4. Primer enunciado del cuestionario A

En cuanto a la veracidad o falsedad, 9 participantes indicaron que el enunciado era verdadero,

aunque uno no dio justificacion; mientras que 29 aseguraron que era falso, 2 de los cuales no
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justificaron. Los argumentos dados fueron muy variados, en la tabla 4.4 se puede observar

un resumen de las respuestas obtenidas.

Tabla 4.4. Argumentos dados al primer enunciado

Caodigo” Justificacion Frecuencia
1.V.1  Determinar algebraicamente f”(x), pero algunos errores en su célculo lo 3
llevan a concluir que f°(1) = 0, afirmando entonces que la funcion es

derivable.

1.V.2  Calcular los limites laterales de la funcion derivada, cuando x se 1
aproxima a1, concluyendo que al ser iguales a +oo, la funcion es
derivable.

1.V.3 En x = 1, f cambia de signo. 1

1.V.4  Probar que la funcién es continua. 1

1.V.5 Al seruna funcién continuay tener recta tangente en ese punto. 1

2

Ve Dado que f'(x) = @%){3} , f(x) es continua. '

1.F.1  Dado que f'(x) se indefine en x = 1. 5

1.F.2  La pendiente de la recta tangente dada es infinita, lo cual hace a la 5
funcién no derivable.

1.F.3  Los limites laterales de f"(x) cuando x tiende a 1 no coinciden. 6

1.F.4  Aungue graficamente sabemos que es derivable, no es facil asegurarlo, 2
hay que probar que los limites laterales de f”(x) coinciden.

1.F.5  Calcular algebraicamente f’(x), y por errores de calculo obtener 1
f'(1) = 0; pese a esto se concluye que es falso.

1.F.6  Que exista recta tangente, no implica que la funcién sea derivable en el 1
punto de tangencia.

1.F.7  Larecta dada no es la tangente en ese punto. 1

1.F.8  En este punto no es derivable al ser una raiz de la funcion f(x). 1

LF9 ) = % por lo que tendria que hacerse un cambio de variable. 1

1.F.10  Dar un ejemplo 1

1.F.11  Ladefinicién no se cumple 1

1.F.12  f’noescontinuaenx =1 2

* Numero de enunciado. VV o F dependiendo de si fue utilizado para justificar la veracidad o falsedad. N(imero que
distingue a una justificacion de otra.

Se puede observar que la via de argumentacion a la que méas se recurre es calcular
algebraicamente f"(x) y a partir de ahi hacer conclusiones. Llama la atencion el argumento
1.F.10 en donde para justificar que el enunciado es falso, el participante dibuja otra funcion

con una recta tangente vertical alegando que este tipo de funciones no son derivables.
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A) Validez y respaldo

Una vez identificados los principales argumentos dados, procedimos a valorar su validez
dentro del contexto dado. Aclaramos que nuestro analisis se centré en si el docente en
formacién elegia una via de argumentacion valida o adecuada para cada uno de los
enunciados, pese a que la justificacion dada no fuese del todo completa (no presente el

respaldo suficiente).

Si observamos la tabla 4.4 apreciamos que hay varias justificaciones que no son validas, por
ejemplo: 1.V.3, 1.F.7, .LF.8 y 1.F.9, ya que se usa un argumento falso o fuera de contexto,
como afirmar que la recta dada no es tangente. Del mismo modo, se detectan varios
argumentos que pese a ser afirmaciones correctas, no son una justificacion suficiente, por
ejemplo, 1.V.4, 1.V.5., que sostienen que la continuidad de la funcion es suficiente para la
derivabilidad, o bien 1.F.12; donde el argumento de que f"(x) no es continuaen x = 1 no es

concluyente sobre la derivabilidad en el punto, al igual que 1.F.3y 1.F.4.

Por otra parte, 1.F.1, 1.F.2, 1.F.6, 1.F.10 y 1.F.11, son justificaciones validas, aunque sin
duda algunas requeririan de mas respaldo. Asimismo, consideramos que 1.V.1, 1.V.2, 1.V.6
y 1.F.5, pese a ser justificaciones en las que se eligié una via de argumentacion adecuada
para el enunciado presentan errores que las convierten en justificaciones incorrectas; por
ejemplo, recurrir a la expresion algebraica de f“(x) puede ser pertinente, pero errores de
calculo los hacen llegar a una conclusién errénea; o bien, calcular derivadas laterales es

adecuado, pero considerar la funcion derivable porque ambas tienden a infinito es un error.

Asi en total se hallaron 16 participantes que dieron una justificacion invalida o no
concluyente; 6 que, aunque seleccionaron una via de argumentacion valida, son incorrectas

por errores cometidos; y 13 respuestas que podrian considerarse validas.

En cuanto al respaldo presentado, tanto en justificaciones validas como las que no, pudimos
detectar que 25 de ellas presentaban algun tipo de respaldo, un ejemplo de ello se muestra en
la figura 4.5, en el que para justificar la falsedad del enunciado se argumenta que “el limite

no es finito” lo cual se acompafia de un calculo algebraico que lo respalda.
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Justificacion
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Figura 4.5. Respuesta dada por A38 al primer enunciado

Hay que reconocer que no en todos los casos el respaldo identificado era correcto o suficiente;
no obstante, en el andlisis nos centrabamos en si habia intencion de respaldar o no la
justificacion. De hecho, 11 de los 25 respaldos detectados son equivocos o incurren en algin

tipo de error, lo que en la mayoria de los casos los lleva a conclusiones falsas.

Por otra parte, los 10 participantes no sintieron necesidad de ampliar o reforzar su
justificacion, presentaban argumentos como el que se muestra en la figura 4.6, en el que para
apoyar la veracidad del enunciado se escribe que debe verificarse si las derivadas laterales
coinciden, pero no agrega nada mas, probablemente si hubiese apoyado su justificacion con

el célculo de dichos limites se habria dado cuenta que el enunciado era falso.

Justificacion
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Figura 4.6. Respuesta dada por S7 al primer enunciado
B) Elemento matematico y modo de empleo

Un aspecto importante de las justificaciones presentadas tiene que ver con el elemento

matematico en el que se basa y modo en el que lo emplea. En la tabla 4.5 se puede observar
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como los docentes en formacion, para este enunciado, optaron principalmente por un
procedimiento algebraico o el uso de un resultado. En ese sentido, sobresalen dos elementos:
primero, la importancia del aspecto algebraico como medio de argumentacion y los errores
de célculo que se ponen de manifiesto; en segundo lugar, el uso de resultados incorrectos,

empledndose en algunos casos implicaciones reciprocas o contrarias que no son verdaderas.

Tabla 4.5. Elemento matematico utilizado en el primer enunciado

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Aspecto grafico  La recta tangente vertical en un punto implica Directa 7
no derivabilidad en dicho punto.
Procedimiento  Si se conoce la derivada en un punto, se puede Reciproca 2
calcular la recta tangente
Calcular la expresion f’(x) y evaluar en el Directa 11
punto
Definicion Si el Iimite, £*(a) = lim Z27@ eyiste y es Contraria 1
x—-a x—a

finito, entonces la funcién es derivable en a.

Resultado Si una funcion es derivable en un punto, es Reciproca 1
continua en ese punto.
Si f es continua en a. Si lim f'(x) existe, Directa 4
x—-a
entonces f'(a) = lim f"(x). (Si la funcion
x-a
derivada es continua en un punto, entonces f Contraria 7
es derivable en dicho punto)
Otros 2

En el caso de una definicion, al tratarse de una implicacion equivalente, decidimos explicitar
la implicacion directa que asumidos y asi poder indicar una implicacion logica utilizada,
siendo conscientes de que segun como se mire (la implicacion directa que se considere) se
trataria de una implicacion reciproca o contrarreciproca valida. En la categoria otros hemos
incluido aspectos que, aunque no tienen relacién alguna con la derivada (argumentos
inventados), fueron utilizados de forma directa, como el caso “al ser una raiz de la funcion,
no es derivable en ese punto”. Este aspecto también llama la atencidn, pues algunos futuros
docentes “inventaron” justificaciones sin sentido, en lugar de recurrir a un aspecto elemental

como es la definicién misma.

En la tabla 4.5, también sefialamos el modo en el que cada uno de los elementos matematicos
fue utilizados, identificado la implicacion l6gica involucrada. Pese a que la mayoria de las

justificaciones estan escritas de la forma “Como X sucede (0 no sucede), entonces Y™, lo que
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buscamos es el uso l6gico que se le da a los elementos matematicos. Por ejemplo, quienes
aseguran que el enunciado es verdadero dado que la funcion es continua estan usando el
reciproco de un resultado. En otro ejemplo se asegura que el reciproco de una afirmacion no
siempre es verdadero al escribir: “si una funcion es derivable en un punto, la derivada nos
permite calcular la recta tangente en ese punto, pero que haya recta tangente no implica que

podamos calcular la derivada”.

De este modo, 25 elementos matematicos fueron utilizados de manera directa, 3 haciendo

uso de la implicacion reciproca y 8 de la contraria.

C) Modo de representar el argumento

De los 35 argumentos, uno de ellos es de tipo perceptual, es decir, se limito a un dibujo de
una funcidén que al igual que la dada en el enunciado presentaba una recta tangente vertical y
esto la hacia no derivable. Los 34 restantes hicieron uso de simbolos y palabras para
representar su argumento, aunque unos fueron mas simbaolicos que otros; como se puede ver
en la figura 4.7, donde la respuesta dada por A29 es simbdlica, mientras que la de A22 es

totalmente narrativa, pese al uso de algunos simbolos matematicos.

Justificacion
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Figura 4.7. Respuesta dada por A29 y A22 al primer enunciado

De esta forma, 20 de ellos utilizaron principalmente un argumento narrativo mientras que 14

emplearon mayormente simbolos.
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4.2.2. Segundo enunciado: funcion definida en un dominio discreto

El segundo enunciado propuesto a los participantes en el cuestionario A es el que se muestra
en la figura 4.8. Dos de los participantes no respondieron, por lo que en total se analizaron
41 argumentos.

2. ( ) Parala funcion f: M — B; tal que f(z) = =° +2x — 1, se cumple que [ es derivable
en r = 1, v ademas f'(1) = 5.

Figura 4.8. Segundo enunciado del cuestionario A

Este enunciado es sin duda uno de los que mas llama la atencion, ya que, de las 41 respuestas
obtenidas, 26 de ellas aseguran que el enunciado es verdadero y 15 que es falso. De forma
general, las justificaciones dadas se sintetizan en la tabla 4.6, en la que nuevamente se aprecia
que el argumento mas empleado tiene que ver con el proceso algebraico para calcular

derivadas (reglas de derivacion).

Tabla 4.6. Argumentos presentados al segundo enunciado

Cadigo Justificacion Frecuencia
2V.1 Calcular algebraicamente f“(x) y evaluar 15
2V.2 La funcion y su derivada son continuas en x = 1 6
2V.3 La funcion es un polinomio continuo 4
2V.A4 Al calcular el limite que define derivada se puede comprobar que la 1

funcion es derivable
2.F.1 La funcion no es continua 4
2.F.2 Para que una funcidn sea derivable en un punto es necesario que este 4
sea de acumulacion
2.F.3 La derivada involucra calculo de limites, lo cual no tiene sentido en un 4
dominio discreto
2.F4 No se puede definir N en R (biyectividad) 2
2.F.5 Al derivar y evaluar f'(1) # 5 1

A) Validez y respaldo

De los argumentos dados, 2.F.2. y 2.F.3. se consideran justificaciones validas. Precisamente
la intencidn principal del enunciado era observar si los docentes en formacidn atienden a los
requisitos necesarios para que pueda definirse la derivada en un punto. Un caso interesante

ocurre con el argumento 2.V.4., pues una via de argumentacion valida es recurrir a la
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definicion, el problema en este caso es que omite los requisitos y va directamente al calculo

del limite que define la derivada de una funcién en un punto.

Los argumentos restantes (33) no son validos para el enunciado dado. Al tratarse de una
funcién de dominio discreto, se considera que es una funcion continua en todos sus puntos
del dominio (Apostol, 2002), de esta forma no tiene sentido decir que la funcion es
discontinua; sin embargo, dicha condicidn de continuidad tampoco es suficiente para hablar
de derivabilidad, por lo que argumentos como 2.V.2.,2.V.3. 0 2.F.1. no son véalidos. Ademas,
2.F.4. no tiene relacion con la derivabilidad, y en 2.V.1. se asume la derivabilidad, lo cual es

un error.

En cuanto al respaldo que dan los docentes en formacion a sus argumentos, en este enunciado
la mayoria de ellos dio algin respaldo a sus justificaciones (33 de los participantes),
principalmente del calculo algebraico realizado para determinar f*(x) o para “verificar” si la

funcién era, o no, continua.

B) Elemento matematico y modo de empleo

Dada la naturaleza de los argumentos empleados, el elemento mas utilizado fue el
procedimiento algebraico (reglas de derivacion) para calcular la expresion f*(x), seguido del

empleo de algun resultado, tal como se aprecia en la tabla 4.7.

Tabla 4.7. Elemento matematico utilizado en el segundo enunciado

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia

Definicion Si el Iimite, f'(a) = }Cm% existe y Directa 1
es finito, entonces la funcién es derivable en
a.

Requisitos La derivada de una funcién en un punto se Contrarreciproca 8
define en puntos de acumulacion

Procedimiento  Calcular la expresion f"(x) y evaluar Directa 16

Resultado Si una funcién es derivable en un punto, Contrarreciproca 4
entonces es continua en dicho punto. Reciproca 4
Si f es continua en a. Si lim f'(x) existe, Directa 6

xX—->a

entonces f'(a) = chincll f’(x). (La derivada es

continua en un punto, entonces es derivable)
Otros 2
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Incluimos en “otros” los dos argumentos que recurrieron a la nocién de funcion biyectiva, al
no tratarse de un elemento matematico relacionado directamente con el concepto de derivada.
Para este enunciado, los elementos matematicos se emplearon haciendo uso de las distintas
implicaciones logicas. Pese a que la mayoria utiliza los elementos de manera directa, se

hallaron 4 implicaciones reciproca y 12 contrarreciprocas

C) Modo de representar el argumento

En este enunciado el tipo de argumento que predomino fue el simbdlico con 25 de estos y 16

de tipo narrativo.

4.2.3. Tercer enunciado: derivabilidad en un maximo local

En la figura 4.9 se muestra el primer enunciado del cuestionario B, el cual se le aplico a 55
participantes, sin embargo 2 no lo respondieron, por lo que en este caso se analizaron 53

respuestas.

1. { ) Para la funcidn g, cuya grifica se muestra en la fipura 1

=

Figura I. Grifica de g

Se puede afirmar que como g tiene un maximo local en ¢ = 2, entonces ¢'(2) = 0.

Figura 4.9. Primer enunciado del cuestionario B

Para este enunciado, 11 de los futuros docentes consideraron el enunciado como verdadero
(3 de ellos no dieron justificacion); mientras que 42 indicaron que era falso (1 de ellos sin
justificar). Entre otros y de manera sintetizada los argumentos fueron los que se aprecian en
la tabla 4.8. Al igual que en el primer enunciado se encontro gran variedad de argumentos,

sobre todo para asegurar la falsedad de este.
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Tabla 4.8. Argumentos dados al tercer enunciado

Cadigo Justificacion Frecuencia
3.F.1  La funcion presenta un “pico” en x = 2 9
3.F.2  Hay un cambio brusco de monotonia 2
3.F.3 Las derivadas laterales en ese punto no coinciden 5
3.F.4 Lapendiente de la recta tangente es ese punto es infinita 1
3.F.5 Lafuncion no es derivable en ese punto 10
3.F.6 Al serunafuncién a trozos, su derivada no es continua 3
3.F.7  Los limites laterales de g“(x) no coinciden 4
3.F.8  No se puede saber, pues no se conoce el criterio 1
3.F.9 Sila funcion es derivable en un maximo, f"(x) = 0, pero no en todos los 2

maximos la funcidn tiene que ser derivable.
3.F.10 No es derivable al tratarse de un punto silla.
3.F.11 El punto no es un maximo
3.F.12 Laposicion de la recta tangente
3.V.1 Laderivada se anula en los extremos de una funcién
3.V.2 No existe tangente, por tanto, es cero

P NP RN

A) Validez y respaldo

En cuanto a la validez del argumento consideramos que la mayoria de ellos, 35 para ser
exactos, eligen una via de argumentacion valida, aunque al igual que en casos anteriores no
siempre con el suficiente respaldo. De hecho, 22 de los argumentos validos no presentaron
respaldo alguno, limitdndose a indicar que la funcion no es derivable en el punto o
simplemente afirmando que, dado que la funcion presenta un “pico”, esta no es derivable en

ese punto.

En el caso de los 14 argumentos no validos, se tratan principalmente de justificaciones que,
aunque basadas en aspectos matematicos verdaderos (procedimiento para hallar maximos y
minimos, por ejemplo 3.V.1), son utilizados en un contexto inadecuado. O bien se trata de
justificaciones sin fundamento matematico; por ejemplo, sefialar que en el punto no ocurre
un maximo, o como la respuesta de la figura 4.10, que asegura que sin conocer el criterio o

férmula de la funcién no puede se puede asegurar nada.

106



Resultados fase 1: Estudio con futuros docentes

s cﬁ-.f’fawér A "ﬁ/ﬂf’ffhé/ 741' 8. Fu= Jﬂ.%w .fme _fum:-c; &)
%P““m czncmcr—p‘u*o%ﬂvwﬁ g en v 6&}4:}{’/ :f-/:/m mr—_fﬂffﬂﬁmmé

A ;ﬁa.zyrﬂé?

Figura 4.10. Respuesta dada por B41 al primer enunciado

Este ultimo llama bastante la atencién, pues la importancia que se le da a la expresion
algebraica se evidencié ademas en dos participantes que se vieron en la necesidad de
determinar el criterio que define la funcién para poder comprobar que las derivadas laterales

no coincidian.

De estos 14 argumentos no validos, 6 de ellos no presentaban respaldo. Entre otras cosas,
subrayamos: (a) el uso de justificaciones o argumentos en contextos inadecuados; y (b) la
poca necesidad manifestada de respaldar tales justificaciones. En el caso de los 21
argumentos que presentan respaldo, no siempre se trata de respaldos suficientes o correctos.
De ello detectamos que cuatro de ellos son respaldos falsos o inventados. Ademas, se
identificaron casos en los que lo planteado en realidad no es un aspecto concluyente. Sin
embargo, nuestro interés en este trabajo tiene mas que ver con la intencién o la necesidad

manifestada por los futuros docentes de respaldar la justificacion.

B) Elemento matematico y modo de empleo

Los elementos matematicos utilizados para este enunciado se resumen en la tabla 4.9. El
aspecto grafico fue lo mas empleado, particularmente el punto anguloso, seguido del uso de

algun resultado.

Tabla 4.9. Elemento matematico utilizado en los argumentos

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Grafico Una funcion no es derivable en los puntos en los Directa 9

que la grafica presenta un “pico”

Una funcion no es derivable en los puntos en los Directa 2

que se presenta un cambio brusco de monotonia
Definicion Si el limite, f'(a) = }Cilr}lf(x;:i(a), existe y es Contraria 1

finito, entonces la funcién es derivable en a.
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Tabla 4.9. Elemento matematico utilizado en los argumentos

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Sienun punto las derivadas laterales existeny son ~ Contraria 5
iguales, entonces la funcion es derivable en el
punto

Resultado Dada una funcion derivable en a. Si f alcanza un Directa 5
extremo relativo en a, entonces f"(a) = 0. -

f'la)=0 Reciproca 2
Si f es continua en a. Si lim f'(x) existe,  Contraria 7
xX—a
entonces f’(a) = lim f’(x). (La derivada es
x—a
continua en un punto, entonces es derivable)

Procedimiento  Para hallar madximos y minimos de una funcién,  Reciproca 2
se resuelve la ecuacion f(z) = 0.

Otros 6

A la lista anterior debe agregarse los 10 docentes en formacidn que solo indicaron que era
falso ya que la funcién no era derivable en el punto dado, aunque podria suponerse que el
elemento matematico que emplean es el primer resultado de la tabla 4.9 y que se refieren a
que las condiciones necesarias no se satisfacen, dado que no dan mayor explicacion no

podemos asegurarlo.

Ahora bien, la mayoria de los participantes que afirmaron que el enunciado era verdadero se
basaron tanto en el primer resultado que aparece en la tabla 4.9; sin embargo, dos de ellos

emplearon un argumento como el que se muestra en la figura 4.11.
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Figura 4.11. Respuesta dada por B10 al primer enunciado

Aunque claramente este argumento también se basa en el resultado mencionado, decidimos
separarlo, pues la forma en la que el futuro docente lo presenta no es la misma, en esta los
participantes se estan basando principalmente en un procedimiento que recuerda. El
razonamiento del futuro docente es: si para hallar maximos igualamos la derivada a cero,
entonces si en x hay un maximo, la derivada se anula en ese punto”. Es decir, asumen que el

reciproco del procedimiento es verdadero. En ambos casos, vemos que el error en el
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argumento es no considerar las condiciones necesarias para que la proposicion se cumpla o

bien para poder aplicar el procedimiento.

Un argumento interesante que se presentd fue uno en el que el participante intenta explicar
que el enunciado no es cierto “pues el reciproco del teorema no siempre es verdadero”. Aqui

el futuro docente alega que “el hecho de que f“(z) = 0 no implica necesariamente que haya

un mdximo o minimo, pues puede tratarse de un punto de inflexion”. El argumento nos
muestra que el futuro docente es consciente de que el ejemplo mostrado es un caso en el que
hay un maximo o minimo pero la derivada no se anula, pero no se da cuenta de que no se
trata de que el reciproco sea 0 no verdadero, sino de que hay una condicion necesaria, la

derivabilidad de la funcién en el punto, que no esta siendo tomada en cuenta.

Por otra parte, los docentes en formacion que intentaron respaldar su justificacion no siempre
lograban enlazar las ideas que presentaba. De este modo hay un elemento matematico
adicional que 8 de los participantes consideraron: la funcion es continua en el punto dado; no

obstante, no lo enlazan con el resto de su justificacion.

Finalmente, al igual que en los anteriores enunciados, muchos prefieren “aplicar’” de manera
directa algin resultado que les justifigue de forma inmediata la validez o falsedad del
enunciado. Aunque en este caso, observamos también el uso erroneo de implicaciones

contrarias o reciprocas de algunos elementos matematicos.

C) Modo de representar el argumento

Al tratarse de argumentos tan especificos y puntuales, la mayoria de ellos se presentaron de
forma narrativa empleando complementariamente alguna notacion. Aungue identificamos
que 5 de los argumentos se presentaron principalmente de manera simbdlica, determinado
los criterios de la funcion de manera que pudieran corroborar que las derivadas laterales no
coincidian, por lo que se trataban de argumentos creados a partir de una manipulacién

algebraica.

4.2.4. Cuarto enunciado: funcién discontinua

El segundo enunciado del cuestionario B es el que se observa en la figura 4.12. De los 55
participantes, 16 de ellos consideraron el enunciado como verdadero, pero solo 13
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presentaron alguna justificacion; 37 indicaron que era falso, uno de los cuales no dio

justificacion; y dos no contestaron nada. Por lo que analizamos en total 49 justificaciones.

—r?—1 =i <0

2. () La funcidn f{x) cuva grifica se muestra en la fisura 2,
4+ 1 gi x>0
satisface que Wim h'(z) = lm A'(z) = 0. Por lo tanto A'(0) = 0.

M

Figura 2. Grafica de k
Figura 4.12. Segundo enunciado del cuestionario B

En este caso los argumentos empleados fueron menos variados que en los otros enunciados,
tal como se observa en la tabla 4.10. Aunque la via algebraica para argumentar sigue

presentandose, en este caso tuvo mas predominio el hecho de que la funcién no era continua.

Tabla 4.10. Argumentos presentados al cuarto enunciado

Caodigo Justificacion Frecuencia
4.V.1 Derivar la funcion dada y evaluaren x = 0 8
4.V.2 Tanto a la izquierda como a la derecha la recta tangente es la 1
misma

4.V.3 La funcién derivada es continuaen x = 0 1

4N .4 Los limites laterales de h"(x) coinciden

4.V.5 Por definicion 1
4.F.1 La funcién no es continua 34
4.F.2 La definicion de derivada no se satisface 1
4.F.3 No es derivable al ser una funcion a trozos 1
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A) Validez y respaldo

De los 49 argumentos analizados en este enunciado, nos damos cuenta de que precisamente
las 13 justificaciones que apelan la veracidad del enunciado no son validas; pese a esto, todas
ellas contaban con algin respaldo (principalmente el calculo realizado al utilizar el
argumento 4.V.1.). De este modo, pese a ser una via de argumentacion incorrecta, el respaldo
presentado era correcto. También se considera el enunciado 4.F.3. como una justificacion no

valida, pues no es un hecho concluyente para la no derivabilidad.

De los 35 argumentos validos (basicamente los que justificaban la falsedad del enunciado),
solo 8 de ellos presentaron algun respaldo a su justificacion. Un ejemplo de esto se aprecia
en la figura 4.13, donde el argumento mas empleado (el hecho de que la funcién no era
continua) fue utilizado sin dar respaldo, como la respuesta de B18, o bien, respaldando la
justificacion haciendo alusion al teorema y ademas probando algebraicamente que la funcion

no era continua, como se muestra en la respuesta de B19.

Justificacion
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Figura 4.13. Respuestas dadas al cuarto enunciado por B18 y B19 respectivamente

En total se tienen 21 justificaciones con respaldo (correcto), mientras que 28 docentes no

sintieron la necesidad de presentar respaldo alguno.
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B) Elemento matemético y modo de uso

Al prestar atencién al elemento matematico empleado nos damos cuenta de que argumentos
similares hacian alusion a elementos matematicos distintos, por ejemplo, en la figura 4.14 se
pueden ver dos justificaciones basadas en la continuidad de la funcién; sin embargo, una
emplea la continuidad como condicion necesaria (respuesta de B5), mientras que otra hace

referencia al contrarreciproco de un teorema o resultado (respuesta de B28).
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Figura 4.14. Respuestas dadas por B5 y B28 al cuarto enunciado

De esta forma, en la tabla 4.11 se muestran los elementos matematicos utilizados.

Tabla 4.11. Elemento matematico utilizado en el cuarto enunciado

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Gréfico Posicion de la recta tangente Directa 1
Definicion Si el limite, f"(a) = lim Z2L@ existe y es Directa 1
- xoa  xTa. Contraria 1
finito, entonces la funcion es derivable en a.
. La funcion debe ser continua para poder ser Contraria 10
Requisitos .
derivable
Procedimiento  Calcular la expresion f'(x) y evaluar Directa 8
Resultado o Si una funcién es derivable en un punto, Contrarreciproca 24
relacion entonces es continua en dicho punto.
Si f es continua en a. Si chi_l;rcllf'(x) existe, Directa 3
entonces f'(a) = }Cmf'(x). (Si la funcién
derivada es continua en un punto, entonces f es
derivable en dicho punto)
Otros 1
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No sorprende que los elementos mas empleados hayan sido el algebra de derivadas y los que
tienen que ver con la continuidad de la funcién. Lo que si nos sorprende es el poco uso de la
definicion de derivada, incluso quienes la emplearon solo dicen que la definicion no se
satisface, pero no lo respaldan (no llevan a cabo el calculo del limite). También nos parece
interesante, y de ahi que se evidencia en la tabla 4.11, como un mismo argumento puede
hacer uso de elementos matematicos distintos, por ejemplo, al afirmar que la funcién no era
derivable por no ser continua, algunos mencionan de manera explicita que, si fuera derivable,
la funcion seria continua (teorema), mientras que otros alegan que la continuidad es una

condicién necesaria para que se dé la derivabilidad.

En cuanto al modo del argumento, en este enunciado predominé el uso de la implicacion
contrarreciproca, dado a que el elemento mateméatico mas empleado fue el resultado sobre la

relacion de la derivabilidad y la continuidad.

C) Modo de representar el argumento

Para este ultimo enunciado, primaron los argumentos presentados de forma narrativa (39 de
ellos), aunque muchos de ellos se apoyaron en simbolos al presentar su respaldo, los
incluimos como narrativos al ser las palabras el principal sistema de representacion. Los 10

argumentos restantes se consideran meramente simbélicos.

4.3. Tarea 3: aplicacion de la derivada

Tal como detallamos en el capitulo 2, comprender un concepto matematico, implica entender
los distintos modos de uso, contextos y situaciones en los que esta involucrado. Por ello, en
la tarea tres (cuestionario B) les solicitamos a los participantes escribir tres aplicaciones en
las que se utiliza la derivada de una funcién en un punto, ademas de redactar un problema
cuya solucion involucrara dicho concepto. A continuacién, describimos los resultados de las

respuestas dadas.

4.3.1. Aplicaciones de la derivada

En esta primera parte, no todos los participantes respondieron con tres aplicaciones, algunos

se refirieron solo a una, pero otros plantearon cuatro o cinco; por lo que en total se analizaron
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161 aplicaciones de la derivada, las cuales se sintetizan en la tabla 4.12. Se observa que las

aplicaciones mas destacadas son la optimizacion, al igual que el determinar puntos criticos

de una funcion. Nuevamente se aprecia la relevancia de la interpretacion de la derivada como

pendiente de la recta tangente, siendo una de las aplicaciones a las que mas se hizo alusion.

Tabla 4.12. Aplicaciones de la derivada

Aplicacion Frecuencia
Optimizacidn en la resolucién de problemas varios 29
Determinar puntos maximos, minimos y de inflexién 29
Estudiar la monotonia y concavidad de la funcién 27
Determinar velocidad y aceleracién de objetos 26
Determinar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto 23
Célculo de integrales 7
Calculo de limites 6
Resolver ecuaciones diferenciales 5
Estudiar trayectoria de cuerpos 3
Determinar relacion entre variables estadisticas 2
Determinar la funcion derivada 2
Célculo de areas 1
Determinar el polinomio de Taylor 1

Si analizamos con mas detalle cada una de las aplicaciones dadas, es facil percatarse de que

la naturaleza de la derivada no es la misma en todas ellas; unas estan mas ligadas al calculo,

otras a la resolucién de problemas, a la derivada como herramienta de andlisis, entre otros.

Por lo tanto, nos enfocamos en agrupar las aplicaciones mencionadas segun el contexto en el

gue se enmarca la derivada, en la tabla 4.13 se describe cada uno y ademas la frecuencia con

la que se presentaron.

Tabla 4.13. Contexto de las aplicaciones de la derivada

Contexto Descripcion Frecuencia
Procedimental- Se incluyen aqui aplicaciones de la derivada que destacan su 19
algebraico caracter algebraico, cuando se emplea como herramienta para
el calculo de limites, integrales, ecuaciones diferenciales, entre
otras.
Geométrico Se consideran todas las aplicaciones alusivas al componente 77
geométrico de la derivada: extremos, recta tangente,
monotonia y representacion.
Aplicado Se refiere a las aplicaciones donde la nocion de derivada es 65

aplicada para la resolucion de problemas.
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Aunque en apariencia las aplicaciones podian clasificarse facilmente en los contextos dados,
hay que mencionar que, por ejemplo, algunas aplicaciones sobre el estudio de la monotonia
de funciones se contabilizaron dentro del contexto aplicado, dado los participantes aclararon
que esto permitia analizar el crecimiento o decrecimiento de las ganancias de una empresa.
Por otra parte, llama la atencion que, aunque pocas, se hallaran aplicaciones de caracter

meramente algebraico, pese a que el predominio esté en el contexto algebraico y aplicado.

Finalmente, nos centramos en las situaciones en las que se enmarcan esas aplicaciones, tras

el andlisis se determind que estas podian ser:

e Matemaética: se incluyen en esta categoria todas aquellas aplicaciones de la derivada
que forman parte de précticas propias de la disciplina matematica.

e Fisica: se consideran aquellas situaciones relativas a la rama de la fisica.

e Estadistica: se incluyen los aspectos relacionados con la estadistica.

e Laboral: contemplamos aqui la optimizacion de situaciones empresariales o laborales.

e Sin definir: incluimos aqui la optimizacion que no especificaba si se empleaba en el

ambito laboral o cientifico.

En la tabla 4.14 se muestra la frecuencia de las situaciones, predominando, con més del 60%,
la situacion matematica. En términos generales los futuros docentes destacan, en esta primera
parte de la tarea, la aplicacion de la derivada en contextos geométricos, donde si principal

utilidad esté dentro de la misma disciplina matematica.

Tabla 4.14. Contexto de las aplicaciones

Situacion Frecuencia
Matematica 100
Fisica 30
Laboral 7
Estadistica 2

Sin definir 22

4.3.2. Problema que involucra la derivada

De los 55 participantes, uno de ellos no redacté ningin problema, otros 6 plantearon areas en
las que se utiliza la derivada, pero no presentaron realmente un problema cuya resolucion

involucrara a la derivada. Sin embargo, aunque Unicamente se les solicitd redactar un
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ejemplo, algunos propusieron dos o tres, por lo que en total se analizaron 52 problemas. Los

participantes no tenian que resolverlo, solo plantearlo.

Un primer analisis nos permitié detectar que 9 de los problemas no tenian solucion tal cual
estaban redactados, ya que no se presentaban los datos necesarios para ello, o bien, los datos
dados no guardan coherencia entre si. Por ejemplo, en la figura 4.15 se muestran dos
problemas propuestos: el primero, aunque tiene solucién, es una solucion sin sentido en el
contexto planteado; el segundo es un problema en el que los datos que se presentan no son

suficientes para llegar a una solucion.
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Figura 4.15. Problema planteado por B26 y B40
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Pese a esto, esas 9 tareas sin solucidn formaron parte del analisis, considerando la intencién
con la que fueron planteadas. Asimismo, se detectd que 7 problemas no requieren del uso de
la derivada para su resolucion; en la figura 4.16 se observa el problema propuesto por B4,
cuya intencion es la optimizacion, pero hallar la solucion no requiere mas que conocer como
se calcula el perimetro de un cuadrado. Por su parte, el problema que propuso B20, al tratarse

de una funcion cuadrética, podria solucionarse sin recurrir a la derivada.

116



Resultados fase 1: Estudio con futuros docentes

o - P o S IR, 1

da. \o kunaen (X AAY -2 - [‘ (x) . Comprolota Asnde
- \

eo vl v dow oS Wergales de cecinventc

('k’( eluva e .'\}‘ () Ll‘) MM .\*’-V\‘r\'\(»"?}. A i A O S e L_(‘l| WO (':
¢ &

~

e \CL k\u‘\ C (:,u,
Figura 4.16. Problema planteado por B4 y B20

De forma similar, otro sujeto plantea como ejercicio determinar la pendiente de la recta
tangente en un punto, pero la funcién que da es una recta, por lo que sin necesidad de derivar
se podria identificar el valor de la pendiente. No obstante, al igual que los problemas sin
solucion, estos también fueron considerados en el analisis ya que el principal objetivo era
determinar el sentido y los contextos, en el que los futuros docentes contemplan la aplicacion
de la derivada. Por otra parte, se pudo apreciar que, al igual que el participante B20, otros 23
participantes plantearon mas un ejercicio con el cual practicar algin procedimiento y no

realmente un problema.

Tras ese primer analisis general, nos centramos en: el contenido que aborda cada problema
propuesto, el sistema de representacion, el contexto y la situacion en la que se encuentra cada
uno, y finalmente, al tratarse de tareas, identificamos la demanda cognitiva requerida para su

resolucion.

Respecto al contenido matematico abordado en las tareas, tal como se aprecia en la tabla
4.15, predomino la resolucion de problemas (principalmente de optimizacion, y de velocidad
y aceleracion de particulas), seguido de tareas en las que se plantea determinar los extremos

de una funcion y analizar su monotonia.
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Tabla 4.15. Contenido abordado en los problemas propuestos

Contenido Frecuencia
Reglas de derivacion 2
Ecuaciones diferenciales 1
Célculo de limites 2
Extremos relativos y monotonia 16
Recta tangente y normal 3
Resolucion de problemas 26
Otros 2

Hemos incluido la categoria de “otros” para aquellas tareas que en realidad no abordaban
ningun contenido particular de la derivada, como es el caso de un participante quien planteé:
“indique los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion mostrada en la figura
17, tarea cuya solucion no emplea la nocion de derivada. En ese sentido, y tal como sefialamos
anteriormente, siete de las tareas que abordan extremos relativos y la monotonia lo hacen
mediante una funcion cuadrética, de modo que conociendo el bosquejo de una gréfica de este
tipo de funcién podria determinarse lo que se solicita sin tener que involucrar la nocion de

derivada.

Un aspecto interesante es que mayoria de las tareas involucr6 una funcién bastante simple
(en 33 de las tareas), tratdndose principalmente polinomios de grado 2 o 3; solo cuatro de las
tareas sugieren funciones un poco mas complejas y en el caso de las 15 tareas restantes no se
plantea ninguna funcién en particular, si no que en algunas el resolutor debe plantear una

funcién que modele la situacién y asi dar respuesta a la tarea.

Los Unicos sistemas de representacion que surgieron fueron el verbal-numérico (16 de los
problemas) el simbolico (20), o verbal-simbolico (16). Debemos aclarar, aunque todos los
problemas fueron planteados de forma verbal, consideramos su uso como sistema de
representacion solo en aquellos casos en los que se empleaba para algo mas que dar

instrucciones o indicaciones.

Por ejemplo, en la figura 4.17 se observan el problema planteado por B17 y B39; en el
primero hemos considerado que el sistema de representacién empleado es el simbdlico, pues
la parte verbal es solo instruccion, en el segundo el sistema verbal, cobra un papel mas
importante en el problema: debe traducirse los datos a simbologia matematica y luego

resolver el problema.
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Figura 4.17. Problema planteado por B17 y B39

En cuanto a la situacion, predomina la cientifica, especificamente la matematica. La mitad
de las tareas analizadas se plante6 en una situacion estrictamente matematica (26), la otra
mitad se plantearon en situaciones laborales (12), principalmente cuestiones sobre beneficios
empresariales; fisicas (9), al tratarse de velocidad y aceleracion de cuerpos; y finalmente
personales (5). Respecto al contexto dentro del que se propusieron las tareas fue
principalmente aplicado (29), seguido del geométrico (16) y unas pocas dentro de un contexto

algebraico-numérico (7).

Los problemas o ejercicios propuestos pueden entenderse como tareas sobre la derivada, por
lo que vimos oportuno ahondar en la demanda cognitiva de cada una de ellas. En la tabla
4.16, se aprecia lo que se solicita en las tareas y la demanda que esto supone.

Tabla 4.16. Demanda cognitiva de las tareas propuestas

Demanda cognitiva Frecuencia
Procedimiento sin conexién Caélculo directo 6
Célculo indirecto 19
Resolucion de problemas 15
Procedimiento con conexion Identificacion 1
Resolucion de problemas 11

VVemos como se trata principalmente de tareas que demandan un procedimiento sin conexion.
La Unica tarea de identificacion no es en realidad sobre derivacion. De los 11 problemas que
se consideraron tenian un nivel de demanda superior (procedimiento con conexion), la

mayoria corresponden a las tareas que no tenian solucién tal cual estaban planteadas; no
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obstante, segun la intencién de la propuesta y la cantidad de datos que requeririan para su
solucion, su demanda es distinta a problemas como el mostrado en la figura 4.17 que pueden
ser resueltos de forma mas mecanica. Ademas, en estos 11 problemas el contexto realmente
juega un papel dentro de la tarea, ya que este se debe interpretar para poder hallar una funcion
que modele la situacion y posteriormente darle respuesta.

4.4. Perfiles del significado de la derivada dados por futuros
docentes

Tras realizar un analisis detallado a las respuestas dadas a cada una de las tareas propuestas,
consideramos pertinente realizar un analisis mas general, que englobe los aspectos mas
relevantes de las respuestas dadas por participante, lo cual nos permita visualizar que

elementos del significado de derivada destacaron.

Para esto llevamos a cabo un analisis cluster incluyendo las respuestas dadas a las tareas 1y
2 (estaban en ambos cuestionarios), y nos centramos en identificar en ellas la presencia o

ausencia de los aspectos que ya se mencionaron en la metodologia:

Uso del limite para definir

Uso de la interpretacion geométrica para definir
Consideracion de requisitos o condiciones al definir
Argumentacion basada en aspectos graficos
Argumentacion basada en procedimientos

Aumentacion basada en la definicion

N oo g s~ w D e

Argumentacion basada en resultados y propiedades.

Dado que eran dos versiones del cuestionario, realizamos primero un analisis para las
respuestas dadas a cada uno de ellos, posteriormente lo realizamos incluyendo las respuestas

de ambos.

4.4.1 Perfiles en el cuestionario A

El anélisis cluster de las respuestas dadas por los 43 participantes que contestaron esta version

del cuestionario, nos proporcionaba el dendrograma que se aprecia en la figura 4.18, en la
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cual se aprecia que los futuros docentes podian dividir ese en tres grupos, los cuales
conformaron los grupos de la siguiente forma: un primer grupo de 22 participantes, el

segundo de 12 y un tercero con 9.

Height

je

Figura 4.18. Dendrograma del analisis al cuestionario A

La caracterizacion de estos grupos se puede ver en la figura 4.19. El grupo 1, manifestd
concebir la derivada mediante su interpretacion geométrica, y aunque recurren a diversas

formas de argumentacion, destacan el uso de procedimientos algebraicos para argumentar.

En el grupo 2, algunos definen la derivaba mediante el limite y/o por su interpretacion
geométrica, aunque emplearon también otro tipo de definicion. Se puede observar que en su
definicion varios sefialan los requisitos o condiciones para poder definir la derivada, aspecto
que pocos participantes mencionaron. Ademas, este grupo de futuros docentes tiene en
comun argumentar mediante la definicion de derivada (junto con sus requisitos) y/o

resultados o propiedades de esta.

El ultimo grupo, se trata de participantes que no recurrieron ni al limite ni a la interpretacion
geométrica para definir la derivada, utilizando definiciones del tipo V detalladas en el
apartado 4.1.1. (pagina 90), y su caracteristica fundamental es la argumentacion por medio

de procedimientos.
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Define mediante
im e
Argumentacion Define mediante

mediante resultados nt. geométrica

/
/

A\

[T S R -

S

=T~ T T =1

Argumentacion por Considera requisitos

definicign en la definicion
Argumentacion Argumentacion
procedimenta grafica
— G rupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Figura 4.19. Perfiles de la derivada en el cuestionario A

4.4.2. Perfiles del cuestionario B

En esta version del cuestionario, el dendrograma del analisis cluster también mostraba tres
grupos en los que podian separase los participantes segun la similitud de sus respuestas (ver
figura 4.20): el primero conformado por 22 futuros docentes, el segundo por 20 y el tercero
con 13 participantes.

Height

Figura 4.20. Dendrograma del analisis al cuestionario A

Tal como se puede observar en la figura 4.21, el primer grupo se caracterizaba por referirse

a la derivada como la pendiente de la recta tangente; sin embargo, para argumentar emplearon
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principalmente la definicion mediante limite o bien los requisitos y condiciones para que esta
pueda darse. Un segundo grupo también define derivada mediante su interpretacion
geométrica, aunque algunos también aluden al limite. En este, los resultados y propiedades

son el elemento utilizado para argumentar.

El tercer grupo, se identifica por definir la derivada mediante el limite, pero al igual que el
grupo dos no menciona ni requisitos no condiciones para definirla. Para argumentar se basan

en resultados o propiedades.

Define mediante
imite

Define mediante

/ int. Geométrica

Argumentacidn
mediante resultados

L T

= ru\p- [= - =

>

Argumentacion por Requisitosen la

definicign definicicgn
Argumentacion Argumentacion
procedimenta grafica
m—Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Figura 4.21. Perfiles de la derivada en el cuestionario B

4.4.3. Perfiles de la derivada (ambos cuestionarios)

Finalmente, realizamos el analisis incluyendo las respuestas a ambos cuestionarios. En esta
ocasion, como se observa en la figura 4.22, el analisis clister mostraba 4 grupos bien

definidos.
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Figura 4.22. Dendrograma del analisis a ambos cuestionarios

En la tabla 4.17 Se aprecia la cantidad de futuros docentes en cada uno de ellos, resultando

bastante similar en todos a excepcién del grupo 2 que es el mas pequefio de los 4.

Tabla 4.17. Distribucion de participantes por grupo

Grupo Namero de participantes
1 32
2 11
3 34
4 21

La caracterizacion de cada perfil se puede observar en la figura 4.23. El grupo 1 se caracteriza
por emplear la interpretacion geométrica como medio para definir la derivada, y por recurrir
a procedimientos algebraicos para argumentar. EI grupo 2 se identifica por definir la derivada
tanto por su interpretacién geométrica como por el limite y para argumentar emplean tanto

aspecto grafico como resultados y propiedades.

Por su parte, el grupo 3 lo conforman futuros docentes que definen la derivada como la
pendiente de la recta tangente, pero también emplean otros medios; en este grupo se incluyen
los pocos participantes que toman en cuenta los requisitos y condiciones para definir la
derivada; siendo ademas el grupo cuyo medio principal de argumentacion es la propia

definicion de derivada.
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El grupo 4, lo conforman sujetos particulares que definen mediante el limite y argumentan
utilizando algun procedimiento. Ademas, se hallan aqui participantes que no dieron ninguna

definicion o no presentaron justificacion en alguno de los enunciados.

Define mediante

im ite
1
. U.B - )
Argumentacion ’ Define mediante
mediante resultados 0,6 nt. geométrica
a s =T
f.'.‘-
:T.“
Argumentacion por Considera requisitos
definicion en la definicion
Argumentacion Argumentacion
procedimenta grafica
—GrUpo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4

Figura 4.23. Perfiles de la derivada puestos de manifiesto

4.5. Sintesis

Tal como indicamos, nuestro marco tedrico contempla para el analisis del significado una
serie de componentes y elementos que sirven de foco al estudiar las respuestas dadas por los
docentes a cada una de las tareas (ver tabla 4.18). En este apartado sintetizamos los resultados

obtenidos en esta primera fase con base en dichos componentes.

Tabla 4.18. Componentes del significado de un contenido matematico escolar

Estructura conceptual Sistemas de Sentido y modos
Campo conceptual Campo procedimental representacion de uso
Hechos Destrezas Verbal Modo de uso
Conceptos Razonamientos Simbélico Contexto
Estructuras Estrategias Numérico Situacion
Grafico
Tabular

En cuanto a la estructura conceptual, las tareas 1 y 2 nos permitieron aproximarnos tanto al
campo conceptual como al procedimental. Por un lado, pudimos apreciar algunas notaciones

y términos empleados, ademéas de cémo definen derivada, y el uso que le dan a algunos
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resultados importantes (incluso con sus fallos). Sobresale que los futuros docentes, al igual
que los estudiantes, enfatizan en la componente geomeétrica de la derivada como principal
medio para definirla. Observamos también algunas dificultades que se tienen para emplear

correctamente algunas propiedades y relaciones.

El analisis de la tarea 2 nos permitié también ahondar en la forma de procesar y emplear esos
elementos del campo conceptual. Nuestro interés se centr6 en los elementos que utilizan y la
forma de emplearlos al argumentar sobre la derivada. Esto nos informa de la manera de
razonar de los futuros docentes. Se ve una tendencia al argumentar de emplear un resultado
0 propiedad de forma directa; esto antes que la propia definicion de derivada. Sin embargo,
muchos de los resultados se emplean en un contexto inadecuado, con algunos errores y con
poco o casi ningun respaldo. Asimismo, se pudo observar la importancia que los procesos

algebraicos tienen en la argumentacion.

Los sistemas de representacion fue la componente menos abordada en esta fase. Somos
conscientes de que es imposible abordar a profundidad cada componente. Pese a esto, la tarea

1y 2 se puedo observar el uso de la representacion verbal y simbdlica en las respuestas dadas.

En cuanto a los sentidos y modos de uso, aunque la tarea 3 tenia esta finalidad especifica, en
la tarea 1 se pudieron detectar algunos términos que destacaban, como es el caso de la
pendiente de la recta tangente. El analisis de la tarea 3 nos permitid identificar que la derivada
es concebida en situaciones principalmente matematicas, en contextos mayormente

relacionados con la monotonia de una funcién y sus extremos.

Lo anterior es solo una sintesis de los resultados a la luz de nuestro marco tedrico; sin
embargo, creemos que los perfiles presentados en el apartado 4.4. (pagina 120) aportaron una
vision global bastante interesante de las distintas formas en las que se concibe y utiliza la

nocién de derivada.
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Resultados fase 2:
Analisis de libros de texto

Este capitulo contempla los resultados obtenidos tras analizar los mas de 1200 items que
conforman las tareas sobre derivada propuestas en cinco libros de 1° de bachillerato. Para
ello presentamos 5 apartados: en los primeros tres abordamos los resultados obtenidos en
cuanto a los aspectos sintacticos, semanticos y cognitivos, considerados en el marco tedrico
para el anlisis de tareas (ver pagina 52); en el cuarto apartado empleamos el analisis cluster
para agrupar items por similitud y asi identificar perfiles del significado de derivada que
manifiestan los libros a través de las tareas; y finalmente damos una sintesis de los resultados

obtenidos en esta fase.

5.1. Aspectos sintacticos

En esta categoria se incluian tres variables (puede ver la pagina 71):

e Laestructura de la tarea: podia ser abierta o cerrada.

e El planteamiento: directo o inverso

e Los materiales para la resolucion de este: papel y lapiz, calculadora, software, entre
otros.
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En cuanto a la estructura, son pocos los items abiertos encontrados. El libro de SM propone,
al final del capitulo, un proyecto en el que se le pide al estudiante analizar ciertos datos y
funciones respecto al Sida. Aqui el estudiante debe buscar datos en Internet ademas de hacer
uso de otras herramientas graficas para su solucién. Sin embargo, este tipo de tareas no son
usuales. También consideramos como abiertos dos items propuestos por Santillana, dos de
Anaya y uno de Edelvives, en las cuales se planteaban cuestiones como: ¢Pueden existir dos
funciones que tengan la misma derivada? Noétese aqui que la pregunta es bastante general y
abierta para un estudiante, en la que, por ejemplo, no se le especifica tipo de funcion, lo que
implica que en primera instancia el estudiante debera tomar su tiempo para analizar la

afirmacion en distintos tipos de funciones, podria discutirlo con compafieros, entre otros.

Dedicamos unas lineas a distinguir entre tareas de estructura abierta y tareas de respuesta
“abierta”. Los items de estructura abierta que se hallaron en el analisis se caracterizan porque
los datos para su resolucidn estan de alguna forma incompletos, ademas estas tareas pueden
ser consideradas de respuesta abierta dado que no hay una uUnica solucién viable. En ese
sentido, se identificaron tareas que, aungue eran cerradas, su resolucion da la posibilidad de
distintas respuestas. Por ejemplo, en la figura 5.1 se aprecia que los datos y lo que se solicita

esta claro, sin embargo, no hay una Unica respuesta correcta.

Representa una funcidn y = f(x) de la que sabemos:

« Es continua
o lim f(x) =402 lim f(x) = —oo

» Tiene tangente horizontal en (—3.2) y en (1. 5).

Indica =i los puntos de tangente horizontal son maximos
0 minimos.

Figura 5.1. Tarea 55 propuesta en el libro de Anaya

Respecto al planteamiento inverso/directo, hay un predominio claro de los items directos. En
el caso de Anaya y Santillana, solo 19 items son planteados de forma inversa, en SM 12, en
el libro de Edelvives 11 y en el caso de Brufio Unicamente 2. Las tareas halladas de tipo
inverso son en su mayoria como la que se mostro en la figura 5.1. Las tareas inversas resultan
bastante interesantes, pues no se trata de aplicar un procedimiento, sino que requiere de
entenderlo. Por ello, son un tipo de tarea mas enriquecedoras. No obstante, estas no son muy
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usuales, de hecho, la mayoria tareas son directas, lo que parece indicar que el objetivo es el

aprendizaje y aplicacion de procedimientos ya establecidos.

En cuanto a los materiales, la mayoria de los items son propuestos para ser resueltos
empleando Unicamente papel y lapiz; sin embargo, en 16 items del libro SM se da la
indicacion de usar calculadora. Ademas, aunque en muchos casos no se explicita el uso de la
calculadora, debido a los valores numéricos con los que se trabaja, es probable que lo

requieran.

Destaca el libro de la editorial de Brufio, ya que al final del capitulo se explica “paso a paso”
como utilizar Wiris® para resolver algunos ejercicios, planteando posteriormente 22 items
para poner en practica dicho programa. El libro de Edelvives también dedica un par de
paginas para explicar el uso tanto de GeoGebra como de Wiris; no obstante, posteriormente
no propone tareas para utilizar tales programas, aunque en cada item de célculo de funcién
derivada plantea la sugerencia de comprobar los resultados empleando alguno de los
programas. Se observa asi una intencion por parte de los libros de texto de implementar
herramientas tecnoldgicas en la resolucion de tareas matematicas. Pese a ello, estos recursos

no son explotados, pues basicamente son una herramienta para comprobar resultados.

5.2. Aspectos semanticos

En esta categoria se incluian cinco aspectos a analizar:

e El contenido de la derivada que abordaba cada item.

e Los sistemas de representacion utilizados en la redaccién del item: simbdlico, verbal,
grafico, tabular, numérico

e Lasituacion: podia ser personal, laboral, cientifica o social.

e Contexto: funcion matematica de la derivada.

e Tipo de funcién: simple o no simple, segun la cantidad de rasgos o tipos de funcion

involucrados.

> Software de &lgebra de uso en linea.
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5.2.1. Contenido

Tal como indicdbamos en la metodologia, los cinco libros abordaban en su primer capitulo
basicamente los mismos contenidos, a diferencia de la representacion de funciones que no lo
incluian todos los libros. En la tabla 5.1, se puede apreciar la distribucion de items de acuerdo
con el contenido de la derivada que abordaban. La categoria “otros” incluye items que en
realidad no trataban especificamente un contenido de la derivada, por ejemplo, “halle la

imagen de 3” o “halle los cortes con los ejes”.

Tabla 5.1. Contenido segun el item

Porcentaje (%) de items segln el contenido

SM Anaya  Edelvives Santillana Brufio

Contenido N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Tasa de variacion media e instantanea 7.9 6 45 45 4.6
Definicion de derivada 94 9,6 25 10,9 9,3
Reglas de derivacion 40 38 53,5 42 31,2
Extremos relativos 15,3 10,8 11 10,6 21,2
Monotonia 3,7 6 5 3,5 20,5
Recta tangente y normal 9,7 9,2 7,5 8,8 7,9
Representacion de funciones - 17,6 - 8,4 -
Resultados y propiedades 7 0,8 9 8,4 29
Otros 7 2 7 3,3 2,4

En el caso de los libros de Santillana y Brufio planteaban 4 y 15 items respectivamente, sobre
el célculo de derivadas de orden superior, las cuales las contabilizamos dentro del contenido
de regla de derivacion. Asimismo, en el libro de Brufio, aunque se contabilizaron dentro del
contenido de extremos relativos, en realidad 33 de ellos los redacta en términos de puntos
criticos o de inflexion; del mismo modo, 23 items que piden determinar la curvatura de la
funcion fueron contabilizados en el contenido de intervalos de monotonia. Ademas,
Edelvives es el Unico libro que plantea 10 items de calculo de funcién derivada que requiere

de derivacion logaritmica.

En términos generales, se puede apreciar que el contenido mas abordado en los cinco libros
tiene que ver con las reglas de derivacion. Seguido, en la mayoria de los casos, por extremos

relativos.
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5.2.2. Sistema de representacion

En los cinco libros destaca el simbdlico, seqguido del sistema verbal. En la figura 5.2 se
aprecia la frecuencia con la que se emple6 cada uno de los sistemas de representacion. Debe

mencionarse que cada item podia utilizar més de un sistema de representacion.

100% 91,2% 91,0%

85,5% 82.5%
BD%
60% 51,6
a0%
20% % B% 12,5%
a% 2 8% 7%2,0% ,3%1,0%
05

Anaya Edelvives Santillana Brufio

mVerbal M Simbdlico Mumérico Grafico mTabular
Figura 5.2. Sistemas de representacién empleados en la redaccion de los items

Durante el analisis pudimos detectar que aquellas tareas que empleaban el sistema tabular o
grafico, las cuales claramente tienen menos presencia, eran tareas bastante enriquecedoras y
demandaban una mayor comprension del concepto de derivada. Por lo que resulta curioso y

lamentable que no se propongan mas items en esta linea.

Por otra parte, aunque todos los items son planteados de forma verbal, consideramos su uso
solo en aquellos casos en los que este hacia alusion a aspectos matematicos o bien si se trataba
de la redaccion de problemas. Es decir, cuando el sistema verbal solo se empleaba en las

instrucciones no se contabilizaba.

Un artista ha adquirido un listdn de 6 m de largo del que
quiere colgar dos grandes telas rectangulares, una a
continuacion de la oftra y que ocupen todo el listén: la
primera ha de ser naranja, y el otro lado que esta sobre
el listdn debe ser un tercio del lado que cuelga; y la otra
sera verde y debe tener forma de cuadrado.

i Qué dimensiones deben tener las telas para que si
superficie sea la minima posible?

Figura 5.3. Tarea 85 planteada por SM
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Por ejemplo, en la figura 5.3 se muestra una tarea en la que se emplea el sistema verbal, de
hecho, representarlo de esta forma tiene cierta intencion en la tarea: debe traducirse los datos
a simbologia matematica y luego resolver el problema. No obstante, en la figura 5.4 hemos
considerado que el sistema de representacion empleado es el simbdlico, pues la parte verbal
es solo instruccion.

Estudia y representa las siguientes funciones:

4—2Zx3 x?

-El} y= x b} y=3(.x'+1:|
4425—x3 4250
) y=""r" 4 y="

Figura 5.4. Tarea 95 planteada en el libro de Anaya

Ademas de los sistemas de representacion mencionados, queremos sefialar que en los libros
se aprecian algunas tareas con ilustraciones cuya funcién es solo decorativa, como la que se
muestra en la figura 5.5. En los libros de Elelvives y Santillana 3 tareas incluyen una imagen

alusiva a la situacion, mientras que en el de SM 4 tareas usan este tipo de ilustracion.

109 Se ha estimado que el gasto de electricidad de una
eo° empresa, de 8 2 17 horas, sigue esta funcién.

E()= 001 — 0,368 + 4,05t — 10

donde t pertenece al intervalo (8, 17).

a) ;Cuél es el consumo a las 10 horas? ;Y a las 16 horas?

b) :En qué momento del dia es méximo el consumo?
¢Y minimo?

¢) Determina las horas del dia en las que el consumo
se incrementa.

Figura 5.5. Tarea 109 propuesta por Santillana
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5.2.3. Situacion

Las diversas situaciones en las que tiene aplicabilidad la derivada confirman la relevancia y
utilidad de este concepto. No obstante, los libros de texto analizados presentan a la derivada
como un concepto cuya aplicabilidad est& dentro de la propia matematica, desligandola de su
uso en la vida real. Tal como se observa en la tabla 5.2, los cinco libros de texto plantean
items en distintas situaciones, sin embargo, hay un claro predominio de la situacion
matematica. A excepcion del libro de la editorial de Edelvives, méas del 90% de los items se
plantean en una situacion matematica. De hecho, Anaya y Brufio, que son los que plantean

mas items, son los que menos diversidad de situaciones presentan.

Tabla 5.2. Situacion en la que se presentan los items

Porcentaje (%) de items en cada situacion

SM Anaya Edelvives Santillana Brufio
Situacién N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Personal - - 3,5 0,3 0,3
Laboral 2,7 2 5 2,1 -
Social 1,4 0,4 2 1 -
Cientifica-Matematica 90,6 97,6 85,5 95,4 99,1
Cientifica-Fisica 5,3 - 2 1,2 0,3
Cientifica-Biologia - - 2 - 0,3

5.2.4. Contexto

Al igual que la situacion en la que se presenta una tarea, el contexto nos permite ahondar en
el significado que los libros de texto transmiten respecto al concepto de derivada. Tras el
andlisis se detectd que los items propuestos podian agruparse en tres contextos:

e Algebraico-Numérico: contemplamos aqui todos los items planteados en un
contexto meramente algebraico como el calculo de la funcién derivada, amplidndolo
al numérico.

e Geométrico: incluimos aqui los items alusivos al componente geométrico de la
derivada: extremos, recta tangente, monotonia, representacién; asi como aquellos
items que abordan distintas propiedades o resultados que debian ser analizados o

interpretados desde la grafica.
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e Aplicado: se refiere a item donde la nocion de derivada es aplicada para la resolucién

de problemas.

En la tabla 5.3 se recogen cada uno de ellos y la frecuencia en la que se encontraron.

Tabla 5.3. Contextos en los que planteaban los items

Porcentaje (%) de items en cada contexto

SM Anaya  Edelvives  Santillana Brufio
Contexto N=215  N=250 N=200 N=283 N=301
Algebraico-Numérico 53,5 50,4 62,5 62,8 46,5
Geométrico 32,6 48,4 24,5 30,7 53,5
Aplicado 13,9 1,2 13 6,5 -

Sin duda alguna, el aspecto mas llamativo es la poca cantidad de items en un contexto
aplicado, tratdndose principalmente de problemas de optimizacién. Otro aspecto destacable
es que en los libros de las editoriales SM, Edelvives y Santillana hay una mayoria
significativa dentro del contexto algebraico, refiriéndose basicamente al uso de reglas de

derivacion.

5.2.5. Tipo de funcion

Encontramos todos los tipos de rasgos descritos en la metodologia; aungque con algunas
diferencias entre un libro y otro. Sin embargo, el rasgo que predomina es el polindmico, tal

como se aprecia en la tabla 5.4. Aclaramos que un mismo item podia involucrar mas de un

rasgo.
Tabla 5.4. Rasgo de funcion empleado en los items
Porcentaje (%) de items segun el rasgo

SM Anaya Edelvives Santillana Brufio
Rasgo N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Polindbmica 55,3 54,8 59 53,7 66,4
Trigonométrica 0,9 3,2 245 13,4 13,9
Trigonomeétrica inversa - 2,4 6 2,8 -
Logaritmica - 6 17,5 12 5,6
Exponencial 1,8 6,4 13 9,8 7,6
Exponente negativo 0,9 - - 0,3 -
Radical 15,3 8,8 13 9,8 6,9
A tozos - - 1 2,1 0,3
Valor absoluto 0,4 - - 0,7 -
Algebraica 13,4 24,4 9 21,9 20,5
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Tabla 5.4. Rasgo de funcion empleado en los items

Porcentaje (%) de items segun el rasgo

SM Anaya Edelvives Santillana Brufio
Rasgo N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Cociente 3,2 3,6 5 3,5 1,6
Producto 51 4,8 9 9,5 2,3
Composicidén 19 19,6 40,5 23,3 16,6

Hay poca presencia de las funciones trigonométricas inversas, y llama la atencion la casi
ausencia de funciones importantes en la construccion del concepto de continuidad como son
el valor absoluto y las funciones definidas a trozos. Ademas de cuantificar los rasgos de
funciones involucradas, también clasificamos la forma en la que estas se relacionaban,
distinguiéndolas entre simples o no simples de n rasgos. Por ejemplo, en la figura 5.6, la
funcién del item c) involucra rasgos trigonométricos, polinGmicos y la composicion, por

tanto, es valorada como una funcion no simple de 3 rasgos.

Halla la derivada de las siguientes funciones. Después,
comprueba con Wiris 0 GeoGebra los resultados que has
obtenido.

a) v = [tan(m?® + 3e)]°
b) v =tan(x + m)

c) v =5sin*(2x + 3)
d) ¥ = sin (cosx)

e) v = sin[cos(2x%)]

f) y=\cosx

g) y = Veos?x

h) y = 3/cos2(3x + 1)

i) y= i((»ﬁ + cos? x }z

Figura 5.6. Tarea 15 propuesta por Edelvives

Consideramos que cuantos mas rasgos se involucran mayor complejidad supone el trabajo
con la misma. No es igual derivar la funcion del item b) de la figura 5.6, que la del item i) en

la que se involucran 4 rasgos.

En los libros las funciones mas involucradas son las simples. En la figura 5.7, se puede
apreciar la frecuencia de cada tipo de funcion. Hemos agregado la funcion desconocida, para
poder comparar ademas el numero de items en los que no se plantea una funcion en concreto,

el estudiante debe formularla o bien se da de forma gréfica.
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Brufio

o]
[

Santillana

&

o I = o
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% T0% B0% S0% 100%
m Desconocida B Simple m Mo simple con 1 rasgo
No simple con 2 rasgos B Mo simple con 3 rasgos B Mo simple con 4 0 mas rasgos

Figura 5.7. Tipo de funcion involucrada en cada item

Se observa el recargo de funciones simples en los libros de Brufio, Anaya y SM, aunque
destacamos de este ultimo la gran cantidad de items en los que no se plantea una funcion
especifica. Aspecto relacionado con el hecho de que es el libro que mas items presenta en los
contextos de resolucion de problemas y geomeétrico, en los que no siempre se da de forma
explicita el rasgo de la funcion que se trabaja. Por otra parte, Santillana y Edelvives estan un
poco més equilibrados entre funciones simples y no simples.

5.3. Aspectos cognitivos

De este bloque de categorias consideramos tres variables (puede ver la pagina 73):

e La demanda cognitiva: memorizacion, procedimiento sin conexion, procedimiento
con conexion o hacer matematica.

e La capacidad matematica: comunicacion, matematizacion, representacion,
razonamiento y argumentacion, disefio de estrategias para resolver problemas,
utilizacion de operaciones y lenguaje simbolico formal, y utilizacion de herramientas
matematicas

e Manejo de sistemas de representacion solicitado: procesamiento o conversion.
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5.3.1. Demanda cognitiva

En los cinco libros, la principal demanda fue un procedimiento sin conexién; especificamente
la de célculo directo, sobresaliendo el calculo de funcién derivada haciendo uso de reglas de
derivacion. Esto es un aspecto bastante interesante pues manifiesta la clara importancia dada
al algoritmo mas que a la propia definicion y sus propiedades. En la tabla 5.5 Se muestra la

frecuencia en la que se presenta cada una de las demandas cognitivas.

Tabla 5.5. Demanda cognitiva de cada item

Porcentaje (%) de items por demanda

SM Anaya Edelvives Santillana Brufio
Demanda N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Procedimiento Caélculo directo 46,9 39,6 51 57,9 475
sin conexion Célculo indirecto 22,4 33,6 30,5 20,8 42,8
Resolucion de - 2 - 2,1 -
problemas
Procedimiento Representacion 2,3 15,2 1 8,4 6,9
con conexion (criterio)
Representacion 3,8 2 - 1,4 -
(condiciones)
Identificacion 6 5,2 3,5 6 2,3
Resolucién de 9,3 0,5 8 - -
problemas
Hacer Justificacion 9,3 1,9 6 3,4 0,5

matematica

La segunda demanda mas frecuente es el célculo indirecto, es decir, tareas de célculo de
extremos relativos, o de la ecuacion de la recta tangente, entre otros. Nuevamente se trata de
una propuesta de aprendizaje de procedimientos y algoritmos sin conexion. En ambos casos

no se requiere de mayor interpretacion, sino de una ejecucion.

En cuanto a la representacion grafica de funciones dado su criterio, tal como se habia
sefialado anteriormente, solo Anaya y Santillana lo incluyen en el capitulo analizado como
aplicacion de la derivada, las otras tres editoriales lo hacen en el capitulo siguiente el cual no
consideramos en este analisis. Es decir, SM, Edelvives y Brufio demandan la representacion
gréfica, pero de funciones polindbmicas conocidas, generalmente con la intencion de que
grafiquen también la recta tangente; es mas un apoyo visual que propiamente una aplicacion

de la derivada.
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Debemos justificar por qué la resolucion de problemas la hemos incluido dos veces en la
tabla 5.5. La taxonomia de Stein que hemos empleado aclara que la demanda no esta
directamente relacionada con la contextualizacion o no de un problema, pues esto no hace a
un item mas o menos demandante, cognitivamente hablando. Tras analizar uno a uno los
items planteados en forma de problema contextualizado, optimizacién, por ejemplo, nos
percatamos que algunos de ellos demandaban un procedimiento sin conexion, pero otros

requerian de conexidn. En la figura 5.8 se ejemplifica esto.

83 En ciertas condiciones del mercado, el coste de produccion,
an ouros, de cads articulo fabricado por una emprasa viene
dado por la funcidn:

i 't
i
elm) = {5 - 1) n+8
L 7
donde n es el nimero, en miles, de articulos fabricados,

LCudl debe ser la produccion de la empresa para minimi-
zar &l coste de produccion?

88 La pagina de un libro tiene un drea de 600 em?. Si los cuatro
mérgenes miden 2 ¢m, calcula las dimensiones de la pagina
para que la parte impresa sea la mayor posible,

Figura 5.8. Tarea 83 y 88 propuestas por SM

En la tarea 88 el estudiante debe formular una ecuacion que modele la situacion dada,
derivarla, y hallar el extremo de dicha funcién; requiriendo el uso de distintos sistemas de
representacion y de verdaderamente comprender el problema para poder darle solucién. En
este tipo de problemas consideramos que la demanda es un procedimiento con conexion. Sin
embargo, en la tarea 83 la funcién esta dada y en algunos casos el estudiante aprende a
resolverlo de forma mecéanica, derivando y obteniendo el resultado sin necesidad de haber

entendido el contexto. En esta situacion la demanda seria un procedimiento sin conexion.

De forma general, en los cinco libros la formulacion, interpretacion, andlisis vy
argumentacion, no son procesos muy demandados. De hecho, tal como se observa, el libro
de Brufio, que es el que mas items plantea, solo incluye un item de justificacion y

argumentacion.
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5.3.2. Capacidad matematica

En la tabla 5.6 presentamos la frecuencia con la que cada una de las capacidades matematicas
es fomentada por los diferentes items de las tareas, en cada uno de los libros de texto. La
capacidad de comunicacidn, entendida como la destreza de leer, descodificar e interpretar
enunciados (OECD, 2016), consideramos que de algin modo esta presente siempre que se

resuelven tareas, por lo que no la contabilizamos.

Tabla 5.6. Capacidad fomentada en los distintos items

Porcentaje (%) de items por capacidad

SM Anaya Edelvives Santillana Brufio
Capacidad N=215 N=250 N=200 N=283 N=301
Matematizacién 9,3 - - 0,7 -
Representacion 6 17,2 1 9,8 6,9
Razonar y argumentar 23,7 25,2 18,5 6,7 5,6
Disefio de estrategias 125 4 75 8,8 3,9
Operaciones y lenguaje simbélico 81,6 93,6 85,5 97,1 86
Herramientas matematicas 7,4 - - - 7,3

La informacion aqui mostrada confirma el hecho de que el aspecto mas reforzado por los
libros de texto es el manejo de algoritmos y procedimientos matematicos, mientras que el
disefio de estrategias es una capacidad poco fomentada. Vemos ademas que la
matematizacion y el uso de herramientas matematicas no son promovidas por los libros de
texto. En el caso de la matematizacion, resulta l6gico ya que, si observamos la tabla 5.5 en

realidad se trabaja poco la resolucion de problemas.

5.3.3. Manejo de los sistemas de representacion

Un punto importante al analizar los aspectos cognitivos tiene que ver con el manejo de los
distintos sistemas de representacion. En la figura 5.9 se muestra la cantidad de items que
involucraban en su resolucion el paso de un sistema a otro (conversion) o bien si solo se

requeria de la manipulacion del sistema de representacion dado (procesamiento).
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100%
9%
8054

705
60%
508 Conversion
40% m Procesamiento
30%
205
10%
0

Anaya Edelvives Santilana Brufio

Figura 5.9. Manejo de los sistemas de representacion en los libros

Se puede observar que hay una tendencia clara por el procesamiento, principalmente el
manejo de simbolos. Esto resulta interesante, pues sin duda para comprender la derivada se

requiere de mas aspectos que solo el manejo de su algebra.

5.4. Perfiles del significado de la derivada en los libros de texto

Al finalizar el anélisis de las tareas segun cada una de las variables consideradas, se procedio
a realizar un analisis cluster que al igual que en la fase 1, nos permitiera agrupar los items
por similitud y asi identificar significados de la derivada que se transmiten en los libros de
texto. Como sefialamos en la metodologia, dado que era muchas variables y en algunas de

ellas no se hallaron diferencias significativas en los items, incluimos las siguientes:

Contenido

Tipo de funcion
Demanda cognitiva
Sistema de representacion

Manejo del sistema de representacion

© ok~ w bd =

Contexto

Para realizar los clusteres no diferenciamos los items por editorial, aunque posteriormente

analizamos cudl perfil o grupo sobresale en cada editorial. Para visualizar el resultado del
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proceso jerarquico, se empled un dendrograma o arbol de clasificacion, el cual se puede

apreciar en la figura 5.10.

Cluster Dendrogram

Haght

Figura 5.10. Dendrograma del andlisis cluster

En el dendrograma se apreciaban que los 1249 items podian dividirse en 3 grandes grupos
distribuidos tal como se observa en la figura 5.11. A continuacion, describiremos de forma
general cada uno de los grupos, lo cual nos brindara una primera idea de los tipos de tareas
propuestas en los libros de texto. Posteriormente, asociamos a cada uno de los libros

estudiados un grupo de tarea segun lo que predominé en cada caso.

263

578

m Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Figura 5.11. Cantidad de items por grupo

5.4.1. Grupos de tareas

En un primer grupo, al que denominamos simbdlico-algebraico (ver figura 5.12), las tareas
abordan principalmente el calculo de derivadas de funciones simples, empleando para ello

tanto la definicion como las reglas de derivacion, siendo su principal contexto el algebraico,
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aunque algunos de sus items son mas aplicados. La redaccion de estos items se hace

utilizando mayoritariamente el sistema simbélico y no se requieren conversiones

TVM-TVI
, Aplicado 1 Resultados y propiedades
Geometrico Otros
Algebraico-Mumérico 0.8 Definicidn derivada
llustracidn 05 Reglas de derivacian
Mumeérico 04 Extremos relativos
Grafico 65, Monotonia
. Tabular : Recta tangente y normal
Sistemas de g v
representacién  Simbdlico Representacion de funciones
Verbal Funciém desconocida
Conversion Funcidn simple
Procesamiento” Fpm:ic’:n delo2rasgos
Hacer Matematica Funcion de tres o mas rasgos
Procesamiento con Procesamiento sin
conexion conexién

Figura 5.12. Caracteristicas del grupo 1, simbolico-algebraico

Como indicamos anteriormente, al agrupar los items no hicimos distincion por editorial; sin
embargo, una vez identificados los grupos procedimos a identificar el nimero de items de
cada editorial que conformaban cada grupo. En la tabla 5.7 se observa que en este grupo la
mayor participacion la tiene Santillana y Brufio. Teniendo menos presencia el libro de la

editorial Edelvives.

Tabla 5.7. Distribucion de items en cada grupo

Ndmero de item dentro del grupo

1 2 3
Editorial (408 items) (578 items) (263 items)
SM 83 (20%) 103 (17,8%) 29 (11%)
Anaya 74 (18%) 131 (22,6%) 45 (17%)
Santillana 120 (29,5%) 101 (17,4%) 62 (23,5%)
Edelvives 39 (9,5) 85 (14,7%) 76 (28,9%)
Brufio 92 (23%) 158 (27,5%) 51 (19,6%)

El segundo grupo (ver figura 5.13), al que denominamos simbolico-geométrico, se
caracteriza por abordar principalmente el contenido de extremos relativos, la monotonia de
una funcion y la recta tangente o normal, es decir, items en un contexto principalmente

geométrico, empleando para ello funciones simples. Lo interesante de este grupo es que,
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aunqgue el sistema de representacion suele ser el simbdlico-verbal, no solo se espera un
procesamiento, sino que en algunos de ellos se solicita el paso a otro sistema de
representacion (conversion). Ademas, en este grupo es posible hallar items que demandan un
procedimiento con conexidn, e incluso hacer matematicas, aunque predominan las tareas sin

conexion.

TVM-TVI
. Aplicado Resultados y propiedades
Genmetﬁgn ¢ Btr-:ns v erop
Algebraico-Mumérico 0,8 Definicidn derivada
llustracidn 0,6 Reglas de derivacion
Mumérico 08 Extremos relativos
Grafico 02 Monotonia
Tabular Recta tangente y normal
Sistemas dE Simbdlico Representacion de funciones
representacion )
Verbal Funcion desconocida
Conversion Funcidn simple
Procesamiento Fyncidn delo2rasgos
Hacer Matematica Funcion detres o mas rasgos
Procesamiento con Procesamiento sin
conexion conexion

Figura 5.13. Caracteristicas del grupo 2, simb6lico-geométrico

Al analizar la cantidad de items por editorial que conforman este segundo grupo, tal como se
observa en la tabla 5.7, notamos que las cinco editoriales tienen una presencia similar, aunque
podemos observar que mas de un cuarto de los items de este grupo pertenecen a la editorial

Bruio.

Finalmente, el tercero y mas particular de los grupos (figura 5.14), se conforma de items
dedicados a las reglas de derivacion donde el trabajo del estudiante consiste solo en
conocerlas y aplicarlas, por lo que le llamamos algoritmico. Tratandose items en los que
predominan procedimientos sin conexion, en un contexto meramente algebraico. Aunque sin
duda en el grupo 1 también se hallan varios items de este tipo, en este grupo aparecen
funciones de tres o mas rasgos. En la tabla 5.7 vemos como Edelvives es el libro que mas

items presenta dentro de este grupo, seguido por Santillana.
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Sentidos y modos

de uso TVM-TVI
Genmétﬁggca do 1 REUE?EPE?SS y propiedades

Algebraico-Mumérico 0,8 Definicidn derivada
llustracicn 0,6 Reglas de derivacion
Mumérico 04 Extremos relativos

Grafico Monotonia
Sistemas de
‘e Tabular Recta tangente y narmal
representacion
Simbdlico Representacian de funciones

Verbal Funcion desconocida

Conversion
Procesamiento

Funcidn simple
Funcidn de 1 o 2 rasgos

Hacer Matematica Funcion detres o mas rasgos
Procesamiento con Procesamiento sin
conexian conexion

Figura 5.14. Caracteristicas del grupo 3, algoritmico

Es posible detectar algunas similitudes entre este tltimo grupo y el primero. Ambos presentan
items desarrollados en un contexto meramente algebraico, donde su objetivo principal es el
aprendizaje de las reglas de derivacion. Sin embargo, el programa estadistico ha identificado
este tercer grupo como un caso aparte, posiblemente debido a que son items idénticos en

cuanto a las variables consideradas.

5.4.2. Grupo que caracteriza a cada libro

Hasta ahora hemos descrito los tres grupos de tareas identificados mediante el andlisis cluster.
Ahora estableceremos la presencia de cada uno de los grupos en los distintos libros. En la
figura 5.15 se puede observar como en los libros de SM, Anaya, Edelvives y Brufio
sobresalen las tareas del segundo grupo, el simbolico-geométrico; mientras que al libro de

Santillana lo caracterizan las tareas del primer grupo, el simbolico-algebraico.
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1005

13,5 18 20 17
B0% 38
B8 47,9
60% 35,6 525
40%
0

Anaya Santillana Edelvives Brufio

W Grupo 1 (simbdlico-algebraico) W Grupo 2 (simbélico-geométrico) M Grupo 3 (algoritmico)
Figura 5.15. Porcentaje de items por grupo en cada libro

No obstante, si reconocemos las similitudes entre el grupo 1 y 3, siendo tareas enfocadas
principalmente en el algebra y reglas de derivacion; vemos que, por ejemplo, en el libro de
SM y Edelvives estos dos grupos conforman la mayoria de las tareas, de hecho, llama la
atencion que cerca de un 40% de las tareas de Edelvives se centran exclusivamente en las

reglas de derivacion (grupo 3, al que denominamos algoritmico).

De esta forma, si consideramos Unicamente dos tipos de tareas, las simbodlico-algoritmicas
(grupo 1y 3) y las simbolico-geométricas (grupo 2), tendriamos que Santillana contiene mas
tareas simbolico-algoritmicas; al igual que SM y Edelvives, aunque estos son bastante
equilibrados en cuanto a estos dos tipos de tareas. Mientras que Anaya y Brufio prefieren

tareas mas simbolico-geométricas.

5.5. Sintesis

Nos centraremos ahora en analizar los resultados obtenidos en términos de nuestro marco
teorico, utilizando los componentes del significado y los distintos niveles en los que estos se
pueden analizar. De las 11 variables incluidas en el andlisis de los libros de texto (ver tabla
3.6, pagina 71), siete pueden entenderse en términos de los elementos que constituyen el
significado de un contenido matematico, tal como se muestra en la tabla 5.8 y como ya se
podia apreciar en las figuras 5.12, 5.13 y 5.14, que describen los perfiles. Las otras cuatro
(estructura abierta/cerrada, planteamiento directo/inverso, materiales y capacidad), aunque

no tengan una relacion directa, permiten un andlisis mas profundo del significado que se
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transmite de la derivada en los libros de texto.

Tabla 5.8. Elementos del significado en cada una de las variables

Componente del significado Variable analizada
Estructura conceptual Contenido
Tipo de funcién
Demanda

Manejo de los sistemas de
representacion

Sistemas de representacion Sistemas de representacion
Manejo de los sistemas de
representacion

Sentidos y modos de usos Situacion
Contexto

Considerando un resumen de los resultados obtenidos (tabla 5.9), podemos ver que el primer
y tercer grupo en cuanto a estructura conceptual abordan elementos bésicos de la derivada,
lo cual dentro de nuestro marco los interpretamos como hechos. Dentro del campo
procedimental vemos que la principal demanda tiene mas que ver con una destreza (aprender
y manejar un algoritmo) y no tanto con razonamientos o estrategias. En cuanto a los sistemas
de representaciéon emplean el simbdlico principalmente, destacando en todo momento el

sentido algebraico de la derivada.

Tabla 5.9. Resumen de resultados en términos de las componentes de significado

Grupos

Variable 1 (408 items) 2 (578 items) 3 (263 items)
Estructura Definicion y reglas de Aspectos geométricos Reglas de derivacion
conceptual derivacién para para funciones simplesy  para funciones complejas

funciones simples y con con procedimiento cony Yy con procedimiento sin

procedimiento sin sin conexion conexion
conexion Un poco de “hacer
matematica”

Sistema de Simbodlico verbal Simbdlico verbal Simbdlico
representacion (Procesamiento) (Procesamiento y (Procesamiento)

conversion)
Contexto Algebraico-numérico Geométrico Algebraico-numérico

El segundo grupo, respecto a la estructura conceptual se adentra un poco mas en los
conceptos y relaciones de la derivada, aunque la mayoria de las veces con funciones simples,

pero estudian la relacion de la derivada con el componente geométrico. En cuanto al campo
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procedimental, estas tareas también promueven la destreza, pero incluyen algo de
razonamiento, demandando procedimientos con conexion y el manejo de distintos sistemas

de representacion. Todo esto resaltando el sentido geométrico de la derivada.

De esta forma, en los cinco libros de texto analizados, se identifican tres grandes grupos de
tareas, los cuales ponen de manifiesto tres significados de la derivada. Los dos primeros que

fortalecen el aprendizaje procedimental y el tercero que favorece el conceptual:

a) Un significado meramente procedimental-algebraico, sin conexiones; basado en la
ejecucion de reglas basicas aplicadas a funciones sencillas y al conocimiento y
aplicacion de la definicion del concepto. Esta basado en un Unico sistema de
representacion, el algebraico, y las aplicaciones estan contextualizadas en situaciones
algebraico-numéricas. Se identifica con el grupo 1.

b) Un significado algoritmico, similar al anterior en casi todos los aspectos salvo en uno:
estd centrado exclusivamente en la aplicacion de reglas de derivacion para funciones
compuestas, lo que le otorga una caracteristica de complejidad basada en la dificultad
de la manipulacion algebraica. Se identifica con el grupo 3.

¢) Un significado mas conceptual-geométrico, donde se intenta establecer conexion
entre los sentidos geométrico y algebraico, apareciendo asi los sistemas de
representacion verbal y simbolico y los convenientes procesamientos entre ellos. Se

identifica con el grupo 2.

Las variables no consideradas en los perfiles nos amplian la idea de derivada que se transmite
en los libros de texto. Se pudo identificar que la mayoria de las tareas presentan una estructura
cerrada, con planteamiento directo, en donde el objetivo parece ser aplicar y manejar
procedimientos. Ademds, son tareas planteadas para resolver usando papel y lapiz y

practicamente todas en una situacidn meramente matematica.
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Resultados fase 3:
Estudio con docentes de matematica

En este capitulo se describen los resultados obtenidos tras la aplicacion del instrumento
cerrado que se utilizé con docentes de matematica de Andalucia. Lo hemos organizado en 6
apartados, en los cuatro primeros se presentan los resultados obtenidos en el analisis de las
respuestas dadas a cada una de las preguntas del instrumento (ver apéndice D, pagina 232);
en el quinto apartado presentamos los distintos perfiles de las respuestas obtenidas por

participante, identificados mediante un analisis cluster; finalmente, se realiza una sintesis.

6.1. Pregunta 1: correccion/incorrecion de las definiciones de
derivada en un punto

En esta pregunta se mostraban 6 definiciones proporcionadas en la fase 1 por estudiantes del
Master de Secundaria a la nocion de derivada de una funcion en un punto. Los participantes
debian indicar si la consideraban correcta o incorrecta, y en ambos casos justificar su
eleccion. En la figura 6.1, se aprecia la respuesta obtenida para cada definicion.
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La derivada es el valor del limite, si existe, dela
funcidn en ese punto

La derivada es la pendiente de la recta tangente auna
CUrva en un puntoc
La derivada es el limite del cociente incremental
Es la funcidn gue para cada punto de una funcion
dada, devuelve la pendiente de la recta tangente en...
IUna derivada 3 una descomposicion de expresiones
algebraicas

La derivada s un cambio

=]

50 100 150 200 250

HComrecta M Incomecta

Figura 6.1. Respuestas dadas a la primera pregunta

Es claro que algunas definiciones incluidas eran incorrectas, o insuficientes, pero justamente
la idea era apreciar qué elementos de la definicion de derivada de una funcién en un punto
echaban en falta los participantes. Pese a la incorreccion de algunas de las posibilidades,
resulta interesante que todas hayan sido consideras correctas por algunos docentes, aunque

fuese en menor medida.

La justificacion de la respuesta dada (correcta/incorrecta) no era una pregunta obligatoria,
por lo que no todos los docentes contestaron, aunque si un buen nimero de participantes.
Debido a la variedad de comentarios, y para facilitar la presentacion de los resultados, en el
apéndice E (pagina 241) se resumen los comentarios y la frecuencia de estos, destacando, a

continuacion, sélo los méas llamativos.

Muchos de los comentarios realizados, tanto para la correccién como incorreccién, tenian

que ver con la necesidad de especificar aspectos como:

e La funcion debe ser continua
e Debe especificarse siempre que exista

e Debe mencionarse la derivada en un punto

Este ultimo fue el que mas se presentd entre las justificaciones. Estos comentarios indican
que, en muchos casos, la definicion no se considera incorrecta, sino mas bien incompleta,
pues deben concretarse o especificarse algunos de sus requisitos.
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Entre los comentarios hechos sobre la primera definicion a validar (“la derivada es el valor
del limite, si existe, de la funcién en ese punto”) y tras indicar que era incorrecta, 69
participantes apelaron a dar la definicién de derivada de una funcion en un punto que
consideran correcta. La mayoria hizo alusion a la derivada como el limite del cociente
incremental (37), de los cuales, seis lo expresaron de forma simbdlica. Otros 15 docentes se
refirieron a la derivada como el limite de la tasa de variacion media; mientras que ocho

expresaron de forma simbolica el limite que define a la derivada de una funcién en un punto.
. . P s -y . +h)— .
Entre ellos estd P192, quien erroneamente la definié como lim w Finalmente,
xX— -

nueve participantes la definieron como la pendiente de la recta tangente. Con lo que se detecta
una de las primeras diferencias que se aprecia con las definiciones que dieron los futuros
docentes (fase 1), donde la definicibn mediante la pendiente de la recta tangente

predominaba.

Entre las nuevas definiciones de la derivada que surgieron, sobresale el participante P59,
quien escribié “la derivada de una funcion f,en un punto a de acumulacion de su dominio,
es el valor del limite, si existe, del cociente entre la diferencia f(x) — f(a) y la diferencia
x — a,cuando x — a”, siendo el unico docente que menciond el punto de acumulacién como
requisito para poder definir la derivada en un punto. Por su parte, P144 enfatizo que la
derivada si es un limite, pero no el de la funcion, afirmando “es el valor limite de la recta

pendiente en ese punto”.

Por otra parte, no sorprende que la segunda definicion (“la derivada es la pendiente de la
recta tangente a una curva en un punto’) sea considerada por muchos como correcta, si toma
en cuenta la relevancia dada a la interpretacion geométrica de la derivada (tal como se analizo
en el estudio 1). Aunque es importante destacar que solo 10 docentes manifestaron que esa
es la definicion de derivada de una funcidn en un punto, pues muchos sefialaron que se trata

de una interpretacion, incluso 13 docentes indicaron que era incorrecta por este motivo.

Ademas de considerar correcta la segunda definicion, algunos comentaron que resulta ser
una forma sencilla para estudiarla en clase con el alumnado, por ejemplo, P49 comento “es
la definicion que més me gusta y la que utilizo. En las unidades anteriores se ha estado
trabajando también por primera vez el concepto de limite y aproximarse al concepto de
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derivada con el limite me parece lo méas acertado. Luego es mas facil explicar en el estudio
global de las funciones porgque los maximos y minimos relativos tienen derivada cero.

Ademas, hay animaciones de Geogebra que son ideales para explicar de esta manera”.

Llama la atencién el comentario del participante P1, para quien la derivada de una funcion
en un punto se define como una funcioén, asegurando: “lo correcto es: la funcién que, para
cada punto de una funcion dada, devuelve la pendiente de la recta tangente en cada punto”,
aunque esto puede deberse a que se confundiera con la definicion de funcion derivada, como
paso con otros docentes en la cuarta definicion. Por otra parte, un par de docentes comentaron
que conocer la derivada permite definir la pendiente de la recta tangente, pero no al contrario;
subrayando que la definicion no debe depender de esta, pues incluso hay rectas tangente

verticales en puntos donde la derivada no existe.

En cuanto a la tercera definicion (“la derivada como limite del cociente incremental”) fue
también considerada por muchos como correcta, lo cual se podia deducir de los comentarios
dados por los docentes en la primera definicion, donde muchos aseguraron que esa era la
definicion de derivada. Aqui, tanto los docentes que afirmaron que era correcta, como
quienes mencionaron que no lo era, comentaron que es necesario indicar la expresion del

cociente incremental, esto muestra cierta importancia al elemento simbolico.

Un aspecto bastante interesante es que la mayoria considerd correcta la cuarta definicion
(“la derivada es la funcién que, para cada punto de una funcion dada, devuelve la pendiente
de la recta tangente en cada punto”). Aunque los comentarios de 16 docentes dejan ver que
en realidad consideran la expresion como una definicidn correcta de funcién derivada. Por
ejemplo, P39 sefiala “es correcto si estamos definiendo la funcion derivada y no la derivada
que es una propiedad local que en teoria hay que calcular punto a punto”; sin embargo,
muchos no hicieron esta aclaracion, por lo que no se sabe si se referian a que era una
definicion correcta para funcion derivada, o si es que realmente entienden la derivada en un

punto como una funcién.

Respecto a la quinta definicion (“una derivada es una descomposicion de expresiones
algebraicas™), se hallan al menos 10 comentarios en los que pareciera que no considera

erroneo que la derivada de una funcién en un punto se esté confundiendo y reduciendo al
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calculo algebraico de la funcion derivada, pues apuntan a que el fallo esté en el alcance de la
definicion. Por ejemplo, P130 comenta “hay derivadas que son funciones transcendentes”,
destacando que no tiene por qué ser algebraica, o bien P175 que afirma “es una composicion

de expresiones algebraicas”, enfatizando que el error esta en la palabra “descomposicion”.

En cuanto a la sexta definicion (“la derivada es un cambio2), muchos aceptan que la derivada
es un cambio; sin embargo, 13 docentes que la consideran incorrecta, al igual que P204,
comentan “la derivada permite analizar los cambios de una funcion, pero en si no es un

cambio”.

6.2. Pregunta 2: términos relacionados

En la segunda pregunta del instrumento, se le presentaban al profesorado 8 términos, para
los cuales debian indicar que tan relacionados, 0 no, estaban estos con el concepto de derivada

de una funcion en un punto. Las respuestas se registran en la figura 5.2.

Nimero real | S S
Velocidad [
Rectatangente |
Limite del codente incremental || NN
Limite de las rectas secantes |G E B2
Variacion instantanea [N s
Funcidn continua | S

Punto de acumulacidn GGG 78
0 50 100 150 200 250
B Rdacionado y necesario B Relacionado pero no necesario Mo esta relacionado

Figura 6.2. Respuestas dadas a la segunda pregunta

Esta pregunta nos permite visualizar la forma en la que estos elementos se atribuyen a la
derivada. Por ejemplo, existe una cantidad importante de docentes que sefialan que el término
velocidad esté relacionado con el estudio de la derivada, pero no es necesario. Por otra parte,
gran cantidad de docentes indicaron que el limite de las rectas secantes no guarda relacién

alguna con la nocién de derivada.
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Pero sin duda, un aspecto que sobresale es que “punto de acumulacion” sea contemplado por
la mayoria como un aspecto relacionado, pero no necesario, o incluso no relacionado; lo que
ya en la fase 1 llevo a muchos participantes a considerar que una funcién de dominio discreto

era derivable.

6.3. Pregunta 3: definicion de derivada en los libros de texto

En esta tarea se les mostraba a los participantes tres definiciones de derivada de una funcion
en un punto que aparecen en los libros de texto de 1° de Bachillerato, y se les solicitaba dos
cosas:
e Elegir la definicion que coincidia mas con su propia definicion de derivada en un
punto.

e Indicar cudl preferiria para ensefiarla a sus estudiantes.

En la tabla 6.1 se muestra la definicion que los docentes indicaron que coincide mas con su
definicion de derivada, en la que puede apreciarse que la mayoria eligio la definicion como
tasa de variacion instantanea. Ademas, 22 docentes consideraron que su definicion no
concuerda con ninguna de las tres; posiblemente, tal como lo reflejaron en la primera

pregunta, creen que deben especificarse algunos aspectos.

Tabla 6.1. Definicion de derivada que coincide mas con la de los participantes

Definicién Frecuencia
Se define la derivada de una funcién f en el punto x = a, como la tasa de variacion 95
instantanea. Se representa f“(a) y es igual a

fla+h) —f(a)
h

f(a) = lim
El crecimiento de una funcién en un punto se mide por la pendiente de la recta 35

tangente a la gréafica en ese punto. A este valor se le llama derivada de f en a, se
designa por f’(a), donde

, _ f) = f(a)
&=
La derivada de la funcion f(x) en un punto de abscisa a se denota por f'(a), y es 61
el valor de este limite, si existe y es finito
@) = tim [P @
x—a X—a
Otra con un nivel de formalidad superior a las anteriores 8
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Tabla 6.1. Definicion de derivada que coincide mas con la de los participantes

Definicion Frecuencia
Otra con un nivel de formalidad similar a las ya dadas 13
Otra con un nivel de formalidad menor 1

Aunque, en la primera pregunta, la mayoria de los docentes indicaron que definir la derivada
de una funciéon como la pendiente de la recta tangente es correcto, vemos como no es la
definicion que coincide mas con su definicion ideal de derivada de una funcién en un punto.

Mientras que, para los docentes en formacion, si era la definicion mas destacada (fase 1).

Por otra parte, al preguntarles cual de las definiciones prefiere para ensefiar esta nocién, 34
docentes cambiaron la definicion que eligieron en la primera parte; ademas, los 22 docentes
que habian indicado que su definicion no coincidia con ninguna, ahora debian elegir alguna.
Pese a estos cambios, la definicion de derivada de una funcidn en un punto como tasa de

variacion instantanea sigue predominando en esta segunda parte (figura 6.3).

Definicion como tasa de variacion _ 80
instantanea
Definicidn como la pendiente de la recta _ 51
tangente
Defincién mediante limite _ 72
0 20 40 &0 B0 100

Figura 6.3. Definicion de derivada para la ensefianza

Una vez que indicaban qué definicién preferian usar en la ensefianza, se les pedia justificar
el porqué de su eleccién, aunque no era una pregunta obligatoria, por lo que no todos los

docentes respondieron. En la tabla 6.2 se presentan las justificaciones dadas en cada caso.

Tabla 6.2. Justificacion dada a la definicion elegida para la ensefianza

Definicién Justificacion Frecuencia
elegida
Definicion Es la mas facil de entender para los estudiantes. El uso de la h, al 8

como tasade expresar el limite, permite visualizar cdémo el intervalo de reduce a
un punto en la gréfica.
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Tabla 6.2. Justificacion dada a la definicién elegida para la ensefianza

Definicion Justificacion Frecuencia
elegida
variacién Resulta intuitivo y directo tras el estudio de la tasa de variacion 21
instantanea media
La notacion utilizada facilita el calculo 10
Es la que més me gusta 4
Que no aparezca x en el limite, hace que se entienda mejor que se 2
trata de la derivada en un punto a
Es més formal 3
Permite introducir ejemplos de velocidad instantanea 1
Definicién Es la que mas facil entienden, al ser mas intuitiva. Da significatividad 17
como al concepto.
pendiente de  Asi fue como surgi6 el concepto, mediante su interpretacion 1
la recta geométrica
tangente Visualizar la pendiente permite posteriormente relacionarlo con 7
propiedades sobre la monotonia y otras
Por su forma de expresar el limite es mas facil de calcular 1
Es la que me gusta y entiendo mejor 2
Permite relacionar conceptos geométricos y analiticos 2
Es facil de introducir mediante el limite de las rectas secantes 2
Definicién Las dos primeras son interpretaciones, deben estudiarse después 12
mediante Es la mas formal / Es la mas matematica 6
limite Su célculo es mas facil 2
Menor complejidad al no depender de h, ni de otros conceptos 6
Es la Gnica que destaca que el limite debe existir y ser finito 4
Es la que aprendi 1
Es la més apropiada para el nivel de Bachillerato 2

En las tres opciones, se aprecia que la seleccion de la definicion a ensefiar se relaciona con

la forma en la que el profesorado introduce esta nocién y la que considere que el calculo

resultard méas sencillo.

Un comentario que Ilamo la atencion fue el que realizé P62, quien tras elegir la primera

opcion sefiald “en realidad no veo necesario que en primero de bachillerato vean esa

definicion cuando luego aplicamos reglas de derivabilidad de funciones elementales”. Esto

es relevante, pues, aunque es cierto que en primero de bachillerato se estudian las reglas de

derivacidn, estas no sustituyen el concepto de derivada de una funcién en un punto, ni puede

ni debe reducirse esta nocidn a reglas algoritmicas.
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Por otra parte, quienes eligieron la tercera opcion (definicién mediante limite), destacan que
posteriormente debe ensefidrsele al alumnado la interpretacion de la derivada como tasa de
variacion instantanea o como pendiente de la recta tangente, pero que son un complemento
a la definicion; P57 coment6 “pienso que es mejor la definicién como este limite y después
adentrarse en su significado y no al revés”, es decir, considera que las dos primeras

definiciones enriquecen el significado, pero no son su definicién.

Otro aspecto interesante fue que solo el docente P77, quien selecciond la tercera definicion,
sefialé que debia indicarse que el punto fuese de acumulacion del dominio. Pareciera que los
docentes no echaron en falta los requisitos o condiciones para definir la derivada de una
funcién en un punto, de hecho, que solo la tercera definicion hiciera mencion explicita de la
existencia del limite, fue un aspecto al que hicieron referencia Unicamente por cuatro

participantes.

6.4. Pregunta 4: verdadero o falso. Justificacion

Tal como se menciond, la tltima pregunta del cuestionario fue una adaptacion del verdadero
o falso que se habia planteado en el cuestionario semantico que se aplicé a futuros docentes
en la fase 1. La pregunta const6 de dos enunciados (de los ya utilizados), para los cuales los
participantes debian:

1. Indicar si era verdadero o falso

2. Validar una serie de argumentos presentados en cada caso, ademas, si no lo
consideraban valido, debian indicar que le hacia falta al argumento, o por qué no era
valido.

3. Indicar cuél de los argumentos preferia y por qué.

4. Sefialar si habia otro posible argumento para justificar la veracidad o falsedad del

enunciado.

A continuacion, presentamos los resultados obtenidos para cada uno de los enunciados.

6.4.1. Primer enunciado: derivabilidad en un maximo local

El enunciado fue exactamente el mismo que se habia utilizado en la fase 1 (ver figura 6.4).
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1. () Para la funcién g, cuya griafica se muestra en la fipura 1

e

Figurn I. Grifica de g

Se puede afimmar que como g tiene un maximo local en = = 2, entonees g'(2) = 0.

Figura 6.4. Primer enunciado de la pregunta de verdadero o falso (cuestionario en linea)

Tal como se observa en la figura 6.5, la mayoria de los participantes indicaron correctamente

que el enunciado era falso.

300
200
200
100
13
0 —

B Verdadero Falso

Figura 6.5. Respuestas dadas al primer enunciado
6.4.1.1. Validez de los argumentos dados

Tras indicar si el enunciado era verdadero o falso, los docentes debian determinar la validez
a una serie de argumentos que habian dado los futuros docentes en la fase 1. En la tabla 6.3
se muestran los resultados obtenidos en cada caso. Es importante sefialar que a partir de aqui

algunos docentes abandonaron el cuestionario en linea, por lo que no registraron respuesta.

Tabla 6.3. Validez dada a los argumentos que justifican la falsedad o veracidad del primer

enunciado
Vélidoy  Valido, pero Noes
Argumento suficiente  no suficiente valido
1. Es falso ya que la pendiente de la recta tangente es ese 12 8 159

punto es infinita, por tanto, no es derivable.
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Tabla 6.3. Validez dada a los argumentos que justifican la falsedad o veracidad del primer

enunciado

Validoy  Valido, pero Noes
Argumento suficiente  no suficiente valido
2. Es falso porque los limites laterales de la derivada en ese 143 25 12
punto no coinciden.
3. Es falso porque una funcién no es derivable en los puntos 51 122 6
que presenta un “pico”.
4. Es falso pues la derivada no es continua por ser una 8 16 155
funcion definida a trozos.
1. Es verdadero ya que la derivada se anula en los extremos 4 4 3
de la funcioén.
2. Es verdadero ya que no existe tangente, por lo tanto, es 3 4 4
cero.

Los docentes que consideraban que el argumento no era suficiente, o bien, no era valido,
debian indicar por qué; pero esta justificacion no era obligatoria por lo que no todos
contestaron. Pese a esto, se registraron bastantes comentarios en cada uno de los argumentos.
Para facilitar la lectura y presentacion de estos resultados, comentaremos aqui solo algunos
de las respuestas obtenidas. En el apéndice F (pagina 245) se detallan los todos los
comentarios registrados. Aunque adelantamos que muchos comentarios tienen que ver, por
ejemplo, con que el argumento no menciona explicitamente que la funcién no es derivable

en el punto.

Como se puede apreciar en la tabla 6.3, para justificar la falsedad, los argumentos 2 y 3
fueron los mejor valorados por los docentes. En cuanto al primer argumento, este fue
considerado por la mayoria como no vélido. Entre las razones para esto, 31 docentes destacan
gue no existe recta tangente en ese punto, ya que solo existe si la funcion es derivable en el
punto. Otros afirman que no existe la nocion de pendiente infinita. Por su parte un gran
namero de docentes (58) alego que la pendiente no es infinita, sino que las derivadas laterales
no coinciden, o bien aseguran que es finita, como P84 que afirmé “la derivada de una funcion
polinémica de cualquier grado es finita”. Un caso particular es el de P14 que coment6 “la

pendiente es cero”, |0 extrafio es que P14 clasificé el enunciado como falso.

El segundo argumento fue valorado por la mayoria como valido y suficiente. Entre los

comentarios destacamos dos: por un lado, un docente que lo considerd no suficiente sefiala
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que debe indicarse que la funcién no es continua. Por otra parte, solo tres docentes
reconocieron que el argumento hace alusion a la continuidad de la funcion derivada y no a la

derivabilidad de la funcion en el punto; esto puede deberse a dos motivos:

e Los docentes consideran que, si la funcion derivada no es continua en el punto, la
funcidn no es derivable en ese punto.

e Interpretaron que el argumento hacia referencia a las derivadas laterales; lo cual pudo
haber ocurrido tambien con el docente en formacion quien justifico de esa forma.
Como se aprecia mas adelante, esta confusion entre derivadas laterales y los limites

laterales de la derivada también se presentd en otros argumentos.

El tercer argumento fue considerado por la mayoria como valido, pero no suficiente, pues
alegaban que debia probarse que las derivadas laterales (o los limites laterales de la derivada)
no coincidian. P155 fue uno de estos docentes, quien agrego “habria que incluir que los
limites laterales de la funcion derivada en dicho punto no coinciden”, con lo que sé confirma
que hay una confusion con la continuidad de la funcion derivada. Asimismo, cinco

comentarios hablaban de los “limites laterales”, sin especificar a cuéles se referian.

Los motivos para considerar el cuarto argumento como no valido fueron variados; pero en
términos generales comentaron que una funcion a trozos puede ser continua y derivable. Asi,
como ejemplo, P20 menciond que ‘“puede haber funciones definidas a trozos lo
suficientemente ‘suaves’ para que sean derivables en ese punto”. Un aspecto interesante, es
que, al parecer los participantes no tomaron en cuenta que la no continuidad de la funcion

derivada en un punto no tiene implicacion directa con la derivabilidad en ese punto.

Finalmente, dado que fueron pocos los participantes que indicaron que el enunciado era
verdadero, y dado que no eran obligatorios, se tiene registro de pocos cometarios al respecto

(ver apéndice F, pagina 245).

6.4.1.2. ;Cual de los argumentos prefiere?

Una vez que establecieron la validez de los argumentos dados, se les preguntaba con cual de
los argumentos se sentia mas identificado. Tal como se aprecia en la figura 6.6, la mayoria

de quienes consideraron el enunciado como falso prefirié el segundo argumento presentado,
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lo que no sorprende pues fue el que mas identificaron como valido y suficiente. Quienes

sefialaron que era verdadero, eligieron el primer argumento que se les presento.

Verdadero Falso

1

= Primer argumento
= Segundo argumento
= Tercer argumento

Cuarto argumento

Figura 6.6. Argumento que los docentes prefieren para justificar el primer enunciado

Para la escogencia de los argumentos sobre la veracidad del enunciado, no se registraron
comentarios. En el apéndice G (pagina 248) se detallan los motivos dados para la escogencia
de los distintos argumentos para la falsedad. En términos generales los docentes justifican su
preferencia por un argumento al considerarlo mas formal, méas correcto, o bien, porque les

parece mas intuitivo y visual.

Entre quienes eligieron el segundo argumento para la falsedad (los limites laterales de la
derivada coinciden), 26 recalcaron que las derivadas laterales deben coincidir para que la
definicién de derivada se cumpla; sin embargo, solo un par menciona que, en el argumento
dado, la expresion “limites laterales de la derivada” no es correcta, pues deberia ser derivadas
laterales. Esto confirma que algunos entienden que el segundo argumento hace alusion a las
derivadas laterales. Por otra parte, tres docentes que eligieron también el segundo argumento

comentaron que en realidad les gustaba mas el tercero, pero que este les parece mas formal.

6.4.1.3. ¢ Existe otro argumento que justifique la falsedad o veracidad del enunciado?

La mayoria de los docentes que consideré el enunciado como falso, contestaron que no existe
otro argumento (92). Por su parte, 59 docentes afirmaron que si, dando las siguientes

alternativas:
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e Considerar la condicion necesaria para que la proposicion sobre extremos relativos
pueda darse: ser derivable (18)

e Usar la definicion de derivada (5)

e La existencia de un cambio repentino en la monotonia de la funcion (1)

e Que no existe recta tangente en ese punto (1)

e Mencionar que en ese punto hay infinitas rectas tangentes (3)

e Indicar que la existencia de un punto maximo es una condicidn necesaria para que la
derivada se anule, no suficiente (1)

e Se puede apreciar graficamente que ninguna derivada lateral es cero (1)

e La funcion no es continua, y por lo tanto no derivable (1)

Finalmente, de los docentes que indicaron que el enunciado era verdadero, 5 sefialaron que
existe otro argumento, mientras que 2 comentaron “l0s puntos criticos de una funcion tienen

derivada cero”.

6.4.2. Segundo enunciado: recta tangente vertical

El segundo enunciado que se presento es otro de los utilizados en la fase 1 (ver figura 6.7),

en el que se cuestiona la derivabilidad en un punto que presenta recta tangente vertical.

1. { ) La funcién f: B — B tal que f{z) = T — 1, tiene por griafica la que se muestra
en la fisura 1. La recta m es tangente a la curva en ¢ = 1; de esta forma es facil asegurar
que [ es derivable en ese punto.

b = ;:.J 2 1
.

Figura . Grifica de f

Figura 6.7. Segundo enunciado de la pregunta de verdadero o falso (cuestionario en linea)
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A diferencia del primer enunciado, este fue contestado solo por 175 docentes, de los cuales

31 manifest6 que el enunciado era verdadero (figura 6.8).

200

144
150
100
50 31
B Verdadero Falso

Figura 6.8. Respuestas dadas al segundo enunciado

De nuevo, tras indicar si el enunciado era verdadero o falso, se le presentaba una serie de
argumentos dados por futuros docentes para que valoraran la validez de cada uno de ellos.

Ademas, se les pedia que indicaran cual argumento preferian y si existia algun otro.

3.4.2.1. Validez de los argumentos

Tanto si el participante indicaba que el enunciado era falso como si sefialaba que era
verdadero, se le presentaban 4 posibles argumentos. La valoracion de cada uno de ello se
muestra en la tabla 6.4, recordamos que conforme avanzaban las preguntas algunos
participantes dejaron de contestar, por lo que en la tabla no siempre se refleja el mismo

numero de participaciones.

Tabla 6.4. Validez dada a los argumentos que justifican la falsedad o veracidad del segundo

argumento

Vélidoy Valido, pero Noes
Argumento suficiente  no suficiente  valido
1. Es falso ya que la pendiente de la recta tangente dada es 86 25 23
infinita, lo cual hace a la funcién no derivable.
2. Es falso dado que los limites laterales de f'(x) cuando x 42 12 81
tiende a 1 no coinciden.
3. Es falso ya que f“(x) se indefine en x = 1. 71 31 32
4. Es falso pues la funcidén no es continua y por tanto no 6 1 128
derivable.
1. Es verdadera pues la existencia de recta tangente asegura 11 9 5
gue haya derivada.
2. Es verdadera dado que las derivadas laterales coinciden. 15 8 2
3. Es verdadera porque la funcién es continua 2 9 14
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Tabla 6.4. Validez dada a los argumentos que justifican la falsedad o veracidad del segundo

argumento
Validoy  Valido, pero No es
Argumento suficiente  no suficiente  valido
NE 5 7 13
4. Es verdadera dado que f"(x) =& s f'(x) es

3 1
continua

Nuevamente, con la intencién de facilitar la presentacion de los resultados, nos limitamos a
destacar algunos comentarios dados a cada uno de los argumentos, en el apéendice H (pagina

249) se muestra una tabla que sintetiza todos los comentarios.

Para justificar la falsedad, los docentes indicaron que los argumentos mas validos son el 1y
3. Respecto al primer argumento, un comentario interesante fue el que realizaron un par de
docentes que lo valoraron como valido, pero no suficiente, pues aseguran que en ese punto
no existe recta tangente, lo que significaria entonces que consideran el argumento como no

vélido.

Por otra parte, pese a que los argumentos basados en la recta tangente son considerados como
validos por muchos docentes (lo mismo ocurrié en el enunciado pasado), también se
encuentran comentarios como el de P57, quien argumenta que esto no es apropiado, pues
“debe ver los limites, y dejar de utilizar tangente como sinénimo de derivada”. De igual
forma, algunos docentes que catalogaron el primer argumento como no valido, sefialan que
concepto de derivada es anterior al de la recta tangente y su pendiente, por lo que la nocion

de derivada no debe basarse en esta.

En cuanto al segundo argumento, algunos comentarios dejan ver que se confundié las
derivadas laterales con el limite lateral de f'(x). Solo cinco docentes manifestaron que son
nociones distintas. En cuanto al tercer argumento, este también fue considerado mayormente
como valido y suficiente. Sin embargo, para quienes no es valido, el principal comentario se

asocia con la expresion “indefine”, la cual expresan que es incorrecta o inapropiada.

Respecto a los argumentos que justifican la veracidad del enunciado, quienes aseguran que
el primer argumento no es valido, destacan el ejemplo de funciones que tienen “picos” y aun

asi presentan recta tangente, sin ser derivable en esos puntos; ademas, comentan que el
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reciproco si es cierto; es decir, la existencia de la derivada en el punto asegura la de la recta

tangente en dicho punto.

El segundo argumento fue considerado por la mayoria como valido y suficiente. Quienes lo
valoraron como no es suficiente, afirman que el argumento debe complementarse verificando
la continuidad de la funcion. Curiosamente, dos docentes comentan que, ademas de
mencionar que las derivadas laterales coinciden, debe especificarse que el limite es infinito.
Esto es un error que también se presento en la fase 1, donde pese a que el limite que define
la derivada es infinito, se considera la funcion como derivable. Sobresale el comentario que
hizo el docente P36, quien identifico el argumento como no valido, para él no es cierto que
si las derivadas laterales coinciden la funcion sea derivable, pues sefialé “a veces las

derivadas laterales coinciden y hay pico”.

El tercer argumento fue valorado principalmente como no valido, sefialando que la
continuidad es una condicion necesaria pero no suficiente para a derivabilidad, algunos
desataron de nuevo el ejemplo de funciones con “picos”. Por otra parte, la insuficiencia del

argumento se respalda con que es necesario agregar el calculo de las derivadas laterales.

3.4.2.2. ¢ Cual de los argumentos prefiere?

La valoracién dada a los argumentos presentados pone de manifiesto cual argumento
consideran mas idoneo y, por lo tanto, cual seria mas probable que eligieran. Tras
preguntarselo de manera directa, se obtuvieron los resultados que se muestran en la figura

6.9, lo que coincide con los datos que se apreciaban en la tabla 6.4.

Verdadero Falso

m Primer argumento
= Segundo argumento
Tercer argumento

Cuarto argumento

Figura 6.9. Argumento que los docentes prefieren para justificar el segundo enunciado
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En el apéndice | (pagina 252) se resumen los comentarios dados para justificar la preferencia
de cada uno de los argumentos. A grandes rasgos, muchos comentarios tienen que ver con
que consideran el argumento méas formal o correcto, mas visual y en esta ocasion indicaron

que su eleccion se debe a que resulta mas facil para el alumnado.

Entre los que eligieron el primer argumento que justifica la falsedad, llama la atencién un
par de comentarios en los que se sefiala que este argumento es el mas préximo a la definicion
de derivada y a su interpretacion geométrica. Por otra parte, los que prefirieron el segundo
argumento, mencionaron que se deben comprobar las derivadas laterales, pues eso implica
utilizar la definicion de derivada. Esto confirma que algunos eligieron este argumento bajo
la premisa de que los limites laterales de la funcion derivada son sindnimo de derivadas
laterales. Los que prefirieron el tercer argumento, comentaron que es de los mas faciles para

el estudiante, pues es sencillo descartar los puntos que no pertenecen al dominio.

Los docentes que consideraron el enunciado como verdadero, tras preguntarles con cual
argumento se sienten mas identificados, la mayoria eligié el segundo argumento (figura 6.9),
lo cual no sorprende dado que la base de este es la definicion; sin embargo, en este caso no
es cierto que las derivadas laterales coincidan. Pocos realizaron algin comentario méas sobre

su eleccion (ver apéndice I, pagina 252).
3.4.2.3. ¢ Existe otro argumento que justifique la falsedad o veracidad del enunciado?

Finalmente, se les preguntd si ademas de los 4 argumentos mostrados, existia alguno otro
que justificara la falsedad o veracidad del enunciado. Para la falsedad, 88 participantes
contestaron que no, mientras que 45 contestaron de forma afirmativa, dando argumentos

como:

e Indicar que la derivada en un punto es un namero finito (13)
e Que el punto considerado es un punto de inflexion (3)
e Calcular las derivadas laterales (6)

e Calcular la pendiente de la recta a partir de dos puntos, al no ser finita, no es derivable

D).
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Para la veracidad, 4 docentes indicaron que si existe otro argumento, sus respuestas fueron
bastante interesantes: dos recalcan que al tener recta tangente y ser una funcion continua en
el punto, P104 sefial6 “es un punto de inflexion, al ser continua en ese punto, debe tener
derivada en el punto y la segunda derivada es 0, mientras que P36 comentd “no hay pico y

existe la recta tangente”.

Un participante (P32), aunque no sugirié otro argumento, comentd “nunca se me habia
presentado una funcién de este tipo en los afios que llevo dando clase y me ha surgido la
duda de si las derivadas laterales son infinitas, pero coinciden, existe o no la derivada, ya
que hay autores que consideran que, si los limites laterales de una funcion en un punto
coinciden, pero son infinitos, el limite no existe”, esto es importante, pues como se comento
anteriormente, este fallo lo cometid tanto el profesorado en esta fase, como futuros docentes

en la primera fase.

6.5. Perfiles de respuestas dadas

Tal como se sefialé en la metodologia, en esta tercera fase también utilizamos el analisis
claster como un complemento para visualizar mejor los resultados. Este analisis nos permitio
resumir las respuestas dadas por cada participante, identificando los principales aspectos
utilizados y destacados. Recordemos que para realizar el analisis tomamos en cuenta, la

presencia o ausencia de los siguientes 10 aspectos, en las respuestas dadas:

e Laderivada en un punto es un valor real

o Para definir la derivada en un punto la funcién debe ser continua en ese punto.

e Laderivada se define en un punto de acumulacion del dominio de la funcion.

e Define derivada la derivada en un punto mediante la tasa de variacion media.

e Define derivada la derivada en un punto como la pendiente de la recta tangente.

e Define derivada la derivada en un punto mediante el limite del cociente incremental.
e Argumenta basado en aspectos graficos

e Argumenta utilizando un procedimiento algebraico

e Argumenta utilizando las derivadas laterales

e Argumenta empleando algun resultado o propiedad.
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Como puede observarse en la figura 6.10, los 158 participantes que respondieron a todas las
preguntas planteadas en el instrumento pueden agruparse en cuatro grupos, segun la similitud

en los aspectos de la derivada de una funcién en un punto que utilizaron o mencionaron.

Cluster Dendrogram
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Figura 6.10. Dendrograma analisis de las respuestas por participante

La cantidad de docentes en cada grupo se muestra en la tabla 6.5 y la caracterizacion de cada

uno de estos grupos en la figura 6.11.

Tabla 6.5. Distribucion de los grupos

Grupo Cantidad de docentes
1 46
2 29
3 44
4 39

Los 4 grupos tienen una caracteristica en comun, lo cual se debe a que la mayoria de los
participantes reconocio que la derivada de una funcién en un punto es un valor real, ademas
de que una condicion necesaria para su definicion es la continuidad en el punto. Pero también
coinciden en que muy pocos consideran como requisito necesario que el punto en el que se
defina sea un punto de acumulacién del dominio de la funcién. De ahi que, en cuanto a los

requisitos, los 4 grupos se comporten similarmente.
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Numero rea MNumerorea
1
Purto de Purto de
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0,6 0,6
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Figura 6.11. Caracterizacion de los perfiles obtenidos

Los grupos 1y 2 se caracterizan por definir la derivada de una funcién en un punto mediante
un limite, aunque algunos aceptan su interpretacion geométrica como una definicion valida.
Sin embargo, difieren en la via de argumentacion elegida para pregunta de verdadero o falso;
pues el grupo 1 recurre fundamentalmente a un aspecto grafico, mientras que el grupo 2 eligié
la nocion de derivadas laterales, o bien, un procedimiento algebraico.

De forma similar, los grupos 3 y 4 coinciden en que prefieren definir la derivada de una
funcidn en punto como la tasa de variacion instantanea, aunque en el grupo 4 algunos también
la reconocen como la pendiente de la recta tangente. Pero nuevamente, su principal diferencia
estd en su forma de argumentar, ya que el grupo 3 casi todos se basan en un aspecto gréafico,
utilizando también derivadas laterales; pero en el grupo 4 las derivadas laterales son el
principal medio de argumentacion utilizado, ademas son el Gnico grupo en el que aparece el

empleo de resultados.
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6.6. Sintesis

Las cuatro preguntas planteadas y el analisis de los comentarios registrados nos permitieron
examinar algunas ideas que el profesorado tiene sobre la derivada de una funcién en un punto,
aproximandonos a la forma en la que entienden algunos aspectos y los elementos que mas
destacan. En la primera pregunta, pese a la incompletitud de algunas de las definiciones
presentadas, destaca que todas hayan sido consideradas como correctas por algunos docentes.
Los comentarios que hicieron al respecto pusieron de manifiesto que su definicion de
derivada coincide principalmente con la tasa de variacion, o como el limite del cociente
incremental; y aunque muchos aceptan la definiciébn como pendiente de la recta tangente, en
preguntas posteriores se observo gque algunos se oponen a que ambas nociones se confundan
0 sean tratadas como sinénimos. De hecho, en la pregunta 3, la definicién como la pendiente
de la recta tangente fue la menos elegida, tanto como definicién personal como la utilizada

para ensefianza.

Por otra parte, en la pregunta 1, algunos docentes también mencionaron requisitos y
condiciones necesarias para que se pueda definir la derivada de una funcién en un punto,
principalmente la existencia del limite que define a la derivada y la necesidad de que la
funcidn sea continua en el punto; sin embargo, con la pregunta 2, esto fue mas evidente, pues
se pudo apreciar que el hecho de que la derivada en un punto es un nimero real y que la
funcion debe ser continua, son aspectos necesarios o al menos relacionados con la derivada
para la mayoria de los participantes; sin embargo, sorprende que el punto de acumulacion

haya sido considerado como aspecto necesario por muy pocos.

Con la pregunta tres, también se pudo apreciar que los docentes suelen ensefiar su propia
definicion de derivada, y que la forma de introducir el concepto varia de un docente a otro.
Ademas, algunos mencionaron que la tasa de variacion y la pendiente deben verse como

aplicaciones o interpretaciones y no confundirse con la definicién.

La pregunta 4 puso de manifiesto que, en ocasiones, los docentes en activo cometen errores
similares a los expuestos por los docentes en formacidn. Un aspecto interesante es que varios
de los argumentos mostrados eran erréneos; sin embargo, muchos de los comentarios de los

docentes se centraron en aspectos bastantes superficiales, como indicar que no se hacia
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explicito que se trataba de la derivada en un punto, o que no se decia directamente que la

funcidn no era derivable en el punto, sin realmente detectar el fallo del argumento.

Por otra parte, se detectdé una confusion entre la idea de derivadas laterales con el limite
lateral de la funcion derivada; o bien, que el profesorado considera la no continuidad de la
funcién derivada como un argumento concluyente sobre la derivabilidad de la funcion. Un
aspecto que coincide con los resultados de la fase 1 es la poca recurrencia que se hace a la
definicién de derivada de una funcién en un punto; en el segundo enunciado, por ejemplo, al
contarse con la formula que define la funcion era esperable que al preguntar por otro
argumento apareciera el uso de la funcion; sin embargo, tal como se pudo observar pocos se

refirieron a esta.
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CAPITULO 7

Comparacion de resultados obtenidos
en las distintas fases del estudio

En este capitulo realizamos una breve comparacion entre los resultados obtenidos en cada
una de las fases. Utilizamos las sintesis de resultados recogidas en los apartados 4.5., 5.5. y
6.6. (paginas 125, 145y 170, respectivamente), centrando la atencion en aquellos aspectos
que los asemejan o diferencian. Somos conscientes de las particularidades de cada estudio,
por lo que no podemos compararlos en muchos aspectos. Sin embargo, nuestra intencion es,
como se recoge en los objetivos, determinar si existe alguna relacion entre los significados
puesto de manifiesto sobre la derivada de una funcion en un punto, enfatizando en aquellos

aspectos que destacaron en cada fase o estudio.

Para organizar el capitulo, primero compararemos los estudios realizados con docentes en
formacion y docentes activos (fase 1y 3) y, posteriormente, sefialamos algunas semejanzas
de estas dos fases con el significado que se pone de manifiesto en los libros de texto
(comparacion de la fase 2 con la 1 y la 3). Finalizamos con una sintesis comparativa en
términos de las tres componentes del significado.
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7.1. Comparacion de los resultados de las fases 1y 3

Dada la metodologia empleada en ambas fases y los instrumentos utilizados para la recogida

de datos, la comparacion se puede realizar en tres sentidos:

e Laformaen la que se define la derivada de una funcion en un punto.

e Laargumentacion empleada en la tarea de verdadero o falso.

e Los perfiles de respuesta identificados que permiten visualizar el significado de

derivada con el que operaron al responder.

Tal como se coment6 en la fase 3, una de las primeras diferencias detectadas tiene que ver
con la forma de definir la nocién de derivada de una funcién en un punto. La mayoria de los
docentes en formacion hizo referencia a la derivada en un punto como la pendiente de la recta
tangente; aunque dicha definicion fue bien valorada por los docentes de la fase 3, lo cierto es
que estos prefieren definir la derivada como la tasa de variacion media o instantanea, o bien,
como el limite del cociente incremental. De hecho, la definicion como pendiente de la recta
tangente fue la menos elegida por los docentes, tanto para su definicion de derivada, como la
que utilizan en la ensefianza. No obstante, en ambas fases se aprecia que definir la derivada

como pendiente de la recta tangente es la forma mas facil de visualizar el concepto.

Aunque los docentes en formacion y los docentes en ejercicio definen la derivada de forma
diferente, una similitud es que en ambos estudios los participantes aceptaron expresiones
bastante imprecisas (incluso, en ocasiones, incorrectas) como posible definicion de derivada
en un punto. Asimismo, en ambas fases sobresale el poco protagonismo dado a los requisitos
o condiciones necesarias para una definicién formal. Aungue reconocemos que algunos
participantes los mencionan al definir, lo cierto es que no parece que les otorguen mayor
relevancia. Incluso se observo que la condicion de continuidad fue mal utilizada,
principalmente en la fase 1, con profesorado en formacién, donde algunos la emplearon como

condicion suficiente para la derivabilidad.

En ese sentido, el cuestionario aplicado a los docentes en activo incluia una pregunta en la
que se hacia referencia a estos requisitos de forma explicita: los resultados mostraron que, al
menos, los requisitos de “continuidad de la funcion” y que “la derivada en un punto es un

numero finito”, son aspectos importantes para la mayoria. No obstante, esto no ocurre con el
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requisito de que “el punto en el que se define sea de acumulacion”, pues este fue considerado
por muchos como un aspecto sin relacion con la derivada. Lo anterior es muy interesante,
pues como se menciong, el no tomar en cuenta este requisito llevé a los futuros docentes a

considerar una funcién de dominio discreto como derivable.

Por su parte, la tarea de verdadero o falso nos permiti6 identificar diferencias en cuanto al
tipo de argumento que emplean para justificar tareas sobre la derivada. Por ejemplo, en la
primera fase, para el enunciado en el que la funcion presentaba una recta tangente vertical
(ver figura 7.1), los futuros docentes recurrieron principalmente al calculo de la expresion de
f'(x), mientras que en la fase 3, los participantes apelaron mas al aspecto grafico. De forma
similar, en el enunciado que se cuestionaba la derivabilidad en un méaximo local (ver figura
7.1), en la fase 1 predominé ahora el aspecto grafico o el uso de un resultado, mientras que
en la fase 3 destacd el célculo de los limites laterales de la derivada, lo que, como se sefialo,
muchos confundieron con las derivadas laterales. Por otra parte, el analisis permitio apreciar
que los futuros docentes se apoyaron en varios argumentos erréneos y hasta inventados por
ellos mismo, lo cual sucedié menos en la fase 3, probablemente por la posibilidad de elegirlos

y haberlos valorado previamente, en lugar de tener que proporcionar un argumento propio.

() La funcidn f : B — R tal que () Para la funcidn g, cuya grifica se muestra
flr) = ¥T—1, tiene por grifica la que se | en la figura |

muestra en la fizura 1. La recta m es tangente a
la curva en = = 1; de esta forma es facil asegurar
que f es derivable en ese punto.

IfL

Flx)

a -z 3) a 4 !‘Iﬂ‘lﬂ-?'ﬂ 2 Griafica de q
d
i
____.-—-"""-.'F 1
11 Se puede afirmar que como g tiene un maximo
' local en r = 2, entonces g'(2) = (.
:
i

Figure 1. Grifica de f

Figura 7.1. Enunciados presentes en ambos instrumentos

En esa misma linea, en la primera fase se aprecid que los argumentos de los futuros docentes
no presentaban el suficiente respaldo, y que incluso en algunos casos era incorrecto. Aunque
en la fase 3 los participantes no tenian que plantear el argumento, sino elegirlo, al pedirles

comentar porqué el argumento no era suficiente o valido, se puso de manifiesto precisamente
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algunas formas de respaldar el argumento, observandose que los comentarios u
observaciones hechas seguian representando un respaldo insuficiente, pues la mayoria
enfatizaron en aspectos como: mencionar que la funcion es continua, especificar que se trata
de la derivada en un punto, o explicitar que el limite que define la derivada debe existir; pero
pocas veces precisaron en el fallo del argumento, limitindose mas a aspectos de “leguaje o

escritura” que al elemento que estaba mal en el argumento presentado.

Por otra parte, la pregunta de verdadero o falso también nos permitio identificar algunas
similitudes, ya que se pudo apreciar que en ambos grupos utilizan y aplican erréneamente
algunas nociones o propiedades. Por ejemplo, en las dos fases se puso de manifiesto que hay
confusidn sobre la relacion existente entre derivabilidad en un punto y la continuidad de la
funcién derivada en ese punto; pues en ambos grupos se utilizd6 como argumento la no
continuidad de f'(x) para justificar la no derivabilidad de la funcién en un punto. Esto fue
aun maés evidente en la fase 3. No obstante, como se sefial, en esta fase se identificaron

menos fallos en los argumentos.

Esas diferencias se aprecian también en los perfiles identificados mediante el analisis cllster
desarrollado en cada fase. En la fase 1 se determinaron 3 grupos, en los cuales, pese a sus
diferencias los aspectos mas destacados eran: la interpretacion geométrica como la definicién
de derivada, y el uso de resultados y aspectos algebraicos para argumentar. Mientras que en
la fase 3, los 4 perfiles recalcaron: la definicion mediante el limite, y al argumentar optan por
aspectos graficos y el calculo de las derivadas laterales.

En términos generales, se puede observar que existe cierto cambio en la forma en la que se
concibe la derivada de una funcidén en un punto. Muchos de los docentes de la fase 3,
identificaron sin problema los errores cometidos por los futuros docentes en la fase 1. De
alguna forma podria suponerse que con la experiencia se han corregido confusiones o
malinterpretaciones respecto a la nocion. Ademas, los comentarios realizados en las distintas
preguntas del cuestionario ponen de manifiesto que los docentes en activo prestan mas

atencion, o se preocupan mas por la formalidad y rigurosidad en las expresiones matematicas.
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7.2. Comparacion de los resultados de la fase 2 con las otras fases

Pese a las particularidades de cada estudio y la naturaleza de estos, la comparacion en este

apartado puede realizarse en al menos dos sentidos:

e Ladefinicidn de derivada de una funcién en un punto y su interpretacion geométrica.

e Las tareas propuestas en los libros y las planteadas por los futuros docentes.

e Los perfiles del significado dado a la derivada en cada estudio.
El anélisis de las tareas propuestas en los libros de texto fue lo suficientemente amplio como
para identificar un Unico significado de derivada de una funcién en un punto que se ponga de
manifiesto. Un aspecto interesante, y comparable con los resultados de las otras fases, es el
poco uso e importancia que se le da a la definicion de derivada en un punto. En los libros de
texto, los items que abordan la definicion de derivada no superan el 10%. No resulta
sorprendente, en consecuencia, que los docentes no recurran a esta como una herramienta al
resolver tareas. De hecho, que los libros de texto se centren en las reglas de derivacion puede
influir en comentarios como el del docente P62 quien destacd que no veia necesidad en
ninguna de las tres definiciones de derivada, si al final los estudiantes aprenden las reglas de

derivacion; pues en efecto, pareciera que este es el aspecto central en este tdpico.

Como indicamos anteriormente, los docentes en formacion enfatizaron mucho la
interpretacion geométrica de la derivada; sin embargo, este aspecto parece tener menos
relevancia tanto para los libros de texto, como para los docentes que imparten lecciones. En
los libros de texto, nuevamente menos del 10% de las tareas propuestas abordan la derivada
como la pendiente de la recta tangente. Asimismo, menos del 25% de los docentes prefirid
esta forma para definir la derivada en un punto con sus estudiantes, lo que llama la atencion
pues, tal como sefialaron algunos docentes la interpretacion geométrica es una buena manera

de visualizar el concepto, pero no parece involucrarse en la resolucion de tareas.

Por otra parte, en el primer estudio (fase 1) se incluyd una pregunta en la que los docentes
debian redactar una tarea sobre derivada, hallandose varias similitudes y diferencias con el
analisis realizado a los libros de texto. Por ejemplo, en ambos casos las tareas propuestas se
caracterizan por encontrarse en situaciones principalmente matematicas; sin embargo, los

docentes en formacién mencionaron tambien la aplicacion en la fisica, lo cual no ocurre en
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los libros de texto, pues los items en esa linea fueron muy escasos. Asimismo, los docentes
propusieron mayormente tareas en contextos geométricos, y aungue en los libros este

contexto también tuvo relevancia, lo cierto es que predomino el algebraico.

En esa linea, notamos que los futuros docentes plantearon muy pocas tareas sobre las reglas
de derivacion. De hecho, los docentes en formacion se centraron en proponer problemas en
situaciones matematicas, laborales o fisicas; no obstante, en los libros de texto la resolucion
de problemas representa solo un 10% de los items planteados. Pese a las diferencias en cuanto
a contenido y situacion de las tareas, en ambos casos la mayoria de las tareas planteadas se
clasifican, segun la demanda cognitiva, como un procedimiento sin conexion, en donde el
énfasis esta en la aplicacién correcta de procedimientos y reforzar la capacidad de realizar
operaciones y manejar el lenguaje simbélico. Hay que reconocer que, enfrentar al estudiante
mayormente a este tipo de tarea no supone para él una demanda importante, ni requerira de
una comprension importante sobre la nocion de derivada, pues le bastard la aplicacion

correcta de procedimientos.

También, destacamos la poca relevancia dada a los resultados y propiedades en los libros de
texto, donde los items de justificar y explicar representan poco menos del 7%, algo
interesante pues tal como se aprecia en los resultados de la fase 1 y 3, los docentes manifiestan
fallos al utilizar resultados en la argumentacién, por lo que sugerimos que deberia ampliarse
en los libros de texto permitiendo al estudiantado utilizar estas propiedades y no solo

enfocarse en procesos mecanicos.

En términos generales, los perfiles detectados en cada fase y la comparacién aqui presentada
nos dejan ver que, mas alla de los errores evidenciados, la derivada se maneja como un
concepto meramente matematico, en donde a su definicion se le da poca utilidad, teniendo
mas relevancia los procedimientos o propiedades que pueden aplicarse de manera directa en

la solucién de tareas.
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7.3. Sintesis

Sin duda alguna, pese a sus diferencias, los significados dados a la derivada en un punto en

los tres estudios realizados guardan semejanzas importantes, la tabla 7.1 sintetiza algunas

similitudes y diferencias en cuanto a los tres componentes del significado.

Tabla 7.1. Algunas similitudes y diferencias de significado entre las fases

Componente Fase 1 Fase 2 Fase 3

Estructura Definicién mediante Poco uso de la definicion  Definicién como tasa de

conceptual pendiente de la recta de derivada variacion instantanea
tangente
Poca relevancia a los Poca referencia a los Poca relevancia a los
requisitos y requisitos y condiciones requisitos y condiciones
condiciones (aunque tuvo més

representacion)
Predominio del uso de  Predominio de elementos  Predominio del aspecto
resultados algebraicos (reglas de gréfico y las derivadas
derivacion) laterales

Sistemas de Verbal y simbdlico Verbal y simbdlico

representacion

Sentidos y Situaciones Situaciones matematicas

modos de uso

matematicas y fisicas
Contexto geométrico

Contexto algebraico

De esta forma, en cuanto a la estructura conceptual, podemos sefialar las diferencias al
definir la derivada en un punto, y la poca referencia que se hace a sus requisitos y
condiciones. Ademas, el escaso uso de la definicion para resolver tareas que involucran la
derivada. En lo que tiene que ver con la argumentacién y la forma de razonar al resolver
tareas, se aprecia un cambio en los aspectos que los futuros y actuales docentes emplean
como base del argumento. Asimismo, se aprecian algunos fallos o errores al usar propiedades
y resultados. En ese sentido, en los libros de texto, la argumentacion y justificacion tienen

poca presencia, por lo que no se fomenta el uso de propiedades para resolver tareas.

Respecto a los sistemas de representacion, es cierto que fue uno de los componentes menos
abordados; sin embargo, hay aspectos que pueden extraerse. Pese a la relevancia que dieron

los futuros docentes a la interpretacion geométrica y la riqueza de las tareas que utilizaban el
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sistema de representacion grafico o tabular, los resultados muestran una preferencia en el uso

del sistema verbal y simbolico.

Finalmente, en cuanto a los sentidos y modos de uso, es claro que la derivada es una nocién
cuya utilidad se visualiza dentro de la propia matematica, en contextos relacionados con el
estudio de funciones (monotonia y extremos), o bien, con el calculo de la funcién derivada
haciendo uso de las reglas de derivacidn. Esto merece atencidn, pues sin duda el significado
de la derivada va mas alla, pero su aplicacion en problemas reales y en diversos campos no

sobresalio.
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CAPITULO 8

Conclusiones y discusion

En este dltimo capitulo se presentan algunas conclusiones y reflexiones finales acerca del
trabajo realizado. Para ello, en primer lugar, discutimos el logro de cada uno de los objetivos
propuestos; posteriormente, realizamos una reflexion general acerca de lo que, desde nuestra
perspectiva constituye el aporte del estudio. Finalmente, detallamos algunas dificultades que
se presentaron a lo largo de la realizacion de la tesis y planteamos algunas lineas de

investigacion que darian continuidad al trabajo desarrollado.

8.1. Discusion y logro de los objetivos

En esta tesis nos propusimos como objetivo general: analizar el significado que tiene el
concepto de derivada para los profesores de matematicas de 1° de bachillerato. Para el cual

planteamos 5 objetivos especificos. A continuacion, discutimos el logro de cada uno de ellos.

Obijetivo especifico 1: Describir el significado que atribuyen los futuros profesores al

concepto de derivada de una funcién en un punto.

Para abordar este objetivo realizamos el primer estudio (fase 1), en el cual utilizamos un
cuestionario semantico compuesto por 3 tareas o preguntas. Tal como sefialamos en su
apartado correspondiente, el andlisis de las respuestas dadas nos permitio examinar
elementos de los tres componentes de la terna semantica: estructura conceptual, sistemas de
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representacion, y sentidos y modos de uso; lo cual sintetizamos en el apartado 4.5. (pagina
125). Ademas, la creacion e identificacion de los distintos perfiles del significado de la
derivada que se pusieron de manifiesto nos permite asegurar que el objetivo se alcanzo
satisfactoriamente. Presentamos ahora algunas conclusiones y reflexiones basados en los

resultados obtenidos.

Tras preguntarles sobre la definicion de derivada (primera pregunta del cuestionario), nos
encontramos que la mayoria de los participantes aluden a la derivada mediante su
interpretacion geométrica (como la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcion
en un punto), lo que coincide con los resultados mostrados en otros trabajos, como el de
Bingolbali y Monaghan (2008), aunque dicho estudio se realizé con estudiantes. En nuestro

caso, los docentes en formacion ain son estudiantes de posgrado.

Un aspecto destacable es que muchas de las definiciones dadas por los futuros docentes estan
escritas de una manera muy imprecisa. La mayoria de ellos ignora los elementos y requisitos
esenciales para definir la derivada en un punto (ser un punto de acumulacion, por ejemplo).
Estos aspectos, aunque simples, nos advierten que la definicion de derivada no es manejada
adecuadamente por los docentes en formacion, pues esto, como se aprecid también en el
analisis desarrollado, los lleva a cometer errores argumentativos, considerando derivable una

funcién de dominio discreto (Vargas et al., 2018a)

En menor medida, examinar las definiciones dadas también nos permitio identificar parte de
la notacién y los términos mas utilizados por los futuros docentes, asi como algunos sistemas
de representacion. Pese a la variedad de términos utilizados, lo cierto es que pendiente y recta
tangente son los que predominaron. En cuanto a la notacion de derivada, esta emergio de
forma natural en algunos casos, aunque tampoco se utilizé mucho; incluso quienes definieron
la derivada mediante el limite del cociente incremental en su forma simbdlica, no sintieron

necesidad de utilizar la nocién de derivada y les basto con la expresion del limite.

Por otra parte, el andlisis de las respuestas dadas a la tarea de verdadero o falso (segunda
pregunta del cuestionario) permitié identificar, en los cuatro enunciados propuestos,
argumentos sin validez en el contexto dado, muchas veces por no considerar precisamente

los requisitos o condiciones para que una funcion sea derivable en un punto. En el enunciado
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3, por ejemplo, muchos afirmaron incorrectamente que la existencia de un extremo local
implica que el valor de la derivada en ese punto es cero, cuando en el caso mostrado la
funcién ni siquiera es derivable en el punto. Este tipo de respuestas nos permiten notar que,
aunque los docentes en formacion recuerdan algunos resultados fundamentales, estos no se
manejan correctamente. En términos generales notamos que la no validez de los argumentos
tiene principalmente dos origenes: uso de resultados inventados por los participantes o el
considerar como verdaderas implicaciones contrarias o reciprocas de algunos procedimientos

o resultados (Vargas et al., 2020a).

Otro aspecto interesante es que muchos “resultados” (no siempre verdaderos) o propiedades
son aplicados sin necesidad de respaldo o mayor justificacion, tanto en aquellos argumentos
vélidos como en los que no. Incluso, tal como se detall6 en los resultados, el respaldo
presentado no siempre era suficiente o adecuado. Por ejemplo, de nuevo en el enunciado tres,
algunos participantes indicaron que la funcion no era derivable en ese punto, debido a que en
los "picos" (vértices) de una grafica la derivada no estaba definida, lo cual es un resultado
geométrico intuitivo que deberia haber sido explicado o respaldado por personas con una
formacion académica en matematica (Vargas et al., 2019). Esto nos parece relevante, pues
manifiesta una tendencia por parte de los docentes en formacion a “buscar una regla” cuya
aplicacion de forma directa justifique su posicion. Vemos como al igual que los estudiantes,
los docentes en formacidn suelen reducir los argumentos a una sentencia Unica (Ortiz-May,
2018).

Un resultado notable es que, al argumentar la veracidad o falsedad de una declaracion sobre
la derivabilidad de una funcién en un punto, la definicion rara vez se considera, teniendo
mayor protagonismo el proceso algebraico del calculo de la funcion derivada y diversas
propiedades o resultados. De hecho, unos cuantos docentes en formacion sintieron la
necesidad de buscar la expresion algebraica de la funcion dada para poder justificar su
posicion. Otros incluso afirmaron que sin conocer la expresion algebraica no podian asegurar
nada. Esto coincide con una de las conclusiones de Borji et al. (2018) quienes, tras una
revision de la literatura, sefialaban que los estudiantes son capaces de hallar extremos de una
funcion dada su forma algebraica, pero no son capaces de conceptualizar esta idea si no se

les da la expresion algebraica, lo que los lleva a buscar primero esa representacion simbdlica.
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Pese a que no era el foco de nuestro trabajo, es dificil pasar por alto los errores puestos de
manifiesto al responder a esta segunda tarea. Por ejemplo, en el enunciado 2 (funcién de
dominio discreto), la mayoria pasa por alto un requisito indispensable para poder definir la
derivada en un punto: que el punto sea de acumulacion. O en el cuarto enunciado (funcion
discontinua), donde el aspecto algebraico pareciera tener mas fuerza y credibilidad que la
definicion misma. Coincidimos con Boesen et al. (2010) en que las principales dificultades
se deben a que los estudiantes, en nuestro caso de posgrado, se enfocan en aspectos
superficiales. Fuentealba, Badillo, Sdnchez-Matamoros, et al. (2019) ya han mostrado las
distintas dificultades que se ponen de manifiesto al resolver problemas no rutinarios y que
requieren de comprender el concepto de derivada; sin embargo, en nuestro caso, hemos
evidenciado como estos problemas se presentan también en la justificacion de tareas

sencillas.

Finalmente, la tarea 3 fue un excelente complemento para analizar la forma en que los futuros
docentes entienden la derivada de una funcién en un punto. Esta nos permitio6 identificar en
qué aspectos ven la utilidad de este concepto, lo que desde nuestro marco teodrico es
fundamental para construir el significado. En este sentido, las tareas propuestas por los
futuros docentes estaban mayormente relacionadas con la resolucion de problemas; sin
embargo, estas se presentaron en situaciones meramente matematicas. Esto es algo a tomar
en consideracion, pues si los futuros docentes no conciben la derivada como una herramienta
que resuelve problemas reales, lo que podemos esperar es que estos planteen contextos
limitados en sus lecciones futuras (Garcia etal., 2006). En ese sentido, los resultados
indicaron que, en cuanto a la demanda cognitiva potencial de las tareas, predomino el
procedimiento sin conexion. Por tanto, se considera que las expectativas y el conocimiento
de los docentes influye en como estos configuran las tareas (Lee et al., 2016), dandonos

alguna idea de cémo se concibe esta nocién.

De esta forma, las 3 preguntas planteadas en el cuestionario nos dieron una aproximacion de
la forma en la que los futuros docentes entienden el concepto y los principales resultados de
la derivada de una funcién en un punto, lo cual da respuesta al primer objetivo propuesto. A
modo de conclusidn, los perfiles identificados pueden entenderse como distintos significados
o significados parciales con los que los docentes dieron respuesta a las tres tareas. De alguna
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manera, nuestros hallazgos respaldan lo expuesto por Likwambe y Christiansen (2008) para
quienes las imagenes conceptuales sobre la derivada son limitadas, en las que se destacan
solo algunos aspectos de la nocion. Estos autores consideran ademas que esto se materializa
en la eleccidon de técnicas algebraicas y procedimientos, evidenciandose también alguna
dificultad en la comprension conceptual (Likwambe y Christiansen, 2008). Esto requiere
tenerse en cuenta en la formacion inicial y continua de los docentes, ya que, si no manejan
aspectos conceptuales esenciales pueden surgir muchas otras dificultades. En nuestro caso se

puso manifiesto que incluso la definicion no se maneja adecuadamente.

Obijetivo especifico 2: Estudiar el significado de derivada que transmiten los libros

de texto de 1° de bachillerato

El segundo objetivo especifico lo abordamos mediante la fase 2 analizando las tareas
propuestas por 5 libros de texto de 1° de bachillerato. Aunque en el andlisis incluimos
aspectos sintacticos y cognitivos, ademas de los semanticos (significado), creemos que estos
han reforzado el estudio, ya que han permitido visualizar mejor la idea de derivada que los
libros de texto ponen de manifiesto. Los perfiles identificados y la sintesis mostrada en el

apartado 5.5. (pagina 145) nos hacen creer que se alcanzo el objetivo.

Tras el analisis se pudo apreciar que los cinco libros siguen una tendencia bastante similar en
cada uno de los aspectos considerados. Respecto los elementos sintacticos, notamos tareas
cerradas, directas y planteadas para resolverse haciendo uso de papel y lapiz; esto ultimo
Ilama la atencidn, pues el uso de distintos recursos, como las tecnologias, no es muy
fomentado y estudios reconocen que esto favorece el desarrollo de habilidades cognitivas
(Bartau et al., 2017).

En relacion con los elementos semanticos, podemos ver como los libros de texto fomentan
una idea de derivada muy simbdlica, donde el aspecto que mas sobresale es su componente
algebraica, lo cual podria llevar a creer que la derivada consiste principalmente en el calculo
de la funcion derivada, y que su utilidad se da dentro de la misma Matemaética. De esta forma,
no se promueve la vision de la matematica como una herramienta Gtil en el abordaje de
situaciones reales, colocandola mas bien como un conjunto de procesos mecanicos que se

deben aprender.
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En esta linea, en cuanto al ambito cognitivo, predominan las tareas de calculo (procedimiento
sin conexion), en las que la capacidad que se fomenta es el uso de las operaciones y el
lenguaje simbdlico. Queda de cierta manera evidenciado que el principal objetivo es el
aprendizaje de algoritmos, solicitindose méas una ejecucion que interpretacion o analisis. Esto
es algo a lo que debe darsele atencion, pues Bergqvist y Lithner (2012) concluyeron que los
estudiantes suelen recurrir a la memorizacion si se les expone repetidamente a tareas de baja
demanda cognitiva. De hecho, algunos autores han demostrado que los estudiantes aprenden
mejor, y obtienen mayor rendimiento académico, cuando se les involucra con tareas que
demandan altos niveles de pensamiento y razonamiento (Smith y Stein, 1998). Sin embargo,
en los libros el foco pareciera ser la reproduccion de algoritmos.

Como mencionamos en el capitulo 1, para los docentes, ademas de la calidad de las tareas,
la diversidad y variedad de estas es un aspecto fundamental de los libros de texto (Pepin,
1997). Sin embargo, el analisis clister nos mostréo que no hay mucha variedad, pues todos
los items analizados conformaban tres grupos o tipos de tarea: uno simbdlico-algebraico, un
segundo geométrico y un tercero algoritmico; donde principalmente se favorecen los
aspectos procedimentales (Vargas et al., en prensa-Bolema). Sin duda alguna, las reglas de
derivacion o el célculo de valores extremos son contenidos que deben abordarse al estudiar
la derivada, pero la comprension del concepto, contemplando los distintos aspectos del

significado, debe incluir, ademas:

e Variedad de demandas cognitivas, ya que altos logros de aprendizaje se asocian con
tareas que involucran altos niveles de pensamiento y razonamiento (Smith y Stein,
1998). Por ejemplo, tareas de “hacer matematica”, tienen poca presencia en los libros.
Dentro de los grupos identificados se pueden observar algunos items cuya demanda
es mayor (procedimientos con conexiéon o hacer matematica); sin embargo,

consideramos que no constituyen un grupo predominante.

e Variedad de tipos de funciones para lograr los objetivos correspondientes a los
procedimientos algebraicos. Consideramos que esto se recoge de manera adecuada en

los libros de texto analizados.

e Variedad de sistemas de representacion y conversiones entre ellos (Duval, 1999). Los
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resultados manifiestan que predomina la representacion algebraica de una forma

abrumadora.

e Variedad de contextos y situaciones que permitan dotar de sentido al concepto. No se
completa el significado si carece de sentido, de un saber para qué se puede utilizar
(Ruiz-Hidalgo, 2016). Un aprendizaje sin sentido es un aprendizaje a corto plazo, que
no estd relacionado con el desarrollo de la competencia matemadtica, cuya
caracteristica principal es la utilidad de las matematicas solucionar problemas reales
(Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2015). Los resultados son
evidentemente negativos en este aspecto. Con las tareas propuestas estamos lejos del

acercamiento al desarrollo de la competencia matematica.

Por lo tanto, creemos que es necesario que los libros de texto incorporen mas tareas que
permitan al alumnado apreciar realmente la utilidad e importancia que tiene el concepto de
derivada; asimismo, que exploten otras herramientas y recursos que permitan estudiar el
significado de la derivada de manera mas enriquecedora (Vargas et al., en prensa-AlEM). En
términos generales, pareciera que la ensefianza de la derivada se limita a aspectos que en
realidad requieren de poca comprension, pues se tratan mas de procesos mecanicos. Sin
embargo, como ya se ha reiterado, las tareas deben conducir a formas mas rigurosas de

pensamiento y razonamiento (Kessler et al., 2015).

Como ya se ha destacado, distintos autores han analizado la dificultad que presentan los
estudiantes para comprender la derivada (p. e. Fuentealba, Badillo y Sanchez-Matamoros,
2019; Fuentealba, Badillo, Sanchez-Matamoros, et al., 2019; Garcia-Garcia y Dolores-
Flores, 2019). Claramente la solucion al problema no se reduce a mejorar o ampliar el tipo
de tareas en los libros de texto, pero se debe tener presente que la naturaleza de las tareas a
la que se enfrenta el alumnado determina en gran medida lo que estos aprenden (Smith y
Stein, 1998), por lo que resulta ser un factor al que se debe prestarsele atencion. Debemos
aclarar que en cada uno de los libros se hallan tareas bastante interesantes y de gran valor
para el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada; sin embargo, en nuestra

opinion, tras el analisis, estas deberian tener mayor presencia.
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Obijetivo especifico 3: Describir el significado que tiene el concepto de derivada para

los profesores de 1° de bachillerato.

Para el logro de este objetivo realizamos el estudio de la fase 3, en el cual utilizamos un
cuestionario cerrado compuesto de 4 preguntas que aplicamos en linea. Al igual que en las
dos primeras fases, utilizamos el analisis cluster para determinar perfiles de respuestas dadas
por cada participante, lo cual nos permitié visualizar la idea de derivada de una funcién con
la que operaron, o al menos, la que se puso de manifiesto al responder. Estos perfiles y la
sintesis de resultados incluida en el apartado 6.6. (pagina 170) nos permiten asegurar que se

alcanzo el objetivo propuesto.

Con la pregunta 1 del instrumento (validar definiciones dadas a la derivada en un punto),
pudimos apreciar que, si bien un grupo de docentes acepta definiciones erroneas o
incompletas para la nocion de derivada, otro grupo apela a la poca formalidad y rigurosidad
de estas considerandolas incorrectas. No obstante, pese a que detectan que hay algun fallo en
las definiciones no siempre son muy acertados en sus comentarios para corregirlos, pues la
mayoria de las veces comentaron mas sobre aspectos de redaccion, que sobre los elementos
matematicos que estaban mal. Y aungue no es competencia de esta investigacion, debe

reflexionarse en las implicaciones que esto puede tener en la practica docente.

Un aspecto que sobresale, que se observd en la pregunta 1, fue que mas de la mitad de los
docentes considero correcto definir la derivada en un punto como la funcién derivada. Esto
pudo deberse a un error al contestar, pero lo cierto es que pocos docentes hicieron la
distincién entre ambas nociones. Esto coincide con hallazgos de otros autores; por ejemplo,
Badillo et al. (2011) analizaron la comprension que tienen los docentes sobre los objetos
f'(a) y f'(x), identificando ciertos errores o dificultades para coordinar ambas nociones.
Asimismo, Pino-Fan et al. (2018, 2012, 2013), profundizando en el conocimiento didactico-
matematico de los futuros docentes desde el enfoque de la semiética, evidenciaron una
desconexidn entre la nocion de funcion derivada y derivada en un punto. Confusion que
también se ha detectado en investigaciones con estudiantes (Vega et al., 2014).Y es que esto
no es de extrafar ya que tal como mencioné Park (2015), en la ensefianza, suele pasarse de

la derivada en un punto a la funcion derivada, simplemente cambiando a por x.
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Por otra parte, la pregunta 2 nos permitié detectar que los requisitos y condiciones para
definir la derivada en un punto no son siempre considerados. De hecho, que se defina en un
punto de acumulacién es un aspecto que se pasa muy por alto. Esto es interesante, pues no se
hallé ningun estudio que haga alusion a esto; lo mas proximo fue un resultado de Park (2013)
quien detecto que los estudiantes no perciben la derivada como un ndmero. Sin lugar a duda,
al tratarse de la esencia de la definicion de la derivada en un punto, es algo a lo que debe
prestarsele atencion. Pues si en la propia definicion se presentan confusiones o errores, €s

esperable que surjan muchas otras dificultades.

Un resultado que creemos importante de la pregunta 3, tiene que ver con que los docentes
reconocen que acostumbran a ensefiar su misma definicién de derivada, frases como “es la
que mas entiendo”, “es la que aprendi” justifican este hecho. Esto confirma la importancia
de este tipo de estudios, pues sin duda, tal como lo decia Thompson (2013), el significado
con el que opera un docente constituye las matematicas que ensefian e incluso que intenta

que sus estudiantes tengan.

Finalmente, la pregunta 4, sirvié para identificar el tipo de argumento que prefieren los
docentes, inclindndose por aspectos grafico y el célculo de las derivadas laterales. A
diferencia de lo que evidencian otros estudios, fueron pocos los docentes que se inclinaron
por aspectos procedimentales o algebraicos; de hecho, en los perfiles identificados, se detecta
que este elemento argumentativo solo predominé en el grupo 2, el cual estaba compuesto por

el 14% de los participantes.

De esta forma, aunque aun hay elementos del significado que deben analizarse, la fase 3 nos
permitio aproximarnos al significado que dan los docentes a la nocion de derivada en un

punto. Permitiéndonos alcanzar nuestro tercer objetivo propuesto.

Obijetivo especifico 4: Determinar, si existe, la relacion entre el significado de la
derivada puesto de manifiesto por los profesores en formacion y los profesores en

activo.

Objetivo especifico 5: Determinar la relacién entre los significados puestos de

manifiesto por los profesores y los libros de texto de 1° de bachillerato.
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Dado que la intencion de estos dos Ultimos objetivos era determinar alguna relacién entre los
resultados de las tres fases realizadas, nos referimos a su consecucién de forma conjunta. En
el capitulo 7 se identificaron algunas semejanzas y diferencias entre los significados de
derivada de una funcion en un punto puestos de manifiesto en las tres fases del estudio. Esa
comparacién nos permite ver que existe cierta relacion entre las fases, pues a pesar de que
cada estudio tiene sus particularidades es posible hallar elementos en comudn; como, por
ejemplo, la poca relevancia dada a la propia definicion de derivada y sus requisitos. La
comparacion establecida nos lleva a considerar que estos ultimos dos objetivos especificos

también se alcanzaron satisfactoriamente.

En cuanto a los significados expresados por los futuros docentes y los docentes en activo, los
resultados permiten apreciar que, de alguna forma, el significado manifestado por uno y otro
grupo es diferente, pues incluso la forma en la que se define la derivada en un punto es
distinta. Tal como sefialan Kilpatrick et al. (2005), el significado que un docente expresa
sobre un concepto matematico emerge de su conocimiento matematico, la forma en la que ve
los problemas de su ensefianza y como lo implementa al ensefiarlo. Por lo que se puede
suponer que la experiencia docente ha influido y ha ido modificando la imagen de derivada
que se tenia, produciendo una evolucion de los significados que los modifica atendiendo al

contexto o a la situacion en la que nos encontremos.

Asimismo, tal como se comento, en ambos estudios se detectaron ciertos errores al definir la
derivada en un punto, o al argumentar sobre esta. Algunos autores consideran que una raiz
del problema tiene que ver con darle prioridad a lo analitico, limitando el aprendizaje a una
comprension parcial e instrumental del concepto (p. e., Fuentealba et al., 2018). Esto llama
la atencion, pues sin duda alguna son los aspectos que mas predominan en los libros de texto
escolares analizados respecto a la derivada (Vargas et al., 2018b; Vargas et al., en prensa-
AIEM). Esta vision procedimental de la matematica basada en la simple reproduccion y
aplicacion de propiedades, tal como afirman Selden y Selden (1987), repercute
negativamente en las habilidades de razonamiento. De ahi la importancia de reforzar un
aprendizaje conceptual, mas alla de la parte algoritmica, complementando con los sistemas
de representacion y los sentidos y modos de uso, lo que desde nuestro marco permitiria

significados mas ricos.

190



Conclusiones y discusion

No pretendemos culpabilizar a los libros de texto de los errores presentados, simplemente
entendemos que son el reflejo de una tendencia generalizada. Incluso sefialamos que los
libros proponen tareas escolares muy interesantes, lo que pasa es que al determinar el
significado dado a la derivada del conjunto de tareas (no una a una), lo que resalta es el
componente algebraico y procedimental, y esto no favorece el aprendizaje de significados
ricos sobre esta nocién. Y esto sin duda influye, por ejemplo, Almeida y Silva (2018)
concluyeron que el libro de célculo que analizaron no ayuda en la distincion de derivada en
un punto y funcién derivada, y tal como vimos, esta es una confusion que presentaron los
docentes en activo. Por lo que es importante darle atencion al significado de derivada que se

presenta en los libros de texto utilizados en clase.

Aunque se requeririan de mas estudios que confirmen y determinen el nivel de relacion que
se da entre los significados de la derivada identificados, lo cierto es que los resultados dan

indicios de su relacion y similitud.

8.2. Aporte del estudio

El trabajo desarrollado en esta tesis representa un aporte importante y un progreso a las
investigaciones anteriores, no solo en la linea de la ensefianza de temas relacionados con el
calculo (p. e., Bressoud etal., 2016), sino también en muchos otros estudios sobre la
comprension y formacion de docentes en contenidos matematicos. Como sefialamos al
principio, la importancia de la investigacion centrada en los significados radica en su utilidad
diagnostica, pues la informacién puede ser util para el desarrollo profesional de los docentes,
lo cual podria ayudar a mejorar el aprendizaje de los estudiantes (Thompson, 2013).

En términos generales, el trabajo realizado pone de manifiesto la existencia de significados
parciales sobre la derivada en un punto, los cuales, en su mayoria, se relacionan con su
aspecto algebraico o geométrico (esto en las tres fases, es decir, tanto en futuros docentes, en
docentes en activo y en libros de texto). Asimismo, tras el analisis se aprecian algunos errores
o confusiones por parte de futuros y actuales docentes al responder a tareas sobre la derivada.
Investigaciones previas ya nos advertian de algunas las dificultades que se presentan (p. e.,
Pino-Fan et al., 2018). Sin embargo, con nuestro trabajo corroboramos y proporcionamos

otras evidencias sobre esto, ademas de otro tipo de dificultades presentes respecto al tema.
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Por citar algunos de los resultados mas llamativos, podemos mencionar los cambios
identificados en el significado sobre derivada que pusieron de manifiesto los futuros docentes
y los docentes en activo, en las respuestas dadas. Particularmente su forma de definir la
derivada y argumentar sobre esta. Esa evolucion o cambio no la hemos hallado en otras
investigaciones, y aunque algunas de las preguntas del instrumento fueron modificadas,
seguian una linea similar. Asimismo, pusimos de manifiesto la confusion que existe sobre
derivadas parciales y los limites laterales de la funcion derivada. Ademas, de confundir la

nocion de funcidn derivable en un punto con funcién derivada continua en ese punto.

Otro aspecto analizado, tiene que ver con el problema sobre derivada que plantearon los
futuros docentes, lo cual se recoge en Vargas et al. (2020b). El disefio de tareas por parte de
los maestros ha sido poco abordado, pues las investigaciones se han centrado mas en cémo
se plantean y organizan en clase, pero no en su disefio (Lee et al., 2016). Aunque nuestro no
foco no era este, los resultados obtenidos merecen ser destacados. Pese a que la resolucion
de problemas fue el tépico central de las tareas propuestas por los futuros docentes, al igual
que Stein y Lane (1996) consideramos que los docentes suelen reducir bastante el nivel de
demanda potencial de la tarea, tratandose principalmente de procedimientos sin conexion.
De esta forma, creemos que es necesario fomentar la practica de plantear tareas, pues esta es
una competencia que se desarrolla y mejora (Lee et al.,2016) y dado su rol en el proceso de
ensefianza y aprendizaje, es de interés el planteamiento de tareas de alta demanda cognitiva,

que como se discutid, son las que promueven un mejor aprendizaje.

Por otra parte, en cuanto al analisis de tareas propuestas en los libros de texto, esperamos que
los resultados aqui presentados sirvan de reflexion a los docentes y les sean oportunos en la
toma de decisiones al planificar sus lecciones. El analisis desarrollado puede ampliar la
perspectiva docente sobre qué aspectos del contenido se enfatizan al trabajar con uno u otro
libro de texto, permitiéndole, en la practica docente, ampliar la riqueza de los significados
que un solo libro expresa y asi tener la posibilidad de mejorar el proceso de ensefianza y

aprendizaje.

Sugerimos emplear los libros de texto complementando sus lecciones con tareas de tipos
variados, con distintos niveles de demanda cognitiva, que enriquezcan la conversion entre

diferentes sistemas de representacion y que pongan de manifiesto la utilidad de la derivada
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maés alld de las aplicaciones puramente matematicas. En los libros de texto se proponen
ejemplos de excelentes tareas que pueden servir de base, pero si deseamos enriquecer el
significado de derivada y, consecuentemente favorecer el aprendizaje significativo, el
profesorado debe procurar que estas tengan un mayor peso en el proceso de ensefianza,

tomandolas en cuenta en el disefio de nuevas tareas.

Finalmente, nos gustaria recalcar las posibilidades que ofrece la nocion de significado de un
contenido matematico escolar utilizada como una herramienta para profundizar y caracterizar
la comprension de los docentes sobre diferentes temas. El analisis conceptual de contenido
proporciond una guia confiable sobre qué elementos buscar al estudiar los datos, para poder

describir en detalle el significado que la derivada tiene para los docentes.

De igual forma, debemos sefialar las potencialidades del sistema de categorias empleado en
el analisis de las tareas propuestas por los libros de texto. Si bien es cierto estas categorias se
ajustan y responden al objetivo que perseguiamos de identificar el significado de derivada,
la variedad de aspectos considerados (sintacticos, semanticos y cognitivos) resulta ser una
estructura exhaustiva como herramienta metodoldgica de investigacion en el estudio de
tareas escolares. Y pese a que nos hemos centrado en el contenido de derivadas, lo cierto es
que el sistema de categorias es generalizable, con las adaptaciones necesarias atendiendo al

contenido analizado y al nivel escolar correspondiente.

8.3. Limitaciones del estudio

Todo proceso de investigacion enfrenta dificultades a lo largo de su desarrollo. Sin embargo,
en nuestro caso ninguna supuso ser un obstaculo significativo para la realizacion de esta.
Aunque creemos que la tesis se desarroll6 de manera satisfactoria, consideramos que algunas

limitaciones que merecen ser mencionadas son:

e La validez externa. El utilizar una muestra por disponibilidad no permite la
generalizacién de los resultados, y aunque ese no era nuestro objetivo, puede
valorarse como una limitacion investigativa. Pese a ello, en cada estudio se utilizo
una muestra considerable y, por ejemplo, en la fase tres hubo participacion de todas

las provincias de Andalucia, lo cual es destacable.
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Dado que el marco del significado de un contenido matemaético escolar que utilizamos
contempla una amplia variedad de elementos y componentes, resulta complicado
poder abordarlos todos ellos en un solo estudio, por lo que muchos aspectos
interesantes quedan fuera del analisis. Creemos que estos pueden ampliarse en

posteriores estudios.

En concordancia con el punto anterior, pese a que estamos satisfechos con los
instrumentos empleados, lo cierto es que estos no favorecian el estudio de los sistemas
de representacion, siendo la componente menos estudiada. Asimismo, el instrumento
utilizado en la tercera fase captdé poco sobre los sentidos y modos de uso de la

derivada. Por lo que es necesario profundizar en estos componentes.

En la ultima fase, la participacion de los docentes no fue la que hubiésemos querido.
Nos habria gustado contar con las respuestas de muchos mas docentes, pero no
teniamos forma de asegurarnos que el enlace llegara a todos ellos. A esto se le suma
otro factor: pese a que el instrumento se modifico para que no fuera tan extenso y no
demandara mucho tiempo del docente, las respuestas registradas muestran que
muchos abandonaron el instrumento sin siquiera completar la informacion general.
Por lo que, aunque la modalidad empleada tuvo muchas ventajas, también supuso una

desventaja en ese sentido.

8.4. Futuras lineas de investigacion

Como sefialamos en el apartado 8.2. (pagina 191) el trabajo aqui presentado constituye un

aporte a las investigaciones que se han venido desarrollando respecto a la derivada de una

funcion en un punto. Pero ain hay mucho mas por estudiar, los resultados obtenidos dan paso

a una serie de investigaciones que permitan profundizar y ampliar el estudio realizado. Entre

ellas pueden mencionarse:
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ahora como un componente dentro del significado dado al contenido y no como

objetos aislados.

La importancia que tienen las tareas escolares y los resultados obtenidos motivan a
explorar mas el significado dado a la derivada mediante el disefio de tareas propuestas
por docentes en ejercicio. Sin duda da pie para que se aborde en un estudio completo
y no solo como parte de uno. Esto permitiria ademas ahondar en los sentidos y modos

de usos que dan los docentes en activo a la derivada.

Profundizar en el razonamiento que emplean futuros y actuales docentes al resolver
tareas que involucran a la derivada de una funcion en un punto. Esto es posible al
estudiar los argumentos que brindan al justificar, es importante ampliar la
investigacion en esta linea, para ello puede plantearse distintas situaciones e intentar

identificar patrones de argumentacion a ciertos tipos de tarea.

Aunque muchas investigaciones han puesto de manifiesto las dificultades que tienen
docentes y estudiantes sobre la derivada, debe seguirse identificando errores y
confusiones. Identificarlos nos da una base para tomar decisiones oportunas que

permitan subsanarlos.

Tal como sefialamos, un resultado muy interesante de esta tesis tiene que ver con ese
cambio de significado que se evidencio en las respuestas de los futuros y actuales
docentes. Sin duda es un area en la cual merece la pena profundizar, lo cual permita
corroborar esa evolucion que se da y en qué medida. Para ello, podria emplearse el
mismo instrumento con ambas poblaciones, ya sea cerrado o abierto, pero al ser el

mismo permitiria identificar mejor el cambio.
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Apéndice A

Aspectos que abordan los libros al introducir el tema de derivada

1. Definicion de derivada

Al definir la derivada de una funcién en un punto, en Spivak (2012) se lee:

La funcion f es diferenciable en a si existe el

im L@t~ f@
im

h—-0 h

En este caso, dicho limite se representa mediante f"(a) y de denomina derivada de

fena.

Por su parte, Burgos (2007) entra en mayor detalle y destaca:

Sea f:1 — R una funcion, definida en un intervalo I, y consideremos un punto (fijo)
a € I. Se dice que f es derivable en a si existe y es finito el siguiente limite, que se
denota por f'(a) y se llama derivada de f en a:

St /@
= 1m

h—0 h

@ = 1 DI

x—a

1.1. Aspectos relevantes

De las definiciones dadas y de algunos comentarios posteriores que se pueden apreciar en los

libros, sobresalen los siguientes aspectos:

La derivada se define en un punto de acumulacién del dominio de la funcion.

La derivada de una funcién en un punto es un nimero real.
Para que el limite que define la derivada exista debe satisfacerse que los siguientes limites
ey i JOO-f(@) rreN i JO-F(@)
f@)=lim=——=—"y f(a”)= lim =——"=

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada laterales (por la

derecha y por la izquierda respectivamente).
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2. Interpretaciones de la derivada

En ambos libros destacan las dos interpretaciones siguientes:

Geomeétrica: sefiala la derivada como la pendiente de la recta tangente a la funcion f en
el punto a.
Fisica: dada la funcion posicion de un objeto respecto al tiempo, su derivada se interpreta
como la velocidad instantanea de dicho objeto en el tiempo a.
Aludiendo al hecho de que estas interpretaciones son a su vez los problemas que dieron

origen al concepto.

3. Notacion

En términos generales, aunque a lo largo del tema emplean distintas notaciones, al introducir
el concepto, la notacion empleada para la derivada de una funcion en un punto es:
f (@
df (x)

dx
xX=a

D[f(a)]

Aunque ambos autores utilizan principalmente la primera de ellas.

4. Teoremas

Tanto Spivak (2012) como Burgos (2007), destacan como primer resultado importante, de

caracter necesario, la relacion entre la continuidad y derivabilidad de una funcion:

e Si f esdiferenciable en el punto a, entonces f es continua en ese punto.
Al respecto, sefialan ademas que el reciproco no es cierto, es decir, que una funcién continua

no necesariamente es diferenciable.

Con este primer teorema, y con los aspectos mencionados anteriormente, es posible entonces,
establecer condiciones necesarias y suficientes para la derivabilidad de una funcién en un

punto.
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Condicion necesaria: del teorema se desprende que si f no es continua, entonces no es
derivable. Asi se establece como condicion necesaria para la derivabilidad la
continuidad de la funcidn en el punto.

Condicion suficiente: de lo anterior tendriamos que una funcion es derivable en un punto
si y sblo si es continua en ese punto y ademas que las derivadas laterales existen y
son iguales.

Finalmente, contemplamos otro resultado importante que, aunque no es uno de los teoremas
que presenten los libros al introducir el concepto, si es de los primeros en cuanto a sus
aplicaciones; incluso Spivak (2012) lo plantea como el teorema que, para él, justifica el para

qué de la derivada. Asi contemplamos entonces, el siguiente teorema:

e Sea f una funcion definida en (a, b). Si x es un punto maximo o minimo de f en
(a,b) y f es diferenciable en x, entonces f'(x) = 0.
En términos generales, los aspectos de la estructura conceptual que consideraremos para este
trabajo se sintetizan en la figura Al.

* & i . .2 .
* ge OrACEEICH Si una funcién es derivable en
e en un extremo de la funcién,

entonces la derivada se anula en

ese punto.
Interpretaciones
N 55 Derivada de una w Teoremas
Notacion funcién en un puntOJ eoremas
Definicion
) . fla+h)—f(a)
f(a) =lim—————
h=0 h
Aspectos relevantes
* Se define en un punto de acumulacién Sif o5 derivable
* i 2
b Es un numero real. o Condiciones en el punto a, entonces
Derivadas laterales deben existir f es continua en ese punto.
y ser iguales.

* Necesaria: la funcion debe ser continua en el
punto.

* Suficiente: ademas de la continuidad, las
derivadas laterales deben coincidir.

Figura Al. Concepto de derivada en los libros de Célculo
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Version A 'y B del cuestionario semantico empleado en la fase 1
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Departamento de Didactica de la Matematica

Grupo FQM-193. “Didéctica de la Matematica. Pensamiento Numeérico”

Cuestionario A

Nocion de derivada de una funcién en un punto



Estimado alumno,

El grupo Diddctica de la Matemdatica. Pensamiento Numérico, del Departamento de
Didactica de la Matematica, ha elaborado este cuestionario como parte de una investiga-
cién que estd llevando a cabo la Universidad de Granada.

Su opinion e informacion seran muy utiles para nosotros. En el cuestionario que va a rea-
lizar, inicialmente le solicitamos algunos datos personales. A continuacién tendra que realizar
unas tareas relacionadas con la nocién de derivada de una funcién en un punto.

Antes de seguir adelante, es importante que tome en consideracién lo siguiente:

1.

2.

No se trata de una prueba de evaluacion. Realicelo con tranquilidad e interés.
Sus respuestas seran confidenciales.
Procure responder a todas las preguntas.

Imagine que un companero va a leer sus respuestas, por tanto, procure incluir todas
las aclaraciones necesarias para que entienda sin dificultad lo que quiere expresar.

Si se equivoca, tache la respuesta (una raya) y corrijala aparte.

Este trabajo ha sido realizado dentro del proyecto “Procesos de aprendizaje del profesor
de matematicas en formacién” (EDU2015- 70565-P) del Plan Nacional de I+D-+I (MICIN),
entre cuyos objetivos estd mejorar los programas de formacion para profesores de matemati-

cas.

Gracias por su colaboracion.

Datos personales

1.
2.
3.
4.

Género: [J Masculino  [J Femenino
Edad:
Carrera de grado:

Experiencia docente:



ACTIVIDAD N1

Exprese con sus propias palabras, una definicién para el concepto de derivada de una funcién
en un punto.




ACTIVIDAD N2

Se presentan dos enunciados referidos a una funcién y su derivada. Coloque V o F en el paréntesis
de cada enunciado, segin sea verdadero o falso. Justifique su eleccion.

1. () La funcién f: R — R tal que f(z) = v/x — 1, tiene por grafica la que se muestra
en la figura 1. La recta m es tangente a la curva en x = 1; de esta forma es facil asegurar
que f es derivable en ese punto.

Figura 1. Grafica de f

Jutificacion




2. () Dada la funcién f : N — R, con f(z) = 23 + 2x — 1; f es derivableen z = 1y
(1) =5.

Jutificacion




Departamento de Didactica de la Matematica

Grupo FQM-193. “Didéctica de la Matematica. Pensamiento Numeérico”

Cuestionario B

Nocion de derivada de una funcién en un punto



Estimado alumno,

El grupo Diddctica de la Matemdatica. Pensamiento Numérico, del Departamento de
Didactica de la Matematica, ha elaborado este cuestionario como parte de una investiga-
cién que estd llevando a cabo la Universidad de Granada.

Su opinion e informacion seran muy utiles para nosotros. En el cuestionario que va a rea-
lizar, inicialmente le solicitamos algunos datos personales. A continuacién tendra que realizar
unas tareas relacionadas con la nocién de derivada de una funcién en un punto.

Antes de seguir adelante, es importante que tome en consideracién lo siguiente:

1.

2.

No se trata de una prueba de evaluacion. Realicelo con tranquilidad e interés.
Sus respuestas seran confidenciales.
Procure responder a todas las preguntas.

Imagine que un companero va a leer sus respuestas, por tanto, procure incluir todas
las aclaraciones necesarias para que entienda sin dificultad lo que quiere expresar.

Si se equivoca, tache la respuesta (una raya) y corrijala aparte.

Este trabajo ha sido realizado dentro del proyecto “Procesos de aprendizaje del profesor
de matematicas en formacién” (EDU2015- 70565-P) del Plan Nacional de I+D-+I (MICIN),
entre cuyos objetivos estd mejorar los programas de formacion para profesores de matemati-

cas.

Gracias por su colaboracion.

Datos personales

1.
2.
3.
4.

Género: [J Masculino  [J Femenino
Edad:
Carrera de grado:

Experiencia docente:



ACTIVIDAD N1

Exprese con sus propias palabras, una definicién para el concepto de derivada de una funcién
en un punto.




ACTIVIDAD N2

Se presentan dos enunciados referidos a una funcién y su derivada. Coloque V o F en el paréntesis
de cada enunciado, segin sea verdadero o falso. Justifique su eleccion.

1. () Para la funcién g, cuya grafica se muestra en la figura 1

- 4

Figura 1. Grafica de g
Se puede afirmar que como ¢ tiene un méximo local en = 2, entonces ¢'(2) = 0.

Jutificacion




2. () La funcién h(x) =

—x2—1 si

224+ 1 st

x <0
cuya grafica se muestra en la figura 2,
x>0

satisface que lim h'(z) = lim A'(xz) = 0. Por lo tanto h'(0) = 0.

Jutificacion

z—0~

z—0t

Figura 2. Grafica de h




ACTIVIDAD N3

1. Indique al menos tres aplicaciones en las que se utiliza el concepto de derivada.

2. Plantee un ejemplo de problema de alguna de las aplicaciones mencionadas.




Apéndice C

Guia para la evaluacion del instrumento

Para facilitar la revision y valoracion del instrumento, en el presente documento describimos
brevemente la estructura del cuestionario, ademas brindamos una serie de aspectos a tomar
en consideracion para su respectiva evaluacion.

Para acceder al cuestionario, ingrese en el siguiente enlace:

https://encuestas.ugr.es/index.php/633684?lang=es

Es importante mencionar que en la version final las preguntas seran de respuesta obligatoria;
sin embargo, hemos desactivado este requisito para facilitar la revision; lo anterior genera la
opcion “sin respuesta”, pero dicha alternativa no estara disponible al aplicar el instrumento.

Posibles aspectos para evaluar

A continuacion, se le presentan una serie de aspectos que, desde nuestra perspectiva,
configuran los elementos del significado de un concepto matemaético que el cuestionario
elaborado permite analizar. Su percepcion, aporte y validacion resultaran de gran provecho
en el proceso de perfeccionamiento de dicho instrumento.

En la siguiente tabla, valore de 1 a 5 (1 nada de acuerdo y 5 completamente de acuerdo) las
afirmaciones que se realizan respecto al aspecto que cada una de las preguntas permite
estudiar. Dicha tabla es solo una guia para la valoracién, siéntase en completa libertad de
comentar o recomendar cualquier otro detalle que considere oportuno.

De antemano, muchas gracias.

Pregunta | Aspecto 112 |3 14|5
1 Estructura conceptual, pues se relaciona con

- Términos

- Requisitos y condiciones para definir la derivada

- El concepto

- Resultados y propiedades
Sentido y modo de uso, ya que puede hacer alusion a situaciones
y contextos en los que se aplica la derivada
2 Estructura conceptual, pues se relaciona con
- Su definicion
- Resultados y propiedades (al definirse puede hacerse
referencia a estos)
Sentidos y modos de uso, al definirse mediante su interpretacion
3 Estructura conceptual, al relacionarse directamente con
- Términos
- Requisitos y condiciones para la definicion
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Pregunta | Aspecto 112 |3 145
4 Estructura conceptual, al tratarse de
- Ladefinicion
- Notacion
Sentido, al relacionarse con modos de uso de la derivada
5 Estructura conceptual, al referirse a
- Requisitos necesarios para poder definirse la derivada en
un punto
- Razonamientos, pues permite indagar en el tipo de
razonamiento que se pone en juego al tratar temas de la
derivada (si es algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
6 Estructura conceptual, al relacionarse con
- Resultados o propiedades
- Razonamientos, pues permite indagar en el tipo de
razonamiento que se pone en juego al tratar temas de la
derivada (si es algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
7 Estructura conceptual, pues el enunciado tiene que ver con
- Ladefinicion y sus condiciones
- Resultados
- Razonamientos, pues permite indagar en el tipo de
razonamiento que se pone en juego al tratar temas de la
derivada (si es algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
8 Estructura conceptual, pues se trata
- Requisitos
- Razonamientos, pues permite indagar en el tipo de
razonamiento que se pone en juego al tratar temas de la
derivada (si es algebraico, geométrico o analitico, por
ejemplo)
Sentido, al analizar la influencia que la interpretacién geométrica
de la derivada puede tener

En cuanto al sistema de representacion, al tratarse de un cuestionario cerrado, es un elemento
dificil de analizar; sin embargo, al estudiar el razonamiento, por ejemplo, puede detectarse
en alguna medida la importancia que se le da a cada uno de los sistemas de representacion.
¢ Esta de acuerdo con esta afirmaciéon?
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Para terminar,

1. ¢Considera que el instrumento es oportuno?

2. ¢Permite el instrumento analizar el significado que tiene la derivada para los
profesores?

3. Ademas de la estructura conceptual, sistemas de representacion y sentidos y modos de

uso, ¢considera que hay alguin elemento méas que puede analizarse?

¢Hay alguna pregunta que podria omitirse?

¢Hay alguna pregunta que deba agregarse?

Escriba aqui cualquier otro comentario

SRR o
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Apéndice D

Cuestionario en linea aplicado durante la fase 3
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"
{_JLimeSurvey

Informacion general

#GENEro

Q d

Femenino Masculino

#*Provinda donde trabaja

O Seleccione una de |as siguientes opciones

Por favor escoja.. ¥

sMombre del centro educative

#Afios de experiencia como profesor(a) de matematica

@ 5olo se pueden introducir ndmeros en este campo.

#%:Ha impartido 1° de bachillerato?

1. Las siguientes son definiciones dadas por estudiantes del Master de Secundaria al concepto de derivada de una funcién en un punte. Indigue si la definicién es
correcta o incorrecta. En ambos casos justifique su eleccion.

* La derivada es el valor del limite, si existe, de lo funcién en ese punto.

O Seleccione una de |as siguientes opciones
Correcta Por favor, escriba la justificacion de su respuesta agui:

Incorrecta



La derivado es la pendiente de o recto tongente o ung curva en un punte

O Seleccione una de las siguientes opciones

Correcta

Incorrecta

Por favor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:

4
& Lo derivada es el limite del cociente incremental
0 Seleccione una de |as siguientes opciones
Correcta Por favor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:
Incorrecta
A
* Es la funcién que para cado punto de una funcicn _f dada, devuelve la pendiente de la recta tangente en cada punto
@ Seleccione una de |as siguientes opciones
Correcta Por fawor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:
Incorrecta
g

Una derivada es una descomposicidn de expresiones algebraicas

@ Selectione una de las siguientes opciones

Correcta

Incorrecta

Por favor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:



* La derivada es un cambio

0 Seleccione una de |as siguientes opciones

Correcta Por favor, escriba |a justificacion de su respuesta aqui:

Incorrecta

2. Términos relacionados

#Clasifique los siguientes términos come: a) no relacionades, b) relacionados pero no necesarios, o ¢) relacionados y necesarios para el concepto de derivada de
una funcién en un punto.

MNo esta relacionado Relacionado pero no necesario Relacionado y necesario
Namero real
WVelocidad
Recta tangente
Limite del cociente incremental
Limite de |as rectas secantes
Variacian instantanea
Funcion continua

Punto de acumulacian

3. Definicién derivada de una funcién en un punto

#3.1. ;Cudl de las siguientes definiciones dadas por los libros de texto para la derivada de una funcién en un punte, coincide mds con su definicién de derivada?

0 Seleccione una de las siguientes opciones

Se define la derivada de una funcion fen el punto r = a, como la tasa de variacion instantanea. Se represanta /() ¥ €5 igual 3

fla+ k) — fla)

fa) =l =,

El crecimiento de una fundién en un punto se mide por la pendiente de la recta tangente a la grafica en ese punto. A este valor se le llama derivada de f en g, se
designa por (), donde

f{a) = lim M

Tt r—a

La derivada de la funcidn fiz) en un punto de abscisa g se denota por '{q) Y es el valor de este Iimite, si existe y es finito

flx) — fla)

fla) = lim
r—r i
Otra con un nivel de formalidad superior a las anteriores

(Otra con un nivel de formalidad similar a las ya dadas

Otra con un nivel de formalidad menor



#3.2. ;Cudl de las definiciones dadas emplearia para ensefior el concepto o sus alumnos?

O Seleccione una de |as siguientes opciones
Se define la derivada de una funcion fen el punto + = «, como |a tasa de variacion instantanea. Se representa /(o) y es igual a
" o flath) - fla)
fla) = lim —————
] h

El crecimients de una funcién en un punto se mide por la pendiente de la recta tangente a la grafica en ese punto, A este valor se le llama derivada de f en a, se

designa por f'(a) donde

fla) = fla)

fla) = lim .

—n

La derivada de la funcidn f(<)en un punto de abscisa a se denata por (a)y es el valor de este limite, si existe y es finite
s . lz) — fla
Fa) = lim Hx) — fla)
v r—ada

—a

4. A continuacién, se le presentan 2 enunciados relacionados con la derivada de una funcién en un punto, en cada caso, indigue si el enunciado es verdadero o

falso.

#4.1, Parala funcién [, cuya grafica se muestra en Iz figura 1

\I

Figura 1. Grafica de f

Se puede asegurar que, dado que J tiene un méxima local en o = 2, entonces f'(2) = 0
@ Seleccione una de las siguientes opciones

Verdadero

Falso

#a) Los siguientes son argumentos que estudiantes han dado para justificar lo veracidad del enunciode.

Valore la validez de cada argumento.
Es valido y suficiente

Mo es valido Es valido, pero no suficiente

E= verdadero ya que la derivada se anula en los
extremos de la funcian

Esverdadero ya que no existe tangente, por o tanto,
25 CEro



# b) sCon cudl de los argumentos se siente mas identificade? :Por qué?
0 Seleccione una de |as siguientes opciones

Es verdadero ya que la derivada se anula en los extremos de la funcidn, Por favor, escriba la justificacion de su respuesta agui:

Es verdadero ya que no existe tangente, por lo tanto, es cera.

#c);Existe algin otro argumento que justifique que el enunciade sea verdadere? Escribale.

@ Seleccione una de las siguientes opciones

3 Por favor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:

Mo

*a) Los siguientes son argumentos que estudiontes hon dado para justificar lo faisedod del enunciado.

Valore la validez de cada argumento.

No es valido Es valido, pero no suficiente Es valido y suficiente

Es falso ya que |a pendients de la recta tangente es
ese punto es infinita, por tanto, no es derivable.

Es falso porque los limites laterales de la derivada en
E5E pUNto No coinciden.

Es falso porgue una funcidn no es derivable en los
puUntos que presenta un “pica’.

Es falso pues la derivada no es continua par ser una
funcidn definida a trozos.

# b) ;Con cudl de los argumentos se siente mds identificado? ; Por queé?
@ Seleccione una de las siguientes opciones

Es falso ya que la pendiente de la recta tangente es ese punto es infinita, Por favor, escriba |a justificacion de su respuesta aqui:
por tanto, no es derivable.

Es falso porgue |os limites lsterales de la derivada en ese punto no
coinciden.

Es falso porgue una funcidn no es derivable en los puntos que presenta un
“pica”.

Es falso pues la derivada no es continua por ser una funcion definida a
trozos.



#c) ;Existe algiin otro argumento que justifigue que el enunciado sea falso? Escribalo.
0 Seleccione una de las siguientes opciones

Si Por favor, escriba |a justificacion de su respuesta aqui:

Mo

#4.2, La funcion f : B — R tal que f(r) = +x — 1. tiene por grafica la que se muestra en la figura 2, La recta m es tangente a la curva en ¢ = |} por lo que se pueda
asegurar que f es derivable en ese punto.

A 2 ujz 3
-_--'-'__,_-r-_l

Figura 2. Grafica de f

0 Seleccione una de las siguientes opciones

Verdadero

Falso



#a) Los siguientes son argumentos que estudiontes hon dado para justificar la veracidod del enunciodo.

Valore la validez de cada argumento.

Mo es valido Es valido, pero no suficiente Es valideo y suficiente

Es verdadero pues la existencia de recta tangente
asegura que haya derivada.

Es verdadero dado que las derivadas laterales
coinciden.

Es verdadero porque la funcidn es continua
Es verdadero dadao que

RN ) s

fla)=——

por lo que f{z) es continua.

#Db) ¢ Con cudl de los argumentos se siente mds identificade? ; Por qué?

0 Seleccione una de |as siguientes opciones

Es verdadero pues la existencia de recta tangente asequra que haya Por favor, escriba la justificacién de su respuesta aqui:

derivada.
Es verdadero dado que las derivadas laterales coinciden.
Es verdadero porgue la funcidn es continua.
Es verdadero dado que
(-1t
flay=—5—

por lo que f'(x) es continua.

#c) ;Existe algtin otro argumento que justifigue que el enunciodo sea verdadero? Escribolo.

@ Seleccione una de las siguientes opciones

Si Por favor, escriba la justificacion de su respussta aqui:

Mo



*0) Los siguientes son argumentos que estudiontes han dade para justificar la folsedod del enunciado.

Valore la validez de cada argumento.

No es valido

Es falso ya que la pendiente de la recta tangente dada
es infinita, lo cual hace a la funcidn no derivable,

Es falso dado que los limites laterales de f*(x) cuando
rtiende a 1 no coinciden.

Es falso ya que f'{x) se indefineenx = 1.

Es falso, pues la funcidn no es continua y por lo tanto
no es derivable,

#b) ¢ Con cudl de los argumentos se siente mds identificade? ; Por qué?
0 Seleccione una de |as siguientes opciones

Es falso ya que la pendiente de la recta tangente dada es infinita, lo cual
nace a la funcion no derivable.

Es falso dado que los limites laterales de f'(r) cuando r tiende a 1 no
coincider.

Esfalso ya que f'(x)seindefine en y = |.

Es falso, pues la funcion no es continua y por lo tanto no es derivable,

#c) ;Existe algin otro argumento gue justifigue que el enunciade sea falso? Escribalo.

@ Seleccione una de las siguientes opciones

Si

No

Es valido, pero no suficiente Es valide y suficiente

Por favor, escriba la justificacion de su respuesta agui:

Por favor, escriba la justificacion de su respuesta aqui:



Apéndice E

Comentarios realizados por los docentes a las distintas definiciones dadas en la

pregunta 1 (fase 3)

Definicién 1: La derivada es el valor del limite, si existe, de la funcién en ese punto

Se registrd un total de 140 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E1.

Tabla E1. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecion de la definicién 1

La considerd Comentario Frecuencia

Correcta Asi lo establece la definicion 1
La derivada en el punto x = a se define como un nimero, cuyo 1
valor es el del limite de la funcion cuando x tiende a a”.

Incorrecta Dar una definicion de derivada que consideren correcta 69
La expresion dada esta relacionada con la continuidad, no con la 16
derivabilidad
Ese limite es sobre la funcién, no de la derivada 18
Est4 incompleta 17
Esa no es la definicion 6
El limite de la funcion en un punto podria existir, y aun asi no ser 3
derivable en ese punto
La derivada es un limite, pero no ese 9

Definicion 2: La derivada es la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto

Se registré un total de 121 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E2.

Tabla E2. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecion de la definicion 2

La considerd Comentario Frecuencia
Correcta La derivada coincide con la pendiente 6
Esa es la interpretacion geométrica de la derivada 30
Esa es la definicion de derivada 10
Esa es una de las formas de definir la derivada 4
Dado que la derivada en un punto es el limite de las rectas 3
secantes
La ecuacion de la recta tangentees y — f(a) = f'(a)(x — a) 2
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Tabla E2. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecion de la definicion 2

La considerd Comentario Frecuencia
Es correcta, pero faltaria precision* 28
- Siempre que la funcion sea derivable en el punto (19)
- Siempre que la curva se trate de una funcion (3)
- Siempre que la recta tangente exista (2)
- Lafuncidn debe ser continua en el punto (1)
Incorrecta Esa es la interpretacion geométrica 13
Requiere precisar 25

- Laderivada de una funcién en un punto (20)

- Que se trata de una funcion real de variable real (1)

- Siempre que exista (3)

- Siempre que la funcién sea continua y no tenga punto
anguloso (1)

* Algunos solo dicen que requiere precisar, sin decir en qué.

Definicién 3: La derivada es el limite del cociente incremental

Se registrd un total de 71 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E3.

Tabla E3. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecion de la definicion 3

La considero Comentario Frecuencia
Correcta Es una forma de definir la derivada, aunque mas analitica 7
Corresponde a la tasa de variacion instantanea 6
Es correcta, pero debe especificarse: 26
- Laexpresion algebraica del coeficiente incremental (13)
- Siempre que el limite existiera (6)
- Aclarar, la derivada de la funcién en un punto (4)
- Hay que especificar que cuando el incremento tiene a cero
(6)
Esa es la definicion de derivada 6
El coeficiente incremental da la pendiente de la recta tangente 4
Asi se calcula la derivada 1
Incorrecta Falta especificar: 27

- Debe indicarse cual coeficiente incremental (9)

- Siempre que exista (5)

- Aclararse que se trata de la derivada de una funcion en un
punto (5)

- Hay que especificar que es el limite cuando el incremento
tiende a cero (8)
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Definicion 4: Es la funcién que, para cada punto de una funcion dada, devuelve la

pendiente de la recta tangente en cada punto

Se registrd un total de 97 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E4.

Tabla E4. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecién de la definicion 4

La considerd Comentario Frecuencia
Correcta Es la definicion de funcién derivada 16
Es una consecuencia directa de la interpretacién geométrica 8
Si existe la derivada en un punto, existe recta tangente y por lo 2
tanto pendiente
Es correcta, pero debe especificarse: 10
- Que la funcioén sea derivable en cada punto (7)
- Decir que la funcion es continua en el punto (3)
Incorrecta La derivada es un niimero, no una funcién 14
Eso hace referencia a la funcion derivada 28
Deben precisarse aspectos: 12

- Que la funcién sea derivable (6)
- Lapendiente sea finita (1)

Esa no es la definicion 5
Es una interpretacion geométrica 1
El concepto de recta tangente es posterior al de la derivada de una 1

funcion en un punto

Definicion 5: Una derivada es una descomposicion de expresiones algebraicas

Se registrd un total de 51 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E5.

Tabla E5. Comentarios hechos al justificar la correccion o incorrecion de la definicion 5

La considerd Comentario Frecuencia
Correcta Se descompone al aplicar reglas de derivacion 2
Incorrecta No tiene relacién con la derivada de una funcion en un punto 13

Esa es una caracteristica, no su definicion 1

Es muy imprecisa 14

La derivada es el limite del coeficiente incremental 3

No toda descomposicion es una derivada 2

Se estd confundiendo la idea de derivada de una funcién, con el 3

célculo algebraico
Esto se relaciona mas con la funcion derivada 3
No siempre es asi, podria tratarse de otras expresiones 10
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Definicién 6: Un cambio

Se registrd un total de 42 comentarios, los cuales se muestran en la tabla E6.

Tabla E6. Comentarios hechos al justificar la correccién o incorrecién de la definicion 6

La considerd Comentario Frecuencia
Correcta La pendiente de la recta tangente da la idea de como la funcion va 2
cambiando
La tasa de variacion instantanea es un cambio 3
La derivada mide o informa de un cambio 7
Incorrecta La derivada mide un cambio, pero no es uno 13
Mas que un cambio, se trata de una variacion 7
Es una definicion insuficiente, pero no del todo incorrecta 7
La derivada no es un cambio, es un limite 1
Habria que concretar que expresa un cambio infinitesimal 2
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Apéndice F

Comentarios dados sobre la validez de los argumentos dados en el primer
enunciado de verdadero o falso (fase 3)

Para justificar la falsedad del enunciado se presentaron los siguientes argumentos:

1. Es falso ya que la pendiente de la recta tangente es ese punto es infinita, por tanto, no
es derivable.

2. Es falso porque los limites laterales de la derivada en ese punto no coinciden.

3. Es falso porque una funcién no es derivable en los puntos que presenta un “pico”.

4. Es falso pues la derivada no es continua por ser una funcion definida a trozos.

En la tabla F1 se sintetizan los comentarios dados tras indicar la validez de cada uno de estos.

Tabla F1. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la falsedad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia
1 No No se registré comentarios -
suficiente
No valido No existe recta tangente en ese punto, pues solo existe si 31
la funcion es derivable en el punto
La pendiente no es infinita, lo que pasa es que las 58

derivadas laterales no coinciden; otros destacan si fuera
infinita, existiera una recta tangente vertical.
La definicion de derivada se basa en la pendiente de la 2
recta tangente, asi que no es justificacion
No existen pendientes infinitas
En ese punto hay infinitas rectas tangentes
No puede hablarse de pendiente si no hay recta tangente
Podria darse el caso en el que la pendiente sea infinita y
ser derivable
2 No Hay que especificar que la derivada no existe

suficiente  Hay que indicar que no es una funcion continua
Explicitar los limites que no coinciden y calcularlos

No vélido Los limites laterales si coinciden o podrian coincidir
No se estd comprobando la continuidad de la derivada,
sino su existencia.

PN W

W WIN| | O
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Tabla F1. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la falsedad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia
3 No Deben agregar o probar que las derivadas laterales (o 31
suficiente  limites laterales de la derivada) no coinciden.
Tiene poco rigor y formalismo matemaético 19
Explicar lo que es un “pico” y qué lo hace no derivable 21
Decir que la funcién es continua 1
Justificar si el punto es 0 no un méaximo relativo 1
No vélido Es una idea intuitiva y que no se basa en conceptos 3
matematicos
4 No Deben comprobarse las derivadas laterales 3
suficiente  La funcién derivada no es continua 1
No vélido  Una funcion a trozos puede ser continua y derivable 42
La funcion derivada puede ser continua 18
La funcién derivada puede no ser continua en un punto y 6
aun asi ser derivable en dicho punto
Que la derivada no sea continua no es porgue la funcién 2
sea definida a trozos
Debe especificar que se trata del punto x = 2 1
La funcion derivada no esta definida en x = 2 por lo que 1
no tiene sentido hablar de su continuidad en dicho punto
La derivada es un concepto local, que no depende de 1
como este definida la funcion de forma global
No existe relacion entre la continuidad de la funcién 1
derivada y las funciones a trozos
La funcion si es continua 21
Dado que la funcién no esté definida algebraicamente 1

Para justificar la veracidad del enunciado se presentaron los siguientes argumentos:

1. Es verdadero ya que la derivada se anula en los extremos de la funcion.

2. Es verdadero ya que no existe tangente, por lo tanto, es cero.

En la tabla F2 se sintetizan los comentarios dados tras indicar la validez de cada uno de estos.

Tabla F2. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la veracidad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia
1 No Debe verificarse que la funcion es continua 1
suficiente
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Tabla F2. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la veracidad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia
2 No La recta tangente si existe, pero su pendiente es nula. 3
suficiente
No vélido  La recta tangente si existe, pero su pendiente es nula. 1
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Apéndice G

Comentarios que justifican el argumento elegido para justificar la veracidad o
falsedad en el primer enunciado de verdadero o falso (fase 3)

Para la falsedad se presentaron los siguientes argumentos:

1. Esfalso ya que la pendiente de la recta tangente es ese punto es infinita, por tanto, no
es derivable.

2. Es falso porque los limites laterales de la derivada en ese punto no coinciden.
Es falso porque una funcion no es derivable en los puntos que presenta un “pico”.

4. Es falso pues la derivada no es continua por ser una funcion definida a trozos.

En la tabla G1 se sintetizan los comentarios dados tras elegir alguno de los argumentos.

Tabla G1. Comentarios dados al elegir un argumento para la falsedad

Argumento  Comentario Frecuencia
1 Los otros son falsos 1

Se visualiza mejor 1

Es el Unico que dice explicitamente que la funcién no es derivable en 1

el punto
2 Esa es la definicion de derivabilidad y no se cumple 4

En efecto las derivadas laterales deben coincidir para que la definicion 26

de derivada se cumple (solo un par menciona que, en el argumento
dado, la expresion “limites laterales de la derivada” no es correcto, pues
deberia ser derivadas laterales)

Para que exista recta tangente, los limites laterales de la derivada deben 3

coincidir

Es la més formal 8

Es correcto estudiar la continuidad de la derivada 1
3 Es més gréfica, intuitiva y facil de entender 10

Es la frase que representa graficamente que las derivadas laterales no 1

coinciden

Se aprecia gue no hay recta tangente, por lo que su pendiente no toma 1

ningan valor

Es el Gnico argumento correcto, aunque le falta justificacion 4
4 Sin comentarios

Para la veracidad del enunciado no se registraron comentarios.
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Apéndice H

Comentarios dados sobre la validez de los argumentos en el segundo enunciado
de verdadero o falso (fase 3)

Para justificar la falsedad del segundo enunciado se presentaron los siguientes argumentos:

1. Es falso ya que la pendiente de la recta tangente dada es infinita, lo cual hace a la
funcion no derivable.

2. Es falso dado que los limites laterales de f'(x) cuando x tiende a 1 no coinciden.

3. Esfalso ya que f'(x) se indefine en x = 1.

4. Es falso pues la funcion no es continua y por tanto no derivable.

En la tabla H1 se muestran los comentarios hechos tras valorar la validez del argumento.

Tabla H1. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la falsedad del enunciado

Argumento Validez Comentario Frecuencia
1 No Que no existe la recta tangente en ese punto 2
suficiente  Calcular el limite y verificar que da infinito
Especificar que no es derivable en ese punto
Ser mas riguroso
Aclarar la conexion entre el hecho de que la pendiente sea
infinita y la no derivabilidad
No El concepto de derivada es anterior al de la recta tangente 3
valido y su pendiente, por lo que la nocion de derivada no debe
basarse en esta
No existe la nocion de “pendiente infinita” (el hecho de 4
que la pendiente no esté determinada no quiere decir que
sea infinita)
No es una pendiente infinita, es perpendicular
No existe la recta tangente en ese punto
La pendiente no siempre coincide con la derivada
2 No Debe indicarse que los limites si coinciden, pero que su
suficiente resultado es infinito
No Los limites si coinciden, lo que pasa es que son infinitos 46
valido Lo correcto seria que los limites laterales no existen, al no 6
ser finitos

Rl w|~

2NN
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Tabla H1. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la falsedad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia
Debe valorarse las derivadas laterales, no el limite de la 3
derivada
No tiene sentido analizar los limites de f'(x) en un punto, 1
si no es derivable en él
Se esta confundiendo la continuidad de la derivada con la 1
derivabilidad en ese punto

3 No Hacer el calculo de las derivadas laterales, para mostrar 7

suficiente que es infinito
Explicar por qué no esté definida en ese punto 7
Considerar que la funcién derivada no tiene por qué estar 1
definida en todos los puntos del dominio de f

No Es incorrecto, pues la funcion si se defineen x = 1 3

vélido Es poco riguroso 1
Existen indeterminaciones que si se definen 1
No entiendo la palabra “indefine”, no es adecuada 13

4 No La funcidn si es continua en el punto 11

valido

Para justificar la veracidad del segundo enunciado se presentaron los siguientes argumentos:

1. Es verdadera pues la existencia de recta tangente asegura que haya derivada.
2. Esverdadera dado que las derivadas laterales coinciden.
3. Esverdadera porque la funcion es continua

_2
3

(x—l){ }

4. Es verdadera dado que f"(x) = ~—

, f7(x) es continua

En la tabla H2 se sintetizan los comentarios dados tras valorar la validez de cada uno de ellos.

Tabla H2. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la veracidad del enunciado

Argumento  Validez Comentario Frecuencia

1 No Debe aclarar que la recta tangente en ambos lados debe 1
suficiente coincidir

Ser més formal 1

Nombrar las derivadas laterales 1

Decir que la recta tangente es infinita 1
No Hay funciones que tienen “picos” y aun asi presentan recta 1
valido tangente
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Tabla H2. Comentarios dados a la validez de los argumentos sobre la veracidad del enunciado

Argumento Validez Comentario Frecuencia
La existencia de la derivada en el punto asegura que recta 1
tangente, no al contrario

2 No Debe verificarse que la funcion es continua 3

suficiente  Ademéas de mencionar que las derivadas laterales 2
coinciden, debe especificarse que el limite es infinito

No A veces las derivadas laterales coinciden y hay pico 1

valido

3 No Es necesario agregar el célculo de las derivadas laterales 3

suficiente
No La continuidad es una condicidon necesaria pero no 11
valido suficiente para a derivabilidad

4 No Es necesario probar que la funcion es continua 1

suficiente  Deben calcularse las derivadas laterales 1
No f'(x) no es continuaenx =1 6
valido
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Apéndice |

Comentarios que justifican el argumento elegido para justificar la veracidad o
falsedad en el segundo enunciado de verdadero o falso (fase 3)

Para justificar la falsedad del argumento se presentaron los siguientes argumentos:

5. Es falso ya que la pendiente de la recta tangente dada es infinita, lo cual hace a la
funcion no derivable.

6. Es falso dado que los limites laterales de f'(x) cuando x tiende a 1 no coinciden.

7. Esfalsoyaque f'(x) se indefineen x = 1.

8. Es falso pues la funcidn no es continua y por tanto no derivable.

En la tabla I1 se sintetizan los comentarios dados tras elegir alguno de los argumentos.

Tabla I11. Comentarios dados al elegir un argumento para la falsedad

Argumento  Comentario Frecuencia
1 La derivada debe ser un nimero real 6
No existe recta tangente 1
Es el mejor argumento, pero deberia comprobarse que el limite es 3
infinito
Es facil verlo graficamente 4
Es el argumento mas préximo a la definicién de derivada y a su 2
interpretacion geométrica
Es la Gnica correcta 3
Destaca que la derivada es la pendiente de la recta tangente 2
2 Es importante comprobar las derivadas laterales, pues eso implica 5
utilizar la definicion de derivada
Es el més correcto 1
Comprueba analiticamente lo que ya se ve graficamente 1
3 Es facil para el alumno, pues es un calculo sencillo 6
Es un buen ejemplo de una funcion continua, cuya derivada no lo es 1
Mas analitico 2
3

Es sencillo para el alumno pues el dominio es un concepto primario,
y es facil descartar los puntos que no pertenecen al dominio. Ademas,
destaca la idea de continuidad

Que no exista la derivada en un punto, implica que no existe el limite 2
de la derivada en ese punto, pues es discontinua
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4 Sin comentarios
Para justificar la veracidad del segundo enunciado se presentaron los siguientes argumentos:

5. Es verdadera pues la existencia de recta tangente asegura que haya derivada.
6. Esverdadera dado que las derivadas laterales coinciden.

7. Esverdadera porque la funcién es continua

_ (x—1){_§}
- 3

8. Es verdadera dado que f"(x) , f7(x) es continua

En la tabla 12 se sintetizan los comentarios dados tras elegir alguno de los argumentos.

Tabla 12. Comentarios dados al elegir un argumento para la veracidad

Argumento  Comentario Frecuencia

2 Es més formal dado que usa la definicion 4

4 Tiene mas rigor 2
Garantiza que se cumpla la definicion 2
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