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1.1

En este curso, la nocién de anillo es central. Supondremos que este concepto, y algunos
hechos fundamentales alrededor del mismo, son conocidos, tal y como deben de estudiarse
en la asignatura Algebra I. La informaci6n necesaria puede encontrarse en el Capitulo 2 de
[1]. Subrayemos que, como alli, nuestros anillos no tiene por qué ser conmutativos.

También se suponen conocimientos basicos de Algebra Lineal. Aquellos que necesite-
mos!, y que puedan no estar cubiertos por las asignaturas correspondientes del Grado en
Granada, se incluyen en el presente texto.

El material expuesto aqui se encuentra, en su mayor parte, y mds desarrollado, aunque
no siempre de la misma forma, en los excelentes libros [2] y [3].

Homomorfismos de anillos y médulos

Sea M un grupo aditivo, es decir, un grupo abeliano en el que usamos notacién
aditiva. Asi, la operacién binaria de grupo serd denotada por + y el elemento neutro
por 0. Consideremos el conjunto

End(M) ={f: M — M | f es homomorfismo de grupos}.
Para f,g € End(M) definimos f+g: M — M por
(f+8)(m) = f(m)+g(m),  VmeM.

Una comprobacién rutinaria muestra que f + g € End(M). De esta manera, tenemos
definida una operacion binaria en End(M). Esto debe ser comprobado por el alumno, as{
como que, con esta operacion, End (M) resulta ser un grupo aditivo. Nétese que el elemento
neutro serd la aplicacién 0 : M — M definida por 0(m) = 0 para todo m € M que, a todas

'Fundamentalmente, teorfa seria de diagonalizacién de endomorfismos.
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luces, pertenece a End(M). También es recomendable comprobar que si f,g € End(M),
entonces go f € End(M). De esta manera, la composicién dota a End(M) de una segunda
operacion binaria. Obviamente, la aplicacion identidad idy, : M — M es un elemento neutro
para la composicion.

Si M es un grupo aditivo, entonces (End (M), +,0,0,idy) es un anillo.

Demostracion. De nuevo, es un ejercicio que, si bien puede resultar aburrido, es recomen-
dable hacer. [

Definicion 1.1.1 El anillo definido obtenido en la Proposicién 1.1.1 se llama anillo de
endomorfismos de M.

Si M = {0}, entonces End (M) = {0}. En este caso, idy = 0, claro.

= Ejercicio 1.1 Sea A un anillo. Diremos que A es trivial si A = {0}. Demostrar que A es
trivial si, y solo si, 1 = 0. (Aqui, “ 1” denota el elemento neutro de A para el producto).

Estamos preparados para dar una definicién fundamental en este curso.

Definicion 1.1.2 Sea A un anillo y M un grupo aditivo. Una estructura de A—mddulo
sobre M es un homomorfismo de anillos ¢ : A — End(M). Diremos entonces que M es
un A—moédulo. Dicho médulo se dice fiel si ¢ es inyectivo.

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Definimos ¢ : K — End(M)
por ¢(k)(v) = kv paratodo k € Ky v € V. De los axiomas de espacio vectorial se deduce
de manera rutinaria, pero recomendable para principiantes, que ¢ es un homomorfismo
de anillos. Por tanto, V es un K—moddulo.

Sea M un grupo aditivo y ¥ : Z — End(M) el dnico homomorfismo
de anillos. Recordemos que este homomorfismo de anillos estd determinado por la
condicion x (1) = idy. Vemos, asi, que M tiene una (tinica) estructura de Z—médulo.

Gran parte de la literatura define los médulos de manera distinta a como lo hemos
hecho aqui. Distinta, pero equivalente, segin vamos a discutir seguidamente.

Sea M un grupo aditivo y A un anillo. Existe una biyeccion entre
1. Estructuras de A—mdédulo sobre M.
2. Operaciones binarias - : A x M — M sujetas a las siguientes condiciones:
a) a-(m+m')=a-m+a-m' paratodoa € A,m,m' € M.
b) (a+d)-m=a-m+d  -mparatodoa,a € A,me M.
¢) (ad')-m=a-(d -m) paratodo a,a’ € A,m € M.
d) 1-m=mparatodome M.

Demostracion. Vamos a describir la correspondencia biyectiva mencionada en el enuncia-
do. Si ¢ : A — End(M) es un homomorfismo de anillos, definimos

a-m=@(a)(m), paraa € A,me M.
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Esto define una operacion binaria - : A x M — M. Que la misma satisface las condiciones
listadas en 2 se deduce de una comprobacion rutinaria. Comprobemos, por ejemplo, 2¢):
dados a,d’ € A,m € M, tenemos

(ad’)-m = @(ad")(m) = (p(a) o p(d'))(m) = ¢(a)(p(d')(m)) = a- (d’-m),

donde, en la segunda igualdad, hemos usado que ¢ es multiplicativa (esto es, preserva
productos).
Reciprocamente, dada una operacién binaria como la descrita en 2, definimos ¢ : A —
End(M) por
o(a)(m)=a-m, paraa € A,m e M.

Ahora, partiendo de las condiciones 2a, 2b, 2¢ y 2d se comprueba sin dificultad que ¢
ciertamente define un homomorfismo de anillos. Por ejemplo, que ¢(a) € End(M) para
todo a € A se deduce de 2a. |

De la misma forma que el producto de dos elementos de un anillo, si el contexto lo
permite, se denota por yuxtaposicion, asi, para un A—médulo M, usaremos la notacién
am=a-mparaa €A, m € M. Lo que hace los cdlculos més legibles y féciles de
manejar.

Moédulo regular. Dado un anillo A, tenemos el homomorfismo de anillos
A:A—End(A)

que asigna a cada a € A el endomorfismo A (a) : A — A definido por
Ala)(d) =ad

para todo a’ € A. Asi, A es un A-mddulo, gracias a su multiplicacién. Este es el llamado
“moddulo regular”.

Restriccion de escalares. Consideremos M un médulo sobre un anillo A y un homomor-
fismo de anillos p : R — A, donde R es, claro, un anillo. Si

¢ :A— End(M)
es el homomorfismo de anillos que da estructura de A—-mddulo a M, entonces
@op:R— End(M)

es un homomorfismo de anillos. Por tanto, dota a M de estructura de R—moddulo. Este
proceso se llama restriccion de escalares.

Dado un homomorfismo de anillos p : R — A, tenemos que, por restriccion
de escalares, A resulta ser un R—modulo. Concretamente, la accion de R sobre A viene
dada, a la luz de la Proposicién 1.1.2, por

r-a=p(r)a

para todoa € Ay todo r € R.
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Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky 7 : V — V una aplicacién
lineal. Sea K[X] el anillo de polinomios en una indeterminada X con coeficientes en K.
Para f = fo+ fiX + -+ f,X" € K[X], tomemos el operador f(7') € End(V) definido
por
f(T) = foidy + AT +---+ fuT".

Una comprobacion rutinaria muestra que la aplicacion er : K[X] — End(V) definida
por er(f) = f(T) para todo f € K[X] es un homomorfismo de anillos y, asi, V viene a
ser un K[X]-médulo. En resumen, un par (V,7T) formado por un K—espacio vectorial y
una aplicacién lineal T : V — V proporciona una estructura de K[X]|-mddulo sobre V.
El proceso reciproco funciona como sigue. Supongamos que V es un K[X]|-médulo.
Dado que K es un subanillo de K[X], mediante restriccion de escalares dotamos a V' de
estructura de K—espacio vectorial. Por otra parte, definamos 7:V — V por T (v) =X - v
para todo v € V. Comprobemos que 7 es K-lineal. Dados u,v € V y k € K, tenemos

Tu+v)=X-(u+v)=X-u+X-v=T(u)+T(v),

Tk-u)=X-(k-u)=Xk) - u=CkX) u=k-(X-u)=k-T(u).

Observemos que, en el segundo calculo, hemos usado que kX = Xk.

Que ambos procesos son reciprocos entre si supone una ficil comprobacion.

En definitiva, dar un K[X]-mddulo es equivalente a dar un K—espacio vectorial V
junto con una aplicacién lineal 7 : V — V. Esto sugiere que clasificar endomorfismos
K-lineales es un problema equivalente a clasificar K[X|-mddulos.

Sea C(R) el epacio vectorial real de todas las funciones de clase infinito
definidas en R. Consideremos la estructura de R [X]-mddulo sobre C*=(IR) proporcionada
por la aplicacién lineal D : C*(R) — C*(R) que asocia a cada funcién f su derivada
D(f)=r"

Calculemos
(X% +1)-sin(t) = (X?) -sin(t) + 1 -sin(t) = X - (X - sin(¢))) +sin(z) = 0.

Asf que tenemos que (X2 + 1) -sin(¢) = 0, y vemos que, en un médulo, es posible que
ocurra a-m = 0 con a # 0y m # 0. Esto entrafia una profunda diferencia entre la teoria
de espacios vectoriales y la de mdédulos.

Notacion por yuxtaposicion. En lo que sigue, salvo que el contexto recomiende romper
alguna ambigiiedad, usaremos la notacién am para referirnos al elemento a -m, param € M,
un A-médulo.

Algebras asociativas unitales

Vamos a introducir la nocidn de dlgebra asociativa unital. Necesitamos un resultado
previo.
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Dado un anillo A, el subconjunto
Z(A)={c€A|ca=acparatodoa € A}
es un subanillo conmutativo de A llamado centro de A.

Demostracion. Como 1 € Z(A), tenemos que Z(A) es no vacio. Veamos que es un subgru-
po aditivo de A. Si ¢,¢’ € Z(A), entonces, para todo a € A, tenemos

(c—cNa=ca—ca=ac—ac =a(c—).

Luego ¢ — ¢’ € Z(A). Por tltimo, comprobemos que si ¢,c’ € Z(A), entonces cc’ € Z(A).
En efecto, para a € A,

(ccYa= c(c'a) = c(ac’) = (ca)c’ = (ac)c’ = a(cc’).
Asi, e € Z(A). [

= Ejercicio 1.2 Sea K un cuerpo y M, (K) el anillo de matrices cuadradas de orden n con
entradas en K. Demostrar que Z(M, (K)) = {kl, | k € K}, donde I, es la matriz identidad
de orden n.

Sea A un anillo y K un cuerpo. Existe una biyeccion entre
1. Homomorfismos de anillos p : K — Z(A).
2. Estructuras de K—espacio vectorial sobre A tales que la multiplicacién de A es una
aplicaciéon K—bilineal.

Demostracion. A lo largo de esta prueba, denotaremos por a * b el producto en A de a,b €
A. Tengamos presente que esta multiplicacion verifica las dos propiedades distributivas
con respecto de la suma.

Supongamos que p : K — Z(A) es un homomorfismo de anillos. Como Z(A) es un
subanillo de A, podemos considerar p : K — A. Asi, A viene a ser un K—espacio vectorial,
por restriccion de escalares. Comprobemos que la multiplicacion de A es K—bilineal. Dados
ke K,a,be A, tenemos

k(axb) =p(k)*(axb) = (p(k)*a)*b= (ka)*b,

k(axb) = (p(k)*a)xb= (axp(k))xb=ax(p(k)+xb) =ax(kb).

Reciprocamente, supongamos que A es un K—espacio vectorial tal que la multiplicacion
de A es K-bilineal, con lo que

k(axb) = (ka)«b = ax (kb) (1.1)

para todo k € K y todo a,b € A. Definamos p : K — A por p (k) = k14, donde 14 denota el
“uno” de A, y la yuxtaposicion la accion de K sobre los elementos de A. Bien, los siguientes
célculos muestran que p es un homomorfismo de anillos. Tomamos k,k’ € K y 1k el uno
de K.

plk+k)=(k+Kk)lg=klga+k14=pk)+pK),
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(L1) (LD
p(kK) = (k)14 = k(K1) = k(K (1a % 14)) 2 k(1% (K 14)) 2 (k1) % (K 14) = p (k) % p (K'),
p(lK) =1gl4q =14.
Comprobemos que Im(p) C Z(A). Asi, dados k € K y a € A, tenemos

pk)xa=(kla)*a "2 k(14 %a) = ka = k(ax 1) "= ax (k1) = a* p (k).

Asi que podemos considerar que p : K — Z(A).
Que ambos procesos son mutuamente reciprocos se deja como comprobacion al estu-

diante. |

En lo que sigue, K seguird denotando un cuerpo.

Definicion 1.2.1 Una estructura de K—dlgebra (asociativa y unital“) sobre un anillo A,
donde K es un cuerpo, es un homomorfismo de anillos p : K — A tal que Im(p) C Z(A).
En vista de la Proposicién 1.2.2, esto es equivalente a requerir una estructura de K—
espacio vectorial en A de manera que la multiplicacién de A sea K-bilineal. En lo que
sigue, usaremos el término K—élgebra, o incluso dlgebra, para indicar que tenemos una
estructura de K—algebra sobre un anillo A.

“Existen nociones de dlgebra asociativa no unital, asi como de dlgebra no asociativa

El anillo de matrices M, (K), para K un cuerpo, es una K—élgebra. El
homomorfismo que lo dota de dicha estructura es p : K — M, (K) dado por p (k) = kI,
para todo k € K.

El anillo de polinomios K[X]| es obviamente un dlgebra sobre el cuerpo

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. El conjunto
Endg(V)={f:V — V| f es K-lineal }

es un subanillo de End (V). Consideremos la aplicacién i : K — Endg (V) que asigna
a cada k € K la homotecia h(k) : V — V, definido por h(k)(v) = kv para todo v € K.
Es facil comprobar que 4 estd bien definida y que es un homomorfismo de anillos.
Ademds, si T :V — V es K-lineal y k € K, tenemos que T o h(k) = h(k) o T, luego
Im(h) C Z(Endg(V)). Asi, Endg (V) es una K—élgebra.

= Ejercicio 1.3 Comprobar todas las afirmaciones hechas en el Ejemplo 1.8.

Discutamos ahora la nocién de médulo sobre un algebra. Previamente, declaremos
cudles son los homomorfismos adecuados entre dlgebras.

Definicion 1.2.2 Sean A y B dlgebras sobre un cuerpo K. Una aplicacién ¢ : A — B
se dird un homomorfismo de dlgebras si es tanto homomorfismo de anillos como de
K—espacios vectoriales. Un subanillo de B que también es K—subespacio vectorial se
diré ser una subdlgebra de B. La aplicacion inclusion de la subdlgebra en el dlgebra es
un homomorfismo de dlgebras.
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= Ejercicio 1.4 Supongamos que A y B son K-dlgebras con morfismos de estructura
pa:K—Aypp:K— B.Sea ¢ :A— Bun homomorfismo de anillos. Demostrar que ¢
es homomorfismo de K—élgebras si, y s6lo si, ¢ o ps = pp.

Veamos seguidamente que los médulos sobre un dlgebra han de ser espacios vectoriales.

Sea A una K-algebra y M un A—-mddulo. Existe una unica estructura
de K—espacio vectorial sobre M tal que el homomorfismo de estructura ¢ : A — End(M)
verifica que Im(¢) C Endg (M) y su co-restriccion ¢ : A — Endg (M) es un homomorfismo
de K—élgebras.

Demostracion. Sea p : K — A el homomorfismo de anillos que dota a A de estructura
de K-dlgebra. Entonces M es un K—espacio vectorial con homomorfismo de estructura
@op : K — End(M). Queremos ver que ¢(a) es K-lineal para cada a € A. Tomemos k € K
y m € M y calculemos

¢(a)(km) = @(a)(@(p(k))(m)) = (@(a) o @(p(k)))(m) = @(ap(k))(m)
= ¢(p(k)a)(m) = (¢(p(k)) o p(a))(m) = @(p(k))(¢(a)(m)) = kgp(a)(m).
Por tanto, Im(¢) C Endg(M).
Ahora, Endg (M) es una K—dlgebra con homomorfismo 4 : K — Endg (M) descrito en
el Ejemplo 1.8. Pero, dados k € K'y m € M, tenemos que

h(k)(m) = km = (@ o p)(k)(m),
luego h = @ o p. En virtud del Ejercicio 1.4, ¢ es un homomorfismo de K—dlgebras.

Para demostrar la unicidad, supongamos que M tiene otra estructura de K—espacio
vectorial, cuya accién denotaremos por -, tal que ¢ : A — Endg (M) es un homomorfismo
de K—dlgebras. Si h' : K — Endg (M) denota ahora la estructura de K—algebra con esa
“nueva” estructura de K—espacio vectorial, entonces, parak € K, m € M,

k-m=H (k)(m) = (¢op)(k)(m) = km,
donde hemos usado el Ejemplo 1.8 y el Ejercicio 1.4. |

Convenciones finales. Si A es una K—dlgebra no trivial, entonces el homomorfismo de
anillos p : K — Z(A) que le da estructura es necesariamente inyectivo, ya que su nicleo ha
de ser un ideal de K que no es el total (p(1g) = 14 # 0). Por tanto, K es isomorfo como
anillo a Im(p), que es un subanillo de Z(A). Es usual identificar K con su imagen en Z(A)
y considerar que K es un subanillo de Z(A). Esta identificacién es licita siempre que se sea
consciente de ella. El Ejemplo 1.9 sugiere las limitaciones de esta identificacion.

Si K es un cuerpo, entonces idg : K — K proporciona obviamente una
estructura de K—dalgebra sobre K. Pero cualquier otro automorfismo de cuerpos o :
K — K da una estructura de K—algebra distinta sobre K. Por ejemplo, la conjugacion

() : C — C da una estructura de C—dlgebra “rara” sobre C. También la estructura de
C—espacio vectorial correspondiente sobre C es inusual.

= Ejercicio 1.5 Sea A un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y fijemos esta estructura. La
accion de un escalar de K sobre un vector de A se denotard por yuxtaposiciéon. Demostrar
que dar una estructura de K—dalgebra asociativa unital sobre A es equivalente a dar una
multiplicacion asociativa * : A X A — A y K-bilineal junto con una aplicacién K—lineal
n:K— Atalque n(k)*a=ka=axn(k) paratodo k € K,a € A.
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La representacion regular. Unidades y divisores de cero.

Sea A un 4lgebra sobre un cuerpo K. La tradicion, avalada mateméticamente por la
Proposicién 1.2.3, llama a un A—-médulo M representacion de A con espacio de repre-
sentacion M. Un caso especial es la representacion dada por el médulo regular, llamada
representacion regular de A. Hagdmosla explicita en la siguiente proposicion.

Sea A cualquier K—élgebra. La aplicacién A : A — Endg (A) que asigna
a cada a € A la aplicacion A(a) : A — A definida por A(a)(b) = ab para todo b € A es
un homomorfismo inyectivo de K—édlgebras. Como consecuencia, A es isomorfa a una
K—subélgebra de Endg(A).

Demostracion. Aplicamos la Proposicién 1.2.3 al A—-moédulo regular A. Asi, estamos
considerando la estructura de K—espacio vectorial sobre A dada por ka = (A op)(k)(a) =
p(k)a paratodo k € K, a € A, donde p : K — A es el homomorfismo que da estructura de
K—-élgebra a A. Observemos que €sta es también la estructura de K—espacio vectorial de
A por restriccion de escalares. Que A es inyectivo es consecuencia de que si a € ker(4),
entonces 0 = A(a)(1) = a, por lo que ker(A) = {0}. [

Endomorfismos y matrices. Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita n, y 2 es
una base de V, entonces sabemos? que la aplicacién

My :Endg (V) — M,(K)

que asigna a cada aplicacion lineal f : V — V su matriz M(f) con respecto de la base
% es un isomorfismo de K—dalgebras. Subrayemos que, si x es el vector columna de
coordenadas de v € V con respecto de 4, ey es el de f(v), entonces y = M z(f)x.

En vista de 1.3, la Proposicion 1.3.1 tiene la siguiente consecuencia.

Corolario 1.3.2 Toda K-dlgebra de dimensién finita como K—espacio vectorial es
isomorfa a una subdlgebra de un dlgebra de matrices con coeficientes en K.

Consideremos el cuerpo C de los nimeros complejos como R—algebra.
Si tomamos la base & = {1,i} de C como espacio vectorial real, entonces el homo-
morfismo inyectivo de R-dlgebras m = Mgz o A : C — M,(R) obtenido a patir del
C—modulo regular A : C — Endg (C) esta definido por m(a + bi) = (Z _ab) , para
a+bi € C. Asi, C es isomorfo a la R—subdlgebra

{(Z ‘ab) .a,b €R} C M(R)

Sea K un cuerpo. El anillo de polinomios K[X] es una K—dlgebra. Si
ahora tomamos un ideal no nulo / de K[X], tenemos la K—dlgebra cociente A = K[X]/I.
Sabemos? que existe un tnico polinomio ménico p(X) € K[X] que genera el ideal 1,

2Se trata de interpretar algunos hechos basicos del Algebra Lineal.
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escribimos I = (p(X)). Llamamos n al grado de f(X), y suponemos que n > 0 (esto es,
p(x) # 1). Entonces” 2 = {1 +1,x+1,...,x" ' +I} es una base de A como K—espacio
vectorial y, por tanto, dimg A = n. Escribamos

p(X)=po+piX—+-+pp1 X" +X".

Bien, la matriz de M,,(K) que representa al endomorfismo A (x+ /) con respecto de la
base X es

0 -~ 0 —po

B 1 -+ 0 —p

Np(X)) = | . N
0+ 1 —pu

que se llama matriz compaiiera del polinomio p(X). Escribdmosla abreviadamente
como N(p). Entonces el dlgebra A es isomorfa a la subalgebra

{asl +a1N(p) + - +a,1N(p)" ' ap,a1,...,an_1 € K} C M,(K)

“De hecho, es el ménico de grado minimo en /.
bEsto viene de la divisién con resto de polinomios.

s Ejercicio 1.6 * Comprobar todas las afirmaciones hechas en el Ejemplo 1.11.

= Ejercicio 1.7 ** Sea K un cuerpo. Dar la lista, salvo isomorfismos, de todas las K—
algebras asociativas unitales de dimension 2.

= Ejercicio 1.8 Expresar el cuerpo Q(v/2) como una Q—subélgebra de un ilgebra de
matrices sobre Q.

Definicion 1.3.1 Sea A un dlgebra sobre K. El dlgebra opuesta de A es la propia A, en
tanto que K—espacio vectorial, pero con la multplicacién dada por a - b := ba para todo
a,b € A. Se denota por A°P.

Definicion 1.3.2 Sea a un elemento no nulo de una K—élgebra A. Diremos que a es
una unidad si existe a~! € A tal que aa~' =1 =a"'a. Es facil ver que, si existe, el
elemento a~! estd determinado de manera tnica por a, y se llama inverso de a. El
conjunto de todas las unidades de A es un grupo con la operacién multiplicacién y se
denota por U(A). Es claro que U(A) = U(A°?), como conjuntos. Como grupos, son
isomorfos. ; Ves el isomorfismo?

Sea A una K—dlgebra de dimension finitay A : A — Endg (A) la representacion
regular de A. Para a € A, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. A(a) es inyectiva,
2. existe b € A tal que ab =1,
3. acU(A).

Demostracion. (1) = (2). Si A(a) : A — A es inyectiva, puesto que A es un K—espacio vec-
torial de dimensién finita, entonces A (a) es biyectiva. Asf, existe b € A tal que A(a)(b) =1,
estoes,ab=1.
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(2) = (3). Veamos que A (b) es inyectiva. En efecto, si ¢ € A es tal que A(b)(c) =0,
entonces be = 0, por lo que ¢ = abc = 0. Como antes, A () ha de ser biyectiva, por lo que
existe @’ € A tal que A(b)(a') = 1. Esto es, ba’ = 1. Ahora, a’ = aba’ = a, 1o que muestra
que ba = 1. Por tanto, a € U(A).

(3) = (1). Sia € U(A), entonces A(a) es biyectiva, puesto que A(a~!) es claramente
su inversa para la composicion. |

Sea a € A un elemento no nulo de un dlgebra A de dimension finita
sobre K.
1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) acU(A);
b) existe b € A tal que ab = 1;
c) existe b € A tal que ba = 1.
2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) a ¢ U(A);
b) existe b € A no nulo tal que ab = 0;
¢) existe ¢ € A no nulo tal que ca = 0.

Demostracion. 1. La equivalencia entre 1la y 15 la da el Lema 1.3.3. Este mismo lema,
aplicado a A°P, da cuenta de la equivalencia entre la y lc.

2. Observemos que 2b es equivalente a afirmar que A (a) no es inyectiva. Por tanto,
el Lema 1.3.3 implica la equivalencia entre 2a y 2b. Aplicando el Lema 1.3.3 para A°P
obtenemos también la equivalencia entre 2¢ y 2a. [

Definicion 1.3.3 Un elemento no nulo a de un édlgebra A se dice ser un divisor de cero
si satisface alguna de las condiciones 2b o 2¢ de la Proposicion 1.3.4. Segun dicha
proposicion, si A es finito-dimensional, entonces un divisor de cero verifica ambas
condiciones. Ademas, todo elemento no nulo de A es o bien una unidad, o bien un
divisor de cero.

Si un dlgebra A es de dimension finita, y tomamos su representacion regular A : A —
Endg (A), entonces podemos usar el determinante para decidir si un elemento a € A
es una unidad. De hecho, a € U(A) si y s6lo si A(a) es un endomorfismo biyectivo,
si 'y s6lo si detA(a) # 0 (hemos usado la demostracién de la Proposicién 1.3.4).

s Ejercicio 1.9 Sea

H:{(E‘ %ﬁ> .a,BeC)

1. Demostrar que H es una subélgebra real de M,(C) y que Z(H) = R.
2. Demostrar que todo elemento no nulo de H es una unidad.
3. Demostrar que las matrices

I R () S AR R

forman una base de H como espacio vectorial real.
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4. Comprobar las identidades

iP=j>=K=-1,ij=k, jk=i, ki=j

El dlgebra real H construida en el Ejercicio 1.9 se llama dlgebra de los cuaterniones de
Hamilton. Es un algebra de division, de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicion 1.3.4 Un dlgebra A se dice ser un dlgebra de division si U(A) = A\ {0}.
Las élgebras de division conmutativas son los cuerpos.

Modulos: construcciones basicas.

En lo que sigue, A denotard un anillo. El hecho de que M es un A—mddulo se indicard a
veces por la notaciéon 4 M.

= Ejercicio 1.10 Dado un A—-médulo V no nulo, demostrar que
Anng(V)={a€A:av=0% €V}

es un ideal de A. Dotar a V' de estructura de A/Anny (V)-médulo fiel (es decir, la represen-
tacion correspondiente es fiel).

A modo de complemento del Ejemplo 1.4, supongamos que V es de
dimension finita como K—espacio vectorial. Observemos que

Anngx)(V) = Kerer.

Por el Teorema de Isomorfia para anillos, K[X]/Kerer es isomorfa a un subdlgebra del
dlgebra Endg (V). Por tanto, K[X]/Kerer es un dlgebra de dimension finita, con lo que
Kerey resulta ser un ideal no nulo de K[X], luego ha de estar generado por un polinomio
monico m(X) de grado igual al de la dimensién de K[X]/Kerer. Este polinomio m(X)
se llama polinomio minimo de T, en el sentido de que es el de grado mas pequeiio
contenido en Kerer. Obviamente, m(7T) = 0. Ademds, m(X) ha de ser un divisor de
cualquier otro polinomio a(X) que verifique que a(7) = 0.

Vamos ahora a exponer algunas construcciones y nociones bdsicas relacionadas con
los médulos. Dada una coleccion de A—mddulos My, ..., M,, podemos considerar el pro-
ducto cartesiano M; X --- x M,, como A—-médulo con las operaciones siguientes para
(my,...,my),(m},...,my) €M) X --- XMy yacA:

/ / / /
(my,...,my)+ (my,....m,) = (my+my,...,m,+m,),
a(my,...,my,) = (amy,...,amy)
Este modulo se llama suma directa externa de los médulos My, ..., M,, y se suele denotar
por M| & --- & M,. Cuando M| = --- = M, = M, se usa la notacién M".

Para cada natural n > 1, consideremos el anillo M, (A) de matrices cuadradas de orden

(n)

n con coeficientes en A, que es una K—algebra si A lo es. El A—-médulo M" = M@ -~
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@M resulta ser un M,(A)-médulo. En efecto, si C = (c;j) € My(A) y (m1,...,m,) € M",
definimos

n
m Yi_jcijm;
n
my Yi_jcojm;
C . = ) )
n
my Y Cnjm;j

lo que, como puede comprobarse sin dificultad, dota a M" de estructura de M, (A)-mddulo.

— Teorema de Cayley-Hamilton. Todo endomorfismo de un espacio
vectorial de dimension finita satisface su ecuacion caracteristica.

Demostracion. Sea V un K—espacio vectorial de dimension finitany 7 : V — V una
aplicacion lineal. Consideramos V como un K[X]-médulo via 7. Escojamos una base
{vi,...,vy} de V. Tenemos que

n
T(V,') = Z aijvj
j=1

para ciertos g;; € K. Consideremos la matriz C = (a;;) con coeficientes en K, y la matriz

X—ay —app - —ay
—ay1 X—apn - —a
A=XI,—C= . _ 7 e Mu(KTX)).
—apl —ap2 o X —ap

Si llamamos A a su matriz adjunta, entonces tenemos

det(A) 0 - 0
_ 0 det(A) - 0
AA = det(A), = , , (1.2)
0 0 - det(A)
Por otra parte, usando la estructura de M, (K[X])-mdédulo de V", tenemos
Vi T(vi) =X ja1v; 0
y T(vy)=Y"_az;v; 0
al || T TR (1.3)
Vn T(va) =Xy anjvj 0

De aqui deducimos, multiplicando en (1.3) por A, y usando (1.2), que
det(A)vy 0
det(A)v, 0

det(A)vy, 0
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de donde det(A)v; =0 parai=1,...,n. Como vi,...,v, es una base de V, deducimos que
det(A)v = 0 para todo v € T. Ahora bien, det(A) es un polinomio® ménico de grado n
en K[X], y como la acci6én de X sobre los elementos de V es aplicar T, obtenemos que T
satisface la ecuacion polindmica

det(A)(T) =0,
llamada ecuacion caracteristica de T . [ |

Por otra parte, dado un A—médulo M, diremos que un subconjunto N de M es un
submodulo de M si es un subgrupo aditivo y am € N para todo m € N y todo a € A.
Observemos que, si A es una K—dlgebra, cada submddulo de M es un K—subespacio
vectorial de M. Los submédulos de A se llaman ideales a izquierda de A.

Si denotamos por .Z (M) a la familia de todos los submddulos de M, es fécil ver que la
interseccion de cualquier familia en .’ (M) vuelve a ser un submédulo de M. Esto permite
deducir que, dado cualquier subconjunto § C M, existe el menor submddulo de M que
contiene a S, denotado por AS, y llamado submddulo de M generado por S.

Definicion 1.4.1 Diremos que un A—médulo M es finitamente generado si existe X C M
finito tal que M = AX. Si X = {my,...,m,}, esto significa que, para cada m € M, existen
a,...,an € A tales que m = aymp + - - - + a,m,. Diremos que M es ciclico si admite un
conjunto generador de cardinal 1. Esto es, si M = A{m} para algiin m € M. Se usa la
notacion abreviada M = Am.

Definicion 1.4.2 Dados submddulos Ny, ..., N,, de un médulo M, su suma, denotada
por Ni + - - -+ Ny, es el menor submdédulo de M que contiene a Ny U - - - U Ny,.

Sea M un A—mdédulo.
1. Dados submddulos Ny,...,N,, de M, tenemos que

Ni+---+Ny={ni+---+ny:n; €N}
2. Dado X = {my,...,m,} C M, tenemos que AX = Amj +---+Amy,.
Demostracion. Se propone como ejercicio. |
» Ejercicio 1.11 Dar una demostracién del Lema 1.4.2.

Definicion 1.4.3 Sean M, N mddulos sobre un anillo A. Diremos que un homomorfismo
de grupos aditivos f : M — N es un homomorfismo de A—mddulos si f(am) = af(m)
para todo a € A, y todo m € M. Diremos, a veces, que f es A-lineal.

Sea L un submodulo de un A-mddulo M. Entonces el grupo aditivo cociente
M /L tiene una estructura de A—-médulo dada por a(m+L) =am+Lparaa € A,m+L €
M /L. Recordemos que la suma de M/L viene dada por la regla (m+ L)+ (m' + L) =
m~+m'+L.

Demostracion. La construccion del grupo cociente M /L se supone conocida de cursos
anteriores (ver [1, Proposicion 2.40]). Demostrar que la accién propuesta para convertirlo
en A—-mddulo funciona correctamente es una rutina facil. |

381, es el polinomio caracteristico
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— Primer Teorema de Isomorfia para médulos. Sea f: M — N un
homomorfismo de médulos. Entonces Ker f es un submdédulo de M e Imf es un submédulo
de N. Ademads, la aplicacion candnica

VE M /Ker f — Imf
dada por f(m -+ Ker f) = f(m) para todo m + Ker f € M/Ker f es un isomorfismo de
modulos.

Demostracion. Suponiendo que esta construccion es conocida previamente en el &mbito
de grupos aditivos (ver [1, Teorema 2.58]), s6lo habria que comprobar que la accion de A
sobre M /L esté bien definida, y que f es A-lineal. Ambas tareas son féciles. [

Supongamos que M es un A—moédulo y m € M. Consideremos la apli-
cacion f : A — M definida por f(a) = am, para todo a € A. Es fécil ver que f es un
homomorfismo de A—-mddulos. Si aplicamos la Proposicion 1.4.4 a f, tenemos que
Imf = Am. Por otra parte,

Kerf={a€A:am=0} =:anny(m),

ideal a izquierda de A llamado anulador de m. Tenemos, pues, un isomorfismo de
A-moédulos

Am = A/anng (m).
Consideremos el A—mddulo A" y denotemos, para cadai=1,...,n, por
e; la i—tupla de A" que tiene un 1 en la componente i—€sima, y 0 en las demds. El
conjunto {ej,...,e,} es un sistema de generadores de A".
Observemos que, ademds, si a € A", entonces los coeficientes ay,...,a, € A que

permiten escribir a = )!' | a;e; son obviamente Unicos. Esto permite que, dado un
A-médulo M y my,...,m, € M, la aplicacién f : A" — M dada por f(¥" aie;) =
Y.' | a;m; esté bien definida. Es un interesante ejercicio comprobar que esta aplicacién
f es, de hecho, un homomorfismo de A-mddulos. Observemos que f estd determinada
completamente por las condiciones f(e;) = m; parai=1,...,n.

Definicion 1.4.4 Un conjunto de generadores {mj,...,m,} de un A-médulo se dice ser
una base de M si cada elemento m € M se escribe de manera tinica como m =Y} | a;m;
conai,...,a, €A. St M admite una base, diremos que se /ibre. Un ejemplo de modulo
libre es A".

= Ejercicio 1.12 Demostrar que un conjunto de generadores {m; : i € I} de un médulo 4M
es una base si, y solo si, la igualdad ) ;; r;m; = 0 para r; € A implica r; = 0 para todo i € /.
Dar un ejemplo de un médulo no nulo finitamente generado que no sea libre.

Sea M un médulo y B C M un subconjunto no vacio finito. Entonces B
es una base de M si, y sélo si, para cualquier médulo N y cualquier aplicacién f : B — N
existe un inico homomorfismo de A—médulos f: M — N tal que f B= f.
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Demostracion. Cada elemento m € M determina de manera unica coeficientes a; € A
tales que m = Y ;cpa;m;. Esto permite definir una aplicacién f(m) =Y ,cpa;f(m;). Para
demostrar que f preserva sumas, observemos que si m =Y ;,cga;m;,n =Y ;g bim;, entonces

flm+n) = 7(%(% +bi)m;) = %(ai +bi) f(m;) =
Y aif (mi)+ Y bif(mi) = f(m) + f(n)

i€EB i€B

Andlogamente, f(am) = af(m) para todo a € A, con lo que tenemos que f es un homo-
morfismo de A-mdédulos. La unicidad es clara. n

Corolario 1.4.6 Sea M un A—mddulo.

1. Si M admite un conjunto de generadores {mj,...,m,}, entonces M = A" /L para
cierto submédulo L de A™.
2. Si M es libre con base {mj,...,m,}, entonces M es isomorfo a A”.
Demostracion. Dados generadores my,...,m, de M, tomamos el inico homomorfismo de

A-médulos f: A" — M tal que f(e;) = m; parai=1,...,n. Obviamente, f es sobreyectiva
por lo que, si ponemos L = Ker f, obtenemos M = A" /L, por la Proposicién 1.4.4. Si
my,...,my, es una base de M, entonces L = 0 por el Ejercicio 1.12. |

= Ejercicio 1.13 Para cada A-mddulo M, demostrar que el conjunto Ends (M) cuyos
elementos son los endomorfismos* de A—-médulos de M, es un subanillo de End(M).
Demostrar que si, ademds, M es libre con base {mj,...,m,}, entonces Ends(M)?? es
isomorfo, como anillo, a M,(A). Discutir qué ocurre cuando A es un dlgebra sobre un
cuerpo K.

= Ejercicio 1.14 Sea M un mdédulo sobre un dlgebra finito-dimensional A. Demostrar que
si M admite bases, como A-médulo, {m;,...,m,} y {ny,...,n;}, entonces r =¢. (Nota: Se
dice entonces que el médulo M es libre de rango r).

Vamos ahora a deducir algunas consecuencias mds del primer Teorema de isomorfia,
que son conocidos como segundo y tercer teoremas de isomorfia.

— Segundo Teorema de Isomoifia. Sea M un médulo y L,N €

Z(M). Entonces existe un isomorfismo de médulos

L+N _, N
L LNN

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de mddulos

L+N
f:N—>%, n— f(n)=n+L.

Observemos que si/+n € L+N,conl € L,n € N, entonces (I+n)+L=n+L, por lo que
f es sobreyectiva. Ademds, si n € Ker f, entonces 0+ L = f(n) =n+ L, con lo que n € L.
Esto es, Ker f = NN L. Para terminar, aplicamos el primer Teorema de Isomorfia. [ |

4Un endomorfismo de M es un homomorfismo M — M.
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— Tercer Teorema de Isomorfia. Sea M un médulo, y L C N €
Z(M). Entonces N /L es un submédulo de M /L y existe un ismorfismo de médulos

M/L M
N/L ™~ N’

Ademds, el conjunto [L,M] de los submédulos de M que contienen a L es isomorfo, como
conjunto ordenado por la inclusién, a £ (M/L).

Demostracion. Consideremos la aplicacion
f:M/L— M/N, m—+L+— m+N,

que estd bien definida ya que L C N. Ademds, f es obviamente sobreyectiva. Por otra parte,
0+N = f(m+L) si, y sélo si, m € N, esto es, Ker f = N/L. Ahora aplicamos el Primer
Teorema de Isomorfia.

Para la segunda afirmacién, consideramos la aplicacién ¢ : [L,M] — £ (M /L) dada
por N — N /Ly demostramos que es biyectiva. Veamos que es inyectiva: supongamos que
X,Y € [L,M] sontalesque X/L=Y /L.Six € X, entoncesx+L €Y /L. luegox+L=y+L
para cierto y € Y. Por tanto, x —y € L, de donde x € y+ L C Y. Esto pruebaque X C Y. La
inclusién reciproca se deduce igual. Para ver que la aplicacion es sobreyectiva, tomemos
Ze L(M/L)y definamos X = {m € M : m+L € Z}. Es facil comprobar que X € [L,M]
yque X/L=2Z. [

Médulos simples. Teorema de Jordan-Hélder

Los médulos cuya estructura, en tanto que tales, es mds sencilla son los médulos
simples, de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicion 1.5.1 Un médulo M se dice simple si £ (M) tiene, exactamente, dos ele-
mentos. Esto es, M # {0} y los submédulos de M son, exactamente, {0} y M.

Si M es un médulo no nulo y N C M es un submédulo, entonces se deduce de la
Proposicion 1.4.8 que M /N es simple si, y s6lo si, N es maximal en el conjunto
ordenado por inclusién de todos los submdédulos estrictamente contenidos en M. Un
tal submodulo se dice, simplemente, maximal.

= Ejercicio 1.15 Sea 6 € Ry Tp : R?> — R? el endomorfismo que gira los vectores un
angulo 6 en sentido contrario de las agujas del reloj. Consideremos la correspondiente
estructura de R[X]-mddulo definida por Ty sobre R?. Llamamos a este médulo Vy. Discutir
para qué valores de 0 es Vy simple.

= Ejercicio 1.16 Siguiendo la notacién del Ejercicio 1.15, ;Para qué valores 0,0’ son los
R[X]-médulos Vy y Vg isomorfos?

s Ejercicio 1.17 Sea M un A—moddulo. Demostrar que M es simple si, y s6lo si, M = Am
paratodo 0 #m € M.

= Ejercicio 1.18 Sea A un anillo. Demostrar que A es un anillo de division si, y s6lo si, A
es un A—moédulo simple.
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= Ejercicio 1.19 Demostrar que un A—-mddulo es simple si, y s6lo si, es isomorfo a A/,
donde / es un submoédulo maximal de A (también llamados ideales a izquierda maximales).
Deducir cudles son las dimensiones posibles, como K—espacios vectoriales, de los K[X]|—
moédulos simples, para K =R y C. ;Qué pasa con K = QQ?

Definicion 1.5.2 Sea M un médulo. Diremos que una cadena de submédulos 0 = M C
M; C --- C M,, = M es una serie de composicion de M si cada M; | es maximal en M;,
coni=1,...,n.

— de Jordan-Hélder. Sea A una K—ilgebra y M un A—-médulo no nulo
de dimension finita como K—espacio vectorial. Entonces M admite, al menos, una serie
de composicion. Ademds, dadas dos series de composicion

{0} =MycM,C---CM,=M

{0} =Ny C N C---CNp=M

de M, se tiene que n = m y existe una permutacién o : {1,...,n} — {1,...,n} tal que
Mi/Mi—l %No(i)/No(i)—l paratodoi=1,...,n.

Demostracion. Para la existencia, podemos argumentar por induccién sobre la dimension
como K—espacio vectorial de M. Tengamos en cuenta que cada submddulo es un subespacio
vectorial.

Si dimg (M) = 1, entonces M es simple, y {0} C M es una serie de composicion. Si
dimg (M) > 1, ain puede ocurrir que M sea simple, y tenemos, como antes, una serie de
composicion. Si M no es simple, entonces existe un submodulo maximal N de M. Por
ejemplo, N podria tomarse de dimensiéon maxima entre los submddulos de M estrictamente
contenidos en M. Como dimg(N) < dimg(M), por hipétesis de induccién, N admite una
serie de composicidn, con lo que, claramente, M admite una serie de composiciéon cuyo
ultimo “eslabén” es la inclusiéon N C M.

Para la afirmacién que compara las dos series de composicién, argumentamos por
induccién sobre n. Sin =1, entonces M = M es simple y, por tanto,m =1,y Ny =M = M.
Supongamos que n > 1. Entonces M no es simple y, por tanto, m > 1. Distinguimos dos
Ccasos.

Caso 1. Si M,,_| = N,,,_1, tenemos la situacién descrita por el diagrama de la izquierda
en la Figura 1.1. Por hipétesis de induccidn, tenemos que n — 1 = m — 1 y existe una
permutacién o : {1,...,n—1} — {1,...,n— 1} tal que M;/M; | = Ng(;y/Ng(i)—1 para
i=1,...,n— 1. Tenemos, pues, que n = m 'y G se extiende por ¢(n) = n.

Caso 2. Si M, # N,,_1 entonces M,,_| + N,,_; = M, puesto que M,,_; y N,,_1 son
submoédulos maximales de M.

El submédulo N, 1 N M,,_; de M admite, por ser de dimension finita, una serie de
composicion

{0}=LpCLiC - CL=Np_1NM,_;.

El diagrama que describe esta situacion es el de la Figura 1.1 (derecha). El segundo teorema
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M, = Ny, My, = Ny,
| TN
M, 1 =Npu—1 M,
M,_» Nm‘z My 1 NNy
: M,_> Ly Nn—2
\ \
M, N
\ /
{0} M, L, N
\ /
{0}

Figura 1.1: Diagramas de Hasse que describen el Caso 1 (izquierda) y el Caso 2 (derecha).

de isomorfia nos da que

M My—1+ Nin—1 ~ M,y
N1 N1 N1 MM,

y, puesto que M /N,,_1 es simple, obtenemos una serie de composicién
{O}:LQCLl c---CLyCM,_,

de M,,_;. Por hipétesis de induccion, k+ 1 =n— 1, y existe una permutacién 7 : {1,...,n—
1} = {l,...,n—1} tal que L;/Li—1 = My ;) /My parai=1,....,n =2y My_1 /L, 2 =
M(,—1)/Mz(—1)—1- Ahora bien,

{0}=LpCLiC--CLy2CNpy_1

resulta ser una serie de composicion de longitud n — 1 de N,,,_1, ya que

M _ Nyp—1+ My _ Nin—1
M, M, Ny mMn—l,

por lo que podemos aplicar de nuevo la hipétesis de induccién para obtener que n— 1 =m —
1 y la existencia de una permutacién p : {1,...,n—1} = {1,... ,n— 1} talque L;/L;—| =

o(i)/Np(i)—1 parai=1,....n =2y Ny_1/Ly—2 = Np(,_1)/Np(n—1)—1- Reuniendo toda
la 1nf0rma01on, obtenemos que n =m, y que la permutacién o : {1,...,n} —{1,...,n}
definida por

pt () siie{l,....n—1}yr l(i)e{l,....n-2}
o(i)=<n siic{l,....n—1}yyt '(i)=n—1
p(n—1) sii=n
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es tal que existen isomorfismos de médulos M; /M;_| = No (i) /Nc(i)_l parai=1,....,.n. N

Definicion 1.5.3 Los médulos M;/M;_1, i = 1,...,n que aparecen en una serie de
composicion de M se llaman factores de composicion de M y estdn determinados, salvo
isomorfismo y reordenacion, por el propio M. El nimero n se llama longitud de M
como A-médulo, y se denotard por ¢(M). Al médulo cero le asignamos longitud cero.

Sea M un médulo de dimensién finita, y N € . (M). Entonces {(M) =
((N)+L(M/N).

Demostracion. Sea
{0}=NpC N, C--- CNyny=N

una serie de composicién de N, y

N_MOCMIC
N N N N N’

una serie de composicién de M /N. Por el tercer teorema de isomorfia,

M;/N

Mj/Mj = M, N’

que es simple, para j=1,...,¢(M/N). Por tanto,
{0} =NoC Ny C--CNyyy=N=MyCM; C--- CMypyny=M

es una serie de composicién de M. Como consecuencia, {(M) = {(N)+{(M/N). |

Corolario 1.5.3 Sea M un médulo de dimensién finitay N,L € £ (M). Entonces
U(N+L)+L(NNL)={¢(N)+£L(L).

Demostracion. Por el segundo teorema de isomorfia, (L+N)/L=N/(LNN). Obviamente,
moédulos isomorfos tienen la misma longitud, asi que, de la Proposicion 1.5.2, deducimos
que

l(L+N)—4(L)=4¢(N)—¢(LNN),

de donde obtenemos inmediatamente la férmula del enunciado. [ |

= Ejercicio 1.20 * Consideramos T : R?* — R> una aplicacién lineal, y la estructura de
R[X]-mddulo correspondiente sobre R?. Discutir los posibles valores de la longitud de R?
como R[X]|-médulo, dependiendo de como sea T'. Poner un ejemplo de T para el que se
alcance cada longitud.

= Ejercicio 1.21 Sea PP, el espacio vectorial real de las funciones polindmicas en una
variable de grado menor o igual que n. Sea T : P, — P, la aplicacién lineal que asigna a
cada polinomio su derivada. Calcular una serie de composicién de P, visto como R[X]-
modulo via T'.

s Ejercicio 1.22 ** En la condiciones del Ejercicio 1.21, calcular todos los R[X]-submédulos
de P,.
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= Ejercicio 1.23 * Clasificar, salvo isomorfismos, todos los C[X]-mdédulos simples.

= Ejercicio 1.24 * Sea K un cuerpo y

R= (Ig i) :{(g ZC’) ca,b,c € K}.

Comprobar que R es una subdlgebra de M,(K) y calcular la longitud, en tanto que R—
modulo, de R.

Independencia lineal y sumas directas internas

En esta seccidn tratamos la independencia lineal de familias de submddulos de un
modulo dado (siempre sobre un anillo A). Aunque vamos a tratar el caso finito, en realidad
los argumentos que siguen son validos para cualquier familia de submddulos, finita o no
(ver secci6n 1.7). Con todo, supongamos I un conjunto finito no vacio. Si {N; | i € [} es
un conjunto de submodulos de un moédulo M, denotaremos su suma por Y ;<; N;.

Usaremos la siguiente terminologia: dado un homomorfismo de médulos f: N — M,
diremos que f es un monomorfismo (resp. epimorfismo) si f es inyectivo (resp. sobreyecti-
V0).

Definicion 1.6.1 Una familia {N; | i € I} de submddulos no nulos de un médulo M
se dird independiente si para todo j € I se verifica que NjN Y ;jc;N; = {0}. En tal
caso, diremos que el submoddulo Y ;; N; es suma directa interna de los submoédulos
{N; |iel}.

Recordemos que siempre podemos formar la suma directa externa @;c;N;. Para cada
indice i € 1, denotemos por ; : N; — @,;c; N; el monomorfismo canénico que lleva m € N;
en la /—tupla todas cuyas componentes son 0 salvo la i—€sima, que es m.

Existe un tnico homomorfismo de médulos 0 : @;.;N; — Y.,/ N; tal que
01;(m) =mparatodoi €Iy todom € N;.

Demostracion. El homomorfismo 6 se define como 0((m;)icr) = ¥;cym;. El resto es una
comprobacion rutinaria. |

Las siguientes condiciones son equivalentes
La familia {N; | i € I'} es independiente.
Para todo subconjunto no vacio F C [, la familia {N; | i € F} es independiente.
La expresion de cada elemento m € ) ;c; N; como m =Y ;c;m;, con m; € N; es Unica.
Si0=Y,c;m; conm; € N;, entonces m; =0 paratodoi € I.
El homomorfismo canénico 0 : @;c; N; — Y.;c; N; es inyectivo (y, asi, un isomorfis-
mo).
6. Para cada par de subconjuntos no vacios Ji,J, C I con J;NJy = 0, se tiene } ;c;, N;N
Yiep Ni= {0}

Demostracion. (i) = (ii). Esto es obvio.
(ii) = (iii)’. Supongamos dos expresiones de m como suma de elementos de los médulos

ARl A

5Como I es finito, en realidad esta implicacién es obvia tomando I = F. No obstante, cuando / es infinito,
como se discute en la proxima seccidn, la demostracidn aqui presentada tiene todo el sentido.
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de la familia.

icl icl
Tomemos F C [ tal que m; = mf = 0 para todo i ¢ F. Paratodo j € F deducimos de (1.4)
que

lo que implica, por independencia, que m; — m’] =0.

(iii) = (iv). Evidente.

(iv) = (v). Supongamos una I-tupla (m;);c; € ker 6. Entonces Y ;c;m; = 0, luego, por
hipétesis, la i—tupla tiene todas sus componentes nulas. Esto muestra que 0 es inyectivo.

(v) = (vi). Un elemento no nulo m € },;c;, NiNY,c;, N; es imagen de dos I-tuplas en
; M; con ‘soporte’ distinto. Pero esto es imposible, ya que 8 se supone inyectivo.

(vi) = (1). Evidente. |

Cuando la suma Y ;c; N; es directa, usaremos la notacion @ Y ;c; N; si queremos insistir
en el hecho de que no se trata de la suma directa externa. No obstante, en ausencia de
riesgo de confusién, usualmente escribiremos @Y ;c; N; = ;< Ni.

Corolario 1.6.3 Si {N; | i € I} es una familia independiente de submédulos de M de y
N es un submédulo no nulo de M tal que NN, N; = {0}, entonces {N; | i € [} U{N}
es independiente.

Demostracion. Supongamos 0 =n+Y;-;n; € N+ &@;c;N;. Entonces

n:—ZniGNﬂ®Ni:{O}7

iel icl

de donde n =Y ;c;n; = 0. Como la familia {N; | i € I'} es independiente, se sigue que n; =0
para todo i € I. La Proposicién 1.6.2 implica que {N; | i € I} U{N} es independiente. W

Un resultado fundamental del Algebra Lineal es que todo espacio vectorial finitamente
generado tiene una base. Vamos a demostrar una version mas general de este hecho.

Sea {M; : i € I'} una familia no vacia de submédulos simples de un
moédulo M. Sea M’ =Y ;c;M; y N C M’ submédulo propio (es decir, N # M). Existe
J C1tal que {M;: i€ J} es independiente, N N (P;c; M;) = {0}, y M' = N+ P,y M..

Demostracion. Seal el conjunto de los subconjuntos S C I tales que la familia {M; | j € S}
es independiente y (@ jesM j) NN = {0}. Ordenamos S por la relacién inclusion.

Razonemos primero que I" es no vacio, demostrando que existe i € [ tal que {i} € I

Si N = {0}, entonces basta con tomar i € [ cualquiera para obtener que {i} € I'. Si
N # {0}, pero M; N = {0} para algtin i € I, entonces volvemos a tener que {i} € I". Por
tltimo, si NN M; # {0} para todo i € I, entonces, por ser cada M; simple, obtenemos que
NNM; =M; paratodoi €I, o sea, M; C N para todo i € I. Esto claramente implica que
M’ = N, en contra de nuestra hipétesis sobre N.
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Como I' es un conjunto finito, ha de tener un elemento maximal J. Afirmamos que,
para todo indice i ¢ J, ocurre que

M;N(N+EPM;) #{0}. (1.5)

jel

En efecto, como JU {i} ¢ I, tenemos que, o bien {M; : j € J} U {M;} no es independiente,
obien NN (EBJ'GJM]' ®M;) # {0}.

En el primer caso, en virtud del Corolario 1.6.3, tenemos que M; N ($ jesM;) # {0}.
En el segundo, tomemos 0 # x € NN (D e M; D M;). Asi,

X = Z m;—+mj,
jeJ
param; € Mj, con j € J, y m; € M;. Ademds, m; # 0 ya que, de lo contrario, x € NN
(@®jesM;), lo que no es posible porque J € I'. Por tanto,

0#mi=x— ij EN+DjesM;.
jeJ
Asique {0} # M; N (N + & jesM;).
Finalicemos. Como M; es simple, (1.5) implica que M; C N +€B jc; M}, lo que concluye
la prueba, puesto que hemos visto que N + P c;M; contiene a M; para todo indice
icl. |

Los médulos sobre un anillo de divisién D se suelen llamar D—espacios vectoriales®.

Corolario 1.6.5 Sea pV un espacio vectorial sobre un anillo de divisién D. Para todo
conjunto de generadores no nulos {v; | i € I} de V existe un subconjunto J C [ tal que
V = @ esDv ;. Como consecuencia, todo espacio vectorial finitamente generado sobre
D tiene una base.

Demostracion. Observemos que D =Y ;c; Dv;. Para cada i € I, tenemos un homomorfismo
sobreyectivo de D-mdédulos f; : D — Dv; definido por f(a) = av; para todo a € D. Como
pD es simple en virtud del Ejercicio 1.18, se sigue Ker f; = {0}, con lo que f; es un
1somorfismo y, asi, Dv; es simple. Ahora aplicamos la Proposicion para obtener J tal que
V = ®jesDv;. De aqui, dado que D = Dv; para todo j € J, es facil deducir que pV es libre
con base {v; | j € J}. |

Por supuesto, pV = pV ), lo que se puede considerar una clasificacién, salvo isomorfis-
mos, de todos los D—espacios vectoriales finitamente generados.

= Ejercicio 1.25 ** Supongamos 7 : V — V un endomorfismo K-lineal, donde V es
un espacio vectorial de dimensién finita que consideramos, como de costumbre, como
un K[X]-médulo. Supongamos que el polinomio minimo m(X) de T es irreducible en
K[X] (ver Ejemplo 1.12 para el concepto de polinomio minimo). Demostrar que existen
K[X]|-submddulos simples Vi,...,V; de V tales que V =V @& --- @V, como K[X|-mébdulo.

= Ejercicio 1.26 ** En las condiciones del Ejercicio 1.25, demostrar que el polinomio
caracteristico de T es m(X)".

%Se suelen llamar D—espacios vectoriales a izquierda, dindose el nombre de D—espacios vectoriales a
derecha a los D°P—espacios vectoriales
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Los mismos resultados, sin condiciones de finitud

Los resultados de la seccién anterior son vélidos, con minimas adaptaciones de las
demostraciones, sin condiciones de finitud. Asi, el conjunto de indices / puede ser arbitrario,
finito o no. Las modificaciones necesarias son las siguientes:
= La suma directa externa @,; N; se define ahora como el subconjunto del producto
cartesiano IT;c;N; formado por aquellas I-tuplas (m;);c; tales que m; = 0 salvo para
un ndmero finito de indices i.

= En la Proposicién 1.6.2 hay que modificar la condicién 2, estableciendo “Para todo
subconjunto finito F C 1...”

= En la demostracién del Teorema 1.6.4, la existencia del elemento maximal J de I"
se obtiene invocando el Lema de Zorn. El razonamiento es el siguiente. Queremos
aplicar el Lema de Zorn a I', ordenado por inclusién, asi que tomemos una cadena y
enl’,y seaS=cc, C. Para demostrar que el conjunto {M; | i € S} es independiente
podemos, en virtud de la Proposicion 1.6.2 modificada segun el apartado anterior,
considerar cualquier subconjunto finito  C S. Pero entonces F C C para algun
C € x, y lafamilia {M; : i € F} es independiente por serlo el conjunto {M; : i € C}.
Por otra parte, si m € NN (®;csM;), entonces m € N N (B;ccM;) para algin C € ¥,
luego m = 0. Asi que S € I" es una cota superior para ). Por el Lema de Zorn, I" ha
de tener un elemento maximal J.

Si miramos ahora el Corolario 1.6.5 con [ cualquiera, podemos tomar como / un
conjunto de generadores de un D—espacio vectorial cualquiera V' y obtenemos.

Corolario 1.7.1 Todo espacio vectorial no nulo sobre un anillo de divisién D tiene una
base (finita o no). Si el espacio vectorial es finitamente generado, entonces tiene una
base finita.

Clasificacion de las dlgebras de division reales de dimension
finita.

Recordemos que un dlgebra sobre un cuerpo se llama de division si cada elemento
no nulo es invertible con respecto de la multiplicacién del dlgebra. Vamos a demostrar
seguidamente un famoso teorema de Frobenius que afirma que, salvo isomorfismos, sélo
hay tres dlgebras reales finito-dimensionales de division, a saber, los cuerpos de los nimeros
reales y complejos, y el dlgebra de division de los cuaterniones de Hamilton.

Comenzaremos demostrando un lema previo, para cuya comprension debemos recordar
que un algebra de dimensién finita siempre se puede ver como una subdlgebra de un
algebra de endomorfismos lineales (o de matrices). Concretamente, si D es un dlgebra de
divisi6n real de dimensién n, consideraremos la representacién regular A : D — Endg (D).
Con ello, si a € D, entonces entendemos que el determinante de a, su traza, su polinomio
caracteristico y su polinomio minimo son los del endomorfismo lineal A (a) : D — D.

Sea D un élgebra de division real de dimension finita mayor o igual que 2.
Entonces

{aeD:a*<0}={aecD:tr(a) =0}

Por tanto, V={a € D: a? < 0} es un subespacio vectorial real de Dy D = R@® V. Ademds,
la dimension real de D es par.
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Demostracion. Denotemos por n la dimensién de D como R—espacio vectorial. Sabemos’

que podemos considerar R C D como subdlgebra real. Dado un elemento a € D, podemos
considerar su polinomio caracteristico p(X) € R[X]. Por el Teorema Fundamental del
Algebra,
pX) =X =r1)-- (X =r)q1(X) - gm(X),

donde ry,...,rr € R,y q1(X),...,gm(X) € R[X] son polinomios cuadraticos irreducibles y
monicos. Por el Teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que p(a) = 0 lo que implica, dado
que D es un anillo de divisién, que a —r; = 0 para algin i € {1,...,k}, obien gj(a) =0
para algin j € {1,...,m}. En el primer caso, a € Ry, por tanto, si > < 0, tenemos que
a = 0. Por otra parte, si a € R, entonces tr(a) = na, luego tr(a) = 0 implica también a = 0.
Esto también implica que VN R = {0}.

Tomemos, por tanto, a € D pero a ¢ R. Entonces g(a) = 0 para algtn j y deducimos
que ¢ ;(X) es el polinomio minimo de a, puesto que es irreducible. Llamemos ¢(X) = ¢ ;(X).
Por el Ejercicio 1.26%, p(X) = ¢(X)' para algiin ¢. De hecho, 2¢ = n. Ahora, por ser
irreducible, tenemos que ¢(X) = (X —z)(X —Z) para algtin niimero complejo z no real. De
modo que

q(X) = X>— (2Rez)X + |z, (1.6)
donde Rez denota la parte real de z y |z| el médulo de z. De (1.6) deducimos que
p(X) = X% — (2tRez)X* 1 4 ... (1.7)
Por otra parte,
p(X)=X¥ —tr(a)X* ' 4. (1.8)

De (1.8) y (1.7) deducimos que 2tRez = tr(a). Teniendo en cuenta que g(a) = 0 y sustitu-
yendo en (1.6), obtenemos

t
az—@aﬂz\z:o (1.9)

Por tanto, para a € D no real, deducimos® de (1.9) que a* < 0 si, y sélo si, tr(a) = 0.
Que D =R &V es consecuencia de que tr : D — R es una forma lineal no nula cuyo
nicleoes V. [ |

[Frobenius] Sea D un dlgebra de division real de dimension finita.
Entonces D es isomorfa bien a R, o bien a C o bien a H.

Demostracion. Supongamos que D no es isomorfa a R. Entonces, segtin el Lema 1.8.1, la
dimensién de D es par, digamos 2¢. Sea V = {a € D : a> < 0} que, segtin el mismo lema,
es un subespacio vectorial real de D tal que D = R @ V. Consideremos la aplicacién

__ab+ba

B:VxV =R,  Bab) 5

Veamos que, realmente, B(a,b) € R para todo a,b € D:

ab+ba = (a+b)* —a* — b,

"Ver el final de la Seccién 1.2

8 Aquellos alumnos que hayan seguido un curso de Algeba Lineal que incluya formas canénicas de
matrices, no necesitan este ejercicio, claro

9Tengamos en cuenta que la condicién a®> < 0 entrafia que a® € R.
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que es un elemento de R puesto que a,b,a+ b € V. Es facil comprobar que B es una forma
bilineal real y simétrica. Ademds, B(a,a) = a®> <0 paratodoa € V' y B(a,a) = 0siy sélo
si a = 0. Por tanto, B es definida negativa. Esto significa que existe una base {ey,...,ex_1}
de V tal que B(ej,e;) =0sii## jy B(ej,e;) = —1paratodoi=1,...,2t — 1. En vista de
la definicién de B, lo que tenemos es

eiej=—ejei, (i#)); e=-1

Sit =1, entonces es claro que D =R @V es isomorfa a C, con e la unidad imaginaria.
Supongamos ahora ¢ > 1. Entonces, para j > 3, tenemos el siguiente cédlculo para
u=cejexe;:

I/t2 =ejexeje|erej = —ejexe1ejere; = 616261826’3 — —ejerejey = 1

Asique 0= (u—1)(u+ 1), de donde, al ser D un anillo de division, u = £1. Esto es,
ej = *ejep para todo j > 3. Por tanto, t = 2 'y V tiene como base ey, e;,e3. Deducimos
que {1,e1,ez,e1e2} es una base de D como R—espacio vectorial.

Tenemos, pues, un isomorfismo de espacios vectoriales reales ¢ : HL — D determinado
por (1) =1,¢(i) = e1,9(j) = €2, (k) = eje2. Una comprobacion rutinaria muestra que
¢ respeta las identidades del apartado 4 del Ejercicio 1.9. De aqui es facil deducir que
¢ es multiplicativa. Por tanto, es un isomorfismo de R—4lgebras, lo que concluye esta
demostracion. |

Corolario 1.8.3 Toda élgebra de division compleja de dimension finita es isomorfa a

C.

Demostracion. Sea D un algebra de division compleja de dimension finita. Obviamente,
al ser R un subcuerpo de C, resulta que D es un dlgebra de division real de dimensién
finita. Luego la dimensién compleja de D ha de ser 1 o 2. Pero, en el segundo caso, D seria
isomorfa a H, cuyo centro es R, luego no es un dlgebra sobre C. |

Idempotentes y anillos de matrices.

En esta seccidn, denotaremos por R un anillo, que, en ocasiones, se supondrd un dlgebra
sobre un cuerpo K.

Definicién 1.9.1 Un elemento e € R se llama idempotente si e = ¢*. Es claro que 1y
0 son siempre elementos idempotentes. Diremos que un idempotente e es no trivial si
e# 1,0.

= Ejercicio 1.27 Encontrar todos los idempotentes en Z[v/3]/(3).

= Ejercicio 1.28 ** Sea R un algebra sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2,
y a,b,e € R idempotentes. Demostrar que si ¢ = a + b, entonces ab = ba = 0. Si la
caracteristica es 2, encontrar un contragjemplo con b # a.

Definicion 1.9.2 Un conjunto {ey,...,e,} de idempotentes no nulos de R se dird un
conjunto completo de idempotentes ortogonales (abreviatura CCIO), sil =e;+---+ ¢,
y ejej = 0 para todo i # j.
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= Ejercicio 1.29 Dar un CCIO con n elementos para R = M,(K).

Los CCIOs estan intimamente relacionados con las descomposiciones del médulo
regular como suma directa de submodulos (ideales a izquierda), como muestran los
siguientes resultados.

Sea {eq,...,e,} un CCIO para R. Entonces R = Re; & - - - ® Re,,.
Demostracion. Dado r € R, tenemos que
r=rl=r(er+-+ey) =rej+-+rey,

luego R = Re| +-- -+ Rey,.
Para ver que la suma es directa, hemos de comprobar que Re; N (Y;.;Re;) = {0} para

todo j=1,...,n. Supongamos rje; =3 ;. ;rie;, para ciertos r; € R. Entonces rje; = qe? =
Zi#j rieiej =0.

Supongamos R =11 & --- & 1,, con Iy,... I, ideales a izquierda no nulos de R.
Seal =e;+---+epy cone; €I paratodo i = 1,...,n. Entonces {ey,...,e,} es un CCIO
para R e I; = Re; para todo i = 1,...,n. Ademas, si r € R, entonces r € [; si, y s6lo si,
re; =r.

Demostracion. Sea x € I; para algtn j. Entonces x = x}; ¢, de donde x —xe; =} ;. ; xe;.
De modo que x—xe; € I;1 (X2 1;) = {0}, lo que implica que x —xe; = 0, esto es, x = xe;.
Hemos demostrado, pues, que

Ii={x€R:xe;=x}

Una consecuencia inmediata (tomo x = ¢;) es que e; es idempotente para todo j =1,...,n.
Deducimos facilmente que Re; = I; paratodoi=1,...,n.
Por dltimo, para cadai = 1,...,n, tenemos que
e = ei(Zej) =e;+ Zeiej,
J J#i
dedonde ). ;+;ejej=0.Como [}, ...,I, son independientes, deducimos de aqui que ¢;e; =0
para todo i # j. |

Fijemos ahora un CCIO {ey,...,e,} para R, y definamos para cada i, j € {1,...,n},
ejRej = {ejrej: r € R}.

Es claro que cada e;Re; es un subgrupo aditivo de R.
Recordemos que M, (R) denota el anillo de las matrices de orden n x n con coeficientes
en R. Consideremos el subconjunto de M,,(R) siguiente

Matlgi,jgn(eiRej) = {(rij) € Mn(R) L - €,‘R€j, Vi,j = 1,...,7’1}.

Cuando el conjunto de indices {1,...,n} estd claro por el contexto, usaremos simplemente

la notacién Mat(e;Re;). Es facil ver que Mat(e;Re ) es un subgrupo aditivo de M,(R).
Observemos que, si i € ejRey y sij € exRejparai, j k € {1,...,n}, entonces FikSkj €

e;Re;. De aqui deducimos facilmente que Mat(e;Re;) es un subconjunto cerrado para la
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multiplicacién'® de M, (R). No obstante, no es un subanillo, ya que la matriz identidad no
pertenece a Mat(e;Re ). Atn asf, la matriz diagonal

el o --. 0
0 eo --- 0
. e (1.10)
o o --- e,

es un elemento neutro multiplicativo para Mat (e;Re ). Esto se deduce de que si r;; € e¢;Re;,
entonces e;r;; = rjj = rije;, para cualesquiera i, j.

En resumen, Mat(e;Re;) es un anillo, con las operaciones suma y producto heredadas
de M, (R), pero no es un subanillo, puesto que su uno es distinto.

Es facil convencerse de que, si R es una K—algebra, entonces asi lo es el subespacio
vectorial Mat(e;Re;) de M,(R).

La aplicacién ¢ : R — Mat(e;Re ) definida por

¢(r) = (eirej)1<i j<n

para r € R es un isomorfismo de anillos. Si R es una K—élgebra, entonces ¢ es un isomor-
fismo de K—élgebras.

Demostracion. Es bastante claro que ¢ es una aplicacion aditiva (y K-lineal, en su caso).
Para ver que ¢ preserva productos, tomemos r,s € R. La componente i, j—€sima de la
matriz producto ¢ (r)@(s) es

Ze,-rekeksej = Zeireksej = eir(Zek)sej = e;rsej,
k k k

que es la componente i, j—ésima de ¢(rs). Como ¢(1) es claramente la matriz (1.10),
deducimos que ¢ es un homomorfismo de anillos (de K—élgebras, en su caso).
Observemos que, si r € R, entonces

r= (Zei)r(Zej) = Zeirej.
i J i.j

Por tanto, si ¢ (r) = 0, entonces e;re; = 0 para todo i, j, por lo que r = 0. Esto prueba que
¢ es inyectivo.

Por dltimo, veamos que ¢ es sobreyectiva. Dada una matriz de la forma (r;;)1<;, j<ns
con rj; € e;Rej, tomamos r = Y, ;r;; € R. Bien, la componente i, j—€sima de ¢(r) es
ei():kJ rkl)ej = rij, yaque ¢jrgjej = 0 si l'7é kol 75 j, mientras que e;rije; = rij. [

Supongamos que M es un médulo sobre un anillo A, Entonces
Endg (M) ={f:M — M | f es homomorfismo de A — médulos}

es un subanillo de End (M), llamado anillo de endomorfismos del A—-médulo M (y es
una subdlgebra de Endg (M) si A es una K—dlgebra).

SiM=M&---&M,, denotemos, paracadai=1,...,n, por t; : M; — M la inclusién
candnica, y por ; : M — M, la aplicacién que asigna m;(m) =m; acadam=m;+---+

10¢s decir, A, B € Mat (e;Re;) implica que AB € Mat(e;Re;).
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my, € M,conm; € Mjpara j=1,...,n. Si denotamos por ¢; = 1;7; parai = 1,...,n, no
es dificil ver que {ey,...,e,} es un CCIO para el anillo End4 (M).
= Ejercicio 1.30 Comprobar las afirmaciones realizadas en el Ejemplo 1.15.

Sea M un A—-médulo, y pongamos R = End4 (M). Supongamos que
M=M,®---PHM, para submddulos M, tales que existe un A—-médulo N y un isomorfismo
de A—moddulos M; = N paracadai=1,...,n.
Si A = End4(N), entonces existe un isomorfismo de anillos R = M, (A) que, si A es
una K-algebra, es de K—élgebras.

Demostracion. Paracadai=1,...,n, tenemos por hipétesis un isomorfismo de A—-mddulos

@; : M; — N. Seguiremos la notacion del Ejemplo 1.15. Sabemos que R es isomorfo con el

anillo de matrices Mat (e;Re ). Definimos la aplicacion ¢ : Mat(e;Re;) — M,(A) por
0(rij) = (@imirij1;0; ).

Una comprobacién rutinaria muestra que ¢ es un homomorfismo de anillos (o de K—

dlgebras, en su caso). Ademds, la aplicacion y : M,,(A) — Mat(e;Re;) definida por
w(sij) = (ug; 'sij@;m)

es la inversa para la composicién de ¢. Por tanto, ¢ es un isomorfismo de anillos. [

= Ejercicio 1.31 Cubrir los detalles de la demostracién de la Proposicién 1.9.4

Hemos visto que una descomposicion de un anillo como suma directa de ideales a
izquierda da lugar a un conjunto completo de idempotentes ortogonales. Seguidamente,
mostraremos que si los sumandos directos son ideales, entonces los idempotentes son
centrales.

Supongamos que R =I; & --- @& I, con I; ideal'! no nulo de R para todo
i=1,...,n,ysea{ey,...,e,} el CCIO asociado. Entonces ¢; € Z(R) paratodo i =1,...,n.

Demostracion. Seai € {1,...,n}. Dados x € I,y € ©;;I; tenemos que
xyelin EB]'#,-IJ' = {O},

esto es, xy = 0. Andlogamente, yx = 0. Ahora, dado r € R, tenemos que ¢;r € I; y, por tanto,
ejre; = e;r. Por otra parte,

re;j = (Zej)re,- = e;re; + Zejrei = e;re;,
J JAi

yaque Z#i ej € @jyl;y re; € I;. Tenemos, pues, que e;r = e;re; = re;, luego e; € Z(R). N1

= Ejercicio 1.32 Sea {ej,...,e,} un CCIO para R. Demostrar que los idempotentes
e1,...,e, son centrales si, y sélo si, e;Re; = {0} para todo i # j.

A veces, se dice ideal bildtero para distinguir, en el caso no conmutativo, de la nocién mds débil de ideal
a izquierda.
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Obviamente, si {ej,...,e,} es un CCIO centrales de R, entonces cada Re; es un ideal y
R = Re| ®--- ® Re, es una suma directa de ideales bildteros. Pero hay otra forma de ver
esta descomposicion. Para ello, notemos que si Ry, ..., R, son anillos (respectivamente,
K—-algebras), entonces el producto cartesiano

Ry x---XR,

es un anillo (respectivamente, una K—algebra) con las operaciones obvias definidas “com-
ponente a componente”.

Sea {ey,...,e,} un CCIO centrales de R. Entonces Re; es un anillo
(o una K-élgebra, si lo es R) con unidad ¢; para cadai=1,...,n y la aplicacién R —
Rey X --- X Re, que lleva r € R en (rey,...,re,) es un isomorfismo de anillos (o de K—

algebras, en su caso).

Demostracion. Puesto que cada e; es central, es claro que cada Re; = ¢;Re; es una K-
dlgebra con unidad e;. Como e;Re; = 0 para i # j, deducimos de la Proposicién 1.9.3 el
isomorfismo del enunciado'?. [

Definicion 1.9.3 Supongamos e un idempotente central de R. Diremos que e es indes-

componible® si e # 0y Re no se puede poner como suma directa de dos ideales no nulos
de R.

“Se le suele llamar también idempotente central primitivo. Pero también se adjetiva como primitivo, en
otro contexto, a un idempotente no necesariamente central, lo que puede llevar a confusiones lamentables.
Por eso, preferimos aqui usar el adjetivo indescomponible.

Si R tiene un CCIO centrales indescomponibles, entonces este conjunto
es unico. En particular, cada K—algebra de dimension finita admite un tinico CCIO centrales
indescomponibles.

Demostracion. Sean {ey,...,ey}, {f1,--.,fm} dos conjuntos de CCIO centrales indes-

componibles. Observemos que e; f; es un idempotente central para cada par de indices i, j.

Ademis, Re; = Re;f; @ Re;(1 — fj). De modo que, si ¢;f; # 0, entonces Re;(1 — f;) =0, es

decir, e;(1 — f j) =0, con lo que e; = ¢;f;. Pero, por un argumento simétrico, se demuestra

que si e;fj # 0, entonces e; f; = f;. Luego hemos probado que ¢; f; # 0 implica que e; = f;.
Por otra parte, dado ¢;, tenemos que

OFfei=e(fi+ +fm)=efi+ - +eifm,

por lo que e;f; # 0 para algin j, asi que ¢; = f;. Por tanto {ey,...,e,} C {f1,..., fn}
La otra inclusion se deduce igual cambiando los papeles de los dos CCIO centrales
indescomponibles. |

» Ejercicio 1.33 Demostrar que, si M un R—-mdédulo y e € R un idempotente central,
entonces eM = {em : m € M} es un submddulo de M. Si ahora {ey,...,e,} es un CCIO
centrales de R, demostrar que M = e M & --- B e, M.

= Ejercicio 1.34 Con la notacion del Ejercicio 1.33, demostrar que M es ciclico si, y s6lo
si, e;M es ciclico paratodoi=1,...,n.

12Una demostracién alternativa es usar el Teorema Chino de los Restos, ver [1, pégina 2.68]
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= Ejercicio 1.35 * Consideremos un polinomio no constante f € K[X], con K un cuerpo.
Describir un CCIO (centrales) indescomponibles para A = K[X]/(f).

= Ejercicio 1.36 ** Sea V un K—espacio vectorial de dimension finitany 7 : V — V una
aplicacion lineal. Diremos que un vector v € V es ciclico para T si {v,T(v),...,T" 1(v)}
es una base de V como K—espacio vectorial. Demostrar que V' admite un vector ciclico si,
y so6lo si, el polinomio minimo de T tiene grado n. ;Cudl es entonces la longitud de V en
tanto que K[X|-md6dulo?

El digebra de endomorfismos de un médulo semisimple.

Cualquier subespacio vectorial de un espacio vectorial tiene un complementario. Esto
no ocurre en en general para los médulos sobre un dlgebra. Seguidamente, estudiaremos
aquellos médulos que si disfrutan de esta propiedad. En esta seccion, A denotard un dlgebra
sobre un cuerpo K, y los médulos serdn sobre este dlgebra.

Definicion 1.10.1 Sea M un médulo, y N un submédulo de M. Un complemento de N
en M es un submédulo X de M tal que M = N & X. Por comodidad, vamos a admitir la
notacion M = M & {0}, bien entendido que M y {0} no son submédulos independientes
de M.

En caso de que exista dicho complemento, diremos que N es un sumando directo de
M.

= Ejercicio 1.37 Sea A = K[X]/(X?), donde K es un cuerpo, y K[X] es el anillo de
polinomios. Demostrar que, visto como A—médulo, A no tiene sumandos directos no
triviales.

Sea M un moédulo no nulo de dimension finita como K—espacio
vectorial. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. Todo submoddulo de M es un sumando directo;
2. M se descompone como suma directa finita de submddulos simples;
3. M es suma de un conjunto finito de submddulos simples.

Demostracion. (1) = (2). Sea {M,,...,M,} una familia independiente de submédulos
simples de M tal que dimg(M; @ --- @ M,) es mdxima entre todas las familias de este tipo.
Notemos que, dado que dimg (M) es finita, existe al menos un submédulo simple de M,
luego hay, al menos, una tal familia.

Pongo N =M & --- & M,,. Por hipétesis, existe un submoédulo X de M tal que M =
N @ X. Si X # {0}, entonces X contiene un submddulo simple M, . Pero entonces
{My,...,M,,M, 1} es una familia independiente, ya que M, NN = {0}. Esto va en
contra de la eleccién de la familia {M, ..., M, }, luego X = {0}.
(2) = (3). Esto es obvio.
(3) = (1). Es consecuencia directa del Teorema 1.6.4. |

Definicion 1.10.2 Un médulo de dimension finita se dice semisimple si todo submédulo
es un sumando directo. Segun la Proposicion 1.10.1, los médulos semisimples no nulos
de dimension finita son, precisamente, las sumas (directas) finitas de médulos simples
(de dimension finita, claro).
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Queremos describir la estructura del dlgebra de endomorfismos de un médulo semisim-
ple de dimension finita. Comencemos por un resultado clésico.

— Lema de Schur. Si M y M’ son dos médulos simples 'y f: M — M’ es
un homomorfismo de médulos, entonces, si f # 0, entonces f es un isomorfismo. Como
consecuencia, el anillo de endomorfismos de un médulo simple es un anillo de division.

Demostracion. Si f # 0, entonces Ker f es un submédulo propio de M, luego, al ser M
simple, Ker f = {0}. Por tanto, Imf es un sumbédulo no nulo de M’, por lo que, al ser M’
simple, Imf = M’. Luego f es un isomorfismo. |

= Ejercicio 1.38 Sean M y N mdédulos semisimples con descomposiciones como suma
directa de submoédulos simples M =S; @ ---®S; y N =T ©--- ® T;. Supongamos que S;
no es isomorfo a T paratodo i = 1,...,, j=1,...,s. Demostrar que todo homomorfismo
de médulos de M a N es cero.

Si M es un médulo semisimple de dimension finita, entonces todo
submoddulo de M y todo cociente de M es semisimple.

Demostracion. Supongamos que M es no nulo, y que f : M — N es un epimorfismo de
moédulos. Pongamos M = Y;c; M;, con M; simple para todo i € I. Entonces N =Y ;; f(M;).
Como consecuencia del Lema de Schur (bueno, de su demostracion), f(M;) es o nulo o
isomorfo a M; para cada i € I. Por tanto, N es suma de mdédulos simples, con lo que es
semisimple, segun la Proposicion 1.10.1.

Supongamos ahora que N es un submédulo de M. Como M es semisimple, existe un
submddulo X de M tal que M = N & X. Por el Tercer Teorema de [somorfia, tenemos que

M NoX _ N
X X NnX

1%

N,

ya que NNX = {0}. Por tanto, N es la imagen de M por un epimorfismo, luego es
semisimple, segln la primera parte de esta demostracion. [

Sea M un médulo semisimple de dimensioén finita, y M = M| G --- &
M, =N ®--- BN, dos descomposiciones de M como suma directa de submddulos simples.
Entonces n = m y, tras eventual reindexacion, M; = N; paratodoi=1,...,n.

Demostracion. Vamos a aplicar el Teorema de Jordan-Holder. Para ello, observemos que
{0} =MoCMyCMEM,C---CMB---OM, =M

es una serie de composicion de M. Esto es consecuencia de que, por el Segundo Teorema
de Isomorfia
Mi©---dMy M;

Mj 1&---®Mp B (Mj—1@®---®Mo)NM;
ya que (Mj_1 ®---@®My) NM; = {0}, para todo j = I,...,n. Por tanto, los médulos
My, ..., M, son factores de composicion de M. Por supuesto, tambié€n lo son Ny, ..., Ny,.
Asi que la proposicion se sigue del Teorema de Jordan-Holder. |

I

M;
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Definicion 1.10.3 Dado un médulo semisimple no nulo de dimension finita M, tome-

mosM=M&---&M, con My,...,M, submddulos simples. Reunamos estos sumandos
directos en subconjuntos de médulos isomorfos entre si. Esto significa que podemos
escoger modulos simples X, ...,Y; y una particion

{1,,”}:A1UUAt

tal que M; =X siy solosii € Aj. Siponemos Mp, = @jep;M; paracada j=1,...,, en-
tonces, obviamente, M = My, & - - ©Mj,. Los submédulos M, A; S€ llaman componentes
isotipicas u homogéneas de la descomposicion de M.

Pongamos n; el cardinal de A para cada j = 1,...,n. Entonces n; se llama multi-
plicidad de ¥ ; en M. Es consecuencia de la Proposicion 1.10.4 que las multiplicidades
ni,...,n; no dependen de la descomposicion escogida. Los modulos simples X; estan
también determinados por M salvo isomorfismos. A la lista de (X,n1),..., (X, n) la
llamaremos estructura de M. Se tiene, obviamente, que

dim[((M) = nldim[((zl) +--- +n,dim;((2t).

s Ejercicio 1.39 Sea M un médulo semisimple de dimension finita con estructura (Xy,n7), -
Si N es un submédulo de M, demostrar que su estructura es (Xy,my),...,(X;,m;) para
ciertos m; < n; (admitimos que m; = 0 significa que X; no aparece en la estructura de N).

= Ejercicio 1.40 Establecer un enunciado andlogo al del Ejercicio 1.39 para cada cociente
de M.

Sea M un A—-mo6dulo semisimple no nulo con estructura

(Zl,n]), ..,(Zl,n[).

Entonces A; := Endy(X;) es una K—dlgebra de divisién de dimensién finita para todo
Jj=1,...,t, y existe un isomorfismo de K—algebras

Ends (M) = My, (A1) X -+ X My, (Ar)

Demostracion. Que A; es una K—algebra de division lo da el Lema de Schur. Es de
dimension finita porque A; es una subdlgebra de Endg (X;).
Cojamos una descomposicion de M en componentes isotipicas

M=My @ ®&My,,

ysea{ey,...,e } el CCIO de R := End4 (M) correspondiente (ver Ejemplo 1.15). Queremos
demostrar que se trata de idempotentes centrales.
Segun el Ejercicio 1.32, hemos de ver que e;jre; = 0 para todo r € R siempre que
i # j. Tenemos que m;rij : Mp; — My, es un homomorfismo de A-mddulos. Puesto que
eirej = ;W;r1;7;, bastard con que demostremos que si f : Ma, — My, es un homomorfismo
de A—moédulos con i # j, entonces f = 0. Pero esto es consecuencia del Ejercicio 1.38.
Deducimos de la Proposicion 1.9.6 el isomorfismo de K—algebras

R=Req| X --- X Re;.

o 7(Zt7nt)-
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Fijemos i € {1,...,t}. Puesto que Re; = ¢;Re;, tenemos que la aplicacién
¢ : ejRe; — Ends (Mjy,)

definida por ¢@(r) = m;ry; tiene por inversa para la composicién a la aplicacién
p : Endg(Mp,) — eiRe;

dada por p(f) = 1,fm;. Es facil comprobar que p es un homomorfismo de K—dlgebras, asi

que tenemos que Re; == Ends (My,). Por tltimo, Endy (M) = M, (A;) por la Proposicién
1.9.4. [ |

Algebras semisimples de dimensién finita.

En esta seccion, salvo mencion en contra, A denotard una K—4lgebra de dimension
finita como K—espacio vectorial'3.

Definicion 1.11.1 Un dlgebra A de dimensién finita se dice semisimple si todo A—
moédulo de dimensidn finita es semisimple.

Un dlgebra de dimension finita A es semisimple si, y s6lo si, A es
semisimple como A—mddulo.

Demostracion. Si A es un dlgebra semisimple, entonces, A, vista como mddulo, es semisim-
ple, por definicién. Reciprocamente, sea M un A—mdédulo semisimple finito-dimensional.
Entonces M es cociente de un A—mddulo libre A”. Como A" es semisimple, se sigue de la
Proposicion 1.10.3 que M es semisimple. |

Corolario 1.11.2 Si A es un dlgebra semisimple y su estructura como A—médulo es
(X1,n1),..., (X, ), entonces todo A—-modulo finito-dimensional tiene como estructura
(Xy,my),- -, (X, my), para ciertos enteros no negativos my, ..., m; (donde entendemos
que m; = 0 significa que X; no aparece en la estructura del médulo). En particular, todo
A-mddulo simple es isomorfo a uno de los médulos X ;.

Demostracion. Si M es un médulo de dimensién finita, hemos visto que es isomorfo a un
cociente de A" para algin n. Como la estructura del A-médulo A" es (X1, nny),- -+, (X, nn,),
el corolario se sigue del Ejercicio 1.40. |

Recordemos que nuestros A—mdédulos son siempre A—médulos de los llamados a
izquierda. Veremos mds tarde que el dlgebra A es semisimple si, y solo si, el dlgebra
opuesta A°? es semisimple. Esto nos dard que los médulos a derecha (es decir, los
A°P—modulos), son semisimples.

13]a teorfa desarrollada aqui puede extenderse a anillos, los anillos llamados semisimples, que no tienen
por qué ser dlgebras de dimensidn finita sobre un cuerpo. Dicha teoria requiere del desarrollo de las nociones
de mdédulo noetheriano y mddulo artiniano, que no son objeto de este curso
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Sea D una K—dlgebra de division de dimension finita, y A = M, (D) el
algebra de matrices de orden n con coeficientes en D. Queremos ver que A es semisimple.
Para ello, adoptamos la siguiente notacion. Para i, j € {1,...,n}, sea E;; € M, (D) la
matriz cuya entrada (i, j)—ésima es 1, y toda otra entrada es cero. Es evidente que {E;; :
1 <i,j <n} esunabase de A como D—espacio vectorial. Ademds, la multiplicacién en
M,,(D) estéd determinada por las reglas

Osij#k
ak;;bEy = J 7& ) , paratodo a,b € D
abE; si j=k
Es claro que {E}1,...,En,} es un CCIO para A (pero ninguno de estos idempotentes es

central).

Dado j € {1,...,n}, sea A el D-subespacio vectorial de A con base {E};,...,E;}.
Es facil comprobar que A; es un ideal a izquierda de A. De hecho, A; = AE;;. Veamos
que es simple, comprobando que estd generado por cualquiera de sus elementos no
nulos (ver Ejercicio 1.17). Sea 0 # a=aEy; +---+a,E,; € A}, entonces a; # 0 para
algin i. Por tanto, E;; = ai_lEj,-a,'Eij € Aa, luego Aa=AE;; =A;.

Por altimo, es facil verque A =A@ --- B A, luego A es semisimple.

= Ejercicio 1.41 Dada una K—dlgebra A, demostrar que la aplicacion p : A — End4 (A)°P
definida por p(a)(a') = d’a es un isomorfismo de K—algebras.

Profundicemos ahora en la estructura de las dlgebras de matrices con coeficientes en
algebras de divisién son semisimples.

Sea D un dlgebra de division finito-dimensional. Entonces A = M, (D)
es un algebra semisimple tal que todos los A—mddulos simples son isomorfos entre si.
De hecho, la estructura de A como A-mddulo semisimple es (X,n) con X tal que D =
End4 (X)?P. Ademads, el dlgebra opuesta A°P es isomorfa a M, (D°P), por lo que es también
semisimple con un Unico tipo de médulo simple.

Demostracion. Hemos visto que A es semisimple en el Ejemplo 1.16. Veamos que la
estructura de A, como A-mddulo, es (Aj,n). Para ello, basta con que mostremos un
isomorfismo de A-modulos f: Ay — A para cada j =2,...,n. Definamos

flaEn+--+anEn) = a1E1j+ - +ankEyj,

donde ay,...,a, € D. Se trata, obviamente, de un isomorfismo de D—espacios vectoriales.
El siguiente cdlculo muestra que f es un homomorfismo de A—mddulos:

F(QauEi) Y auEn) = f()awacEn) =
ik 7

ik

Y aiarEij = (Y aiEi) Y auEuj = (Y awEi) (Y auEu).
i ik m ik m

De modo que la estructura de A es (Aj,n).

En vista del Corolario 1.11.2, todo A—mdédulo simple es isomorfo a Aj.

Para demostrar la siguiente afirmacion, podemos tomar ¥ = A;. Consideramos la
aplicacion p : D — End4 (A1) que asigna a cada d € D la aplicaciéon D-lineal p(d)
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determinada'* por p(d)(E;;) = dE;;, para i = 1,...,n. Es facil ver que p es un homo-
morfismo inyectivo de K—algebras. Para ver que es sobreyectivo, observemos que, de
acuerdo con el Ejercicio 1.41, A es isomorfa como K—élgebra a Ends(A)°?. Por otra
parte, sabemos por la Proposicién 1.9.4 que End4(A) = M,,(End4(X)). De modo que
dimg(A) = n?>dimg (End4 (X)). Como, por otra parte. dimg M, (D) = n®> dimg (D), deduci-
mos que dimg (D) = dimg(End4 (X)), con lo que p ha de ser sobreyectivo.

La tdltima afirmacién se deja como ejercicio (ver Ejercicio 1.42). |

= Ejercicio 1.42 * Sea B un algebra. Demostrar que la aplicacion que asigna a cada matriz
su traspuesta da un isomorfismo de dlgebras M, (B)°? = M,,(B°?).

Nos dirigimos ahora a desentrafiar la estructura de las dlgebras semisimples con un sélo
tipo de simple. Necesitamos varios resultados que vamos desarrollando paulatinamente.

Si D es una K—élgebra de division, entonces Z(D) es un cuerpo. Ademas,
Z(M,(D)) es isomorfo a Z(D). Como consecuencia, el tinico idempotente central no nulo
de M,(D) es 1.

Demostracion. Si 0 # ¢ € Z(D), entonces, para todo d € D, tenemos que d = dec™ ! =
cdc™!. Por tanto, ¢ 'd = dc !, 1o que implica que cle Z(D). [ |

= Ejercicio 1.43 Sea ¢ : R — S un isomorfismo de K—élgebras, e 1,/ ideales a izquierda de
R. Demostrar que ¢ (1), ¢(J) son ideales a izquierda de S y que dado cualquier homomorfis-

mo de R—médulos f : I — J, la aplicacién f : ¢(I) — ¢@(J) definida por f(y) = o fo~1(y)
paray € @(I) es un homomorfismo de S—mdédulos.

Un élgebra A es semisimple con un sélo tipo de simple si, y sélo si,
A = M, (D) para D una K—élgebra de division de dimension finita. Ademas, n es tnico y
D es tnica salvo isomorfismo.

Demostracion. Si A = M,(D), entonces es semisimple con un sélo tipo de simple por la
Proposiciéon 1.11.3.

Reciprocamente, observemos que, por el Ejercicio 1.41, la aplicacién p : A — Enda (A)°P
definida por p(a)(d’) = d’a para todo a,d’ € A es un isomorfismo de K-élgebras. Si
(X,n) es la estructura de A como A-mddulo semisimple, entonces, por la Teorema 1.10.5,
Ends(A) = M,(A), donde A = End4 (X). Tomando D = A°?, obtenemos es isomorfismo de
algebras A = M, (D) (ver el Ejercicio 1.42).

Vayamos con la unicidad: supongamos que B = M,,,(D’) es una K—dlgebra de matrices
isomorfaa A, y sea @ : A — B un isomorfismo. Sabemos que

A=Re| D --DRe,,

para {ej,...,e,} un CCIO tal que todos los Ae; son simples y Ae; = Ae; para todos los
indices i, j. Claramente, {@(e1),...,@(e,)} es un CCIO para B.

Por otra parte, si f : Ae; — Ae; es un isomorfismo de A—-moédulos, entonces tene-
mos un isomorfismo de B—médulos f : Bo(e;) — Bo(e ;) por el Ejercicio 1.43. Es tam-
bién ficil ver que cada B@(e;) es un B—-mddulo simple. Asi que la estructura de B es

lesto €s, p(d) (Z?:l diEil) = Z?:l d;dE;;.
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(Bo(ey),n). Por la Proposicién 1.11.3, m = n y D' = Endg(B@(e1))°?. Pero la apli-
cacion Endg(Ae;) — Endp(B@(e;)) que lleva f : Aey — Aej en f: Bo(e;) — Bp(er)
(otra vez usamos el Ejercicio 1.43) es un isomorfismo de K—dlgebras. Asi que D' =

Endg(B¢(e1))?? = End4(Ae;)°? = D, lo que concluye la demostracion. |

Definicion 1.11.2 Una K—élgebra de dimensién finita semisimple con un sélo tipo de
simple se llamard simple.

Junto con el Teorema de Frobenius, la anterior proposicién nos permite deducir:

Corolario 1.11.6 Las dlgebras reales simples de dimension finita son, salvo isomorfis-
mos, M,(R),M,(C),M,(H) conn > 1.

Corolario 1.11.7 Las dlgebras complejas simples de dimension finita son, salvo iso-
morfismos, M,(C) conn > 1.

Nos disponemos ahora a clasificar las dlgebras semisimples. Comenzamos por un
ejercicio que usaremos seguidamente.

» Ejercicio 1.44 Sean Ry,...,R, K—dlgebras y R = R X --- X R,. Los ideales por la
izquierda de R son de la forma I} x --- X I,,, con [; ideal a izquierda de R; parai = 1,...,n.
Anéloga descripcion tienen los ideales de R.

— Wedderburn. Una K—élgebra de dimension finita A es semisimple
si, y solo si, es isomorfa a un dlgebra de la forma

My, (D1) X -+ X My, (D),

para Dy, ..., D, dlgebras de division de dimension finita sobre K.
Ademads, los parametros (Dy,ny),...,(D;,n;) estan determinados de manera tnica,
en el sentido de que si se tiene otro isomorfismo de K—dalgebras

A ngl(D/]> XKoo Xme(D;)’

con D,...,D) dlgebras de division, entonces s = ¢ y, tras eventual reordenacion, n; = m;
yD; = D/ paratodoi=1,...,1.

Demostracion. Veamos primero que R = M, (D) x --- x My, (D;) es un édlgebra semi-
simple de dimension finita, siempre que Di,...,D; sean algebras de division finito-
dimensionales. Para ello, tomemos un ideal a izquierda I de R, y demostremos que es
un sumando directo. Segun el Ejercicio 1.44, I = I} x --- x I, para I ideal izquierda de
M,;(D;) para j = 1,...,t. Como cada una de estas dlgebras es simple, I; ©J; = My, (D;)
para ciertos ideales izquierda J; < My, (Dj)con j=1,...t.Sitomo J =J; X --- X J;, es
facil ver que R = 1@ J. Ahora, si A = R, entonces se sigue facilmente que cada ideal
izquierda de A es un sumando directo, luego A es semisimple.

Reciprocamente, supongamos que A es un dlgebra semisimple y que su estructura
como A-mdédulo semisimple es (X1,ny),..., (X;,n;). Sabemos por el Teorema 1.10.5 que
End4(A) es isomorfa a R := M, (A1) X - -- X My, (A;) para A; = Ends (%), i = 1,...,t. Por
tanto, A = Endy (A)°P = My, (D) X -+ X My, (D), con D; = A?P parai=1,...,t.
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Para la unicidad, supongamos

R=M, (D) x---x My, (Dy),

S = My, (D)) x -+ x My, (D;),

y que hay un isomorfismo de dlgebras ¢ : R — S. Sea, paracada j=1,...,t,¢; €Rla
t—tupla que tiene O en todas sus componentes, salvo la j—€sima, que vale 1 € M, (D). Es
facil ver que {e1,..., e} es un CCIO centrales de R. Ademds, Re; = My, (D), isomorfismo
de dlgebras, para cada j = 1,...,t. Como, de acuerdo con el el Lema 1.11.4, Z(M,;(D;)) =
Z(Dj) es un cuerpo, deducimos que e; es indescomponible. Por tanto, {@(e1),...,¢(e)}

es el CCIO centrales indescomponibles de S. Asi, t = sy, tras eventual reordenacion,
M,;(Dj) = Re; = S¢(e;) = My, (D))
paracada j=1,...,t. Porel Teorema 1.11.5,nj =m;yD; =D/, para j=1,...,t. [ |

De la demostracion del Teorema de Wedderburn, extraemos la siguiente informacién
sobre el centro de un dlgebra semisimple.

Corolario 1.11.9 Si A es una dlgebra semisimple de dimension finita, entonces Z(A)
es un producto finito de cuerpos que son extensiones finitas de K. El ntimero de factores
que aparecen es igual que el nimero de A—mddulos simples no isomorfos que aparecen
en la estructura de A, o también el nimero de bloques matriciales que aparecen en la
estructura de A como producto de dlgebras de matrices.

Demostracion. Seguir atentamente la demostracion del Teorema 1.11.8, junto con el hecho
de que el centro de un producto de dlgebras es isomorfo al producto de los centros de los
factores. |

Corolario 1.11.10 Si A es un dlgebra semisimple de dimension finita, entonces A’ es
un 4lgebra semisimple.

Demostracion. Por el Teorema de Wedderburn, A es un producto de dlgebras de matrices
con coeficientes en dlgebras de division, lo que implica que A°P tiene una estructura similar,
cambiando las dlgebras de division por sus opuestas. El Teorema de Wedderburn nos da
ahora que A°P es semisimple. [

Corolario 1.11.11 — Molien. Un 4lgebra compleja A de dimension finita es semisim-
ple si, y solo si, es isomorfa a My, (C) x --- x M, (C). Los nimeros t y ny,...,n; son
Unicos y satisfacen la ecuacion

dimc(A) =n? 4 - +n?

= Ejercicio 1.45 * Sea A un dlgebra simple finito-dimensional. Demostrar que R = M,,(A)
es un algebra simple de dimension finita. Demostrar asimismo que si X es un A—médulo
simple y M es un R—mddulo simple, entonces Enda (X) y Endg (M) son dlgebras de divisién
isomorfas.
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= Ejercicio 1.46 Sea R un anillo y {ej,...,e,} un CCIO centrales de R. Sea S un R-
médulo simple. Demostrar que existe un tnico j € {1,...,m} tal que ¢;S # {0}. Deducir
que, para s € S, se tiene que e;s = sy e;s = 0 parai # j.



En esta segunda parte, vamos a aplicar la teoria desarrollada en la primera para dar
una introduccidn a la teoria de caracteres de un grupo finito. Supondremos conocidas
propiedades bdsicas de los grupos finitos, como las estudiadas en Algebra I1.

Representaciones lineales de grupos finitos y modulos

Sea G un grupo finito, K un cuerpo y V un K—espacio vectorial de dimension finita .
Sea GL(V) el conjunto de las aplicaciones lineales de V en V que son invertibles. Se trata
de un grupo con la operacién composicién de aplicaciones, de hecho, GL(V) es el grupo
de unidades de la K—dlgebra Endg (V). A pesar de que GL(V) no suele ser un grupo finito,
ha resultado histéricamente fructifero representar los elementos de G mediante elementos
de GL(V), ya que, para éste, las herramientas del Algebra Lineal estdn disponibles.

Definicion 2.1.1 Una representacion K—lineal de G es un homomorfismo de grupos IT:
G — GL(V). Llamaremos a V espacio de representacion y a n dimension (o grado) de la
representacion. Es ttil denotar usar la notacién (V,II) para designar a la representacion.

Es obvio que en la definicién de representacién no parece esencial que V sea de
dimension finita. No obstante, nosotros sélo consideraremos representaciones con
espacio de representacidn finito-dimensional.

Sea C, = {0,1,...,n— 1} con su estructura usual de grupo ciclico (o
sea, sumo y me quedo con el resto de dividir entre n). Consideremos la aplicacion
Xn : C, — C* definida por

xn(k) = 2¥T/M = cos2kr /n+ isin2k7 /n, keCy,
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que es un homomorfismo de grupos. Bajo la identificacién C* = GL(C), y,, da una
representacion compleja de C, de dimension 1. Geométricamente, estamos viendo C,
como el grupo de los giros de un poligono regular de n vértices, inserto en el plano
complejo, que es el espacio de representacion.

Para cada ¢ € H tal que ||¢||*> = g¢* = 1, consideremos la aplicacién
T,:V — V dada por T, (v) = gvq*, donde V es el subespacio vectorial real de H con
base {i,j,k}. Que 7, (v) € V paratodo v € V es consecuencia de que, segtin vimos en la
demostracién del Teorema 1.8.2,V = {a € H : a*> < 0}.

Por otra parte, resulta facil demostrar que 7, es R-lineal y que preserva la norma de
V, por lo que T, € O(V). De hecho, T, € SO(V) (es decir, es un giro), lo que no es tan
inmediato, pero no es demasiado dificil de ver. En cualquier caso, 7, € GL(V). Ademads
T,y =T,01T,, para todo p,q € H de norma 1.

Consideremos ahora Q = {+1, +i, +j, £k} que es un subgrupo multiplicativo de H*
con 8 elementos, llamado grupo cuaterniénico. Por todo lo discutido, 7 : Q — GL(V),
definida por T'(g) = T, para g € Q, proporciona una representacién real de Q de grado
(o dimensién) 3.

s Ejercicio 2.1 * Demostrar que 7, € SO(V) para todo cuaternio g de norma 1.

= Ejercicio 2.2 * Calcular explicitamente una representacion real no trivial de grado 2 del
grupo de permutaciones S3.

Es hora de conectar las representaciones de grupos con los médulos estudiados en la
primera parte. El artilugio que lo consigue es el dlgebra de grupo, descrita en la siguiente
definicion.

Definicién 2.1.2 Dado un grupo finito G y un cuerpo K, definimos el dlgebra de
grupo KG como sigue. Como K—espacio vectorial, KG tiene como base G, esto es,
los elementos de KG son combinaciones lineales formales de los elementos de G.
Explicitamente,
KG={) MAg:2€K}
geG

La suma de vectores y la accién de los escalares sobre ellos vienen dadas, pues, por

(X A8)+ () Heg) = Y (Agthglg, @) Ag) =} (aho)s,

geG geG geG geG geG

para o/, Ag, lig € K.

Normalmente, los paréntesis no imprescindibles no se escriben. La multiplicacién
de KG es la aplicacion K-bilineal que, sobre los vectores de la base, esto es, sobre los
elementos de G, coincide con la multiplicacién de G. Explicitamente,

(Y A0) (Y, nh) =Y Agungh

geiG heG h,geG

» Ejercicio 2.3 Comprobar que la multiplicacion definida sobre KG es asociativa. Su
elemento neutro es le, donde e es el elemento neutro de G.
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Normalmente, escribimos g en lugar de 1g para cada g € G. En particular, e es el
uno de KG. Pero también se usa la notacién 1 para el uno de KG. Asi, el uso de las
identidades 1 = le = e es muy extendido, ya que estd justificado por el modo de
operar en KG como K—algebra que es'.

Sea V un K—espacio vectorial y G un grupo finito. La aplicacién que
asigna a cada homomorfismo de K—dlgebras IT: KG — Endg (V) su restricciéon IT: G —
GL(V) es una biyeccion sobre el conjunto de las representaciones K-lineales de G con
espacio de representacion V. Asi, las representaciones K—lineales de G con espacio de
representacion V, y las estructuras de KG-mddulo sobre V estdn en correspondencia
biyectiva.

Demostracion. Sabemos que las aplicaciones K-lineales de KG en Endk (V) estdn en
correspondencia biyectiva con las aplicaciones de G en Endg(V'), ya que G es una base de
KG. Puesto que cada elemento de G es una unidad en KG, I1(g) es una unidad de Endg (V),
esto es, un elemento de GL(V'). Como I1 es multiplicativa, es claro que su restriccién a G
da un homomorfismo de grupos. Por ttimo, es facil ver que cada homomorfismo de grupos
de G en GL(V) determina una aplicacién lineal KG — Endg (V') que es multiplicativa, por
la forma en que hemos definido el producto de G. [ |

La Proposicién 2.1.1 permite trasladar nociones cldsicas en el dmbito de las representa-
ciones al formalismo de médulos. La primera es la de subespacio invariante.

Definicion 2.1.3 Sea (V,II) una representacién K-lineal de un grupo finito G. Un
subespacio vectorial W <V se dice I[I-invariante si I1(g)(W) < W para todo g € G.
Equivalentemente, W es un KG—submddulo de V.

= Ejercicio 2.4 Calcular todos los subespacios invariantes para la representacion de Q del
Ejemplo 2.2.

= Ejercicio 2.5 Calcular todos los subespacios invariantes para la representacion de S3 del
Ejercicio 2.2.

Definicion 2.1.4 Una representacién K-lineal de un grupo finito G se dice irreducible
si su espacio de representacion es no nulo y sus tinicos subespacios invariantes son {0}
y el total. Equivalentemente, el KG—mddulo correspondiente es simple.

La representacion compleja de C,, dada en el Ejemplo 2.1 es irreducible,
obviamente.

Representaciones completamente reducibles.
Teorema de Maschke.

Vamos a demostrar que, si el cuerpo K es adecuado, entonces cualquier espacio de
representacion de un grupo finito G se descompone como suma directa de subespacios
invariantes irreducibles. Por |G| denotaremos el orden de G, es decir, su cardinal como
conjunto.

!Concretamente, el homomorfismo de anillos K — KG que lleva « € K en ae es el que dota a KG de
estructura de K—4lgebra
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Definicion 2.2.1 Una representaciéon K-lineal (V,II) de un grupo finito G se dice com-
pletamente reducible si, o bien V = {0}, o V es suma directa de subespacios invariantes
irreducibles. Equivalentemente, el KG-moddulo correspondiente es semisimple.

— Maschke. Sea G un grupo finito y K un cuerpo cuya caracteristica
no divide al orden de G. Entonces toda representacion K-lineal de G es completamente
reducible. En otras palabras, KG es un dlgebra semisimple.

Demostracion. Vamos a demostrar primero que, si M, N son KG-médulos,y f: M — N
es una aplicacién K-lineal, entonces la aplicaciéon f : M — N definida por

Y gf(gyv), (vem)

geG

s |Gr

es un homomorfismo de KG-mddulos. Observemos que |G| # 0 en K, ya que la caracteris-
tica de K no divide a |G|. Es facil comprobar que f es K-lineal. De aqui, serd KG-lineal en
cuanto demostremos que f(hv) = hf(v) para todo h € Gy todo v € M. Esto se comprueba
en el siguiente cdlculo:

/’l E E hh™ lh =
V | 3’ 5 gf |G‘ ge gf V)
h™ lh k
|G| g; gf V |G| k; f ( )

donde, en la penultima igualdad, hemos usado que la aplicacion de G en G dada por
g+ k =h"'g es una biyeccién.

Supongamos ahora un KG—médulo V 'y W <V un KG-submédulo. Hemos de demos-
trar que W es un sumando directo de V como KG—submddulo. Para ello, consideremos la
proyeccién canénica w: V — V /W,y tomemos @ : V /W — V una aplicacién K-lineal tal
que To @ = idy /W (esto se hace con ayuda de un complemento de W en V como K—espacio
vectorial). Sea ¢ : V /W — V la aplicacién K G-lineal construida segtin hemos visto a partir
de @. Dado x € V /W, realizamos en siguiente célculo:

-1 -1

geG geG geG

Asique wo @ = idy )y .

Pongamos U = Im@, que es un KG—submdédulo de V isomorfo a V /W (ya que @ es
obviamente inyectiva). Si v € WNU, entonces v = ¢(x) para algin x € V/W. Pero, con
esto, 0 = w(v) = m(P(x)) = x, lo que implica que v = @(x) = 0. Luego WNU = {0}.
Como dimg U = dimg V /W = dimg V — dimg W, concluimos que V=W @ U.

Hemos demostrado, pues, que todo KG—submddulo de V' es un sumando directo, como
queriamos. |

La siguiente es una terminologia cldsica para representaciones lineales de grupos.
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Definicion 2.2.2 Dos representaciones K—lineales de un grupo G se llaman equivalen-
tes si los KG—modulos correspondientes son isomorfos.

Supongamos que la caracteristica de K no divide al orden de G. Segtn el Teorema de
Maschke, KG es un dlgebra semisimple. Traduzcamos al lenguaje de representaciones lo
que conocemos sobre K G-modulos.

Bien, la propia algebra KG da una representacion llamada representacion regular K—
lineal de G, y la denotamos por p,.¢. Por el Corolario 1.11.2, hay, salvo equivalencias, un ni-
mero finito de representaciones K-lineales irreducibles de G, digamos (Vi,p1),...,(Vi,pr).
La representacion regular p,., es equivalente, por el Corolario 1.11.2, a una suma directa
de estas representaciones irreducibles (entendemos suma directa de representaciones a la
representacion dada por la suma directa de los médulos correspondientes). Brevemente,
diremos que Py, €s equivalente a p' &--- @& p;", donde cada n; denota en nimero de copias
del médulo simple correspondiente a (V;, p;) en la descomposicion de KG como suma
directa de simples. Aplicando estas ideas a cualquier representacion (V, p), obtenemos que

prTl@...@ptmf 2.1)

para ciertos m; > 0. A m; se le llama multiplicidad de p; en p, bien entendido que si m; = 0,
entonces p; no aparece en la descomposicién (2.1). Estas multiplicidades determinan p
salvo equivalencias, como consecuencia de la Proposicion 1.10.4. Si m; > 1, diremos que
pi €s una constituyente de p.

Por otra parte, el Teorema de Wedderburn nos da que KG es una K—4lgebra isomorfa a
M,,(Dy) X -+ X My,(Dy), donde Dy, ...,D; nos dlgebras de divisién de dimensioén finita
sobre K. Pongamos d; = dimg (D;) parai=1,...,t.

Supongamos que la caracteristica de K no divide a |G|. Sean

(V17p1>7"'7<vlvpt)

las representaciones K-lineales irreducibles de G, y supongamos que #n; es la multiplicidad
de p; en la representacion regular, parai = 1,...,¢. Entonces dimg V; = djn; parai=1,... t.
Ademds, |G| = dn? + - +dn?.

Demostracion. Enla descomposicion de Wedderburn de KG como producto de dlgebras de
matrices, el mdédulo correspondiente a (V;, p;) aparece como el ideal a izquierda de M, (D;)
dado por las “matrices primera columna". En tanto que K—espacio vectorial tenemos, pues,
que V; es isomorfo a la suma directa de n; copias de D;, de donde dimg(V;) = n;d;. La
segunda igualdad se deduce inmediatamente del Teorema de Wedderburn. [

Corolario 2.2.3 Sean (Vy,p1),...,(V:, p;) las representaciones irreducibles complejas
de G, con multiplicidades (n,...,n,) en la representacion regular. Entonces dim¢ V; =
niparai=1,...,ty |G| =ni+-- +n’.

s Ejercicio 2.6 Deducir del Corolario 2.2.3 cudntas representaciones irreducibles comple-
jas no equivalentes tiene S3, y cudles son sus dimensiones. Calcularlas explicitamente.

= Ejercicio 2.7 Deducir del Corolario 2.2.3 cudntas representaciones irreducibles comple-
jas no equivalentes tiene Q, y cudles son sus dimensiones. Calcularlas explitamente.
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Continuemos extrayendo informacion sobre las representaciones irreducibles de un
grupo a partir del dlgebra de grupo. Concretamente, vamos a ver que existe una estrecha
relacion entre las clases de conjugacion del grupo finito y sus representaciones irreducibles.

Sean 41,...,%, las clases de conjugacion de G. Entonces
dimg Z(KG) = .

Demostracion. Fijemos, paracadai=1,...,r, g; € ¢; un representante de la clase de con-
jugacion. Sic = Y. ,c A¢8 € Z(KG), entonces, para cada h € G, tenemos que hY e Agg =
(Xecc Agg)h o, equivalentemente,

Y Aghgh™' =Y Ag.
geG geG

Observemos que la aplicacién g — hgh~! es una biyeccion, por lo que podemos reescribir
la anterior igualdad como
Z Ah_lghg = Z )ng

geG geG

Igualando coeficientes, A1 eh = lg para todo & € G. Por tanto, los coeficientes ng son
constantes sobre las clases de conjugacion. Asi, si ponemos ¢; = Y ,c¢; § para cada i =

1,...,r, tenemos que ¢ = Y.\, Ag,ci, y que cy,...,c, son, evidentemente, K—linealmente
independientes. Es claro, por otra parte, que ¢; € Z(KG) paratodoi=1,...,r. Por tanto,
{c1,...,¢,} es una K-base de Z(KG), lo que concluye la prueba. [

Corolario 2.2.5 El numero de clases de conjugacion de G coincide con el ntimero de
representaciones irreducibles complejas de G.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.4, si r es el nimero de clases de conjugacién de G,
entonces r = dimgc Z(CG). Por otra parte, por el Corolario 1.11.11, tenemos Z(CG) = C',
donde 7 es el nimero de médulos simples no isomorfos sobre CG. Asi que r =t¢, que es lo
afirmado en el enunciado. |

Recordemos? que cada elemento del grupo simétrico S,, se descompone
de manera unica, salvo orden de los factores, como producto de ciclos disjuntos. Por
otra parte, dos permutaciones en S, son conjugadas si, y s6lo si, sus descomposiciones
como producto de ciclos disjuntos tienen la misma estructura. Asi, el nimero de clases
de conjugacién de S, coincide con el nimero de particiones de n, esto es, las formas de
descomponer n como suma de naturales (no nulos).

Por ejemplo, para S3 tenemos que 3 = 1+ 1 + 1, que corresponde claramente a
la clase de conjugacién CI((1)) = {(1)}, 3 =2+ 1, que corresponde a la clase de
conjugacion CI((1,2)) = {(12),(13),(2,3)}, y 3 = 3, para la clase de conjugacién
CI((123)) = {(123),(132)}.

Para S, tenemos las clases cinco clases de conjugacion

CI((1)),CI((12)),C1((123)),CL((1234)),CI((12)(34)).
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Por tanto, S4 tiene 5 representaciones irreducibles complejas.

aDe Algebra II

= Ejercicio 2.8 Sea H un subgrupo normal de Gy w : G — G/H la proyeccién candnica.
Demostrar que (V,p) es una representacion irreducible de G/H si, y sélo si, (V,px) es
una representacion irreducible de G.

Caracteres

Aunque parte de la teoria de caracteres (definiciones mds abajo) puede desarrollarse
sobre un cuerpo general, los resultados cldsicos se obtienen para caracteres complejos. A
partir de este momento, trabajaremos con representaciones complejas. Seguimos denotando
por G a un grupo finito.

Definicién 2.3.1 Sea (V, p) una representacion compleja de G. La aplicacién x, : G —
C definida por ¥, (g) =tr(p(g)) para g € G se llama cardcter complejo proporcionado
por p. Cuando p es irreducible, diremos que el caracter x, es irreducible. El grado
del cardcter x, es el grado de p, esto es, la dimension de V' como espacio vectorial
complejo. Se denotara por deg x,.

Dos representaciones complejas equivalentes de G proporcionan el mismo
caracter.

Demostracion. Sean (V,p), (W, ) representaciones complejas de G,y T : V — W un
isomorfismo de CG-mdédulos. Entonces, para cada g € G, tenemos que Tp(g) = 7(g)7,
para todo g € G. Estoes, p(g) = T~ '7m(g)T, lo que implica que

trp(g) =T~ 'm(g)T = trm(g),
paratodo g € G. [ |

Uno de los objetivos que perseguimos es demostrar que dos representaciones complejas
que proporcionan el mismo caracter han de ser equivalentes.

Sea G un grupo finito, g € Gy m > 1 tal que g” = 1. Consideremos
una representacién compleja (V,p) de grado n de G. Entonces existen raices m—€simas
de la unidad @y, ..., ®, € C (pueden repetirse) tales que p(g) diagonaliza completamente
con valores propios @y, ..., ®,. Como consecuencia,

Ap(8) = @1+ + oy,

Xp(gil) :m-

Demostracion. El endomorfismo C-lineal p(g) : V — V verifica que p(g)”" = p(g") =
p(1) = idy, asi que su polinomio minimo p(X) en C[X] es un divisor de X" — 1. Por
tanto, todas las raices complejas de p(X) son simples, y p(X) factoriza en C[X] como un
producto de factores lineales distintos>. Eso significa, por el Teorema Chino del Resto,

2El resto del argumento persigue demostrar que p(g) es diagonalizable, con valores propios dados por
raices de p(X). Esto es inmediato para los alumnos que hayan estudiado Algebra Lineal a nivel de un grado
estdndar en Matemadticas, como se hace en muchas universidades. Aqui damos un argumento alternativo para
los alumnos cuya formacién en este campo resulte insuficiente.
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que el anillo B := C[X]/(p(X)) es isomorfo a un producto directo finito de copias de C.
En otras palabras, B es un dlgebra compleja conmutativa semisimple, y cada B—mdédulo
simple ha de tener dimensién 1 como C—espacio vectorial. Por tanto, el B—-mddulo V
proporcionado por la accién de p(g) es semisimple y, asi, V =V, & ---®V,, donde V; es
un B—submodulo de dimension 1 sobre C.

Si v; € V; es no nulo, entonces p(g)(vi) = Xv; = w;v;, para cierto ®; € C. Ademas,
vi =p(g)"(vi) = ®"v;, de donde cada w; es una raiz m—ésima de la unidad. Esto significa

que el endomorfismo p(g) es diagonalizable y sus valores propios son @y, ..., @,.
Por tltimo, p(g~!) = p(g)~!, por lo que p(g~') es diagonalizable con valores propios
@1, ..., ®,. Por tanto, ¥, (g~!) = xp(g)- |

Sea G un grupo finito y (V, p) una representaciéon compleja de G. Dado
g€ G,ym>1tal que g" =1, se tiene que

1xp(g)] < degxp.

Ademds, |xp(g)| = degyp si, y solo si, p(g) =  idy, para @ una raiz m—€sima de la
unidad. En particular, x,(g) = deg ) si, y sélo si, p(g) = idy.

Demostracion. Segtin la Proposicion 2.3.2, x,(g) = Y1, 0, paran=degxp y O1,...,0, €
C raices m—ésimas de la unidad. La desigualdad triangular da entonces

20()=1)Y @ <Y || =n (2.2)
i=1 i=1

Ademds, se da la igualdad en (2.2) si, y sélo si, @y, ..., ®, son miltiplos positivos reales
unos de otros. Estando todos sobre la circunferencia de radio 1, esto sélo es posible si son
iguales. Segtin la Proposicién 2.3.2, esto es equivalente a tener p(g) = o idy para o el
valor comun de todos los ®;. [ |

Definicion 2.3.2 Dado un cardcter complejo y de G, definimos
Kery ={g€G:x(g)=x(1)}.

Corolario 2.3.4 Si ) es un caricter complejo de G, entonces Ker) es un subgrupo
normal de G.

Demostracion. Tenemos que ¥ = Xp para una representacion p de G. Ademds, deg y =
x(1). Por la Proposicién 2.3.3, Kery, = Kerp, que es un subgrupo normal de G, ya que p
es un homomorfismo de grupos. |

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacion. Dada una representacién (V, p) de G,
por p : CG — End¢ (V) denotaremos su estructura de CG-médulo correspondiente. Por
otra parte, si X, es el cardcter complejo proporcionado por p, entonces denotaremos por
Zp : CG — C ala forma lineal determinada por x, : G — C.

» Ejercicio 2.9 Demostrar que, para todo a € CG, se tiene que xp(a) = trp(a).
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Recordemos que, por el Teorema de Maschke, A = CG es un dlgebra semisimple
compleja y que, si {eq,...,e;} es un CCIO centrales indescomponibles, entonces A =
Ae; @ --- B Ae;, donde cada Ae; es, como dlgebra, isomorfa a un dlgebra de matrices
M, (C). La segunda afirmacion viene garantizada por el Teorema de Wedderburn-Molien,
que viene siendo onmipresente.

Ademas, en tanto que A—mddulo, Ae; es suma de n; submddulos simples isomorfos entre
si, cada uno de ellos de dimension exactamente n;. Estos A—mddulos simples dan (salvo
equivalencias) el conjunto de representaciones complejas (Vy,p1), ..., (V;, p;). Observemos
que, dado j, siv; € V;, tenemos que e;jv; = v; y e;v; = 0 si i # j (ver Ejercicio 1.46).

Los caracteres de las representaciones

(Vlapl)v"'a(vlapt)a

que denotaremos por
%11 s 7%17

son llamados caracteres irreducibles complejos de G, y jugardan un papel prominente.
Recordemos, por tltimo, que ¢ coincide con el nimero de clases de conjugacion de G, ver
Corolario 2.2.5. Observemos que n; = dim¢ V; = x;(1) parai = 1,... 1.

Supongamos que (W, ) es una representacionde G,y que W =W; @ --- W,
como CG—médulos. Denotemos por 7; la representacion dada por el CG-mdédulo W;.
Entonces

%7[ :%751 +.”+x7tm'

Demostracion. Sitomamos una base B; de cada W;, entonces B = B; U---UB,, es una base
de W. Dado g € G, la matriz de (g) con respecto de B es una matriz diagonal por bloques,
siendo éstos las matrices de 7;(g) con respecto de B;. De donde se sigue el resultado. W

El CG-médulo regular da una representacion de G, llamada representacion regular,
cuyo cardcter, que denotaremos por Y., se llama cardcter regular.
|G|, sig=1

1. re -
pé g(g) {0, Sig#l
2. Xreg=X1(W)x1+--+x:(1) s

Demostracion. 1. Basta con que pensemos que la representacion regular p,., transforma
cada g € G en el endomorfismo P (g) : CG — CG que multiplica cada elemento de la
base G por g. De modo que, salvo si g = 1, pr,(g) permuta todos los elementos de G sin
dejar uno invariante. La matriz de p,.¢(g) tendrd, pues, s6lo ceros en su diagonal principal.
Para g = 1, pree(1) = idc.

2. Se sigue del Teorema de Wedderburn, junto con el Lema 2.3.5. |

Sea {ey,...,e} el CCIO centrales indescomponibles de CG. Entonces,
paracadai=1,...,¢t,
1 -
el Y xi(Dxi(e)g

geiG

€
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Demostracion. Pongamos e; =Y, 0 g, y tratemos de calcular los coeficientes a, € C.
Dado g € G, tenemos que ;g = ¥c; 0,hg !, De donde

%reg(eig_l) = Z ah%(hg_l) = ag|G’7
heG

donde, en la ultima igualdad, hemos usado el apartado 1 del Lema 2.3.6. Su apartado
segundo da

|Gl = 1 ()71 (eig™ )+ + x(1) X (eig™")
Por el Ejercicio 2.9, tenemos que
Xi(eig ") =tr(pjleig™")).

Recordemos que pj(eig™!)(vj) = eig™'v; = g lev; paratodo v; € V;. Asi, si j # i, tene-
mos que g‘lel—Vj = 0, en tanto que g‘le,-Vj = g‘lvj si j = i. Por tanto,

~, 0, si j#i
pileg ) =4 " _ T
’ {Pi(g ) osij=i

Tomando trazas,

~ _ 0,81 j#1i
Xj(eig 1):{ J7£

xi(g™!), sij=i
Por tanto,
|Gl = xi(1)xi(s™"),
de donde
o= — Y u()us.
Gl ¢t

Las identidades demostradas en el siguiente teorema se llaman relaciones de ortogona-
lidad.

Sean Y1,..., X: los caracteres irreducibles complejos de un grupo finito
G. Entonces, parai=1,...,ft,
Y xi(@)xi(g) =0, sii#j, (2.3)
geG
Y 2
) %I =1Gl. (24)
geiG
Demostracion. Con la notacion de la Proposicion 2.3.7, tenemos, para i, j = 1,... .,
1
e = 1Gp Y., x(1)xi()x;(1)x;(h)gh. (2.5)

g,heG
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Pero eje; = o; jei, donde 0; j es la delta de Kronecker. De nuevo por la Proposicion 2.3.7,

jel = %l (2.6)
o ] L4

Igualando los coeficientes de 1 € G en (2.5) y (2.6), obtenemos

xi(g =&xi(1),
|G| ggG ) J ( )
de donde
Z Xi(8 = 8;j|G|xi(1).
geG

Si i # j, obtenemos (2.3), ya que x;(1) # 0, en tanto que si i = j, deducimos (2.4)
simplificando x;(1). |

= Ejercicio 2.10 Demostrar que todo cardcter de un grupo finito G es constante sobre cada
clase de conjugacién de G.

La tabla de caracteres

Sea G un grupo finito, con clases de conjugacion 47, ...,%;. Sean x1,..., X; los carac-
teres irreducibles complejos de G. Sabemos que dichos caracteres son constantes sobre las
clases de conjugacion de G. Concretamente, si para cada i = 1,...,¢ llamamos y;; al valor
de y; sobre ¢, para j = 1,...,t, entonces estos valores determinan completamente ;.
Podemos construir la matriz de caracteres X = (¥;;) que describe de manera compacta los
caracteres irreducibles complejos de G. Esta informacién se presenta usualmente mediante
la tabla de caracteres:

hy - Ny
G|l¢€ - %
Xt | X - Xu
Xt | Xen 0 Xn
donde A; es el cardinal de %; parai = 1,...,t. Es frecuente escribir en la tabla de caracteres

un elemento de %; como etiqueta de la propia clase de conjugacion.

= Ejercicio 2.11 Calcular la tabla de caracteres del grupo ciclico Cy.

— Frobenius. Sean %7,...,%; las clases de conjugacion de un grupo fi-
nito G, y pongamos h; = i=1,...,t.Sean x1,..., X los caracteres irreducibles
de G, y sea x;; el valor que toma y; sobre la clase de conjugacién ¢, parai,j=1,...,t.

Entonces
1. Y mXixxjk = 0;j|G|, paratodo i, j=1,... ¢
2. Yo XijXik = |h ‘5Jk, paratodo j,k=1,...,t
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Demostracion. El conjunto de igualdades del primer apartado se deduce facilmente del
Teorema 2.3.8.

Para demostrar el segundo apartado, tomemos las matrices X = (y;;) y H = diag(hy,...,h;).
Las igualdades de la afirmacién 1 se escriben entonces como

XHXT = |G|L.

De modo que la matriz inversa de X7 es |G|~'XH. Por tanto, |G| "' X" XH = I,. De donde
XX = |GlH ™.

La anterior igualdad de matrices es equivalente a la afirmacién 2. [

Vamos a calcular la tabla de caracteres de S3. Las clases de conjugacion de
S tienen como representantes (1), (12), (123), cuyos cardinales son 1, 3 y 2, respectiva-
mente. Por tanto, S3 tiene tres caracteres complejos irreducibles, llamémosle x1, x2, X3-
Como es costumbre, y; sera el caracter trivial, correspondiente a la representacion
irreducible trivial, que manda todo elemento de S3 al nimero complejo 1. Esto completa
la primera fila de la tabla de caracteres.
La segunda fila estd proporcionada por la representacion irreducible que asigna
a cada permutacion su signatura. Para la dltima fila, notemos primero que x3(1) ha
de ser la dimensién de la representacion irreducible restante, y ha de verificarse que
1+1+ 95321 = 6. Por tanto, )31 = 2. Por ultimo, de la relaciones de ortogonalidad entre
la fila tercera, y la primera y segunda, respectivamente, obtenemos las ecuaciones

24+3x32+2x33 = 0
2—-3x2+2x33 = 0,

cuya solucion simultdnea completa la tercera fila de la tabla de caracteres de S3.

1 3 2
S3 | (1) (12) (123)
|l 1 1 1
wnl 1 -1 1
»l2 0 -

Queremos calcular la tabla de caracteres de S4. De nuevo comenzamos
con la descripcion de sus clases de conjugacion, y sus tamaifios, consignados en la tabla
de caracteres parcialmente llena mds abajo.

La primera fila en la misma corresponde el carécter trivial, en tanto que la segunda
se construye a partir del caracter irreducible dado por la representacion que asigna a
cada permutacion su signo.

Para el cardcter 3 nos vamos a apoyar en el Ejercicio 2.8. Para ello, consideremos
el subgrupo V = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} de S4. Como V es uni6én de dos
clases de conjugacion de Sy, deducimos que se trata de un subgrupo normal de Sy.
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Ahora consideremos el homomorfismo de grupos dado por la composicion
S5 ——= 84— S4/V,

donde 7 es la proyeccidn canénica, € 1 es el encaje de S3 como las permutaciones de
S4 que dejan fijo el simbolo 4. El nicleo de 7wt es S3NV = {(1)}, luego 7t es una
aplicacion inyectiva. Como tanto S3 como S4/V tienen 6 elementos, deducimos que 71
es biyectiva y, asi, es un isomorfismo de grupos. La representacién irreducible de grado
2 de S3, llamémosla p, proporciona, en virtud del Ejercicio 2.8, una representacion
irreducible de Sy, y, por tanto, el cardcter y3. Calculemos formalmente y3((1234)) con
esta idea:

23((1234)) = tr(p(m1) ™' m(1234)) =
tr(p () ~1)((13)(12) 34)V))) = tr(p(m1) = )((13)V)) = tr(p(13)) =0,

donde la ultima igualdad viene de la tabla de caracteres de S3. Fij€émonos que el anterior
célculo consiste, a fin de cuentas, en calcular la preimagen de (1234)V en S3 y aplicarle
el cardcter correspondiente de S3. Con este procedimiento, completamos los valores de
3. En este momento, la tabla de caracteres puede ser escrita como

1 6 8 3 6
Sq | (1) (12) (123) (12)(34) (1234)
ol 1 1 1 1 1
»n| 1 -1 1 1 1l
»l2 0 -1 2 0
Xa| 3 x y z t
%5 3 xl yl Z/ l/

donde x,y,z,t y x',y,Z/,t’ son valores por determinar. Observemos que si n,m son los
grados de x4 y x5, entonces 24 = 1 + 1 +4 4 n? + m?, de donde n = m = 3, tal como
refleja la tabla anterior.

Las relaciones de ortogonalidad por filas (Teorema 2.4.1.1) de )4 con respecto de
las tres primeras filas proporcionan ecuaciones idénticas a las andlogas de ys. Esto es,
X,y,2,t son soluciones del mismo sistema de ecuaciones que x’,y’,7’,¢". Este sistema es

34+6x+8y+3z+6t = 0
3—6x+8y+3z—6t = 0
6 —8y+6z =0

Tras resolverlo, vemos que su soluciénes y =0,z = —1,¢t = —x.

Por otra parte, deducimos de la Proposicién 2.3.2 que, puesto que (12)> = (1),
x = 3(12) es suma de tres raices cuadradas de 1. Luego x € {—3,—1,1,3}. Por ultimo,
en virtud de nuevo de Teorema 2.4.1.1, obtenemos*

9+ 6x% + 8y* 4 32% 4 61 = 24.
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Por tanto, x = 1 o x = —1. La discusién previa implica que dichas soluciones proporcio-
nan los valores restantes de los caracteres X4 y X5, con lo que completamos la tabla de
caracteres de Sy:

1 6 8 3 6
Sq | (1) (12) (123) (12)(34) (1234)
nl 11 1 1 1
wnl 1 -1 1 1 —1
B2 0 -1 2 0
X4 3 1 0 —1 —1
213 -1 0 ~1 1

“sabemos que X = x

= Ejercicio 2.12 * Calcular razonadamente la tabla de caracteres del grupo Q definido en
el Ejemplo 2.2.

= Ejercicio 2.13 Los caracteres irreducibles de S4 proporcionan, por restriccion, algunos
caracteres de A4. Describir estos caracteres. ;Son irreducibles?

= Ejercicio 2.14 * Calcular razonadamente la tabla de caracteres del grupo diédrico Dy.

= Ejercicio 2.15 ** Calcular razonadamente la tabla de caracteres del grupo diédrico D,,,
paran > 2.

= Ejercicio 2.16 Sea G un grupo abeliano finito, y sea G el conjunto de los caracteres
complejos irreducibles de G. Demostrar que el producto inducido por el de nimeros
complejos dota a G de estructura de grupo.

» Ejercicio 2.17 ** Sea G un grupo abeliano finito, y Gel grupo definido en el Ejercicio
2.16. Demostrar que existe un isomorfismo de grupos G = G.

Veamos, como aplicacion, que los subgrupos normales de G se pueden describir a partir
de la tabla de caracteres de G. El resultado que permite esto es el siguiente. Denotamos
por Irr(G) = {x1,...,X:} el conjunto de los caracteres irreducibles de G.

Los subgrupos normales de G son de la forma (), cr Kery, paral’ C
Irr(G).

Demostracion. Comprobemos primero que (\,¢/,(g) Kery = {1}. Sabemos que Jyeq =
my1+---+mx. Sixi(g) = xi(l) paratodoi=1,...,t, entonces

Xreg(8) =mix1(8) + - +nx(g) =nmxi(1) +---+n (1) = [Gl,

de donde g = 1, por el Lema 2.3.6.

Por el Corolario 2.3.4, cada Kery es un subgrupo normal de G, lo que demuestra que
si ' C Irr(G), entonces (), Kery es un subgrupo normal de G. Tenemos que demostrar,
pues, que todo subgrupo normal N de G es de esta forma. Cada caracter en Irr(G/N) da
lugar a un cardcter } en Irr(G) tal que N C Kery. Identificamos asi Irr(G/N) con un
subconjunto I" de Irr(G). Por lo demostrado previamente,

N/N= () Kero,
oelrr(G/N)
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luego

N = ﬂ Kery.
x€l

Funciones de Clase.

Consideremos el espacio vectorial complejo CY cuyos elementos son las aplicaciones
¢ : G — C. En este espacio vectorial de dimension |G| definimos el producto interno

(@, 9) = é Y o(9)v(g).

geiG

Una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.8 es que los caracteres irreducibles
{x1,...,%} de G forman un conjunto ortonormal de vectores en C®. Si G es abeliano,
entonces tiene tantas clases de conjugacién como elementos, es decir, t = |G|, y, por
tanto, los caracteres irreducibles forman una base ortonormal de C¢. Si G no es abeliano,
los caracteres irreducibles s6lo generan un subespacio de C©. A fin de describir dicho
subespacio, introducimos la siguiente terminologia: una funcion de clase de G es una
aplicacion ¢ : G — C que es constante sobre cada clase de conjugacién de G. El conjunto

de todas las funciones de clase, denotado por % (G), es un subespacio vectorial complejo
de CO.

Los caracteres irreducibles Irr(G) = {x1,..., X: } constituyen una base
ortonormal de € (G).

Demostracion. De lo expuesto en el parrafo que precede al enunciado, deducimos que

basta con demostrar que €’ (G) tiene, exactamente, dimension ¢. Sean %7, ..., %; las clases
de conjugacion de G. Paracadai=1,...,¢, definimos la funcién de clase
0(2) lsige%;

i\8) = .

’ 0sig¢ e
Es claro que el conjunto {¢y,...,;} es linealmente independiente, y es bastante facil
ver que cualquier funcion de clase se escribe como combinacién lineal de ¢y, ..., ¢;. Por
tanto, { @y, ..., } es una base de €’ (G), con lo que la dimensién de este espacio vectorial
complejo es 7. |

La interpretacion proporcionada por la Proposicion 2.5.1 de las relaciones de ortogona-
lidad tiene la siguiente consecuencia relevante.

Dos representaciones complejas de G son equivalentes si, y s6lo si,
proporcionan el mismo cardcter.

Demostracion. Sabemos, por el Lema 2.3.1, que representaciones equivalentes proporcio-
nan el mismo cardcter, asi que nos concentramos en demostrar que el caricter proporciona-
do por una representacion dada la determina salvo equivalencias.

Sea, pues, p, una representacion compleja de G. Usando la correspondencia entre
representaciones de G y CG-médulos, vemos que, salvo equivalencia, p = pi"' &--- @ p;™,
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donde py,...,p; son las representaciones irreducibles de G que fijamos en su momento, y
my,...,m; son las multiplicidades de p. De aqui,

Xp =M1+ +m ).

Puesto que {¥1,...,X:} es una base ortonormal de ¢’ (G), obtenemos que m; = (X, Xp)
para todo i = 1,...,z. Por tanto, x, determina las multiplicidades y éstas determinan p
salvo equivalencia. |

Usando la notacién de la demostracion del Teorema 2.5.2, tenemos que (Xp, Xp) =

m% + -+ +m?. Deducimos que Xp es irreducible si, y sdlo si, tiene longitud 1 como
vector de € (G).

= Ejercicio 2.18 Sea G un grupo finito y g € G. Demostrar que g es conjugado con g~ ! si,
y sblo si, x(g) € R para todo caracter complejo irreducible y de G.

Vamos a comenzar el cdlculo de la tabla de caracteres del grupo alternado
As. Tenemos, desde luego, el cardcter trivial };. Veremos que podemos usar el producto
interno en el espacio de las funciones de clase % (As) para calcular un segundo caricter
irreducible.

Antes, describamos las clases de conjugacion de As. Vamos a tener en cuenta las
siguientes observaciones, para sacar partido de que disponemos de una descripcion
bastante explicita de las clases de conjugacion de Ss.

= Como As es un subgrupo normal de S5, tenemos que As es union de algunas

clases de conjugacion de Ss.

= Cada clase de conjugacion de S5 contenida en As se partird en una o varias clases

de conjugacion de As.
De acuerdo con la primera observacion, los 60 elementos de As se reparten en las
clases de conjugacion de Ss representadas por (1) (un elemento), (123) (20 elementos),
(12)(34) (15 elementos) y (12345) (24 elementos). Vamos a razonar ahora que todas
éstas son clases de conjugacion de As, salvo la ultima, que se divide en dos clases de
conjugacion distintas.

Para la clase de (1) no hay nada que analizar, asi que consideremos la clase de
conjugacion de (123). Observemos que este elemento genera un subgrupo de orden
3, esto es, un 3—subgrupo de Sylow de As. Por los teoremas de Sylow, todos estos
subgrupos son conjugados entre si. Ahora, puesto que (132) es conjugado en As con
(123) mediante el elemento (23)(45) € As, deducimos que todos los 3—ciclos estdn
conjugados entre si en As.

También podemos usar que el subgrupo generado por (12345) es un S5—subgrupo de
Sylow de As. Pero, esta vez, (12345) no estd conjugado en As con su cuadrado (13524).
Este si lo estd con el cubo de (12345), mientras que (12345) es conjugado en As con
su potencia cuarta. En resumen, los 5—ciclos dan dos clases de conjugacion del mismo
cardinal en As.

Por tltimo, que todo producto de dos transposiciones disjuntas es conjugado, me-
diante una permutacién par, con (12)(34) es facil de comprobar, usando que este
elemento genera un 2—subgrupo de Sylow de As.
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Bien, ahora consideremos un espacio vectorial complejo V con base

{V],V2,V3,V4,V5},

y la representaciéon p de As que asigna a cada ¢ € As la transformacion lineal de
V' definida sobre la base como v; — vg(;). Calculando trazas, obtenemos el cardcter
asociado

120 12 12 15
As | (1) (123) (12345) (13524) (12)(34)
x| 5 2 0 0 1

Si x1 es la representacion trivial de As, obtenemos (xp,x1) = 1. Esto significa que
Xp — X1 es un cardcter de As. Ahora, un facil calculo nos da (xp — x1,Xp — X1) = 1.
Luego se trata de un carécter irreducible de grado 4. Por otra parte, como As es simple,
la unica representacion irreducible de grado 1 es la trivial. Con toda esta informacion,
como la suma de los cuadrados de los grados de las representaciones irreducibles ha de
ser 60, obtenemos que estos grados son 1,3,3,4,5. Tenemos, poniendo x4 = ¥p — X1,
que la tabla de caracteres de As tiene el siguiente aspecto:

1 20 12 12 15
As | (1) (123) (12345) (13524) (12)(34)
ol 11 I 1 1
X2 | 3
x3| 3
X4 | 4 1 —1 —1 0
X5 | S

Reciprocidad.

Supongamos ahora que H es un subgrupo de G. Tenemos la aplicacion, claramente
lineal, (—)p : €(G) — € (H) que asigna a cada funcion de clase y : G — C su restriccion
vy : H — C. Observemos que si y es un caracter de G, entonces Yy es un cardcter de H,
ya que cada representacién de G da, por restriccion, una representacion de H.

Tenemos, por otra parte, una aplicacién (—)¢ : €(H) — € (G), llamada induccion,
definida como sigue. Para ¢ € € (H), definimos la aplicacién ¢°® : G — C dada por
0*(g) =p(g)sigc H,y ¢*(g) =0si g ¢ H. Definamos entonces ¢ : G — C por

1

0%(g) ==Y 0°(x 'gx). (2.7)
|H| xeG
Supongamos que x1,...,x; € G son representantes de las clases laterales médulo H,

esto es,
G/NH: {le, cen ,st},

donde s = [G : H]. Dado x € G, tenemos un tnico i € {1,...,s} tal que x € x;H. Es
facil comprobar que, para g € G, la condicién x~!gx € H es equivalente a la condicién
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X; : gx; € H. Usando esto, tenemos, para cualquier funcién de clase ¢ de H,

N

Y o' e =Y (Y o ew) = 19" ') |H|i<p'<x;lgxi>.

xeG i=1 xex;H i=1

N

“g)=Y o°(x; gx). (2.8)

i=1
= Ejercicio 2.19 Demostrar que ¢ € € (G) paracada ¢ € € (H), y que

9%(1) =[G : H]g(1).

Tenemos asf definida una aplicacién, que es lineal, (—)% : €' (H) — €'(G). Recordemos
que estos espacios de funciones de clase vienen dotados de sendos productos internos, que
denotamos indistintamente por (—, —).

— Reciprocidad de Frobenius. Sea H un subgrupo de G, ¢ € € (H)
y ¥ € €(G). Entonces

(v, @) = (v, 9°).

Demostracion. La demostracion consiste en el siguiente cdlculo, cuya tercera igualdad
usa que Y es constante sobre las clases de conjugacion.

(v, 0% = ﬁdeGm “(g)

! 1 LgeG LxeG w(g)e®(x gx)

IH] LgeG LxeG w(xTgx) o (x'gx)
= %#erGZyeG v(y)e*(y)

= |;]|Z GHW( )‘P( )

= (Yu, Q).

|~ m|

L
G
L
IG]

—~

I Corolario 2.6.2 Si ¢ es un caricter de H, entonces ¢ es un caricter de G.

Demostracion. Sea x cualquier caricter irreducible de G. Entonces (x, %) = (xu, ),
y éste tltimo es un nimero entero no negativo. Como @¢ # 0 por el Ejercicio 2.19,
deducimos que @ es un caricter de G. |

| Corolario 2.6.3 Sea ¢ € Irr(H). Existe x € Irr(G) tal que ¢ es un constituyente de
XH-

Demostracion. Tomemos x € Irr(G) una constituyente de ¢°. Entonces 0 # (x, ¢%) =
(%H ) (P) . u
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Consideremos A4 como subgrupo de As. Entonces

As/~a,= {(12345)'A4:i=0,1,2,3,4}.

Consideremos la tabla de caracteres de A4

1 4 4 3
As| (1) (123) (132) (12)(34)
E11 1 1 1
&1 ) ? 1
&l 1 1) 1
13 0 0 1

donde @ € C es una raiz ctibica primitiva de la unidad. Los correspondientes caracteres
inducidos vienen recogidas en la siguiente tabla (que no es la tabla de caracteres de As):

1 20 12 12 15
A (1) (123) (12345) (13524) (12)(34)
15 2 0 0 1
vls =l 0 0 (I
ol - 0 0 1

A 1150 0 0 ~1

Puesto que (ﬁ? >

54 %) = 1, deducimos que se trata de un cardcter irreducible de As.

Por tanto, la tabla de caracteres de A5 es de la forma

1 20 12 12 15
As | (1) (123) (12345) (13524) (12)(34)
ol 11 1 1 1
X2 | 3 X y Z t
x| 3 Y y/ 7 s
w41 —1 —1 0
X5 | 5 —1 0 0 1

para nimeros complejos x,y,z,t,x’,y, 7, ¢’ por determinar. Usando las relaciones de
ortogonalidad, tenemos las ecuaciones

3420x -+ 12y + 127+ 15¢
124+20x— 12y — 127
15— 20x + 15¢

9+20|z? + 12]y[> + 12|z|> + 15]¢)?

S O O
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Este sistema de ecuaciones es equivalente a

X =0
t = —1
y+z = 1
P +1zl> = 3

Ahora, observemos que, para cada representante g una clase de conjugaciéon C de As
listados en la tabla de caracteres de As, se tiene que g~! € C. Por tanto, para cada
carécter ), tenemos que x(g) = x(g~'), luego ¥ (g) = x(g). Deducimos que todos los
caracteres de A5 toman valores reales. Tenemos asi que las dos tltimas ecuaciones del
sistema anterior dan

Yy —y—1=0,

cuyas soluciones son y = %ﬁ Teniendo en cuenta que x’,y’, 7, ¢’ satisfacen las mismas
ecuaciones, podemos escoger una de las dos soluciones, por ejemplo y = %5, y

asignar y/ = 1%6
Obtenemos asi

1 20 12 12 15
As | (1) (123) (12345) (13524) (12)(34)
x| 11 I I I
n|3 o 5 L4
x»l 3 0 =5 LS ]
Xl 41 1 ~1 0
x| 5 -1 0 0 1

= Ejercicio 2.20 * Sea G un grupo abeliano finito, y H un subgrupo de G. Demostrar que
la aplicacion (—)g : € (G) — €' (H) es sobreyectiva. Identificar su nicleo.

s Ejercicio 2.21 * Sea [F5 el cuerpo de 5 elementos y

G= {(g abl) ta,b € Fs,a#0}.

Comprobar que G es un subgrupo de GL,(Fs) y calcular razonadamente la tabla de
caracteres de G.

Enteros algebraicos y caracteres

Vamos a necesitar unos resultados basicos sobre nimeros enteros algebraicos.

Definicion 2.7.1 Un entero algebraico es un nimero z € C tal que f(z) = 0 para algtin
f(X) € Z|X] ménico.

Obviamente, cada n € Z es un entero algebraico. En este contexto, los nimeros enteros
se suelen llamar enteros racionales. La razén de este nombre estd contenida en el siguiente
ejercicio.
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= Ejercicio 2.22 Si g € Q es un entero algebraico, entonces g € Z.

El nimero real y = (14 +/5)/2 es un entero algebraico, ya que su polino-
mio minimo sobre Q es X2 — X — 1.

El niimero real o = (14 +/3)/2 no es un entero algebraico, ya que su
polinomio minimo sobre Q es X — X — 1/2.

Recordemos que, para b € C, la notacion Z[b] se refiere al menor subanillo de C que
contiene a b.

Las siguientes condiciones son equivalentes para b € C.
1. b es un entero algebraico;
2. ZI[b] es, como grupo aditivo, finitamente generado;
3. existe un subanillo B de C que es finitamente generado como grupo aditivo y tal que
beB.

Demostracion. (1) = (2). Sabemos que

"+ ay 1" '+ tarb+ag=0
para ciertos a; € Z. Asi,

b'=—ay,_b" ' = —a1b—a,

de donde deducimos que cada elemento de Z[b| se escribe combinacién lineal con co-

eficientes enteros de 1,b,...,b" . Esto es, Z[b] estd generado, como grupo aditivo, por
{1,b,...,b" 1}
(2) = (3). Témese B = ZIb).
(3) = (1). Sean xi,...,x, generadores de B como grupo aditivo. Entonces, para cada
i=1,...,n, tenemos que bx; = 2?21 a;jx; para ciertos a;; € Z. Dicho de otra forma, el
vector columna

X1

X2

X =
Xn

es un vector propio con valor propio b para la matrix A = (a;;). Por tanto, b es solucién de
la ecuacion caracteristica de A, que es una ecuacion polindmica moénica con coeficientes
enteros (A tiene coeficientes enteros). [ |

Aunque, a primera vista, puede parecer sorprendente, la suma y el producto de enteros
algebraicos produce enteros algebraicos. Pero esto es asi, de acuerdo con el siguiente
teorema.

El conjunto de los enteros algebraicos es un subanillo de C.

Demostracion. Hemos de comprobar que, si b,c € C son enteros algebraicos, entonces
b+ cy bc siguen siendo enteros algebraicos. Bastard, de acuerdo con la Proposicion 2.7.1,
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con que demostremos que el menor subanillo Z[b, c] de C que contiene a b y c, es, visto
como grupo aditivo, finitamente generado.

Como b, c son enteros algebraicos, sabemos que b" = Z;’;Ol bib',y " = ’}1;01 c jcj ,
para ciertos bo,...,b,_1,co,...,cm—1 € Z. De aqui es facil comprobar que cada elemento
de la forma b“c”, con u,v > 0, se escribe como combinacién lineal con coeficientes enteros
de elementos de la forma bic/ con 0 <i<n— 1,0 < j <m— 1. Pero todo elemento de
Z|b,c] es una combinacion lineal con coeficientes enteros de “monomios” de la forma
b“c’. Concluyendo, vemos que el conjunto

{(bc/:0<i<n—-1,0<j<m—1}
genera Z[b,c| como grupo aditivo, lo que concluye la demostracion. [

La consecuencia que nos interesa es la siguiente.

Corolario 2.7.3 Sea x un caricter de un grupo finito G. Entonces ¥ (g) es un entero
algebraico para todo g € G.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.2, x(g) es una suma de raices de la unidad. Como
cada una de éstas es un entero algebraico, deducimos del Teorema 2.7.2 que x(g) loes. W

Para nuestros propdsitos, necesitamos demostrar no sélo que las entradas de la tabla de
caracteres de G son enteros algebraicos, como indica el Corolario 2.7.3, sino que ciertos
multiplos racionales de los mismos lo son. Mantenemos la notacion de la Seccién 2.3.

Sea G un grupo finito. Para cadai = 1,...,¢, existen enteros no negati-
vos mjy, con jk,l=1,...,1, tales que

ng n =1 n;

higij i _ y i
17?.1 hk??k _y hixi (2.9)

. . hixii . ..
Ademas, los nimeros % son enteros algebraicos paratodo i, j=1,...,t.
1

Demostracion. Recordemos que si 41,...,%; son las clases de conjugacion de G, y de-
finimos ¢; = decgi gparai=1,...,t, entonces, como se probo en la demostracion de la
Proposicién 2.2.4, {c1,...,¢; } es una base de Z(CG). Por tanto, existen niimeros complejos
mji para j,k,l =1,... 1 tales que

t

cick =Y mjuci, jk=1,...t. (2.10)
=1

Pero, por la forma que tienen c, ¢y, los coeficientes m j; han de ser claramente enteros no
negativos.

Tomemos ahora la representacion irreducible (V;, p;) de G que proporciona el caracter
Xi>parai=1,...,t. La ecuacién (2.10) implica que

pi(cj)opi(ce) = Y, mjupi(cr) (2.11)
i=1
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Por otra parte, cada aplicacién lineal p;(c;) : V; — V; verifica que, para cada a € CG, y
cada v € V,, se tiene

pi(cj)(av) = cjav = acjv = api(c;j)(v),

esto es, p;(cj) € Endcg(V).

Por el Lema de Schur, Endcg(V;) es un dlgebra de divisién compleja de dimensién
finita. Por el Corolario 1.8.3, ha de ser isomorfa a C. Eso significa que existe z;; € C tal que
pi(cj) = zijidy,. Identifiquemos este nimero: tomando trazas, obtengo que X;(c;) = n;zijs
donde n; es el grado de p;. Luego

~ xi(ci) .
pi(cj) = ’,(ilj)zdvi. (2.12)
1
Por otra parte,
Xile))=x(Y &)=Y xi(g) =hjx. (2.13)
8EC; 8EC;
De las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13), deducimos que
hi:vi: hovs ! v
jXij Mk Xik _ ijkl l%zl’
n; n; =1 n;
como queriamos demostrar.

Para mostrar que los elementos h’n—i{” son enteros algebraicos, fijemos i € {1,...,t},y
llamemos entonces x; = h’n—i{” paracada j = 1,...,t. En virtud de la Proposicion 2.7.1, es
suficiente con demostrar que el menor subanillo Z[xy,...,x;] que contiene a xi,...,x; es
finitamente generado en tanto que grupo aditivo. Pero es es consecuencia de las identidades
(2.9) ya demostradas. |

El Teorema p%4¢” de Burnside

Concluimos el curso con la prueba de un resultado no trivial sobre grupos finitos que
usa la teoria de caracteres desarrollada. Necesitaremos unos resultados previos.

Sea ) un caricter irreducible de G proporcionado por una representacion
(V,p). Sea % una clase de conjugacién de G tal que med(|%’|,x(1)) = 1. Entonces, para
cada g € ¥, se tiene que, o bien x(g) = 0, o bien p(g) estd en el centro del grupo GL(V).

Demostracion. Pongamos n = x(1). Existen u,v € Z tales que
1 =u|€|+vn. (2.14)
Multiplicando (2.14) por x(g)/n, obtenemos

wzuﬁﬁ\M%—vx(g). (2.15)
n n
Por el Corolario 2.7.3, x(g) es un entero algebraico, y |€’|x(g)/n lo es por la Proposicién

2.7.4. Por tanto, (2.15) implica que x(g)/n es un entero algebraico. Recordemos de la
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Proposicion 2.3.2 que x(g) es suma de n raices de la unidad, asi que podemos tomar
una extension ciclotémica F de Q tal que x(g) € F. Ademds, |x(g)| < n. Por tanto,
a=x(8)/nEFyla <L

Sea H el grupo de Galois de F/Q,y o € H. Como o(x(g)) es también suma de n
raices de la unidad, tenemos que |0 (a)| < 1. Ademds, o (a) es también un entero algebraico
(satisface la misma ecuacion que a). En consecuencia,

Nrjg(a) =[] o(a)

ocH

es un entero algebraico y |[Ng g(a)| < 1. Pero Ng g(a) es invariante bajo la accién de
H, asf que ha de ser un nimero racional. Por tanto, Nr,g(a) es un nimero entero de
modulo menor o igual que 1. Hay sélo dos posibilidades: o bien Ny /Q(a) =0, lo que
implica que a = 0, o bien [N g(a)| = 1, lo que implica que |a| = 1, ya que [o(a)| < 1
para todo 6 € H. En el primer caso, x(g) = 0. En el segundo caso, |x(g)| = n lo que
implica, segun la Proposicion 2.3.3, que p(g) = @ idy para @ € C una raiz de la unidad.
Como consecuencia, p(g) estd en el centro de GL(V). [

Sea G un grupo no abeliano simple. Ninguna clase de conjugacion de
G tiene cardinal de la forma p“ para p primoy a > 0.

Demostracion. Supongamos que existiese una clase de conjugacién % tal que |€| = p?,
para p primo y a > 0.

Mantenemos la notacion introducida cuando definimos la tabla de caracteres, esto es,
©61,...,%; son las clases de conjugaciény xi,. .., X los caracteres irreducibles. Suponemos
que %7 es la clase de conjugacion del elemento neutro del grupo G, en tanto x; es el
cardcter trivial. También, seguimos denotando or (V;, p;) la representacion irreducible que
proporciona el cardcter y; y n; = x;(1) parai=1,... 1.

Vamos a demostrar primero que, si i € {2,...,t} es tal que p no divide a n;, se tiene
que i(g) =0 para todo g € ©. Seai € {2,...,¢} un tal indice, Z; = Z(GL(V;)) y G; =
{h € G:pi(h) € Z;}. Es fécil ver que G; es un subgrupo normal de G. Si x(g) # 0 para
algin g € €, entonces, por el Lema 2.8.1, tenemos que g € G;. Como g # 1, deducimos
de la simplicidad que G; = G. Por tanto, p;(G) C Z;, y es un grupo abeliano. Pero, al ser G
simple, G = p;(G), en contra de nuestra hipétesis.

De las relaciones de ortogonalidad por columnas (ver Teorema 2.4.1), obtenemos la
igualdad, para g € ¢

t

0= Y 2(em = ¥zl
i=1 i=1

que podemos reescribir como
1
0=1+Y xi(g)ni.
i=2

De la anterior discusién deducimos que existen my, . .., m; enteros no negativos tales que

t
0=1+Y mipxi(g).
e~

1
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De donde

1 t

- == Zmili(g)-

p i=2
En virtud del Corolario 2.7.3, cada x;(g) es un entero algebraico, por lo que, segin el
Teorema 2.7.2, 1/p es un entero algebraico. Eso es una contradiccion, asi que no puede
existir una clase de conjugacién con p“ elementos. [

Sea G un grupo finito tal que |G| = p®q’, para p,q nimeros primos y
a,b > 0. Entonces G es soluble.

Demostracion. Haremos induccién sobre |G|. Obviamente, el enunciado es cierto para
|G| = 1, asi que supongamos que |G| > 1.

Sea N un subgrupo normal maximal® de G. Si N # {1}, entonces tanto N como G/N
son solubles por hipétesis de induccién. Por tanto, G es soluble.

Si N = {1} es porque G es simple. Tomamos P un p—subgrupo de Sylow de G. Sabe-
mos* que Z(P) es no trivial, luego podemos tomar 1 # g € Z(P). Entonces, el centralizador
c(g) de g en G contiene a P. Por tanto, |G : ¢(g)| divide a |G : P| = ¢”. Pero sabemos que
|G : c(g)| = |€|, donde € denota la clase de conjugacién de g en G. Eso significa que |7 |
es un divisor de ¢”. Segiin el Teorema 2.8.2 esto no es posible salvo que b =0 o G sea
abeliano. En el primer caso, P = G y Z(P) = G, por ser G simple. Luego, en ambos casos,
G es simple abeliano, lo que concluye la prueba. |

3Es decir N es maximal entre los subgrupos normales propios de G.
“La ecuacién de clases da, en este caso, |P| = |Z(P)|(mod p).
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