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I1YTRODUCCIONXN

Loz problemas de contorno aparecen de forma natural al intentar mo-

delar matematicamente diferentes fénomencs cientificos o de la Naturale-

za. Por esto, su cstudio, a parte del interés matematico, tiene granm ir-

portancia de tipo practico.

Un problema de ccatorno para ura ecuacion diferencial definida en un
. N
2 de K°, ¥ ? 1, consiste, a groso modo, en el estudio de las
vacisn verificando determicadas coadiciones sobre la

o contorno del dominio de definiciém, frg.

Estos problemas presentan numerosas dificultades en su tratamiento
matematico debido tantc a su caracter glcbal como a que, en la mayor
parte de los casos, se trata de problemas no lineales, y su estudio ha
impulsado el desarrollo de otras muchas teorias den:ro de la Matematica.
(Sirvan como ejemplo los trabajos realizados por Leray y Schauder en la
Teor:a de Puntos Fijos en espacios de dimensién infinita, o el iaicio de

la Teoria de Series de Fourier para el estudio de la Ecuaciéon del Calor)

Centramos esta memoria en el estudio de diferentes problemas de con-
tornc para tres ecuaciones diferenciales semilineales de segundo orden:
- La ecvacion ordinaria (ecuacién de tipc eliptico!

+ gli) =2 1%,

-

{ecuacion de




- du - glw) = £(t, 1,

t2cuvacion de tipo hiperbolico)

- gu) = f{t,x).

La funcion f es una funcién dada en un determinado espacio y repre-
senta la fierza exterma, g: R —— R es, en general, unz fuacién no

ecenta la perturbacion pe lineal del problema y A\ es unm no-

e contorno que consideraremos son de tipo periedico

- u'im) = Q) o Dirichlet (u(0) = u(x) = 0), para

(I); de tipo periédico-Dirichlet (u(t+T,x) - uf(t,x) = 0, teR, xel0,xl,

yit,0) = uit,nx) = 0, t ¢ R}, para (1I) y de tipo doblemeate periodico

(U(t+2m,x) - uft,x) = ult,x+2n) - u(t,x) =0, t, x € K) para (I1ID).

pueden expresar ¢

- gw) = f, en Q,

en fra,

geficientec constan-

las -ondicignes de contorno.

e al estudiar (1)-(2) es determinar la

Surg
Jde splucicn que se va a considerar.

Una solucién clésica de (1)-(2) es una funcién u

Au ¢ C), y u verifica (1)-/2),




cito el que f sea una funcién

la experiencia indica que muchcs problemas de
contorno en los que la fuerza externa f no es continua tiemen solucion.
Es necesario, por tanto, extender este concepto 5 otros "mas debiles”
(ampliar el espacio de las posibles soluciones’ que permitam considerar
una clase mas general de terminos Independientes.

La extension Inmediata lo constituye el concepto de salucién débil

casi por dogquier o solucién en el sentido de Caratheolory:

2

u £ LT (), se dice que es sclucién casi por doguier d2

g =

(), (con derivadas en el sentido de las disiribucio—

2

-

solucion permite estudiar (1)-(2} con f ¢ L (R},
Sin embargo, el espacic donde se buscan este tipo de scluciones puede
resultar todavia "pequefio y se podria pensar en generalizar ain mas el
concepto de sclucién ampliando est: espacio. Una forma posible de

hacerlo =< la

-
Sea &) la clase de furciones test y € C () quea verifican By = {,

entonces:

3
Si u es una solucién clasica de (1)-(2) y y €&, (Au,x? = W, 4 yx),
£ i
donde A denota el operador adjunto de A junto con las condiciones de
2

contorno, vy ¢.,.} es el producto escalar en L (). Esta iguvaldad sugiere

la siguiente definicicu:

Se dice gque u ¢ Lg(ﬂ) es solucion débil en el sentido de lac distri-

# 2
buciones de (1)-(2) si la aplicacion y € ©— (u,4 x) es L"-continua y




débil de lus anteriormente expusstos.

Cuardo e : i : 1 *estructura variacional®, se puede
hablar tods : ipo de sclucién débil intermedio ortire los aate-

iores. Para =llo, se asocia al problema de contorno um funcional eun un

determinadc espacic de Hilbert. Sus puntos criticos se definen como

solu-ciones debiles variacionales.

En esta memoria ccnsideraremos soluciones débiles en el sentido de
las distribuciones de los diferentes problemas de contornc y mostraremos
las propiedades de regulariracién que pose2n ios operado-

. y paratolicos, en el caso de las ecuacicnes (I} y (Il) es-

corcepto de solucison coincide con =21 de solucion casi por doguier.

embargo, para la =cuacion de ondas estos dos conceptos son distinios

Si definimos L: dom LCX — -» ¥ por:

# 2 :
aplicacién y €8 = (u,4 x) es L®-continual

-l
A

; apropisdo de L™ (R) ¢ “(R), el prablema

o= glu) = f,




studic de (4) esta intimamente ligado al nucleo del operador 1li-

= A, ker{(L - Al), y por tanto, al estudio de los valores propios

jel operador L (valores A £ C para los que Lu -

Ay = 0 admite solucion
asos que estudiamos, estos valores propios forman

numeros reales con flnf — $%, [ — +0,

¥, la ecuacion lineal

¢ € dexs L,

ucica unica para toda f ¢ Y, esto es, Im(L - AI) = ¥,

A

n Pard algin n, entonces (5) tieme solucion si y sélo si, f

es ortogonai en Y a toda solucién de la ecuacion adfuntz de (5), es

decir, Im(L - AD) (fe Y (£,y2 =0, y € ker{l. - A1)}, (En los cases

# #
astudiados, ker (L Al)= ker(L - AlI), donde L denota el adjunto de LJ.

Consiguientemente, <i A # Ay BE N, (casc no resunante), el opera-

dor L = A I es invertible y (4) es equivalente a

Lo + glulrl, v e dom L,

problema queda reducido a determinar la existencia

no de puntos

de un operador. Ls Teoria de puntoc tijos - de dimension

vET ~fergl +
‘princlpalimente ) jaies




se puede obtener que si g es acotada, (6)

esto es, Im(L - 4l -g) = Im(L -A]) = V¥,

= A para algin n, el poperador L -Al no es iavertible y el mé-

todo anterior no se puede aplicar. La ecuacion (4) se denomina ahora re-

s ¥ su estudio es mas complicado.

Los primeros trabajos ¢ . problemas en Resonancia, se deben a
Lyapunov y Schmidt quienes hacen un estudio local de la ecuacién por
medio del Teorema de la Funcion lmplicita. Posteriormente. Cesari (ver

[GX]), combinando los trabajos de Lyapunov y Schmidt con metodos

lugar al conocidc Método Alternativa (ver Capitulo [J.

resultados que se han obtenido, por este metodo, para

diferentes problemas de contorno. Destacamos los de Landesm:n y Lazer,

{LL], quienes estudian (4) con A = A y g acotada, dando, para algunos

de cortorno, una caracterizaciéon de Im(L - AI -g) que se puede
como una extensisn al caso no lineal de la Alternativa de

r I3

dn~ indican gque cuando ImiL - AI) = ¥ y g es aco-
J [

tanto para el caso resonante como para
deducir que el caracter de sobreyectividad del

cuando se le suma una pequefia perturbacién no

Sin embargo, cuvando al operador L - A_]I {caso rescnate’) se l2 suma
una perturbacicn de la forma gu?} = Yu, J<r<’:\n+1—xn, cambia el caracter
de dicho operador y se cbtiene un operador sobreyectivo., Esto hace pen-

sar que si en lugar de Yu sumamcs al operador de partida una pertur-




te de forma "parecida" a ¥

es, ImtL - A 1-g =V

H

efecto, Ahmad, (Ah], comparando con el problema lineal, obtiene

do de éste tipo. En concreto, demuestra gue si g(ie)=lim g(ul=
y-4te
£ ¥Ylu! + K, u € R, con 0<¥<3 (=A?~A1), el problema u" + ut

0, tiens solucién para toda f.

en lugar de comparar con el problema lineal comparamos con pro-
ineales a trozos de la forma Lu - gu* + gu = f, u ¢ dom L,
se pueden obtener resultados mas gencrales que permiten

g de crecimientc a lo mas lineal pe-

ariamente con la misma pendiente en cada direccion.

estudia el rango de los operadores I..., donde por

gperdor u Y~ uu’ -

El estudic del problema linezl a trozos efectuadc en [Dli y (D2] nos
ha permitido obtener resultados, en cierto sentido ¢éptimos, sobre los

problemas de contorno para las ecuaciones (I y (I1).

Concretamente, y después de exponer en 2l Capitulo I algunos resul-
tados sobre el Método Alternativa, operadores de Fredholm de indice cero
vy la formulacion debil de los problemas que ccnsideramos, en el Capitulo
11 estudiamos los problemas de contormo periédico y de Dirichlet para la

acuacion (I).

Asi, en la Seccison 1 exponemos los resultados que se conocen para el
problema lineal a trozos y caracterizamos la existencia de solucion a0

trivial de los problemas periidico y de Dirichlet para la ecuaclon




verificando vwiertas restricci
estudio del problema 1i

en demostraciones posteriores

En la Seccisn 2, estudiamos el ca del primer valor propio. Fara el
problema periidico demostramos la existencia de solucion para toda f
cuapda zii®) = e y g(u) ? -yrul + K para v § 0, con O¥<l, permitiendo
un crecimiento arbitrario de g en la direccién positiva.

De nuevo el problema lineal a trozos indica que no es posible la
obtencisn de un resultadc similar para el problema de Diricklet (quedan-
do asi contestada negativamente la pregunta efectuada por Mawhin en

[M2]). En este caso, es necesario imponer a g restricciones en las dos

direcciones,

gu) ¢ alul + K, ues@, gu? 2 -flutl + k, usd,

En la Seccisn 3, estudiamos el caso de valores propics superiores al
primero, obteniendo resultados similares tantc para el problema perisdi-
co comc para el de Dirichlet de los que se deduce la existencia de
solucién para toda f cvando g(x®) = f® y g verifica (8) con ciertas res-

tricciones sobre a y B.

Los resultados que se obtienen en las Secciones 2 y 3 son éptimos en

2] zentido de que las restricciones gque Se imponen & g permiten el mayor

crecimiento que el teéermino no lineal puede tener para asegurar la exis-
tencia de solucién para cualquiera que sea f. Estos resultados

generalizan algunos de los obtenidos en [D21.




En el Capitulo IIl obtenemos resultados similares a los anteriores

problema pericdico-Dirichklet para la ecuacién (I1D)

Sin embargo, al no tenmer ~n este caso resultados analogos a los de
los Lemas 1.3 y 1.4 del Capitulo II, lec Teorem~s obtenidos se limitan a
perturbacicnes no lineales verificandec Ig(u)! ¢ ylul + K, v € R Asi,
ea primer lugar caracterizamos la existencia de soluciones no triviales

del problema periédico-Dirichlet para la ecuacién L B + o(t,x)u,

2 =2
cuando © ¢ L (Rx]0,nfs y o~ § c(t,x) < (ntl1)” y demostramos la existen-

de solucién para toda f cuando gi{iw) = 2@ y g verifica .gtulis<ylult

2 2
i F ocon QL)< (Wl = 8 &= =
ue R, con O ¥ n+l gt An+1 1n)

Fl ¢ltimo Capitulo de ésta memoria esta dedicado al problema doble-
mente perisdico para la ecuacion (III), FEste problema es esencialm:nte
distinto a los estudiados en los capitulos anteriores. En efecic, uien-
tras que los valores propios de los operadores lineales asociedos a los
problemas de los Capitulos II y IIl son de multiplicidad finita, el ope-
rador lineal asociado al problema que aqui se estudia tiene todos los
valores propios de multiplicidad finita excepto Ao = 0, que es de multi-
plicidad infinita, esto es, ker L es infinito dimensional. Este hecho

supone una gran dificultad en el estudio de la ecuacién
v £ dom L,

debido a la falts de compacidad que conlleva.

L1 problema se suele resclver usando técnicas de operadores monéto-

se impone que § sea monstona.




Babri y Brezis (IZ2Brl], [Br2i), estudian el problems periédico-Di-

richlet para la ecuvacisn (III) con A = 0 y Igudl & yiul + K, we R 0

!A_lf, donde A_l es el primer valor propic del uperador lineal

condicien sobre g indica que no puede cruzar valores propios

= @ y gque sv crecimiento debe de ser a lo pas lineal.

vamoc que las czoluciones periddicas de (III) ceon A = @, In-
son seluciones periédicas de la ecuacion (I}, los re-
obtenidos en el Capitulo II para esta ultima ecuacién sugieren
riccion de crecimiento de [BBr] puede ser meforada. Esto se

rma parcial en este Capi’.:lo.

la Seccion 1 estudismos el caso de g acotada, demostrando,
por el Metodo 4lternativa, la existencia de solucién Zm-periédica de
Después, por un procesc de paso 2l limite similar al de

{BEr], se obtiene la existencia de solucidn de (9} en este caso. Este

guiendo las 1i

riamente en la otra, pudiendo crucar valores propics del operador L dis-
tintos de cero. La demostracisn esta basada en la consideracion de pro-
blemas truncados que tieren sglucion per los resultados de la Seccién 1

la obtencién de una cota uniforme para todas las solucicnes de

ectos prodl




For c¢ltimo, y a lo largo de la memoria, se han incluido numerosas
Votas que analizan los resultados obtenidos y algunas de las cuales son

problemas en los que podriamos seguir trabajando.

Desso hacer constar mi mas sincero agradecimiento al Director de
esta memoria, Frof. Fedro Martinez Amores, por su constante ayuda y es-
‘mulc durante Ia elaooracién de la misma, asi como a Rafael Ortega
valiosos comentarios y sugerencias, sin los que no hubiese

la realizacion de este trabajo.

mi agradecimiento a Antonio, el ya sabe por




donde

\troduccion, los { amas d2 contarno

vaden plantear ' 3 d |acua-

u £ doml,

domLCX — = Y es un ogperador lineal definido entre doc espa-
; » es un valor propic del operador L, esto

tudiamos problemas resonantes), g: X — Y es

estro caso serd un operador de sustitucisn v ope-

asociadc a una funcién g: R — R,y f es un elemento

£0.1) utilizaremos el Método Alterna-

la ecuacisn

QUE + glu)) = 0, u ¢ domtL - »ID = donkL,

por I denotamos el operador identidad en Y, P y Q son proyec-

ciones continuas, P: X — Xy @ Y — Y, verificandao:

Im P = ker{L - 1), ker @ = Im(L - XIJ,




y K: Im(L - »I) —— domLMkerP es la inversa por la derecha del opera-

dor L - )\I, esto es,

Bl ~ P U - Pu, u e domL,
(L - ADKf - i f e Im(L - 2\I).

La ecuacien (0.2} recibe el nombre de ecuacién auxiliar y la €0.3)
el de asguacion de bifurcacion. Si descomponemos toda solucidn de (0.1) o

=d. %y con u, = Pu
! 0

equivalentemente, de (0.2)-(0.3), en la forma u 0 1

u,= u - Pu, la ecuacion (0.3) se transforme en:
-

Qﬁfua + Ul) g, u0 e Im P, u1 € kerPNcoml.

Uj. se resuelve (0,4) en Im P (=ker(L - )I)) y la solucién

sustituye en (0.2) obteniendo,

= K = + 3 i
K1 - @) (f g(uo(uIB + ull), u, € ker PMdomL

u
1
= u +

Una vez resuelta (0.5) la solucién de (0.1) vendra dada por u 1

uO{ul).

Entre los operadores para los que (0.1) se puede descomponer en

(0.2)-¢(0.3) se encuentran los denominados operadores de Fredholm de

indice cerc. Estos operadores tienmen su niclec finito-dimensional por lo

fijada Ui la ecuacion (0.4) es una acuacién en un espacio de

dimension finita,
Seccion 1 exponemaos algunaos resultados sobre operadores de

los ejenmplos de éstos




operadores que aparecen en la memoria. En la Seccién 3, estudiaremos el
operador de ondas unidimensional. Este operador tiene el nicleg de

nsion infinita, sin embargo, bajc determinadas hipotesis sobre la no
linealidad g, wutilizaremos el Metodo Alternativa para resolver un

prcblema de contorno asociado a dicho operadar.

Li dom L € X — Y un operador definido entre dos espacios de

-~

@ Y. Se dice que L es un operador de Fredholm de indice

es cerrado en Y,
ii) dim ker L = codim Im L £ @,
donde dom ﬂ, Im L v ker L denotan el dominio, la imagen o rango y el

nucleo del operador L, respectivamente.

8i L es un operador de Fredholm de indice ce es facil demostrar

xisten proyecclones continuas P: X —= X 5y Q: Y —=3 ¥

Im L y resolver la ecuacién

=i ¢ dom L,
equivalente a resolver el sistema

.2) u - Pu = K(I - Q) Nu,

QNu = 0, u € dom L,




donde K: Im L === ker PMNdom L es la inversa por la derecha de L,

Sea Q un abiarto acotado de X, se dice que el operador N: X —= ¥
es L-caompacto en Q a1
i» QN es acotado en Y,

ii) K(I - Q@QN: @ — X es compacta, s ccntinua y transforma

acotados en relativamente compactos.

Se demuestra el siguiente resultado.

Sea L un cperador de

Supongamos gque:

= \Eu es tal

(frQ denota

b) QNu # 0, para todo u € ker LN{rQ y d(JQN,QNker L,0) # 0, donde

J:Im Q — ker L es un isomorfismo y d denota 2l grado de Brouwer de

la aplicacién JQN en QMkerl respecto a cero

Entonces, la ecuacién (1.1) ( o equivalentemente, el sistema (1.2

(1.3)) tiene al menos una solucidén en dom LNQ.
¢ Para una definiciéon del grado de Brouwer ver [Ll], [M11).

La hipétesis a) del Teorema anterior se verifica, por ejemplo, si
existe uuna constante C de forma que toda solucisén u de Lu = Xu,
210,10, cumnla iu!x < C, ya que entonces basta tcmar como @ la bola en

X de centro 0 y radio C. La obtencién de tal constante es lo que se

denomina acotacién a priori de las soluciones de la ecuacién.

Para comprobar la condicién b) se utilizaran algunas propiedadas del




grazo de Brouwer, Por ejemplo, si el ker L es de dimensién uno, basta

la aplicacién JQN cambia de signo. Si el ker L es de

ilizarsmos una homotopia con la identidad para comprobar

n esta seccion vamos a exponer la formulacion débil de algur~s pro-
blemas de conforno quz estudiamos en la memoria en los que aparecen de
forma natural operadores de Fredbolm de indice cero.

En adelante, por xn denotaremos el n-ésimo valor propio del ope-
rador lineal asociado al problema de contorno que se considere y g: R —

— R y f seran funciones dadas,

EJEMPLO 2.1.- En el Capitulo II estudiamos la existencia de solucien

débil de la ecuacion

2.1.1) ' ot A u t gluw = £,

verificando condicionas de contorno perioddicas
(2.1.2) uil) = uim, u' Q) = u' m.

Sean X = CK(Ri el espacio de Banach de las funciones u:R —— R con-

tinuas y n-periodicas con la norma

lulm= max lu(x)!,
xe{ 0, nl




L”(R) el espacio de Filbert de las funciones u: R -——= R n-perie-
dicas de cuadradc integrable sobre 10,n{ con la norma
n
2. %
?ul2 = (J T uelY,
0

y el producto escalar

n
{u,v) = J uv , g.v e 1,
O

Sea Pla clase de funciones test x « Ci(P). Definimos L: dom L—Y
, b i o " 2 _
como dom L = v e X 1| la aplicacion y ¢ — (u,x") es L -continua)

(Lu,¥) = -(u,x"), para cada u € dom L, ¥ ]

2n
Como {;n} donde ;n(x) = (1 x}ei o constifuye una base orto-

nez’

normal en Y, toda u € Y se puede expresar

ui{x) = Z u g (x),
nnn

donde oS (u,in). ne Z (por Zn indicamos la suma desde n=-® hasta +®)

2
LEMA 2.1.- dom L = H;(RJ :

2 T :
donde Hn(R) denota el espacio de las furziones u € Y tales que u',u" €Y

(u'y u" son las derivadas en el sentido de las distribuciones de u } con

5 = 2 e e o
i& norma !ulH2- ( £ul2 + luy l2 + lu i2 D B

o e 1 e

-
Se tiene que H;(R) 2 fue Y i Znn4mne5 <+ @) (ver [V]).

Al
-

Como & 2= denso en Y, dado u e dom L, al =er x555*——ﬂ (u;n") L =con-

ua, pocemos extender dicho funcional de forma ~ontinua a todc Y,




~bteniendo as! un funcional Fu: Y — R, continuo y tal que si yef&J,

Fux = (u,x"). Por el Teorema de representacién de Riesz-Fréchet ([Brll),

existe f € Y tal que Fuv = (f,v), vel,

e d s ' = ; > =
€ e puede expresar f Infn’n donde (f,§ ) = £

Geltai®y 3= Ga's, e b
Q n

Por tantg, f =- {n(Zn)zunin. y como £ ¢ Y, Znn4!u li { + @, Conse-

: 2
cuentemente, si u ¢ dom L, entonces u ¢ Hn(R>'

En el transcurso de la demostracion anter.or hemos obtenido que:

(2n)2u J ., u ¢ dom L.
n nn

Hi{R). entonces dada x ¢ &,

= [ u", )l ¢ lu"!zixl ¢ lul

Ixiq
2 H2 2

Las praopiedades de las series de Fourier indican que los valores

propios de L, esto es A € C para los que Lu - Xxu = 0 adnite

solucién no trivial,

2

Y = fEe=1));
n

y una base de funciones propias asociada al valor propio )n la constitu-

yen,

¥y, ® = 1/, n=1,

?i(x) = {Eln)*sen 2{n-1)x, vi(X) = (2fx>%cos 2(n-12x, n22,

( obsérvese que al ser u una funcién real ha de ser U Fu_. D¢ 2.




La Alternativa de Fredholm (ver {BN] ), indica que para X de R,

L n e R, se tiene,

ker(L - »I) = {0}, Im(L - xI}

ImL = (ker L)

ker (L = x 1) = <$1.y2>. Im oL = % 1) = (hkeril = A I.':')'L =
n n'n o n

Y gl e

» € R, es un operador de Fredholm de indice cero y em
los casocs rescnantes, esto es, cuando X # hn para alg’n n, las pro-

yecciones naturales P y Q se definen para cada n comc
= ) =
olf (f|"1"1| n =1,
ol 2,.2
= +
an (f.yn)yn (f,vn)yn.

Pnf = Qnu .

Ademds, puesto que dom L = Hi<R) que esta compactamente embebidc en
X, esctc es, 1i: Hi(R) — X es compacta (ver [Al, [Brll), lc inversa por
la derecha de L - )nl. Kn: Im(L - xnI> — dom L Nker Pn es ccrmpacta,

( K = ioK , donde K : Im(L - » I) — HZ(R)Nker P_, es continua).
n n n n n n

Si g@ R —/ R es una funcién continua ( & g: 10, nl xR —— R satis-

face las condiciones de Caratheodory, ver [Fl, (FKl) y f ¢ Y, definien-




do Ni X —= Y como Nuix) = gluix)) - £(x) (6 Nu(w) = gix,u(x)? - £(0),

N esta bien definido, es continuo y transforms acotados en acotados ((F]

LFE1Y, Por consigulente, al ser K,1 compacta y dim{im Qr}
i 'y

(L - »_I)-compacta en subconjuntos acotados de X.
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En resumen, =astudiar la exist

perisdico (2.1.1)-(2,1.2), esto es, la existencia de u ¢ H;fﬁ} tal que

") + 3 Cuyx) + @) = (x), para cada x €&,
23 equivalente a estudiar la existencia de solucién de
(2. 1.3 e - Anu = glu) - 1, ue doml,

donde (L - lnI) es un operador de Fredholm de indice cero y el opera-
dor N definido por Nu = g(u) - f es (L - xrl)—compacto en subconjuntos

acotados de X,

EJEMPLO 2.2.- También en el Capitulo II se estudia la existencia de so-

lucisn débil de la =cuacion

(2.2. 1) s+ knu + gluw) = f,
verificando condiciones de contorno de Dirichlet
(2.2.2} uld) = ulm = 0.

Sean X = CL0,n] el espacio de Banach de las funciones u: [O,n] — R

2
continuas, con la norma uniforme e Y = L7¢0,m) el espacio de Hilbert de




las funcion2s ui 10,nl —— R de cuadrado integrable scbre 10,nl, con

la norma y el producto escalar usuales,

o]
Sea & la clase de funciones test y € c“10,n), verificando x(0)=

=y im) 0. Definimos L: dem L X — Y como
dom L {ue X! la apiicacién y eZ—— (u,x") es Lz—continua}

(Lu,x) = =(u,x"), para cada u e domL, y € £ .

Utilizando, como en el Ejemplo anterior, series de Fourier, se de-

nuestra

TENL 2.2~ dem L = ¥o0, o0 B,

g 1
donde L7 (0, )N ﬁ*(o,x) denota el espacio de las funciones u € Y tales

€ Y y verifican u(0) = uG) = 0, con la norma | | ..
e

Los v. lores propios de L son

xo= n2. ne N,
n

y una base de funciones propias asociadas al valor propio ln la consti-

tuve
yn(x) = gen X, ne N

La Alternetiva de Fredholm indica gue para A € R, : # *n , ne N,
tiens

ker(L - »1} = {0}, Im¢L - »I) = Y,

A
(kap (L = x I}y =

1




En consecuencia, L - AI, A € R, €3 un operador de Fredholm de indice

cerg y si » = AL las proyecciones naturales P y Q se definen:
L

e S € £
Qnt f.yn)yn. feY, 5 - uzX, neN.

?
Ademas, al estar H°(0,mn &0, compactamente embebido en X ([Al,

[Brill’, la inversa por la derecha de L - hnl. Kn ioaalL - AnI) ——

dom LMker P es compacta. §i g: R —— R es una funcidn continua y
t e Y, el operador N: X — Y definido como Nu(x) = glulx)) - £(x), es-
ta bien definido, es continuo y transfoima acotados en acotados, por lo

que dicho operader es (L - An1)~compaC'o en subcon,uctos acotados de X.

Estudiar la existencia de sulucion débil del problema de Dirichlet

(2.2.1)-12.2.2) es equivalente a estudiar la existencia de solucién de
(2.2:3) Lu - AR = glu) - £, u £ dom L,

donde (L 1) 2s un operador de Fredholm de indice cero y N, definido

I

por Nu = gu) P el Anl)-compacto en subconjuntos acotados de X.

£.3.- Fn el Capitulo III estudiamcs la existencia de solucién

i

13 ecuacison del calor unidimensional
.= = A u =gty F,
% XX n g

que verifica condiciones de contorno T-periédicas en t, T > 0,

(2.3.2) gt = T, %) = w(k, %), te B x€ [0,%,




v de Dirichlet en x

ult,0) = ult,m = 0, t ¢ R.

ea Q = Rxl0,nl y sean X = CT(Q) el espacio de las funciones u: 5 "

o
(=

— R, continuas y T-periédicas en la primera variable t, con la norma
donde QT = 10,TCx1C,nl,

spacio de Hilbert de las funciones u: @ — R, T-perie-

‘-; de cuadrado inte

cr
W I
=

Wq, con la norma

producto escalar

(u, v) =I ay
QT

1R S
funciones test y € (Q) verificando xit,0) =

€ R (denotamos por C}‘ (Q el espacio de las fun-

Cl en Q y que admiten derivada seguunda continua

var [V] ».

?
(uyx, es L™-continua}l

lxx)' para cada u B
% i ;
{t, %) = (2721} 31JWt sen nx, <on w i e Z, ne K

El conjunto € ¢, | j e Z, n+v N} constituye se ortonormal en
jn

Y y, por tanto, toda u ¢ Y se puede expresar

e D = X1 a Yy ;jn<t.x>,
Jy




P & 5
LE¥A 2. 3. = Ho' 7@ B (g (txr =Y. (iiw + 0™
EM QN 1 QY vy Luft,x ZJ.H ijw + n ujn’jn‘

1

i

donde H

- -
LN Q) es al espacic de las funciones u € Y tales gque u
i

tl

PG

Y vy udt,0) = ult,m R (observar que H% fQ)C:CT(Q)).y

{ gl = wl iU 1?)b.
H XX 2

(j2+n4)!u I2 { + @}, ver

ke 1
Observ: que .1 ( (
Observar que Hi \Q)(1ﬁT Bl = Lo T Zj.n in

(vi, [LSVI.

Teniendo en cuenta que estamos considerando funciones reales, com lo

J_in vy utilizando las propiedades de las series de Fourier, se

-

5cilmente que los valores propios de L son

ne N,

%
yr{t,x) = ¢ n(t.x) = {2/nT) sen nx,

9

La Alternstiva de Fredholm indica que si X € R no es un valor propioc

estag es

’ se tiane
n
ker(L - xI) = {0}, Im(lL - A1)

yparax =k, B€ ¥,

T o TR = - =
ker (L An,) Yo Im(L A {ker (L xnI))




£

.LEYi(f,\[n)=

Los operadores L - AnI son pues, operadores de Fredholm de irdice

cero. Las proyecciones naturales P y Q se definen para cada n € N como

A = - 1
&nf (f.yn)vn. feY, Pnu Qnu. ucX, nelN

Como H%'E(Q)F¥ﬁ%(Q)esta compactamente embebido en X (ver [V], (LSU))
1a inversa por la derecha de (L - an>, Kn: Im(L - xnI)-—e domL N ker Pn
@s compacta. Entonces, si gi R —— R es una funcién continua, el opera-
dor de Nemystkii, N: X— ¥, Nu(x) = f(x)- g(u(x)), estd bien definido,
es continuo y transforma acotados en acotados y, por tanto, es (L - 1n1)

-compacto en subconjuntos acotados de X.

Estudiar la solucién débil del problema (2.3.1)-¢2.3.2)-(2.3.3), es-

es, la existencia de u ¢ dom L tal que
- { fat S ‘ﬂ-( -
W%y + Xgy? ~ Pp WX T BW,X) = %), x €8,
; equivalente a estudiar la existencia de solucién de

3.4 Lu - xnu = f + glu), u € dom L,

donde (L - ADI) es un opirador de Fredhclm de indice cero y Hu = f+gluw),

(L - xnI)-ccmpacto en subconjuntos acotados de X.

En el Capitulo IV estudiamos la existencia de solucién debil de la




5 BMD R £,

condiciones de contorno Zn-peri¢dicas en t Y en x, estg eg,

Ult+2m, x) = uit, x) = udt, x+2m), t,xe R

38
Sea J = 10,2nlx10,2x( ysean X = Y = " (J), el ecpacio de Hilbert de
las funcionas u: J —— R de cuadrado integrable en I, con la norma y el
producto escalar usuales. En adelante, identificaremos una funcisn u con

Xtansicn 2n-perisdica en t Yy et X, cuando sea necesario.

Sea & la clase de funciones test y ¢ 02(3) verificando
Xt 0 - x(t,2m) xx(t.O) = xx(t.2x)
X(0,x) = y2r,x) X (0, x> - Xy @m0 = t,xe (0,2m)

dom L C© X —— X por:

: : ; i @ ;

+a aplicacion ye@ (u,0x) es L°-continua )
LN ~a ~ada d 1 9
X ‘O, para cada u € dom L, y €9,

donde 03 denota el operador de ondas u operador de 4'Alembert,

i

ilat+nx) i
Sean ﬁmft.x) = (1fexyat " EK Iy, ne Z, Como { 'mni mneZ } cons-

tituye una base ortonormal en X, v e X se puede representar de la forma

uit,x) = § i (4,0,

u !
I,n mn mn

+®
donde = {y ), mneZ (per 2 denotames [
o Ve "mn e mn




De forma analoga a lo efe tuado en los ejemplos de la Seccien 2, se

demuestira que

doml = {ue X | f (n2 - m?)zlu 12 + @ },
m,n mn

1]

y que dada u ¢ dom L,
2
: o= mz)u ]

m,n mn” mn'

En consecuencia los valores propios del operador

esto es, L tiene una sucesion de valores propios reales, todos ellos de

multiplicidad finita, excepto A, = 0_que %tiene multiplicidad infinita.

A diferencia de los ejemplos anteriores, ker(l - LOI> = ker L es de
dimension infinita y, por consiguiente, L no es un operador de Fredholm
de indice cero.

El ker L esta formado por el cierre de todos los polinomios trigono-

métricos generados por #gp COR B = + n, <sto es, denotando por

g, = (1/2melDe

se tiene que ker L estd generado por im(t+x), ;m(t-x). con me€ Z y por

sus limites en X, Por tanto, y ¢ ker L si y sélo si,
yib 0 = ] fylﬁ (t+x) + yzn {t=x))
; n'mm m m .

1 2
de = gk, X)), ibEx)) = (yit,x), ¢ _(t-x)).
donnwm i, x #mtx 8 25 yit,x. g

z
Definienda p,(s) = im?;’m(s)' q,(s) = Imvmfm<6>- se tiene que q,,p,¢€

2
5 AR ($.%) = X) + -x),
e Ly (R y ¥y, = p(t5x) + q) (t-x)




: 2
Feciprocamente, si p,, q, € LZKfR) entonces la funcién y(t,x) =
5 |
= P, tix) 4 ql<t~x) pertenece a Ker L. En efecto:

31 exprezamos y(t,x) Im nwmn#mn(t'x)' antonces,

2X 2n
g =k {4+ vy
sin Yol I J Pyltdig (b, wodtdx 4

0°0

n 2N 2N (2mtx
{t= ( = s - 5
IU 9, t x)lmn.t,x)dtdx JO jx p1<=)¢mn(s x, x)dsdx +
2n ontx. .
pl (s)eimsl eiX\ u+n)dxds +

E: 5+X, L =
ql(g)’mn( X, X)dsdx (1/2u)[ :

0

n n-x
* f1/2n)12 ql(s)ems Iz eix(m+n)dxds =0, si wmein,
0 -X

Por tanto y € dom L y Ly = 0.

De lo anterior,

ker L={ye X | yit,x) = pl(t+x) + q,(t-%x), p., q, € L2

2“{R)).

y definiendo el valor medio ; de y como
y = aszm?® Lv
ker L= {ye X1 y(t,x) =y + p(t#x) + q(t-x), y € R, p, q ¢ Lgx(R)

0}

Notese que las funciones constantes pertenecen al ker L.
La Alternativa de Fredholm indica que f € Im L si y sélo si (f,y)=

=0, y € ker L, estn es, si y sélo si,




en 2n [2n 2n
I I f(t,x)p, (t+x)dtdx + J f(t,x)q, (t-x)dtdx = 0,
070 : J0 0 :

para cualesquiera pl’ ql € Lgn(n)

Haciendo s=t+x en la primera integral y s=t-x en la segunda y te-

niendo en cuenta la periodicidad, se obtiene que

an 2n
[ f(t+x,x)dx = 0, a.e. t € 10,2nl }

ImL = { fe X II fit-x,x)dx =

0 0

Observese que Im L = (ker Lf'. que L es un operador cerrado y que X=
=Imn L ® ker L

El siguiente resultado puede verse en [ChHIl:

LEMA 3.1.- Dada f ¢ Im L, si ue Im L es la unica soluciéon de Lu = f en

Im L, entonces u € LQ(J). ful ¢ Cifi L+ para alguna constante C indepen-
L L

diente de u y £.

La proyeccién natural P=Q sobre el nicleo se define

Pu(t,x) = u o+ pit+x) + qt-x), u e X,

> 2 2R 2%
u = (1/2m1) J I u(t, xodtdx,
0°0

2n
(1(2m)[ uis-x,x)dx - u,
0

2n
{1/2n)[ uls+x,x)dx - u.,
Q




Dadas g: R —= R y f € X, una funcién u € dom L es solucisén debil

del problema (3.1)-(3.2), esto es, satisface
uoy) + (glw, ) = f,x),

si y s6lo si, u verifica

3:3) . Lu + g(uw) = {,

Para aplicar el Método Alternativa a la ecuacién (3.3) y tratar de
resolver el sistema

(3.4) u - Pu=K(I -Q(¢f - gtud)),
3.5 Qi - glw)) = 0, u € dom L,

existe una diferencia esencial entre este problema y los estudiados en
los ejemplos anteriores ya que ahora el ker L es infinito dimensional.
Aunque la inversa por la derecha K de L es compacta, la dimension infi-
nita del nucleo hace que sea necesario imponer algun tipo de condicio-
nes, tales como la monotonia 2 la no linealidad g, para poder aplicar
algin método ¢ p.e. la técnica de operadores monotonos ) que permita

suplir la falta de compacidad que produce dicha dimension infinita.

NOTA. -

Obsérvese que mientras que en los operadores definidos en los Ejem-

plos 2.1, 2.2y 2.3, el dom L coincide con Hi(R). Hz(o.nb M ﬁlio.n) y

1,2
T

H QN ﬁ%(Q). respectivamente, con lo que el concepto de solucién

débil coincide en esos cascs con el de solucién casi por doquier, en el




operador de ondas unidimensional dom L contiene estrictamente a HZ(J)

2

(piénsese, en que si p,q € L2

n(R) y y{t,x) = p(t+x) + q{t-x), entonces
2

y € dom L y, en general, y ¢ H"(J)), por lo que estos dos conceptos de

solucién son diferentes. Este hecho pone de manifiesto la menor
regularidad del operador de ondas (hiperbélico) frente al operador del

calor {(parabslico) o los operadores elipticos de los Ejemplos 2.1 y 2.2.




ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS:

LOS PROBLENAS PERIODICO Y DE DIRICHLET

En este Capitulo vamos a estudiar la existencia de solucicnes de-

biles de la ecuacisn

(0.1)n e Anu + glu) = 1,

junto con las condiciones de contorno periédicas,
(0.2 uld uim), u'd0) = u'lm,
o de Dirichlet,

(0.3 uf0) = u(m = 0,

donde g: R — R es una funcién continua y f ¢ Lz(o,x).

De acuerdo con el Capitulo I, Seccién 2, estos problemas son equiva-

lentes a la existencia de solucién de la ecuaciom
(0.4) Lu - MY = gluw - f, u € dom L.

Para cada n € BN, xn es el n-ésimo valor propio del operador L, es de-

cir, An = (2(n—1))2. cuando se consideran las condiciones perisdicas

(0.2), ¥y )n = n2 , cuando se consideran las de Dirichlet (0.3).

De ahora en adelante, el problema perisdico {0.1}n- 0.2) lo repre-

sentaremos poi Pr y el problema de Dirichlet 40.1>n- (0.3 por Dn'
i

Si consideramos




limgu) = ¢t o
U—=x0

lo que ocurre en el caso lineal, es
» en fO.l% » Puesto que ésta es la es-
tructura mds sencilla que puede tener la funcisn g verificando 1la
condicion (A).
Asi, si g(u) = xu en (0.4), la Alternativa de Fredholm indica que
los problemas Pn y Dn tienen solucién para toda f siempre que 0 ¢ x ¢
< bt A, Dientras que si g(u) = ()n+1 T 2,’Us existen funciunes f
para las que dichos problemas no admiten solucién.
Por tanto, el estudio del problema lineal sugiere que si g verifica

(R) y

(B) “Existen aeR", keR tales que igu)i € Mul +k, ue R™",

30lo podremos asegurar la existencia de solucién de Pn 6 Dr para toda f,

ehands 0GR gy LR
i n+l n

Usando como modelo el problema lineal, Ahkmad, [Ah], demuestra gue
cuando g verifica (A) y (B) con 0 < A < 3<=l3—hl;. el problema Dl(resq-
nancia en el primer valor propio) admite solucién para toda f ¥, con una
demostracién analoga, se puede obtener un resultado similar para el pro-

blema PI cuandoc g verifica (A) y (B) con 0 < » < 4(=l2- ll,en este caso)

Sin embargo, el problema lineal no es el modelo 6ptimo par el estuy-
dio de este tipo de problemas ya& que, por ejemplo, se puede demostrar

que si g verifica (4) y
(Cy "Existen 0 < v < 1 y k ¢ R de forma que g(u) ?-¢lul + k, u¢o",

2l problema P, admite solucién cualquiera que sea £ ([ MW)) y la condi-




al contrario de (E), no impone ninguna restriccisn de

crecimiento a g para u?0.

Puesto que las no linealidades g mds sencillas que verifican (A} son
las lineales a trozos, esto es, g(u) = au* - fu", «,f20, tomamos como

modelo en este Capitulo problemas lineales a trozos de la forma

0.5

junto con las condiciones (9.2 & (0.3). Este tipo de problemss, sdemas

poner de manifiesto las diferencias existentes entre Pn y Dn' nos ha
btener resultados optimos en un cierto sentido tanto en el

caso del primer valor propio, )., como en el resto de los valores

praopios, xn, a1

Comenzamos, por tanto, este Capitulo exponiendo algunos resultados
conocidos para los problemas lineales a trozos (0.5)-(0.2) y €0.5)-(0.3)
y demostrando ciertos Lemas para uaa ecuacién lineal a trozos mas gené-
ral que (0.5), que seran fundamentales en demostraciones posteriores.

En la Seccién 2 estudiaremos los problemas P1 ¥ D1 (casc del primer
valor propio). Para el problema de P1 damos una nueva demostracién de un
resultado demostrado ya, aungqu2 por métodos totalmente diferentes, por
Mawhin y Ward, [MW], del que se deduce que si g verifica (A) y (Q),
entonces Pl admite solucién cualquiera que sea f, y para el problema Dl'
demostramos un resultado que éeneraliza el de [Ah] y permite afirmar la

existencia de solucién cuando g verifica (A) y

(B') "Existen Yy , T ¢ R*, K, ke R tales que
glu) ¢ ylul + K, ut 0,

glu) ? =7lul + k, uf "




con ¥ ¥y v =satisfaciendo ciertas condiciones idas por el estudio del
problema lineal a trozos,

La condicién (B') permitira que la periurbacisen no lineal g tenga un

lineal muy grande en una direccisn ( u z O 6 u ¢ 0 ) siem-
que en la otra sea suficientemente pequefia,

Paor 4ltimo en la Seccidén 3 expondremos los resultados obteunidos para
los problemas Pn y Dn' n*l, es decir, cuando consideramos valores pro-
pios superiores al primero. Este tipo de problemas en resonancia no ha
sido estudiado por muchos autores Lasta el momento. Como consecuencia de

los resultados que aqui se exponen, se obtiene la existencia de solucisn

de estos problemas siempre que g verifioue (A) y (B') con ¥ y 7 satisfa-

cienda ciertas condiciones en funcién de n que, como en el casgo anterior
vienen sugeridas por el problema lineal a trozos. Los resultados que se
exponen 21 estas dos ultimas secciones son optimos en cierto sentido que
precisaremos mis adelante y, generalizan algunos de los resultados de

Dancer, [D11.

En esta seccisn vamos a estudiar la ecuacién

Ut & gt = e a.e. 10, ni

-~

donde §i, #, f « I? (0, m), u* = max (u, D), o= (-u,0), junto cun las

condiciones de contorno (0.2) & (0.3).

Para estos problemas se conocen los siguientes resultados (ver [D1],




{1,1)-40.2) con £=0, admite solucién r~ trivial si y sélo

1
= 0, 7 = 0y existe un natural k tal que k(5 + =
B

te =]y

problema (1.1)-(0.2) admite solucisén para toda f si p, ¢ > 0 ¥y,

numero entero. (ver figura 1)

2.~ Bean jitx) =y, ¥(x) = ¢, §, ¢ € R, Entonces,
a; El problema (1.17-(0.3) con £=0, admite solucién no trivial si y sélo

i, p= 160 =146 o2l y (u,¢) € Ao, dande

b -
R = LJ{ € 4, y) e Re | k(l- + ;—) 1R L) fle vl € Rg |
k=1 o

X

1)U Uz, € RS + =

Y
s TR e T e T {p%,v&) € Ay, donde A, es el subconjunto de

R? sombreado en la figura 2, el problema (1.1)-(0,3) admite solucién

2 2
rara toda f, mientras que si (p%,éui € R\\Ay, existe f € C (0,n] para la

que (1.1)-¢0.3) no tieme solucion.

-
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FIGURA 2




Los Teoremas 1.1 y 1.2 ponen ya de manifiesto las diferencias

esenciales existentes entre el problema periédico y el de Dirichlet.

21 suponemos que u, o ? xn y reescribimos (1.1) como
(1.2) Cham R OO ST e g R R i
= : j % u v xniu 24

2l Teorema 1.1 indica, por ejemplo, que para el primer valor propio 11=0
(ya que este se refiere al problema periddico), si 0 < ¢ < 1, el pro-
ilema f1.2)1—(0.2>, admite solucién gualquiera ¢ie sea p » 0 y £, Mien-

tras que e) Teorema 1.2 indica que para el primer valc: propio » = 1

1
(este Teorena se refiere al problema de Dirichlet), dado u > 1, existe
v > 1 de forma que (u,v) € Ac, por lo que el praoblema u" + u + (p-1lu* -
= (e-Liu = 0, u(®) = ulm) = 0, admite solucion no trivial y »~ podemos

asagurar la existencia de solucion de (1.2)1—<0.3) para toda f.

De hecho, {(ver (D11}, se puede demostrar que dado w2l exisgte, o2l y

o
feCl0x] tales que {1.23_-(0.3) no tiene solucioa.

Del estudio del problema lineal & trozos se deduce que si queremos
obtener resultados generales de existencia cde soluzién de Dl para g ve-
rificando (A), necesariamente hemos de impener a g una restriccisn del

: : e ¥ . .
tipo (B') con ¥ y t verificando (1/K1+¥3) + C(1/<1%v3) & 1.
Asi, observando el problema lineal a trozos, queda contestads nega-

tivamente la pregunta que Mawhin hace en [M2] sobre la existencia de um

To tal que si g verifica (A) y
{E" 3 gu) ? =viul + k, com ut0 yecon O <1 < 7o

el problema Dl admita solucién pera toda f.
Sin embargo, el Tecvsema 1 ! sugiere que dicho resultado es cierto

para Pl con To=1.
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Entonces, el problema

»
Gl il s i uT =0, a.e. 10, =k,
wE T
ul@) = yimy = 0,

Tiene sciucien no trivial si y sélo si,

+ o+ 2
tesen n) {(Wlx) = (esen n¥ (X)n , a.e, 10,nl,
£1.8
= T = 2 -
{esen n) (X)F{x) = fesen n) (¥X)n , a.e 19, nl,

-on £=xl. En este caso, si # es solucien no trivial de ¢1.7), gi(x) =

NOTA.- Las <oudiciones %) de los Lemas 1.3 y 1.4 vienen sugeridas por

los Teoremas 1.1 v 1.2 e implican (ver figuras 1 y 2) gue la ecuacisn
y" + put - ¢u” =0 con las condiciecnes (0.2) 5 (0.3) no admite solucién

: 2
distiata de la irivial excepto cuando g = ¢ = n,

Las J-mostracionss de estos dos Lemas son semejaates. Aqui, vamos a
demgstrar dnicamente =] Lema 1.3; una demostracisn del Lema 1.4 puede

anconftrarse an [Arll.
?ig'ﬂ'ﬂ-"-f[i":jﬂ,d"“ ]pmﬂ 1 3

Supongamos gque (1.6) no se verifica y s2a 4 una solucién no %riwvial

de (1.B),




St 440 = O, entonces ¢'(0) £ © (pues si no, ¢ seria la solucian

triviald. Supongames, por ejemplo , que #'(0)>0. Si #'¢0)40, la demos-

tracicn es ansloga.

g (0320, (x>0 en un entorno

e, 10,al, con 220, Per &l

o o
£ fiix) ¢, existe, & —

1 [p*.nl tai que ¢

=0, yg'(X .2 0, Rhora, gix> < 8

para x £ 11 ,% =
-

=9, a. 8, ]tl't

1+5£. luego ¢ verifica g" + Fix)p

+ .
1 80
- : 5 : s noZ2n
valviendo a aplicar el T.C.8., existe t2 € [-z T = -E] tal que § veri-
b
e. 1%.,¢t

l.,zf. ﬂ(tl) = ﬁ(tz) =

fica g" Q. Reiterando el

; : nn nn
il s et amos a la existencia de tn € [-_E + ——%.xl tal que g" +
I g

pep] SHED =0y 4t 10,

+F (2§

sen(u"n-t R
n-1

verifica,

)

FOXI>R, A R

luago por

w y como gin)=0, necosariament2 ha de

s hn i
o |




= (nt2)m™ _ nn
) =0 vy, r LS. — r— ——— o
y, por el T.C.S tn+1 bt ¢ m + %' Pe

2u 2r

n+1) < 0yg¢'(m) > 0, luego existe tn+2 € ]tn+1,u1 tal que " +

{ =
j.th i(tn+1

1t t fo t(tn

n+l' ‘'n+2 L. ’(tn

) = 0. De nuevo por el

+1 +2

(n+2) % (p+2) 1 k+1 k+l
? e = sk P > n, lo que

2p 20 n v

contradice que tn+2 ¢ n. Por tanto, si #¢0) = 0, ¢ es la solucién tri-

vial.

Si §(0)20, al ser § sclucién de ¢" + j(x)g' - #(x)g" = 0, a.e, 10, nl

entonces, por el T.C.S., necesariamente existe X, € 10,nl tal que l(xo)

Sea a =min { xe 10,nl | ¢g(x) = 0} y definimos
Frix} = ¢ (x+ta-lm) si x ¢ [ln-a, (1+l)x-al,
p*(x) = filx+a-im a. e. x € 1ln-a, (1+L)x-al,

r*{x) ¥ (x+a-1lm) 4. @, X € llm-a, (i+i)n-al,

leZ. Entonces, p*, o¢* € Li(R). §* as derivable con derivada absolutamen-

te continua y verifican

)"+ PR YT - e X ()T = 0,

ge0) = g*(m) = 0 y (N = (g*)' (m),

Aplicando el razonamiento anterior a #*, se tiene ¢*=0 y ¢ es la so-

lucisn trivial.

El reciprcco es evidente.




2. £l primer valor propio.-

En esta seccién vamos a centrar nuestro estudio en el caso del pri-

mer valor propio; concretsmente, estudiamos los praoblemas P1 y D,, esto

1!

ez, la ecuacién

2. 1) Cherts )lu + glu) = £, a. e 10,nxl,

junto cen las condiciones de contorno, (0.2) 3§ (0.3).
Muchos autores han estudiado este tipo de problemas en resonancia
para diferentes perturbaciones %o lineales. Por ejemplo, cuandn la per-

turbacién no lineal g es acotada, se conocen resultados bastante satis-

factorios que ectablecen la existencia de solucién, tanto del problema

Pltver, p. e. [GM], [LLe)l ), como del problema Dl( ver p. e. (LL]l, ([Brl]

{AA¥] ), bajo determinadas hipétesis sobre f.

Como ya hemos dicha, consideraremos no linealidades que verifican la
condicién (A). Para este tipo de términos no lineales, Ward, en {V1],

demostro .que existe 1. (= -15) de forma que si g verifica la condicién
2n

{(C'), el problema P1 admite solucién.

En el estudioc del problema lineal a trozos el Teorema 1.1 nos indica
que la cota éptima para 7o en la condicién (C') es 7o = 1. En efecto,
Mawhin y Vard, en [(MV], demuestran este resultado.la demostracién en
[MV] se basa en la coercividad de cierta forma bilineal asociada a un
problema de Dirichle: y en la desigualdad de Virtinger. Nosotros demos-
tramos a continuacién un resultado similar al de {MW] pero con una teéc-
nica totalmente diferente que, al contrario que la suya, permite también

abordar el problema de Dirichlet.




En cuanto a este ultimo problema, el estudic del problema lineal a
trczos ( Teorema 1.2), indicaba que no es posible demostrar un resultado

similar al del problema periédice.

Varios autores han estudiado el problema Dl con g de crecimiento a
lo mds lineal., Por ejemplo, en [8SS], se demuestra la existencia de
s0lucién si g es impar, mondtona y verifica (A) y (B), con £4x<0.24347;
an {CKl se mejora este resultado a 0 < A ¢ 0.443 y sin la hipétesis de

ismparidad. Recienftemente, Ahmad extiende ain mAs este resultado a 0<i<3

sin las hipotesis de monotonia e imparidad. Mawhin, Ward y Willen [ MWV1,

demuestran un resultado similar al de [Ah] por métodos variacionales pe-

ro impu iendo a g la condicién de monotonia,

Para demostrar los resultados de esta seccisn, haremos uso del

Teorema 1.1 del Capitulo I con algunas ideas de ({Ah) y (V1].

Sean g: 10,nlxR —— R vana funcién verificando la condicién de
Caratheodory ( e, d., g(x,.}: R — R continua a.e. x ¢ 10,ml, gC ,u):
: R = R medible, u € R y para cada R>0, existe VREL2<0.K)/ Igdt,u)l ¢
3

R(t>. a.e.10,nl, para cada u, lultR) y f ¢ Lz(ﬂ‘n).

TEOREMA 2.1.- Supongamos que

i) Existen I',¥ € L2<0.n) con 0 ¢ T ¢ 1, ave. 10,=l ¥y [ (x)dx <1,
tales que

P G BT S




b4

T
fix)dx ¢« I g{x, +®)dx,
n-

0

donde g(x,-#) = lim sup g(x,u), glx,+) = lim inf

Y= L= T0

=

Entonces, el problema perisdico
u" + glx,u) = f£40, a. e. 10,xl,
u(0) = u(m), u'd) = u'(n),

admite solucioén.

Ceunsideramos la familia de problemas,
u" + agix,u) = xfix), a.e, 10,nl,
HE0F £ yin); ¥ = gt (x),

con » e 10,10,
Es suficiente demostrar (ver Teorema 1.1 y Ejemplo 1.1 del Capitulo

I) que

(I) Existe R, ? 0 tal que

0
T n
{ J { gix, B - £(x) jdx }{ J {g¢x,~-R) - f(x))dx ] < 0,
] 0

para todo R ? RO'

(II) Existe C ? 0 tal que Iui°° ¢ C para todo (X, solucién de (2.3).

{ En toda la memoria C indicara diferentes constantes )




La condicicen (I) es consecuencia de las hipétesis ii) y iii); en
efecto, por ii), g(x,u) - £(x) ¢ B(x) - £(x>, u ¢ 0, luego, por el Lema
de Fatou

n i
lim sup I (glx,u) - £Cx))dx ¢ I (gix,-») - f(x))dx.
u---u 0 0
Pero, por la hipétesis iii), esta Gltima integral es negativa, luego
3
lim sup J {glx,ur = fx)rdx < 0,
u=-4-a 0

Existe pues un R1 > 0 tal que si u < - Rl'

LS
I (glx,u) - fx)Idx < 0.
0

De forma analoga, existe un R2 > 0, tal que si u > Rz,

n
I (glx,u) - £(x))dx > 9.

0

Tomando R0 = mAX {RI’RZ

}, se verifica (I).
Para demostrar (II) vamos a proceder por reduccién al absurdo. Su-
pongamos que (II) no es cierta. Entonces, existe una sucesion {xn.un) de

soluciones de (2.3) tales que fu_| 2 n, para i2do n € N.
n

u

1
Definamos vn = pe entonces , Ivnlm =1 para todone Ny vn ve-
no

rifica:

1

{ T e—

] g.x.un(x)) Tot
ne n

v (0 = v (o), v'(0) = v' (o),
n n n n

De 1) y ii), se deduce que,




tgdraudl 6 @) ¥ B GO0UT # fX), A 6 X5 10, b

donde w = 2lal + 21¥!, luego,
Y n An

J bgiE,u (m)ldx & === |

0 n

i )
Un'm unlm

n n S |
% 2! F{x)u~(x)dx + I wix)dx )} ¢ j f(x)dx +
0 0 (o]

T ).n
* 2 ) I [{x)dx +
n 0 lu

ya que, integrando emtre 0 y m,

A x o n u;(x)
J g(x,un(x))dx = ] J fixdx, y e : 1.
0 0 n o

!unim &'

Ahora bien,
n A n ’ T
J lv;(x)tdx £ T J lg(x,un(x))idx I 1£(x)idx,
0 ne 0 n 0
n

luego de (2.6), se deduce que I !v;(x)ldx estd uniformemente acotada,
0

digamos por una constante C.

Paro

X
v'ix) = I v'(s)ds + v' (),
n 0 n n

n
y por la pericdicidad, I v;(x)dx = 0, luegc
0

T X
v = - I I v;(s)dsdx,
Il 0’0

es decir,

iv' (0)Im ¢ F‘f‘iv“<s)idsdx £ Ixjn!v;(s)idsdx
s glg 00

\/




Por tanto,

X
‘(%) ¢ " (5) | ds ' $ :
|vn x) | Jolvn Jids + Ivn(u)f 2C, xel0,nl]

Asi, (v} esta uniformemente acotada, y, consiguientemente , )

astd uniformemente acotada y es equicontinua ( basta poner vn(x)=vn(0) +

X
I v%(s)ds i
0 i

For tanto, por el Teorema de Ascoli-Arzeld, existe una subsucesién,
que seguimos denotando por vn; de forma que L s uniformemente en

[0.%], Ademas, v(0) = v() y Ivla = 1.

El resto de la demostracion la vamos a dividir en varias etapas.
ETAPA 1. Probaremos que:

Si v < 0, sobre la,bl, 0¢a<bin, entonces, v tiene derivada absolu-
taments continua en [a, bl y v" € Lz(a.b>. Ademds, existe ¢ € Lz(a.b),OS
¢t o ¢ T, a. e., tal que v es solucién de la ecuacién lineal v" + ¢ (X)v=

=0, a. e. x ¢ la,bl.

Supongamos en primer lugar que v < 0 sobre [a,bl. Entoaces la suce-
sién e ® vniunlm == -® yniformemente en [a,b]l y podemos suponer uy 4
{ 0 en [a,bl para todo n.

(3 (x)
kng,x.un X))

Definimos vn<x) = ———1:;?;;——- , xe la,bl; por 1) y ii), se tlene

(2.7 -I(B(x)/un(x))l § vn(x) ¢ T(x) + l(fo)/un(x))l. a. e, la,bl.

Entonces fvnlw astd acotada iudependientemente de n ( un(x) Eera

uniformercnte en [a,bl ) , luego existe ¢ ¢ Lz(a.bi y una subsucesién,




que seguiremos denotando por v tal que - Ademas, Por el Teorema

de Mazur, 0% ¢ ¢ 1. & a la bl

Por ctra parte, ~omo v verifica (2.4, v, €° solucién de

(2.8 vt o (K)y = f (%), 8. e la B,
n n n n

donde f (x) = 3 f(x), luego Iv"|
n Iunbm n

5 esta uniformemente acotada ( pues

: 2
{vn} lo agts, Ivnim= ly fn —— 0 en L {(a,b)), por tanto, {v;) es equi-
continua sobre [a,bl ya que si %,y € [a,b],
¥ b
Fetcx) =yt tgad ¢ | I fy" (s)idst ¢ ix-y%( J !v“(s)fzds )1’é £ C lx—yﬁ
n n n n 2
X a
donde Cz_es la cota de iv;tz. Coma {vﬁl es uniformemente acotada sobre
fa,bl, existe una subsucesion, que seguiremos denctando por va , won-

vergiendo uniformemente en {a,b] a v'.

Integrando (2.8) entre a y X,

X X
{2.9) e ey gt (AD S J e By ctrdt = [ £ Ctrdt,
n n i n n . n

y haciendo n =—— @, se tiene ,

X
(2.10) v'{x) - v'(a) + J ri{t)vit)dt
a

Por tanto, v' es absclutamente continua en [a,bl y v" + vix)v = 0 a.
e. la,bl.
Si v ¢ 0 en la,bl, basta tomar una sucesison de intervalos Ij=}aj,bjf

t a, bj 4 b. Para cada Ij, v<0en ij' luego
= 2 2
v' es absolutamente continua en I,, v"e L7(I ) y existe ¢ e L (I ) conm

I J 3 J

0 (o, ¢T a.e., tal que v es solucién de v" + v3<xiv =0, a. e. X el

i

con a < aj {b, {<bya

J ]

"




Basta definir ¢(x) = o (%), 5i x € I, para obtener el resultado.

J J
Hacemos notar que de la prueba en la Etapa 1 se deduce que si v(0)=

= vin) < 0, entonces v'<(0) = v' () (vh(O) = v%{n). para todo n € N},

ETAPA 2. Probaremos que:
Si vi0) 2 0, entonces vix) ¢ 0, para todo x ¢ [O,nl.

En efecto, =i v es negativa en algion punto, coma v(0) = ¢¢(m) 2 O,
podemos encontrar dos puntcs O ¢ a < b ¢ n tales que via) = vib) = 0 ¥

vix) < 0, x ¢ la,bl. Por la Etapa 1, v es una solucién no trivial del

problema v" + oi{x)v = 0, v(a) = v(b) = 0, con ¢ ¢ L2(a,b) satisfaciendo
1, a. e..

Denotemos por X, {r;a,b) el primer valor propio de

1

(2.11> v+ arixIv = 0, via) = vi(b) = 0,

entonces, al ser o ¢ T, a. e., hl(v;a.b) 2 xl(r;a,b). siendo AI(F;a,b)

e, primer valor propio del prablema v" + M (x)v = 0, v(a)

T
{ver [CL]1). Pern i I F(x)dx < 1, luego M{x) < 1 sobre un subconjunto
0

de 10,xl de medida positiva, por tanto 1 = A1<1;0,x) < 11<r;o,n> ¢
§ ll(r;a,b). lo que contradice el que 1 sea valor propic del problema

(2:11%;
ETAPA 3. Probaremos que:
Si v(0) < 0, entonces v(x) < 0 para todo x € (O,nl.

En este caso, sabemos que v(0) = v(m, v'(0) = v'{m),

Si v es no negativa en algun puntc, podemos encontrar 0 < a ¢ b <om




tales que via) = v(b) = 0 y vix) < 0, xe (0,8l &6 x« 1b,nl. De nuevo,

2 2
y € L™ 0,a) v v, € L™ (b,m) con AT

a. e., de forma que v es solucion de v" + vl(x)v =0, a. e. 10,al y v* +

por la Etapa 1, existen ¢ e {0,T],

vzfx}v =0 & e Thow.

Sean § y y las soluciones de u" + u = 0, que verifican §(U) = v(O)

yim), ¢'¢0) = v'(0) = y'(n). Entonces, #(x) = -psen(x+8) con p>C (v(Q)

0) yBe l0,nl, y yix) = glx-n),
Como g0 = v(0) y r1<x) ¢ T(x) ¢ 1, a. o. ]0,al, por el T. Ci 8,

se tiene que #(x) ? vi(x) en 10,al, luego gfa) ? v(a) = 0, por lo que

Anadloganmente, al ser v/m) = vi(n) y vz(x) £ Dix) ¢ 1. 8. 6. 1B,
y(x) } v(x) en [b,xl por loque n - & > b. Como a ¢ b, se deduce que a =
b==x- 8,

Extendiendo v periédicamente a todo R y definiendo

v9(x+ﬁ), x e 1-6,00

~

v1<x), x € 10,n-8(,

T € L2<—B,n—8) yoie ¢t TE & Lo 00, . 1-8.7-8[. De nuevo por el T.C.
S., al ser v solucién de v" + v(x)Vv = 0, a. e, 1-8,n-8L, v(@)=vi{n-8)=0
y v(x) < 0 en 1-8,n-8(, ¢(x) = 1, a. e, 1-8,n-8[, con lo que vl(x) £ 1,
a. e 10,m-80 y v (x) =1, a. e. In-8,nl y, por tanto, T(x) =1 a. e,

10,nl, lo que contradice la hipétesis 1).
ETAPA 4. Prcbaremus aue:

Si vi0) : 0 (respectivamente, v(0) < O J @ == 8 (res-




pectivamente, un - -» ) yniformemente en [(Q,nl.

El caso v(G) < 0 es consecuencia inmediata de la Etapa 3. Suponga-
mos que v{(0) ? Q; por la Etapa 2, v{x) ? Q para todo x ¢ (0,x].

Coma Ivl = 1, el conjunto Ar {xe "0,mll v{(x : r )} tiene medida
positiva para todo r, rel0,1[.

T
Sea v = [ u (x)dx y .2a k > 0, tal que
nowj,m

lu” (x) ldx
n

pare cada n € N.

De (z.4) y (2.5) se dcduce

(2.12) — ua(x)dx + G,

n
donde C = k { CIEE Foa
'y

Tomamos >0 con e=4knr < 1/2, y .ijamos n, tal que para todo n ? n,
4 Y 1 - -}
unix)l 2rtunim , xe [0,mi Ar. y un(x. 2 0, x¢ Ar (si xe¢ Ar'

vix) ? r y, al ser Ar cerrado, up

i

— +® uyniformemente en Ar. por tanto,

existe un n, tal que si n 2 By U (x) 2 0, me Ar; por otra parte, si
- 'S
u_tx)

e Hy
v(x) < r y existiréd un n, tal qus ®oo o vixil <

2

ly {x)}
n

luego , si x ¢ [O,%] - S L+ ovix) €2, 85l
n o«

Entcnces,

b
J ua(x)dx § {
4] O,n]-Ar

] : (4
'u x)ldx ¢ an!un‘m.




De ecta 0ltima desigualdad junto con (2.12) se deduce gue

o= n il Vet +6% el
= at 2B a e{unlm+ c,

iu_|

-

el
L o

y camc I vixidx > J y ¥ = L — +o, de (2.13) se
b nw ;

tiene que

i i PHERE
u -ty = w2l = =) - —_— +0,
n n n @ 1% n G :

la demostracison del Teorema se obltiene de la Etapa 1
ema de Fatou.

por ser (An'un) solucisn de (2.3,

T n
! 3ix,un(x>)dx = I {x)dx,

0 0

"K
d= donde, lim j fgtx.unfx)) - f(x)dx = 0
n4e "0
Si U . +e uniformementa en [0,n); podemos suponer que ur(x) ¢ 0
para tode x € [O,n], n € N. Entonces, g{x.un(x3> - f(x) ¢ afx) - f{x),
a. e., ne Ny
n i
lim I (g(x,un(x)) - flxnde 2 I (g(x,+0) - f(x))dx,
N 0 0 -

lo que contradice iii}. Si i Pl 2 uniformemente en (0,n], el razona-

niento es analogo.




NOTAS. -

1> 81 gix,u) = gluw), la hipétesis i) se reduce a ia condicién (C) comen-
tada anteriormente. Esta hipotesis restringe dnicamente el crecimiento

de g en la direccion u ¢ 0,

La hipotesis ii) indica que, si g es no acotada, g es del tipo de las

lineaiidades que wverifican (A). En cuan%to a la hipotesis iii), indica
la clase de términos independientes admisibles, es decir, es una condi-
cién para que f pertenezca al range del operador semilineal L - AnI w0
Esta hipotesis =5 una tipica condiciér de Landesman-Lazer. Este tipo de
condicic ies fue utilizada por pfimera vez en [LL] (ver tambiém (Cl), ¥y
se puede considerar como una generalizacién a. caso no lineal de la Al-

ternativa de Fredholm.

3) Es posible demostrar un Teorema dual al anterior en el siguiente sen-

tido.

"Si £ y g satisfacen ii) y iii) del Teorema 2.1 ¥y

n
i') Existen T,¥ € LZ{O,K) con O $ T 4 i i I < 1 tales
0

que g{x,u) ¢ N iul + ¥(x), a. e. 10,nl, u 2

(2.2) tiene al menos una solucién”.

4) Lz condicién I' ¢ 1 en la hipstesis i) del Teorema 2.1 es épiima pues-
to que si tomamos gix,u’ = pu* - eu”, p, ¢ € R, 11) y 1i1) se verifican

cualquiera que sea f ¢ L2(0,u). Sin embargo, si o > 1 y p es tal que

1

iﬁ + - 1, Dancer, [D2], demestra que exis%e f ¢ Cm[O,n] para la que
T

i




{2.2) no tiene solucién. Por tanto, si v » 1 es necesario restringir el

crecimiento de p y el Teorema 2.1 no puede mejorarse de manera esencial.

n
Cabe preguntarse =i serd posible suprimir la condicién i l Modx < 1,
0

as decir, si se puede demostrar el Teorema 2.1 sustituyendo i) por

i") “Existe ¥ ¢ Lz(O.ﬂJ tal que g(x,u) ? -lul + ¥(x), a. e. 10.«l, u¢0",
Parece que como se comenta en (D2], en este casu el conjunto de so-

luciones de (2.2} puede no estar acotado, por lo que, de ser posible tal

extension, el métodc de demostracién debe da =zer esencialmente diferen-

te.

5) En [Vl), se demuestra la existencia de soluciones T-pericdicas para
una clase de ecuaciones ordinarias de la forma

(
u'm-l) u' + gix,uw) = £@x),

i
m1

1

bajo las hipotesis ii) y iii) del Teorema 2.1 y
.2y lg(x,w! € gix,u) + alul +B, conP? 0y af¢ %y

para un cierto a > 0.

EL Teorema Z.l establece que cuando m=z, ul=0 y T=n, la cota optima
para o, es 2. Un problema que queda abierto es determinar la cota optima

para a, en el caso general m2.

Por ultimo, vamos a exponer los resultados obtenidos en relacién con

el problema D.,.

Aungue parece posible establecer estos resultadas con g:10, nl xk—R,




(x,u) = gx,u), verificando la condicién de Caratheodory, por -‘mpli-
cidad en la exposicién, vamos a considerar dnicamente no linealidades

independientes de x.

Sean g: R — R continua y f ¢ Ldfo.x),

TEGREMA 2.2.- Supongamos que:

i’ Existen u,r > 1, con l; + lﬁ >1yoB kK € R, tales que

M 4
a o glu) & (p- Diul + k, g ¢.0,
B2 g 2 -~ Diul +k, utoO,

T

gl-®) < (1/2) l

i(x)senx dx < gl+®),
0 -

donde g(-®) = lim sup g(u), g+ = lim inf gluw).
u--o - U+

Entonces, =21 problema Dl'
u" +u + glu = f(x), a. e. 10,nl,

u(®) = u@m = 0,

admite al menos una solucisn.

La demostracién de este resultado es anadloga a la del Teorema 3.2

sobre el problema Dq. n > 1l, y puede verse en [Arll,
NOTAS. -

1> Si g verifica (A}, la hipétesis i) es ia condiclén (B')

- 1lyr=90¢-1 Esta hipétesis viene sugerida por la b} del




La hipotesis 1ii), como en el Teorema 2.1, es una tipica condicion

de Landesman-Lazer.

2) Si ponemos g = ¢ = ¥ en la hipotesis i) y llamamos \ = Y - 1, ésta

condicién se reduce a
B) Igludi ¢ Mul +k, ueR econ0 <X <3,
Por tanto, el Teorema 2.2 generaliza el resultado en [Ahl.

3) Como ya hemos dicho anteriormente, la condicién i) de este Teorema es
sptima. Si ponemos g(u) = (p - Du* - (@ - Du~, con g, ¢ > 1 7 verifi-
cando li + 12 = 1, Dancer, en [D2], prueba que existe f ¢ Cmto.nl para

iy r

la cual (2.14) no tiena soluciadn.

En es.a seccién vamos a exponar los resultados obtenidos para los
problemas Pn y Dn’ con n»l.

No son muchos los resultados que se conocen para 2ste tipo de pro-
blemas en resonancia en valores propios superiores al primero (ver (D11)

De nuevo, utilizando como modelo el problema lineal a trozos corres—

pondiente, vamos a demostrar resuliados para estos problemas.

Sea g: R = R una funcién continua y £ ¢ LZ{O,K).

TEOREMA 3.1.- Supongamos que:

=
: & 4
a) Fijado n « N, existen p, ¢ » (2m)" veriticando




y existen «, i, k, K € R, tales que
2
@ & oglu) ¢ (p=- @m)7iul + K, w20,

# Brgfc} po—igy - (2n)2llui oy A n o0
i3

i z L
f<xicossax dx )+ (I f(x)senzZnx dx »° <
0

¢ max{ g+e)-g(-0), g(-u) - g(+m))

c) Si max{g(+®m) - g(-o),g(-m) - g(+m) )} = g(+m) - g(-), existen 50 y

LeR tales cue glu) € giv) + L, si v - u 2 s,

Entonc2s el problema Pn+1

u" + (?n)zu + glu)

gLo) = wix), u'{0) =
tiene al menos una solucisn.
TEOREMA 3.2.- Sea ne N, n > 1. Supongamos que:
a) Existen p, o 2 w? verificando
. g n
e —-;-é+——»’é>1. sl n es par,
2u 20
> 1, si n es ijmpar,

y existen @, B , k, K € R, tales que

o ¢ glu) € (p = nz)!ul + K,




poglud B o=le = nzklu! + k., u § 0

n n
: - +

bl gl-om I sen nx dx - g(+m) J
0O -

T
sen nx dx <« j f(x)sen nx dx <

0 0

38 T

+ - -
sen nx dx - g(-w) J sen nx dx.

L gitm) J
= 0

0
c) Existen s > 0 y L € R, tales que, glu) ¢ g(v) + L, si v - u? s,

Entonces, 21 problema Dn'
a
Ut ominsy Foglal = of e
u{) = ulr) = @,

tiene al menos una solucion.

NOTAS. -

1) Comc en los Teoremas de la seccion anterior, las condiciones a) de
los Teoremas 3.1 y 3.2 vienen sugeridas por los respectivos problemas

lineales a trozos (ver Lemas 1.3 y 1.4 ).

2) La condicién b) del Teorema 3.2 vuelve a ser la tipica de Landesman-
Lazer. La condicién b) del Teorema 3.1 es ahora del tipo de las usadas
en [Lel; esta condicién viene determinada por el hecho de que el nuclea

del operader L - An I con las condiciones (0.2) estd generado por las

+1

funciones sen2nx y cos2nx, mientras que el nicleo del operador L - )nI

con las condiciones (0.3) es unidimensional (estad generado por sen nx).




3) La condicién ¢) tanto del Teorema 2.1 como del Teorema 3.2 es una hi-
potesis técnica que no es necesaria para el primer valor propio (n=1).
Esta condicién se verifica, por ejemplo, si g es mondtona no decrecien-

te. Una condicién similar, aunque en otro contexto, tue usada en [VW3].

En la demostracién de los Teoremas 3.1 y 3.2 usaremos el siguiente

resultado:

LEMA 3.3.- Seanne Nyg: R — R una funcién continua que verifica la

condicion ¢) de los Teoremas 3.1 y 3.2 ¢ y si n=l, g ? a, u?0, gluw ¢
3

Iuklu

¢ B, ut0 ), Sea {uk) una sucesién en Clio.n] con idk|m —_— 0y

u, (%)
— sen{n.+8) en C1{0.n1 cuando k — ® ( es decir, o sen(nx+8) y
k «
ui(x)
— ncos(nx+8), uniformemente en (0,x] ), donde 6 ¢ {0,n)} si n es

luklm

impar y 6 € [0,2nl si n es par. Supongamos ademas que u, es n-periédica
si 8 no es ni 0 ni n. Entonces,

x
3.2 linm inf I g(uk(x))senfnx+6)dx P
k- 0

i o
+ - -—
gitw) J sen (nx+td)dx - gi-= f sen (nx+8)dx.

Sea {uk} una sucesion en las condiciones dei Lema. Si 8 € {(0,m),

Y

Iuklw

-y tgen ni. ), en clto.nz. Sin es par y 8 e {3,n),

ntonces

como las funciones u, son n-periédicas, k € N, podemos identificar Uy

con su extension m-periédica a todo R y definir




- {(y=
Uk(x) uk x={8/n1), K e R

it

Pero, entonces, e L ees n(,) en Clio.x]. ya que, par periodi-
k @

cidad, *lem x' & Adenas,

n4o
n

n n
~[ g(ﬂk(:))sen nx dx = J g(ukix))sen(nx+eidx = I g(uk(x))sen(nx+9)dx.
0 8/n 0

ya que la funcion integrandc es n-periédica ( n es par J.

Por tanto, podewns suponer sin pérdida de generalidad que 8 ¢ {0,n},
== % sen nl.} en Clto.n].

plicidad en la exposicién, demostraremos unicamente los casos

Supongpamos que {si converge a -sen n{.) la prue-

ba es similar).
3i n=1, entonces para cada € > 0, uk(x) —= +@ yniformemente en
[e,m-c], luego existe ke ¢ N, tal que giuk(xJ) P ogliw) - g, X ¢

e fe,mel, ¥y ukka » 0.5 10,52, kK ¥ Ele) (uk z-qklwdcos. uniformemen-

te en fo,n)). Por tanto, para k ? k(e),

n € n-€
I g(uktxﬂsenx dx ¢ aj senx dx + gHm)J' senx dx -
] 0 €

n-€ x
= ef senx dx + aJ senx dx,
€ n-€

v haciendc ¢ — 0, obtenemos (3,3) en este caso.
Supongamos ahora que n=2. Para cada ¢ > 0, existe kie) « N de forma

. b9 n
que 51 k ? kle), gfukfx)) > §(+m) - €, X € te.é-el. g wEy o0, xslo,é—e{




i {3}
X
— 2c0s2X vniformemente en {0,n]). AdemAs existe un

k() (en efecto, por con-

k) = ; la unicidad se de-

uniformemernts en [0, nl, luego uk<x) <0 =i

ki¢)), Pndemos suponer, tomando una subsugesién, si

que X, t /2, k¥k(e) o e ¢ n/2, k ¢ kle). Censideremos,

o 2l primer casc ya que el otro es ftotalmente analogo.

Para cada § > 0, existe 0 < e(§) < § y k(6) € N tal que

S
%X e I

13 E
fu, (x> ¢ Stuklm, 2 5,2

K +el, vy u, (x) > (1-6)lu

K K o

u, (x2

si k2k(§) { Si k es suficientemente grande I!u e sengx!
ko

tomar € de forma que |sen2x! ¢ g si x € {g-e,g+e] y senz2x

% € {E—e.§+e]).

= 4 i - = - {or £
Sean B, = inf {gCu)l ud’: 6)Iuk§m) y Hk sup igful)l 0<u 6!uk -
antonces, para k » max { k(€(§)),k() ), y puesto que gu? 7 gi=z). = &,
w0 y glw ¢ gs) + L, ut0, se tiene,

" ‘ .
.J gfuk(x))senEx dx ? (g(-s)-L) | sen2x dx +
0

¢
4

f
+ f~f+m)-t)J

sen2x dx + mk J'

(3.4) + (g(+m)-¢) sen2x dx + (g(-=)-L




*k /2
+ Mi j senzx dx + (g(s)+L) I sen2x dx +
(3.8 n/2 Xy
o n-e 3
+ (g(-®)+e) I senzx dx + (g(s)+L) j senZx dx.
n-€

n
Z+g
2

Ahora bien, por la hipétesis c), Hk § . + L, 51 6§ < % y k es sufi-

» entonces 0 v <6lu | ¥y

cientemente grande ( ya que si u > (1-8)lu !

ko

? 5, siempre que § < é y k suficientemente grande).

b4
it Xg

sen2y dx + xk I senzx dx ?

n/2
-€

Zte : X X
k k
gsen2x dx ) + L I sen2x dx ?

n/2 n/2

4
2mk< J! sen2x dx + I

=€
4
+€ X X

k k
3 (gi-3)-L) < J senzZx dx + I

sen2x dx » + L I sen2x dx .

n/2 n/'2

e

Haciendo que € == 0 en (3.4) vy teniendo en cuenta (3.5), se obtiene

(3.3} en este caso.

KOTA. -

Una demostracisn analoga permite probar que bajo las hipotesis del




i
lin inf I gfuk(x))f—sentnx+6))dx
k-qo 0

n
+ - -
sen {(nx+8)dx - g(+») J sen (nx+8;dx.
0

n

b) P
A m)[

0
este caso, la hipdtesis c) no es necesaria, basta ftomar glwig,

url y glud<f, utl,

De nuevo vamas a basarnos en el Teorema 1.1 del Capitulo I.

Consideremos la familia de problemas
L1 s 2 P
u" + (2n)7u + Aglu) = A, a. e, 10,nl,
ulo) = utm, v = v, e 10.10.

Es suficiente probar que con las notaciones del Ejemplo 2,1 del Ca-
pitula I, se cumplen las siguientes condiciones:

(I) "Existe RO > 0 tal gque d [Qn+1H i B, (0)ker Ln+1'0 120

R
BR<O)(lker Ln+l

cada R RO. donde E_(0) es la bola en szﬁ.n) de centro 0 y radio
L

Supongamas que (I1) no es cierta; entonces, existira una sucesien

} de soluciones de (3.7), de {.rma gue | k, para todo keWl

;7




k
D i = - - cans = ! ifi '
Definimos Vi iuk = . Entcnces, ivklw ly Vi verifica:

{u,?

2 gy £

wioF Pa)e F X = A , a. e, 10,nl,
X k k luklm k iuk|m

)y = 9 C(0) = wtin),
vk(o vk.n). Vi 0) vk.x)
De la hipotesis a) e deduce que Ig(uw! ¢ riul + v, donde r = max {

5 2 gtuk>
- %90 - @n)7) y 1 = max {lal,!fl,!ki, Ki}, Por tanto, { TRE o
: L

k]
esta uniformemente acotada en L7(0,m), y , puesto que Vi varifica (3.8},

la sucesion (v;) estad uniformemente acotada en Lz(o,x>. Analogamente a

la demostracisn del Teorema 2.1, se tiemne que {vi} y {vk) son sucesiones

uniformemente acotadas y equicoatinuas. Por tanto, existe una subsuce-

i . oL i,
sién, que seguiremos denotando por {vk). y una funcion v e CLO, %], de

i ; : ;
forma que v, — Vv en CL0 nl, es decir, vk(x; — vix) ¥y vi<x)——4 vh(x)

uniformemente en (0,n], cuando k — o,

Para continuar la demostracisn usaremos el Lema 1.3, por lo que va-
= 2
mos a probe. la existencia de Ji, ¥ ¢ sz %), con (2n)° ¢ ftx) ( p ¥

{2n)2 ¢ #(x) ¢ o, a. e, 10,nl, tal que v satisface:
v o+ v - #Fix)v- =0, a. e 10,xl,
v0) = vin), v'(0) = v'(m).

En efecto, supongamos que v(x) » 0, x & la,bl, con 0 ¢ a < b ¢ ny
cea I = la, ,bicla,bl, a, <b, a, +a yb, t b una sucesion de in-
J i J < gl J
tervalos encajados con |J I, = la,bl.
jeN !

Fijadc € N, como v(x) > 0 en 1., se tiene, v, (x) > 0 en ij‘ pera k

J




suficientemente grande, pecr lo que uk(x) — +o, uniformemente en EJ‘

suponer u, (x) > 0, % € Asi, por la hipétasis a)l,

X € E..
J

: . : 2
} esta uniformemente acotada en L (12
o

{x) tienden a cero uniformemente en Ij). Por tanto, -%xiste

A gl )

seguimos denotande por { e v Y By < L2{I ¥

3

~
converge débilmente a u, en L‘{Ij). Ademas, de
k

(3.10) y par el Teorema de Mazur, -=e tiene que 0 ¢ My § s (2n)2, a. e,

i
J

Integrando (3.8) entre aj y x

NGB ()

P () = v + { —_— - g =
\k < ik a ) uk(s) ]vk(s)d

b4
Como v. —— v en C°[Q,n], I f(s)ds esta acotada independientemente

k
a,

5i hace.os que kK — @ en

{3.11), obtenemos,

X 4
' axy = vl % I (@ + pj(;)]v(SBds = 0.
a

3

es absolutamente contin 2 en I3 y v satisface,




2
L g T g pifxl)v = 0,

rvidentemente, si 1], pj(x) = pl(x). 2. € X € Ijn Il' Detinimos

~

B e ina,b) por fi{x) = (2n)2 + pj(x). si x € 1,; entonces (2n>2€ﬁ(x)$p3,

J

a. e. la,bl y v satistace
v' + jitxdvt = 0, a. e, la,bl.

De forma analoga, si v(x) < 0, x ¢ la,bl, existe # ¢ ina.b> con

&,

(2n)" ¢ F(x) ¢ v, a. 3, la,bl tal que

v+ F(x)v- = 0, a. e. la,bl,

cca lo que se concluye la demostracién de (3.9).

Asi, por el Lema 1.3, tenemos que v(x) = 0, x € [0,%] & vix) =
= Csen(2nx+6) para algun 8 € [0,2nl, C > 0, Como !vl =1 (ya que v es
limite uniforme de la Ve ¥ !v‘klco = 1), ha de ser wv(x) = sen(2nx+8) para

algin 8 € [0,2n{.

u, {(x)

Por tanto, — gen(Znx+8) en Cl[o.xl.

luklm

Supongamos, en priper lugar, que max {g(+®) - é(-M).g(—w) = é(+m))=

= g40) - é(-m) ? 0. Entcnces, por el Lema 3.3,

T

(3.13) lim inf lg(uk<x))senf2nx+9)dx } gie) - g(-o),

0
Ahora bien, como (kk,uk) es solucién de (3.7), multiplicando (3.7

por sen(2nx+8) e integrando entre 0 y w,

T .o
[ f(x)sen(Z2nx+8)dx = J g{ukfo)eenEan+8)dx. k =N,
0 B




y de ¢(3.13), se obtiene,
m -
(3.1 I f(x)sen@ax+8)dx ? glte) - gi-a),
0 il
Por otru lado,
s n

T
(3.1%9 l f(x)sen(2nx+8)dx = cos=6 I f(x)=en2nx dx + send [ f(x)cos2nx dx¢
0 o] 0

g 1 T
J f(x)sencox dx, j f({x)cos2nx dx) >} =
0 0

T 2 T 2
( J f(x)sen2nx dx) + ( I f(x)cos2nx dx) ,
(4] 0

donde, aqui, <.,.> denota el producto escalar usual de Rz.
(3.14) junto con (3.15) contradicen la hipétesis b).
Si max {g(+®) - g(-@),g(-#) - g(+@)} = g(-@) - g+@), utilizando

(3.6) en lugar de (3.3), se obtiene de forma andloga una contradiccion

con la hipétesis Bb).
Asi, la condicien (II) queda demostrada.
Para demostrar (I), vamos a comprobar gue para R suficientemente

2
: Gicasis : Z¢ . ;
grande, la -licacion QH&B 0) N ker Ln+1 Aokl 2n)” es homotopica a la
identidad, per lo gue,

, B_(O®)Nker L
n+t+

0.= 1,
n+l R

1!
Sea g: [0,1] x ker Ln+1*——~ ker L“+1. definida por
g Onyu) = o+ (1-))QKu.

Sera suficiente probar que existe RO > 0 tal que si (n,u) es solucién de

g, u) = 0, entonces, lu!2 < RO'




Supongamos que existe uma sucesion { (xk,mk) e [0,1]1 x ker L1+1,

W
; s s k
solucion de d(x,u) = @, con Iukiz —+ @, Como li“kizlzz ly Ak e (0,11,

k € N, existe una subsucesiéon, que seguiremos denotando por {(xk. mk)} y

@

lukl2

existen xo € (0,1] y y € ker Ln+1' con Ivl2 = i, tales que,
en L2<0,x) y )k — 10. cuando X — ®, AdemAs, y{(x) = (2/n)“sen(2nx+e).

con § € [0,2xl.
Suponemos que mAX {g(+&) - g(-®),g(-@) - gl+a)) = gl+e) -g(-»). Bn-

tonces, multiplicando la ecuacién i(xk,uk) = Q por ¥, y teniendo en

cuenta la definicion de QN, se obtiene,

. Q0 = e L =
(3.167 ) )\k<mk.y> + (% )uk)’Qka.\,t.‘) ).k<mk,vp +

% .8
F 8L = Ak)fZIn) {Igfu

0 k

3
(x))sen(2nx+0)dx - I f (x)sen(2nx+9)dx]
3]

W
Como <w,_,y> = lw I, < k 2 — +0, k= 0, da (3.16), se tiene
k k 2 lmkiz

que A, # 1. Por tanto, tomando k suficientemente grande, (1-xk) >0y

0

por (3.16), teniendo en cuentz (3.3), se obtiene,

19

0> (l-kk)<2/x)*£ f g{wk(x))sen(anx+6)dx - g+o) + g(-@) 1 > 0,
0 -

lo cual es absurdo.

Si el max {(g(+®) - g-@),g(-®) - g(+@)) = g(-9) - gl+e), miltipli-

cando j(xk.wk) = 0 por -y y teniendo en cuenta (3.6, se llega a una
contradiccién de forma analoga. Asi, la condicién (I) queda demostrada,

con lo que se concluye la prueba del Teorema.




Primer valor propic ‘problema D,}, la demostra-

1) Podemos probar los Teoremas anteriores sustituyendo la hipétesis o)

por:
"Existen r,d > 0 tales que igizudl ¥ riglu)i -~ &, si lul 3 @ y s#d",

Esta condicison es la propiedad qpen ipal.

2) Los Teoremas 3.1 y 3.2 generalizan algunos de los resultados cbteni-
dos en (Dil, donde el autor demuestra resultados semejantes pero supo- -

niendo que existe lim Ei—l.

u-sim
3) Como ya hemos comentado, las condiciones a) de los Teoremas 2.1 y 3.2
Son optimas en el sentido de que si glu) = (u - kz)u* =y = kz)u‘, k=2n
para el problema perisdico & k=n para el problema de Dirichlet, yu o
satisfacen alguna igualdad en lugar de las desigualdades estrictas que

aparecen en aJ), entonces, Dancer, en [D1], demuestra que existen funcio-

nes en szo.n) para las que éstos problemas no tiemen solucion.,

4) Se pueden probar resultados anélogos a los anteriores substituyendo

las condiciones a) por:

"Existen p,r < <2n)2. o, B, k, K¢ R, tales que,

o2 gluw) 2 (u - (2n)2)lul + K, u2? 0

B¢ glu) ¢ ~(¢ - (2n)2)lul t+ k, u¢ 0




3.1, y por

"Existen p, 7 < n2. a, B, k, K € R, tales que,

2
a? glu fh - n iy K, w0

glu) § =(o - nz‘lul + k. out¢O,

n-2 n
—  —
2pie 20*

{1, i n es par,

E:i <1, si nes impar ¢ g, # < 1, para n=D)",
2r

en el Teorema 3.2, e invirtiendo el sentido de las desigualdades en las

condicionas b) y ¢) de estos Teoremas.,

5) La condicién a) de los Teoremas 3.1 y 3.2 impone a la perturbacién no
lineal g una restriccién de crecimientc a lo mas lineal en las dos di-
recciones, en contraste con la condicién i) del Teorema 2.1 (para el
problema Pi) que s6lo inpone a g crecer linealmente en una direccién pu-
diendc crecer arbitrariamente en la otra. For ejemplo glu) = au + eu. 0<
<{all.

Aunqgue la condicién i) del Teorema 2.2 (para el problema D1> impone
también a g un crecimiento a lo mas lineal en ambas direcciones, se pue-
de demostrar, ver [KOll, la existencia de solucién de Dl cuando g crece
arbitrariamente en una direccién pero permanece acotada en la otra, como
por ejemplo, glu) = eV,

Este tipo de resultados se basan en la existencia de una funcién po-
sitiva en el ker(l - xll) y, por tanto, no se pveden extender, al menos
de forma sencilla, a los problemas Pn y Dn' n>l. Por ejemplo, un proble-

ma abierto es la existencia de soluciones para los problemas Pn y Dn'




; : U
n> 1, cuando gl =

6) En dimensiones mayores que uno, por ejemplo, Au + pu' - eu” = 0, en

un dominio acotado © de R", n>1, no existen resultadcs tan explicitos

como ios de los Teoremas 1.1 y 1.2 para las correspondientes ecuaciones
lineales a trozos. Consiguientemente, no podemos obtener resultados ana-

logos a los de los Teoremas 3.1 y 3.2 en dimensiones superiores.




ALGUNOS RESULTADOS PARCIALES SOBRE
EL PROBLENXA PERIODICODIRICHLET PARA

LA ECUACION DEL CALOR.

En este Capitulo estudiamos la existencia de soluciones débiles del
problema pericdico-Dirichlet para una ecuacién del calor unidimensional

semilineal. En concreto, se considera el problema
(0.1) 5y 7 xnu -glw = £, %), a. e. (t,x) ¢ Q= Rxl0,nl,
ult,0) = ut,m» =0, tedR,

udE+T %) = gty (B X ¢ a.

donde T 0 o= un numerc real fijo, g:R — R es una funcion continua, fe

€ Lﬂ(Q). Grdii K= n2. ne N es el nésimo valor propio del operador L

definido en el Ejemplo 2.3 del Capitulo I. Estamos considerando pues,

un problema resonante en el n-ésimo valor propio.

Como en el Capitulo II, consideraremos perturbaciones no lineales g

que verifiquen la condicién

(A) lim glu) = 2o,
u-e

Por tanto, empezaremos observando el problema lineal a trozos, esto

es, la ecuacién

; = -yt + ou- = ), . B (%, %)
(0.3) e Ty fit,x a e Q

junto con las condiciones 0.2).




Se puede demostrar (ver [Fl) que cuando f(i,x) es independiente de
t, toda solucién de este problema es independiente de t. Asi, toda solu-
cisn de (0.3)-¢0.2) con f independiente de t, es solucién de u" + pu* -
= gu” = =f, a. & 10,nf, ul@) = uix) = 0.
Por tanto, para poder asegurar la existencia de solucisn de (0.3)-(0.2)

para toda f en L§<Q), es necesario que el par {pﬁ,aﬁ) £ Av, donde Ay es

el mismo subconjunto de R2 considerado en la Seccién 1 del Capitulo II.
En consecuancia, igual que para el problema de Dirichlet estudiado

en el Capitulo anterior, sélo podemos esperar resultados generales de

existencia de solucisn para el problema (0.1)-¢0.2) con g verificando

(A1), cuando g tenga un crecimiento a lo mas lineal.

Sin embargo, los resultados que se 2xponen en la siguiente seccién
para el problema (0.1)-¢0.2), a diferencia de los obtenidos em el
Capitulo II en los que la no-linealidad g verificaba la condicién (B'?
sé obtieren unicamente para g verificando la condicién (B) (ver Capitulo

1.

En lo que sigue usaremis los siguientes resultados:

: 2
LEMA 1.1.- Supongamas que © € L?(Q) y n2 ¢ clt,x) < (D)7, a.e. (,%)€

¢ Q. Entonces el problema lineal

u, = + clt,x)u, a. ¢ Q

ult,0) = ut,x) =0, te R,

U(E+T, %) = u(t,x), (t,%) € Q.




2

solucién no trivial si y s6lo 81 cit,x) = n“, a. . Q. En este

caso, toda solucien de (1.1) es de l& forma udt,x) = Csen nx, C ¢ R,
Remostracicén. -

El problema (1.1) es equivalente (ver Ejemplo 2.3 del Capitula D) a

ecuacién:

U € dom L.

22 z 2
(n+1) "+ +1)“-
Sear = -3—13—-2- y Y = dist(r,e(l) =(E-l%-£-— , donde por o (L)

denota el espectro del operador L. Entonces, (1.2) es equivalente a

(L - rl)u = (¢c-rlu,

.3 b i e Mg,

que como r ¢ v(L), L - rl es invertible.

Veamos que

(1.4> O~ rI)-li = %, donde !.! denota la norma de un

operador de L2 —_ L2.
En efecto, si f ¢ L?(Q),

fck %y = 4 (ZIKT)*f eijwt

s ih Ik senkx,

f
=l B s 3 ¥ @ran® —1E— M gqnky,
jeZ, kel ijwtk -r

Por la igualdad de Parseval, se obtiene,

L ey




donde ¥ = dist(r,e(l)); y, haciendo (L - rI)-lf donde fo(t.x) =

Ol

2 5
= signc<k0 - r)sen kox. con ko € N tal que ikg -1l = Y%, se nbtiene

(1.4).

De (1.2), se tiene
(1.5 i
D) lul2 £ i kg = r)u!z.

Supongamos que u es solucién no trivial de (1.1) y que existe QOC:QT
de medida positiva tal que c(t,X)iu(t,x)i > nziu{t.x)l. a. e. (t.x)er.

entonces,

i {c - r)ulg = [ felt,x) - rizlu(t.x)izdx dt +
d
)

ic(t,x) - rlzlu(t,xbizdx dt < tzluig,

%9
ya que lc(t,x) - rl ¢ ¥, a. e. QT y let,x) -l < ¥, a. e. Qo (pues en

QO‘ n2 < eft ) (n+1)2 ). Pero entonces, (1.5) se transforma en

luiz § Lic = r)ul2 < % !lu!z = !ulz,
qua es absurdo,

Por tanto, (nz-cit.x)Duft.x) =0, a.e. Q, luego si u es solucisn no

2 2 2
derial 1 3 v ific = - = (g - = +{ -c( ) =0).
trivial de (1.1) u verifica ut uxx nu 0 dt uxx n“u+tin -clt,x)u=0

2
Asi, u(t,x) = Csen nx y c{t,x)=n", a.e. Q. El reciproca es evidente.

LEMA 1.2.- Seangqg » 1, f ¢ Lq(Qx), (QM = J0,M x 10,nl) y sea z solu-

cién del problema,




zt e zxx = Flt. %), 1E.xX) € QM'

2i0.%) = .0, 10, =t ,

z{(t,0) =0, %e 10 M,

Entonces, |ZIV"2(QH) Cifl

L“{Qn)'

Ademis, si g > 3, WV -7Qp — a2, 1= (Q) con @ = 1 - 3/q. Con

lo que,

1zi £ cr
Cu/‘z,lw‘u =1
(QK) L (Qn)

Para la demostracién del Lema 1.2 ver [LSV, Teorema 91, p. 342 y
Lema 3.3, p. 80].

Conzideramas ya el problema periédicc-Dirichlet

v
. nu - gl = £i&,%, (t,x) £ Q,

ult,0) = utt,m = 0, te R

GGHT.E) = utm, . eQ

dorde g: R~ R es continua y t ¢ L9, q>3.
TEOREMA 1.3.- Supongamos que:

a) Existen «, B, ¥, Ke R, con 0 € ¥ ¢ (n+1)2 = nz, tales que
gw 2, w0, glw 8, 219

tgwt ¢ ylul + K, u € R

x s I
b) gl-@ I san nx dx - g(+® ] sen+nx dx £ 24D l J f(t,x)sen nx dxdt«
0 = 0 0/0




n n
- = +
sen nx dx - g(-9) ] sen nx dx,
0

4 g(-m) J

0

¢) Para n»l, existen s > 0 v L € R tales que g(u) ¢ g(v) + L, si v-u ?s,

Entonces, (1.6) tiene al menos una solucien.

Por los resultados del Capitulo I, el problema (1.8) es equivalente

Lu - »u = f + glud, u € dom L.

Vamos a aplicar el Teorema 1.1. del Capitulo I 2 esta ecuacion. Como
la comprobacién de la hipotesis b) de ese Teorema es similar a Iﬁs Teo-
remss del Capitulo anterior, nos limitaremos a exponer la obtencién de
ias cotas a priori, tcmando algunas ideas de [Call, de las pusibles

soluciones de la familia de problemas
1.7 Lu - n2u = aglu) + AL,

Supongamos que para cada k € N, existe (xk.uk) solucién de (1.7) con

Entonces, vk ¢ dom L vy,

A
Lok = ff 4 — @w® + H, ke N
lu Im

A 1gwh

Por la hipétesis a),

ll,v.vkiLl4 ¢ C, independientemente de k.




n
8 e C°ClQ,+»[ ), verificando R(t) = 0, t ¢ [0,7/2}, B8¢(L) = 1, si

: k
¢ Bty £ 1. % e EQ,00, Sea 27 = vke, entonces, pira cada k

pero, por la eleccién de 8, lB'vk + Bka!LﬁfQ ) ¢ C, independiente de
&t

ke N Como gq > 3, el Lama 1.2 implica que

lzkl b ¢ C, independiente de k, 0 . « < 1,
Cmsa, 1 v (‘QZT)

Ahora bien,

| oF] e & bt

A Bl (- C P B - N Y 5 xS L, e 0
C QT) C {T,2T1xlo,nd) C (QzT)

1]

luego {vk} es una sucesion acotada en C“’*J‘*ﬂ(aT) y existen veC“-‘(aT)

y una subsucesién que seguleremos denotando por vk, tal que vk s g

uniformemente en QT ¥ v: —_ vx uniformemente en aT' cuando k —3 9,
# ¥
Dado z € dom L, donde L~ indica el operador adjunto de L, se tiene

(1.9 (L*z - nzz.v> = lim ?L*z = nzz,vk) = lim {z,ka = nzvk) =

koo k40

k
kkg(u )

lim (z,




e : G 2 2
Por la hipotesis a), existen r > 0 ¥ ¥ < (n+l)" = n” tales que

P glu) -«

L | T
u ™ L] (]

gilgr = 8 . ;

kol =
u

Sea we C(RY, con 0 ¢ wi(s) ¢ 1, s e R, wis) = 0 si Is1 <ry

wis) = 1si tsl » 2r, y sean
wlw (glw - a?,
wiw) (glu) - B,
gz(u) = glu) - gl(u),
entonces, 32 esta acotada ( es continua y geiu) = asiuler, gz(u) = B,

31(U) % g, (u)
W =g g, verifica 0 ¢ v ¢ Y, u € R (definiendo 5 = 0 cuando

(uk(t.x))

u=0yglu = glfu) + gz(u). u € R. Ademas, como 0 ¢ k §
u {t,x)

MEBq

¥, XK € QT, existen una subsucesién que seguiremos denotando igual

¥ouE L2<QT), con @ ¢ p €%, A e QT’ de forma gue

k

by fu )

k81
u

Volviendo a la ecuacién (1.9 y teniendo en cuenta le definicion de

T




k % k
{ (=3 X i
. k| <z.gz.u ) + £) — (0 pue 132<u Y % flL“ ¢ C independiente
U N
k LB D 2
de k, vv =— v uniformemente en QT y X —= u en L (QT). k — o,
u

Por tanto, (ver {V1), ve dom L y

>
Lv - n%v = pv.

>
Del Lema 1.1, si definimos c(t,x) = o~ + p(t,x), se deduce que

= tgen nx {Ivl = 1, ya que Ivkl = 1y k€ N

L]

;i k
Hemos obtenido pues una sucesién de soluciones (lk.u ) de (1.7) que

: k
k LGS
W%, %) X
; — *sen nx, k — t ncos nx,
IEE] ¥ .
3 lu !m
uniformenmente en Q. k —— o,
Uk(t, ]
Fijado t € R, la sucesion { } esta en las condiciones del Lema
lu't
Y

3.3 cel Capitulo II, luego,

n n

+
lim inf % j g(uk(t,x))sen nx dx ? g(+%) S (¢gen n) (x) dx -
koo 0 N 0

m
= é(-w) [ (#sen n) (x) dx,
0

y par tanto,

T

T T +
(/D lim inf 2 ] g(uk(t,x))sen nx dx ? gf+m) J (tsen n) (x)dx -

0 koo 0 0

T
- gi-o j (tsen n) (x)dx
0

....69_




Pero () ,ukJ as solucios de (1.7), por lo que

k
T K [T R
[ l gu (t,x))sen nx dx dt = - ° [ f{t,x)sen nx dx dt, kek.
0°0 00

El Lema ce Fatou junto con la desigualdad anterior implica,

ITm %
+
- 21/ [ Jfft.x)sen nx dx dt ; gi+® I (#cen B} (xrdx 3
0’0 5 0
- E =
= Sq—m) [ {xsen n) {x)dx,
IO :

que contradice la hipotesis b).

NOTAS. -

1) La condicién de que f € L%(Q), q > 3, viene impuesta por el método de
obtencién de las cotas a priori. Dada la regularidad que posee el
operador del calor, es légico pensar que el Teorema anterior es cierto

para f € L?(Q). Parece posible la demostracisn del tal resultado varian-

do apropiadamente el Lema 3.3 del Capituio 1I.

2) La hipotesis a) del Teorema 1.3 es optima en el sentido de que si
gl = [(n+1)2 # nziu. las hipstesis b) y ¢) se verifican par: toda fen
lg(Q); sin embargo, si f{t,x) = sen(n+1)x, entonces (1.6) no tiene so-

lucién en este caso.

3) En la demostruacion del Teorema 1.3 es esencisl el Lema 1.1 sobre el

problema lineal. Seria interesante exteander los resultados de este Lema

_?0._




al problema lineal a trozos, esto es, estudiar la existencia de solucio-

nes no triviales del problema,

= Mo + ik, xu+ = #(t,x)Iu-,

ut,0) = ult,m = 0, t € R,
ult:T,x) = ult,x), t,x) € 6,

con el fin de poder obtenmer resultados similares a los del Capitulo II.
Cuando ji(t,x) = g, ¥{t,x) = ¢, ya hemos cumentado que toda solucieén
de (1.11) es independiente de %, con lo que este problema tiene solucién
no trivial si ysélosi p=1é6o0 =16 p, v 1y Guo) e AO. donde AO
es 21 subconjunto de R2 descrito en la Seccién 1 del Capitulo II. Este
resultado permite demostrar de forma andloga a como se demuestra el

Teorema 1.3, el siguiente

TEOREMA 1.4 ({5F1).- Supongamos que glu) = (p = nzlu+ = (F - n2>u_ +

+ y(u), donde y: R —— R es una funcién continua y acotada y u, o ? n2,

con

Eii p Ei% + —Ei > 1, si n es par, &
2r 2u 2o

i Z 2251, sines impar,
{4

y supongamos que se verifican las hipéteisis ii) y iii) del Teorema 2.2,
entonces el problema
=y 4+ put - ou” + g+ EE,X), a. & Q
xx

ult,0) = u¢t, M =0, te R,

k4T, %) = ult,x), (t,x) € Q




tiene solucién.

El Teorema 1.3 generaliza el Teorema 1.4 en el caso particular de

que y = 7, ya que entonces a) y b) se reducen a n2 t u=o < (n+1)2 Y

las condiciones del Teorema 1. 3 no implican la existencia de lim Eiﬁi.

TEEL
4) Brezis y Niremberg, (BrN1l, obtienen resultados similares a los del
Teorema 1.3 pero cuando g{i®) = ¥o, La técnica de demostracién, basada
en la monotonia del operador, no les permite el estudio de (1.6) con g

verficando (A) { g(z®) = 20 ),




SOLUCIONES DOBLENENTE PEEIODICAS DE

LA ECUACION DE OFNDAS

En este Capitulo estudiamos la existencia de solucién débil doble-

mente 2n-periodica de la ecuacion de ondas unidimensional semilineal

2
(0. % =
0. e T W + glw = £k, %), (t,x) ¢ R,

donde f es una funcién 2m-periaddica en t y en x y giR — R es una fun-
cién continua.

Por la Seccisén 3 del Capitulo I, este problema es equivalente a
Lu + glu) = I, u € dom L,

donde L es el operador definido en dicha Seccisn.

Al ser el nucleo del operador L de dimensién infinita, este gperador
no es de Fredholm y, consiguientemente, la resolucién de este problema
nc puede bacerse utilizando el Teorema 1.1 del Capitulo I como en los
Capitulos antericres. Para suplir la falta de compacidad en el nucleo
se impone a la no linealidad g que sea monétona, Son pocos los resulta-
dos que se conocen sin esta hipétesis de monotonia (ver [Col, (Hl, [ViD)

y todos ellos se limitan a una determinada clase de funciomes f.

Si se consideran soluciones periédicas espacialmente homogéneas, es-

to es, independientes de x, de la ecuacién ¢0.1), entonces el problema
ce reduce a estudiar soluciones periédicas de la ecuacién diferencial

ordinaria

.2




Para este problema, los resultados del Capitulo II indican que g
puede crecer arbitrariamente en una direccién, digamos u ? 0, mientras
que el crecimiento en la direccion u ¢ O debe de ser a lo mas lineal y
con pendiente acotada. Sin embargo, los resultados que hemos obtenido
para (0.1) exigen a g 2l estar acotada en la direccicn u ¢ 0. Concretan-

103 tarmings no lineales que estudiamos 2n este Capitulo han de ve-

rificar
(F-1) g monétona no decreciente y g(-o) > -o,

El problema perisédico-Dirichlet para la ecuacién (0.1 ha sido estu-
diado por Bahri y Brezis, (BBrl], (ver también (Br2), (Er¥zl) imponiendo

a g la condicién
(H-2) g monétona no decreciente y igfud! ¢ Yylul + C, ueR,

donde Y y C son constantes positivas con ¥ < I)_,1 ¥y x_l es el primer
valor propio negativo del operador de ondas cuando actis sobre funcio-

nes que satisfacen las respectivas condiciones de contorno.

El resultado de [BBr] se puede extender fécilmente al caso doblemen-
te periédico y permite estudiar perturbaciones no lineales de crecimien-
to a lo mAs lineal que atraviesen Unicamente el valor propio Ao = 0 del

operador L.

La condicién (H-1) es de otro tipo; de hecho, si g satisface (H-1),

puede cruzar valores propios de L diferentes de M T 0 y crecer arbitra-
riamente en la direccién positiva, siempre que permanezca acotada en la

negative, lo que no es necesario cuando g verifica (H-2).




En la Seccisn 1 establecemos la existencia de solucién dablemente
2n-periedica de (0.1) cuando g es acotada. Para ellc, demostramos
primero la existencia de solucisn doblemente 2n-perisdica de la ecuacién
perturbada u,, - U . + cu + guw) = f mediante el método Alternativa com-

binado con la monotonia de g y luego hacemos € — 0.

Er la Seccion 2, demostramos el resultade general con g verificando
{§-1). La demostracién se basa en una idea sencilla. Consideramos una
cucesisn de ecuaciones truncadas para las que es pocible aseguror la
existencia de sclucién por los resultados de la Seccién 1 y obtenemos
una cota uniforms en 1” de las soluciones de los problemas truncados. La

solucién de alguno de estos problemas truncados es también solucién del

problema original. La tecnica usada pera la obtencién de las cotas esta

basada en [EBr] combinada con algunas estimaciones adiccionales simila-

res a las de [VW11.

El caso acgtado. -

Vamos a estudiar la existencia de solucisn de la ecuacien

(1,1 Lu + glw) = £, u e dom L,

cuando g es acotada.
Para ello necesitamos los siguientes Lemas:
LEMA 1.1,- Supongamos gque:

i) g es continua, acotada y monétona no decreciente.

Entonces, la ecuacion




(1.2) Lu + eu + gtw) = £, u € dom L,
tiene solucién para toda f en LZ(J) y € suficientemente pequefio.
Decnsiracisn. -

Con las notaciones de la Seccisn 3 del Capitulo I, (1.2) es equiva-

lente a

+ Pglutu,) = PE°,

Y.
Gl €y otYg

0

(1.4 u, * Kl = P){eu1 + g(u0+u1) - £f1 = 0,

donde uO = Pu, ul = u - Pu,

Fijado Uy € Im L, estudiaremos en primer lugar la existencia de so-
lucién de la ecuacion de bifurcacién (1.3) en “0 € ker L.

Definimos § : ker L — ker L, u, — eu, + Pglu, +u,).
u, 0 0 B3

pe

Si Uy ¥ Vg € ker L,

.J,u - v.) = elu-v I, + (P[g(u0+u1>-g(vo+u1)],uo—v0)=

(gu (uU) = ﬁu (v

0
i 1

0 0 0 0

A i i & 2
= €iuy voiz + (g(u0+u1) g(v0+ulJ.u0+u1 (v0+u1)) ? elu0 0‘2'

que ug - V4 € ker L y P es la proyeccién ortogonal sobre ker L, v8
monstona.

Consiguientemente, ﬁu 2s un operador estrictamente monétono y caer-
i

civo, luego ¢ Teorema de Minty-Brouwer, (Bril ), dado Pf € ker L, existe

un unico ug € ker L tal que 1u1(u0) = Pf.
Definimos y : ImL — ker L, u

1 — y(ul) = UO' donde Uy es el
unico elemento de ker L que verifica ‘u w,) = PL,

1 0




y esta bien definida; ademads, si U, y v, € Im L,
; .
€y Ul) + Pg(y(ul) + ul) Pf,

ey(vl) + Pg(y(vl) + vl)

€ylu,) - y{vl)) t Plglytuy) + uyo - giylvy + vl)] =0,

y, multiplicando por y(ul) = y(vl) € ker L, obtenemus

i 2
= { ¥ = { = Lo -
PEelylud ~ 9 vl)l2 %+ (g(y(u1>+u1) 3(v(v1)+v1).y(u1)+u1 {1(v1)+v1))

2 i
= ( - : - b - - -
(g<y<u1)+ul> g(y(vl)fvl).ul vl) ? ely(ul) y(vl)tz 4xGIu1 Vil

jonde G = sup Ig{wi < +». (De nuevo hemos utilizado la monotonia de g
ueR

para obtener la ultima desigualdad).
Asi,

.2
l\’(ul) y(’l)lz 2

y el operador ¥ es continuo y acotade.
Consideremos ahora (1.4).

Sea T: Im L — Im L, definido por

Tu1 = =K(I ~ P)Lg(y(ul) + ul) = f o eull.

Puesto que K es compacta (ver [CK21), g es continua y acctada y ¥ es

continuo, T también es compacto y

(1.9) !Tull2 $ Cl + EC2IU1|2.




c
Tomando € > 0 tal que eC, < 1 y R > -——l-, por (1.5), T(B_ (O)lm L}
2 1-502 R

BR¢0>O Im L, donde BR(0> denota la bola en Lz(J) de centro ¢ y radio
R. El Teorema del punto fijo de Schauder implica la existencia de ugq €

e BN ImL tal que v

R = Tuel. con lo que el par (?(uel)'uel) es solu-

£l
cien de (1.3)-(1.4), es decir, u_ = vqu1> + U, es solucién de ¢1.2).
& e =3

NOTA. -

Bahri y Brezis, [BBrl, demuestran un resultado similar al anterior
para el problema periédico-Dirichlet para la ecuacién de ondas utilizan-
do métodos variacionales en lugar de los métodos topolagicos usados

aqui .
LEMA 1.2.- Supongamos que g verifica i) del Lema 1.1 y que
© . 2 #3
ii) £ € L (J) admite una descomposicién en la forma f = £ ¢ , con
el y
gl-o) + § ¢ f*'(t.x) ¢ g+@) - §, a. e. (t,x) € J, para algin §>0.
Entonces, (l1.1) tiene solucion u € Lm(J).
Demgstracién. -

La demostracién de este Lema consiste en probar que si u_ es solu-

w
cisn de (1.2), bajo las hipétesis anteriores, u_ ¢ L dry |uEl o $ G

L

Asi, una subsucesién de {uE}. que seguiremos denctandc igual,

2
convergera débilmente en 1L“(J) a una funcién u, € — 0. Se demuestra

que u € Lm(J) y que u es solucién de (1.D).




Dado que esta demostracion se efectua siguiendo los pasos en [BBrl,

no vamos a detallarla aqui y remitimos a [BBr] para su comprobacién.

TEOREMA 2.1.- Supongamos que g verifica (H-1) y se satisface la siguien-

te condicion:

@ . i £ "
fel (J) admite una descomposicién en la forma £ = £ + £

(2.1
* o ¥
f e ImLAL (J), g-m+8 ¢ £ (t,x) ¢ g(+m-6, a.e, (&,x) € J,

para algin § > 0,

Entonces, existe al menos una solucidn u € L"«J> doblemente Zn-pe-

riedica de (0.1).
Demostracien. =

Dado que g(-®) < -®, podemos suponer que g(-®)=0 (si no es asi, tra-

bajamos con gluw) = glu) - g y £(t,x) = £(t,x) - g==)).

Por tanto, g(u) ? 0, u € R, Ademds, supondremos que g(+®) = +@ {( de
otra forma el resultado se obtiene del Lema 1.2).
Comc hemos visto en la introduccién, el problema doblemente 2m-pe-

risdico para la ecuacién (0.1) es equivalente a la ecuacién
(2.2 Lu +# gtw) = £, wuedcsl.
Consideremos la sucesisn de funciones truncadas

gn{u) = mip {glul,gad)), n =1, &




y los correspondientes problemas
2.3 Lu + gn(u) =

Es evidente, que g verifica la hipéteis i) del Lema 1.1, Ademls,
como gn<+o=) = g(n) y g+@) = +o, ii) del Lema 1.2 se verifica para al-
gun n suficientemente grande. Entonces, por el Lema 1.2, (2.3) admite
una solucisén u € L&, para n suficieniemente grande. Concluiremos la
demostracién probando que axisten cotas en L” de vy independientes de
n, es decir, que existe C > 0 tal que !unle ¢ C, independiente de n.
Tomando entonces n, 2 C, sin? By gn[un> = S(Un) yu es solucién de
(2.2).

Denotaremos par Ci' i=1,2,..., constantes positivac independientes

de n. Cada u, se puede descomponer como u_ = u, * U, , cOL U,

= Pu
n On in n'

I

y =0T = P
in n

que las funciones constantes pertenecen al ker L y gn(un) = f

esté en Im L, se tiene que (gn(un) - £,1) = 0, es decir,

JE(U)=]f|
Wl ]

() = Ilg Il ., as decir
pero coma g ¢ 0, [ 8,95 By Y Ll '




+ 1 £}
L

iLu | 2igta ) = I S [ f ;
n Ll n n Ll 3 i

Del Lera 3.1 del Capitulo I se concluye gue

£
(2.6) % Lm ClLunlL1

Por otra parte, la condicién €2.1) junto cor (H-1) implican que

existen constantes positivas ¥ y k tales que
2
2. (g (w+y) - £ &,xxu ? ¥lul - k,

para u € R, ix! € C, (£, x) ¢ J y n suficientemente grande. Usando el

¢ ImL y aplicando (2.7) se aob-

H
1 -
hecho de que u, € ker L, gn(un) f

tiene
2.8
de donde,
(2.9

Ahora bieu, u, € ker L, luego,

( = u ‘ + (t-
Yon t, %) Yon + pn(t x) + qn.t x),

0

con Py q, esencialmente acotadas, 2n-periédicas y con valor medio cero,




en =
) = (t+ b -
9, t Io Yon t+x, x2dx u

luego (2.9) implica

c10) g | S
1 B 2
&

(2

3 3 i 2 : m .
Por tanto, es suficiente enconirar estimeciones en L de p y q, im

dependientes de n para concluir la demostraciéu.

2N .
g_(u_{t-x,x))dx ] £ (t-x,xddx, a. 9 1 €
n o 0

en 2R os
(2.12) j gn(un(t+x.x>)dx l f  (t+x,x0dx, a e T €

) 0

De (2.6) y ¢(2.10), se tiemne

(2.1 t, Fois + (t+ i TR, . ' ' = )
(z, 13) Ul t,x) C4 Py ttx, + qn(t x), a. e, J (C4 C1+CB)

y (2.11> junto con la monctonia de g implican

Zn 53
[ g (-C, + 7 (t) + q (t-2x))dx ¢ w4 o[k Al B
o 4 n n Lm

Sup 2S5 P, (Hn ? 0 ya que szp =My &
10,2xt 0

. N
{xel0,2nll 1q (X1 2 -g ¥

2C

De (2.10) se deduce que tInI e donde irnl denota la medida del
n

conjunto En. y por (2.14),

X 2C
t 3 ] n
2nt £ | 2 [ g # I g g A, ¥ P ALYy = )en - =¥
e N to,2m1-1_ " k- 2 .




Por tanto,

X 2C

n 3 2]
{ = F - - —
min { gin), g¢ C4 2)}(2n Mn) ¢ 2nilf le,

lo que hace que Mn deba permanecer acotado (si no g(+®) ¢ 2nif**i - lo

L

cual es absurdor,
C-zbiando los papeles de .79, trabajando con (2.12) se obtiene
tambien una cota superior independiente de n para 9, Pongamos pues,
t.
Volviendo de nuevo a (2.12) y usando ahora que un<t,x)£C4+pn(t+x)+C5

se gbtiene que gr(64 + CS + pq(t)) + § 50, a. e, t.

n

L

2
Sea ¥_ = inf ess p_, §_ ¢ 0, pues I;“pn =0y g (C,* Cst N 2620, de

10,2nt

donde se deduce que Nn ha de permanecer acotado, puesto que g{(-2) =0, ¥y

Usando un raconamiento similar se deduce la acotacién de 9,

con lo que se termina la demostracisn.

NOTAS. -

1) Cambiando la condicién (2.1) apropiadamente, se puede demostrar un
teorema similar al anterior con g verificando

(H-3) "g monétona y al menos uno de los limites g(+®), g(-®) es finita",
2) La hipétezis 2.1) fue formulada por primer wvez en [BBrl y [Br2i, y,

como se menciona alli en un contexto similar, es una condicién optima

para la solubilicad de ¢2.2), En efecto, cuando g(-@. . glu) < gl+e),




ueR (esto es, cuando g es creciente) es facil ver que (2.1) caracteriza
la solubilidad de (2.2},

Sin embargo, cuando g{(-®) = g(u), u § ¢, para algon ¢ (o g(+@)=glu),
u 2 ¢), (2.1) as solo suficiente. Una condiciéon necesaria para la solu-

bilidad en este caso es:

* " ¥
“f ¢ L°(J) admite una descomposicién eu la forma £ + f <con f en

m' LW, g(-o) ¢ f*'(t.x) { g4m), a. a. (4, x) € J ".

3) Ward, [W2], obtiene un resultado relacionado con el Teorema 2.1 pero
para términos no lineales que w2 crucen el valor propic M 0 y de cre-.

cimiento a lo mas linsal, aunque con pendiente arbitraria.

4> Algunos 2jemplos de no linealidades verificando (E-1) son au®, a?l,

uzu*, e’, .... Los resultados obtenidos en [BBrl, [¥2] no se pueden

aplicar a estos ejemplos. Sin embargo, el Teorema 2.1 no abarca términos
no lineales dei tipo ou™ - Bu~ (0 < @, B < 1), que pueden ser estudiados

por los resultados de {BBEr] & [V¥2].

5) Un hecho fundamental on la demostracién del Teorema 2.1 es la exis-
tencia de una funcién positiva en el nicleo de L, esto hice que no sea
posible adaptar la prueba a un problema periédico-Dirichlet para la
ecuacisn ¢0.1) del tipo estudiado en [BBr). Suponiendo gque el problema
pericdico-Dirichlet se plantee sobre ig,2nl x 10,nl, la funcién sen X
pertenece al nicleo de L - kll. Ay F 1. Parece posible entonces obtener

algunos resultados cuando la resaonancia es en el primer valor propio

pusitivo, usando la positividad de la funcién sen x.




6) Aparentemente, la obtencién de cotas de la solucion esta intimamente

ligada con la estructura del nicleo del operador de ondas L. Seria inte-

resante obtener resultados similares para otros problemas semilineales

con ricleo infinitoc dimensional como, por ejemplo, el problema inducido
24 24

por la ecuacién de la viga, -3 * =3 una representacion del nicleo de
ot X

este operador puede verse en [KV]. Recientemente, Bahri y Sanchez, (BS],

ban obtenido algunos resultados en este sentido.
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