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INTROBUCECTION

Historia de las H*.-flgebras.

%, S
4lgebra no asociativa real o compleja A cuyo espacio vectorial
subyacente es un espacio de Hilbert, cuyo producto escalar notaremos (]}
3

dotada de una involucidén de dlgebra verificando
plg)=lgfey®) = (u/xtal

para cualesquiera que sean I,V , % elementos de 4 , diremos gue es una

H*~dlgebra.
Una B*-Algebra A se dird de gnulador cero si el conjunto
nfd) = [ Ted 2
1lamado ¢ anulcdor de A , se reduce a cero.
Una H*-&lgebra A se dird topoldgicamente simple si A no es de

producto cero v 0 y A son los Gnicos i leales cerrados de 4 .

E]l concepto de H*-&lgebra asociativa compleja fue introducido por

Ambrose en {2] y el desarrollo de su Teorfa constituye una pequeila pero

clésica parcela de la Teorfa General de las algebras de Banachn (ver IBB],
Fi2] v[3¢]s.

Ambrose determina completarente la estructura de las H*-dlgebras

asocictivas complejas estableciendc los siyuientes tres tecoremas de Wedder-

burn:
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a) Toda Hi*=dlgebra usocciativa compleia A v 1o 77
: i it ompieja A €8 la swha airecta ortogonal de

I 1 Tadon Asr £ 4 ) T A T e
Su anuiaqaor An{A) y de su complemento ortogonal el cual es una H*-d1-

S e e
itiva eompleja de anulador cero.

I o s
i

fo i T b ane e oo .
lvda HA=dlyebra asociativa compleja de anulador cerv es el eierrr de la

1

suma directa crtogonal de ideales que com H*<~dlgebras asoeiativas eon=

e o
#)
t

prlejas topoldgicamentie simples,

¢
e

ST DA SN S ARG, AR i o : * 2
ra asoetativa ecompleja topoldgicamente simple es, salve un
producto csealar, la H*-dlgebra de los operadcres

Ldt en un conveniente espaeto de Hilbert complejo.

Es de notar gue la prueba de Amcrose de los dos primeros teoremas
de Wedderburn es v4licda para H*-&lgebras asociativas reales, por lo que
guedaba como problema abierto la determinacién de las H*-élgébras asociativas
reales topolSgicamente simples. Dicho problema ha sido resuelto recientemente
por Balachandran y Swaminathan [11] estableciendo que una tal dlgebra no
es otra que la H*-dlgebra de los operadores de Hilbert-Schmidt en un espactio

] . . - &
de Bilbert real, complejo o cuaternionico.

Con mayor o msnor &xito se ha intentado extender la Teorfa de Ambrose
a las mis familiares clases de dlgebras no asociativas. En esta direccién

ios primeros trabajos que aparecen se dedican al estudio de las H*-4lgebras

de Lie (ver [45 y 46], {3,4,5,6,7‘,8,9y101,[23,24}:25],[47},

[1 ]). Para ellas se deruestran los anflogos a los Teoremas a) y b) de
Ambrose (ver [451 para el caso complejo ¥ [(31 para el caso real). Schue
[45 3% 46] estaplece unn teorema andlogo al c) suponiendc que la H*-4lgebra
de Lie compleja topoléyicamente simple sea separable. El andlogc real se

r ]| :
debe a Balachandran | 9 | y Unsaln [47] .




Un poco de Historia de las H*-&lgebraxs

La Teorfa de estructura de las H*-dlgebras de Jordan complej.~ fue

iniciada por Viola y Rema [48 y 49] quienes consiguen teoremas andlogos

al a) y al b) e inician la descripcién de las H*-8lgebras de Jordan complejas

topoldgicamente simples.,

El estudio de las H*-4lgebras alternativas complejas fue llevado a
cibo por Perez de Guzman £36 y 3?] estableciendo los teoremas a) y b) en
<u T 'evo contexto, y probandc que, salvo un rultiplo positivo del producto
cecalar, no existe mds H*-~dlgebra alternativa no-asociativa compleja topo=

1dgicamente sirple que la H*-dlgebra de los octonicnes complejos.

Cuenca y Rodriguez ElS , 16 y 181 extienden los Tecremas a) y b)
a H*-4lgebras no asociativas complejas arbitrarias. Ellos dan también una
total descripcién de las H*-dlgebras de Jordan complejas topolSgicamente
simples, con lo gue terminan la Teorfa de estructura de tales dlgebras, ¥
obtienen un teorema de clasificacidn para H*-4lgebras de Jordan no conmuta-
tivas complejas topolégicamente simples. El estudio de las H*-&lgebras reales
de Jordan no conmutativas ha sido hecho muy recientemente por Cuenca y San-

chez [19] .

Los argumentos empleados por Cuenca y Rodriguez en la demostracidn
de los Teoremas de estructura a) ¥ b) para H*-Algebras complejas no dependen
de que el cuerpo base sea K ¢ [, por lo que se puede afirmar que el
problema de la descripcién de las H*-51lgebras queda reducido al caso topo-
l&gicamente simple. Ui gran avance en esta 1inea lo comstituye la prueba de
1a "unicidad esencial" de esta estructura llevada a cabo por Cuenca y Rodri-

guez en [17] . En concreio, ellos prueban que:




Introduccién

Una ven que un dlgebra conmi I 17
vea que un dlgebra comple a A haya sido dotada de estructura

d: *elilaget 1
& ~dlachra cormle s i i T T ,
H*=dlgebra compleja topoldgicamente simple, entonces cualquier otra

~ e d 3 ¥ B P8 ] y y
estructura de H*-dlgebra sobre A es #-isomorfa y, salve un miltiplo es
L “ s U b v o -

ealar positive, isométrica a la de partida.

Nucstjhy;ﬂ%ﬁgtgilﬁn al estudio de las H*-dlyebras reales no asociativas,

El objetivo prioritario del Capftulo I de la presente Memoria es
establecer la unicidad esencial de la estructura de H*-dlgebra real topo-
l6gicamente simple. Este problema viene motivade no solamente por lo ante-
riormente expuestc, sino también por precedentes muy particulares que apa-

recen en la literatura {a tftulo de ejemplo vease {11 ; Proposicién 2]) .

En la Seccidn 1 recopilamos los resultados b&sicos sobre H*-dlgebras
complejas conseguidos en [15 1T 18] que nos van a ser de utilidad en
nuestro desarrollo. Algunos de dichos resultados son vdlidos, sin cambio en
la demostracién, en el caso real, por lo que se enuncian sin alusidén al
cuerpo base. 5in embargc no es este el caso del Teorema de estructura de
isomorfismos entre H*-dlgebras complejas y sus consecuencias cuya demostra-
cién utiliza esencialmente técnicas complejas. Nosotros presentamos aquf
dicho teorema y sus consecuencias con algunos perfaccionamientos no trivia~

les, que nos van a ser de utilidad para la consecucién del objetivo prio-

ritario en este Capftulo.




Nuestra apocrtacién o

51 4 es una H*-dlyebra real, entonces su complexificacidn AE

puede dotar de manera natural de estructura de H*-dlgebra compleja (ver

Seccién 3) y la aplicacién 1 de A, en "jz, definida por
e

VAR AT R

es un antiisomorfismo lineal de cuadrado la identidad. A una tal aplicacién
sobre una H*-4lgebra compleja B la llamaremcs involucidn lineal y diremos
que B es t=-topoldgicamente simple si B no es de producto ceroy (0 ¥

I son los Gnicos .leales cerrados de B invariantes por 1 . No es dificil

probar (Proposicién 3.1) que:

es una H*=dlgebra real topoldgicamente simple su complextfi-
cacidn, dotcda de la involucidn lineal v anteriormente definida, es 1=to=
poldgicamente simple. Ademd: es tgomdtrica y commuta con la involucidn

de H*-dlgebru

Reciprocamente (Proposicién 3.2) :

ci B es una H*-dlgebra compleja dotada de una involueidn tineal

o) _1 .
taométirica que conmuta con %, tal que E es 1-topoldgicamente simple,

entonces

ri=l gl 2. viglzel }

f ) a1 1te simp triceidn de las
ce una H*=dlgebru real topoldgicamente simple para la rest icetd

operaciones de B y B=Ag.




introduccisi

Estos dltimos resultados prucban la existencia de una correspon-
dencia biyectiva entre #*-§lgebras reales topol&gicamente simples y H*-al-
gebras complejas dotadas de una involucién lineal isométrica T comnmutando
con la involucién de H*-flgecbra para la que son T-topolégicamente simples.
Este hecho pone de manifiesto el interés que para nosotros tiene el estudio
de las H*-4lgebras complejas con una involucién lineal y muy particularmente
la descripci6n de las parejas (B,1) donde B es una H*-4lgebra compleja

Y T e5 una involucién lineal en B tal que B es 1-topolSgicamente sim-

ple. Este es el objetivo de la Seccién 2 donde se prueba (Teorema 2.6) quet

28 una H*-&lgebra compleja dotada de una involucidn lineal

ez 1-topoldgicamente simple, entonces o bien B és una

B*-dlgebra compleja topoldgicamente simple o bien existen una H*-dlgebra
topoldgicamente simple C , un automor. ismo "particularmente bueno"

nero real positive A a partir de los cuales la R*-dlgebra

cnvolucidn lincal 1t es perfectamente descriptible.

T _s hechos hasta aqui referidos nos permiten obtener el siguiente
resultado (Teorema 3.4 y Corolario 3.6) que era previamente cunocido en el

caso pariicular de H*-dlgebras de Lie ([9 ; Corolario 1.2] i [23 ; Teore-

ma 21 o [é? ; Teorema 1.3.1]) :

coa A una H*-dlgebra real topoldgicamente gimple. Entonces el
centroide de A es isomorfoa R o L. In el primer caso la eonplexifica-
cidn de A es una H*-dlgebra compleja topoldgicamente simple. En el segundo
ecaso A ee ella misma una H*-dlgebra compleja topoldgicamente simple vista

como H*-dlgebra real.




Nuestra aportacién al estudio de las H*-41gebras reales no asociativas

De lo dicho hasta ahora se deduce que, si se fija una clase de

o b i g Sa i o
dlgebras no asociativas definida por identidades multilineales, el problema

de la descrincién de las H*-&lgebras reales topolSgicamente simples de la
clase fijada se reduce a la descripcién de las H*-&lgebras complejas topo-
l8gicamente simples de dicha clase v a la determinacién de las involuciones
lineales sobre estas Ultimas que conmutan con la involucidén de H*-flgebra.
Basandonos en este hecho nosotros damcs una nueva y simple demostracién de
los resultados de Balachandran y Swaminathan anteriormente citados sobre

la descripcién de las H*-4lgebras asociativas reales topolégicamente sim-

ples (Seccidn 5).

Concluimos nuestros comentarios al Capftulo I resefiando el conte--
nido de la Seccidén 4 donde se cubre el objetivo fundamental de dicho capi-
tulo, el establecimiento de la unicidad esencial de la estructura de H*-41-

gebra real topoldgicamente simple (Teorema 4,1):

Sea A una H*-dlgebra real topoldgicamente simple. Cualquier otra
estructura de H*-dlgebra real sobre A es *-isomorfa y, salvo un miltiplo

real positivo, isométrica a la de partida.

Al igual que en el caso complejo (vease la Seccién 1) la demostra-

cidn del Teorema anterior se basa en los siguientes hechos:

1) (Teorema 4.2) Dos H*-dlgebras reales de anulador cero isomorfas
son #*=1somorfas.

e d=1
(=4

3 . . 4 gt 1
2) (Corolario 4.5) Todo % - igomorfismo entre H*-dlgebras

.

Sati 1 [lti 1 positivo, un
topoldgicamente simples es, ealve un miltiplo real posiiivo, una
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Introduccidn

Un poco de Historia de las &lgebras de Malcev.

Malcev en 1955 observa que si /A es un dlgebra alternativa entonces
S g oy e, o
tmetrizaca A (el dlgebra obtenidc usandn el conmutador
= = 2 A 3
de dos elementos de A como nueve producto) satisface las siqguientes iden-

tidades

(xyla+(yalz+(ax)y

Las &lgebras que satisfacen las identidades i) y ii) se conocen con

#q v

el nombre de hras de Maleev. Tal y como aparece motivado el nacimiento

L

de las 4lgebras de Malcev, es claro que las sub&lgebras del 4lgebra antisi-

metrizada de cualquier &lgebra alternativa estdn englobadas en la clase de

las &lgebras de Malcev. El problema, ya planteado por Malcev, de si toda
&lgebra de esta clase puede ser vista como una sub&4lgebra del &lgebra anti-
simelrizada de un 4lgebra alternativa, hasta cl momento, solo ha sido resuelto
en casus particulares [21 ]. Por lo que no se cuenta en la actualidad con

un resultado para &lgebras de Malcev anilogc al Teorema de Poincaré-Birkhoif-
-Witt que asegura gue la clase de las %ilgebras de Lie estd constituida dnica
y exclusivamente por aquellas &lgebras gue pueden ser vistas como subdlgebras

del &lgebra antisimetrizada de un &lgebra asociativa.

Ya que toda &lgebra asociativa es un 4lgebra alternativa,

de las 4lgebra de Malcev aparece COmO una extensién natural de la

las &lgebras de Lie.




Un poco de Historia de las 4dlgebras de Malcev

&

Unas dlgebras alternativas muv particulares, cuyo estudic fué uoti-
vado por un problema clésico de Hurwi:z, son las dlgeiras
dlyebras uo asociativas con unidad sobre un cuerpo de caracteristica distinta
de dcs, dotadas de una forma cuadritica no degenerada n que verifica,para

cualesqguiera &,y elementos del flgebra
nizyl) =nix) nly)

Una excelente exposicién de la Teorfa de las dlgebras de composicidn, las
cuales constituyen ho, en dfia un capitulo importante dentro de la Teoria

de las 4lgebras no asociativas, puede verse en [50]. La descrip:;ién de las
4lgebras de composicidn es debida fundamentalmente a los trabajos de Albert,
Kaplansky v Jacobsorn; todas las dlgebras de composicién son alternativas y
finito-dimensionales, concretamente responden a las dimensiones: 1,2, 4

y 8 . Las &lgebras de composicién ocho-dimensionales se conocen con el
nombre de &lgebrac de Cayley-Dickson, ya que rfue Cayley en 1945 el primero

en presentar un dlgebra de composicidén real ocho-dimensional con divisién,

cuyo prototipe fue posteriormente generalizado por Dickson.

Las &lgebras de Cayley-Dickson son dlgebras alternativas no-asocia-
tivas centrales simples y, salvo isomorfisme, dnicamente existe un dlgebra
de Cayley-Dickson compleja C(f) vy dos &lgebras de Cayley-Dickson reales
C(F) vy & (los octoniones de Givisién reales). Damos en la Seccién 6 una
concreta materializacién de éstas 4dlgebras utilizando la forma matricial

de Zorn, lo gue aprovechamos para mostrar de una forma vistosa como pucden

ser dotadas de estructura de H*-41gekra.

Zorn [43 ; Teorema 3.1?] obtiene la descripcisn de las 41lgebras

; ! b
aiternativas finito-Gimensionales centrales simples probando el sxgu{cnte




Introduccidn

By o . . * .
resultado que evidencia el caracter exclusivo que tienen las dlgebras de

s 2 1
Cayley-Dickson,al menos en el contexto finito-dimensiocnal

P 7 Aa T oS G . . . . s . .
foda dlgelra alternativa no-asociativa Finito-dimensional central

eg un dlgebra de Cayley-Dickson.

El primer estudic sistemdtico de las &lgebras de Malcev fué 1llevado

por Sagle en [4] ], donde hace notar gue €l flgebra antisimetrizada
€ de un flgebra de Cayley-Dicksecn O sobre K es un &lgebra de Malcev
no-Lie v el &lgebra cociente de ( por su ideal anulador KI es un dlge-
bra de Malcev no-Lie simple (nos referiremos a tal 4lgebra ( /K1 como
el flgebra de Maleev asoctada al dlgebra de Cayley-Dickson C ). Sagle con-
jetura gue toda dlgebra finito-dimensional de Malcev no-Lie simple sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero K es isomorfa al
dlgebra de Malcev ascriada a la dnica dlgebra de Cayley-Dickson sobre K .
Sagle recponde afirmativameiite a su conjetura en [42] bajo la hipétesis
adicional de que el 4lgebra contenga un elementc cuyo operador de multipli-
cacién sea no nilpotente. Lcos en [33] prueba gue esta hicétesis es inne-
cesaria, quedando probada asf la validez de la conjetura de Sagle. El pro--
blema de la descripcién de las flgebras de Maicev finito-dimensionales
centrales simples sobre un cuerpc de caracteristica cero fue resuzlic por
Kuz'min en [31], guien pcstericrmente extiende sus resultados a cuerpos

de caracteristica distinta de des y tres en L32] estableciendo el siguiente

resultadu (Teorema ©6.8)

ras dnicas dlgebras de Malcev no-Lie finito-divensicrales ecntrales
’ 4 . r . d g t 2
simplee cobre un cuerpo K de earacteristica distinta de decs y tres 8cn,
- : G P 8 L
salvo isomorfismo, las Llgebras de Maicev asoeiadac a las dlgebras de

Cayley-Dickson scbre XK.




Nuesira aportacisn a las H*-4lgebras de Malcev

Apruvechando la concreta descripcién que damos de las &lgebras de
Cayley-Dickson compleja y reales, presentamos, en la Seccién 6, las Alge-
bras de Malcev asociadas a lac dlgebras de Cayley-Dickson compleja y reales

doladas de su estructura natural de H*-4lgebra.

Nuestra aportacién a las H*-&lgebras de Malcev.

El principal resultado del Capftulo II ec la determinacidn de las
H*-Llgebras de Malcev no-Lie complejas topoldgicawente simples, problema
&ste que est4 lo suficientemente motivado, por una parte por el conocimiento
actual de las H*-Zlgebras de Lie y de las H*-&lgebras alternativas ante-
riormerte comentado y por otra por el hechc de contar con la descripcidn de

las 4lgebras de Malcev finito-dimensionales simples.

Nuestro resultadc principal (Teorema 7.1) afirma que:

Esencialmente, la inica H*-dlgebra compleja de !Maleev no-Lie iopo-
1égicamenie simple es la H*-dlgebra de Malcev asociada a la H*-dlgebra de

cayley-Dickson compleja CI(L).

La estrategia que seguimes para la demostracifn de nuestro resultado
principal consiste en probar ,ue toda HB*-&lgebra compleja de Malcev no-Lie
topolSgicamente simple 4 (salvo un miltiplo positivo del producto escalar,

si fuese necesario) satisface la identidad

(1) Q;:(x/x*)T-xQx* ¥Yze4,




Introduccidn

I, Aeone HE 2 3 5
donde i dencta el operador de multiplicacién izquierda por & en el

dlgebra A , I a@enota el operador identidad en A4 Y, COmo es usual, x®@x*

A i i : A - 3
denota cl operador lineal de A definido para todo elemento y de 4 por

(@) (Wl eslylet) 2.

camiio gue recorremos para la obtencibn de este resultado tiene
como pilar bisico la descomponibilidad de Cartan de las H*-dlgebras comple-
jas de Lie probada por Schue en [45 y 46], hecho que nos ha pesmitido

demostrar (Propousicién 7.6) :

Sea A wuna H*-dlgebra complejc de Maleev con involueidn de H*-dl-
gebra continua y sea u un elemento simdtrico de A . Entonces A es la

suma hilbertiana de los autoespacios del operador L, .

La demostracién de gue esta descowposicién,en el caso de ser 4
una H*-&lgebra compleja de Malcev no-Lie topol6gicamente simple y % un
elemento simé&trico no nule de /4 , ce reduce (Lema 7.7) a tres autoespacios

de la forma

A:AC)@AGQA - (ae R, a#c conveniente )

se lleva a cabo mediante una labcriosa adaptacién a nuestro ambiente, aprio-
risticamente infinito-dimensional, de los argumentos utilizados por Sagle

en [42] en el cacn finito-dimencional, con respecto a los cuales contamos
sin emparge cocn la ventaja de que los subespacios que intervienen en nuestra
descomposicién son de naturaleza méds sencilla que los que aparecen en la

descomposicién algebrdica de [42].




Nuestra aportaciéii a las H*-dlgebras de Malcev

La descada identidad (1) se ubtiene ahcra sin excesiva dificultad
una vez gue probamos que HU es unidimensional (Lema 7.9) para lo que
utilizawos la Teorfa de Gelfand asf como el hecho de que la Gnica posibi-
lidad de desconexién de las esferas en los espacios normados reales se

presenta en dimensién uno.

Considerande el cspacio vectorial (x4 con producto, involucién

y prcducto escalar definidos por
(a,x) (B,y)=(aB+(x/y*) ,Ba+ay+tzy)
fa glt=le, 2"
(e, 2] [ (B

[x/A se nos convierte en una H*-&lgebra que en vista de la identidad (1)
resulia ser alternativa no-asociativa y de composicidn, de donde fdcilmente

se sigue nuestro resultadc principal.

Una muestra de la potencia de nuestro resultado principal es el
hecho de que nos permite dar una nueva ¥ [4cil demostracién del Teorema de

estructura de las H*-4lgebras couplejas alternativas topolSgicamente simpies

(Tecorema 8.2).

Finalizamos el Capftulo II aprovechando nuestro resultadn principal

y la Teorfa desarrollada en el Capfiulo I de las H*-4lgebras reales para

dar una descripcién de las p*-4flgebras reales de Malcev no-Lie topolégica-

mente simples y de las H*-Algebras realec alternativas topolégicamente sim-

ples:




Intreoduccisn

(Teorema 8.3) Toda H*=dlgebr al de Mai [.7 :
.3) Toda l*-dlgebra real de Maleev no-Lie tcopoldgicamente simple
es, ceencialmente una de las ciguientes:
S e R T e T F o Tk AT 104 M, !
1) La realizacidn de la H*=dlgebra compleja de Malcev asociada a C(L).

i 7% 2 ] - i
a Hi=dlgebra real de Malcev asvetada a C(R) .

g T~ L 27 ok y yd s .
1it) La H*=dlgebra real de Malcev asocetada a €.

(Teorema 8.4) Toda H*-dlgebra real altermativa no-acociativa topoldgicamente
gimple es, esencialmente:
t) La veclizacidn de la H*-dlgebra eorpleja Ci(L).
H*.dlgepra real C(R).

a H*=dlgebra real 0.

Agradecimientos.

Desea finalmente hacer constar mi mis profunde agradecimiento:

4 % ; 5
Al profescr Argel Rodriguez Palaclos cuyas brillantes y certeras
orientacicnes, asi como su abnegada y paciente direccién, han hecho posible

la realizacién de este trabajo.

Al profesor Juan Martinez Moreno por su ccnstante labor de direccién

as{ como por las innumerables horas de trabajo compartido a lec largo de

muchos afos.

Al profesor Juan Francisco Mena Juradec que,aparte de leer con gran

cuidado la presente Memoria contribuyendo con utiles sugerencias al perfec-

cionamientc de ella, ha estado siempre dispuestc a escuchar cualquier resul-




Agradecimientos

tado pocitivo (o no) en el pericdo de rcalizaci®n de la miswa.

A los restantes compafieros y amigos del Departamento de An&lisis

Matemdtico por su ayuda 7y, estfmulo.

Granada, Abril de 1987

Miguel Cabrera Garcfa.




CAPl I ULOD D

H*-ALGEBRAS COMPLEJAS CON INVOLUCION LINEAL

Y

H*-ALGEBRAS REALES




CREITLELO |
H*-ALGEBRAS COMPLEJAS COM UNA INVOLUCION LINEAL

¥
H*~ALGEBRAS REALES

1. PRELIMINARES,

En esta Seccibn recopilamos los principales resultados sobre H*-&1-

gebras no asociativas complejas conseguidos por Cuenca y Rodriguez (ver

[15 s w18 ]). Algunos de ellos sor v&lidos, sin cambio en la demos-

tracibn, tambifn en el caso real, por lo que se enunciaran sin alusibn
al cuerpo base. No es este el caso del Teorema de estructura de isomor-
fismos entre H*-algebras complejas v sus consecuencias (cuya demostracibn
utiliza esencialmente té&cnicas complejas) y que aqui referimos ccn alounos

perfeccionamientos novedosos que se necesitarfn en la Seccibr 4.

{. DEFINICION. Una involueidn de espacio vectorial sobre un espacio vec-
torial real o complejo A4 es una aplicacibn *:x > x* de A en A
verificando
i) (x+y)* =
ii) (a x)*
iy Rk
para cualesquiera que sean el escalar « y &£, € 4, donde o denota
el escalar conjugado de o . Si adem8s A es un algebra v verifica
iv) (zyk = y*x*

diremos que +* es una involucidn de dlgebra en A.
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2. DEFINICION, Una H*-dlgebru es un algebra nc asociativa real o comple-

ja 4 , cuyo espacio vectorial subyacente es un espacio de Hilbert,
junto con una imvolucibn de &lgebra * tal que
gy /n! = (g/ny*) = (pfetn)

5 elementos de A .

3. DEFINICION. El anulador de un subconjunto S de un flgebra no asocia-
tiva 4 es definido por

Aisr = |
4, PROPOSICION ({18 ; Proposicibn 2]). Sea A una H*-dlgebra. Entonces:

i) A4 es un dlgebrc normada, es decir, el producto de A es continuo.

ii) Para todo ideal cerrado M de A se verifica que ut es un
tdeal cervado de A .

iii) Para todo ideal cerrado *-invariante M de A , 8¢ verifica
que An(M) = T

Si ademds A es de anulador cero, entonces:
iv) Loe ideales cerrados de A son #=-invariantes.
v) Los ideales cerrados de A son H*-dlgebras con anulador cero.

Vs 2
vi) Para todo ideal eerrado M de A se verifica que An(M) =M .

vii) # es isométrica: (x/y) = (y*/x*) V r,yed.

21 siguiente Teorema de estructura permite reducir el estudio de las

H*-flgebras a la clase de las H*-4lgebras de anulador cero.
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5. TEOREMA ([15 ; Primer Teorema de Estructura ]-2—40]). Toda H*-

dlg
es expresable como suma directa ortogonal
A=A A
1@y

= X% ;
A=A y A, =An(4A) son ideales cerrados de A .

A, es de producto cero y #*=-invariante.

Li

A, con el producto escalar inducide por el de A Yy conveniente

involueidn es una H*-dlgebra de anulador cero.

87 la involueidn de 4 es continua entonces AI es - invariante

y consiguientemente una H*-subdlgebra de A.

Un sequndo teorema de estructura se puede establecer permitiendonos
concentrar nuestro estudio en un tipo muy particular de H*-4lgebras de

anulador cero, que como veremos reconstruyen a éstas.

6. DEFINICION. Una H*-&lgebra A es una H*-dlgebra topoldgicamente simple
si A no es de producto cern v 0 y A son los finicos ideales cerrados

3de A . Claramente toda H*-&lgebra topolégicamente simple tiene anulador

cero.

7. TEOREMA ([15 ; Seqgundo Teorema de Estructura] 9 [13 ; Teorema 1]).

Sea A una H*-dlgebra no nulo de anulador cero. Se tiene entonces

donde { M}, es lq familia de loe ideales cerrados minimales de A.
A

Estos ideales son H*-gubdlgebras topoldgicamente simples.
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i A 5] s - : Rr (
Si A y b son dos H*-4lgebras con anulador cero notaremos BL(4,B)

al espacic normaduv de tcdas las aplicaciones lineales y continuas de A
en B, si FeBL(A,B) entonces F* ¢BL(A,B) denotard la aplicacién
definida por

FA(g) 1= (Flet))® Ve
mientras que [ e BL(B,A) denctar4 el operador adjunto de F , esto es,

viene determinado por la condicién

(Flx) /y) = (x/F (y)) Necd , yeB

El mismo argumento que usaremos en la demostracién de la Proposicién 2.3
prueba que los isomerfismos (antiisomorfismos) entre H*-dlgebras complejas
de anulador cero son automdticamente continuos. Hecho que utilizaremos en

lc sucesivo sin comentario alguno.

8. DEFINICION. Sean A y E dos H*-4lgebras de anuladcr cero. Un iscmor-
fiemo (antiisomorfismo) F de A en B se dird ser un * - igomorfismo
(% - antiisomorfismo) cuando F*=F , esto es

Flat) = (Plx))*

9. DEFINICION. Un automorfismo Y de una H*-41gebra compleja con anulador

cero A es un autororfismo .-positivo si verifica:

¥ sp(ly)cfr+

Es claro que si ¥ es un automorfismo --positivo de A4 , también Yy
es un automorfismo --positivo de A .81 F:A~>B es un *= isomorfismo
entre las H*-4lgebras complejas de anulador cexo A Yy B , ¥ es un
automorfismc --positivo de B , entonces, ¢s tambi&n claro que F "V F
es un automorfismo .-positivo de 4 . La siguiente proposicién resume las

propiedades de los automorfismo --positivos que utilizaremos.
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i s e
10. PROPOSICION. (117 ; Corolariocs 2.3 y 2.5]). Sea una H*=dlgebra com-

rleja con anulador cero, entonces:

- . s Sk 7
t) La uplicacidén D + exp(D) es un homeororfismo del eonjunto de todas
1 Jun >
las derivaciones continuas I de A tales que D*=z=<=D en el

L

conjunto de los automorfismos *-positivos de A

un aqutomorfismo +-positivo de A , entonces V¥’ =V

Si A es una H*-&algebra nctaremos A" a la H*-dlgebra revertida,

gsta se diferencia de A fGnicamente en el producto, que es el producto
revertido del producto de 4
Nz , Yyed

A0

Es claro que es de anulador cero & topolbgicamente simple si, y sblo

A

si, A 1lo es.

Puesto que tcdo antiisomorfismo de A sobre B puede ser conside-
rado como un isomorfismo de A sobre B" , podemos cambiar en el Teore-
ma 3.3 de [17 ] la palabra "isomorfismo" por la palabra "antiisomorfismo",
por lo que podemecs enunciar el siguiente Teorema de descomposieidn para

Jsomorfigmos (antiisomorfismos) de H*-dlgebras complejas con anulador cero.

11. TEOREMA, Sean A uy B H*-dlgebras complejcs con anulador cero. S F
es un isomorfismo (antiisomorfismo) de A scbre B , entonces existe una

y_) , eon G #*=igomorfismo ( s-antiisomorficmo) de A

unica terna (G, WI’ 5

¥, automorfismos <-positivos de A y B respectivamente,

tal Ggue
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Para un isomorfismo F , la primera descomposicibn ¥  se prueba

en | 17 ; Teorema 3.3], y la segunda es ura consecuencia facil de la prinera.

En efecto, aplicando la primera descomposicibn al isomorfismo [ de &
. G 5 - .. : i i |
sobre A , se sigue que F se escribe de forma finica como F=V¥ G , dcade

es un %- isomorfismo de 4 sobre B ?2 es un automorfismo --po-
sitivo de F . Ahora bien, como F=G (G "¥ () , la unicidad de la primera

descomposicibn implica que G =G

Notemos cue la existencia de isomorfismos (ant iisomorfismos) entre
H*-&lgebras complejas de anulador cero dque no son *- isomorfismos (*- an-
tiisomorfismos) se puede presentar. Asi, en la H*-algebra compleja topold-

(r)

gicamente simple M, (I) de las matrices complejas de orden dos, el isc-

morfismo determinado por

no es un *- iscmorfismo.

El siguiente resultado obtenido en [17 ; Corolario 3.4] para isomor-

fismos puede enunciarse incluyendo a los antiisomorfismos como sigue

12. PROPOSICION. Sean A y B H*-dlgebras complejas topoldgicamente
eirmles. Existe un mimero real positivo K =E ) tal que para

todo isomorfiemo O antiisomorfismo F ae 1 B se verifica que

Demostracidn. Sea K el ntmero real positivo que hace cierto :1

enunciado para isomorfismos. Teniendo en cuenta gue los antiisomorfismos

0
X ; n
de A sobre B pueden ser vistos como isomorfismos de A sobre £
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: : : ; A
podemos asegurar la existencia de un nlmero real K que hace valido el

enunciado para antiisomorfismos. Para verificar la igualdad K:K' . hagamos

I el

notar que si. A , F y ( son H*-8lgebras complejas topol&gicamente simples

4 R) He B O i
AyB) , He BL(B,C) son tales que, para convenientes nlimeros reales

Lol

¥ Gep

positivos A(G) y X(H) , verifican
~e Fe oF | _1 . -1
G = AlGl (6% ¥ - B = X (RY)
enconces tenemos que

(HG) =GB = G ) (et eyt =

-1

= 3G aB) (Erel = a6 ) (re)t) TR

v por consiguiente, existe un nlmero real pesitivo A(HG) tal que
Al 2 ; =1
HG) = MHEG) (i GI%

verificandose ademis la relaccibn

AMHG) = A(G) X(H)
Ahora, si F es un antiautomorfismo de A, tomando B=C=A4 y G=H=F
se deduce de la ioualdad anterior que 1=K"7 , ¥ por consiquiente, k=1
B

si A=-E . Finalmente, si A y B son simultaneamente isomorfas y anti-

isomorfas, entonces tomando ( un isomorfismo de 4 sobre B y H un

'
antiautomorfismo de E obtenemos K=K .

13. COROLARIO. Sean A y E H*-dlgebrae complejas topoldgicamente simples.

Fmiote un mimero real posiiive L tal que para todo *-isomorfismo o #—anti=
ieomorfismo F de A sobre B se verifica que LF es una isometria.
L ::‘{-1/2 donde X es el nimero real positivo

Demostracidn. Tomese L £

gue aparece en la proposicidbn anterior.
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El Teorema 11 junto con el Corolario anterior permiten afirmar:

St A es una H*~dlgebra compleju topuldgicamente simple entonces
g v

eualquier otra estructura de H*-digebra compleja sobre A es *-isomorfa

Yy Salve un miltiplo real positiveo, teométirica a la de partida.
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2, H*-ALGEBRAS COMPLEJAS CON UNA INVOLUCIOM L.INEAL.

1. DEFINICION. Una 7mvolucidn lineal sobre un 8lgebra A es una aplicacién

t:x *1{x) de A en A que es lineal y verifica:

eyl = tly) el Vz,yeh

2. DEFINICIOMN. Sea 4 una H*-8lgebra compleja. Si T es una involucibn
lineal en A , diremos que 4 es t-tcpoldgicamente simple si A no es
de producto cerov (¢ vy A son los finicos ideales cerrados Tt-invarian-

tes de A .

Nuestro objetivo er esta Seccibn es describir las parejas (d, v )
donde /A es una HSlgebra compleja y T es una involucibn lineal en A

tal que 4 es T-topoldgicamente simple.

3. PROPOSICION. Sea A una H*-dlgebra compleja con anulador cero. Toda

involucidn lineal en A es continua.

Demostracidn. Sea Tt una imvolucibn lineal en 4 , si definimos para

todo elemento x de A4

[z lll = | v |

entonces, (4, l” . m) es un Slgebra normada completa. Por la unicidad

de la topologia de la norma completa en las H*-8lgebras compleja~ de anu-

lador cero ([15 ; Teorema 1-2—36] o} [39 ; Nota 2.8. (i)]) se obtiene que

las normas | P “ v l“ : I son equivalentes, lo que equivale a la con-

tinuidad de T .
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4, NOTA. Si A es una H*-8lgebra compleja y 1 es una involucibn lineal
en A4 entonces el ideal anulador An(A) es un ideal cerrado rt-invariante
de A, luego si A es T-topolbgicamente simple, entonces A tiene anu-

lador cero y por tanto, en virtud de la proposicidbn anterior, 1 es continua.

5. LEMA. Sean A una H*-dlgebra compleia v 1 una involucidn lineal en A
tales que A es t-topoldgicamente simple. Entonces se verifica una de las
siguientes afirmaciones
i) A es una H*-dlgebra compleja topoldgicamente simple.
i1) A=zB @(B) , donde B y 1(B) son los dnicos ideales cerrados
propios de A . Ambos son H*-dlgebras complejas topoldgicamente

simples.

Demostracidn. Supongamos que A no es topolbgicamente simple y sea
B un ideal cerrado propio nc nulo de 4 . Por la Proposicibn 3, también
v (B) es un ideal cerrado propid no nulo de A . Ya que por hipbtesis A4

es t-topolbgicamente simple ¥y Ba1(E) es un ideal cerrado propio =-in-

variante de A , tenemos que B0® 1R) =0 , y por tanto B1(B)=0 , luego

B v T(E) son ortogonales en virtud de la Proposicibn 1.4.vi). Por con-
siquiente B+ T(B) es un ideal cerrado 1-imvariante de A , de nuevo por
la simplicidad T1-topolbgica de A tenemos que A=B@Tt(B) .

Si M es un ideal cerrado propio no nulo de A , consideremos el
ideal cerrado propio Bal . si BnM es no nulo, el argumento anterior
prueba que A= (RaM)@® (BaM) . Esto, junto con la descomposicibn A=

=B@B) nos lleva a 5AM=B , y por tanto MeB , de aqui se deduce que

M=B sin mis que observar que los papeles de M ¥ B pueden intercam-

biarse. Por otra parte, si BnM=0 , de nuevo la Proposicibn 1.4.vi), nos

da que Mc WB) . Luego Ma 1B) =M es no nulo y un razonamiento similar

prueba que M=1(B) .
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Finalmente, va que todos los ideales cerrados de B o ((B) son

ideales cerrados de A y va que An(4) =0 se sigue, en virtud de la Pro-

posicibn 1.4.w), que E y t1(B) son H*8lgebras topolbgicamente simples.

En vista del Lema anterior, para dar una descripcibn de las H*-3alge-
bras complejas con irvolucién lineal (4,7 ) tales que A4 es T1-topolb-
gicamente simple, nuestra atencibn debe dirigirse al caso en que A no
es topolbgicamente simple y T intercambia los Ginicos ideales cerrados
propios no nulos de A . A continuacibn daremos un procedimiento construc-

tivo que agotar& esta situacibn.

Sea £ una H*-&lgebra compleja topolbégicamente simple, sea ¥ un
automorfismo de Z y sea * un nfimero real positivo. Consideramos el
Slgebra producto A=5x5’ y definimos en 4 un producto escalar, una
imvolucién de &lgebra v una inmvolucibn lineal mediante

(x,u)/(2,t)):=(x/z)+ Ay /t)

S R A

v (@,y) 1= (¥ L) | ¥lz)),

Es facil comprobar que 4 es una H*-&lgebra compleja con anulador cero y

T, €S una jmvolucién lineal en A . Probemos que A es ‘t\i,—topolﬁglcamente

simple.

En efecto: Sea M un ideal cerrado Ty~ invariante de A , entonces
en virtud de la simplicidad topolbgica de B tenemos que MnB=0 & B.
Ssi MnB=( entonces MnBD:-r‘y(MnB):O, lueogo MB=202BM ¥ MB=0=
=5"M, por tanto MA =0=AM, de donde Me An(A)=0 . Si MnB=B entonces

i /) tanto
Ma B'= Ty (Ma B) =B°, luego B y B® estén contenidos en M y por

A=M.
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Esta H*-&lgebra compleja con involucibn lineal (4, ‘[\P) que hemos

con i F i
struide, la dencotaremos H#*(B,¥,)\) y nos referiremos a ella como la

Hi~dlge compleja con 1 : ine { ) 1
dlgebra compleja con involueidn lineal obtenida a partir de la H*-dl-

- . ;s »

nOSTEIvO A

si (A, 1) v (B,1) son H*Aalgebras complejas con involucibn lineal
diremos que son totalmente isomorfas si existe F #- isomorfismo isomé-

tricode A sobre B tal que Fr1=1F.

6. TEOREMA. Sean 4 una H*-dlgebra compleja y 1t una involuecidn Lineal
en A, tales que A es 1=topolégicamente sirple. Entonces se verifica

una de las siguientes afirmaciones:

-

A

es una #*-dlgebra compleja topoldgicamente simple.
H*=dlgebra compleja topoldgicamente simple, Y auto=-
.—positivo de B y ) mimero real posttivo, tales que

es totolmente isomorfa a H*(B,Y¥,X).

Democtracidn. Por el Lema 5, si A no es topolbgicamente simple
entonces A=B@1(E) , donde B y 1(B) son los finicos ideales cerrados
propios no nulos de 4 , siendo ambos H*-4algebras complejas topolbgicamente
simples. Si llamamos F a la aplicacidn de B sobre 1(B) dada por
Flx) = 1(x) , entocnces por el Teorema 1.11 tenemos que F=GY , donde VY
es un automorfismo --positivo de B v G es un - antiisomorfismo de B
sobre T1(E) . Adem&s, por el Corolario 1.13, existe un nlmero real positivo

= ; ;
» tal que 2 1/2 G es wna aplicacibn isométrica. Consideremos la H*-&lge-

pra compleja con imvolucibn lineal H*(B,Y,)) para los B,Y,) anteriores.
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La aplicacidén de A sobre H*(B,¥,)\) definida por

Hiz# tlyl) ) se{z, ¥yl)) YV s #eB

=i

¢c un isomorfismo isométrico que resreta las involuciones lineales, esto

. Ademés es un *- isomorfismo

H((z+ t{u))*) =H(x*+ t*(y*)) = H(x*+ G \{’—](;;*)J T y~ly =1 (@t =

=(xz*, v yti) = (2%, ¥(y)*) = (2, ¥(y))*= (H(x+(y)))*

De donde se deduce que (4, 1) es totalmente isomorfa a H*(B,¥,\) .

7. NOTA. También podriamos haber elegido, en el supuesto ii) del Teorema
anterior, el ideal cerrado propio no nulo v(B) para la descripcibn de 4.
En tal caso, no es dificil darse cuenta que la H*-dlgebra compleja con

irvolucisn lineal (4, 1) es totalmente isomorfa a la H*-&lgebra compleja

L= a9 : -
con involucibn lineal H*(1(BJ),GY : G 1,)_ ). Mostrar la "unicidad" de

estas dos descripciones es el objetivo del siguiente enunciado.

8. PROPOSICION, Sean H*(B,¥,\) ¥ pr(E',¥',\) las H*-dlgebras complejas
eon involucidn lineal obienidas respeciivamente a partir de las H*-dlgebras
eomplejas topolégicamente simples B Y B', los automorfismos --positivos
y de B y Y de B y lus mimeros reales positivos A Y z. 8 lag
H*-dlgebras complejas con involucidn lineal H*(B,¥,\) y H*(B,¥,\)

son totalmente igomorfas, entonces &e verifica una de las siguientes afir-
maciones

. ’
x =¥ u existe un *=icomorfismc G de B eobre B tal que

o

.
y existe un + = antiisomorfismo G de B sobre B tal

=¥G s
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Demostracidn., Sea F wun isomorfismo total de H*(B,¥,)) sobre
H*(B',¥',)') . Puesto que los finicos ideales cerrados de H*(B',%',)) son
B vy B ., oacigue que, necesariamente # aplica B y B? de una de las
aiguientes formas:

i) F(B)=B y F(BY =8".
ity F(B)=B"y F(BY=R .

Si se verifica i), definimos FI y Fb de B sobre B’ por

FE(:E) = PO, 2]

Es facil comprobar que F, vy F2 son *- isomorfismos. Como F es un
isomorfismo de &lgebras con involuci®én lineal, esto es TwnF:}?Tw i

tenemos que

1

T -
F.lulk, ?'Fj(x)) :(F1¥

(y) , Fy¥(x)) Vo, yeB

-

Por tanto F. Y = W\?. Ahora, por el Teorema 1.11 de descomposicibn de
isomorfismos de H*-8&lgebras complejas de anulador cero, podemos asegurar

que E} =F, , ¥ por tanto G := E‘I:':'f2 satisface el enunciado. Ademés

Flx ,y) = (G(x) , G(y)) Vm,ys‘B
Por tanto, por ser [ isométrico
| (Gl , Gyl |2 = |l (=, 92 l7

0 2quivalentemente

Lotll?+ Hlam =z ll?en ]l ¢ 12

. ]
De la arbitrariedad de =z e Yy en B, deducimos que X=X

Un tratamiento anflogo para el caso ii) termina la demostracibn del enun-

ciado.




§ 3. H*-8lgebras reales topolbgicamente simples

3. H*-ALGEBRAS REALES TOPOLOGICAMENTE SIMPLES,

La complexificacion de un &lgebra real A es el 8lgebra compleja
Atl‘ :=A@®74 con las operaciones, suma, producto por un nfimero complejo

y multiplicaci®n, definidas por

(x+iy)+(za+it) 2=(nta) ¢+t (y+t)

(a+iR)(x+Ty) :=(ax-By)+%i (ay+Ba)

(x+1y) (2+1t) is(xa-yt)+ilzt+yz)

para Z,Y,35,t elementosde A4 y o, B nlmeros reales. El1 &lgebra

compleja AE‘ es de anul-dor cero si, y sblo si, A es de anulador cero.

Si, ademas, A es una H*-algebra real, entcnces AE con el producto

escalar y la involucibn de &lgebra definidos por
ylzeit)i=ixla) s/ t)+ilty/a)=(x]t)]
(psiy)t:zxt=1 y*
es una H*-&lgebra compleja. Ademas
Tesiyl =iy’
define una involucibn lineal en AE , que llamaremos la involu2idn lineal

candnica de AE s

1. PROPOSICION. Sea A wuna HA-dlgebra real topoldgicamente simple. Entonces,
la involueidn lineal eandnica T de Ap e isométrica (t=1") , conmuta

con la involueidn de H*-dlgebra (t=1*) y es tal que Ap es T-topold-

gicamente simple .
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Demostracidn., Es rutina el verificar que T es una involucibn lineal

en AII' que conmuta con « . Por la Proposicidn 1.4.vii) la involucibn de
H*-8lgebra de 4 es isométrica, de donde facilmente se deduce que T es
isométrica. Veamos que AE es 1-topolbgicamente simple. Si M es un
ideal cerrado T-invariante de AE‘ , entonces ManA es un ideal cerrado
de A, luego MAA=064, en virtud de la simplicidad topolbgica de A4 .
Si ManA=zA , entonces A , y por tanto 74, est&n conteridos en M ,

luego M= AE . En el otro caso MnA=0 , puesto que M es T-invariante

¥y *- invariante (Proposicibn 1.4.iv)), se sigue gque
artla)*, ila-1(a)*) chaM Vael,
Luego, para todo elemento a de M

1 ’ { *
53¢ (a=n1(a)*)

a:%(a+ﬂ&ﬂ)+

se tiene que a=0 y por tanto M=0 .

2. PROPOSICION. Sea A una H*-dlgebra compleja i sea T una involueidn

lineal en A *al que t=1"=1 ¥ A es t-topoldgicamente simple. En-

toneces
Bis {aed ¢ xfalca® }

es una H*-dlgebra real topoldgicamente gimple para las restricciones de
las operaciones de A . Ademds B reconstruye, via el proceso de comple-
zificacidn anteriormente deserito, la H*-dlgebra compleja con involueidn

itneal (&, 1) &

Demostracidn. Claramente B es una sub&lgebra real de A , cerrada en

virtud de la continuidad de 1 Yy =+ . Como adems T y * son isométricas,

se sigue que

(z/y)=(t(x)*/t(y)*) = (1(y) /tlx)) =(y /=) Ve,yck
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Por tanto el producto escalar de 4 toma valores reales sobre B luego
3 r

E

es un espacico de Hilbert real, sin necesidad de tomar la parte real del
producto escalar de # como nuevo productc escalar en F . Para todo &
en 2 severifica que Tt(x*)=zt(x)*=(x*)* , luerge B*=-3 vy por tanto
B es una H*-&lgebra real.

De la linealidad de T y la antilinealidad de * S€ sigue que
IniE=0, por lo que, como para todo elemento 2 en A4

1 & il oty
a=s (a+'ua)*)+§E Z (a=1(a)*)

se verifica que /A=-Be@7iB5 . Puesto que para cualesquiera X ,}l ,2, ¢

o

elementos de £ , se verifica que

(x+i1y/z+i t):(x/z)+(y/t)-r-i[(y/z)—(m,"t)j

(zsiylt=a*~2y"

viz+iy) = tix)+i vyl =xr+1 y*

tenemos que la H*-&lgebra compleja con invoiucidn lineal construida a pav-
tir de 7 via la Proposicién 1 es totalmente isomorfa a (4, Tl
Finalmente, si [ es un ideal cerrado de B , entonces I+iI es un
ideal cerrado de A, luego - invariante (Proposicibn 1.4.iv)) y por con-
siguiente t-invariante. Ya que A es 1-topolbgicamente simple, tenemos

que T+1I =0, en tal caso I=0 ;o I+41I =4, en cuyo caso I=B.

Los anteriores resultados muestran la existencia de una correspondencia
bivectiva entre H*-algebras reales topolbgicamente simples y H*-algebras
complejas con una imvoluci®n lineal isométrica < conmutando con la irwvo-
lucién de H*algebra y tal que la H*-algebra compleja es 1- topolbgicamente

cim- ¢. Es evidente ademis que esta correspondencia mantiene los isomor-

fismos totales, concretamente:
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; 3 % X e
PROPOSICION, Seam B y B dos 3*=dla2bros reales topoldgicamente

- Py £ A ! At (R 7 P o
v eeon (Ayt) uy (4,7} las D*-dlgebras complejas con involueidn

g R i e T i . : e ! -~
eal asostadas respectivamente a B w B . Entonces B y B son total-

o

AT S R Pro oq ¢ A A N ' *
mente itsomorfas st, y sd.0 st, (A » ') son totalmente isomorfas.

Esta correspondencia biyectiva junto con el Teorema 2.6 nos van a per-

ritir establecer la clasificacibn de las H*-llgebras reales topolbgicamente

simples.

Si A es una Y*-A4lgehra compleja topclbgicamente simple, denotaremos

R L& realisacidn de A , esto es, ﬂﬂ; es el &4lgebra obtenida restin-
giendo el rroducto por escalares de elementos de A a lcs nlmeros ieales.
Do+ada de 1a misma invcliuci®n de Sloebra que 4 v con el producto escalar
real Re(/), A, trivialmente es una F*-flgebra rea.. Veamos yue ademds
es topolbqgicamente simple. Si M es un ideal cerrado de Aﬂ?, entonces
MailM es un idecal cerrado d¢ A . Yaque A es toroldgicamente simple
tepemos que Mo Mz=J A . En el primer caso MA=M(i4)=1 (MA) esta
contenido en MAL M =0 , luego M4 =0 . Bnalogamente se prueba que AM=0.

Por consigquiente /M esta contenido cn el ideal anulador e 4 ,y M=0 .

En el sequndo caso es claro que M=A .

El siquiente resultado constituve vna extensidn a H*-Algebras de un
hecho conocido para H*-&lgebras de Lie [ 9 ; Corolario 1.2],[23 ; Teorema

o [47 . Teorema 1.3.11.

4. TEOREMA. Sea A una H*-dlgebra real topolégicamente simple. Entonces
se verifica una de las siguientes afirmaciones:

) Ap e una H*_dlaebra compleja topolfgicamente Simpleé.

i) A es la realizacidn de una

H*-dlgebra corple,ja topoldgicamente simple.




E*-8&lgebras reales topolbgicamente simples

ifn. Sea 1 la imwvolucibn lineal canbnica de AE . Ya que,

es T-topolbdgicamente simple, si suponemos que

por la Proposicidbn 3.1, A
L

AI no es topoldgicamente simple, en virtud del Teorema 2.6, existe un

2+ isomorfismo isom&trico F « ﬂE sobre H*(B,¥,)) tal que 1= y E.
para convenientes [ H*-&lgebra compleja torolbgicamente simple, Y auto-
morfismo --positivo de B y ) nlmero real positivo. Por la Proposicidn 3.1

tenenos gqoe =1 T 1Y%, luege tambifn 1, =% "=1%

Y " y oo Atendiendo a la

definicibn de 1, es elemental el comprobar que 1@,:TW* equivale a

¥ = ¥* _ Luego por la Proposicibn 1.10.ii) tenemos que

=1

W ey=yi-y
La condicibn .= T, es equivalente a
yl /(x,y))eR N (x, y) e H*(B,¥,))

Esto es

O equivalentemente
y [ ¥(z)) # A (¥(x) [y

Luego la condicibn T, =T,

Denotemos por F,_ la H*-&lgebra ¥g=l Lopolbgicamente simple asociada
pcr el proceﬁimiento descrito 2n la Proposicibn 2 a la H*-&1lgebra complcja
con imvolucidn lineal #H*(B,Y¥,1) . Ya que ﬁn:%rl.:w* , se deduce facilmente
que

[, ¥gl?) ¥ xeB )}

Si denotamos por G la restriccibn de F a las H*-&laebras reales asocladas

o : s un «- i ismo de A
a su dominio v su codominio, tenemo:. qué G es uu isomorfis

sobre B, .

W
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La aplicacibn = “g sobre Z_ (la realizacibn de
m

3 B) definida por
) o

es un x- isomorfismo real, v yaque * y Y son isométricos se deduce que

((z, Yzl®) { (g, Wy)%) =2 Be (0/ y)

Luegoc 7=71C es un «- isomorfismo real de A ssbre FF\ tal que
g

B

‘a/b)= 2Re (H(a) [ H(b)) Ya s hEd
Per consicuiente, si consideramos la H*&lgebra compleja topolbgicemente

: ' . ; : :
simple 2, cuya diferencia con la H*-algebra compleja topolbgicamente

simple B es que su producto escalar es el doble del de B , tenemos que

A es la realizacibn de

Terminamos esta Seccidn estudiando el centroide de las H*-8lgebras reales
topolbgicamente simples. Como consecuencia del resultado que obtenemos queda

patente que las alternativas dadas por el Teorema anterior son excluyentes.

Sea /4 un Algebra no asociativa sobre el cuerpo F . El centro Z(A)
de A , es el conjunto formado por los elementos ¢ ¢4 que asocian y con-
mutan con todecs los elementos de A , esto es, cualesquiera que sean I ,}Y £ 4
se verifica que

adls el b y (c,x,y}:(r,c,y}:(m,y,e}:ﬁ
gl centroide ((A) de A es el conjunto de aplicaciones lineales T
en 4 tales que
T(xy) =2 T(y) =T(x)y

1 - hi 1 r'). 200 -
para cualesquiera xr, Y elementos de A . Es bien conocido (|27 ; p.290C

: e e
203] , [43 ; p. 14-17]) que si 4 es un &lgebra no asociativa gimple ( A°#0

r

i i ClA £S5 un Cuerpo
y los fnicos jdeales de A son 0 ¥ A ) entonces (A) po Yy
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ade id i Ficarse co . . 3 W i =
puede identificarse con un subcuerpo de ('(4) , mientras que Z{.)
6 bien, se reduce a cero, & bien es un cuerpo isomorfo a ((4) (en tal caso

tiene unidad). Un 8lgebra no asociativa ! sobre el cuerpo F se dirs

Eolls
-

si su centroide {4/ se reduce a . donde I, es el ope-

A A

rader identidad en 4 ZiA) = F . /4 tiene unidad).

Si A es un Algebra normada completa cen arulador cero, los argumentos

dados ern E 29 . Teorema 2.1] prueban que el conjunto de las aplicaciones

(a priori, no necesariamente lineales) de 4 en A verificendo (1) coin-

cide corn ((2) vy que ((A) es una sub&lgebra cerrada conmutativa de gL({4)

que contiene al operador identidad en A4 .

5. TEOREMA (| 17 ; Teorema 1.2]). El certroids de una H*~dlgebra compleja

T . 3
oldoicomeate eirmle es tsomorfo a [ .
¢ ‘ #

€. COROLART( Hi-dlgebra real topolégicamente gimple. Entonces

A, sea topoldgicemente eimple &

T

t~dlgebra compleja.

si /4 es una H*&lgebra compleja topolbgicamente simple

Demostracion. A

vista como real. ern virtud de la independencia del centroide da2l cuerpo base

v del Teorema 5, tenemos que ((A) es isomorfo a I . En otrn caso, si

"¢ (A} entonces su extensibn a AE definida por
T (x+iy) s= Plz) + 2 T(y/
(verifica (1)). Luego por el Teorema 5, existe

un centralizador de AE

n@mero compleio ) tal que ﬂT: A%é , de donde se sigue gque A es

T

real.
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7. NOTA. Los resultados anteriores ponen de manifiestc que el problema de
la descripcibn de una clase de H*-8lgebras reales topolbgicamente simples
queda resuelto una vez conocida la descripcibn de las H*-algebras complejas
topolbgicamente simples de dicha clase y determinadas las involuciones

lineales sobre &5tas que conmutan con la involucibn de H*-&lgebra (observar

que en virtud del Corolario 1.13, tales involuciones son automaticamente

isométricas).
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4, ISOMORFISMOS DE H™-ALGEBRAS REALES

El principal I\r\_‘},ﬁ‘,_] to de esta Seccidn cs establecer la Mnileldad ceen

R
crai” de la estructura de B*-dlgebra real topol&gicamente simple, es decir,

probar el siguiente resultado

1. TEOREMA. Sea A ura H*-dlgebra real topoldgicarente simple. Cualquier
otra cetructura de H*-flgebra real sobre A es #-isomorfa y, salvo un ril-

o

tiplo real positive, isométrica a la de partida.

Este Teorema se motiva perfectamente, a parte de por su andlogo en el
caso complejo (ver final de la Seccién primera), por la Proposicién 2 de
[11] donde se demuestra parcialmente en el caso particular asociativo y

finito-dimensional.

Con sustantivas variantes el camino que vamos a seguir en la demostra-
cién del Tecrema 1 es andlogo al que hemos visto para el caso complejo en
la Seccién 1. Por consiguiente en primer lugar probamos: 57 dos H*-dlgebrae
reales de anulador cero son isomorfas entonces son %-isomorfas. Esta afir-
macién es consecuencia del siguiente Teorema de descomposicién de isomor-

fismos entre HA-dlgebras reales de anulador cero.

2. TEOREMA. Sean A y B H*-dlgebras reales de anulador cero y sea F un

igomorfismo de A sobre B . Entonces F admite una inica descomposicidn

de la forma

F=Gexp(D)

donde G es un x-1isomorjismo de A gobre B y D es una derivacidn

continua de A tal que D*=-D.
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lo podemos extender a un isomorfismo

Democtracidn. El isomorfismo F
algebraico 'pr .ﬂa. sobre B(I' definiendo
{(x+7y)=F(x) +1F(y)

n

T
En virtud del Teorema de descomposicibn de isomorfismos de H*-&lgebras
F

T

cecmplejas de anulador cero (Teorema 1.11) v de la Proposicibn 1.10,

se descompone de forma Gnica ¢omo

F.Z‘:% exp(%)
donde Cb es un *- isomorfismo de AE‘ sobre B,r y % es una derivacibn
tal que z*:-[) . BEs facil comprobar que

continua de

Fp= t(Ep)*t
simultaneamente las involuciones canbnicas de las H*-&l-

donde 1 denota
i v BE . Luego

gebras complejas

-_r_‘.m -1 (’C
L

= D * g T (-
:,:r:r)l’uo)) T TGOe:cj'f( DO)T

=1Gr rexp(-DJt = (T%T) exp(-1D 1)

TN R e

sobre BE vy -TDOT es

donde se ha utilizado la continuidad de

Ya que T 0 1 es un 4- isomosfismo de AE
AE‘ tal que (-1 DOT )*:Tgr , la unicidad de

una derivacibn continua de

la descomposicibn fuerza
CG=1G 1 y D=z=1D
7} 0 U 0

Por consiquiente Go aplica A sobre B ¥y A es invariante por Dc) .
D ) la aplicacibén de A sobre B (resp. de A4 en A4)
(respect. D(z) :Dol’.r)J para todo x de A .

(resp.
D es una derivacibn

Sea G

dada por G(zx) :% (&)

Claramente ( es un x- isomorfimo de A sobre B ,

continua de A tal que D*=-D ¥y F=Gexp(D) .
r descomposicibn resl de F

Finalmente, la complexificacibn de cualquie
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nos lleva a una descomposicibn compleja de FE , que sabemos es flinica, de

donde se deduce tambi&n la unicidad en el caso real.

Al igual que en el caso complejo (Teorema 1.11), ( es también el finico

* - isomorfismo de A sobre B tal que
Fzexp(D') G

para una corveniente (finica) derivacibn continua D' de. B .

r. siguiente resultado es una adaptacibn a nuestro winbiente de la

primera parte del Teorema X.5 de [“7].

3. LEMA. Sean A u B H*=dlgebras complejas topoldgicamente simples.
Todo isomorfismo real de A sobre B es o bien un isomorfismo lineal-

—complejo o bien un isomorfismo lineal-complejo-conjugado.

Derostracidn. Sea F un isomorfismo real de A sobre B . Para cada

centralizador 7 de A se verifica que
u iy

es un centralizador de B y ademas u es un isomorfismo ce C((A) sobre

C(B) , en nuestro caso u es un automorfismo de [ (Teorema 3.5), tal que
FOae) =u()) F(x) Vrel, ze4

Ya que u())=) para 3 nfmero real, deducimos que u €S necesariamente

1a identidad en [ © la conjugacibn en [ .
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4. PROPOSICION, Sean A y B H*-dlgebras reales topoidyicamente simples.

2 i . dite A ;
Existe un nimero real positivo K ( K=1 st A=B ) tal que para todo

igomorfismo F de A sobre B se verifica que

ook (F2) "]

Demostracidn. Si F es un isomorfismo de A sobre B y AE‘ (y por

tanto tambié&n BE‘ ) es topolbgicamente simple, entonces, por la Proposi-
cién 1.12, existe un nfimero real positivo X ( K=1 si A=-B ) tal que

. "1
- i 3

de donde se deduce claramente
F =K (F*)

En otro caso, por el Teorema 3.4, A y B pueden ser vistas como reali-
zaciones de sendas H* flgebras complejas topolbgicamente simples. Ahora,
por el Lema anterior, o bien F es un isomorfismo lineal-complejo, o bien
F es un isomorfismo lineal-complejo-conjugado en cuyo caso la aplicacibn
G:x » Fl(r)* es un antiisomorfismo. Por la Proposicibn 1.12, existe K
ntmero real positivo ( K=1 si A=B5) tal que

F* =K (F#*) v o G* =K (G*) =~

segfin el caso (estas igualdades entendidas para los productos escalares

complejos). En el primer caso obv iamente

F*' =K (pr)~2

también para los productos escalares reales. En el segundo caso, de G =

=K (G*,’-I se obtiene F° =K (F*)-] para los productos escalares reales

sin m&s que tener en cuenta 1a isometria de las imvoluciones de H*-&lgebra

(Proposicidn 1.4.vii)).
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5. COROLARIO. Sean A y B H3-dlgebras reales topoldgicamente simples,

T s 9y 2 frme ] yrq v = > i
Existe un numero real positivo L tal que para todo #*-igsomorfismo F de

A sobre B 3se verifica que

1/2

P Ay 2 i P83
Demostracidn. Tomese L =K , donde K es el nlimero real positivo

que aparece en la Proposicidn 4.

Este resultado, junto con el Teorema 2, muestra la unicidad esencial
de la estructura de H*-&lgebra real topolbégicamente simple, quedando asi

probado el Teorema 1.

Notemos para terminar esta seccidbn que, los resultados obtenidos para
isomorfismos pueden ser enunciados incluyendo a los antiisomorfismos, en

los mismos t&rminos que en el caso complejo (vease la Seccibn 1).
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5. H*-ALGERRAS REALES ASOCIATIVAS.

Concluimos este Capitulo dando una nueva y simple prueba de la descrip-
cibn de las H*-& gebras reales asociativas obtenida recientemente por
Balachandran y Swaminathan en [11 ]. Ambrose, en [2 ] , determina las H*-&l-
gebras complejas asociativas topolbgicamente simples como las algebras de
operadores Hilbert-Schmidt sobre un espacio de Hilbert complejo. Por con-
siguiente, de nuestros resultados de la Seccibn 3 (vease la Nota 3.7) se
deduce que el problema de la descripci®n de las H*-§lgebras reales asocia-
tivas queda resuelto, una vez descritas las imvoluciones lineales, que
conmutan con la operacidn de adjuncibn, en el algebra de los operadores de

Hilbert- Schmidt sobre un espacio de Hilbert complej~.

si H es un espacio de Hilbert complejo, siguiendo la notacibn de
[38; p. 262], para x e Y elementos de I designaremos x®y al ope-

rador lineal sobre FH definido por

(x@y) (z)=(3/ylx

El siguiente enunciado recoge las propiedades elementales de la opera-

cibn que acabamos de introducir.

I PROPOSICION.([M ; Lemas I.1 ¥y I.Z}). Sean x, &, » Lo Y Yy » Yy ele-

]

s - 157 m
mentos de un espacic de Hilbert eomplejo H , Y un nimero compiejo y I

un operador lineal continuo sobre H , entonces:

i) z®v es un operador 1ineal contiruo en H Y || x@y“ = H z H H y“ .

i1) (x@y)*=ydx

iii) (Oz)®y= \Mxz@y)
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! 2@ (\y)= Nxoy)
v) (x, +m2)®y= (.xrjey) + (mgey)
vi) 2@ (;;1 +yn) s (a:&yz) + (x@yQ)

vit) (.1318‘111) (2@ y,) = (z, /yl) z, @y

v 2
viti) T(x@y) =Tz} y

]
L/

Es bien conocido que si H es un espacio de Hilbert complejo entonces
FBL(H) , el conjunto de todos los operadorcs lineales continuve de rango
finito en H , es un ideal del &lgebra BL(H) de todos los operadores
lineales vy continucs en # , tal que cualjuier ideal de BL(H) necesa-
riamente contiene a FBL(H) (f44 ; Lemas 1.10 y I.lll). Asi como que los
elementos de FEL(H) son los operadores que se pueden escribir de la forma

n

z},_k_g,...,)\nerl‘, J:I,m2,...,:cn,yI,yz,...,yneE.

Si bien, en general, sumas infinitas de la anterior forma no tienen

sentido, sin embargo se puede asegurar lo siguiente

2. TEOREMA ([44 ; Teorema 1.1]). Sean {IY}YEF + {yy}yel‘ dos farmilias

crtonormales de vectores en el espacio de Hiibert eomplejo H Yy sea

2 ; e g
una famiiia de mimeros complejos. Entonces ta familia

{ )\Y}YE P

/
{ )\Y (2 / yY) xY]YE r

es sumable para todo elemento de H si, y sblo si, la familia de niifieros
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complejos { Ay}th €8 acotada. En tal caso 3 (x;’yy)xY define
yel'

un operador lineal continuo en H de norma Sup | A ! que not remos
YE

z A oz @
YyeT Y ¥

Una proyeccidn de EL(H) es un elemento p de BL(H) tal que
p’=p=p*
Las proyecciones de Z5L(H) est&n en correspondencia biyectiva (via su

rango) con los subespacios cerrados de # . El orden de inclusibn entre

los subespacios cerrados de H se traslada, via esta correspondencia, a

un orden = e¢n el conjunto de las proyecciones de BL(H) que queda ca-

racterizado algebraicamente por

psq &% pq=-p

Las provecciones de BL(#) pueden ser representadas en términos de

los operadores definidos en el Teorema 2 de la siguiente forma

3. PROPOSICION ([44 ; Teorema I.3.i)]). Un operador lineal continuo sobre
un espacio de Hilbert complejo H es una proyeceidn si, y sblo si, es de

la forma

x 9
L 50n

donde {z!} p @8 una ‘amilia ortonormal de elementos de F . En tal easco
¥ YE °

% - o | p - -
¢l ranao de la proyeceidn es el subespacio cerrado engendrado por la Ffamilia

{xY ivelt o
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Una consecuencia inmediata es que, en particular, las proyecciones

minimales (las provecciones de rango uno-dimensional) son los operadores

de la forma

x @y para 2el “a:“:l

4. DEFINICION. Sea H un espacio de Hilbert complejo. Si feBL(H) y

% s i 2
{xY’YEF § {y }ye‘." son sistemas ortonormales completos de H se tiene

que

Z ” £lw ) H?"-' E Hf(y )Hz ([44 ; Lema II.I]}.
yeT v vel !

As?f, un operador lineal continuo f sobre ¥ diremos que es un operador
de Hilbert-Sehmidt de ” si para algfin sistema ortonormal completo

{xY}w,. {y en consecuencia para todo sistema ortconormal completo) se tiene
YEi1

P llsa)ll® <+
yel v

Nos remitimos a [44 ; Capitulo II] v a [38 ;A.1.3] para un estudio
detallado del algebra H(H#) de los operadores Hilbert-Schmidt sobre # .
Dicha &lgebra es un - ideal de EL(H) que contiene a los operadores de
rango finito y que estd incluida en el ideal de los operadores compactos.

Adem&s

1/2 :
ster=[ 1 | flz ) [l Y7eHH)

yel

es una norma completa en H(E) que viene inducida por el producto escalar

(f/g)= |} (f(::y) rala )
vyel'
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Para dicho producto escalar y para la involucibén Qe flgebra ceterminada

por la adjuncibn en BL(H) , el &lgebra H(Y) es una H*-&lgebra asociativa

topolbgicamence simple,

Una teorfa anfloga a la conocida de los espacios prehilbertianos reales
o complejos puede ser llevada a cabo para los espacios prehilbertianos
cuaternionicos ([29 ;P 74]) teniendo siempre en cuenta la no conmutati-
vidad del cuerpo. Asi mismo, para un espacio de Hilbert real o cuaternié-
nico se puede definir, al igual que en la Definicibn 4, la clase de los
operadores Hilbert-Schmidt. Un amplia nota sobre tales &lgebras de opera-

1
dores puede encontrarse en [15 ; § 2.8j.

Para la mejor comprensibn de la siguiente definicibn recordamos que el

easiproducio en un algebra asociativa B , definido por

royzx+y=—-&Y V x,Ye€ B

es una operacidn asociativa en E con cero como elemci:co neutro v que un
)¢ i

elemento 2 de F es llamado casiinversible con casiinverso (necesariamente

0 :
finico) x 4 si:

5. DEFINICION. Una subflgebra A de un algebra asociativa B es llamada
una subdlgebra plena de B si A contiene 2 los casiinversos de todos

sus elementos que son casiinversibles en B .

Ejemplos triviales de subllgebras plenas son los ideales. También es
claro que si A es una subflgebra plena de un slgebra asociativa compleija

B y x es un elemento de A entonces los espectros de x relativos a

A y a B coinciden.
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El argumento usual que se utiliza en la demostracibn de que todo
x- automorfismo de una C*-8lgebr: es isométrico, junto con los comentarios
anteriores nos van a permitir consequir 21 mismo resultado para todo

*- automorfismo de una subflgebra plena y autocadjunta de una C*-algebra.

6. LEMA ([38 ; Lema 4.8.1.11)]). Para todo elementc x de una C*-dlgebra

B se verifica que

|z |P=mael]|2] ¢ Aesplzia) }

7. COROLARIO. Sea #A wuna subdlgebra plena y autoadjuata de una C*-dlgebra

B . Todo *=automorfismo F de A es isoméirico.

Demostracidn. En virtud del Lema 6, los comentarios anteriores y el
hecho de que los isomorfismos conservan los espectros tenemos para todo

elemento r de /4 que

| Plae) | = Moz 7 | V| 2 2 eepglFla)®] z))Y=Max { [ A] 2 :spB{F(:c*x))}s

= spp(x*e)} = | = |2

d Bt : e
El resultado que chtenemos a cntinuacidn esta inspirade en [24 :

Lema 7.5.3].
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L e aeq YL

.

" sy i A s 14 7 o - 3
8. LEMA, Sea H un espacic de Jilbevi compledo ¥ gea A una .ubAlg:obra

1 ¥4

Tona v metanddund 7 (L H e s
plena y autoacdjunta de BI.(H) tal que contiene a los operadorc: de wango

e W = 4 . . WO o, . 7
Tunito. ST 1 & =automorfiemo de A ertonccs exiete un operador

:.l’.": : .‘ (I}".{L_l: ’, [3 1” (:‘r- ,1 ! CI? (?1{(."

Demostracidn. Ya que F es un - cutomorfismo aplica proyecciones
minimal~s en proyecciones .uiaimales. Sea &,y el con H x " = “ ] ” =1

tales gque
Flz®@x) =y @u
Definimos [! como e’ operadcr lineal en F determinado por

Nzl i=Flza@u) (y! ¥zcH

1
o

I es imversible, va que el operador lineal V sobre H determinado por

't ey (x) Vien

es tal cue UV=V!I=I . En efecto, en virtud de la simetria existente

en la definicibn 4o U v V nos bastara probar que bv=1

¥t =07 (1 fe) ) =F (':"’-I(t y)(z)e x)(y) =

~

F(F'(t@y)(z@x))(y) = (t@y) Flx®x)(y)

veamos que [ es isombtrico {unitario)

o
P

(= H Ji{z1@U(z) H g || Flz@ux) (y) @.“‘(z@.r)(y.‘” z

| e} |
Uia/s |l

|| Flz@z) (you) Flz@2)* || = || F(z@x) Flz@a) Fz@z) || =

= H .”F:z@:‘::)(r@m) (.r@:*” = || F(z ®:;.}|| = H

- i
Donde hemos utilizado la Proposicién 1 v el Corolario 7.
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Por Gltimo, veamos que para todo elemento f de 4 se verifica QUe
Urat =L

En efecto, para todo elemento t de ¥
UFUAE) =U FF (6@y) (=) = FIFF Lt @u) () @2) () =

-1, s
=F(fF " (t@Qy)(x@x))(y) =F(f) (t@®y) (y®y)(y) = P(fI(t) .

9. NOTA. Resaltamos que, sin variacifn alguna en la demostracibn, si en
el enunciado del Lema 8, la linealidad de / es sustituida por conjungado-
-linealidad, entonces U es un operador conjucado-iineal isométrico, hecho

que utilizaremos posteriormente.

10. COROLARIO. 5w H un espacio de Hilbert complejo. Si F e8 un %-auto-
mor®iemo del dlgebva W(H) de los operadores Hilbert-Schkmid*: eotre H ,
entonces exicte un cperador unitario UeBL(H) tal que

L8

P(f) =UFU* Y feHH)

11. NOTA. Puesto que el &lgebra de loc operadores de Hilbert-Schmidt 'H(H)
sobre un espacio de Hilbert complejo H contiene a los operadoreé de rango
finito FBL(H) , H(H) actia irreduciblemente sobre H v tiene ideales

unilaterales minimales. Como ademas H(H) es un &lgebra de Banach para la

norma © , se sigue que el Corolario 10 podria haberse obtenido también de

{38 ; Teorema 4.10 ]. Hemos preferido la demostracibn expuesta d?do el

interes intrinseco que tiene, a nuestro juicio, el Lema 8.
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12. PEFINICION. Sea /H un espacic de Hilbert complejo. Un operador lineal-
-conjujado e isométrico J de # en H es llamado una conjugacidn (resp.

antieonjugacidn) si J?=1 (resp. J?=-I) .

13, LEMA. Sea 1 una involueidn lineal en el dlgebra de los operadores
de Hilbert-Sehmidt H(H) tal que 1 conmuta con # . Entonces existe una

conjugaeidn o anticonjugaeidn J de H tal que

e V fenoa

Demostracidn., Si definimos F(f) := 1(f*) , entonces F determina un
* - automorfismo lineal-conjugado de H(H! , luego por la Nota 9 y el Coro-
lario 10, existe [/ operador lineal-conjugado e isométrico en H tal que

1

F(f) =UFU Y fenca)

esto es

1

T(f)=UFAU Vreur

Veamos ahcra que U’=+] . Para todo elemento f de H(H)
i i .."4’ -] 2 p -12
F=F(Pi=UfY )Y =V f1E )

iueqo fU’z U’f, esto es y? perterece al conmutador en BL(H) de H(H),
que es [ I, luego U’z \I para coweniente 1 ¢l . De la conmutatividad
de U y U? se sigue que U () I)=()1I)U, de donde X e R en virtud de

1

T =
la conjugado-linealidad de U . Ahora, como |ld ||_1 se tiene que A =*1.

14. LEMA ([22 ; Lema 7.5.6]). Sea H un espacio de Hilbert complejo.
af J y J' son simultdneamente dos conjugaciones o dos anticonjugaciones

de H , entonces exriste un operador unitario U sobre H , tal que

J':UJU-I
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Ademds, siempre eriste una conjugacidn en H y, existe una anticonjugaeidn

sobre H si y 8dio el la dimensidn de H e par o infinita.

15. LEMA. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sean Y dos

5
involuciones lineales en H(H) que conmutan con 4 « 51 JI ¥ J2 son

 las econjugaciones o anticonjugaciones asociadas respectivamente a 1, Y

1
T, vfa el Lema 13, entonces las H*-dlgebras con involueidn lineal

(HE) , 1'1) vy (HH, T2) son totalmente isomorfas si, y sdlc si, I, ¥

. # . . * . *
J2 son simultareamente conjugaciones o antieonjugacionas.

Demostracisn. Sea F un x- automorfismo de H(#) tal que F T = 'rzF.
Por el Corolario 10, existe un operador unitario U eBL (H) tal que
=1 : : :
F(f)=UfU . Por tanto, para todo elemento f eH(H), Ge la igualdad

' se sigue que

2

, -1,-1 -1, =1
G, fAI U = L UPRUT I,

esto es

1 1

o . - -
g, ud, frefrUd, U,

Luego U"I Jz“I JJ. esta en el conmutador de H(H) y por tanto es un

1

miltiplo de la unidad. Como ademas es isométrico

=4 hell o . Il':]

2

= ( U"IJ‘,U)Z:]AIZU'IJZU:JE

; = 2

2o
donde hemos utilizado que ‘ A l =1 yque J°=tI y por tanto conmuta

con U .
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-y T A
Recfprocamente, si vy ¥ J, son simultdneamente conjugaciones o

&

anticonjugaciones, sea U un operador unitario en H (Tema 14) tal aue

. Si se define
]
F(f)=UfU™ V7 eH®

es rutina el comprobar que F es un »~automorfismo de H(H) tal que

FTI:-{zF :

Este resultado pone de manifiesto que solo hay dos tipos no isomorfos
de invoiuciones lineales que conmutan con * en el &lgebra H(#) de los

operadores de Hilbert-Schmidt sobre un espacio de Hilbert complejo Hiy

16. TEOREME DE AMBROSE ([2 ]). Toda H*-dlgebra eompleja asociativa topo-
18gicamente simple es esencialmente la H*-dlgebra de los operadores de

Hilbert-Schmidt e un eonveniente espacio de Hilbert complejo H .

Luego, a la vista de los resultados anteriores y de la Teorfa de
estructura desarrollada en este Capftulo, podemos concluir que tnicamente
existen tres tipos no isomorfos de H*-4lgebras reales asociativas topolé-
gicamente simples que son: La H*-41gebra compleja H(H) vista como real,

la H*-£1lgebra real topolégicamente simple asociada a (H(H), TJ) donde

TJ(P):ng*J y J es una conjugacién en H y la H*-4lgebra real topolé-

gicamente simple asociada a (H(H) , TJ,) donde 1J,(f):-qf’f*J1 y J'
es una anticonjugacién en /# . Estas des dltimas son las que pasamos a

describir.




§ 5, H*8lgebras reales asociativas

Si // es un espacio de Hilbert complejo v J es una conjugaci®n en

H , es inmediato que

dig) = }

es un subespacio real cerrado de H sobre el que el producto escalar de

H toma valores reales, por lo que K es un espacio de Hilbert real.

Adem&s también es claro que H= K@K, esto es H es la complexificacibn

del espacio de Hilbert real K.

Si f es un elemento de H(H) entonces TJ(f) =f* si, y sblo si,
Jf*J=f*%*, esto es f* conmuta con J , lo que equivale, por ser J
isométrico, a decir que f conmuta con J , luego la H*-algebra real

asociada a (H(H), 1,/ es

Az=z{fe HiB) : Jf=Fd}

esto es, el conjunto de los operadores Hilbert-Schmidt sobre H que dejan
invariante a X .

Ya que todo sistema ortonormal completo del espacio de Hilbert real K
es un sistema ortonormal completo del espacio de Hilbert complejo H se
sigue, claramente, que si fed , entonces f/K es un operador Hilbert-

_Schmidt sobre el espacio de Hilbert real X vy ademéas

UH(f) = O}{(f/K)

donde Oy ¥ Oy representan las normas en H(H) ¥y H(K, . Por consiquiente,

la aplicacién f - f/K es un homomorfismo isométrico de A en H(K) .
puesto que si feAd  también fted . ¥ ademés (f/K)*:f*/K, v ya que
todo operador Hilbert-Schmidt sobre K puede ser visto como la restriccibn
a K de su complexificacibn en H , se 3ique que la aplicacibn f -+ f/K

de la H*A&lgebra real topolbgicamente simple A en la H*-algebra real

topolAgicamente simple H(k) es un - isomorfismo isométrico.
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Sea ahora H un espacio de Hilbert complejo y sea ' una anticonju-
gacibn en H , Sean { I1,7,J,k } talei;que £°=z42=k%:z{jk=-] una
base de los cuaterniones J . Via la inmersibn canbnica de [ en F , el

espacio vectorial complejo H se comvierte en un espacio vectorial cua-

T e 2 H
ternionico por la izquierda, que notaremos F_ , definiendo

H
Jui=d () ke:=td x) Vee s

Ademis podemos definir un producto escalar cuaternidnico sobre f defi-

niendo

(2 /y) g =(x/y) = §(I"(x) /y) Va,yeH
para el que la norma asociada es la inicial de H

2 2
izl ==l Vaoen
que H(H) se convierte en un espacic de Hilbert cuaternionico.

H*-4lgebra real asociada a (H(H), Tt,,) es
B ifetinl gt fF g |

es otra cosa que el conjunto de los operadores Hilbert- Schmidt sobre

son /& 1lineales.

si f{x % T es un sistema crtonormal completo de H}] , entonces
Ty

{z} {gtie 1} es un sistema ortonormal completo de # , por lo que
¥ yel yeTl

si feB entonces

I Nrteplly = § Hepll? = Tl rotte)ol" <xss
yeT vel' vel

y por tanto f es un operador Hilbert-Schmidt sobre HJH . Por [14 : 9.12]

se tiene que todo operador hig Hilbert-Schridt sobre Hm pertenece a B
y ademb.

sl?2 =28, (f)*
H iy
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Es claro tambi®n que se conserva la adjuncibn respecto de ambos productos
escalares, por lo que podemos asequrar que la aplicacién identidad de B

1 " s - 2 2 s s
en H(LE{ es, salvo un factor positivo, un .- isomorfismo isométrico.

Como conclusibn podemos enunciar:

17. TEOREMA. Las iunicas H*-dlgebras reales asoctativas topoldgicamente

simples son las H*-dlgebras de los operadores de Hilbert-Sehmidt H(H) ,

donde H es un espacio de Hilbert real, complejo o euaternionico.

18. NOTA. El Teorema anterior ha sido probado recientemente, con t&cnicas

muy diferentes a las aqui empleadas, por Balachandran y Swaminatan ([11 ;

Teorema 4]. En [19 ] se lleva a cabo un estudio sistemftico de las H*-3l=-
gebras reales de Jordan no conmutativas semisimples y topolbgicamente
simples del que, como cabe esperar, también puede obtenerse sin notable

esfuerzo adicional el mencionado resultado de Balachandra:. y Swaminatan

ver [19 ; nota 3.3]).
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CAPITULO II

H*-ALGEBRAS DE MALCEV

6. ALGEBRAS ALTERNATIVAS Y DE MALCEV

Sea / un Algebra sobre un cuerpc K . Se define el jacobiano de tres

elementos *,1,3 en 4 mediante
Jx,y,a)z(zy)a+(yslzs(axly

un dlgebra de Lie es un &lgebra A sobre un cuerpo K verificando las

identidades

En toda Algebra A sobre un cuexrpo X se puede considerar ur -UTNO

prcducto, definido por el conmutador de dos elementos x,Yy en A

[z,y] :=zy-y=

Al espacio vectorial subyacente de 4 con este nue&vo producto se le llama
el dlgebra articimetrizadade A , que se acostumbra a denotar 4 . Si A4
es un &4lgebra asociativa, es bien conocido que su &lgebra antisimetrizada

A~ es un algebra de Lie.

La variedad de &lgebras en la que nosotros estamos interesados, nace
en 1955 a raiz del estudio llevado a cabo por A. Malcev de las identidades

satisfechas por las 8lgebras antisimetrizadas de lac flgebras alternativas.




44
IT. H*3lgebra de Malcav

S8i ®,Y,2 son elementos de un &lgebra, notaremos

(B sy . 2li=(pye =2 (yal

1. DEFINICION. Sea A4 un algebra sobre el cuerpo K . El &lgebra 4 es

un dlgebra alternativa si para & e Yy elementos cualesquiera de /A se

verifica;

(B, &, 4l=0 (g, &, 2=y

La clase de las &lgebras alternativas contiene a la clase d= las alge-
bras asociativas y ademas toda &lgebra alternativa es "prbxima" a la clase

de las algebras asociativas en el siguiente sentido

5. TEOREMA DE ARTIN (| 43 ; Teorema 3.1] , [50 ; Teorema 2.2]). Un digebra

es alternativa i, y sdlamente 3¢, la subdlgebra engendrada por dos ele-

mentcs cualescuiera es asoetativd.

3. DEFINICION. Sea A un &lgebra sobre un cuerpc K de caracteristica

distinta de dos. A es un dlgebra de Maleev si para X,Y, % elementos

de A se verifica

) rYy=-yz (1)

i) Jle,y,r8)l=dlz;y,8lz

1 rutinario el verificar que el Algebra antisimetrizada de toda alge-

bra alternativa es un &lgebra de Malcev. Es bien conocido (Teorema de Poin-

como una subial-

care-Birkoff-Witt) que toda &lgebra de Lie puede ser vista

jva. Sin embargo el

gebra del &lgebra antisimetrizada de un flgebra asociat
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P

problema de si toda &lgebra de Malcev puede ser vista como una subflgekra

de la antisimetrizada de un Algebra alternativa permanece abierto [21].

Es claro que toda flgebra de Lie es un 8lgebra de Malcev. Tamhién se
cuenta con un resultadc parcial, anflogo al Teorema de Artin, que nos

aseqgura que toda 8lgebra de Malcev es "pr&xima" a la clase de las algezbras

de lLie.

4. TEOREMA ([41 ; Corolario 4.4}). La subdlgebra engendrada por dos ele=

g S s L TR 9 : e .
cualecauiena de un dlgebra de Maleev es un dlgebra de Lie.

mentos
La descripcién de las 8lgebras alternativas centrales simples finito
dimensionales llevada a cabo por Zorn [43 : Teorema 3.17], cuyo resultado
fub extendido cin la restriccién de finito-dimensionalidad por Kleinfeld
(vease el Teorema 7), v la duscripcifn de las &lgebras de Malcev centrales
simples finito dimensionales llevada a cabo por Kuz'min (vease el Teorema 8},
han de ser puntos de referencia para la solucibn del problema de la des-
cripcibn de las H*-&lgebras alternativas topolbqicamente simples y de las

H*-4lgebras de Malcev topolégicamente simples.

La presentacidn de estos resultados es la tirea gue emprendemos ahora.
Ya que se cuenta en la actualidad con una amplia bibliografia sobre &lgebras
no asociativas ([50] i [23] ; [43] , etc.) donde se puede encontrar una
excelente exposicién de la Teorfa de las Algebras alterunativas, sBlo vamos
a entresacar algunos resultados de interes para nuestro desarrollo. Comen-
zamos recordando unas &lgebras alternativas particulares y con una impor-

tante relevancia histérica, las dTgebras de eomposieton.
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5. DFFINICION. Un dlgebra de Cayley sobre un cuerpo JK es un &lgebra con

unicad sobre K , posevendo una involucibén lineal & , llamada involucidn

cay leyana , tal que para todo elemento 2 de A se verifica que
x+s(x) eKl1 xe(xle K1

si (A,s8) es un 8lgebra de Cavley, las aplicaciones t vy

en K definidas por
s ‘ ;
tte)l 1T repasia) y zraly)

se llaman respectivamente traza y norma cayleyanas de (A, s). Se demuestra
sin dificultad que t es lineal, & es una forma cuadratica y para todo

elemento & de 4 se verifica que

2’=t(x) x+nlx) 1=0

6. DEFINICION.({Z%S]). Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos.
Un dlgebra de composicidn sobre K es un algebra de Cayley sobre K, que
es alternativa, v cuva norma cayleyana es una forma cuadratica no degene-

rada.

El proceso de Cayley-Dickson [50 ; Pa 28] pernite construir a partir
de un &lgebra de Cayley (A, 8) y un escalar no nulo, una nueva Slgebra de
Cavley con espacio vectorial subyacente 1xA, Por tanto, considerando el
Algebra de Cavley (K, 1), el cuerpo ¥ la aplicacibn identidad como imvo-
lucibn caylevana, mediante sucesivas aplicaciones del proceso de Cayley-
-Dickson, tenemos garantizada 1a obtencién de u: 8lgebra de Cav! ; de di-

n ey 3
mensibn 2  para todo nfmero natural n . El Teore Generalizado de

1as Algebras de

Hurwitz [ 50 ; Teorema 2.I] aseqgura que, salvo isomorfisme,
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ok o T : ;
composicitn sobre K son (K,I) v las obtenidas en las tres primeras

aplicaciones del proceso de Cavlev-Dickson. Las &igecb.as ocho-dimensionales

as! obtenidas son las que se conocen con el nombre de dlgebras de Cayley-

-Dickson. Estas &lgebras son centrales simples [50 ; Lema 2.3 v Teorema 2.5]

v son las finicas algelras de composicidn no asociativas [50 ; Lema 2.5].

Si bien posteriormente daremos una materializacibn concreta de las
&lgebras de Cavlev-Dickson compleja v reales, hemos de hacer notar que
distintas elecciones de los escalares no nulos en la aplicaci®én del proceso
de Caylevbickson no revierten necesariamente en la cbtencibn de alyebrcas
no isomorfas. Asi, va que [ es un cuerpo algebraicamente cerrado, salvo
isomorfismo, existe uni finica 4lgebra de Cayley-Dickson cic) [50 ; Teore-
ma 2.6 y Corolario], gue es "split", esto es, satisface las siguientes dos

condiciones equivalentes [50 ; Leme 2.9}
a) Existen eiementos no nulos sobre los que se anula la norma cayleyana.
b) Existen divisores de cero.

En [E , sin embargo, salvo isomori.smo, hay dos &lgebras de Cayley-Dickson,

una "spiit" C(R) y oira no "split 0 (los octoniones reales de divisibn).

2. TeoremA pE KLEINFELD ([30 ] & [50 ; p. 151]). Sea A un dlgebra alter-
nativa simple que no es asociativa. Entonces el eentro del dlgebra A es

un cuerpo y A es un dlgebra de Cayley-Dickson sobre su centro.

El problema e la determinacién de las 8lgebras de Malcev simples finito-
dimensionales es tratado ya en 1962 por Sagle en [41 ], donde se lleva a
cabo el primer estudio sistemitico de las &lgebras de Malcev. Sagle prueba
que si . 1gebra de Cayley-Dickson sobre K , entonces el &lgebra

cociente C /XK1 del &lgebra antisimétrizada de ( por su cantro KI, es
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un &lc2bra de Malcev no-Lie simple sobre X ([41 : Ejemplo 3.2] que lla-

maremos el dlgchra de Maleev asceiada a’ dlgebra de composicidn €

Sagle conjetura tambi®fn que si 4 es un Slgebra de Malcev no-Lie simple
finito-dimensional sobre un cuerpo aigebraicamente cerrado X de caracte-
ristica cero, entonces A es, salvo isomorfismo, el Algebra de Malcev
asociada a la finica Algebra de Cayle. Nickson sobre .. . Sagle da una

respuesta afirmativa a su conjetura bajo la hipbtesis adicional de que

el Algebra cuilenga un elemento cuyo operador de multiplicaciin~ es no

nilpotente 542 ]. Mas tarde, Loos en [33 1 demuestra gque esta hipbtesis

es superflua, terminando asi la descripcibn ce las Algebras de Malcev sim-
ples finito-Jdimensionales sobre cuerpos clgebraicamente cerrados de carac-
teristica cerc. Fl problema de deteiminar las &lgebras de Malcev finito-
dimensionales centrales siuples sobre ur cuerpo arbitrario de caracteris-
t{za cero fue resuelto por Kuz'min £31 ] en 1968, En ei mismo aho, Kuz'min
[32 ] extiende su resultado a la misma clase de &lgebras sobre cuerpos de

caracteristica disti.ta de dos - tres. En concreto obtiene el sic iente

teorema.

8. TEOREMA ([?2 ; Teoremas 11 13]). Toda dlgebrc de Maleev ceniral 3tmple
finito-dimensional solre un cuerpo X de cara-teristica distintc de dos

y tres cs & un dlgebra de Lie & isomorfa al dlgebra de Maleev asociada a
un dlgebra de Cayley-Dickson scbre K . Dos dlgebras de este tipo son

1.t o A 3 ver: T o9 falo
& . e onton ] e a e Cayley=01 keon
igomorfas i, y 8ble i, las correspondientes dlgebras ie Cayley=Dicke

son isomorjas.

A teror de los resultados de Kuz'min Y de lo expuestu sobre las alge-
bras de Cavley-Dicksor .5lo hay un Algebra de Malcev no-Lie central simjle

compleija finito-dimensional y dos S1gebras de Malcev no-Lie centrales sim-
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rles reales finito-dimensiocnales. Ellas aparecen mediante antisimetrizacibn
v posterior cociente por su centro de, repectivamente, la finica algebra

de Caylev-Dickson compleja y de las dos algebras de Cayley-Dickson reales;

respectivamente.

Ahora queremos hacer notar que cada &lgebra de Cavley-Dickson es re-
construible a partir de su algebra de Malcev asociada, y de una forma bi-
lineal simétrica on esta. Este proceso irnverso es el proceso de "extensibn

cuadritica", que vauos a ver a continuacibn.

9. DEFINICION. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos. Un

Slgebra 4 con unidad ! sobre K se dice que es un dlgebra cuadrdtica

si para todo elemento » de A severifica que los elementos 1,5y
2

x?2 con linealmente dependientes, esto es, existen ) y u escalares

tales que

.’J?:-I»,\.’.C-!-UI:O

Una importante caracterizacién de las &lgebras cuadriticas es la si-

guiente:

10. TEOREMA ([35 ; Teorema 1]). Sea W un dlgebra anticonmutativa sobre

’

K, cuyo producto notaremos a , Y 5ed f una forma bilineal scbre W .

Entonces el espacin vectcrial A =K1e@W econ cl producto definido por
(a1+x)(B1+y) = [1&+fﬁggﬂ]1 + [ay+3x+may}

es un dlgebra cuadrdtica sobre K . Reciprocamente, toda dlgebra cuadrd-
i -

1 ’ . -~
tioa sobre K se obiiene de esta forma.

49
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Es f&cil de ver v bien conocido por otra parte que un &lgebra cuadrd&
tica A=K @l s de Cayley si, ¥y sblamente si, la forma bilineal T
sobre # oo simétrica. Ast si € es un &lgebra de Cayley-Cickson, C
es cuadritica (recuerdese (3)). Luego por el Teorema anterior C=KI®W
donde (¥, A~ ) es un Algebra anticonmutativa y f una forma bilineal si-
métrica sobre ¥ 1o que hace que W sea un ideal de ( . Ahora es
clarn que el Algebra de Malcev asociada a C es isomorfa al algebra anti-

[ LY

conmutativa ¥ i

vamos ahora a presentar las &lgebras de Cayley-Dickson compleja y real=s

a las que ademis vamos a dotar de una estructura de H*-&algebra.

Las &lagebras de Cayley-Dickson "split" C{K) sobre un cuerpo K pueden
ser representadas en la forma matricial de Zorn([50 ; Teorema 2-71) como
sigue:

Los elementos de (C(K) son las matrices de la forma

L

-
o &£

- : 3
IL A. donde © ,BEK ¥y ‘r:(‘r]’x2’x3) ’ u:{:‘:”j:yzsys) e K

T RS e

w0
T

La suma de elementos de C(K) v la multiplicacién por elementos del cuerpo

son las usuales. Sin embargo, la rultiplicacifn viene dada por

1>f1 & y 71 Irrxy-!-(.r,'." az+lt.':'-y:wf::-!
i 2= |
Ly BJi t 6_‘ Lyy+6:+xxz Béf»(y,z)J

3
donde, para x:(a:],xz,x,,) e y:(yl'y?,ys) en X° , denotamos

L2

(2,90 125, ;1 %" 8385

o

Lx Y s ("72 Yy =%3lgs %3 Yyp=<1Y30 T Yy~ %g yl) (producto vectorial)
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En esta concreta materializacibn, la involucibn cayleyana viene dada por
[u T -x'.
L

y por consiguiente la norma y la traza cayleyanas vienen dadas por

g 31 ru i
t‘ za+pB n{ I:C{S_(‘r,y}

Tl ¥ 8

Para K=F & [ , podemos estructurar ((X/ como una H*-8lgebra defi-

niendo la involucidén de H*-&lgebra y el producto escalar como sigue

pode b

i= tﬁ:‘

la conjugacién en cada compenente

. 3
Y, el produeto eseclar en K .

(%

Si aplicameos la Proposicibn 3.2 a la H*-3luyepra compleja simple c(e)

con la imvclueribn lineal transposicidn

i i i itn de H*Algebra, es
que claramente es icométrica y conmuta con la involuc o q
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inmediatc que obtenemos otra vez la H*-&lgebra de Cayley-Dickson "split"
real C(({K) . Sin embarco, si aplicamos la Proposicibn 3.2 a la H*-&lgebra
compleja simple C(I) con la involucibdn cav'eyana, que claramente es

isométrica v conmuta con la involucibn de F*-&lgebra obtenemos los octo-

niones de divisibn reales

z| :
J e e

a

los cuales aparecen comc una H*-8lgebra real topoldgicamente simple. Ast
.0=IC»[" , donde la suma y el producto por nlimeros reales de elementos

de 0 son los usuales, mnientras que el producto, la involuciln de H*-al-

gebra y el producto escalar vienen dados por

‘B, y) =z (aR=- (x/y) s QY +E:L‘—EX?)

w;f(ﬁ,y)):BRe[uE+(m/y)]

Ya que el &lgebra antisimetrizada A" de una H*-&lgebra A sigue
siendo una H*&lgebra para ¢l mismo producto escalar y la misma involucibn
de H*-Algebra de A , tenemos gque el cociente de A por su ideal anula-
dor tiene una estructura natural de H*-algebra, isomorfa al complemento
ortogonal de An(A~) en la H*-algebra A~ (Teorema 1.5). Por consiguiente,

las &algebras finito-dimensionales compleja de Malcev no-Lie central simple

v reales de Malcev no-Lie centrales simples aparecii’re manera natural

dotada: de estructura de H*- 4lgebra. En vista del comentario que acabamos
de hacer y de la concreta materializacibn dada anteriormente de las &lgebras

de Cayley-Dickson compleja y reales, estas pueden describirse de la si-

guiente forma:
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si K=R & ([ , la H*~8lgebra de Malcev no-Lie central simple sobre
K asociada al algebra de Cayley-Dickson "split" ('(K) esta formada por

los elementos con representacidn matricial

RIS

La suma y el producto por un escalar son los usuales, mientras que el pro-

ducto, la involucibn de H*-&lgebra y el productu escalar vienen dados por

[ @&/E)=(2/F) 2(ag=-Br-yxt)

2(By-ut+xxz) - ((x/F) = (3 /3N

et

As{ mismo, la H*-&lgebra real de Malcev no-Lie central simple asociada

LiE ; e 3
a los octonion~zs de divisi®n se identifica con R x0T .

La suma y el producto por nGmeros reales son los usuales. El producto,

la imvolucibn de H*-algebra y el producto escalar

[, 2), (u,y))=(2Inlx/y), iry-iuz~-Exy)

(A, z)*= (=%, =2

(()\,m)/(u,y),-*:Z(Auf-Re(x/y))
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Terminamos esta Seccidn viendo algunos otros resultados gque nos

serén de utilidad en el desarrollo de las Secciones posteriores.

11. TEOREMA ([15 ; Teorema 2.3.131). Sea W una H*-dlgebra compleja
anticonmutativa cuya involueidn de H*-dlgebra es isométrica y ecuyo pro=-
ducto notaremoe por A . El espacio vectorial complejo A=C@W dotado

del producto, la involueidn y el producto escalar

(a+xH3+y):Exﬁ+(w/yU]+[ax+83+xny]
(a+x)*=0+x*

(u+x/{3+y,’:aﬁ+(x/y)

constituye una H*-dlgebra corpleja cuadvdtica ‘1lamada, la H'-dlgebra
cuadrdtica asociada a la H*-Algebra anticonmutativa W ) topoldgicamente
cimple (de hecho simple) si la dimensidn de A e distinta de dos.
Reeiprocamente, s A es una H*-dlgebra compleja cuadrdtica de
dimensidn distinta de dos tal que || 2 | =2, entonces A es una H*-dlge-

Lra compleja del tipo anteriormente deserito.

12. PROPOSICION. Sea W wuna H*-dlgebra compleja anticonmutativa con LNVo-

lueidn de H*-dlgebra isométrica y sea /A 8u H*-dlgebra cuadrdtica asceiada.

Son equivalentes:
i) A es altermativa.

ii) Para todo elemento & de

sz = (x/x*) I - z@x*

donde L, denota el operador de multiplicacién iaquierda por

HA-dlaebra anticonmutativa W e I el operador identidad en
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Demostracidn. Ya que para cualesquiera tres elementos a, b, ¢ de
o

4 se verifica que
(@, b, el == (ot b* g%

se deduce que A es alternativa si, y sblo si, (a,a,b)=0.

Ademas, pnesto que el asociador es lineal en cada variable y la unidad
siempre asocia con cualesquiera dos elementos, se sigue gque 4 es alter-
nativa si, y sblo si, para cualesquiera dos elementos x e y de VW

se verifica en 4 que

0 lo que es equivalente
(x/x*)y=-(z/yto=-(x/ (zay)*) -TA (eay) =0
Ya que FK es una H*-&lgebra anticonmutativa, tenemos que
(x/ (xay)?)=(x/y*ax?) = (zaxz/y*) =0
Adem&s por ser la imwvolucibn de I/ isométrica
(2 ly*)=(yfz")

Luegc A es alternativa si, y sblo si, para cualesquiera x € Yy

se verifica que
calzayl=(x/z*)y  (y/lx*)z

esto es, A verifica {4).

Las siguientes identidades son validas en toda &lgebra de Malcev de

caracteristica distinta de dos y tres, Su demostracibén puede verse en [41].
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H (2.5)]. J(x s LY 7] :J(;L', U, a)x
(2'7)] e, y,wz) +dJw,y,xa)=Jlx,y,zlw+dw,y,slx
(2.10)],2vd(x ¥, 8) =d(w, =,y 3) +dw,y,32) +J(w, 3, 2y

§ {2, 6)]'J(w:x:, yydlzwdlo,y,s8) +Jwsy,8lx=-2J(yg; 0w,z

El papel jucado en un 8lgebra alternativa por el nficleo y el ideal
asociador es anflogo al de los siguientes dos subconjuntos de un algebra
de Malcev A , que responden a la idea de medir lo "cercana" que esté

el algebra 4 de ser un algebra de Lie.
Niz{zxed : Jx,A,A) =0} 1llamado el J=-nicleo de A

J(A,A,4A) la envolvente lineal de J(x,y,3) para X,Y,% en A.

El siguiente enunciado recoge l1a informacidn con que se cuenta acerca
de ambos subcorjuntos. La demostracidn de estos resultados se lleva a

cabo utilizando las identidades (7) y (8) y puede verse en [41 ; Corola-

rio 3.6, Proposicibn 5.11, Corolaric 5.13 v Teorema 5.14].

13. PROPOSICION. Si A ee un dlgebra de Maleev de caraeteristica distinta

de dos y tres, entonces:
i) J(A,A,A) es un ideal de 4 .
ii) §i J(x,y,4) =0 , entonces zyel .
iii) N es un ideal de A .
iv) RIA,A,A0=0

v) 5i A es simple, entonces A=1 8 A=J(A,;A,A) .
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14, COROLARIO. Sea A una H*<dlgebra de Malecev no-Lie topoldgicamente

simple, entonces

A=Jrd A &)

Demostracidn, Ya que A es no-Lie tenemos que J(A,4A,A) es no

nulo, luego su cierre es un ideal cerrado no nulo é= A , por tanto coin-
cide con A , en virtud de la simplicidad topolbgica de &sta. Ahora por
el apartado iv) anterior y la continuidad del producto, se sigue que
N4A=0, y por tanto N esta c.utenido en el ideal anulador de 4 , que

se reduce a cero poi ser A topolbgicamente simple, luego N=l o
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7. H*-ALGEBRAS DE MALCEV COMPLEJAS

Nuestro principal resultado en este Capitulo es el siguiente

: Se , - 41nc e ¢ ¢
TEOREMA. Sea A uma H*-dlgebra compleja de Malcev no-Lie topoldgicamente
' ple. Entonces A es, salvo un miltiplo positive de su producto escalar,
* ’T el 2784 £ ‘I I e 1. vl 3 ; y
H*-digebra de Maleev no-Lie simple asociada al dlgebra de Cayley-Dickson

compleja C(L) .

lL.a estrategia gue seguimos para su demostracibr es probar que el
&lgebra cuadrétic sociada al &lgebra de nuestro teorema es un dlgebra
2l14+arna N 3 e s . A ; .
al+ernativa. Para llega , esta meta, una de las herramicntas claves v en la

gue oS val . centrar para iniciar esta Secci¢n, es la teorfa desarrollada

: L - : o " :
por Schue en [&5 | ¥ fv”,s ~ara H*-&lachras complejas de Lie.

2. DEFINICION. Sea A una p*-&lgebra compleja de Lie de anulador cero.
Una subalgebra # de A es una subdlgebra de Carian de A si kE es

une sub@lgebra conmutativa autoadjuri:a maximal de A .

Es claro que una subllgebra de Cartan es necesariamente cerrada.
Tambiéh, puesto que el conjunto de todas las subflgebras conmutativas Y
autoadiuntas de /4 es inductivo, por el Leme de Zorn, todo elemento X

de A tal que zx*=0 (en particular, todo elemento autoadjunto) esta

contenidc en una sub&lgebra de Cartan de A .
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3. DEFINICION ([46]). Sean /4 una H*-Algebra corpleja de Lie con anula-
dor cero vy ./ una subilgebra de Cartan de 4 . Para cada funcional lineal

f de H notaremos A, al siguiente subespacio cerrado de .
|

A izt 2el: hp=flhlw pogra todo h en B}

J

Diremos que f es una rais de A relativa ¢ H cuando Af no se redizca

al cero.

4. TEOREMA.([46 ]}. Sea A una H*-dlgetra compleja de Lie con anulador
cero. Si H es una subdlgebra de Cartan de A , entonces A tiene una

descorposicidn de Carton relativa a d , esto es

A= Af

donde f se mueve en el conjunto de las raices de A relativas a H .

Si A es un algebra compleja v u es un elemento fijo de A nota-

remos para cada nfimero complejo «a

4 s=dped s E22ur)
u

si A no se reduce a cero, entonces Aa es el autoespacio relativo al
a

autovaler o del operador Lu . Se comprueba facilmente que Aa es un

subespacio L —invariante de A , cerrado si A es normada. Ademas, si
Uu §

a #8 entonces AunAB:O -

El siguiente enunciado recoge algunos resultados de elemental demos—

tracién que ros seran fitiles.
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5. LEMA. Sea A una H*=dlgebra complei
- L L

a y sea u=u* un elemento simetrico
de A , entonces

- adlo posee autovalores reales.

14

st o fB autovalores.

. st A es anticonmutatita.

Democt:. aoidn. i) Puesto que para todo elemento u  de una H*-Zlgebra

A se verifica que I , tenemos que Lu es un elemento autoadjunto

de la C*-&laebra BL(A) cuando u es un elemento autoadjunto de e
Luego en tal caso, los valores espectrales, y en particular los autovalores,
de Lu son reales.

i1} 81 rEA /e4 , siendo a y B dos autovalores distintos de

I, entonces
u
foi = Bile {1yl fx(m/g.')—f&}(x/y):(ux/y)- (/[ By):(ux/yJ-(m/uy):O

luego f(xz/y) =0.
jii) Ya que ux=--xru=- (ur*)* , se sigue cue .'z:EAu* , equivalentemente

ax* , si, y sblo si, uUFr=-0&, equivaler.temente xEA_a .

6. PROPOSICION. Sea A una H*-dlgebra compleja de Maleev eon involueidn
continua v gea u un elemento simétrico de A . [ntonces A es el eterre

de la suma ortogonal de los autoespactos del operador L,

A:QA

o

Demostracidn. Supongamos en primer lugar que /A es un algebra de Lie.

A

B W) :
el Teorema 1.5, A=An(A)@®B , donde B=4° es una H*-&ubalgebra de /
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con anulador cero. Si u=za+b 3 = - AnlA) o
1 , donde a € AnlA, \ EB . par ser

simétrico, 0O tambi& lo es, luego existe una subfilgebra de Cartan
de 2 conteniendo a b , Por el Teorema 4,

tiene descomposicidn de

Cartan relativa a  , esto es

——e,

I“: @ L:)f"

Ahora bien, si & e F . , entonces

lo que prueba que para toda raiz | F relativa a H se verifica

;- LBEgO

Sea ahora / una H*-8lgebra de Malcev. 5i p es un elemento simétrico
de 4 , entonces por el Teorema 6.4, la subflgebra cerrada [ engendrada
po¥r u ¥ U es una sub&lagebra de Lie de A . Plesto que ( €8 claramente

una H*-algebra, tenemos, por lo anteriormente demostrado, que

l”ﬁ@f% , donde 3 ur=ozx }

Ya que ( esté contenido en Aa , se sigue que @ Au contienc a todos

G

los elementos simétricos de 4 y por tanto a la totalidad de A4 .

El siguiente Lema prueba que la descomposicibn del 4lgebra en suma

hilbertiana de los autcespacios del operador de multiplicacibn de un ele-

mento simétrico gque acabamos de obtener, se reduce en el caso Malcev no-lLie
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onelbaic: s gi c ; i
topolbaicamente simple a tros sumandos particulares. La demostracibn que

A e e i ; i 2
damos e~ una adaptac 8 sici : 5]
1 aptacibn de la Propeosicidn 3.13 de [42 , con respecto a
la cuui, contamos con la ventaja de gque en nuestro caso los subespacios
3 . o o g g = L . A
la descomposicidn son de naturaleza més sencilla, si bien contamos

ccn la desventaia de la aprioristica eventual infinita dimensiZa, que

serf una dificultad a superar.

no-Lie topoldgicamente
. Entonces existe

”

un mimero real

Para la demostracibn de este enunciado nos ser&n necesarias algunas
relaciones que ligan a los autoespacios de [ en la descomposicibn de
U
la H*~&lgebra -omp'eja Malcev no-Lie topolbgicamerte simple 4 . Dada la

excesiva longitud del desarrollo que vamos a 1levar a cabo, hemos creido

necesaria la subdivisibn en etapas, en las que se destacan las relaciones

entre los autoespacios de I , que nos seran de utilidad tanto para la
u

obtencién de nuevas relaciones como paid 1a demostracibn de los Lemas 7

y 9. Las etapas son:
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J( 3
[ {I.1) (u ,Au 5 qdic A

-0

(1)

(I.2) J(u,Au,/l j=0 si

{II) 2 4 €A si a# B

(I1I1) JACCBIANOS DE AUTOESPACIOS

(LT 1) Jid ;A a4 )=z0 . 53

% B y
G D &t A B IS0 =3
a o o

(IV} PRODUCTOS LE AUTOESPACIOS

(IV.1) A =g s a#c

(IV.2) A2 =9

(IV.3) Lleh
o -
(IV.4) (A A A =0 =

o Z B

:

o ZREYF a

E‘#O, ta

Rfo, o

G#O Y tz;'lo.!ia

63
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(I.l) ‘T(M,A ,A )c/{
16 61 s

o

(1)

{1.2) J(u,Aa,,",B}:U si a#B

si ¢ y £ son dos autovalores de Lu ¥y 24 < U gAB , entonces
03

por la anticonmutatividad del producto y la identidad (5)
ud(u, e, y)==du, s yy)uz==Jdu,xuy) ==dlu,x, py) ==pJdlu,z, y

Luego

J(u 3 A()., A )c A_

B g

Por la antisimetria de . se pueden intercambiar los papeles de § ¥ R

ke

obteniendose por tanto

e H’AQ’AE)CA'C!“ A-B

De donde se siaque (I.1) y, por el Lema 5.ii), (I.2).

(1) 4 4 1. a¥?R

c / ;
a8 o+ B

Si a y B son dos autovalores distintos de Lu , entonces por (1.2)

y la definicibn de jacobiano tenemos
O=dlu,x,y)=(uzgly+ fyu) 2+ (xy)u=
caxy+Bxy-ulzyl

Luego
ul(zy) =(a+B)lxy)

es decir 'ryEAow{i .
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65
($II) JACOBIANOS DE AUTOESPACIOS
A partir de las identidades (6) y (8) vamos previamente a deducir
dos fé6rmulas que nos ser@n de utilidad
JA sdg, A )€ A sl BEYFa y o+vy#s (9)
81 xed 5 ¥ g.-‘"!(_ vy a3¢A , por la identidad (6) tenemos
o : ] Y
Jlz,y,us) +dlu,y,za, =dlz,y,2lusdlu,y,3lz
Coko: oty , por (1%}, 223 gA'H' 2 luego, como o+ y# B s por (1.2),
C
J(u; j, xz =0; tambin, como g#y , por (I.2), Jl(u, ¥.8l 5.
Por tanto la ignaldad anterior gqueda reducida a
Jlz, 1 ,ual =fx, 4,8 u 6 equivalentemente YJ(z,y,3)=-udlx,y,a)
lo que prueba la inclusibn (9).
g8 4. A WA si BEYy y B+ y#a (10)
o B v o
& wed-, ved, ¥ med , por 1a identidad (8) tenemos
o g Y
Jleu,y 8 zxd(u,y,2)+ Jle sy, glu-2Jd(ys,z,u
: r luego, por (I.2), como B+y#o S€
Comoc RZYy » POY (T3); yZEAB"‘Y' GO,
8 e sigue, por
sigue que J(yz,z, 4) =0 . Bnalogamente, por Ser gy S gue, D
(1.2), que J(u,y,s) =0 . Por tantc nos queda
Jlzu,y,8l=Jd(e,y,8)u O equivalentemente ad(Z, ¥, z)zud(x,y, s
b | : | o <

lo que concluve la demostracibn de (1u).




II. H*~8lgebras de Malcev

T{A A [‘! ) = i i A
(TII.1) ‘("u)“bi'-_v /= S (l#;‘.vafll

En primer lugar observemos que va que a# f# y#u , de las expresiones

Ery=a aty=B Beazy

a lo m&s una sola de ellas puede verificarse. Debido a la antisimetria de

J , podemos suponer sin pérdida de generalidad que
B+ y#a a+ Y#B
Ahora, la demostracibn se concluve, teniendo en cuenta que por la inclu-

sibn (10)

Jid A ;A Jea DA =0
BT A7y w

ixer. 2 JM4 A LA, z0 si 840", ta

i LIS M

Como BZ2 v B#a , aplicando (9) ¥ (10) obtenemos

J( ca N
I8 4 AJEd A

Cemo adem&s R #-o se sigue que J{Aa, Au’ 8

(111.3)  J(A_, A ,A,) =0

i A elementos de A entonces
Si xo’yo"'o son el —

J(u,mo,yo):(uxo)y0+ (you)m0+ (xoyo)u:-u (moyo)

Esta igualdad, junto con la identidad (5) nos da
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O=dfn . viuy J=dlbui . » y )izsl= ) 3y = T
s B o UY 2 dUL, X LY (~ulx y ))u=zulu (= y,))

Por tanto u i”.::o yo) € ﬂ.o. Pero, por otra parte

(uile v )fag )=z 1 ug ;=0
ore ! %o GJO/: o ,

iuego uflx y e At . i + -
g = /10 Asi, concluimos que u (:co yo) £ Aon AO =0 , esto es
E ¥, F .40 . Hemos probado por tanto que
A 2
o € Ao (11)
Sea 0 un autovalor arbitrario de Lu ysea ¥ ¢4 , por la identidad (7)
non

tenemos

o ity oy 2 ) =dly vomo) 7
ru‘(o“o-‘ % ”{a’ro“’o"o)'J(ma’yo’zoxo)“(mu’zo’xoyo)

por lo que podemo:s afirmar

2
A LA )e d(A Ay, A7)

GJ( o . s ¢ ) > ( a » » 0)

Puesto que por (III.2) J(AOt 3 AO - AO) -0 para tcdo autovalor o nO nulo,

se sigue de la continuidad del producte y de la descomposicibén A= @ Aa

(Proposicibn 6) que

AJ(A LA, A =4 J(A, 4, A)

De nuevo utilizando (12) obtenemos

AJ(A 4,58 )€ d(A 54, A,)

Por consiguiente J(AO s B Ao) es un ideal de A . Como AO es un subes-
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pacio cerrado propio ( u es no nuloy A es de anulador cero) de 4 vy
r

(@,

r (11l A J i i
po ) JI"O 5 .1/) i /10) esta incluido en AO , Se sigue que J(AO 5 AO, Ao)

es un ideal cerrado propio ¢&: A . Ahora la simplicidad topolbgica de A

prueba que

(IV) PRODUCTO DE AUTOESPACIOS
(Iv.1) 4 & =0
o e -

Veamos previamente que

=-"(A,ls"""=5, .-"!Y?:O 1 afa ¥ BF0,tv

si y#a v#¢ se obtiene por (III.1)
Si y=-a se obtiene por (111.2)

si y=8 ,entonces, va que ato,tB8 , de nuevo el resultado se deduce

de (III.2).

Ahora, la descomposicidn A=z @ Au v la continuidad del producto prueban

que

J(Au’AB’A):O

AaAP ests incluido en el J-nficleo N

Luego por la Proposicibn 6.13.i1),

dge A , el cual se reduce a cero (Corolario 6.14). Luego AaAB:O , conclu-

yendo la demostracidn.




§ 7. h*-algebras de Malcev complejas

Veamos que para todo autova. - se verifica que
U

Si afo , el resultado se sigue de (III.2)
Si a=o , el resultado se sigue de (III.3)
Ahora para terminar la demostracibn, se procede como en el final de la

prueba de (IV.1).

ity 1) Ated
(63 -

o

S xaye fiiu , entonces
gﬁu,x,pﬂz(ux)y+(yu)m+(my)u:2axy+(xy)u
por (I.1), J(u,z,yl EA_G , luegoc de lo anterior se deduce
(LM—S alllxy) € A_u

O equivalentemente

(L +aI)(L =2all(xy) =0
Uu U

L + I, =2 conmutan, podemos escribir
va que los operadores L, al ¥ 4

(L =2al)(L +ol)(xy)=0
u U
o lo que es equivalente

(Lu+uI)(xy) 1—:/12(1
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De la diferencia de (13) v (14) se deduce que

&

ey e, +4
<O b &

con lo que hemos probado

Por la linealidad del jacobiano

)

20 2o

2
A ) A
y Ay JE (U, Ay h;_,“) +Ju, A, A

A c . =
J(u, AS:,; . lfa‘c) A—Su I, A-(x . A?ra) g

en virtud de (I.1) y (I.2), respectivamente; tenemos
afo (16)
Por otra parte para todo elemento 2 € A2 tenemos por la identidad (6)
o

Jig . u. 2yl +J.’sc,u,zy):J(z,u,y):c-rJ(:r:,u,y)z

por (II) 2Y ¢ ASq , luego por (I.2) J(x,u,zy) =0, asi como también

J(z,u,y) =0 , quedando por tanto la anterior igualdad reducida a
Jio,m, 2yl =dz, W, 418
por (1.1} Jlxz,u,y) sA_u , luego por (II)
J(Z,u,xy)cAu

lo que prueba que

dlu A; , Ay ) €4
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inclusibn que comparada con (16) nos da
Jai, A" A )=0 ; afo (17)
2 B e fig ol = \

©

Por (15), para :1:,;-'6/1“ existen zed .7 ted tales que xy=z+t .
& - <

Para probar (IV.3) nos bastard con demostrar que 3z=0 .
Por (17), para w® arbitrariamente elegido en AZa se verifica
O=dlu,zy,w) =dJu, 2+t ,w)=Ju,z,w +J(u,t,w
Paor (1.2) Jlu,t,wl=0, luego
O=Jlu, s, w
y dada la arbitrariedad de w se tiene
J(u, s, ﬂ.za):()

Como, por otra parte, por (I.2)

Ju"u,_",,AB):O i B#2a

un razonamiento anfilogo al llevado a cabo en el final de la demostracibn

de (Iv.1) nos lleva a uz=0 , y por consiguiente 2 € AO. Como tambi&n

zs:/lg v a#o , se sigue que =0 .
o

) =0
(IV.4) (AuA_a) AS

81 scd ,u:d ,zeAg entonces por (I1I.1) J(z,y, 3/ =0. Esto es
. M -0

(xy) z+ (zx)y+ (yale=0
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Como, por (IV.1) 2za=0 e y3=0, se sigue que

{ny):}:U

tIv.5: (A A
bl i -Ut) AGC A(.‘l. /3_&

Por (III.1)
Ja 4 A =0
o } = o
luego de la definicidn de jacobiano se obtiene

(A A A & (4 & 14 + (4 A)A
o = o o a -0 -0, O o

Por (II)

de donde se deduce (IV.5).

DEMOSTRACION DEL LEMA 7. La existencia de un autovalor no nulo a de Lu

se sigue Ge la Proposicibn 6 y el hecho de que u es no nuloy A tiene
anulador cero. Como adem®s u es sinétrico y A es anticonmutativa, por

el Lema 5, se sigue que o €S real v 1 :Aa * , por lo que =0 también

-

es un autovalor de A . pefinimos

ﬂu L AO. A_Q + Aq + A--’x

En virtud de la continuidad del producto ¥y la descomposicidén de A {Prupo-

siciébn 6) si sigue que Jtu es un ideal de A si, ¥ sblo si, para todo
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autovalor B de T-,t se verifica que
(4

/R A CR

oo B o

Ello es consecuencia de las siquientes relaciones

por (IV.1)
por (II)

por (IV.3)

las anteriore intercambiando o Y -2 ., ¥

gfe; *n (1Iv.4)

por (II)

por tanto &  es un ideal de A , no nulo ya que contiene a 4 . Ya que
a

o

.

4 es topolbgicamente simple se tiene que A= 4 . Como zdemas 4 A € AO
a o=

a

por (II), se sigue del Lema 5.ii) que los tres subespacios cuya suma define

.n,a son ortogonales. Ahora, como la suma finita de smubespac:0S ortogonales

cerrados de un espacio de Hilbert es un subespacio cerrado, se€ tiene que

m—m

:_: C A
A ,aa 4 A @A gxl_a AooAuo o

o =0 ]

A:AO OAG o A—u
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8. COROLARIO. S5t una H*-dlgebra compleja Malcev no-Lie topoldgi-

Armonte o1m ot . e oy .
camente simple y un elemento simétrico de A , entonces

spz)=to, Iz I, -llzll

- ) 290 2 PRad S el 7 y 7 3 i £
up(f,u.f denota el espeetro del operador Lu en la C*-dlgebra BL(4).

Demostracidn. Por ser A =A@ A @ A se tiene que
Qa -0

Puestc que u es simétrico y Lu' :Lu* se sigue que L es también
u

simétrico, lueco

a ‘ :?(Ilu) = ” Lu H

}

donde r(I dencta el radio espectral de Lu .

U
si X es un espacio normado real y Z,,%; ¢ X son clementos lineal-

e 1 p : .
mente independientes y tales que 1% l. = |{ ” =1 , enconces la funcibn

£ ge [0, 1] en 5(X) , la esfera unidad de X, a-finida por

Ax,+(1=Xzx
1 o}

flA)z=
“).x?-f {’f-l).’.‘fo “

es una funcibn continua que conecta &x_ con :L'I . Esto prueba que la
o

esfera unidad de los espacios reales normados de dimensibn mayor o igual

que dos es conexa, hecho que utiliz.remos en el siguiente resultado, junto

con la Teoria de Gelfand ([12 5 8 17]).
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9, LEMA, Sea A a HA=d1 ledja @
X . e una H*~dlgebra ) leja de Malecer ) [ ] .
¢ acgebra compleja ae Malcev no=Lie ropo ’-J_au?mrsan te

S.(jy)_"\ 3 3 a y T smeon + o > 3
imple y sea u un elemento simétrico no nulo de A. Entonces A =L u
ile “ - >0 r -
O -

Demostracidn A g E
ostracidn. Sean s Uy 8,C /10 « Por (III.2)

Qzcdiae, y . o 2 + (3 x)1 &
I 4 o & 4+ (4 a o8
o O o o o Yo ("o o) =

Ahora, por (IV.2) ¥

.

igualdad que en términos de los operadores de multiplicacibn izquierda
de los elementos de f‘":a se expresa

L =0 L JA}=¢0
; ¥ 'R o
g "o i

La correspondiente identidad para A o (IV.2) y el Lema 7 permiten

concluir que el conjunto
rored
0

es un subconjunto conmutative de EL(A) . Sea C un subconjunto conmuta-

tivo maximal de BEL(A) que contiene a LA , entonces ( es una enbal-
(o]

gebra conmutativa cerrada plena de EL(A) que contiene a L,q . Por el
o

Ccorolario 8 existe U caracter de  tal que

v =l

La funciébn F de Sim(ﬁo) en Ik definida por
1 . - ' F
) 2= v(fx)

una funcibn lineal, Yy adem&s, si definimos
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para tedo & en

lafe=flo Il 4

|
(eh

se convierte en un espacio normado real v

entonces Sim(A4 )
o

aplicacibn continua

tal que

Por el Corolaric 8, para todo elemento ¢ Stm(4 )

verifica que

) = N/Lm’!E { =l 3 ‘f): i}

i m
A(W. -

Por lo tantoc, la restriccibn de F a la esfera unidad del espacic normado

. N | 52 ; g =
(Szm(ﬁof, | |) es una funcibn continua con valores en el conjunto
f=1.0,1: | yyage

4 imagen es no-conexa. Ya que la imagen por una funcibn

se tiene que
nermus aque la esfera unidad de

continua de un conexo €S un Conexo, obte
)  es unidimensional, de

es no-conexa, v mur tanto Sim{ﬂo;

10. COROLARIO. 5T A e& una H*=dlgebra compleja de Malcev no-Lie topold-
un elemento simétrico en A , entonces

gicamenie eimple y u es

lullz2 = o, N2l z- wow

pemostracién, si u=0 , los dos miembros de la igualdad son nulos.
w#0 , para todo elemento 2 de A , por los Lemas 7y 9

En otro caso,




o
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y el Corolaric 8, se verifica que

dcnde
Ael =z |l il
4 U= 'u!x Y uy:-“Lu”y
Por consiguiente

r2(z)= | L, “ﬁ eyl = ” L, “) (2-u) (19)

Como consecuencia 2¢ la ortogonalidad en la descomposicibén de A tenemos

que
(2 /1) =2 H u “7
y por tanto

(z /u) . _u®u .

——

Tt NxlP

que sustituido en (19) prueba (18).

para todo espacio de Banach X vy para cualesquiera Z,Y ¢X fijocs,

la funcidn a - H x+oy ” de F en F es una funcibn convexa por lo

que tiene derivadas laterales en todo punto a ¢ R . Este hccho lo uti-

lizaremos en la demostracién del siguiente resultado.




.
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11. [EMA. Sea A una H*-dloebra compleja de Malcev no=Lie topoldgi-

camente simple. Existe un mimero real positivo 1 tal que
ol
e fi=tll«l

para todo eiemento simétrico u de A .

Jemos tracidn. Nos bastar8 con demostrar que

o, W,
PR

(20)

para cualesquiera que sean u ¥ » elementos simétricos no nulos de A .

8i wu y v son linealmente dependientes esto es trivial. Si u y v
son linealmente independientes. Sustituyendo u por u+a?v €n (18),

donde o es un nlmero real obtenemos

lullPeéam/iv)+ o2l v “2)(155 +2al oL+ 0l LU2 iz
:” [-ui-f‘:Lq? H? { H"/t HZI-FZQ(M/UJI-I-OLZHUHZI-‘J ®Ou=-

ca(u@v+v0@ul-a’(v@vl}

(donde hemos notado L . L :-15 ( LuL + Lv ‘Lu) (el producto Jordan))

Esto €es

HuHZL;-qu[(u/v)L; + Hunziu.Lv] +Fla) =
5 HLu-:-aLv“"' (Hu“zI—u @u)+a”Lu+uLv |2 (2 (u/v)I-

—uev-veu ¢l L +al, i Glai
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donde F y G son funciones de R en BL(A) tales que

1im Fla) = 1im Gla)

u+o+ o

por lo que derivando por la derecha en @ =0 los dos miembros de la igual-

dad obtenemos

e
<

su/v)nl +2ulfz, L =

v

:H Lu H‘ (2w /v)I-u@v=-v@u+ u(”u”zf-u eu)

donde u es el nfmero real dado por

= Zim+ l iuﬂlﬁv “? - “ L“ HZ = ” Lu “ 1im . H Lu*'“Lu “' “ Lu "

a*0 G a >0 a

shora, sustituyendo L; , via la identidad (18), obtenemos

%LMIF

M. “U:W

2 B =
{70 &

[“ w/v)I-u@@v-v80 u]+

% 2 (u/v) H;ul\'l Lo on]
Il u I

[l [}?

: ’
Intercambiando u© y U tendremos que para conveniente nfimero real

se verifica que

sl

u'Lv‘ ——-—2—L2 (w/v) I-u@v-? Qu-_l-t
Il |l

2L

2w/ | 1, |2

‘ v ||?I-v v]
Tl s Ut

o
| P
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Puesto que u y U son linealmente independientes, se comprueba ficilmente
que tamlién los operadores {u@u,u®v,v@u,v@®?v } son linealmente
independientes. Adem@s, si el operador identidad I dependiera linealmente
de los operadores { u® u,u®vV,V® u, v @ v |} entonces existirian esca-

lares )\I & h b A )‘4 tales que

T=)(u@u +r, (@ v) + )y (ve '+ 7\4“’@”)

por lo que para todo element~ = de A se verifica que

x = [)_] b fude o u:,'u)] u+[)\5 (x/u) + 1, (a:/v)]v

esto es, la dimensibn de 4  2rfa dos. Puesto que nuestra &lgebra 4 es
de Malcev no-Lie, por el Teorema 6.4, es de dimensidn mayor que dos. Luego
el conjunto de operadores { I,u @Qu,u® V,7QuU, V@V } es también
linealmente independiente. Por consiguiente, los coeficientes de u @V

en (21) y (22) coinciden, lo que concluye la demostracion.

12. COROLARIO. 51 A e& una H*-dlgebra compleja de Malecev no-Lie topold-
gicamente simple, entonces exicte un nimero real positivo 1 tal que para

todo = de A se verifica

L; = 1° [(3: [z¥) =z @:x:*]

Demostracidn. Por el Lema 11 y el Corolario 10, existe un nmero real

1 tal que

2 = Z?[(u/uJI—u@u]

u

para todo elemento simétrico u de A . Linealizando (sustituyendo u por




f
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ARSI e :
u+7 ) obtenemos que para cualesquiera quc sean U y UV elementos simé-

tricos de A se verifica la siquiente identidad

. 2 0 -
L +L,= L [ (15/0,U~-u®v-110u]

Finalmente, va que todo elemento x de A puede escribirse como =

zu +7v, donde u y v son elementos simétricos de A , se tiene que

+210L T
%

Ahora, sustituyerdo seafin (24) y (25), tenemos

1! {"u,«’u)-(v/a)’+2£(M/U)]I*[ueu'vou*

ciuovivew]ll =12 [(z/zt) -z @]

TINAL DE LA DEMOSTRACTCN DEL TEOREMA 1.

Sea X la H*-algebra obtenida a partir de nuestra H*-&lgebra compleja

de Malcev no-Lie 4 multiplicando el producto escalar por el nfimero real

positivo 1° , esto es, el producto escalar en E viene dado por

[2/y] =12 (x/y)

para cualesquiera X,V elementos de A4 .

por el Corolario 12, £ satisface la identidad
/:r.'*] I-x@cxt

donde ahora @ se entiende referido al nuevo producto escalar. Por tanto

por 1la Proposicibn 6.12 la H*-2lgebva cuadratica C ssociada a la H*-&l-

gebra compleja anticonmutativa con involucibn isométr.ca E , es una
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H*-&1lgebra alternativa. Ya que E no es unidimensional se tiene gue la

dimensidbn de ( no es dos v por tanto, por el Teorema 6.11, C es una
H*-&lgebra compleja simple. Puesto que 5 es una subalgebra Malcev no-Lie
del &lgebra de Malcev " se tiene que ( es no-asociativa. Claramente
¢ es un &lgebra de composicibn (con imvolucibn cayleyana s(A+x)z=)h=2 ,
para X e £ v » en 3}, lxego ¢ es un &lgebra de composicibn
no-asociativa, por lo que ( tiene que ser el 4lgebra de Cayley-Dickson
compleja ((L) (ver el comentario anterior al Teorema 6.7). Finalmente

B (igual al ortogonal de (I =An(C") en () es la H*&algebra de Malcev

no-Lie asociada a la H%-8lgebra Ci(L).
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Una vez cubierto el principal objetivo de este Capitulo, la determi-
nacifn de las H* &lgebras complejas de Malcev no-Lie (Teorema 7.1), pre-
tendemos en esta Seccibn aprovechar este resultado, junto con la Teoria
sobre H*~&lgebras reales desarrollada en el Capitulo 1, para determinar
las H*Aalgebras reales alternativas y de Malcev topolbgicamente simples.
El Teorema 7.1 permite tambin dar una nueva y facil demostracibn del
Teorema de Estructura de las H*-&lgebras complejas alternativas topolbgi-

camerte simples (ver Teorema 2), que es lo que hacemos en primer lugar.

En toda algsbra alternativa /A es vilida la siguiente identidad

wer [50 ; p. 136, (D]

[xz,f.ﬂj-x[y,ZI—["c,z.jy:ﬂx,y.z)

Si restamos de (26) la identidad obtenida intercambiando x e y Obtene-

mos la identidad

(Te,ol, 21+ [[s, 2], ule[lvaal ol 6te,0, 90

Como una consecuencia inmediata de la identidad (27) se deduce que,
para toda algebra alternativa A , el centro coincide con el anulador de

su antisimetrizada

2(A) = An{A”)




II. H*&algebras de Malcev

1. LEMA. Sea A wuna H*-dlgebra alternativa con centro ecero. Entonces los

tdeales cerrados de A y de A  coineiden.

Demoectracidn., Puesto que todo ideal cerrado de 4 1lo es trivialmente
de A , veamos el reciproco, Sea ! un ideal cerrado de la H*-&lgebra

de Malcev A . Por la Proposicibn 1.4.ii) se tiene que ¥* es un ideal

cerrado de A tal que
[u,u*]=0

Ahora de la identidad (27) se deduce que
(A, M, ) =0

L e
Por tanto, por (26), para x,Y eM y z2eM severifica que

[;cy, z]:f’

Es decir: M‘ein (M ‘L} . En vista de (28) A~ es de anulador cero, con

A

L L L
lo que por la Proposicibn 1.4.vi) se tiene An _(M7)=M""=M. Asi
A

: i
M:eM , es decir M es una subalgebra de A . Puesto que M~ esta en

i
las mismas condiciones que M , también podemos afirmar que M~ es una
subllgehra de 4 . Como A:MQM" , para probar que AMC M nos bastara
4 :
verificar que MM‘L:O .Yaque M y M son subidlgebras de A x- imve-

riantes (Proposicién 1.4.iv) aplicada a 4" ) se sigue para x,YyeM ¥

(.7,‘3/3;}:(::/.1:*11):0

L
lo que prueka que MM"C !‘--_-‘j' . Un argumento analogo prueba que MM e M ¥

por tanto MM"'C M'l'fl M=0 , lo que concluye l1a demostracibn.
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Este resultado prueba directamente que las H*-8lgebras de Lie anti-
simetrizadas de las H*-&lgebras asociativas de los operadores de Hilbert-

-Schmidt sobre un espacio de Hilbert infinito-dimensional son H*-&lgebras

topolbgicamente simples [ i ;§3].

El siquiente resultado para H*-&lgebras complejas alternativas es

conocido ([36 ; Teorema 7.12] ’ [37 ; Teorema 5.10] ; ‘:40 ; Teorema 6.3]).

Las demos.raciones dadas en [36 v 37] y [40] utilizan técnicas dis-

tintas de las nuestras.

2. TEOREMA. la H*-dlgebru de Cayley-Dickson compleja C(L) es, salvo un
muitiplo positive del producto escalar, la dnica H*-dlgebra compleja

al*ernativa no-asociativa topoldgicamente simple.

Nemostracidn. Sea A una H*&lgebra compleja alternativa no-asocia-
tiva topolbgicamente simple. Entonces A~ es una H*8lgebra compleja
de Malcev no-Lie en virtud de la identidad (27).

si 4(A)=0 , se tiene que /" es una H* &lgebra compleja de Malcev
no-Lie topolbgicamente simple en virtud del Lema i. Por tanto, por el
Teorema 7.1, A~ es siete-dimensional y por consiquiente A es un algebra
compleja alternativa no- asociativa simple siete-dimensional, lo que cons-
tituye una flagrante contradiccibn.

gi Z(A)#0 , como C(A)=L1I (Teorema 3.5), 4 debe tener unidad 1

lo que comvierte la simpli cidad topoldgica de A en simplicidad algebraica

[40 ; Lema 5.21. por el Teorema 6.7, A es el &1gebra de Cayley-Dickson

compleja C(f) . La unicidad esencial de la estructura de H*-&lgebra

topolbgicamente simple prueba que A es esencialmente la H*-algebra cle) .




II. H*3algebras de Malcev

3. TEOREMi. Seqa A He-Aloohia pe . ; :
3. TEOREMa. Sea A una H-dlgebra real de Malcev no-Lie topoldgicamente

2 :"n“ ‘?, 5 l'm+ 5o oFs ] " "y ] T o
‘mple. Intonces A es, ealvo un miltiplo positivo de su producto escalar,
ura de las sigutentes:
s S ah e ; :
i) La realizacidn de la Hi-dlgebra compleja de Maleev no-Lie simple
asoaiada o la Bh=dlieh ; : ;
asoeiada a la H*=dlgebra de Cayley-Dickson compleja C(L).
ii) La H*~dlgebra real de Maleev no-lLie simple asociada a la HA=dlge-
bra de Cayley-Dickson "split" real C(R).
ii7) La H*=dlgebra real de Malecev mo-Lie simple soetada a la H*-dl-

bra de los octcniones reales de divisién O .

Demostracidn. Si A es la realizacibn de una H*-4lgebra compleja
topolbgicamente simple entonces por el Teorema de Estructura para €l caso
complejo (Teorema 7.1) se sigue que A se encuentra en la situacibn i).
En otro caso, por el Teorema 3.4, AE es una H*-4lgebra compleja topo-
l6gicamente simple. Luego de nuevo por el Teorema de Estructura para el
caso complejo, 4, es esencialmente la H*-&lgebra compleja de Malcev
no-Lie simple asociada a la H* 4lgebra compleja de Cayley-Dickson Cig)
por tanto, 4 es una H*-8lgebra real de Malcev no-Lie central (Corola-
rio 3.6) simple finito-dimensional. Ahora el Teorz=ma de Kuz'min (Teore-

ma 6.8) y la unicidad esencial (Seccibn 4) nos llevan a que A se encuen-

tra en las situaciones ii} & iii).

4. TEOREMA. Sea A una HA-dlgebra real alternativa no-asoctativa tepold-

gicamente simple. Entonces A es, salvo un multiplo positivo de su pro-
dueto escalar, una de las siguientes:
i) La realizacidn de la 74-dlgebra de Cayley-Dickson compleja C(L).
ii) La H*-dlgebra de Cayley-Dickson "gplit" real C(R) .

iii) La H*~dlgebra de 1cs octoniones reales de divisidn O .




H*~&lgebras alternativas y de Malcev reales

A es la realizacibn de una H*- algebra compleja

.
7

Demostracicn. Si

(alternativa no-asociativa) topoldgicamente simple, entonces por el Teore-

ma de Estructura para H*-Aalgebras complejas alternativas (Teorema 2) se

sigue que / es esencialmente la realizacién de ((T) . En otro caso,

es una H*-algebra real alternativa no-asociativa central topolégicamente

A
A

simple, pudiendose concluir la demostracidbn como se ha hecho en el caso

complejo (Teorema 2).
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