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Introduccion

Objetivo de la Tesis

Esta tesis tiene como objetivo proponer y estudiar diversos procesos es-
tocasticos de difusion, homogéneos y no homogéneos, en sus aspectos proba-
bilistico y estadistico. Y, también, pretende probar la capacidad que dichos
procesos tienen para la modelizacion, ajuste y prediccion de fenémenos es-
tocésticos reales de muy distintos campos cientificos (Economia, Energia, De-
mografia Estadistica, Crecimiento de Poblaciones, Fisica Tedrica, etc).

Concretamente en la Tesis se estudian los siguientes proceso:

a) Un proceso de la familia Lognormal multivariante, no homogéneo, cu-
ya no homogeneidad viene determinada por un conjunto de variables
temporales exdgenas que afectan al parametro vectorial de tendencia del
proceso, de tal manera que cada variable endégena esta afectada por uno
y sélo uno de los factores exégenos (Capitulo 2 de la tesis).

b) Distintos procesos Lognormales, univariantes y bivariantes, no homogéneos,
ligados a la Teoria de tiempos de primer paso en procesos de difusién no
homogéneos (Capitulos 3 y 4 de la Tesis).

c¢) Proceso tipo Gompertz univariante, homogéneo y no homogéneo, y el
proceso de Rayleigh, univariante y homogéneo (Capitulo 6 y 7)

Por otra parte, en la Bibliografia existen pocos casos de aplicacion de pro-
cesos de difusion a datos reales experimentales, siendo lo usual utilizarlos para
modelizacion teodrica, por ejemplo, en Neurociencias. En esta Tesis todos los
modelos estudiados son aplicados al anélisis de la evolucion y prediccién en
casos reales concretos de interés en diversos campos cientificos: el estudio biva-
riante del “PIB y Precio de Vivienda nueva en Espana”; el estudio del “Parque
de Vehiculos, segin carburante utilizado, en Espana”; y el estudio de la “Es-
peranza de vida al nacer en Andalucia, segiin sexo”. En estos ejemplos de
aplicacion se ajustan estadisticamente los procesos estudiados en esta Tesis a
los correspondientes datos reales, de modo que no son, solamente, nuevos casos

IX



Introduccién

de modelizacién tedrica, sino que son también una muestra de como estos pro-
cesos constituyen una importante herramienta de modelizacién, alternativa y
complementaria, a otros métodos de modelizaciéon deterministicos o estadisti-
cos (curvas de crecimiento, series cronoldgicas, métodos econométricos,etc).

Los objetivos de esta Tesis se inscriben en los de la Linea de Investigacion
que, sobre Procesos Estocdsticos de Difusién, se desarrolla en el Departamen-
to de Estadistica e 1.0O. de la Universidad de Granada desde 1987 (Grupo
FQM-147 del Plan Andaluz de Investigacién), y dichos objetivos estan estre-
chamente relacionados con objetivos y resultados de los Proyectos Nacionales
de Investigacion PB94-1041; PB97-0855; BFM2000-0602 y BFM2002-03636,
desarrollados por miembros del mencionado Grupo.

Antecedentes del tema

Sobre el proceso Lognormal

El proceso lognormal univariante y multivariante y sus extensiones no ho-
mogéneas obtenidas introduciendo factores exégenos (véase Capitulo 1 de esta
Tesis), han sido estudiados y aplicados ampliamente. La investigacién de estos
modelos, desde los puntos de vista de las ecuaciones adelantadas y atrasadas
de Kolmogorov y de las EDE de It6 han sido establecidas en Gutiérrez et al.
(1991), Gutiérrez, Gonzalez, and Torres (1997) y Torres (1993). Tam-
bién han sido investigados distintos problemas de indoles probabilistico y es-
tadistico. Por ejemplo, el problema de “tiempo de primer paso” por determina-
dos tipos de barreras fue abordado en Gutiérrez, Juan, and Romaén (1991),
Gutiérrez, Roméan, and Torres (1995) y Gutiérrez et al. (1997). Y pro-
blemas relativos a la inferencia estadistica (estimacion y contrastes de hipdtesis,
bandas de confianza, etc.) son abordados, por ejemplo, en Gutiérrez, Roman,
and Torres (1999) y Gutiérrez, Roman, and Torres (2001).

Desde el punto de vista de las aplicaciones a datos reales, se han considera-
do, por ejemplo, problemas de descripcién y prediccion de distintas variables
macroeconémicas como el ”Producto Interior Bruto”(GNP) en Espana o es-
tudios sobre la evolucién de consumos energéticos (gasolinas, gas natural, etc)
en Espana. En estos caso se consiguieron buenas predicciones a corto y medio
plazo de las variables considerada, utilizando las tendencias estimadas de los
procesos lognormales ajustados (ver Capitulo 5 de esta Tesis para més detalles
al respecto).

X Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sdnchez
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Sobre el proceso Gompertz

En las ultimas décadas, se han desarrollado modelos deterministicos de di-
fusion (“S-shaped curved”) que han sido aplicados con éxito para el ajuste de
fendmenos de crecimiento en muchos campos cientificos y en particular al estu-
dio de la difusiéon de innovaciones técnicas o de nuevos productos comerciales.
Por ejemplo, modelo de crecimiento deterministicos tales como el Logistico,
Bass, Richard o Gompertz, entre otros, estan basados sobre hipodtesis de cre-
cimiento que, en principio son validas para modelizar la evoluciéon de ciertos
fenomenos reales. En particular, el modelo de crecimiento Gompertz, ha si-
do aplicado con éxito para describir el crecimiento de poblaciones animales
o celulares, asi como para estudiar niveles de stocks de productos manufac-
turados, por ejemplo en Franses (2002). Estos modelos deterministicos han
sido extendidos a sus respectivas versiones estocasticas, formuladas a partir de
las ecuaciones diferenciales estocasticas que recogen las respectivas hipotesis
de crecimiento en términos aleatorios. Por ejemplo Giovanis and Skiadas
(1999) utilizan un proceso logistico para estudiar el consumo de electricidad
en Grecia y EE.UU. y Skiadas and Giovani (1997) utilizan un proceso es-
tocastico de Bass para estudiar, también, el consumo de electricidad en Grecia.

En particular, un proceso estocastico de Gompertz, ha sido estudiado co-
mo modelo tedrico en Ricciardi (1977) y aplicado al crecimiento celular en
Ferrante et al. (2000), utilizando muestreo continuo. Otros procesos de tipo
Gompertz también han sido introducidos en la Bibliografia, por ejemplo, el
modelo de Tan (Tan 1986) construido a partir de un proceso de nacimiento
y muerte, y aplicado a datos reales, por ejemplo en Troynikov and Gorfi-
ne (1998). En referencia al proceso de Gompertz introducido por Ricciar-
di (1977) y aplicado también, por ejemplo por Capocelli and Ricciardi
(1974b), cabe indicar que se trata de un proceso Gompertz homogéneo y
univariante y que su utilizacién es fundamentalmente a nivel de modelizacion
tedrica, no realizandose inferencia estadistica alguna. Lo mismo cabe decir de
las recientes aplicaciones del proceso Gompertz aplicado a la Fisica teorica, en

la teoria de sistemas estocasticos con retraso, como puede verse, por ejemplo
en Frank (2002).

Simultaneamente al desarrollo de este Capitulo de la Tesis, también se
ha considerado la inferencia de tipo continuo sobre el proceso Gompertz, en
Gutiérrez, Gutiérrez-Sinchez, and Nafidi (2003a) y Gutiérrez, Gu-
tiérrez-Sanchez, and Nafidi (2004), metodologia que ha sido utilizada con
éxito en la modelizacién y andlisis del consumo de gas natural en Espana (Gu-
tiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafidi 2005b), linea de trabajo en la que
participa también el autor de esta Tesis y que no ha sido incluida en la misma
al estar ésta dedicada al estudio de problemas de inferencia estadistica basada
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en muestreo discreto.

El estudio del proceso Gompertz, segiin la definicién de Ricciardi (1977),
que en el caso homogéneo y no homogéneo se trata en el Capitulo 6 de esta
Tesis, fue abordado inicialmente en Nafidi (1997), de manera parcial. Y otra
aplicacion real distinta de la desarrollada de manera original en dicho Capitulo
6, sobre el estudio del “Parque de vehiculos en Espana” y con la misma meto-
dologia del modelo Gompertz no homogéneo con inferencia basada en muestreo
discreto, ha sido realizada en Gutiérrez et al. (2005a), en el que se modeliza
la evolucion del precio de la vivienda nueva en Espana.

Por tanto se deduce de lo anterior, que el modelo estocastico Gompertz
necesita ser completado en dos aspectos, uno obtener versiones no homogéneas
del mismo y otro construir una inferencia estadistica basada en muestreo dis-
creto en el tiempo. Ambas cuestiones son objeto de esta Tesis (véase Capitulo
6).

Sobre el proceso de Rayleigh

El proceso de difusién de Rayleigh, desde sus origenes (Rayleigh 1902),
ha sido utilizado ampliamente en la Fisica. Por ejemplo “el radial Ornstein-
Uhlembeck process” un caso especial del proceso de Rayleigh general, aparece
de manera natural relacionado con la descripcién del “optical field” mediante
un par de procesos Ornstein-Uhlembeck, que a su vez describen los comporta-
mientos real e imaginaria de un campo eléctrico, de tal manera que la ecuacion
diferencial estocastica de Itd6 de la amplitud correspondiente, coincide con la
ecuacién diferencial estocastica de una difusion de Rayleigh (ver por ejemplo,
Gardiner (1990)).

En las dltimas décadas el proceso de Rayleigh, o alguno de sus casos parti-
culares, aparece involucrado en importantes problemas tedricos y practicos de
la Modelizacion Estocéastica en campos diversos. Asi por ejemplo, en la teoria
de los Procesos Puntuales, concretamente en la modelizaciéon mediante el pro-
ceso de Cox (1955), un proceso estacionario radial de Ornstein-Uhlembeck,
desempena un importante papel a partir del trabajo de Clifford and Wei
(1993), en el que se demuestra que si un proceso de Cox tiene una intensidad
que es el cuadrado de un tal proceso, entonces es equivalente a un proceso de
muerte en un “ simple stationary immigration, birth and death process”, con
las ventajas que ello lleva consigo, por ejemplo, en cuanta a su simulacion.

Recientemente, por ejemplo en Davidov and Linetsky (2001), el proce-
so de difusién de Rayleigh ha sido considerado también en el contexto de los
modelos de “path-dependent options” de la Economia y Finanzas estocasticas.
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Concretamente, el proceso de Rayleigh (proceso radial de Ornstein-Uhlembeck)
es utilizado en relacién con importantes modelos formulados bajo la hipétesis
de que la volatilidad no sea constante, sino que sea funcién del “the underlying
asset price”. A partir de las difusiones estocasticas CEV (Constant elasticity
of variance) o procesos de Cox (Cox 1955), que incluyen como casos particu-
lares las difusiones, lognormales del modelo de Black and Scholes (Black and
Scholes 1973), la de Merton, (Merton 1973), la de Cox-Ross (Cox and
Ross 1976) y otras, se puede demostrar que existe una cierta transformacién
funcional entre dichas difusiones CEV y la difusién de Rayleigh y sus casos par-
ticulares. Los modelos CEV, y en particular el de Rayleigh, se muestran hoy dia
como modelos idoneos en caso reales, en los que el modelo Black-Scholes y otros
citados, resultan ser insuficientes para obtener buenos ajustes. En el articulo
citado de Davidov and Linetsky (2001) se recogen diversas simulaciones de
las difusiones citadas y algunos ajustes a situaciones reales de aplicacién en la
Teoria de Opciones y Riesgo. En otros campos cientificos, y en particular en
Ciencias Biomédicas y otras relacionadas (Demografia Estadistica, Crecimien-
to de poblaciones celulares), no conocemos aplicaciones del proceso Rayleigh a
la modelizacién tedrica o a ajustes estadisticos de datos reales observados.

Por otra parte, Giorno et al. (1986), tomando como base la definicién,
en sentido amplio, de difusién de Rayleigh (ver Seccién 7.2.1 de esta Tesis),
establecen la teoria basica probabilistica de dicho proceso, obteniendo su “fun-
cién de densidad de transicion” y la “densidad de tiempo de primer paso por
barreras constantes arbitrarias”, todo ello en base a las ecuaciones de Kolmo-
gorov correspondientes. En cuanto a la Inferencia Estadistica en el Proceso
Rayleigh, particularmente en lo que a estimacion de sus pardmetros se refiere
(drift and difusién parameters), hay que decir que no ha sido tratada en la
Bibliografia de una manera completa e integrada (estimaciéon de ambos tipos
de pardmetros). Respecto de los pardmetros drift y en el caso de un proceso
Rayleigh (radial Ornstein-Uhlenbeck) con coeficiente de difusién la unidad, por
tanto un modelo Rayleigh muy particular con volatilidad constante la unidad,
Prakasa Rao (1999) considera la estimacion basada en “eigenfunctions”.

En todos los trabajos citados y en otros similares, el proceso de Rayleigh
ha sido estudiado tedricamente desde diversos punto de vista y aplicado a loa
modelizacion estructural tedrica de los fendmenos antes citados, pero no se
ha realizado un estudio, que permita obtener estimadores de sus pardametros
por métodos generales de la Inferencia Estadistica paramétrica, de tal manera
que el modelo de Rayleigh pueda ser estadisticamente ajustado a datos reales
obtenidos por muestreo continuo en el tiempo (trayectorias muestrales) o por
muestreo discreto (observaciones en una discretizacion del tiempo).
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Organizacion de la presente memoria de Tesis
Doctoral y principales aportaciones realizadas.

Esta tesis se ha organizado en dos partes, una primera sobre procesos de di-
fusién Lognormales, univariantes y multivariantes, no homogéneos con factores
exdgenos, y una segunda parte sobre otros procesos de difusién, concretamente
sobre el proceso Gompertz homogéneo y no homogéneo univariante y sobre el
proceso de Rayleigh univariante homogéneo.

A continuacién resumimos el contenido de cada Capitulo haciendo hinca-
pié en las aportaciones originales contenidas en cada uno de ellos.

i)

ii)

En el Capitulo 1, a manera de introduccién a los temas principales de
esta Tesis, se recopilan los resultados conocidos sobre el Modelo de Difu-
sién Lognormal Multivariante no homogéneo, cuyo parametro tendencia
depende de un conjunto de factores exdgenos (variables que dependen
del tiempo y que son controlables en su comportamiento al margen de
las variables end6genas del proceso) que afectan de manera comin a to-
das las variables endogenas componentes del proceso multivariante. Los
resultados que se recogen, se refieren al estudio probabilistico basico del
Modelo (Momentos, Tendencias y Tendencias Condicionadas, funciones
covarianzas, etc) realizado en base a las ecuaciones de Kolmogorov corres-
pondientes, por un lado; y por otro la Estimacion de los parametros del
Modelo y de las funciones momento con las distribuciones correspon-
dientes en el muestreo como base para las construcciones de los Test de
Hipétesis sobre dichos pardametros. En el caso de muestreo discreto, a
partir de la verosimilitud condicionada asociada, Torres (1993), des-
arroll6 los resultados basicos aqui expuestos; y en el caso de muestreo
continuo, Gutiérrez et al. (1991) obtuvieron los correspondientes re-
sultados a partir de la ecuacién estocastica de Itd asociada al proceso
correspondiente.

En el Capitulo 2 se estudia un Modelo de Proceso Lognormal multiva-
riante no homogéneo en el que cada variable endégena es afectada por
un factor exdgeno diferente a los que afectan a las restantes componentes
endogenas del proceso multivariante. La experiencia de aplicacion a da-
tos reales, especialmente de tipo econémico, conduce al hecho de que en
muchas situaciones reales, en efecto, cada variable endégena es afectada
significativamente por factores diferentes, es decir por factores exégenos
no comunes a las variables endégenas. La situacion es similar a la que
se plantearia en un Modelo Lineal de Regresiéon multiple multivariante
en el que el conjunto de regresores para cada variable dependiente es
distinto para cada una de ellas o en Analisis Factorial confirmatorio con
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“ceros estructurales”. Técnicamente hablando, este Modelo que propone-
mos podria interpretarse como un caso particular del Modelo Lognormal
Multivariante con factores comunes para todas las variables (Capitulo 1)
tomando coeficientes tedricos nulos de los factores exdgenos, de tal ma-
nera que unicamente el respectivo coeficiente de un factor distinto para
cada variable, fuese no nulo.

Evidentemente, este Modelo “con ceros” estructurales no puede estu-
diarse en general, y en particular desde el punto de vista de la Inferencia
Estadistica (estimacién de pardmetros, contrastes de hipdtesis), como un
caso particular del Modelo General (Capitulo 1) en el que se hicieran,
por ejemplo, nulos los estimadores de los coeficientes tedricos nulos, a la
hora de obtener los estimadores. A este respecto, en este Capitulo 2 de
la Tesis se hace, en primer lugar, un completo estudio desde el punto de
vista probabilistico del mismo.

En este Capitulo 2 se desarrollan secuencialmente los siguientes tépicos:
definicién del modelo y caracteristicas probabilisticas basicas (en espe-
cial las Tendencias); estimacién méximo-verosimil en base a muestreo
discreto, con la verosimilitud construida con la funcién de densidad de
transicion; el calculo de la matriz de informacion de Fisher; el estudio de
la distribucion de los estimadores conducentes a las distribuciones norma-
les matriciales y distribucion de Wishart correspondientes. Con todo ello
quedan establecidas las bases para desarrollar los contrastes de hipdte-
sis de interés practico relacionados con este Modelo. Algunos resultados
previos de la materia desarrollada en este Capitulo han sido publicados
ultimamente en Gutiérrez and Gutiérrez-Sanchez (2003) y Gu-
tiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafidi (2003b).

iii) En el Capitulo 3 de la Tesis, se estudian dos ejemplos concretos, en
relacion con el modelo propuesto en el Capitulo 2 anterior. El objetivo e
interés de este Capitulo, reside en que, ante la evidente complejidad de
los resultados obtenidos respecto de los estimadores maximo-verosimiles
(tanto en sus expresiones como en las distribuciones en el muestreo corres-
pondientes) obtenidos para el caso general de un proceso k-dimensional,
conviene, en efecto, disponer de ejemplos concretos aplicables a casos
reales, en los que:

- 0 bien los factores exégenos, como funciones de t, son de expresion
funcional conocida

- 0 bien, nos situemos en el caso general, con factores generales, pero
con dimensién k = 2, suficiente en muchos casos reales (ver Capitulo
5 de esta Tesis)
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iv)

En ambos casos estudiados, queda visible la operatividad de las expresio-
nes generales del Capitulo 2, con vistas a una implementacién del célculo
en ordenador, y en particular, el primer ejemplo (Seccién 3.1) pone de
manifiesto la posibilidad de utilizar los resultados del Capitulo 2 con fac-
tores exégenos funcionales distintos que pueden relacionarse con ejemplos
tratados a nivel unidimensional en trabajos previos (ver por ejemplo Gu-
tiérrez et al. (1997) y Gutiérrez, Roman, and Torres (1995))

En el Capitulo 4 se parte del el trabajo de Gutiérrez et al. (1997)
en el que se consideran los tiempos de primer paso para difusiones no
homogéneas en el tiempo, con momentos infinitesimales del tipo:

Al(xat) = xQ(xvt)7
Ay(z,t) = 02*,0 > 0

que incluyen factores exégenos en la tendencia. En particular consideran
familias de difusiones con momentos infinitesimales

acz®h(t)
1+ zeh(t)

Ay(z,t) = 02,0 >0

Aj(x,t) = zg(t) + aeR

en donde g(t) es una funcién continua y h(t) vienen dado en la forma

h(t) = exp {—a {a 5 Lot + /t:g(r)dr}} a€R.

Estos procesos estdn definidos en R e incluyen como casos particula-
res el lognormal homogéneo y el lognormal no homogéneo con factores
exdgenos del tipo q(z,t) = g(t).

El interés de esta familia de difusiones reside en que es un ejemplo, de
la metodologia alternativa presentada en el citado Gutiérrez et al.
(1997), de tal manera que en dicha familia se puede evitar resolver la
conocida integral de Volterra para calcular la densidad de primer paso
por barreras continuas (S(t)), cuyo célculo es sustituido por la solucién
de una ecuacion diferencial ordinaria.

En el Capitulo 4 de esta Tesis, abordamos el estudio de la familia de
difusiones no homogéneas mencionada, tanto en el caso univariante como
bivariante, desarrollandose de manera completa una subfamilia de dichas
difusiones con funciones g(t) y h(t) concretas. Se calculan las funciones
momento y en particular las tendencias (condicionadas y sin condicionar),
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y se establecen los resultados bésicos de estimaciéon maximo-verosimil
por muestreo discreto. Con todo ello, quedan establecidas las bases para
los ajustes de estas difusiones no homogéneas y para la Inferencia sobre
las densidades de tiempo de primer paso en relacién con el mencionada
trabajo de Gutiérrez et al. (1997).

v) En el Capitulo 5 se realiza una aplicacién original a un ejemplo real
con datos procedentes del campo econdémico, de caracter bidimensional,
y se pretende poner de manifiesto la potencialidad de esta aplicacion del
Modelo bidimensional Lognormal no homogéneo, con un factor exégeno
distinto para cada variable (Capitulo 2 de esta Tesis), para la modeliza-
cién de los casos reales.

En concreto, se plantean dos objetivos:

a) Ajustar el mencionado Modelo, estimando, en base a un muestreo
discreto, equidistante y con factores exdgenos dados por los incre-
mentos relativos de dos variables exdgenas, las distintas caracteristi-
cas del modelo (tendencias condicionadas y no condicionadas; fun-
cién de varianzas-covarianzas y correlacion; etc) basadas en las esti-
maciones maximo-verosimiles de los pardmetros que intervienen en
dicho modelo.

b) Realizar una comparacion entre los resultados obtenidos con el mo-
delo con factores exdgenos comunes, Capitulo 1, y los correspon-
dientes resultados obtenidos segin el modelo descrito en el Capitulo
2 precedente.

Las variables enddgenas consideradas son:

- Xi(t): Producto Interior Bruto en Espana, en el tiempo t.

- X5(t): Precio de la Vivienda Nueva en Espana, en el tiempo t.

Cada variable enddégena que consideramos ha sido estudiada marginal-
mente, desde el punto de vista de su modelizacién por proceso de difusién
univariantes de crecimiento (lognormal, Gompertz).

En particular la variable X (¢) ha sido analizada en el periodo [1971-
1994] en Gutiérrez, Roman, and Torres (1999), en donde se mode-
liza, mediante una difusion lognormal univariante con factores exégenos,
su evolucion y la prediccion a medio plazo correspondiente. Los factores
exogenos seleccionados en dicho trabajo fueron el “Gasto del Consumi-
dor” y “Gross Domestic Fixed Capital”, que son utilizados a través de
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vi)

sus incrementos relativos para los ajustes del citado modelo.

Posteriormente, Gutiérrez et al. (2003b) ampliaron el estudio para
la evolucién del Producto Interior Bruto de Espana al periodo [1970-
2001], utilizando un modelo lognormal univariante con los mismos facto-
res exogenos antes indicados y utilizando, ademas, otros perfeccionamien-
tos en cuanto a los métodos de estimacién de parametros (consideracion
de estimadores U.M.V.U.)

Por otra parte, la variable endégena X5 (), Precio de la Vivienda Nueva
en Espana, también ha sido considerada marginalmente en Gutiérrez
et al. (2005a) y en Gutiérrez et al. (2003a). En este trabajo se ajus-
ta, sobre el periodo [1976-2001], la variable “Precio de la Vivienda Nue-
va en Espana”, ajustando un modelo de difusién Gompertz univariante,
con factores exégenos, en base a un muestreo discreto y con estimaciéon
maximo-verosimil. Los tres factores exdgenos utilizados fueron el “Pro-
ducto Interior Bruto”, la “Tasa de Interés Oficial” y el “Indice de Precios
al Consumo”. Las predicciones en base a las tendencias con y sin condi-
cionar resultan ser muy ajustadas a los datos observados.

En el presente estudio consideramos, conjuntamente, ambas variables
Xi(t) y Xa(t), modelizdndolas mediante un proceso lognormal bivariante
y considerando dos factores exdgenos, uno para cada variable. De entre
el conjunto de factores exdgenos utilizados en los trabajos citados ante-
riormente, hemos seleccionado los siguientes:

a) Para X;(t), el factor “Gross Domestic Fixed Capital Formation” (uno
de los considerados para Xi(t) en el trabajo citado de Gutiérrez
et al. (2003Db)).

b) Para Xs(t), el factor “Tasa de Interés Bancario” (uno de los conside-
rados para Xs(t) en el trabajo citado de Gutiérrez et al. (2005a)).

Los datos considerados son los correspondientes al periodo [1976-2001]

En el Capitulo 6, se desarrollan los aspectos tedricos, de tipo proba-
bilistico y de tipo estadistico, correspondientes al modelo de Gompertz.
Y se incluye una aplicacion original de dicho modelo para el estudio del
“Parque de Vehiculos en Espana, segtin tipo de carburante utilizado”.

Sucesivamente se desarrollan las siguiente cuestiones:

a) Elmodelo de difusion Gompertz univariante homogéneo, calculando-
se sus funciones momento, y estableciéndose la inferencia, por mues-
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treo discreto, para dicho modelo, obteniéndose las expresiones de los
estimadores de sus parametros.

b) El modelo de difusién Gompertz, no homogéneo, con factores exége-
nos, tanto en el caso de factores exégenos generales (Seccién 6.2.1),
como con factores exdgenos de tipo particular (Seccién 6.3). En am-
bos casos se supone un muestreo de tipo discreto, construyéndose la
estimacién de parametros mediante la correspondiente verosimilitud
condicionada.

¢) El modelo Gompertz con factores exégenos de tipo particular estu-
diado en la Seccién 6.3, se aplica al estudio, original, del “Parque
Total de vehiculos en Espana” en funcion del tipo de carburante uti-
lizado (gasolinas, gasoil), en el periodo [1978-2002]. En la Seccién
6.4 se desarrolla detalladamente esta aplicacién real, analizandose,
ademads, la comparacion con los ajustes realizados mediante modelos
Lognormales con factores exdgenos. Este ultimo andlisis constituye,
por otra parte, un objetivo importante que completa los capitulos
anteriores de esta Tesis, puesto que el proceso Gompertz, homogéneo
y no homogéneo, son extensiones de los respectivos modelo Lognor-
males.

vii) En el contexto tedrico-préactico relativo al Modelo Rayleigh brevemente
sintetizado en el punto anterior de Antecedentes de esta Tesis, desarro-
llamos el Capitulo 7, cuyos objetivos son los siguientes:

a) En primer lugar, con vistas a la metodologia de ajuste y prediccion
que posteriormente se empleara, en la Seccién 7.2.1 se completa el
estudio probabilistico del Modelo Rayleigh desarrollado en Giorno
et al. (1986), obteniéndose las funciones media (trend function)
y media condicionada (conditioned trend function), asi como sus
comportamiento asintéticos en el tiempo.

b) En segundo lugar, en la Seccién 7.3, se realiza un estudio integrado
de la estimacién de los parametros drift y difusion. Los primeros se
estiman por la metodologia de maxima verosimilitud y utilizando
muestreo continuo, proponiéndose también el calculo aproximado
por procedimientos numéricos de los mismos mediante discretiza-
cién de las integrales Riemann que aparecen en las correspondientes
expresiones. En cuanto al coeficiente de difusion, se propone una me-
todologia de estimacion aproximada que es una variante del método
de Chesney and Elliot (1995). Finalmente proponemos las esti-
maciones de las tendencias condicionada y no condicionada.

¢) En tercer lugar, en la Seccién 7.4 de la Tesis, se incluyen resultados
sobre simulacion del proceso Rayleigh estudiado y se aplica la me-
todologia propuesta al estudio de la evolucién y prediccion de los

Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sanchez XIX



Introduccién

viii)

ix)

siguientes casos reales: “Mortalidad Infantil por mil nacimientos, pa-
ra ambos sexos, en Espana”, “Numero Total de Fallecimientos por
Cancer en Andalucia”, “Tasa de Mortalidad Infantil por mil naci-
dos para Hombres en Espana”, “Tasa de Mortalidad Infantil por mil
nacidos para Mujeres en Espania”, y finalmente, la “Esperanza de
Vida al Nacer, para cada sexo, en Andalucia”.

Finalmente se incluye un Apéndice, en el que se recogen algunos resul-
tados sobre el cambio de variable ampliamente utilizado en los Capitulos
1y 2 en relacién con el manejo de las funciones de verosimilitud con-
dicionadas por muestreo discreto, (Anexo A.1); sobre calculo diferencial
Matricial, (Magnus and Neudecker 1988), y productos Kronecker
(Anexo A.2); y finalmente algunas cuestiones relativas a la distribucién
Normal Matricial (Anexo A.3).

La Tesis incluye concluye con una Bibliografia, en la que se incluyen
todos los textos y articulos de revistas que han sido utilizados para el
desarrollo de esta Tesis Doctoral.

Lineas futuras de investigacién

Senalamos a continuacién algunos problemas abiertos inmediatos de des-
arrollar y aplicar, en base a los resultados obtenidos en esta Tesis.

Estudio de un Sistema Estocdastico con retraso (Stochastic Systems with
delays) asociado al proceso Gompertz no homogéneo estudiado en el
Capitulo 6 de la Tesis, que extienda el precedente de Frank (2002)
para el caso homogéneo.

Extensién del modelo Lognormal estudiado en el Capitulo 2, en el que
un solo factor exégeno afecta individualmente a cada variable enddgena,
a un modelo en el que sean conjuntos diferentes de factores exdgenos los
que afecten “individualmente” a cada variable endégena. Ello permitiria
modelizar, por ejemplo, el caso real, PIB-Precio Vivienda estudiado en el
Capitulo 5 a la situacion en la que dos conjuntos distintos, multidimen-
sionales, afectasen a cada variable por separado. Este problema ya esta
practicamente desarrollado en la actualidad.

Complementos tedricos, probabilisticos y estadisticos, sobre los procesos
estudiados en la Tesis, especialmente, los referentes a “tiempos de primer
paso” y a las mejoras técnicas que puedan afectar a la fase de prediccién
en base a los procesos ajustados.

XX
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- Aplicaciéon de los resultados obtenidos en el Capitulo 4 de la tesis para
estimar las densidades de tiempo de primer paso por barreras variables
en el tiempo con la metodologia tedrica desarrollada en Gutiérrez et al.
(1997).

- Definicién y estudio de un campo aleatorio de difusion tipo Gompertz no
homogéneo, mediante una metodologia similar a la ya utilizada en el caso
de un campo aleatorio Lognormal no homogéneo en Gutiérrez et al.
(2005D).
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Parte 1

Procesos Lognormales
multivariantes no homogéneos
con factores exdégenos.






Capitulo 1

Proceso Lognormal
multivariante no homogéneo con
factores exégenos comunes

En este Capitulo se desarrolla el Modelo de Difusién Lognormal Multiva-
riante no homogéneo, afectado de un conjunto multidimensional de factores
exdgenos (Modelo Bésico). Sucesivamente se obtienen los siguientes resultados
sobre el Modelo:

- Definicién del Modelo, ecuaciones de Kolmogorov y densidad de transi-
cion.
- Funciones tendencia, varianzas y covarianzas.

- Estimaciéon méaximo-verosimil, basada en un esquema de muestreo dis-
creto y con la verosimilitud construida con la densidad de transicién del
proceso.

- Distribucién en el muestreo de los estimadores maximo-verosimiles.

1.1. Definicion del Modelo

Sea {X(t);to <t < T} un proceso de Markov con valores en (0, 00)*, con
trayectorias continuas casi seguro y con probabilidad de transiciéon dada por:

P(y,t/z,s) = PIX(t) = y/X(s) = 7]

con X(t) = (Xu,...,Xu) vy X(s) = (Xs1,...,Xa)', donde = e y son vectores
k-dimensionales. Supuestas las siguientes condiciones:

i)
1
lim

- P(dy,t + h/x,t) = 0.
h—0 h /y—:c|>e
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i)

lim — / —x)P(dy,t + h/z,t) = f(z,t), con
h—0 h ly— m|<e

(fm 4 ; f1j17j<t>> v
f(z,t) = : :
<fk0 + i:l fkij(t)> Tk,

donde Fj(t) son funciones continuas en [to, 7).
i)

lim — / (y —z)(y — x) P(dy,t + h/x,t) = Az,
h—0 h ly—z|<e

donde A = (a;;)1<i <k €s una matriz simétrica y definida positiva con
a;; > 0, para i,j=1,2,... k.
iv) Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

Bajo tales condiciones, asi como bajo ciertas propiedades de diferenciabili-
dad de P(y,t/x,s), se pueden obtener las ecuaciones adelantada y atrasada de
Kolmogorov:

k

p 1L 2(yiy;p) ! O(yip)
E - §Za” ay ay Z sz""ZleE(ﬂ ayz

z’j—l i=1 =1
ap Pp e o
& - __;az]x x]a 81’ Zz; (sz+Zle-FZ ) axl

en las que p = P(y,t/x,s), es la densidad de transicién condicionada, con la
solucién inicial

La solucién comun a estas ecuaciones es

Ply,t/2,5) = [(Hyz> (221 >k/2|A|1/2}_1exp{—ﬁ@}

siendo

Qz(lgy lgz — Bo(t — s) — Zﬂl/ (1) )Alx
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<1gy lgz — Bo(t — s) — Zﬁz/ (7) )

denotando

o = fo — ydiag(4)
Bi=1fi J=1....q

Por lo que la distribucion de transicion condicionada sigue una distribuciéon
lognormal de la forma:

X(8)/X(s) = s ~ Ay

lg s+ Bo(t — s) — Zﬂl/ T (t—s)Al .

Si llamamos @; = (t — s, fst Fi(r)dr,..., fst Fq(r)d7>/, entonces
X(0)/X(5) = 2 A (1 + s 1= )4 )
donde ﬁ = (507617 v 7ﬁq)

1.2. Calculo de los momentos

Considerando
Z(t) = (X(t)/X(s) = ;) ~ N, (lgxs + By (t — s)A)

con funcién generatriz de momentos dada por:
o1
Mzy(7) = eXp{’y’ lgz, + 7B + 5(t = S)’Y’A’V}; v € R

- Si tomamos v = (0,...,7,...,0) con r € R, tendremos la funcién gene-
ratriz de momentos en la variable i-ésima:

Mz (v) = Elexp{r'Z(1)}] = E[X](t)/X(s) = 2] =

t 2
xr, exp {rﬂw(t—s —1—7“2611/ (T)dT + 2a“(t—s)}

Pudiendo calcular los momentos no centrados condicionadas de primer y
segundo orden con respecto a la variable i-ésima, de forma, que:
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a) Sir = 1 obtendremos el momento no centrado de primer orden o
tendencia:

E[Xi(t)/X(s)] =

xzseXp{ﬁzo (t—s) +Zﬂ”/ (T)dr + Q(t—s)}:
Tis €XP {fig(t —5)+ Z Fl(T)dT} :

=1
Nota: B0 = fio — 34 = fio = Bio + 5 Au.

b) Sir = 2, resultard el momento no centrado de segundo orden:

E[X{(t)/X(s)] =
Z; exp{Zﬂz(J(t_s +2Zﬁzl/t >d7—+2a“<t_3)} =

T2, exp {ino(t —5)+ 22@1/ Fl(T)dT} :
=1 s

Pudiendo calcular de forma inmediata la varianza condicionada para la
componente i-ésima, resultando:

Var(X,(t)/X (s)] =

T3, exp {ino(t —5)+2 zj:ﬁil /st Fl(T)dT} {exp{a“-(t —s)}— 1} :

- Si tomamos v = (O,...,0,7}1,0,...,0,722,0,...,0) con 1,79 € R, de igual
forma podremos calcular la funcién generatriz de momentos para dos
variables componentes, i y j, obteniendo:

Mz (v) = Elexp{y' Z(1)}] =
Elexp{r1Z;(t) + r2Z;(t)}] = E [X]*(t)X[2(t)/ X (s) = ] =

t 2
TiLTE exp {7’1@0(75 —8)+r Z/le /S (T)dr + 5 Lag(t — s)+

2

rafjo(t — ) +Tzzﬂﬂ/ (T)dr + 2%(75—8) +7"17“zaij(t—s)}.
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Capitulo 1. Modelo General

Y en particular si r; = ry = 1, resulta la esperanza condicionada conjun-
ta:

EIX:(0)X;(1)/ X (s)] =

TisTjs €XP {(fio + fio)(t =)+ > (Ba+ Bi) /t ((T)dT + ag(t — S)}

=1

Obteniendo de forma inmediata la covarianza de la forma:
Cov [X;(t), X;(t)/ X (s)] =
q ¢
TisTjs €XP {(sz + fro)(t—5) + > (Bu+ Bi) / (T)dT} [exp{aij(t—@}—l} :
=1 S

1.2.1. Tendencia

A continuacién se calcula la tendencia unidimensional a partir de la espe-
ranza condicionada.

E[Xi()] = E[E[X(t)/ X (t0)]] =

Xi<t0) exXp {fi()(t — tg) + Zﬂil /t E(T)dT}] =

to

E

=1 to

E[Xi(to)] exp {(ﬁm 4t —t)+ > [ Flmdf} .

Denotando como

ult) = (t—to,/t:Fl(T)dT,...,/t:Fq(T)dT)I

entonces:

BLX0)] = BLX ) { () + 0 e}

con

Operando, resulta:

BLX(0)] = ELX(lexp{ eu(t) + (¢ - r(014]
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Capitulo 1. Modelo General

donde 1
M = —e€l
2
parai=1,...,ky si P[X(ty) = x| = 1, entonces la tendencia de la variable

i-ésima no condicionada toma la forma:
E[X;(t)] = 20 exp{e;ﬂu(t) + (t — to)tr[MA]}.

1.2.2. Varianza

En primer lugar se calcula el momento no centrado de segundo orden que,
siguiendo la misma metodologia del caso anterior, toma la expresion:

E[X}(t)] = B[E[X}(t)/ X (to)]] =

E

X7 (to) exp {2fi0(t —to) + SZ@'Z/ F(r)dr + a;;(t — to)}] =

=1 to

E[X?(to)] exp {ino(f —to) +2) B / F/(r)dr + ag(t — to)} .

to

Aplicando la expresion de la varianza, se obtiene:

Var[X;(t)] =

E[X? (ty)] exp {ino(t —to) +2 Zﬁu /t Fi(m)dr 4 a;(t — to)} -

=1 to

[E[Xi(to)]Q exp {Zfi()(t —t9) + 22@-1 /t Fl(’/')dT} =

=1 to

E[X?(to)] exp {2 (ﬁzo + %) (t — to) —+ 22515 /tﬂ(7'>d7' + aii(t — to)} —

to

E[Xi(to)]? exp {2 (@0 + %) (t—to) + giﬁﬂ /tt FZ(T)dT} _

E[X2(ty)] eXp{2egﬁu(t)+2(t—to)e;Aei } —E[Xi(to)]? exp{Qe;ﬂu(t)+(t—to)e;Aei} =

E[X?(to)] exp{26;ﬂu(t)+(t—t0)tr[M1A] } —E[X;(to))? exp{26;ﬂu(t)+(t—t0)tr[M2A] }

8 Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sanchez



Capitulo 1. Modelo General

Denotando como

M, =2¢éle; y My=c¢le;
parai,j =1,...,k. Si P[X(ty) = xo] = 1, entonces

Var[X(t)] = 23 {exp{Z@’zﬂu(t) + (t — to)tr[MlA]}—
exp{ge;ﬁu(t) F(t— to)tr[MzA]}} .

1.2.3. Covarianza en un mismo instante de tiempo

Para el calculo de la covarianza el primer paso es calcular el momento
conjunto bidimensional no condicionado. Para ello se realiza:

EIXi(t)X;(1)] = BIE[X:(H)X;(t) /X (to)]] =

E

Xi(to)X;(to) exp {(fio + fio)(t —to) + > _(Bu+ By) / Fi(T)dr + ai;(t = to) }] =

E [Xi(to)Xj@o)] exp {(fz() + fjo t — to + Z ﬁzl + le / l(T)dT + aij(t — to)} .
=1 to

Por lo que sin mas que aplicar la expresion de la covarianza, esta tomara la
siguiente forma:

Cov[Xi(t), X;(1)] =
E[X;(to) X;(to)] exp {(fzo + fio)(t —to) + Z (Ba + Bi) /t (T)dT + a;(t — to)} —
E[X,(to)]E[Xj(to)} exp {(fzo + fjo t — to + Z ﬁzl + ﬁ]l /tt (T)dT} =
E[Xi(to) X;(to)] eXP{ <ﬁ10 + Bjo + iy a”) (t — to)+

2 2

Z(ﬁiz + Bj1) /tt Fy(7)dT + a;(t — te)} -

to

E[X,(to)) E[X; (to)] exp { (Bio+ B0+ 55+ ) (t = 10) + D (B + ) /t FZ(T)dT} -
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Capitulo 1. Modelo General

t—to

E[X(t0)X; (1)) exp {kuw T %A’h} _

t—to

B BLX ol {afut) + 5 e, + 15 0 e} -

BIX(to) X, (t0)] eXp{%ﬁu(t) . to)tT[Mu‘l]}—

B ELX ()] exp{ 210u(0) + (¢ - tr{0aa] .
Denotando como

1 1 1
My=smn, M= geei+gee; vy m=eite

parai,j =1,...,k. Y si P[X(ty) = x¢] = 1, entonces
Cov[X;(t), X;(t)] =
Ti0Z jo [exp{'y{ﬂu(t) + (t — to)tr[MlA]}— exp{’y{ﬂu(t) + (t — to)tT[MQA]}] :

1.2.4. Funcion de covarianzas en general

En este apartado calculamos la funcién de covarianzas en dos circunstancias
distintas, s <ty s >t y posteriormente el caso conjunto.

a) Caso s < t.

En primer lugar se calcula el momento conjunto de primer orden;

E[E[X;()X;(s)/ X (s)]] = E[X;(s) E[X;(t)/ X (s)]] =
EX;(s)Xi(s)] exp {fm(f —5)+ Zﬁu/ Fz(T)dT} =
E[X;(t0)X;(to)] exp {fio(t —8)+ Zﬁiz /t Fy(r)dr + (fio + fjo)(s — to)+

> (Bu+ B) /ts E(r)dr + ai;(s — to)} :

=1
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Capitulo 1. Modelo General

Una vez calculado el momento de primer orden, aplicaremos la formula de
la covarianza:

Cov[X,(t), X;(s)] =

E[XZ(tU)X( )]exp{fzo( - ) sz S_tO +Zﬂll/t )dT—

to

Z@l / T+ (o + F)ls —to) + DB+ ) [ Filr >dr+%<s—to>}

E[Xi(to)E[X;(to)] exp {f,o(t —to) + fjo(s —to) + Zﬁd /tt V(T)dT+
Zﬂjl/tSFf(T)dT} —

E[XZ(tO)X (to)] exp {ﬁlo(t — to) + 6]0(8 — to + Z ﬁzl /t ( )d7'+

=1 to

—1 s—1
Zﬁﬂ/ d7'+ 9 Oaii—l—TOajj—Faij(s—tg)}—

E[X;(to) | E[X;(to)] exp {ﬁlo(t —to) + Bjo(s —to) + Zﬂzz /t V(T)dT+

=1 to

t—1 s—1
Zﬁjl/ d7'+ 5 Oaii—l— 9 Oajj} =

E[Xi(to)X;(to)] exp {egﬁu(t) + e Bu(s) + t—t e, Ae; —|— 2 e Aej + (s to)e;Aej} _

BB )l exp {e9ult) + & 80(5) + ot 5 ey | =
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E[Xi(to)Xj(to)] exp tr[(u(t)e; + U(S)e;)ﬂ] Tty t— 1o 62'6;—1—
2

S—to

T€j€; + (S — t0)€j€;) A } —

[t —t —
E[X(to)|E[X;(to)] exp {tr[(u(t)e; + u(s)es) ] + tr ( 5 Oeie; + %qe}) A] } .
b) Caso t < s.
El momento conjunto no condicionado de primer orden sigue la expresion:

EX:(0)X;(1)] =

BIEX:(1)X;(s)/ X (D] = EIXi(8) E[X;(s)/ X (B)]] =

E[X;(t)X;(t)] exp {fjg(s —1t)+ Zﬂﬂ /ts Fl(T)dT} =
E[Xi(to) X;(to)] exp {fgo s—1t)+ Zﬁ]z / (T)d7 + (fio + fjo)(t — to)+

Z(ﬁzl + 6]l) / ( )dT + az]( tO)}

=1 to
por lo tanto, la covarianza sera:
Cov[X;(t), X;(s)] =

EIXi(t0) X, 1 )]eXp{fjo( >fjot—to+z@l / df—zﬁﬂ / P+

(fio + fi0)(t —to) + Z(ﬂzﬂrﬁ]l)/ Fi(r)dr + a;;(t — to)}—

E[Xi@O)]E[XJ(tO)]eXp{f( )+f303—t0+25u / dT+Zﬁaz /

H,_/
I

12 Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sdnchez



Capitulo 1. Modelo General

E[Xi(to)Xj(to)] exp {ﬁio(t — to) + ﬁjo(s — to) + Z 51'[ /t F}(T)dT"‘

1=1 to

q s

t—t s—t
Zﬂﬂ/; Fl(T)dT+ 9 Oaii—kTOajj%—aij(t—to)}—
=1 0

M&QMEwﬂmmq{@Mr¢@+@dy%@+§)ﬁ/vﬂﬂw+

=1 to

g s t—t s—t
Zﬁjl / _FZ(T)dT—Oa“' + Oajj =
- o 2 2

S—t()

t—1
E[Xi(to)X;(to)] exp {e;ﬁu(t) + e Bu(s) + —— el Ael + e Aej 4 (t — to)e;Aej} —

2

—t
2

E[X;(to)| E[Xi(to)] exp {e;ﬂu(t) + ¢ Buls) + Ve Ae; + ;t%;.Aej} —

E[Xi(to) X (to)] exp {tr[(u(t)eg +u(s)e;) ] + tr K%eie; + S_Ttoeje; + (t - to)eje'i> A} } _

EIX,(t0)| X, (f0)] exp {tr[(u(t)e; +u(s)el)B] + tr Kt ;to eicl + %ejeg A] } |
¢) Funcién conjunta.

La funcién conjunta serd la interseccién entre los dos casos anteriores, re-
sultando de la forma:

Cov[X,(t), X;(s)] =

t—1
Oeieg-l-

E[X;(to)X;(to)] exp {tr[(“(t)eg +uls)e)Bl +tr K

S—to
5 eje; + (tﬂs — tg)ejefi)] } —

EIX,(to)E[X; (£)] exp {tr[(u(t)e; +u(s)el)B] + tr Kt _2“ e, + 2 —2750 eje;.) A] }
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y si P[X(ty) = xo] = 1; entonces
CovlXi(t), X;(s)] =

TioT jo {exp {tr[(u(t)e’i +u(s)e})f] + tr [(t —2t0 e+

s—t 11 /
Toejej + (tﬂs - to)@j@i) A} } —

exp {tr[(u(t)e; T uls)e)B] + tr [(t Do+ 22 toeje;) A] H |

1.3. Calculo de los estimadores maximo-verosimi-
les

Sea
X(t)/X(s) =xs ~ Ag (lgxs + By (t — S)A).

Si tomamos Z(t) como el logaritmo de transicién entre dos tiempos; Z(t)
sigue una distribucién normal k-dimensional de la forma:

20 = (X (0/X(5) = )~ Mt + G ¢~ )4 )

Consideramos {X;,, X4,,..., X;, } un muestreo discreto del proceso en ins-
tantes tq,%s,...,t, donde cada X; representa el vector k-dimensional X; =
(Xtas- -5 Xy,,) denotando X, = (Xa1,...,Xar); y tomamos como condi-
cién inicial P[X,, = x1] = 1.

Aplicando la propiedad de markov, la funcién de verosimilitud queda de la
forma:

L(xla s 7xn/ﬂ7 A) = P[xl)tl] : P[x2>t2/xlatl] e P[zn)tn/xn—latn—l] =

n k
(2m) 7 A7 ] (H ) (ta — ta-1) "5

a=2 \i=1

1 oAt
exp {5 (lg To —lgx0 1 — ﬁﬂa) m (lg To —1gx0 — 5%) } =

n k
(2m) 2 A ] (H ) (ta — ta1) Fx

a=2 \i=1
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Capitulo 1. Modelo General

exXp {% ((toz - tafl)l/Q(lg To — lg xafl) - ﬁua)/Al ((ta - ta71)1/2(lg Lo — lg $a71> - ﬁua> }

donde
Uy = (t — 8)71/2’1]4/
y por lo tanto

U = (ta - tozfl)_l/zaou

siempre que los u, sean linealmente independientes.

Realizando el cambio de variable detallado en el Anexo A.1, quedara:

L(z,...,20/B,A) =

(03

n k
(n—1)k n—
(2m) 2 A" [] (I [ 1) exp {—} (t; - tj_l)“?zﬁ}) (to — ta1)"/?x
=2 =1

a= j=2

n k a
exp {—%(za — Bug) AN zy — ﬁua)} 1_[(75()1—75(X,1)]“/2 H 21, €Xp {Z(tj — tjl)l/szi} =
=1 2

a=2 = j=

(271’)_@|A|_WT71 H exp {—%(za — Bug) A (vg — ﬁua)}
a=2

y yva que la densidad de z; es una delta de dirac, la funcién de verosimilitud
del cambio realizado, resulta:

L(zy...,20/B,A) =

2r) 141" [Lexp { =560 — o)/ Ao~ ) | =

a=2

(2m) 2 A exp {—%Zm — Bua) A (20 - m)}-

a=2
Definiendo z como
= [22’ SR Zn]kx(n—l)

Yy u como

U= [u27 s aun}(q+1)><(n—1)~

Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sanchez 15
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Entonces resulta:

Z_ﬂu:<z2_ﬂu27"'72n_ﬂun)7

ANz - Bu) = (Afl(zQ — Bug), ..., A (2, — Bun)) :

o {_% > (za = Bua) A (20 — Bua)} -

(67

exp {—%V@c’(z — Bu)Vee(A (= — ﬁu))} _
exp {—%Vec’[(z’ A BY) (I ® A YWVee|(2 — u’ﬁ’)’]} .

Por lo que la funcién de verosimilitud definitiva serd de la forma:
L(zy...,20/B,A) =
(n—1)k 1)k _n—1 1 / / 1 Q!
(2m)~ | Al N exp —§Vec[( — /' B (Ih-1 @ A YVec[(z —u/'B)] y =

-k l)k

(2m)” |A|""2 exp {tr [—%(z — Bu) A~z — gu)] } —

(2m)~ e |A|="Z" exp {tr {——A (z — Bu)(z — ﬂu)’} } :
Tomando logaritmos
lg L(zo,...,2,/0,A) =

g tgr) = Al = i | A7 — e - |

Derivando utilizando las reglas de derivacién matricial dadas en el Anexo
A2, queda:

dlgL(zg,...,Zn/ﬁ,A) =

n—1

tr {A—l(dA)} + %tr {A YdA)A™ (2 — Bu)(z — Bu) ]

Ly [A1<—d@>u<z ~ Buy — AN e - ﬁu>u’<dﬂ>'] -
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n—1

tr{Al(dA)}+;tr[ L(z—Bu)( —ﬂu)’Al(dﬂ): +tr{u(z'—u'5’)Aldﬂ} -

%tr {(A_l(z — Bu)(z — pu) — (n—1)I,)A~ (dﬁ)} +tr |u(z — u'ﬁ’)A‘ldﬁ] =

—Vec [ Y(z—Bu)(z —ﬁu)’A_l—(n—l)Ik)} dVec(A)+Ved [ Yz—pu)u ’} dVec(B)
donde igualando a cero y siendo A > 0, queda:

) A (z = pu)u' =0 & 20 = pud &

~

B = zu/(uu')""
i) AN (z = pu)(z = Pu)A - (n—1)1,)=0&

(n—1)A=(z—pu)(z—pu) &

Ahora bien

z—fu=z—zu(w) = 2[L_y — ' (uu) " ]

v L1 — u'(un')"tu es simétrica e idempotente, ya que

(L1 — v/ (ue) " u)[ Loy — o () ") = Lo — o/ (wu’) "t
por lo tanto

1
n—1

2 Loy — / (ud) ] 2

1.4. Distribucion de los estimadores

1.4.1. Distribucién de z y Vec(z)

Sea la funcién de verosimilitud

L(z,...,20/B,A) =
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n

N | —

(2r)~ 2 A exp {— (20 — Bua) A~ (20 — 5%)} -

a=2

_(=Dk n—1

(2m)” 2 |A|7 7 exp {—%V@c'(z — Bu)Vec(A ™ (z — ﬂu))} =

_(-Dk n-1

(27)" 2 |A|7 2 exp {—%V@c’[z/ — /'8 Loy @ A YVec[(2 — u’ﬁ’)/]} :

de donde por las propiedades de la funcion Vec y de la Normal, al ser la densidad
anterior la del vez(z), se obtiene que

2 -/\/(nfl)xk (Ulﬁl; I, 1 ® A)
siempre que zs,...,, 2, sean independientes.

A continuacién calcularemos la distribucién de z, para lo cual hace falta la
del Vec(z’). Por las propiedades del Vec, se sabe que

Vec(z') = I_1,xVec(z)

pudiendo concluir que
Vec(z’) ~ Nk(nfl) <In1,kvec(ﬁu); Infl,k(jnfl X A)Ik,n1>

~r Nin—1) (VBC(Ulﬂl); (B® In—1)>
por lo que

2z~ Nix(n-1) (ﬂu; A® In—l) :

1.4.2. Distribucién f

Una vez conocida la distribucion de z, y la relacion entre § y z, se puede
calcular la distribucion de § sin més que sustituir en la expresién del parametro

B.

Vec(B): Vec(zu/' (uu') )= ((ue/) " 'u @ Ii) Vec(z)

al ser

Vec(z) ~ Nim-1) <V€c(ﬁu); 1 ® A)

se tiene que :
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Vee(3) ~ Niggrn ([l Jus LV ee(Bu)s [(ud) ) [y @ A ) () 1))

s Nigrny (Veel B! (w7 ()~ et (sa) ! @ A1)
v Ni(g41) <Vec[ﬂ]; (u/) ' ® A‘l):>

= '~ Nix(ar1) (ﬁ’; (uu)) ™t ® A).

Para calcular la distribucion del B, hay que calcular previamente la del
Vec(f'), para ello siguiendo los pasos anteriores, resulta:

Vec(B'): Vee((uu) " 'u')= I ® (wu') ] Vec(z')
Ya que la distribucién del Vec(z') es conocida y de la forma:
Vec(z') ~» Nim-1) <Vec(u’5’); (A® In_l)).

se puede obtener facilmente la distribucién de Vee(3') como:
Vee(3) ~ Nigr) ([Ik®(uu’)_1u]Vec(u’ﬁ/); [Ik®(uu’)_1u](A®In,1)[Ik®u’(uu’)_1])

~ Nitg1) (Vec[(uu’)_luu’ﬁl]; (A® (uu/)_luu’(uu’)_l)>
= Niggr (Vee(®): (A® (un) ™)
= 3~ Nix(gs1) (5; A® (uu’)*).

1.4.3. Distribucién de A
Sea A
(n—1A=z[l-1 —u(w) "] 2.

Independientemente de considerar z o z’, se tiene una forma cuadratica
normal matricial. Partiendo de la distribucién de z’, se obtiene una forma cua-
dratica normal matricial en la que la matriz de esta es simétrica e idempotente
y por lo tanto su rango es igual a su traza y

tr[ L= (wu') ] = tr [ Lo — (ud) () = tr L1 — I | = (n—=1)—(g+1) =
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n—q-—2

por lo tanto

(n—l)AWWk(n—q—Z;A>

E[(n - 1)121}: (n—q—2)A,

por lo que un estimador insesgado para A es

i_(m-pA
n—q—2
Al ser
u[ly — v/ (uu') " tu) =0

se tiene que ﬁA’ y A son independientes y también lo son B y A.

1.5. Contrastes de hipdtesis

Es posible resolver diversos contrastes de hipotesis en el Modelo Lognormal
Multivariante no homogéneo con factores exdégenos, y en relacién con la matriz
paramétrica (3, por ejemplo, contrastes sobre que un parametro 3;,7 =0,...,q,
sea igual a un vector determinado, que un subconjunto de ellos sean vectores
nulos, o que determinados componentes de los vectores 3; paramétricos sean
nulas. Torres (1993) desarrollo una metodologia al respecto, basada en el cri-
terio de la razén de verosimilitud, estudiando detalladamente la invarianza,
distribuciones exactas y asintéticas, momentos del criterio, etc, (ver Apéndices
A y B y Capitulo II de Torres (1993)) que viene aplicandose desde entonces de
manera sistematica para la construccion de los contrastes en el Modelo Log-
normal mencionado, asi como, con las debidas adaptaciones a otros modelos
de difusion.
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Capitulo 2

Proceso Lognormal
multivariante no homogéneo con
factores exoégenos distintos para
cada variable

En este Capitulo se estudia el Modelo de Difusién Lognormal no homogéneo,
multivariante, afectado de un factor exégeno multiple, de tal manera que cada
factor exdgeno afecta solo a una variable endégena del proceso. Se obtienen
sucesivamente los siguientes resultados:

- Definicién del Modelo, ecuaciones de Kolmogorov y densidad de proba-
bilidad de transicién del mismo.

- Estimacién maximo-verosimil de los parametros del Modelo, basada en un
muestreo discreto y con la verosimilitud condicionada obtenida a partir
de las densidades de transicién.

2.1. Definicion del modelo

A través de la ecuaciones de Kolmogorov, se define un modelo de proceso
de difusién lognormal multidimensional con dos pardmetros y con un vector
exégeno, de manera que cada componente de dicho vector exdgeno afecte a la
correspondiente variable endégena de la tendencia infinitesimal del proceso.

Sea {X(t);ty < t < T} un proceso de Markov con valores en R¥, con
trayectorias continuas casi seguramente y con probabilidad de transicién dada
por

P(y,t/z,s) = PX(t) = y/X(s) =] w,y€ (RY)
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

con X(t) = (Xp,..., Xu), X(s) = (Xa,..., X&) v ¢ e y dos vectores k-
dimensionales.

Se suponen las siguientes condiciones:
i)

llllil(llh/y . P(dy,t + h/x,t) =

ii)

lim — / —x)P(dy,t + h/z,t) = b(z,1t), con
h—0 h ly— z|<e

(1 +mg1(t))7

b, 1) = (a2 + ’72:92@))932 |

(o + egr(t)) 2k
donde, para i = 1,...,k, g;(t) es un funcién continua en [to, 7).
i)

!/

lim — /| § —)(y — 2)'P(dy,t + h/z,t) = [Diag(X)] A[Diag(X)]

h—0 h

donde A = (a;;)1<ij<k €s una matriz simétrica y definida positiva con
a;; > 0, para 1,j=1,2,... k; y

r, - 0
Diag(X) =
0 -

iv) Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos

En las condiciones anteriores y bajo ciertas propiedades de diferenciabili-
dad de p = P(y,t/xz,s), se obtienen las ecuaciones adelantada y atrasada de
Kolmogorov que son:

9 _ lza 0*(yiy;p) P gi@))a(yip)

ij
ot 2 ‘,j—l 0y; 0y, — AY;
op d dp
%~ 3 ”231 AT o 890] ;(ai + 7:9:(8))x; o
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

en las que p = P(y,t/x,s), es la densidad de transicién condicionada, con la
solucion inicial

La solucién comun a estas ecuaciones es

Py, t/z,s) = [(II%) (2m)*/2 (¢ )”ﬂAPﬂ]pr{—§G%:5Q}

donde

Q= (lgy —lgz—B(t—s)-TG(t; s))/A—1 (lgy —lgx —B(t—s) —-TG(t; s))

siendo
5= (a1 -1 L) = a— Laigta)
=10 2(111, y Ok 2akk = 229 )
t t /
G(t;s) = (/ g1<7'>d7',...,/ gk(T)dT) ,
7 00
0 0 %%
= (1, ..., 2)5y= (Y1, -, yx)"
Denotando
; Bilm 0 0
Y _S . —_— . .
_(ﬁ7r)yvt7s—(G(t,S)), B_ . 0 . O
Bk| 0 0

En términos de B y v, s la densidad de transicion se escribe asi:

P(y,t/xz,s) [(Hy> (2m)/2(t )k/2’A’% eXp{?(t_?s)}

donde
Q= (lgy—lgz — Bo,,) A (Igy — lgz — By ).

Por tanto esta densidad de transicion corresponde a una lognormal k-
dimensional de media (Igx — Bv; ) y varianza (t-s)A, es decir:

Xi/Xs =2 — Ap|lge — Bu, g (t — s)A|.
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

2.2. Calculo de los momentos

En esta seccion se calculan los momentos, tendencia, varianza y covarian-
za, tanto centrados como no centrados para el Modelo. Para ello se parte de
la densidad de transicién correspondiente a una lognormal k-dimensional de
parametros (Igx — Bt ,) v (t-s)A, es decir:

X/ Xs =2 — Ay (lgx + By ; (t — S)A).

2.2.1. Tendencia

Sea
2(0) = 1| X(0/X(5) = .|~ M3 (lg . + B 0 9)4)

su funcién generatriz de momentos es de la forma

1
Mz (v) = exp {7/ lgzs + V/B@s,t + 5(15 — 8)7’A7} con vy € R¥

E[Xi()] = E[E[X(t)/X (t0)]]

Tendencia condicionada

Si tomamos v = (0, .. ., . 0) con r € R, obtendremos la tendencia de
la i-ésima componente:

Mao() = Blexply 2(6))] = BIXT()/X(s) = ] =l exp { v + Tt = s .

Nota:
B m 0

rB; = (rBi,...,%,...,0); (0,...,r,...,0)B = r S0 .0 si
Be 0 Vi

r=1, queda:

t —_
E[Xi(t)/Xs = xs] = xi5exp [Bﬁs,t + Tsaii:|

como B = Zle Ej;AH, resulta;
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

t—s

k
Eth Xs: s| = dis : Ej;AH Vs Y Wi
X0/ X, = 2] = wisexp Iz (;é; i j) ot ]
donde z,; es el elemento i-ésimo de z,

Tendencia

Para calcular la tendencia no condicionada unidimensional, se toma:

EXi(1)] = E[E[Xi(1)/ X (to)]] =

t—1
E |:Xl(t0) exXp |:Bi6to,t + 5 OaiiH =

t—1t
E[X;(to)] exp [Bmoﬁ 5 Oaii] _

t—t
mxwm@%w%NQ%m4:

1
E[X;(ty)] exp {e;Bﬁto,t + (t — to)tr {ie,-e;A”
llamando

M = Zeél
2

resulta:
E[Xz(t())] exp eéBEto,t + (t — to)tT[MA]}
asumiendo que P[X (tg) = x| =1

BIXi(8)] = io exp | ¢} B + (¢ — to)tr[MA] | =

k
Ti0 €XP [62 (Z EjjAHJ/) Vgt + (¢t — to)ir[ M A]
j=1

Nota2:

- t—t !
e;Buyy: = (5:,0,...,7,0,...,0) < Gt _20) ) = f;(t —to) +%/ gi(T)dr.
to
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

2.2.2. Varianza

Varianza condicionada
Si se toma la funcién generatriz de momentos M) para r = 2, se obtie-
ne el momento condicionado no centrado de segundo orden para la i-ésima
componente, que sera de la forma:
B[X3(t)/X(s) = 2] = o, exp | 2B,7, + 2(t = s)a.

Por lo tanto, la varianza condicional sera:

Var[Xi(t)/X(s)] = E[XF(t)/X (s)] = (E[Xi(t)/ X (s)]))* =
T3, exp [262 (Z EjjAH]’) Ut +2(t — s)aii] -
T3, exp [26; <Z EjjAH§> Tgr+ (t— )a”] =

> exp[ (ZEJ-J-AH;) Tey + (t — )a”] [exp[(t—s)aii]—l].

Varianza

Para calcular la varianza no condicionada, realizamos los mismos pasos pero
con los momentos no condicionados. En primer lugar se calcula el momento no
centrado de segundo orden

BIX? ()] =
B [BIX2()/X(5)] = B[ X% exp[2Bis + 2(t — s)au]| =

E[X?(s)] exp [2Bﬁs¢ +2(t — s)aii] :

Aplicando la formula de la varianza

Var[X;(t)] =

EIX2(s)] exp[zBﬁs,tM(t—s)aii —E[X,(s)]? exp |2BiTs, + (t — 8)ay | =
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E[X?(s)] exp [26;355,15 +2(t— s)egAez} —E[X;(s))? exp |:26;Bﬂs¢ +(t— s)e;Aei] =

E[X?(s)] exp [QegBﬁs,t + (t — s)tr[ZeiegA]} —

E[X;(s)]? exp [2623657t + (t — s)tr[eiegA]] :

llamando
M, =2eie; vy My = e,

queda:
E[X?(s)] exp |2€; BUg 4+ (t—s)tr[M, A]| — E[X;(s)]? exp |2€; BUg 4+ (t—s)tr[ My A] .

Si se toma como condicién inicial P[X (tg) = x¢] = 1, la varianza tomard la
expresion:

Var[X;(t)] =
r [exp [QeiBﬁtmt + (t — to)tT[MlAH — exp [26;35,5071; + (t— to)tT[MQAH] =

k
26; (Z E]]AH]/> Eto,t + (t - to)t’l”[MlA]

2
Lio [exp
J=1

k
exp [26; (Z E]]AH]/) Eto,t + (t - to)tT‘[MQA]

j=1

2.2.3. Covarianza en un mismo instante de tiempo
Covarianza condicionada

Para calcular la covarianza condicionada, lo primero es calcular el momento
conjunto bidimensional de primer orden condicionado

EIX;(0)X;(0)] = E[E[X:(t), X;(t)/ X (to)]

i J ., . )
tomandoy = (0,...,7,...,79,...,0). La funcién generatriz de momentos seré:

Mz = Elexp{~'Z(t)}] =

Elexp{riZi(t) + r2Zs(t)}] = E [X]* () X[?/ X (s) = x| =
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Capitulo 2. Modelo con Factores Distintos

t—s5 4

t—s
Tt ]S 2 exp {rlB Vst +12BUs s + 5 —rja; + r%aﬂ + riraa(t — s)]

2
enelcasoder; =ry, =1

EXi(0)X;(t)/ X(s) = 4] =

_ _ t—s t—s
TisTjs €XP [Bws,t + Bijvg; + 5 i + 5 i + a;j(t — 8)}

EIXi(t)X;(1)/ X (s) = 4] =

k k
t _
TisTjs €XP [e; (Z EjjAH]’) Tgy + €] <Z EjjAH]’) Vs + 5 Saii
=1 =1

— S
+Tajj + ai]‘(t — S):| .

Aplicando la definiciéon de covarianza

Cov[Xi(t), X;(t) /X (s)] =

_ _ t—s t—s
TisTjs €XP |:BZ‘US¢ —+ B]"US7t + Ta“‘ + Taﬁ + aij(t — 3):| —

t —
—T;s €XP {B Vst —|— 5 Sam:| Tjs €XP {B Ust + Tsam} =

t— t—
TisTis €XP |:Biﬁs,t + Bj/l_)s,t + Tsaii + TSCLJJ:| [exp[(t — S)Cbij] — 1:| =

k k
t—
TisTis CXP [eg <Z EjAHS | Ty + € (Z EjjAH]’) Vgt + . sa“+
=1 =1

t ; Sajj_ [exp[(t — s)ai;] — 1}
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Covarianza sin condicionar
Al igual que en el caso anterior el primer paso es calcular el momento de
primer orden bidimensional no condicionado.
EX;(1)X;(1)] = E[E[Xi(t), X;(t)/ X (to)]] =

t—1 t—1t
1) X( )X (to) exp |:B Ut0t+B Ut0t+ 5 Oa”—f— Toajj + (t—to)a,]H =

k
E[X;(t0)X;(to)] exp [ (Z EjjAHj’.) Tiou + €} <Z EjjAH;) Tiou+
j=1

t—1t t—1t
B Oaii—i- 9 Oajj—l—(t—to)aij} .

Para en segundo lugar aplicar la expresién de covarianza

Cov[X;(t), Xj<t)] =

—1 t—1
FE [Xz(to)X (to)] exp |:B Vto,t + B; Uto + + 9 0(1”‘ + Toajj + (t — to)aij:| —

t—1t t—1t
—E[Xl(to)}E[X (to)] exp |:B Utot + B.v Utot + B Oa“- + O(ij:| .
Llamando
71 =€ + €5,
la expresion anterior sera igual a :
o t—t
E[X;(to)X;(to)] exp [v1 BTt + —5—7

t—1 t—1t
E[XZ (to)]E[XJ (to)] exp |:’)/1B6t07t + 5 0621461' + Toel.Aej] .
Si denotamos

1 1
My=-mv y My= 561'62 + §€j€;

tenemos
Cov[X;(t), X;(t)] =

E[X;(to) X (to)] exp | vy BTy + (t — to)tT[MlA]] -
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BLXi(t)| (X, (to)] exp | B, + (t = to)tr[MaA] .

si P[X(ty) = zo] = 1, obtenemos

Cov[X;(t), X;(t)] =
Ti0Z jo [exp[% <Z EjjAHj') Tiot + (t — to)tr[ My A]]—

k
eXp[’ﬁ (Z EJJAHJI> Eto,t + (t - to)tT[MQA]]
7=1

2.2.4. Funcién de covarianzas en general
Caso s <t

El momento bidimensional de primer orden es:

ELX;(1)X;(s)] =
EIEXi(1)X;(s)/ X ()] = E[X;(s) E[Xi(1)/ X;(s)]] =

E[X;(s)Xi(s)] exp {Bﬁw + 3 3%} -

t _
E[Xl(to)XJ(to)] exp |:Bivs,t + 5 Sai{| %

_ _ S — t() S — to
exp |:Bﬂ}t073 + ijtms + 5 a;; + 5 Qjj =+ (S — tg)ai]] .

A continuacién aplicando la expresion de covarianza,

Cov[X;(t), X;(s)] =

_ _ _ t—1 s—t
E[Xl(to)X](to)] exp |:Bi(U37t + Uto,s) + ijto,s + 5 Oaii + 5 Oajj —+ (S - to)aij:| _

t—1 s—1
E[Xl(to)]E[X](t())] exp [Biﬁto,t + Bjito,s + 9 Oaii + ) Oajj] =
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t—to

—1
E[Xz<t0)Xj(t0)] exp [e;Bﬁto,t + e;'BEto,s + T@;;Aei + S 0

e Aej + (s — to)e;AeJ} -

t—to S—to

e, Ae; +

E[X;i(to)|E[X;(to)] exp {e;B@W + e;Bﬁto,s + e;Aej] =

t—t
E1Xi(to) X;(to)] exp [”[(@o,teg + Tto,s€5) B + tr K 5 Ceieit

STt%je; +(s— to)eje;) AH _
E[Xi(to)|E[X;(to)] exp [tr[(mo,te; + Tt 5€;) B+

t—1 —t
tr [( 5 Oeieh—s 5 0€j6;> AH

Aplicando la propiedad de la traza de tr[C'B] = Ved (C')Vec(D) y sabiendo
que el Vec(B) = TVec(A), queda;

E1X;(to)X,(to)] exp {Vec’[(@to’te; + Eto’se;)’]TVec(A)—l—

t—1t —t
tr [(—2 Oeieli + S 5 Oeje;- + (s — to)eje;) AH _

E[Xi(to)|E[X;(to)] exp {Vec/[(ﬁto,teg + Tio,5€5) | TV ec(A)+
tr Kt ;toeieg + 2 ;toeje;-) A”

El momento conjunto bidimensional toma la forma:

Caso s >t

EIXi(0)X;(s)] =

EEX:(1)X;(s)/X(1)]] = EXG@)ELX;(s) /X ()] =

E[Xi(t)X;(t)] exp {Bﬁw +- ] ta”} -
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s—t
E[Xl<t0)Xj(t0)] exp |:Bj6t7s + Taﬂ} exp [Biﬁto,t + Bj@to,t—i_

t—1 t—1
9 Oaii—i- B Oajj—l—(t—tg)aij] .

Por lo tanto la covarianza sera:

Cov[X;(t), X;(s)] =

_to

S t
E[Xl(to)XJ (to)] exp [ijt,s + OCij:| exp |:Bi6t0’t -+ Bjﬂto,s + Qi+

t—t
Toajj +(t— to)%} -

t—to
2

s—t
E[Xz(to)] €Xp |:Bi@to,t + au} E[X] (t())] €xXp |:Bj@to,s -+ —Oa]j} =

2

E[X;(to)X;(to)] exp [Bﬁto,t + Bj(Uss + Uiot) + —Oaii+

2
t—ty+s—1
Cljj <+) +(t—t0)aij} —

t—t s—t
E[Xz(tg)]E[XJ(to)] exp |:Biﬂto,t -+ Bjﬂto,s -+ B Oai,; + ) Oajj] =

t—1t
E[Xz(t())X] (to)] exp |:€;Bﬁto,t + €;B@t075 + T062A61+
S — tg
—€

5 iAej 4 (t — to)e;Aej] -

t—t() S—to

E[Xi(to)|E[X;(to)] exp [e;B%t + e;Bmw + eiAe; + e;.Aej] =

t—t
E[Xi(to) X, (to)] exp {tr (o] + T} B] + tr K Peictt
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S—to

5 eje; + (t — to)eje;») A” —

E[X;(to)|E[X;(to)] exp {tr [(@to,te; + ﬂtO,SGQ)B] +

t—t -t
tr {( 5 Oeie;—l—s 5 Oeje;-) AH

Aplicando las misma propiedades anteriores sobre la traza y de la operaciéon
Vec (tr[CB] = Ved (C)Vec(D) y Vec(B) = TVec(A)), resulta:

Cov[X;(t), X;(s)] =

E[X;(to)X;(to)] exp [Vec’ [(ﬂto,tefi + @to,se;)’} TVec(A)+

t—t s—1t
tr {( 5 Oeel + 5 Oeje;-—l—(t—to)eje;) AH—

E[Xi(to)|E[X;(to)] exp | Ve [<§t07t€; + @0,363)/} TVec(A)+

t—1 —t
tr [( 5 Oeie;—ks 5 Oeje;) A]

La funcion de covarianzas en general serd la interseccién entre los dos caso
anteriores. De tal manera que resulta

Caso general

Cov[X;(t), X;(t)] =

t — 1o
5 eie’-—l—

1

E[X;(to) X;(to)] exp [tr[(%’te; + Tiosey) Bl 4 tr K

s
Toeje;- +(tNs— to)eje;) A” -

t—1 -t
E[X;(to)|E[X;(to)] exp {tr [(Tio,t€} + o s€5) B] + tr [( 5 Oeiel + i 5 Oeje;) AH :

si tomamos como condicién inicial P[X (ty) = 1] = 1, entonces:
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Cov[X;(t), X;(t)] =

t—1t
Ti0T o {exp [tr[(@to,teg + Etovse;)B] +tr [( 5 Oeie;—i—

s—t

Toeje; +(tNs— to)eje;) A” -

t—t — 1
exp [tr[(@to,te; + Tyy,s€;) B] +tr [( 5 Oeie + i 5 Oeje;) AH }

teniendo en cuenta que tr[C'B] = Ved (C)Vec(D) y sabiendo que el Vec(B) =
TVec(A), nos queda;

Cov[X;(t), X;(1)] =

t—t
Ti0T jo {exp [Vec[(@to,te’i + Ty 5€5) | TV ec(A) + tr [( 5 Oeiel+

S—tg
2

eje; +(tNs— to)eje;) A} -

t—1t — 1
exp [Vec [(Dio,0€} + Vios€}) | TVec(A) + tr [( 5 Oeiel + i 5 Oeje;») AH } :

2.3. Estimacién maximo-verosimil de los parame-
tros del proceso

2.3.1.

Los parametros a estimar son 3,I'yA 6 en términos matriciales A y B. El
problema que se presenta es que la matriz B tiene ceros estructurales. Para ob-
viar esta dificultad en el posterior calculo de los estimadores maximo-verosimi-
les, es preciso introducir una matriz paramétrica que no contenga ceros.

Sean:
§a!

Vi
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ﬁla il
A=By)=] @
ﬂka Yk

de tal manera que A contiene todos los parametros no nulos de la matriz B y
no contiene ceros estructurales.

2.3.2.

Es interesante obtener una relaciéon entre las matrices B y A que serd am-
pliamente utilizada en el calculo de los estimadores. Puede probarse que:

k
B =) Ej;AH].

J=1

En efecto:
Vec(B) = (Vef(r)):(é;ik)(§>—
_ (%) Vec(A)
donde

k k
11 0

llamando

queda:

Vec(B) =Y (H; ® Ej;)Vec(A) =Y Vec (Ej;;AH}) = Vec (Z EjjAHJ')

j=1 7j=1

lo que prueba la relacién anterior.

Por otra parte, sea:
I{ 0
= ( 0| D > ’

matriz por cajas de dimensiones (k x k) para las dos de la primera fila y (k% x
k) para las de la segunda fila, y con rango completo por columnas, por lo que:
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T,=(T'T)"'T' =T

y T se puede expresar como:

> Bii | 0 ~(1]0 -
T — i= = E; = H, @ F,,.
( 0 ‘ 22?21 u; @ By Z 0| u @ Ly ;:1 j & Ljj

Jj=1

2.3.3.

El siguiente paso es estimar por méaxima verosimilitud los pardmetros B y
A del proceso.

Para ello se construye la verosimilitud asociada al proceso de difusion, lo
cual se hace, en procesos markovianos, a través de las densidades de transicion.

1.

Se considera observado el proceso por un muestreo discreto, es decir,
observamos el proceso en tiempos ti,ts,...,t, obteniendo la muestra
Xy, Xity, .., Xy, de valores del proceso en dichos tiempos.

El proceso es k-dimensional, por lo tanto, X;,, X3,,..., X}, son vectores
k-dimensionales:

Xti,l
X = :
th‘,k
y se escriben x1,xs,...,x, v en general x,, para o = 1,...,n con x, el

vector k-dimensional de valores observados.

. Se consideran los valores de la densidad de transicién del proceso entre

cada dos tiempos consecutivos, y se supone que, con probabilidad 1, el
valor en ¢; es X;, = x1, es decir:

P[X, =x]|=1;
P[Xy, = 22/ Xy, = 21];
P[Xy, = 23/ X, = x3];

P[Xta = xa/Xtafl = xa—l];

P[th = .Tn/th_l = ‘I'n,l].

36
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La funcion de verosimilitud condicionada toma la forma
L(zy,...,2,/B,A) =
P(Xy =x1] - P[Xy, = 22/ Xy, = 1] - P[Xy, = 0,/ Xy, . = Tpn] =
" -1

a=2

X

k
<H xai> (27T)k/2 (ta - tafl)k/2|A|1/2
=1

1

2to — ta_1) gz —lgza1 — Bva}/A—l gz —lgza1 — Bm} .

exp {—
Nota:
P[X;, = o/ X, , = Ta_1] se obtiene de P[X; = y/X; = x] con t — t,,
5 = ta—1; Y — Ta, T — Ta-1 y ademads Uy = Uga-1 Y Tai €5 la i-ésima

componente de x,,

T1a
Lo =
Tka

La verosimilitud condicionada anterior puede a su vez escribirse asi:

L(zy,...,2,/B,A) =

(2m) 747 [

n [(H xai) (ta _ tal)k/2] %

1
exp |~ [(ta — ta_l)*l/Q(lg To — g0 1) — BUOJIA*1 [(ta — ta_1)71/2(lg To —lgwe_1) — Bva}

siendo v = (tq — ta_1) /*V,, para a = 2,...,n.
Realizando el cambio de variable expuesto en el ver Anexo A.1
c1 = T1;

Zo = (tg — tl)_l/Q(lgIQ — 1g1'1>,

Zn = (tn - tnfl)_l/Q(lg Tp — lg xn71>;
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y aplicando el teorema del cambio de variable:
L(zy,...,x,/B,A) = L(z,...,2,/B, A)

la funcién de verosimilitud resultante, toma la forma:

L(z,...,2,/B,A) =

-1k l)k n

(2m)~ |A|""2 exp [—% Z(za — Bv,) A7 (24 — Bug)

a=2

('n l)k _n—1 ]. - —1 /
@2r)" A" exp —itr;A (20 — Ba) (20 — Bva)

n

('n l)k _n-—1 1 -1 /
2m) Z A" exp —5tr |4 ;(za — Bug) (2 — Bug)
y como
> (20 = Bva) (20 — Bva)' = (Z — Bv)(Z — Bv)
a=2
tomando Z = (z9,...,2,) de dimensién k x (n — 1) y v = (vg,...,v,) de
dimension (k + 1) x (n — 1); resulta:

L(xy,...,2,/B,A) = L(z,...,2,/B,A) =
=1k l)k

(2m)~ ]A]*T exp [—%tr [A™Y(Z — Bv)(Z — Bv)']

El siguiente paso sera diferenciar respecto de los parametros B y A. Para
ello se calcula el diferencial del logaritmo de la funciéon de verosimilitud. El
logaritmo de la funcién de verosimilitud queda:

lg L(zo,...,2,/B,A) =
(n—1)k n—1 1

— S lg(2m) — T lg|A| - 5tr[A7N(Z = Bo)(Z - BvY]

y su diferencial

dlg L(zg,...,2,/B,A) =

n—1

tr[A'(dA)] —%tr [—A™N(dA)A™(Z — Bv)(Z — Bv)'] -

—%tr [—A™"(dB)v(Z — Bv) — A™Y(Z — Bv)v'(dB)'].

Estas expresiones han sido obtenidas aplicando las siguientes reglas de de-
rivacion (desarrolladas en el Anexo A.2):
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1. dalg|A| =tr[A71(dA)].
2. datr[A™(Z — Bv)(Z — Bv)'|=tr[-A"Y(dA)A""(Z — Bv)(Z — Bv)'].
3. dptr[A™Y(Z — Bv)(Z — Bv)'|= tr[- A7 (dB)v(z — Bv)']+

tr[~A™(Z — Bv)v'(dB)'].

Tendremos:
dlg L(za,...,2,/B,A) =

%tr -Al(dA)AI(Z—Bv)(Z—Bv)’—(n—l)Al(dA)} +%tr {Zv(Z—Bv)’Al(dB)} =

tr :A‘l(dA)A‘l [(Z — Bv)(Z — Bv)' — (n— 1)A] } +ir [U(Z—Bv)’A—l(dB)] =
L trCD = trDC
%tr {A‘l [(Z — Bv)(Z — Bv) — (n —1)A] A‘l(dA)} +tr [U(Z—BU)’A—l(dB)] =
L trCD = Ved (C")Vee(D)
%Vec’ [(Al[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]A1)’] dVec(A)+
+Ved {Al(z - Bv)v’] dVec(B) =
%Vec’ {A‘l[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]A‘1] dVec(A)+

+Ved [A_l(Z — Bv)v/} TdVec(A)

ya que Vec(B) = TVec(A), y siendo

Il 0
= (5o

Finalmente el método de méaxima verosimilitud, exige, dlg L = 0, lo que
implica:

seglin se vio anteriormente.

Ved |A7(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]A1} dVec(A) =0
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Ved [A_I(Z — Bv)v’} TdVec(A) =0.

A continuacion se analizan las soluciones de estas ecuaciones. Comenzando
por la segunda de ellas:

Ved [A_l(Z — Bv)v/} T =0;

T'Vec [A_l(Z - Bv)v'} =0;

(H; ® E;j)Vec (A_l(Z - Bv)v’) = 0;

k
j=

1

k
Z Vec [Ejj(Al(Z — Bu)v")H; | = 0;
j=1

Vec [Z Ej;(AN(Z - Bv)v/)Hj- =0;

j=1 .

k k
Z Ej]’Ailz’UlHj = Z E]’inlB’UU,Hj.
7j=1 7j=1

La tultima expresién implica que:

k k
Ell Z E]‘inlz’UlHj = Ell Z E]‘inlB’UU,Hj

J=1 J=1

y s6lo queda el sumando de j=I, por las propiedades de EjF;;. Por tanto
E”A_IZU/Hl = E”A_lBU’UIHl; [ = 1, cee k Yy

Teniendo en cuenta la relacién dada antes entre B y A

k
B = Z En,AH!

n=1
se tiene:

k k
EyA~! (Z E,m> Zv'H, = EyA~" (Z EmAHT’z> wH; l=1,...k
n=1 n=1

lo que implica
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k k
Z wuy A up !, Z0 Hy = Z wu A uu, AH o' Hy;, 1=1,... .k
n=1 n=1
de donde

k k
E a{gEngv’Hl = E aglgElgAHT’lvv’Hl

es decir

a;lE”ZU’Hl == CLEZE”AHZ/UUIHZ
donde Hjvv'H; es 2 x 2 y de rango completo.
Por tanto se verifica:
EUZ’U/HZ(H{UU/Hl)_l = E”A; U;EllZ?)/Hl(HlI’UU/Hl)_l = UEE”A.
De donde se deduce que considerando todos los I =1,... k
k
A=Y EyZvH/(Hvo'H)™
=1
k

AN =" (Hjoo'H) " HvZ' By

1=1
k
Vece(A') =Y [Ey @ (Hjvo'H)) ™ Hjv|Vee(Z').
=1
Es decir, que para anularse la diferencial tiene que cumplirse la relacién
anterior, que es independiente de A (sélo depende de Z y v; y Z depende de
las observaciones y v no depende de los valores aleatorios observados sino de
los factores exégenos). Siendo lo tnico aleatorio el Veec(Z’). Por lo tanto esta
expresion abre la posibilidad de estudiar la distribucién de los estimadores.
En cuanto a la primera ecuacién, se tiene:

Ved {A_l[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]A_1] dVec(A) =0

y al ser dVec(A) # 0, implica sucesivamente que:

A! [(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A] ATl =0;
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AY(Z - Bv)(Z — Bv)A™ — (n — 1)1 | = 0;

(Z — Bv)(Z — Bv)' = (n—1)A;
1
n—1

A=

(Z — Bv)(Z — Bv)'.
En definitiva los estimadores de maxima-verosimilitud calculados son:

1

n—1

.A\:

(Z — Bv)(Z — Bv)'

k
Vec(A') = Z [Eu @ (Hjov'Hy) " Hjv|Vec(Z')
I=1

2.4. Calculo de la matriz de informacion de
Fisher

Para calcular la matriz de informacién de Fisher, el primer paso es calcular
la primera derivada de la funciéon de verosimilitud

dlg(za,...,2,/B,A) =

%tr [(@AA)(Z — Bo)(Z ~ Bv) — (n— DAJA ] 4tr [ A7 @B (Zpv|.

A continuacion calcularemos las segundas derivadas para cada uno de los
sumandos de la primera derivada respecto a los dos parametros.

- Derivada del primer sumando respecto de A

dA%tr [(dA)A—l[(Z ~ Bu)(Z - Bv) — (n — 1)A]A—1} -
%tr (d4)(dA™)[(Z - Bu)(Z — Bv) — (n— 1)A]A7 |+
%tr [(~d) A7 (n — Daa)A~]+

%tr [(dA)A—l[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]A—1(dA)A—1} -

~Lir[(dA) A (@A) A7 e [ (@A) A2~ Bu) (Z-Bo) ~(n-1)4]A].
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- Derivada del segundo sumando respecto de A

datr [A-ldBv(Z - Bu)’} — tr [(dA—l)(dB)U(Z . Bv)’} .
- Derivada del primer sumando respecto de B

dB%tr (@AY A2~ Bo)(Z — BoY — (n— 1) 4]A™]=
1 -1 nA—1
5tr[(dA)A (—(dB)o(Z — Bv)]A~ ]+
Ly [(dA)A—l[—(z . Bv)v/(dB)']A—l} -
2
%tr [(dA‘l)[(dB)v(Z - Bv)’]} —I—%tr [(dA—l)(Z . Bv)v’(dB)’] -

tr [(dA—l)(dB)v(z - Bu)'} .
- Derivada del segundo sumando respecto de B

dtr [A’l(dB)v(Z - Bv)'} — tr [—A*ldBw'(dB)’} .

Por lo tanto la segundo derivada global (unién de todos los términos ante-
riores) resulta:

d*1g(z, ..., 2,/ B, A) =

— L, [(dA)A—l(dA)A—l} +tr[(dA)(dA—l)[(Z—BU)(Z—Bv)'—(n—nA]A—l +

tr [(dA’l)(dB)u(Z — Bu)] - tr[A*I(dB)vv’(dB)’} .
Dada la definicion de la funcién de informacién de fisher

—E[d*1g(za, ..., 2./ B, A)]

y teniendo en cuenta que
E[Z] = Bv

y que
E|(Z — Bv)(Z — Bv)] = (n — 1)A.
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Entonces la funcién de informacién de Fisher seré:

—E[d*1g(za,...,2,/B, A)] =

n—1

tr| (dA) AT (dA) A7 | ~tr | (dA)(dAT)[(n = 1)A = (n — 1)A]A | -

tr|(dA™)(dB)(Z — Bu) | +tr [ A~ (dB)uv'(dB')| =

n —

Ly [(44) A7 (@A) A~ | +tr [ A (@B)ov'(dBY | =

n—1

tr [(dA)A—l(dA)A—l] tr [(dB)’A‘ldva’:

segun la propiedad de la Operacién Vec (ver Anexo A.2), tal que sean Cyq ¥
Dy, dos matrices cualesquiera, entonces, tr(C'D) = Ved (C")Vec(D), queda;

n_
2

y vaquesi Cpxq, Dyxp ¥ Epxr, son tres matrices cualesquiera, entonces Vec(CDE) =
(E'® C)Vec(D),

! Ved ((dA))Vec[A™ (dA)A™ |+Ved ((dB))Vec(A™ (dB)vv')

n —

5 1Vec’((dA)') (A7 ®@ A YVec(dA)+Ved ((dB)') (v’ @ A~ )Vec(dB)=

n—1

[dVec(A)] ‘AT @A™Y [dVec(A)]+[dVec(B)] (o' ® A7) [dVec(B)]

pasando al Vech(A),

n—1

[dVech(A)] ‘DI (A'@A YD), [dVech(A)]+[dVec(B)] (@A™ [dVec(B)]

al ser Vec(B) = TVec(A)

n—1
2

[dVech(A)] Dy (AT @A) Dy [dVech(A) ]+ [dVec(A)] T (v’ @A) T [dVee(A)].

Por lo tanto la matriz de informacién de fisher para los parametros Vech(A)
y Vec(A) es:

(TS i Sy )-
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2.5. Distribuciéon de los estimadores

2.5.1. Distribucién de Z y del Vec(Z)

Sea la funcién de verosimilitud, dada por:

L(z9,...,2,/B,A) =

G P | 1 — 1
(2m)~ |A| "2 exp { 5 Z(za — Buy) A7 (24 — Bva)} =

a=2

(n 1)

(2m)~ |A|7"Z exp {—%(Z — Bv)'A™NZ — Bv)} =

k(n 1)

1
(2m)~ |A|l~ "2 exp {—ﬁtr [(Z — Bv)A™'(Z — Bv)] }
ya que segun las propiedades de la operacién traza, tr(CD) = tr(DC)

k(n 1)

(27)~ |A|—T exp {—%tr [A_l(Z — Bv)(Z — Bv)’} }

y como hemos visto anteriormente, tr(C'D) = Ved (D')Vec(C), tenemos que
la expresion anterior es igual a:

k(n 1)

(2m)~ A" exp {—%Vec’[(Z — Bv)"|Vec[A™(Z — Bv)] }

y ya que si tememos C,xp, ¥ Dyxp; entonces Vec(CD) = (D' ® I,,)Vec(C) =
(I, ® C')Vec(D), resultando:

k(n 1)

(2m)~ \A\’T exp {—%Vec’(Z — Bv)(I,1 ® A YWee(Z — Bv)}

lo cual implica que

Vec(Z) ~» Nn-1)k <Vec(Bv); I, ® A)

por lo tanto

Z, ~ Mn—l)xk (’U/B/; -[n—l X A) .

Para obtener la distribucién del Vec(Z’), se utiliza la relacién de la matriz
permutaciéon (Anexo A.2)

Vec(Z') = I(n_l)’kVeC(Z).
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Resultando que
Vec(Z') ~ Nin- 1)( n—16Vec(Bv); In_1,(lh-1 ® A)Ik,nl)

Vee(Z') ~» Nign-1) (Vec(v'B’); AR In—l)

siguiendo 7 la distribucién

Z o~ ka(n—l) (BU, A X In—l) .

2.5.2. Distribucién del Vec(A')

Sea la expresion del Vec(A)

k
Vec(A') = Z [Ey ® (Hjov'H)) " Hjv|Vec(Z').
=1
Al estar en funcién del Vee(Z'), y conocer su distribucién, se puede calcular
la distribucién del Vec(Z') de la forma

k
Vec(A) ~ Ny (Z (Eu ® (Hjvo'Hy)"Hjv)Vec(v'B') ;

=1

k k
<Z Ey® (Hl’vv’Hl)lHl’v) [A® I,_4] (Z Ey® (Hl’vv’Hl)lHl’v> )

=1 =1
siendo v, ..., v, linealmente independientes.

Aplicando las propiedades del Vec y del producto de Kronecker para tres
matrices cualquiera C,xq, Dgxp ¥ Epxr:

Vec(CDE) = (E'® C)Vec(D);

(Ce®D)FE®F)=CE®DF.
Resulta:

k
Vec(A') v+ Ny (Vec (Z(HZ/UU/HZ)_IHIIU(U/B/)EH> ?

=1

(Z EllA X (H (Y Hl 1]3'/ ) (Z Ell H;UU/HZ)_IHZIU>>

=1

por lo tanto
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k k
VBC(A/> ~ Ngk (V(:’C (Z(HI/UUIHl)_lHlIU(U,B/)E”> ) <Z E”AE” & (H{UU/Hl)_1>) .
=1

=1 =

2.5.3. Distribucién de A

Para obtener la distribucién de A es preciso apoyarse en las siguientes pro-
piedades de la distribuciéon de Wishart y de la distribucién normal matricial:

1. Si Apsm ~ Wi(n;3) y M € RF*™ con rg(M)=k, entonces

MAM' ~ W, (n; MSM').

(ver por ejemplo Gutiérrez and Gonzalez (1991) pag. 146 o Muirhead
(1982) pag. 95, Th. 3.2.11)

2. Si Zyym ~ nXm(O; I, ® Im), entonces
Apsn = 27"~ W, (m; [n).
(ver por ejemplo Srivastava and Khatri (1979) Th 3.2.1)
3. Sea Y ~ Ny (1 0@ %) y C € R™™; D € RP*? y | € R™*4, entonces:

CYD + E ~ Nyxo(CuD + E; C'OC @ DXD).

Nota: Téngase en cuenta, que la notacién utilizada en el enunciado de
estas tres propiedades, es genérica, no coincidiendo con la empleada en
lo que sigue.

A continuacién pasamos a calcular la distribucién de A.

Sea
1

n—1

A= (Z — Bv)(Z — Bv)'

con
Z ~ Nix(n-1) (BU; A® [n71>~

Por lo tanto
(Z = Bv) ~ N (o) (o; A® In_l).

Si notamos A? a la rafz cuadrada definida positiva de A, tal que (A%)2 = A,
con A (kxk) la matriz simétrica definida positiva, del Modelo (ver 2.1, hipdtesis
iii) y aplicando la propiedad tercera, tendremos:
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A73(Z = B) ~ N1 (0; 1, ® I, 1),
Si llamamos U a:
1 1 /
U:/qu—Bm[Aﬁaa—Bm}

y aplicamos la segunda de las propiedades de la distribucién de Wishart, nos
queda:

UWWk<n—1;Ik>.

Ademas por la primera propiedad, resulta:

(e () = et

De esta expresién, podemos obtener facilmente:

N~

1 1 1 11 11
U —— A2 | = A2A72(Z — Bv)(Z — Bv)A 2 Az =
) < — 2) — 2 2( ?))( Q)) 2A2

11@—Bmw—BWZA

(!

n —
llegando a la conclusion de que
- 1
A~ Wy (n—l;—A)
n—1

siendo dependiente de A e independiente de v y B.

2.5.4. Comparacién con el modelo sin ceros

Para el proceso lognormal multidimensional con factor exdgeno sin ceros,
es decir, afectando por igual los factores a todas las componentes, visto en el
Capitulo 1, obtuvimos que (denotamos a la matriz A de este modelo como A)

A= —(z— fpuy(z — fu) =

la cual seguia la distribucion

2Ly — /' (uu') ")

n—1 n—1

R 1

Mientras que en el Modelo con ceros (Capitulo actual), se obtiene:
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n—1

Por lo tanto, en el caso de A, se pierden (q+1) grados de libertad respecto
al Modelo estudiado en el presente Capitulo.

2.6. Contrastes de hipodtesis

Siguiendo la metodologia de Torres (1993) en el Modelo Lognormal Mul-
tivariante con factores exdgenos comunes para todas las variables enddgenas,
y teniendo en cuenta las distribuciones obtenidas en los parrafos precedentes,
para los estimadores en el Modelo propuesto en esta Tesis, pueden establecerse
contrastes de hipétesis analogos a aquellos (ver Seccion 1.5).
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Capitulo 3

Modelo con un vector exégeno
concreto y caso bidimensional

En este Capitulo se desarrolla para el Modelo de Difusién Lognormal Multi-
variante no homogéneo con un vector de factores exdgenos distintos para cada
variable en dos casos particulares.

- Aplicacién del Modelo con un vector exdgeno concreto perteneciente a
un familia de funciones concreta.

- Desarrollo del Modelo bidimensional

3.1. Modelo con un vector exégeno concreto
funcional

A continuacion vamos a trabajar con un vector exégeno formado por dos
familias concretas de funciones, estas son:

on-(3)-(" 2

3.1.1. Calculo de la tendencia y la varianza

Para X; = (Xis, Xas), los momentos de primer orden para ambas variables
exdgenas son:

E[Xz(to)] = T €XpP e;Bﬁto + (t - to)tT[MA}

tomando
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queda como tendencia marginal de X (s)
E[X(s)] =

t—s
zisexp | (B, 0) | [0 =2 | + (t — s)tr[MA]| =

S

St

T1s€Xp {51(?5 —s)+m /St(l - 2t2)e’t2 +(t— s)tr[MA]} =

t —
Z1s €XP [ﬂl (t—s)+m (teftz - SGXP(—32>> + ( S)an}
y la tendencia marginal de X5 (s)

E[X3(s)] =

t—s
T2s €XP (527 07 72) ft(l - 2t2)€_t2 + (t - S)tT[MA} -

s

S
L5 €XP [@(t —8) + o / t 1/t) — (t — s)tr[MA]] —

Tgs €XP {52(25 —5)+ (gt —lgs) — U 8)022} -

Las varianzas son

Var[X;(s)] =
7, [exp 26:1(t — s) + 2m (te_tz — 86_82) +(t— 8)2@11]] —

exp [Qﬁl (t—s)+ 27 (tefl62 —se™) 4 (t— s)au}

para Xi(s), y

Var[Xs(s)] =
T3, [exp [202(t — 8) 4 27 (lgt — 1g s) + (t — $)2ass] } —

exp [Qﬁg(t —5)+2%(gt —lgs) + (t — S)a22i|
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para X(s).
La covarianza toma la expresion:

Cov[X1(s), Xa(s)] =
T1sT2s [exp [%Bﬁsﬂg + (t — 5)711471] —

exp [’Ytis,t + (t - S)tT[M2A]H
y sl
M= (17 0) + (07 1)

resulta

Cov[X1(s), Xa(s)] =

2

T15T2s [eXp |:(61 T B)(t = 8) +mlte™ —se= )+

S t—s
ai; + ags + (t — s)as

let —1
12(lgt —lgs) + 5 5

exp [(51 + G2) + (t — s)’yl(te’tz — se’sz) +vo(lgt —1gs)+

t—sa +t_8a
5 11 5 22| -

3.1.2. Estimacion maximo-verosimil

Sea un muestreo discreto del proceso { Xy, , ..., X}, } enlos instantes {t1, . ..
donde parai=1,...,n,

y tomando como condicion inicial

P[th :xl] =1
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por lo tanto

X — Xy, Xu, -0 Xy, _ X X2 ... X
Xoy Xog, ... Xog, Xor Xop .. Xoy )7

Para a=2,...,n;

Xla
- lg X1 —1g X101 —-1/2 lg X1a-1
Zo = (ta —ta_1) 1/2( = (to —to1)" Y ,
.« lg Xon — 1g Xoq_ @ e X2a
g A2 g X2a-1 lg ij_l
y
toz - 7fac—l
Va = (ta — ta,1)71/2 t eitg —lg—1€ "ot
to
s (72)
y siendo:

g% m 0 yA= [ G @2 )
B2 0 7 Q12 Q22
Los estimadores maximo-verosimiles son:

1

n—1

A=

(Z — Bv)(Z — Bv)';

2

Vec(A) = Z[Eu ® (Hjvo'Hy) "Hp|Vec(Z) = ( A Ag
1=2

donde cada una de las cajas de la matriz anterior toman los siguientes valores:

(tn — t1) toe ™" — e - (t, —t1)
An = —¢2 2 n (taeta—to_ e*ti—l)2 —t2 2 |
tpe th —tje 1 ZQZQ a a-1 t,e 'n —tie” "1

ta—ta—1

Al? = A21 = 02><1a

A, - (tn —t1) g (%) - ( (tn —t1) ) |

gt Y (s(229))" lg (;_1)

a=2
Vec(Z) = Vec Z Zy | =Vec H
a=2

lg ( %2

21

ta—ta—1
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Por lo que el Vec(A) sers:

Aplg (%) Ay
AVH ) Aglg (xA)

x21

Vec(ﬁ) =

3.1.3. Matriz de informacion de Fisher

La matriz de informacién serd la correspondiente a los pardmetros Vech(A)

y Vec(B).

La matriz de informacion toma la siguiente forma:

F = ( T' (v ® AT Ox3 )
O34 ”T’ID;C(A_1 ® A7) Dy, -
Si se desarrolla la matriz F de la forma
Ju Sfiz oo fir
P f‘21 f?2 : f?7
Jn Jr o fum

cada uno de los elementos toma la formas:

22
i = (th —t) —————;
" 11022 — G%Q’

a11
f22 = (t - tl)—'
" 11022 — a%z’

n _ 42 _ 42
f ta€ ta — to—1€ ta-1 92
33 = E 2
to — ta—1 11022 — Q79

a=2

faa = i <lg <t£_a1)>2 ai

2 )
—2 to —ta—1 Q11022 — aio

12
fo=fa=—(tn—t)—
11022 — QYo

_42 2 22
fi3 = fa1 = (tpe™"n — t1e™) —————
11022 — A7q

ty 2 a2
fiu= fu=—1g

5 s
tn—1 a11Q22 — A79

42 _42 a12
foz = fao = —(tpe™ " —t1e™h)—————;
11022 — Gy
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tn \° ai
foa = fao =1g

5 s
ln—1/) @Q11Q22 — Q79

5 s
to—1/ Q11022 — aio

n B B t a
faa= faz = Z(tae B~ ta e tifl) lg ( ) 12

a=2

2
1 a5

frs =
P72 (anag — aly)?

Y

(a%l + a22a11) .

(anam - a%z)z’

fos =(n—1)

n—1 a?
f77 = 2 12
2 (anag — afy)
—Q22021

(allazz - a%g)y

Js6 = fo5 = (n—l)

2
1 ajsy

n J—
f57 - f75 -
2 (a11a2 — afy)?

Y

—a11a12

(anazz - a%)z'

for = fre = (n—1)

3.2. Caso bidimensional con un factor exégeno
distinto para cada variable enddégena

Consideremos a continuacién el caso bidimensional del proceso (k=2). La

funciéon de densidad de transicién del proceso de difusién considerado viene
dada por:

Ply.t/r.5) = [()(@m)(t - )|A12] " eap { T }
Q=(gy—lgz—pB(t—s) ~TG(ts) A (Igy — gz — B(t — s) — TG(t;5))

siendo

B = (041 - %an,az - %am) = (51,52);

cteo) = ([ e, [ 92(7)d7>/;
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Capitulo 3. Modelo con un vector exégeno concreto y caso bidimensional

70
I' =
( 0 7 ) ’
v = (v1;,22)" 5 = (y1,92)
teniendo lgy; lgx; B(t — s) y G(t;s) dimensién (2 x 1); TG(t;s) es ((2x 1) x

(2 x 1)), por lo tanto, (Igy —lgz — B(t — s) —T'G(t; s)) es de dimensién (1 x
2) y A7! es de (2 x 2). Lo que hace que Q sea de dimensién (1 x 2).

Notando

p=en=( 5[5 0)

e ( ot ) |

con B de dimensién (2 x3) y ;5 de (3 x 1).

7
V2

_ _ ([ Bm
A_<ﬂ7,y)_<ﬁ2 ,72)
3.2.1. Calculo de B
Sea el Vec(B) de dimensién (6 x 1) de la forma:

Si llamamos a v = ( ) resultara

B 1 010 O
52 0 1/0 O
_ | m f I |0 ) | O 0|1 O
Vec(B) = 0 = ( 01 | Dy ) =10 olo o Vec(A)
0 0 0[]0 O
72 6x1 0 070 1 6x4

_ o O O

4x2
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2
I2 02><2

= 676 o
(s B) = Lt

10 10
01®( +00®8(1)>=
00 01

1 0 00

0100

0010

0000

0 00O

0001

con e; y ej41 de (3 x 1), y por lo tanto (e1,e;41) de (3 x2) y Ej; de (2 x 2).

Siendo F;; la matriz que tiene un 1 en la posicién jj y 0 en el resto, y

_ B m
A_(ﬁ2 72)

y H; la matriz de dimensién (2 x (241)) formada por la suma desde uno hasta
k de (e1,€j41) con
= (1, O, ey 0)(2+1)><1;

€jr1 = (O, ey 1, Ce ,O)(2+1)><1.

Entonces

2 2
Vece(B) = Z(HJ ® Ejj)Vec(A) = Vec <Z EjjAHJ'-j> ;
i=1 i=1

2
By =} EiAH,

que en este caso particular tienen dimensiones (2 x 2), (2 x 2) y (2 x 3) respec-
tivamente.

Por lo tanto; B sera:

B = EnAH, + EpAH, =

10 51’)/1 1 00 0 0 51’71 100_
00/ s w/)lo1o0)T\o1)\s »)loo1)~
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Capitulo 3. Modelo con un vector exégeno concreto y caso bidimensional

(51 " 0>
fa 0 v )°

3.2.2. Construccion de la verosimilitud

Sean los tiempos {t1, ..., t,} en donde tomamos un muestreo discreto { Xy,, X,, . . .,

Al ser el proceso bidimensional:

_ Xltz‘
Xti - ( XQti )
y por lo tanto X7, X, ..., X, seran cada uno de dimensién (2 x 1).

La funcién de verosimilitud sera de la forma

n -1
L(ml,...,xn/B,A H[ xlaxZQ 27T (t —ta- 1)"’4’1/2] X

1

m |:1g To — lg To—1 — Bﬁa:| A_l |:1g To — 1g To—1 — B@a:|:|

exp [—
llamando

= (ta - ta—l) 1/2_a

= (ta — ta_l)_l/Q(lgIa — lg xa—l)

y aplicando el teorema del cambio de variable (Anexo A.1), resulta:

L(zl,...,zn/B,A) =

1
~3 Z(za — Buy) A" (24 — Buy)

a=2
siendo las dimensiones de (z, — Bv,) (2x 1) y de A™! (2 x 2).

(27)" (" D|A]7 exp

Y siguiendo los mismos pasos que para el caso general se llega a que

2
Vec(A) = Z [Ell ® (HZIUU,HZ)_IH{U} Vec(Z")
=1
donde Ej; es la matriz de (2 x 2) que tiene un 1 en la posicién 1l y cero en el
resto; la matriz H; toma la forma (ey,e;41), con e; = (1,0,0) y ;41 el vector
que tiene un 1 en la posicién 141 y cero en resto (con [ =1,2). Y

to — o
v = (toe - toa—l)l/zﬁa - (ta - ta—1)1/2 ( G(t _tt 11) ) o = 2; 2
o - 3x(n—1)
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Capitulo 3. Modelo con un vector exégeno concreto y caso bidimensional

Z = (Zy. .., Z,) es dimension (2 x (n-1)), por lo tanto Vec(Z) es de di-
mension ((n-1)2 x 1).

Analizando la dimensién de [Ey @ (Hjvv'H;) "' H/v]Vec(Z') resulta ser:

[(2x2)®[(2x3)(B3x (n—1))((n—1)x3)(3x2)] (2 x3)(3x (n—1))]] [(2(n—1)x1)]

(2% 2)® (2% 3)(3%x3)(3x2)] ' [2x (n—1)][(2(n—1) x1)]
(2% 2)® (2% (n—1)][(2(n — 1) x 1)]
4% 2(n — 1)][(2(n — 1) x 1)]
4x1

y el estimador de A, sera:

1

n—1

A:

(Z — Bv)(Z — Bv)'
de dimensidn:
(2x(n=1)=2x3)Bxn-=1)(2xMm-1)=(2x3)3x(n-1))

2x(n—=1)((n—1)x2)
2X2
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Capitulo 4

Estudio de una extension no
homogénea en el Modelo de
Difusién Lognormal
unidimensional y bidimensional

4.1. Estudio de una extension no homogénea
en el Modelo de Difusiéon Lognormal uni-
dimensional.

Sea el Modelo general de un proceso de difusiéon lognormal no homogéneo
en el tiempo con momentos infinitesimales del tipo

A1<$7t) = xQ(m7t)a
Ay(x,t) = 02,0 >0

con factores exégenos que permitan una modificacién en la tendencia.

En este caso se estudia una familia F de procesos de difusién con los si-
guientes momentos infinitesimales:

acx®Lh(t)

R
T+ oon(t) €

Aj(x,t) = xg(t) +

Ay(z,t) = 0x*,0 >0

con g(t) funcién continua y h(t) expresada por:

h(t) = exp {—a{“ 5 Loty /t:g(r)dr}} acR.

61




Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

Estos momentos infinitesimales son utilizados en relacién con los problemas
de primer paso en difusiones no homogéneas introducidos en Gutiérrez et al.

(1997).

4.1.1. Ecuaciones de Kolmogorov

Sea {X(t);to <t < T} un proceso de difusién con los momentos infinitesi-
males anteriores, a partir de las ecuaciones de Kolmogorov para un proceso de
difusion genérico y siendo

p= Plyt/z,5) = PIX(t) = y/X(s) =] 2,y € (R
se determinan las ecuaciones del proceso. Dichas ecuaciones son:

dp _ _diAu(y )p] 1Ay, )],

dt dy 2 dy? ’
(ecuacién adelantada)
dp dp

1
=-A ——-A
ds l(x’s)dw 2 2(2,5)

(ecuacién atrasada).

&p,
dz?’

Resolviendo estas ecuaciones diferenciales se obtiene como probabilidad de
transicién condicionada:

P(y,t/x,s) =

2

1+ yh(t) 1 — [lgy—lgx—f;g(r)dr—i—%(t—s)
exp

L+ 2h(s) y 210 (t — s) 20(t — s)

4.1.2. Estudio de un caso particular

A continuacion se estudia el caso particular en el que la funcién g(t) anterior
pertenece a la familia paramétrica:

g(t) = o+ (1 —2t2)e ",
Los momentos infinitesimales de este proceso son:

acx®h(t)

€ R;
1+ azon(t)

Aq(z,t) = [oz + (1 — 2752)6_1‘/2} T+

Ay(x,t) = o
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

y su funcion de densidad de probabilidad de transicién es:

P(y,t/z,s) =
2 2 2
1+ y°h(t) o [lgy —lgz — Bt —s) —y(te™ —se™” )]

[1+ x2h(s)|y\/2mo(t — s) 20(t — s)
siendo o

f=a- 5
Y a

h(t) = exp {—a (5015 + Ot + vte*ﬁ) } i

Momentos del proceso

A partir de la funcién de densidad del proceso podemos calcular sus mo-
mentos.

El momento de orden p viene determinado por la expresién:

E[XP(t)/ X (tg) = xo] = /xpP[x,t/xo,to]dx =

H;—’fh(m) exp { <p6 + p2%> (t —to) + pvy (te_tz — toe_'%)) } X

[1 + zgh(t) exp { (aﬁ + (2ap + a2)%) (t —to) +ay (te_tz - toe_ts) H :
En el caso de p=1, obtendremos la media del proceso:
E[X()/ X (to) = xo] =

T

H—x—goh(to) exp { <ﬂ + %) (t—to) +7 <t€7t2 — toe*tg)} X

1+ zgh(t) exp {a (ﬁ + (24 a)%) (t —to) +avy (te_tz - toe_t%) H :
Y si tomamos ty = 0, nos queda:
E[X(t)/X(0) = 2o] =

Zo
14§

14 x5h(t) exp {a (ﬁ +(2+ a)%) t+ cwte‘tz}] :

exp { <ﬂ + %) t+ ’yte*tz} X
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

4.1.3. Estimacién maximo-verosimil
Sea un muestreo discreto del proceso (X, Xy, ..., Xy, ) para los instantes

(to,t1,...,t,) y con la condicién inicial P (X;, = x¢) = 1.

La funcién de verosimilitud de este proceso es:

n

Ly(a,0,8,7) = HP[xiati/xi—lati—l] =

=2

. 1+ x¢h(t;)
(2m0) / g <(1 +x?  h(tio1))zi(t — ti—1)1/2> :

2

ﬁ — [lg i —lgwi — Bt —tic1) — ’y(tie*t? . ti_le_thfl)]
exp

=2 20 (t; —ti—1)

tomando logaritmos, queda:

1g(Ln(a,0,5,7)) =

2
1 & [lg ri —lgwi1 — Bt — i) — <tz‘€_t12 - ti—167t3_1>i|

20 i=2 tz - tifl

Si calculamos las derivadas parciales respecto a los parametros, resulta:

dllg L]
da

2 h(tn)

) 1 oo aoty—Bto—ntoe~3] | —2000) ]
1+$%h(tn):| [lgwo CLO't() ﬁto 7t0€ 0:||: )

lg z,, — act,, — Bt, — tne_t%} [
[g Btn = 1+ 22h(to)

d[lg L,,) B
do

n aQtn[ iy h(tn) } Lz, [ zgh(to) } N

20 2 " [14ach(ty)] 270 |14 a8h(to)
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2
1 n [lg XT; — lg Ti1 — 6(@ — ti—l) — ’Y(tie_tlz — ti_le*t?—l)]

I

20% ti =t
dllg L,]
g
z%h(t,,) zih(to) 1 Ty 2 2
—aty | —m |ty |0 2 g () = Bt — to) — 7 (tae R —toe ) |
ot | ey o i) o [ () 30— 0) = (e —10e79)
d(lg L,,) B
dy
_ “h(t,) zih(to)
—at, 2 | _Tnlt\in) 2| 0P
oo | ] oo | 3t

n (tie™ —tiget) g (ﬁ)

ti —ti —

1
o

i=2
denotando:

9 = <a7 0—’ ﬂ7 7)7
_ zphi(tn)
H,(0) = T4 zeh(t,)

_ zgh(to)
1(0) = TF 2ih(l)’

n (tie—tf _ ti_leftf_l) ]g <x$_l1>
E, ., = -
t,x Z t7, _ tifl )

=2

Fi (8, = )
ve(,7) ti —tia

1=2
2
—¢2 12
n (tle t _ti—le tz—l)

= Z ti —ti1

=2
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Si igualamos a cero las derivadas parciales, obtenemos:

A Ig 2, — act, — Bt, — Ytae i H(0) 0-
. lg o — aoty — Bty — ytoe™  Hu(0)

A, no + a’o? [thn(Q) — toH, (9)} —F . (8,7) =0;

AS - ao [thn(e) - tOHl (0):| +ﬂ(tn - tO) +7 (tne_t% - toe_t(%) - lg (ﬂ> = O;

+2

Ay ao [tne*t%Hn(Q) - toe*tfz’Hl(Q)] + 6 [tne*t% — toe” 0} ++G, — B, =0.

De Ay y As obtenemos:

—no + F,.(3,7)

lg (22) = Bltn — to) = Y(tae~ — toe ™)
-n + %Ft,x(ﬁ7 7)

lg (22 ) = Bltn — to) = Y(tae~ — toe ™)

De la ecuacién A; se tiene:

ao =

= a=

_lgzo —aoty — Pty — vtge

H,(0) Hy(6)

Reemplazando H,(f) en las ecuaciones Az y A4, obtendremos:

AL ao |t lg o — agty — fly = Ytee™® —to| H1(0) =
3 "\lgz, — aot, — Bt, — yt,e~th

gz, — aot, — Bt, — Ytneth

lg (ﬁ) - 6(tn - tO) - (tneit% — toeit‘?))

2
A, ao |tee I8 20 — agte = Bty = ytoc t02 — toe 0| Hy(6) =
lg z,, — aot,, — Bt, — yt,e~tn
Et,a: - /6 <tn€7t% - t()eitg) - fyGt

De la expresion de A} se deduce que:

[lg (ﬁ—o) — Bty —to) — 7 (tne‘ti - toe"%ﬂ g
Hy(0) = [1 Tn = A0ty = Pln = t”ein}
1(6) ao [t,1gz0 — tolg z, + Ytot, (e~ — e7%)] ° 7l =T
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con lo que la expresién A toma la forma:

[tne_t% lgxg — toe_tS lg z,, — Btot, (e_t% — e_t‘%)} (lg T, — act, — Bt, — ”ytne_t%> —

[tn lgxg — tolgx, — Btotn (e*ti — eftg)} [Em —-p <tne*t% - toe*t%) — ’yGt} =0

desarrollando estas expresiones, sustituyendo (ao) y desarrollando F; .(53,7) en
la forma:

Ft,x(ﬁ/ﬂ = Kt,x+(tn_t0)ﬁ2+Gt’72_21g <:;_n) ﬁ_zEt,x"i_Q (tne_t% - toe_t%) 57
0
con
n_ g (x_>
Kip=Y —22
" zz:; ti —ti1

Con lo que podremos establecer una relacion entre los estimadores maximo-
verosimiles de los parametros v y o:

o= ’A)/Mt,:r + Nt,r

siendo:
M, ., = ! [(t el —te*t%1w>><
t,x ntnto (e_t%—e_t(z)) n g o 0 gTn
et —toe ) — (t,1 tolg ) Gy |- B
n€ " = lo€ — (tulgzo — tolg w,) Gy —plte
y
N, 1K ! [(t | tol VE; .+
r — T n 18Ty — Tn T
t, o ntto (tne—t% — toe“%) gZo 018 t,

<tne_t% lgxg — 75063_tS lg xn) lg <m—")] )
Lo

Por lo tanto, los estimadores maximo-verosimiles de los parametros estan
relacionados por las expresiones:

o= ’A)/Mt,:r + Nt,m

_ —-n + (’A}/Mt,z + Nt,g:)_lFt,a:(Ba PA)/)
12 (2) — Bt —t0) — 7 (tac & — e )

a
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

4.2. Estudio de una extension no Homogénea
en el Modelo de Difusién Lognormal bidi-
mensional

Sea un proceso de difusion lognormal no homogéneo en el tiempo bidimen-
sional con momentos infinitesimales del tipo:

Aj(z,t) = zq(z,t);

Ay(x,t) = 2'Buz,

con x un vector bidimensional y B una matriz simétrica definida no negativa,
de manera que los factores exégenos permitan una modificaciéon de la tendencia
para adaptarlo a situaciones reales.

4.2.1. Modelo y caracterizacién

Estudiaremos, al igual que en el caso unidimensional, un proceso lognormal
bidimensional, no homogéneo, afectado por una familia de factores exdgenos
especial. Consideraremos una familia F de procesos de difusion que tiene los
siguientes momentos infinitesimales:

T (t) + ab11x8+1h1(t) ablgxoxghz(t)
A1) = 091 Tragha(t)+asha(t) | 1tagha(t)+asha(D)
1 abpoxy ™ ha(t) aba1x2xdha(t) 7

T292(t) + Traghy () 1asha(f)  T+agha()+agha(d)

Ay(z,t) = 2'Bz,

con B matriz de 2 x 2 simétrica, definida no negativa, g;(t),7 = 1,2 funcién
continua y h;(t), i = 1,2 de la forma:

hi(t) = exp {—a {%biit + /t: gi(r)dr}} |

Ecuaciones de Kolmogorov

Sea X(t) = {(Xo(t), Xa(t))';to < t < T} un proceso de difusién con los
momentos infinitesimales anteriores, podemos obtener las ecuaciones de Kol-
mogorov del proceso X(t) a partir de las ecuaciones para el proceso genérico.

Siendo
p= Py t/z,s) = P[X(t) =y/X(s) =a] z,y€(R")

la funcién de densidad de probabilidad de transiciéon, obtenemos:
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2
bijyiy$hy(t)
) d[(ngwwzm)p 2
@:_Z = +lzb.,d(yiyjp).
dt dyz 2 " dyldy] ’

i=1 i,j=1

(ecuacion adelantada)

2 2 9
dp b,-j:l:ix?hj(s) dp 1 d2p
Ty (w@ o ) NS

i=1 j=1
(ecuacion atrasada)
La solucién de estas ecuaciones diferenciales es:

Py, t/x,s) =
L+ yitha(l) + y5hs(1) !

L agh(s) + 25ha(s) (ﬁ[l yi> (27)(t — 5)

1
B2 @ {5 )

con

!/

Q= [lgy—lgw—/:g(r)dr—i—%b(t—s)] B! [lgy—lgm—/:g(r)dr—l—%b(t—s)];

b= (511, 522)/

9(r) = (g1(r), g2(r))’

Demostracién de la ecuaciéon atrasada

Calculamos:

o ()

1
B {‘2@ - s>Q”} -

1
(T ) ne -9

e s s V30 [ (om0 )
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1 1

(ﬁl y) (2m)(t — )| B|1/> o {_m%} +

L+ ytha (1) + y3ha(1) !

1+ aghi(s) + 25ha(s) (]2[ yz) (2m)(t —s

el L

1+ ytha(t) + ysho(t) 1
FEARE AR () r s

o) ] -

1+ yha(t) + y3ha(t) !
1+x%N$+x%ﬂ$(2w>@ﬂ@—@

1
B Uz %)

1

[t i 5] (g(s))/B*1 {lgy —lgz — /:g(r)dr + %b(t - s)} +
1+ yiha(t) + y5ha(t) 1
1+ 28hy(s) + x%ha(s) (12[ yi) (2m)(t— 3)

i=1

1
B Uz %)

4]0 et i o]

t—s

Por otra parte calculamos:

bijriz§h;(s) dp 1< d*p
» _ 2 R it s
Z( zigi( —|—aZ L+ zghy(s) + 5ha(s )) dzx; 2”»2_1 " xdeidxj

a+wm@+%mwmﬁmwmwx%a+wm@+%m@w@mw%@]X
(14 28y (s) + 28ha(s))” (1+ 28hy(s) + 25ha(s))”

(DRI
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

L+ yihi(t) + y3ho(t) 1
L gl (s) ¥ wghals) (121 yz) (2m)(t - 5)

i=1

1
| B|1/2 o {_Q(t - S)Qp} :

[t i S] (9(s)) B~ {lgy —lgw — /stg(r)dr + %b(t — 3)] +

(1 + yihy(t) + yghg(t))azm%“bnh%(s) (1 + yfhi(t) + yghg(t))a%%“bggh%(s)
(1+ @ (s) + 23ha(s))” (14 a5 (s) + aha(s))”

1

(T ) ot

1
B {‘2@ = s>Qp} B

(1+ yfha(t) + y5ha(t))a 1 1
s expd ————Qp ¢ X
(o ainlo) i) (1) 2m) (e - )51 )

{ 1 } (bha") B~ {lgy —lgz — /:g(r)dr - %b(t _ S)} 4

t—s
(1 + yfha(t) + y3ha(t)) a®broxfzghy (s)ha(s) 2 exp {_ 1 0 }_
(et + o) () @oe-gppe X0
(1+ ygha(t) + ysho(t)) b 1

(1+ 2§ (s) + 23has))? <H y) ot — B {_ﬁ@’} '

L i S} (ha®)' B! {1gy —lgz — /:g(r)dr + %b(t — 5)} +

1 (1+yiha(t) + ysha(t)) ala — 1) (x§ha(s)bur + 25ha(s)bas) "
2 (1 + 28hi(s) + x%hz(s))Q

(DRI
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

L+ yiha(t) + y3ha(t) !
1+ aghi(s) + 23ha(s) (ﬁ y) (2m)(t — s)

| B|V/2 o {_ﬁ%} [ﬁ%] +

L+ yihi(t) + ysho(t) 1
L+ 2 (s) + 25ha(s) (ﬁ yz) (27)(t — s)

1

{ 1 } %(b)’B‘l [1gy gz — /:g(r)dwr %b(t— 8)] +

t—s

L+ yihi(t) + y3ho(t) 1
L gl (s) ¥ aghas) (ﬁ %) (2m)(t - 5)

1
| B|1/2 o {_2(t - S)Qp} -

(1 + yfha(t) + y5ha(t)) a®broagaghy (s)ha(s) 2 exp {_ 1 ) } _
(14 ot (s) + 8ha(5)’ (1) eme—spp LA

(1+ i (t) + ysha(t)) a3 *br b3 (s) n (1+ g (t) + ysha(t)) a* 3 byshi (s) o
(1 + aghi(s) + 25hy(s))” (1+ 2ghi(s) + x%hz(s))?’

(DRI

(1 +yih(t) + y3ha(t))a 1 1
573 exp§ — Qp
(1+ ahu(s) + a3has) (nyi) @)t — )| B2 p{ =2 }

[t i S] (bha®)' B! [lgy —lgx — /:g(r)dr n %b(t _ S)} n

(L+ yiha(t) + yha(t)) abry 1 |
73 expl ————Q, b
(e atin(e) o)™ (T n)e - o)1) o)

i=1
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

[ 1 ] (hz®) B~ [lgy—lgx — /Stg(r)dTJr %b(t— 5)} =

t—s

(1-+-y%h1(t>-+-y5he(t>)ax3h4(s>gl(s>_+ (1-+-yth(t>-+-y%hg(t>)ax3ha(s>gg(s>] y
(1 + gha(s) + 2gha(s))” (1 + gha(s) + 2gha(s))”

1
(Tn) 2o =)

1
| B|1/2 =P {_MQ”} -

L+ yih(t) + ysha(t) 1
HRA AR (1) - )

i=1

1
| B|1/2 P {_me} -

[ ! ] (g9(s))' B~ {lgy —lgz — /Stg(f)dr+ %b(t - S)} +

t—s

1 (1+yiha(t) + ysha(t)) ala — 1) (x§ha(s)bu + 25ha(s)bas) "
2 (1+ 2ghi(s) + 90‘21]22(5))2

(f[l yi) (ZW;(t _ )| B2 P {_2(%_3)%} B

1

L+ yih (1) + ysh(t) 1 !
|my2“p{‘2@—sf%}[2@—8VQ4‘F

1+$Wh@>+$y”“)C§yO(mﬂ@—8)

L+ yihi(t) + y5ho(t) 1
1+w%d$+x%ﬂﬁ(ﬁ%)@m@—ﬂ

1
| B|1/2 =P {_MQP} .

o o ]

t—s

14 yiha(t) + ysho(t) 1
1+x%N@+x%ﬂ$(ﬁyO<%xt—@

1
)
U

_dp
~ ds
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

con

bha = (bi1hi(s)xg; bazha(s)z5)',
b= (b11,b22)

ha® = (hi(s)xg; ha(s)xs)'.

4.2.2. Estudio de un caso particular
Supondremos que la funcién g;(t) pertenece a una familia paramétrica del
tipo:
g(t) = a; + (1 =29 i=1,2.

Este caso tiene especial interés para relacionar las difusiones lognormales
con los tiempos de primer paso.

Los momentos infinitesimales del proceso lognormal no homogéneo afectado
por esta familia son:

B 2\ —¢2 ab11m8+lh1(t) ablzxoxghz(t)
A (.’I} t) o Zo (al + 71(1 2t )6 )+1+z8h1(t)+zgh2(t) 14+ hy (t)+x5h2(t)
1\ - ab22x3+1h2 (t) abo1xoxha(t) ’

2\ ,—t?
a0z + 72(1 = 2t%)e )+1+x8h1(t)+xgh2(t) 12§ ha(t)+a3ha (D)

b1 b
Moo = o) (32 72 ) (20) =o'

y suponiendo que by = by = 0, resulta:

42 abp1adttha(t
Ay(o.t) = Zg (041 +71(1 — 2t%)e! )+—1+$81}11(%)T$Jé‘(hi(t)
VT —t2 abaoxa ™t ho(t )

T2 (a2 T 72(1 o 2t2)€ ' >+1+m82;1(2t)+x§(hi(t)

b 0 x
Ag(y,t) = (yl??b) ( (1)1 bos ) ( 1’(2) ) (bn,bzz > 0)7
y la funciéon de densidad de probabilidad transicién es:
Py, t/x,s) =
1+ yiha(t) + yaho(t) 1

1
1+x8h1(8)+$%h2<8) ( |B|1/2 exp{_Q(t_S)Qp}

M) e =)

con
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

Qp = [lgy —lgz —p(t—s)—~ (te*tz — sefszﬂl X

B! [lgy —lgz —pt—s)—~ <t6_t2 — se‘szﬂ

donde
v =(1;72)"
. b bas \’
B = (51%52) = (041 - %;042 - %) ;
b= (bn;bzz))/
y

hl(t) = exp {—CL <gb“t + th + ’yite_t2> } 9 = 1, 2.

Momentos del proceso

El momento de orden p es:

EIXT/Xi(to) = o})] =

p
X1 gbn ( 2 —tz)}
L4 2% hy(to) + x4 ha(to) xXp { (pﬁ p ) ( 0) +pvi (te 0€

1+ 2% hy(t) + 2 hi(t) exp { (a@' (2ap + a )62 ) (t —to) +a < - toeftg) H

i,j=1,2.
Si p=1, obtendremos la media del proceso:

Ti1 2 2
1 t - t + i — t 0 X
T afhn(lo) + @ihalte) { (ﬂ ) (8= t0) +3 (1™ = toe™) }

[1 + 2% () + 2% ha(E) exp { <aﬁi (2a+a )b2 ) (t —to) + av; ( - _ toe_tg> H

y si consideramos ty = 0, queda:

E[X;/X;(0) = z4] = L {(5 ) b ute” }

1+ 24 + 2%,

{1—#96 h()—l—xflhi(t)exp{(aﬁi (2a+a)b2)t+a%te ZH

Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sanchez 75



Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

4.2.3. Estimacion maximo-verosimil de los parametros

Sea un muestreo discreto del proceso (Xyy, X4, .-, Xs,) en los instantes
(t07t07 s 7tn) con Xti = (XtilthiQ)/) Ty, = (-TtilaxtiQ)/ y P[Xto = ‘TU] =1

La funcién de verosimilitud asociada al proceso sigue la siguiente expresion:

Ln(a7 g, 67 r)/) = H P[xu ti/$i—1a ti—l] ==
=2
n 1 a
(27T>—n|B|—1/2H +leh1( )+‘T12h2(t;) >
=2\ [+ af g ha(tion) + 2 pho(tin)] [T @i(te — tioa)
j=1
Hexp S [lg ri —1gmio1 — Bt — i) — (tieft? - ti—1€7t§‘1>}/ X
: 2(t; — ti1)

B! [L@; x; —1gwi — Bty —ticg) — <tieitZZ N tifleit?_l)] } ’

Tomando logaritmos, resulta:

lgL,(a,0,0,7) =

1+x?ﬂhl( )‘f’anhQ } o

n
—nlg(2m)— g | B+ lg (i (ti—t;

=1 i=

2560

=2 z

{ [lg z —1gwig — Bt —tica) — (tz‘e_tlz - ti—1€_t§*1>} X

zfl

n 14 29, hy () + 2%ha ()] o=
—nlg(2n)—=lg|B|+1 nl n2 =0 lglay(ti—tie
nlg(2m) 2 B|BI+le {1+x(1l1h1< )+$12h2 i=1 i=2 ¢ x] 1)}

1 1
2(t; — ti—1) biibay

3 2
{bu [Ig Ti1 — lg Xi—11 — 51(@; - ti—l) - N <ti€ - ti—leftlz‘l)} +

=2
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

3 2
b22 [lg T2 — lg Ti—12 — ﬁ?(t’b - ti_l) — 2 <tle tg o ti_le_tg_l>:| } .

Las derivadas primeras del logaritmo de la funcién de verosimilitud, son:

da
e | mha(tn) '
1 L b tn— tn— tn t%i| xnl 1\lin
[g$ 1 — abyy b1 Y1iln€ _1—|—xfﬂh1(tn) +x%2h2(tn)_ +

2] Toho(tn)

n J—

J _1 + I%lhl (tn) -+ I’gﬂhg(tn)_

[lg Tn2 — ab22tn - BQtn - f}/Qtnei

a0 T ha (o)
Ig 211 — abuty — Bito — yitoe ™0 i N
|:g£1311 abiity — Bito — mtoe 11 +(L"1L1h1<t0) +-7;‘112h2(t0)
i @ ha (to)
1 —bt—t—tﬂ ") |
[gxlg a02210 62 0 Y2to€ 1+ xflllhl(to) + x(i’QhQ(tO) ,
dlg L, _
by
_aztn { x% hy(t,) } a*to [ 1, ha (o) ]
2 [ 142l h(tn) + xloho(ty) 2 |1+ afha(to) + 295k (to)
n + 1 < [lg Ty —lgxin — Bi(to —tic) — (tieitlz - tifle_til)f.
dbyy

_(Z2tn |: $?Lzh2(tn) :| n a2t0 |: Qf‘fzhg(to)
2 1 + .Z'Zlhl(tn) + l’zzhg(tn) 2 1 + chﬁhl (to) + .Z’LllQhQ(t())

n 2

L 1 Z g — g zi1z — Balty — tio1) — Yaltie™ — ti—1€_t§*l)] )
2b22 2b%2 tz - ti—l 7

=2
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

dligL,
dfp

—at, [ ziha(tn) ] + aty [ 5l (to) ] +
1+ 2% hy(t,) + 2% ho(ty,) 1+ 2§, hy(to) + 255ha(to)

1 n _ _
5 [lg (ﬂ) = Bi(tn —to) = m <tn€ B — toe tg)] ;
11 T11

dlgL,
>

—at, [ Thoha(tn) ] + aty [ 2iyha(to) ] +
1 + m%lhl (tn) + xZth(tn) 1 + .fclllhl(to) + $(112h2(t0)

1 n _ _
. [lg (E> — Ba(tn — to) — 72 (tne - toe tg)} ;
22 T12

dlgL,
dm
_ e h (tn) _42 x¢ hl(to)
—at,e [ Tn1 1 ] + atge " [ 1 +
1 + $21h1 (tn) -+ x%2h2<tn) 0 1 + $%1h1<t0> + $C1L2h2<t0)

1 | <& (tieftlz - tz‘f1€_t§*1) Ig (—wlell) , , n (tie*tz2 — tile_tzzl)2
Z — b <tn€7t” - toeft") -MN Z
i=1

b1 P ti —ti1 ti —ti1
dligL,
dyz
_ a hg(t ) 42 x¢ hg(tg)
_at,e t2 [ L2 n T atgeth 12 i
1+ 2% hy(tn) + 2%ho(t,) 0 1+ 2% hy (to) + 2%ha(to)

2
1 - (tie_tg - tiﬂe—ﬁ*l) lg (ﬁ) ) ) n <ti€_t12 — tz‘f1€_t?71)
. — — [ <tn€7t" - t0€7t°> — 72
bao t; — 11 Z b —ti1

=2 i=1

Denotando:
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

‘91 - <(l, bll,ﬁl,r)/l),
‘92 = (a'a b227ﬁ?a72)7

x? hl(tn)
H,(0,) = ol ,
( 1) 1 + x%lhl (tn) + I’Zzhg(tn)
x® hg(tn)
Hn 0,) = n2 \
(02) = 17 2% by () + 2%5ho(t,)
xe h1<t0)
Hi(6)) = i :
1) =17 21 hy (to) + 285ha(to)
¥ ho(t
Hl(eg) o 12 2( 0)

1+ a8 ha(to) + 2950 (to)

i=9 tz - ti—l
n (t el —ti_qje 12—1) lg <x$l212>
Ei ., = —
b2 P ti —ti1

2
n [lg Ti1 — lg Ti—11 — 51(751' - tz’—l) - TN (tie_tlz - ti—leftg‘l)}

Flrao(Brsm) = t—t, )
2 1—

\V]

1=

2
n {1g Tig — 18 Ti10 — Po(ti — tic1) — 72 (tieftlz — ti—1€_t§*1)}

Ft,x2(52772) = t: — ¢ ’

i—2 i i—1

2
n (tie_t’bz — ti_167t12_1>
Gy
ti —ti 1

=2

Si igualamos las derivadas parciales a cero, obtenemos:

Ar: Hy(0) {lg xnl_ablltn_ﬂltn_%tneti] +H,(02) [lg wn2—ab22tn—ﬂ2tn—72tnet%] —

H,(61) {lg $11—ab11tn—ﬂ1to—’71to€%} —H,(6:) {1g xn—abzgto—ﬁzto—’moe%} =0;
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A2 : Hn(el) [aztn] _Hl ((91) [GQto] +£ - —E@O(Bl’ 71) = O;
b1y biy

E, ,
Ag : Hn(eg) [a2tn] —H1 (02) [a2t0]+£ — M — 07
b22 b22

b1 T11

Mg Ho(60r)[at,] —Hy(0)) [ate] - {lg (E) — Bty —to) — ™ (tne—ti - toe_t%>] = 0;

As: Hy(6)[at,] —H(62) [ato] —bi {lg <@> — Bo(tn — to) — 7 (tne*ti - toet3>] ~0;

22 T12

Ag:  abiy |tae B HL(8)) — toe~ B H,(0)] +5, (tne*t% _ tge’t%)—let—Emo —0;

Ay abs |tne ™ H,y(8s) — toe B H (6s) |45 (tne—ti - toe‘%)ﬂth—Emz = 0;

De A, obtenemos:

—nbiy + Fi 2o (B1,71)

lg (22) = Biltn — to) = 71 (tne ™t — toe ™)
. 1 —nbi1 + Fia0(B1,m)

= 011 = — ’

g <;_Zi> — Bi(tn — to) — 71 (tne™ — tOe_t%)

Equivalentemente, de A5 obtendremos:

C(,bll =

—nbay + Fy 1, (52, 72)
lg (222) = Bultn — to) = 7 (tne ™t — toe )

s by = 1 —nba + Fi 4, (02, 72)

g (22) = Bolt — to) = 72 (tae~"% — toe %)

De la ecuacion A, tenemos:

G,bgg =

n 11 T11

H(0) = o {H1<01>ato - [lg (ﬂ) = Biltn = to) = (tue ™ - toe@] } .

Reemplazando esta expresion de H,(6;) en la ecuacion Ag:
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

[lg (%) - 61 (tn — to) - (tne—t% _ toe_t%)j| e_t%
H - i
1(01) atObll (e—t% _ 67%)

—t% o —¢2
b <tne foe 0) Gy Et

atobry (e~ — e*’%) atoby, (et — eftS) atobyy (e~ — eftg) :

Insertando la expresiéon de Hq(6,) en la de H,(6,), resulta:

atnbn

[lg (%) - ﬂl (tn — to) -M (tne—t% o toe_t%)j| e_t%

atnbn (G_t% — 6716(2))

,t% _ 7t2
b (tnf? toe 0) G Fo

at,biy (e*t% — e_tg) at,biy (e*t% — e‘t%) at,biy (e*t% — 6_%).

Realizando las misma metodologia para As y Az, obtendremos las expre-
siones de Hy(63) y H,(6>):

lg (222) — Ba(tn — to) — 72 (tne ™ — toe ™% ) | e~
Hy(0y) = — _

atobgg (eft% — e_tg)

,t% - 7t2
“ (tne o 0) . 712Gy Ei .,

atobyy (e~ —e7%)  atobay (e7h — %) atoby (e — e B)

%) — Ba(tn —to) — 2 (tneft% — toeft%)}

atnbgg

A L

[lg (%) - ﬁ?(tn — to) — s <tn67t% _ toeit%)} eft%

atnb22 (e_t% — e*tg)

—t% _ 42
be <tn€ o 0) 12 Gy Ei .,

atnboo (e*t% — e_tg) a at,bo (e*t% - e‘t%) at,boo (e*t% - e‘tO) '
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Insertando estas cuatro expresiones en A;, obtenemos:

1 1 Tl 2 2
— < —lg | == | = Bi(t, —to) — (tn ¢ —to> -
abiy {tn {g (3511) Al 0) =71 (e 0

e ta o [ FnL Byt — to) (t -z, 7%)
— - n - - ne "= € -
tn (67"‘% — 6_%) & T11 ! 0 m 0

—t% _ —¢2
ot ) S E——— (tg a1 = Bity — atne ™) -
tn (e_tn — e*tczj) tn (e—t% _ e*tg) tn (e_t% o e,t%) gTn1 1in Y1iln

1 e_t% Tnl 2 2
— lg (| == | — Bi(tn —to) — (tne*tn —t eto>] —
abi1 { to (67"'% — e_t%) |: & <l’11> ﬂl( 0> m 0

01 <tn€_t% — toe_t5> G B
TGt t,xo (1 —t2>
_ — Bt — ~tae"t
to (717 — e’tg) to (e — e*tc%) * to (717 — e*tg) gz = Filo = miloe *
1 (1 .
—< —|lg ) Ba(tn —to) — 72 (tne_t% - toe_t%> -
abys |t T12

e Tn2 42 42

—t2 _ 4 —t3
B2 (tne toe 0) B 12 Gy 4 Et o, <1 T — Baty, — Yot eit%) B
tn (e‘t% — e—t%) tn (e_t% — e‘tg) tn (e—t% — e—’%) & Tn2 2in = T2ln

1 eft% Tn2 2 2
— lg | == ) — Bolty, —to) — (tne_t” —t e—to)] —
abgg { () (e—t% — eftg) |: & (l’lg) /82( 0) " 0

—t2 _ 4 —t3
62 (tne toe 0) ’}/QGt Et7x2

to (€7t% — €_t(2J) B to (e*t% — e_t%) * to (e*t% —e

_42
2 (13; z12 — Pato — Y2loe t°> =
°)
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

Inl) _ — _ —t2 13 T2\ _ B 2, g
|:1g (./L'll) ﬂl(tn tO) 7 (tne toe 0>:| + |:1g ($12) ﬂ2<tn t()) Y2 (tne toe O>:|

Si denotamos:

Ar(Brm) = {Ig <@) — Bultn —to) —m (tne*t% - toe%)] ;

T11

As(B2,72) = {lg (%) — Bo(tn — to) — 72 (tne—t% _ toe—tg)} :

12

_42 _ 42
G_t% ﬁl <tn€ th — toe to)

tn (e—t% — e*tg)

B, (Br,m) = %Al(ﬁlw) -

n tn

Y G E'7 _42
— 21 L — 2 -+ — 2t 0 — 2 <1g Tpl — ﬁltn - f}/ltne tn) ;
tn (e h —e to) t,, (e th — e to)

B ﬁ e—t% 4 61 (tne_t% - toe_t%>
1(B1,m) = _to (e—ti — 67%) 1(Bin) — W (e—t% - e*'%) —
1Gy B 2

] <lg x11 — Bito — ’Yltoe_tg) ;

to (e—t% — e"%) to (e—t% — e"%)

e—t% ,82 (tne*t% — toeit%)
Ay (ﬁﬂQ) - -

Balfo, ) = | - Aal) —

42 _42 2
n tn(e tn—etO)

tn (7% — %)

] (lg Tn2 — ﬁQtn - ’VZtne_t%) ;

tn (7 — e*tg) tn (e7t — e*’%)

ot B (tne’ti - toe’tg)
Bi(B2,72) = _to (e*t% — e_t(z)) Aa(Bary2) — . (e*t% — e—té) -
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’}/QGt Eta:z ( —t2>
: lg 219 — Poty — Yotoe 0 ),
to (e—t% _ e*ts) to (e—t% _ e%)] g x12 — Pato — 72to
tenemos:
L B(Bi) — —— By(8i1) + ——Ba(Ba) — ——B1 (B) =
by n\P171 by 1{P1N aby n\P272 by 1\P272) =

A1 (Bim) + Az(B272)

y sustituyendo las expresiones de by; y bos, queda:

aAy(Biy) +n
-F;S,:z:o (6171)

aAs(Bay2) + 1

[Bn(ﬁl’h) — B (5171)] + Fy 2y (B22)

|Bu(Ba12) = By(Bra) | =

a [z‘h(ﬂl’}’l) + A2(52’Y2)]~

Si denotamos:

L) = 2 [ ) = Ba(i)]
Ly (Bay2) = % [Bn(ﬂz’h) - Bl(ﬁz’h)};

Lio(B1710272) = A1(Bim1) + Aa(Ba2);

Hy(Bim) = Bn(ﬁ};Zl) (_ﬁf;lgﬁlfm;
B, - B
Hy(B2y2) = (622> (527125@72).

obteniendo el estimador de maxima-verosimilitud del pardmetro a:

n {Hl (6141) + H2(5A2%)}
FlQ(/él;)/IBZ;)\/Q) - Fl(BlfA}/l) - FQ(BQ&Z)

4 —
Si llamamos
v (BﬂﬁQ%) = [Hl (Bl%) + Hj (32%” ;

@ (Minfhie) = iz (BinBia) = Tu (Bi3n) = T2 (%)
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Capitulo 4. Estudio de una extension no homogénea

e insertamos la estimacién de a en las expresiones de by; y boo, tenemos:

by = Fi <ﬂ171> 7152’72) (n‘If (51’?152’72) X

(5
[lg (%) — Bi(ta —to) —m <tn6 —toe tg)} +n¥ (Bl%@%))_l ;

b22 =Fia, <52’Y2> P ’7152’)’2) (n‘p (Bl’%ﬁﬂz) X

(5
{lg (Zﬁ) Ba(tn — to) — 72 <tn€ _t‘%ﬂ +nW¥ <Bl”7152’3’2>)

-1
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Capitulo 5

Modelo Lognormal
bidimensional con factores
exogenos distintos para cada
proceso componente: El
Producto Interior Bruto y el
Precio de la Vivienda en Espana

Se desarrolla aqui un ejemplo de aplicacién real, original, sobre procesos de
difusiéon multidimensionales de crecimiento, no homogéneos con factores exoge-
nos afectando sus tendencias y segiin el modelo estudiado en el Capitulo 2 de
esta Tesis.

Aparte del interés préactico socio-econémico del caso, se obtienen las carac-
teristicas bésicas del modelo descrito en el Capitulo 2, y se muestra cémo se
alteran, respecto al modelo del Capitulo 1, los estimadores de parametros, las
funciones tendencias y de covarianzas, etc.

5.1. Introducciéon: Problema real considerado

5.1.1.

En este capitulo, se desarrolla un ejemplo de aplicacién con datos reales,
del modelo estudiado en el Capitulo 2 de esta Tesis. Consiste en el ajuste de
una difusién lognormal bivariante con dos factores exégenos (uno para cada
variable endégena considerada) y tiene un doble objetivo:
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1. Ajustar el modelo, estimando, en base a un muestreo discreto, equidis-
tante y con factores exégenos dados por los incrementos relativos de dos
variables ex6genas, las distintas caracteristicas del modelo (tendencias
condicionadas y no condicionadas; funcién de varianzas-covarianzas y
correlacion; etc) basadas en las estimaciones méximo-verosimiles de los
parametros que intervienen en dicho modelo.

2. Realizar una comparacion entre los resultados obtenidos con el modelo
con factores exdgenos comunes, Capitulo 1, y los correspondientes resul-
tados obtenidos segtin el modelo descrito en el Capitulo 2 precedente.

5.1.2.

Las variables endégenas consideradas son:
- Xi(t): Producto Interior Bruto en Espana, en el tiempo t.
- X5(t): Precio de la Vivienda Nueva en Espana, en el tiempo t.

Se han seleccionado estas dos variables, por el interés que tiene el estudio
de su comportamiento y de la prediccion a corto y medio plazo de su evolucién,
todo ello en el contexto econémico y social de Espana en las ultimas décadas y
muy especialmente por el gran interés actual que tiene el estudio del precio de
la vivienda en Espafa, que constituye hoy en dia un grave problema de amplias
repercusiones en el marco macroeconémico.

Cada variable endégena que consideramos ha sido estudiada marginalmen-
te, desde el punto de vista de su modelizacién por proceso de difusiéon univa-
riantes de crecimiento (lognormal, Gompertz).

En particular la variable X;(¢) ha sido analizada en el periodo [1971-1994]
en Gutiérrez, Romén, and Torres (1999), en donde se modeliza, mediante una
difusién lognormal univariante con factores exdgenos, su evolucién y la pre-
diccién a medio plazo correspondiente. Los factores exdgenos seleccionados en
dicho trabajo fueron el “Gasto del Consumidor” y “Gross Domestic Fixed Ca-
pital”, que son utilizados a través de sus incrementos relativos para los ajustes
del citado modelo.

Posteriormente, Gutiérrez et al. (2003b) ampliaron el estudio para la evolu-
cién del Producto Interior Bruto de Espana al periodo [1970-2001], utilizando
un modelo lognormal univariante con los mismos factores exdgenos antes indi-
cados y utilizando, ademas, otros perfeccionamientos en cuanto a los métodos
de estimacién de pardmetros (consideracion de estimadores U.M.V.U.)
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Por otra parte, la variable endégena X,(t), Precio de la Vivienda Nueva
en Espana, también ha sido considerada marginalmente en Gutiérrez et al.
(2005a) y en Gutiérrez et al. (2003a). En este trabajo se ajusta, sobre el perio-
do [1976-2001], la variable “Precio de la Vivienda Nueva en Espana”, ajustando
un modelo de difusion Gompertz univariante, con factores exégenos, en base
a un muestreo discreto y con estimacién méaximo-verosimil. Los tres factores
exégenos utilizados fueron el “Producto Interior Bruto”, la “Tasa de Interés
Oficial” y el “Indice de Precios al Consumo”. Las predicciones en base a las ten-
dencias con y sin condicionar resultan ser muy ajustadas a los datos observados.

5.1.3.

En el presente estudio consideramos, conjuntamente, ambas variables X (t)
y Xo(t), modelizandolas mediante un proceso lognormal bivariante y conside-
rando dos factores exdgenos, uno para cada variable. De entre el conjunto de
factores exégenos utilizados en los trabajos citados anteriormente, hemos se-
leccionado los siguientes:

1. Para X;(t), el factor “Gross Domestic Fixed Capital Formation” (uno
de los considerados para Xi(¢) en el trabajo citado de Gutiérrez et al.
(2003b)).

2. Para X5(t), el factor “Tasa de Interés Bancario” (uno de los considerados
para X5 (t) en el trabajo citado de Gutiérrez et al. (2005a)).

Los datos considerados son los correspondientes al periodo [1976-2001]

5.2. Resultados

A continuacién resumimos los resultados més significativos obtenidos al
ajustar el modelo, incluyendo las comparaciones entre este Modelo y el Modelo
precedente descrito en el Capitulo 1

5.2.1. Comparacion de las estimaciones de los parame-
tros correspondientes a ambos modelos

Si realizamos la comparacion de los estimadores obtenidos para el ajuste
lognormal bidimensional de las dos variables consideradas, segin los factores
exdgenos sean comunes o no, resultan los diferentes estimadores:

1. Modelo con factores exégenos comunes.
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La matriz Beta es:

5= Bi oy vz ) _ (—0,0123603838 0,0003652872 0,0520375067
S \f2 21 a2 /) \ 0,0891949068  0,0001439747 0,2016580652

mientras que la matriz A resulta:

A 0,0001964752 0,0005000811
~ \0,0005000811 0,0073785513

2. Modelo con factores exdgenos distintos.

La matriz de los Beta es:
_ Br v Mz -
3= -
B Yo1 V22

0,0182187626041909 0,198221476033676 0
0,102331214572121 0 0,209954608495526

la matriz A es:

A 0,000130566414571673 0,000239216221985595
~10,000239216221985595  0,00699895039547952

5.2.2. Comparacién de las funciones tendencias con y
sin condicionar ajustadas

La Tabla 5.1 muestra las tendencias marginales condicionadas estimadas
(ECTF), para las variables X(t) y Xa(t), para el modelo lognormal con fac-
tores exogenos iguales para ambas variables. En la Tabla 5.2 se muestran las
tendencias marginales estimadas y las tendencias marginales condicionadas es-
timadas (ETF y ECTF) para el modelo propuesto en esta Tesis (modelo log-
normal con factores distintos para cada una de las variables).

Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran las tendencias estimadas condicionadas con
factores exégenos comunes, para las variables X;(t) y X»(t). Las Figuras 5.3
y 5.4 muestran las tendencias estimadas sin condicionar, para las variables
Producto Interior Bruto y Precio de la Vivienda con factores exégenos distintos
para cada variable. Finalmente las Figuras 5.5 y 5.6 muestran, para las mismas
variables las tendencias estimadas condicionadas segin nuestro modelo.
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5.2.3. Conclusiones

- De los ajustes realizados con ambos modelos bidimensionales puede con-
cluirse que el modelo sin factores comunes mejora los ajustes y las pre-
dicciones marginales de ambas variables, realizados con las funciones ten-
dencia marginales (condicionada y no condicionada), respecto del modelo
con factores comunes; esta mejora es mas patente, en el caso de la varia-
ble X5(t) y con tendencias condicionadas. Ver al respecto las Figuras 5.5
vy 5.6 en relacién con las Figuras 5.1 y 5.2.

- Por otro lado destacamos el hecho comprobado de que los valores de la
Funcion de Correlacién en cada instante t, entre los dos procesos consi-
derados, toma para los valores de t correspondientes a los anos sucesivos
1976-2001, valores comprendidos en el intervalo (0,27 — 0,32). La fun-
cién correlacién citada p; o(t) ha sido calculada mediante las expresiones
obtenidas en el Capitulo 2.2.3 de esta Tesis para las funciones Varianzas-
Covarianzas. Notese que los mencionados valores son bastante estables en
el periodo [1976-2001] considerado, y medio-bajos, lo que confirmaria con
el Modelo Lognormal sin factores comunes utilizado en el ajuste, la re-
lativa medio-baja correlacion entre las dos variables econémicas conside-
radas, hipotesis que desde otros puntos de vista econémicos, es sostenida
por los analistas del problema, que defienden que el sostenido aumento
del Precio de la Vivienda Nueva en Espana esta mas correlacionado con
otras variables (Precio del Suelo, Interés Hipotecario, Deducciones por
Compra de Vivienda, etc) que con el incremento del PIB en Espana en
el mismo periodo.

- Finalmente podemos concluir que seria de interés en relaciéon con el pro-
blema considerado, proseguir la bisqueda de factores exdgenos que con-
siguieran mejorar los ajustes aqui obtenidos. Recientemente (2005) se ha
sugerido por los analistas econémicos la posible relaciéon del comporta-
miento del Precio de la Vivienda con el Precio de Oferta Piublica del Suelo
y otras variables, que podrian ser factores exdgenos a considerar en nues-
tro modelo para la variable endégena X, (t) del proceso bidimensional.

Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sanchez 91



Capitulo 5. Aplicacion

Tabla 5.1: Tendencias en el modelo lognormal con factores iguales

Ao X1 ECT X1 X2 ECTF X2
1976 288.511 288.511  102.54 102.540
1977 294.718 292.769  122.43 115.855
1978 298.042 295.820 162.09 129.567
1979 299.789 297.863  211.98 140.085
1980 304.223 303.457  218.29 158.674
1981 303.820 307.262  230.18 181.661
1982 307.607 313.300  239.24 205.103
1983 313.052 317.743  248.25 229.058
1984 318.639 319.643  265.27 247.242
1985 326.036 330.849  290.65 270.807
1986 336.643 345.448  328.88 306.195
1987 355.317 362.034  407.92 355.807
1988 373.418 380.284  509.97 433.856
1989 391.443 398.536  628.50 494.434
1990 406.245 411.736  727.63 571.595
1991 416.588 420.865  830.69 622.764
1992 420.459 424.238  820.51 660.869
1993 416.122 422761 816.84 686.012
1994 426.036 433.052 823.06  696.103
1995 437.792 448.668  851.38 818.952
1996 448.456 459.490 866.98  859.681
1997 466.513 473.989  880.63 902.153
1998 486.742 494.307  921.10  991.165
1999 506.849 514.418 987.58  1076.358
2000 527.613 529.906 1166.83 1295.328
2001 542.166 542.465 1346.27 1442.856
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Tabla 5.2: Tendencias en el modelo lognormal con factores distintos para cada
variable

Ano X ETF X; ECTF X; Xy ETF X, ECTF X,
1976 288.511 288.511  288.511 102.540  102.540 102.540
1977 294.718 293.311  293.311 122.430  116.183 116.183
1978 298.042  297.60 298.5564 162.090  128.948 138.499
1979  299.789 302.131  300.905 211.980  140.857 180.185
1980 304.223 310.833  305.744  218.290  159.131 239.481
1981 303.820 315.097  308.824  230.180  179.361 250.047
1982 307.607 322.608  310.046 239.240  196.048 259.256
1983 313.052 327.103  312.518 248.250  217.765 269.252
1984 318.639 330.804  315.821 265.270  239.104  275.963
1985 326.036 344.663  328.856 290.650  259.667  288.084
1986 336.643 353.653  339.012 328.880  291.616 318.884
1987 355.317 361.419  351.246  407.920  328.452 365.594
1988 373.418 369.077  371.727  509.970 375484 = 466.331
1989 391.443 374.741  389.472 628.500  400.896 559.942
1990 406.245 377473  403.797  727.630  457.147  707.890
1991 416.588 380.805  415.106 830.690  495.399 798.930
1992 420.459 383.401  420.812 820.510  550.277  911.385
1993 416.122 386.800  420.724  816.840 611.172 899.429
1994 426.036  402.425 425.56 823.060  648.861 855.159
1995 437.792 414.670  440.610 851.380  782.138 934.354
1996 448.456 417.602  447.709 866.980  819.499 910.975
1997 466.513 427.740  461.237  880.630  903.287  919.831
1998 486.742 439.768  484.364  921.100 1020.997  950.012
1999 506.849 447.048  504.424  987.580 1129.315  988.716
2000 527.613 452.493  522.027  1166.830 1355.845 1144.907
2001 542.166 457.928  539.976  1346.270 1445.225 1297.087
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Gréfico 5.1: Tendencia estimadas condicionadas con factores exdgenos comunes
para X
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Grafico 5.2: Tendencia estimadas condicionadas con factores exdgenos comunes
para Xo
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Gréfico 5.3: Tendencias estimadas no condicionadas para X; con factores dis-
tintos
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Grafico 5.4: Tendencias estimadas no condicionadas para X, con factores dis-
tintos
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Grafico 5.5: Tendencias estimadas condicionadas para X; con factores distintos
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Grafico 5.6: Tendencias estimadas condicionadas para X5 con factores distintos
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Parte 11

Otros procesos: Proceso
Gompertz homogéneo y no
homogéneo y Proceso de
Rayleigh
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Capitulo 6

Proceso de Difusion de
Gompertz Univariante
homogéneo y no homogéneo.
Modelizacion del Parque Total
de Vehiculos en Espana

6.1. Proceso de difusion de Gompertz univa-
riante

6.1.1. Transformacién de difusiones al proceso de Wie-
ner. Método de la transformacién de Ricciardi

Como es sabido, es de gran interés estudiar transformaciones de los procesos
de difusion, via ecuaciones de Kolmogorov o via ecuaciones de It6 con su calculo
estocdstico asociado. En particular una de las transformaciones méds interesan-
tes de los procesos de difusién es la transformacién al proceso de Wiener. En
general, no es obvio que cualquier proceso de difusion se pueda transformar al
proceso de Wiener ni tampoco es facil encontrar, en su caso, las funciones ade-
cuadas para realizar dicha transformacion. El siguiente teorema de Ricciardi
(Ricciardi 1977) nos da por una parte la condicién necesaria y suficiente para
que un proceso de difusion se pueda transformar al proceso de Wiener, y por
otra parte, proporciona las funciones que aseguran dicha transformacion. En
efecto:

Sea un proceso de difusién unidimensional {X (t),t > ¢;} en general no ho-
mogéneo con momentos infinitesimales a (¢, x) y b(t, x), definido en un intervalo

I, y con funcién de densidad de transicién (fdt), P. Consideramos un proceso
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de Wiener {W(t'),t" > t;} con fdt P’, definido en el intervalo I’ = (—oo, +00).
La condicién necesaria y suficiente para que {X(t),t > to} se pueda transfor-
mar al proceso de Wiener {W(t'), ' > t,} es que existan dos funciones ¢ (t) y
co(t) tales que:

10b(t,x)  [b(t,x)]? T ey(£)b(t, y) + 2w
; { 0+ [ dy}.

La transformacién viene dada entonces por:

¥ = (t,z) = (exp{—%/tCQ(G)dQ}) (/ﬁ) _

L (/tcl(s)dsexp{—%/s CQ(H)dQ})
P = o(t) :/texp{—/s@(@)de} ds.

Ambas fdt estan relacionadas por la siguiente expresion:

0
P(y’ t/x’ S) = Pl(y/a tl/$/7 5/) wéif t) =

P (¢(y,t), o(t) /v(x, s), (s)) 8¢é?;a t)

que usando la expresién de la funcién densidad del proceso de Wiener (densidad
de una distribucién normal), proporciona la siguiente ecuacién:

N |

Ply.t/z,5) = (27 [0(t) — 0(s)]) " exp {— ”S{SZJ _‘Dqﬁf;f])] } o

6.1.2. El modelo de Gompertz

En primer lugar se introduce el denominado proceso de difusiéon de Gom-
pertz, unidimensional y homogéneo, mediante los momentos infinitesimales y
ecuaciones de kolmogorov correspondientes.

En efecto, sea {X(t),tp <t < T} un proceso de difusién, R-valuado, con
fdt dada por:
P(y,t/z,s) = P(X(t) = y/X(s) = )

y con coeficientes de tendencia y de difusién dados en la forma:
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a(t,z) = ax— Prlg(x)
b(t,r) = o2?
con 02 > 0, a y [, parametros constantes. El proceso de difusién homogéneo

asi definido se denomina Difusién de Gompertz. Obsérvese que si § = 0 esta
difusién seria el proceso de lognormal univariante homogéneo.

Las ecuaciones adelantada y atrasada de Kolmogorov verificadas por la fdt
correspondiente al proceso asi definido, tienen la forma, respectivamente:

P 9 10> 4,
o5 = "y Vlew = Bylew) P+ 555 {0 P
orP OP 1 ,00°P
g f—{ax—ﬁl‘lg(f)} ox _50- x ox2’

Para determinar la fdt, P, del proceso, vamos a aplicar el teorema de trans-
formacién de Ricciardi. El proceso Gompertz antes definido verifica la condicion
necesaria y suficiente de este teorema con ¢; y ¢y dadas ast:

{ a(t) = 2(a - %)
La transformacion apropiada es

Wy 1) = 5 lgly) — o [*ePds
o(t) = [*e*ds |
En consecuencia podemos escribir, aplicando dicho teorema de Ricciardi
(Seccién 6.1.1), que:

23
! {_ le(y) — e lg() — “FL2(1 — A=) }

—exp - i
22_ﬁ<1_6 28(t ))

Esta fdt depende, en particular, de (¢ — s) en lo que al pardmetro temporal
del proceso se refiere (cardcter homogéneo).

2mo? -1/2
Py, t|z,s)= { WU [1- ezﬂ(ts)]} y

Por lo tanto, fdt del proceso Gompertz, X (t), se corresponde con la densidad
densidad de una distribucién lognormal univariante Ay (m(s,t),v(s,t)), siendo:

m(S, t) = efﬁ(tfs) 1g(aj) -+ #(1 _ e*ﬁ(tfs))
v(s,t) = %(1 e 2(-9))
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6.1.3. Momentos

Como la variable aleatoria X (t)/ X (s) = x sigue una distribucién lognormal
A (m(s,t),v(s,t)), entonces aplicando resultados conocidos de dicha distribu-
cion, se tiene:

E(X]/Xs=1x)=exp {rm(s,t) + %2@(5775)} —

_g 2 2
exp {Te—ﬁ(t—s) lg(z) + r(aﬂ% (1 _ e—ﬁ(t—s)) i ?”4; (1 . 6_25(75—5))} _

exp {re—ﬁ(t—s) 1g({l})} exp {% (1 _ 6—B(t—s)) } %

exp {% (1= e 80-9) [r (1 + ¢ #0-) — 9] } .

El momento de primer orden tiene la siguiente expresion:

a—02/2
g

La varianza del proceso se expresa en la forma:

2
E(X;/Xs=x)=exp {e‘ﬁ(t_s) lg(z) + (1- e_ﬁ(t_s)) + Z_ﬂ (1- e_ﬂ(t_s))} .

Var (X/X, = ) = (exp {26709 1g(2)}) (exp {%“ (1— B0 }) x

({01}

6.1.4. Inferencia en el proceso Gompertz: Estimacién de
parametros

Se trata de estimar los parametros del proceso por el método de maxi-
ma verosimilitud. Para determinar la funcién de verosimilitud condicionada,
suponemos que realizamos observaciones discretas del proceso, considerando
el muestreo discreto (X (t1) = @y, ..., X(t,) = x,), realizado en los instantes
(t1...,tn). Ademés si suponemos que P(X(t;) = x1) = 1, como condicién
inicial, entonces la funcién de verosimilitud asociada sera:

L (xlv ...71‘”,/06,570'2) = Hp(xjatj/xjfhtjfl) =

n
Jj=2
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j=2
1 [lges) — e lg(;0) = 3 (1— )]
exp —5 P Y
% <1 — € 3)
siendo:
o2
f)/:a_? y ijtj tj—l

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién, también
maximizan su logaritmo, consideramos:

lg(L) = . ; L lg(27) — n ; L lg (0—2) — Zlg(a:j) — %Zlg(l — e 2Pm)

Si denotamos por 6; = e P se tiene:

19(0) =~ lg(o?) + 5 1g(28) = D lal) — 5 D11 - )

j=2
n |lo(z. 0. lo(z. 2(1-6,)7?
n—1 lg(2 5 g(r;) — 0;lg(w;1) — 5
82m) ~ 5 . 1— 02
j=2 J

Las derivadas parciales respecto a los pardmetros 3, v y o2 son:

Dlg(L) 2 = la(wy) — 0;lg(w; ) — 152

8’7 N ; =2 1 + 0]‘
n (1-6)1”
lg(l) _ n-1 [%w] — 0;1g(w;-1) — 75 }
do2 202 04 107
1-6;
alg " [1g — 0y1g(w;1) — 2452
§: - 62 8
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0.1, 1-0,
(55

N2
28 & [lg(%‘) —0;lg(z;) — %}

;j:Q o (1 _012’)2
2
—0.
A e
52T T 2 16}
=2 J j=2 J

Igualando a cero dicha derivadas parciales y haciendo las operaciones per-
tinentes, se obtienen las siguientes ecuaciones:

(& 1=6,\ [ g(x) — 6, 1g(w;
ﬁ:ﬁ@imﬁ) (Z 2loy) — i o)

. 72
» [lg z;) ‘9j1g(33j—1)—%}

_n—1Z 1— 62

[Ig ;) — 0;1g(z;-1) — W] |

Reemplazando 4y &% por sus valores en la tltima expresién tendremos una
ecuacién no lineal, que podemos resolver por métodos numéricos, por ejemplo
el método de Newton-Raphson.

Caso particular

Un caso particular habitual en la practica, es el caso en que las observaciones
estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con 7; = 1 paraj = 2,...,n.
En este caso el anterior sistema de ecuaciones , se reduce al siguiente:

g = f - i [1g($j) —e P 1%(%‘—1)}

(n—1)(1—eP) =

7= (n— 1)(215— 6—2@) Z [lg(%‘) —e P lg(z;_1) —

- A>r

QI\@
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; [zn: ] [Zlg ;. 1] (n—1) [zn:lg(xj)lg(xj_l)]

=2 j=2

[Z 1g($j—1)] —(n—=1) [Z(lg(fﬁj—l))zl

j=2

Observacion

Al tender (8 hacia cero, en las tltimas expresiones se obtiene:

L\ -1 .
—~1-0 — lg(z;) — 0;1g(z)-1)

hmfy—hmﬁ & 2 2 2 =
(3o (5o

-1

"Lo1-4, ~lg(ay) —0;le(e) |
27 (1 +éj> <Z L+0 ) )

j=2 ﬁ j=2 + ej

L[5t [557] -

LS (o) — Ity ).

tn - tl T

De la misma manera se obtiene:

5—0 n—1 = tj — tj,1

Que son exactamente los estimadores de los pardametros del proceso de
difusién lognormal univariante con dos parametros, lo que esta en consonancia
con el hecho antes indicado de que para 3 = 0, el proceso Gompertz coincide

con el lognormal univariante biparamétrico.

6.2. Proceso de Gompertz con factores exége-
nos

6.2.1. Concepto y caracterizacion

Vamos a introducir el proceso de difusion de crecimiento de Gompertz uni-
variante con factores exgenos que afectan a su parametro tendencia, por medio
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de las ecuaciones adelantada y atrasada de Kolmogorov correspondientes.

Sea {X(t),to <t < T} un proceso de difusién unidimensional y sean g y
h dos funciones continuas y paramétricas (dependen en general de un cierto
nimero de parametros).

Definimos el proceso de difusiéon Gompertz unidimensional con factores
exdgenos (no homogéneo), como la difusién con momentos infinitesimales (drift
y difusién) dados, respectivamente, asi:

a(t,z) = g(t)r — h(t)zlg(x)
b(t,r) = o’2®

siendo o2 > 0.

De la misma manera que en el proceso Gompertz homogéneo estudiado
anteriormente (Seccién 6.1.2), la fdt del proceso puede obtenerse por el método
de Ricciardi antes mencionado (Seccién 6.1.1). Las funciones ¢; y ¢y en este
caso vienen dadas por:

o) = 2(o(t) - %)
ea(t) = —2h(t)

La transformacién adecuada es:
t
(I)(t) _ / 62 I h(@)dédu

t
U(t,z) = Eef h(0)do _ l/ (g(u) _ 02/2) ol PO g,

o g

Con todo ello, puede calcularse la fdt del proceso, que resulta ser la densidad
de una distribucién lognormal univariante A;(m(s,t),v(s,t)) y con fdt dada asi:

1
. _1
P(y,t/z,s) = [27r0262-f:h(9)d9/ e2fsuh(9)d9du] 2yilx

] 1 — [Ino)do _ — [Ih)do [t — 52/9) eluh(0)dd 4 ?
1 [ls(y) —lg(z)e € J; (g(u) —o?/2) e u

P75 o2e—2/ hO)do f; o2 [ hO)dd gy,

siendo m(s,t) y v(s,t):

t
m(s,t) =lg(z)e” Jsn©)do 4 o=, h(9)d9/ (g(u) _ 02/2) oo OO g,
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t
v(s, t) — 02e’2~/: h(G)dG/ 62./'5“ h(0)do g,

6.2.2. Momentos de las variables endogenas

Como la variable X (¢)/X (s) = x se distribuye segin una distribucién log-
normal A (m(s,t),v(s,t)), entonces :

E(X]/Xs=1z)=exp {rm(s,t) + %2@(5775)} —

t
exp {7" lg(z)e™ Jon@)do | oo h(‘g)de/ (g(u) —0?/2) e~ JuMO)0 gy 4

?eQ JLn(0)do /t 2l h(O)dOdu} .

El momento de primer orden es:

s

¢
E(X;/Xs=x)=exp {lg(m)efs MO 1 = s hw)de/ (g(u) — 0®/2) e~ Ju WO gy

S

2

La varianza del proceso es:

0'2 t t u
972! h(e)de/ 2! h(e)dedu} .

¢
Var (X;/Xs=x) =exp {2lg(x)e Js WO 4 9p= I h(e)de/ (9(w) — 0°/2) e~ Ju MO0 gy,

t
20262.]:h(0)d0/ 62.]'Suh(6)d0du}_

t
exp {2 lg(a)e Js MOP 4 91 h(9)d9/ (g(u) — 02/2) e JEn©d gy, o
o202/ ho)do /t o2 h(a)dedu} _
t
exp (2lg(x)e Jn©)do 90— ], h(9)d9/ (g(u) — 02/2) o= Iin©)dd g,

s

t
o2e—21s h(O)dB/ 2. h(e)dedu) %

t
(exp {026—2f§ h(@)d@/ o2 h(@)d@du} _ 1) _
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6.2.3. Estimacion de los parametros

A continuacién se estiman los parametros del proceso de Gompertz con
factores exdgenos por el método de maxima verosimilitud, mediante el siguiente
muestreo discreto del proceso (X (t1) = y,,..., X (t,) = x4,) en los instantes
(t1,...,tn). Ademds si suponemos que P(X(t;) = x1) = 1 como condicién
inicial, entonces la funcién verosimilitud asociada al proceso sera:

n

L2t 20) = [[ P (e ta/Tas ta1)

a=2

n te
H {%(726—2 f};lh(e)de/ egf;;lh(e)dedu] $;1X
ta—1

a=2

N=

exp _L [lg($a) - ma]2
202 6_2 fttf_l h(0)do fta_l 62 f;;_l h(a)dedu
siendo:

ta
Ma = lg(Ta_1)e” Jie i h(O)do _ — t{jlh(e)de/ (g(u) _ 02/2) o= Ju2 h(O)dd g,
ta—1

El logaritmo de esta funcién de verosimilitud condicionada sera:

n—1 n—1
lgL(xy,....,my) = — 5 lg(2m) — 5 lg(UQ)—

]_ n to ta u
1S <6—2 tu_lh(e)de/ o2 fta_lh(e)dedu) B
202 az; fo1

n

L lg(za) — ma]2
202 —~ 64]5571 h(6)do fta X 62f2;71h(9)d9du'

Es clara la dificultad de abordar el problema de estimacion de forma genéri-
ca, es decir, con las funciones g(t) y h(t) consideradas en la definicién de la
Seccién 6.2.1. En ciertos casos particulares, es posible simplificar la funcion de
verosimilitud de manera que sea analiticamente tratable. Por ejemplo un caso
importante en la practica es el Gompertz definido por las funciones h(t) = 3y

g(t) = ap + D1, qugi(t).
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6.3. Proceso de difusion Gompertz no homogéneo
con factores exégenos particulares

6.3.1. Modelo

Sea el proceso de difusiéon no homogéneo {X(t);ty <t < T'} solucién de la
siguiente ecuacién diferencial estocdstica (SDE)

AX(t) = [g(t)X (1) - BX()1g(X (1)) dt + X (OW(E),  X(s) = ..

En este caso, el pardmetro tendencia (drift) esté afectado por factores exdge-
nos de la forma g(t) = ap + >, 2gi(t), donde g;(t) (variables exdgenas) son
funciones continuas en [tg,T| y, 5, 0 y a4, para i = 0,...,q son parametros
independientes del tiempo (a estimar) y W (t) es un proceso Wiener.

6.3.2. Densidad de transiciéon y funciones tendencia

A continuacion calculamos la fdt y las funciones tendencias para el proceso
definido en la Seccién 6.3.1, mediante el calculo estocéastico de 1t6. En efecto,
aplicando la formula de It6 a la transformacién dependiente del tiempo y; =
eP1g[x(t)], resulta

dy, = (g(t) — 0%/2)ePtdt + oePtdWV (1), ys = e’ lg(xy)

cuya solucion es

t t
Yt = Ys +/ (9(1) — 0*/2)e’ dr + 0/ ePTAW (1)

de donde podemos obtener la solucion de la ecuacién estocastica original, que
seria

X(t) = exp {e‘ﬁ(t_s) lg(zs) + /:(g(T) —02/2)e P dr 4 J/St e_ﬁ(t_T)dW(T)} :

Usando el hecho de que la variable aleatoria, fst e P dW (1) ~ N(0, fst e~ 20t=")qr),
se puede deducir la distribucién exacta de la variable X (¢) | X (s) = x, la cual
sigue una distribucién lognormal univariante A;(u(s,t), 0?v(s,t)), donde

pls,t

, L ) — e_ﬂ(t s) lg( ) %(1 — e_ﬁ(t—s)) + fstg(T)e—,@(t—T)dT
( ) — ( _ —Qﬁ(t s)) .

Es decir, que la fdt del proceso es:
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P R = L)

Aplicando las propiedades conocidas de esta distribucion y considerando
la condicién inicial P[X(t1) = z1] = 1, la funcién tendencia del proceso ven-
dra dada por:

E(X(t)) = exp {lg(m)eﬂ(t“) p R0/ _502/2

q ¢
exp <Z ozi/ gi(T)e_ﬂ(t_T)d7'> )
i=1 t1

La funcién tendencia condicionada vendra dada por:

1 — ¢ Blt=t1) 0_2 1 — e 28(-t1) %
( )+ )

E(X(t)|X,) =exp {lg(xs)e_ﬂ(t—s) n ag—Taz/Q

q ¢
exp (Z ai/ gi(T)eﬁ(tT)dT> )
i=1 s

6.3.3. Inferencia en el modelo: estimaciéon de parame-
tros y de funciones tendencia

(1— e Pt=9) 4 o (1- e—w(t—s))} v
4p

En el presente estudio, con muestreo discreto, estimamos los parametros (3,
oy a;parat =0,...,qdel modelo aplicando la metodologia MLE y asumiendo
intervalos en el tiempo igualmente espaciados (t; —t;—1 = h), con h = 1. Con-
sideraremos un muestreo discreto (x1, s, ..., x,) del proceso para los instantes
del tiempo t; <ty < ... < t, y con la condicién inicial P [X(¢t;) = ;] = 1. La
funcién de verosimilitud condicionada asociada correspondiente tiene la forma:

n
2
L(ml, eIy, A, 0 ) = H f (l‘j,tj | Qijfl,tjfl) .
=2
Con objeto de expresar esta verosimilitud de forma condensada, en términos
matriciales, introducimos las reparametrizaciones y vectores siguientes:

- =1 —-e7)/8.

-a= (ao—"—;,al,...,aq)’, vector (kK +1) x 1.

- vg = vt ty) = 55(1 — e 2y = L(1 — e%), dada la suposicién
anteriormente indicada de intervalos (¢; — t;_1) = 1.
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- Vig = V,(;l(lg(%‘) — e Plg(wi)), parai =2,...,n.
- vg = (va3,...,0n3), vector (n — 1) x 1.

- Wi =5 (7, f:d gi(T)e B=dr ... ftt,l g1(7)e P dr) vector (q+
1) x 1, parai=2,...,n.

- Ug = (ugg,...,u,4), matriz (¢ + 1) x (n — 1), que se supone de rango
(g+1).

Con esta notacion la funcién de verosimilitud pude escribirse ast:

(- 1
L(vs,...,va/a,8,0%) = [2m0*03) """ exp (—T,Q(vﬁ — Uja)/(vs — Uba)) .

Diferenciando el logaritmo de la funcién de verosimilitud con respecto a a
y 02, obtendremos las siguientes expresiones

UgVﬁ = U/gUlﬁa
(n—1))o* = (vs — Uga)'(vs — Uja).

La tercera ecuacién de verosimilitud es obtenida de las derivadas con res-
pecto a (3, lo que conduce haciendo uso de las dos ultimas ecuaciones, a la
siguiente ecuacion:

ou
(Vgle_ﬂl; — a’a—ﬁﬁ) (vg—Uja) =0
donde 1, = (Ig(xy),...,lg(x,1)) v % es la matriz cuyos elementos son las

derivadas con respecto a 3 de los componentes de Ug.

Después de algunas operaciones algebraicas, los estimadores de méxima
verosimilitud de a y ¢? resultan

a= (U/@U%)flUBVB
/\2 _ N . R
(n—1)5* = v/';Hy 5v;5

En donde la matriz Hy g, simétrica e idempotente, estd dada por Hy g =
L, — Ulﬂ(UﬂU/g)_lUg.

Sustituyendo estos estimadores en la tercera ecuacién de verosimilitud antes
indicada, se obtiene finalmente la ecuacién que proporciona el estimador de (3,
que tiene la siguiente expresién:
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(l/ﬁ_le_ﬁllr - V/ﬁU%( %Uﬂ)_laa—tgﬁ) HUﬁV[} = 0.

Destacamos que en esta ultima ecuacion no es posible calcular explicita-
mente el estimador de (3, ya que los componentes de la matriz U dependen de
las integrales *ftil—l gj(T)e’ﬂ(“*T)dT, y los calculos requieren las expresiones de
las funciones g;(t) en los intervalos [t;_1,t;], las cuales en la practica sélo son
conocidas a partir de las observaciones discretas de los datos de las variables
exdgenas. Los g;(t) pueden ser obtenidas mediante el uso de las funciones poli-
gonales, técnica utilizada en Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafidi (2005a).

Notas

1. Estimacién de las funciones tendencia.

Por el teorema de Zehna, puede obtenerse una estimacién de la funcién
tendencia (ETF) y una estimacién de la funcién tendencia condicionada
(ECTF) del modelo de Gompertz no homogéneo con factores exdgenos,
sustituyendo los parametros que en ellas aparecen por las estimaciones
maximo verosimiles obtenidas en la Seccién 6.3.3.

2. Caso particular del modelo sin factores exdgenos (homogéneo).

En el caso del modelo Gompertz sin factores exdgenos, definido y estudia-
do en la Seccion 6.1, podemos obtener los estimadores de sus parametros
0B, a y o, como caso particulares de los estimadores obtenidos en el apar-
tado 6.3.3, para el caso no homogéneo. Al no existir factores exégenos,
es decir, g;(t) = 0 para i =1,...,¢q, la matriz Us se reduce al vector fila
Us = v3v5'U en donde U = (1,...,1), vector 1 x (n —1). Ademds en
este caso homogéneo, la tercera ecuacién de verosimilitud anterior (sec-
cién 6.3.3) para el caso no homogéneo puede escribirse e‘ﬁl;Huvﬁ =0
donde Hy = I,,_; — U'(UU')~'U.

Finalmente, teniendo en cuenta que vg = ygl(lx —eAJ,) con J, =
(Ig(za),...,1g(z,)) puede obtenerse una expresién explicita para el esti-
mador de 3, que resulta ser:

- J HuJ,
=g Sz U
= ()

En cuanto a los estimadores de los pardmetros a y o2 en el caso ho-
mogéneo, pueden obtenerse a partir de las expresiones de las dos primeras
ecuaciones de verosimilitud dadas anteriormente en la seccién 6.3.3 con
las particularizaciones que acabamos de ver, obteniéndose explicitamente:
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2

~ _ _ g

a = ’yﬁ 11//@(UU/) 1I.IVB + 7
0% = LV’AH '
Tn—1 7Y

3. Proceso de difusién lognormal univariante homogéneo y no homogéneo
con factores exdgenos.

Teniendo en cuenta, que como antes indicabamos, si  es igual a cero,
el modelo Gompertz homogéneo estudiado en 6.1, y el no homogéneo
estudiado en 6.3, coinciden con los respectivos procesos lognormales (ho-
mogéneo y no homogéneo con factores exégenos) y los estimadores para
este caso lognormal, pueden obtenerse a partir de los obtenidos para el
Gompertz haciendo =0y ﬁ = 0. Los resultados que se obtienen coin-
ciden con los obtenidos en el capitulo 1 de esta tesis con k=1.

6.4. Aplicacion del modelo Gompertz al estu-
dio del parque de vehiculos en Espana

Como hemos visto, en los capitulos precedentes de esta Tesis, y en el pre-
sente en lo que al Gompertz se refiere, los procesos estocasticos de difusion de
tipo lognormal y Gompertz, tienen la capacidad de incluir “factores exégenos”
en su tendencia (funcién media del proceso respectivo) de tal forma que esta se
afecte por aquellos. Ello permite la inclusién de variables externas que hipotéti-
camente influyen en el comportamiento dinamico de la variable endégena que
es descrita por los modelos estocasticos citados. Su estudio tedrico y aplica-
ciones en el campo econdémico, entre otros, ha sido ampliamente estudiados en
Gutiérrez, Romén, and Torres (1995), Gutiérrez, Gonzalez, and Torres (1997),
Gutiérrez, Romén, and Torres (1999), Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafi-
di (2004) y Gutiérrez, Gutiérrez-Sénchez, and Nafidi (2005Db).

Por otra parte, en una primera fase del estudio de la evolucién del parque
nacional de vehiculos de determinado tipo, en funcién del consumo energéti-
co (gasoil, gasolina) respectivo, es preciso detectar posibles variables exdgenas
que influyan en su comportamiento. A este respecto, se han estudiado distin-
tos modelos, no basados en procesos estocasticos, que exploran, en situaciones
concretas (paises, dreas territoriales...), determinadas variables regresoras, por
ejemplo Kayser (2000) y Greenman (1996). Para ello se hace preciso deter-
minar en base a series de observaciones en el tiempo, un modelo de proceso
estocastico ajustado estadisticamente con un suficiente grado de bondad, que
evidencie las perturbaciones en la tendencia del comportamiento. Y detectadas
estas perturbaciones (irregularidades respecto al modelo) tratar de encontrar
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variables exdgenas que las provocan e incorporarlas al modelo de difusion basi-
Co.

En este ejemplo de aplicacion, concretamente, se consideran las difusiones
estocasticas unidimensionales de tipo Gompertz y lognormal, con la metodo-
logia estudiada previamente, en particular en lo que al ajuste mediante las
funciones tendencias estimadas se refiere.

Estos modelos y sus metodologias estadisticas, se aplican a la descripcion
y prediccion de la evolucién del “Parque Total de Vehiculos en Espana”, y al
“Parque Total de Turismos en Espana” medidos en cada ano. Esta ultima va-
riable se considera ademéas desagregada segun el tipo de carburante utilizado
(gasolina o gasoil). Los datos considerados corresponden a la serie 1978-2002.
En lo que sigue se discuten los resultados obtenidos por los modelos Gompertz
y lognormal ajustados y se obtienen conclusiones con vistas a futuras amplia-
ciones de este estudio que incluyan factores exégenos apropiados.

Los datos tiene como fuente el Ministerio de Economia (Anuario Nacional
del Transporte).

La metodologia que se ha utilizado es la siguiente:

- Usamos los 22 primeros datos de las series (correspondientes al perio-
do 1978-2000) para estimar los parametros de los procesos Gompertz y
lognormales.

- Los datos de 2001-2002 son utilizados para comparar los valores predi-
chos, para dichos anos, con los correspondientes valores de las funciones
tendencia estimadas, es decir, con la tendencia estimada (ETF) y con la
tendencia estimada condicionada (ECTF).

A continuacion se incluyen las siguientes tablas y graficos:

1. En las tablas 6.1-6.4, se recogen los datos observados, los valores ajus-
tados mediante la tendencia estimada (ETF) y las predicciones para los
anos 2001-2002, obtenidas mediante el modelo Gompertz homogéneo sin
factores exdgenos, para las distintas variables endégenas estudiadas.

2. En las figuras 6.1-6.4, se representan graficamente los datos de las tablas
6.1-6.4.

3. En las tablas 6.5-6.8; y en las figuras 6.5-6.8, se incluyen en el mismo
orden del modelo Gompertz, los resultados correspondiente al ajuste y
prediccion mediante el modelo lognormal.
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4. Finalmente en las tablas 6.9 y 6.10 se recogen las estimaciones de los
parametros de ambos modelos ajustados.

Como conclusiones del estudio realizado podemos citar las siguientes:

- Para todas las variables consideradas, el modelo Gompertz homogéneo
ajustado es mas preciso que el modelo lognormal tanto para el ajuste
de las series consideradas como para las predicciones en los anos consi-
derados. Aunque no se han incluido los ajustes mediante las tendencias
condicionadas (ETCF), estos tienen un alto grado de precisién respec-
to de los datos observados, especialmente en el modelo Gompertz, que
también se muestra mas preciso que el lognormal en todas las variables
consideradas.

- De lo anterior se deduce que, en efecto, la consideracion del modelo Gom-
pertz, con el término “corrector” —fx1g(zx) en el coeficiente de tendencia
a(t, x), respecto del modelo lognormal correspondiente sin dicho coeficien-
te corrector, es mas idéneo para el presente estudio. En la tabla 6.9 antes
mencionada, pueden verse las estimaciones del parametro 3 del término
corrector, para cada una de las variables endégenas consideradas.

- No obstante lo anterior, se hace evidente respecto de uno de los objetivos
de este estudio antes indicado, que es preciso introducir en algunos casos
factores exdgenos que mejoren ciertas irregularidades de los datos obser-
vados respecto de las tendencias ajustadas. Por ejemplo, en las variables
“Parque Total de Turismos de Gasolina” y en el “Parque Total de Tu-
rismos de Gasoil”. Factores exégenos del tipo “Precio del Combustible”,
“Renta per-capita”, etc, pueden ser incorporados al modelo Gompertz
y obtener los ajustes correspondientes mediante la metodologia descrita
en la seccion 6.3. Un estudio de este tipo ha sido realizado en Gutiérrez
et al. (2005a) y en Gutiérrez, Gutiérrez-Sénchez, and Nafidi (2005a)
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Tabla 6.1: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Vehiculos” segun la distribucion Gomperzt

Ano Dato Real ETF

1978 8952628 8952628
1979 9586802 9402512
1980 10192748 9869468
1981 10666714 10353873
1982 11170404 10856103
1983 11628151 11376531
1984 11190584 11915525
1985 11716339 12473451
1986 12284080 13050671
1987 13066884 13647542
1988 13881323 14264416
1989 14870484 14901639
1990 15696715 15559553
1991 16528396 16238492
1992 17347203 16938785
1993 17809897 17660753
1994 18218924 18404711
1995 18847245 19170964
1996 19542104 19959813
1997 20286408 20771546
1998 21306493 21606446
1999 22411194 22464786
2000 23284215 23346829
Predicciones
2001 24249871 24252829
2002 25065732 25183030
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10
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Grafico 6.1: Tendencia estimada para la variable “Parque Total de Vehiculos”
segin la distribuciéon Gomperzt
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Tabla 6.2: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Turismos” segun la distribuciéon Gomperzt

Ano Dato Real ETF

1978 6530428 6530428
1979 7057521 6918675
1980 7556511 7319210
1981 7943325 7731821
1982 8354050 8156271
1983 8714076 8592297
1984 8874442 9039612
1985 9273710 9497907
1986 9643448 9966853
1987 10218526 10446101
1988 10787424 10935282
1989 11467727 11434014
1990 11995640 11941896
1991 12537099 12458517
1992 13102285 12983453
1993 13440694 13516269
1994 13733794 14056522
1995 14212259 14603762
1996 14753809 15157533
1997 15297366 15717375
1998 16050057 16282823
1999 16847397 16853413
2000 17449235 17428681
Predicciones
2001 18150880 18008162
2002 18732632 18591393
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Grafico 6.2: Tendencia estimada para la variable “Parque Total de Turismos”
segtin la distribuciéon Gomperzt
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Tabla 6.3: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Turismos de Gasolina” segtin la distribucién Gomperzt

Ano Dato Real ETF

1978 6378229 6378229
1979 6872870 6784070
1980 7333143 7184335
1981 7669907 7577449
1982 8025358 7962035
1983 8291550 8336919
1984 8339699 8701116
1985 8627557 9053825
1986 8885257 9394418
1987 9347039 9722422
1988 9800330 10037511
1989 10360638 10339487
1990 10774894 10628269
1991 11219624 10903878
1992 11640667 11166422
1993 11838632 11416085
1994 11927546 11653116
1995 12153133 11877815
1996 12362457 12090527
1997 12490612 12291630
1998 12681210 12481528
1999 12802978 12660644
2000 12746971 12829415

Predicted values

2001 12795735 12988283
2002 12728713 13137697
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Grafico 6.3: Tendencias estimada para a variable “Parque Total de Turismos
de Gasolina” segtn la distribuciéon Gomperzt
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Tabla 6.4: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Turismos de Gasoil” segin una distribuciéon Gomperzt

Ano Dato Real ETF

1978 152199 152199
1979 181234 185645
1980 223388 225371
1981 273418 272335
1982 328692 327605
1983 422911 392359
1984 534743 467896
1985 646153 555638
1986 758191 657137
1987 871487 774075
1988 987094 908270
1989 1107089 1061676
1990 1220746 1236387
1991 1317475 1434631
1992 1461618 1658775
1993 1602062 1911316
1994 1806248 2194883
1995 2059126 2512229
1996 2391352 2866223
1997 2806754 3259848
1998 3368847 3696184
1999 4044419 4178406
2000 4702264 4709768
Predicciones
2001 5355145 5293591
2002 6003919 5933253
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Grafico 6.4: Tendencias estimadas para la variable “Parque Total de Turismos
de Gasoil” segun la distribucién Gomperzt
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Tabla 6.5: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Vehiculos” segun una distribucion lognormal

Ano Dato Real ETF

1978 8952628 8952628
1979 9586802 9347040
1980 10192748 9758828
1981 10666714 10188758
1982 11170404 10637628
1983 11628151 11106274
1984 11190584 11595566
1985 11716339 12106413
1986 12284080 12639767
1987 13066884 13196618
1988 13881323 13778001
1989 14870484 14384997
1990 15696715 15018734
1991 16528396 15680391
1992 17347203 16371198
1993 17809897 17092439
1994 18218924 17845454
1995 18847245 18631643
1996 19542104 19452469
1997 20286408 20309456
1998 21306493 21204198
1999 22411194 22138359
2000 23284215 23113674
Predicciones
2001 24249871 24131958
2002 25065732 25195102

124 Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sdnchez



Capitulo 6. Proceso Gompertz

10

E

—— Daios Reales
221 —— Tendencia

Total vehiculos

D_ B 1 1 1 1
1878 1980 1885 1850 158585 2000 2002
ano

Grafico 6.5: Tendencia estimada para la variable “Parque Total de Vehiculos”
segin una distribucién lognormal
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Tabla 6.6: Valores observados y estimados para la variable “Parque Total de
Turismos” segtin una distribucién lognormal

Ano Dato Real ETF

1978 6530428 6530428
1979 7057521 6826617
1980 7556511 7136240
1981 7943325 7459906
1982 8354050 7798252
1983 8714076 8151943
1984 8874442 8521677
1985 9273710 8908180
1986 9643448 9312212
1987 10218526 9734570
1988 10787424 10176084
1989 11467727 10637622
1990 11995640 11120094
1991 12537099 11624449
1992 13102285 12151679
1993 13440694 12702821
1994 13733794 13278961
1995 14212259 13881231
1996 14753809 14510818
1997 15297366 15168960
1998 16050057 15856951
1999 16847397 16576147
2000 17449235 17327963
Predicciones
2001 18150880 18113877
2002 18732632 18935436
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Grafico 6.6: Tendencia estimada para la variable “Parque Total de Turismos”
segin una distribucién lognormal
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Tabla 6.7: Valores observados y predichos para la variable “Total de Turismos
de Gasolina” segiin una distribucién lognormal

Ano Dato Real ETF

1978 6378229 6378229
1979 6872870 6572916
1980 7333143 6773545
1981 7669907 6980298
1982 8025358 7193362
1983 8291550 7412930
1984 8339699 7639200
1985 8627557 7872376
1986 8885257 8112669
1987 9347039 8360298
1988 9800330 8615484
1989 10360638 8878460
1990 10774894 9149463
1991 11219624 9428738
1992 11640667 9716538
1993 11838632 10013122
1994 11927546 10318759
1995 12153133 10633725
1996 12362457 10958305
1997 12490612 11292792
1998 12681210 11637489
1999 12802978 11992708
2000 12746971 12358769
Predicciones
2001 12795735 12736003
2002 12728713 13124753

128 Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sdnchez



Capitulo 6. Proceso Gompertz

x 10
1")" T T T T T

1.3F i
—— Daios Reales

—— Tendencia

12+

T

0.9+

otal turismos gasaling
ik,
T

08

0.7

D_ E 1 1 1 1 1
1878 1880 15885 1550 1565 2000 2002
ano

Grafico 6.7: Tendencias estimadas para la variable “Parque Total de Turismos
de Gasolina” segin una distribucién lognormal
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Tabla 6.8: Valores observados y predichos para la variable “Parque Total de
Turismos Gasoil” segin una distribucién lognormal

Ano Dato Real ETF X

1978 152199 152199
1979 181234 177511
1980 223388 207034
1981 273418 241466
1982 328692 281624
1983 422911 328461
1984 534743 383088
1985 646153 446800
1986 758191 521108
1987 871487 607774
1988 987009 708854
1989 1107089 826744
1990 1220746 964241
1991 1317475 1124605
1992 1461618 1311640
1993 1602062 1529781
1994 1806248 1784200
1995 2059126 2080933
1996 2391352 2427016
1997 2806754 2830656
1998 3368847 3301426
1999 4044419 3850491
2000 4702264 4490871
Predicciones
2001 5355145 5237753
2002 6003919 6108851
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Grafico 6.8: Tendencias estimadas para la variable “Parque de Turismos Gasoil”

segiin una distribucién lognormal

Tabla 6.9: Estimaciones de los parametros de la distribucion Gompertz

~

16} a o
Parque total 0.01145 0.23238 4.5750e-004
Parque de turismos 0.02581 0.46356 1.46713e-004
turismos gasolina  0.07321 1.21102 1.96008e-004
Turismos gasoil 0.02404 0.48715 0.001615

Tabla 6.10: Estimaciones de los parametros para la distribucion lognormal

~

a

62

Parque total 0.0433 4.23851e-004

Total turismos 0.04444  1.77455e-004

Turismos gasolina  0.03027 4.06870e-004
80 0.00192

Turismos de gasoil 0.154
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Chapter 7

Rayleigh diffusion process:
statistical inference and
applications. The life
expectancy at birth in Andalusia

7.1 Introduction

The stochastic Rayleigh diffusion process (SRDP), from its first formulation
(Rayleigh 1902), has been widely used in physics. For example, the radial
Ornstein-Uhlenbeck process, a special case of the general Rayleigh process, is
quite naturally related with the description of “optical field” by means of a pair
of Ornstein-Uhlenbeck processes, which in turn describe the behaviour, both
real and imaginary, of an electrical field, and thus the Ito Stochastic Differen-
tial Equation (SDE) of the corresponding amplitude coincides with the SDE
of a Rayleigh diffusion process (see, for example, Gardiner (1990)).

In the last few decades, the Rayleigh process, or one of its particular cases,
has been discussed in conjunction with important theoretical and practical pro-
blems in various aspects of Stochastic Modelling. For example, in the theory of
Point Processes, and in particular in modelling based on the Cox process (Cox
1955), a stationary radial Ornstein-Uhlenbeck process (a particular Rayleigh
process) plays an important role, as discussed by Clifford and Wei (1993), who
showed that if a Cox process has an intensity that is the square of a stationary
radial Ornstein-Uhlenbeck process, then it is equivalent to a death process wit-
hin a "simple stationary immigration, birth and death process”, with all the
advantages implicit in this, for example with respect to its simulation.

Recently, see for example Davidov and Linetsky (2001), the Rayleigh dif-
fusion process has also been considered in the context of the path-dependent
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options models used in economics and stochastic finance studies. Specifically,
the Rayleigh process (radial Ornstein-Uhlenbeck process) is used in relation
with important models formulated under the hypothesis that volatility is not
constant, but is rather a function of the underlying asset price. On the basis of
Constant Elasticity of Variance (CEV) stochastic diffusions, or Cox processes
(Cox 1996), which include as particular cases the lognormal diffusion of the
Black-Scholes model (Black and Scholes 1973), the diffusion of the Merton mo-
del (Merton 1973), the diffusion of the Cox-Ross model (Cox and Ross 1976)
and others, it can be shown that there exists a specific functional tranforma-
tion between these CEV diffusion processes and the Rayleigh process and its
particular cases. The CEV models, and especially the Rayleigh model, are
today recognized to be very appropriate in real-life situations, under which the
Black-Scholes model and the others named above have been found unable to
achieve good fits. The article by Davidov and Linetsky (2001) describes various
simulations of the above-cited diffusions and some fits to real applications in
the Theory of Options and Risk. In other fields of science, and in particu-
lar in Biomedical Science and related areas (such as demographic statistics
and the growth of cell populations), we are unaware of applications of the Ray-
leigh process to theoretical modelling or to statistical fits to observed real data.

Giorno et al. (1986), taking as their starting point a definition of the Ray-
leigh process, in its broad sense, (see Section 7.2.1 below) established the ba-
sic probabilistic theory of this process, obtaining their own transition density
function and first-passage time density for arbitrary constant barriers, on the
basis of the corresponding Kolmogorov equations (see, for example, Ricciardi
(1977)). As regards the statistical inference of the Rayleigh process, especially
concerning the estimation of its drift and diffusion parameters, it is noteworthy
that from the published literature, it does not seem to have been dealt with in
a complete, integrated way (i.e. dealing with the estimation of the two types of
parameter). With respect to the drift parameters, and in the case of a Rayleigh
(radial Ornstein-Uhlenbeck) process with a diffusion coefficient equal to one,
which is thus a very special Rayleigh model with a constant volatility equal to
one, Prakasa Rao considers the estimation to be based on eigenfunctions.

For other diffusions, and in particular Gompertz-type diffusions, the pro-
blem of the statistical inference of their drift and diffusion parameters has been
addressed. Drift parameters are estimated by continuous sampling and an ap-
proximation of the diffusion coefficient is made by means of formulas based on
the quadratic variation of the process. This method represents an alternative
to that presented in this Thesis for the Rayleigh process. In this Gompertzian
case, the statistical methodology is applied to real problems of tumor growth
(Ferrante et al. 2000) and energy consumptions (Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez,
and Nafidi 2005b).
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In all the studies mentioned, and in other, similar ones, the Rayleigh pro-
cess has been studied theoretically from various viewpoints and it has been
applied to the theoretical structural modelling of the above-cited phenomena.
However, no study has been carried out to obtain estimators of the parameters
by general methods of parametric statistical inference, such that the Rayleigh
model can be statistically fitted to real data obtained by time-continuous sam-
pling (sample trajectories) or by discrete sampling (observations within a time
discretization).

In the theoretical-practical context of the Rayleigh model as summarised
above, the present study is intended to achieve the following objectives: firstly,
taking into account the fitting and prediction methodology that will subse-
quently be used; Section 7.2.1 completes the probabilistic study of the Ray-
leigh model developed in Giorno et al. (1986), obtaining the trend function and
conditioned trend function, together with their asymptotic behaviour in time.
Section 7.3 contains an integrated study of the estimation of the drift and dif-
fusion parameters. The former are estimated by maximum likelihood methods,
using continuous sampling; moreover, we propose an approximate calculation
by means of numerical procedures applying the discretization of the Riemann
integrals appearing in the corresponding expressions. As regards the coefficient
of diffusion, we propose a methodology of approximate estimation, which is in
fact a variation of the method described by Chesney and Elliot (1995). Finally,
we propose the estimations of the conditioned and non-conditioned trend func-
tions. Secondly, following this, Section 7.4 includes results on the simulation
of the Rayleigh process and on the application of the proposed methodology
to six real cases.

As well as evaluating the fits and predictions obtained in each real situation,
we note the versatility of the Rayleigh model, in that it is capable of describing,
to a considerable degree of accuracy, phenomena with increasing trends (as is
the case of deaths from cancer and the life expectancy at birth) and those
with decreasing trends (as is the case of infant mortality), phenomena that in
general are non-exponential.

7.2 The model and its trend functions

7.2.1 Rayleigh diffusion process model

The proposed model is a one dimensional diffusion process with values in
(0,00), and is defined by the process {X;:t € [to,T]} solution of the follo-
wing non linear stochastic differential equation (SDE) of the first order ( see
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Giorno et al. (1986) for the general case and Gardiner (1990) for a particular
case):

dx, = (Xi + bXt) dt +cdW, ;  X(to) = o (7.1)
t

where {W;,t € [tg, T|} is a one-dimensional standard Wiener process and 0% >
0, a and b (b # 0) are real parameters (to be estimated).

7.2.2 Computation of the trend function

Taking into account the homogeneity of this process, and using the expression
for the transition probability density function (t.p.d.f.) as obtained by Giorno
et al. (1986) for a > —"—22 and with the zero-flux condition, the t.p.d.f. of the
model is

f(z‘,t/y,s) =

Qby—a$a+1 b(l’2 4 y2€2b(t—s)) " . beyeb(t—s)
o2(e2b(t=s) — 1) exp |\~ o2(ebt=s) — 1) —ab(t —s) |1 o2(e2b(t=s) — 1)

where I, denotes the modified Bessel function of the first kind and o« = %

1
5
The conditional trend function (CTF) of the process is
E(X/Xs=u1z5) = / zf(z,t/xs, s)dx.
0

Then, we have

20w, —ba2e?(t=9)
E(Xt/XS = ZIZ’S) = 0-2(62b(t—8) — 1) exp (0-2(62b(t—s) — 1) — O{b(t — S)) X

o0 —bx? 2bxxePt—s)
a+2 S
/O Lo exp (Ug(ezb(ts) _ 1)) Lo (02(625@5) _ 1)) dz.

By applying the change of variable y = 2% and by using the relations
(Gradshteyn and Ryzhik (1979): 6.643),

o B F(M+V+l> o 52 52
A / _ S
/O e My 121y, (26 /) dy = F(21/+1)2 =) uexp< )M_W (A>

where pi4+v+1/2 > 0 and M_,, , is a Whittaker function (Sepanier and Oldham
(1977) p.477:48-13.1), and

M, () = 222 (n — v+ 1/2, 20 + 1, )
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where ® is the confluent hypergeometric function (Kummer function), the con-
ditional trend function of the proposed process leads to

oy T(e+3/2) b -1/2 —pa2et=)
E(X:/Xs =) = I(a+1) <0—2(62b(t5) _ 1)) exp F2(eB9 1) X

ba2e2b(t—s)
@(a+3/2,a+1, %€ )

o2(e2b(t=s) — 1)

Finally, by the Kummer transformation ®(3,, z) = e*®(y — 3,7, —z), we
deduce that the final form of the conditional trend function of the model is:

Ly Ty b\
EX | Xy =) = T(a+1) <02(62b(t_5)—1)> "

1 —ba?
o (—i,a +1, 721 e_%(t_s))) . (7.2)

From (7.2) and by considering the initial distribution P(X () = o) = 1,
the trend function (TF) of the process is

_ T(a+3/2) b 12
B = ['(a+1) (02(e%<tto>—1)) 8

1 —bx%
P (—5,04 +1, 721 = 6—2b(t—to))) ) (7.3)

These functions are utilized in the following Section to fit and predict the
future evolution of the Stochastic Rayleigh Diffusion Process (SRDP).

Using the relation (Sepanier and Oldham (1977) p.467: 47-9.6), for very
large, positive z and a # 0, —1, =2, ...

d(a, b, z) ~ %za_b exp(z)

one can show the right ¢y-continuity of 7.3,thus obtaining lim £ (X)) = xo.

t—tg
We can also study the asymptotic behaviour in time of the trend function,
thus obtaining, if b < 0:

. C D(a+3/2) (=b)
tEaEWQ—iﬂmir(p) -
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7.3 Parameter estimation

We shall now estimate the parameters of the proposed model using two met-
hods: firstly, estimating the drift parameters (the a and b parameters) by the
maximum likelihood method, with continuous sampling of the process; and
secondly, by estimating the coefficient of diffusion by an approach proposed,
based on an extension of the procedure described by Chesney and Elliot (1995)
for the case of a linear EDS, to the non-linear case.

7.3.1 Estimation of drift parameters

Let us consider the following SDE (scalar)

where the parameter 0 is a (k x 1)-vector, A; is a (1 x k)-vector and B; is R-
valued depending only on the sample path up to the given instant. We assume
that equation (7.4) has a unique solution for every 6. The maximum likelihood
estimator of the vector € is given by (see, for example, Kloeden et al. (1996)
and Prakasa Rao (1999))

O = Sy 'Hy (7.5)
where Hr is the following (k x 1)-vector:

Hp = / ' AN(X) (By(X)Bi( X)) d X, (7.6)

0

and St is the k x k- matrix:

Sy = / ! A (X)) (Bu(X)Bi(Xy)) T Ay(Xy ) dt (7.7)

0

and the asterisk denotes the transpose.

The representative equation (7.1) of the model can be written in the vec-
torial form (7.4), with:

A(X,) = (Xit , Xt) 0" = (a, b) and B(X,) = o

The corresponding vector Hyp in equation (7.6) in this case leads us to

Tax
Hi = 2( ot /Xtht),
o to to

138 Tesis Doctoral. Ramén Gutiérrez Sdnchez




Chapter 7. Rayleigh process

St is the following square matrix

T
. 1 to% (T — to)
T:_2

N\ (T —t) [, Xt

Using equation (7.5) and after some calculation (not shown), we obtain the
expressions of the estimators

(ft:op XZdt) ( tiof %) (T - to)f X d X,

a= (Tdi><ft X2dt> T — to)?
() () (%)

(Tdt)<ft det) (T — to)?

t

The stochastic integrals in the latter expressions can be transformed into
Riemann-Stieljes integrals by using the Ito formula, hence

Tax, T at
U 1e( X 1 _|_ i -
X, g( T) g(mo) 9 X—tz

to

2
g

Therefore, the resultmg maximum likelihood estimators are

- (g o) (1532 (Tdt + % [y &) - 5o (X3 — 2t — oA (T — 1)) -

)Q;X%Q (T — t,)?

to

t

_ %( tf di) (X2 — 22 — o*(T — to)) — (T — to) <lg<)§_§)+%2fT)%

(S ) (g X2dt) = (T = )2

t

)(zm

The use of these expressions in estimating the parameters requires conti-
nuous observations of the process, which in practice cannot be made. In such
a situation, we consider a finite number of discrete observations at the instants
to <ty < --- <t, =T, and so the corresponding likelihood function is the
product of the transition density. The latter is normally difficult to obtain (in
our case it would be the product of very complicated Bessel functions). An
alternative method, and one that is frequently used (see, for example, Skia-
das and Giovani (1997) and Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafidi (2005b)),
consists in using the above expressions for the estimators and numerically cal-
culating the Riemann integrals appearing in them, for example, by means of
the trapezium method.
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7.3.2 Estimation of the diffusion coefficient

In general, no direct estimation methods exist to estimate the coefficient of
the diffusion parameter . Various expressions have been proposed to obtain
approximate estimations, such as the formula proposed by Guerra and Ste-
fanini (2000), based on the quadratic variation associated with the process,
while others, such as those of Skiadas and Giovani (1997) and Katsamaki and
Skiadas (1995) approximate this coefficient in the case of a linear SDE with
multiplicative white noise. We propose a formula based on an extension to the
case of a nonlinear SDE from the procedure described by Chesney and Elliot
(1995), as follows:

By applying the It6 formula, we have

1 dXt O'th
X, X2 T X?

Using the following approximation in the interval [t-1,t]

1 1 1
d| — | ~ — — d(X;)) ~ X, — X,_
(Xt) X, thly ( t) t t—1

then

1 1
XE (Z B Xt1> + Xo(Xy = Xy) = o’

An estimator for o is, therefore

& - \/Xt/Xt—l ‘ Xt _Xt—l | .

For n + 1 observations of one trajectory of the process, the resulting esti-
mator has the following expression:

RS
o= S VXX | X - X | (7.10)
t=1

Remark

By using Zehna’s theorem, the estimated conditional trend function (ECTF)
of the SRDP is obtained by replacing the parameters in expression (7.2) by
equations (7.8), (7.9) and (7.10), and thus the ECTF is given by the following
expression:

~ —1/2
Bt X — oy — D@t3/2) b / .
PR D@+ 1)\ a2t — 1)
1 —ba?
d—=a+1 s 7.11
( 2,a+ ’&2(1_625(1&3))) (7.11)
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N[

where & = % —
o

7.4 Applications and simulation

7.4.1 Applications

The homogeneous SRDP model with the statistical methodology proposed
above was used to study the evolution of various biometric-type variables in
Spain, such as life expectancy at birth, infant mortality and the number of
deaths caused by cancer. The present study considers, particularly, the evolu-
tion of the rate of infant mortality in Spain, the number of deaths in Andalusia
caused by cancer and the evolution of the live expectancy at birth in Anda-
lusia. . This latter region, which has a large degree of self-government and a
population of seven and a half million, is of particular socio-demographic and
biosanitary interest within Spain. The respective time-dependent stochastic
variables (stochastic processes) are:

1. X(t), the value of the rate of infant mortality per 1000 born with age
less than a year, at time t, in Spain (female and male).

2. Y(t), the gross interannual increase at time t of the total number of
deaths caused by cancer, in Andalusia (Spain) .

3. Xi(t), the value of the rate of infant mortality per 1000 born with age
less than a year, at time t, in Spain (female).

4. Xy(t), the value of the rate of infant mortality per 1000 born with age
less than a year, at time t, in Spain (male).

5. Zy(t), the value of life expectancy at birth corresponding to year, t of
birth (female).

6. Zy(t), the value of life expectancy at birth corresponding to year, t of
birth (male).

For X (t), Y(t), Xi(t), Xa(t), we took the time period of 1976-2000 to fit
the corresponding SRDP models and the period 1944-1999 for Z; (t) and Zs(t) .
The values observed were the rate of infant mortality in each natural year con-
sidered, the interannual increases measured at 31 December each year and the
life expectancy at birth calculated for each year of birth. Table (7.1-7.6) show
the sample values observed for six processes. Note that these values corres-
pond to observations of the six stochastic processes in a time discretisation at
equal-amplitude intervals of one year. In all cases, the source for the data was
The INE (National Statistics Institute of Spain).

In applying the statistical methodology, the following steps were applied:
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1. Take the values observed for the periods 1976-2000 for X (¢), Y (), Xi(¢)
and X(t) and 1944-1999 for Z;(t) and Z(t) for the fits, reserving the va-
lues observed for 2001-2002 (X (t), Y'(¢), X1 (t), X2(t)) and 2000-2001(Z; (),
Z5(t)) to compare these values with the corresponding ones forecasted by
the adjusted models.

2. Calculate the estimators of the parameters of each SRDP model, using
expressions (7.8) and (7.9) for the drift parameters and expression (7.10)
for the respective coefficients of diffusion (volatilities). Expressions (7.8)
and (7.9) are numerically approximated as described in this Thesis, sec-
tion 7.3.1, using Mathematica 5.1. The parameters obtained are shown
in Table (7.7).

3. After estimating the parameters, obtain the conditioned trend functions
(CTF), using expression (7.11). The respective TF are obtained from
expression (7.3), replacing the parameters by their corresponding esti-
mators. Tables (7.1-7.6) show the values as adjusted by the ECTF for
each of the examples discussed. Figures (7.1-7.6) show the observed and
adjusted values by the conditioned trends of the SRDP models for each
of the examples

Finally, the years 2001-2002(X (), Y (£), X1(t), Xa(t)) and 2000-2001 (Zy(¢),
Z5(t)), which were not used for the statistical fit, were compared with the
predicted values by the respective ECTF for these years (Table 7.1-7.6).
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Table 7.1: Observed values and Predicted values of X(t)

Years X ETF X ECTF X
1976 18.86  18.86 18.86
1977 17.11  17.385 17.385
1978 16.03  16.042 15.791
1979 15.25 14.821 14.809
1980 14.27 13.713 14.101
1981 12.34  12.708 13.211
1982 12.47  11.799 11.464
1983 11.29  10.979 11.582
1984 10.89  10.240 10.516
1985 9.87 9.577 10.156
1986 8.92 8.983 9.239
1987 9.20 8.454 8.389
1988 8.88 7.983 8.640
1989 8.05 7.567 8.354
1990 7.78 7.201 7.615
1991 7.60 6.879 7.376
1992 7.19 6.598 7.217
1993 7.05 6.354 6.855
1994 6.69 6.142 6.732
1995 6.05 5.959 6.416
1996 5.49 5.802 5.859
1997 5.54 5.667 5.377
1998 5.03 5.552 5.419
1999 4.86 5.454 4.985
2000 4.47 5.370 4.842

Predicted values
2001 4.38 5.299 4.516
2002 4.08 5.239 4.442
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Figure 7.1: Fit and forecast of X(t), using ECTF
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Table 7.2: Observed values and Predicted values of Y(t)

Years Y ETFY ECTFY
1976 8303 8303 8303
1977 8569 8681 8681
1978 9151 9043 8935
1979 9128 9389 9492
1980 9494 9722 9470
1981 9746 10041 9821
1982 10033 10350 10064
1983 10380 10648 10340
1984 10708 10937 10676
1985 11000 11217 10993
1986 11358 11489 11276
1987 11665 11753 11624
1988 11785 12010 11923
1989 12027 12261 12039
1990 12350 12505 12275
1991 12552 12744 12590
1992 12756 12977 12787
1993 13313 13204 12987
1994 13520 13427 13531
1995 13872 13645 13734
1996 13848 13858 14079
1997 14195 14067 14055
1998 14399 14273 14396
1999 14639 14474 14596
2000 14727 14671 14831

Predicted values
2001 15288 14865 14918
2002 15523 15055 15469
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Figure 7.2: Fit and forecast of Y(t), using ECTF
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Table 7.3: Observed values and Predicted values of X (¢)

Years X, ETF X, ECTF X,
1975 16.76 16.76 16.76
1976 14.79  15.382 15.382
1977 14.02  14.137 13.602
1978 13.51  13.014 12.907
1979 12.55  12.002 12.447
1980 10.67  11.093 11.583
1981 10.86  10.277 9.896
1982 10.13 9.548 10.066
1983 9.82 8.899 9.413
1984 8.77 8.322 9.136
1985 7.82 7.813 8.202
1986 8.08 7.364 7.362
1987 7.57 6.970 7.591
1988 7.37 6.628 7.141
1989 6.96 6.330 6.966
1990 6.88 6.073 6.606
1991 6.44 5.852 6.537
1992 6.28 5.663 6.153
1993 5.95 5.501 6.015
1994 5.35 5.364 5.730
1995 5.09 5.248 5.216
1996 4.71 5.150 4.995
1997 4.51 5.068 4.676
1998 4.44 4.999 4.510
1999 4.12 4.941 4.452
2000 4.07 4.892 4.190

Predicted values
2001 3.72 4.851 4.149
2002 3.68 4.817 3.868
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Figure 7.3: Fit and forecast of X;(t), using ECTF
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Table 7.4: Observed values and Predicted values of Xs(?)

Years X, ETF X, ECTF X,
1975 20.86 20.86 20.86
1976 19.29  19.266 19.266
1977 17.91  17.809 17.831
1978 16.87  16.479 16.570
1979 15.88  15.266 15.622
1980 13.89  14.162 14.719
1981 13.93  13.158 12.908
1982 12.35  12.246 12.945
1983 11.88  11.421 11.511
1984 10.88  10.675 11.085
1985 9.95 10.003 10.182
1986 10.25 9.399 9.344
1987 10.09 8.859 9.614
1988 8.68 8.377 9.470
1989 8.55 7.948 8.206
1990 8.27 7.569 8.090
1991 7.89 7.235 7.840
1992 7.78 6.942 7.502
1993 7.38 6.685 7.405
1994 6.7 6.462 7.050
1995 5.87 6.268 6.452
1996 6.32 6.100 5.730
1997 5.52 5.956 6.120
1998 5.24 5.832 5.428
1999 4.8 5.725 5.189
2000 4.66 5.634 4.817

Predicted values
2001 4.42 5.556 4.700
2002 4.59 5.489 4.501
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Figure 7.4: Fit and forecast of X5(t), using ECTF
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Table 7.5: Observed values and Predicted values of Z;(t)

Years Z1 ETF 7, ECTF 2,
1944 57.900 57.9000 57.9000
1945 58.618 59.0799 59.0799
1946 59.081 60.1923 59.7565
1947 60.243 61.2426 60.1932
1948 61.779 62.2355 61.2901
1949 62.430 63.1753 62.7425
1950 62.666 64.0656 63.3588
1951 64.229  64.9098 63.5823
1952 65.869 65.7111 65.0641
1953 67.594 66.4722 66.6214
1954 68.595 67.1957 68.2619
1955 69.004 67.8838 69.2149
1956 68.980 68.5387 69.6046
1957 69.581 69.1623 69.5817
1958 70.329 69.7564 70.1545
1959 71.432 70.3228 70.8678
1960 71.775  70.8629 71.9203
1961 72.002 71.3781 72.2477
1962 72.136  71.8699 72.4645
1963 72.546  72.3394 72.5925
1964 72.928 72.7879 72.9841
1965 73.317  73.2163 73.3491
1966 73.486  73.6257 73.7209
1967 73.690 74.0171 73.8824
1968 73.621  74.3913 74.0775
1969 73.839  74.7493 74.0115
1970 73.893  75.0917 74.2199
1971 74.454  75.4194 74.2716
1972 74.625 75.7329 74.8081
1973 74.947 76.0331 74.9717
1974 75.074  76.3205 75.2798
1975 75.535  76.5958 75.4013
1976 75.615 76.8594 75.8429
1977 76.454 77.1119 75.9190
1978 76.433  77.3538 76.7228
1979 77.048  77.5856 76.7026
1980 77273  77.8077 77.2919
1981 77.595  78.0207 77.5073
1982 78.100  78.2248 77.8155
1983 78.080 78.4204 78.3001
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Table 7.5: continuation

1984 78.632  78.6080 78.2804
1985 78.702  78.7879 78.8099
1986 78.824  78.9605 78.8771
1987 79.029 79.1259 78.9935
1988 79.058  79.2846 79.1904
1989 79.453  79.4368 79.2186
1990 79.424  79.5829 79.5977
1991 79.653  79.7230 79.5692
1992 80.136  79.8574 79.7892
1993 80.038  79.9865 80.2525
1994 80.461 80.1102 80.1583
1995 80.650  80.2290 80.5648
1996 80.724 80.3431 80.7459
1997 80.899  80.4525 80.8171
1998 80.976  80.5575 80.9854
1999 81.050 80.6584 81.0590
Predicted values
2000 81.421 80.7552 81.1304
2001 81.710 80.8481 81.4860
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Figure 7.5: Fit and forecast of Z;(t), using ECTF
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Table 7.6: Observed values and Predicted values of Zs(?)

Years Za ETF Z, ECTF Z,
1944 51.609 51.6099 51.6100
1945 51.701 52.9232 52.9232
1946 52.472 54.1471 53.0079
1947 53.710  55.2902 53.7261
1948 55.904 56.3599 54.8812
1949 56.522 57.3623 56.9340
1950 56.860 58.3031 57.5134
1951 58.604 59.1872 57.8305
1952 60.428 60.0189 59.4690
1953 62.504 60.8022 61.1864
1954 63.517 61.5405 63.1455
1955 63.776  62.2371 64.1030
1956 63.753  62.8948 64.3480
1957 64.256 63.5161 64.3262
1958 65.014 64.1036 64.8021
1959 66.000 64.6594 65.5198
1960 66.326  65.1854 66.4540
1961 66.510 65.6835 66.7630
1962 66.676 66.1555 66.9375
1963 66.977 66.6028 67.0949
1964 67.389 67.0270 67.3805
1965 67.642 67.4294 67.7714
1966 67.671 67.8112 68.0115
1967 67.788 68.1736 68.0391
1968 67.635 68.5178 68.1501
1969 67.793 68.8446 68.0049
1970 67.773 69.1551 68.1549
1971 68.420 69.4502 68.1359
1972 68.681  69.7307 68.7503
1973 69.121  69.9973 68.9982
1974 69.341 70.2509 69.4163
1975 69.638 70.4920 69.6254
1976 69.720 70.7214 69.9079
1977 70.296  70.9396 69.9854
1978 70.286  71.1473 70.5336
1979 70.882  71.3450 70.5242
1980 71.499 71.5331 71.0909
1981 71.342 71.7122 71.6781
1982 71.891  71.8827 71.5291
1983 72.215  72.0451 72.0515
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Table 7.6: continuation

1984 72.178  72.1998 72.3603
1985 72.210 72.3470 72.3248
1986 72.470  72.4873 72.3550
1987 72.681 72.6210 72.6029
1988 72.672 72.7483 72.8039
1989 72.583  72.8696 72.7953
1990 72.520  72.9852 72.7103
1991 72.587 73.0954 72.6503
1992 73.095  73.2004 72.7140
1993 73.199  73.3005 73.1985
1994 73.590  73.3958 73.2979
1995 73.547  73.4868 73.6704
1996 73.714  73.5734 73.6297
1997 74.310 73.6560 73.7887
1998 74.063 73.7348 74.3572
1999 74.175 73.8099 74.1212
Predicted values
2000 74.846  73.8815 74.2287
2001 75.106  73.9498 74.8687
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Figure 7.6: Fit and forecast of Zs(t), using ECTF

Table 7.7: Estimation of Parameters

Variable a b o
X 1.94359  -0.08737 0.80347
Y 3.40099  -0.00257 0.30208
X, 1.87161 -0.0930 0.73354

Xo 2.00627  -0.08448 0.88939
Z 136.83102 -0.01982 0.60859
Ly 132.35918 -0.02332 0.67293

1
2002
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7.4.2 Simulation

For the simulation of the sample paths, we have used the procedure proposed
by Rao, Borwankar, and Ramkrishma (1974), see also, for example, (Kloe-
den and Platen 1992). The derivation of this algorithm involves approximate
discretization of the Ito integral equation in time intervals of length h.

In the case of the Rayleigh diffusion process, the algorithm becomes

h2 2
Tpp1 = Tp+h <i~|—bxn) +0Z1n+§ (b2xn— a_g) +
n ‘,1;774

2

a ao
<b - [L'_2> UZ2n + [[_% (ZanQn - ZSn) ;

n

XO = xto

where Z3,, ~ N[0, h], Zs, ~» N|0, %3], E|Z1,75,] = %2 and Zs, is not nor-
mal, but for small values of h, one can approximate it by a normal variable
with zero mean and variance ’f—; verifying E[Z1,Z3,] = E|Z2n,Z3,] = 0.

The simulation was carried out by taking values of a, b, 02 and x( that were
close to the values estimated for these parameters in two real-life applications,
concretely the X (t) and X,(t) above considered. In each case we generated
100 paths with 101 values each, and considered the time instants t; = (i — 1)h,
i=1,...,101. Figures (7.7) and (7.8) show, for the particular cases of a=1.9,
b=-0.09, 02=0.74, h=0.1 and zy = 21, and of a=2, b=-0.08, 02=0.89, h=0.1
and x¢g = 17, which correspond respectively to values close to those obtained
in the study of X;(¢) and Xs(¢), ten of the simulated paths, together with the
theoretical trend function for the values of these parameters. The figures (7.7
and 7.8) show the simulated paths of the Rayleigh process, with the dark line
representing the trend.

7.4.3 Conclusion and discussion

The main conclusion of this study is that the homogeneous Rayleigh model,
under the proposed statistical methodology, provides an accurate fit for the
rate of infant mortality, the number of deaths caused by cancer and de life
expectancy at birth. Furthermore, the model enables us to accurately predict,
in the medium term, the behaviour of the six dynamic variables considered.

Additionally, the SRDP model considered is found to be versatile in that it
is capable of modelling cases with either a decreasing or an increasing trend,
which is the case for example, respectively, of the rate of infant mortality and
the life expectancy at birth.
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Figure 7.7: A simulation of the trajectory of SRDP

Figure 7.8: A simulation of the trajectory of SRDP
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An alternative approach was to fit the six cases described in this Thesis
using other diffusion models, such as those based on lognormal or on Gom-
pertz homogeneous stochastic diffusions (see for example Gutiérrez, Romén,
and Torres (1995), Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez, and Nafidi (2004)). For this
purpose, a statistical-fit methodology was applied, but in all cases the fits
achieved were unsatisfactory. On the other hand, the SRDP model was found
to be ideal for interpreting the internal dynamic of the evolution of the six
variables considered, by means of the estimated It6 stochastic equation (7.1).

As a possible area for future research, a study could be made of a non-
homogeneous version of the SRDP model, defined by introducing time-dependent
exogenous variables into the trend function, analogously to the work carried
out on lognormal and Gompertz diffusions (see, for example, Gutiérrez et al.
(1997), Gutiérrez, Gonzélez, and Torres (1997), Gutiérrez, Roméan, and Torres
(1999), Gutiérrez, Romén, and Torres (2001), Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez,
and Nafidi (2004) and Gutiérrez et al. (2005a)). This would enable us to study,
for example, the effect of certain preventive health policies on the behaviour
of the endogenous variables considered. In the particular case of the rate of
infant mortality, it is likely that there will be a “rebound” in the next few years
as a result of the influence of an exogenous variable related to immigration,
which is currently increasing at a fast rate in Spain. Thus, the SRDP process
described in Thesis, with its associated statistical methodology, is technically
ready for the construction of the above-mentioned non-homogeneous version.

The Rayleigh model, in this Thesis, was applied for example, to the study
of a group of deaths caused by all forms of cancer. If it could be refined to
examine those deaths caused by certain specific types of cancer, it would be
very interesting to use the model to analyse the influence of biosanitary policies
for disease prevention on the evolution of the mortality of such cancer types,
by using the aboved mentioned Rayleigh model with exogeneous factors.
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Apéndice A

Anexos

A.1. Estudio del cambio de variable

Realizamos el siguiente cambio de variable:

21 = X1,

29 = (to — tl)*l/Q(lgxg —lgay);
Za = (ta - ta—l)_1/2<lg Lo — lg $a—1>;

Zn = (tn - tnfl)_l/zag Ty — 1g xn71>;

Destacamos que todas estas igualdades son entre vectores y se han de en-
tender componente a componente, es decir, que:

ZQ;Z’ = (ta — ta_l)_l/z(lg xa;i — lg xa—l;i); 7 = ]_, ey k
Veamos a continuacion el calculo del jacobiano de la transformacién inversa.

1. Sea el cambio inverso:
T = 21,

To = 21 exp[(tz — tl)l/QZQ];

x3 = z1 exp[(ta — t1)1/2z’2 + (t3 — t2)1/223];

To = 2z expl(ts — t1) %20 + (ts — t2) 225 + ...+ (ta — ta1)?24);
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Es decir;
o

To =21 eXp[Z(tj —t;1)Y%].

Jj=2

Volvemos a destacar que estas expresiones se han de entender componente
a componente.Es decir:

(67

xa,i = Zl,i eXp[Z(t] — tj—1)1/2zj,i]; 7 = 1, ey ]{?
j=2

2. La matriz jacobiana del cambio inverso anterior es:

Jii| 0O 0 0 0
J21 JQQ 0 0 0
J = J31 J32 J33 0 0
: : : o0
Jnl JnQ Jn3 e Jnn
en donde Ju;; con o = 1,...,n; j = 1,...,k, es la matriz de las de-
rivadas de z, respecto de z;, con a > j. Como quiera que z, sélo de-
pende de z; ..., 2o, la matriz J es triangular inferior (ya que los J, ; con
j=a+1,a+2,...son nulos). Por tanto el jacobiano de J serd:

Jac(J) = [ [ Jac(Jae)-

3. Calculamos un J, , cualquiera:
En general, calculamos J, , interpretando por componentes”la relacion

«

To — 21 GXP[Z@]‘ — tjfl)l/QZj]
Jj=2

es decir con:

[e7

.Z'aﬂ; = Zl,i eXp[Z(t] — tj_l)l/QZjﬂ;]; 9 = 1, ey k

Jj=2

Hay que derivar z,; respecto de z, = (241,202 -- -, 2ak). Por lo tanto,
para cada a, con un « fijo, sera:

aiﬂa’i
0Zap

= (ta — ta—1)"z1;exp [Z(tj - tjl)l/QZji] Oip

=2
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coni=1,...,k; p=1,...,k Porlo tanto, (i=p; §;,=1)

Joa = diag [(t —ta—1) 22 ;i €XP [Z(tj - tj1>1/23ji”

Jj=2

de donde

k «
|Joz,a| = (ta - tafl)k/2 H 21i €XP [Z(tj - tjl)l/szi] :

i=1 j=2

Y el jacobiano final sera:

Jac(J) = H ‘Ja,a‘ = H ’Ja,a’ =
a=1 a=2
n k «
= H(ta — ta_l)k/Q H 21; eXp [Z(tJ — tj—1>1/22ji] .

a=2 =1 j=2
El cambio de variable considerado es aplicado a la expresion obtenida de la
funcién de verosimilitud, resultando:

Llene.. 2/ B A) = (@20) 74175 T o — 1) 2 Hz1

a=2
@ 1 n
exp [— (t; — tjl)l/zzjz’] exp [— (Z(er — Bua) A7 (20 — Bva)) X
, 2
Jj=2 a=2
n k o
H(ta —to1)"/? H 213 €Xp [Z(tj - tj—l)l/QZji] =
a=2 i=1 7j=2
_ (271_)*(71271)16"4’#6)( __1 i(z — Bu )/Afl(z — Buw )
- p 9 ra «@ « « o

sin mas que considerar el teorema del cambio de variable aleatoria y considerar
el jacobiano de la transformacion inversa antes calculado.

A.2. Operaciones matriciales

Teorema: Si F y G son dos funciones matriciales, A una matriz de cons-
tantes y o un escalar, entonces
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1.

Si F(X) = Ayxp, F es diferenciable y

dF (X) = 0.

. Dado G,,x, diferenciable y a un escalar distinto de cero, si F(X) =

aG(X), F es diferenciable y

dF(X) = adG(X).

. Dado gy, diferenciable, si F(X) = Vec(G(X)), F es diferenciable y

dF(X) = Vec(G(X)).

. Dado G,,x, diferenciable, si F(X) = G'(X), F es diferenciable y

dF(X) = (dG(X)).

. Dado G, diferenciable, si FI(X) = tr[G(X)], F es diferenciable y

dF(X) = tr[dG(X))].

. Dados Gyuxp ¥ Himxp diferenciables, si F(X) = (G + H)(X), F es dife-

renciable y

dF(X) = dG(X) + dH(X).

. Dados Gy, ¥ Hyxp diferenciables, si FI(X) = (GH)(X), F es diferencia-

ble y
dF(X) =dG(X)H(X) + G(X)dH(X).

. Dado G,,xm diferenciable, si F(X) = (G(X))™!, F es diferenciable y

dF(X) = —F(X)dG(X)F(X).

. Dado G, diferenciable y FI(X) = (|G|(X)), F es diferenciable y

dF(X) = G(X)tr[G~(X)dG(X)).

10. Dado G, diferenciable y F'(X) = log(G(X)), F es diferenciable y
dF(X) = tr[G~1(X)dG(X))].
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Anexo

Producto de Kronecker

Sean A,,xn ¥ Bpxq dos matrices. Se define el producto de Kronecker como
la matriz de dimensiéon mp X nq siguiente:

anB apB -+ a,B
anB axB -+ ay,B

A®B: 2? 2? . 2. (aijB)ij); izl;...;m; jZl;...'
amlB amQB te amnB

Propiedades interesantes:

1. Dadas Ay, xn, Bpxq ¥ Crxs, entonces

(A B) @ C=A® (B ().
2. Dadas A,xn; Buxp, Coxrs ¥ Drgs, entonces
(A C)(B® D)=AB®CD.
3. Si Apsm Y Bnxn, entonces
(AeB)'=A"@B"
4. Dadas A,,x, ¥ Bpxg, entonces
(A B) = A" ® B

5. Si Ayxm Y Brxn son ortogonales, A ® B es ortogonal.

6. Si Apxm Y Bnxn son definidas positivas, A ® B es definida positiva.

A A
7. Dadas Ay xpn = ( A; A;z ) y Bpxq, entonces
. AHB AlgB
aep=( 305 A5 )

8. Dadas A,,xm vV Bnxn, €ntonces

tr[A ® B] = tr[A]tr[B].

9. Dadas A, xm ¥ Bnxn, entonces

[A® B| = |A]"B|™.
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Anexo

Operaciéon Vec

Sea X una matriz de orden n x ¢. Se define Vec(X) como el vector de di-
mension ng x 1 resultante de apilar las columnas de X.

Propiedades interesantes

1. Sea a,x1 Yy byx1 dos vectores; entonces

Vec(ab') = b ® a.

2. Sean A, xq, Byxp v Cpxr, tres matrices cualesquiera, entonces

Vec(ABC) = (C" @ A)Vec(B).

3. Sea A, xq ¥ Bgxn, entonces,

tr[AB] = Ved (A" )Wec(B) = Ved (B)Vec(A).

Matriz permutacion

Dada una matriz M de orden m X n, se define la matriz vec-permutacion
notada como () como la matriz que trasforma el vec(M) en vec(M’), de
manera que:

vece(M') = I(ymyvec(M)

I(;,,m) es cuadrada de orden mn y ortogonal.
Propiedades interesantes:

Sean M y N matrices de dimensiones mxn y pxqy b vector p-dimensional,
se cumple:

—J1

/
(n,m) (n,m)"

1 Ty =1
2. Iy (M @ N) = (N @ M)Ip,.
3. ](m’p)(M(X)b) =b® M.

4. vee(M @ N) = (I, ® Iimq) @ I,) (vec(M) @ vec(N)).
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Anexo

Matriz duplicacién

Definicién 1: Sea M una matriz cuadrada de orden m. El vector vech(M)

de dimensién 3m(m + 1) es obtenido a partir del vector vec(M) eliminado los

elementos de la diagonal superior de M.

definicién 2: Sea N una matriz simétrica de orden n. Se define la matriz
duplicacién D,, como aquella matriz de orden n? x %n(n + 1) que transforme
vech(N) en vec(N):
vec(N) = Dyvech(N).

La matriz D, tiene rango completo %n(n + 1) y por tanto su inversa gene-
ralizada de Moore-Penrose es:

Dy = (D,Dn)""'Dy,.
Propiedades interesantes:

Sea N una matriz cuadrada de orden n. Entonces:
1. vech(N) = D;}fvec(N) si N=N".
2. D,DS(N®N)D, =(N&N)D,,.

3. D,DH(N @ N)(D,)' = (N @ N)(D,).

Si N es no singular:
1. (D} (N®N)(D,)™' =D} (N ®N)D,,.
2. (DL(N®N)(D,)"' =D} (N®N)(D/).

3. |DF(N"'@ NT)(Dyt)| = 22m-DIN |t

A.3. Notas sobre la normal matricial

Sea Xyxn ~ Niyxn[M;C @ D] con Cyixpyr ¥ Dy definidas positivas y
Man‘

Sabemos que entonces Vec(X') ~» Npy,[vec(M'); C ® D]. Su densidad se
escribe de la forma:

) = (2m)F ] 301 e {qurie (X = a0 (X -y}
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Anexo

Sean tq;ts...;t,, vectores con t;cR" sea T = [t1,t9;...;tm]nxm ¥ sea t =
vec(T)eR™™. Entonces la funcién generatriz de momentos es:

Myee(xn (t) = Elexp{t'vec(X")}] = exp{t'vec(m’) + %t'(C’ ® D)t}
1. Elexp{t'vec(X")}| = Elexp{ved (X")t}] = Elexp{ved (X )vec(t)}| = Elexp{tr[TZ]}].
2. t'vec(M'") = ved (M)t = ved (M"vec(T) = tr[T M].
3. (C® D)t =ved (T)(C ® D)vec(T) = ved (T)vec(DTC) = tr[DTCT"].
con lo que

Mx(T) = Elexp{tr[TX|}] = exp{tr[TM] + 3tr[DTCT"]} con T € M xm.
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