ara definir optra ae laz operaciones entre numeros
cardinales, Centor desarrollé una nueva nocion, la de cphertura

de up co:.*untawm_de.mﬂ-tmm. ina cobertura

del conjunto N com los elementos del conjunto N es formalmente
una funcion gque asigna 8 cada elemento n ce F umo de M. No es
necesario, sin embargo, Que s cada m de M le corresnonda un solo
elemento de N, aungue le conversa ha de darse. Dos fuiciones de
cobertura 0, brevemente, dos coberturas Sson identicas cuandc

asignan a cada ipdividuo de um conjunto el mismo individuc del

otro. Veamos algunos ejemplos de cobertvras de N con X:

Sea X = {a, b, ©} y N = t1, 8, 3 & 5)
una cobertura, fi., podria Sel
$401) = ap 4 l2) = b; £1(3) = & £.(4) = b; £.(8) = C.
Tendriamos asi el conjunto de pares ordenados definidos por
f£i:
2.8y, <3, a), 4, B, <G, €?}.
£24 ser:

a, 2

¥, aque
gue el

K tiene D elementos, siendo




ayek cardinales cualesquiera, la unisn de todas ias cOberrTuras

de K con ¥ gefine la cperacion ar. Asi

e
—

at = (NI},

Sesn M, K, P conjuntos y a, & & los numeros cardinales
que les corresponden respectivamente, de las definiciones
anteriores se siguen las siguierntes afirmaciones

UK. (PID) = NP
y por tanto
ae. ah = 8T

((Pi1X). (PIN)) = (PI(K.K))

ac. b = (a. b=,

(PI(NIM)) = ((P.DIND

(at-)c - ab,t:"lti'.:" 130

3. 2 Defipnicicon de los cardinales finitos'''

Sea e~ un objeto cuslquiera. Si e. se subsume bajo
ccncepto de manera que nada mas caiga bajo €l, tenemos que

coniunto Eo de 1os objetos ygue caen ©0ajo el concepto

corresponde un TNUmero cardinal al que Cantor llaua *uyno"

simboliza por "1". Asi,
qiles
Si se ahade shor= un objeto cualquiera, €, distinto de

al conjunto .. el coniunto resultante, By = {Ea., @)%y

+endra a su vez un numero cardinal, distinto del de E. dado gque




ntes, y &l que Cantor ..ama "dos",

E~ mo sCn equivale

G e e — -
2 = (Bg, 811 T oy &) = B

Esta procesc puede continuarse de .f ziguiente

L= (Ber, w1 7 E:

y asi cucesivamente. De este mOac

o
y asi sucesivamente,

En general

Ev-\ " (E\'\-"L. e‘n) = 'ie:-. e, ey
el resultado de gadir 1 2zl que

Cads numero cardinal es
ie precede inmediatamente. De acuerdoc con 1gs definiciones
anteriores pueden proberse 10S siguientes teoremas''".
Si M es vm conjunto tal que no €S equivaliente 8 ninguno de
subc-njuntos Pre ‘ng, entonces (% e), el conjunto uniemn de
cimple, & , tieme esia picma propiecad.

yn elemento S1T:
unto no eguivalente 2 ninguna de

Frueba: Sea ¥ un conj

partes, ¥ supCngamos Que (¥, e) tiene una perte propiz, ¥,
ec equivalente 2 (¥, e’. dietinguir dos casos:
ypnien de un conjunto

ecto es, @& (XK., e

también Seran equivalentes, i consigeramos Gue
el z =i mismo en 1a correlacicl.
¥, es una Ppartie d. F. M. es

Comc K es




b
P
o

una parte propia de K. Luego se sigue que M es equivaiente & una

i
in

P
arL

Q.
f30]
1

us

[}
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propias, lc que contradice la hipotesis.

By “te € N). Entonces N es identico a ¥ o a una parte de
. Sea § = (¥, ). Como hemos Supuestio Que (M. Tr 2 (K B), €5
gecir, que F = (X, @), =i hacemos corresponder los elementos iy
e en la correlacien que define la equivalencia, tendremos que
M,=¥. Perc % es uns psrte de N, y N ura parte de M, con lo que
M, ec uns parte ce N equivalenta2 a ¥, en contra ce la hipotesis.

Luego (K, e) no es equivelente a ningura de sus partes

propias.

(6) Si N es un conjunto de numero cardinal finito n, ¥y Nu es un
subconjunto propio de N, el numero cardi.al de ¥ es algunoc de

los que anteceden &8 L

1,2, o, SRR

T-yehy' '4 : Supongamos que el teorema (6) vale pasta un
cierto 1§ y probemoslo para nfl. Segun las definiciones
anteriores

541 = Bn B 0o Bii i o B0d

Sea E' un subconjunto propic de Ea. Pueden darse tre<
gituaciones

A} (g, € E'), ehlpntes £ et 8 LEL identico & &n-1 O
mien Un Subconjunto de E.-:. En cualguiera de estos cesos tendré

un cardinal igual o memor gue L, puesioc que el tecrewa se cumple

para 10S numeros menores gue nw.
ko o | 4 A ~ x Tt e
B) E' tiene un Gnico elemento, €.. LUEEQ . ° &




-
b
w

L ke 2 B 3 B » AR, B, &1 E' es un subconjunto
propic de E., E" es un subconjunto propic de En-1, con lo que el
cardinal de E" sera n-1 o algun numerc anterior a este, Segun
nemps supuestc. Luepo si E' = (E*, e.), entonces E' = E"tl, es
decir, un numero igual o menor que L.

En cualquisra de los fres casos el cardinal de cualquier
subconjunto de un ccnfunto de n+l miembros es unt de los numeros
anteriores a n+l.

g. e. ¢,
(7) Los elementos de la scrie infinita de los numeros cardinales
finitos
02 B vy
son todos diferentas unos de otros.

L : Kingun conjunto Ew, siendo 1o finito, es
equivalente a ninguna de sus partes:

Pasa 5 = 1. B = les, iBi), ¥ SUS (8od .Y (@), De ve
inmediatamente gue ni (8a)=({eq, o) ni (eid=(eq, 1l

Para © > 1. Sean B ¥y L 4OS numeros f.nitos, y m < D
Entonces E.-3 y En-1 mnOo seran ecuivalentes, con lo que Sus
respectivos cardinales n y L sera. Jistintlos.

g 2. &

o™
Y
v
(8 1)
1¢1]
o
o
1<}
(1]
9
0
e
'
b )
b
ct
8]
(=)
(10}
]
0
L5 |
O
=4
(11}
ot
Q
ol
8}
mn
*
Q
n

que io preceden

Prueba: Sea m u. cardinal anterior a L. E.-1 Sera pues

un stuconjunto de En-1, pero E.—: no es un subconjunto de Ewm-.

Si lo fueran serizn eguivsientes y sus cardinales idénticos, 1o
que estd en comntradiccion orn el teorema (7). Luege, de acuerdo




(9) No existe ningun cardinal entre L Y n+l,

Prueba: Sea & un cardina. mencr GUE n+l, entonces habré
un subconjuntc de E. con el numero cardinal a. Del teorema (6)
se sigue que a sera idéntico a algunc de los numeros anteriores
a n+l, y del teorema (8) se sigue gue N0 seré mayor que n, luego
no bay ningua numerc entre n+l y n:

(10> 8i K es cualquier conjunto de numeros cardinales finitoc
distintos, entonces hay un k, entre ellos gque es el menor de
todos.

Prueba: A K pertenece el 1 0 no pertenece, 8i 1le
primerc, entomces kv = 1. Si lc segundo, sea J el conjurto de
los nomeros finitos menores que cualquiera de los gue aparecen
en K. A J debe pertenecer un numerc L tal que n+l y los que le
siguen no pertenezcan a J puesto que si no +odo numero finito
perteneceriz a J y K seria vacia.

Todoe los numeros pertenecientes a J ¥ distintos de 0
son menores gQue L, luego ! nC es ras gque el conjunto

(1 B30 5as o 0k
Y en este caso ki = ntl.

q. e. 4.

b o

est0s teoremas aflade Cantor, sin prueba, el siguiente:
(11) Todo conjurto K = 1k} de mnumeras cardinaies finitos

distintos puede crdenarse CORQ Una gerie

Tiel teprema anterior no ca Cantor .a prueda expal citamente, pero

ce slgde inmediatamente ce .03 +raz *tegremas &LNtTeTrigres: 1820




conjunto de numeros finitos tiene un p elemento, por 10}
puede ordenarse de m.nor a mayor, por /, y cada numerc tiemne

un sucesor inmediato, por (9).

Detinamos, en priger lugar, la nocien de conjurto
cimplemente ordenado:

M es un conjunto Limpl rde =i, gracias a tna
relacisn R previamente establecida entre sus elementos, puede

decirse de dos cualesquiera de ellos, m y Ik, cual es el

anterior y cual el posterior segun el orden en que los coloca R

y, ademas, i ocurre siempre que si m €s anterior a m: y M €S
anterior a otro elemento m:, entonces m €S antericr a m. Segun
R.

Si un conjunto estéd simplemente ordenmado O ng, selo
puede zfirmarse respecto de alguna ordenacién particular, dado
gue un mismo conjunto puede orcdenarse de muchas maneras
diferentes.

Cantor 1l 1ipo .ng) de un conjuntc simplemente
ordenado X al g queda al abstraer las

aungue manteniendo bajc
que G5tos estan. Los 1ipes
ordinales son, pues, conjuntos de “"unos' simplewents ordenados.

El tipo ordinal de M se simdoliza mor

i 3




indicando el trazo unico que solo se ha produciio un acto gde
abstraccion sobre ¥, y no dos, la constitucien y el orden ae 10
elementos, como ocurre en el caso de las potencias.

Dos coniuntos simplemente ordenados, M y N, seran
simd < (ahplich>, en signos: ¥-N''", i puede definirse una
relacion biuvnivoca entre los elementos de unc y oOtro Qgue
preserve el orden relativo de los elementos emparejados por la
relacion. Esto es, si m y m= SCD elementos de ¥ y m» ¥y no Son
los elementos de ¥ que corresponden & mi y & m: respectivamente
segun la rela_ion que conecta biunivocamente a ambos conjuntos,
y my precede & . €N X, entonces n. precede a n. €n X.

Si dos conjuntos simplemente ordenados son simpllares, 2

ambos les corresponde el mismo tipo ¥ viceve:sa. Formalmente,

N-F si, y solo si K =T,

Los tipos ordinales, al igual que las potencias, soOn
copjuntos y en este caso CORJjuntos =imilares & aquellos de 1os
gue se aD3Iraemn.

Iodos los conjuntos finitos de 1a misms cardinalidad son
cimilares enfre si, por lo gue & cada numero cardins’ finito le
corresponge um uGnico tipo oréinal. Cantor simbolize los %ipos
ordinales finitos mediante los Signos utilizados para hacer
referencia a 105 nomeros cardinales finitos

y Oy
La coincidencia de notacien no Supone ningun peligro de
ambiguedad puesto gue emn 1a esfers c¢e lo finito la distincicn
entre tamafo cardinal 3 iréin de un conjunte no es

elavante.
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Ex el caso de los conjuntos infinitos la cuestion es

M

completamente ciferemte. Conjuntos con un RiSmO tamALc cardinal
pueden adoptar iniinitos tipos ordinales distintos.

©i en ur conjunto simplemente ordenado M se invierte el
orden relativo de los elem2ntos cOmc en un espejo, 4de manera que
si m; era anterior a m, €n ¥, sea ahora m,; anterior a m., para

cualesquiera dos elementos m. § M de ¥, lo gue resulta es el

coniunto inverso de X, que Cantar cimboliza por

3.8

mn
-

o es €l tipo ordinal de M, el tipo de 2¥ sera #a.
Para todos los tipos finitos se cumple gque

o =
y también para a2lgunos infinitos, pero "0 en general. Entre los
tipos infinitos para los que se cumple Cantor cita'i” el tipo
del conjunto de 1l0S numeros racionales p/q mayores que cert ¥
menores que 1, ¢imbolizado por R Todoe los conjuntes de tipoq
tienen las siguientes caracteristicas:
(i) son eguivalentes &l conjunto de los numeros finitos

(i3) no tiemen un primer elementc ni um eiemento wlitime

5]

(iii) entre dos cualesquiera de Su

(1]

ciementos Siempre bay un
nomero infinito de ellos.

El tipe q_ccrresp:nde sambién a1l conjunto de todos los
racionalss pusitivos ¥ negativos, ipcluido el cero en su Lvced

natural, y al conjunto de los numeros reales algebraicos en SU

orden natural.

e e, S| S . oy . e, A = T




igue es el tipo del corjunto de 10S enteros finitos positive
en su orden natural, que se simboliza por “wo. El inversc, *%w,

corresponde al conjunto de los enteros

r muitiplicacion de

Scan ¥ y N dos <conjunios simplemente ordenados y sea «

el tipo que corresponce a Xy B el gque corresponde a §¥. La union

(¥, ¥) sera un conjunto simplemente ordenado si se mantiene el
orden interno de los elementos de M y ¥, y si todos los
elementos de X tienen un rango inferior a todos lcs elementos de
e casu (M, §) tendré un tipo ordinal determinado, gue no

de la constitucien de los elementos de My X sino ae

Cantor define asi I : ie los dos tipos ordinales

¢ y § ce la siguiente man

cuenta gue

conjunto

“ucto




suma y la multipiicacion de tipos orcéinaies No

cumplien, en general, la propiedad conmutative dado gue puede

pcurrir que los pos resu.tautes de las operaciones atfp y a. B

cean distintos de los de las operaciones Bta ¥y .o s

.2 WM“—MM y_concepios derivados

Cantor denomina €I atal de primer orden 28
cuaslgquier subconjunto de un conjunto simplemente ordenadu que
sea 0 del tipo @ o del tipo *w. Si el subconjunto ec del tipo ©

=ntal a pte, si del tipo #w sera uma

descendente.

Una serie fundamental accendente es, Dpues, cimilar al
conjunto de los enteros positivos en Sd orden nstural. Una serie

sundamental cescendente &5 sipilar al conjunio ce los enteros

negativos en Su orden natural. GCantor cimboliza las series

fundamentales por

fundamentales, {oy)

ambaz escendentes exicten elementos de

1t0 Ce la
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(1) En el casc de ser ambas descendentes, existen elementos
de la primera que preceden en el orden de ¥ a cualquier elemento
de la segunda y viceversa, bay elementos de la segunda de rango
mss bajo que cuaiguier e.emento de la primers.

(1i1) En el caso de que {ov} sea ascendente y f{a'.}
descerndente, si se cumplen las dos condiciones siguientes

a) todos los elementos de f{av) preceden a todos los de
{a' S}
b) hay a lo sumo un elemento m, Qe ¥ tal que, para todo
v, los o. preceden a mu Y ios a'. Siguen todos 2 o
Esto se expresa fcfmalmente asi
a<m<a'y
donde el signo "4 * indica que los elementos que estan & Su
izquierda tiemen un Tango inferior que los que estan a Su
derecha.

Ljen

11 02

1
mn

imples de series sundamentsles coherentes

s
‘ui

ambas ascendentes podrian ser el conjunto de 10S numeros finitos
pares ¥y el de los mnumeros finitos impares, ambos subconjuntos
del conjunto simplemente crdenado de los numeros finites.

Los pares e impares negativos proporcionan un ejemplo ge
~oherencia de series descendentes y €d este caso X es el
conjunto de los enteros negativos.

Si colocamos en primer lugar el conjunto de los entercs

positivos y a continuacién el de 105 enteros negativos,

£l

+endremos un ejemplo de coherencia de dos series, una ascendente
1a otra descendente. En esie C&S0, ¥ es el conjunto de los

enteros finitos, positivos ¥ negativos y noc 2ay ningun elemento




N

§i en un CcOnjumic simplempente crdenado N, existe um
elepento m, gue suceae ciempre & cualguier elemento de una serie
sundamental determinsda i&./ de M, esto es, si

a. 4 m
para todo o. € {aw) y todo eiemento de ¥, m < m, es tal que
existe un determinado ave € {z} tal que, para todo Vv ¢ Vo
r < av
entonces drcimos que M Ew un e}gnmn;g_jgzujg_ng_jgnl_gn_n C un

+ inr~i ae M.

En el caso de que estemos conciderando una serie
descendente {B.-}, m sera un.lixuxg_ﬁg_jﬁ_leuLJi o un elemenio
principal de X si

(1) para todo v
m £ B
(i) para todo m de ¥ que suceda 2 m €N el rango, m < I,

existe ur namero Vo tal que para cualquier v, Vo ¢ V

1 solo puede temer un limite en K,
en tanio gque M puede iener mes de un elemenio principal, dado

que puede contener mas de una serie fundamental.

tx)
et
0
a
o
O
11}
*d
c¥
o
(@)
1]
n
{1}
a5 |
o
(1]
(=N

undamental se completa cOn los

(12) Si cos series suncamentales SO0 cpherentes con una tercera,
eon coherentes enire S5

(13} Dos series fundamentales, =mpas ascendentes ©O anbas

descendertes, de 128 cuales una Sea una parte de 1a otra, =01




(1) Si una serie syndamental {a.) tiepne un limite m €n X.
todas las series coherentes con ella tendran el pismo limite mo
en K.
(15) Si dos series fundamentales tienen un picmo limite en K,
con coherentes entre si.

Sean M y X' dos conjumntos simplemente ordenados con el
mismo tipc crdinal, i. e. similares entré si, entonces
(16) A toda serie fundamental en K se le puede hacer
corresponder uaa serie fundamental en ¥', v viceversa; 2 cada
cerie ascendente E€n ¥, una asceii¢nte €n ¥', a cada serie
descendente en M, una descendente en X', a series ccherentes en
X, series coberentes en M' y viceversa.
(17) Si a una serie fyndamental de K le corresponde un limite o
en X, a la correspondiente serie fundamental de ¥ le
correspondera un limite m'c de X' ¥y o ¥ n'o estaran conectados
entre si mediante la relacién que garantiza ia similitud de X ¥
.
(16) A los elementos principales de M le corresponden elementos
principales de N' y viceversa.

Si todos los elementos de un conjunto ¥ son elementos

un anw']\v\vn dgnED eLn =1 . Un

1]
i

principales, Cantor dira que X
conjunto densc en si €S, pues, aguel tpdos cuyos elementos son
elementoz limites ce serie= fundamentales contenidas en el. &1

un conjunto X cantiene los limites de tcdas sus series

fundamentales, se dice Oue ¥ ec un gconiunip cerrago. Y si un




1ac tres nocionec arntericrmente defizidas, las de
conjunto denso em Si, Cerraco y perfecto, tiemnen la peculiaridad
de gue si se cumplen para un coniunto, e cumplen iguaimente
para togos i0S CORJULtOS cimilares a €l. Esta es la razon por la
que Cantor habla a vecee de tipos, y no conjuntos particulares,
jensos, cerrados o perfectos. Estas nociones hacen referencia 2

propiedades de los tipos, y por ello a todos los conjuntos que

comparten un tipo determinado.

3.3.3 El tipo ordinal del coniinud

Se llama gcoptinug &l conjunto ¥ = {x) de los nimeros
reales nﬁynfes o iguales que cero y Nenoves o iguales que 1.
Cantor simboliza el tipo ordimal del continuo par 6.

En el conjunto de los numercs reales esta incluido el
conjuntc de 10S nomeros racionales p/q, doade p y q sSoO3 Trimos
entre si, mayores que Cero y menores gque uno. Este ultimo
conjuntc tiene um Tipo ordinal gque ya CCROCemos, rl , ¥ sus
elementos se hallan en tal relacion con ios cel corntinuo X cue
entre cads d- . elementos cualesquiera X ¥ X de X hay siempre
alementoc del conjunto de los racionales menciorado. La relacien

e la gue ambos conjuntos se encuentran se recoge en la

definicisn cantoriana cel tipo g que es lz sigulemnte

unto M tiene el tipo & del comilinud si, y sélo




(ii) existe un coniunte & equivaler:e al coniunto de
nome: 0 enteros finitcs +al que entre caas dos elementos mo Yy M

de ¥ hsy =iempre elemenios ge Bt T

3.4 Copluntos bien grdenadns

El interes que los conjuntos bien ordenados tienen en la
teoria de Cantor descansa emn el hecho de que mediante ellos se
definen los numeros ordinales, tanto finitos como transfinitos,

y a traves de las clases en las que los numeros ordinales se

organizan se definen tamhién los numeros cardinales trancfinitos

o Alef, como Cantor 10S llama.

definicién de conjunto bien ordenado aparece Ppor
primera vez en Grundlagen (1883) '7' y se recoge en 2eiLTrQge sin
variaciones esenciales aungue con una terminciogia mas precisa.
Cantor entiende por conj.ato bien ordenado 1o siguiente:

¥ es un coniunto i ig =i, ¥y stlo si:

(i) ¥ esta simplemente ordenado
un elemento m de M gue es el primero en el
que precede en 1z crdenacicn 2 todos 10% demas
M' es un subconjunto de M, existe un elemento m' de

e a +pdos los de X' ce amanera gue enire




an, Byyve bn b|'l4 1

Otra defiricion de conjunto bien ordenado Se encuentra

en una carta a Deuekind de 1899:

“Se llama bien ordenada a una multiplicidad (Yielheil),
si 5&tisfacé 1a condicien de que cada subconiunio
(1 .elheit) tiene un primer e'emento; llamo & una
multiplicidad tal una ‘sycesion' (Eglge)."'**

hmbas definicionss son equivalentes. Cantor no prueba su

equivalencia ni siguiera la afirma explicitamente, pero en

Baitrage'*® se demuestran los dos .eoremas siguientes:

(19) Todo subconjunto Fi de un conjunio bi.- ordenadec F tiene un

primer €

e

-

lem nto.

f es un coniunto simplemente ordenads tel gue tanto -2

cualguiera de sus subconjuntos tiene un primer elementa,

entonces F esta bien ordenadc.

inclvyera ls condicién de

sea sinplemente ordenadc, condicien gue ec superflua pues

ma, la union de (19) ¥y
sien ordenadt segun la
tpG.S Sus subconjuntos
ia definicion

gue actualmente se

incivven
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(21) 8i F' es un subconjunto de un conjuntc F bier prdenado,
entonces F' esté bien crderado.
(22) Tode coniuntoc sinilar a um conjunto bian ordenadc ests blen

conjunto bien ordensde G se sustituyen sus

{
(]
t
-
it
p
-
—

elementos por conjuntos bien ordenados, de modo gue i Fy~ €s

el conjunto que corresponde al elementio g. ¥ Fan el conjunto que
corresponde a gu ¥ 81 g« < Bo, entonces todos los elementos ae
Fan preceden & 10s de Fye, en.onces el conjunto resultante de la
uni‘n de todos los F. en el orden indicado seré un sonjunto bien
ordenado.

vara indicer que todos los elementos de un conjunto G

preceden en una determinade ordenacién a todos 1oS de un

conjunto F, Cantor utiliza la notacion

ambién de gran utilidad son los ccncepitos de ZegZmRniQ ¥
g

4

restn ¢Ge conjuntos bien ordenados: 8i f es un elementio

cualguiera de un comjunio bien Orcenacdo F, distinto dei Dprinmera,
entonces el segmenso de F doterminadd por f es el COULJuURLD QF
1gs elementos de F gue preceden & 1 en el rangs. Bl resto dg F
deterpinadn por f es el conjunto Ge 1oz elementos que TC
pertenecen al segmento determinaco por £, ec decir, f y todos
los gque le siguen =i cade elemento de un conjunto Dbield
ordensadn, & excepcién del primero, dezime uma QiViSD de.
conjunto en un segmentoc § uI
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g, A' es el segmento de F determinadc por el elemento f'
y a el ses tento de F determinado par el elemerto f, y f' precede
a f en F, entonces lantor dira que A' es un segmentc WRROC que A
en F y que A rS UL segmento mayQl que A' en F. Formalmente,

At LA © A> A,
En este sentido, nuede decirse que cualquier segmento de un
conjunto bien ordenado es menor gque el conjunto en cuestion.

La afirmacion mas importante Qque hace Cantor acerca de
1ogs conjuntos bien ordenados es el teorema!

(26) Si F y G son dos conjuntos biemn ordenados cualesquiera,
necesariamente tieme Que pcurrir uno de los tres c€asos
giguiente:

(1) F y G son similares

(ii) existe un segmento F, de F similer & G

(1ii) exisie ub segmenta G» de G similar 2 F.
No cabe una cuarté posibilidad.

Sste teorema tendré una importancia capital a la hora de
demostrar la comparabilidad de los ordinales §¥ el hecho de que
el conjunto de estos ecta, &l menos, simplemenie ordenado.
Cantor prusba este teorema en Beiirhge'=" con 1z ayuda de oOtros
teoremas previamente swtroducidos en la misma pbra. Loa teoremas
necesarios para prooar (29) son:

(24) Si F y b s6R dos conjuntos bien ordenados similares,
entonces a cada segmento F' de F le correcpondera ull seg @ento
Sipilar G ooE O, viceversa, y al elemento £' @e F que

determina el segmento t' le corresponde, segul 1a ordenacion Qque

bt

garantize 1a similitud de F ¥ G, el elementd g' que getermina €l

segmenic ' de G.




» TR 4.
coniunto bien

Ci todo segmento F' de F es simi & a.gun segmeaie L' qe
g :

viceversa, entonces F y G son similares entr
(27> Si todo segmento F' de F es similar & algun segmento G' de
G, pero hay al menos un segmento de G que mO es cimilar & ningun
segmentc d¢ F, entonces existle un segmento determinado G" de G
que es simijar a F.
(28) Si el conjunto F tiene al menos un sSegmento gQueé nNo €S
similar a ninguno de los segmentos de G, entonces para todo
segmento G' de G debe haber un segmento F' de F similar a éel.
La prueba gue Cantor ofrece de (29) es la siguiente’-7:
Prysba: Sean F y G dos conjuntos bien ordenados
{i) si todo segmento F' de F es similar a &lgun seguwento G'
y todo segmento G' de G es similer 3 algun segmento P oge
por el toore 29) F y G son simiiares.
a2 todo se % ie F le correcpbonhde un Segmento
menos un segmernto de G gue neo
similar 2 ninguno de 1es d - 1 teorema (27’

hay un segmento G" de G simil

£ do segmento G' de ! imilar & aigun Segmentio

f=a no Jourle un (27) habra un Segmento

= iwnd mas
cL.adllaca

T e~
=L POnya




segmentc de F, F'. En este casc ¥ geriarn similares, lc gu<
esta probibido por (25) y lo mismo ocurre para el caso de que ks
fuera similar a G y G'.

Supongamos ahora que F er similar & algun segmento Ghde

~

Gy G es similar a algun segmento F' de F. Entonces se seguirie

del tecrema (24’ que un segmentoc G" de G' seria similar al
segmento F' de F, y como F' es similar a G temariamos que G" es
cimilar a G, lo que contradice el teorema (25). Luego, co las
posibilicades (i), (ii) y (iii) de (29) anteriormente expuestas

exactam-nte una ha de ser verdacdera.'="

Can-or llama a 10S tipos ordinalec de los conjuntos bien
ordenados Umeros inale: (Ordnunsszahlen) . Los tipos
ordinales identifi pues, con los nimeros ordinales.
Los tipos ordinales dependen de conjuntos simplemente ordenados
mieniras que los nu crdinales se abstraen de conjuntos bien
grdenados. Lo juntos 3 10 - conjuntos
simplement
numercs oOrdinale subconjunt

grden.




bien crdenadc; nc tiepe primer elementc
condicion (ii) ] lefinicion; que entre dos
cualescguier ie S miembroz hav ieupre un tercero, ia
condicien (1ii) no se cumple para muchos subcanjuntos de .0s
con |
acuerds con 1o dicho hasta aqui, 1los nuweros

ordinales tanmbien son conjuntos de puros “unog", estandc estos
ultimos colocados como dice la definicien de buena crdenacion
para conjuntos.

La primera definicion de ni inal se encuentra en
Grundlagen (1883), se hace referencia a ellos en el articule
inedito Priacipien (1884) y posteriormente se desarrpilan ¥y

precisan las ideas aparecidas en ambos en Beitrage (1897).

la afirmacien gque caracteriza de forma esencial acerca

nomeros ordinales es cgue dos conjuntos tienen el mismo
ci, y séle si, son similares.
La asignacien de numero ordinal a um conjumto depende,

en la mayoria de 10S ie 1 elacion cue se delina entre

sus miembros,;




numero
distincicl
relevancia.

ordinal

elementoz, y este ordinal

determina la magnitud del conjunic.

desinen todos

r introduce €0

numerc @e
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de la serie. Este numerc, simbolizado desde Grundiagen en

adelante por "«", es el primer ordinal transfinito, e indica el

e 105

s
®
o]

tipo de orden de la seri luUmMeras naturaies y de todas
las similares a ella, A partir de Beiir&ge puede decirse que ©
es el limite de la serie fundamental de los nimeros finitos. La
definicien de ordinales transfinitos como limites de series
fundamentales es el segundo principio que aparece en Grundlagen,
aunque en esta obra Cantor no utilice aun esta terminologia'®".
Mediante los dos principios combinados se detinen todos
los nomeros transfinitos. Asi, partiendo de w y de acuerdc com
el primer principic, se pueden formar nuevos ordinales
(A wtl, wt2, @t3, ..., otn, ...
El numero w+l corresponde & una serie como la de los numeros

naturales & la que se le haya afiadido al final un elemento

0ltimo. Por ejemplo,
ToE L ay e a.
0 tambien
2o g Ao n,y s
Una serie como
S 8 0 o8 o0 B

- tiene el numero wt2. El numero w+3 corresponderé, por ejemplo, 2

1- 2! 31"'! n3"‘a| brc
y tambien &
Gy o008, L a2 e

v asi sucesivamente.

La serie (A) no tiene u0ltimo termino. Es una serie
fundamental gue tiene, & su VeI, umn limite, Esta e=, 02 acUerdo
con el segundo principic puede jefinirse un numero gue Sifa




inmedietamente & todos los de (A) y que entre ¢l y los numeros
de (A) no haya ningun urdinal. Cantor simboliza el nuevDo Lumero
PoE Toet .
Por el primer principio, pueden definirse otros numeros

a partir de w@:

we, wl+l, (22, wetd, ..., weth,
decpués de los anteriores, por el segunda principio, se define
@3, y a continuacién, por el primer principio

w3, w3+l, w3+2, w343, ..., wdtn, ...

v asi sucesivamente hasts alcanzar todos los pw+n, donde p y 1

son numeros finitos, Después de todos ellos obtendremos o, §y

mediante los dos principios continua el proceso
GF, A1, WG, oy W R
W22, We2+1, wT2+2, ..., w32+n,

g 3 0 aEEed - pE 3 o aESHH

pe®, wE+l, pe*td, ..., peFin,
Tras todos los pw~+n aparecera w*, luego w® y asi hasta llegar a
w*., Cantor no introduce en su obra nimeros superiores & w“ pero
sefiala'®® que el procesc de definmicion de ordinales no tiene
fin.
el propesito de dividir la serie transfinita de
conjuntos isticas homogéneas, Cantor

rectrictivo al que llama Zrincipio

mosnrinTiny S },' cue
no
efecto de reunir a los numeroc:

autor llama clases pumericas
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1

1 esté constituida por los numeros finitos. A esta clase
pertenecen todos los ordinales que, en el orden en el que se
definen mediante los dos principios de iformacien, tiemen un
numerco finito de predecesores.

La clase numéerica 1l esta formada por aquellos ordinales
definidos mediante los dos principios cuyos predecesores forman
un conjunto equivalerte a la clase numerica I.

A la clase pumerica 111 pertenecen los numeros formados
con la ayuda de los dos principios cuyos predecesores forman un
conjunto eguivalente a la clase numerica iy ¥ a5

sucesivamente.

tntre las caracteristicas de la clase numerica 1I
destaca el hzcho de gue tal clase tiene un elemento que es el
menor numero ordinal de todos los gue pertenecen a ella. Este
numero es w, al gue ya cOnocemos, Que corresponce a la serie de

los numeros finitos en su orden natural de magnitud. De el di

Cantor gue es L1 mi i de los

este caco, el termino "limite" gque he utilizadc para referirme a

H‘E] I.-;;',g.‘-_, I = CDmG




lim an = o0 7 & = a0 &t Beey T o C e

sjendo lo0s a~ los elemer IS de una serie fundamental en la gque

Qa1 2 G
De aqui en adelante siempre que ptilice la expresicn *“limite" me
referiré a este ultimo centido a menos que indique expresamente
lo contrario.

Los teoremas mas interesantes que (antor prueba €n
Beitrage en relacion & los ordinales transfirnitos de la clase Il
son 10S siguientes'=":

(30) La clase numerica 11 tiene un numero menor que todos los
demads, w = lim n.
(31) Si « es cualquier numero de la clase 11, entonces atl sigua
inmediatamente a a €n esta clase.
O, +4iy @n ES UDA serie fundamental de numeros de
1 o de la clase 11, entonces existe Uun numero de la
ligite, 1im Gy de ecta serie fyndamental.
(33) Si o es cualquier nomero de la clase 11, el conjunto de
todos los numeros de las clases I y Il que preceden & & en orden
g2 megnitud forman un conjunto bien ordenado cuyo numero es &
(34) E1 conjunto {a'} de los numeros de las clases .y 13
menores Que uno cualquiera de ia clase I, @ tiene la
cardinalidzd = sfinif menor, i. : es eguivaiente al
conjuntc de los numero
(35) Tofp numero K de 1 i o bien tiene un predecescr
spmediato, o ¥
bien exizte una ! o nd {0) las

y 11 tal que




o = lim aws.

Este u.timo teorema distingue dos tipos entre
numeros de la clase IIl: hay ordinales en esa clase que SO
sucesores inmediatos de Otros numeros de la clase, es decir,
que se definen a partir de un numerp determinado ya disponible
mediante el primer principio de formacien de ordinales. A esios
ordinales los llama Cantor numeros del primer tipo (Zahlen
ercter Art). Existen ademas en la clase I1 nomeros que no Son
cucesores de ningun ordinal particular, esto es, Que no tienen
un predecesor inmediato sind qgque SO limites de series
fundamentales. A estos numeras, definidos mediante =l segundo
principio de formacién de ordinales, los llama Cantor Dumeros
del segundo tipo (Zahlen zweiter Ari).

(36) El conjunto {a} de los numeros de la clase Il en su orden
natural de magnitud forman un conjunto bien ordenado.
Erueba:

{a} tiene un primer elemento, , de acuerdo com el

teorema (30).

(ii) Sea Aax el conjuntoc de todos lps numeros de la clase 11

menores gque uno determinado, o. Segun (337, Aa esta bien

en su orden de magnitud y su tipo ser: a-e, puesto que
1oz numeros de 1as clases I y II al que se
refiere el teorema (33) se han eliminadc 10S NUMEros de ia clase
1, cuyo tipo es w.
Sea J cualguier

cumpla la condicicn gde

que todos lcs




7 seréd up subconjunto de A{a+l) y en Alac+l) hay al menos un
elemento que es mayor que todos los de ], a saber, oo. Alaatl)
es un conjunto bien ordenado, por (33), y segun la definicicn de
conjunto bien ordenado habra un elemento a' de Alantl) que siga
inmediatamente a todos los J.

De (i) y (ii1) se sigue gque el conjunto {a} de todos los
nomeros de la clase 11 esté bien ordenado.
(37) Tado conjunto cde numeros de las clases 1 y II tiene un
numerc que es el menor de todos.
(38) Todo conjunto de numeros de las clases I y 11 en su orden

de magnitud forman un conjunto bien ordenado.

1oc numeros ordinales son tipos ordinzles de conjuntos

bien ordenados, por elle lms operaciones aritmeticas para

numeros ordinales se definen exactamente igual gue para tipos de
n 5.3 1 herds visto la adicién y la mulitiplic
punto por punio a la adicien

imeros orcdinales. Feccrdemoslo brevement2:

bien ordenados y « y B

conjunto
ics elementos de K
manteniendc en X

CUerco con 4 geriniclon




ordenacién, el conjunto uniéen de ¥ y K colocade coma se ha
dicho, constituiré un conjunto bien ordenado, por que el tipo

atP es un numerp ordipsl. Un resgo curiosc de le suma orainal es

que peraz ella no es generalmerte valida la epiedad

conmutativa., Si « y B son nomeros finitos, sabemos que atp =
f+a, pero si son transfinitos esto no tiene por que gourrir. Por
ejemplo, si & una serie del tipo de la de los nomeros enteraos
finitos

n,
que sapemos que le corresponde el numero w, le afiadimos un

elemento &l comienzc

obtenemos una serie cuyo nimero es l+w. Pero, puesto que esta
altima es similar a la de los numeros enteros,
14w = .
Sin embargo, si afladimos un elemento al
L@, 85 4 el

lo que tenemos es una Serie de numero wtl, que

de w a 1+w, la e~tructura de la serie no cambia,
wtl si 1o hace, puesto que w es el numero de una

t I ientras cue w+l Iincdica




numerc ordinal -- corrsspondientes a m ¥ n" respectivamente,

entonces XK', y M. mantienen la misma situacion relativa que m'
y o', la union de todos estos conjuntos similares a M. en el
ordeh sehalado sera un conjuntd bien ordensad Cuyo N mero
ordinal . el producto del nimero de M, por el numero de X, 1.
e., Ba, donde el primero es -l multiplicandc y el segundo el
muitiplicador'*=*. Tampoco en esie Caso la propiedaa conmutativa
es universalmente valida. Supongamos gue o = 2y B = w entonces
2 es wtw, esto e3, el nimero de un conjunto de dos riembros
cada uno de los cuales ha cidg <csustituidoa por un conjunto
similar al de los numeros finitcs:
1. B8, 7. B8 B By

Este nuomero es distinto de o, es el que sigue inmediatamente a

todos 1oz wtn, donde n S un nomero finito. Por el contrarioc 2Zuw

ec el numero de un conjunto similar al de los enteros finiies en
cy orden natural, en el cual cada umo de sus elemenios ha $ido
sustituide por un conjunto ae 4os miembros

foge. 2 PV 3, Fy iaas W N

1a serie santerior es similar & la de 1ps enteros por lo que

20 = w. La propiedad asociativa sigue conservandose también en

134 euetraccion ¥ la.. @iwisién = QUS veremos &
continuzcion —- S0ON &.30 maS complicadas, detido esenciaimente a

sy b
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tiene ciempre uns solucion y sélc una, pudiendo ser h un numerc
de las clases 1 6 II. Este numero puede denotarse por B-a.
Sin embargo,
rrax = B
ecuacion no t.ene necesariamente una sclucion. Cantor propone
cin soluciem:
rtw = e+l
Cuando hay solucien para la ecuacion puede suceder que

no sea unica ¥ es frecuente que haya un Tnumerc infinito de

velures de » que satisfagen la formula. Comd todos los valores

que puede tomar A SON NUMEros ordinales, entre los que aporten
uns solucieon a la ecuacién anterior habra uno que sera el mencr.
Captor simboliza el memor valor que comstituye una solucien a
una jacicn del estilo de
atex = B
_." -- en el caso de gue haya alguno.

Con la divisien ocurre algo similar. la ecuacicn

aparece




Entre lcs numeros ordinales transfinitos hay tambien
-antor define 1O0S numEIres primos como aquellos
cuales la ecuaclon
a = YB
§ = g'o% En sote GAR0. ¥ no tieme
que tener un valor wunico, sino que 8 menudo puede adquirir
valores de entre un dominio muy amplic.

La descomposicion de un numers transfinito en Sus
factores primos esta determinado de manera onica, al igual que
gcurre entre los numeros  finitos. para explicar 1la
descomposicien de los primos transfinitos hay que echar mano ae
las nociones de pomero del primer 1ip0 ¥ WMW

que Yya conogcemos. LOS Dumercs del primer tipo son aquellos

defin:dos por el primer principio de formaciom, POT lo gue

tiemen un predecescr i pmedizto. LOS DumEros del segundoc tipo,

+ienen predecesor inmediato Yy Se€ definen

Ge numerps dol primer

otl, wtet2, ar+3

y del segunco tipo
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Hay tantos numeros primos del primer tipo como del segundo Y.
segun el autor, tant0s COMO TNUMEros de la segunda clase

numérica.

Los numeros primos del segundo tipe, VL , tienen la

propiedad de que si

a ﬂfl

entonces
a1L=Vl.
De ahi se sigue que si ¥ f son nimeros Menores que VL,

fa ec siempre menor Qque fL ;

g3.5:4 Algunna_ngmgzgg_dg_lg_;jase 1] y gperaciones entre ellos

Fntre las distintas formas que pueden adoptar 1los
nomeros de la segunda clase'“® se encuenira la de aguellos que
pueden eXpresarse de manera unica como sunciones algebraicas
w e gracy finmito. Esto es, existen ciertos numeros ¢ de
segunda clase Que puegen determinarse univocamente de
siguiente manera:

2 = w*Va +




gperacion
multiplicador y el multiplicando se invierte.
numeros c S exponentes sean transfinitos
en primer lugar, determinar el significado d
exponenciacién transfinita, cosa gque lleva a cabo el autor
mediante i ion del procedimiento de la induccion
completa, gue hoy COnocemos CORO induccion transfinitsa.

Sea ) una veriable que puede tomar cOmC valor cualquier
nomero de la primera o segunda clase, y Y ¥ & dos conestantes
tales que

Yy 21 3 8

entonces puede probarse el siguiente teorema:

(39) Existe una funcien monadica completamente defirnida £\ que

satisface las condiciones

T

para todo valor de A

entonces

Drueha:




Supongamos gque

valores de A meno

ciase. Entonces,

doncde P es el nomero gue precede inmediatemente a a, entonces ac

(iii’) se sigue que

flo) =

paor lo que las condicio

eTiDnces .

- A,

fundzmens

tegrema se cumple para todo
determinado numero & de lia se
tipo, €5 gecir

o = B+1

fify, flRaY 2 40

(11), (iii) se cumplen para




con esto se saticfacen las condiciones (ii?

L

donde se sigue que el teorema (39) es valido para todo h.
la prueba del teprema {3¢) descansa en la suposicicn de

ei en un conju.to pien ordenado A le afirmaclcn de gque tudos

os predecesares de un elemento « cumplen una determinada

propiedad lleva & probar jue « tambien la cumple, entonces todos

los elementos de A cumplen la propiedad en cuestion. Esta

suposicion se conoce actualmente como Erincipio de Induccion

Transfipits, que Cantor utilize sin tormulario expresanmente Y
sin haberlc probado.

Mediante el tecrema anterior, suponiendc que la funcicn
£(A) es ¥ y que la constante 6 = 1, define Cantor la
exponenciacien para valores infinitos.

(40) Si ¥y es un numerc de la primera o segunda clase mayor gue

1, entonces existe una funcien y* de ) tal que

A%, sntomees 1t oS 10
parz todo valor de x, ¥*7' = XY

&5 A )y 8s UnE Berie vnéamental,

entonces




e g

(42) €i a v P son numeros de la primera 0 segunda clases

yeb = pe R

entonces

Supongames  gu cuzlquier numerc ce la segunda
clase, entonces w* sSera mayor gque o para algun valor
cuficientemente grande de » Cantor simbolize este valor por "B"
y muestra gue no puede ser del segundo tipo, esto es, un limite.
asi B sera suma de algin numero ao y la unidac:

B = antl.
numerc oo estaré completamente determinado y cumple
condiciones siguientes
Pt s ¥ e 3,

sigue 4ue no todos los valores

caso también v*“w, gque seria
lim w>tv

cumpliria la condicion

nulero




0 £ Xo € W,
Esta indicaciones Se resumen en el si yiente teorema que
1

Cantor prueba'?®

(44) Todo nimero a de la clase de nimeros puede exXpres rse

univocamente de la forma ciguiente:
o = W 9%, t o,
de tal modc gque
0 Cam) €W y 0 £ %o < W

La representacion de los numeros de la clase 11 gueda
colucionada mediante el siguiente teorema:
(45) Todo numero da la clase 11 puede expresarse univocamente en
la forma

o = W90 + w*'Xy SRl O

con numeros de 1as clases - 6 11 que

4]

-

T+1 SOn Tumeros

1lamados DumerQs <.
que adoptaban ia
¢

ndo ¥ un numero i = } = pumeros definidos

diante exponentes




Consideremos eshora la serie de aquellns numeros gue no

ningon numerc finito de numeros

, W, @Yy m“‘w.
Al limite de la serie anterior lo llama Cantor “e.". El numero
€. es el menor de los numeros €, Segun prueda gl suter oo, . §
estos se definen en Beitrage como agquellos nomesos que SOn
identicos a su gradc. Formalmente, los numeros € san numeros de

la clase II que satisfacen la ecuacion

identifican con
como hemos
in embargo, en el

dominio de los : cfinitos. vtor define, tanto en

(\_..,I...\c‘f agen ¢ 'n:-'.p""—v-:nl:c.;
suponiendo definidos de antemano ios nomeros ordinal

y transfinitos. En concreto, 10S cardinales transfiini

nJmeros orcinédl




El menor cardinal fransfinito

conjunto de los ordinaies fiuitos. es la potenci

I. La clase numerica 1 tambien llamada

numerica i.

g8 veces "clase numerica +{(n)" ~- tiene un numero infinito de

elementos por lo que su numerc cardinal es distinto de cada umno
De Beiirags en adelante,

T

de lps rnumeros que pertenecen a ella.

Cantor denomina & este cardinal transfinito "“slef-cero", e

Asi, si por {n) entendemos el conjunto de los numeros fimnitos,

{n} = oE,
Los conjuntos de cardinalided alef-cero pueden ordenarse

de multitud de formas distintas. For ejemplo, el conjunto de los
numeros finitos puede presentarse en su orden natural
ol i B

o con un ultimo término

o1 E

pueden presenta

y de otr=3 muchas

P e
i8nsco
b




cdalguler

1o
ea un conjunto bien

un conjunto cuyo tipo

disponerse los elementos de un conjunto

de manera gue formen un conjunto bien ordenado,

eStaremos
.tande por el nomerc de elenenios ae la ciase 1l.
ntor probe, COmO veremos, cus el numerc carci
y de Beiirage

cerdinal del

primeros carcing




menor por medic Ge i0s Eiguienies

(46) Todo conjurto infinito T tiene suhzonjunios de numero
cardinal o

Lo que (antor llema la "pruebs" de este teorema’ “® no es
en realidad mas que una indicacion intuitiva que requiere ademas
del postulado de la buena ordenacicm. Es la siguiente:

Si ordenamos en una serie

tyy T, B, Lot B

un nomero finito de elementos de T, siempre existe la
posibilidad de afiadir otro elemento mas. El conjunto {t.} de
todos los elementos de T que pueden ser afiadidos de esta forma
es equivalente a {n}, el conjunio de 1cs nmumeros finitos, con .0

gue

: 4

(47) 81 S es conjunto ‘inito cuyo nemerc cardinal esfBhy

S, es un subconjunto trensfinizo de S 1 numero cardinal de S
es también rto.'e”

Prueba: Supongamos que S (n); asi tocos los elementos de S
estaran en correlacicn meaz.:nte alguna ley ceterminada cem los

elementos de {nJ. s : i impolizar el conjunto

numeros




luego los elementos Ge &1
en una serie {sinl.

fs..] & 8]

' se sigue que alef-cero es el
menor cardinal transfinito.

Al conjunto de 1lOS ordinales transfinitos que
correspoden & conjuntaos de ce-ainaladad o bien ordenados le
atribuye Cantor el cardinal ¥4 . Abora puede plentearse la
cuestion de si ambos cardinales son idénticos ¢, €B caso
negativo, cual es la relacion entre ellos, suponiendo que sean
comparables. Desde gue aparece por primera vez en la obra de
Cantor €l concrto de potencia +ransfinita dependiendo de las

a. desde GQrundlagen ~—- €s consciente el

autor de gque HH,y-Hﬁ,son numeros distintos y de gque el segundo

sucede inmed‘atamente al ) 1a serie infinita de
cardinales trausiinitos. hos resultados Se pruedan en
Gryndlagen'<® y postericrment 5 Beitrage’<® préacticamente de
la misma msnera. P . .-jebas ce necesita 21 sigulente

tsprema, cue Se demuesira &L Grundlagen'®™:

{48, Cualguier




(4) Puede ocurrir

iy A PATELY

este caso tencriamos que Y = Q.

nomerg de la serie.

(B) 5i lo anterior ec el caso, formemos la serie de todos 105

numeros eonte 05 de 1 en edelante menores Que o, shadamos &

continuacién los numerps mayores o iguales que an § menores gque

&.z, 1USg0 loS numeros mayores O iguales gue o.: Y menores que
obtendremos de este modo sera un

numeratles y como tal tendra la

ste nomeroc es ae

predecesores es de

la serie crigina

(o
TS Ly
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conjunto finito; o bien f toma todos los valores wvh menores gque
un numero de la clase II y (o' tendrs entonces la primera
pocencia, © toma todos los valores sin excepcion de la clase Il
con lo que (a') sera eguivalente 2 este clase.
q. e. d.

A partir del teorema (50) Cantor deduce los das
siguientes:
(51) Si ¥ es un conjunto de la cardinalidad de la clase II,
cualquier subconjunto infinite de ¥ o es de la cardinalidad de
la clase I o es eguivalente a K
(52} Sea M un conpjunto de la segunda cardinalidad transfinita,
¥' un subconjunto de ¥ y ¥' un subconjunto ge ¥'. Si suponemas

equivalente a ¥, entonces tambien M' es equivalente &

Csntor supone'S® que el tegrema (52) tambien valdria si
¥ fuera de cualguier otra cardinalidad transfinita y promete
justificar la validez de lz afirmacion general en otrc trabajo.

En realidad, los teoremas (31) ¥y (52) no se siguen del
teorema (503, puesto gue aguellos zacen referencia & <Cn
cualesquiera y éste se rellere a coniuntos de numeros ordinales.
Se podrian probar & partir de (30 si se supone gQue tocc
conjunto puede ordenarse bien ¥ esto es eguivelente al Axioma de

Eleccien.

7ermelo'®¢ hace notar que ‘o cue he sehalaco cOmC

- L — - - - - - - - -~ - -

regrenma £2) es 1a primera ZIormulaciol del tecrema gce
#




que

A la afirmacion de que si N

subconjunto de X', y X' es equivalente a M, entonces

lo es, <e .a conoce en la actualidad como Teorepa de Schroder—
Bﬁ} nﬁte: L.

En nin,una obra de Cantor se analizan cardinales

superiores & F¥4 . Ko obstante, el autor afirma en mas de una

ocasién'®® que los alef forman una sucesion infinita y que tras
cada numero cardinal transfinito bay hay siempre alguno que le
sigue inmediatamente. En opinien de Cantor, los cardinales
trancfinitos son tan numerosos como los ordinales transfinitos,

aunque explicitamente sélo caracterice los dos primeros alef.




La teoria de conjuntos tratada en el §3 descansa €n
ciertas hipotesis que son imprescindibles si pretendemas Que se

mantenga en pie tal como Cantor la ides. Las hipotesis & las que

me iri : principio de ) buend

en concreto la primera y la
tercera -- Cantor fue consciente e hizo reiterados intentos por
demostrarlas, intentos que invariablemente fracasaron, mientras
gue en relaciéen a la segunda, Qque puede formularse asi: todo
infinitc potencial presupone UR infinito actual 0O, mas

prevemente, existen conjuntos infinitos en acto, no hay indicio

alguno de gueé . nsiderara que era problematica ed algun

centide y gue ¢&: G ' justificarla. Se conformé con
mostrar gque 108 q ¢ %iloseficos ¥ teplogicos conira el
no eran correctos, Pero nunca e Ocupd del

i+p actual como presupuesto de su teoria de

4.1 E1 Primcipio de 1s buens grdenacion ¥ el Azioma de Elecciol




pozible oifrecer +odo conjunto bied

forga de un conjunto pien-ordenada,

sobre ] 161 vpensamiento fundamental ¥ profunda,
como me psrece, especialmente notable por su validez

universal volveré en un tratado posterior."'®®

Cantor no probé su hipotesis de la buena ordenacion pero
tampocD renuncic a ella y en ella descansan algunas importantes
conclusiones de la teoria cantoriana. No obstante, Cantor no
especifica cuales de sus tesis conjuntistas se ven afectadas por
la hipotesis ni que repercusiones tienen para su teoria sus
fracasos en la demostracion de la misma.

Ademhs de ser imprescindibles para la demostracien de

alguncs teoremas de la primera teoria, la hipétesis de la buena

ordenacién tiene una enorme i mnortancia a 12 hora de establecer
upe de las conclusiones :gnificativas que s€ desprenden ae
la obra de Cantor: - lid e 1 numeros cardinzles
+rapsfinitos g, dicho de otro modo, la tecis de que toda
potencis tramsiinita es U alef .

Si todo conjuntc puede crdenarse bien, entonces Gacos

Suponiendo . buena ordenacicn, @&

nuw=ro Pt SE e
PSR {f. e | s -
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que 5 } sbe la posibilidad
va que ‘ potencias son alef y estos forman una serie
ordenada.

La afirmacisn de que los alef son comparables, i. e. que

pueden organizarse formandc una serie simplemente ordenada ©

incluso bien oraenada no depende del principio de 1la tuena
crienacien. Teniendo en cuenta que 105 alef se definen & partir
de clases numéricas de numercs ordinales y que estos ultimos
estan bien ordenados, dados dos alef cualesquiera siempre podra
determinarse la relacison de tamafio que mantienen entre ellos. Lo
que si depende del principio es la suposicion de que no hay mss
potencias transfinitas que los alef, puesto que si las potencias
se identifican, cualquier conjunto

infipito numeroc de
gue pertenecen a la clase npumeérica

corresponga,

conjuntoc estd bien definiao.

-+ -

PR




o= tenia en Beitrhge. Le variacich gue i
la primera primera teoria, variacicn a la que llamare la
geguncs teQria, concicte casi exclucivamente en 12 distincien

entre coniuntos, que son colecciones gque se dejan considerar
como unidades consistentemente, ¥y

infinitas, que dan lugar a contradicciones =i

formando una unidad. Sobre este tema volveremos en

csiguiente. No obstante, para el estudio de la hipetesis de la

buena ordenacion el cambio de la primera teoria a la segunda no
es relevante, ya que lo que he sefialado como supuestios no
demostrados de la primera lo son tambien de la segunda.

La prueba de que todos los cardinales transfinitos son

alef la lleva a cabo Cantor en tres partes:




los que aparecer en ella, y por tantc mavor gue t
serie . FPero por hipotesis, @ contiene 2 iodos .0S
ordinales y asi deberia de haber un ordinal o € e fuere
:dentico a 6§, con lo que tendriamos que 6 es mayor que todo © e
idéntico a alguno de ellos. Como esto es contradictorio, se
sigue que la suposicien de la que pertiamos es falsa y por tanto
Q' es una multiplicidad inconsistente.
2. En segundo lugar pruebe Cantor gue los numeros cardinales en
su orden de magnitud forman una serie similar a la de los
ordinales, y por tanto T, la totalidad de los cardinales, es
tambien inconsistente,
Mol g e Wl ooflle e, o
L +odo ordinal le corresponde um cardinal pues
conjuntos bien ordenados son, al fin y al cabe, conjuntos. A
les corresponde un ordinal, pero
infinitos pueden ordenarse bien en uim nomerc infinito
ceda una de la cuales ceterming un
fine una clase de ordinales,
clase pumerica de este cardinal. El menor ordinal transfinito
simboliza en 189% por "o cardin ye le corresponde

menor ce 103 =finitos ; ] de todos 1O

siendo w: 2l pri inal cu 3inal es distinto de -8

cardiral de w»




:\ :a:‘o

en este casv S6l0 €S mecesaric uJn trazc sobre w pDYqUE para
obtener el ordinal hemos tenido que realizar ya un primer acio
de sbstracciéen -- . La clase de todos los ordinales cuyo
cardinal ez THg4 ., se simboliza por “0.,", os numeros f que
pertenecen a este clase cumplen la sigulente condicion

w ¢ B L owo,

donde w: es el mencr ordinal cuya cardinalidad es mayor que rHy4.

De esta manera, demuestra Cantor que para toda clase numérica fw

hay un alef —~n -- y solo uno que la defimne. hdemis, mediante

el procedimiento de definic.én de los alef a partir de las
clases numéricas quiere hacer ver el autor que tanto estos COmO
el sistema R son absolutamente inconsistentes, puestc que pueden

ordenarse de manera similar 2 la serie de todos los ordinales,

3. Em tercer iug prueba como comclusién que la clase T

contiene todos 1O i ‘ initos: todo conjunto
transfinito tiene COmMO RURErO caréinal un alef.

Supongamos gue exisie Un conjunto infinite V cuyo numero

cardinal noc sea un alef. S5i no lo es, Czntor supone gque Seré

por tanto tendra una parte ¥°

Pero un ©onjunto

tentes, luego se

odo conjunto consistenie

1

tieme un numerg cardinal identic




Como recultsic de la pruebs, Canter afirma
conjunto infinito tiene un alef como numero cardinai’'"™"
manera considera probada la comparabilidad de todo cardinal, 1.
e., Ta ley de -ntomia psra cardinales finitos e infinitos que
introdujo en Beltrage sin justificacien.

En mi opinién el razonamiento de Cantor es circular
puesto que supone implicitamente el principio de tricotomia de
la siguiente manera:

Al afirmar gue todo conjunto infinito cuya cardinalidad
cea distinta de los alef debe tener una parte equivaiente al
conjunto de estos, Se esta asumiendo que un cardinal infinito
que no pertenezca a T debe ser mayor que cualguiera de 1los

eiementos de este conjunto. Se puede argumentar gue no puede ser

menro que los alef, puesiQdo es el primer cardinal transfinito y

por debajo de el =510 estan los cardinales finitos, y que RO
prede ser igual a ningen alef por hipétesis. Pero si se deduce
de ahi que debe Ser mayor eslamos suponiendo gue toda cardinal
es comparable y, por tanto, la ley de tricotomia. Dicho de otro

la argumentacien de Cantor gescansa en la idea de gue si
dgs conjuntos no son equivalentes, UNO debe ser eguivslente 2

una parte del =1 t1o puede afirmarse para conjuntos

la cerdinalidad de V
es cue si V

tiene un &alef

debe ser proyectable (L

es, que V del : onunts yivalenze




dahi
gedld

del argumento es iyctamente le uppsicien neo

DA

que R Sse puede proyectar en V, pues escC exigiria un Tumero
infinito de elecciomne arbitrarias de elemenios de V, para
definir la relacicn entre ectos y cada uno de 105 elemntos de 9,
de modo gue cada elemento elegido de V s6lo aparezca una Vez
sto, de nuevD, Selo es {a justificado en el caso de que el
conjunto V estuviera bien ordenado, que €S precisamente lo que

hay gue demostrar.

La V\v‘llpba de Ze:melO

El principio de la buena ordenacion paré cualquier
conjunto fué demostardo por primera vez por Zermelo en una carta

a Hilbert de 1904'%=. El presupuesto sundamental de la prueba de

Zermelo es gque a cade cubconiunto M' no vacio de un conjunto

dado ¥ .2 le puede asociar un alemento m' de X' como su elemento
distintivo. Al conjunto de tOGOE .0S subconjuntos de X' de M 1o
simbolizaramos aqui PpoT “p(¥)*. Lo que hace Zermelo entonces es
definir una cobertura de ¥ con P(M)'®¥.
£l nomero cardinal de 1z cobertura de ¥ comn P(M) es el
de los subconjuntios ¥' de X y Zermelo
cers.
‘puede ordenarse bien toma Zermelo una
cobre P(M) a2 la que simboliza por "¥".
ue estamos conciderande se deiine
conjunto bien orcéenado My
un elementc de cualg

cde




X donde " < =

determinada ordenacion", entonces & €s el elemento distintivo de
¥-A. Esto significa que para todo y-coniunto My, el elemento
distintivo del cornjunto complementaric de cada segmento A, ¥-4,
es el elementn que sigue inmediatamente a los elementos de A.

Como los Y-conjuntos estan bien ordenados, Zermelo
afirma que 5i My' y ¥y" son aos y-conjuntns distintos, uno tiemne
que ser similar a um segmento del otro. De aqui se deduce gue
ei dos Y-conjuntos tienen Ul elemento en coman, tambien
compartiran el segmento asociado & ese eiemento, y si tienen dos
elementos en comun, a y R, estos tendran el mismo orden relativo
en los dos y-conjuntos. Asi O bien en ambos a precede a R o en
ambos b precede a &a.

Llamemos ahora Y-elemento a -yalquier elementy de X que
pertenezca a un y-conjunto. 41 conjunto de todos los Y-elementos
ce 10 simboliza por “Ly". A partir de aqui Zermelo formula y

prueba el siguiente teorema:

El conjunto de todos los y-elementos puede ser ordenado

como un Y-conjunto que contendré todos los el mentos de

es un elemento arbitrario de un sybconjunto My' de XY ¥
elemento arbitrarioc de otre subconjunto My" de %y

identico a un segmento de My" ©




¥y, En cusiquiel

subconjunto mayor determina si el orden enire ios

es a £ b &6 b A a, pero siempre se da una

relacicnes,

5. i a{ by b~ c, entonces a < ¢

Si todo Y-conjunto gque conlenga & contiene el segmentc
anterior a ¢, contendré tambien a & y & b Puesto que todo Y-
corjunto esta bien ordenado por definicien, se cigue gque sl
a<byb=<c, entonces a <c.

De acuerdo con 1 y 2 el conjunto Ly esta siuplemente

grdenadq.

3. Tadg subconiunto LY' de Ly tieme un primer elemento

Si a es un elemento de un y-conjunio ¥y, y por ser un y-elemento
pertensce a un subconjunto 1y' de Ly, entonces a My perteneceran
+ambién +todos los elementos que prececen a &4 Yy Pper tanto My
ipncluird a Ly", que es el resuliado de eliminar de Ly' lo0s
elementos gue siguen 2 &.
Como My es un subconjunto bien ordenado, tamdien lp sera
gue es un subconjunio de My. De aqui se sigue gque Iy tiene
elemento de LY°.

primer elementio,




preceden. Ademac, & € lement ferintivo

acuerao <

5. Les un cond bien grdensado

Supongamos gque ¥ pertenece un {udividuo que no s UG
y-elemento, esto @&s, que IO pertenece a Dningun y-conjunto.
Llapemns a ecte elemanto m'. Por la hipotesis m' pertenece 2a
N-Ly, es decir, al conjunto de los individuos que pertienecen a ¥

-

y no a Ly. Pero entonces o' seré el elemento distimtivo de LY, ¥

el conjunto (Ly, m') sera um y-conjunto y m uUn y-elementc el

contra de la hipotesis. Luego, Pper reduccion al absurdo, X no

puede tener elementos que 1O lo sean también de Ly y asi X ¥y Ly

coinciden. Como anteriormente se probé que LYy es ud conjuntd
pian ordenadso, se sigue que X tamblen puede serlo.

v

a : i ¢ :nal de la prueba es que t0do cornjunto

cinnec del Axioma de Eleccion

puede

rp—.‘-pcpv\*nr- e




Axioma Multiplicative.
4 convencido de su transcendencia y aiirma, parece gQue con

razon, que tal principio no puede reducirse a ctro mas

En 1008 ofrece otra prueba del teorema de 1l& buena

e introduce explicitamente el siguiente axioma:

e o3 - P , b L ~ . ™~ & 3 | —
de parties Cig untas A, &y W cata Lna Ge 18S CULR.ES
contiene 3l mMenOS Lh  e.eTERTO, posee &1 Mengs Ul

subconjunto Sy gue tiemne exacramonle un €.emenio  eh
comin con cada una de l2S partes A, E, £,

__consideradas."'®”

Con el nombre de Axioma de Eleccicn (W)

S

g

encuentra por primera vez en un articulo de 1908 titulado
R . 43 : 3 : JH69
Untersuchungen uber cile Grundlagen cJer Mengenlenre I%. La

formulacion del axioma en este trabajo es la siguiente:

i T es un conjunto cuyos elementos sSOn todos conjuntos
distintos de 0 y mutuamente disjuntos, su unien @7
:ipcluve al menos un subconjumto S: que tiene un elemento

Sk v 1 k - ;! T |63
en CORmULN Y S010 unD COR Cacds elemento de 1

Pn.J]. Jourcain reivindica para si el mérito de heaber

sido el primero en prodar el leorema de la buena gordenacion ¥




e
i

l:uv.mv=ﬂiv
para cualquier alef ™, . Esta suposicicn es equivalente al
Axioma de Eleccién segun probé Tarski en 182417 .

A pesar de gque la introduccien del axioma como tal se
debe a CZermelo, algunos autores como Fraenkel, Bar-Hillel ¥y
Levy'?’s, Th.J. Jech'’® © ¥orris Kline'”’+ indican que ya Feano,
en un trabajc de 1890, hace alucién a la necesidad de supaoner el

contenido del axioma. El texto de Peano es el siguiente:

*Sin embargo, puesio que no podemos aplicar un numero
infinito de veces una ley arbitraria por la que se
asigne a una clase un individuo de tal clase, hemos
formado aqui una ley definida por la que, bajo ciertas
condiciones, se asigna a cada clase de un cierto sistema

un individup de esta clase."'?7®

Una versién del axioma algo diferente de la formulade
por Zermelo la constituye el Axioms ¥ultiplicativo de Russell,
al que éste 2io tal nombre porque st utilidad original consistia
en hacer erxtensible la definicién de multiplicacién de Vhitehead
para el caso de gue hublera um nomero infinito &~ factores. la
icativa del axicms 3e

encuentra en un articulo de Russell de 1006 y dice asi:

"Dads un conjunto K de clases mutuamente excluyentes,

ninguna de las cuales es nula, existe al menos una clase

M1 7eE

compuesta de un terminc de cadr miembro de K.




en esta obra que el axioma multiplicativo
se sigue del Axioma de Eleccion y expresa Su conviccioh de gue
el axioma de Zermelo también puede deducirse del suyo aunque
afirma no hallarse aun en posesién de la prueba de esto
altimp 7T,

La versien multiplicativa se utiliza tambien en
Principia Mathepatica aungue en ecta obra no se asume la validez
general de este axioma, sino que se introduce donde hace falta
de manera explicita. La razen por la que Russell y Wnitehead
consideraron que el axioma de multiplicacien no formabda parte de

los principios basicos para la fundamentacién de la matematica

descansa en la naturaleza existencial del axioma que hace muy

discutible su estatute leégico.

Como hoy sabemos, la bipétesis de la buena ordenacion,
tambié conocida como el teorema de Zermeld, es equivalente al
Axioma de Eleccién y a la ley de tricotomia para cardinales
transfinitos. Por tanto, de lo dicho se desprende gue el Axioma
de Eleccién es uno de 10S priﬁcipios pasicos inexcusable de la

posicién conjuntista cantorian-




6.2 Bl principio del JQZLCiC actus)l v el Aviopa ge Imfimitud

En la teoria cantoriana de Tnumeros transfinitos la
e:istencia de eéstos depende de la previa existencia de los
conjuntos adecuados, de acuerdo con las definiciones de potencia
y numero ordinal mediante el procedimiento de la abstraccién.
Dejando a .1 lado 1los ordinales, Qque dependen de la buena

ordenacien, la existencia de cualquier potencia transfinita

requiere la disponibilidad de un conjunto de infinitos mi embros.

En el caso mas simple, ~H, necesita de un conjunto infinito
numerable para su definicien. El conjunto paradigmitico es el de
los numeros naturales, cada uno de cuyos miembros se define
mediante la unién de un cbjeto cualquiéra 2 un conjunto ya
existente. Hemos visto en el punto 3.2 cémo define Cantor los
nomeros finitos por abstraccien sobre conjuntos finitos.
Recordemos brevemente el proceso:

Existe un objeto particular eo ¥ suponemos que tal
nbjeto es el unico individuo perteneciente a umn conjunto Eo. Si
abstraemos la potencia de este obtenemos el nomero uno. A
continuacién se necesita gue exista otro objeto e, distinto de
€., para dar jugar & un conjunto del que se abstraiga el numero
doz, y luego otro cbjeto e, diztinto de e~ y de e para
abstraer el numero tres y asi sucesivamente. La definicion de
los nemeros finitos descensa, pues, ©R 1a asuncién de que
exiszten infinitos objetos e. que pueden ser afiadidos a conjuntos
previos a fin de dar lugar a nuevos conjuntos; es decir, se

supone que los infinitos e. som +odos distintos entre si. Si ete




no fuera e. CcasC
conjuntos E, gque aparecen €n las definiciones.

S€in embargo, =i bien :pnn:endc un conjunto nfinito los
numeros cardinales transfinitos pueden caracterizarse desde um
punto de vista 1bgicn-matumaticu. 1a existeuncia de tal conjunto
previo mno puede probarse. Fo hay ninguna razen matematica Qu@
impida gque en el universo no existan mAS Qué ew phjetos, siendo
n un nemero finito. En esta situacicn se podria definir ntl por
el procedimiento que Cantor utiliza, pero Bigul numero superior.
Dicho de otro modo, el cistems deCantor descansa en la hipétesis
de gue el mundo contiene infinitos objetos. Y el problema que se
plantea desde un punto de vista conjuntista, aungue Cantor no
¢yera consciente de él, es que tal hipotesis, aun em el dudoso

caso de que fuera clerta, 10 puede demostrarse.

Cantor conjeture'”® que el numerc de &tomos corpereos

que cunstituyen la materia prima ae tpdo lo que hay era ;¥h

-

Hoy sabemos, DO obstante, gque @&l nomero de particulas
elementales del universo, PpoT muy elevado que Sea, es finita'7".
Sin embargo, aungue la hipotesis de Cantor fuera acertada, la
existencia © no de infinitas partic..as en el universo es una
cuestién empirica gque 1o deberia interferir en el desarrollo de
lac matematicas.

La suposicien de la existencia de infinitos objelos, o]
de un conjunto jpfinito se coOnoce actualmente com0 el Axicma de
ipfinitud. 1a  azdrmacicn cantoriana mas proxima a una
formulacién del axioma 1O constituye 1o gque 1lamaré Principio

cantorianc cdel infinito actupl'®? cuya €%; ién clarea se

encuentra en el siguiente tex sH




consideraciol maie ] jebe conocerse rigurosamentie
el 'depinic' de su variacion de antemano a traves de una
definicien; pero este 'domi io' no puede el mismo Ser de
nuevo algo variabile, puesto que el caso contrario
fsllaria toda base selida de consideracien; luego este
‘dorinio' es uUn conjuntc de valores determinado

actualmente infinito"'*®’

Lo que este texio significa es que, en opinion de Cantor, todo

il -
o soguaaé e ac :
infinito presupone ya un infinito paitemetad, J que €S

inconsictente aceptar la utilizacien del infinitc potencial en
el analisis y mantener 2] mismo tiempo qué nC existen dominios
actualmente infinitos. Si una variable puede tomar cualquier
valor sin limitacion deniro dge un dominio determinadc, entonces
no hay mas remecio que asumir que tal dominic es actualmente
ipfinito v que proparciona el marco sobre el que puede cambiar
variable en cuestién. Es curioso que ya hristeteles creyere
la correccién de una argumentacion cCONOC 1a antericr a la hora
propar la exictencia de infinitos actuales y ése es la razon
no aceptaba 1oS infinitos
ha visto en el punto 1.1, Bn
i existian infinitos
pc nuevos 8 multiplicicades
conclusien de que debem existir

infinitos actuales gque proporcicnen ia materia pri

De agui cORCluUYd el filosof

tipo descrito no puege
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actual para €i analisis y ias matemailicas em general.

Antes de que los logicos se convencieran, 3 principios
de ecte siglo, de que la existencia ce conjuntos infinitos s6lo
pod:a garantizarse mediante su afirmacion explicita, i. e. por
medio de un axioma como el de Infinitud, algunos matematicos
contemporaneos de €antor se enirentaron a la prueba obteniendo

argumentos que suponian lo que pretendian demostrar. Entre ellos

se encueniran Bolzano, Dedekind, Frege y el Russel. de LOoS

En el £13 de Iaradoxi les diichen's* Bolzano
pretende mostrar que la jdea de infirnito no es una pura
invencién de ciertas mentes imaginativas sino gque es una idea
pbjetiva. Para ello ensaya un3 prueba de gque hay al menos un
conjunto infinito; €1 no entre las cosas realmente existentes,
si &l menos entre las posibles. En lineas generales su
uymentacion discurre como Sigue:

Supongamos que A es uma proposicien verdadera, entonces
la proposicien "A es verdadera" es tambien verdadera. 8i

llapamos B a ecta altima, "B es verdadera" sera uma propesicien

n

verdadera distinta de la antericr, puesto gue <us sujeto

respectivos, & y B, s=om Giferentes. A partir de la ultima

propo:

icién entrecomilliada, a la gue podemos llsmar O, se Iorma




distinta de ia anteriores, } { sucesivamente a. infinito.

de Dedekind ida: ] matematica
aleman dedica : 66 de s Ficul eind und was
sollen die Zahlen?"'®® a probar ia existencia de conjuntcs
infinitos. El enunciado del teorema dice simplemente: "existen
sistemas infinitos" y em una nota'"“ cita Baradoxien des
Upnendlichen, de Bolzano, afirmando que en esta obra se encuenira
una prueba muy similar a la suya. La argumentacion de Dedekind
se desarrclla como sigue:

El conjuntc S de todos mis pensamientos es infinito,
puesto gque, si suponemos que S €S uno de mis pensamientos, el
pensamiento s': "s puede ser objeto de mi pensamiento", es
también uno de mis pensamientos y ademas distinto de s. Dedekind
define los conjuntos -- o sistemss, cOmo el los llama ——
infinitos por medio de 1a reflexividad. Esto es, para Dedekind
un conjunto es infinito si, y selo si, es equivalente a Aalguno
de sus subconjuntos propics. De acuerdo con esta definicién, el
corjunto S de mis pensamientos seria infinito =i, y sélo si,

existiera una parte S' de S equivalente 2 S. la condicién de

cumple puesto que si S* eg el conjunto de mis pensamientos de la

forma s', entonces « : i sunto infinito de S gu2 no
contiene todos loz elemenios de este ¢ltimo, ya que no todos mis
pensamientos tiemer la fcrma ='. Y sin embargo es eguivalente 2

puesto gue a cada pensamiento £ puede naceérsele corresponder

escuema " S puede ser objeto de mi




Actualmente sabemos que la existencia de conjuntos
infinitos debe ser supuesta explicitamente en las tecrias de
conjuntos porgue no puede probarse. Si esto es asi algun fallo
debern de tener las supuestas pruebas de Dedekind y Bolzano. Las
ectructuras de las argumentaciones de ambos son practicamente
jdenticas: Se toma un Objeto existente -- D3 proposicien, en el
caso de Bolzano y un objeto del pensamiento, en el de Dedekind -
- y se muesira que a partir de el ¥ mediante una determinada
pperacien pueden obtenerse infinitos objetos del mismo tipo en
un proceso ilimitado. A los procedimientos gque dan lugar
continuamente a objetos nuevos sobre la base de uno dado
repitiendo una determinada Operacion sobre los objetos
previamente .nidos se los conoce como procedimientos
recursivos. Tante Dedekind como Bolzano utilizan procedimientos
recursivos para definir conjuntos que pueden extenderse tanto
como se guiera. El defecto de las prusbas de los cos autores se
encuentra en gque poseer un procedimiento para obtener conjuntos

vez mayores por acdicion de muevos elementos no significa en
alguno gque se obtenga alguna vez un conjunio infinito. Sea

cea la cantidad de proposiciones o de objetos del

pensamiento gue puedan comseguirse mediante los esquemas "X es

una proposicien verdaderz" y "s es objeto de mi pensamiento"
esta cantidad puede aumeniarse mediante una nueva aplicacién de
ios esquemas. Asi el numero de proposiciones o de objetos del

pensamientc calculados sumerts cads vez en una unidad perc no




deia de =er find
procedimientos recursivos pueden
potenr:ialmente infinitos perc no infinitos en acto.

Los intentos de Bolzano y Dedekind serian correctos seolc
en el cas: de que Se aceptara algun principio similar al del
infinito actual de Cantor: +odo infinito en potencia presupone
un infinito en acto como sSu ambito de variacien. Pero con esto
no hemos avanzado nada puesto que tal principio ™0 puede
demostrarse. Bolzano Sugiere debilmente que el proceso
recursive gque €l utiliza apunta hacia 1a existencia de un
conjunto infinito em acto que posibilita 1a definiciéen de umas
proposiciones a partir de otras. El texto de Bolzano al que me

refiero es el siguiente:

“Podemos construir siempre nuevas proposiciones [ sobre
otras 1, o mejor ¢icko, existirian tales proposiciones

ep si mismas tanto si las construimos como =4 B Y0

En mi opinién este texto cignifica que el hechc de que S€

uedan conseguir unas roposicicnes 2 artir de otras em un
g P

proceso Sin limitacién indl | 1 conjunto de las

proposiciones e€s actuzilmente infinito, Pero ésto no es una

prueba ni en ¢] caso de Bolzano ni en el de Cantor.
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el numerc que corresponde al CODCEpPTIO “numero finito" es un

numero infinito. Un numeroc es para Frege la extensién de um

concepto, y si existen numeros ipfinitos es porque existen a su

vez extenciones de conceptos que sSOn infinitas. Veamos como

pueden justificarse estas afirmaciones de existencia en el

sistema {regeano. Para ello tendremos que exponer brevemente las

tesis y definiciones centrales que sostiene el légico aleman

acerca de los numeros finitos:

Frege utiliza dos nociones primitivas: concepto ¥y

gbietn. Un concepto puede describirse como una funcién

proposicional de un argumento Cuyos valores son valores de

verdad. Objeto es lo gque no es concepto. Cuando se dice, por

ejemplo, gque el mumero de habitantes de Granada capital es

300.000 no se esta efirmando, en opinienm de Frege, nada de los

habitantes de Granada sinc gue se esta dando informacién acerca
del concepto "habitante de Granaca capital en 1987" ¥y io que se
éice es que hay 300.000 objezos que caen bajo ese concepto, que
su extensién esta formada por 300.000 individuos. Dicho de oira
sfirman algo acercs de los conceptos, ¥

Frege "y es un nomero* significa

"existe un que X o6 &1 numers GQue &8

corresponde" '©7

Suponga conceptos F y G. Si es

L]
b
(2]
[u}
n

posible emparejar cada cbjetc f gue caiga bajo F con unm gbjeto g

Lo

gue caiga baje G, ¥ selo manera gue no
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veden ohjetos =in r beic ninrunc de los dos conceplo
Frege dira que F y G son gquinumericos. Utilizando esta mnocion

define el numero de un conceplo como sigue:

"El numero que corresponde al concepto F es ia extensién

del concepto 'equinumérico al concepto F'" 50

En otras palabras, el numero de um concepto F es el conjunio de
todos aguellos conjunto gue pueden ponerse en correspcndencia
biunivoca can la extensien de F.

Dos némeros son iguales cuando las extensiones de los
conceptos a los que se aplican son equivalentes. En la
terminologia de Frege, la expresion

“E] numero que corresponde al comncepto F es el mismo que

el que corresporde al concepto G

gigrifica loc mismo que

"la extension del concepic 'equinumerico 3} cOmCEplO s

es igusl a la extemsien del concepto ‘eguinumerico al
concepto G'"'"®
517105 nu = =on extensiones de comceptos, definir um

nemerc determinado n ; i 1 3 concepic

- -

al que dicho
ritmatica ce - . 1ps noLE i Y induccien,

define el cero y la ic se ceterml

el restao de lio




El concepto al que c-rresponde el cero v mediante e.
cual se define es "desigual Cconsigo ismo". La definiclioen gque

Frege da es

“El caro es el numero que corresponde al concepto

'‘desigual consigo mismo'"'®"

La relacion gue va a permitir la caracterizacion de
todos los numeros finitos una vez que disSponemos del cero es "n

sigue inmediatamente a m en la serie de los numeros naturales" y

se define de la siguiente manera

" 'n sigue inmediatamente a m €1 la serie de los numeros
naturales' significa 'existe un concepto F y un objeio X
que cae bajo F de tal modo gue el numerc que correspenae
sl concepto F es n, y el numero Que corresponde al

concepto 'gque cae bajo F, pero no es x' es ool

Esta defini..on descansa en la t oria fregeana de las relaciones
hereditarias, cue se exXponé en Begriffschrift y desde esta
tecria se justifica la induccien aritméetica.
Veamos &hOra cemo aparecen 105 GemAS nUmercs naturaies:

¢Hay algun numerc que siga irmediatamente al cero?. Decir cue X
sigue inmediatamente a cer ignifica que existe un concepto F ¥
un objetoc a bajo F y gue &l concepto “gue cae pajo F, peroc no es
a" le corresponde el cero y al comncepio F le corresponde x. E
concepto ilizad 1 est - I , en lugar de es

*igual a : jo dicho 1cepto €& a saber, el  =ro




ba el concepto "que cae bajo ‘irual & 0! pero fue 1O B8
ce-c" no cae ningun objeto, por lo que le corresponde el cerc.
hsi el concepto que determinad el numero ciguiente a cero es

“igual a 0". Este numero es el uno y se define

"E] 1 es el numero que corresponde al concepio ‘igual g

Para noder hablar con propiedad del numero que Sigue
inmediatamente a X, siemdo x cualquier numero finitc, hay que
probar en primer lugar que t+odo numerc fii.to tiene un sucesor ¥
en segundc lugar Que e6lg tiene unc. Esto ultimo esta
garantizado puesio que la definicién de serie de los RuUmeros
naturales que ofrece Frege descansa en <u tecria de las
propiedades hereditarias y en ésta ultima se presupone gque las
relaciones implic das son pluriunivocas, de mode gque eu el paso

de un nemerc a! siguient en la serie de los numeros naturales

ne puede adjudicarsele a cada nomerc mAs que uno. En cuanto a la

tesis, q.e cada numerc tiene un SuCesor, se ofirece en
Los Fundamentos ¢= la Aritmeiica un esbozo ce prueba que Veremos
méc adelznte. Consideremps antes brevementie la definicion de
serie y la concepcion de las propiedades hereaitarias de Frege:

luriunivoca cualc "iera. &i tedo

en la relacién £ con ¥
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y tiene lg propiecad P" entonces P es una vropi

a traves de f'*°. Formalmente,

P es nereditaria en la f-serie si, ¥ solo el

Si P es una propiedad hereditaria en la f-serie y si gdel
hecho de gque un individuo ¥ com la propiedad P vy que tenga la
ralaciéon f con un individuo v, se puede inferir siempre que X
tiene la la propiedad P, Frege dira que X sigue a y en la

f-serie 0 que y precede a X en la f-serie. Formalmente,

Para cualesquiera dos individuos x e ¥, x Sigue a ¥ €l
la f-serie si, y sélo si, P es una propiedad hereditaria
en la f-serie y si todo individuo gue tenga la relacien

: con x tiene la propiedad F, entonces ¥ tiene la

sertenece a la f-serie gue termina con z" significa "z

e e = R i £ s

La conexich de 10 dicho hasia aguil con €. tema ae 103
e e M SR = = + ' - i TR -
nemeros naturales Y peC1 ranto con el CDHNCEpRLO merg Ilniti’.




cuya explicacion 2a exigido este rodeo, se ve con ciaridad
cuando en la definicior anterior se gustituye la relacion f por
1a relaciéen "n sigue inmediatamente a I €n la serie de los

"

numeros natura.es". En este caso, en ve:z de hablar de la f-serie

hablareunns de la serie de 1os nimeros naturales o, pard

abreviar, de la N-serie.

D

Loz numeros finitos son el cero ¥y todos los que le
siguen en la K-serie. La cefinicion que nfrece Frege es la

siguiente:

“n es un numero finito" significa “n pertenece a la

N-serie que empieza con e

la propiedad de pertenscer a le N-serie que empieza con
cero es hereditaria en la N-serie'®”.

Para mostrar que la extensién del concepto “numero
finito" es infinita hay que probar gque la X-sgerie no tiene
altimo termino, esto es, gue t0odo TUREro finito n tiene un
sucesor distinto de n. Elloc requiere la demosirac.én ce gque el
nomero del concepic "perteneciente 2 la serie de los numercs
naturales gue termina con 1" es el cue sigue inmediatamente a n
on lp szerie de los numeros naturales. En Loc FU ptos de 2

Aritmetica'®® se ofrece un esquem dge prueba. La prueda

prcpiamente dich tendria que lievarse a caboc en dos partes:

[

Hay gque probar gue zi n sigue inmediatamente a B €d la
K-serie, y Si para m vaie Que ¢l nimero gue corresponde ai
concepto "perteneciente 2 1z K-serie gue termina con n" cigue

irmediatamerte a = .n la K-serie, Cuionies tazrnien vale pare n




que el nu i concepto “"perteneciente a la serje de los
numeros naturales que termina con n" sigue inmediatamente a n en
2 B-serie.
2. Hay que probar gue lo anterior vale para el cero y que si 2
pertenece a la KN-serie que empieza cun cero, tambien vale para
£,

Una vez concluida la prueba se podréa afirmar gue entre

los numeros finitos no existe uno gque sea el ultimo. En la

primera parte de la pruebs se regquiere la suposicion, couo el

propio Frege indica, de que ninguno de los numeros finitos se

sigue a si mismo en la serie de los numeros naturales. En

opinién de Frege, éste es el rasgo esencial que distingue a los

numeros finitos de los infinitos. Esto es, que al contrario de

lo que ocurre entre 1los numercs finitos, los numeros infinitos
se siguen a si mismos'®®.

Como sabemos, Frege considera que el numero del concepto

“numerc finito" es un numero infinito. De acuerdo con sus

definiciones, el nimero que corresponde al concep®c “nomero

finito" es la extersion del concepto “equinumérico con el

concepto 'nimero ini . 81 este numero existe, puede

ricmo en la serie de los numeros

oia ayude de las defin.cicnes introducidas

en la definicien de "n sigre inmediatamente

2 m en la KN-serie" se sustituye el concepto ¥ por “numero

cae bajc €l pce el nomero I,

que el numero gque corresponde a

gue corresponde a "numero

extenciones de ambos
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conceptos puede definirse una relacion biumivoca. Por tanto, el
numero del concepto “numero finitoc" se sigue a si mismo en la
N-serie. De este modo, se identifica el conceptoc mediante el que
se define el primer numer. niinito, el numerc de elementos que
tiene la K-serie, y se muestra que este no es ninguno de 1los
finitos.

A primersa vista puede parecer que Frege no necesita
presuponer ninguna version del Axioma de Infinitué=v“. En mi
opinién esto es talso. Desde luego, si se entiende por utilizar
el Axioma introducir explicitamente una féormula quc garantice la
existencia de al menotc un conjuntc infinitc, entonces Frege no

lo utiliza. Sin embargo, la teoria de Frege depende de un

principic de abstraccion indiscriminado -- la conocida ley V de
Grundgesetze -- yque afirma que siempre es posible el pasc de un

concepto a su extensioen, es decir, gque todo predicado define un
conjunto: el conjunto de los oObdjetos que satisfacen el
predicade. la ley V puede interpretarse cOmO un esquema
axiomitico de existencia de conjuntos y, en este gentido, el
Avioma de Infinitud es una instancia de la misma. A partir del
concepto de “numero finito" surge um conjunto infinitoc como su
extensien y la ley V garantiza que tal conj'nto existe. Tras las
contradicciones en la ‘teoria de conjuntos se Trechaza un
principio de abstraccion tan potente y se introducen axicmas
particulares de existencia que provean de los obietos necesarios
.

para el desarrolic de .ia teoria, entre estos axiomas SO

encuentra el de Infinitud. Por todo ello, decir 7Jue Frege no




necesita el axioma puede llevar a corfusien., Frege no necesita
afirmar lo particulsr porgue dispone de un principio general que
engloba todos los axiomas de existencia de las teorias de
conjuntos posteriores.

Sin el principio de abstraccien, Frege se encuentra en
la misma situacion que Bolzano, dedekind y Cantor: mediante un
procedimiento recursivo se obtienen todos los numeros finitos
pero en cada x1omento del procesoc solo tenemos una cantidad

finita de ellos.

Russell creye que era posible probar la existencia de un

conjunto infinito de objetos antes de construir su teoria de los
tipos para & cignai s paradojas logicas ce la =eoria
conjuntos. i la que supuso poder demostrar
existencia de conjuntos infinitos ©oSe

Introduction to Mathe

publicacier, & la consideraba

individucs, siendo n cualquier
entonces habré 2m clases de
de individuos y &€l
completa de individuos, clas
individues. ..

n

Dl




sera infinita, tendra la cardinali&ad infinita menor,rH, .

La suposicion de gue hay n individuos mo invalida la
prueba, va que si n puede ser cero IC unico que SUpOnemas €s o
gue exister individuos © que no existen y esto siempre puede

afirmarse.

Russell considera que el error de la argument@cion

anterior consiste en 10 que el denomina una “confusion de
tipo"<“<, En la teoria que Russell construye para evitar las
contradicciones se prohibe expresamente la existencia de clases
cuyos elementos pertenezcan a niveles O tipos distintos. Esto
es, en lineas genarales, equivalente a decir que todos los
elementos de una clase han de ser individuos, O todos clases de
individuos, o todos clases de clases de individuos ... la
division de la realidad en érdenes y tipos, como hace Russell,
impide que en su teoria se pueda probar alguna afirmacion
equivalente al Axioma de Infinitud.
¥aturalmente, la critica que el propio Russell hace de
su posicién primitiva es una critica interma a la teoria de los
tipos. Podria pensarse que si se sostiene un punto de vista
menos scfisticadc que este de la division impermeable en niveles
la prueba de Russell seria adecuads, pero cin embargo 19 es
asi. Aon con un punto de vista mas liberal gque el de la teoria
de 105 tipos la argumentacion anterior es incorreciz y io es por
misma razén gque lo eran las de los autore anteriormente

los obj ‘ -- 5i existe
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cuficiente daremos cod corjuntos de cualquier cardinalidad
finita, perc no conseguiremos jamas un conjunto infinito por
muchos que sean 1os pbjetos que lOgremos reunir.

En Lgs Pripcipios de 12 Matematica“<® ofrece Russell

otra estrategia que pretende probar lo mismo y gque RO depende de
la teoria de los tipos:

El cero es un nomero natural, ¥ como eatre este ¥
cualquier otro numerc n, ambos incluidos, hay ntl nomeros, n+l
exicte para todo 1 ¥ ademas n+l es distinto 2 todos Sus
predecesores. En conclusien, los numeros pueden ordenarse segul
el orden de su aparicion de manera que formen una serie de tipo
w, con FE% términos¥©4. De manera cimilar, aungue masS
extensapente, Se expresa €l sy articulo "The Axiom of Infinity”
(1604). Como es evidente ya, este gltimo intento del matematico

inglés adolece del mismo defecto que ne sefialadc en todos 108

anteriores.

Como acabemos de Ver, Cantor supuso €Ein mas gue hay
conjuntos infinitos coOR todos sus elementos disponibles de uma
vez. Nunca creyoe que esta afirmacicn tuviera gque I +ificarse
dertro de la teoria de conjuntus y por €sO no hay nguna

referencia a ella €1 =y obra conjuntista por excelencia,

Beitfrage. Si se ocur ~ @e 1a nocien de infinitud actual y de su
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Grundlagen como en ¥itteilungen., pero nunca +raté de defender la
existenciz de conjuntos infinitos sino mas bien la ausencia de
contradiccisn cel concepto de infinito actual. Tanto es &si que
la introduccien de muitiplicidades infinitas sin una
justificacién explicita es uno de los rasgos definitorios dé ia
postura cantoriana. Otros autores del contexto intelectual de
Cantor, como Bolzano, Dedekind, Frege Yy el primer Russell,
fueron conscientes de que la afirmacienm de existencia de lo que
hoy conocemos por el Axioma de Infinitud no podia suponerse sin
alguna explicacion explicacion e bhicieron vanos intentos de
provarla. Que se sepa, ni Bolzano ni Dedekind conocieron 13s
errores de sus pruebas, Frege si vivié pera ver los problemas
que su ley V provocaba y Russell, el mas joven de todos, tuvo
tiempo de recaazar sSus primitivos ensayos dirigidos a la prueba
del axioma y comprender la necesidad de su afirmacien explicita
como 1o prueba el hecho de que ya aparece comoc un axioma bien
delimitado en E:in;lpiﬁdﬁaghgmaiiga.

El primer autici gque fue consciente cde que la existencia
de conjuntos infinitos era necesaria en la teoria de conjuntes ¥
gue, no gbstante, no podia demostrarse, fue E. Zermela. E1
matematico aleman cirecio en 1008, en un articulo titulado
"Untersuchungen uber die Crundlagen der XMengenlehre I"-=v¢, la
primera tecria ariomatica de conjuntos. Emn ella el Azioma de

Infinitud aparece como Axioma VII y dice asi:

“Exicte n el dominio lde la tegrial a2l menos un

conjunto Z cue contiene COmMO elemento al conjunto vacio
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elementos & le corresponde 0tro elemento de la forma
{a}), en oiras palabras, Que con cada uno de Sus
elementos a, contiene tambien el correspondiente

conjunto {a) como ub elemento." "’

+.3 EL Problema y la Hipetesis del CODSiRuQ

No debe confundirse el problema del continuo con la
1lamada Hipetesis del Coptinuo, que abreviaré HC, o Hipetesis de

Cantor. Godel formula el problema de la siguiente manera:

*.Cuéntos puntes bay en uma linea recta de un espacio
euclideo? Una pregunta equivalernte €s: :Cuantos

conjuntos diferentes Ge NuMEros naturales existen?. " =%

Se denomina habitualmente Hipg;gg;s_dgl_ﬁgn;inug a 1a suposicicm
ge gue el conjunto de 1ps numeros reales © de los puntos de una
1inea es eguivalente 2 la segunda clase numerica, suposicion

originaimer por Cantor. Hey muchas maneras de
expresar ia nicma idea, una de las mas conocidas es la sigulente
£37 '..-:'Fe.=a=l1

tn la fermula (1) se indica que el mnumeroc de subconjuntos del

coniunto de los numeros naturales o de cualquier conjunto ce

l"'i'-'., miembros €< ﬂ'."-‘- , el nuomero transfinito ipmediatamente

. -
uperior.




La primera formulacion del problems del continuc en la

obra de Cantor es de 1878. Cantor se pregunta.

"en cuantas y cuales clases pueden descomponerse io0s
conjuntos lineales, ci los conjuntos de la misma
potencia se ponen en una ¥ 1a misma ~lase, [yl los

L RS e

conjuntos de distinta potencia en clases distintas.

Ee decir, ccuéntas clases de equivalencia necesitariamos para

albergar todos los subconjuntos infinitos de un continua?. la

primera expresion de HC consiste en la respuesia cartoriana 8
esa cuestion: exactamente dos.

La Hipétesis vuelve a Ser retomada en Grundlagen sin que

el autor zfada a lo dicho mas gque 1a ‘dentificacién explicits de

alidad de los puntos de un intervale (0 ... 1) con la

clase numérica (II). De esta manera reformula lo gue exXpust en

sybconiuntos infinitos de puntes P tienen la

~

la primera clase numerics (D) o la potencia

hreve una prueba de esta afirmacion. Es
encontré nunca la prueba, pero emn 1884

de Agostc de este
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“Ectoy en posesion de uma prueba extraordinariamente
simple del teorema mas importante de la teoria de
conjuntos, que el continue tiene la potencia de la clase

numerica (II). "'~

La supuesta prueba discurriria por los siguientes pasos: primero
hay cue demostirar que todo conjunto cerrado tienpe la
cafdinalidad de la clase (II). En segundo lugar, y por medic de
un teorema que cantor ya ha demostr:.. ', gque dice Qque todo
conjunto de puntos cerrado P puede dividirse emn un conjunto R de
la primera potencia y en un conjunto perfecto S, se deduce que S

tiene la segunda cardinalidad trensfinita. Luego si tode

conjunto perfecto tienme la potencia del continuo, éste tendra la

potencia de la segunda clase numerica.

Cantor afirma gque lo unico que falta para ague la
demostracién pueda darse Ppor concluida es aislar um conjunto
perfecto de la segunda cardinalidad™'“.

Cantor escribio de nuevc a Mittag-leffler, el 20 ge
Ccyubre, indicandole gque Su -resunta demostracien estaba
equivocada. Foco decpues, el 14 de ¥oviembre, le comunicaba gue
nabia encontrado una prueba negativa: el continuo no tiene la
cardinalidad de ninguna clase numéerica, lo gue dicho sea de paso

hubiera implicado gue su suposicien de la puena ordenacien ce

cualouier conjunto era 154, a las veinticuatro horas volvia

ndo j 3 a ultima demostracien tamdien

a a intentar probar la

de que la pruepa




es le resistie, no por ese dejo de conciderarla verdadera. ia
hipotesis es muy piausible en determinados cORtextos. Por
eienplo, los conjuntos de puntos gue conocemos, i son
infinitos, tiene la potencia del conjunto de los numeros
na*uralec o son eguivalentes al continuc. Ademas nc disponemos
de ningun conjunto de puntos del que se pueda demostrar que no
ec ni de la primera cardinalidad tremsfinita ni de la segunc .,
siendo infinitoiic. Naturalmente estio no implica la hipotesis,
porgue no puede descartarse Qque no nos encontremcs alguna vez
con un conjunto de cardinalidad m, tal que
< m < 2*’.

La negacion de esta gltima férmula es otra manera de expresar la
hipétesis:

(2) ¥o existe ningun numeroc cardinal entre . ¥ 29:‘-
puede considerarse gque HC constituya la respuesta cantoriana ai
problema del continuo, aungue pueden darse otras muchas. HC
mantiene unz estrecha relacion con otra suposicien cantoriana,
tamhien indemostrada, la de la buene ordenacien de cualquier
conjunto. Si esta ultima es falsa, entonces 1o todo conjunto
puece oOrdenarse bien, lo gque significa que no todc conjuntd
tendra un namero coréinal. Los nomeros ordinales transfinitos,
ige alef, han side definidos per Cantor por medio de clases
numericas, gue Son ciases 4e nomeros ordinzles. Y sabemos que en
la tecris cantoriana, =i Uun conjunto tiene um alef por numero
~ardinal habra una clase sumérica de ordipnales capaces de

D2l principio de 1z buena ordenacion se sigue gue la

F3 g A
Tinic

as a

sotencia del continuo tiene Que cer una de las de




de lac clases numericas, es decir, tiene que ser uno ge

=T A, Ry oA
Que alef sea ese es el problema cel continuc, y la afirmacicn de
que es alef-uno la hipetesis de Cantor.
Hay una formulacicn de HC que no involucra el principio

de la buena ordenacien:

Ningun conjunto de numeros ordinales de la clase (ID)

tiene una cardinalidad meyor que A, y menor que FH,

Es uns formulacien mas débil que las dos anteriores puesto que
eolo ce refiere a ordinales. Estos, segun los principios de
formacién +roducidos por Cantor, forman una serie bien
ordesada, por lo que el principio an‘erior es superfluo en este
caso='”.

L pesar de lo que pueda parecer teniendo en cuenta lo
dicho hasta agui, no lo desconocemds todo acerca de la
cardinalidad del continuo. Sabemos, por ejemplo, GQue mno es
identica a ftw - A esto =e le llams Teprems de Konig, por haber
sido prcbado por este en 1604, Puede probarse gue t.mpoco es
.déntica & f%fq , donde o es un ordinal de la clase (. y gel
seguncdo tipo, 1. e. um limite-’

A 1a suposicion de gue para cualguier ordinal

Iq'—’a-&.{ =.2 Fo

Generalizada del Conti

iar de elles,




; i :
Pera cualouier alef o 2 g el que le sigue

inmeciatamente.
En los textos de Cantor no gparece ninguna afirmacién gue nOS
permita sospechar que ~upu-- alguna vez & .0 pareciac a ia

s

hipotesis generalirada.

-

Pc '~ia pensarst Qque € tratamiento matematico gel
snfinito 1llevado a cabo TOT el matemdtico alemsn desde
Grundlagen en adelante permitiria la colucisn definitiva de um
problena viejo ¥y recurrente en la histor! oecicantal del
calculo: la existencia de magnitudes infinitamente peguefias 0
infinitesimos. Cantor asi lo creyoe, pero 2 sclucien gue *
desarro'le es negativa. El autor de Grundlagen manifiesta en
ecta obra su convicclen de gque tales magnitudes infinitamente
pequefias no existen y gque los autores que las har gefendico ban
caido en el errc- de confundir el infinito potencial con gl

Los infinitésimos, tab stiles en el smalisis ¥ ¢ la
vigtir mas gue cComo infinitos
en opinien de Cantor, como xzagnitudes Qque
de cualquier mSEL
magnitudes
ambitoc de
potencial

apiica




que Son susceptibles de una disminucién continua sin que Ppar
ello de ser magnitudes finitas. En Grundlagen 7O
profundi”a mas en el problema de los infinitesimns.

Yuelve & Hhacer freferencia &  este  LeEs en Ssu
correspondencia. En uns carta a Goldscheider de 1887-<¢ afirra
el autor que I Eis ia de los numeros transfinitos no 56.0

oya la de los infinl scimos, Sino que por el contraric la
pruebe posible, en su opinien, de que B2 pctos 0ltimos se
atribuyen carscteristicas contradictorias descansa en

alguno- teoreuas ae la teoria de numeros transfinitos Cantor da

las indicaciones que llevarian a f~vmalizar tal prueba. Son las

siguientes:

Si se supone que existe una magnitud A infinitamente

AV
v es cualguier numero transfinito. Asi, X
una magnitud finita por muy grande gue
lo que contradice el mismo

ecencla es

supone gue
existencia de los

se atribuye en reiacicn a




los nomeros reales a > 0 y b
podemos  enc numero natural ©n tal que

s

fa poh NEee

y 1o que Cantor llama La Hipétesis de Euclides:

Cualquier segmento finito de recta puede reconstruirse
e partir de un segmentn tan pequefio como se quiera por
medio de un nomero finito de repeticiones de este

segmento. =¥

De ecta manera Cantor afirma que, si se acepta su

tepria, el axioma anterior dejaria de serlo y se convertiria en
un tecrems deducible de su teoria de nomeros transfinitos. En
las anotaciones a la ol C hechas por el editor, E.
Zermelo, este manifiesta<®¢ su escer ici el optimismo

welo afirms que ni puede probarse la no-existencla

transfinitos ni ie 1ps infinitésimos. En el

aceptacion d
considera COMO
evidente gue en

de Arguim

-~uyeba del autor




ge deduzcan la hipéetesis y el ‘ teni el
los ha introducido previamente. Lo que &1 €S extrafio es que
Cantor no sea consciente de gque en este caso ¢l mismo esta
cometiendo peticien de principio, y Sv prueba es cel mismo
estilo que las que intentaban demostrar gque nd existian
conjuntos infinitos en acto, tan brillantemente desmontadas por

él,

6. La_ numerabilidad: concepcion tradicional ¥y concepcidn

ampliiada

£n la obra de Cantor, el término “numerable” tiene dos
significados: uno estricto ¥ otro mas amplic. En sentido
"numerable" se dice de um conjunto cuandc este se

en deternminada relacien con el de los pumeros f£iniios,

un conjuntc es numerable si su potencia eS€ ul NUmero

es &l mismo eguivalente al conjunto de los numeras

naturales. Posteriormente (antor extiende el concepio de numero
nacta abarcar los nomeros transfinitos, con lo que no tieme ¥ya
HE S idg tan preciso decir cue umn conjunto infinito numerable

-

e cuivalente al conjunto de los numeros porqus em :a

cantoriana se podria responder con la pregunta:¢ a que numeres?.

81 los numeros transi A5 sSon  numeros  COn todas Sus
consecuencias, 108 ¢ ] a 1os que se apliguen
también, en 3 1T i "numerables®. De ahi que

.

éste mi3s extensoc, Y




esta sagunda acepcion pueda decirse que todo conjunto infinito
bien definido es numerable -- al menos hasta la aparicion de las
contradicciones en la teoria -7 Como ya sabemos, hay una
estrecha relacien entre las potencias y loz nomeros ordinales
transfinitos: los conjuntos de cardinalidad infinita pueden
ordenarse de manera gue les corresponda un determinado ordinal,
perg esto no  ocurre aleatcriamente, Un conjunto ce
cardinalidad Tt podra ordenarse mediante los numerns de la

clase numerica (n+2). En este centido dice Cantor que los

corjuntos de Eafo miembrce scon numerables & traves de los

ordinales de la clase numerica (II), los de la cardinalidad
inmediatamente superior, A4 .+ por los de la clase numérica
(111), etc. Este es el significado preciso de la concepcién
ampliada de la numerabilidad.

Que todo conjunto &Gea numerable cignifica gue sea cual
ces su tamafio existen ordinales suficientes cOmO para determinar
el nomero (o los nameros) gque le corresponde(-n). En los
conjuntos finitos asignamos un nimero a un conjunto al contar
=ys elementos. i no QUEremos introducir elementos subjetivos,
como el contar, diremos que lo unico imprescindible para que se
pueda determinar el nomero del conjunto es gue esté bien
ordenado. Para todo conjunto finito puede definirse una buerna
ordenacién. Lo gque Cantor ha necko al extender el concepto de
numerabilidad a los conjuntos infinitos es ampliar el alcance de
esta caracteristica de los fimnizo - alcance a todo
conjunto bien cefinido =in im
ha procurado homogensiza

metematizable, nO haciendo




infinito que las absolutamente imprescindibles. K. Hallett

rasgo de la teoria cantoriana Principio del Finitismz,

ue consicte en el intento de tratar 1o infinito matemadtico ael
moda mas parecido posible a como se trata
considera gre la constitucioen ¥ las relaciones gque se COROCen
entre conjuntos y numeros finitos han servido a Cantor de
principios heuristicos para adentrarse emn el infinito. En este
punto coincido con su opinien. No obstante, 1o hay que llevar el
principio del finitismo demasiadc lejos. Recuerdese que
precisamente por intentar aplicar al infinito las
caracteristicas de 1os conjuntos finitos se descubrieron las
“paradojas del infinito", entre las que destaca la de Galileo, ¥

esto motive el rechazo del infinito durante siglos.

6.1 Critica a la inpterpretacion de - t gde la numerabilidad

en la pbra de Cantor

ldentificar la primera acepcion del termino "numerable®

con “contable® en mi opinion es dudosc, puesto que el ultimo

arminc hace referencia a un acto por nuestra parte, gue tiene
caby dentroc de . ipitaciones de nuestra

ninguna forma de

infinito numerable de

amplitud de criterio,

sdentificaciin sobre la base de gue al

del conjunto de 105
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numeros finitos a otros objetos, €S decir, los elementos del
conjunto de los nimeros finitos sirven para contar --ente otras
cosas . En la segunda acepcion, Ppor el contrario, tal
jdentificacion es injustificable en mi opinien. M. Hallett, mno
obstante, identifica la numerabilidad con la susceptibilided de
ser contado~*7.

En Cantorian Set mheary-== M, Hallett trata de mostrar

que Cantor bha intentado construir su teoria sin elementos
subjetivos pero que TO aa tenido exito. El psicologismc ¥ ei

subjetivismo han hecho mella fundamentalmenta en las nociones de

potencia y numero ordinal. Coincido con Hallett en gque ia

definicién de potencia esté impregnada de ambigiedad a causa
cobre todo de la utilizaciéen de um tipo inexplicado de
abstraccien gue convierte una actividad del pensamiento humano
en parte esencial de tal definicién. Dicho sea de paso, el
problema de la abstraccion afecta tambien a le definicién de
numero oréinal tan profundamente COmO & la de potencia.

Sin embargo, no coincido con Hallett en su critica a
namero ordinal. La tesis de Hallett®#® consiste emn lo
=4y Cantor no ha cido capaz de demostirar su hipotesis

odo conjunto esta bien ordenado, al utili el concepto

de numerabilidad estd fundamentando la teoris de los ordinales,
traves de ella de las potencias en una especie de extensidén
para contar conjuntos. Hallett distingue

cemxino i definiciones

Arguimedes, se caracterizaria

de un numero definido para una coleccion




capacidad actusl de contar los

actual a una capacidad potencial.
arbitrariamente desz, que se generan 2
primero mediante 1a adicien de la unidad. Y el
ercero, que relaciona la existencia dée un numero unicamenié coOn

la existencia ce una buena ordenacion. Segun Hallett, Cantor

estaria oscilando entre el segundo Y el tercer estadios. Desea

pertenecer al tercero pero no puede liberarse del segundo, y la

traba que se lo impide es, en opinién de Hallett, el concepto de
numerabilidad. El termino que Cantor utiliza es "Abzahlbarkeit®
y el verbo del que depende es “abzahlen", e indica Hallett,

weomo en abzihlen an die (sic)Eingerm, contar con los dedos de

uno"##¢, Y en el mismo lugar dice:

"los nomeros ordinales se toman para enumerar o contar
conjuntos, y existe una fyerte sugestien de que Cantor

toma aqui ‘'econtar' en UnR sentide mas nenos

punto crucial gque hace cue Cantor hable en

literzl se encuentra en su incapacidad para

sin embargo,
situacion no i :dio } c]  de mnociones

constructivas.




En mi opinién, lam conviccien por parte de Cantor de que
todo conjunto puede Ordenarse bien era tan fuerte gue Tno influyé
especialmente ¢n Su teor:a el hecho de gue no pudiera probarlo.
En la obra de Cantor hay a veces terminos con resonancias
constructivistas, pero esib no sipgnifica gue &1 tuviera dudas
respecto de los principios de formacion de ordinsles. Siempre
mantuvo que todo conjunto puede ordenarse bie., en la definicion
de buena ordenacien no hay nada subjetive, y tampoco lo bay en
cu definicion de numero ordinal == €XCepto como ya he dicno, en
la concerniente a la abstraccion ~--. No es justo, desde mi punto
de vista, colocar a Csntor entre los estadios segundo y 1ercero
y hacer depender la teoria de¢ ordinales transfinitos de una
dudosa capacidad de coatar los conjuntos “en priacipio®. Cantor
es el fundador del tercer estadio y se encuentra completamente
instalado en €l; siempr2 que iptroduce los numeros ardinales,
tanto en Grundlagen COmO en i+race  sefiala explicitamente gue
dapenden de manera esencial de la buena ordenacion.

La verosimilitud de la tesis de Hallett descansa, e€n

medida, en su empeflo por traducir “abzahlbar" por
"countable" o, en castellano, "contabie", y no por "numerable" o
"arumerable" gue son terminos generalmente acmitido
la traduccien al ingles de Heijenoort de una
de 1B%Y y sefiala gue hs retocado el
cambiando “"denumerable" ("enumerable") PpOT
wcountable® ("contable")-“7. En ml opinie. esta traduccicen es

T

sesgade., Hallett admite que no tiens QUE exictir necesariamente

contradiccién entre una actitud




pero si aparece uma tension s. desde posiciones constructivistas
cse sustentan pociones de conjuntao e infinitud demasiad0
1iberales. Este es el dilema ge Cantor, en opinion de Hallett:
unas definiciones Ppoco potentes para uma ontologia 13D

superabundante. Dice Hallett:

"Pero en aplica "~ontable" & tpdos Y
cualesquiera conjuntos infinitos. Y en gslD €S donde
descansa realmente 1z tension. Cantor sefiala ([ 1883bI,
p.1686) que la upica diferencia entre ccnjuntos finitos €
ipfinitos es que 1oS altimos pueden ser enumerados

(contados) de varias maneras pientras mientras que los

primeros pueden Ser enumerados exactamente de una

manera. Ciertamente ei uno toma contar (o colaocacion)
seriamente uno esperaria gue S€ afirmara la diferencia
esencial: (la waycria ge ) los conjuntos infinitos DO

contarse en sbsoluto. Mo

1a teoria cantoriana que desmienten en
usaciones Ge constructivismo ¥y psicologismo
asuncisn de la existencia ée todos 10S
jpfinito 2 1a ves ¥ 1a conviccion de

¢ no, puede ordenarse bien Una tearia

no encierra la tension que Hallett le

que no existan en otros PUE‘LOS




Aigunos autores como G. Booles--=¢, Ch, Farsons<+* o H.
Vang<““ han sostenido el punto de vista de que la nocien de
conjunto que Cantor maneja encaja dentro de lo que se ha
denominado la concepcien iterativa de 1os conjuntos.

Es habitual,tanto entre los autores que acabo de
mencionar como entre el resto de los que se dedican a estas
cuestiones, hablar de la teoria de conjuntos de Cantor. En el
presente trabajo estoy manteniendc que no existe nada tal como

la teoria cantoriana. Cantor habtla de conjuntos en muchas de sus

obras y no hay duda de que a lo largo de éstas se exponen dos

teorias de conjuntos distintas e incompatibles. Una de ellas es

la que se encuentra sobre todo en Beitrége (1895-97> y otra la

gque aparece en la correspondencia caon i v Jourdain, a

partir de 1899 y que 25 clarament ' 12 de la limitacién

dr.l tamafio. Cuando nabla de la teoria de conjuntos cantoriana

la teoria de Beitrage; por 1o

cuestion en este momento es si la teoria

nc & la concepcicon

La respuesta que considero adecuaca

sigue es negativa: en mi

opinién, lo que he llamado primers teoria es el paradigma de la
concepcien ingenua d

La caracteristi

abreviare

TUnLTos




previamente, individuos que seran los elementcs de cada
conjunto. Bl sipnificadn =v. 18 expresicn *iisponibles
previamente" se suele precisar mediante una est.ucturacién de
los conjuntos en niveles, de forma similar a lo que hace Russell
en su teoria de los tipos, aungue bastante mas simple, de manera
que los elementos de un conjunto no se formen nunca en un nivel
srior al que antecede inmediatamente al nivel de formacieén
conjuntc. La teoria de conjuntos de Zermelo es una buena
precizion formal de 1as idess intuitivas gue defipen la
concepcien iterativa. LOS axiomas que Zermelo aisloe como
principios basiccs de su teoria”“” son los siguientes: en primer
lugar, el axicma de extensionalidad, verdadera ley fundamental

de cuslquier teoria gue pretenda denominarse teoria de conjuntos

en el sentido habitual, y & continuacién una serie de axiomas de

existencia: axi = del conjunto vacio, del par, del conjunto
del conjunta potencia, de Infinitud, de separacien v de

cada uno de ellms garantiza la existencia de cierto

mzs que Se relacionan propiamente ccn

de Elaccién; =i se ahade este

mis bien una extension de la

también corresponde
formacion de
construirse con

La formacion

la clave

: 3
ot
mp.g,




el conjunto vacio de individuos existe en el primer

dos conjuntos A y B se formaron en algul

necesariamente el mismo para ambos, en un nivel posterior iliene
que formarse el conjunto que conste exactamente de 1os miemdbros
de A y B. La idea que subyace a la derivacion del axioma del
conjunto potencia en Cl es que si en un nivel se forman el
conjunte C ¥ s =u subconjuntos, puesto gque constan de los
ele ; un nivel posterior ilene que formarse el
conjunto de todos los subconjuntos de C y asi sucesivamente ¥
S: la primera teoria de Cantor encerrara una concepcien
jterativa esto significaria al menos lo siguiente:
(i) que las ideas que definen la teoria de Zermelo sOn las
mispas que gobierman la teoria de Bejitirage;
(i1i) dado que por el momento hay fundadas razones pa.a supcner
que CI da lugar & teorias de conjuntos consistentes, hay que
suponer gue la primera teoria nc es contradictoria, 0 al menos
las contradicciones gue puedan deriver de ésta estan
pur malentendidrs que um exposicion mas detallada de
haria desaparecer. La interpretacion f¢e las
¢ mo efectos de una asimilacion incarrecta gde

cantorianos ha cido defendida por Eao Vang“<*.




avingmas gde ZermelQ

Veamos, en primer lugar, Como expresa Cantor 1o que
entiende por conjunta. Una caracterizacion explicita de ics
conjuntos sélec aparece d4OS VESES er la obra del matematico
aleman. La primera es una nota a woundlagen:

“Entiendo por ‘multiplicided' © ‘conjunto’ en general

toda multitud que pueda pensarse COmO URD, es'.o es, toda

reuniéen de elemenios determinados que puedan Ser
relacionados en un todc mediante una Tay =)

La segunda al comienzo de Beiirage:
"Entendemos por ‘conjunto’ cualquier coleccion ¥ de

objetos m definidos y deterpinados de nuestra intuicien

o nuestro pensamiento ( gue se llaman 'elementos' de M

en un teda."TtF

Lo que hay que determinar . si ambas
definiciones son equivalenies ¥ evidentemente, no SO0
los c¢onjuntos son

susceptibles de ser considerados como

a; auhgue nO Se expresa

En la aproximacien de

conjunto se conectan entre si

ictintts a decift

beio un RiSmMO CONCEpPto,

la primera




definicien la rel-cien de unos elementos cCOm ptros dentro del
micmo conjunto se establece mediante un concepto. Los conjuntos
son lac extensiones de los conceptos, y de ecte modo la
definicien & la que me estoy refiriendo expresa una postura
acerca de los conjuntos muy proxima a lo que, siguiendo a Codel,

4

H. Vang<4® ha llamado 1a concepcion logica ce log conjuntos cuyo

paradigms es el trabajo de Frege. En la segunda definicién, sin

embarzo, el concepto de conjunto subyacente es mas ambigun. No

puede adscribirse la definicion & la concepcien logica sin mas
comc ocurre con la pripera definicien. Lo gue Cantor parece
decir aqui es gque los conjuntos Som reyniones de objeios que
prexisten al conjunto, ¥ de shi que se haya visto este texto
como la prehistoria de la concepcién iterativa. E. Wang, por
ejemplo, estéd convencido de que no pertenece en absoluto a la
oncepcién légica, sSino mas bien a lo gque sSe bha llamado la
tegatica=<4, gue tal como la entiendo vendria a

iuntos se forman de acuerdo COn Unas leyes

ieterminadas, leyes que en el sSiglc ¥X han dado lugar a los
axiomse conjuntistas y que en ella no tiene cebida nociones CORO

cepto, predicado, verdad, satisfaccien etc.

La opinien que yo mantendré es gue las




s maracoras Agn Car+tnry
R R Vi = 8. . IS L= VR

Ho

-

ecta fuera de toda duda razonable que el primero en
descubrir contradicciones en lo que he llamado la primera teoria
fue el propio Cantor. De acuerdo con Bernstein, discipulo de
Cantor en Halle, este descut-is las ccntradicciones del ordinal

y cardinal maximos Yy las comunice epistoclarmente & Hilbert en

1896~ Fraenkel, en su biografia de Cantor, afirma gque el
sutor conocia las contradicciones €d 189545 . pera no justifica

&) depto. le ¢

T

rto es gque la primera prueba que TEmEmIS del
descubrimiento es la carta mencionada y por el momen o MO hay
acen para pensal que Cantor se hubiera encontraco con ellas
antes de 1896.Esta es la postura de Grattan-Guinness a la que yO

me achiero. H. Vang, siguienda & Fraenkel, supone gue cuando

n

anter escribié Beiztrare, en 1805, ya conocia las

(4

contradicoiones y gue la gefinicion de conjunto gque S€ ofrece &l

Como cabemos, Deiirage es un cbra en dos partes, la

ceg' nda de ellas publicada casl ins afos despues gque la primersa,

aungue ni desde €. pumcO @€ vis-z de la tematic® ni desde el
est:lo hay solucich G continuidad entre una parte ¥ la otra.
Una interpretacicn Qque copcidero muy plausible del reiraso de la
aparicien de i1a cepunds parte. es; - E4 m: opinién, el
descubrimiento de las contradicciones. De acuerdo con esta
interpretacion la pramera rarte de .2 obra cefizalada, en la cue
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escrita sin consciencia ade las contradicciones, mientras aque
cuandéo se publice la segunda Cantor ya las conocia. En este

cato, la demora inexplicada en la aparicion de la ultima se
deberia al intento de. autor por colucionar el problema, aungue
no dis con una estrategia saivadora hasta 1809, La razén por ia
que en Beiirage no se pudo superar el problems cescansaria, si
ni interpretacion es correcta, en el hechc de la definicion de
conjunto estaba Yya publicada en la primera part y esta
encerraba una concepcien sbsolutamente irrestricta de lo gue SOL
los cbjetos basicos de la tepria. Tal como yo lo Vveo, la
definicien de esta obra es equivalente a la de Grundiagex,
pertenece a la concepcien logica ¥ la misma teoria de conjuntos
aparece en una y la otra : la primera tecria de Canter.

Después de la publicacién de Beitrage Cantor ilege a ia
conclusien de gue la dmica forma de superar las dificultades era

cambizndo la definicién de comjumio, restringiendo esta ge

B
o
1
"3
({1
(]
=
m
et

multiplicidades problemdticas Io pudieran

(1]}

=
sparecer en la teoria e ideo la estrategia de la limitacien del

tamafio, rechazando myltiplicidades demasiadc extensas. De las

O

contradiccicnes de la primera teorisz y las caracteristicas de la

segunda treiara ertonsamente el capitulo siguiente.




me llevan a sostener que la primera
tepria no es, i ) intencion de Cantor, un 2jemplar de Gl
con las siguientes:

La primera teoria es contradictoria:la interpretacien

Vang, entre otros, de laz paradojas COmO efecto d& una

errénea de teoria pierde gran parte de Su

lausibilidad cuandc se ca2 en la cuenta de que el auvtor ce la
el descubridor de las paradojas SOL la misma perscna.

la razén gque acabo de exponer, Que responde a la

afirmacién que he sefialado como (1i), es solida si se xcepia gue

en 1805 Cantor no conocia las paradojas. La siguiente sin

embargc me parece mas contundente:

En recpuesta a (i) surge la pregunta de por gque ia
solucien que Cantor ideé no se parece demaciado a la teoria de
Zermelo. Si lo que hay en Beiiriige €S uma concepcién iterativa

Cantor precisara esta
correspondencia
v Jourdain perfila
tajante entre coleccion
distincien ci criterio
totalicdaed de 10s TDumErOS

tamalio




Ern 1004, en una &7 Jourdain<*%, Cantor contesta a

upa dificultad que KUSS lante 1ps pripcipigs de .4

patemasica reliac

La dificultad de Russell conciste en la aparente contradiccion

que hay emntre 1a afirmacion de (amntor de gue no puede haber un
nomerc cardinal mayor Que todos los demas ¥ el hecho ge cue
nigunas colecciones parecen tener +pdos elementos posibles, cOmo
por ejempio el conjuntoc de Toda las cosas-+¢, &1 Canter
ectuviera pensando emn algo j a CI la respuesta que S€
esperar:a a la cbjecion de Russell vendria 2 decir que el
conjunto de todas las cosas no existe porque no puede formarse
en ningon nivel, ya que en esta concepcién 1o0s elementos de un
corjunto se forman necesariamente es un estadio anterior 1 del
coniunto  y al conjunto de +ndas las c0Sas pertenece ¢l mismo
lo que es imposible en cl1 . Sin exmbargo ia
el teorems de
la coleccién de todas las cosas
copjunte, €S
de los numeros OT inales.

ensar

conceccich




ultimo termino del proceso.

ias llamadas paradojas de : y de Burall se
consiguen unos numeros, ul alef y un ordinal respectivamente,
que deberian Ser los ultimns nNumEros transfinitos. sell
sugiere que ante procesps de este tipo lo mas adecuado s
suponer que i8 unien de los individuos generados no formz un

conjunta. Asi, 0O existe el conjunto de todos los alel ni el de

todos los ordinaies . La totalidad de estos individuos sclo da

lugar a multiplicidades inconsistentes, en la terminologia de

Cantor. La ectrategia de la limitacien del tamafio solo tiene

csentido a posteriori, esto es, una Vez gue Se conocen las
contradicciones y algunos de los cunjuntos que l1af provocan.

por el contrario, CI no impone restricciones sobre el

nien acerce del método de £u

i+aygtiva no haria

juntos existentes puesto que
propone un sisteid coniuntista corsistente,
las contradicciones no se

la limitacien no tieme

Ko e Ve En ia




que ahacir que enunciados
axirmas en un wcisn chocan con  10S

intuitivos de la otra.

axiomz de reemplazo, gue (anior formula explicitamente en 1B99:

“"Dos multiplicidades eguivalentes y 0 ambas
‘conjuntos' © ambas inc
Esta afirmacién es el alma de las teorias de la limitacién del
tamafio: toda multiplicidad equivalente a un conjunto es um
conjunto, mientras gue no puede justificarse desde la concepcisn
i+erativa: dos multiplicidades no tienen por qué correr la misma

de ellas puede existir sl sus elementos prececen en

gue en la correspondencia

un sistemz limitacién cel

Ecte necho me inclina

tragicc -Ld.es

contracizcienes




pie en &v°

a es

muy ameigua ¥

ideas

aqui y en otros trabajos de

ge probar Cl muestran

estos s& parecel enormemente a

isicos:

una barajea.

origen

precision de ias

steriormente,

que surgieron po

teretiva de gue los el

un rebafio de ovejas,

Tanto es asi

3?3?9?9 en ects

pEYD eco se debe mas

DTJYQCt&r en

nor tanto es muy facil

b
.

Ademas las resonancias Qque

Cantor pueda haber de la afirmacion
ementos

de un conjunto le preceden leios

que la ide toriana ccnsiste en GQue

montones 0 reunicnes de pbjetos
una constelacicn de estrellas O
que en su teoria mo existe 21 conjunto
intuitivo de la nocien de conjuntc,

duce en 1 sist ! ¥

1=
P

opinien de que
tegria de Cantor no es mas gue

onia Gesée Gue COMEDZO




Las tesis que pretendo defender emn el presente apartado
Jugar, gque los numeros son conjuntos para
Cantor no distingue enire
las be mantenido
a lo largo del presente trabajo y quisiera anora

con algun detalle.
Contra la afirmaciéen de que para Cantor los numeros son

conjuntos e manifiesta, entre otros, H. Vang:

“Para Cantor,los cercdinales y los ordinales no son
conjuntos sino cOnceptos erales a} universales

conjuntos ig cardinalidad ¥y

o

“Por potencia o valencia de un conjunto cade X eutiendo

el copcepto general (concepto de genero,

~ % 1oT 4 < - As V1
T0 :10h to dé nunmero

como de numero




entiende Cantor

propio

numergs sor conjuntas ade

abstraidos. Uno = Lo que el autor 19

explicitamente es el siguiente de ¥itteilungen:
"Tento los numeros cardinales como los tipos de orden
son cimples construcciones conceptuales
(Begriffshildunzen); csda uno de ellos Un ver er
unidad (povas), porque en ellos se  conectan
anta una multiplicidad conjunto  de

¥ 1A ~ EE
unidac E’-" L E

BEn este Cantor utiliza a 1 - 2 d de que los
la de Que sSon conjuntios. Podria

desde una concepcien @as

de ¥ hs
SUS Primeras obras conjunticsias,

mantuvo la postura extensional.

~
clil




+;atamiento satisfactorio emn la
muy verosimil la idea de
objetos gque investiguen apbas disciplinas seal conjuntos
tercer lugar, de acuerdo con las definiciones de numerg ordinal
y de potencia PpoOr la abstraccien de cualidades y, en Su €aso,
gel orden, hay fuertes indicios de que lo gyue Se obyenga Ge
ellas sean conjuntos que reflejen la estructura de los conjuntos

originarios de los cuales se abstraen. La postura de Vang seria

mas plausible si Cantor abstrajese 1oz numeros de las clases de

equivalencia Yy 1O de 1los conjuntos unc & yno comc, en =i
cpinion, es el caso.

La segunda tesis gue quiero defender agui es que Cantor
no hace ninguna distincien entre potencias y numeros cardinales.
Se puede rechazar estia afirmacion desde dos puntos de vista
cistintos: en primer lugar, puede T .enerse 1a idea de que las
potencias constituyen la prenistoria de 1 nomeros cardinales,

gue Cantor comienza detiniendo potencias ¥

pcsteriurmente ce da cuenta de que sJn auténtices numeros; €n

segundo lugar, puede sostenerse la idea de gue loS numeros

forman un stbcon’unic propio del conjur*o de las potencias, €S

ljecir, que 108 numeros cardinales son potencias perc Qque hay
encias que no son nomeros cardinales.

Dauben se opone & la tecis gque gquiero defender desde

Dauben considera gque el concepto de numero

+eoria de conjunios cantoriana mucho

en concreto
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Cantor no asumio que las potencias eran numeros
Dice Dauben:

mo aspecto del rticulo de 1891 que

rio que en los Grundlagen,

“Hay todavia un ulti

merece destacarse. Al contra

donde 1las potencias nunca eran consideradas COmO

nomeros, aqui Cantor ha llegado a la conclusion de gue

estas potencias representan, de bhecho, la unica ¥
necesaria generalizacion del concepto de nunero

o

carcinal."-

En el articulo de Cantar al gque Dauben hace referencia en este

texto®s® puede leerse, en efecto:

'potencias’ representan ia unica ¥ necesaria

“las

generalizaclon de los 'numeros cardinales' finitos, DO

air o mhe Sue oS nuBETES cardinsles actual €
ipfinitamente grandes, ¥ les corresponde la risna
el

realidad y determinacicon que 2 ellos.”

parte de

el reconocimiento por

E] centido del texto citado es
Cantor de gue 1285 potencias som nemeros carcinales infinitos,
gue son simplezente la ewtencion &l dominio del infinito del

concepto de nomErO cardinal. Sin embargo, TO ec este el primer

texto en el gque Cantor jdentifica las potencias coOh ips numeros
cardinales transfinitos. En una carts al Prof. Lasswitz de 1884,

nicion

e momiencza Cantor una definici

diciendo: "Entiendc por potencia © prmerc Caroinas



conceptos explici
encuentran afirmaciones . su obra gque hscen pensar GgQue
considerabs ya & las potencias COmo la extension al infinito del

concepto de numero. hsi en Grundlagen puede leerse:

"el concepto de numero entero, Qque tiene en lo finito
s6lo el fundamento posterior del numero ordinal, si se
asciende &l infinito se divide en cierto modc en gos
conceptos, en el ade potencia, gue es indepenciente del
orden, y en el de nu 17...1. Y si desCieuuu de
nuevo del infinito a 1o finito veo claramente cCOmo ambos
conceptos se hacen uno nvevamente y confluyen en el

concepto de numero entero fiaite. """

En este texto se expresa ablertamente la idea de gque la

extensiéon &l infinito de los numeros enteros da lugar 2 &os

conceptus distintos que coinciden en la esfera de lo finito: el

-

potencia y el de numero ordinal. Si Cantor cres en esta epoca
ordinales son ngrmevos no veo la razon por la cue las
a0 deban serlo adn. Ambos concepios sS€ reparten la
enteros finitos en el infinito, por 1o gue en mi

s potenci

como hemos visio,

La ptra postura

identificacion de numero




potencias s wumeros, y el criterio para dis
y atros | roporcio la buena ordenacién®®"
posturs 1los cardinales seran 13s potencias G@e
conjuntos bien Ordenados mientras qu ¢ de los conjunios gque
no puedan ordenarse Oolen tendran potencias que no Sean Ruleros.
En la obra de Cantor esta interpretacion puede parecer verosimil
define los numeros cardinales -- los slet
—- sobre la base de las clase n:uziricas de ordinales, clases que
ordenadas. Sir embargo, si se piensa con mas
interpretacion es errcnea puestc gue COZO
antor ha mantenido siempre la validez general del

principic de buena ordenacien, Yy Segun este principic todo

conjunto infinito puede ordenarse bien - de hecho puede

ordenarce bien de infinitas mesneras distintas -- ¥ por
numeroc ordinal. ad est0s Tnuneros
clases numericas, 2 *todo conjuntc

un numero

concluir que & - 1 0T 1 ie conjuntos de Cantor

potencias cque




La concepcisn que Cantor maniuvo acerca de la

de los =tjeto

.oda su vida., De sus obras

posicion lista en lo que

nemeros ente os finitos,

que

abarcar también a 105 numeros

cualesquiera otros que fueran
Hubo asi cierta

precisa. una

antiguas hssta Grundlagen por

ontoléegico 3Jel

existencia
i¢ invariable a lo largo de
adhirio & una

gue Sse

la existencia de los

1883 se ampli¢ basta
gs irracionzles Y
susceptibles de una definicien
evolucion desde sus 0Obras mas
1o que se refiere 2l compromise
ios

conceptos gque, COm3

involucraban el
indicado,
gue estos no.se extienden

de la
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la ides del autor es asociar con una determinada serie de
numeros racicnales un signo gue indica que la serie cumple la
propiedad de que la diferencis entre dos de Sus Eiembros dnem ¥
a., puede hacerse menor que cualguier numero racional € conforme
crece n®¢S, Al signo en cuestion lo liama "el limite de la serie
de racionsles", pero de la exposicion de Cantor se desprende que
no ce esta cozprometiendo comn la existencia de objetos gque SOn
.imites, sino que subraya gque la expresion "tener un limite” es
otra forma de decir que la serie de yacionales se comporta de
tal-y-cual modo sefialadn. La definicien cantorizna de “tener um

ec en mi opinién un ejemple de lo que Frege llamd

imite"

(o]

defipicion copstructiva o defipicion propiamente dicha®*". De

acuerdo con la caracterizacién fregeana una definicion no es un
caunciado esencial en un sistema, +nodc pensamienio que puede
expresarse mediante la definicien puede expresarse Sin ells,
1z cdefinicien sirve para simplificar el célculo demtrsc dJe um
ara Cantor la egpresion “temer unm limite" es uma
abreviatura para expresar propiedades de OIros objetos gue

e cin echar manoc de limites aungue de

)
=
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f{orma mas complicada. Esto es, ed discurso acerca de limites

puede reducirse al discurso acerca de racionales, mieniras Que




racionales gue sirven para definirlos, sinc que para referirse a
limites utiiiza el término “signo" (Zeichen).

Algo similar ocurre cuando se introducen por primera Vvez
lac derivadas de Orden infinito-+’. [Estas se cefinen
perfectamente mediante las operaciones de derivacion a partir de
un conjunto de puntos dado Yy de la interseccion de infinitos
conjuntos de puntos, Pera lps signos "%, ngy it o mgntt o=

etc. usado:s para distinguir unas derivadaz de orden infinito de
P &

ot

ptrac no tienen todavia un significado autonomo. Cantor ics

llama “cimbolos de infinitud® (1 lichkeitssymb ). Mientras
que los signos utilizados para sefialar los prdenes de las

derivadas finitas son numeras, los de las derivadas infinitas no

1o son aun como queda patente en el siguiente texto de gLe IV:

“Si P es un conjunto de puntos no numerable, entonces

Pte’ tambien €S nO numerable, tantc €1 « €S Uh numero
enterg finitg., <OmQ +agbién =i €5 ULD de 1gs &i 3 £

.;:A-‘-fv.-' - I-l LIS S

Por esta razéen podemos Genominar al periodc gue va desde los
primeros escritos del autor hasta 1883 eia rmalistis,
teniendo en cuenta gque el sormalismo coloc puede afirmarse
respecto de la existencia de lo que luego seran los numercs

irracionales y los transfinitos, que sOn para Cantcr, en cierto

eentido, irracionales por su forme ce definicien”™™™, 1O respecto
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"oz numeros enteros y los cuerpos celestes forman en

sentido un todo regidc por leyes ¥y relaciones

También en la concepcion de la existencia de 1os numercs marca
yrypdiagen una .rontera con los escritos antericres. Esta obra
inaugura no s6lo el periodo de interés conjuntista del autor
sino también, y es lo que nos interesa akora, lo que llamaré su

realizte~7'. Al comienzo de Grundlagen Cantor advierte gue
para poder continuar lac investigaciones conjuntistas iniciadas
a propesito de los conjuntos de puntos ha de separase de las
concepciones habituales acerca del nomero y del infinito. En
relacion a este Gltimo la novedad introducida por €l consiste er
la clara distincién entre infinito potencial e impropio e

infinito actual o propio y la aceptacion sin reservas de este.

Respecto de la concepcién  tradiciomal del nomero la

originalidad de Cantor estriba en la extension del concepto de
numerc entero a la esfera de 1o infinito, de modo gque tras la
serie conocida de 1los numercs enteros finitos asume la
ezistencia de una sucesion de nUmeros enteros infinitos tam
precisamente definidos y determinados COZO los nomeros finitos.
La introduccién de los numerocs infinitos presupcne la asuncien

del infinito actual, Yy en este contexto escribe Cantor:

primera Zforma, COmd ipfiritoc impropio [lel
matematicol S presenta CcOmo um finitg
en la que yo lo llamo

ur infinito compietamente




nimeros enteros reales infinitos (Dis

que definire a

larga serie
tener en ellos numeros concretos de significado real (in

ihnen kopkrete Zahlen von realer Redeutung zu besitzen’,

no tienen en absoluto nada en comun con la primera de
estas dos con el infinito impropio &
pertenecen por tamioc & las formas y afeccicnes del

infirito propio."~7"

A mi modo de ver, el texto citado nuestra la conversion de
Cantor desde una posiciéen no comprometida con la existencia de
los “"simbolos de infinitud" a otra em la que estos simbolos

vacios adquieren el estatuto de verdaderos numerales. Se

desprende de lo dicho que sea cual sea la concepcién de la

existencia de los nomeros para Cantor, esta sera la misma sin
importar gque se trate de numeros finitos 0O infinitos. El

csiguiente texto, también de Grundlagzen, repite la misma idea:

“aci a traves de esta relacién entre numeracien (Anzabl’
-~

y nomero (Zall> se comprueba la realidad del ¢ltimo por

mi sefialada (die von mir beionte Realitat der

letzteren), inclusc en el caso de que sea

ipfinito-determinado."=7"

La relacisn a la que se reifiere el texto entre numeracion §y

nopero no es mas que la relacion entre 1a ordenacién que




mantienen los elementos de un conjunto y el

5

la ‘eoria cantoriana adscribe al conjunto en
objetividad de los numeros transfinitos, los numeros ordinales
que Cantor ha afadido a los numeros finitos tradicionaies,
consiste en la precisa relacion gue aquélios mantiene COn 108
conjuntos bien ordenados. Ls pumeracien, © el orden de umn
conjunto, constituye el "significado real" de los numeros del
que Centor habla en el penoltimo texto citado . De acuerdo con
sus propias palabras, los numeros transfinitos no siempre
+yvieron la misma realidad para el, pero desde Grundlagen en
adelante adquieren una objetividad de la que no gozaron en
¢pocas anteriores.

la conversion realista alcanza también, como es natural,
a los numeros irracionales, de los cuales afirma el autor en
Grundlagen=7¢ que pueden determinarse con la misma precisiom,
evidencia y claridad que 105 numeros racionales. De nuevo ocurre
lo que con 10S nomeras ordinales transfinitos ¥y los finitos, que

sea el que sea el est.ituto ontolegicc de 1os numeros racionales,

de é1 participan tambien los irracionalesz a diferencia de lo gue

Cantor creia en 1872.

termino ambiguo que puede

en contextos distintos i de ellos
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loe cuales se suele hablar de realismo son cuatro: 1. Se liama
realismo & una determinada postura respecio de la existencia de
los upiversales, que afirma gque estos existen no sélo con

independencia de nuestra voluntad sino tambien “separados" de

nosotros, en un mundo aparte. A este tipo de realismo se lo

conoce a veces como realismo platonich, porque es el que se deja
ver en la obra del filesofe griego. El realismo platonico se
cpone al nominalismc, que ccnsidera a lge universales como
cimples términos o formas Ge hablar pero sin refencia a nada
externo, y al conceptualismo, que sostiene que los universales
son conceptos bajo loz cusles caen diversos objetos. 2. También
se utiliza el término “realismo" para hacer referencia a un
determinado punto de vista acerca de la existencia de 1los
objetos del mundo. En este sentida el realismo afirma que los
objetos fisicos existen independientemente de nosoiros, Qque 7O
son un suefic de 105 seres humanos y que Si nOSOTros dejasemos de
existir ellos no se verian afectados. A este tipo se le califica
2 menudo de :g&;igmn_en_nglajig;ga_3. t veces se llama realismo
a la postura epistemclogica que sostiene la posibilidad del

conocimiento objetive, del conocimiento del munéo “tal como es",

realidad cdce
categorias, categorias de las que no puede desprenderse.
Desde el punto de vista ce la teoria de 1la verdacd, se
realismo a la
giguientes: (1)

de verdad deter




referencia, i. e., los enunciades han de tomarse en un sentido
literal. Esta postura, a la que llameré rea.izmo semantico, se
cpone a cuaiquier tipo de reduccionismo, V entre eilos ai
verificacionizmo. Posiblemente se utilice el termino en Otrgs
contextos- ', pero estos son los mas frecuentes.

Los cuatro tipos de realismo distinguldos se diferencian

os cistintos contextos teoricos en los gue se utilizan: la

i

par
teoria de los universales, la existencia del mundo exterior, la
posibilidad del conocimiento de la realidad "em si" y la trmoria
de la verdad. Dentro de cada uno de estos contexios ¥ sin dejar
de ser realistas pueden mantenerse posturas mas 0 0eN0S
radicales. En el contexto de la teoria de la verdad Paul
Horwich=”¢ ha distinguidoc tres niveles O estadios que
interpretan con intensidad creciente el significado de la idea
asociada cou el realismo de gue los objeros, fisicos ©
abstractos, son “independientes" del sujeto gque utiliza el

lenguaje. El primer estadio, el menos elaborado y el menos

compromstido, es lo gque el denomina que
consiste en la mera afirmacién de la existencia de determinadas
entidades teericas pero sin tener una teoria gue especifigue el
tipo de existencia gue sS2 supone gue tienen tales entidades. El
segundc estadio coircide exaciamenté con lo cue he sefalado

anteriormente como r2E.iSmO semapticg. Un realista semantico

mantiene gue la reslidad es “independiente® del sujetoc en el

sentido de gque los enunciadcs tienen um valor de verdad




que la verdad es una propiedad indefinible y primitiva de
jertos enunciadns que no queda suficientemente explicada por ia
Tarski de que una tegoriz es materialmente acecuada
forma

‘p' si, y solo si p
al no tener relacicn alguna con nuesira manera de conocer
no podemos estar Seguros mnunca de haberla
alcanzaaa. La "independencia" entre 1la realidad y el sujeto es
muy fuerte para un realista metafisico, cade uno -- mundo real y
sujeto -- pertenecen a un ambiza distinte y es muy dificil ==
por no decir imposible -- para el sujeto comprobar si sus
afirmaciones acerca del mundo son acertadas aun en el caso de
que lo sean. De ahora em adelante cuando hable de realismo
metafisico me referiré a la acepcien de Horwich de la expresion.
El rasgo que define a un realista metafisico es el
convencimiento de que aun en el caso de gue las tecrias que
mantengamos sean fecundas, simpies y sin contraejenplos pueden
cer falsac. Entre nuestro comocimiento y el mundo hay un hiato

y no podemos tener la certeza de haberlo superado aunque 10

hayamos hecho. Una de las tesis mas interssantes de Horwich, ¥

la razén por la que me he referido a el explicitamente, €S SU
{dna de uno puede ser realista semAntico sin ser realist
De acuerdo con Horwich, lo gue 12 mayoria de 1oS
ilpecfos mantienen cuandéc se autocalifican de realistas no va
mic allé del realismo semantico, que puede reformularse dicienco
ue la realidad se descubre, nd se inventa, y esto no obliga, d

cuerdo con su postura, & SUSTENT in realismo metafisico.




