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INTRODUCCION GENERAL

El propssito del presente trabajo es la investigacion del

surgimiento de la teoria de conjuntos y nomeros transfinitos en la ovra

del matematico y filosofc aleman G. Cantor. Me propongo ademas enfatizar
tres aspectos diferentes de este surgimiento; em primer lugar, sefialar
como aparecen los conceptos conjuntistas a partir de intereses
matematicos mas tradicionsles; en segundo lugar, subrayar ia
originalidad de los planteamientos cantorianos acerca del iuniinito en
relacion a las ideas mantenidas por la tradicién filoséfica occidental
desde Aristételes y en tercer lugar, estudiar las concordancias ¥y
divergencias entre Cantor y sus contemporaneos mas ilustres como
Dedekind, Frege y, en cierto sentido, Russell. En mi opinien, un
proyecto como el que presentare a continuacién no es superfluo puesto
gue no abundan lac monografias sobre G. Cantor y la emergencia de la
teoria de numeros transfinitos, y porque, como expondre irmediatamente,
mi trabajo aporta ciertos interes y puntos de vista

bibliografia existente; en particular aporia

filosofico, - s ge dejar claro en esta Introduccien,

propiamente dichss sobr el pensamiento y la




investigar las relacicnes entre las ideas matematicas dzi autor y

biografia y personalidad. Ambos objetivos se cumplen ampliamente. NO

obstante, y aungue como introduccicn & la teoria ingeaua de conjuntos y

a la historia de las teorias axiomaticas, esta obra resulta muy atil,
como monografia sobre el pensamiento de Cantor tiene, en mi opinién, dos
carencias importantes: La primera es que no respeta en la mayor parte de
la obra la terminologia cantoriana ni lss definiciomes y explicaciones
de! matemAtico aleman; lo que es una carencia en este sentido es una
ventaja en otro ya que los analisis ae Meschkowski acercan los
trabajos de Cantor al lector moderno, perc evicentemente no aportan un
enfoque adecuado para quien guiera conocer el pensamiento original de
(wntor. La segunda carencia consiste en la falta de discusiones criticas
y filesoficas a lo largo de la obra. La monografia de Meschkowski es
muy descriptive y a menudo en vez de explicar los tépicos se limita &
transcribir amplios textos, a veces de Cantor otras de sus
contemporaneos y seguidores, = se trata el tema
correspondieate. L ja d nlti i gue algunos de
estos textos scn f ) i | i o de obras de dificil
acceso, comn lo g ! j de Meschkowski tiene ua gran valer
documental, pero no cice, ni lo pretende, la vlti paiabra sobre la
tepcria de conjuntos cantoriana. Ls obra de Meschkowski da una visicn muy

ensamiento




obietivo de su obre como el esiudio del desarrolio de un procesc mental,
"la emergeucia de una teocria matematica nueva" ( J. Dauben, gp, clf,
p.4). Este objetivo determina el contenido y el estilo de la obra, en la
que se lleva & cabo una detallada y precisa exposicien de la practica
tptalidad de los escritos de Cantor, con un interes especial por la
exacta determinacion de los momentos en los que aparecen los conceptos
mas importantes y en Como unos conceptos se relacionan c€on Otros. El
punto de vista de Dauben es kubniano, aunque no lo afirma
explicitamente, y por ello también dirige su atencién 2 la eparicion de
conceptos nuevos y originales, al impacto de estos conceptos en la
comunidad cientifica del momento,& los problemas que Cantor tuva con Sus
colegas y maestros v a la importancia de las ideas nd jﬁteméticas de
Cantor para la emergercia y desarrollo de sus ideas matematicas.

La obra de Dauben interesa ademés porgue se encuentra:reflejado
con precisién y profusien de datos el ambiente matematicc de finales de

siglo, ' la influen dominio que Kronecker ejercia sobre la
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comunidad matematica, y la repercusién de las obras que Cantor iba

publicando. Se lleva a cabo ademids en este monografia un estudio de la

importacia que la re
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Cantor tuvo en el exito final da

la teoria de nuestro autor.

En seantidc estricio, no hay mas monografias. Oiros® autores aan
estudiado la obra de Cantor, entre ellos destaca por su fecundidad ¥
profundided I. Grattan-Guinness, al cual le debemds una sustanciosa
cantidad de articulos sobre el tema. Los intereses de Gratran-Guinness
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biografia, en especial los relativoz a la eunfermedac mental gue Cantor
padecio partir de 1884. AdemAs, le debemos la publicacion er 1970 del
articulo de Cantor Principien einer Theorie der Jrdmupgetypes. ZIrsie
Mittheilung, que en su dia Mittag-Leffler, editor de la revista fAzta
mathematica y amigo del autor, no quiso publicar.

Recientemente se L ocupado de la teoria de conjuntos ce Cantar
¥. Hallett, en una obra titulads Cantoriap Set Theory and limisation of
Size, en la que el sutor dedica a este tema la mitad del <trabajio,

aproximadamente, Hallett no esta intcresado en la genesis de la teoria

de conjuntos sino que toma una orientacion sistematica. No expone las

tesis de Cantor, sino que desarrolla una interpretacion audaz del sig-
nificada de. la teoria de conjuntcs cantoriana. La tesis que cefiende
Hallett consiste en que la tecria de conjuntos de Cantor ©D0See Uub
mecanizmo de la limitacién del tzmalio de los conjunios incorporado desde

su origen. Esto es, mantiene que la teoria de conjuntos de Cantor es

la misma hasta sus ultimos escrito
contradicciones descubiertas a fimal cel siglo.
muy profunda y sugerente, a0 Obstante, el rni epinicl,
recorre no cuenta con el suficieate apoyo en 10s texios del autcr aleman
cue expondre €n Su mOmento.
en primer lugar, la existencia

tegrias ce conju s on los documeutos de Cantor,

descubrimiento




n

cantor mismc. Defiendo ademss la idea de que le primera teoris, gue
puede reconstruirse a partir ae Grundlagen y Belirage, encierra umna
concepcion ingenua de los conjuntos en el sentido de gue en ella se
entiende por conjunto toda agrupacién de objetos cualesquiera, gin
restricciones. Contra esta idea se lan pronunciado, entre otros,
G. Doolos, Ch. Parsons y E. Wang, que consideran que puede rastrearse en
el ultimo delos escritos citados d: Cantor una concepcien iterativa de
los conjuntos, y tambien M, Hallett quien, como ya bhe indicado, &a.ribuye
al matemadtico aleman una teoria de conjuntos con limitacien de tumafio
desde s primeras obras conjuntistas. Por ctre parte, el trabajo que
presento a continuacion pretende sacar a la luz los supuestos de ambas
teorias de conjuntos, que en lo fundamental coinciden en este sentido, ¥
estc tanto en lo gue se refiere 2 las ideas filcseficas subyacentes como
a las hipotesis mas técnicas, ya propiamente conjuntictas. Los supuestos
filpsoficos, entre los gue cabe citar la aceptacion de conjuntos

infinitos en actc y una concepcion realista, y a Vveces tambien

o
iD
b
}a
()]
o+
lie}
=
)
P
4]
(@]
f11]
(@]
{1]]

platonica, de 1 objetos abstractos. Manitengo que
Cantor es un realista contra la opinien relativamente extencida de que

esta ~ercano a las tesis formelistas en el sentido de que para el la

ausencia de contradiccien ez condicicn cuficiente de la existencia. El
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:n 18696
préinal maximos. A la discusion de
del capitulo III ultimo del
en dicho caritulo la discusien de
reaiizo en la primera tedr
conservar su  consistencia. 1 conjunto o0e estos cambios le he
denonminado ;;_;gguunﬁ;_;g;:;;_;u;wgnn;unggg, ge la cual no bay indicios

hasta 18G¢, de mesners gue la segunda parie de felirags, que por su

contenido pertenece a la primera teorie, fue publicada y en parte

escrita § : s gue su autor se hallara en posesion de las
camtios cue definen la segunda tecria se reducen

distincicn entre cclecciones que son conjuntos ¥

y con ello la nueva teoria no pertenece yz &

orpere un mecanismo para la limitacien

gue ce expone la

2 otros metematico




la edicion que

en 1932, en la reimpresion de 1966 y se citaran gr esta edicion,
P

excepto natura:mente DPripcipisn, inedita hasta 1670. En la edicicn de
Zermelo se encuentran tambien, ademas de la< anotacicnes del editor, una
biografis de Cantor realizads por A. Fraenkel v algunas cartas ge Can.or
& Dedekind de 1899,

Las edici lel Asilis obras que he utilizado para la
preparacion del p baj orresponden & ias que se relacionan en
la bibliografia. las citas s se pfrecen ~iempre en C
en traduccién realizada por mi, excepto las de Aristételes, aunque 2

veces en nota se da el texto original cuando la importancia o dificultad

Juan J. Acero Fernandez su

amabilidad con i jue I ; ido mis icip 3 lerid con

Al




CAPITULO I:

A TEORiA DE CONJUNTOS CANTGRIANA
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conocidos Y no encontrar er

heredada ningun motivo de desconfianza.

dominic de lose numerc

irracionales componen el dominio de los numeros reales:el

de este primer capitulu esta dedicado a la caracterizacion que

del dominio de 105 numeros ] 8 CE lse obre de Cantor

y & las diferencias en el tratamiento del tems que Separan

enfoque cantoriano de otvos enfogues contemporaneos & él.

€2 ecta dedicado & la teoria de los conjuntos de purntos,

INHeros 1

cicnes de 1os
contrapartidas

ominic. Ambos se




narurales.
El descubrimiento de los

copstituye: e

concepto de potencis o, lo que es lo misme, del COnCepro ce

numern carc R 3 sfinito. 5 distintas versiones

en el 84 asi como las

dectacables de Canior en los gue se

he inciuido er este capituln son los




eine Eigenschafi dec Inbegriifec
Zahlen" ( “Ueber eine Eigenschaft,.

prueba 1 - cualguier interval

transcendentes. Esta afirmacion tiene dos partes: la primera
proclama nque existen numeros trenscendentes, y la segunca
gue hay mas transcendentes que &algebraicos, y puesto

tantos algebraicos como naturales, se afirmea aque hay

mas numeros transcendentes que naturales. A e.cCtos gel

presente trabajo el interes de "Ueber eine Eigenschaft..
mbien doble. En primer se pone de manifiesto en €1 una nueva
loz teoremas de existencia, puesto que se acepta
gue una prueba por reduccion al absurdo, esto es, no
constructiva, es una demostracien adecuada de la existencia de
abstractos. En segundo lugar, el articulo indica

1874 cree Cantor gue hay, al menos, dos tamafios

S R
5 1RZIRN1T0S.
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gue no hay tamafio intermedic entre le g =ne ei conjunto de

los numeros natuceles y el que tiene el conjunto de 10S

numeras reales, o dichu de otro modoc, que todo conjunto

nfinito de .umeros realec o es equivalente al conjunto de los
Jumeros neturales 0 es equivalente al conjunio de losS numeros
reaies mismo.

4. "Ueber unendliche lineare Punktmannigialii

Fn realidad ULP es una serie de seis articulos: UL |

ILP 11 %1880), MLP II1 «(1882), DLP IV (1883), ULP V

y ULP VI (1884), gque a excepcion de ULP V, al gque se

por Grundlagen, se dedicen &l tems de los cOnj £ g

Grundlagen se trastara en el capitulo Il del presente

E iculos ie ULF tienen come

conjuntos

ia definicion del continuo




Cantor comenzoe su carrera docen.e en la Universidad ge
Halle. El matematico aleman Heine, colega de Cantor en esta
universidad, le animo & ocuparse de la representacion de las
funciones mediante series trigonometricas. Fara llevar a cabo
la tarea y como herramienta previa de la prueba de la unicidad
de la representacicn de tales funciones, aborde Cantor el tema
de la definicion de los numeros reales, presentando una
caracterizacion rigurosa de los numeros irracionales sobre la

base de los numeros racionales. La definicien aparece en Iir

(1872) y ec la siguiente:

Simbolicemos por A& el dominic de los numeros racionales.

Supongamos ahora que una coleccion infinita de tales numeros

gesté ordenada mediante una determinada relacion, de manera
que, a medide gue & sumenta, lz diferencia emnire dos elementos
la coleccicn ordenada se haga

nte hablando,




(=]

endo &I un ntert itivo arbitrari
colecciones con la propiedad que acabamos @ enunciar gue
tienen ur limite determinado, k.

1 una serie como ] tiene un Jlimite D, eriec
diferentes con la misma proriedad tembién tendran limites b°,
p'' etc. que pueden ser iuénticos © n2 a .
los numeros racionales se le ahaden los limites de todas

ze oObtiene una extension de A,
Esta ertencion constituye ahore el dominio de
avtor ha caracterizadc cobre 10s
racionales.
Los lementos del domino extendico B nc son, en

principio, del mismo tipo que aquellos que componen el dominio

A, desde un punto de vista ontologico. Illientras gue los

racicnales zon numerps y existen come tales, Cantor
“tener un limite determinado, " no

Simitss, sSing e

la propiedac mencicnada en

racionales.
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Hablando en términos de

€i hes el limite ce

y b' el limite de

las relaciones mencicnadas

que

eguivale

icaran

grdenadas

lo siguiente:

dec

-
-

de racionales,

v
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circuiares puestO Cue Suponian i& ex:stencla aqe 1g que elias
pretendian definir Dichn de ctro modo &i se considera el

texto anteriormente citadc como una delinicion de numero
irraciona., lo que <ce viene a decir es que un nuUmero
te de una sucesion de
racinales que satisfacen determinadas condiciones. Esto es,
suponlendo gue 105 l:mites esten dados previamente, la
caracterizacicn de Cauchy indica que los numeros irracionales
nc scn mas Gque un tipo de entidades, los limites, de las que

y2 cisponiamos de antemano. Ferc el probiema que se piantez es

precisamente gque los objetos a los que se asinilan i0s
irraciorales no han sido tretados con anterioridad a la

de eéstos por lo que en la definicion se esta
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presuponiendc su existencia sin haberle justificado.

1 procedizientc adecuade, y que Cantor lieva & cabo,

consiste en caractericar desce el principie el dominio
complete Ge los numerpos reaies, v distingulendo racionzles e
I g

s i FER Ep B

L peser de lo dicho, Do esta cCifro si  Lauchy misme
comstiec el error de rvresuponer la existesuciz de los limites.
£ - ] - - - - - o = - - -
Aigurnns 8uilres Com JTETTAN-IUITNESS aiirman cue Laucay

el Iezto cizedo como uhe @ufinicicn de numero

irracional Dtros; ~como por ejemplo Jourdain® Supbnen gqus

LauChy. ho cometic €l error del gue agui se le esta acusancc

No pbsiznte, cometiers © 19 Laucpy este error subsiste la

diferencia entre .of puntos ce vieta Qe este Y ce bantor. o3

igs fextos de auer encierran #1  circulo logich el Qs
=




haciendo referencia, Cantor G : : merito de

método irreprochable, desde el punto de vista

los textns de éste no hay ye

recisa de los numeros irracionales, cosa que Cantor considere

imprescindible. En cualquier caso, y dejando de lado & Cauchy,
¢l error de presuponer la existencia de los limites y los
numeros irracicnales sin haber investigado la cuestion ere
hatitual entre los matematicos ael sigloc pasadc y Cantor creyo
necesario dar un :iratamiento distinto a la concepcien de los

irracionales domiuante.

pertenece, desde sus primeros trabajos, & la
matenatica surgide durante el

bjetivos

cuidado en evitar




un cambio de perspecti

los problemas que deben ser

)

cambio gqueda ilustrado por el diferente trato que dan a

nureroc resles Cauchy y Cantor,

satistecho con el tratamientc qu=

de lps limites e irracionales no es mas

en téerminos de puntos de una recte masS gue €n NuMEros.
el sentido cdel siguiente texto de Jourdaimn:

(] ] : '
intuicien

"Parece, cin duds, evidente a la

colocamos las longitudes S, Swwi, ... , para

catisface la condicion (42, srbre una linea recta, gue

una longitud ‘ligpite’ (conmeusurabvle 2}
conmensurable) existe; sobre estz base, parece gue

amos justificadecs a g 2| la teoria de Cauchy

del numera real como geometri

La condicien

Cauchy utili




linee, L1& Jjustificacicnh Q€
r&azom, no supone
las colecciones de
y considera una peticion
principio las introducciones habituales del estilo ae

Cauchy.

la eyictancis ge l10S LUmMel QS

Como ya bhe indicado, Cantor trata de 1los numeros

irraciorales funcamentalmente én dos trabsjos, uno de 1872 ¥

otro de 1883. Aunque la forma de 12 definicién no ha cambiado
a otra, algo muy importante se ha transformadc en

diez afios gque Separan ambos articulos: la

cevcién cantoriana del estatuio ontolégico de este tipo de
numeros. En TiR no hay COmPromise alguno con la exictencia age

limites 3 5 4 i . Explicitam

P
i




JAg relaclones E : Q BERLT® U TACiOns un lipite

La posibilidad > establecer relaciones precisasz gde los
limites entre si v de estos con entidades ya exic.entes --comc
los numeros racionaies-- va haciendo que Cantor caiga en .ia
cuenta de gque no hay razones para negar a los irracionaies ei
estatuto ontolegico de gxistentes. La actitud cantoriana ae
1672 respecto de la existencia

irracionales puede calificarse de

formalista se extiende hasta finale: 1882 1683 en

Grupndiasgen ha desaparecido por

puede leerse:

"L0os numeros irracionales, mediante la constitucidp dada
traves de la definicion, tienen en nuestro espiritu
una realidad tan determinada como 1os racionales, la

misma que 10s numeros enteroz raciona




puede comportarse como las nociones ya disponibles no hay
razen para considerarla como algc diferenie y enira a Iormar
parte del sistema teorico de gue se trale, al mismo nivel
ontolégico que el resto de las nociones. En el
de los limites y los numeros irracicnales, estos consig
estatuto de lo= numeros ya definidos --los racionales y los
enteros-- cualquiera que sea este.
gl 1 se expone una concepcicn de los objeto
atematicos --y por tanto de los numeros irracionales-- que

ccnlleva la aceptacien de la existencia autoncma de estos con

independencia de que sean pensados por alguien O no, por 1o

gu2 propongo gue se denomine al periodo de la obra cantoriana

cue va desde 1883 en adelante eizpe realisils respecio de los




de irracionales de
Veierstrass y Dedekind no hacen referencia a ia falta de rigor
légico de  estas, sino que consisten mas Dbien en

consideraciones sobre ] y alcance de las

metodo = j - 5 j al de Cauchy,
excepto en gque no =1 i ircularidad de la gue
Cantor scusabe & la mayoria de las definicioues anteriores a

la suya. Weierstrass adscribe un numero L & una coleccion

infinite de racionales, (a.), del tipo de (Z), que cumpia la

condicién de gque la suma de un nomero finito cuaiquiera de

nunce este wvalor determinado D.

cualquiera de racionales es un

al menos, gue no
consider

elementos de

definicich




conmutative, 1. .e.

goraen @e 10s SuUumanaos

Comp l& definicion de Weierstrass

s1

)

que entre
altera el

hace

la suma y esta nO S€ comporta de la micma Mmanera

entre numeros finitos que entre numeros

definicion no admitiria sin mas una extensicn gue abarcase &

estoe ultimos. Dicho de Otro modo, para ias

precantorianas el enfogque de Velerstirase es irre

matematicas

prochable,

aungue no lo suficientemente potente como para resictir la

transposicion que Lantor pretende llevar a cabo.

expuestc por

ensayo igkel irrationale Zahlen", y Qque

basicamente en lo siguiente:”

de Dedekind se fundaments en el

aste en

conocido

su

consiste

Todo numero rac! 1 divid ] je completa de los

Todo

racional

&




LumeErnNE CcuUvVCo cuadragec seé& mavor cue QOs, 3! 14 A0 A

menor que toac A: perc no hay ningun racional Que cause

divicion. Esto es, ni A, tiene termino superior ni A: termino
inferior y, cin embargo, todo racional ests o en Ay O en A ae
acuerdo con la hipotesis. (Qué ocurre en una situvaciown asi?
Dedekind ppztula, entonces, la existencia de un numero y sclo
uno gue produce la divicion. Este numero es distinto de todos

los ionales, €€ un numerc de ul nuev tipo: um irracional.

Y cada uno de estos niemeros queds completamente definido por

medio del corte correcpondiente.

El defectc que Cantor encuentra al enfoque de Dedekinc
es cimpiemente gque es poce natural, esto es, Que N0 €s
habitual en el analisis introducir los irracional2c mediante
cortadurac. Cantor supone que es mas acorde con la practica

matematicos relacionar la definicion de numercs
fundamentales, como €1 mismo hace.
criticas de
los metodos de estos.

cuenta




En Jir (1872) Cantor introduce y define f%res COnNcCepios

que posteriormente seran de primordial imporiancia para el
desarrollo de la tecria de los conjuntos de puntos y, & traves
@e esta, para el descubrimiento y definicion de los numercs
transfinitos. Estos tres concepios son eDiOr 12 e

y derivada de un cQouiuniQo de DURICS.

Cantor entiende por es.as nociones lo sigulente:

Un entorno de un punto p ‘Umgebung eines Pupkies) es
cualquier intervalc de puntos en cuyo interior se encuentre p.
Un ot e acumulaci (Haufungspunkt o tambien Grenzpunki)
de un corjunto P es aquel punto cualguiera de cuyos entornos

un conjunto infiniic ue puntdos de F. Un punto de

de un cdeterminado

en oiro

tenga un




auncue en 1E7Z todevie nc hablz Cant
iteracién infinita del procedimiento de la derivacion.
Es posible gue la n-ésima derivada de T
unicamente un numerc finitc de punto
tendra primera derivada, ¥y no existira 1-ed derivaaa
£ los conjuntos para los que el procesc de derivacion

i

acaba tras un numero fini de passos los llama Cantor

conjuntos ge iipo n ‘von den n'=" Art) donde 4 puede ser
cualquier enterc finito. Dicho de otro modo, cOujuntos de tipo
aguellos gue tengan Sélc un

ci ua conjunto tiene derivada

; segunda pero no tercera sera de tipo dos. 3i tiene

también tercera peroc no cuarte sera de tipo 1 asi

sucesivamente.

Lz paternidad del concepto de puniC de acumuiacion tal

como se nha definide mes arriba suele atribuirse a (lantor. Asi
io hace Bourbaki'®. j k1= ] aungue Cantor
defiricien del mismo, ie

rass. LB €cierto e ve

sentidc de cue con

A m
o ldad v a b v




Eolzano y Cantcr'-
definen islad €1 §? la misms manera y esto
sugiere con fuerza 2 cien manejandoc €l miSHO
concepto de punto G aungue difieran en la
terminclogie.

Lac investigacionecs acerca ae
que Cantor lleve & cabo pueden extrapolars
numeros reales. EBsts
expresamente: <sabemos gue
definidos con frecuencia como limites de series de

numeros, & saber, de numeros racionales. El mismo Cantor

aunque no utilize expresiones derivadas

como “ir 2 un




decimos gue un
tambien podemos
reales { > un »n continua. El
tiene aqui un significado precisgc, sino
comc ere el caso enire los mstemiticos
precantorisncs.
La similitud estructura I - y
puede comprobarse en una direccien pero la otr
es, puede determinarse un mée%odo para bhacer corresponder a

cada punto de una recta un nemerc real y solc uno, perc no

puede zarantizarse gue para cada nUmEro resl 13ya un punic de




A~ e ~A = -1 M o+ " - £
medica. Esta distancis poars, @& veces, getermin&rse meclar

Unh numerc racional. Cuvando t&l qetermin&clon nC €S posible, se

hace corresponger a.l {‘untc ern cuestloh un numerc irracionai,

un numero gque pertenece al dominioc E anteriormente
carscterizado. Asi, cads puntc de la linea se halla

univocamente relacionadc cCOR un numero real. Sin emdargc, no
sabemos €1 puede haber numeros reales gue N0 esien emparejados
con puntc alguno de l& Trecta. Cantor no coutempla la
posibilidad de que tales numeros exisian y para garantizar el

paralelismo entre numeros y Ppuntos introduce un axioma, que

£ todo numero real le corresponde un punto, ¥ selo ung,

gada POr ese numero
;aTuralmente, Cantor no pretende probar esta afirmacion
puesty gque cree gue Tno es posible uma demostiracién de la
mizma. La superposicién de 1o numeros reales y los punios de
una rects Gependern de un axioms 2 favor del cual sS6io tememos
LL.E idencia inTuitiwa. ) antcr e€s consciente de gue IO
ue s ¢ msz al.3 €L la IUnCamentactlion de. HmISNC




2.1 Tig:‘yadac de Q[QEE infinito

Hemos visto ya que algunos corjuntos de puntos Solo
admiten un numera finito de derivadas Estos conjuntos dan
lugar a un conjunto derivado finito de purtos tras la
iterazion p veces del procedimiento de la derivacion, sierdo L
un rnumero natural fimito.

No obstante, hay conjuntos de puntos que se comportan de
forma diterente. Puede ocurrir que para un conjunto F no haya
ningén numerc natural L para el que P<m' sea vacio, el la
notacien cantoriana

prer e 0
Esto es, que para el comjunto P, toda derivada P<"’ tieme 2

su vez una derivada. A los conjuntos con esta peculiaridad lios

1lame Cantor coniuntps del segundD Eenaro (Punks e _ger
~weitern Gattung); & 1los conjuntos de tipc n, para algun I, los

liama copiunzos de

-
1

primer ganerog (Pynktmenge der ersien

"‘a-o--o-nn;r) .
ir.  conjunto del segundc gemnerc tiene iniinitas

derivadas, puesto gque tieme todas las cerivadas de orden

pers ag vacia. En el sistema cantorianc esios conjuntos tienen
ademas derivadac de orden infimito (oD pueden ceiinirse
estas nltimas?. Suponiendo que P tenga todas Laz derivacas

Pl P, B




sSu notacien
)

donde la "D" hace vreferencia a la palabra alemana
“Dyrchschnitt" que significa “interseccié¢n®. Naturalmente,
para que un conjunto P tenga una derivada infinita siempre que
tenga todas las finitas es necesario garantizar que todas las
derivadas finitas tienen, al menos un punto en comin. Cantor
supone que esto es asi aungue no explica la razon ni prueba
dicha suposicion. La explicacion intuitiva es la siguiente:

La unién de un conjunto P con su primera derivada P''’
da lugar a un conjunto gque contiene todos los punics de
acumulacion de P y con ello puede decirse gque se ha
“completadc" el conjunto F. Todos los puntos de P''’ son
puntos de acumulacién, tienen en sSu entorno infinitos puntos
de P, pero los puntos de acumulacicn de P¢'’, que forman P*=7,
teniendo en su entorno infinitos puatos de P‘'’ cada unc de
los cuales es un punto de acumulacién de P, tendran tambien
infinitos ie P, con lo que también seran punitos de

Esto significe que pertenecen a P°'°, al
los puntos de acumulecion de P, 7
sélo una aproximacion

de est

la obra de Cantor. Jourdain escribe a




“.Podria decirme en qué lugar de sus trabajos prueba
usted el teorema gemneral:

i les conjuntos Py, Px, ... , Py, ... scn cerrados, Y
cada P..: es una parte de P., entonces hay siempre

=

nuntos que pertenecen a todos los P.7"'%

Como veremos mas adelante, un conjunto cerrado ez aguel
que contiene a su primera derivada. De acuerdo con la
explicacien intuitiva que he dado anteriormente, todas las
derivadas de un conjunto de puntos contienen a sSu primera

derivada -- y a todas las demas -- con lo gue cada P‘™ '’ es una

parte de P'"’, Lo que Jourdain pregunta es coIo probar gue en

estas ccndiciones P‘»’. Cantor no respondis’'®.
Volviendo a las derivadas de orden infinite, en la
tecria de Cantor P'“' es la primera derivade de orden infinito

de un ccnjunto P del segundo género, y P'’ es el conjunte delos
puntos que pertenecen a todas las derivadas P"’ de P, siendo 1.
Un nomero finito. Aunque Cantor no era conmsciente de ells, la

en todo conjunto del segundo genero precisa




hoce referencie a una serie potencialmente infirita de derivadss
de P. Por el contrario, se utiliza el conjunto infinito en acte
de todas sus derivadas para definir P'©'. laramente se
evidencia en esta definicién uno de los Trasgos Qque e
Lorenzo'~ ha sefialado como caracteristicas de los que el llama
la ruptura caniQriapa, y que €en este caso se trata de aceptacion
aproblematica del infinito actual. En efecto, ningun comenteric,
ninguna justiticacicn de tal intrcduccién precede al desarrollo
de lac derivadas de orden infinito que estamos conciderando.

Una wez que hemos obtenido p'w' de esta manera no hay
razon para detener el procesc. Tiene sentido, entonces, hablar
de la primera derivada de pew’ que Cantor simboliza por poae
de la segunda derivada P*~"’, ¥ de todas las P'w*m', donde L es
un nomero natural. De nuevo puede ocurrir que ninguna de las
Plw+nd cea yapcia, con 10 Gue habra una interseccién de todas
ellas -- supuestoc el Axioms de Eleccién -- que define una nueva
uerivade de P, P’

Peaas o DIPrarin, Provs s

De esta manera puede continuar ] si limitacion,

primerc las P'"', luego jas P lag Pemetnd, luefo

P
y -

igue que toda derivada

s F se deil P isien b como el

de acumulaciomn d y conjunto comncreto,
de derivadas.

arpitrariedacd en

T 3
infinito, oe moaAC




loes cimbolos de infinitud utilizados: "w", "w+l", "2u*, “w %,

etc. hacen referencia & lugares precisos en una ordenacien.

oo
™
4
-
.
-
-
+
.
-
—

A Cantor le debemos la primera definicion precisa del
concepto "conjunto continuo de puntos". No fue, sin exbargo, el
primer matematico gque se encare con la tares de liberar el
conceptc de continuc de las intuiciones mas O mENOs confusas, a
veces casi misticas, gue le acompafiaban hasta el siglo pasado.
Bolzano, en Paradpxien des Upendlichen, y Dedekind, en " etig-
keit und irrationale Zahlen",se propusieron objetivos similares,
a saber la precisa caracterizacién matemstica del fenomenc de iz
continuidad de la linea y <su contrapartida analitica: 1la
ausencia de huecos en €l conjunto de los numeros reales, aunque
ni uno no o%ro logré, en opiniéen de Cantor, mas gque una

aproximacién parcial al concepto.

R T - - + ~= - r s - S m e - " -

gerivadaz ¢e c<Dniustos ae punios, Y iue profuncizanco 2n esla
1 - - & - 4 ra~ A o~

como el autor cemsiguic acullar pOr pPrimera vaz algunos CONCeplios

tcpolegices, como los de “conjunto cerrado” y "cOnjunio demso exn
si*, que noc sélc le permitieron abordar el tema gel continug,
sino que todavia hoy se ceaservan con el IiSmO Sentico JUs
Cantor les dié. Las definiciones son estas




Un conjuntc es gerrado si contiene & sSu¢ primera
derivada. En la notacion del autor, P es un ccnjunto cerrado si
KT et LR G i
es decir, si l& interseccién de P y su primera derivada es

idéntica a esta ultima.

Un conjunto es densn en sSi si esta contenido en su
primera derivada, es decir, P es denso en 3i si

Dip, =P 2k = P

Dicho de otro modo, si ia interseccion de P y su primera
derivada es P mismo'™.

Un ceonjunto P puede ser, & la vez, cerrado y densoc en
si. De las definiciones anteriores se sigue que er este caso P
coincidird con su primera derivada

P B A

Cuando esio ocurre se le llama a F conjupto perfecto®.

Cantor llegéo a la conclusicn de que todos los continua

eran conjuntos perfectos perc que la conversa no era cierta.

Asi, la perfeccién es unz condicion ne 2saria de la continuidad

condicien suficiente. En ¢« .nién de nuestro autor,

Bgilzano como Dedekind hatian i i lo sumo

Yy un Tumero




€0n Siempre menorecs gue €.
Con este instrumental a mano, Cantor definic entonces
los conjuntcs continuos como aguellos que cumplian & la vez lag

condiziones de ser perfectos y cokerentes-'.

2.2.1. La definicion de continuidad de ledekind

En "Stetigkeit und irraticnale Zahien" Dedekind atribuye
la continuidad de la linea recta al hecho de gque satistace el

siguiente principio:

"Si todos los puntos de la linea recta se dividen en dos
clases ce tal modo gue todoc punto de la primera clase se’
encuentre a 1a :zguierda de tcdo punto de la segunda
clase, entonces existe un punto y solo uno gque produce

a divizien de todos los puntos en dos clases, esie

corte de 1a linea recta en dos porcicnes.

caracteristica gque e. principio recoge como esencia

espacial le sugiere & Dedekind cue is

debe descansar
onsiste, en opinion
conjunto de 10S nUMEros

de madc gue todos 1os




por numero: racicnales, esta estrategi

a Dedekind para su propesito de definir los numeros
racionales, proposito que consigue sin gue Cantor encuentre
ninguns objecion a su fcrma de proceder. Pero nuestro problema
ahora es otro: ¢Que ocurre con la continuidad? :;Son todos los
conjuntos que admiten divisiones de weste tipo conjuntos
continuos?. La respuesta es negativa. Cantor critica a Dedekind
que la caracteristica por este setialada no se aplice soélo a
conjuntos continuos sine que abarca a cualquier conjunte

perfecto. Estc es, en opinion de Cantor la definicion de

Dedekind es demasiado amplia, y en elle caben mas conjuntos que

los en principio deseados™”

Lc que ifaltaba a la definicion de Dedekind es el
concepto de coherencia, gue Cantor introdujo por primera vez
coms rasgo definitoric de la continuidad. Asi, de acuerdc con
las tesis de Dedekind, si & un conjunto B, continuo en su
acepcion del termino, &€ le afiade otro conjunto C tambien
continuo en Su acepciéen, de modo gue todo clemento cde B preceda
a todo elementoc ée C, y gue B no tenga ultimo elemenio perc C
tenge un primer elemento, el conjunto resultante ée yuxtaponer C

segun Cantor.
os que colocamos el conjunie R d l0S numSros reaies

ie la otra, la primers




es un conjuntc gue nC es cokerente, en la terminclogia de Cantar
y que no es continuo desde un punto de vista intuit!vo puesto
que entre los niembros de R y los R' hay un hiato que no puede
traspasarse. Este conjunto es, no obetante, continuo de acuerdo

con la definicién de Dedekind.

2.2.2. mwmumm

El tratamiento que da Bolzano a la continuidad se

encuent-a en el 839 de su obra 2nLgdgxien_dgs_ﬂngndli;hgnf*. La

tesis de Bolzano puede formularse de la siguiente manera:

Un conjunto de punios €s continuc si, y solo si, todos
sus puntos son puntos ge acumulacién, esto es, si

ningunc de sus punios es un punto aislado™".

Si todos los puntos de un conjunto P son puntos de

acum.lacien de F, enionces P esta incluido en su primera
1»  Ep la concepcién de Bolzano P es continuo. De
ia terminoiogia de (antor P ez gensc es si, Qque €S

uno de 1os rasgos gque definen 1a continuidad pero no el unico.

Adenmas de ser depso en =i, un conjuntc necesita ser cerrado vy

counerente, en oOpini i inuo.

razen por

Do.LzZand al




Hane Hahn, en sus comentarios a la obra de Bolzano*’
jlustra la incorreccion de la posicion de este ultimo indicando
que dos cubocs en el espacio, que no 1engan ningun punto en
comun, tomados conjuntamente const..uirian un conjunto de puntos
continuo de acuerdo con la definicion de Bolzano. El ejemplo de
los cubos en el espacio es analogo al que he introducido en el
punto anterior referidc a k y R'. Ejemplos del mismo tipo pueden
explearse contra todas las aproximaciones al concepto de
continuidad gue, como las de Bolzano y Dedekind, mno contemplen

lc que Cantor llama *cogherencia®,

2.3. Cpniuntos infinitos de tamafios distinlos

Los conjuntos de punteos pueden analizarse atendiendo uO
stlgo 2l nimero de derivadas sino también desde el punto de vista
de 1z la cantidad de puntos gue contienmen. El 2¢ de Noviembre de
1873, en una carta a Dedekind“® propone Cantcr la cuestion de si

posible hacer corresponder a cada numerc natural un numerc
y sélo unc, y Vi . 1 autor
se 1f i incapaz de enconirar

1a prueba deseada 12 consigue pOCO

lecpues Yy la comunica a Dedekind a principios de Diciempre del

relativamente




Gescubrimiento®' y este ultimo le anime a publicar los
resultados obtenidos. Cantor sigue el consejo del matematico
berlinés y escribe un articulo titulado “"Ueber eine Eigenschaft
des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen", gque se
publica en 1874. En este ofrece Cantor la prueva de que no todos
los conjunto infinitos son iguales en cuantc al tamafio y, en
especial, que el conjunto de los numeros reales tiene mas
miemtros que el conjuntc de los numeros algebraicos. Se llama
pumero real algebraico a aquel que es raiz de una ecuacion de la
forma
BoXT 4 MY % L A t B = 0

en la gque n, ac, 2 ... SOD NUMPros enteros distintos de 0.

La demostracion de la existencia de dos tamafios, al

menos, para conjuntos infinitos se lleva a cabo em dos etapas.

En la primera se pruebs que el conjunioc de los nomeros

algebraicos, (w), tiene el mismo tamafio que el conjunto de los
nemeros naturales. Esto significa, en el contexto de la obra de
ruestro autor, que puede definirse una relacion que haga
sorresponder a cada numero algebraico un numero natural y sélo
ino y, viceversa, gue conecte cada numero natural cCOn un numero

.lgebraico y sélo uno. De ahi se sigue que (w) puede ordenarse

la segunda eJapa la prueba se liega a la
concluczién de gque en cualguier intervalo de numeros
{...£) hev al menos un NUMEro Gue nNO pertenece
0 1o gue es lo nismo, due

T 2
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De 10 dicho se sigue que en um intervalo de numeros
reales hay siempre un numero infinito de numerds no algebraicos.
A estos ultimos se les llama LUREIQS transcendentes.

Consideremos la prueba de Cantor:

A) Supongamos gue la ecuacion
(1) Gl t Rt T Be T 0
es irreductibie. Se llams, entonces, a lz sume de las cantidades
absolutas
F=1n-1+tlaal + lait * ... * lan!
ia altura del numero X, ciendo x la raiz de la ecuacién (1),

Cada numerc algebraico tiene uné altura determinada. Y 2
cada numero entero particular le corresponde un DUMETC finito de
numeros alzebraicos que tienen & este entero COmo Su altura. De
esta manera, el conjunto de los numeros algebraicos puede
ardenarse de acuerde con la sltura de sSus miembros, ae menc: a
msyor altura, ¥ los que coincidan en altura de acuerao con su
magnitud, primero loc mencres, despues 10S maycres, danao lugar

a una serie

no —- Que puedan oraenarse af L2 forma




vy para cualouier intervaioc de reales (a .. £,

hay siempre,

al

menos, Un numerc & perteneciente al intervalo y que no apar.-e

En el intervalo (a...f),

tenemos gue o<f.

dos primeros numeros del intervalo, sin contar ios

perterezcan & la serie (2) y designemoslos DOTr o

Estos definen intervalo (a'

a su vez un

primeros numeros de éste oue pertenezcan

definiran otio irntervalec (" .p*) y e&si

intervalos ecian encajados unps en OIri. ¥ 1- sgerie
1 a\f'
crecera continuamente, mientras gue

BB P o B
dism‘nuirA.
la serie

Acrualmente, llamar:emos 2

- ﬂ-rgp-ipvﬂ‘ g

descrita

ec

en el interior

lo sumo un miembro €

e ls

suycesivanmente.

Tomemos los

Liremos, gque

y R*, niendo

B'>. Los dos

serie (&)

Estos




)
}

i,
B —— R e A

48

pues, un limite al que Cantor simboliza por *a=*. Tambien la
serie B, B', B, ... define un limite, B”.

De nueve se plantean dos alternativas:

2.1) o* = g~. En este casop, el numero 6 se identifica
con a* y §* y esta en el centro del intervalo. Pertenece a este
pero 6o & 1a serie (&), ¥ GJe Ra LW numero infinito de
intervalcs ningun r puede estar en el centro. Supongamos gque
hubiera un tal r, r,, entonces babra siempre umn intervalo
(&, ... B, v r, sera identico 2 . 0 8 f..

2.2 o=<f* . En este caso, todo numero en fo® ... gl
incluidos o y £*, satisface las condiciones para ser B.

q. e d.

b la sfirmacién de la existencia de al menos un numero
en el interior de una sucesién infinita de intervalos de la
forma anteriormente expuesta sSe 13 COnOCE actuaimente COnC

3 . - ~ 3 - < a - = 4 = - - < 5
nrincipic de lps intervalos encaisdos o RrinCIp continud

haber sido siguiera .magiaada, sin la acepianicnprevia de que
4 o 3 ¥

10z e.ementos de talas CCRJjUuntos pueden aycontrarse Cisponibies

—~Ame = = re L g ol 4 ~ A Agae 4

vGaos a ia veg Cuando Cantor dice gue en una S&rlf ceterminaca
5 - - 1

estan 104Ccs 105 aigeitralcos Yy gue & no es ringuno c2 elipcs esta

suponiencc gue lce &lgebralccs 1orman um gonjunte *niimitoc
sctual, con todos sus elementos dacdoz, ¥y que puede QElerminarse
gue & no es identico a ninIunc de ei.0S. Esto sienifice que 2
orueba cue acabamos de presentar no depende - sc.o  de
conzideraciones  ma3TemaTicas  Sinc  Tamoiel prtolegicas ¥




filoséficas en general. E. punt
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8

ae

vi

distingue & Cantor de sus predecesores

contemporaneos y sucesores --.
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ontologico es

y de muchos
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i0 que
de sus
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Cantor prueba la existencia de 1infinitos numercs
transcencentes en cualquier intervalc de numeros reales en
“Jeber eine Eigenschaft..." (1874). El resultado de esta prueba
ng puede calificarse de intrinsecamente interesante, desde un
punto de vista matematico, puesto que Se conocia antes de 1874,
gracias al trabajo de Liouville de 1851. Liouville llego a la
conclusien de gue todo numerc x de la forma:

d1+d::?d'_=:+...+lis +dt4‘l*‘.-

_— - - - -

10f 103! 10° 30st 10*1

donde los d. scn numeros cualesquiera, era transcendente. A 10S
numeros con esta estructura se los .onoce como “numeros de
Liouville" ==,

Lo que tieme un interes ex racréinario es la forma misma
de la prueba ce Cantor. Hay uma diferenciz profunda en 10S
fundamentos filoseficos que subyacen & las pruebas de Cantor ¥

cuville presenta la efectiva

e

Lipuville. |Mientras gque L

aparece indicacisn alguna G2 como podriam ser est@s. LALLCGE
ad = - - = -
afirma cue hay un numerc infinito de numercs trznscendsntes,

concepcicn nisma de 12 exiztencia de los oDjelDE MBTEm3TICOS
Para Liouvilie y la mayoria ce los matematicos anteriores a
yttor ~- Dedeking, contemporémec de Lasior, €5 Una EXCEDeien T7
U numero existe si posSeemos Ul pr::e:_::ie“:: para cErenaric




Cantor parte, sin erbargo, de 1 eristencia de todogs 1lo0% numeros
reales, y el hecho de que haya infinitos transcendentes se sigue
del hecho de que bay tantos algebreicos como naturales y de que
en un intervalo de numeros reales todos ellos estan dicponibles
de una vez.

Intimamente conectado con lo anterior, destaca en “Ueber
eine Eigenschaft..." la distincien cuantitativa enire infinites,
La mayoria de los matematicos, filesofos y teelogns anteriores a
nuestro autor -- con la exceprion de Bclzano, del gque nos
pcuparemos en breve -- consider. =n que el infinito mo admite
grados, o mejor, que el infinito comstituye el grado maximo de
magnitud tanto si existe de hecho, en el caso de gue se acepte
el infinito actual, como si se permite ynicamente como idea
regulativa.

Fn opinien de Cantor, la precaria sitvacion em que 32
encontraba la teoria del infinixo haste Su propio trapsio era
debida & una confusion generalizada g'® consistia en la mezcla
indiferenciada de las propiedades gel infinito cualitativo ccn
el cuantitativo. El primerc, reconocido por la tradicion
criz-iana occidental como atriopute divino y quizé tambpien cCOmD

(urs de los raszos de la) esencia de 1a divinidad, uc era

suscaptible de aumeniar O disminuir. En efecto, nc habia grados

infinito matematico pciencial es unl infinito matematico auxiliar
que, Segun anior sresypone 1a existencia as= ud infinito
metemsTics actuzl gque proporcicne el mar-c sobre el gue pueda
variar el infinitd poTelCia. Ti o 4nfipnito MatemAalico actual sSi




[0

admite distintos tamafios, como Cantor demostre por primera vez

2:3.2 rigen del concepto de potencia

Para exponer la distincién cantoriana entre magnuitudes
infinitas he estado utilizando el término “tamafic". Pero cque se
entiende por "tamsfio"?. ¢(Como podemos determinar €i un conjunto
infinito es mayor gque otro?. Algunas respuestas “obvias" bhan
resultado ser falsas, puesto que, comc Cantor y Dedekind
demostraron, nO hay mas numeros racionales que naturales. O,
haciendo usc de la llamada paradois de GalileQ, sabemos que nO
hay mas numeros enteraos que numeros pares. El criterio que hoy
es habitual descansa en la idea de la correspondencia uno-a-une
o biunivoca: ezto es, dos conjuntos tienen el mismo "tamafio" €1

existe una relazién biunivoca gue comecte 10S elementos del unc

fv

con 1os del otro e. parejas sin gue sobren elementos de ninguno.

Este criterio fue utilizado por Cantor 1674, aungue no lo expuso

explicitamente, 7 Se cOnocia antes de esa fechs, como se deduce

de la nparadoja de Galileg. Sin embargo, 1la familiaridad con la

cOn €. nompbre ae ROIENCIGS Machzigkeiten) Yy Q& 10 G1CO0 SE
- = ~ e = s mmna & = - = =

=i gue que, 3 egxs echs, JALTCr é&cepiata as mencs  4es
poTenclas ia del cotiunto de 105 nuleros naiursies ¥ T0a0s  1i6%
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equivalentes a éste y la del coniunto de 10S numeros real's vy
todos sus equivalentes.

El concepto de potencia saparece con este mnombre por
primera vez en BX (167€). No es un término acufiado por el auter
sino que lo toma de Steiner*® quien lo utiliza en un sentido mas
restringidc.

Los conjuntos pueden organizarse en clases -~ Cantor
utiliza a veces en este contexto el término aleman Klassen - de
acuerdo con su potencia, de manera gue a una clase determinada
pertenezcan todos los conjuntes equivalentes entre si, y loc
conjuntos de potencias distintas pertenezcan a clases distintas.
En ULP I (1879) efirma el autor que cada miembro de una clase
puede considerarse como representante de la clase a la que
pertenece®?.

La primera concepcién cantoriana de las potencias, de

1878, se reduce a lo siguiente:

Dos conjuntos tieme la  misma potencia si  puede
estaplecerse entre ellos una relacien gue empareje cada
elemento de uno con un elemento del otro, v sélo uno, de

m:nera gue todo elemento esté exactamente en un par.

fproximscione: similares a este concepto ocurren en

otros articulos posteriores, como Grundla (1883 . 7. 18
recopilacien de 1887-8, Kizzellunged.

Una csracteristica ce .2s potencias asi definidas es que
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estén bien definidos. Lo que entiende Can‘tor por un ccniunto
bien definido es Que pueaa determinarse siewpre si um objeto
dado pertenece o no al conjunto en cuestion, hatiéndose aceptado
previamente la validez del Erincipio del Jercid Zxclusg. La
forma en que Cantor lo expresa es interesante de por s., ya que
suscita ciertos problemas de interpretacien. For esta razon

transcribo a continvacien el texto corpleto:

“llamo hien definida & una multipiicidad (una coleccion,
un conjunto) de elementos, que perienecen a alguna
esfera conceptual, si sobre la base de su definicion ¥y
siguiendo el principio legico del tercero excluido, debe
considerarse como internamente determinado Ianio si
algun objeto perteneciente a la misma esfera conceptual
pertenece © TO COmd elemento a la multiplicidad pensada,
copn iambién si dus objetos pertenecientes el ccnjunto
con  identicos uno a otro © no, a pesar de las

difarencias formales en la manera de darse. "%

Lac expresiones que suscitan la duda son dos. Una es

vecfera conceptual" (Begriffssphare) y otfra "internamen.e

La mencien de gue lus elementos de un conjunto deban

pertenecer a una determinada esiera conceptual puede Traernos

b |
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imitiva de algun tipo de axioma de

separacién: un  eccnjunto esta compuesto poOr elementos gue
pertenecer & &lgun campo ya acotado, puclendc ser ese camdl,
cy vez, uh conjunto. M. Huilett Juega <On €54 icea™ aungue
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termina por rechazarie ein dar una explicaciewn clara de la razomn
de su rechazo. Farece desprenderse de su argumentacion que la
aceptacicn: de un axioma de separacien del que dependiera la
formacion de conjuntos en 1a obra de Cantor haria muy dificil
sostener que el ambifo de i0% numeros, O la esfera conceptual ie
todo 1o matematizabie, no puede ser ul conjurto. Supongamos que
Cantor aceptera que 1o0s conjuntos se definen a partir de otros
mas tarcantes por medio de algun tipo de axioma de separaciol,
eptonces lo que Hallett parece indicar es que si los conjuntos
de los que habla Cantor son partes de la esfera conceptual de
todos los aumeros no hay razéen para negar que tzl esfera
conceptual sea & sSu Vvez un conjunto del que los demas S€
separan. Pero como Hallett sostiene que el ambito de las
=atematicas se identifica con el Absoluto y este no puede ser un
conjunto, concluye que 10 es ccherente en la obra de Cantor
suponer un axioma de separacion.

En i opinien, <CGI0 explicere mas adelante, no bhay
razones suficientes en 10S textos de Cantor comd para consiaerar
que el Abscluto juega algun papel en la concepcion cantorizna de
los conjuntos.

Desde mi puntc de vista, 12 referencia que hace Canior a
esferas conceptuales signitice que los elementow Ge ulb ccnjunto
deben ser individuos coR unss caracteristicas conocidas
previamente. Los individuos a los gque Se aplica el principio cal
tercio exciluse no pusden Ser coietos acerca de cuya ~onstitucien

c¢lo tengamos una idea aproximaca Y pebulosa. Lo- que Cantor

guiere g=cir cuando afirma gue 10S elementos de una
puliiplicidad perteneceln a2 alguna es3iera -onceptual es que estos




pertenecen al universo de alguns tecria, Ppor expresario de una
forme actual. Dicho de otro mode, los elementos acerca de los
cuales tiene sentido preguntarse si pertenecen O no & ul
conjunto deben de formar parte del dominio de objetos del que se
ocupa alguna teoria. Cantor parece indicar en el textd que todos
los elementos de un conjunto pertenecen a la misma esfera
conceptual, con lo que hay una cierta restriccien a lo que
entiende por multiplicidad bien definida. No obstante, esta
restriccion no es lo suficientemente fuerte como para impedir
que la primitiva concepcien de los conjuntos de Cantor
pertenezca al estadio ingenuo de la teoria.

En cuanto a la segunda expresien, “internamente
determinado®, es un indicio de la posicien filosofica con la que
Cantor se enfrenta a los origenes de la teoria de conjuntos.
Esta posicien es inexcusable s1 se quiere trabajar con conjuntos
infinitos. Al sefialar que la pertenencia de um individuo a un
conjunto debs estar determinada internamente se esta subrayando
més bien la negacien de la posibilidad contraria, esto es, gue

no tiene por gqué estar disponible una dterminacion por nuestra

—a

parte. Ja filescfia subyacente a esta afirmacion se alinea del
lade del realiszmo: el cue un objeto, un elemento, perienezca o

70 & un coniunio es independiente de nuestro conocimiento de la

eituacién, de la misms marera que dos elementos, & ¥ D, de um

con,unto seran identicos o no, sin tener en cuenta Como Se han
dada -- o0 definiép -- y sSi sumos ‘conscientes 0 mO de Su
jdenticad o diferencia. En este senticdo, Se desprenae Ge -0
ultimo que las definiciones mo cresn obletos ¥ Que ios objetes

(= I -~ T - RO o - =1 e § el A a -
concepiuaiss, TOR0 205 NUNETrOS, SCni 3:_FO gietirTo Qe Weres
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signos -- entendiendo por signos tanto los ejempiares como 1Os
tipc --. Cantor sostendria aqu:i, si mi interpretacion es
correcta, gue los signos soun distintos de lo gue designan.
Estaria asi libre de la 3:nfermedad que Frege bautize como
“morbus mathematicorum recens"®’, cuyo sintoma principal se

encuentra en ecsta confusien.

2.32.3. Bolzano y los tamafios del infiniio

£l unico filesofo del siglo XIX al que <(antor
consideraba digno de mencicn en relaciocn al tema del infinito es
B. Bolzano. Este cespejé el camino en el que posteriormente se
ircardinaria la obra de Cantor. Bolzzno tieme el merito de ser
el primer filososfo y matematico de la edad moderna gue no Se
dej¢ engafiar por la paradoje ge Galileo. A la propiedad que
+ienen 1os conjuntos infinitos de ser equivalentes a algunos de
sus subccnjuntos propios se la  comoce actuslmente como
reflexividad. Esta es la caracteristica que poné de manifiesto
ia citada paradoja, Y tal paradoja fue utilizada abundantemente
para demostrar por reducciecn al absurdo la inexistencia del

infinitc actual, va yue contradecia el principic euclideo de que

una paraccja; pero ro una contradiccien Las mal llamadas
“paracojas de la tTeoria ae conjuntos", ceme ia Cced gréinai
mayimao 0 la del meximo cardina., SOn autlenticas contradiccicnes
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reflexividac es una propiedad caracteristica de los conjuntos
infinitos. Despues de Bolzano, otros 1o mantuvieron tambdiern.
Pero esta aceptacion no le llevée a senunciar al principio de gue
el todo es mayor que la parte, cosa que Si hicieron Cantor y
Dedekind. Bolzano no considere que de la paradoja citada se
dedujera la falsedad del principio, sino la falsedad de la tesis
de que todo lo que vale para conjuntos tiritos debe valer
también para conjuntos infinitos. De la eguivalencia de dos
conjuntos mmfinitos se sigue su jdentidad en cuanto al tamsfio.
Cuando se trata de conjuntos infinitos no estames autorizados a
extraer la misma conclusiéen, desde la perspe-t.v: de Bolzano.

Recojamos un ejemplo que se encuentra en Paradoxien des
Unendlichen™*:

La linea que parte del pumnioc a vy sigue en el sentido R es una

n
e
=

linea infinita. La linea que parte de D en el sentido R

(a8
-

limite +tambier es infinita. Y aungque 13§ puntos ae arRO y bR

pueden correlacionarse exhaustivamente, Bniczanc afiirme que que




o
o

En ia obra citad

e

se utiliza el ejemplo anterior para
{lustrar la creencia de su autcr en la existencia de diversaos
tamafios de infinitc. Y lo que se desprende de su exposicion es
que Bolzano no acepta que el emparajamiento uno-a-uno entre los
miembros de conjuntos infinitos sea ccndicien suficiente de la
identidad de sus potencias, aungue ese sea €l caso en el ambito
de la ‘initud. Entre conjuntos infinitos, pues, el tanmatio
relativo no se mide de la misma manera que entre los gue no lo

son®?,

2.4. Continuos de mas de una CIMERSI0L

Una vez que Cantor hubo establacido, irrefutablemente a
su juicio, que hay mas nume~ns reales que numercos algebraicos --
y teniendo en cuenta la trasposicién que hacia de los primeros a
los puntos de una recta -- N0 @S estrafio que se planteara que
ocurririz con las potencias i en vez de lineas se tomasen en
consideracion superficies y volumenes. LJs puntos de una linea
constituyen un continuo unidimencicnal; los de una superficie,
un continuc bidimensional; un velumen, uno tridimensional; y no
+ad teérica en tratar continups cde cualquier nuzerc

La pregunta que <e bhizo Cantor, y que comunice a

o

edekingd el 20 de Junio @

(11}

187742, puede reformularse asi: (ES

nosible relacionar tiunivocamente 10S puntos de un plamo, de un

volumen ©O, en geuera., ce :’:g:*'a: ée un numero 1Iinito Qe
= = < ol T
cdimensiones cop 195 ce una linear Esto es: ¢S posid.e prooar




que todoe lo& continua,

o numerable -- de sus dimensiones,

El nucleo de tal prueba consist

|

metodo que asignase cada conjunto

numeros reales un numero real,
decir,

conjunto jeterminado de reales. Cada

designari

de superfizies, los conjuntos

volomenes, triadas; si de

tétradas, etc. Y cada real unico con

cada uno de los conjuntos indicaria

iinea recta.

ingependientemente del n

un metodo que emparejase uni vocamente cada rea

a un punto de umn espacio pluridimensinnal:
cerian pares

figuras de

umern == finito

tienen la misma potencia®.

iria en proporcionar un

finito -- o numerable =
y sélo uno, ¥ viceversa; €S
1 con un

conjunto de numeras reales
si se trate
de numeros; si de
cuatro dimensiones,
el que habria que conectar

un punto especifico de is

En un primer momento pucde parecer que la respuesta a

esta pregunta debe

creys asi diurant atios, perc en la

Dedekind una poueba Ppor induccicn

correspondencia. La prueba es

Se puede dar una repres=nt

ria de ser negativa.

Cantor confiesa que 10
carta citada ofrece ya a
existencia de tal

ge la

a sigulente:

acien unica de cada numero

real x, Otxil, per medio de une fraccien decimal infinita
i i
¥ o= lguRes @ Bn T T
10 10 10

én la que 105 o. SO0D numeros enteros enire 0 y 9, amoos
ipcluidos. E1 gue ta: .epresentacich pueds carse cignifica que
1pdo g puede determinarse mediante unz sSucesield infinit~ cde la
sorpa indicada y Tapplen gue cada ~ucesion iniinizé define un
qupersc real ¥.

in conjunty finito de nUMEToS reales %, de ia 10THIA




1 i 1
i & G0 5.7 % v e - G kol
10 10+ 10~
1 1 1
e = @ 1057 ¢ @ %" % s e v T .8
10 10+ 10~
: 1 1 1
Xp = O 1777 e . T * e +ap,v.-—” o
10 10= 10~

pueden determinar absolutamente un nuevo numero real Xp-i, de la

forma

1
Xp=1 = 51.--" +Bz.-" . e ﬁv.-_- e
10 10= 10v

mediante las sig: ‘ontes identicdes

L
L2
i

ﬁ(n—l 2p+1
Bcn—13p~2 = Oz n
Bfn-'i)pv-w = O, nm
Ben=13p+p = G,
en las que cada enterp v aparece de una manera, y Sc.2 una,

v = (n-1ptr ,donde 0<rip.

De esta manere, afirma Cantor, todo conjunto de p series
infinitas define un numero real ¥ y viceversa.

Dedekind contesté a la comunicacien sefialando lo gue le
parecia Ser una pequefiz Inco.Teccion de la prueta: =i cada
nimero real se rapresenta wediante una serie infinita je
decimales, en alpunos casos esos decimales seran cero a partir

de uno determinadc. Asi algunas magnitudes tendren .°s formas de

representacion; por ejfempio 3/1U 3era 0'300 ¥ Q508G -
Dedeking propone  entonces gue e 5@ permitan  .as




posicion en adelante, con la excepcion de la representacion del
ceroc mismo que seria C'000...%%.

Cantor acepte la rectificacien, gque no afectaba
esencialmente, en su opiaiom, & la conclusion, ~ino a la pruebs
mizma y se dispuso a corregirla. Sin embargo, la objeccien de
Dedekind no era tan facil de superar CcOmO el autor habia
supuesto en un principio, pues S€ vie obligado a demostrar una
cerie de afirmaciones previas a la prueba que la despojaban de
su sencillez y elegancia primitivas.

E' desarrollo de la nueva prueba aparece en la
correspondencia entre los dos matematicos“® y en BN (1878). En
lineas generales la demostrazion se resuelve de la siguienie
manera“-'

(I) En primer luger bhay que probar que existe una
correspondencla blunivoca enire todos los numeros del inmtervalo
(0...1) y los nomeros del mismo intervalo con exclusion del

Nediante una aplicacien reiterada de esta afirmacion,

campiando sucesivamente el cero por Otros niomeros, se prueba gue

(I1) Ewxiste una correspondencia biunivoca entre todos 1los

valogres del intervalo y los velores de ese pismo intervalo del
gue Se han EXCluldo urn nomero infinito Ge TNUmMETOS irracionales
Eut, BE1LOS clitimos Icrman una serie 131 QUE'
Eimoded) =4
g0
¥ediante el Tepremna anterinrn. se ;'L;:B :_Je




(111> El conjunto de 1o0s numeros irracionaies contenidos ern el
iptervalo (0...1) puede relacionarse biunivocamente COL t0dos
los aumeros de tal intervalc.

De agui se sigue que hay en (C...1) tantos irracionales
como remles. Luego las afirmaciones que se hagan acerca del
tamafio del dominio de los numeros {rracionsles en un intervalo,
pueden considerarse ciertas igualmente del conjunto de todos los
reales en el intervaio.

El objetivo de toda esté argumentacicn es probar la
afirmacien
{IV) Los puntos de una extension continua de ¢ dimensior<s
pueden determinarse mediante los nomeros del intervalo (0...17,
de manera que a c&da numerc & del intervalo le corresponde un
punto y sc.0 uno de la extensien y viceversa.

Esto quiere decir que pueden emparejarse exnaustivamente

caca conjunte finito de RUmeros ée (0...1» com un Lumero ae
(6...1y e2in gue gueden Ringon conjunta ni ningun DONETO sin
nareja, Lantor esiiZé uld prueba de gue esio se cunple para 103

" = . -~ e - = £ ® - -

Caga numero rracional &, vieta, puece Cet 2rminarse

3 = o - ¥ = -~ - - - - =

completament a2 traves C2 UuLa cagdenz nsirita de Ifraccicues ge
s




donde 10 a. ©on numeros positivos racionales. A cada irracional

¢ le corresponde una serie inifinita ov ¥ viceversa.

B ey, Ba, ..y Bpy B3 WD conjunto finito de variables
independientes unas de otras cada una de las cuales puede tomar
cusiquier valor del intervalo (0...1), entonces cada conjunto

€1 oy, 1y O 2

ez Oz, vy G2

e, = lay vy Q=

determina un irracional, el (p-esimol:

en el gue

ordensaa de las




tambien que : sultad puede
extenderse al caso de que le nimero de dimensiones sea infinito,
ciempre y cuando sea eguivalente al conjuntc de 1o numeras
naturales““.

La conclusien que el autor comsidera establecida tras
esta serie de consideraciones matemsticas es que, €n contra ge
lo que se ha creidc hasta su epoca, el numera de coordenadas
necesarias para determinar la situacion de un punto en una

extension no tienme por gue identificarse comn el numero dge

dimensiones de la misma. Es decir, que toda extension puede

representarse mediante un numero arbitrario de coordenadas,

independientemente de las dimensiones que tenga.

El resultado al ~ue llega Cantor es muy importante, en
primer lugar, porgue se opone a una creencia generalmente
establecids y gue sustents procedimientos ae prueba utilizados
par los geemetras de su epoca. En segundo lugar, por lo que
tiene de antiintuitivo el hecho de gue haya tantos punios em la
recta como en cualquier extension de finitas © numerables
¢imensiones. Lo curioso de este resultado sorprendié tantc al
micmo Cantor gue le escribié a Dedekind la frase, luego tan
conocida: "je le veois, s ] le crois pas"“®. En tercer

el resul+-adec es fundamental
texto de 10S conjuntos de Puntos
ores que las ya conocicas.

finito o tiene la




se i un aumente

potencia de los conjuntos.

3. El procefimiento de la diagons)l en la obra de Canior

Al resultado de que hay conjunto infinitcs de civersos
tamafios, O lo que es lo mismo, Que hay conjuntos infinitos ne
equivalentes al de los numeros naturales, 1llego Cantor, como
cabemos, en 1874. En 1890 desarrolla una nueva estrategia, mas
simple y elegante, para cbtener la misma conclusion®®. Expondre
a continuacien 1la nueva estrategia, el &1
dividiendolo en tres etapas®’:

Primers etapa: Supongames que . y w son dos signos distintes ¥y

cue L y 1 sor variables que pueden tomar COmo valores cualquier

numero natural. Consideremos ahora el conjunto M de todas las
cucesiones E, gque pueden obtenerse mediante un numerc infi..to
de repeticiones de 103 Signos B ¥y

E; (%1, %5
Cada uno de lgs x: s O Ddien igual

infinites %




(donde €, T Yy S S0n S0h Nuleros naturales cualesguiera)
coloca en una lista verticel primero 2 E., debajo a E:
sucecivamente, se obtiene une serie vertical infinita de series

horizontales infinitas

R

Segunda etapa: Se 1trata ahora de formar un nuevo elc.ento del

conjuntec ¥ de los E, a partir <e la lista anteriormente
obtenida, de la siguiente manera: se 1oma €l primer elemento de
Ei, %x:1,1, el segundo de Ez, ¥u,o el tercero de Bu, %2, s, etc. ES
decir formamos el elementc
Boo= Xy 13 %2

y a continuacior se define un procedimienic para transformar E.
en un elemento que no naya aparecido en la serie infinita de ios
Eﬁf cantor llama al nuevc elemento E.. Este tambien coneiste en

Un Numero
lemento x.., de E.. Dado gue

seran o bien L © bien wW. E: gue sean

caractier con g o8

lercerg etapa:

ninguno




en el segundo elemento, por ia misma razol, de E- en el
tercer elementc, de E. en el rn-ésimo, etc.. Y aungue
incluyésemos a Ec en la lista de los E,, de nuevo podriamos
comenzar el proceso y encontrariamos un elemento Ec: que TNO
apareceria en la nueva lista. La definicion de Eo no es, pues,
fruto de un olvido en la formacion de 1los E; sino una
caracteristica esencial de la serie®".

La prueba anterior €s muy general. Su relacion com el
tema de los conjuntos de numeros se ve inmediatamente sl en vel
de utilizar los dns ceracteres nm y ¥, usamas ijos numercs 0 y 1.
En este caso, cada E, puede considerarse como la representacion
de un numero real en lenguaje binario. Lo que vuelve & demostrar
Cantor en este articulo es que, si ordenamos 1o0s numeros reales
en una serie con la estructura de los naturales, el &mbito dg

lo i 1ae se agota. EBs decir, que no puede darse una serie

b}

indicada =n la gue tengan su lugar 10doc 105 numeros

esultado suele considerarse como la prueba de lo’

que puede

snfinita.




lo dicho es cue el conjunto de los subconjuntos del conjunto de
'gs numeros haturales tiene mAs elementos que este Gltimo:

(1) A 2™

y la version ampliada, el teorema de Cantor, puede parairasearse
diciendo que cualquier conjunto, sea finito o infinto, tiene mas
subconjuntns que elementos. Esto es, si P(A) es el conjunta de

“odos los subconjuntos de A, no puede existir una relacion

biunivoca que empareje los elementos de de Ay de FP(A). A P{A)

se le llama habitualmente el conjunto de Jas partec de b o el

rimer concepto conjuntista que Cantor define es el
Como veremos inmediatamente, las definiciones
son del  %i ! do "definicien por

epoce, aungue




menos generosos nO aceptaron ma- que lac definiciones n minales,

entre estos cestacan G, Peano®” y E. Kussell®“.

Se entiende pur defipnicien nomixal una identidad en uno

de cuyos lados aparece el termino que s=e pretende definir y en
el otro aparecen términos ya conocidos. La caracteristica mas
relevante de las defi.iciones nominales es que los concepios
definidos mediante ellias pueden ser sust tuidoe en todo contexto
por sus definiciones respectivac. Las defi.nlciones nominales
s0on, Dues, Neras abreviaturas™".

Una gdefinicién por pastulados consiste en unm conjunto de
proposiciones que especifican las relaciones que un grupec de
gbjetos mantienen entre si. En este tipo de definicien los
términos que hay que definir no aparecen aizlados en uno de los
lados ae una identidad, i.e., mno existe una expresion
determinada que Sea la definicion de cada uno de los termings
gua reguieren ser definidos. Estos se encuentran formando parte
de algunos enunciados y 1o unico que puede decirse acerca ae
ellos es que tienen las propiedades y relaciones que S€ indican
en los enunciados en 1os gue se encuerntiran. De esta manera las

definiciones por postulados 1O definen objetos individuales sino

utilizan

gna funcion
cuaiauiera, jefinid - i¢ cuanéo se
especifique a que inie 1 b = lica y :cuando quede

, para dos




Un ejemplo muy conocido de definicion por abstraccien es

la que proporciona Frege de la funcien direccién de™™®.

4.1 Las definiciones captorianas de p;fgnr*a

La concepcion de las potencias no permanece inciterable
a lo largo de la obra de Cantor, sino que sufre una evolucién
que la hsace atravesar, en mi opinien, al menos tres etapas.
Aparece por primers vez en 1878, y en esta fecha aum no estA
claro si Cantor cree que existen potencias como algo separado de
los conjuntos. En las primeras aproximaciones del autor al
concepto de potencia no se considera la referencia a este mas
que otra forma de bhablar acerca de la eguivalencia entre
conjuntos. Esto es, si entre dos conjunios X y ¥ puede definirse

una relacien que empargje cada elemento de X con uno y stlo uno

que sobren o falten elementos entonces Cantor dira

ue estos conjuntos tienen 12 risms potencia, O también que SCn
ivalentes"®”. Decir gue M tienme una potencia distinta a la de
N significa gque una relacion como la mencionada no puede

&

establecerse entre ¥ y N. Pero hasta lIE rozimadamente no

a Cantor ninguna alusien B ! 3 1tid as

raiz de una recension gue ce la

tlica Cantor, empieza a

pa:en:;as concepios.

- QP i 4 e "
geiinicion:




"llamo ‘potencia de una mulitiplicidad © coujunte de
elementos' (donde los ultimos pueden Ser iguales ©
desiguales, simples o compuestos) al concépto general

bajc el gue caen todos los conjuntos que son

equivalentes al conjunto dado y solo ellps."®®

En el texto citado ya aparece explicitamente la afirmacién de
que las potencias son conceptos generales que tienmen por
extension en cada caso & J0s conjuntos equivalentes entre si. En
Principien (1883) sehala Cantor gque todos los conjuntos
equivalentes pertenmecen & una Yy la misma clase, a ia que el
liama Machtigkeitsclasse, que es la extension (Umfang> de un
concepto general (Allgemeinbegrif{) que es la potencia que
define la clase. En esta obra considera a las potencias tambien
como conceptos de genero (Gatitungsbegriff) y categcrias
(§ategorie)=*.De lo dicho se sigue que las potencias no Se
identifican con los conjuntos de los que sSon potencias, ni com

la clase de equivalencia de tales conjuntos, sSino gue son 0OTro

entidades --conceptos, categorias O, también podriamos




transfinitas son conjuntos En ecsta epoce consldera & ias
potencias conjuntos abstraidos de otros conjuntos. Como veremos,
Cantor identifica las potencias con 10S NumETOS cardinales,
lc que estos ultimos también son corjuntos, COmMO tambier lo
los numeros ordinales. En este sentido, ¥ refiriendose a

numeros, dice Cantor en 1887:

weada uno de ellos es una autentica unided {(uovas),
porque en ellos se conecta unitariamente una

Wl

multiplicidac o conjunto ae unidades.
Esto es, los nomeros son conjuntos de wunicdades gue
forman & su vez una unidad. Dentro de este pericdo la definicien

de potencia mas caracteristicsa €s ia siguiente:

“Llamamos ‘potencia' © ‘numero cardinal' de M al

cOnceplo gene'al. gue resulta del conjunto M cuando, com

la ayuda de nuesira activa cap cigad de pensamiento, Se
tintos

hace

eiementos L ¥

) - -
aungre 5

n no debe canfundirnos ¥y




FPor lo tanto, 5 rercera etapa las pmter:ria? S
a los gque ¢ llez | abhstraer de cada conjunto tant
comp 10s T ‘ i le los elementos
pertenecen. La potencia de umn conjunto A4 es &si un conjunto
equivalente a A, va que com cada elemento de A se puede hace:
corresponder un elemento de la notencia de A, a saber, el uno
gque gqueda &l pasar por alto sus peculiaridades.

La diterencia entre las etapas segunda y tercera

consiszte en que en la ultima Cantor sehala expiicitamente Que

las potencias son conjuntos, cCOSa QuUE no hace en la anterior. Ko

n ambas etapas llema & las pOLENCiAas “conceptos
nerales® por lo que no puede saberse si en la segunda etapa

creia tambiéen que las potenclas eran conjuntos o no.
Podria pensarse gque entre la derinicien de Rezension
(1884) y la de Beiirage (1895) hay una diferencia ecencial gue
la siguiente manera: mientras gque en Rezernsion

equivalente al
gue : el conjunto @
eguivalentes

ue




definiciones cue Cantor

acabec explicar.

de mi di i on a tecie ‘ estriba en gue

en lss definiciones anpteriores a 1687, en las que Cantor define
las potencias en relacion con el conjunto de todos .Js conjuntos
equivalentes a uno dado, no se dice nunca que las potencias se

abstraigan de la clase le :quivalencia, sino que 1os conjuntos

que forman esia caen bhajg uns determinada potencia. Cuando

Cantor habla de abstraer lo bace siempre en relacion a un
conjunto determinado del que queremos obtener su potencia, ¥y nO
menciona en estos casos el conjunto de conjuntes eguivalentes.
Decde mi punto de vista, la diferencia entre ambos 1tipus
definiciorn, que coinciden con las etapas cegunda y tercera
he ceflalado anteriormente, es mas bien de perspectiva O
enfasis: lLas potencias S0R, Dara ‘ ; 05 generales

idera conjuntos y otras no explicitamente. La

4

ios conjuntos de los gque SOL potencias
y;na relaciéen pluriunivoca, 1. €., & cada conjunto le corresponde
410 une pero una misms teuci s compartida

== cAnjuntos.

una. po




;;;ﬂ;;;;;;;_;,;. rs funcien gque SE define 5 ;m;gn;;aﬁgg, Su
dominio de a licacion esté& deterrinadc puesto que se sabe que Se
i !

aplica & cORJURLOS vy, para cualesquiera dos elementos, & ¥ B

stan precisadas las condiciones w2 la identidad

i}
i

potencls de & = potencia de D

in

a saber, las Qo stencias seran iguales si, y selo si, los Gos

3

conjuntos & ¥y R son eguivalentes.

as critices mas ‘{recuentes a las definiciones

1]

cantcrianas anteriormente tratadas —° criticas de las que Cantor
no fué consciente © a. menos no influyerom en absoluto en la

Bl
|

evolucion de su peostura =— puecen clacificarse en tres gTrUpos:

& ‘@l primero s B0 entran 1as que rechazan les gefinicicones
nor s -etraccion coio definiciones sdecuadas desde un Ppunio ae
sicta mstematico. ED el segundc estan 1ss criticas Qque cubrayan
1a contraciccion latence eEF el concepto de la clace de todos 10
~onjuntos equivalentes 2 who Hese 7 k6 81 SRSt grupo Se

shstraccien cOWO 2ci0 psicosogice. ¥o hay cue confundir las
cyiti.as gel primpel fipo con 4Bs el -ercero aungue en anbos
-as03 S8 WLillce el termino wapstraccicen” Las criticas del
primer tipo se diriger CORIra sna farma ce definicien, aceptaca
cor UnDS ¥ recastacs ~+ grros, que no tiepe nada dae gubietive ©
arhiiraric No ocpstante, &2.gunos autores piensan Que Las
definicipnes por anctraccien 1o SO lac mas a0ecuatas vara :3%
mitemaTicas tao criticaes: (£ rercer Tipo <=0 completamernte



8]

t+intas, ponen de marafiestc la ambiguedad del procesc por el

gi

i

cual Cantor define cada potencia & partir de ceonjuntos concretos
mediante el mecanismc de borrar pentelmente las diferencias
entre los elementos de los conjuntos y consegulr asi conjuntos
de "unoz" en cuya elaboracien toma parte activa el sujeto que

lleva & caboc el procesC.

i

A" Entre los autores que realizan las criticas que be

clasifi.ado en el primer grupo destacan Russell y Poincare:
Fussell"“ considera gque ia caracteristica fundamental de

toda gefinicien matematica consiste en garantizar gque el terming

que se definz sea el {picg que mantiene com yn deterninado

rd

conjunto de nociones las relaciones precisas Que Se resefian en
la definicién. Esta condicien selo 1le setisfacen las
defiriciones nominzies. Las definiciones por postulades delinen
iciones por abstracciel IO

‘4o, GEsta ultimas

caracterizan una entidad como aquello gie Tienmen en cOmuR 10%

de estos objetos una relacion que es reflexive, sSimetrica ¥
transitiva 1a relacién de eguivalenciz Que conforme la
totalidad de 1os conjuntios =2quivaientes a Uit cdadéo y, por tanto,
equivalentes entre si, es Ce este tipo. Y lo gue tiemen €n coman
tgdos estos conjuntos €S su potencia, €omo gfirma el prcpic




Ln que subrava Russell es que no puede decirse sin mas
que eso comun sea una propiedad unics; es mas, afirma
explicitamente que s facil mostrar gue los miembros de una
clase de eguivalencla comparten un infinitc Qe
propiedades . For ellc no es posible hablar de ia potencia de
une clase como aquello que posee en cOmun con el resto de las

lases equivaientes porgue nc hay un objeto unico con el

4

dentificar "lo comun". Russell considera este rosgo de las

definiciones por sbstraccién como un defecte gravisimo hasta el

puntc de las hace indignas del calificativo de delinicien
matematica.
icaré tiene un punto de vista similar al gde Russell,

iac definiciones per

=finiciones noni

6L porgue estas ul




gse individug periehece
no ser creadora,

incompleta "

B) El segundo tipe de critica dirigido contra .ias definicicnes

cantoriai.as de potencia se centra em el anclisis del concepto ae
la clase de tpdos los conjuntos equivalentes entre si. Como
sabemos, Cantor reune en clases (Machtigkeitsciassen’ a todos
los conjuntos que comparten la misma potencia y lo que sefizala
este tipo de critica es que postular la existencia de tales
lazec lleva a una contradiccion. Fara deducir ia contradiccion
e requiere la aceptacion ge unea estrategiz que permita lformar
conjuntos cade vez mayores a partir de cualguier conjunto dadn.
Cantor dispone ce una estrategia asi: el tecrema del conjuntc

lleva su nombre, gue afirma que todo conjunto tiene




uno en cada
cada uno

conjuntos de pares
sera mayor que ¥'. Pero como cada elemento de P tiene
miembros, F esta incluido en X', con lo que deberia ser mayor
igual que el. Asi, se deduce uns contradiccion.

Aungque esta critica a las gefinicicones cantorianas no
ace referencia explicita & gue estas sean por abstraccion 0 no,

lo cierto es que implicitamente puede considerarse tam.ien

iirigida conta este 1tipo de definiciones, puesto gque mno todos

tipos de delinicich conocidos podrian gdar .iugsa
inccnsistencia como la snterior. o iefl uns
nominalmente, es decir, la introducimos coOmo apreviatura para
reviamente comocidas, la nocién definida mno aportaréa
que no estuviera ya presente «ates de su
de una definicicn es

nocién deiinica




de la abstraccien como melolo Qe
los autores que dirigieron est
iones cantorianas de potencia destaca
logico aleman critica 7Y la idea cantoriana de Que los numeros

son colecciones de “unos" y el procedimiento de la abstraccion

como metodo para defir.r tanto los numeros ordinales como

cardinales. Al procedimiento de la abstraccicn le encueatra el

inconveniente de que cuando se prescindz de las propiedades que

iiferencian a los objetos individuaies no se consigue por ello
1 concepto de numerc. En oOpinicn de Frege, a2l pasar por alt
as peculisridades de las cosas Se llega al universai, por

utilizar una terminologia escolastica, estoc es, al concepto

que caen esas cosas. Un ejemplo gque Frege

{lustrar Su tezis es el siguiente: SUpONEamos gue

gato b. nco y un gato negro y  abstraemos ge ellos el

una de las peculiaricdades qu istinguen al uno

caractericticas que los diferencian.

S

meior ce los casos,




para gue consideren
un lapiz y pi l con toda energia, abstraligan
la constitucien y el orden de sus elementos. Despuec de
haberiez dejado tiempo suficiente para
tarea, preguntemos al primerc: JA que ccnceptce general
ha llega usted?, como  no-matematico gue  es,
respondera:“al puro cer", El segundo dira mss bien:"a le
pura nada", el tercero -- presumiblemente discipulec del
Sr. Cantor : "el numero cardinal ync". Un cuartc se

queda guiza con la sencacisn de tristeza de que todo ha

desaparecide, & un quinto -- posiblemente un discipulo

del Sr. Cantor -- le ha susurradoc una voz interior gue

gl grafito v la maders componenies de &piz son
‘elementos constitutivos' y se forma en &] el concepto
L

1 1amaco numero cardinal cos.

indicar con el

ero




constitutivos _ daran lugar
que Cantor no explica en ninguna parte. Veamos
otro texto en el que Frege n el mismo sentidg,

esta vez contra Jevons pero que afecta iguaimente &

“lo que Jevons dice no es €n absoluto adecuado, en
especial pura el 0 y el 1. ¢cQue es lo gque en rezlidad
hay gue abstraer para pasar ae ia Lune al numero 17. For
medio de la abdbstraccien se obtienen ciertamente

conceptos:. satelite de la tierrs, satélite de unm
planeta, cuerpo celeste sin luz propia, cuerpo, objeto;
pero en esta cerie no damos con el 1; pues no €S un
concepto bajo el que pudiera caer la Luna. En el caso
del 0, ni siquiera se cotiene un objeto del gque poder
partir p ia abstraccien. ;Qué no se objete gue 0y

el 1 no son numeros en el mismo sentidc Qque 2y

v

romero responde a la pregunta ccuantos?,

pregunta., por ejemplo: ;cuantas lunas

uno puede estar preparado igualmente




adecuado para el 0 v el 1 no puede ser esencial para el

concepto de numerc.

reprochando & Cantor que con sSu usc de le

abstraccién, un procedimiento no objetivo, este introduce en lo0s

sundementos de la aritmetica nuevamente el psicologismo que
Frege habia consegulidD daesterrar.

El procedimientc cantoriano ae la abstraccion da lugar &

otro tema controvertido que tampoco escapa 4 la critica de

Frege: el estatuto de los "unos" que, en opinién de Cantor,

aparecen tras abstraer a partir de los elementos de un conjunto

ija constitucien de los mismos. Frege mo Cree, como ya hemas

visto, que mediante un meEtodo conceptual se obtengan elementas
como los unos, & partir de objetos distintos, pero

icamente que esto pudiera pcurrir”®. 8i lo que

ge un ccnjunto €S una coleccion de

gctas iguales O

Dice Frege:

sPor

ue




numeros se identificarian con la clase unitaria del unico “une
existente,
Supongamos que los "ynos" son cistintos unos de OUros.

En opinien de Frege, esta Geria la posicien de Descartes,

Senroder o Jevons para los cuales el Tumero es la medida de la

diversidad””. Si las unidades son distintas, ¢en Que sentido 1o
con?, cen gqué se diferencian?. Necesitamas que sean iguales para
poder llamarlas & tpdas unidades y necesitamos que sSean
distintas para discriminar Unas nomeros de otros. Esta
dificultad es insoluble. Trasladendo lo dicho a la teoria de
Cantor, lea situscien no mejore en absoluto: si hemos abstraido
la constitucien de los elementos de un conjunto y el orden en
que aparecen no gueda ningun rasgo que permita diferemciar los
*uynos" entre si.

En conclusién, la abstraccion es inaceptable como metodo
légico de definicien del concepto de nimerg, dando lugar &
problemas que, COmO el estatuto .. 1lgs "unos", DO pueden
resolverse. FEn opinién de Frege, las dificultades aludidas

sobre 1os objetos. WO

exclusivamente 2




NJUNTC . CANTORIANA:

GRUNDLAGER Y BEITRAGE




El propésito del capitulo 1] es Lfrecer una reconstruccion ae la
teoria de conjuntos transfinitos que Cantor desarroclle en sus ahos de
mayor productividad cientifica,que sSe extienden entre 1683 y 1897. A la
teoria asi reconstruida la llamare la pzlﬁe;g teoria Ge coniunios

cantoriana Se encuentira fundamentalmente en dos cbras, Grundiager (i8E3)

+ Beltrige(1895-97) y en menor medida en Mitteilungen (1887-8) . Ademas,

se pretende en este capitulo investigar las implicaciones filoscficas de
1a teoria de conjuntos de Cantor ¥ los supuestos DO demostrados y &
veces no explicitos que subyacen 2 1as afirmaciones de Cantor acerca de
conjuntos y numeros transfinites.
La teoria de conjuntos cantoriana descansa en dos actitudes gque
Cantor sustenta, & las gue llamaréactualismo v r£3liSmO. El actualismo
consiste en la aceptacion ae cnlecciones infinitas en acic ¥ el
realismo, & grendes Tasgos, €S le creencia de gue 1pos cbjetos
i espacic—temp:ralee. como los numeros, existen con

sean conocicdos o no ¥ Que tienen caracteristicas ¥y




argumento
de Aristoteles canira el
contesta Cantor €L varias ce Sus obras, Grunciagen,
gie verscLigdenel Standpunkie, mostrando que 1os argumenios
contra el infinito em acto O Lien son contradictorios porgque dependen de
una nocién ambigua de la infini jan eon circulares porque parten

ya subrepticiamente de la 1 cibiligad del infinito actuaimente dado.

punto ¢ 16 ! 11 Cantor acepta &mbos

Separandose del

infinitos, el ial 1 actual, asi com el infinito divino O

Absolutg &l que dis ye cuidadosamente del infinito actual. Los tipos
de infinito gue Cantor uytiliza se estudian en el punto 1.2

Bolzano es el unico £i16s020 soderno gue defendio la licituc del

infinito en actio com anterioridad a Cantor. Las tesis de Eoplzano S€

discuten en 2.1. Tras la publicacicn de algunos articulos de Cantor

de las ventajas del

tribuyeroun c€On SUs escritos & la

los argumentos <2U€

favor




ryalismo ¥

gunos princ:

snjuntistas, que en

,do lugar ? los &xiomas.

as que gescansa 18 primera

apte 4.1 trata ge la suposici : riana Ge que toco conjurnto puede
rdenarse UiET. Cantor gedice mucho esiuerzo durante gran parte ge @
‘ida 2 demostrar diche afirmacioh, cosa gue Do aunca y Qv no
gfirmacicn Ce€ la buelsa ordenacion para cuaiquier

sor ello rechazc. La

-onjunto S€ conoce actualmente como ;g;;gm;ﬂﬁg_:g;;ﬂ;; y

es equivalente a uno de i0S axios? TaS controvertidos de 1

la tecris ge conjuntos,

discute l& syposicich de

$initud
1]

dado lugar posteriormente Axioma Ge Anail

de la buena crdenaciod Cantor

ningud momento COmE probl

cardinal jel continul

mero cardinal del conjuntc ie | U naTurales.
de Cantor, la

graciaz & 1ps trabajos

partir de




numero - i de este modo

¥ 3 - - - 1
Y rar » s i v - = ; -
numeravie ; CudtE & normadnsnst

de los numeros naturalec, adquiere una nueva cignificacion

que hace ae cualguier conjunto infinito bien definido un conjunto

numerable en sentido amplio,i.e., M 2 pedi 1oz nuevos numeros

A ecta nueva concepcion ce la numerabilidad se dedica el S6.

aparato conceptual gque permite tratar nu®eros jy

itamente grandes, servira tampien para scluciorar de una

obiemas relacionados coa las maynitudes

ertamente e€stC es asi, &unQue 1a solucién de

teoria de numeros tranciiniios el sutor

exizten. La demostracion de Canter se

sfrece una visien general de la primera tecria
convierten en uuna teoria

que pretenden Ver en ella unz

una teoria de 1ia limitacien

tancia

rF\“
- 4

lergo ae su




a2 distincion en%tre infinit cto e

potencia -= © mejor dicho, la distincien general emntre potencia

y acte la debemos a Aristeteles. El pensamientc  de

Aricsteteles sobre ecte punto, Como sobre o©tros muchos, ha
determinado el desarroilo posteriaor de la teorig gel intfinito.
doctrina cantoriana se situa eL abierta oposicion & la

por 1o gque considero pertinente exponer

c cbrag de

1
-

a
o




de hechc le
Si hubiers algo que existiera ademas del infinito, supondria
o
un limite para este ultimo que dejaria de ser ilimitado, lo que
constituye una contradiccion.

Para Aristoteles el infinito no es una sustancia. Una
ca..cteristica de las sustancias es que Sé identifican con su
esencia’’ - . ci el infinito fuera uma sustancia su
esencia seria la infinitud. El razonamiento del filoscfo griego
para refutar que el infinito es una sustancia es el sigulente:

o divieible o indivisible; si lc primero, cagda
las partes en las que se divide ha de ser asi mismo
infinita, ya que estamos bablando del irfinito come sustancia, ¥

cada parte en la que ula sustancia se descompone tiene que

participar de la esencia de esta, gue en el caso presente es is

infinitud. De este modo, infinito cuctancial divisible tieme
partes todas la ua.l igualnente
posibilidad 3 contexto

como he




lo que no 7ueda mAS Opclch que considerarlc un accidente, cCmO
ulgo Qque se da u . en uh sustrato. De nuevo LG
encontramos agui

accidente en acto o que lo posea en potencia, dicho de o0iro
modo, gue @l sujeto en cuestien sea infinito actualmente, O Que

simplemente pueda aumentar emn algun sentido mas alla de todo

limite. Veamos oué entiende Aristoteles por infinito:

"Hay que definir en primer lugar, por tania, de cuantas
maneras se dice de algo gue es infinito. En un sentido
e dice de lo gque no puede recorrerse porgue por su
natuv-aleza no es posible atravesar: €n este sentido es

infinitsa 12 voz. En oiro sentido se dice de lo que

pudiendo ser recorrido carece de fin, o bien de lo que

dificilmente puede recorrerse, O bien de lo que por
naturaleza tendria gue poder recorrerse pero no puede

fin, Yea

caracterizacien antericr, podriamos

lamar a algo "infinito"; la




el ser en acto y ser en potencia, hay que averiguar ahora en que
sentido, Segun Aritoteles, puede una extension ser infinita. De
acuerdo con el filesofo griego los elementos materiales de los
que esta compuesto todo son colo cinco: eter, agua, alre. tierrs
y fuego. Si existe alguna extension infinita tiene que estar
hecha de estos elementos, bien de uno sclo, bien de mas de uao.
Supongamos que es de un s6lo elemento, entonces este debera
darse en cantidad infinita v no podra cambiar, ya que el cambio
se da .ntre elementos Opuestos. Tampoco puede permanecer en
reposo, puesto que cesaria +pdo cambio y esto eguivaldria a la
meerte del Universo, considerando que el unico infinito posible
es el Todo, como he indicado anteriormente. Supongamos, pues,
que el infinito se& unm compuesto de varios elementos. Al ser
estos sélo cinco, alguno debe darse en una cantidad infinita. En
este caso, el elemento infinito impediria gque se dieran los
demas, gue nc podrian existir ein limitar al primero, con lo que

de nuevec estari caso de una extension infinita de un

s6lo elemento, gque vya Dhemos rechazado. De este modo refutsa

Aristeteles la posibilidad de que exista un infinito fisico

ig dicho, 3 ger gue el imfinite

ejempio, Gue




la geometria enconiramos que una linea puede divicirs
indefinidamente. Luego, no Seé pueae rechazar absolutamente el
infinito. Existe no en acte sino en potencia. Lo gue en este

casc se entiende por existir en potencia e¢ que nO hay limite &

la aparicien de nuevos r«:lementns: Dnuevos honbres, instantes O

segmentos de recta. Sir. embargo, esta opciemn cuenta con ciertos
problemas en la filgsofia de Aristoteles™®, puesio que en este
contexto la existencia de algo en potencia indica la existencia
de algo en acto en el mismo sentido. ez, &i una ccsa es
infinita en potencia, tiene Qque existir asi mismo una cO33
infinita en acto. De alguna manera, ls potencia presupone el
acto. Luego, tendriamos gque concluir que hay infinitos actuales
dado que Aristoteles acepta infinitos potenciales™®.

razones ya sefialadas, Aristoteles no asume la
infinitos actuales, Ppero si potenciales. Le
aparente inconsictencia reside en la ambiguedad

weer en potenmcia". Te igual mcdo gue hay variocs




star er potencia, por no terminar nunca el proceso que en Olros

embocaria en el acto, Por eso podriamos decir -
utilizando una terminologia heterodoxa en Aristoteles -- que la
esencia del infinito es ser potencia.

El infinito potencial puede darse, en principio, por
adicien y por division. Un infinito potencial por division se
encuentra en las magnitudes continuas gue, como la linea, pueden
fragmentarse tanto como Se quiera sin que se llegue jamas &
encontrar partes simples. Estas partes 00 existen; en caso
contrario constituirian un infinito actual. Los segmentos en la
linea se crean en el procesc de la division y siempre permanecen
en numero finito. El infinito potencial por adicion, sin
embargo, es rechazado por Aristoteles. En el caso de que
existiera un infinito que aumentara por adicién de elementos
nuevos tendria que existir tambien algin conjunto actualmente
infinito que proporcionara dichos elementos™®. Por esta razén,

la sucesion de 10s numercs, que es potencialmente i-.finita para

Aristoteles, no puede darse mas guée por divisien, esto es, los

nomeros naturales solo pueden aparecer en el procesc ilimitade

de particion de un segmenio O & lz manera de las progresiones
ron decrecieunid! SIE S AR e

esta seccién cue Aristoteles

Ko obstante, de Jasada afirma

uesio gue




el rechazo del infinito actual fisico percuraran

occidentsl como minimo hasta el siglo XIX.

de ipnfinito en la obra de Cantor

Le primera vez que se encuentira en la obra de Cantor

conzideracién de la existencia de a:stintos tipos de infinito

en Grundlagen. En este ensayo distingue el autor entre
izfinito impropin (Uneigemtlichupendliches., que se dice de las
magnitudes que pu2den sobrepasar cualquier valor dada, ©
dispinuir tanto como Se guiera, aungue permanezcan siempre can
un tamsfio finito. En este sentido, uma serie que crezca
indefinidamente sin alcanzar nunca ud determinado valor
constituira un ejemplo de infinitc impropio. A este le llama
Cantor tambien finito variable (verinderliches ZEndliches). El
al que en otros lugares se refiere come

iznfinito potencial o sincateggremaiico es un concepto relaciomal

o auxiliar al gue mo corresponde ninguna idea concreta.
tipc de infinito al que en nada le concierme
el infinito propin

mas en cierto senti — a

variable, puesio cue

cerrada, completamente

Cantor

N R e
Bbam.ge fha x




e *ramundano aeterno omnipotenti sive natura naturante"®'.
in.inito actual es el vnico aceptado exn la filosofia occidental
al menos hasta Bolzano.

El segundo tipo, que se da “in concreto seu in mnatura
naturata"®-, y al que Cantor le llama Transfinito, se refiere a
los objetos del mundo externo, esto es, a los objetos fisicos
que se dan en cantidad infinita.

Por ultimo, el tercer tipo, que es un infinito actual
abstracto, es decir que no es espacio-temporal, Yy que puede

concebirse como un infinito matematico que toma la forms de los

El primer tipo de infinito actual es ampliamente

aceptado por matematicos, filosofos y teélogos; por esta razen

no profundiza Cantor en el estudio de sus caracteristicas ¥y
defensa. Acerca de el afirma que nO €s susceptible de
tratamientc matemético y subraye la jucteza de la expresion
escolistica "omnis determinatio est negatio". Pero no discute
que reserva todas Sus fuerzas para los dos

altimos Cantor reconoce cuatiro

refiere 2 sSu aceptacién O

la ewistencia de cualjuier
tanto en el mundo exterior cOmo desde un 110
fisjico comb

este punto
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abstracto. Ejemplos de este punto de vista son, para Cantor,
lescartes, Spinoza, Leibniz y Locke.

C) En tercer lugar, puede afirmarse la existencia del infinito
actual matemstico, y negar que exista um infinito en la
naturaleza, comd hacen, en opinion de Cantor, clertos
nepescolasticaos.

D) For ultimo, es posible defender el infinito actual en todas
cus formas. Desde el punto de vista de nuestro autor, esta es ia
gnica posicien acertada, ¥ Cantor se considera el primer
filésofo y el unico que la mantiene en sSu epoca, aunque esta
convencido de que no seré el ultimo. A este respecto es
csignificativa la cita evangélica que encabeza su obra cumbre de

teoria de conjuntos, Beiirage, y gque dice lo siguiente:

“Veniet tempus, quo ista quae nunc latent, in lucem

dies extrahat et longioris sevi diligentia."™4

ytilizacion de un conceptoc vago y pacc elaborado de

infinito ha sido, en opirien del autor, el recposable de tantos

malentendicdos s infinitud. Centor esta comvencido de gue
puchas de 1 i y, en especial, 183 antinomias kantianas

cConiu:




costener que el infinito es esencialmente &lgo incoOnc.uso,
abierto e incompatible c¢on la existencia de cuaiquier limitacion
extericr a él. El segundo equivoco lleva a no distinguir entre
el Absoluto y el infinito matematico. De ¢l depende ia idea de
que en este ultimo no pueden darse tamafios diferenciados. En los
argumentos tradicionales contra la existencia del infinito emn
actc -- que veremos en el paragraio giguiente -~ parecen
fundirse todos los sentidos de infinitao, de modo que el monstruo
recultante tiene, cosa nada extrafa, rasgos contradictorios que
justifican el norror que ha producido durante siglos.

En mi opinien, que. tratare de justificar en lo que

sigue, el esquema de las relaciones entre lo fimito ) lo

infinito en la obra de Cantor es el siguiente:

Existe, por un lado un infinto Absoluto gque,
conceptualmente, nada tiene que ver ni con lo finito ni con lo
infinito matematico, a nO Ser €mn sentidc negetivo. Los rasgos
del Abscluto son radicalimente inconmensurables con el resto de
lo que existe. Este no puede ser tratado ni filecsoefica ni
matemdticamente, - puede  ser compreadido mni abarcado
intelectualmernte puesto que esta fuera del alcance del
entendimiento humano. Es tan ajenc & cualguier determinecien

iguiera comsiderado comod 1inite




cimilares entre Si mientras gue el Absoluto se encuentra en una
ecfera completamente opuesta.

En cuanto al ipfinito creado que Se encuentra en el
mundo fisico, comperte con el infimite abstracto la misma
relacien que 1o finito creado con lo finito matemstico. Son
conceptualmente independientes. perec la existencia concreta de
ipfinito y finito proporciona objetividad & los conceptos
abstractos ¥ estos, a Su VezZ, gfrecen inteligibilidad a 1la

naturaleza.

2. La_ﬂgignsa_ﬂgl_ig;initn actupi: Bolzano v Gouturat

Cantor califica emn Grundlagen™® & Boizeno como el ne joT

fefensor que el ipfinito actual ha tenido en el siglo XIX. El

elogio es absolutamente merecido, no sélo en 1o que concierne a
ia aceptaciern de conjuntos ipfinitos ez actio, sino tambien €en
cyanto gue se atrevio & determinar +amefios distintos de
conjuntos infinitos ¥ algunas relaciomes entre ellos. PBolzano
habia definido 10S nomeros por un proceso snductivo -- 1a
adicisn de la unidad - no pudo Ppor tanto extenderlos al
ag ‘to de lo infinito. . tampoco disponia ge 1a distincien
entre cardinal ¥ O -2 5o 13ego inuy AEike T el tratamiento
matematico del ini: ito fue el primer matemstice gue NO

compalar infinitos 4istintos




tradicionalmente utili

actual. Entre ellos desta

obra ,De 1'in i ' , a esta tarea.

ampbos, Bolzano y Couturst, acerca del infinitc me ocupare a

continuacion.

En el § 29 de su obra Eﬂ;ﬁﬂnxlgn_ggg_ﬂngn;;;gngn afirma
Bolzano gque junto & los conjuntos infinites existen magnitudes
infinitas {unendliche Grocse’ que pueden distinguirse umnas de
otras en multiples aspectos, Yy dqQue pueden aplicarse les
operaciones aritpetices a estas magnitudes, aunque esio pueda
parecer centradictorio. Habria contradicciem, en opinien de
Bolzano, si se supusiera que el resultado de tales operaciones

€s un numero, CORO Ocurre cuando se calcula cOR numeros finitos.

En 1a esfera de lo infinito las operaciones aritméticas tienen

stro sentido para Bolzano: no determinan un Dumero COmC
resultado de la operacisn Qque 3e ha llevado a cabd, Sino

entre

Bolzano




anoORTrarencs, sepy

uyesto gque

Desde el punto de vista de 1 i de numeras
trancfinitos cantoriana TO habria diferencia ni ordinal ni
cardina. entre X¢ y Bv, perc recordemos que Bolzanc 1o considera
gue 1la posipilided de definir una reiacion biunivoce Ses
condicien suficiente de 1a identidad de tamafio.

Si ahora sumamos cada uno de los numergs como tales y no
como puras unidades obtendremos un tamafio de infinito mayor que
¥2 y Ev, al que Bolzano denota por S59:

L e (p+1) ¢ ... iminl. = se
aunque no puede determinarse mas la relaclod entre los ten-iios
e ¥¢ y ¥», por un lado, y S¢, por orre. Esta indeterminacisdn eS

pira de es gl impid ge tsles magnitudes puedan

someros cirecen, Sin embargo,

des que si son comparat , Ne y ¥n. For ejemplo,

cerie de magnitud N2 se multipiica i iembro por ke
la siguiente ide tidad™":

g + 22 K¢ e 4 DR

e TNR =+ 22. (N2)=
sucesivamente. 32,

supera infinitamenie
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signos de infiuitucd que Bolzano .wtilize no SOn TuUmeros: no
pueden serlo en su teoria porque g¢stos han sido definidos de

manera GCue
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pero esta

definicion podria haverse camblado. Sin embargo, el rasgo

fundamental que impide que estos Signos Se CORS ieren numercs es
la avsencia de una definicieén precisa de las relaciones "mayor",
“menor" e “iguel" entre las magnitudes infinitas.

Cantor indica en Grundlagen que los S8 29-33 de

baracnvien des Upepndlichen en los que se encuentiran las tesis

que &cabo

& exponer expresan urs gocirina sobre el infinito

L

winsostenible y equivocada"*=. Desde el punte de vista
cantoriano, se deslizan, efectivamente, muchos errores en la
concepcion del infinito matematico de Bolzano. Pero no cabe duda

de cque se adelanto Cantor em el tratamiento de los tamafios

{nfinitos como magnitudes estables. No sclo natla Bolzano de la
cuma v multiplicacien infinitas, también hace reierenclia aungue
sin un tratamiento detallado, a la resta y a la civisiel Esto
indica que cesarrolle ccherentementé Su conviccién de la

0
b
b
o
fob
=
0
n

infinitos, y en especial, del de 1os namern

1a introduccién de los némeros transiinitos en el caszo
de Cantor, y de las magnitudes transfinitas en el caso ce
Bolzano, cuentan con la aceptacién del infinito actual comp paso

previc esencial, aceptacici que constituye un elementc

-]

defipnitorio de ia obra cantcrianz y el rasgo mas importante ae

la “ruptura® -- por emplear la verminologia ¢e J. de Lorenzo en

- I3 1 - o 1o - P e ol 5 e . 11 %
cz v el wroblema de gy DASTAT] qgue éesta proqujo.
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El infinito actual npo es un infinito variable, no aumenta ni
disminuye en &i mismo, aungue haya una jerarquia infinita de
tamatos infiritos. Es un infinito “cerrado", en cierto sentido,
ijo y por tanto determinable. e agui & 10Ss numweros
transfinitos no hay mas gue un paso, COmC lo muestira el intento

de Bolzano.

2.2 Argumento= en favor del inZiniio en actol L. Couturat

Couturat™" se ocupa de recoger Yy contestar @ los
arguzentos mas Irecuentemente utilizados peor los filesofos y
matemdticos ;ontra €l infinito en actec y 1los nomeros
tranefinitos. En sus respuestas a estos argumentos Couturat
adcpta el punto de vista de Cantor. En su obra De l'infinie
pathematique desarrolla algunas de las ideas que Cantor
introduce en Grungdl Z y a menudo las explica y las hace mas
inteligibles, pero no afiade nada esencial a la doctrina

cantoriana del infinite

A. Argumentos contra 1OS Dumercs transfinitoc

Entre l;s nsbjeciones mAs repetidas contra los nimeros
trancfinitos se encuentran las gque pretenden adjudicarles ias
propiecades de los entercs finitos —-0 de la mayoria de ellos—-.
Por ejemplo, & veces se ha pretendido deducir la imposibilidad
de la existencia de un numero infinito aduciendo gque todo numerc
es par o impar. Como el nomero finito no es ni una cosa ni la
ptra, no eg, sSe dice, un numerd en absoluto. & esto responde

1

Couturat poniendo de menifiesto la falsedad de la wremisa de la




que se parte: que todo numerc O es par O es impar, puesto que
segun esta premisa 1amPOCO las fracciones serian numeros. ua
objecien puede continuar si se entiende que 10S uumeros
{nfinitoc deben ser numeros enteros, con lo que el recurso a la

¢racciones estsé fuers de lugar, pero Couturat de nuevo argumenta

que la premisa sigue siendo falsa aun para los enteros finitos,
nuesto que el cero es umo de ellos y €in embargc nc es par ni
impar.

Otra objecion hbecna &l numero infinito que participa
tambien de la confusién entre numeros finitos e infinitos dice
asi: si el numero infinito existe debe tener un cuadrado, un

cubo etc., pero si el nomero infinito es el mayor de los numeros

entonces se da la paradoja de que €S mayor que si mismo, puesto

que el cuadrado, el cubo, etc., de un numero son mayores que

nomero en cuestion, y & la vez identico consigo mismo.
confusien entre numero Eind infinitos aparece en
cubo, etc., de un nomerc
Couturat responde gQue €S0 nO &S
no es ciertc respecto de
infinitos, pero tampoco 10 es respectd del cero ¥y
uno, que son nomeros fini*os y no obstante identicos a
cuadrado, cubos, etc.

Otro error enmascarado en el argumento anterior, y muy
corriente, es suponer Gue selo hay um rnumerc infinito, y cue es
el ultimo de los numercs finitos, con lo que si se demuesira gue
alguna operacion i infinito da como resultado un
numero infini 3 i . £ilésnfos finitistas extraen lz

wue =i mismo, coh




la evidente con cecien g esto conlleva. No cbstante, en el
argumento anterior el error mencionado no hace me.la puesto gque

1

el cuadradec de un numerc infinito, O Su cubo, N0 SOn mayores que
Sin enbargo, este error es el alma ce la ciguiente objecien:
el numerc infinitc es mayor que todos los finitos, por tanto se
ercontraréd al final de la serie de los numeros finitos. Pero
esto nO puede ser ya gue la serie por definicion no tiene ultimo
término. La respuesta de Couturat consiste en decir gque no hay

nada tal como el numero transtinito o infinito, Qque en Tigor

existe una infinita multiplicidad de numercs transfinitos, de

acuerdo con las tesis de Cantor, y que el menor de los numeros

trancfinitos no es el oltimo de los numeras finitos, no
pertenece a la serie de los numeros finitos, s.no que es el
primero de la serie de los numeros transfiinitos.
en sus respuestas el desconocimiento
numeros transfinitos existe enire
ilosofos que Se Oponen & e..a. Hemos recogido
e gue solc existe un numero infinito. A
falsa idea se une ademss la confusion entire numeros cardinales y
ordinales y, scbre todo, la pervivencia del pseudoaxioma
euclidiano de todo es mayor gue la partie, gue constituye
la esencia G i pbjeciones & 10S numeros infinitos y a lia
existencia d ‘untos infinitos en acto. El principic de que
el todo es maycr gque
cpinien de Couturat,
en alg 25 contexios

it : 1
consideranco el toa




vial

cualquiera de los sumancdos, Couturat afirma

euclidiano es vercaderc paré numeros enteros
para numeros negativos O para
negativo.

trancfinitos es unas veces verdadero y ) entre

cardinales transfinitos es falso siempre.

E. Argumentos la exictencia de

acio
Las objeciones contra la existencia del infinito actual
n en la idea de que los conjuntos infinitos tienen ias
caracteristicas que los finitos, y en la suposicién de
10s nomeros son finitos. Representante de los

argumentos que participan de la confusion entre finito e

infinito es 2l siguiente: un conjunto infinito no puede estar

dado de una ve:, =i 1o es:uviera tendria un ultimo término
y, en este sentido, seria inito. Couturat responde gque una
coleccion infinita dada #o tiepe por que Tener LR ultimo
terminc. Estoc ocurre entre col it initas, peroc na hay
contradiccién alguna en supomer que las colecciones infinitas se
comporian ée otro medo. Como ejmpleo del prejuicio de que todos
los nomeros son nomeros finitos &7 ] eiguiente silogismo
dirigido contra la existencia de co i infin: en acto:
+0da coleccion dada tiene un nomerg, CCRC todc numero es finito,
toda coleccien dada 25 finita. El argumentio es falaz, en cpinion
de Couturat, puestc gque el termino “numerc® se emplea en dos

la primera premisa se esta ut lizando en

copn ecaréinal de cualguier conjunto




definido, ras que en la segunda tleme

tradicionai, €€ 1 "rumero entero 1inict

no hay mgas numeros que estos ultimos,
‘s

Couturat muestra en sy defensa de las tesis aGe Cantor

que los argumentos Qque habitualmente se han dirigidc contra el

ipfinito en tocdas Sus formas con inconsistentes y que la postura

de Cantor es jrreprochable.

caniuntos

1sc dos obras del autor e las que Se expone col mas

precision 1o gue llamc la primera IeOTLS de coniunios canioriana
son Grund (1883) y DBeizIfge (1805-7). En ambas comienza par

conjuntos, gque Sse convierten en el objeto
de | ' . rabajos'"”. Las dos efiniciones de conjunto Que
cantor introduce & I ! 3 : publicada sOT las

siguientes:
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reunicn de elementos determinacos, Que puedan ser

relacionados en un toco mediante una ley"

“Entendemos por orsunto' cualguier coleccion M de
pbjetos m distintos ¥ determinsdos, de nuestra
intuicien ©O nuesiro pensamiento que se llaman

‘elementos' de M) en un todo" '©-

los conjuntos pueden unirse para formar conjuntos mas
amplios. €i A es un conjunto formado por los elementos de B y G,
ciempre que estos ultimos no tengan elementos en comun, A sera
la ypion de B y C. En la notacién de Cantor esta idea sé expresa
de la siguiente manera:

A= (B, O.

Se llama parie (Teil) O conjunto-parie (Teilmenge) de un
conjunto ¥ a cualguier conjunto M' cuyos elementos csean tambien
elementos de K -—— e€mn ip gue cigue S€ utilizara tambien el
térpino “subconjunto" con el mismo significado —-. Aungue Cantor
no lo dice expresamente, en S tepria no son partes de un
conjuntc lo gue ! 1 = ubconjuntos impropios®, PoOT lo

ue por "parte d 1 conju ntender en este contexio

picamente 10S SUDCORJUNTOS = del conjunto en cuestioln.

L cada conjunto le corresponde un 2bjeio determinzdo 2l

le 1ci o +ambien "numero cardinal". La
obtiene a partir ae él por

cantorians de potencia han sido va




Para denoter la potencia del conjunto M se utiliza el
Las potencias son conjunios que se abstraen & partir
conjuntos y se cdiferencian de los ultimos en que Sus
son puros "unos" abstraidos a su Vez de los elementos
de los conjuntos sobre 1os que se delinen. Una potencia es un
conjuntos de unos, a cada conjunto le corresponde una potencia y
stlo una, pero una misma potencia puede serlc de una infinidad
de conjuntos, siempre que estos sean equivalentes entre si. Este
ultimo rasge es el que pretende entatizar is definicion de 1884.
Si dos X y N son equivalentes, entonces tienen el mismo
numero cardinal y a la inversa. Cantor simboliza la equivalencia
entre los conjuntes X y § por "N = ¥, por lo que la relacien
mic fundamental entre los conjuntos y sus potencias © numeros

cardinales es la siguiente

= ==
¥=1Xsi, ysolo, K= N
sto es, Gos conjuntos son equivalentes si, ¥ solo si, sus
aréinales son identicos.

Lcemas de la equivalencia entre los conjuntos X y K,
pueden darse ctras dos cituaciones entre ellos respecto de sus
tamafios relativos: que X sea equivalente a una parte de ¥ o que

F sea equivalente a una parte de X. En estos ultinos casos ¥ y ¥

tendran cardinales distintos. Supongjamos g cardinal de




entonces se dice gue el numero carcdinal a de X es menar que el

numero cardinal b de N,

Lag i ] (1) y (2) definen umna relacion entre
potencias aungue aparentemente bablan de conjuntos, P
nada cambiaria si e -~ de considerar los conjuntos ¥y K
hiciesemns referencia a 1los cOnjunios X' ¢ N', siendo K
r X' equivalente a k.
modo se han definido las 1res posibles
relaciones entre numerecs cardinales, a saber, i & ¥ L son
cardinales sabemos el significado de las tres formulas
siguientes:
a=h ac<h o bla
Si una de las tres relaciomes se da entre dos nomeros
cualesquiera, cigue de la defimicien anterior de “"mayor" ¥y
"mencr" & i ! excluidas. Cantor es
ue necesariamente una de
La prueba requiere que
y teoria de 1os numeros
cardinales transfinitos, gque no puede pfrecerse todavia. Pero
aun sin probarla, Cantor cefiala've que de la afirmaciomn anterior
se ziguen los siguientes teorem a s

-

(1) &i y § son conjunios tales gue M es equivalenie a2 una

parte de K y KN es equivalente a una parte de ¥, entonces X y ¥

son equivalentes entre &i.
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(3) Si M y N son dos conjuntos tales que N no es equivalente a K
ni a ninguna de sus partes, entonces existe una parte N' de ¥
que es equivalente a M.
(4) Si M y N son dos conjuntos nd equivalentes y hay um
cubconjunto K* de K equivalente a M, entonces mo existe ningun
subconjunto de M equivalente a K.

Dado que los cuatro teoremas anteriores dependen de una
afirmacion aun no cemostrada, Cantor sehala't’’ que no podran
utilizarse hasta que consigamos la demostracion, tras la

definicion de la serie de los numeros crdinales transfinitos.

Se ha indicado anteriormente gque la union de cos

conjuntos, ¥ y N, es a su Vvez un conjunic. A este lo llama

Cantor gnn;;ngg;;nign_jgujig;_ﬁ, El conjunto-unién de cos (0 mas)
conjuntos tTiene un potencia, como cuzlguier conjuntc. Sea g el
numero cardinal ., a2l de N, ¢cuadl sera el numero del
tener en cuenta gue el numerc de

consti-ucién de los elementos de XN y X

¥' es conjunto eguivalente & Xy ¥ al, €1 conjunto

y le corresponcera, por

ezte razcnamiento deduce

ole




unioen

Siguiendo con los conjuntos K y K, supongamos gque se
conecta cada elementc m de K con cada elemento n de N formando

n). Al conjunto de todas estas parejas, gue Cantor

“{(m, "
le llama el autor conjupto-copexion g N % K, tH. N

(Yerbindungsmenge von X und X). Al igual que ocurria con el caso

de 1la umnion, el mnumero cardinal del conjunto-conexion es

independiente de la comstitucicn de los elementos de ¥ y K.
Cantor considera que el cardinal del conjunto
{(m, mnd)}

es una funcien de los cardinales a y b de M y N respectivamente,
se define entonces como el cardinal gue corresponde al conjunto-
conexion de X y N. Formalmente,

a.b = {{m, m?l.
Tantc en este caso como en el de la suma, el orcen en el que
tomen los conjuntos X y N no incide en mode alguno en
resultado final, por lo que

a.b=b.a Y a+t b= b 4 B

tz es la propiecad conmutativa de ia muitiplicacicn y la

adicién, y estas operaciones satisfacen, ademas, las propiedades
asociativa y distributiva

{




