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RESUMEN

Resumen

La deteccion de dafio en estructuras es un campo cientifico e industrial de gran
intereés practico, ya que permite disminuir costos de mantenimiento y evitar riesgos para
las personas y las propias estructuras. Por ello, se han desarrollado numerosas técnicas
experimentales para poder conseguir este objetivo, dando lugar a una rama especifica de
los Ensayos No Destrutivos (Non-Destructive Testing, NDT) denominada Deteccion de
Dafio en Estructuras (Structural Health Monitoring, SHM). Dentro de estas técnicas,
son muy importantes las basadas en ultrasonidos, emision acustica, o vibraciones de la
estructura, las cuales en algunos casos permiten un monitoreado continuo y en tiempo

real de la estructura.

En esta Memoria, se estudia el uso de vibraciones en barras para la deteccién de
defectos en ellas. Se utiliza, por un lado, el Método de Simulacion por Redes (MSR)
como método numérico para simular la propagacion de ondas longitudinales y
transversales en la barra, y por otro, la Transformada Wavelet (TW) como herramienta
matematica para el analisis de estas vibraciones con el objetivo de poder detectar,
localizar y cuantificar el defecto presente en ella. Una parte de la Memoria se dedica al
disefio, construccion y validacion de los modelos en red requeridos por el MSR para la
simulacion, asi como a la validacion de los resultados obtenidos. Otra parte se dedica al
estudio de la deteccion de defectos mediante la TW de sefiales espaciales y temporales
de las vibraciones longitudinales libres y forzadas producidas.

Los resultados son muy satisfactorios, pues se ha comprobado que los modelos
en red construidos representan adecuadamente este fendmeno fisico, y que su
simulacion con el MSR conduce a resultados acordes con las expresiones teoricas. Asi
mismo, la TW ha probado ser una herramienta muy potente para el analisis de las
sefiales de vibraciones, haciendo posible el desarrollo de metodologias que permitan la
deteccion de defectos, incluso cuando su intensidad es muy baja, tanto a partir de

seflales espaciales como temporales.




ABSTRACT

Simulation of elastic waves In beams with the Network
Simulation Method and fault detection with the Wavelet
Transform

Abstract

Structural Health Monitoring is a scientific and industrial field of huge practical
interest, due to the fact that it can reduce maintenance costs and prevent risks for people
and structures. Many experimental techniques have been developed to achieve the
objective of being able to detect faults and defects in structures. Among these
techniques are those based on ultrasonics, acoustic emission or structural vibrations,
which, in some cases, allow us to have a continuous monitoring of the structure in real

time.

In this Thesis we study the use of vibrations in rods to detect the presence of
defects in them, making use, on the one hand, of the Network Simulation Method (NSM)
as a numerical method to simulate the propagation of longitudinal and transversal
waves in the rod, and, on the other, of the Wavelet Transform (WT) as a mathematical
tool to analyse these vibrations in order to detect, localise and measure the intensity of
the defect of the rod. Thus, one part of this Thesis is about the design, construcction and
validation of the network models needed by the NSM for the simulation of the
transversal and longitudinal vibrations in a rod, with a short analysis of the results. A
second part is concerned with the study of the detection of faults in a rod through the

WT of spatial and temporal signals of the longitudinal vibrations produced.

The results are very satisfactory, because the designed network models
appropriately represent this physical process, and the simulation with the NSM gives
results in agreement with the theorical solutions. Likewise, the WT has proved to be a
powerful mathematical tool for the vibrational signal analysis, making possible the
development of methodologies to detect the defect, even when its intensity is very low,

from the spatial and temporal signals.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1.- Motivacioén: La deteccion de dafo

Son muchos los sectores donde se demandan materiales y estructuras de alta
responsabilidad. Entre ellos quizads el mas destacado es el aerondutico, en el que se
requieren materiales de baja densidad, alta resistencia y rigidez, tales como los
materiales compuestos. Sin embargo, sus propiedades mecénicas, y por tanto su
operatividad, pueden verse considerablemente degradadas en presencia de dafio (una
delaminacion interna debida a un impacto, por ejemplo) [1.1]. Esto introduce cambios
en la rigidez y amortiguamiento de la estructura, causando variaciones en sus
resonancias naturales (coeficientes de amortiguamiento y modos propios), las cuales en

general son pequerias y dificiles de detectar.

Otro ejemplo de enorme interés social en el que la deteccién de dafio juega un
papel fundamental es la construccién de edificios y obras de Ingenieria Civil,

especialmente en el caso en que puedan estar afectadas por terremotos pues su

1
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destruccion puede causar un elevado numero de victimas y pérdidas econdmicas. Tras
los tristemente famosos terremotos de Northridge (USA) y Kobe (Japon) y descubrirse
gue muchas estructuras tenian sus uniones dafiadas por roturas fragiles (defectos de
soldadura, deficiencias en los materiales, etc.) se realizaron campafas visuales
extensivas de deteccion del dafio presente en edificios, incluso aparentemente intactos
[1.2, 1.3], que fueron tremendamente lentas y costosas. Esto motivé la introduccion de
nuevos sistemas de construccion antisismicos, que sin embargo no han disminuido al

100% el riesgo de roturas fragiles en las uniones.

Por ello, tras un fuerte terremoto se hace absolutamente necesario evaluar
rapidamente el estado de las construcciones, con objeto de evitar los riesgos derivados
de sus posibles réplicas. El diagndstico permite realizar las inspecciones y reparaciones
solo en las zonas en que se ha detectado dafio. Se requiere, por tanto, desarrollar
métodos postsismicos diferentes a la simple, lenta y costosa inspeccién visual para
identificar dafio en estructuras de edificios y obras de Ingenieria Civil, que sean

econdmicos, rapidos y eficientes.

El tema no es nuevo, y por ejemplo existen grandes presas con inclinbmetros
produciendo registros que cuando varian anémalamente producen alarmas. También
podemos citar los depdsitos criogénicos reutilizables de fibra de carbono ensayados por
la NASA en el X-33, prototipo a escala del lanzador espacial Orbiter. En este caso la
estructura lleva sensores de fibra dptica que informan sobre su estado y sobre posibles
fugas de hidrogeno.

No cabe duda de que la deteccion del dafio en materiales y estructuras es un
aspecto de gran interés practico pues permite disminuir los costes de su mantenimiento,
asi como los riesgos de la propia estructura, de sus usuarios y del personal de
mantenimiento. Este es un aspecto que en Ingenieria en general, y en el disefio y
produccion industrial en particular, no pasa desapercibido y que ha sido objeto de
estudio en muchas investigaciones desde hace algo mas de dos décadas, desarrollandose
maltiples técnicas de lo que genéricamente se denominan “Ensayos No Destructivos
(NDT del término inglés Non-Destructive Testing)” o “Deteccion de dafio (SHM del

término inglés Structural Health Monitoring)”.
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Los métodos de deteccion de dafo incluyen técnicas locales y globales. Las
primeras van desde la simple inspeccion visual de la estructura (algo muy habitual
todavia en Ingenieria Civil), hasta las técnicas de ultrasonidos, emision acustica,
corrientes inducidas, termografia, métodos electromagnéticos, liquidos penetrantes, etc
[1.4]. Tienen en comdn que inspeccionan la estructura en intervalos de tiempo y
posiciones fijas, y su aplicacidn requiere una localizacién previa de las zonas dafiadas.
Suelen ser, ademas, lentas y caras, y de uso limitado. En contraste, durante la ultima
década ha tomado mucha fuerza la idea de inspeccionar la “salud” de toda la estructura
de manera continuada en el tiempo, extrayendo caracteristicas de la misma que permitan
aportar permanentemente conclusiones sobre su estado y, por tanto, sobre su tiempo de
vida y la necesidad de eventuales reparaciones. Es lo que se denominan técnicas
globales de deteccién de dafio, entendidas como sistemas integrados a la estructura que
permitan detectar la aparicion de fallos que supongan riesgo [1.5]. Son, en general,
métodos cuyo fundamento fisico reside en que el dafio altera las propiedades fisicas de
las estructuras (rigidez o amortiguamiento), produciéndose variaciones en su respuesta
dindmica. Es decir, la “salud” de la estructura se puede analizar a partir de los cambios
de sus caracteristicas dinamicas. En general, en este proceso de deteccion de dafio, se

requiere:

-Excitar a la estructura, bien sea naturalmente (viento, terremotos, ruido

ambiental, etc.) o de manera artificial (mediante impacto o actuadores piezoeléctricos).

-Recoger su respuesta, mediante sensores adecuados y ubicados

estratégicamente, transmitiéndola y almacenandola en una unidad central.

-Procesar las sefiales adquiridas, introduciendo variables caracteristicas que

sean sensibles a los mecanismos de dafio esperados.

-Introducir y aplicar algoritmos para la identificacion del dafio a partir de las
variables caracteristicas. Este proceso es un problema inverso y no lineal, cuya solucién

explicita, o no existe, 0 es muy complicada de obtener.

De acuerdo con Rytter [1.4], existen 4 niveles o grados de diagndéstico de dafio:
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-Nivel 1: deteccidn de la existencia de dafio. ¢ Existe dafio?.
-Nivel 2: localizacion del dafio. ;Donde esta el dafio?.
-Nivel 3: extensidn del dafio. ¢A qué zona afecta el dafio?.

-Nivel 4: pronostico del tiempo de vida restante de la estructura. ;Como va a

evolucionar el dafio?.

Como argumenta Frietzen [1.6,1.7], son muchos los problemas aun sin resolver
en cada uno de estos cuatro estos niveles. Por ejemplo, en el Nivel 1, el reto actual es
aumentar la sensibilidad y poder detectar dafios de pequefia envergadura en estados
iniciales, sin que el proceso elaborado nos proporcione falsas alarmas, algo muy comun
en materiales compuestos usados en estructuras de elevada responsabilidad. Son
muchos los trabajos que podemos encontrar en los ultimos afios que abarcan el tema de

deteccion de dafio, lo que pone de manifiesto su interés y actualidad [1.4-1.13].

Existen varios procedimientos para abordar la deteccion de existencia de dafio
dependiendo del tipo de estructura. Quizas los mas desarrollados son los que se basan
en extraer las frecuencias naturales y modos propios de vibracion de la estructura,
intentando observar variaciones de los mismos cuando la estructura estd dafiada
[1.4,1.11,1.13]. No obstante, cuando el tamafo del defecto es pequefio, estos
procedimientos con los tratamientos de sefial que habitualmente se usan, no llegan a
tener la suficiente capacidad de discriminacion. Es por ello que recientemente estan
teniendo cierto auge los procedimientos basados en las perturbaciones que un defecto
puede producir en una onda elastica transitoria que se propaga por la estructura [1.6].
No obstante, el desarrollo de estas técnicas no es el mismo que el de las primeras,
fundamentalmente por la escasez de algoritmos capaces de correlacionar la respuesta
experimental de la estructura con su dafio y llevar esta informacion a algo util, sin falsas
alarmas. En definitiva, para aumentar la sensibilidad a la existencia del defecto, e
incluso para mejorar su ubicacion (Nivel 2), se requiere introducir modelos
computacionales, tal y como sugieren Frietzen y Chang [1.5,1.7]. Ademas, estos
modelos deben ir en una doble direccion. Por un lado, partiendo de modelos fisicos
adecuados, se precisa introducir activa e intensamente la participacién de métodos

numéricos. De una revision bibliografica, se deduce que los investigadores en SHM no
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suelen tener un alto conocimiento en la aplicacion de métodos numéricos, usando
programas comerciales no disefiados para esta aplicacién. Por otro lado, tal y como
argumenta Fritzen en [1.7], se hace necesaria la participacion en el problema de
técnicas avanzadas de tratamiento de sefiales que permitan aumentar la capacidad de
discriminacion entre estructuras dafiadas y no dafiadas, a partir de un analisis mas eficaz
de los datos captados por los sensores. En este trabajo, por ejemplo, Fritzen
brillantemente aplica una teoria matematica desarrollada por Basseville en [1.9]
conocida como “Deteccion de Fallo basada en subespacios”, al caso de deteccion de
dafio en una estructura de material compuesto excitada por una sefial aleatoria. No
obstante, existen otras tentativas exitosas basadas en la aplicacion de modelos ARMA
[1.8], transformaciones tiempo-frecuencia de la sefial y vectores de Ritz [1.13], que
demuestran claramente que la participacion de técnicas avanzadas de tratamiento de

sefial introduce mejoras muy considerables.

De hecho, segin Frietzen, son tres los pilares basicos sobre los que se debe
asentar una técnica de SHM eficiente, teniendo en cuenta que el fallo de uno induciria el

fallo total de la técnica:

-Medidas precisas de los datos, lo que requiere de experimentos e instrumental
de calidad .

-Manejar un modelo fisico-matematico de referencia que se obtiene adaptando
un modelo numérico inicial del problema a los datos disponibles en una base de
estructuras no dafadas. Esto requiere desarrollar métodos numéricos eficaces y usar

modelos fisicos adecuados y cercanos a la realidad.

-Usar algoritmos eficientes para extraer parametros de dafio, usando tanto los
datos medidos como los del modelo numérico. Es decir, usar tratamientos de sefal

altamente discriminantes entre sefiales parecidas.

En el estado actual, avalado por los trabajos que hemos citado y que son de
reciente publicacion, la propuesta realizada en esta tesis es la de incorporar al problema

de SHM las siguientes metodologias:
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-El Método de Simulacion por Redes (MSR) para la modelizacion de
vibraciones en estructuras. El objetivo es introducir este método, ampliamente validado

en otros disciplinas fisicas, para tratar de obtener mejoras sobre otros métodos.

-La Transformada Wavelet (TW) como técnica avanzada de tratamiento
de sefales para la discriminacion de sefiales de vibracion generadas por estructuras
intactas y dafiadas. Esta técnica estd muy desarrollada y aplicada en otros campos,
detectdndose como una técnica muy valida para este fin, tal y como se refleja en algunos

trabajos ya publicados por otros autores.

1.2.- EI Método de Simulacion por Redes (MSR)

Este método numérico se basa en la elaboracion de un modelo en red eléctrica
equivalente al proceso fisico en estudio, y su posterior simulaciéon mediante un
programa de resolucién de circuitos (por ejemplo, PSPICE). Se considera un modelo en
red equivalente al proceso fisico estudiado cuando las ecuaciones diferenciales que lo
gobiernan y las ecuaciones de la red elemental coinciden. Esta equivalencia determinara
el campo de aplicacion del método y establecera la validez del modelo en red. La
técnica deriva de las teorias de Peusner [1.14], conocidas como Termodinamica de
Redes, y en ningln caso debe ser confundido con la tradicional y clasica analogia

electro-mecénica. El MSR es en esencia y en desarrollo, un método numeérico [1.15].

Para obtener el modelo en red, partiendo del modelo matematico que
proporciona la descripcién fisica del proceso, se elabora la celda en red elemental, es
decir, la correspondiente al proceso localizado en un volumen elemental. Para ello, las
ecuaciones matematicas con las variables independientes posicion y tiempo, son
discretizadas segun la metodologia de diferencias finitas, respecto de la variable
posicion, quedando continua la variable tiempo. Esta dependencia es finalmente resuelta
por el programa PSPICE (esta es la diferencia fundamental con otros métodos
numericos, por ejemplo, el de elementos finitos). La asociacion de tales redes
elementales describira el proceso en un medio finito, siendo la descripcion tanto mas
exacta cuanto mayor sea el nimero de celdas elementales conectadas. EI método tiene la

ventaja de que el PSPICE es un sofisticado programa de simulacién de redes, de altas
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prestaciones, con continuos reajustes del tamafio de paso, y con compensacion

automatica de situaciones de “overflow” y “underflow”.

El MSR ha sido usado para la resolucion de problemas tanto lineales como no
lineales en diferentes procesos fisicos, de los que resaltaremos su aplicacién al estudio
de procesos de electrodo [1.16], fendmenos de transporte en membranas [1.17] y

fendmenos de transferencia de calor [1.18], en todos ellos con excelentes resultados.

Sin embargo, el método aun no se habia usado para la simulacién de vibraciones
en solidos y mucho menos para la simulacion en situaciones en que existen defectos
locales o cualquier tipo de dafio estructural [1.19]. Conviene sefialar las citas que dan
los libros de Bockris [1.20] y Bard [1.21] de 1998 y 1999 sobre el MSR en capitulos

denominados “Numerical simulation-Recent Advances”.

1.3.- La Transformada Wavelet (TW)

La historia de las wavelets (u ondiculas, como algunos autores traducen), no es
muy vieja, entre 10 y 15 afios. Durante este tiempo son muchos los éxitos para la
comunidad cientifica en campos muy diversos. Entre otros: Biologia (distincion entre
membranas patologicas y sanas), Metalurgia (caracterizacion de superficies rugosas),
Finanzas (para detectar propiedades de rapida evolucion de valores econémicos),
Internet (descripcion del trafico en la red), Industria (supervision de rodamientos;
procesos de control de calidad no destructivo), Medicina (deteccion de crisis epilépticas,
deteccion de anormalidades en EEG y ECG, deteccion de tumores en mamografias,
interpretacion de imagenes de RSM, etc.), Radar y Sonar (Deteccidn automatica), entre
otros. La pregunta es, ¢por qué de este éxito?. En todas estas y en muchas otras
aplicaciones, el reto es obtener informacién util a partir de la respuesta (sefial) de un
sistema fisico (entendido en el sentido mas general del término), que llega “escondida”,
bien por otras sefiales, o por ruido. El anélisis de sefial ya tiene un gran arsenal de
técnicas a su disposicion para ello. Quizas la mas popular es la Transformada de Fourier
(TF), que descompone la sefial en senos de diferente frecuencia, algo que ha sido y
sigue siendo extremadamente util ya que el contenido en frecuencia de la sefial es muy
importante para describir el fendmeno fisico. Sin embargo, tiene una importante

limitacién: al transformar a la frecuencia, el tiempo se pierde totalmente, y por tanto, al
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mirar una TF, es imposible decir cuando ocurre un determinado suceso. Si la sefial es
estacionaria, esto no tiene importancia. Pero, sin embargo, si la sefial contiene
caracteristicas no estacionarias o transitorias (arrastres, tendencias, cambios abruptos,
comienzo y fin de sucesos, etc.), la TF es insuficiente, ya que no puede detectarlas. Para
ello, aunque se hicieron interesantes tentativas para superarlo como la Transformada de
Gabor, la forma mas légica la representa la TW, que basada en el uso de una técnica de
ventaneo de la sefial con intervalos de tamafio variable, permite usar intervalos de
tiempo grandes cuando deseemos informacion precisa a baja frecuencia, e intervalos
cortos cuando deseamos informacion de alta frecuencia. Quizas su mayor ventaja es su
capacidad para realizar un analisis local de la sefial, pudiendo revelar aspectos de los
datos que otras técnicas pierden, como son tendencias, puntos de ruptura,
discontinuidades en altas frecuencias, comparacion entre sefiales muy similares,
eliminacion de ruidos, compresion de sefiales, etc. Son interminables las citas que
podriamos incluir sobre fundamentos y aplicaciones de la TW. Baste citar, por ejemplo,
los libros de Meyer [1.22], considerado como el padre de los libros de wavelets, y el de

Kaiser [1.23], por ser un libro orientado hacia la Fisica.

1.4.- La TW en deteccidon de dafo con vibraciones: estado actual

Los métodos de SHM mas usuales son los de ultrasonidos [1.6] y los basados en
vibraciones [1.4]. Los métodos basados en vibraciones son, en general, més adecuados
para grandes estructuras que los basados en ultrasénicos, pues los ultrasonidos decaen
relativamente rapido y llegan a ser indetectables. Los métodos vibracionales estan
basados en que cualquier dafio en una estructura produce un incremento local en la
flexibilidad, induciendo cambios en sus propiedades dinamicas, es decir, cambios
especificos en sus frecuencias naturales, factores de amortiguamiento y en la forma de
sus modos de vibracion. El analisis de tales cambios puede usarse para la identificacion
del dafio. Dentro de los métodos de vibraciones, los mas extendidos son aquellos que
usan los cambios en las frecuencias naturales, por cuanto son relativamente féciles de
obtener y sensibles al dafio local y global. Entre sus inconvenientes esta que cualquier
cambio en la masa estructural, aunque no provenga de un dafio, se vera reflejado en
ellas. Otra posibilidad es usar los modos de vibracién. Este tipo de métodos ha ido

aumentando conforme se iba mejorando la precision y la rapidez de los sistemas de
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medida. No obstante, presentan los inconvenientes de que hay que medir en muchos
puntos de la estructura para obtenerlos (alto niUmero de sensores), la baja precision de
los modos respecto de las frecuencias naturales, y la menor sensibilidad al dafio. Hay
trabajos en los que se usan simultaneamente frecuencias y modos de vibracion [1.24].

Esta relacion directa entre el dafio y la respuesta vibracional, conocido como
Analisis Modal [1.11], es especialmente adecuada si la region dafiada es grande. Sin
embargo, si el defecto es muy pequefio (por ejemplo, una fractura en sus primeros
estadios) puede estar muy localizado y las sefiales de vibracién inducidas son no
estacionarias, mientras que los datos modales son globales y estacionarios. Ademas, los
defectos de muy baja intensidad apenas si tienen influencia en los modos de bajo orden,
perturbando solo los modos de orden alto. Los ultimos modos no pueden medirse
facilmente, y ademés se enmascaran con el ruido generado. Resumiendo, cuando el
dafio solo produce pequefias variaciones de las propiedades mecénicas, es dificilmente
detectable por métodos modales. Para estos problemas, el analisis wavelet parece ser
una herramienta prometedora que permite la deteccidén y localizacion de dafio. Su

principal ventaja es su aplicabilidad al analisis local de una sefial [1.22, 1.23].

Fue Newland el primero en aplicar la TW a las sefiales de vibracion [1.25],
aunque su trabajo no estaba especificamente dirigido a la deteccion de dafio. Los
primeros articulos que se ocuparon de ello fueron los de Surace y Ruotolo [1.26], Wand
y McFadeen [1.27] y Liew y Wang [1.28]. Estos ultimos autores aplican la TW
espacial, especificamente a la identificacion de fracturas en estructuras. Usan las
vibraciones libres de vigas fracturadas con una reduccion local de la rigidez, mostrando
que los coeficientes wavelet calculados a lo largo de la viga presentan un maximo
justamente en la localizacion de la fractura. Otros articulos que tratan con vigas, laminas
y estructuras articuladas han validado esta técnica, convirtiéndola en una herramienta de
investigacion prometedora [1.26-1.47]. Debe enfatizarse, sin embargo, que la mayoria
de los trabajos describen la aplicacién de TW a las sefiales donde el desplazamiento,
tension o aceleracion se calculan en funcién de la posicién en determinados instantes de
tiempo (es decir, la TW espacial). Son pocos los trabajos encontrados en la literatura
especializada en los que se haya usado la TW en el dominio del tiempo para analizar las
sefiales de vibracion medidas en diferentes localizaciones, ya que es mas complicado

localizar el dafio con este tipo de calculo.
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Una de las aportaciones de esta tesis es su aplicacion al caso de vibraciones
forzadas. En la bibliografia sobre la aplicacion de la TW a vibraciones en barras para la
deteccion de defectos, en casi todos los trabajos, de una u otra forma, se trabaja con los
modos de vibracion de la barra, o en situaciones estaticas [1.19]. Hasta la fecha existe
muy poca documentacion sobre la posibilidad de detectar dafio mediante vibraciones
forzadas. En nuestra opinidén esto es una laguna, ya que experimentalmente estas
vibraciones son mas faciles de generar. De hecho, en muchas de las ocasiones en que se
usan vibraciones naturales, la barra es excitada con fuerzas armonicas cuyas frecuencias

coinciden con las frecuencias naturales de la barra [1.34].

Hay ciertas diferencias entre trabajar con vibraciones libres y forzadas. En el
primer caso, las ondas son estacionarias y no cambian su forma a lo largo del tiempo,
mientras que en el segundo la forma de la onda en cada punto de la barra varia
considerablemente a lo largo del tiempo. Esta variacion significa que, inicialmente, no
hay forma de saber con certeza si la deteccion del defecto va a ser posible. Otro
problema adicional es que los resultados varian considerablemente dependiendo del
tiempo o de la posicion elegidos para medir la onda, asi como del tipo de fuerza

aplicada.

1.5.- Objetivos

El objetivo fundamental de esta tesis es aportar métodos de identificacion de
dafio que sean lo mas eficientes posibles. En este sentido, se pretende analizar las
aportaciones que pueden realizar el MSR como método numérico y la TW como técnica

de analisis de sefales.

Respecto del MSR, teniendo en cuenta que es la primera vez que se propone su
utilizacion en problemas mecanicos en general, y en vibraciones en particular, nuestros
objetivos en esta tesis se centran solamente, y como primer paso, en vibraciones en
elementos estructurales de 1D, es decir, en barras. Se deja para futuras investigaciones
su extension a estructuras mas complejas. Mas concretamente, se pretende validar el
método para vibraciones longitudinales y transversales, en ambos casos, tanto en
condiciones de barra libre (vibraciones naturales) como forzada (vibraciones forzadas),

para diversas condiciones de contorno habituales en la practica. Todo ello para barras no
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dafadas y dafiadas. De estos modelos numericos se espera que nos permitan obtener la
respuesta vibracional de barras, para su analisis posterior en el proceso de deteccion del

dafio.

Respecto de la TW, se debe tener en cuenta que, tal y como se ha comentado en
el apartado anterior, existen varios antecedentes de su aplicacion en el proceso de
deteccion de dafio. Sin embargo, como hemos indicado antes, son pocos los trabajos que
abordan la utilizacién de vibraciones forzadas y el uso de sefiales temporales medidas
en un solo punto de la estructura. Es ahi donde se pretende avanzar en esta tesis. Mas

concretamente, los objetivos mas relevantes en este aspecto son:

-Analizar de qué manera influye el orden del modo propio elegido en el proceso

de deteccién de dafio, cuando se usan vibraciones naturales.

-Establecer un mecanismo de identificacion de dafio hasta Nivel 3 basado en la
TW realizada sobre sefiales de vibracion temporales libres o forzadas medidas en un
solo punto de la barra, disminuyendo asi el nimero de sensores a utilizar y el nimero de

realizaciones del experimento.

-Evaluar las posibilidades de la TW para la identificacion de dafio hasta Nivel 3
a partir de vibraciones forzadas, tanto sefiales espaciales a tiempo fijo como sefiales

temporales en una posicion fija.

Todos estos objetivos se pretende conseguirlos solo para vibraciones
longitudinales. Se deja para trabajos futuros su extension al caso de vibraciones

transversales.

1.6.- Organizacion de la Memoria

La tesis esta dividida en 8 capitulos, uno de ellos esta introduccion, y el dltimo
un resumen de las conclusiones mas relevantes. Los 6 restantes (Capitulos 2-7), se

pueden agrupar en tres bloques:

-Bloque 1 (Capitulos 2, 3 y 4): En los que se exponen y analizan
aspectos tedricos de las técnicas utilizadas. El Capitulo 2 estd dedicado a los

fundamentos del MSR. El Capitulo 4 se dedica a la teoria basica de la TW. Por su parte,
11
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en el Capitulo 3 se resumen los aspectos tedricos sobre vibraciones longitudinales y
transversales en barras, tanto naturales como forzadas. En ambos casos se deducen las
soluciones teoricas que serviran de validacion del MSR en los Capitulos 5 y 6, muchas
de las cuales son originales de esta tesis. En el caso de vibraciones transversales se
consideran los dos modelos fisicos mas cominmente usados en la bibliografia, el de
Euler-Bernouilli [1.48] y el de Timoshenko [1.49].

-Bloque 2 (Capitulos 5 y 6): En ellos se exponen los resultados de la
simulacion con el MSR de vibraciones longitudinales (Capitulo 5) y transversales
(Capitulo 6) en barras homogéneas (sin dafio), para diferentes condiciones de excitacion
(vibraciones naturales y forzadas, con diferentes tipos de cargas aplicadas). En ambos
casos se deducen los modelos en red, que una vez simulados con PSPICE, se validan
con las soluciones tedricas aportadas en el Capitulo 3. En el Capitulo 6 se deducen los
modelos en red para los modelos de Euler-Bernouilli y Timoshenko en el caso de

vibraciones transversales.

-Bloque 3 (Capitulo 7): Se consideran vibraciones longitudinales en
barras con dafio, modelizado este como disminuciones locales de densidad o rigidez de
las barras. En este caso la potencialidad del MSR permite obtener de manera sencilla los
modelos en red que simulan las vibraciones de estas barras dafiadas. Sobre ellas se
propone la aplicaciéon de la TW para identificar el dafio hasta Nivel 3. El capitulo se
estructura en dos partes, una dedicada a vibraciones naturales y otra a vibraciones
forzadas. En ambos casos, la deteccion de dafio se realiza siguiendo dos metodologias
completamente diferentes. En primer lugar, se parte de la medicion de la sefial de
vibracién en diferentes puntos de la barra a un tiempo fijo, aplicando, por tanto, la TW
espacial. En segundo lugar, la identificacion se realiza partiendo de la medicién de la
vibracion en un punto determinado, a lo largo del tiempo, aplicando la TW temporal. En
todos los casos, se hace un exhaustivo estudio de la capacidad de identificacion de dafio
que tiene la técnica, en funcién de parametros tales como el orden del modo de
vibracidn, la intensidad del defecto, el tipo de defecto, el tipo de carga aplicada y su
frecuencia en el caso de vibraciones forzadas arménicas, y en algunos casos, del tipo de

wavelet y escala usada.
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CAPITULO 2

EL METODO DE SIMULACION POR REDES

2.1.- Introduccion

Por Método de Simulacion por Redes (MSR) designamos un procedimiento
fisico-matematico de simulacion y estudio de sistemas dinamicos, basado en la
elaboracion de un modelo en red eléctrica equivalente al proceso fisico en estudio, y su
posterior simulacién mediante la implementacion de tal modelo en red con un programa
de resolucion de circuitos eléctricos adecuado. Este método es el resultado de la
combinacion de numerosas contribuciones investigadoras, que han aunado la
Termodindmica de Redes con la simulacion por ordenador, y del avance realizado en las
dos ultimas décadas en materia de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales de
circuitos eléctricos y electronicos complejos mediante métodos numéricos, dando lugar

ésto ultimo a una gran profusién de programas informaticos destinados a este fin.
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Podriamos decir que son dos los pilares en los que se sustenta la técnica utilizada
en esta tesis: por una parte, la llamada Termodinamica de Redes [2.1, 2.2, 2.3] y, por

otra, la aparicién de programas de simulacion de circuitos, tal como PSPICE.

Fruto de posteriores investigaciones, que tuvieron el acierto de combinar los
resultados obtenidos en las investigaciones cuyos resultados arriba indicabamos, es el
actualmente llamado Método de Simulacién por Redes, nombre que, aunque de reciente
acufiamiento, ha tenido ya brillantes y numerosas aplicaciones en otros procesos fisicos
desde la década de los 80, entre los que destacamos los estudios de fendmenos de
transporte en membranas [2.4, 2.5], de procesos de electrodo [2.6, 2.7], de fendmenos
electrocinéticos en particulas coloidales [2.8, 2.9, 2.10, 2.11] y de procesos de
transferencia de calor [2.12, 2.13, 2.14, 2.15, 2.16].

En los apartados siguientes nos dedicaremos a explicitar las bases del MSR y su
forma de utilizacion. Pero antes, creemos necesario detenernos en dos puntualizaciones
que a lo largo de los afios en que se ha venido usando esta técnica, han dado lugar a

confusiones.

En primer lugar, el MSR es conceptualmente distinto de las Ilamadas analogias
mecano-eléctricas presentes en esta rama de la fisica, y de las que podemos encontrar
numerosas muestras en cualquier texto de mecanica clasica [2.17, 2.18], ya que este tipo
de analogias tienen como origen la semejanza de las ecuaciones que describen los
procesos, como medio la elaboracion del circuito y como fin, la implementacion fisica
de un circuito eléctrico equivalente, todo ello como procedimiento de obtencion de
resultados numéricos de los sistemas mecanicos. Obviamente, en casos muy simples
esta implementacion puede ser Gtil, fundamentalmente con fines pedagdgicos, pero en la
mayoria de los casos reales se hace practicamente imposible, tanto por el costo de los
elementos de circuito a implementar, como por la dificultad logistica que representa la

construccion de los circuitos representativos.

Otro de los puntos que pueden llevar a confusion es el referido al MSR visto
como método numérico. Son muy conocidos, y ampliamente aplicados en el campo de
las vibraciones, métodos numéricos basados en diferencias finitas [2.19], elementos
finitos [2.20, 2.21], o lineas de transmision [2.22], por enumerar aquellos con los que

pudiera llevar a confusién en sus planteamientos o forma de trabajar con el MSR.
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En cuanto a los metodos de diferencias finitas y de elementos finitos, la
diferencia fundamental con el MSR radica en la doble reticulacién, espacial y temporal,
que llevan a cabo, al contrario que el MSR, cuya reticulacién previa a la resolucion de

las ecuaciones en derivadas parciales es solo espacial.

El método de lineas de transmision (TLM), si bien coincide con el MSR en la
sola discretizacion espacial y tratamiento continuo de la variable temporal, se diferencia
en el tratamiento de las variables a considerar para resolver el problema, lo que lleva no

solo a diferencias formales, sino también a diferencias en la interpretacion de resultados.

Antes de pasar a describir la metodologia de uso del MSR, serd conveniente
introducir los fundamentos de la Termodindmica de Redes y el “modus operandi” del
programa de simulacién de circuitos usado en este trabajo (PSPICE), que como
comentabamos con anterioridad, pueden considerarse como bases sobre las que se

apoya el MSR.

2.1.1.- Termodinamica de redes

La termodindmica de redes es una metodologia alternativa que, para el estudio
de un proceso dado, centra su atencion en el modelo en grafo del sistema, en lugar de en
el modelo matematico, de forma que a partir de dicho grafo, no solo podriamos obtener
el modelo matematico, sino que, ademas, tiene la capacidad de suministrar mayor
informacion, ya que incorpora la topologia del sistema, haciendo evidente la naturaleza

de los subsistemas y el modo en que interaccionan entre si.

Surgida en la década de los 70, a partir de los trabajos de Oster, Perelson y
Katchalsky [2.23] por un lado, y Peusner [2.2], por otro, tenia como finalidades, por una
parte, dotar a la termodindmica de una estructura matematica similar a la teoria de
sistemas dindmicos y, por otra, posibilitar el estudio de sistemas dinamicos altamente

organizados mediante la termodindmica de los procesos irreversibles.

En la termodindmica de redes los efectos disipativos, de almacenamiento y de
conversion energética en un sistema se incorporan a la geometria del grafo, que, junto
con su topologia, que incluye las leyes de conservacion y continuidad que se denominan

ahora leyes de flujo y fuerza de Kirchhoff, definen el sistema completamente. El
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lenguaje de la termodinamica de redes permite elaborar modelos de sistemas que
satisfacen las leyes termodinamicas, que tienen en cuenta los procesos e interacciones
gue se suponen basicos en el fendmeno real y que, en definitiva, proporcionan su

estructura dinamica esencial.

Como método alternativo, podriamos decir que una de sus mayores ventajas
sobre otros métodos de analisis de sistemas, es proporcionar una representacion grafica
de los procesos que acontecen en el sistema, ademas de obvias ventajas intuitivas, ya
que revela el papel de la topologia del sistema en su comportamiento dindmico, hasta el
punto de que caracteristicas de sistemas dinamicos consideradas previamente como
restricciones energéticas, pueden ser clasificadas mas propiamente como “ligaduras

topoldgicas” y, como tales, consecuencia de la estructura del sistema [2.24].

2.1.2.- Simulacion

La segunda de las bases en que se sustenta el MSR son los programas de
simulacion de circuitos, y mas concretamente el programa PSPICE, que sera el usado en

esta Memoria. Dedicaremos, a continuacién, unos breves comentarios a él.

El programa PSPICE [2.25] es uno de los programas de la familia de
procedimientos dirigidos a la simulacién de circuitos denominada SPICE2 [2.26]. La
estructura operativa del programa es andloga a la de cualquier otro programa de

simulacion de circuitos, de la que damos cuenta a continuacion de forma esquematica.

Para nuestros intereses, la parte mas importante del programa es la referida al
analisis, pues determina la solucion numérica del circuito. Para llevar a cabo la
transicion desde el circuito fisico hasta el sistema de ecuaciones, cada elemento en el
circuito se representa por un modelo matematico. Las ecuaciones que describen el
circuito completo deben satisfacer, en consecuencia, las restricciones que implican las
relaciones de rama, es decir, las ecuaciones del modelo matematico de cada elemento,
asi como las ligaduras topologicas que implican satisfacer las leyes de Kirchhoff en
cada instante. Analizar el circuito es, en definitiva, obtener la solucion de las ecuaciones
del circuito que son, en general, sistemas de ecuaciones algebraico-diferenciales. Pero
en un circuito dado, se pueden hacer distintas clases de analisis, y de nuestro interés

aqui solo seré el analisis transitorio y en continua para circuitos lineales.
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El andlisis en continua de PSPICE determina el punto de trabajo del circuito en
continua, con las bobinas cortocircuitadas y los condensadores en circuito abierto. Antes
de hacer el anélisis transitorio, se realiza automéaticamente un andlisis en continua para
determinar las condiciones iniciales del transitorio. El analisis transitorio determina la
respuesta temporal del circuito en un intervalo de tiempo especificado [0,T]. La solucion
transitoria se determina computacionalmente dividiendo el intervalo temporal en un
conjunto discreto de puntos temporales (0, t;, t5, ..., T). En cada punto se utiliza un
algoritmo de integracion numérica para transformar las ecuaciones diferenciales del
modelo de cada elemento de circuito capaz de almacenar energia en ecuaciones
algebraicas equivalentes, que podran ser lineales o no. En caso de ser no lineales, se
linealizan mediante el método de Newton-Raphson, que aproxima cada no linealidad en
el circuito por una serie de Taylor truncada después del término de primer orden. Con
ello, en cada interaccion se obtiene la solucion de un circuito lineal, para lo cual se
precisa, ademas de los procesos de integracion y linealizacion ya mencionados,
formular las ecuaciones del circuito linealizado y obtener la solucion de tal sistema de
ecuaciones. Una vez que se alcanza la convergencia, la solucion correspondiente a cada
punto temporal se almacena y se repite el proceso para el siguiente tiempo, hasta llegar
al final del intervalo temporal (Figura 2.1). Para un analisis en continua, el lazo externo
de la figura no se utiliza y, ademas, si el circuito contiene Unicamente elementos
lineales, el lazo interno de iteracién se elimina ya que la solucion se obtiene en una

iteracion.

Los algoritmos utilizados en PSPICE, que se documentan en la tesis de Nagel
[2.26], son el resultado de implementaciones cuidadosas, modificaciones y
comparaciones de los métodos numéricos existentes en el contexto especial de la
simulacion de circuitos. El objeto de estos analisis es, l6gicamente, la eleccion de los
mejores métodos en un programa de simulacion de circuitos electronicos que pretende

ser exacto y eficaz, con una interaccion minima por parte del usuario.

En concreto, en PSPICE la formulacion de las ecuaciones del circuito se realiza
utilizando el método conocido como Anélisis Nodal Modificado, que proporciona la
misma generalidad que otros métodos de formulacion y origina un sistema de

ecuaciones casi simétrico que se resuelve con un esfuerzo computacional (numero de
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instrucciones en lenguaje maquina, en definitiva) comparable a los métodos nodales

mas simples.

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, el programa PSPICE utiliza el
meétodo directo de eliminacion conocido como de factorizacion LU. Y para minimizar el
numero de elementos de matriz nulos que se convierten en no nulos en las distintas
operaciones usa el método de Markowitz, equivalente a otros métodos mas sofisticados

pero que requiere menor cantidad de tiempo CPU para reordenar las ecuaciones.

Si un circuito tiene elementos no lineales, tanto su andlisis transitorio como en
continua requieren un método de resolucion de ecuaciones algebraicas no lineales, que
determinara la solucion del sistema mediante una secuencia iterativa de soluciones de
ecuaciones linealizadas. En la mayor parte de los programas de simulacion de circuitos
el método usado es el de Newton-Raphson. Sin embargo, este algoritmo no puede ser
aplicado directamente a problemas de simulacion de circuitos a menos que se realicen
modificaciones, debido a la naturaleza exponencial de las ecuaciones que modelan
ciertos dispositivos electrénicos, que pueden dar lugar a “overflow” numeéricos. De las
diversas modificaciones de este método analizadas por Nagel, es el método Colon el
mas facil de implementar y el que requiere el menor nimero de iteraciones para
converger, por lo que es el implementado en PSPICE, junto con un nuevo criterio de
convergencia, basado en el grado de aproximacion de las relaciones de rama
linealizadas respecto de las relaciones de rama originales no lineales, criterio que es
independiente de qué variables del circuito sean elegidas como incognitas en el

algoritmo de formulacion de las ecuaciones.

Finalmente, el andlisis transitorio requiere un algoritmo de integracion y un
método de variacion dindmica del paso del tiempo de integracion para mantener una
razonable exactitud en la solucion. La eleccion de los métodos de integracion
implementados en el programa PSPICE esta basada en el analisis del error de truncacion
local y en la estabilidad. Estas propiedades son en general antagonicas, por lo que se
requiere una solucién de compromiso que, en los métodos polinomiales, se concreta en
el orden del método. Ademas, debido a que ciertos circuitos pueden dar lugar a un
sistema de ecuaciones “stiff” (es el caso de circuitos que poseen constantes de tiempo
grandes y pequefias) es conveniente que el algoritmo de integracion sea “stiff-estable”

(lo serd cuando sea estable al tender a infinito el paso de tiempo). La disyuntiva se
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resuelve con la incorporacion al programa PSPICE de los métodos de integracion
trapezoidal y Gear de orden variable, de dos a seis. Ademas, este programa incorpora un
algoritmo de variacion y control del paso de tiempo de integracion de modo que sea
aceptable el error de truncacion local.

2.2.- Metodologia

La elaboracion del modelo en red equivalente a un proceso dado requiere la
introduccién de algunos conceptos y simbolismos de uso frecuente, asi como la
estructura operacional necesaria para el andlisis del problema. A estos aspectos le

dedicaremos las siguientes lineas.

Dado un sistema, a cada modo de interaccion de éste con el medio se le designa
como una puerta energética, de modo que puede hablarse de una puerta térmica,
mecanica, eléctrica, etc. Si el sistema y el medio interactian mediante una determinada
puerta energética, su interaccion implica una transferencia de energia o potencia, la cual
viene expresada por el producto de dos variables, denominadas usualmente flujo, J, y
fuerza, X, magnitudes medibles que se consideran variables dinamicas bésicas. Las
fuerzas pueden considerarse relacionadas con la diferencia de otras magnitudes, que
suelen llamarse potenciales, ®, por analogia con el potencial eléctrico. Tal modo de
interaccion puede representarse, en el caso mas simple, por una monopuerta, es decir un
elemento de dos terminales al que se le asocian las variables flujo y fuerza, tal que el
flujo es el mismo en cada terminal, y la fuerza es la diferencia de potencial entre sus
extremos. Las monopuertas pueden considerarse versiones matematicas idealizadas de
componentes reales de un sistema o de los subsistemas en que éste pueda dividirse, 0

bien utilizarse para representar determinados efectos fisicos.

Al analizar un sistema dinamico mediante la Termodindmica de Redes se
subdivide mentalmente en subsistemas homogéneos y cada uno de ellos, a su vez, es
separado conceptualmente en partes, en base a los procesos reversibles o irreversibles
que puedan coexistir. Los subsistemas reversibles se supone que almacenan energia sin
pérdida, mientras que los irreversibles disipan energia sin almacenarla. Cada uno de
estos subsistemas se identifica con una puerta energética. Esto da lugar, en los casos
mas sencillos, a disponer de una serie de monopuertas que serd preciso conectar para
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disponer de un modelo grafico del sistema, es decir, un conjunto de lineas o ramas, un
conjunto de vértices o nudos, y una ley de asociacion de las ramas a los distintos pares
de nudos, es decir, un grafo. En cada monopuerta se asocia, bien arbitraria o
fisicamente, un sentido al flujo, representdndolo mediante una flecha, resultando asi una
red, es decir, un grafo dirigido en el que las ramas estan asociadas. Pero para que tal red
represente un cierto sistema dinamico, en la Termodinamica de Redes se imponen las
ligaduras topologicas de que las variables dinamicas obedezcan las leyes de Kirchhoff,
gue no son mas que otra forma de expresar las condiciones de conservacion y
continuidad. Asi, a las variables de flujo se les exige el requerimiento de su
conservacion a través de los limites de los subsistemas, es decir, que obedezcan la ley
de corrientes de Kirchhoff, por lo que se denominan variables LCK. Las variables
fuerza vendran definidas con la condicion de que sean funciones Unicas y continuas de
la posicion a través de los limites, esto es, que satisfagan la ley de voltajes de Kirchhoff,
por lo que reciben el nombre de variables LVK. De este modo, se asocian a los
elementos del grafo o de la red dos estructuras algebraicas independientes: un conjunto
de flujos que obedecen a una ley de conservacién local (LCK) y un conjunto de fuerzas
que satisfacen una condicidon de unicidad (LVK).

En consecuencia, cada monopuerta tiene asociadas dos variables, una de ellas,
variable LVK. Desde un punto de vista mas abstracto, una monopuerta puede definirse
como una funcién que asigna a una variable LCK, una variable LVK, llamandose
ecuacion constitutiva a la relacion que dicha funcion establece entre dicho par de
variables. En este sentido, lo esencial en cuanto a las variables que caracterizan una
monopuerta es ser variables LCK y LVK, y no que su producto tenga necesariamente
dimensiones de potencia. Por tanto, las propiedades puramente topoldgicas de una red
estan relacionadas con las leyes de Kirchhoff, mientras que las propiedades geométricas

estan conectadas con las relaciones constitutivas.

Las propiedades topoldgicas dependen Unicamente de la asignacién de las
conexiones entre los diferentes puntos, o de las posibles combinaciones de trayectorias
que unen un nudo dado con otros. Son independientes de las medidas y, desde un punto
de vista topoldgico, dos grafos seran iguales o isomorfos si las asociaciones de vértices
y ramas son las mismas. Las propiedades asociadas a las medidas son las geométricas.

Dos grafos son iguales geométricamente si los potenciales y flujos de cada punto y rama
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correspondiente son iguales para cualquier conjunto de valores que puedan ser elegidos
para los flujos o las fuerzas, lo que requiere que deban ser especificadas las relaciones
constitutivas. Las propiedades topoldgicas de un sistema o proceso fisico estan
relacionadas con la estructura l6gica de la teoria, mientras que las propiedades
geométricas estaran relacionadas con la fenomenologia. Las propiedades geométricas de
la red, es decir, sus caracteristicas métricas, se siguen de las relaciones constitutivas.
Las propiedades topoldgicas de una red representativa de un proceso o sistema fisico se
obtienen de las leyes de Kirchhoff. De hecho, dichas leyes constituyen una serie de
restricciones lineales en los valores instantaneos que pueden tomar los flujos y las
fuerzas y, dado que estas limitaciones dependen Unicamente del modo en que se
conecten los elementos de la red, las leyes de Kirchhoff pueden considerarse como

ligaduras topolégicas.

Dichas ligaduras, ademas de implicar la conservacién y continuidad de flujos y
fuerzas, respectivamente, dan lugar al denominado teorema de Tellegen, aplicable a
cualquier tipo de red, lineal o no lineal, pasiva o activa, que establece que la suma
extendida a todas las ramas de una red del producto de fuerzas y flujos en cada una de

ellas es cero:
D XJ; =0 (2.1)

Este teorema admite una inmediata interpretacion en conexién con la conservacion de la
energia o la potencia, lo que evidentemente no es un resultado fisico nuevo, pero si
importante, ya que no se necesita hacer uso de las relaciones constitutivas, sino que se
asienta exclusivamente en las leyes de Kirchhoff para flujos y fuerzas, que son
propiedades topoldgicas [2.1].

Para describir el comportamiento dinamico de un sistema, ademas de las
variables flujo y fuerza, es a veces necesario disponer de las variables denominadas

momento, p, y desplazamiento, g, definidas mediante las expresiones diferenciales:
dp(t) = X(t)dt (2.2)

dg(t) = J(t)dt (2.3)

28




CAPITULO 2. EL METODO DE SIMULACION POR REDES

Si la potencia, P(t), viene definida por el producto de las variables flujo y fuerza, la

energia sera:

E(t) = [P(t)dt = [ X(t)J(t)dt (2.4)
o bien, introduciendo las variables p o q:

E(t) = [ X(t)da(t) = [I(t)dp(t) (2.5)

El momento, p, y el desplazamiento, g, son variables LVK y LCK,
respectivamente, si asi lo son X y J. Estas cuatro variables son los Gnicos tipos que se
necesitan para modelar un sistema fisico dindmico. Sin embargo, la energia no puede
evaluarse mediante las expresiones (2.4) y (2.5), a menos que se conozcan las relaciones
entre las variables del integrando. Es decir, antes de que las variables J, X, q, p, se
puedan utilizar para describir el comportamiento de un sistema real, se deben introducir

las propiedades fisicas del sistema, mediante las llamadas relaciones constitutivas.

2.2.1.- Monopuertas bésicas

Las monopuertas pueden clasificarse en dos grupos bien diferenciados. El
primero es el de monopuertas pasivas, que representan algin tipo de disipacion o
almacenamiento. El segundo es el de monopuertas activas o fuentes. Tanto la definicidn
como la representacion de estas funciones proviene de la Teoria de Circuitos, por lo que
a la hora de construir la red ésta tendra el aspecto de un circuito eléctrico, lo que hace
que sea natural su resolucion mediante un programa de simulacién de circuitos

eléctricos.

2.2.1.1.- Monopuertas pasivas

a.- Monopuerta resistiva

La monopuerta resistiva o resistencia es un elemento de la red asociado a una
relacion entre las variables temporales de las variables fuerza (diferencia entre dos
potenciales contiguos) y flujo de una misma rama. Esta relacion se establece mediante
una funcién independiente del tiempo, llamada resistencia R, que puede depender 0 no
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del flujo o de la fuerza. En el caso mas simple, esta relacion consiste en que la fuerza es

proporcional al flujo, siendo R la constante de proporcionalidad:

X
7 =R (2.6)

Una monopuerta resistiva representa efectos disipativos en el sistema. No tiene
“memoria”, lo que significa que no almacena o integra nada en el tiempo, asi que su
accion es instantanea. EI simbolo por el que representaremos esta monopuerta es el de la

Figura 2.2.

VWW\

Figura 2.2. Representacion de una monopuerta resistiva.

b.- Monopuerta capacitiva

La monopuerta capacitiva o condensador es un elemento de la red asociado a
una relacion entre la variable flujo y la derivada temporal de la variable fuerza de una
misma rama, que se establece mediante una funcion independiente del tiempo llamada
capacidad C:

dXx
J=C— (2.7)
dt

Este elemento esta asociado a algin tipo de almacenamiento y funciona sin
originar ningun tipo de disipacion energética. Su representacion simbolica viene dada en

la Figura 2.3.

+h

Figura 2.3. Representacion de una monopuerta capacitiva.
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c.- Monopuerta inductiva

La monopuerta inductiva o bobina es un elemento de la red asociado a una
relacion entre la fuerza y la derivada temporal del flujo de una misma rama, establecida

a traves de una funcion no dependiente del tiempo llamada inductancia I:
X=1— (2.8)
La monopuerta inductiva también puede estar relacionada con algun tipo de

almacenamiento de inercia, sin que origine disipacion energética. Se representa

mediante el simbolo de la Figura 2.4.

(RN00)

Figura 2.4. Representacion de una monopuerta inductiva.

2.2.1.2- Monopuertas activas

a.- Fuente independiente de fuerza

Una fuente independiente de fuerza es un elemento de la red que establece o fija
la diferencia de potencial (fuerza) entre dos puntos consecutivos de la red. Esta fuerza
puede ser fija o variar con el tiempo, pero es algo establecido de forma externa que no
depende de ninguna otra variable de la red. El simbolo de esta monopuerta se muestra

en la Figura 2.5.

Figura 2.5. Representacién de una fuente independiente de fuerza.
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b.- Fuente dependiente de fuerza

Una fuente dependiente de fuerza es un elemento de la red que establece la
fuerza entre dos puntos consecutivos de la red, pero, a diferencia de lo que ocurre en la
fuente independiente de fuerza, depende del potencial de uno o varios puntos de la red o
del flujo a través de una rama, dependencia que puede ser lineal o no. La representacion

simbdlica de esta monopuerta se muestra en la Figura 2.6.

Figura 2.6. Representacion de una fuente dependiente de fuerza.

c.- Fuente independiente de flujo

Una fuente independiente de flujo es un elemento de la red que fija el flujo de
una rama mediante una funcion que puede ser constante o depender del tiempo, pero
que no depende de ninguna otra variable de la red. Se representa mediante el simbolo de

la Figura 2.7.

Figura 2.7. Representacion de una fuente independiente de flujo.

d.- Fuente dependiente de flujo

Una fuente dependiente de flujo es un elemento de la red que fija el flujo de una
rama, pero, al igual que ocurre con la fuente dependiente de fuerza, este flujo depende
del potencial de uno o varios puntos de la red o del flujo de una rama, pudiendo ser esta
dependencia lineal o0 no. La representacion de esta monopuerta se muestra en la Figura
2.8.
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Figura 2.8. Representacién de una fuente dependiente de flujo.

2.2.2.- Programacion y simulacién

Las distintas monopuertas nos permiten la confeccién y elaboracién del modelo
en red que represente al proceso fisico bajo estudio. Una vez establecido dicho modelo
en red, debemos escribir el programa correspondiente para que el programa PSPICE
pueda realizar su analisis y obtener a la salida los datos numéricos y/o gréaficos sobre tal
circuito y, por tanto, del sistema dinamico problema, con lo que dariamos por finalizado
el proceso del MSR (véase la Figura 2.9).

Modelo matematico
del proceso fisico

Disefio de la
celda elemental

Incorporacion de
las condiciones de
contorno

A

Modelo en red

Incorporacion de
las condiciones
iniciales

P
<«

\4
Simulacién mediante un

programa de resolucion de
circuitos eléctricos (PSPICE)

Figura 2.9. Esquema de la aplicacion del MSR a un proceso fisico.
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CAPITULO 3

VIBRACIONES EN BARRAS

3.1.- Introduccion

Este capitulo tiene por objeto sintetizar los aspectos tedricos de las vibraciones
longitudinales y transversales de una barra, fendmeno fisico que se conoce y estudia
desde hace mucho tiempo. Asi, el estudio de las vibraciones longitudinales comienza
con la formulacion de Robert Hooke, en 1678, de la ley de proporcionalidad entre el
esfuerzo y la deformacion para solidos elésticos, que permitid obtener tedricamente la
ecuacion de ondas longitudinales en una barra. El estudio de las vibraciones
transversales comienza en 1744 con el desarrollo por Leonard Euler y Daniel Bernoulli
del primer modelo para estas vibraciones, obteniendo la ecuacion del movimiento que
las rige y los modos normales para varias condiciones de contorno [3.1]. Desde
entonces, se han elaborado varias técnicas para la obtencion de soluciones tedricas,

aunque todas recurren, inevitablemente, a la separacion de las variables de la ecuacion

37




CAPITULO 3. VIBRACIONES EN BARRAS

(lo que es posible tanto para las vibraciones longitudinales como para las transversales),
proporcionando una solucion temporal y otra espacial que se han de combinar para

obtener la solucion general.

Estrictamente hablando, las vibraciones longitudinales y transversales en una
barra no se presentan independientemente. Sin embargo, en numerosas ocasiones un
tipo de vibracion predomina sobre el otro, de forma que los efectos de este tltimo son
despreciables y podemos considerar unicamente vibraciones longitudinales o

transversales.

La forma mas precisa de estudiar las vibraciones en una barra es mediante las
ecuaciones de elasticidad, un sistema de tres ecuaciones acopladas en derivadas
parciales que muestran las relaciones entre la deformacion y el esfuerzo en los tres ejes
espaciales. Sin embargo, estas ecuaciones son bastante complejas, lo que hace que en la
mayoria de ocasiones, y en este trabajo en particular, se parta de la consideracion del
movimiento de un elemento de la estructura y de ciertas hipotesis sobre la naturaleza y
el comportamiento del material, como la ya mencionada consideracion de vibraciones
longitudinales o transversales por separado. Este tipo de consideraciones se engloba en

lo que se suele denominar “Resistencia de Materiales”.

En este capitulo se muestran los diferentes modelos fisico-matematicos con los
que trabajaremos posteriormente para simular vibraciones longitudinales y transversales
en barras. No se ha hecho una recopilaciéon exhaustiva de los distintos casos que se
pueden presentar, sino que el estudio se ha centrado en aquellos que se utilizaran para la

validacion del MSR en los Capitulos 5 y 6.

3.2.- Vibraciones longitudinales

3.2.1.- Introduccién

Como hemos dicho, estudiaremos las vibraciones longitudinales y transversales
por separado. Por su mayor sencillez, empezaremos por las longitudinales, que en
principio son mas conocidas (dada su similitud con otros fenémenos fisicos, como las
vibraciones transversales de una cuerda). Deduciremos su ecuacion del movimiento
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estudiando un elemento de la barra y las fuerzas que actuan sobre ¢l, lo que nos
proporcionara una vision detallada y comprensible de los procesos que tienen lugar en
la barra para que se produzca el movimiento. También es posible deducir esta ecuacion
del movimiento a partir de las ecuaciones de elasticidad, haciendo una serie de hipdtesis
que en el fondo son las mismas que haremos aqui. Sin embargo, esta deduccion es mas
“matematica” que “fisica”, por lo que, aunque es correcta, no nos proporciona una

vision tan detallada del proceso.

Mas adelante presentaremos la forma de obtener las soluciones analiticas a la
ecuacion de ondas, las condiciones que deben cumplirse para poder obtener las

soluciones, asi como algunos casos particulares.

3.2.2.- Deduccion de la ecuacion del movimiento

Aunque la deduccion de la ecuacion de ondas longitudinales puede encontrarse
en numerosos libros sobre acustica o vibraciones, hemos preferido incluirla en este
trabajo para proporcionar un mejor entendimiento del proceso y de las conclusiones a

las que llegaremos posteriormente cuando simulemos distintas situaciones.

| |—
g

Figura 3.1. Barra en la que la seccion transversal en la posicion x sufre un desplazamiento &.

—> ——>
— 4 —>
o(x) ~— o(x+dx)
—> ——>
dx

Figura 3.2. Elemento diferencial de la barra sometido a un campo de esfuerzos o(x,f) y a una fuerza

interna g(x,?).
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Consideremos una barra prismatica de longitud L, seccion Sy densidad p, como
la mostrada en la Figura 3.1. La coordenada x se refiere a una seccion transversal de la
barra, mientras que el desplazamiento longitudinal de esta barra viene dado por &. Si
suponemos que en la barra hay un campo de esfuerzos o presiones que varia con el
tiempo, o(x,f), y asumimos que hay una fuerza interna por unidad de volumen ¢(x.¢), las
secciones adyacentes de la barra estaran sometidas a esfuerzos dindmicos distintos, lo
que dard lugar a que los distintos elementos de la barra no estén en equilibrio y se

produzca un desplazamiento y una deformacion longitudinal de los mismos.

Teniendo en cuenta la segunda Ley de Newton, las distintas fuerzas que actiian
sobre el elemento de la barra de la Figura 3.2 y el convenio de que las fuerzas de tension

son positivas, su ecuacion del movimiento es:

2
o(x +dx,t)S — o(x,t)S + q(x,t)Sdx = pSdx 0% (3.1

ot

Si tenemos en cuenta que la seccidon S es constante y que podemos aproximar

o(x+dx,?) hasta primer orden como:
0c
o(x +dx,t) = o(x,t) + gdx (3.2)

podemos escribir la ecuacion (3.1) como:

—+q=p 5 (3.3)

La ecuacion (3.3) es general, ya que no hemos hecho ninguna suposicion sobre
el material de la barra, solo sobre su geometria, por lo que es valida independientemente
del material del que est¢ fabricada y de sus caracteristicas. El siguiente paso es
considerar que el material es eléstico, por lo que cumple la Ley de Hooke, es decir, el

esfuerzo en la barra es proporcional a la deformacion que se produce en ella:

GZESZE% (3.4)
Ox

40




CAPITULO 3. VIBRACIONES EN BARRAS

E es el parametro de proporcionalidad, denominado médulo de Young o rigidez,
caracteristico de cada material, y € es la deformacidén de cada elemento de la barra,
definida como €=0&/0x. Introduciendo este resultado en la ecuacién del movimiento

(3.3), tenemos que:

O(nd&), _ 0%
GX[EGXJ_H] P (3-)

Si la barra es homogénea, £ y p son constantes a lo largo de ella, por lo que podemos

escribir:

0°¢ 0°E
E—2+q=p—= 3.6
ox* =p ot? (3:6)

En ausencia de fuerzas internas, la ecuacion del movimiento queda como:

0% 0’
B Par G
o 10 E
axé S 6‘5 > o7 B G9

que es la ecuacion de ondas, donde c es la velocidad de fase de la onda.

Para llegar a este resultado ha sido necesario realizar una serie de suposiciones,
algunas de las cuales se han ido nombrando, pero otras se han tomado de forma
implicita en el desarrollo. En concreto, se ha asumido que los planos paralelos a la
seccion transversal permanecen paralelos a ella, existiendo por tanto una distribucion
uniforme del esfuerzo a lo largo de cada uno de ellos. Ademads, no hemos considerado

las expansiones y contracciones laterales que producirian los esfuerzos axiales.

3.2.3.- Solucion de la ecuaciéon del movimiento

Para un medio finito unidimensional, como es el caso de la barra, es posible
encontrar la solucion de la ecuacion de ondas en algunos casos determinados. En esta

seccion se exponen las condiciones que deben cumplirse para resolverla, al menos con
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las técnicas encontradas en la bibliografia, y se muestra como encontrar §(x,f) para estos

casos, asi como algunas soluciones particulares que seran de utilidad posterior.

3.2.3.1.- Vibraciones libres

En primer lugar, consideramos unicamente la ecuacion (3.8), por lo que
asumiremos que no hay ninguna fuerza aplicada sobre la barra. Las vibraciones se
producen por la imposicion de condiciones iniciales en el desplazamiento y en la
velocidad, lo que fisicamente se traduce en una compresion o tension inicial de la barra

para luego dejarla vibrar libremente.

Es sabido que la solucion de la ecuacion de ondas puede descomponerse en una
funcién que recoge la parte espacial de la solucion y en otra que contiene la parte

temporal [3.2]:

SxH=Y(X)U(®) (3.9

Al sustituir en la ecuacion (3.8), tenemos las ecuaciones que describen cada parte de la

solucion:

2 2
g LdY _1dU__ o (3.10)
Y dx U dt
d’Y o’
+—Y=0 3.11
dx? ¢? 3.1
d’U 5
S H+oU=0 (3.12)

donde ® es, de momento, una constante de separacion de variables. La solucion de la

ecuacion (3.11) es:

Y (x)=A sen(Bx)+B cos(px) B=w/c (3.13)

mientras que la solucion de la ecuacion (3.12) es:

U(t)=C sen(wt)+D cos(mt) (3.14)
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La funcién Y(x) recibe el nombre de modo normal de vibracion de la barra, y
describe la forma espacial que pueden adoptar las vibraciones de la barra. Para hallar las
constantes de esa funcion, 4, B y B, es necesario imponer a la ecuacion (3.13) las
condiciones de contorno y normalizarla. Dado el caracter senoidal del modo normal, 3
puede tomar un numero infinito de valores discretos, valores que vienen dados como
solucioén de una ecuacidn transcendente y que forman una serie infinita By=1—. Por lo
tanto, para cada par de condiciones de contorno tenemos una serie infinita y discreta de
modos propios Yy, y dado que B y ® estan directamente relacionados, tendremos otra
serie o, de las que, a la vista de la ecuacion (3.14), se suelen llamar frecuencias radiales
naturales de la barra, por lo que, ademds, también se tiene un conjunto infinito de

funciones U,,.

Asi, en lugar de tener una unica solucion para las ecuaciones (3.11) y (3.12),

tenemos una serie infinita de soluciones Y, y Uk:
Ya(x)=A, sen(Pax)+B;, cos(Prx) (3.15)
Un(t)=C, sen(wnt)+D, cos(myt) (3.16)

Por tanto, la solucidon general a la ecuacion de onda vendrd dada por la combinacion

lineal de todas las soluciones posibles:
&0 =2.Y, (U, (1) (3.17)
n=1

La forma de obtener el valor de las constantes de la ecuacion (3.16), y de tener la
solucién completa, es mediante las condiciones iniciales. Si las condiciones iniciales

son:

&(x,0)=F(x) (3.18)
d&(x,t) 3
(dt jto =G(x) (3.19)

tenemos que:
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i:DnYn (x) = F(x) (3.20)
icnwnYn(x)=G(x) (3.21)

Una propiedad que tienen los modos normales de barras con condiciones de
contorno simples (con el desplazamiento o el esfuerzo fijo en los extremos) es la de
ortogonalidad con respecto a la integracion del producto de dos modos normales a lo

largo de la longitud de la barra. Esto quiere decir que:

L

j Y, (x)Y,(x)dx=0 si m#n
o (3.22)
ij(x)dx =N si m=n
0

Por tanto, si multiplicamos las ecuaciones (3.20) y (3.21) por Yy, e integramos a lo largo

de la longitud de la barra, tenemos:

D, = 111 ! Y, (x)F(x)dx (3.23)

b

Co= JO.Yn(x)G(x)dx (3.24)

n

De esta forma, conocidos D, y C,, tenemos completamente determinado el movimiento

vibracional de la barra.

Para obtener este resultado hemos utilizado la propiedad de ortogonalidad de los
modos normales. Esta propiedad puede no cumplirse para cualquier par de condiciones
de contorno de la barra, por lo que es necesario estudiar y determinar en qué casos si se
cumple, y de esta forma asegurar que la solucion obtenida es correcta. Para establecer
cuando se cumple la propiedad de ortogonalidad consideramos la ecuacion (3.11) para
Y, y la multiplicamos por Yp:

2
Y
ddx; Y. +B.°Y.Y, =0 (3.25)
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Si intercambiamos los subindices n y m, la ecuacién sigue cumpliéndose, teniendo
ahora la forma:

' 2

Y, +B,Y,Y, =0 (3.26)

2

dx

Al restar las ecuaciones (3.25) y (3.26) e integrar el resultado en el intervalo 0<x<L,

obtenemos:

L 2 2 L
d’y d’y

ny = o my o |dx+ (B2 —B2 )| Y.Y.dx=0 3.27
O(dxz b njx B - 80 Y.y (3.27)

La integracion por partes del primer término en la primera integral produce:

L 42 L Lo
Yoy dx= {dYﬂ y - Yn Yﬂ} f[Yoyax (328
, dx dx dx o o dx

Insertando este resultado en la ecuacion (3.27) tenemos la expresion que nos permite
obtener las condiciones que debe cumplir la barra para que sus modos normales sean

ortogonales:

dy dy - L
Yy ——my L B2 -B2 ) Y. Y dx=0 3.29
[dx g } =B Y. Yude (3:29)

Dado que B, # Pm para n#m, los modos normales seran ortogonales siempre y cuando el
primer término de la ecuacion (3.29) sea cero. Esto se cumplird para cualquier

combinacion de condiciones de contorno que cumplan:

alY(0)+b1[de =0
dX x=0

dY

(3.30)
azY(L)+b2[j =0
dX x=L

donde a,, by, a; y by son constantes que pueden ser nulas o no, de forma que jugando
con ellas podemos obtener condiciones de contorno de extremos fijos, libres, eldsticos o
cualquier combinacidon de éstas, por lo que aseguramos que sus modos normales de

vibracidn seran ortogonales.
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3.2.3.2.- Vibraciones forzadas

Las vibraciones forzadas se producen cuando una fuerza externa actia sobre la
barra. En este caso debemos considerar la ecuacion (3.6):
0% 0%

E o™ q(x,t) = P
con la diferencia de que ahora g(x,?) es la fuerza externa aplicada y no una fuerza
interna. Si las condiciones de contorno son tales que los modos normales Y;, calculados
segin se ha explicado en la seccién anterior, son ortogonales, el desplazamiento
longitudinal en cada punto de la barra puede representarse mediante un desarrollo en
modos normales, de la misma forma que se ha hecho para las vibraciones libres, es

decir:
gt =Y a, ()Y, (x) (331)

donde los coeficientes an(t) recogen la informacion temporal y la importancia relativa de
cada modo de vibracion, los cuales incluyen las caracteristicas espaciales de la

vibracion.

Al introducir esta expansién en modos normales en la ecuacion del movimiento

(3.6), obtenemos:

z d’y d’a
Ea_(t L LY =—q(x,t 3.32
Z( O el Ax)] a(x,t) (3.32)
o lo que es igual:
= (d’a ) 1
Yl Ho’a, () |Y, ()= ——q(x,1) (3.33)
n=l1 dt p

Si multiplicamos por Yy, integramos respecto a la variable espacial en el intervalo 0< x

<L y aplicamos la propiedad de ortogonalidad de los modos propios, nos queda:
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2
da,

i +o’a, ()= I;pJO.Yn(x)q(x,t)dx =Q,(t) (3.34)

Asi, para obtener cada parametro a,, debemos resolver la ecuacion:

d’a

o e, (0=0,0) (3.35)

para cada n=1, 2, 3, .... La solucidn de esta ecuacion es:

a_(t)= an(O)cos(cont)+1[da“j sen(wnt)_lj Q, (t)senfw, (t—1)ldr  (3.36)
o, \ dt ) _, 0,

n

donde an(0) y (day/df)—o representan las condiciones iniciales de la barra. Una vez
conocido a, tenemos la solucion completa al problema, ya que conocemos todos los

términos de la ecuacion (3.31).

Esta forma de obtener la solucion se suele denominar expansiéon en modos
normales. Hay otras formas de resolver la ecuacion (3.6), como por ejemplo, mediante
el uso de la Transformada de Laplace, la de Fourier, o de ambas a la vez, pero todas
hacen uso de la ortogonalidad de los modos propios y, obviamente, todas llegan al

mismo resultado.

3.2.3.3.- Soluciones para casos particulares

Una vez establecida la solucion general de la ecuacion del movimiento para las
vibraciones longitudinales, vamos a proceder a aplicarla a distintos casos concretos.
Estas soluciones nos servirdn posteriormente para validar las simulaciones que
realizaremos con el MSR. Hemos agrupado las soluciones segun las condiciones de
contorno. Asi, estudiaremos la barra fija-fija (con ambos extremos fijos), libre-fija (el
extremo izquierdo libre y el derecho fijo), libre-libre (ambos extremos libres) y libre-
carga masica (el extremo izquierdo libre y el derecho con una carga masica), las cuales

se muestan en la Figura 3.3.
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a.- Barra fija-fija

Esta barra tiene ambos extremos fijos, lo que significa que el desplazamiento en

cada uno de ellos es cero:

{F’(O’t) =0 (3.37)

&L,t)=0

a) ﬂ b)

’ d) _

N\

Figura 3.3. a) Barra fija-fija. b) Barra libre-libre. c¢) Barra libre-fija. d) Barra libre-carga mésica

Por tanto, para encontrar la forma de los modos de vibracion de esta barra

debemos imponerle las mismas condiciones de contorno, es decir:

Y(0)=0
(3.38)
Y(L)=0
lo que produce que los modos de vibracion de la barra fija-fija sean:
Y n(x)=sen(Bnx) (3.39)
Br=nm/L; n=1,2,3, ... (3.40)
con lo que las frecuencias radiales naturales de la barra son:
o,=nnc/L; n=1,2,3, ... (341

En la barra fija-fija no es posible aplicar fuerzas externas, por lo que lo unico
que se puede estudiar es el movimiento producido al imponer las condiciones de

contorno. Al establecer unas condiciones de contorno cualesquiera, el movimiento
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vibratorio adoptara una forma general segun la ecuacion (3.17). En concreto, si
imponemos como condicion de contorno el que la barra tenga inicialmente el
desplazamiento dado por un modo de vibracion Yi(x), y la velocidad inicial de los
distintos puntos de la barra sea cero, al utilizar la ecuacion (3.23) para hallar los
coeficientes de Uy(t), la ortogonalidad de los modos de vibracion hace que como

solucidn final tengamos:
E(x,H)=Yi(x)Uj(t)=sen(Pix)cos(w;t) (3.42)

por lo que el movimiento vibracional de la barra consistird en una onda estacionaria,
cuya forma espacial serd la del modo de vibracion Y; que hemos impuesto como

condicién inicial, la cual vibrara de forma armonica con una frecuencia radial wi=cp;.

b.- Barra libre-fija

En esta barra el extremo izquierdo estd libre, mientras que el derecho se
encuentra fijo. La condicién de extremo libre implica que en ese punto el esfuerzo
interno de la barra es cero, por lo que matematicamente las condiciones de contorno se

expresan de la siguiente forma:

(8&(){,‘[)) 0

ox )y (3.43)
EL,t)=0
y los modos de vibracién son:
Y n(x)=cos(Bnx) (3.44)
Br=2n+1)m/(2L) n=1,2,3, ... (3.45)
o,=(2n+1)mc/(2L) n=1,2,3, ... (3.46)

En este tipo de barra es posible aplicar una fuerza externa en el extremo libre,
por lo que se pueden generar vibraciones forzadas. Segun el tipo de fuerza aplicada, la
respuesta de la barra puede variar considerablemente, ya que, por ejemplo, una fuerza
impulsiva provocard cambios muy bruscos en el desplazamiento de cada punto de la

barra, mientras que una fuerza que varie lentamente provocara cambios en la barra que
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se apreciaran después de un cierto intervalo de tiempo. Dada la amplia variedad de tipos
de fuerza que se pueden aplicar en la barra, solo se van a estudiar los que se han
considerado mas representativos: una fuerza armoénica, una fuerza tipo pulso cuadrado y

una fuerza tipo pulso gaussiano. Veamos la solucion en cada caso.

Fuerza armoénica

Este tipo de fuerza presenta una variacion temporal de forma armoénica, segln la

expresion:
Fs(t)=A sen(wit) (3.47)

siendo A la amplitud y o; su frecuencia. Mediante la aplicacion de las ecuaciones (3.31)
y (3.36), suponiendo que la barra se encuentra inicialmente en su estado de equilibrio, y
utilizando sus modos de vibracion, expresados en la ecuacion (3.44), hemos obtenido la

formula que expresa el desplazamiento que se produce en la barra':

E(x,t) = %il{zwnzsen((nit) - zm‘zsen(mnt)} cos(B,x) (3.48)
0) n

pL Do, (0] —® 0, —o

1 n 1

donde B, y o, vienen dados en las ecuaciones (3.45) y (3.46). El valor relativo de m; con
respecto a m,-; determina como va a ser la respuesta de la barra, ya que un valor muy
bajo producird que el primer término para n=1 sea el dominante en toda la serie, por lo
que la barra vibrard de forma homogénea a la frecuencia radial m; aplicada, mientras
que si es mayor que ®,-; intervendran los dos términos para un gran numero de
sumandos de la serie, sobre todo los que pertenezcan a un n tal que los ®, sean
parecidos a m;, produciendo un movimiento mucho mas complejo. Asi mismo, cuando
oo, se produce el fendmeno de resonancia, alcanzandose una amplitud de la

oscilacion muy grande y vibrando toda la barra unicamente a la frecuencia aplicada.

Dado que también tiene interés, y posteriormente se hard uso de €l, a partir de la
expresion del desplazamiento y utilizando la ecuacion (3.4), podemos calcular el

esfuerzo interno en la barra:
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o(x,t) = _sziE g{m?(’)—nwz sen(w,t) — (Dgoiimzsen(mnt)} sen(p, x) (3.49)

n 1 n

Fuerza tipo pulso cuadrado

La fuerza tipo pulso cuadrado consiste en una fuerza constante que se aplica
durante los instantes iniciales del movimiento para luego bruscamente hacerse nula. Su

forma matematica es:

= 1 0<t<t, 351
PO=10 (3.51)

donde A4 es la amplitud de la fuerza, p(¢) es la funcién escalén y ¢ el tiempo durante el
que se aplica. En esta fuerza el pardmetro que determina la respuesta de la barra es ¢, ya
que si es grande, la fuerza estd mucho tiempo actuando sobre la barra, mientras que si es
muy pequefio, la fuerza se puede considerar impulsiva. La expresion que hemos
obtenido para el desplazamiento al aplicar este tipo de fuerza a la barra es:

&(x,t) = 212200:12cos(Bnx){sen(c)nt)sen(oontl) + cos(m, t)cos(m,t,) — cos(c)nt)} (3.52)
P

n=0 n
y para el esfuerzo:

o(x,t) = 2A—E 3 isen(an) {sen(m, t)sen(w,t,) +

+ cos(m, t)cos(m, t,)—cos(m, t)} (3.53)

Fuerza tipo pulso gaussiano

Esta fuerza tiene la forma:

Fr=A g(t) (3.54)

" En algunos libros de la bibliografia [3.2, 3.3] se presenta otra solucion para este caso que, a nuestro

juicio, es erronea.
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g(t)=exp[-m?(t-t;)’] (3.55)

que, como se puede observar, consiste en una funcién gaussiana, de forma que cuando
m es muy grande, se aproxima a un impulso aplicado en ¢;. Al introducirla en las
ecuaciones (3.31) y (3.36), se llega a una integral no resoluble analiticamente, por lo
que no podemos encontrar explicitamente la respuesta de la barra. Sin embargo, en la
practica usamos esta funcién para simular la aplicacién de un impulso, por lo que
trabajaremos con un #n alto. Teniendo esto en cuenta, podemos obtener una solucion

analitica aproximada sustituyendo la funcion gaussiana g(¢) por una delta de Dirac:
g(t) = /nd(t—1t,)/m (3.56)

Con esta aproximacion, la solucion para el desplazamiento de los distintos

elementos de la barra para ¢ > ¢ es:

E(x, 2AI i:icos(ﬁnx)sen[w]1 (t —t, )] t>2 4 (3.57)
n=1 Oy
y para el esfuerzo:
o(x,t) = 2ALEI ZSen(B x)sen[o, (t—t,)] = (3.58)

c.- Barra libre-libre

La barra libre-libre tiene los dos extremos libres, por lo que el esfuerzo en ambos

extremos es cero, lo que se traduce en:

[ 0&(x,t) j _0
ox ).

(ag(x, z)j 0
X )y

Con estas condiciones de contorno los modos de vibracion y las frecuencias

(3.59)

radiales naturales para esta barra son:

Y=cos(Pnx) (3.60)
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Bo=nm/L n=0,1,2,... (3.61)
o,=nnc/L n=0,1, 2, ... (3.62)

A diferencia de otras condiciones de contorno, en esta barra la serie de modos de
vibraciéon comienza en n=0. Dicho modo de vibracidon corresponde a un movimiento
general de la barra como un s6lido rigido, y es la expresion matemadtica del hecho de
que, al estar ambos extremos de la barra libres y carecer de ligaduras, la aplicacion de
una fuerza en un extremo provocara que ésta se desplace como un todo, aparte de los

movimientos vibratorios internos que se produzcan.

Fuerza armoénica

La expresion que hemos hallado para el desplazamiento en la barra libre-libre al

aplicar la fuerza armoénica (ecuacion (3.47)) es:

2A & 1 ®, o,
E(x,t) = pLZ‘c\)n{mzz sen(m;t) — 2121sen(cont)} cos(an)—

i

A {t+sen(mit)} (3.63)

oL | o, o;

1

donde B, y o, se determinan segiin las ecuaciones (3.61) y (3.62). En esta expresion
vemos que el ultimo corchete crece de forma lineal con el tiempo, expresando que la
barra como un todo sufre un desplazamiento global debido a la fuerza que se ha ejercido
sobre ella. El resto de términos son los que expresan las vibraciones longitudinales que
se producen en la barra. Asi pues, se puede separar el movimiento vibratorio de los

distintos elementos de la barra del movimiento de ésta como un soélido rigido.

Para completar el estudio de la respuesta de la barra, el esfuerzo interno al

aplicar esta fuerza es:

o(x,t) = — ZLAE i{ 260“ 5 sen(w;t)— zmizsen(mnt)}sen(ﬁnx) (3.64)
pLC W i i
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Fuerza tipo pulso cuadrado

La expresion que hemos calculado para el desplazamiento al aplicar el pulso

cuadrado (ecuacion 3.50) es:

E(x,t) = 2ii“12cos(an){sen(o)nt) sen(m, t,)+ cos(ow, t)cos(m, t,)—
pL 75 ©,

2
_cos(®. 1)} +jL{—tzl+ ‘. tl} (3.65)

donde B, y ®, vienen dados por las ecuaciones (3.61) y (3.62), y #; es el tiempo de
aplicacion de la fuerza. De nuevo aparece un término que crece linealmente con el
tiempo, indicando el movimiento como so6lido rigido de la barra libre-libre. La
expresion del esfuerzo en los distintos elementos de la barra es:

—-2AE i 1

- —sen(B,x){sen(o, t)sen(w,t,)+
pLc

n=1 (Dn

o(x,t) =

+ cos(m, t)cos(m, t,) —cos(m, t)} (3.66)

Fuerza tipo pulso gaussiano

Al igual que en la barra libre-fija, para poder obtener un resultado analitico es
necesario aproximar la funcidon gaussiana (ecuacion (3.55)) por una funcidon delta de

Dirac. Al hacer esto, la expresion que hemos obtenido para el desplazamiento es:

AR

t>t 3.67
pLn v )

E(x,t) = lecos(ﬁnx)sen[mn (t -t )]—
me n=1 O)n
donde B, y ®, se determinan segun las ecuaciones (3.61) y (3.62). Se puede observar
que, de nuevo, aparece un término lineal con el tiempo.

El esfuerzo en la barra viene dado por la expresion:

_2AEn &

o(x,t) > sen(B,x)sen[o, (t—t, )] = (3.68)

cm
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d.- Barra libre-carga masica

La condicion de contorno de carga masica es intermedia entre las de extremo
libre y fijo, ya que consiste en una masa puntual unida al extremo, de forma que éste no
se encuentra totalmente libre, pero tampoco fijo. La expresion matemadtica de esta

condicion de contorno es:

B SE( 6§(X,t))

_ m(azg(x,t)} (3.69)
Ox . L

ot?

siendo m el valor de la masa puntual colocada en el extremo, S la seccion de la barray £
el modulo de Young. Dependiendo de la relacion entre estos valores, el comportamiento
de la barra puede variar mucho, de forma que si m es muy grande la barra se comporta
como si dicho extremo fuera fijo, y si m tiene un valor pequefio la respuesta de la barra

serd semejante a cuando éste se encuentra libre.

El problema que aparece al trabajar con esta condicion de contorno es que ni el
desplazamiento ni el esfuerzo son costantes, sino que varian con el tiempo y ademas
estan relacionados entre si por la ecuacion (3.69). Esto hace que no se verifiquen las
condiciones de la ecuacion (3.30), que nos indican cudndo los modos propios de una
barra son ortogonales, por lo que no es posible calcular la expresion analitica del
desplazamiento de los distintos puntos de la barra, al menos con las técnicas

encontradas en la bibliografia.

Sin embargo, es posible obtener otro tipo de informaciéon analitica sobre el
comportamiento de la barra. Para numerosas situaciones practicas no es necesario
disponer de los datos correspondientes a la evolucion temporal del desplazamiento, sino
que basta con conocer las frecuencias naturales de la barra. Ademas, el conocer las
frecuencias naturales nos servird posteriormente para poder tener algiin elemento de
validacion a la hora de simular esta barra con el MSR. Asi, para obtener las frecuencias
radiales naturales de la barra libre-carga masica es necesario resolver la ecuacion

trascendente [3.4]:
sen(BL) + % BLcos(BL) =0 (3.70)
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donde M es la masa total de la barra y B=w/c.

3.3.- Vibraciones transversales

3.3.1.- Introduccidn

Al igual que al estudiar las vibraciones longitudinales, deduciremos la ecuacién
del movimiento de las vibraciones transversales considerando un elemento diferencial
de la barra y las distintas fuerzas y momentos que actiian sobre ¢l. Sin embargo, a
diferencia de las vibraciones longitudinales, no hay una teoria tinica de las vibraciones
transversales sino que, dependiendo de las hipdtesis y consideraciones efectuadas,
existen diferentes modelos para este fendémeno fisico. En general, se puede decir que

hay cuatro modelos principales reconocidos en la bibliografia [3.2, 3.5]:
- Modelo de Euler-Bernoulli.
- Modelo de Rayleigh.
- Modelo de cizalladura (“shear model”).
- Modelo de Timoshenko.

Cada uno de ellos es mas complejo que el anterior, aunque en la practica se
suele trabajar unicamente con dos: el modelo de Euler-Bernoulli, que es el mas simple,
y el de Timoshenko, que es el mas complejo y completo [3.2 y 3.5]. Vedmos estos dos

modelos.

3.3.2.- Modelo de Euler-Bernoulli

3.3.2.1.- Deduccion de la ecuacion del movimiento

Consideremos una barra delgada bajo un movimiento transversal, como la
mostrada en la Figura 3.4.a. Cada elemento diferencial de esta barra esta sometido a una
serie de fuerzas transversales y momentos de torsiéon que provocan un desplazamiento
vertical del mismo, como se puede observar en la Figura 3.4.b. Asi, en el extremo
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izquierdo del elemento actua una fuerza transversal o cortante V(x,f) y un momento de
torsion M(x,f), mientras que en el extremo derecho actia una fuerza transversal
V(x+dx,f) y un momento de torsion M(x+dx,f), y directamente sobre el elemento

diferencial una fuerza distribuida ¢(x,f) que puede ser interna o externa.

a) b)

YA Y A
V(x+dx,t) \hM(de,t)

V(x,t)
dx
R t q(x.t)
M(x,t)

v
>
v
¥

Figura 3.4. a) Barra sujeta a un movimiento transversal. b) Elemento diferencial de la barra.

Para poder seguir con la deduccion de la ecuacion del movimiento es necesario
realizar suposiciones sobre como se va a comportar la barra. La hipdtesis basica del
modelo de Euler-Bernoulli consiste en que los planos inicialmente perpendiculares al
eje de la barra permanecen planos y perpendiculares a ¢l durante el movimiento. El eje
de la barra, también llamado eje neutral, une aquellos puntos de la barra que no sufren
una dilatacion o una contraccion longitudinal durante el movimiento transversal. Esta
hipdtesis implica que la deformacion longitudinal varia linealmente con la profundidad
de la barra y que el eje neutro pasa a través del centroide de la seccion transversal de la
barra. Esta suposicion implica, ademas, que la relacion entre el momento de torsion y la
curvatura es:

?z—M/(EI) (3.71)
donde y es el desplazamiento transversal del elemento diferencial, £ el modulo de

Young e / el momento de inercia transversal de la barra.

Al aplicar la segunda ley de Newton al elemento diferencial de la barra mostrado

en la Figura 3.4.b, resulta:

57




CAPITULO 3. VIBRACIONES EN BARRAS

2
—V@J)+V@+d&0+q@JMX:p&haz§?0 (3.72)

donde S es el area transversal de la barra y p su densidad. Dado que tenemos un
elemento diferencial, se puede aproximar V(x+dx,t) por V(x,t)+(0V/ox)dx, por lo que la
ecuacion anterior queda:

oV 0%y(x,t)

—. Ta=pS

3.73
Ox ot? ( )

En este punto es necesario considerar alguna ecuacion constitutiva de la barra que nos
proporcione la relacién entre la fuerza transversal V' y el desplazamiento y. Si
despreciamos los efectos de inercia rotacional del elemento, la fuerza transversal se

puede expresar de la siguiente forma:

oM

V="
Ox

(3.74)

Utilizando la ecuacion (3.71) en la ecuacion (3.74), e introduciendo la resultante en la

ecuacion de movimiento (3.73), tenemos:

0’ 0’y o0’y

EI +pS =q(x,t 3.75
ékz[ o | P55 q(x, 1) (3.75)
que es la ecuacion diferencial para las vibraciones transversales de una barra delgada,
con el modelo de Euler-Bernoulli. Si no hay una fuerza aplicada ¢(x,f) y la barra es
homogénea, de forma que E, I, S y p sean constantes, la ecuacion (3.75) queda de la

forma:

4 2
oy 10y _g at= 2L (3.76)
ox' - a’ ot pS

3.3.2.2.-Vibraciones libres

A pesar de que la ecuacion (3.76) ya no tiene la forma de la ecuacién de ondas,

la manera de encontrar su solucion es muy similar. Al igual que en el caso de las
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vibraciones longitudinales, se puede descomponer la solucidon en una funcién espacial y

otra temporal:
Y )=Y (x)U(t) (3.77)

que se obtienen resolviendo las ecuaciones diferenciales:

4 2
azidf——id?=w2 (3.78)
Y dx U dt
Asi, la solucion para U(?) es:
U(t)=B; cos(wt) + B, sen(mt) (3.79)

y lade Y(x):
Y (x)=C; sen(Bx) + C, cos(Px) + C; senh(Bx) + C4 cosh(Bx) (3.80)
B'=w?/a® (3.81)

Del mismo modo que en las vibraciones longitudinales, Y(x) sigue siendo el
modo normal de la barra. Las constantes de la ecuacion (3.80) se obtienen imponiendo
las condiciones de contorno y normalizando la funcion Y(x). Al hacer ésto, se obtiene de
nuevo que P solo puede tomar un niimero infinito de valores discretos que se obtienen
resolviendo una ecuacion transcendente que depende de las condiciones de contorno de
la barra, por lo que tendremos una serie de modos propios Y, cada uno de ellos

asociado a una frecuencia natural (onzaﬁz.

La solucion para las vibraciones libres, con las condiciones iniciales f{x) y g(x):

Y(x.0)=f(x) [Zj ~g(x) (3.8)
viene dada por:
y(x,t) = i (A, cos(m,t)+B sen(o,t)Y, (x) (3.83)

n=1
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donde A, y B, se determinan, en el caso de que los modos propios sean ortogonales, de

la siguiente manera:
17 1t
A, =—|f(x)Y, (x)dx B, =—|gx)Y,(x)dx 3.84
HNQ()H() ann!g()m (3.84)
siendo N el factor de normalizacion dado por:
L
N= j Y2 (x)dx (3.85)
0

Dada la restriccion de que los modos normales deben ser ortogonales para poder
obtener la solucion, es necesario conocer las condiciones que deben cumplir los modos
de vibracion o las condiciones de contorno para que lo sean. Haciendo un desarrollo
similar al efectuado en la Seccion 3.2.3.1, se llega a la conclusion de que dos modos de
vibracion de una barra, Y,(X) € Yn(X), con unas determinadas condiciones de contorno

son ortogonales cuando se cumple que:

L
Y, | =0 (3.86)

0

d’y, dy, d’Y, d’y,dy, d’Y,
Y, 3 , T 2 - 3
dx dx dx dx° dx dx

Esto se cumple para cualquier combinacion de condiciones de contorno que tenga la
forma:
dy 4y  d%Y

aY +b——+c——+d 3
dx dx dx

=0 (3.87)

donde a, b y ¢ son constantes determinadas por las condiciones de contorno de la barra.

3.3.2.3.- Vibraciones forzadas

El procedimiento para el estudio de vibraciones transversales forzadas es
analogo al realizado para vibraciones longitudinales con la diferencia de que en las
vibraciones transversales la fuerza externa puede aplicarse en cualquier punto de la

barra, no solo en un extremo libre.

La ecuacion del movimiento para las vibraciones transversales forzadas es:
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o'y 0’

EI- 5 +pS atzy = q(x,1) (3.88)

Se puede asumir que la solucion y(X,t) es supceptible de ser desarrollada en
funcién de los modos normales de vibracion Y,(X) y de funciones temporales qy(t), por

lo que ésta viene dada por:
y(x, )= 2.4, ()Y, (x) (3.89)
n=lI

Haciendo un desarrollo similar al efectuado en la Seccion 3.2.3.2, se puede
demostrar que si los modos de vibraciéon son ortogonales, Q,(t) se puede obtener

mediante:

1
pSw,

q,()=-——[Q,(®sen[o, (t-1)jdr (3.90)

donde ®,”=a’B," y Qu(t) es:

Q== Ja(0Y, (05 (3.91)

3.3.2.4.- Algunos casos particulares

En esta seccion se muestran las soluciones para el desplazamiento vertical y la

fuerza transversal en algunos casos concretos de interés.

a.- Barra apoyada en los dos extremos

Esta barra representa el caso mas facil de estudiar (ver Figura 3.5), ya que al
aplicar a la ecuacién (3.80) sus condiciones de contorno, desplazamiento y momento

nulo en cada extremo:

(3.92)

y(0,t)=0
y(L,t)=0

61




CAPITULO 3. VIBRACIONES EN BARRAS

2
at x=0,t

3.93
I o
ot? -
x=L,t
y la condicion de normalizacion, se obtiene que sus modos de vibracion son:
Y n(x)=sen(Bnx) (3.94)
Bn:nﬂ:/L; nzla 2 s 35 (395)

Estos modos son los mas simples que se pueden obtener al trabajar con vibraciones
transversales, lo que hace que las distintas soluciones se puedan obtener de forma

similar a las vibraciones longitudinales.

Las fuerzas transversales aplicadas que estudiamos son las mismas que las
consideradas en las vibraciones longitudinales, con la diferencia de que ahora se pueden
aplicar en cualquier punto de la barra, con excepcion de los extremos no libres. Por
tanto, el punto de aplicacion de la fuerza habra de ser considerado a la hora de resolver

la ecuacion (3.88) y obtener la solucion.

Figura 3.5. Barra apoyada en los dos extremos.

Fuerza armoénica

La fuerza armonica tiene ahora la forma:
Frs(Xx0,t)=Ad(x-x¢)sen(wit) (3.96)

donde A es la amplitud de la fuerza aplicada, X, el punto de aplicaciéon y ; su
frecuencia. Usando las ecuaciones (3.89), (3.90), (3.91) y (3.94) hemos obtenido que el

desplazamiento vertical al aplicar esta fuerza transversal es:
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sen(B,x)sen(B,x,)| o, 2 ap
y(x,t)—SpL; v ol isen(aﬁnt) o isen(mit)} (3.97)

con [, obtenido mediante la ecuacion (3.95). La fuerza interna transversal viene dada en

este caso por:

V(x,t)= 2A i ap, COS(B xjsen(p, XO)[wisen(aBit) - aBisen(c)it)] (3.98)

L n=1 0‘) _aB?}

Fuerza tipo pulso cuadrado

Como ya se comentd, la fuerza tipo pulso cuadrado consiste en una fuerza
constante que se aplica durante un determinado intervalo de tiempo. Su expresion

matematica es:

Free=Ad(x-x0)p(t) (3.99)
o= I 0<t<t, 3.100
PO=10 ¢ oy (3.100)

siendo A el valor de la fuerza, X, el punto de aplicacion y t; el tiempo durante el cual se
mantiene aplicada la fuerza sobre la barra. La expresion para el desplazamiento
transversal en la barra apoyada en los dos extremos al aplicar esta fuerza que hemos
calculado a partir de (3.89), (3.90), (3.91) y (3.94) es:

v sen(B,x)sen(B,x,) 200 >
y(x,t) = SpLz 2p sen(afB (t—t,/2))sen(ap;t,/2) (3.101)

n=1

donde, de nuevo, 3, se obtiene a partir de la ecuacion (3.95). La fuerza transversal se

obtiene a partir de:

V(x,t) = “fi cos(p "X)Bsen(B 2X0) en(@B? (t—t, /2))sen(@Bt, /2)  (3.102)

Fuerza tipo pulso gaussiano

La expresion matematica de esta fuerza es:
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FTPg:AS(X-Xo)g(t) (3 .1 03)
g(t)=exp[-m?(t-t;)’] (3.104)

donde A es el valor de la fuerza aplicada y X el punto de aplicacién. Dado que no se
puede resolver analiticamente la integral de la ecuacion (3.91), es necesario aproximar

esta fuerza por un impulso aplicado en t;:
Frp, = A\/m8(t—t,)/m (3.105)

Al trabajar con esta aproximacion e introducirla en las ecuaciones (3.89), (3.90), (3.91)

y (3.94), hemos obtenido que el desplazamiento vertical viene dado por:

_ 275 5 sen(B,x, Jsen(p, x)sen(ap (1 ,)

X, t 3.106
y(x,1) oSLm & ap? (3.106)
y la fuerza transversal por:
V(x,1) = Zi‘ﬁ S aB, sen(B, x,) cos(B, x)sen(aB? (t —t,)) (3.107)
m

n=l

donde, como en todos los casos en los que se trabaja con este tipo de barra, 3, se obtiene

a partir de la ecuacion (3.95).

b.-Barra con un extremo amordazado y el otro con carga masica

Figura 3.6. Barra con un extremo amordazado y el otro con carga masica

En este caso (Figura 3.6), la condicién de contorno de extremo amordazado
implica que ese extremo se encuentra fijo de tal forma que el desplazamiento y su

primera derivada son nulos:
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¥(0,)=0
(ayj 0 (3.108)

mientras que la condicion de carga maésica puntual hace que el momento de torsién en
ese extremo sea nulo, y que la fuerza transversal en el extremo dependa de la

aceleracion del mismo:

FYLY
ox* (3.109)
Oy(L,y) _ 0y(L.D) '
EI wE =m ot

siendo m la masa de la carga masica. Del mismo modo que ocurre en las vibraciones
longitudinales, al tener una carga masica en un extremo los modos de vibracion no son
ortogonales, por lo que no es posible obtener una solucion analitica del movimiento
vibratorio transversal de la barra. La tinica informacion tedrica que puede obtenerse en
este caso son las frecuencias naturales de vibracion, las cuales se calculan resolviendo la

siguiente ecuacion transcendente [3.6]:
EI [1+cos(BsL) cosh(B,L) ] = ma’B [ sen(BnL) cosh(BaL) - cos(BsL) senh(B,L) (3.110)
con

on=aPy (3.111)

3.3.3.- Modelo de Timoshenko

3.3.3.1.- Deduccioén de la ecuacion del movimiento

En el desarrollo de la ecuacion del movimiento en el modelo de Euler-Bernoulli
se tiene en cuenta como hipotesis importante que los planos inicialmente
perpendiculares al eje neutro permanecen planos y perpendiculares al mismo. Esta
hipdtesis es equivalente a despreciar la deformacion por cizalladura [3.2, 3.5], lo que
provoca que dicho modelo solo sea valido en el caso de que la longitud de la barra sea

mucho mayor que su anchura o su altura. En el modelo de Timoshenko se tiene en
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cuenta esta deformacidn, lo que permite aplicarlo a un mayor numero de casos y

proporciona resultados mas realistas.

Para deducir la ecuacion del movimiento, consideremos un elemento de la barra
sujeto a una serie de fuerzas transversales, momentos de torsion y cargas aplicadas
(Figura 3.7). Al igual que en el modelo de Euler-Bernoulli, el desplazamiento del plano
del centroide se mide por® y’, y la pendiente del eje del centroide por dy’/ox’. Se
introduce la coordenada y para medir la pendiente de la seccidn transversal debida a la
torsion del elemento, coordenada que en el modelo de Euler-Bernoulli no aparece
debido a que esa pendiente es la misma que la del eje del centroide, 0y’/Ox’. En la
Figura 3.8 se muestra la deformacion por cizalladura del elemento de la barra. Asi, la
pendiente del eje del centroide es consecuencia de la suma de dos contribuciones. La
primera, y, es debida a la torsion del elemento, mientras que la segunda, yo, que es la

novedad de este modelo, se debe a la deformacion del elemento. Asi, tenemos que

N oy, (3.112)
ox'

a) b)

Figura 3.7. a) Elemento diferencial de la barra. b) Relacion entre v, v, y Oy/OX.

Para poder relacionar estos parametros con las fuerzas y momentos en la barra,
asumimos que se sigue manteniendo la relacion entre el momento de torsion y la

curvatura que consideramos en el modelo de Euler-Bernoulli. Dado que Rdy=dx’,

* En esta seccion se usara como notacion el que las variables con prima son dimensionales mientras que

sin prima son adimensionales
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donde R es el radio de curvatura, resulta que la curvatura es 1/R=dy/dx’, por lo que se
tiene la relacion:

M' oy

El  ox'

(3.113)

La fuerza cortante en la seccion transversal se puede expresar en términos del

esfuerzo transversal t o la deformacion por cizalladura y como

v:jrds:(}jyds (3.114)
S S

donde G es el coeficiente de rigidez o cizalladura. Si la distribucion del esfuerzo a lo

largo de la seccion fuera uniforme, la fuerza transversal vendria dada por Gy,S, donde Yo

es la deformacion en el eje del centroide. Sin embargo, dado que no lo es, es necesario

introducir el pardmetro k, llamado factor de forma [3.5], de manera que se cumpla que:
V’:GjydsszosK (3.115)
S
El valor de k depende de la forma de la seccidn transversal y debe ser determinado para

cada una. Si utilizamos la expresion (3.112) para sustituir el parametro y, en la ecuacion

(3.115), se obtiene que la fuerza transversal se puede expresar como:

" o' _
V'= SGK(@X' \If] (3.116)

Una vez establecidas las ecuaciones constitutivas para los momentos de torsion y
las fuerzas transversales, la obtencion de la ecuacion del movimiento se realiza de una
manera directa. Aplicando la segunda ley de Newton al elemento diferencial de la barra
mostrado en la Figura 3.7 se obtiene que:

2.

dx'j +q'dx = dex"Z y (3.117)

'

X' tv2

- V'+(V'+ N

la cual, al simplificar, queda como
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(3.118)

La suma de los momentos de torsion aplicados al elemento diferencial produce

la ecuacidn:

' ' 2
M'- M‘+aﬂdx' +1V'dx'+l V'+aldx' dx'= pIdx‘a hd (3.119)
ox' 2 ox'

ot

siendo | el momento de inercia transversal de la barra. Al simplificar esta ecuacion

queda en la forma:

oM 0%y

VV
ox' P ot

(3.120)

Las ecuaciones del movimiento surgen al introducir las expresiones (3.113) y

(3.116) en las ecuaciones (3.118) y (3.120) respectivamente, que quedan en la forma:

2 2
GSK{Z;V'—(?X?;]erS(ZtZ = q'(x',t') (3.121)
ay' Oy _ D’y
GSw| %~y |+ EIC T =pI® ¥ (3.122)

Estas dos ecuaciones diferenciales acopladas son las ecuaciones del movimiento para

las vibraciones transversales en una barra en el modelo de Timoshenko.

3.3.3.2.- Adimensionalizacién y desacoplamiento

A la hora de resolver analiticamente las ecuaciones del movimiento es util
adimensionalizarlas, para trabajar con menos parametros, y desacoplarlas, de forma que

nos queden dos ecuaciones diferenciales independientes, aunque de un orden mayor.
Para llevar a cabo la adimensionalizacion, definimos los coeficientes:

I I E E
oz _LE_E 3.123
P SL? kG kG ( )
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en los que est4 recogida la informacion sobre las caracteristicas fisicas de la barra.

. . . Fuerza Momento de .
Posicion Desplazamiento Tiempo . Frecuencia
Transversal Torsion
x=X/L y=y’/L t=t"(EIG/pSLY"? | V=V’/(SGk) | M=M’L/EI) | f=F/(EIG/pSL*)"?

Tabla 3.1. Definicién de las variables adimensionales en el modelo de Timoshenko.

Utilizando estos coeficientes, y definiendo las variables adimensionales de la Tabla 3.1,

se obtiene que las ecuaciones de movimiento adimensionales se pueden escribir como:

Ly oM _ o

6V T (3.124)
ov. o’
87)(:[3?2, (3.125)

donde se asume que la carga aplicada es nula. Las ecuaciones constitutivas

adimensionales quedan como:

v= _y (3.126)
ox
M=_V (3.127)
ox

El desacoplamiento de las ecuaciones (3.124) y (3.125) se lleva a cabo mediante
su diferenciacion con repecto a X y la incorporacion de las ecuaciones (3.126) y (3.127),

quedando en la forma siguiente:

o'y o o* o*
87%8%—(%[3)&2;2 +ap at}f:o (3.128)
oty & o* o*
ax\‘l‘/ + at‘z" _(a+B)8x2<\3Vtz +ap at:V =0 (3.129)

Dada la simetria de estas dos ecuciones, es mucho mas comodo definir un vector

solucion definido de la forma:
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t
Mxﬁ)z{y“”)} (3.130)
w(x,1)
de modo que cumple la ecuacion:
0'S 0°S 0'S 0'S
—+——(a+ a =0 3.131
ox* o’ (+B) ox’ot’ P ot* ( )

3.3.3.3.-Vibraciones libres

Las solucion de la ecuacion (3.131) tiene una parte espacial y otra temporal, por

lo que tendra la forma:

S(x,t) = T()Y (x) (3.130)

Si se asume una solucién armonica para la parte temporal, T(t)=¢'"", la ecuacion que
proporciona la parte espacial es:
d'y d’Y

2
i +o° (a+P) e

—o’(1-oBe’)Y =0 (3.131)

La solucién de esta ecuacion depende del valor de o [3.7]. Si se cumple que

12 ., .
w<(af) ", la solucion viene dada por:

C, () C, Cy
Y = {d }sen(ax) + {d }cos(ax) + {d }senh(bx) + {d }cosh(bx) o< 1/\@ (3.132)

1 2 3 4

a= /0 (0+P)/2+ [0} (a—P)/4+0’ (3.133)

b=/~ (a+B)/2+ [0 (@ —P)*/4+0’ (3.134)

. -1/2 s
En el caso de que se verifique que o>(af) ", la solucion es:

(A T, (A - T, g
Y = {H }sen(ax) + {H }cos(ax) + {a }sen(bx) + {N }cos(bx) ® > 1/@ (3.135)

1 2 3 d4
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b= o (a+B)/2- o' (@—p)/4+0’ (3.136)

. . 12 . res
A la frecuencia radial o.~(af}) "“se le suele llamar frecuencia critica, ya que
marca la transicion entre usar una funcion u otra. Ademads, se puede comprobar que para

0=, se cumple que:

o of (3.137)

Del mismo modo que con los modelos estudiados anteriormente, ¥(X) es un
modo de vibracion de la barra, solo que en este caso depende de dos parametros, ay b o
b . La imposicion de las condiciones de contorno a las ecuaciones (3.132) y (3.135) fija
qué valores pueden tomar esos parametros y, por tanto, la forma que va a adoptar el
modo. Dado que las condiciones de contorno dictan los valores de a, b y b, es necesario

expresar o en funcion de dichos pardmetros. Asi, la expresion de o toma la forma:

_11\/—1+(a2;b2j (a—B)’

®® = 2 (3.138)
L (3.139)
oa+p

Asi, una vez establecidos los modos y las frecuencias naturales de la barra, la
solucion para el movimiento de la barra cuando se imponen condiciones iniciales sobre

ésta es:

Condiciones iniciales: S(x,0) = {f(x)} (GS) = {F(X)} (3.140)
g(x) X )y (G(X)

. < (A C
Solucion: S(x,t) = Z({Bn}cos(c)nt) + {D" }sen(wnt)]Yn(x) (3.141)

n

donde A,, B, C,, y D, se calculan, si los modos de vibracién son ortonormales, mediante

las expresiones [3.5]:
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Ap| _17[f(x) Col_1f/F()
{B }_N { {g(x)}Yn(x)dX {D }_ N {G(X)}Yn(x)dx (3.142)

n n 0

N = jYTM(Y)dx (3.143)

donde M es un operador definido por la matriz:

|\/|—B 1 3.144
_(1 och (3.144)

Una cuestion que puede tener su importancia en la obtencién de la solucién es la
relacion entre los coeficientes ¢, dn, C, ¥ d n- En [3.5] puede encontrarse esta relacion

entre coeficientes:

d__az_B(DZC d :ﬂc
1 2 U 1

a a

b? + B> b? + B> (3.145)

d; = b c, d,= b Cs
~  a-Bo’ ~ & -Bo’
n aB B aB © (3.146)
3 BBt g Bopo’, '

bt b

3.3.3.4.-Vibraciones forzadas

La solucion a la ecuacion del movimiento cuando hay aplicada una fuerza
externa se obtiene, del mismo modo que en los modelos de vibracion anteriores,

mediante su desarrollo en modos ortogonales:
S(x, 1) = 2 (DY, (x) (3.147)
i=1

donde n(t) se obtiene, en & caso de que no se impongan ademas condiciones iniciales,

mediante |a expresion:
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t

n, = [ F(Dsen(o, (t-0)de (3.148)
®, 0
F, (1) = TY(X)F(X, t)dx (3.149)

donde F(x,t) es la fuerza aplicada.

3.3.3.5.- Algunos casos particulares

Al igual que en la Seccion 3.3.2.4, en este apartado se mostrardn soluciones
analiticas para la barra apoyada en los dos extremos y para una barra con un extremo
fijo y el otro con una carga masica puntual.

a.- Barra apoyada en los dos extremos

Las condiciones de contorno de esta barra, como se dijo anteriormente, consisten

en que el desplazamiento y el momento son nulos en cada extremo.
y(0,1)=0 y(1,)=0 M(0,t)=0 M(1,H)=0 (3.150)
Con ello, en esta barra se cumple que [3.5]:
sen(a)senh(b) =0 sen(a)sen(b) =0 (3.151)

por lo que:

jex]

a,=Nmn =Nn (3.152)

y los modos de vibracion tienen la forma:

sen(ax)

Y(x,t)=1-a+o’p cos(a) (3.153)

(-2’ +Bo?)/a
2

N = Jl‘YM(Y)dx _Pprop (3.154)
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Fuerza armoénica

Al igual que en el modelo de Euler-Bernoulli, la fuerza armonica tiene ahora la

forma:
Frs(Xo,t)=A8(X-Xo)sen(mit) (3.155)

donde A es la amplitud de la carga aplicada, Xo el punto de aplicacion y w; la frecuencia
de la fuerza aplicada. La expresion analitica del desplazamiento transversal al aplicar la
fuerza armonica, obtenida a través de las ecuaciones (3.146), (3.147) y (3.148) es:

2
n=1 B + Ran('B My, i — Oy i — Oy

y(x,t)zAi{ 2 jsen(anx)sen(anxo)[mzwi : sen(oant)—wzml”zsen(wit)}

+[ 22 jsen(bnx)sen(bnxo)[ . ; . sen(o)nt)—zwznzsen(mit)} (3.156)
B +R 2naB O3, W; — 0, O — 0y,
a2 2 T2 2
Rln — an +0‘)1HB Rgn — bngo‘)ZnB (3157)
arl n

. _\/(1+(oc+[3)aﬁ — 1= (a-p)?a’ +2(c.+P)a?

2o (3.158)
o :\/(1+(a+3)55 — 1= (0—P)’B* + 2(a + B)B? .15
203

Y las expresiones para el angulo v, la fuerza transversal V y el momento M
son:

W(X,t)zAi{[ 2R,, JCOS(anX)Sen(anXo){mz (OF . sen(mnt)—zml”zsen(mit)}

2
n=1 B + RanCB Oy, i — Oy, O — O,

N 2R22n Cos(an)sen(ano) . ; . sen(mnt)—%sen(wit) (3.160)
B+ RZnO('B 0)2

n i 2n i 0‘)2n

;5 sen(o,t) -

V(x,t) = —Ai{[[mzzcchos(anx)sen(anxo) (@, +R,, ){ ©i

n=1 ('Oln i ('Oln

(’Oln # b b b
—Hsen(wit)} + (B TR aB]COS(an)Sen(b”XO)(bn +

W; — Oy, 2n
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1 o, ®y,
+R 2n )|:0)225en(0)nt) —O)Z_ZCOZSGn(COIt)}} (3161)
n i 2n

0, i — Oy

M(x. 1) = Ai{(B+R1 OLBJansen(anx)cos(anxo)L)Zcoi sen(o,t) -

n 0y, I T
2(Dln sen(oyt) | + 2R22n b,sen(b, x)cos(b,Xx,) zmi sen(w, t) -
O — O, B+R2nOLB M5, ©; — 0y,
o sen(mit)}} (3.162)
W; —®,,
Fuerza tipo pulso cuadrado
Su expresion matematica es:
Frec=Ad(X-Xo)p(t) (3.163)
1 O<t<t,
p(t) = { (3.164)
t, <t

siendo A el valor de la fuerza, xo el punto de aplicacion y t; el tiempo durante el cual se
mantiene aplicada la fuerza sobre la barra.

Las expresiones para el desplazamiento y, angulo , fuerza transversal V y
momento de torsion M son:

sen(a,Xx)sen(a,X,)

B+R1HOLBJ (’Olzn

[sen(a,, (t—t,/2))sen(o,,t, /2)]+

y(x,t) = AZ {

J{ 42 jsen(gnx)ien(B“XO)[Sen(coZn(t—tl/2))sen(m2ntl/2)]} (3.165)
B+R2nOLB ™,

n

w(x, ) = Ai {[B fgllnaﬁj Cos(anxfge”(a"x‘)) [sen(oy, (t—t, /2))sen(oyt, 12)]+
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+( 4R22n jCOS(an)Sze”(b“XO)[sen(cozn(t—t1/2))Sen(w2nT1/2)]} (3.166)
B+R2naB ®an

Vix.1) = _Ai{[ 4 Jcos(anx)sen(anxo)(an + Rl”)[sen(coln (t—t,/2)

n=1 B + RlznO(’[3 (’Olzn

sen(mlnt1/2)]+[ ]cos(an)sen(ano) +(b,

B+R2,0B

+R,, )iz [sen(w,, (t—t, /2))sen(w,,t, /2)]} (3.167)

2n

M(x,t) = Ai {[B jg;”aﬁj ansen(anx)zcos(anxo) [sen(w,, (t—t,/2))sen(w,, t, /2)]+

n In

J{ 4R, Janen(BnX)COS(BnXo)[Sen((DZn(t—t1/2))sen(0)2ntl/2)]} (3.168)

B+RZ,0p ©3
—-a’+o.p b2+l P
Rln - a2 L RZn :TZ (3169)
1 a’—.1-(a—p)’at+2 a’
o, = @+ (@rPal—1-(a=p)a)+2atPa; (3.170)
20
T2 1 (A4 72
o, = |@r(@+p)b 1= (0= B)*B* +2(c+B)D (3.171)
203
Fuerza tipo pulso gaussiano
La expresion matematica de esta fuerza es:
Freg=Ad(X-X0)g(t) (3.172)
g(t)=exp[-m?(t-t;)] (3.173)

donde A es el valor de la fuerza aplicada y x, el punto de aplicacion. Del mismo modo

gue en los modelos anteriores, la aproximamos por un impulso aplicado en t;:

Frog = Ad/S(t—t,)/m (3.174)
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Las expresiones para el desplazamiento y, angulo y, fuerza transversal V y

momento de torsién M al aplicar esta fuerza son:

A 2 sen(a,x)sen(a,x,) B
= Z{LHR Bj o, sen(o,, (t— 1)) +

J{ 2 ]sen(an)sen(ano)

B+RZ,ap o sen(@, (t —tl)} (3.175)

Oy

(. ) = i{[ﬁm BjCos(a“x)se”(a“x")sen(oaln(t—t1)+

( o Jcos(an)sen(Enxo)

B+R§nOLB ®,

sen(m,, (t— tl)} (3.176)

n

A= 2 cos(a,x)sen(a,x,)(@, +Ry,) _
V(x,1) = (m Zl{(ﬁ + R12n OLBJ o, Sen((ﬂln (t tl) +

n

B+R2 a o,

n

+[ 2 Bjcos(b x)sen(b Xo)( 2”)Sen(602n (t—t )} (3.177)

A = 2R a,sen(a, x)cos(a, x,)
M(x,t) = ln : : tsen t=t)+
( ) ﬁm%‘{([ﬂ anaﬁj ®, ((1)1n( 1)
2R, Ensen(BnX)COS(BnXo)Sen(m (t—t,) (3.178)
B+ R OLB W7y B l
— 2 2 _~2 :
R, :an;"%nﬁ R, :bnngnﬁ (3.179)

n

:\/(“(OHB)ai_\/1_(0C—B)2aﬁ+2(oc+[3)a§

2o (3.180)
) :\/(1+(oc+[3)bn2—\/1—(0L—[3)2b§+2(a+[3)bn2 G180
203
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b.-Barra con un extremo amordazado y el otro con carga masica

Como se vio anteriormente, la condicion de contorno de extremo amordazado
implica que ese extremo se encuentra fijo de tal forma que el desplazamiento y su

primera derivada son nulos:

{y(O, =0 (3.182)

y(0,t)=0

mientras que la condicién de carga masica puntual hace que el momento de torsion en
ese extremo sea nulo, y que la fuerza transversal en el extremo dependa de la

aceleracion del mismo:

M(Lt) =0
VLD=m azég, t) (3.183)

donde m es la masa adimensional de la carga mésica:

_ carga masica
masa de la barra

(3.184)

Del mismo modo que ocurria en las vibraciones longitudinales y en el modelo de Euler-
Bernoulli, al tener una carga maésica en un extremo, los modos de vibracién no son
ortogonales, por lo que no es posible obtener una solucion analitica del movimiento
vibratorio transversal de la barra. Por tanto, de nuevo encontramos que la Unica
informacion tedrica que puede obtenerse en este caso son las frecuencias naturales de
vibracidn, las cuales se calculan resolviendo las siguientes ecuaciones transcendentes,
deducidas a partir de la aplicacion de las condiciones de contorno (3.182) y (3.183) a
(3.130) y (3.132):

e Para w<1/(ap)Y?

(a—R;)(cos(a) +Bsen(a)) - (b—R 2)[2 cosh(b) + Bsenh(b)j -

- mmz[sen(a) —Bcos(a) — ‘;senh(b) + Bcosh(b)} =0 (3.185)
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a=/0’(a+P)/2+ [0 (a—P) )4+’ (3.186)
b=/-0(a+B)/2+ |0 (@—B) /4+w° (3.187)
R, :M R, :M (3.188)
a b
_ aR sen(a) + aR,senh(b) (3.189)
aR, cos(a) + bR, cosh(b)

e Para w>1/(ap)"?
(a—R,)(cos(a) - Bsen(a)) + (b - F?z)(Esen(B) - %cos(B)j —~

- mmz{sen(a) +Bcos(a) - %sen(B) - Bcos(B)} =0 (3.190)

a= o (a+B)/2+ |0 (a—P)/4+o’ (3.191)
b= /o (@ +B)/2- o' (@ —p)*/4+0’ (3.192)
_ a’-op _ b’+op
Ri=—— R, = — 3.193
1 " 2 5 (3.193)
5 _ —aR sen(a) +aR ,sen(b) (3.194)
aR, cos(a) + bR, cos(b) '
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CAPITULO 4. LA TRANSFORMADA WAVELET

CAPITULO 4

LA TRANSFORMADA WAVELET

4.1.- Introduccién

Uno de los requisitos mas importantes para el mantenimiento de una estructura
es la deteccion de dafos por fractura en sus primeros estadios de crecimiento. El andlisis
y control de la salud de estructuras se ha estudiado extensamente a lo largo de las
ultimas décadas, habiéndose incrementado considerablemente el énfasis en la valoracion
del dafio in situ y de forma no destructiva. Son numerosos los sistemas civiles,
mecanicos y aeroespaciales que siguen en servicio después de muchos afios, con lo que
esto puede significar en acumulacion de dafios. El estado actual de infraestructuras
antiguas y la economia asociada a sus reparaciones, también son factores que han

motivado el desarrollo de métodos eficaces que puedan detectar los posibles deterioros.

Actualmente existe una amplia variedad de herramientas de alta efectividad para
la evaluacion no destructiva. No obstante, la identificacion de dafnos basada en los

cambios de las caracteristicas vibratorias es uno de los pocos métodos que controlan
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cambios en la estructura de forma global [4.1]. Los métodos actuales de deteccion de
dafio son, o bien visuales, o bien métodos experimentales localizados, tales como los
métodos acusticos o de ultrasonidos, de campo magnético, radiografia y de campos
térmicos [4.2]. La mayoria de estos métodos requieren un conocimiento previo de la
localizacion del dano, la instalacion de sensores apropiados, asi como el uso de
eficientes acondicionadores de sefal. La ventaja del control del dafio basado en la
vibracion es la capacidad de valorarlo globalmente, lo que resulta muy 1til cuando el
sistema en cuestion es una estructura compleja, como un puente, un edificio, o el
fuselaje de un avion. La desventaja es que la presencia de pequenas fracturas puede no
ser evidente en los cambios de las frecuencias naturales bajas de la estructura o de sus
modos de vibracion, que son las propiedades dinamicas medidas en los casos reales.
Esto conduce a la necesidad de desarrollar técnicas alternativas de andlisis de los datos
recogidos, como es el caso del analisis wavelet, una herramienta poderosa para alcanzar

tales objetivos.

De forma general, el dano puede definirse como un cambio producido en el
sistema que afecta adversamente a su funcionamiento actual o futuro. La premisa bésica
para la deteccion de dafno basada en vibraciones es que este alterara significativamente
las propiedades de rigidez, masa o energia de un sistema que, como consecuencia,
alterara su respuesta dindmica [4.1]. Justamente en esta premisa se basa el andlisis
wavelet. Aunque los cambios o perturbaciones ocasionados por los dafios pueden no ser
evidentes mediante un examen de la respuesta total medida, a menudo son detectables

por sus componentes wavelets [4.3].

La idea principal del andlisis wavelet es descomponer la sefial dindmica de la
respuesta estructural en el dominio espacial o temporal en series locales de diferentes

funciones base de las que extraer la informacion sobre el dafo.

Resumimos a continuacion las ventajas fundamentales del analisis wavelet sobre

otras técnicas existentes [4.4]:

v La habilidad para realizar un analisis local de la sefal en el

dominio del espacio o del tiempo.
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v' La posibilidad de estudiar con detalle cualquier intervalo de

espacio o de tiempo en el que la respuesta cambie rapidamente.
v Eliminar de forma inherente los problemas de aliasing.

v Ofrecer una reducciéon de los recursos computacionales

necesarios para realizar la transformacion de una sefial.

4.2.- Los origenes

Desde un punto de vista histérico, el analisis wavelet es un método nuevo,
aunque sus fundamentos matematicos se remontan a los trabajos de Joseph Fourier en el
siglo XIX. Fourier estableci6 las bases a través de sus teorias del analisis en frecuencia,
que han probado ser de gran importancia e influencia. Pero la atencién de los
investigadores, poco a poco, fue cambiando desde el analisis basado en la frecuencia
hacia el andlisis basado en las escalas, ya que comenzd a observarse que una
aproximacion basada en promedios de fluctuaciones a diferentes escalas podia ser

menos sensible al ruido [4.5].

La existencia de wavelets vistas como funciones se conoce desde la primera
parte del siglo XX. La primera mencién registrada del término wavelet es de 1909 en la
tesis de Alfred Haar [4.6]. Pero el concepto de wavelets en su forma tedrica tal y como
lo conocemos actualmente fue propuesto por primera vez por Jean Morlet y el equipo
del Centro Marsellés de Fisica Teorica, que trabajaba bajo la direccion de Alex

Grossmann.

Los métodos de andlisis wavelet se han desarrollado fundamentalmente por
Yves Meyer y sus colegas, que se han ocupado también de su divulgacion. El algoritmo
mas popular procede del trabajo de Stephane Mallat en 1988. Desde entonces, la
investigacion en wavelets se ha hecho internacional, siendo particularmente activa en
Estados Unidos, donde se ha extendido su uso debido a los trabajos de I. Daubechies, R.
Coifman y V. Wickerhauser. Podemos encontrar una revision bibliografica muy buena
de la teoria de wavelets en el libro “Wavelets: Algorithms and Applications” de Meyer

[4.7].

83




CAPITULO 4. LA TRANSFORMADA WAVELET

Nos parece interesante sefialar, antes de dar por concluida esta breve
introduccion historica, que la aparicion de esta nueva técnica de anélisis de sefiales, tuvo
mas contribuciones de las arriba indicadas pues, como muchos de los descubrimientos y
avances en nuevas técnicas, algunos de los resultados basicos en los que se apoyan se

han obtenido con anterioridad a su reconocimiento.

De estas contribuciones destacamos el anéalisis de Littlewood-Paley (1930) que
subyace en los trabajos de Mallat sobre procesamiento de imagenes, la identidad de
Calderdn (1960) que fue redescubierta por Grossmann y Morlet veinte afios después, y
los trabajos de J.O. Stromberg, que fue el primero en construir una base wavelet
ortonormal, bien localizada, y que tiene la estructura algoritmica de un sistema Haar,

mas tarde utilizada por Meyer.

Las wavelets se han aplicado en numerosas areas, incluyendo la compresion de
datos, procesamiento de imagenes y estimacion espectral tiempo-frecuencia. Son
numerosas las herramientas para el analisis tiempo-frecuencia de sefiales discretas: la
Transformada de Fourier (TF) y la Transformada de Fourier modificada para tiempos
cortos (STFT), especialmente. Estudiando las limitaciones de estos métodos, podemos

ver las ventajas de la Transformada Wavelet (TW), usada en este trabajo.

4.2.1.- Transformada de Fourier (TF)

En el analisis de sefiales la herramienta mas universal es la Transformada de

Fourier. La TF y su inversa estan definidas para una senal f(t) como:

F(o)= Tf (t)exp(—imt)dt 4.1)

f(t) = 21n TF((D) exp(iot)dw (4.2)

Puede verse que F(w) es una funcidén que describe la contribucion del seno y el coseno a
la sefial original en el dominio del tiempo. La Figura 4.1 muestra la TF de una sefal

suma de dos sefiales seno de diferente frecuencia.
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Las funciones base seno y coseno se extienden desde -oo hasta +oo en el tiempo,
es decir, tienen soporte infinito en el tiempo. Por otra parte, la TF tiene soporte
aproximadamente cero en el dominio de la frecuencia. En otras palabras, los resultados
seran locales en la frecuencia pero globales en el tiempo, ya que las funciones base se
extienden completamente a lo largo del eje temporal. La contribucion de estas sefales
basicas esta limitada en el tiempo solo por la duracion de la sefial a analizar, f(t). Para la
mayoria de las sefiales el andlisis de Fourier es extremadamente 1til ya que el contenido
en frecuencia de la sefial es de gran importancia. Sin embargo, la TF tiene una seria
desventaja. Al transformar al dominio de la frecuencia, la informacion temporal se
pierde completamente, con lo que es imposible conocer a partir de ella cuando suceden
ciertos eventos. Generalmente, esto no es un problema para sefiales estacionarias donde
suceden cambios pequefios a lo largo del tiempo. Sin embargo, muchas sefales de
interés contienen numerosas caracteristicas transitorias o no estacionarias tales como
tendencias, agrupamientos, cambios bruscos y discontinuidades. Cuando analizamos las
sefales no estacionarias, donde las frecuencias caracteristicas cambian con el tiempo,
los resultados de la TF pueden no ser significativos ya que no reproducen la variacion
temporal de la frecuencia contenida en la sefial. En estos casos es necesario utilizar una
transformada en la que su funcion base permita transformar la sefial en una

representacion que una los dominios del tiempo y la frecuencia.

2 ‘ ‘ ‘ ‘ 140
120
! 100
2 280
z o g

Z Z 60
! 40
20

-2 : : : : 0 : - - -

0 0.2 0.4_ 0.6 0.8 1 0 20 40 60 80 100
1empo Frecuencia

Figura 4.1. Ejemplo de una sefial (izquierda) y su TF (derecha).
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4.2.2.- Transformada de Fourier en tiempos cortos (STFT)

Esta herramienta matemadtica se desarrolld fundamentalmente para corregir la
deficiencia de la TF cuando se trabaja con sefales no estacionarias. Se basa en usar la
técnica de ventaneado variable, es decir, modificando la TF para que analice solo una
pequefia porcion de la sefial en el tiempo. La STFT de una senal f(t) fue definida por

Gabor en 1946 como [4.5]:
STFT(t,0) = If(t)g(t — 1) exp(—imt)dt (4.3)

donde g(t) es una funcidon gaussiana:

g(t) = exp(-t/a)’ (4.4)

siendo a una constante que define el espesor de la ventana usada. Esto permite reescribir

la ecuacion (4.3) como:
T t—t1)’
STFT(t, ) = jf(t) exp(—iwt)exp{— (j ]dt (4.5)
—0 a

Esta expresion da la TF de la funcion f(t) ventaneada por g(t), centrada en t, que
modificada continuamente para trasladarse a distintos valores de 1, nos permite obtener

una descripcion temporal del contenido en frecuencia de la sefal.

Una de las caracteristicas mas importantes de la STFT es el hecho de que el
ancho de la ventana permanece constante durante todo el proceso de andlisis. Esto es
una limitaciébn cuando se necesita una alta resolucion para identificar cambios

repentinos de la sefial en el tiempo.

Aunque la utilizacién de estas funciones de ventaneado introduce el analisis
tiempo-frecuencia, afecta, en cierta forma, a la resolucion en el dominio de la
frecuencia. Este fenomeno se conoce como principio de incertidumbre y su impacto en

los resultados de la transformada puede recogerse en lo siguiente:
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Cualquier funcion de ventaneado definida en el dominio del tiempo tendra cierta

duracion At definida como [4.8]:

(4.6)

De igual forma, esta funcion tendra una duracion A® en el dominio de la frecuencia,

definida como:

J‘coz\G(co)‘zdw
Ao= |7

(4.7)

TG(w)zdm

—00

donde G(w) es la TF de g(t).

El resultado AtAw es un valor constante, que significa que una variacion en el
ancho de la ventana en el dominio del tiempo influira drasticamente en el dominio de la

frecuencia [4.9].

La STFT representa un tipo de compromiso entre los puntos de vista basados en
la frecuencia y el tiempo. Nos da alguna informacion sobre cudndo y a qué frecuencias
suceden los eventos de la sefal. Sin embargo, esta informacion se obtiene con una
precision limitada, que viene determinada por el tamafio de la ventana temporal elegido.
El andlisis de muchas sefiales requiere una aproximacion mas flexible, como puede ser
una ventana de tamafio variable, para obtener mas informacioén y exactitud sobre el

tiempo y/o la frecuencia de un evento concreto.

Esto sirve como preludio de la Transformada Wavelet.

4.3.-Transformada Wavelet

El andlisis wavelet significa el siguiente paso 1l6gico: una técnica de ventaneado

con regiones de ancho variable. El anélisis wavelet permite usar grandes intervalos de
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tiempo para la informacion de bajas frecuencias y cortos intervalos para la informacion
de altas frecuencias. Una de sus mayores ventajas es la habilidad de realizar un analisis
local de la senal. Consideremos, por ejemplo, una sefial senoidal con una pequena
discontinuidad inapreciable a simple vista (véase la Figura 4.2). Esta sefial se genera
facilmente en el mundo real por una fluctuacion de potencia o un ruido. La TF de esta
seflal muestra la componente de baja frecuencia de la sefial original, pero falla en la
deteccion de la pequeiia discontinuidad [4.10]. La TW de esta sefial, como se ve en la

Figura 4.2, muestra la localizacion exacta en el tiempo de esta discontinuidad.

El analisis wavelet es, por tanto, capaz de revelar aspectos de los datos que otras
técnicas de andlisis de sefial pierden, tales como tendencias, puntos de rotura,
discontinuidades en derivadas superiores, auto-similitudes, etc. En su breve historia
dentro del campo de procesamiento de sefiales ha probado ser una herramienta

extraordinariamente poderosa.

Sefial con discontinuidad en t=0.3 s
T T T

Amplitud

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)
Transformada de Fourier de la sefial x 10 Transformada Wavelet de la sefial
140 T T T T T 6 T T T T
120 4
100
2
© ©
2 80 3
: &
60
< <
-2
40
20 -4
0 -6 . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia (Hz) Tiempo (s)

Figura 4.2. Senal senoidal con una pequefia discontinuidad en t=0.3 s y sus Transformadas de Fourier y

Wavelet.
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4.3.1.- Transformada Wavelet Continua (CWT)

Onda Senoidal Wavelet (db4)

0.5

0.5

Amplitud
o
Amplitud

-0.5
-05

-1 -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2
Tiempo (s)

0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (s)

Figura 4.3. Comparacion entre una onda senoidal y la funcién wavelet Daubechies 4.

Una wavelet es una onda de duracion efectiva limitada que tiene valor medio

cero. Esto se describe a menudo como un soporte temporal compacto. Las ondas

senoidales, funciones base de la TF, se extienden desde -oo hasta +co y tienen un soporte

infinito, como comentamos anteriormente. Las ondas seno y coseno son suaves y

predecibles, mientras que las wavelets tienden a ser irregulares y asimétricas. En la

Figura 4.3 se muestra la comparacion entre una onda senoidal y una wavelet . El andlisis

de Fourier consiste en descomponer una senal en senos de varias frecuencias y fases. De

manera similar, el andlisis wavelet descompone una sefial en wavelets desplazadas y

escaladas de la wavelet original o madre (véase la Figura 4.4).

a)5

Figura 4.4. a) Sefial a analizar. b) Distintas funciones, formadas por la wavelet Daubechies 4 desplazada

y escalada, que se integraran con la sefial para realizar la CWT.
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La Transformada Wavelet Continua (CWT) de una funcion f(t) se define como
1 7. . (t=b

W(b,a)=— | f(t)y| — |dt 4.8

(b.a) = j ( )w[ - ) (4.8)

donde a>0 y be®R, son los parametros de dilatacion y traslacion, respectivamente. La
funcion y(t) se llama wavelet madre y la barra indica el complejo conjugado. La

wavelet madre debe satisfacer la condicion de admisibilidad:

+00

c, =]

—00

(o)
o

do < 0 (4.9)

donde y(w) es la TF de y(t). Asi, el desarrollo wavelet de f(t) se define por la siguiente

ecuacion:

T T W(b,a)\u(t;bjalzdadb (4.10)

1
f(t)=—-
C, =.°

El aspecto mas destacado de la TW es que la funcién base y no es tnica. No
obstante, debe estar definida de acuerdo con un conjunto de reglas y condiciones. Esta
es la gran diferencia con las funciones base seno y coseno en las Transformadas de
Fourier y Gabor. Como veremos después, las funciones base en CWT no necesitan tener

una forma analitica cerrada. Pueden definirse iterativamente como en el caso de la

familia de wavelets de Daubechies.

Lo que hace diferente la CWT de la STFT no es solo que la funcidon base no esta
definida de forma tnica, sino también que la ventana usada se traslada a lo largo del eje
temporal y se escala. Asi, el parametro b, que nos indica donde esta centrada la ventana,
no es un parametro fijo, sino que se puede hacer variar para trasladar la ventana y
realizar la CWT en distintas partes de la funcion. Del mismo modo, el parametro a,
conocido como escala, no permanece constante como en el caso de la STFT, sino que
varia, permitiendo la expansion o contraccion de la ventana. De esta forma, W(a,b) es
un coeficiente que nos da informacion sobre la funcion f(t) en t=b, informacion que
depende de la escala a escogida. En general, se representa la W(a,b) con b variable y a
fijo, de forma que se puede ver como varia la CWT a lo largo del tiempo y comparar los

valores que tiene en los diferentes instantes. Otra opcion, que permite un analisis mas
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detallado, es representar W(a,b) en funciéon de a y b, mediante una figura en tres

dimensiones, para ver los cambios que se producen en funcién del tiempo y de la escala.

Una muestra del efecto de la escala en la CWT se representa en la Figura 4.5.
Para escala 1 tenemos recogida la informacion de alta frecuencia de la sefial analizada,
sin que se pueda deducir nada sobre el contenido de baja frecuencia, mientras que para
escala 2000 tenemos la informacion sobre la variacion a baja frecuencia de la sefal,

pero el contenido de alta frecuencia ha desparecido.

Sefial

_2 | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
x 1073 CWT de la sefial con escala 1
4 T T T
2
0 -
_2 - -
_4 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
CWT de la sefial con escala 2000
40 T T T

Figura4.5. CWT a escala 1 y 2000 de la sefial f=sen(2t)+cos(20t).

Puesto que la CWT parte de la idea de una representacion tiempo-frecuencia
debido a la dependencia del valor de escala a, se puede establecer una relacion directa
entre el parametro de escala y la frecuencia a la que estd centrada la ventana. Por

ejemplo, tomemos la wavelet de Morlet, definida como

y(t) = exp(iot) exp(— 1’ /2) (4.11)
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donde w se elige como 1.7511 para satisfacer la condicion de admisibilidad [4.11]. De
la ecuacion (4.8) obtenemos que
@,

f=
2ma

(4.12)

siendo f la frecuencia en la que estd centrada la ventana en el dominio de la frecuencia
para un valor dado de escala a. En esta expresion vemos que a mayor escala, menor

frecuencia, y viceversa.

4.3.2.- Transformada Wavelet Discreta (DWT)

La TW definida en (4.8) es la expresion de la Transformada Wavelet Continua.
Una formulacion mds practica para los propdsitos de analisis de sefales fue introducida
por Daubechies, que permite la discretizacion de los parametros de escala a y traslacion
b. Esta formulacion, conocida como Transformada Wavelet Discreta, puede expresarse

como
o = [F(OW,, (Ddt=(F(0), ;) (4.13)

donde ojx es el coeficiente de desarrollo wavelet de f(t) y yjx es la base discreta
generada por dilatacion y traslacion de la wavelet madre y. Ahora los enteros j y K,
pertenecientes a Z, son los pardmetros de dilatacion y traslacion, respectivamente. Esto
conduce a que el andlisis sea mas eficiente y exacto si se emplean escalas y posiciones
diadicas, es decir, en base 2. Para algunas elecciones especiales de v, las wavelets
discretizadas ;i constituyen una base ortonormal de L%(R). Usando bases
ortonormales, el desarrollo wavelet de una funcion f(t) y los coeficientes wavelet del

desarrollo estan definidos como

f(t) = Zzaj,k\lfj,k (t) (4.14)

La wavelet discreta puede escribirse como

v, (0=2"2y(2t-k) (4.15)
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Realmente, cualquier procesamiento de sefial en un ordenador debe realizarse en
formato discreto. Incluso la CWT usa técnicas de procesamiento discreto de datos y la
unica diferencia con respecto a la DWT es la escala en la que opera. A diferencia de la
DWT, la CWT puede operar a cualquier escala, desde aquella en la que aparece la sefial

original hasta una escala maxima determinada por el usuario.

4.3.3.- Transformada Wavelet rapida (FWT)

El avance en el andlisis wavelet viene de 1988 cuando Mallat desarroll6 un
algoritmo eficiente usando filtros, que es el equivalente de la TF rapida, a veces referida
como Transformada Wavelet rapida: una “caja” por la que pasa una sefial y de la que

salen los coeficientes wavelets [4.12].

El algoritmo de Mallat es, de hecho, un esquema clasico conocido en el
procesamiento de sefiales como codificador de subbanda de dos canales. El libro de
Strang y Nguyen “Wavelets and filter banks” [4.13] contiene una excelente discusion
sobre este tema. El esquema estad basado en el concepto de analisis de multirresolucion y
filtros en cuadratura de espejo, que tiene una teoria bien establecida en el procesamiento
de senales. Este avance en la teoria ha permitido un gran aumento en la aplicacion del

analisis wavelet a muchos campos de la ingenieria.

4.3.3.1.- Descomposicion wavelet

Basicamente, la FWT descompone una sefal en un conjunto de aproximaciones
y detalles usando los filtros apropiados que estdn relacionados con las funciones
wavelet madre. Los detalles contienen la informacion a escala baja o el contenido de
alta frecuencia de la sefial, mientras que las aproximaciones corresponden a frecuencias
bajas, de alta escala. Para algunas sefiales el contenido de baja frecuencia es la parte
mas importante, lo que le da a la sefial su identidad. Por otra parte, el contenido en alta
frecuencia muestra los detalles de la sefal, contiene ruido y posiblemente informacion
sobre discontinuidades. Seleccionando escalas diddicas diferentes, una wavelet puede
jugar el papel tanto de un filtro paso alta como paso baja, con el fin de generar

aproximaciones y detalles de la sefial original.
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Para obtener los coeficientes de aproximacion, que se denotan como CA, es
necesario realizar dos operaciones distintas: se aplica un filtro paso baja a la sefial,
denominado L, y al resultado obtenido se le aplica el proceso denominado
“downsampling”, que consiste en la seleccion de uno de cada dos datos, por lo que se
reduce a la mitad el nimero de coeficientes. Los coeficientes de detalle, cD, se obtienen
de la misma forma, salvo por el hecho de que se aplica un filtro paso alta, llamado H, en
lugar de uno paso baja. El “downsampling” impide que al final del proceso tengamos el
doble de valores de los que tenia la sefial, lo que seria algo poco eficiente. Como hemos
comentado anteriormente, los coeficientes de aproximacion contienen informacion
sobre la evolucion general de la sefal y sobre su comportamiento a gran escala,

mientras que los coeficientes de detalle muestran el contenido de alta frecuencia.

Este proceso de descomposicion no tiene por qué limitarse a un solo paso, sino
que puede realizarse de forma iterativa para aumentar el nivel de claridad en los
coeficientes de aproximacidén que se quieren obtener. Asi, es posible descomponer los
coeficientes de aproximacion CA; en otros dos grupos de coeficientes CA, y cD», y, a su
vez, CA; puede descomponerse en CA; y cDs, obteniéndose lo que se denomina arbol de

descomposicion wavelet, o descomposicion multinivel (véase la Figura 4.6).

cA, cDy

cA, cD,

CA3 CD3

Figura 4.6. Esquema de un arbol de descomposicion wavelet hasta nivel 3.
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4.3.3.2.- Reconstruccion wavelet

Del mismo modo que a partir de la FWT se puede descomponer la sefial en sus
coeficientes de aproximacion y de detalle, es posible realizar el proceso inverso para
reconstruir la sefal original a partir de CA y cD. Asi, el primer paso consistiria en
realizar la operacion opuesta al “downsampling”, el “upsampling”, que es un proceso
que consiste en el aumento de los valores de una sefial mediante la inclusion de ceros
entre cada valor de la misma. Una vez realizado esto, se le aplica un filtro de
reconstruccion, H> o L’ segun se trate de cD o CA, relacionado con el filtro de

descomposicion aplicado anteriormente.

4.3.4.- Wavelets y filtros

En realidad, la eleccion de los filtros determina la forma de la wavelet usada
para llevar a cabo la DWT. De hecho, después del trabajo de Daubechies, raramente
comenzamos con la forma de la wavelet, sino que primero se disefian los filtros
apropiados y después se usan para crear la onda. Una de las wavelets mas usadas en
investigacion es la familia de wavelets ortonormales de Daubechies, las cuales se crean
iterativamente y no tienen forma analitica. En general, la wavelet estd determinada por
el filtro paso alta H, que también produce los detalles de la descomposicion en wavelets.
Hay una funcién adicional asociada con algunas wavelets llamada funcién de escalado
®, similar a la wavelet y determinada por el filtro paso baja (estd asociada con la
aproximacion en la descomposicion wavelet). En general, las funciones de escalado y

wavelet se obtienen iterativamente a través de las siguientes expresiones

@(t) =+/2> h,d(2t—n) (4.16)

y(t) =2 g, &2t —n) (4.17)

donde h, es la respuesta impulso del filtro paso baja L y ¢, la respuesta impulsiva del

filtro paso alta H, que estan relacionadas entre si por la expresion

g, =(D"h,_, (4.18)
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Ademas de la ecuacion (4.18), la perfecta reconstruccion y descomposicion

ortogonal significa que debe cumplirse que

0 k=0
D hyh, = (4.19)
n - n-2k 1 k:O

n

4.3.5.- Descomposicion Wavelet Ortogonal (OWD)

Una de las ventajas de DWT es la habilidad para crear una base ortogonal
wavelet basada en cambios y escalas correspondientes a la escala diadica. Esto se refleja

en los filtros de descomposicion y reconstruccion. Recordemos (4.13)
o = [FOW, (Ddt=(F(t), ;)

El detalle en el nivel j esta definido como

D)= o,y (4.20)
keZ

y la aproximacion al nivel J como

A, =)D, (4.21)
]
de donde

A, =A+D, (4.22)
f(t)=A, + ) D, (4.23)

i<l

Las ecuaciones (4.22) y (4.23) nos dan una estructura de arbol de la sefial y también un
procedimiento de reconstruccion de la sefal original. Seleccionando escalas diddicas
diferentes, una sefial puede descomponerse en numerosas componentes de baja

resolucion, referidas al arbol de descomposicion wavelet.
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4.3.6.- Regularidad y momentos nulos

Como hemos dicho, las wavelets son, en general, ondas irregulares y
asimétricas, de duracion temporal limitada con promedio temporal cero. Por definicion,

una wavelet y tiene N momentos nulos si

[tPw(hdt=0 0<p<N-1 (4.24)
Por lo tanto, si el valor promedio de una wavelet es cero (p=0), entonces la wavelet
tiene al menos un momento nulo. Supongamos ahora que una wavelet tiene N
momentos nulos, entonces ¢l resultado de cualquier CWT de cualquier polinomio f(t) de
grado N-1 debe ser cero. Esto significa que todos los coeficientes C(b,a) son nulos para
cualquier escala a y cambio b. El analisis wavelet suprime cualquier polinomio de grado
p si tiene p+1 momentos nulos. Lo peculiar de este resultado es que si una sefial f(t)
contiene un polinomio en el intervalo temporal [a,f], los coeficientes de la

descomposicion wavelet C(b,a) seran cero siempre que la wavelet madre esté incluida

en [a, B].

La regularidad estd muy relacionada con el nimero de momentos nulos de las
wavelets tipicas. En general, la regularidad o suavidad se incrementa cuando crece el
nimero de momentos nulos. Denotaremos la clase de regularidad de una wavelet dada

por C* donde a denota cuéntas veces es diferenciable continuamente la wavelet.

4.3.7.- Deteccion de singularidades

La caracteristica mas importante de la TW que hemos usado en esta Memoria es
su capacidad para mostrar los detalles de las sefiales analizadas. El uso de distintas
escalas permite ampliar los detalles de la sefial y detectar singularidades e

irregularidades que, de otra forma, pasarian desapercibidas.

Para comprender la deteccion de las singularidades mediante la TW,
consideremos una funcion f que es m veces diferenciable en el intervalo [v-h, v+h]. Si py

es el polinomio de Taylor en v
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m-1 (k)
py=2 ! kfv) (t=v)* (4.24)

el teorema de Taylor prueba que el error de aproximacion

eu(t)=1(t)-pu(t) (4.25)
cumple que
="
vte[v-hyv+h], le,()/<" " sup [f™(u) (4.26)
m! ue[v—h,v+h]

El nimero de veces m que es diferenciable la funcion f da una cota superior al error de
gy cuanto t tiende a v. Otra forma de acotar este error de aproximacion es mediante el
exponente Lipschitz a, el cual, a diferencia de m, no tiene por qué ser entero. Para

introducir este exponente consideramos la definicion de una funcion Lipschitz:

- Una funcion f es Lipschitz a trozos de exponente a>0 si existe una constante

K>0 y un polinomio py de grado m tal que

VteR,

f(t)—p, (1) <Klt—v/" (4.27)

- Una funcién f es uniformemente Lipschitz con exponente a>0 sobre el
intervalo [a, b] si se cumple la condicion (4.27) para todo ve[a, b], con una constante K

que es independiente de V.

En funciones uniformemente Lipschitz, sus exponentes o son una medida de su
regularidad. Si f es uniformemente Lipschitz o>m en un intervalo, f es m veces
diferenciable en ese intervalo, por lo que no tendra ningln tipo de singularidad. El
siguiente teorema, debido a Hwang y Mallat [4.15], muestra cuando se puede asegurar

que una funcién es uniformemente Lipschitz:

- Supongamos que la funcion wavelet y pertenece a C" con soporte compacto, y

se cumple que y=(-1)"0™ con J.jwe(t)dt;to. Sea feL'[a, b], si existe s¢>0 tal que

98




CAPITULO 4. LA TRANSFORMADA WAVELET

\W (u,S)‘ no tiene un maximo local para ue[a, b] y s<sy, entonces f es uniformemente

Lipschitz con exponente n en [a+e, b-€], para cualquier £€>0.

Se puede demostrar, que la condiciéon y=(-1)"0"™ se cumple si la funcién wavelet
v tiene N momentos nulos [4.15]. Este teorema muestra que si la TW de una funciéon no
tiene un maximo local, esta funciéon no tiene ningin tipo de singularidad o de

irregularidad, y, por tanto, las singularidades se encontrardn donde haya un maximo

local de ‘W (u, S)‘ .

Cuanto mayor sea el nimero de momentos nulos n de la funcién wavelet, mayor
sera la sensibilidad a la hora de detectar singularidades mediante esta técnica, ya que si
la singularidad se haya en una derivada de orden m superior a n, no aparecera ningin
maximo local en la transformada. Ademas, dado que y=(-1)"0", la TW se puede

escribir como:

W(u,s)=s" i(f *0_)(u) (4.28)
du”
0.(t) = ﬁe{- :] (4.29)

donde * denota convolucion. Luego la TW es proporcional a la derivada n-ésima de la

convolucién f*0,, por lo que cuanto mayor sea n (el orden de la derivada), mas

destacaran los maximos locales de W (u,s)| .

4.3.8.- Familias de wavelets

Dedicamos este ultimo apartado a hacer una breve mencion de algunas familias

de wavelets especialmente utiles.
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Haar: Cualquier discusion sobre wavelets comienza con la wavelet Haar, por ser
historicamente la primera y mas simple. La wavelet Haar es discontinua y parece una

funcioén paso.

05 i

0.5

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.7. Representacion de la funcién wavelet Haar.

Daubechies: Ingrid Daubechies, una de las investigadoras mas brillantes en el
campo de las wavelets, inventé las llamadas wavelets ortonormales soportadas

compactamente, que hacen posible el analisis wavelet discreto.

Figura 4.8. Representacion de la funcion wavelet Daubechies 4.

Biortogonal: Esta familia de wavelets posee fase lineal, necesaria para la

reconstruccion de sefiales e imagenes. Usando dos wavelets, una para la
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descomposicién y otra para la reconstruccion, en lugar de una sola (la misma), se

derivan propiedades interesantes.

05-

0.5

-1

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.9. Representacion de la funcion wavelet Biortogonal 6.8.

Coiflets: Construidas por Daubechies a requerimiento de R. Coifman, esta
funcion wavelet tiene 2N momentos nulos y la funcion escalado tiene 2N-1 momentos

nulos. Las dos funciones tienen un soporte de longitud 6N-1.

051

-0.51

-1

L L L L L L L L L
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.10. Representacion de la funcion wavelet Coiflet 2.

Symlets: Las symlets son funciones casi simétricas propuestas por Daubechies
como modificaciones de la familia de Daubechies. Las propiedades de las dos familias

son parecidas.
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L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.11. Representacion de la funcion wavelet Symlet 4.

Morlet: Esta wavelet no tiene funcion de escalado, pero es explicita.

Figura 4.12. Representacion de la funcion wavelet Morlet.

Sombrero mejicano: Esta wavelet no tiene funcion de escalado y se deriva de

una funcidon que es proporcional a la segunda derivada de la funcion de densidad de

probabilidad gaussiana.
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Figura 4.13. Representacion de la funcion wavelet sombrero mejicano.

Meyer: La wavelet Meyer y la funcidon de escalado estan definidas en el dominio

de la frecuencia.

-0.4
0

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.14. Representacion de la funcion wavelet Meyer.

No son éstas las unicas familias de wavelets, aunque si las mas usadas. Si se
desea una informacién mas amplia existe una extensa bibliografia especifica sobre el

tema [4.7].
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CAPITULO 5

SIMULACION DE VIBRACIONES
LONGITUDINALES EN BARRAS CON EL
MSR

5.1.- Introduccion

En este capitulo se estudia la simulacion de vibraciones longitudinales en barras
mediante el MSR. Otros autores han aplicado el MSR para estudiar procesos fisicos en
los que su modelo matemdtico estd formado por ecuaciones diferenciales de tipo
parabdlico, como procesos de conduccion del calor [5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5], procesos de
transporte en membranas [5.6, 5.7], procesos de electrodo [5.8, 5.9] y fendmenos
electrocinéticos en particulas coloidales [5.10, 5.11, 5.12, 5.13]. Sin embargo, la
ecuacion diferencial que modela las vibraciones longitudinales de la barra es de tipo
hiperbolico. Esto origina que la celda basica del modelo en red sea distinta a la utilizada
hasta ahora en los diferentes estudios realizados con el MSR, por lo que ha sido
necesario disefiar una celda basica especifica para este proceso fisico, asi como
comprobar su validez.
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Debido a esto, la primera parte del capitulo se dedica a la elaboracion de la celda
basica y de los modelos en red, utilizando para ello los conceptos tedricos sobre el MSR
introducidos en el Capitulo 2. Una vez construidos dichos modelos, se validan mediante
la comparacion de los resultados numéricos con las soluciones teoricas halladas en el
Capitulo 3. En la parte final del capitulo, se presentan algunos resultados para una barra
con una carga masica en un extremo, en cuyo caso no se dispone de solucion tedrica en
el dominio del tiempo. Parte de los resultados de este capitulo, asi como la elaboracion

de la celda elemental y de los modelos en red, pueden encontrarse en [5.14, 5.15, 5.16].

5.2.- Celda elemental para las vibraciones longitudinales de una
barra

La elaboracién de la celda elemental parte de la ecuacion diferencial que modela
. . 1,
el proceso fisico, que en este caso es la ecuacion de ondas ':

0%t 1 0%

ox ¢t ot

(5.1)

Como se indicé en el Capitulo 2, el MSR trabaja con dos variables: una que se
asigna a los nodos de la red, llamada potencial, y otra asociada a las ramas de esta,
denominada flujo. Por tanto, el primer paso a dar es determinar qué variables del
proceso fisico se van a hacer corresponder con las del MSR, el potencial y el flujo.
Teniendo en cuenta que las principales magnitudes fisicas de este proceso son el
desplazamiento de cada punto de la barra y el esfuerzo al que se encuentra sometido, y
que la primera es una magnitud escalar mientras que la segunda es vectorial, est4 claro
que el desplazamiento debe hacerse corresponder con el potencial, y el esfuerzo con el
flujo. Sin embargo, por razones de cardcter técnico del MSR, el flujo se hace

corresponder con el esfuerzo con el signo cambiado:

D& J>—o (5.2)

Por tanto, la relacion entre el flujo y el potencial, la ecuacion constituiva, viene dada por

la Ley de Hooke:

" En este capitulo se usa la notacion de letras con prima para referirse a variables dimensionales y letras
sin prima para las adimensionales.
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(5.3)

donde E es el modulo de Young de la barra. Debido a que trabajamos con estas dos
variables, es mejor expresar la ecuacion de ondas de la forma:
oc' 0%

= 5.4
ox' p@t'2 (54

o0 en su equivalente con las variables del MSR:

ol o'd
axv patyz

(5.5)

Esta tiltima ecuacion sera el punto de partida para la elaboracion de la celda elemental.

Una vez establecida la ecuacion del modelo matematico en la forma adecuada, el
siguiente paso es realizar una discretizacion espacial del medio. Asi, en este caso, se
divide la barra en N celdas de tamafio AX’, y se aproxima por diferencias finitas la
derivada espacial que aparece en la ecuacion (5.5), con lo que nos queda un sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas en el que cada ecuacion corresponde a una celda:

2
donde ®; es el potencial en la celda i, Ji+a el flujo que circula a la derecha de la celda iy
Ji-a el flujo que circula a la izquierda de la celda i. Dado que las celdas estan conectadas
entre si en cascada, el flujo que circula a la izquierda de la celda i es el mismo que
circula a la derecha de la celda i-1, luego Ji.a=J(i-1)+a, ¥ del mismo modo, el flujo que
circula a la derecha de la celda i es igual al que circula a la izquierda de la celda i-1, por

lo se cumple que Jita=J+1)-a.

Una forma mdas conveniente de expresar la ecuacién correspondiente a cada

celda es:

L—aepl P (5.7)

i+
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En esta ecuacion aparecen tres términos, dos de los cuales corresponden a un
flujo, por lo que el tercero puede ser considerado como otro flujo. Debido a esto se

puede definir:

0*d

8t'21 (5.8)

J, =Ax'p

y la ecuacion (5.7) se puede considerar un balance de los flujos que entran y salen de la

celda i, de acuerdo con la ley de corrientes de Kirchhoff:

Jia- Ji+A+in:O (5.9)
D;
qzi—A ; qzim
1-A > ) i+tA
Jl A J1+A
L
AX’

Figura 5.1. Esquema de la celda elemental.

Dado que trabajamos con variables discretas en el espacio, es necesario expresar
la ecuacion (5.3), que nos relaciona el flujo y el potencial, de forma discreta en lugar de

continua. Para ello, la aproximamos por diferencias finitas, obteniendo que los flujos

Jiza se pueden expresar en funcion del potencial como:

Ax'/2 (510)
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A la vista de estas expresiones, es posible relacionar los flujos Jiza y los
potenciales ®;;x mediante una puerta resistiva de valor R=Ax’/(2E) entre los nodos i-A e

I, y entre i e I+A.

El flujo J,; se obtiene a partir del potencial @; mediante la utilizacion de dos
circuitos auxiliares. El primero de ellos consiste en una fuente dependiente de fuerza
que produce el mismo potencial que hay en el nodo i, conectada a un condensador de
capacidad C. El flujo que atraviesa el condensador es:

do

Jo=C— 5.11
c=C (5.11)

flujo que introducimos en el segundo circuito auxiliar mediante una fuente dependiente
de flujo, que estd conectada a una bobina de inductancia I, por lo que el valor de la
fuerza en la bobina (la diferencia de potencial entre sus extremos) es:

dJ d’®

X =] °¢=]C— i 5.12
b dr dt (5.12)

De modo que J,; se consigue a partir de estos circuitos auxiliares haciendo que IC=pAXx’,
y colocando una fuente dependiente de flujo cuyo valor sea igual que X;. Con ésto ya se

tienen todos los elementos necesarios para la construccion de la celda elemental.

En la Figura 5.2 se muestra la celda elemental para las vibraciones

longitudinales, sin los circuitos auxiliares, las cuales se muestran en la Figura 5.3.

A _Jis

>
P
[
A
i3
l <
+
>
s
>

Figura 5.2. Celda elemental para las vibraciones longitudinales.
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Figura 5.3. Circuitos auxiliares de la celda elemental.

Es interesante remarcar la forma en que las caracteristicas fisicas de la barra, la
densidad y el modulo de Young, se distribuyen entre los diferentes elementos de
circuito de la celda elemental. El modulo de Young afecta a la resistencia R, que
determina la relacion entre el flujo y el potencial, por lo que en los valores de la
resistencia se pone de manifiesto la rigidez de la barra. El producto IC es proporcional a
la densidad de la barra, por lo que en los circuitos auxiliares estd recogida la

informacion sobre su comportamiento inercial.

Una vez disefiada la celda elemental, el modelo en red se construye mediante la
conexion de las N celdas en las que se ha dividido la barra, como se muestra en la
Figura 5.4, y la incorporacion de las condiciones de contorno. Dicha incorporacion se

realizara mas tarde al estudiar cada tipo de barra en particular.

ta Jga Ren g R T g Na N Ry Rua N eg
o YWy YWy A b AW AW
Jyl JYN
1L Celdal L Celda N

Figura 5.4. Conexion de las N celdas elementales.

En general, hemos comprobado que trabajando con N=150 se consiguen buenos
resultados sin que el esfuerzo computacional (requisitos del ordenador para poder
simular el modelo en red y tiempo de computacion), que aumenta considerablemente al
aumentar N, sea grande. Con este valor, el ancho de cada celda, si la longitud de la barra

es L=1 m, es AX’=1/150=0.0067 m. Hay que sefialar que en las simulaciones se obtiene
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el potencial en el nodo central de cada celda, por lo que ®; corresponde a
X’=1/(2N)=0.0033 m, ®, a x’=1/N+1/(2N)=0.01 m, y asi sucesivamente. Por el
contrario, el flujo se obtiene en los extremos de la celda, por lo que J;.a corresponde a
X’=0/N=0, J;+a a X’=1/N=0.0067 m, Jo4a a X’=2/N=0.0134 m, y asi sucesivamente. Esto
da lugar a que no se pueda obtener el desplazamiento o el esfuerzo en cualquier
posicidn, sino solo en un conjunto discreto de posiciones. Por ejemplo, no se puede
obtener el desplazamiento en el centro de la barra, en Xx’=0.5 m, sino que la posicion
mas cercana es X’=0.4967 m, que corresponde al centro de la celda 75. Por el contrario,
el esfuerzo si puede obtenerse en X’=0.5 m, ya que esta posicion corresponde al extremo
derecho de la celda 75, pero no puede obtenerse en X’=0.4967 m. Dada la poca
diferencia entre x’=0.4967 m y X’=0.5 m, se puede tener la tentacion de aproximar
0.4967 m a 0.5 m para poner un nimero mas agradable estéticamente. Sin embargo, en
esta Memoria no lo hemos hecho asi, ya que éso, aparte de ser una incorreccion poco
propia de un texto cientifico, podria llevar a paradojas como la de estudiar el

desplazamiento y el flujo en la misma posicidn, lo que no es posible con el MSR.

5.3.- Celda elemental con variables adimensionales

A lo largo de la Memoria trabajaremos con variables adimensionales, tanto por
razones de tipo practico, a la hora de llevar a cabo las simulaciones, como por tener
mayor generalidad en los resultados obtenidos. Asi pues, es necesario determinar como
es la relacion entre las variables adimensionales y las dimensionales, y como afecta este

cambio a los valores de los elementos de circuito de la celda elemental.

La ecuacidn de onda con variables adimensionales es:

oY 0% (5.13)

ox* ot
La relacion entre variables dimensionales y adimensionales viene dada en la Tabla 5.1.
Con esta relacion es posible adaptar cualquier resultado obtenido con las variables
adimensionales a una situaciéon real con una barra concreta, con sus propias

caracteristicas fisicas.
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Desplazamiento Tiempo Posicion Esfuerzo Frecuencia

g=¢’/L t=ct’/L Xx=x"/L 6=c"/E f=Lf/c

Tabla 5.1. Relacion entre variables dimensionales (con prima) y adimensionales (sin prima).

Los valores de los elementos del circuito al trabajar con variables
adimensionales se expresan en la Tabla 5.2. La unica diferencia es que no aparece ni la
densidad ni el médulo de Young, pues pasan a tener el valor unidad. Sin embargo, eso
no provoca que los elementos del circuito pierdan su relacion con dichas caracteristicas
de la barra, ya que esto es algo que no tiene relacién con su valor numérico, sino que
viene implicito en el disefio de la celda elemental. La diferencia es que ahora dicha
relacion no viene expresada explicitamente, pero se mantiene el papel que juegan la
resistencia, la capacidad y la inductancia en relacion con la rigidez y la densidad de la
barra. La razon por la cual no se construye la celda basica directamente a partir de la
ecuacion de ondas adimensional, lo que hubiera hecho innecesaria esta seccion, es
precisamente para poder mostrar de forma explicita la relacion de los elementos de la

celda con las caracteristicas fisicas de la barra.

Celda con variables dimensionales Celda con variables adimensionales
R=AX’/(2E) R=AX/2
IC=pAX’ IC=Ax

Tabla 5.2. Valores de los elementos de circuito de la celda elemental con variables dimensionales y

adimensionales.

5.4.- Simulacién de vibraciones longitudinales en una barra
fija-fija

5.4.1.- Modelo en red

Como se ha dicho anteriormente, el modelo en red no estd completo hasta que se
le incorporan las condiciones de contorno, que dependen del tipo concreto de barra que

se quiere estudiar.

Las condiciones de contorno de una barra fija-fija son, como se expueso en el

Capitulo 3:
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5(0.0)=0 5.13

g'(L,t")=0 (5.13)
0, en variables adimensionales:

50.0=0 5.14

E(1,t)=0 ©-19)

En términos del MSR, estas condiciones de contorno implican fijar el potencial
en los extremos del modelo en red de forma que su valor siempre sea nulo, lo que se
consigue conectando a tierra dichos extremos. En la Figura 5.5 se muestra el modelo en

red para esta barra con la implementacion de las condiciones de contorno.

x=0 |1-AJ1a 1-A 1 Ria kg1+A N-AJN;A> Rna N Ryia Jm N+A[ x=1

AW |
W+ L W W+ T

Jyl JyN
Celda 1 Celda N

Figura 5.5. Modelo en red para la barra fija-fija.

5.4.2.- Simulacion de vibraciones libres

El Unico tipo de vibraciones que pueden estudiarse en la barra fija-fija son las
vibraciones libres (producidas al imponer condiciones iniciales), pues no es posible la
aplicacion de una fuerza en los extremos por estar fijos. Dentro de todas las posibles
condiciones iniciales que se pueden imponer, nos centraremos en los modos de
vibracion. Asi, como condiciones iniciales de la barra impondremos un modo de
vibracion, por lo que, al ser ortogonales entre si, la barra vibrara manteniendo la forma
del modo de vibracion a la frecuencia propia caracteristica de dicho modo. Esto nos
servird como primer ensayo para comprobar la validez del MSR en la simulacion de

vibraciones.
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Modo 1 2 3 4 5 6 7 8
Bn T 27 3n 47 Sm 61 n 8n
fa 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Tabla 5.3. Numero de onda y frecuencia natural para cada modo.

Modo 1 x=0.4967 Modo 2 x=0.13
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Figura 5.6. Comparacion entre el desplazamiento en una posicion de la barra en funcion del tiempo
obtenido con el MSR (linea continua) y la solucion tedrica (linea discontinua) para los ocho primeros

modos de la barra fija-fija.

Se han simulado las vibraciones libres al imponer como condiciones iniciales los
ocho primeros modos de vibracion de la barra, cuyos datos se muestran en la Tabla 5.3,
y se han comparado los resultados obtenidos, tanto para el desplazamiento como para el
esfuerzo, con las soluciones tedricas, con el fin de validar el MSR. En la Figura 5.6 se
muestran los resultados de la simulacion para el desplazamiento en una posicion, en
Xx=0.4967 para los modos impares y en Xx=0.13 para los pares, junto con la solucién
teorica. En esta figura se puede observar que la coincidencia entre la simulacion y la
solucidn teorica es completa. No es posible apreciar ninguna discrepancia entre ambas
graficas. La razon para estudiar en posiciones distintas los modos pares e impares es que
Xx=0.4967 es la posicion mas centrada de la barra, y por tanto la mas caracteristica, por

lo que nos ha parecido interesante presentar los resultados en este punto. Sin embargo,
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tiene el problema de que en los modos pares esa posicion tiene un valor casi nulo para el

desplazamiento, por lo que esos modos los hemos estudiado en una posicidn arbitraria.

Del mismo modo, en la Figura 5.7 se presentan los resultados de la simulacién
para el esfuerzo en una posicion, en X=0.5 para los modos pares y en X=0.1333 para los
impares (cuyo valor para el esfuerzo en x=0.5 es nulo), junto con la solucion teorica. Se
comprueba de nuevo que tampoco hay diferencia apreciable entre los resultados de la

simulacion y la expresion tedrica.
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Figura 5.7. Comparacion entre el esfuerzo en una posicion de la barra en funcion del tiempo obtenido

con el MSR y la solucién tedrica, para los ocho primeros modos de la barra fija-fija.

5.5.- Simulacion de vibraciones longitudinales en una barra
libre-fija

5.5.1.- Modelo en red

La condicién de contorno de extremo libre en x=0 implica que el esfuerzo en
dicho extremo sea nulo, lo que se traduce en que el flujo en el extremo izquierdo de la

primera celda, J;., ha de ser cero. En el modelo en red, esto se consigue mediante la
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incorporacion en dicho extremo de una resistencia R, de valor infinito (en la practica,
de valor muy grande comparado con R). La condicién de contorno de extremo fijo en
x=1 se implementa de la misma forma que en la barra fija-fija, conectando a tierra la
parte derecha de la celda N-ésima. En la Figura 5.8 se muestra el modelo en red

completo de la barra libre-fija.

La presencia de un extremo libre permite la aplicacion de una fuerza
longitudinal en dicho extremo, produciendo vibraciones forzadas en la barra. En ese
caso, el esfuerzo en el extremo libre no es cero, sino que viene fijado por la fuerza
aplicada. Ahora, en lugar de conectar una resistencia de valor infinito en x=0, se
incorpora una fuente independiente de flujo, cuyo valor J, viene determinado por la
fuerza aplicada. En la Figura 5.9 se puede ver el modelo en red de la barra libre-fija
cuando hay una fuerza aplicada, en cuyo caso se puede denominar también barra

forzada-fija.

— J1. Ji+ JIN- In+ -
x0 |14 S Ry 1 j&; A1+ v NS R N Ryen SMAN+A| X=1
J/1 J-,N
R.2 1 Celda1 1 CeldaN

Figura 5.8. Modelo en red de la barra libre-fija.

x=0 |1:a I8 Ris 1 R Ji 44 N-a N0 Ry N Ry Iveana| x=1

A A

JY1 J‘IN
J‘f% 1 Celda1 | celdaN

Figura 5.9. Modelo en red de la barra libre-fija con una fuerza aplicada.
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5.5.2.- Simulacion de vibraciones forzadas

Dado que para la barra fija-fija estudiamos las vibraciones libres, para este tipo
de barra nos centraremos en el fendmeno de las vibraciones forzadas, que por otro lado
es mas interesante y variado que el anterior. Para ello, simulamos la aplicacion de dos
tipos distintos de fuerza, una de tipo senoidal o armoénica, y otra tipo pulso, mediante el
modelo en red de la Figura 5.9. En todos los casos la fuerza se aplicard en el extremo
izquierdo de la barra. Dentro de cada apartado estudiaremos varios casos: para la fuerza
armonica se simulara su aplicacion con tres frecuencias distintas, y para la fuerza tipo

pulso se simulard la aplicacion de un pulso cuadrado y de un pulso gaussiano.

5.5.2.1.- Aplicacion de una fuerza senoidal

La caracteristica mas importante que determina el comportamiento de la barra al
aplicarle una fuerza senoidal es la relacion entre la frecuencia de la fuerza aplicada, f,, y
las frecuencias naturales de la barra, f,. Si f, es menor que la primera frecuencia natural,
el desplazamiento producido en la barra variarda de forma senoidal a la frecuencia
aplicada, sin que se produzcan saltos de desplazamiento y sin que se aprecien las
reflexiones de la onda aplicada en el extremo fijo. Si, por el contrario, f, es mayor que
f;, el desplazamiento variarda de forma mas abrupta y no oscilara Gnicamente a la
frecuencia aplicada, sino que también lo hara segun las frecuencias naturales. El peso e
importancia de cada una de ellas dependera de la f, concreta con la que se trabaje. En el
caso de que f, sea una de las frecuencias naturales, se producira la resonancia de la barra
y el desplazamiento tendra una forma senoidal de frecuencia f,, y su amplitud sera

mucho mayor que en cualquier otra circunstancia.

Para comprobar el comportamiento del MSR segtn la relacion entre la fuerza
aplicada y las frecuencias naturales de la barra, se estudia la aplicacion de tres

frecuencias distintas:

- £.=0.2, que es ligeramente menor que la primera frecuencia natural de la barra,

por lo que se puede considerar una frecuencia baja.

- f=1.3, que es algo mayor que la segunda frecuencia natural, por lo que es una

frecuencia intermedia.
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- £,=4.85, que es ligeramente mayor que la décima frecuencia natural, siendo por

tanto una frecuencia muy alta.

a) b)
5 T T 4 T T
<— £(0.0033,1)
3 4
o o 3
E c
'E 1 .g <+—§(x,6.63)
a-1 o
3 4]
[a] [s] 1
-3 ) &(x,2.24) —*
£(0.4967,1)
_5 s s L O n n
0 5 .10 15 20 0 0.2 04 06 0.8 1
Tiempo Posicion
c) d)
5 T T 7 T T
<«— 5(0.5,t)
6 o(x,11.15)

(0.0067,1)

N

Esfuerzo
o

Esfuerzo
N

5(x,6.2)

0 5 .10 15 20 0 0.2 04 06 0.8 1
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Figura 5.10. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
tedricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=0.2 a la barra libre-fija. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en dos posiciones de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en dos posiciones de la barra.

d) Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

La respuesta de la barra al aplicar la fuerza armonica de frecuencia f,=0.2, asi
como la comparacion con la solucidn tedrica, se puede ver en la Figura 5.10. En esta
figura se representa el desplazamiento y el esfuerzo que se producen en la barra en
funcién del tiempo y la posicion. Asi, en la Figura 5.10.a se muestra el desplazamiento
en la celda mas cercana al extremo izquierdo de la barra, cuya posicion es X=0.0033, y
en la celda que se encuentra mas proxima al centro de la barra, que proporciona el
desplazamiento en x=0.4967, asi como la solucion tedrica correspondiente. En la Figura
5.10.b se muestra el desplazamiento a lo largo de la barra en dos tiempos distintos,
t=2.24 y 6.63, que corresponden a los tiempos en los que se alcanza un maximo relativo
en las posiciones X=0.0033 y 0.4967, respectivamente. En ambas figuras se aprecia que,
como era de esperar por la frecuencia de la fuerza aplicada, la variacion del

desplazamiento es muy suave, tanto con el tiempo como con la posicion. Y, dado que la
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frecuencia es inferior a la primera frecuencia natural, el méximo del desplazamiento

aparece en el extremo izquierdo, donde se aplica la fuerza.
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1 0.8
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Figura 5.11. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las
expresiones tedricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=1.3 a la barra libre-fija. a)
Variacion del desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento
con la posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la

barra. d) Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

En las Figuras 5.10.c y 5.10.d se realiza el mismo estudio para el esfuerzo. En la
Figura 5.10.c se muestra la variaciéon con el tiempo del esfuerzo en la posicion mas
cercana al extremo izquierdoz, x=0.0067, y en el centro de la barra, X=0.5, mientras que
en la Figura 5.10.d se muestra la variacion con la posicion del esfuerzo en dos tiempos
distintos, que corresponden a los maximos relativos del esfuerzo en x=0.0067 y 0.5. Al
igual que ocurre con el desplazamiento, el esfuerzo varia de forma suave con el tiempo

y la posicion, aunque en este ultimo caso el méximo se produce en x=1.

% En realidad, con este modelo en red es posible estudiar el esfuerzo en x=0, pero ese esfuerzo seria
directamente el esfuerzo externo aplicado.
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En cuanto a la comparacion de los resultados de la simulacion con las
expresiones tedricas, ambas graficas coinciden en todos los casos, tanto para el
desplazamiento como para el esfuerzo, por lo que se puede afirmar que el MSR simula

este caso de manera muy eficiente.
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Figura 5.12. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
tedricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=4.85 a la barra libre-fija. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

En las Figuras 5.11 y 5.12 se repite el mismo estudio cuando la fuerza senoidal
aplicada tiene una frecuencia de 1.3 y 4.85, respectivamente. La respuesta de la barra al
aplicarle la fuerza de 1.3 ya es mas compleja que con 0.2, apareciendo maximos y
minimos en el interior de la barra al representar el desplazamiento y el esfuerzo con la
posicidn, y muchas oscilaciones al representar estas magnitudes en funcion del tiempo.
Se aprecia perfectamente la llegada a cada posicion estudiada de las ondas reflejadas en
cada extremo (aparecen cambios en la vibracion), cosa que no ocurria con f,=0.2. En
cuanto a la comparacion con las expresiones tedricas, no es posible apreciar a simple

vista diferencia alguna entre teoria y simulacion, aunque aumentando el tamafio de las
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figuras es posible observar pequefias diferencias de amplitud en los picos de las ultimas

oscilaciones de las Figuras 5.11.ay 5.11.c.

La respuesta de la barra con f,=4.85 es similar a la de f,=1.3, pero, al ser esta
frecuencia mayor que la décima frecuencia natural d la barra, se producen muchas mas
oscilaciones, tanto en la variacion temporal como espacial, oscilando las variables de
forma mucho mas brusca. Por razones de claridad en la gréfica, al estudiar la variacion
del desplazamiento y del esfuerzo con el tiempo solo se estudia una posicion. Con esta
frecuencia ya se empiezan a notar pequefias diferencias entre la simulacion y la solucién
teorica. Al estudiar la variacion del desplazamiento con el tiempo, se observa que a
partir de la llegada de la primera onda reflejada, comienzan a aparecer pequefias
diferencias de amplitud entre las dos graficas que se mantienen a lo largo de todo el
intervalo de tiempo considerado, aunque la forma de las oscilaciones es la misma. Estas
diferencias de amplitud se mantienen también al estudiar el desplazamiento a lo largo de
la barra, produciéndose mas o menos diferencias segun el instante de tiempo
considerado. Con el esfuerzo se produce la misma situacion, a partir de la primera
llegada de la onda reflejada se produce una pequenia diferencia de amplitud entre teoria

y simulacion, manteniendo ambas la misma forma.

En general, los errores en la simulacién suelen aparecer en los picos de las
oscilaciones, tanto al considerar la variacién con el tiempo como con la posicion, es
decir, cuando hay un cambio brusco en el valor de la variable, de forma que la
simulacién no es capaz de seguir correctamente este cambio, produciendo un valor
numérico ligeramente distinto. Este error se compensa en los instantes de tiempo
siguentes, permitiendo que entre los picos no se produzcan errores y que se mantenga la
forma de la vibracion, aunque vuelve a aparecer en el siguiente cambio importante de la
variable. Dado que el esfuerzo varia, en general, a una frecuencia mayor que el
desplazamiento, sus cambios son mas bruscos que los del desplazamiento, por lo que

aparecen mas errores, como se puede apreciar en las Figuras 5.12.c y 5.12.d.

5.5.2.2.- Aplicacién de una fuerza tipo pulso

Con la simulacion de la aplicacion de una fuerza tipo pulso se intenta representar
la aplicacion de fuerzas impulsivas o de choque en la barra. En este apartado estudiamos

la aplicacion de una fuerza tipo pulso cuadrado, cuya expresion es:

123




CAPITULO 5. SIMULACION DE VIBRACIONES LONGITUDINALES EN BARRAS

Fpc=A p(t) (5.14)
= I 0<t<t 515
PO=1) (5.15)

Se trata de una fuerza constante aplicada durante un tiempo t;, que tomaremos como:
t,=0.05 (5.16)

para que represente una fuerza de corta duracion. También consideramos la aplicacion

de un pulso gaussiano, cuya expresion es:

Fre=A g(1) (5.17)
g(t)=exp[-m*(t-t)’] (5.18)
con
£,=0.05 (5.19)
m=100 (5.20)

de forma que simule la aplicacion de una fuerza impulsiva en t;.

En la Figura 5.13 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el pulso
cuadrado, junto con la solucién tedrica. Cuando el pulso aplicado llega a una posicion
determinada de la barra, produce un cambio brusco en el desplazamiento, pasando casi
inmediatamente de cero a un valor que se mantiene fijo hasta que vuelve a llegar el
pulso, tras reflejarse en un extremo. En el extremo fijo, el esfuerzo aplicado se refleja
manteniendo el mismo signo, como se puede ver en la Figura 5.13.c, pero al atravesar la
barra en sentido opuesto al anterior, produce una disminucion del desplazamiento, por
lo que se vuelve a hacer cero. Sin embargo, en el extremo libre el pulso se refleja
cambiando de signo, pasando a ser negativo, lo que hace que al recorrer la barra en el
sentido positivo del eje X produzca de nuevo una disminuciéon del desplazamiento. La
siguiente reflexion en el extremo fijo mantiene el signo negativo del pulso, pero al
recorrer la barra en sentido negativo produce un aumento del desplazamiento. Esta es, a
grandes rasgos, la explicacion de la respuesta teorica de la barra en funcion del tiempo

que se puede observar en la Figura 5.13.
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Figura 5.13. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
teoricas (linea discontinua) al aplicar el pulso cuadrado a la barra libre-fija. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en un instante de tiempo. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en un instante de tiempo.

Sin embargo, los resultados de la simulacion son algo distintos, ya que le es
imposible seguir los cambios bruscos que se producen en este caso, por lo que aparecen
oscilaciones en los instantes de cambio subito del desplazamiento, oscilaciones que
podemos llamar ficticias o ruido numérico. El error que producen esas oscilaciones se
va acumulando con el tiempo, por lo que en los instantes finales son mas grandes y se
producen durante un intervalo de tiempo mayor. En el caso del esfuerzo, en una
posicion dada de la barra cuando llega el pulso el esfuerzo aumenta o disminuye desde
cero hasta un valor determinado durante el tiempo que dura el pulso (t;=0.5), por lo que
el cambio es mucho mas brusco que en el caso del desplazamiento, lo que hace que se

produzcan muchas mas oscilaciones, como se puede ver en la Figura 5.13.c.

Otra forma de entender o interpretar lo que ocurre es mediante la consideracion
del fendémeno llamado “oscilaciones de Gibbs”, que consiste en la aparicion de
oscilaciones al tratar de representar funciones discontinuas mediante series de Fourier.

La amplitud e importancia de dichas oscilaciones depende del niimero de términos
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considerados, pero, dado que es imposible trabajar con una serie infinita, en la practica
dichas oscilaciones aparecen, aunque sea en una escala infinitesimal y sean
inapreciables. En nuestro caso, para calcular la solucion tedrica hemos utilizado una
serie de 5000 términos, lo que hace inapreciable las oscilaciones de Gibbs. Sin
embargo, al basarse en parte el MSR en hacer diferencias finitas en la barra, hay un
limite superior a las frecuencias con las que puede trabajar y que puede resolver, lo que
provoca la aparicion de oscilaciones de Gibbs en el desplazamiento y el esfuerzo, ya

que su forma tedrica es discontinua.

A pesar de este inconveniente, es posible extraer informacion de la simulacion
una vez que se conoce qué es lo que ocurre. Asi, en las Figura 5.13.a es facil saber
cudles son los valores del desplazamiento en cada momento si no tenemos en cuenta las
oscilaciones, o si consideramos su valor medio, al igual que en la Figura 5.13.b. En el
caso del esfuerzo, la aparicion de tantas oscilaciones es un inconveniente muy grande,
pero podemos conocer cuadndo se produce el paso del pulso y el orden de la amplitud de

esfuerzo que produce.

Al aplicar el pulso gaussiano (véase la Figura 5.14) se produce una situacion
practicamente idéntica, con el desplazamiento cambiando de valor con cada pasada del
pulso. El fenémeno de las oscilaciones de Gibbs se agrava en este caso debido a que es
una fuerza de duraciéon muy corta, casi una delta de Dirac, lo que conduce a que el
desplazamiento varie de una forma ain mds discontinua que con el pulso cuadrado.
Dado que para la solucion tedrica hemos considerado que se trataba de una delta de
Dirac, en la grafica que muestra el esfuerzo tedrico con el tiempo (Figura 5.14.c)

aparecen pulsos que son practicamente funciones delta.
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Figura 5.14. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las
expresiones teoricas (linea discontinua) al aplicar el pulso gaussiano a la barra libre-fija. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en un instante de tiempo. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en un instante de tiempo.

5.6.- Simulacion de vibraciones longitudinales en una barra
libre-libre

5.6.1.- Modelo en red

Esta barra tiene los dos extremos libres, por lo que el esfuerzo en ambos
extremos ha de ser cero, lo que implica que es necesario anular el flujo en x=0 y x=1.
Esto se consigue mediante la conexion de una resistencia de valor infinito al principio y

al final del modelo en red (ver Figura 5.15).

Al tener los dos extremos libres, es posible aplicar una fuerza en cualquiera de
ellos. En ese caso, bastara con sustituir la resistencia R, por una fuente independiente de

flujo que proporcione el esfuerzo aplicado, como se muestra en la Figura 5.16.
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x=1
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Figura 5.15. Modelo en red de la barra libre-libre.
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Figura 5.16. Modelo en red de la barra libre-libre con una fuerza aplicada en el extremo izquierdo.

5.6.2.- Simulacion de vibraciones forzadas

La principal caracteristica que destaca al estudiar el comportamiento vibratorio

de esta situacion fisica es que no tiene ningun tipo de ligaduras, por lo que la aplicacién

de una fuerza producird un movimiento translacional de la barra, ademas del

movimiento interno ondulatorio, lo que ocasiona que el desplazamiento siempre

aumente en término medio. Se trata de una situacion poco realista, ya que implica que la

barra se sostiene por si sola, y que la fuerza se mueve junto con la barra. No obstante,

hemos considerado este caso solo para validar el MSR con otro tipo de condiciones de

contorno y porque los resultados nos serviran para entender mejor el comportamiento de

la barra con una carga masica.
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5.6.2.1.- Aplicacion de una fuerza senoidal

Los resultados obtenidos con el MSR al aplicar una fuerza armoénica de
frecuencia f,=0.2, 1.3 y 4.85 a la barra libre-libre se muestran en las figuras 5.17, 5.18 y

5.19, respectivamente

a) b)

20 4

3.9}
o

2 £ 38}
2 E

% 10l £(0.4967,1) g 37¢ £(x.3.9)

g |
[>3 ?

2 o 3.61
8 Qa

3.5¢

0 3.4

0 5 10 15 20 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo Posicion

d)

6(x,1.25)
0.5}

Esfuerzo
Esfuerzo
o

6(x,3.55)

0 5 10 15 20 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo Posicién

Figura 5.17. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
tedricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=0.2 a la barra libre-libre. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

En la Figura 5.17.a se puede ver que la fuerza senoidal de 0.2 produce un
aumento casi lineal del desplazamiento, con una ligera oscilacion de la misma
frecuencia de la fuerza aplicada. En las Figuras 5.17.c y 5.17.d se pueden apreciar los
cambios de pendiente que se producen en el esfuerzo al transmitirse a lo largo de la
barra el esfuerzo reflejado en uno de los extremos libres. Al igual que en en la barra
libre-fija, no se aprecian diferencias entre los resultados de la simulacién y la solucién

teodrica.
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Figura 5.18. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
tedricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=1.3 a la barra libre-libre. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

En la Figura 5.18.a se puede observar como el aumento lineal del
desplazamiento se produce después de la reflexion de la onda en el extremo libre, como
era previsible, hasta ese momento la vibracion es idéntica a la de la barra libre-fija. En
el esfuerzo se observan también algunas discontinuidades en su pendiente, las cuales, al
ser el menor el intervalo de tiempo estudiado que con 0.2, se producen en menor
cantidad que en la Figura 5.17. Al igual que en la barra libre-fija, solo se aprecian
pequenas diferencias de amplitud entre la simulacién y la teoria en los picos de las

ultimas oscilaciones.

Si se comparan las Figuras 5.12.a 'y 5.19.a, en las que se muestra la variacion del
desplazamiento al aplicar la fuerza senoidal de 4.85 en las barras libre-fija y libre-libre,
se observa que la Unica diferencia entre ambas es que en la barra libre-fija la llegada de
la onda reflejada en el extremo derecho produce una disminucion, en término medio, del
desplazamiento, mientras que en la libre-libre se produce un aumento, debido al cambio

de signo del esfuerzo reflejado, asi como de su cambio de sentido. En el caso del
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esfuerzo, este disminuye ligeramente después de la primera reflexion, y, a partir de ahi,
aumenta o disminuye seguin la forma en que se acoplan las ondas de esfuerzo reflejadas
en los extremos con la producida por la fuerza aplicada en x=0. Las diferencias entre los
resultados de la simulacion y las expresiones teodricas siguen el mismo patrén que en la
barra libre-fija, con diferencias de amplitud en los picos después de la primera reflexion

manteniendo la forma de la onda.
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Figura 5.19. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
teoricas (linea discontinua) al aplicar una fuerza senoidal con f,=4.85 a la barra libre-libre. a) Variacion
del desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.

5.6.2.2.- Aplicacién de una fuerza tipo pulso

Las caracteristicas de la vibracion de la barra libre-libre al aplicarle una fuerza
tipo pulso no difieren demasiado de las de la barra libre-fija, salvo por el hecho de que

el desplazamiento nunca disminuye sino que siempre aumenta.

En las Figuras 5.20 y 5.21 se muestran los resultados de la simulacion junto con

las expresiones teoricas, al aplicar un pulso cuadrado y un pulso gaussiano,
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respectivamente. Al igual que en la barra libre-fija, el desplazamiento permanece
constante hasta la llegada del pulso, que lo hace cambiar de forma brusca. Pero al
contrario que en aquella, el desplazamiento aumenta con cada llegada del pulso, nunca

disminuye.

La simulacién con el MSR presenta los mismos problemas que en la barra libre-
fija. Los cambios repentinos del valor del desplazamiento y del esfuerzo producen
oscilaciones de Gibbs que aumentan de amplitud y duraciéon conforme transcurre el

tiempo.
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Figura 5.20. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
teoricas (linea discontinua) al aplicar el pulso cuadrado a la barra libre-libre. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicién en un instante de tiempo. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicién de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en un instante de tiempo.
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Figura 5.21. Comparacion entre los resultados de la simulacion (linea continua) y las expresiones
teoricas (linea discontinua) al aplicar el pulso gaussiano a la barra libre-libre. a) Variacion del
desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la
posicion en un instante de tiempo. ¢) Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d)

Variacion del esfuerzo con la posicion en un instante de tiempo.

5.7.- Simulacién de vibraciones longitudinales en una barra
libre-carga masica

5.7.1.- Modelo en red

La condicion de contorno de extremo con una carga masica es muy distinta de
las condiciones de contorno consideradas hasta ahora. Las condiciones de contorno de
extremo libre o fijo implican que una variable permanece fija y con valor nulo, ya sea el
desplazamiento o el esfuerzo. Sin embargo, la condicion de carga mdsica, como se vio
en el Capitulo 3, lo que hace es establecer una relacion entre el desplazamiento y el

esfuerzo, siendo, por tanto, algo mas dificil de tratar.

La condicion de contorno de carga madsica se expresa matematicamente

mediante la expresion:
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2er/ 0 40
_So'(L,1) = m(a‘:("zt)J (5.20)
at' x'=L
cuya forma adimensional es:
2
—o(l,t) = m(ai(’j’t)J (5.21)
at x=1

donde m=m’/(SLp), por lo que este parametro indica la relacion entre la carga masica,

m’, y la masa total de la barra, SLp.

La implementacion de esta condicion de contorno en el modelo en red se realiza
mediante la incorporacion de una fuente dependiente de flujo que suministre el esfuerzo
dado por la expresion (5.21). Para ello, es necesario usar circuitos auxiliares que
determinen el esfuerzo requerido. Dada la similitud de la expresion (5.21) con la
expresion (5.8) que nos da J,, es posible usar los mismos circuitos auxiliares que
suministran J,, con el cambio adecuado de valor de los componentes del circuito. El

modelo en red de la barra libre-carga masica es, por tanto, el de la Figura 5.22.

=01ty Ry 1 Ry Jiaa N e R N Ru el xt
In I =i
R3 L Celda1 L celdaN| (|

Figura 5.22. Modelo en red de la barra libre-carga masica.
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+ -
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Figura 5.23. Circuitos auxiliares para el extremo con carga masica.

Los valores de los elementos de los circuitos auxiliares vienen dados en la Tabla

5.4.
Cm Im
Variables dimensionales m'/S A/m'/S
Variables adimensionales Jm Jm

Tabla 5.4. Valores de los elementos de los circuitos auxiliares mostrados en la Figura 5.23.

Si se aplica una fuerza en el extremo libre, habra que sustituir la resistencia R,

por una fuente independiente de flujo (ver Figura 5.24).

Jia Jisa Inea
— — —
x=0 1-A Ria 1 Risa 1+A Ry+a N+A x=1
A A cee W
J:,1 Y
(1 L Celda1 L celdaN| () w

Figura 5.24. Modelo en red de la barra libre-carga masica con una fuerza aplicada en el extremo

izquierdo.
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5.7.2.- Simulacion de vibraciones forzadas

Los casos estudiados anteriormente han servido para comprobar la validez del
MSR a la hora de simular las vibraciones longitudinales en una barra. Dado que para la
barra libre-carga masica no se dispone de una solucion tedrica para conocer la evolucion
temporal del desplazamiento o del esfuerzo, en este apartado se presentan solo algunos
resultados para mostrar el movimiento vibratorio de esta barra, que se han validado
mediante la comparacién de las frecuencias naturales con las frecuencias obtenidas

mediante la Transformada de Fourier de los resultados de la simulacion.

Ademas, con el fin de poder comparar los resultados para el desplazamiento y el
esfuerzo de esta barra con las condiciones anteriores, trabajamos con las mismas
fuerzas: fuerzas senoidales de 0.2, 1.3 y 4.85, y fuerzas tipo pulso cuadrado y tipo pulso
gaussiano. La carga madsica con la que realizamos las simulaciones tiene un valor m=1,

es decir, igual a la masa total de la barra sin carga masica.

5.7.2.1.- Aplicacion de una fuerza senoidal

Los resultados obtenidos para la fuerza senoidal de 0.2 se muestran en la Figura
5.25. Como era de esperar, se observa un comportamiento intermedio entre los que
presentan la barra libre-fija y la barra libre-libre. En la Figura 5.25.a se puede ver que el
desplazamiento aumenta de una forma lineal con ligeras oscilaciones, del mismo modo
que en la barra libre-libre, pero con una pendiente cuyo valor es aproximadamente la
mitad que en el caso de la barra libre-libre. Asi mismo, en la Figura 5.25.c aparecen
cambios de pendiente en el esfuerzo, pero no de forma tan abrupta como en la Figura

5.17.c.

Al aplicar la fuerza de frecuencia 1.3 (Figura 5.26) se observa que el
desplazamiento también tiende a crecer con el tiempo, pero no de una manera continua
sino que se producen en ciertos momentos disminuciones del valor medio de las
oscilaciones del desplazamiento, producto de que la reflexion de la onda en el extremo
con la carga mdsica no es siempre de la misma forma, sino que varia segin sea la
aceleracion en ese extremo. Otro aspecto a destacar es el hecho de que, al no estar fijo
ni el desplazamiento ni el esfuerzo en el extremo derecho, la variacion espacial del

desplazamiento y del esfuerzo adopta formas mas libres, ya que en la barra libre-fija y
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libre-libre siempre el desplazamiento era nulo en X=1, o su pendiente era nula, y en el
caso del esfuerzo en la barra libre-fija no tiene restricciones a priori, pero en la barra

libre-libre se anulaba en el extremo derecho.
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Figura 5.25. Resultados de la simulacién al aplicar una fuerza senoidal con f,=0.2 a la barra libre-carga
masica con un valor adimensional de la carga masica m=1. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo
en una posiciones de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos tiempos distintos. c)

Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d) Variacion del esfuerzo con la

posicion en dos tiempos distintos.

Los efectos de la carga masica en la forma de reflejarse la onda en x=1 se
aprecian mejor en la Figura 5.27, que muestra los resultados al aplicar la fuerza de
frecuencia 4.85. En la Figura 5.27.a se pueden observar los cambios que se producen en
la vibracion al llegar a la posicion considerada la onda reflejada en los extremos, de
forma que en la primera y segunda llegada de la onda reflejada se produce un aumento
lineal del valor medio de las oscilaciones, asi como un cambio de amplitud, mientras
que en la tercera y cuarta llegada, ademas del cambio de amplitud, el valor medio de las
oscilaciones pasa a decrecer de forma lineal, para luego aumentar de nuevo en la quinta
llegada. En cuanto a la variacion del desplazamiento con la posicidn, en la Figura 5.27.b
se comprueba como el desplazamiento adopta valores superiores en la parte derecha de

la barra, debido a que los tiempos considerados son posteriores a la primera reflexion de
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la onda, que producen un aumento general del desplazamiento en las posiciones por las
que ha pasado esta onda reflejada. Por otro lado, en la Figura 5.27.c se observa que las
oscilaciones del esfuerzo no mantienen una amplitud constante entre las distintas
llegadas de la onda reflejada, como sucedia en las barras libre-fija y libre-libre, sino que

esta amplitud varia en cada oscilacion, sobre todo a partir del sexto paso de la onda

reflejada.
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Figura 5.26. Resultados de la simulacién al aplicar una fuerza senoidal con f,=1.3 a la barra libre-carga
masica con un valor de la carga masica m=1. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en dos
posiciones de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos tiempos distintos. c)

Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d) Variacion del esfuerzo con la

posicion en dos tiempos distintos.
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Figura 5.27. Resultados de la simulacién al aplicar una fuerza senoidal con f,=4.85 a la barra libre-carga
masica con un valor de la carga masica m=1. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en una
posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos tiempos distintos. ¢)
Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d) Variacion del esfuerzo con la

posicion en dos tiempos distintos.

5.7.2.2.- Aplicacién de una fuerza tipo pulso

En los apartados 5.5.2.b y 5.6.2.b hemos visto como al aplicar una fuerza tipo
pulso se producen oscilaciones de Gibbs en el desplazamiento y en el esfuerzo, las
cuales no tienen una realidad fisica. A pesar del inconveniente que suponen estas
oscilaciones para poder conocer e interpretar los resultados de la simulacion, en las
Figuras 5.28 y 5.29 se muestran los resultados de la aplicacién de un pulso cuadrado y

gaussiano a la barra libre-carga mésica, respectivamente.

En la Figura 5.28.a se observa que el desplazamiento tiene un comportamiento
“peculiar”. Después de la primera reflexion del pulso en el extremo derecho, este toma
un valor nulo de forma brusca, del mismo modo que en la barra libre-fija. Sin embargo,
ese valor no se mantiene constante hasta el siguiente paso del pulso, como en las barras

anteriores, sino que aumenta de forma curvilinea y continua hasta el paso del pulso
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reflejado, en que vuelve a cambiar de valor de manera abrupta. Asi, entre los pasos del
pulso, el desplazamiento no mantiene un valor fijo, sino que puede aumentar o
disminuir, como se observa en la Figura 5.28.a. La unica explicacion para esto es que
una vez que llega el pulso a la carga masica, ésta se mueva produciendo una fuerza de
reaccion en el extremo derecho que se transmite por la barra, alterando, por tanto, el
desplazamiento producido por el pulso. En la Figura 5.28.c, en la que se muestra la
variacion del esfuerzo con el tiempo, se puede observar que, si no tenemos en cuenta las
oscilaciones de Gibbs, el esfuerzo también cambia de valor entre cada paso del pulso.
Este mismo fendémeno se puede comprobar en la Figura 5.28.b, donde se observa como
el desplazamiento no varia con la posicion de una manera brusca, segin donde se
encuentre el pulso en ese momento (como ocurre en la barra libre-fija y libre-libre,
Figuras 5.13.b y 5.20.b), sino que aparece una curva que varia de forma suave. Asi
mismo, en la Figura 5.28.d se puede ver como el esfuerzo, si se considera el valor
medio de las oscilaciones de Gibbs, toma valores distintos de cero en otros lugares,

aparte de donde se encuentre el pulso en ese momento.
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Figura 5.28. Resultados de la simulacion al aplicar el pulso cuadrado a la barra libre-carga masica con

un valor adimensional de la carga masica m=1. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en una
posicion de la barra. b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos tiempos distintos. ¢)
Variacion del esfuerzo con el tiempo en una posicion de la barra. d) Variacion del esfuerzo con la

posicion en dos tiempos distintos.
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Otro tema a destacar es el hecho de que aparezcan menos oscilaciones de Gibbs
en el desplazamiento que en las barras libre-fija y libre-libre, debido posiblemente a que
el desplazamiento no ha de mantenerse en valores fijos durante grandes intervalos de
tiempo. Para el esfuerzo, sin embargo, aparecen en general las mismas oscilaciones que

en las barras anteriores.

En cuanto a la respuesta de la barra al pulso gaussiano (Figura 5.29), su
comportamiento es muy similar a cuando se le aplica el pulso cuadrado, y practicamente
se puede extender todo lo dicho para dicho pulso, con la unica diferencia de que en este
caso las oscilaciones de Gibbs son bastante mas abundantes (lo que, por otra parte,

sucedia tambien en las barras libre-fija y libre-libre).
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Figura 5.29. Resultados de la simulacion al aplicar el pulso cuadrado a la barra libre-carga masica con un
valor de la carga masica m=1. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en una posicion de la barra.
b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos tiempos distintos. ¢) Variacion del esfuerzo con el

tiempo en una posicion de la barra. d) Variacion del esfuerzo con la posicion en dos tiempos distintos.
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5.7.3.- Validacion del modelo en red para la barra libre-carga masica

La validacion del modelo en red para esta barra la hemos realizado mediante la
comparacion de la Transformada de Fourier de los resultados de la simulacion con las
frecuencias naturales tedricas de la barra libre-carga masica, obtenidas a partir de la

resolucion de la ecuacidn transcendente:

sen(2nf) + m2nf cos(2nf) =0 (5.22)

Dada la forma que adopta el desplazamiento en esta barra, que tiende a aumentar
con el tiempo, es preferible utilizar el espectro del esfuerzo, de esta forma se evita la
componente de frecuencia cero. Asi mismo, dado que la componente principal del
espectro de la respuesta de la barra a una fuerza senoidal es la correspondiente a la
frecuencia de la fuerza aplicada, que puede enmascarar otras componentes
correspondientes a frecuencias naturales de la barra, estudiaremos tUnicamente el

espectro del esfuerzo en la posicion central de la barra al aplicarle el pulso cuadrado.

En la Figura 5.30 se representa parte del espectro en X=0.5 al aplicar el pulso
cuadrado, en concreto los diez primeros picos. Las frecuencias correspondientes a
dichos picos, asi como las diez primeras frecuencias naturales de la barra, aparecen en la
Tabla 5.5. En ella se puede comprobar la gran similitud existente entre las frecuencias
naturales teoricas y los picos del espectro del esfuerzo, sobre todo teniendo en cuenta
que, dado que el muestreo utilizado a la hora de obtener los resultados de la simulacion
es T=0.001, la resolucion del espectro es Af=0.125. Por lo tanto, comprobamos que el
modelo en red se ajusta al modelo tedrico de la barra libre-carga madsica,

proporcionando resultados correctos.
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10

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Frecuencia

Figura 5.30. Espectro del esfuerzo en x=0.5 al aplicar el pulso cuadrado a la barra libre-carga masica.

Posicion de
los picos del | 0.375 | 0.750 | 1.250 | 1.750 | 2.250 | 2.750 | 3.250 | 3.750 | 4.250 | 4.750
espectro

Frecuencias
naturales | 0.323 | 0.782 | 1.270 | 1.764 | 2.261 | 2.759 | 3.258 | 3.757 | 4.256 | 4.755
tedricas

Tabla 5.5. Comparacion entre las frecuencias de los picos de la Figura 5.30 y las frecuencias naturales de

la barra libre-carga masica.

5.8.- Conclusiones del capitulo

Este capitulo se ha dedicado a la elaboracion de la celda elemental del MSR para
las vibraciones longitudinales en barras, el disefio de los modelos en red de una barra
con cuatro tipos de condiciones de contorno distintas (fija-fija, libre-fija, libre-libre y
libre-carga masica), la validacion de dichos modelos en red mediante la comparacion
con las expresiones teoricas y el estudio de la respuesta de la barra libre-carga méasica

cuando es sometida a una fuerza senoidal y tipo pulso.
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El disefo de la celda elemental y de los modelos en red, objetivo principal del
capitulo, ha demostrado ser adecuado, ya que la validacion ha sido buena en todos los
casos. Al trabajar con vibraciones libres o con vibraciones forzadas cuando se aplica
una fuerza senoidal de baja y media frecuencia los resultados han sido muy buenos.
Aparecen pequenas diferencias de amplitud entre los resultados de la simulacion y las
soluciones tedricas al aplicar la fuerza senoidal de alta frecuencia, asi como oscilaciones
de Gibbs al aplicar las fuerzas tipo pulso, aunque son asumibles dentro de su contexto y,
en el caso de las fuerzas tipo pulso, facilmente identificables, por lo que no deben llevar

a confusiones.

El comportamiento de las vibraciones forzadas de la barra libre-carga masica es,
como era de esperar, intermedio entre el de la barra libre-fija y libre-libre, aunque de
ninguna manera se podria deducir a partir de los resultados de dichas barras. Asi, la
manera en que el desplazamiento y el esfuerzo varian su vibracion entre los distintos

pasos de la onda reflejada es algo especi fico de esta barra y un fendmeno interesante.
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CAPITULO 6

SIMULACION DE VIBRACIONES
TRANSVERSALES EN BARRAS CON EL MSR

6.1.- Introduccion

En este capitulo se estudia la simulacidon de vibraciones transversales en barras
mediante el MSR. La primera parte se dedica al modelo de Euler-Bernoulli, mientras
que la segunda se centra en el de Timoshenko. Dado que las ecuaciones del movimiento
de estos modelos difieren notablemente de la ecuacion de las vibraciones longitudinales,
el primer paso al estudiar cada modelo consistird en la elaboracion de la celda elemental
del modelo en red correspondiente a cada uno de ellos. Posteriormente, dada la novedad
que suponen esas celdas, se validardan mediante la simulacion de las vibraciones
forzadas en una barra apoyada en los dos extremos, comparando los resultados con las

expresiones analiticas del Capitulo 3. Para finalizar el estudio con cada modelo, se
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mostraran los resultados para una barra con un extremo amordazado y con el otro

cargado con una masa puntual.

6.2.- Modelo de Euler-Bernoulli

6.2.1.- Celda elemental

La ecuaciodn de las vibraciones transversales en el modelo de Euler-Bernoulli es:

4 2 0
LYy e
ox™ " a’ ot pS

(6.1)

La primera eleccion que hay que realizar es determinar qué variables del modelo
matematico se van a hacer corresponder con las variables potencial y flujo del MSR. La
eleccion de la variable potencial es obvia: el desplazamiento transversal y’. Pero la
eleccion de la variable flujo plantea mas dudas. En todos los procesos fisicos estudiados
hasta ahora con el MSR [6.1-6.15], se ha hecho corresponder la variable flujo con
0y’/oxX’, por lo que, en un primer momento, esta parece la eleccion mas natural y logica.
Sin embargo, los modelos en red construidos con esta variable flujo no proporcionan
unos resultados adecuados, por lo que es necesario desestimarla. Ademas, en este
modelo matematico, la variable 0y’/Ox’ no tiene ningun significado fisico, por lo que
esta definicion del flujo es algo artificial. Para la obtencién de una celda elemental que
proporcione resultados correctos, es necesario partir de la siguiente forma de la
ecuacion del movimiento:

ov' o’y'(x',t")

6.2
ox' ot ©.2)

donde se ve que si se hace corresponder la variable flujo con la fuerza transversal V’,
obtendremos una forma de la celda elemental parecida a la obtenida para las vibraciones
longitudinales (ver Figura 5.1). La correspondencia de la variable flujo con la fuerza no
es una novedad en si misma, ya que en la mayoria de los casos se intenta hacer
corresponder la variable flujo con una variable vectorial que aparezca en el modelo
matematico, y es similar a la correspondencia establecida entre flujo y esfuerzo en las

vibraciones longitudinales. Sin embargo, la novedad en esta ocasion es que en la
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ecuacion constitutiva del modelo, V’ depende de la tercera derivada espacial de y’, por
lo que la relacion habitual entre las variables potencial y flujo es bastante distinta. Esto
es algo que no habia aparecido hasta ahora en la bibliografia debido a que no se habia
aplicado el MSR a un problema en el que apareciera una ecuacion diferencial con un
orden tan alto, y, una de las aportaciones de este apartado, es determinar que, si se tiene
una ecuacion del movimiento parecida a la ecuacion (6.2), es preferible hacer
corresponder el flujo con la variable fisica que sea equivalente a V’, en lugar de hacerlo

corresponder a 0y’/oX’.

Asi pues, para la aplicacion del MSR hacemos corresponder el desplazamiento

transversal con la variable potencial y la fuerza transversal con la variable flujo:
Oy J->V (6.3)
siendo la relacion entre potencial y flujo:

3
EI Zxcf =] (6.4)

y la ecuacion del movimiento:

a oDt
A _ g P 6.5
ox PO g (6:3)

que es el punto de partida para la elaboracion de la celda elemental.

La ecuacion (6.5) es muy similar a la (5.5), que sirve de base para la celda
elemental de las vibraciones longitudinales. Asi pues, el desarrollo de la celda elemental
de este apartado es formalmente igual al del apartado 5.2. En primer lugar, se discretiza
la barra en N celdas de tamafio AX’, y se aproxima por diferencias finitas la derivada
espacial que aparece en la ecuacion (6.5), con lo que nos queda un sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas en el que cada ecuacion corresponde a una celda:

N 2

Tua—Jis | OO,

= =2 4+ pS Le=0 6.6
Z{ AX' p at|2 } ( )

i=1
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donde ®@; es el potencial en la celda i, Ji+a el flujo que circula a la derecha de la celda iy
Ji-a €l flujo que circula a la izquierda de la celda i. Al igual que en la Seccion 5.2, se

expresa esta ecuacion en la forma:

2
J. . —JM—AX'pSaafzi =0 (6.7)
y se define:
' azq)i
Ji =AX'pS P (6.8)

por lo que la ecuaciéon (6.7) se puede considerar como un balance de los flujos que

entran y salen de la celda i, de acuerdo con la ley de corrientes de Kirchhoff:

Jioa- JiratJ,i=0 (6.9)
D;
L 1 -®
i-1 i+1
Jia Jisa
L
AX’

Figura 6.1. Esquema de la celda elemental.

donde los flujos Jiza vienen dados por las expresiones:

o, -30. 30, - D,
JHA — EI i+2 1+Al —"_3 i i-1
X
O, —3D +30_ -, (6.10)
Ji_A =FI i i 5 i i
AX'
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La forma de los flujos Jiza €s bastante mads compleja que en el caso de las vibraciones
longitudinales, por lo que no basta con colocar una simple puerta resistiva entre i e i+1,
sino que es necesario utilizar una fuente de flujo controlada por los cuatro potenciales

implicados en cada caso cuya salida sea la dada por (6.10).

El flujo J,; se obtiene a partir del potencial ®;, de la misma manera que en las
vibraciones longitudinales, mediante la utilizacion de una fuente de flujo controlada por
el potencial suministrado por los dos circuitos auxiliares de Figura 6.3, con la diferencia
de que ahora C=I=(pSAx’)". Asi pues, en la Figura 6.2 se muestra la celda elemental

para las vibraciones transversales con el modelo de Euler-Bernoulli [6.17].

ot 3 C
o =Y
NG |
e JJC\ I —
_YY\1N
\_>/ + X -

Figura 6.3. Circuitos auxiliares de la celda elemental para J,;.

La influencia de las caracteristicas fisicas de la barra en los parametros de la
celda elemental es muy similar a la que apare en las vibraciones longitudinales. El
moddulo de Young y el momento de inercia transversal afectan a la relacion entre el flujo

y el potencial, apareciendo en las fuentes de flujo que conectan los diferentes puntos de
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la red. La densidad y el area de la seccion transversal de la barra afectan al valor de la
capacidad y la induccion de los circuitos auxiliares, los cuales, por tanto, siguen

recogiendo la informacion sobre el comportamiento inercial de la barra.

Como se dijo en la Seccion 5.2, una vez disenada la celda elemental, el modelo
en red se construye mediante la conexion de las N celdas en las que se ha dividido la
barra, y la incorporacion de las condiciones de contorno. Un aspecto a destacar es que,
en este caso, las fuentes de flujo que proporcionan Jiza conectan directamente los nodos
I, i-1 e i+1, sin que haya nodos intermedios entre ellos, como ocurre en las vibraciones
longitudinales. Asi, como se muestra en la Figura 6.4, la fuente que proporciona Jia y
que se encuentra a la izquierda del nodo i, es la misma que proporciona Ji 1+o y que esta
situada a la derecha del nodo i-1. Por lo tanto, la forma en que estan estructuradas las
celdas elementales es ligeramente diferente a como lo estdn en las vibraciones
longitudinales, lo que ocasiona que, si el ancho de cada celda es Ax’, en este caso los
nodos se encuentran en la posicion X’=IAx’. Al realizar las simulaciones se ha vuelto a

trabajar con N=150, por lo que el ancho de la celda vuelve a ser Ax’=1/150=0.0067.

0 Joa 1 i Jia i+1 N-1 Inta N

Figura 6.4. Conexion de las N celdas elementales.

6.2.2.- Celda elemental con variables adimensionales

La celda elemental con variables adimensionales es formalmente idéntica a la
celda elemental de las Figuras 6.2 y 6.3, lo unico que cambia es el valor de los
parametros del circuito. Para determinar el valor de estos parametros, consideremos la
ecuacion adimensional de las vibraciones transversales:

4 2
dy 0y

con la ecuacidn constitutiva

152




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

v="2 (6.12)

A partir de estas ecuaciones se tiene que la relacion entre variables

dimensionales y adimensionales es:

Desplazamiento . ., Fuerza Momento de
Tiempo Posicion -y
Transversal Transversal Torsion
y=y’/L t=at’/L* X=X"/L V=V’/(El) M=M’/(El)

Tabla 6.1. Relacion entre variables dimensionales y adimensionales.

Asi, los pardmetros de la celda elemental adimensional resultan ser:

C=-/Ax I=-/Ax (6.13)

anz —3(1)“1 +3qu _®i—l
Ji+A = AX3
@, -3D; +30,, - D, (6.14)
Ji—A = 3
AX

6.2.3.- Barra apoyada en los dos extremos

6.2.3.1.- Modelo en red

Las condiciones de contorno de esta barra son:
y(0,t)=0 y(1,)=0 M(0,t)=0 M(1,t)=0 (6.15)

En las vibraciones transversales se tienen dos condiciones de contorno por extremo, el
doble que en las vibraciones longitudinales, lo que hace que, en principio su
implementacion sea mas compleja. Las condiciones de contorno relativas al
desplazamiento se implementan conectando los extremos a tierra, de forma que el
potencial en ellos es nulo. La implementacién de las condiciones relativas al momento
de torsion es mas complicada, ya que este no tiene correspondencia con ninguna

variable del modelo en red. Asi, es necesario tener en cuenta la relacion entre M e y:

M=2Y (6.16)
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que se puede aproximar como

=2y, )
Mi ~ Y1+1 A)}:lz—i_ yl—l (617)

por lo que en los extremos tendremos que:

M, = M _2}’02"' Yi_o
Ax (6.18)
M. = Yne —2Yn Yo _ 0
N — 2 -
AX

Como por las condiciones de contorno se tiene que Yo=yn=0, las relaciones anteriores

quedan en la forma:

Yi="Y.
Ynet =7 YN

(6.19)

Estas relaciones entre variables de la barra debidas a las condiciones de contorno
se integran en el modelo en red mediante las fuentes de flujo de los extremos, de forma

que su salida debe ser:

O, -2,
J0+A = AX3 (6 20)
J — 20, -y, ‘
N-1+A Ax>

6.2.3.2.- Simulacién de vibraciones libres

El primer paso en la validacion del MSR a la hora de simular vibraciones
transversales es la comprobacion de los resultados obtenidos al simular la vibracion
resultante de imponer condiciones iniciales en la barra. Dado que este fendmeno, en
principio, es menos exigente para un método numérico que el de las vibraciones
forzadas, nos hemos limitado a estudiar un solo caso, la imposicion como condiciones
iniciales en el desplazamiento del primer modo de vibracion, de forma que la vibracién

resultante serd un seno de frecuencia igual a la primera frecuencia natural de la barra.

Asi, las condiciones iniciales son:
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Desplazamiento
o o
(53] o [$;] [

|
[
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o
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|
N
o

y(x,0)=sen(mx)

a)
V(0.5
0 2 3 4
Tiempo
c)
V(0.07,t)
0 2 3 4
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3.
6t x,0

b)
1
y(x,1.36)
9 0.5
c
Q
£
g o
©
o
7]
a
0.5
y(X,2.86)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Posicion

d)

N
o

V(x,1)

=
o

, Fuerza Transversal
=
o o

N
o

V(x,1.3)

|
w
o

0.2 0.4 0.6 0.8
Posicion

(6.21)

Figura 6.5. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucién analitica (linea

discontinua) al imponer como condiciones iniciales el primer modo de vibracién en la barra simplemente

apoyada. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

En la Figura 6.5 se muestran los resultados obtenidos al simular este caso con el

MSR. No hay mucho que comentar sobre estos resultados, ya que las figuras obtenidas

son las funciones armonicas esperadas, y las soluciones analiticas coinciden con los

resultados numéricos de la simulacion.

6.2.3.3.- Simulacién de vibraciones forzadas

a.- Aplicacion de una fuerza senoidal

Como dijimos en el Capitulo 5, la caracteristica mas importante que determina el

comportamiento de la barra al aplicar una fuerza armodnica es la relacion de la
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frecuencia de la fuerza aplicada con las frecuencias naturales, ya que una frecuencia

aplicada muy alta en comparacion con las frecuencias naturales producira cambios en el

desplazamiento mas bruscos y activara las frecuencias naturales altas, mientras que si la

frecuencia aplicada es baja, el desplazamiento serd mas suave y se activaran las

frecuencias naturales mas bajas. En este apartado hemos estudiado la aplicacion de la

fuerza armonica, en la posicion X¢=0.5, con dos frecuencias distintas:

- f,=m, que se encuentra entre la primera frecuencia natural, f;=m/2, y la segunda,

f2:27t.

- =7, que se encuentra entre la tercera frecuencia natural, f;=9/2, y la cuarta,

f4:8.

0.015

0.01}

0.005¢

Desplazamiento
o

-0.005
-0.01¢

-0.015
0

0.6

Fuerza Transversal

a)

y(0.2,)

2 3 4 5

Tiempo

c)

V(0.8033,1)

2 3 4 5

Tiempo

N

0.5

Fuerza Transversal
o

|
It
3]

x107° b)

y(x,0.6)

0 0.2 0.4 0.6

0.8 1

Posicion

Posicion
d)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.6. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucién analitica (linea

discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia © en X;=0.5 a la barra apoyada en los dos

extremos. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.

Los resultados obtenidos al aplicar la fuerza de frecuencia m se muestran en la

Figura 6.6. Se puede observar que la variacion con el tiempo del desplazamiento y el
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esfuerzo se produce principalmente con la frecuencia de la fuerza aplicada, siendo la

variacion del esfuerzo ligeramente mas irregular que la del desplazamiento. En cuanto a

la variacion con la posicion, la del desplazamiento es de forma senoidal, con dos nodos

en los extremos (debido a las condiciones de contorno) y un vientre en el centro,

mientras que la del esfuerzo tiene dos zonas diferenciadas con formas antisimétricas con

relacion al punto de aplicacion de la fuerza, donde presenta una discontinuidad. En

cuanto a la comparacion entre resultados numéricos y soluciones analiticas, sus graficas

coinciden en todos los casos, salvo en la variacion del esfuerzo con la posicion, donde

aparecen ciertas diferencias en la zona cercana al punto de aplicacion de la fuerza.

IN

o

Desplazamiento

0.3
0.2
0.1

Fuerza Transversal

x 10"

a)

y(0.2,1)

2 3
Tiempo

<)

V(0.8033,1)

Fuerza Transversal

2 3
Tiempo

Desplazamiento
w

0.5

x 10

b)

y(x,2)

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Posicion

d)

V(x,1.46)

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Posicion

Figura 6.7. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica (linea

discontinua) al aplicar la fuerza arménica de frecuencia 7 en X,=0.5 a la barra apoyada en los dos

extremos. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.

La aplicacion de la fuerza de frecuencia 7 (Figura 6.7) produce una variacion del

desplazamiento con el tiempo mucho mas irregular que al aplicar la de frecuencia o

que las que aparece al estudiar las vibraciones longitudinales. En este caso la forma del

movimiento no sigue una pauta, como ocurria en los casos anteriores, sino que los
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detalles de la forma cambian en cada oscilacion. Esto implica, entre otras cosas, que en
este movimiento intervengan varias frecuencias naturales de la barra, que se activan por
la aplicacion de una fuerza armoénica de una frecuencia relativamente alta. La variacion
espacial del desplazamiento vuelve a presentar un vientre en el centro, lugar de
aplicacion de la fuerza, y dos nodos en los extremos, lo que indica que no depende en
gran medida de la frecuencia de la fuerza aplicada. La variacion de la fuerza transversal
con el tiempo presenta un cardcter aun mads irregular, en el que intervienen mas
frecuencias naturales y de valor mas alto, mientras que la variacion con la posicién

sigue teniendo la misma forma.

Para el desplazamiento los resultados de la simulacién coinciden con los
teodricos, tanto en la variacion con el tiempo como en la espacial. Sin embargo, aparecen
pequenas diferencias en la fuerza transversal, debido a sus variaciones temporales mas

abruptas.

b.- Aplicacion de una fuerza tipo pulso

En este apartado estudiamos las dos fuerzas tipo pulso consideradas en este

trabajo, la pulso cuadrado y la pulso gaussiano, cuyas expresiones se introdujeron en el

Capitulo 3:
Pulso cuadrado Frpc=Ad(x-X0)p(t) (6.22)
1 0<t<t
p(t) = {0 (<t (6.23)
Pulso gaussiano Frpe=Ad(x-X0)g(t) (6.24)
g(t)=exp[-m*(t-t1)’] (6.25)

En la Figura 6.8 se pueden ver los resultados obtenidos al simular la aplicacién
del pulso cuadrado, con t;=0.05 y A=1, en X¢=0.5. El desplazamiento varia con el tiempo
de una forma regular, con pocas frecuencias naturales implicadas y no muy altas, al
contrario de lo que ocurre con la fuerza transversal, que presenta una variacion temporal
muy irregular, mas aun de la que aparecia al aplicar la fuerza armoénica de 7, y con

frecuencias muy altas. La variacion espacial presenta rasgos distintos de los que
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aparecian con la fuerza armonica, ya que el desplazamiento sigue teniendo un vientre en
el centro, pero tiene una forma de campana de Gauss en lugar de la forma senoidal vista
anteriormente, mientras que el esfuerzo si tiene una forma senoidal, aunque con un nodo
en el centro en lugar de una discontinuidad. En el desplazamiento la simulacion presenta
resultados acordes con la solucién tedrica, pero en la fuerza aparecen diferencias
importantes, de nuevo debidas al gran nimero de frecuencias naturales implicadas, de

forma que los resultados no son muy exactos, aunque siguen la forma de la vibracion.

x107° a) x 107 b)
v(0.13,1)

Desplazamiento
Desplazamiento

0 1 2 3 4 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo Posicion

Fuerza Transversal
Fuerza Transversal

-0.6 V(0.1367,t)

2 3 4 5 0 02 04 06 08 1
Tiempo Posicion
Figura 6.8. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica (linea
discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso cuadrado en X,=0.5 a la barra apoyada en los dos extremos. a)
Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del desplazamiento con
la posicidn en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el tiempo en un punto de

la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de tiempo.
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Al aplicar el pulso gaussiano (Figura 6.9) aumentan las frecuencias implicadas,
de forma que la variacion temporal del desplazamiento, aunque tiene una forma regular
y periddica con el tiempo, presenta oscilaciones de frecuencia media-alta. Su variacion
espacial vuelve a tener una forma gaussiana, aunque menos marcada que la de la Figura
6.8. La fuerza transversal sigue variando de una forma muy abrupta con el tiempo y con
muchas oscilaciones de muy alta frecuencia. Su variacion espacial sigue siendo de
caracter senoidal. La aparicion de oscilaciones de alta frecuencia en el desplazamiento
produce que en los picos de estas aparezcan pequeias diferencias entre la simulacion y
la solucion teorica, diferencias que también aparecen en la variacion espacial. En la
fuerza transversal estas diferencias son ya muy importantes, sobre todo al estudiar la
variacion espacial, de forma que los resultados de la simulacion y los tedricos, aunque

tienen la misma forma, apenas coinciden.

x 10 a) x 10 b)
3
o o
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£ £
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[a} [a}
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Figura 6.9. Comparacion de los resultados de la simulacién (linea continua) y la solucién analitica (linea
discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso gaussiano en X,=0.5 a la barra apoyada en los dos extremos. a)
Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del desplazamiento con
la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el tiempo en un punto de

la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en un instante de tiempo.
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6.2.4.- Barra con un extremo amordazado y otro con una masa puntual

6.2.4.1.- Modelo en red

Las condiciones de contorno de esta barra son:

v(0,)=0 [2}0’1 =0 M(1,=0 V(L) = m(aaifj (6.26)

La primera condicion de contorno es la mas facil de implementar, ya que se
consigue simplemente conectando el primer nodo a tierra. Para la segunda condicion es
necesario adoptar una estrategia similar a la de la Seccion 6.2.3.1 y aproximar por

diferencias finitas la derivada espacial de y:

@ ~ Yia —Yia (6.27)
Ox 2AX

Asi, en el extremo izquierdo de la barra, nodo cero del modelo en red, se cumple la

relacion:
O =D, (628)

por lo que esta condicidon de contorno se implementa imponiendo que la fuente de flujo

que conecta el nodo cero con el uno tenga la expresion:

O, -4D
), =t 6.29
0+A AX3 ( )
para lo que se debe imponer que:
dJ,, ) =D, -40, (6.30)

La condicion de contorno M(1,t)=0 produce que en el extremo derecho se tenga

que:

—2yy+
MN — YN+1 A})](I;] yN*l — 0 : YN+1 = 2yN _YNfl (631)

Asi que la fuente de flujo Jn.1+4 tiene la expresion:
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-0 +20, ,-D,

J = 6.32
N-1+A Ax" ( )
que se consigue imponiendo que:
O(Jyppn) =Py +20, - Dy, (6.33)

Por ultimo, la condicidon de contorno sobre V(1,t) se impone de la misma forma
que se consigue el flujo J,;, mediante una fuente de flujo controlada por la fuerza
suministrada por los circuitos auxiliares de la Figura 6.11, siendo el valor de los

parametros CmZImZml/ 2,

0 Joa 1 i Jia i N-1 Inia N

Oy 5., C
e
V 11
——a /Jc\m I -_—
YN\
v +X|m-

Figura 6.11. Circuitos auxiliares para la obtencion de J,,,

6.2.4.2.- Simulacién de vibraciones forzadas

En esa seccion se estudia el movimiento vibratorio resultante de la aplicacion de
los distintos tipos de fuerza considerados en el centro de la barra amordazada-carga

masica, con m=1.
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a.- Aplicacion de una fuerza senoidal
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Figura 6.12. Resultados de la aplicacion de la fuerza armonica de frecuencia © a la barra amordazada-
carga masica, con m=1, en X,=0.5. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra.
b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza
transversal con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en

dos instantes de tiempo.

Los resultados obtenidos al aplicar la fuerza armonica de frecuencia  en Xp=0.5
se muestran en la Figura 6.12. Se puede ver que en este caso el comportamiento de las
variables fisicas es muy distinto del que tenian sus variables equivalentes en las
vibraciones longitudinales al estudiar la barra libre-carga masica, ya que ahora no se
produce un crecimiento ilimitado del desplazamiento, debido a que esta barra si tiene
ligaduras en X=0 que impiden su movimiento como solido rigido. Sin embargo, en el
desplazamiento es posible apreciar la influencia de la carga masica en la vibracion, ya
que hay tres grupos de oscilaciones diferenciados que vibran alrededor de una posicion
central que no es el valor cero de desplazamiento, y que varia de forma regular. Como
era de esperar, el extremo derecho de la barra no se encuentra fijo sino que sufre
también un movimiento vibratorio, lo que origina que en esta barra el maximo del
desplazamiento no se encuentre en el centro de la barra (el lugar de aplicacion de la

fuerza) sino que este maximo cambie de posicion desplazandose a lo largo de ella. En
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cuanto al esfuerzo, su variacion temporal presenta también tres grupos de oscilaciones
diferenciados, pero con la diferencia de que aqui si oscilan alrededor del valor de fuerza
cero. Su variacion espacial presenta una forma similar a la de la Figura 6.6.d, con dos
zonas separadas por una discontinuidad en el centro, pero con la diferencia de que ahora

estas dos zonas no son perfectamente antisimétricas.
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Figura 6.13. Resultados de la aplicacion de la fuerza armonica de frecuencia 7 a la barra amordazada-
carga masica, con m=1, en X,=0.5. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra.
b) Variacion del desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza
transversal con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en

dos instantes de tiempo.

Al aplicar la fuerza de frecuencia 7 (Figura 6.13), la variaciéon temporal del

desplazamiento se vuelve mas irregular y abrupta, sin que ahora aparezcan grupos

diferenciados de oscilaciones, pero apreciandose una oscilacion general del valor
medio de las oscilaciones a una frecuencia relativamente baja. Esta oscilacion general
aparece también en la fuerza transversal, aunque aqui es menos marcada y con una
frecuencia algo mayor. En cuanto a la variacion espacial de estas magnitudes, sigue el

mismo patrén que el de la Figura 6.12.
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b.- Aplicaciéon de una fuerza tipo pulso
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Figura 6.14. Resultados de la aplicacion de la fuerza tipo pulso cuadrado a la barra amordazada-carga
masica, con m=1, en x=0.5. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b)
Variacion del desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza
transversal con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en

dos instantes de tiempo.

La aplicacion de la fuerza tipo pulso cuadrado (Figura 6.14) produce una
variacion temporal del desplazamiento en la que predominan dos frecuencias, una mas
alta que produce oscilaciones con un periodo mayor que las que aparecian al aplicar las
fuerzas armoénicas, y una mas baja que produce una oscilacion general similar a la que
aparece en la Figura 6.13, por lo que esto parece ser una caracteristica del movimiento
transversal de este tipo de barra. La fuerza transversal tiene un comportamiento
parecido, con una oscilacion general a una frecuencia mayor que la que tiene el
desplazamiento, y oscilaciones muy abruptas con un periodo muy pequeiio. Con
respecto a la variacion espacial, no hay mucho que comentar sobre la del
desplazamiento ya que es similar a la de las Figuras 6.12.b y 6.13.b, pero la del esfuerzo
tiene ahora una forma oscilatoria con varios maximos y minimos relativos a lo largo de

la barra, aunque el valor mas alto de la amplitud parece que se alcanza en Xx=0.
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Figura 6.15. Resultados de la aplicacion de la fuerza tipo pulso gaussiano a la barra amordazada-carga

masica, con m=1, en Xg=0.5. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b)

Variacion del desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza

transversal con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en

dos instantes de tiempo.

La aplicacion del pulso gaussiano (Figura 6.15) produce en el desplazamiento

una variacion temporal parecida a la del pulso cuadrado, una oscilacion general del

valor medio idéntica a la del pulso cuadrado, junto a oscilaciones de periodo menor,

también muy similares a las de la Figura 6.14. Pero dentro de estas oscilaciones

aparecen a su vez oscilaciones irregulares que no aparecian anteriormente y que no

siguen una pauta definida. La variacién temporal de la fuerza transversal también es

muy parecida a la del pulso cuadrado, asi como la variacién espacial. Por lo tanto,

parece que la aplicacion del pulso gaussiano produce un efecto en la barra similar al del

pulso cuadrado, pero que activa mas frecuencias naturales de la barra.
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c.- Validacion del modelo en red para la barra amordazada-carga mésica

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frecuencia

Figura 6.16. Espectro de la fuerza transversal en x=0.7967 al aplicar el pulso cuadrado en x,=0.5

a la barra amordazada-carga masica.

Del mismo modo que se hizo en el Capitulo 5 para la barra libre-carga masica, la
validacion del modelo en red utilizado en esta seccion la realizamos mediante la
comparacion de las frecuencias naturales tedricas, obtenidas a partir de la ecuacion
trascendente (6.34), con las obtenidas a partir de la Transformada de Fourier de la

fuerza transversal en Xx=0.7967 al aplicar el pulso cuadrado (Figura 6.16).
[1+cos(con”2) cosh(conl/z) ]1= m[sen(wnl/z) cosh((onl/z) - cos(conl/z) senh((onl/z)] (6.34)

Esta comparacion, que se muestra en la Tabla 6.2, es bastante satisfactoria, ya
que el espectro de los resultados de la simulacidn se aproxima bastante a las frecuencias
naturales tedricas, y si tenemos en cuenta el error en el espectro debido al muestreo,
Af=0.125, podemos afirmar que coinciden, por lo que se comprueba que el modelo en

red utilizado es correcto.

167




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

Posicion de
los picos del 0.20 2.26 8.20 16.80 28.39 43.19
espectro

Frecuencias
naturales 0.25 2.58 8.09 16.75 28.54 43.42
tedricas

Tabla 6.2. Comparacion entre las frecuencias de los picos del espectro simulado de la Figura 6.16 y las

frecuencias naturales de la barra amordazada-carga masica.

6.3.- Modelo de Timoshenko

6.3.1.- Celda elemental

Las ecuaciones del movimiento, en forma adimensional, para las vibraciones

transversales en el modelo de Timoshenko son (ver Capitulo 3):

ly_oM_ 0oy

— —=q 6.35
B 0x ot? (6.35)
oV oy
oy _pYry 6.36
0x P ot? ( )
con las ecuaciones constitutivas:
V= @ -y (6.37)
Ox
Mo_¥ (6.38)
15).9

Se trata de dos ecuaciones del movimiento acopladas tanto directamente entre si
como a través de las ecuaciones constitutivas. Es el caso mas complejo que se va a

estudiar en esta Memoria y que va a requerir el modelo en red mas complicado.

Como tenemos dos ecuaciones del movimiento, es necesario construir dos celdas
elementales, una para cada ecuacion, con sus variables flujo y potencial
correspondientes. Asi, para la primera celda elemental, elaborada a partir de las

ecuaciones (6.36) y (6.37), elegimos como variable potencial el desplazamiento
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transversal de la barra, y como variable flujo la fuerza transversal, mientras para la
segunda celda elemental, elaborada a partir de las ecuaciones (6.35) y (6.38), tomamos
como variable potencial el dngulo de torsion de la barra, y como variable flujo el
momento de torsion de la barra. A efectos de notacion, llamaremos a la celda elemental
correspondiente la ecuacion (6.36) celda a, mientras que a la celda elemental
correspondiente a la ecuacion (6.35) celda b, y los flujos y potenciales de dicha celda se

notaran como:
D' >y J >V (6.39)
DO* >y oM (6.40)
Asi, para la construccion de la celda a partimos de la ecuacion:

o _ @t (s

6.41
Ox ot? ( )

Dado que la forma de la ecuacion (6.41) es idéntica a la de la ecuacion (6.5), la
celda elemental serd la misma que la de la Figura 6.2, con los circuitos auxiliares de la
Figura 6.3, salvo por el valor de los pardmetros y por el circuito auxiliar que

proporciona J%:a. Para obtener J*;:, partimos de la ecuacion:

o
ox

J ~®° (6.42)

que al aproximarla por diferencias finitas queda en la forma:

Dy — DY _p P

Jai+A = i+A
o e (643)
Pia=—"t — @,
AXx

que son las expresiones que proporcionan el flujo para las fuentes de flujo situadas a
izquierda y derecha del nodo i. En la Figuras 6.17 y 6.18 se muestra la celda elemental a

y sus circuitos auxiliares.
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Jai_A Jai+A
a .
@ -1

e

llll—\

Figura 6.17. Celda elemental a correspondiente a la ecuacion (6.36).

D3
| Jac Ca
— ||
+- i
— e P =
N YN
+ Xa| -

Figura 6.18. Circuitos auxiliares de la celda elemental a.

La celda b se construye a partir de la ecuacion:

lp_or_ oot

EJ o o e (6.44)
que al discretizarla queda como:
2 b
ABXJaHA —J%1 + 7% — Axa aatqz =0 (6.45)

que es muy similar a la ecuacion (5.5), correspondiente a las vibraciones longitudinales,
por lo que la celda elemental es casi idéntica a la celda elemental de las Figuras 5.2 y
5.3, salvo porque es necesario incorporar una fuente de flujo que proporcione el término
AxJ*/B. En las Figuras 6.19 y 6.20 se tiene la celda elemental b con sus circuitos
auxiliares. Hay que senalar que, debido a la forma en que se encuentran acopladas las

ecuaciones (6.35)-(6.38), las variables ®" y ®" no corresponden a los mismos puntos de
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la barra, sino que ®“ se localiza en los nodos que hemos notado como i, que se
encuentran en las posiciones x=iAx, mientras que ®° se localiza en los nodos i+A, que
se encuentran en las posiciones x=(i+1/2)Ax. Del mismo modo, la variable J* se localiza

en los nodos i+A, igual que @°, y J° en los nodos i, los mismo que @°.

b b b b
o R R S

J2aX/B f ? JPiea

Figura 6.19. Celda elemental b correspondiente a la ecuacion (6.35).

Figura 6.20. Circuitos auxiliares de la celda elemental b.

Asi pues, el modelo en red se construye mediante la conexion en cascada de las
celdas elementales a, en paralelo con la conexion en cascada de las celdas elementales
b, como se muestra en la Figura 6.21. Las condiciones de contorno se incorporan a las
celdas situadas en los extremos segun corresponda, como se realiza en las secciones
siguientes al estudiar la barra con los dos extremos apoyados y la barra amordazada-
carga masica. Del mismo modo que al llevar a cabo la simulacion de las vibraciones
longitudinales y las transversales con el modelo de Euler-Bernoulli, al construir los
modelos en red y simular las vibraciones transversales con el modelo de Timoshenko
hemos trabajado con N=150, esto es, 150 celdas elementales a conectadas entre si en
paralelo con 150 celdas elementales b conectadas entre si. Para los parametros de las
ecuaciones (6.35) y (6.36) hemos utilizado los mismos valores que Ekwaro-Osire et al

en [6.18], que son a=0.19695 y p=0.00305.
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A modo de sintesis, en la Tabla 6.3 se especifica el valor de los distintos

parametros del circuito de cada celda elemental.

Celda elemental a Celda elemental b

Ca:(BAX)l/Z |a:(BAX)1/2 Cb:((XAX)l/z |b:((1AX)1/2

Fa=(DY - DY) AX-D° | Fa=(DH-DYy) Ax-D% | R%=Ax2 | RPu=Ax2

Tabla 6.3. Valores de los distintos parametros de las celdas elementales a y b y expresiones de las fuentes

de flujo de la celda a.
0 J%:a 1 i J%:a i+1 N-1 J°N-1+a N
P 2% ? PP
b b b b b b
0 =30 0+a 1 A S e N-1— VN Y N
Pon Lol &Poa
Soalx/B s/ Jnalx/B

Figura 6.21. Conexion de las celdas elementales del modelo de Timoshenko.

6.3.2.- Barra apoyada en los dos extremos

6.3.2.1.- Modelo en red

Las condiciones de contorno de esta barra son:
y(0,t)=0 y(1,£)=0 M(0,t)=0 M(1,t)=0 (6.46)

Las relativas al desplazamiento se imponen sobre la celda elemental a, conectando los
extremos de la celda inicial y final a tierra, mientras que las relativas al momento de

., . . . . b b
torsion se especifican en la celda elemental b haciendo que las resistencias R’ y R°x
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tengan un valor infinito. Por tanto, el modelo en red queda en la forma de la Figura
6.22.

0 Yo g i Fia i1 N-1 P N
Ja,,. JayN
b J S it Jnet b
0 Ro=0 0+A— 1 i = itA = j+1 N-1— " N-AR\=oN
Lo Jiea L
JamAAX/B Ja‘+AAX/B JaN.AAX/B

Figura 6.22. Modelo en red para la barra apoyada en los dos extremos.

6.3.2.2.- Simulacién de vibraciones libres

En este apartado se estudia el comportamiento del MSR y su validez a la hora de
simular vibraciones libres. Del mismo modo que en la Seccion 6.2.3.2, solo
consideraremos un caso, el de la imposiciéon como condiciones iniciales del primer

modo de vibracion de la barra, condiciones iniciales que se expresan como:

y(x,0) = sen(mx) (gtyj =0

5 (6.47)
W(x,0) = 3.1096 cos(mx) [a‘t"j -0

Los resultados obtenidos para el desplazamiento y el esfuerzo se muestran en la
Figura 6.23, donde se observa que, como era de esperar, la barra vibra de acuerdo con el
primer modo de vibracidon. Al trabajar con el modelo de Timoshenko, el angulo y el
momento de torsion se encuentran representados explicitamente en el modelo en red,
por lo que se pueden obtener directamente a partir de las simulaciones. Asi pues,

ademads de estudiar el desplazamiento y la fuerza transversal mostraremos los resultados
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para el angulo y el momento de torsion. Para el caso de las vibraciones libres

consideradas en este apartado, en la Figura 6.24 se pueden observar los resultados

obtenidos. La variacion temporal, tanto del desplazamiento y la fuerza transversal, como

del angulo y el momento de torsion, son muy similares, pero en la variacion espacial se

aprecia claramente el desfase de media longitud de onda entre la forma senoidal del

desplazamiento y el momento de torsion por un lado y el angulo de torsion y la fuerza

transversal por otro.
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2 k]
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%] %]
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Figura 6.23. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al imponer como condiciones iniciales el primer modo de vibracion en la barra

simplemente apoyada. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b)

Variacion del desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza

transversal con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en

dos instantes de tiempo.

Para este caso, dada la relativa suavidad de la forma de la vibracion, los

resultados de la simulacion no se distinguen de la solucion tedrica para ninguna de las

variables fisicas consideradas, teniendo, por tanto, bastante éxito el MSR.
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Figura 6.24. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al imponer como condiciones iniciales el primer modo de vibracion en la barra
simplemente apoyada. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b)

Variacion del angulo de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de
torsion con el tiempo en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos

instantes de tiempo.

6.3.2.3.- Simulacién de vibraciones forzadas

a.- Aplicacion de una fuerza senoidal

El primer caso considerado de vibraciones forzadas es el de una fuerza senoidal,
seglin la expresion (3.155). En esta seccion estudiaremos la aplicacion de la fuerza en

X0=0.667, con dos frecuencias distintas:

- fa=m, que se encuentra entre la segunda frecuencia natural, ,=2.12, y la tercera,

f3=3.29.

- f.=2m, que se encuentra entre la quinta frecuencia natural, fs=5.58, y la sexta,

f6:6.71.
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Figura 6.25. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza armoénica de frecuencia © en X=0.667 a la barra apoyada en los dos

extremos. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de
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Figura 6.26. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia  en x=0.667 a la barra apoyada en los dos

extremos. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

angulo de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de torsion con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de

tiempo.
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La variacién del desplazamiento con el tiempo (Figura 6.25) es una curva de
caracter suave, sin cambios bruscos de valor, y, en principio, no tiene una forma regular
o periddica, al igual que su variacion espacial. Como en el modelo de Euler-Bernoulli,
la fuerza transversal si presenta cambios bruscos al variar con el tiempo, asi como una
discontinuidad en el punto de aplicacion de la fuerza. Todo esto produce que la
coincidencia entre la simulacion y la solucidon tedrica sea completa para el
desplazamiento, aunque en la fuerza transversal aparecen pequefias diferencias de

amplitud.

El comportamiento del angulo y el momento de torsion es de caracter intermedio
entre el del desplazamiento y la fuerza transversal. Su variacion temporal es ligeramente
mas rapida que la del desplazamiento, pero mucho menor que la de la fuerza transversal,
y en cuanto a su variacion espacial, la forma del angulo de torsion, al no estar limitado a
tener un valor nulo en los extremos, es bastante poco definida, no tiene la forma
senoidal de otras variables, al contrario que el momento de torsion, que si presenta una
forma senoidal con una discontinuidad en la primera derivada en el punto de aplicacion
de la fuerza. Al trabajar con estas variables, la coincidencia entre los resultados de la

simulacion y la expresion tedrica es completa, como puede verse en la Figura 6.26.

La aplicacién de la fuerza armonica de frecuencia 2w (ver Figura 6.27) produce
una forma mas regular de la variacién temporal del desplazamiento, la cual presenta
pequefias oscilaciones de frecuencia media y baja amplitud dentro de una variacion de
caracter senoidal de frecuencias baja y gran amplitud. Su variacion espacial, a pesar de
anularse en los extremos, no tiene una forma clara. La fuerza transversal sigue
presentando cambios bruscos al variar con el tiempo, y una frecuencia dominante muy
alta en comparacion con la del desplazamiento. La variacidon espacial tampoco presenta
una forma clara, salvo por la presencia de la discontinuidad en X=0.667. En cuanto a la
comparacion entre simulacion y solucion tedrica, en el desplazamiento no se aprecian

diferencias, pero en la fuerza transversal estas comienzan a ser importantes.

177




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

a)

0.5

Desplazamiento
o

Fuerza Transversal

y(x,1.5)

y(x.2)

0.2

[N

0.4 0.6 0.8
Posicion

y(0.5,t)
° 0.5
c
2
£
g o
k)
[=%
0
a
-0.5
-1
0 1 2
Tiempo
<)
0.5
V(0.5033,t !
©
@
Q
7
g
s o0
©
N
5]
=3
w
-0.5
1 2
Tiempo

Figura 6.27. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
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Figura 6.28. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia 2n en X=0.667 a la barra apoyada en los dos

extremos. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

angulo de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de torsion con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de

tiempo.
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La variacion del angulo de torsién con el tiempo no presenta las pequenas
oscilaciones de frecuencia media que aparecen en el desplazamiento, sino que aparecen
oscilaciones de frecuencia relativamente baja de amplitud media moduladas por una
oscilacion general de frecuencia ain més baja. La variacioén espacial del dngulo sigue
manteniendo la forma indefinida de la Figura 6.25. En cuanto al momento de torsion,
presenta caracteristicas semejantes en su variacion temporal a la del angulo, con
oscilaciones de frecuencia similar a las de este moduladas por una oscilacion general de
frecuencia mucho menor, mientras que su variacion espacial tiene una forma senoidal
con varios vientres y nodos. En el angulo no se distinguen las graficas correspondientes
a la simulacién y la expresion teodrica, pero en el momento se puede apreciar pequenas

diferencias de amplitud entre ellas.

b.- Aplicacion de una fuerza tipo pulso

En este apartado estudiamos la aplicacion de una fuerza tipo pulso cuadrado y
gaussiano, dadas por la expresiones (6.22)-(6.25). Las caracteristicas de dichas fuerzas
son idénticas a las de la Seccion 6.2.3.3.b, salvo el punto de aplicacion de la fuerza, que

en este caso es Xp=0.667.

En la Figura 6.29 se muestran los resultados obtenidos para el desplazamiento y
la fuerza transversal al aplicar el pulso cuadrado. Al igual que en la Figura 6.27, en la
variacion temporal del desplazamiento aparece una oscilacion general de gran amplitud
salpicada de pequenas oscilaciones de frecuencia media, aunque aqui la variacion
espacial tiene una forma mas regular que en la Figura 6.27. Por el contrario, la fuerza
transversal varia con el tiempo con una frecuencia muy alta y unos cambios muy
bruscos de valor, y su variacion espacial tiene una forma muy anomala, Asi, en el
desplazamiento aparecen pequefias diferencias de amplitud, pero en la fuerza transversal
el desacuerdo es muy grande, de forma que, salvo el orden de las magnitudes, los

resultados de la simulacion no aportan datos precisos sobre la fuerza transversal.
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Figura 6.29. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso cuadrado en x=0.667 a la barra apoyada en los dos
extremos. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del
desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el
tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en un instante de

tiempo.
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Figura 6.30. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso cuadrado en Xx=0.667 a la barra apoyada en los dos
extremos. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del
angulo de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de torsion con el
tiempo en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en un instante de

tiempo.
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La variacién temporal del angulo de torsién tiene una forma periddica casi
senoidal, con una frecuencia preponderante, asi como una variacioén espacial muy suave
con valores opuestos en los extremos, mientras que la variacion temporal del momento
de torsion tiene una forma aproximadamente periddica en sus rasgos generales, para
nada senoidal, y con numerosos picos abruptos, aunque su variacion espacial si tiene
una forma mas suave. En el d&ngulo aparecen pequefias diferencias de amplitud entre los
resultados de la simulacion y la solucion tedrica, diferencias que se hacen mas grandes y

acusadas para el momento de torsion.
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Figura 6.31. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso gaussiano en X=0.667 a la barra apoyada en los dos
extremos. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del
desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el
tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en un instante de

tiempo.

La aplicacién del pulso gaussiano produce en el desplazamiento y la fuerza
transversal un efecto similar al del pulso cuadrado, pero mas acusado. La variacion
temporal del desplazamiento presenta una oscilacién general, igual que en la Figura
6.29, con pequenas oscilaciones muy abruptas y acusadas, y la fuerza transversal tiene

unos cambios de valor de frecuencias muy altas, aunque con una forma ligeramente
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periddica, mientras que las variaciones espaciales presentan unas formas mas suaves.
Las diferencias entre simulacion y teoria también se hacen mas grandes al aplicar esta

fuerza, diferencias que vuelven a ser especialmente notables para la fuerza transversal.

a) b)

(0.5033,1)

s 05 S
4 4
O (e]
[ [
s 0 35
E 3
2 2
< -0.5 <
y(x,1.5)
_1 s L _2 n n n n
0 1 2 3 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo Posicion
c) d)
15 g g 15 T -

10 /I

M(x,1.5)

Momento de Torsién
Momento de Torsién
=)

1 2 3 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo Posicion

Figura 6.32. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion
analitica (linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso gaussiano en x=0.667 a la barra apoyada en los
dos extremos. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del
angulo de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de torsion con el
tiempo en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsién con la posicién en dos instantes de

tiempo.

La variacion del angulo de torsion con el tiempo, que se puede observar en la
Figura 6.32, presenta pequeiias variaciones bruscas de amplitud dentro de una
oscilacion general, con numerosos picos abruptos, aunque su variacion espacial si tiene
una forma suave. Del mismo modo, la variacion temporal del momento de torsion tiene
un caracter muy abrupto, mas que el angulo. Y, al igual que ocurria al aplicar el pulso
cuadrado, las diferencias entre simulacion y teoria son pequefias para el angulo de

torsion, pero mas graves para el momento.
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6.3.3.- Barra con un extremo amordazado y otro con una masa puntual

6.3.3.1.- Modelo en red

0 J%:a 1 i J%:a i+1 N-1 I e N

. Jb\ . Jb\+1 . JbN-1 b _
i = A =+ N-1— " N-AR°n=o N
NN Pna
JEHAAX/B JaN.AAX/B

Figura 6.33. Modelo en red de la barra amordazada-carga masica.

Las condiciones de contorno de esta barra son, como se mostro en la Seccidon

6.2.4.1;
v(0,H)=0 wO0,0)=0  M(LH=0 V()= m(g;yJ (6.48)

Las condiciones relativas al desplazamiento y el dngulo de torsién nulo en X=0 se
implementan mediante la conexion a tierra del nodo 0 de la celdas a y b, mientras que la
implementacion de las condiciones de contorno en X=1 se realiza haciendo que la
resistencia R’y tenga un valor infinito, y conectando una fuente de flujo entre el nodo N

de la celda a y tierra que tenga un valor dado por la expresion:

I :mdq) N

6.49
m a@ (6.49)

lo que se consigue mediante la utilizacion de dos circuitos auxiliares idénticos a los que
proporcionan J,, como los mostrados en la Figura 6.11, cuyos parametros tienen el

valor:
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Ch=m

[,=m"? (6.50)

6.3.3.2.- Simulacién de vibraciones forzadas

En esa seccion se estudia el movimiento vibratorio resultante de la aplicacion de

los distintos tipos de fuerza considerados en la barra amordazada-carga méasica, con

m=1.

a.- Aplicacion de una fuerza senoidal
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Figura 6.34. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia  en x=0.667 a la barra amordazada-carga

masica. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.
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Los resultados para el desplazamiento y la fuerza transversal de la aplicacion de
la fuerza armonica de frecuencia « a la barra amordazada-carga masica se muestran en
la Figura 6.34. Las variaciones temporales del desplazamiento y la fuerza tienen una
forma suave y aproximadamente regular, mientras que la variacion espacial del
desplazamiento tiene una forma indefinida y la de la fuerza transversal presenta la
discontinuidad tipica en el punto de aplicacion de la fuerza externa, con una distribucion

aproximadamente antisimétrica alrededor de dicho punto.
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Figura 6.35. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia  en x=0.667 a la barra amordazada-carga
masica. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del angulo
de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacién del momento de torsiéon con el tiempo

en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo.

La wvariacion del angulo de torsion con el tiempo (Figura 6.35) presenta una
forma similar a la del desplazamiento, pero en la que intervienen frecuencias de valor
mas alto que en este, mientras que su forma espacial también es similar a la del
desplazamiento, salvo por el hecho de que en el extremo derecho toma valores de mayor
amplitud. En este caso, la variacion temporal del momento de torsidn presenta un

aspecto mas irregular que el angulo, aunque con menos frecuencias implicadas en su
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evolucion temporal, mientras que su variacion temporal si tiene una forma senoidal con

la discontinuidad en la pendiente en el punto de aplicacion de la fuerza externa.
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Figura 6.36. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia 21 en X=0.667 a la barra amordazada-carga
masica. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del
desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el
tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.

Al aplicar la fuerza armoénica de frecuencia 2m, los resultados para el
desplazamiento y la fuerza transversal (Figura 6.36) son similares a los obtenidos al
aplicar la fuerza de frecuencia m, salvo porque la variacion temporal del desplazamiento
es mas homogénea y la frecuencia de la variacion temporal de la fuerza transversal
aumenta. Para el dngulo y el momento de torsion (Figura 6.35), la variacion temporal es
mas irregular, con varias frecuencias de valor medio involucradas en el movimiento, y
con un cierto caracter periddico para el angulo, mientras que su variacién espacial
presenta una forma muy indefinida en ambos casos, siendo Uinicamente destacable la

presencia de la discontinuidad del momento de torsion en Xy=0.667.
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Figura 6.37. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza armonica de frecuencia 21 en x=0.667 a la barra amordazada-carga
masica. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del angulo
de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacién del momento de torsion con el tiempo

en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo.

b.- Aplicacion de una fuerza tipo pulso

La aplicacion de la fuerza tipo pulso cuadrado produce una variacion temporal
aproximadamente periddica en el desplazamiento y la fuerza transversal (ver Figura
6.38), aunque en este ultimo caso de muy alta frecuencia. La variacion espacial del
desplazamiento parece presentar un vientre que se desplaza a lo largo de la barra,

mientras que la de fuerza es casi lineal.
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Figura 6.38. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso cuadrado en X=0.667 a la barra amordazada-carga

masica. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.

En cuanto a los resultados para el angulo y el momento de torsion (Figura 6.39),

la variacion temporal de estas variables vuelve a tener, de nuevo, un cardcter mas

irregular y aproximadamente periddico, con algunos picos ligeramente abruptos, lo que

implica la excitacion de mas frecuencias naturales de la barra y de mas alto valor que

para el desplazamiento, aunque no tan altas como las de la fuerza transversal. Y, al igual

que al aplicar la fuerza armoénica de frecuencia 2w, la variacion espacial de estas

variables tiene una forma muy indefinida, por lo que parece que esto es una

consecuencia del aumento del nimero de las frecuencias naturales excitadas y de sus

valores.
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Figura 6.39. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica
(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso cuadrado en x=0.667 a la barra amordazada-carga
masica. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del angulo
de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion del momento de torsion con el tiempo

en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo.

Si aplicacamos una fuerza tipo pulso gaussiano se produce, como en la barra
apoyada en los dos extremos, un efecto similar al del pulso cuadrado pero mas
acentuado. La variacion del desplazamiento con el tiempo (Figura 6.40) presenta una
oscilacion general de baja frecuencia con pequefas oscilaciones mas abruptas y de
mayor frecuencia, mientras que la de la fuerza transversal consiste de nuevo en
oscilaciones muy rapidas y aproximadamente periddicas. La variacion espacial del
desplazamiento presenta un Unico vientre que se mueve ligeramente a lo largo de la
barra, con un desplazamiento en el extremo de la carga masica muy pequeno, mientras
que la distribucion de la fuerza transversal es aproximadamente antisimétrica, con

maximos en la amplitud en ambos extremos, sobre todo en el de la carga masica.
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Figura 6.40. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso gaussiano en Xx=0.667 a la barra amordazada-carga

masica. a) Variacion del desplazamiento con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del

desplazamiento con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacion de la fuerza transversal con el

tiempo en un punto de la barra. d) Variacion de la fuerza transversal con la posicion en dos instantes de

tiempo.
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Figura 6.41. Comparacion de los resultados de la simulacion (linea continua) y la solucion analitica

(linea discontinua) al aplicar la fuerza tipo pulso gaussiano en Xx=0.667 a la barra amordazada-carga

masica. a) Variacion del angulo de torsion con el tiempo en un punto de la barra. b) Variacion del angulo

de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo. ¢) Variacién del momento de torsion con el tiempo

en un punto de la barra. d) Variacion del momento de torsion con la posicion en dos instantes de tiempo.
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El comportamiento del angulo y el momento de torsion (ver Figura 6.41)
también es similar al que aparecia al aplicar el pulso cuadrado. La variacion temporal
del angulo y el momento de torsidn presenta, de nuevo, una oscilacion general con
numerosos picos, algunos muy abruptos, siendo estos mas frecuentes en el momento de
torsion. Y la variacion espacial de estas variables también es muy similar en su forma a
la que aparecia al aplicar el pulso cuadrado, siendo esta suave y con algunas

oscilaciones, sobre todo en el momento de torsion.

c.- Validacion del modelo en red para la barra amordazada-carga mésica

Al igual que en las Secciones 5.7.3 y 6.2.4.2.c, en este apartado se realiza la
validacién del modelo en red para la barra amordazada-carga masica, a partir del
modelo de Timoshenko, mediante la comparacion de las frecuencia naturales tedricas
con las obtenidas a partir de los resultados numéricos. En la Figura 6.42 se muestra la
Transformada de Fourier del momento de torsion en X=0.5 al aplicar el pulso gaussiano
en Xp=0.667, y en la Tabla 6.4 la comparacion entre la posicion de los picos de esta
figura y las frecuencias naturales tedricas. Esta comparacion muestra que, dentro de
unos margenes de error aceptables, ambos grupos de frecuencias son muy similares, por

lo que el modelo en red utilizado es el adecuado.

Frecuencia

Figura 6.42. Espectro del momento de torsion en X=0.5 al aplicar el pulso gaussiano en X;=0.667 a la

barra amordazada-carga masica.
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Posicion de
los picos del 1.13 2.67 5.00 6.00 8.33 9.33
espectro

Frecuencias
naturales 1.41 3.05 493 5.98 8.37 9.38
teoricas

Tabla 6.4. Comparacion entre las frecuencias de los seis primeros picos del espectro simulado de la

Figura 6.42 y las seis primeras frecuencias naturales tedricas de la barra amordazada-carga masica.

6.4.- Conclusiones del capitulo

Los objetivos principales de este capitulo han sido la elaboraciéon de las celdas
elementales para la simulacién con el MSR de las vibraciones transversales en una
barra, tanto con ¢l modelo de Euler-Bernoulli como con el de Timoshenko, asi como el
disefio de los modelos en red correspondientes a la barra apoyada en los dos extremos y
a la barra amordazada-carga masica, y su validacion mediante la comparacion de los
resultados de la simulacidon con las correspondientes a las expresiones y frecuencias
naturales tedricas. Estos objetivos han sido conseguidos satisfactoriamente, siendo tanto
las celdas elementales como los modelos en red representaciones adecuadas en el MSR
de los modelos matematicos considerados para las vibraciones transversales. La
simulacion con el MSR ha demostrado que es posible trabajar con este método a la hora
de estudiar este proceso fisico, para las vibraciones libres como para las forzadas, vy,
dentro de estas ultimas, proporcionando buenos resultados al aplicar tipos de fuerza tan
dispares como una fuerza armoénica, un pulso cuadrado o gaussiano. Unicamente al
estudiar variables fisicas que cambian con frecuencias muy altas o de forma muy
abrupta hemos encontrado diferencias importantes entre la simulaciones y las

expresiones teoricas.

Un objetivo secundario de este capitulo ha sido estudiar el comportamiento
vibratorio de la barra amordazada-carga masica. En el Capitulo 5 se vio como las
vibraciones longitudinales de barras con condiciones de contorno simples eran
completamente periddicas, mientras que al considerar una carga masica la vibracion se
alteraba cambiando continuamente, debido a la accion de la masa en el extremo. Sin
embargo, en las vibraciones transversales, al trabajar con la barra apoyada en los dos
extremos la vibracion no tiene un caracter tan periddico como en las longitudinales, sino

que su variacion temporal no es predecible a simple vista, como ocurre en las
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longitudinales. Por ello, el efecto de la carga masica es menos apreciable y no es posible
establecer de una manera clara caracteristicas propias y distintivas del movimiento
vibratorio transversal de este tipo de barra. Aunque el hecho de que la carga masica
ejerza una fuerza sobre el extremo de la barra que cambia con el tiempo de una manera
no periodica, sin duda altera la vibracion de la barra con respecto a cuando las

condiciones de contorno son constantes en el tiempo.

193




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

REFERENCIAS

[6.11 C.F. Gonzalez-Fernandez, F. Alhama, J.F. Lopez-Sanchez J. Horno

[6.4]

[6.6]

[6.7]

[6.9]

“Application of the network method to heat conduction processes with
polynomial and potential-exponentially varying thermal properties”. Numerical

Heat Transfer A, Applications, 33, pp. 549-559 (1998).

M. Alarcon “Transporte de calor en sistemas con aletas. Coeficientes de
rendimiento y red de transferencia”. Tesis Doctoral. Universidad Politécnica de

Cartagena (2001).

F. Alhama “Estudio de respuestas térmicas transitorias en procesos no lineales
de conduccion de calor mediante el Método de Simulacion por Redes”. Tesis

Doctoral. Universidad de Murcia (1999).

J. Zueco, F. Alhama, C.F. Gonzéalez-Ferndndez “Determination of the specific
heat versus temperature under natural convection boundary condition using the

network simulation method”. Eurotherm Seminar N° 68 (2001).

J. Zueco, F. Alhama, C.F. Gonzalez-Fernandez ‘“Analysis of laminar forced
convection with Network Simulation Method in thermal entrance region of

ducts”. Intenational Journal of Thermal Sciences, 43, pp. 443-451 (2004).

A. Moya “Estudio de procesos de transporte idonico en células electroquimicas

mediante el Método de Redes”. Tesis Doctoral. Universidad de Granada (1996).

J. Castilla, M.T. Garcia-Hernandez A. Hayas, J. Horno “Simulation of non-
stationary electrodiffusion processes in charged membranes by the network

approach”. Journal of Membrane Science, 116, pp. 107-116 (1996).

M.T. Garcia Hernandez “Simulacion digital de procesos de electrodo. Método de

redes”. Tesis Doctoral. Universidad de Granada (1994).

M.T. Garcia-Hernandez, J. Castilla, C.F. Gonzalez-Fernandez, J. Horno
“Application of the network method to simulation of a square scheme with
Butler-Volmer charge transfer”. Journal of Electroanalytical Chemistry, 424, pp.
207-212 (1997).

194




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

[6.10]

[6.11]

[6.12]

[6.13]

[6.14]

[6.15]

[6.16]

[6.17]

J.J. Lopez-Garcia, A.A. Moya, J. Horno, A. Delgado and F. Gonzélez-Caballero
“A network model of the electrical double layer around a colloid particle”.

Journal of Colloid and Interface Science, 183, pp. 124-130 (1996).

A.J. Poza, J.J. Lopez-Garcia, A. Hayas, J. Horno “A network simulation method
for numerical solution of the nonlinear Poisson-Boltzmann equation for a
spheroidal surface”. Journal of Colloid and Interface Science, 219, pp. 241-249
(1999).

A.J. Poza “Estudio del efecto de la excentricidad de las particulas cargadas sobre
las propiedades eléctricas de suspensiones coloidales mediante el método de

simulacion por redes”. Tesis Doctoral. Universidad de Granada (2000).

V. Zimmerman, C. Grosse “Numerical calculation of the dielectric spectra of
cell-type particles”, Journal of Physical Chemistry B, 108, pp. 12617-12622
(2004).

E. Castro, M.T. Garcia-Hernandez, A. Gallego “Analisis de la propagacion de
ondas elésticas por el método de resolucion por redes”. XXVIII Reunidén Bienal
de la Real Sociedad Espafiola de Fisica y 11° Encuentro Ibérico para la

Ensefianza de la Fisica, Anexo pp. 5-7, Sevilla, Espana (2001).

M.T. Garcia-Hernandez, E. Castro, A. Gallego “Vibraciones longitudinales en
barras: Simulacion con el método de redes”. II Encuentro del Grupo
Latinoamericano de Emision Acustica y Primero Iberoamericano. 1, pp. 49-56,

Buenos Aires, Argentina (2001).

E. Castro, M.T. Garcia-Hernandez, A. Gallego “Networks simulation method
applied to vibration of rods”. Forum Acusticum. Actas del congreso, Sevilla,

Espafia (2002).

E. Castro, M.T. Garcia-Hernandez, A. Gallego “Transversal waves in beams via
the network simulation method”. Journal of Sound and Vibration, 283, pp. 997-

1013 (2005).

195




CAPITULO 6. SIMULACION DE VIBRACIONES TRANSVERSALES EN BARRAS

[6.18] S. Ekwaro-Osire, D.H.S. Maithripala, J.M. Berg “A series expansion aproach to
interpreting the spectra of the Timoshenko beam”. Journal of Sound and

Vibration, 240, pp. 667-678 (2001).

196




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

CAPITULO 7

DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE
VIBRACIONES LONGITUDINALES

7.1.- Introduccion

La presencia de defectos en una barra homogénea provoca que cambien las
propiedades fisicas en algunos de sus puntos, perdiendo asi su homogeneidad. Esto
ocasiona que sus caracteristicas ondulatorias y vibracionales cambien con respecto a la
barra homogénea, cambios que se pueden aprovechar para detectar dichos defectos.
Tradicionalmente la deteccion de defectos se ha hecho estudiando los cambios en las
frecuencias naturales de vibracion de la barra [7.1, 7.2], analizando los cambios en los
modos de vibracion [7.3, 7.4] o haciendo un modelo numérico de la barra y buscando la
forma de ajustarlo a los datos experimentales [7.5, 7.6]. Recientemente, sin embargo, se
ha puesto de manifiesto la posibilidad del uso de la Transformada Wavelet (TW) para
detectar la presencia de defectos en una barra, incluso muy pequefios, a partir del

analisis de sus vibraciones.
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La forma mas extendida de esta técnica consiste en realizar la TW de algin
modo de vibracion de la barra, ya sea obteniendo el modo de vibracién de la barra con
defecto mediante algin método numérico (normalmente el MEF) [7.7-7.10], o
imponiendo como condiciones iniciales a la barra con defecto alglin modo de vibracion
de la barra sin defecto (vibraciones libres) [7.11]. Por otra parte, la mayoria de los
trabajos existentes detectan la presencia y ubicacion del defecto a partir de una sefial
espacial (la variable independiente es la posicion a lo largo de la barra) [7.7-7.11], que
habitualmente es el desplazamiento o en la aceleracion en un instante fijo. Desde un
punto de vista experimental, los modos propios de la barra se suelen conseguir
aplicandole una fuerza senoidal de frecuencia igual a una de sus frecuencias naturales y
midiendo el desplazamiento (mediante galgas extensométricas) o aceleracion (mediante
acelerometros) en muchos puntos de la barra. Mas concretamente, esto se puede
realizar, bien colocando muchos acelerometros sobre la barra y haciendo un solo
experimento, o bien, con un solo acelerémetro colocado en diferentes puntos de la barra,
ir repitiendo el experimento. En el primer caso tenemos la desventaja de alterar en
exceso la masa de la barra, pero la ventaja de tener que realizar un unico experimento.
En el segundo, sin embargo, aunque no alteramos casi nada la masa de la barra, el

proceso experimental requiere de mas realizaciones.

Sea cual fuere la forma de obtener la respuesta vibracional, experimentalmente o
mediante métodos numéricos, la mayoria de los trabajos parten de una sefial espacial,
medida en un tiempo fijo, a la cual se le hace la TW. La deteccion del defecto se lleva a
cabo gracias a que dicha transformada presenta un pico justo en la posicion del defecto.
Por tratar con senales espaciales, a este tipo de procedimiento se le denomina Wavelet

Espacial.

Sin embargo, son muy pocos los trabajos en los que se ha aplicado esta técnica a
vibraciones forzadas de barras o estructuras mas complejas, aun cuando estas
vibraciones son mas faciles de generar experimentalmente. No obstante, existen algunos
trabajos donde se ha presentado la deteccion de defectos mediante la Wavelet Espacial

para situaciones estaticas, es decir, con cargas estaticas aplicadas [7.12].

Mucho menos frecuente es encontrar en la bibliografia trabajos sobre la
aplicacion de la TW a la deteccion de defectos a partir de senales temporales. Es decir, a
partir de la sefial de vibracién medida a lo largo del tiempo en un punto concreto de la
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barra o estructura [7.13], aun cuando esto, desde un punto de vista experimental es
mucho mds comodo, pues ademds de requerirse un solo sensor de medicion, puede
realizarse en un solo experimento. Quizas la razén es la dificultad que presenta la
deteccion del defecto a partir de estas sefales temporales, y ain mas su localizacion. A

este procedimiento, por analogia, se le llama Wavelet Temporal.

En este capitulo hemos abarcado todas las posibilidades, tanto en el tipo de
vibraciones, libres y forzadas, como en el tipo de sefiales sometidas a analisis,
espaciales (a un tiempo fijo) y temporales (en una posicion fija). Obviamente, en todos
los casos hemos considerado vibraciones longitudinales en barras, que hemos obtenido

numéricamente mediante el MSR.

El capitulo se estructura de la siguiente forma. En primer lugar mostramos como
con el MSR es posible modelar con extrema facilidad dos tipos de defectos habituales
en la bibliografia: disminuciones en la densidad y en la rigidez de la barra.

Posteriormente, hemos dividido el capitulo en los dos tipos de vibraciones:
-Vibraciones libres
-Vibraciones forzadas

Asimismo, en ambos casos hemos considerado la deteccion del defecto a partir

de dos tipos de sefiales de vibracion:
-Senales espaciales
-Senales temporales

Las vibraciones libres consisten en hacer vibrar a las barras defectuosas
unicamente a partir de la imposicién de unas condiciones iniciales, sin someterlas a
ninguna fuerza externa (de ahi el calificativo de libres). Si, en particular, estas
condiciones iniciales coinciden con los modos de vibracion de las barras sin defecto, la
respuesta de las barras defectuosas corresponderd, en muy buena aproximacion, con sus
modos de vibracion, pues los defectos, cuando son pequefios, introducen pocos cambios
en los modos de vibracion de bajo orden. Es decir, estaremos considerando vibraciones

naturales.
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Para el primer caso tratado, vibraciones libres con sefiales espaciales (el mas
comun en la bibliografia), hemos realizado un mas amplio analisis de la capacidad de
deteccion de defectos con la técnica propuesta. Este analisis incluye un estudio sobre la
influencia de varios factores clave: el tipo de funciéon wavelet base (esto se hace sobre
barras con uno, dos y tres defectos), la escala de la funcidén base usada, la cercania del
defecto al extremo, la existencia de mas de dos defectos, la cercania de dos defectos
entre si, y, sobre todo, el orden del modo de vibracion utilizado. A este tltimo respecto,
presentamos un exahustivo andlisis para los dos tipos de defecto, con conclusiones

novedosas respecto de las publicaciones existentes.

Para las vibraciones forzadas hacemos un estudio en funcion del tipo de fuerza
aplicada, considerando fuerzas senoidales de diferente frecuencia y fuerzas tipo pulso

gaussiano.

7.2.- Modelado de defectos con el MSR: cambios de densidad y
rigidez

El MSR permite modelar defectos puntuales mediante el cambio de alguno de
los parametros del circuito en una celda elemental. Para ello, tendremos en cuenta que

para vibraciones longitudinales, en cada celda elemental (véase las Figuras 5.2 y 5.3):

-Los valores del condensador y de la bobina estan directamente relacionados con

la inercia del elemento de la barra, es decir, con su densidad.

-Las resistencias eléctricas en los extremos de la celda estan relacionadas con la

rigidez de la barra, es decir, con su modulo de Young.

Por tanto, los cambios locales en la densidad o la rigidez de la barra se
corresponden con cambios de estos parametros eléctricos de la celda elemental en la que
esté situado el defecto. Logicamente, la extension de dafio mas pequeiia que podemos
considerar en nuestro modelo en red es el ancho de celda, AX. Consideraremos dos tipos
de defectos, un cambio de densidad y un cambio de rigidez, ya que son las
caracteristicas fisicas que influyen fundamentalmente en la vibracion de una barra.
Ademas, son defectos bastante comunes que tienen un gran interés practico, ya que

pueden producirse a causa de corrosion, fracturas, etc.
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En particular, si consideramos N4 la celda a la que afecta el defecto, su posicion
serd Xq=ngAX. Por lo tanto, en el caso de una barra con un defecto que afecte a la
densidad, este se modelara variando el valor de la capacidad y de la autoinduccion del
circuito auxiliar de la celda ny. Por tanto, los pardmetros de los circuitos de las Figuras

(5.2) y (5.3) vendran dados por:

C, =L, = /pAx sl 1#1n, (7.1)

Cnd :Lnd = \/pd AX

donde p es la densidad de la barra sin defecto y p4 la densidad de la barra donde hay

defecto.

Por otra parte, si la barra tiene un defecto en la rigidez, éste se podra modelar
variando el valor de las resistencias de la celda elemental ng, con lo que los parametros

de estos circuitos seran:

Ax ..
A ZE S1 1;’51'1d
Ax
L= 7.2
ngtA 2Ed ( )

C, =L, =JpAx Vi=1.N

donde E es el modulo de Young de la barra sin defecto e E4 el mdédulo de Young de la

barra donde hay defecto.

Otro aspecto importante para caracterizar el defecto es su cuantificacion. Para el
caso de un defecto tipo densidad, este puede cuantificarse mediante la relacion entre p y

p4, definiendo la intensidad de defecto como:

1d(%) =100P ~Pa (7.3)
p
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Para un defecto en la rigidez, la intensidad de defecto esta definida como:

E-E
Ir (%) =100 d

(7.4)

Habitualmente, los defectos reales proporcionan disminuciones de densidad y/o
rigidez, en cuyo caso los valores de Id e Ir seran positivos. Para dar mayor generalidad a
los resultados, trabajaremos con variables adimensionales, por lo que todos los
parametros de la barra sin defecto tendran valor unidad: longitud de la barra, superficie,
densidad y moddulo de Young. De este modo, una barra con un punto en el que la
densidad es 0.99, y que, por tanto, ha sufrido una disminucién de 0.01, diremos que
tiene un defecto de intesidad 1d=1% (ndtese que la densidad de la barra sin defecto es
1). De la misma forma, una barra con un punto en que el médulo de Young sea 0.99,

diremos que tiene un defecto en su rigidez con intensidad 1r=1%.

7.3.- Deteccion de defectos mediante vibraciones libres

Al ser una de las caracteristicas distintivas de un sistema mecanico, los modos
de vibracion se han usado durante mucho tiempo para detectar la presencia de defectos
o fracturas y descubrir irregularidades. Las formas mas habituales de trabajar consisten
en la elaboracion de un modelo numérico del sistema a estudiar y el ajuste de los
parametros de este modelo de forma que coincidan con los valores experimentales
obtenidos, o en estudiar los cambios que se producen en sus modos de vibracion, por
ejemplo el acercamiento de los nodos hacia el defecto [7.3, 7.4].. Esto ultimo permite
detectar la presencia del defecto (Nivel 1) y localizarlo (Nivel 2) de una manera un tanto
imprecisa, ya que solo se puede saber que el defecto se encuentra entre los dos nodos
que se desplazan. En general, a la disciplina que estudia los cambios en los modos de

vibracion se le conoce como “Analisis Modal”.

La TW, sin embargo, posibilita detectar y localizar defectos utilizando los
modos de vibracion de la barra de una forma mas precisa y elegante: directamente a
partir de los datos medidos, sin necesidad de tener que elaborar un modelo numérico.
Esta técnica se basa en el hecho de que el defecto produce una perturbaciéon en el modo
de vibracion de la barra, la cual, aunque imperceptible a simple vista, puede ser

detectada mediante este procesado de senal. Ademas, como es 16gico, la perturbacion es
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mayor en el lugar donde se encuentra el defecto, por lo que si somos capaces de
descubrirla tendremos también localizado el defecto. La TW es muy sensible a los
cambios y a las irregularidades de una senal, por lo que resulta una herramienta muy util
para nuestro proposito. Sin embargo, dado que es una herramienta matematica que ha
sido elaborada y desarrollada hace relativamente pocos afios, su uso en este contexto no

se ha investigado lo suficiente y no esta aun muy extendida.

Como hemos indicado en la introduccion del capitulo, hemos dividido nuestro

estudio en dos casos:

-Con sefiales espaciales: Utilizando como sefial de trabajo la vibracion a lo largo

de la barra en un tiempo fijo. La variable independiente es la posicion sobre la barra.

-Con sefiales temporales: Utilizando como sefial de trabajo la vibracion a lo

largo del tiempo en una posicion fija. La variable independiente es el tiempo.

7.3.1.- Con sefiales espaciales

Consideremos una barra sin defecto de longitud, densidad y médulo de Young
normalizados a 1, la cual esta simplemente apoyada, es decir con sus dos extremos fijos,
£(0,0)=0 y &(1,t)=0. La situacion puede simularse mediante el MSR cortocircuitando el
primer nodo de la celda 1 y el ultimo de la celda N. Para esta barra, su n-ésimo modo

propio para vibraciones longitudinales viene dado tedricamente por:

Y, (x) =sen(B, x)

B, =n (7.5)

T
L

Por otro lado, consideremos otras dos barras con un defecto situado en la celda
ng=71, es decir, en la posicion X4=0.4767. En una de ellas el defecto es tipo densidad
con 1d=0.1%, y en la otra, el defecto es tipo rigidez con Ir=0.1%. La Figura 7.1
representa el modelo en red para las vibraciones longitudinales de estas barras con
defecto. En este caso, no es posible obtener tedricamente los modos de vibracion, por lo
que deben obtenerse numérica o experimentalmente. Sin embargo, si que podemos

obtener, mediante el modelo en red de la Figura 7.1, las vibraciones libres de estas
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barras para unas condiciones iniciales determinadas. En particular, a la barra con
defecto podemos aplicarle como condiciones iniciales sobre el desplazamiento, el modo
n-ésimo de la barra sin defecto, dado por la ecuacion 7.5, es decir, podemos imponer

que:
&, (x,0) =Y, (x) (7.6)

donde &, representa el desplazamiento de la barra con defecto cuando se usa el modo
de vibracion n de la barra sin defecto como condicién inicial. Esto es posible realizarlo
mediante el MSR sin mas que imponer sobre el circuito de la Figura 7.1 que el voltaje
en t=0 en los nodos centrales de las N=150 celdas en las que vamos a dividir la barra,

seca.
D (t=0)= sen(nLniij i=1.N (7.7)

Con esta condicion inicial podemos resolver el circuito de la Figura 7.1,
obteniendo asi la respuesta vibracional de la barra defectuosa, &,° (x,t), en toda posicion

y tiempo.

0 Ria 1 Ria 14A ng-A Rnga ng Rnasa  pi+A N-1 Rna N Runa N+A

Jind N
S S S
JT— /JC\ L Je— JT— /JC\ Ing Je— JT— /JC\ I Je—

Figura 7.1. Modelo en red para las vibraciones longitudinales de una barra simplemente apoyada, con un

defecto en la posicion Xg.

La Figura 7.2 representa ild(x,t) para dos barras con un defecto, una con
1d=0.1% y otra con Ir=0.1%, donde el desplazamiento se ha evaluado en el tiempo en el

que este alcanza su valor maximo en todas las posiciones. Como vemos, se trata de una
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sefal espacial (la variable independiente es la posicion sobre la barra), que notaremos de
manera simplificada por £,%(x), correspondiente al modo n y a la barra con defecto, y
que cuenta con 150 muestras (el nimero, N, de celdas usadas en la simulacion
numérica). En la misma Figura 7.2 se ha representado también el primer modo de
vibracién de la barra sin defecto, Y,(X), que notaremos en general por &,*(X)= Yy(X) para

un modo arbitrario n.

1 T T T
—— Barra sin defecto

Barra con defecto 1d=0.1%
09 — - Barra con defecto Ir=0.1% -

Desplazamiento
o o o o o o o
N w S [ [=2] ~ [c2]
T T T T T T T
Il Il Il Il Il Il Il

o
N
T
|

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Posicién
Figura 7.2. Primer modo de vibracion de una barra sin defecto, &°%(x). Respuesta vibracional libre de una

barra con un defecto en la intensidad (&,%(x), 1d=0.1%) y otra con un defecto en la rigidez (&,%(x),

Ir=0.1%), situados en x;=0.4767.

Se puede ver que las tres graficas de la Figura 7.2 son practicamente
indistinguibles entre si, de lo que se deduce que a partir de la mera observacion de ellas
es imposible identificar la presencia del defecto, y menos aun su ubicacion. La razén es
basicamente el pequefio tamafio del defecto, tanto en extension como en intensidad, por
lo que no afecta de forma evidente a las vibraciones libres y naturales de baja
frecuencia. Es decir, las barras dafadas e intactas tienen practicamente los mismos
modos de vibracion, especialmente los modos de orden bajo. Se hace necesaria, por
tanto, la utilizacion de algun tratamiento de estas sefiales para revelar la diferencia entre
ellas, y por tanto detectar y localizar el defecto. En este capitulo se propone una técnica
para detectar la presencia del defecto y localizarlo, basada en el uso de la Transformada

Wavelet explicada tedricamente en el Capitulo 4.
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100 T T
—— Barra sin defecto
Barra con defecto 1d=0.1%
90| — - Barra con defecto Ir=0.1% 1
80 B
701 q
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°
2
B 501 q
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40+ g
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0 L L 1 1 L |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Frequencia espacial

Figura 7.3. Transformada de Fourier del primer modo de vibracion de una barra sin defecto, y de la
respuesta vibracional libre de una barra con un defecto en la intensidad (1d=0.1%) y otra con un defecto

en la rigidez (Ir=0.1%), situados en x4=0.4767.
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Figura 7.4. a) W,%(x,2) con 1d=0.1%. b) W,%(x,2) con 1d=0.1%, ampliada con un cambio en el eje de
ordenadas. c) W;*!(x,2). d) WC,(x,2). En todas se ha usado la funcion base Symmlet-4. Posicion del
defecto x4=0.4767.
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Es bien conocido que el andlisis de Fourier es una herramienta matemadtica
extremandamente Util para transformar una sefial desde el dominio del tiempo al de la
frecuencia (nodtese, que en nuestro caso, las sefiales no son funcion del tiempo, sino de la
posicidn). Sin embargo, tiene la gran limitacion de perder toda la informacion relativa a
la variable independiente (ya sea el tiempo o la posicion). Por ejemplo, la Figura 7.3
muestra la Transformada de Fourier de las sefiales &%x) y &,°/(x) de la Figura 7.2,
correspondientes al primer modo de vibracion de las barras con y sin defecto. Puede
verse que las dos graficas coinciden totalmente, puesto que las frecuencias naturales de
vibraciéon de ambas barras son casi idénticas. De esto se deduce que el andlisis de
Fourier no es una técnica muy adecuada para detectar y localizar dafio a partir de la
medida de modos propios de vibracion de orden bajo. En general, el andlisis de Fourier
no es adecuado para detectar caracteristicas no estacionarias o transitorias de una sefial,
tales como cambios abruptos, los cuales aparecen en las sefales de vibracion de barras

localmente dafiadas.

Para superar esta limitacion se han aplicado diferentes técnicas de sefial, siendo
la Transformada Wavelet la que mejores prestaciones ha mostrado, por las razones
explicadas en el Capitulo 4. Aqui, mostramos su potencial, aplicandola a los datos

obtenidos numéricamente mediante el MSR.

Dadas las sefiales de desplazamiento de la barra con defecto, &,%(x), y de la barra
sin defecto, F,nSd(x), podemos calcular su TW continua, tal y como se expuso en el
Capitulo 4. Llamaremos a estas transformadas W,%(x.j) y W,*4(x,j), respectivamente, que
son funciones de la posicion a lo largo de la barra, X, y de la escala, j, de la funcion

wavelet utilizada.

La Figura 7.4-a representa W;(x,2) calculada con la funcién base Symmlet-4
para una barra con defecto en la densidad situado en la posicion X4=0.4767 y con
intensidad 1d=0.1%. Observamos que a simple vista no se aprecia nada destacable salvo
que la amplitud aumenta enormemente al acercarnos a los dos extremos de la barra. Sin
embargo, si ampliamos la zona central mediante un cambio de escala en el eje de
ordenadas, se observa la presencia de un pico muy destacado justo en la posicion del
defecto (Figura 7.4-b). Esto demuestra claramente la utilidad de la TW para la
determinacidn y ubicacion del defecto, incluso siendo éste de pequefia intensidad (un
0.1%).
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Figura 7.5. a) W,%(x,2) con 1r=0.1%. b) W,%(x,2) con Ir=0.1% ampliada con un cambio en el eje de
ordenadas. c) W;*!(x,2). d) WC,(x,2). En todas se ha usado la funcion base Symmlet-4. Posicion del
defecto x4=0.4767.

La existencia de los dos grandes picos en los extremos de la barra (X=0 y x=1) es
algo que aparece siempre, tenga o no defectos la barra, y que recibe el nombre de
“distorsion de borde”. Basicamente, lo que sucede es que la TW detecta también en
estos puntos dos grandes discontinuidades en la sefial de desplazamiento (mucho mas
grandes que las que produce el defecto), lo que nos indicaria la existencia de falsos
defectos en los extremos de la barra. La distorsién de borde es un problema que aparece
inevitablemente al trabajar con la TW en la deteccion de dafio y que puede aminorarse
bajando la escala del eje de ordenadas, tal y como se ha hecho en la Figura 7.4-b. Sin
embargo, en esta Memoria proponemos una estrategia diferente que consiste en usar
como funcién de deteccion la diferencia entre la TW de la sefial de la barra dafiada y la

TW de la senal de la barra sin dafio, es decir, la funcion:
WC, (x,3) = Wy (x, ) = W' (x, ) (7.8)

Este procedimiento tiene la ventaja de permitir detectar defectos cerca de los extremos.

En la Figura 7.4-c se muestra la TW de la sefal de la barra sin defecto, Wlsd(x,2), que
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como vemos también presenta la distorsion de borde y obviamente no presenta ningin
pico en la posicion del defecto. En la Figura 7.4-d se muestra WC,(X,2), en la que como
vemos ya no aparece esta distorsion de borde y si un prominente pico justo en la

posicion del defecto.

La Figura 7.5 muestra el mismo ejemplo pero para una barra con un defecto en
la rigidez situado en la misma posicion y con intensidad 1r=0.1%. Vemos que las
conclusiones comentadas anteriormente son totalmente similares para este tipo de

defecto.

7.3.1.1- Influencia del tipo de funcién base

Obviamente los resultados obtenidos al aplicar la TW pueden variar con la
funcion base usada. Por ello hemos considerado pertinente hacer un estudio preliminar
de la influencia de la funcidn base elegida, en el problema de la deteccion de defectos
con sefiales de vibracion. En principio, teniendo en cuenta lo comentado en el Capitulo
4, dado que lo que vamos a hacer es buscar detalles y detectar singularidades en una
sefal, la funcidon base que usemos debera tener el mayor nimero posible de momentos
nulos. Por otro lado, dado que estas singularidades estaran localizadas en puntos
concretos y, por regla general, no se extienden sobre regiones grandes, la funcion debera
tener un soporte lo mas compacto posible para poder localizar mejor la irregularidad.
Por desgracia, estas dos caracteristicas son contrapuestas, ya que cuantos mas
momentos nulos tenga una funcién base, mayor sera su soporte, y viceversa. En

definitiva, hay que llegar a un compromiso.

Al realizar una revision bibliografica encontramos que practicamente cada autor
usa una funcion base diferente, afirmando la mayoria que la han elegido tras probar con
muchas diferentes, siendo quizas las funciones mas usadas las que tienen cuatro

momentos nulos, como la Symmlet-4 (Sym4) o la Daubichie-4 (Db4).

Nosotros hemos realizado nuestro propio estudio, con el animo de fijar con qué
funcion base resulta mas conveniente trabajar. Este estudio lo hemos llevado a cabo

sobre tres ejemplos, con uno, dos y tres defectos sobre la barra, respectivamente.
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a.- Estudio con un defecto en la densidad

En la primera parte, hemos analizado la capacidad de las distintas funciones base
para detectar la presencia de un defecto tipo densidad en la posicidon x4=0.4767. Dado el
gran numero de funciones que existen, seria muy extenso y tedioso presentar aqui los
resultados obtenidos con todas ellas, por lo que mostraremos unicamente los obtenidos
con algunas de las mas usadas en la bibliografia, recordando que nuestro estudio no se

ha restringido unicamente a éstas, sino que ha sido bastante mas amplio.

4 4 4 4
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g2 2 2 2
b o)l i o Wl b
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
5 5 5
=5 i=6 =7 i=8
g M\MW
0 0 h 0 0 Al alhy
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Posicion Posicion Posicion Posicion

1 : - -
‘ ‘ ‘ ‘ —& Posicion del maximo de WC
Posicion del defecto
0.8
5 0.6 i
3]
2 o— —— A
o 04r B
0.2 i
O 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Escala

Figura 7.6. Arriba: WC;(x,j=1:8) con funcion base Haar. Abajo: Posicion del maximo de WC;(X,j=1:8).
Posicion del defecto: x4=0.4767. 1d=0.1%.

La primera funcién base que hemos aplicado es la de Haar, una de las mas
simples. En la Figura 7.6 se muestran los resultados obtenidos con esta funcion base, en
el caso del primer modo de vibracion (n=1). En parte superior de la figura se representa
WC,(x,j) para diferentes escalas desde j=1 hasta j=8. Vemos que para la mayoria de las
escalas aparece un pico en la posicion del defecto (X4=0.4767). En la parte inferior de la
figura se muestra la posicion del maximo de WC,(x,j) para cada valor de j, junto con una
linea discontinua que sefala la posicion real del defecto. Se ve que con esta funcién

base se localiza correctamente el defecto, aunque es un poco dificil poder decir con
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seguridad si realmente existe un defecto, pues el pico mas alto no destaca demasiado

respecto del resto de los picos, considerados como ruido.

Figura 7.7.
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Arriba: WC(x,j=1:8) con funcion base Db4. Abajo: Posicion del maximo de WC,(x,j=1:8).

Posicion del defecto: x4=0.4767. 1d=0.1%.
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Figura 7.8. Arriba: WC(x,j=1:8) con funcioén base Sym4. Abajo: Posicion del maximo de WC(x,j=1:8).

Posicion del defecto: x;=0.4767. 1d=0.1%.
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Figura 7.9. Arriba: WC,(x,j=1:8) con funcion base Rbio6.8. Abajo: Posicion del maximo de
WC,(x,j=1:8). Posicion del defecto: X;=0.4767. 1d=0.1%.

Las Figuras 7.7, 7.8 y 7.9 muestran los mismos resultados para las funciones
base Db4, Sym4 y Reverse-biorthogonal-6.8 (Rbio6.8). En general, se puede ver que
todas las funciones base proporcionan resultados muy similares, no apreciandose
diferencias significativas entre ellas en cuanto a la deteccion y localizacion del defecto.
Se observa también que al aumentar la escala, los l6bulos de los picos de la funcion WC
son cada vez mas anchos, disminuyendo por tanto la resolucion de la técnica para

localizar el defecto.
b.- Estudio con dos defectos en la densidad

Otro aspecto importante a considerar para la comparacion entre las distintas
funciones base es la discriminacion entre defectos muy cercanos. En las Figuras 7.10 y
7.11 se muestran los resultados obtenidos para las funciones base Haar y Sym4, en una
barra con dos defectos separados 0.033 entre si. En las figuras superiores se muestra
WC,(x,]) para diferentes escalas. En la inferior se muestra, en un diagrama de contornos,

la funcion WC,(x,)) frente a la posicion y la escala. Se observa que con las dos funciones

212




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

base aparecen dos picos que indican la presencia de los dos defectos, siendo quizas

mejor para distinguirlos la funcion base Haar, especialmente para altas escalas.
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Figura 7.10. Arriba: WC,(x,j=1:8) con funcion base Haar. Abajo: WC,(x,j). Posicion de los defectos:
X=0.13 y X;=0.163. 1d=0.1%.
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Fgura 7.11. Arriba: WC,(X,j=1:8) con funcion base Sym4. Abajo: WC(X,j). Posicion de los defectos:
X=0.13 y X;~0.163. 1d=0.1%.
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c.- Estudio con tres defectos en la densidad
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Figura 7.12. Arriba: WC;(x,j=1:8) con funcion base Haar. Abajo: WC,(x,j). Posicion de los defectos:
X¢=0.3, X;=0.6 y X4=0.7. 1d=0.1%.
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Figura 7.13. Arriba: WC,(x,j=1:8) con funcion base Sym4. Abajo: WC;(X,j). Posicion de los defectos:
x¢=0.3, X&=0.6 y X4=0.7. 1d=0.1%.
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Aparte de la capacidad de discriminacion entre defectos cercanos, es interesante
estudiar también el caso de defectos algo mas separados entre si y dispuestos de forma
irregular a lo largo de la barra. En este apartado, se presentan los resultados para un
ejemplo con tres defectos tipo densidad situados en las posiciones X4=0.3, 0.6 y 0.7. En
las Figuras 7.12 y 7.13 aparecen los resultados obtenidos al usar de nuevo las funciones
Haar y Sym4. Vemos igualmente que los resultados son muy similares, aunque quizas
sea la wavelet Sym4 la que mejor se comporte en este caso, especialmente para bajas

escalas.
d.- Decisién sobre el tipo de funcidén base a usar

Tras los resultados aqui presentados y otros muchos obtenidos y que por
brevedad omitimos en esta Memoria, hemos llegado a la conclusion de que no existen
diferencias significativas entre ellas, siendo la gran mayoria aptas para nuestros
propositos, lo que por otra parte, puede explicar la gran variedad de funciones base
usadas en la bibliografia. No obstante, entre todas las funciones base analizadas, la
Sym4 nos ha parecido que en general proporciona los mejores y mas estables

resultados, por lo que sera con la que trabajaremos de aqui en adelante.

7.3.1.2- Influencia de la escala

Otro parametro importante en el uso de la TW es la escala, pues los resultados
pueden variar considerablemente segiin su valor. No obstante, entre escalas cercanas no
suele haber mucha diferencia. Teniendo en cuenta lo expuesto en el Capitulo 4, la escala
es una medida del grado de detalle que queremos obtener de la sefial, de tal forma que a
menor escala obtendremos detalles mas pequefios, mientras que a mayor escala se
resaltardan mas los grandes rasgos de la senal. Por ello, en principio, podemos afirmar
que para nuestro proposito de deteccion de dafio local las escalas més pequefias deben
ser mas apropiadas. No obstante, resulta interesante realizar un estudio sobre cémo

varian los resultados en funcion de la escala.
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a.- Defecto tipo densidad
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1
0.5 0.6
Posicién

Figura 7.14. W,%(x,j) para una barra con un defecto con 1d=0.1% en funcién de la escala y la posicién.
Arriba: Representacion tridimensional; Abajo: Representacion en lineas de contorno. Posicion del

defecto: X4=0.4767.

Posicién

Figura 7.15. WC(x,j) para una barra con un defecto con 1d=0.1% en funcion de la escala y la
posicion. Arriba: Representacion tridimensional; Abajo: Representacion en lineas de contorno. Posicion

del defecto: X;=0.4767.

En la Figura 7.14 se muestra la representacion grafica de Wld(x,j) en funcion de

la posicion y la escala, para una barra con un defecto tipo densidad (1d=0.1%) en la
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posicion Xq=0.4767. Puede observarse que para todas las escalas aparecen picos de
amplitud muy alta en los bordes, que ademas se hacen mas anchos conforme aumenta la
escala. En la Figura 7.15 se muestra para este mismo ejemplo la funcion WC,(x,)), en la
que como vemos, ademas de desaparecer la distorsion de borde, para la mayoria de las
escalas aparecen picos prominentes justo en la posicion del defecto. Se observa que el
maximo absoluto de la funcion WC(X,j) se presenta para la escala j=9. A muy bajas
escalas (j=1 o j=2), la amplitud del pico es muy pequefa, aunque éste se encuentra muy
localizado en la posicion del defecto. A altas escalas (desde j=15 hasta j=20), ademas de

tener una amplitud baja, los picos son muy anchos, es decir, muy poco localizados.
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Figura 7.16. WC,(X,j=1:20) para una barra con un defecto 1d=0.1% en funcion de la posicion. Posicion
del defecto: Xx4=0.4767.
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Figura 7.17. Arriba: Maximo de la funcion WC,(X,j) para diferentes valores de la escala; Abajo:
Localizacion del maximo de la funcion WC,(X,j) para diferentes valores de la escala. Barra con un defecto

1d=0.1% en la posicion x4=0.4767.
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La Figura 7.16 muestra la funcion WC,(X,j) para las primeras 20 escalas, en
funcion de la posicion sobre la barra. Como ya hemos visto, la maxima amplitud del
pico se consigue con la escala j=9. No obstante, para esta escala el pico no se diferencia
demasiado de los 16bulos que lo rodean, lo que puede generar confusion a la hora de
localizar el defecto, lo que se hace mas evidente a medida que la escala aumenta. Asi
mismo, se observa que los picos son mas estrechos al bajar la escala. No obstante a
escala j=1 no se detecta el defecto. En la Figura 7.17 se representa, en funcion de la
escala, el valor maximo de la funcion WCy(X,)) y la localizacion de dicho maximo,
comparada con la localizacion real del defecto (x4=0.4767). Vemos que la localizacion
es bastante buena entre las escalas j=2 y j=17. Por otro lado, es obvio que cuanto mayor
sea la altura del pico, mejor y mas facil sera la deteccion del defecto, ya que éste se
diferenciard mejor del ruido de fondo. Es decir, cuanto mayor sea el valor maximo de
WC,(x,]), mejor sera la deteccion. En definitiva, son tres los criterios que debemos tener
en cuenta para considerar que la deteccion mejora: a) Localizacion del pico; b) Altura
de pico (a mayor altura, mejor deteccion); ¢) Anchura de pico (a menor anchura, mejor
deteccion). Segun estos criterios y teniendo en cuenta las Figuras 7.16 y 7.17, podemos
llegar a la conclusion de que quizas sea la escala j=4 la mas apropiada para la deteccion
del defecto en este caso. Esta conclusion puede parecer relativa, pues estd hecha para un
tipo de funcidn base (Sym4), un tipo de defecto (densidad) y una intensidad de defecto
(1d=0.1%). No obstante, el extenso analisis que hemos realizado, nos ha llevado a
observar que este comportamiento en funcion de la escala es general, pudiendo concluir
que: a) Al aumentar la escala, la anchura de pico aumenta, y por tanto, empeora la
precision en la localizacion; b) La localizacion empeora si la escala es muy baja o muy
alta; ¢) La altura de pico va aumentando al subir la escala, hasta llegar a una escala en la
que alcanza su maximo valor, a partir del cual va disminuyendo, y por tanto,
empeorandose la deteccion del dafio. En resumen, es conveniente usar escalas bajas,
aunque no en exceso. Valores entre j=3 y j=10, podrian ser igualmente validos en el

proceso de deteccion de dano, con pequenas diferencias entre unos y otros.
b.- Defecto tipo rigidez

Si el defecto se encuentra en la rigidez (véanse las Figuras 7.18, 7.19, 7.20 y
7.21), las conclusiones del estudio en funcion de la escala son practicamente similares.

No obstante, puede observarse que en este caso aparecen dos picos muy cercanos a la
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posicion del defecto, lo que hace que sea algo mas imprecisa su localizacién. La

presencia de estos dos picos parece ser algo inherente a este tipo de defecto.

Posicién Escala

0.1 0.2 0.3 0.4 015 0.6
Posicién
Figura 7.18. W,%(x,j) para una barra con un defecto con Ir=0.1% en funcién de la escala y la posicion.

Arriba: Representacion tridimensional; Abajo: Representacion en lineas de contorno. Posicion del

defecto: Xx4=0.4767.

Posicion

Figura 7.19. WC,(x,j) para una barra con un defecto con 1r=0.1% en funcién de la escala y la posicion.
Arriba: Representacion tridimensional; Abajo: Representacion en lineas de contorno. Posicion del

defecto: x4=0.4767.
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Puede observarse también que para escalas superiores a j=10 la localizacion del
defecto es mas dificil, dado que los dos picos aumentan considerablemente su anchura y
se confunden con el resto. Igualmente, si la escala es muy baja, j=1, la deteccion no es
buena. Para escalas entre =2 y j=10, sin embargo, la deteccion y localizacion es

aceptable, sin existir grandes diferencias entre ellas.

=1 j=2 j=3 =4
21 2 5 5
o i ML 0 o TROY BN
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0.5
20 20 20 20
=5 =6 =7 =8
= Nwwm\wM ) stV W, ) MMMIVM ) JMJ\M\NMA
0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5
20 20 20 10
=9 j=10 j=11 j=12
Q10 MAWM 10 10 5
0 0 0 0
0 0.5 1 0 05 1 0 0.5 1 0 0.5
10 10 10 5
=13 =14 =15 j=16
(;) 5 J/V\JM’\M 5 WJM)\M 5 Mﬂw\m
0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5
4 4 4 4
=17 j=18 j=19 j=20
g 2 2 2 Z\ANUWN\MJW
0 0
0 0.5 1 0 05 1 0 0.5 1 0 05
Posicién Posicion Posicién Posicién

10

Figura 7.20. WCy(x,j=1:20) para una barra con un defecto Ir=0.1% en funcion de la posicion. Posicion
del defecto: X4=0.4767.

Maximo de WC

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Escala
1 T
—©- Posici6n del maximo de WC
Posicién del defecto
0.8
& 0.6 q
S
8
a 041 b
0.2 q
0 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Escala

Figura 7.21. Arriba: Maximo de la funcion WCy(x,)) para diferentes valores de la escala; Abajo:
Localizacion del maximo de la funcién WC,(x,j) para diferentes valores de la escala. Barra con un defecto

Ir=0.1% en la posicion x4=0.4767.
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7.3.1.3.- Influencia del orden del modo

En este apartado presentamos un estudio de cémo afecta el orden del modo
propio con el que vibra la barra a la deteccion del dafo, para el caso de modos de orden
bajo (entre n=1 y n=8), es decir, para bajas frecuencias de vibraciéon. Asi mismo,
indicamos una posible forma de cuantificar el defecto (Nivel 3) estudiando la relacion
entre la intensidad del defecto y el valor maximo de la funcion de deteccion WC,(X,)).
Cabe sefialar que en la bibliografia actual no existe ningun estudio sistematico de la

influencia del orden del modo de vibracion.
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Figura 7.22. Ocho primeros modos de vibracion longitudinal de una barra homogénea obtenidos con el

MSR. Desplazamiento en el tiempo t=2.

Como hemos sefialado anteriormente, estamos considerando como sefial de
analisis el desplazamiento de la barra en un instante determinado, lo que obviamente
exige fijar a priori este tiempo concreto, que debe ser el mismo para todos los modos de
vibracidn, con objeto de garantizar la objetividad de la comparacion entre unos modos y
otros. Sin embargo, la forma de las distintas ondas estacionarias que se producen varia
con el modo que se excita, por lo que la eleccidon de este tiempo no es algo trivial. Como
lo mas logico es estudiar el desplazamiento cuando este alcanza su valor absoluto
maximo, hemos considerado el desplazamiento a lo largo de la barra en el tiempo t=2,
momento en que se produce el primer maximo del primer modo de vibracion. Puesto
que las frecuencias del resto de los modos de vibracion son multiplos de la

correspondiente al primer modo, tenemos garantizado que en este tiempo nos
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encontraremos un maximo en todos los modos. En definitiva, en todo este apartado, las
sefiales £, (X) v E.%X) a las cuales le realizaremos la TW corresponderan al

desplazamiento en el tiempo t=2.

Por otro lado, y teniendo en cuenta lo expuesto en los apartados anteriores,

trabajaremos con la funcion base Sym4 y con dos escalas, =2 y |=4.

En la Figura 7.22 se muestran los ocho primeros modos de vibracion de una
barra sin defecto. En la Figura 7.23 se muestra la funcion WC,(x,2) desde n=1 hasta n=8
en el caso de una barra con un defecto en la densidad con 1d=0.01%, situado en la
posicion X4=0.4767. Se puede ver claramente que los primeros modos no detectan la
presencia del defecto, mientras que para los modos n=5 hasta N=8 es muy clara la
presencia de un pico en la posicion del defecto. Esto demuestra, en primera
aproximacion, que el orden del modo puede ser crucial a la hora de detectar o no el

defecto.
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Figura 7.23. WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion de una barra con un defecto con

1d=0.01%. Posicién del defecto: X;=0.4767.

En el caso de que el defecto se encuentre en la rigidez, sucede practicamente lo
mismo. La Figura 7.24 muestra que la deteccion del defecto (1r=0.01%) no es igual con
todos los modos de vibracion, siendo imposible mediante el modo n=1 y muy clara con

el resto de modos.
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Por tanto, se hace necesario realizar un estudio sistematico sobre como afecta el
orden del modo y las posibles diferencias que puede haber si el defecto estd en la

densidad o en la rigidez.
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Figura 7.24. WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracién de una barra con un defecto 1r=0.01%.
Posicion del defecto: X;=0.4767.
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Figura 7.25. WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1d=0.05%.
Posicion del defecto: X;=0.4767.
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Figura 7.26. WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1d=0.1%.

Posicion del defecto: X;=0.4767.

En las Figuras 7.23 y 7.25-7.29 se muestran WC,(X,2) y WC,(x,4) para los ocho
modos de vibracion y varias intensidades de defecto en la densidad. Para escala 2, en el
caso del defecto de intensidad 1d=0.01% (Figura 7.23) no aparecen picos claros en la
posicion del defecto hasta el modo 5. Notese, por ejemplo, que con el modo 2 aparecen
tres picos que podrian indicar de forma equivocada la presencia de tres defectos,
ninguno de ellos en la posicion del defecto verdadero, mientras que con el modo 4 no
hay ninglin pico destacado. Al aumentar la intensidad del defecto la deteccion mejora

(Figuras 7.25 y 7.26), pudiéndose detectar claramente desde el modo 3.

Con escala 4 sucede algo parecido. No obstante, en este caso, cuando 1d=0.01%
(Figura 7.27) el defecto se detecta claramente con el modo 3. Al aumentar la intensidad
del defecto vemos que la deteccion es mas clara con el modo 1 que con el 2 (Figuras
7.28 y 7.29), lo que nos hace pensar que no hay una relacion claramente directa entre el

orden del modo y su capacidad para la deteccion del defecto.
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Figura 7.27. WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1d=0.01%.
Posicion del defecto: x4=0.4767.
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Figura 7.28. WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1d=0.05%.
Posicion del defecto: X4=0.4767.
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Figura 7.29. WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1d=0.1%.
Posicion del defecto: X4=0.4767.

Otro aspecto destacable a la vista de estas figuras es que el valor del maximo de
las funciones WC,(X,2) y WC,(X,4), en general, aumenta con el orden del modo, y
ademas, parece hacerlo por parejas. Es decir, para los modos 7 y 8 son similares entre si
y mayores que para los modos 5 y 6, y para estos a su vez mucho mayores que para los

modos 3 y 4.

Ademés de la deteccion del defecto, otro aspecto importante es su
cuantificacion, esto es, conocer su intensidad a partir de la funcion WC. Las Figuras
7.23 y 7.25-7.29 nos permiten comprobar que al aumentar la intensidad de defecto,
aumenta el valor del maximo de la funcion WC. Esta relacion tan directa nos permitiria
obtener la intensidad del defecto a partir de la amplitud del pico de WC. Para estudiar
este importante aspecto, hemos considerado 8 intensidades de defecto, de forma que
tengamos un rango suficiente de valores para poder sacar conclusiones fiables. Como,
por otro lado, también interesa conocer las intensidades de defecto minimas para poder
detectarlo en funcién del orden del modo, se han elegido intensidades de defecto
extremadamente bajas, de forma que para alguna el defecto sea indetectable. Las
intensidades de defecto que hemos considerado son: 0.01%, 0.05%, 0.1%, 0.2%, 0.4%,
0.6%, 0.8% y 1%.
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Figura 7.30. Maximo de la funcion WC,(X,2) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (densidad). Posicion del defecto x4~0.4767.
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Figura 7.31. Maximo de la funcion WC,(X,4) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (densidad). Posicion del defecto Xx;=0.4767.

En las Figuras 7.30 y 7.31 se muestra como varia el valor del maximo de las
funciones WC,(x,2) y WC,(X,4) con la intensidad del defecto. Como vemos, esta
variacion es lineal, es decir, el valor del maximo de estas funciones para cualquier
escala es proporcional a la intensidad del defecto. Obviamente, esto se puede usar como
una forma eficiente de cuantificar el defecto (Nivel 3). Otro aspecto importante de estas
gréficas es que los valores del méximo de la funcion WC dependen mucho del orden del
modo, es decir, la pendiente de la recta “Maximo de WC-Intensidad de Defecto” varia

considerablemente con el orden del modo, siendo esta variacion algo irregular.
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Debemos tener en cuenta, tal y como dijimos anteriormente, que cuanto mayor sea el

valor de este maximo, mejor serd la deteccion del defecto.

En general, podemos deducir de las Figuras 7.30 y 7.31 que a medida que
aumenta el orden del modo, mayor es el valor del maximo de la funcién WC, siendo,
por tanto, mejor la deteccion del defecto. Este es un resultado que en general se conoce
bien en la literatura, donde se asume que los modos de orden mas alto son mas sensibles
a los cambios introducidos por el defecto, que los modos més bajos. Sin embargo, por
ejemplo, a la vista de las Figuras 7.30 y 7.31, entre los modos 3 y 4 este resultado se
altera. Lo mismo ocurre entre los modos 5 y 6, y entre los modos 1 y 2. En concreto, si
seguimos el criterio de que a mayor valor del maximo de WC, mejor es la deteccion, los
modos se clasificarian de mejor a peor para la deteccion del defecto de la siguiente
forma: 8°, 7°, 5°, 6°, 3°, 4°, 1°y 2°. Esto nos permite deducir que, ademas del orden del
modo, debe existir otro criterio que influye claramente en la distinta capacidad de
deteccion de los diferentes modos de vibracion. Si observamos los modos de vibracion
de desplazamiento (Figura 7.22) podemos ver que en la posicion del defecto, x4=0.4767,
el valor del desplazamiento, &,°%(xq), es diferente para cada modo de vibracion. Puede
observarse, que para modos en los que el defecto se localiza cerca de un nodo (el
desplazamiento presenta valores bajos), el valor del maximo de WC,(x,2) y WC,(x,4)
sera también bajo, y por tanto, la deteccion del defecto serd peor. Por el contrario, para
modos para los cuales el defecto se localice cerca de un vientre del desplazamiento (el
desplazamiento presenta valores altos), el valor del maximo de dichas funciones sera
también alto, y la deteccion sera mejor. En definitiva, si el defecto esta cerca de un nodo
del desplazamiento, este serd mas dificil de detectar. Por el contrario, si se encuentra
cerca de un vientre, sera mas facil detectarlo. En la Tabla 7.1 se muestra, en valor
absoluto, el valor del desplazamiento &,*(x;=0.4767), para los 8 primeros modos de
vibracion. Por ejemplo, para el modo 1 el desplazamiento es mucho mayor que para el
modo 2, &;°%(x4)=0.996 y &,%(x4)=0.187, lo que justifica que el modo 1 sea mejor que el
modo 2 para la deteccion de este defecto, atin cuando tiene un orden menor. Notese que
el defecto se encuentra muy cerca del nodo del segundo modo de vibraciéon. Lo mismo
ocurre entre los modos tres y cuatro, y entre los modos quinto y sexto. Entre los modos
séptimo y octavo, la diferencia del desplazamiento en la posicion del defecto es muy

pequena. Por ello, la diferencia entre estos modos en cuanto a su capacidad de
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deteccion de este defecto no es muy grande, predominando en este caso el criterio de

que a mayor orden, mejor serd la deteccion.

Orden del

1 2 3 4 5 6 7 8
modo

les x| | 0.996 | 0.187 0.960 0.368 0.891 0.536 0.790 0.685

Tabla 7.1. Desplazamiento de cada modo de vibracion en la posicion del defecto (x4=0.4767).

En definitiva, existen dos factores que actiian al mismo tiempo para determinar
la calidad en la deteccion del defecto que proporciona un determinado modo de

vibracion:
-Su orden: A mayor orden del modo, mejor es la deteccion.

-La cercania del defecto a un nodo o a un vientre del modo de desplazamiento: A

mayor desplazamiento de la barra en la posicion del defecto, mejor sera su deteccion. Es
decir, cuanto mas cercano esté el defecto a un vientre de vibracion de un determinado

modo, mas adecuado sera dicho modo para ser usado en la deteccion del defecto.

Como muestra de la validez de estos argumentos, en las Figuras 7.32 y 7.33 se
presenta el mismo analisis pero para una barra con un defecto situado en la posicion
X¢=0.3. En este caso, seglin el valor del maximo de la funcion WC, la clasificacion de
los modos de mayor a menor capacidad de deteccion es la siguiente: 8°, 5°, 6°, 7°, 4°, 2°,
3°, 1°, tanto en escala 2 como en escala 4. Observando la Tabla 7.2, se vuelve a
comprobar que en la deteccion del defecto influye tanto el orden del modo como el
valor del desplazamiento que alcanza cada modo de vibracidn justo en la posicidon del
defecto. En este caso, por ejemplo, para el modo 5 el defecto se encuentra en un vientre,
lo que justifica que casi sea el mejor modo para la deteccion del defecto, antes incluso
que los modos 6 y 7. Obviamente el mejor para detectar este defecto es el 8, ya que

ademas de ser el de mayor orden, presenta un vientre muy cercano al defecto.
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Figura 7.32. Maximo de la funcion WC(X,2) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (densidad). Posicion del defecto x4=0.3.
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Figura 7.33. Maximo de la funcion WC(X,4) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (densidad). Posicion del defecto x4=0.3.

Orden del

1 2 3 4 5 6 7 8
modo

le.xa)| | 0.8090 | 0.951 | 0.309 0.588 1.000 0.588 0.309 0.951

Tabla 7.2. Desplazamiento de cada modo de vibracion en la posicion del defecto (x;=0.3).

Otro aspecto importante para conocer la bondad de un modo de vibracion es la
localizacién del defecto detectado. En las Figuras 7.34 y 7.35 se muestra la posicion del

maximo de las funciones WC,(x,2) y WC,(x,4) para las distintas intensidades y modos
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de vibracion. Con estas figuras podemos conocer hasta qué intensidad de defecto se

puede localizar con cada modo. Al trabajar con la escala 2 (Figura 7.34) vemos que hay

desviacion en la localizacion con los modos 2 y 4, mientras que con escala 4 (Figura

7.35) las desviaciones se producen con los modos 1y 2.
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Figura 7.34. Posicion del maximo de la funcion WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion en

funcién de la intensidad del defecto (densidad) comparada con la posicion del defecto, X;=0.4767.

Posicion Posicién Posicién

Posicién

n=1 [ o~ Posicion del maximo de WC
Posicién del defecto
0.5Fc.
0
0 0.2 04 06 08 1
1
n=3
05
0
0 0.2 04 06 08 1
1
n=5
05
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
n=7
0.5

0 02 04 06 08 1
1d(%)

Posicién Posicion Posicién

Posicién

N=2 [ —o— Posicién del maximo de WC
Posicién del defecto

0.5
0
0 0.2 04 06 0.8 1
1
p=4
05
0
0 0.2 04 06 0.8 1
1
n=6
05

0 02 04 06 08 1

0 02 04 06 08 1
1d(%)

Figura 7.35. Posicion del maximo de la funcion WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion en

funcion de la intensidad del defecto (densidad) comparada con la posicion del defecto, X;=0.4767.
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b.- Defecto tipo rigidez

Para el caso de un defecto en la rigidez hemos realizado un andlisis totalmente
analogo. En las Figuras 7.24, 7.36-7.38 se muestra las funciones WC,(x,2) y WC,(x,4)
para los 8 modos de vibraciéon y barras con intensidades de defecto Ir=0.01% e
Ir=0.05% con escalas 2 y 4 y con el defecto situado en x4=0.4767. Se puede ver que, en
general, la deteccion es mejor que cuando el defecto afecta a la densidad. Incluso en el
caso mas extremo de intensidad 1r=0.01%, vemos que se detecta el defecto con todos
los modos salvo con el primero (con escala 4 se puede incluso intuir su presencia en el
modo 1). Un aspecto importante a resaltar es la aparicién de dos picos muy juntos entre
si y cercanos a la posicion del defecto, lo cual puede crear confusion a la hora de
localizar el defecto. No obstante, al estar tan juntos el error cometido es minimo. Por
otro lado, al contrario que con el defecto en la densidad, la deteccién con el modo 2 es

mejor que con el 1.
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Figura 7.36. WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1r=0.05%.
Posicion del defecto: X4=0.4767.
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Figura 7.37. WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto 1r=0.01%.
Posicion del defecto: X4=0.4767.
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Figura 7.38. WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion para una barra con un defecto

Ir=0.05% en funcion de la posicion. Posicion del defecto: x;=0.4767.

Al estudiar la variacion del maximo de las funciones WC,(X,2) y WC,(x,4) con la
intensidad del defecto (Figuras 7.39 y 7.40) vemos que sigue apareciendo una clara
relacion de linealidad y que la capacidad de deteccion de los distintos modos no
aumenta proporcionalmente con el orden del modo. En este caso, la ordenacion de los
modos en cuanto a su capacidad de deteccion (a mayor valor del maximo de la funcion

WC, mayor capacidad de deteccion) es, de mayor a menor, la siguiente: 8°, 6°, 7°, 4°, 5°,
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2°, 3% y 1° Como vemos esta ordenacion de los modos propios difiere
considerablemente de la que habiamos visto cuando el defecto estaba en la densidad.
Esto parece indicar que, aunque de nuevo la capacidad de deteccion del defecto aumenta
con el orden del modo, hay otro factor que interviene en el proceso. Cuando teniamos el
defecto en la densidad este otro factor era su cercania a un nodo o a un vientre del modo
de vibracion del desplazamiento. Evidentemente, aqui no ocurre lo mismo, ya que la
mayoria de los modos estan intercambiados, siendo ahora mejor el sexto que el séptimo
y el quinto, el cuarto mejor que el quinto y el tercero, y el segundo mejor que el tercero

y el primero, cuando antes ocurria todo lo contrario.
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Figura 7.39. Maximo de la funcion WC,(X,2) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (rigidez). Posicion del defecto x=0.4767.
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Figura 7.40. Maximo de la funcion WC(X,4) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (rigidez). Posicion del defecto X4=0.4767.
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Figura 7.41. Posicion del maximo de la funcion WC,(x,2) para los 8 primeros modos de vibracion en

funcion de la intensidad del defecto (rigidez) comparada con la posicion del defecto, x;=0.4767.
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Figura 7.42. Posicion del maximo de la funcion WC,(x,4) para los 8 primeros modos de vibracion en

funcion de la intensidad del defecto (rigidez) comparada con la posicion del defecto, x;=0.4767.

Por tanto, la causa que tiende en este caso a ordenar los modos en lo que a su
capacidad de deteccion del defecto se refiere, es contrapuesta a la que teniamos cuando
el defecto estaba en la densidad. Un analisis minucioso de los resultados nos ha
permitido observar que en este caso no hay que tener en cuenta los modos del
desplazamiento sino los modos de la fuerza. Segun lo expuesto en el Capitulo 3, los

modos de la fuerza se obtienen derivando espacialmente los modos del desplazamiento,

235




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

de forma que los nodos y vientres en el desplazamiento pasan a ser vientres y nodos en
la fuerza, respectivamente. Esto hace que los modos que en el caso de la densidad eran
buenos para la deteccion del defecto ahora no lo sean y viceversa. En la Tabla 7.3 se
muestra, en valor absoluto, el valor de cada modo de vibracién de la fuerza en la
posicion del defecto, GnSd(Xd:0.4767). Si observamos esta tabla vemos que
efectivamente el sexto modo debe ser mejor que el séptimo, ya que la fuerza en la
posicion del defecto es mayor en el sexto que en el séptimo modo. De la misma forma,
se justifica por qué el cuarto modo es mejor que el quinto, y por qué el segundo es
mejor que el tercero y el primero. En resumen, cuando el defecto se encuentra en la
rigidez, los dos factores que act@ian conjuntamente para determinar la bondad de un

modo para detectar un defecto son:
-Su orden: A mayor orden del modo, mejor deteccion.

-Proximidad del defecto a un nodo o un vientre de la fuerza: A mayor cercania

del defecto a un vientre de la fuerza (nodo del desplazamiento), mejor serd su deteccion.
A mayor cercania del defecto a un nodo de la fuerza (vientre del desplazamiento), peor

sera su deteccion.

Orden del
modo

l6.%%xo)| | 0.094 | 0982 | 0279 | 0930 | 0454 | 0844 | 0613 0.729

Tabla 7.3. Fuerza de cada modo de vibracién en la posicion del defecto (X=0.4767).

Para confirmar esta conclusion hemos repetido el estudio para una barra con un
defecto situado en la posicion x4=0.3 (véanse las Figuras 7.43 y 7.44). La Tabla 7.4
muestra el valor de la fuerza en cada modo de vibracién justo en la posicion del defecto.
Vemos que ahora los modos se ordenan de la siguiente forma, de mejor a peor
capacidad de deteccion: 7°, 6°, 4°, 3°, 8° 2° 1°y 5° Notese que en esta ocasion el
octavo modo no es el mejor, sino que se encuentra en mitad de la lista, y el quinto modo
es el peor de todos, a pesar de ser un modo relativamente alto. Esto se debe a que para el
modo 8 el defecto esta muy cercano a un nodo de la fuerza, y para el modo 5 el defecto
estd muy proximo al nodo de la fuerza. Los modos 7 y 6, dado su alto orden y el alto

valor que tiene la fuerza en el defecto, son los mejores a la hora de la deteccion.
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Figura 7.43. Maximo de la funcion WC(X,2) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (rigidez). Posicion del defecto X4=0.3.
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Figura 7.44. Maximo de la funcion WC,(X,4) para los 8 primeros modos de vibracion en funcion de la

intensidad del defecto (rigidez). Posicion del defecto X4=0.3.

Orden del modo| 1 2 3 4 5 6 7 8
| 6,(xq) | 0.588 | 0.309 | 0.951 [ 0.809 | 1.84-107°| 0.809 [ 0.951 | 0.309

Tabla 7.4. Fuerza de cada modo de vibracion en la posicion del defecto (Xg=0.3).

Esta diferencia de comportamiento entre los dos tipos de defectos puede
aprovecharse para saber de qué tipo es un defecto desconocido, de forma que ademas de
cuantificarlo y localizarlo podamos caracterizarlo. No obstante, puede parecer un poco
extraiio que con un defecto en la rigidez tengamos que tener en cuenta los modos de
vibracion de la fuerza, cuando con lo que trabajamos es con los valores del
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desplazamiento, los cuales conforman nuestra sefial a la que le hacemos la TW. Sin
embargo, debemos tener en cuenta que un cambio en el mddulo de Young afecta
principalmente a los valores de la fuerza en esa zona. Este cambio se traslada luego al
desplazamiento, aunque su efecto principal se produce sobre la fuerza. Para demostrarlo
analiticamente, partimos de la distribucion del modulo de Young en la barra con

defecto:

E(x)=E+E,d(x—x,) (7.9)

Dado que la funcién delta de Dirac no es derivable, la podemos aproximar por

una funcién gaussiana, esto es:
S(X—xd);exp[ (x=x,)° j/(a 2y a—0 (7.10)
a’

Como ya vimos en el Capitulo 3, la fuerza y la ecuacién del movimiento vienen

dadas por:
——E(x)a&
oc 0%t
—+p—=0 7.11
ox P (7.11)
de donde se deduce que:
0 & 622';
E =0 7.12
ax[ (x) Xj P (7.12)
0’¢ O txxa)'a 0’¢
—Ey— G Co™ o (x —x ) M@’ “2)+p67=0

Como vemos el segundo término de esta ultima ecuacion diferencial es el tinico
debido a la presencia del defecto. Este término es proporcional a la derivada espacial del
desplazamiento, es decir, a la fuerza. Por tanto, cuanto mayor sea la fuerza, mayor sera
este término, y consecuentemente, mayor sera la influencia del defecto en la solucion de
la ecuacion de ondas. Obviamente, esto ocurrira cuando el defecto esté cercano a un

vientre de la fuerza, es decir, cercano a un nodo del desplazamiento.
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7.3.1.4.- Defectos cercanos a los extremos

La aparicion de la distorsion de borde complica la deteccion de defectos cerca de
un extremo usando W como funcion de deteccion. Aunque hemos visto que al trabajar
con WC como funcién de deteccion desaparece la distorsion de borde, creemos que es
importante hacer un breve estudio de la calidad de la deteccion cuando el defecto esta
proximo a un extremo. Para ello hemos considerado una barra con dos defectos de
1d=0.1% en la densidad, uno situado en la posicion X4;=0.0033 (lo mas cerca al extremo

que permite nuestro mddelo en red) y otro en la posicion X4,=0.03.

Las Figuras 7.45-7.48 representan las funciones WC,(x,2) y WC,(x,4) para estas
dos posiciones de defecto. Se puede observar que aparece cierta distorsion de borde,
aunque de forma mucho mas localizada en los extremos. Sin embargo, esto no impide la
deteccion del defecto ni siquiera cuando se encuentra en X4;=0.0033, pues se observa un
pico bien definido justo donde se sitiia el defecto. Sin embargo, se observa también que
al trabajar con la escala 4 la deteccion es algo peor que con la escala 2. Por tanto, la
deteccion de defectos cerca de los extremos se ve favorecida al trabajar con escalas algo

mas bajas.
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Figura 7.45. WC,(x,2) para una barra con un defecto 10=0.1%. Posicion del defecto: x4;=0.0033.
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Figura 7.46. WC,(x,2) para una barra con un defecto 1d=0.1%. Posicion del defecto: x4,=0.03.
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Figura 7.47. WC,(x,4) para una barra con un defecto 10=0.1%. Posicion del defecto: x4;=0.0003.
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Figura 7.48. WC,(x,4) para una barra con un defecto 1d=0.1%. Posicion del defecto: Xx4=0.03.
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7.3.1.5.- Defectos préximos entre si

Otro aspecto importante a considerar es la capacidad de la técnica para detectar
dos defectos muy cercanos entre si, es decir, su capacidad de discriminacion. En las
Figuras 7.49 y 7.50 se muestran las funciones WC,(x,2) y WC;(x,4) para dos barras con
dos defectos de 1d=0.1%, situados a distintas distancias entre si: Con un defecto en la
posicidn Xq;=0.477 y otro situado tanto a la izquierda como a la derecha del anterior en

las posiciones Xg=0.41, 0.45, 0.463, 0.49, 0.503 y 0.543.
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Figura 7.49. WC,(x,2) para una barra con un defecto 1d=0.1%. Dos defectos proximos entre si.
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Figura 7.50. WC,(x,4) para una barra con un defecto 1d=0.1%. Dos defectos proximos entre si.
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Con el segundo defecto situado en X4,=0.41, podemos observar que la deteccion
de los dos defectos es perfecta, tanto en escala 2 como en escala 4. Destacan claramente
dos picos en las posiciones de los defectos, los cuales ademas son de casi la misma
amplitud, lo cual es légico ya que son de la misma intensidad. Por lo tanto, con una

separacion de 0.067 es posible la discriminacion entre los dos defectos.

Con el segundo defecto situado en Xg=0.45, vemos que la situacion empeora
ligeramente. En escala 2 aparece un pico muy prominente en Xx=0.477, mientras que en
x=0.45 aparece un pico mas pequefio que, aunque localiza correctamente este segundo
defecto, es mas dificil de ser considerado como un indicativo de la presencia de un
defecto. Con escala 4 la situacion es algo mas confusa, ya que aparecen varios picos en
la zona de los defectos. Parece que en este caso cada defecto genera dos picos en la

funcion WC, estando situado el de mayor amplitud justo en la posicion del defecto.

Cuando el segundo defecto se sitia en X4=0.463 (la distancia minima a
Xa1=0.477 que permite nuestro modelo en red), vemos que en escala 2 la deteccion es
perfecta, apareciendo picos claros y destacados en X=0.463 y en x=0.477. Es
sorprendente que la deteccion sea mejor con esta separacion entre defectos que en el
caso anterior en el que estaban mas separados. Con escala 4, sin embargo, aparece un

unico pico justo entre los dos defectos, no pudiéndose discriminar entre ellos.

Al situar el segundo defecto a la derecha del primero vemos que la situacioén no
es la misma que cuando se encontraba situado a la izquierda (no existe simetria). Con el
segundo defecto situado en X4,=0.49, con escala 2 solo se detecta correctamente el
primer defecto. Aparece un segundo pico que, aunque puede interpretarse como un
defecto, se encuentra en una posicion distinta a la del defecto real. En cambio, con
escala 4 tenemos exactamente la misma situacion que en el caso anterior, es decir, un

pico situado entre los dos defectos, no pudiéndose discriminar entre ellos.

Al alejar un poco mas el segundo defecto (X42,=0.503), con escala 2 éste sigue sin
localizarse correctamente, apareciendo un pico en una posicion algo mas alejada del
primer defecto que la posicion real. No obstante, el primer defecto se localiza
perfectamente en x=0.477. Con escala 4 aparecen varios picos, dos de ellos situados
justo en los defectos. De nuevo podemos decir que parece que cada defecto genera dos

picos y que el mas alto de la pareja marca la ubicacion real del defecto. No obstante, en
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la practica, cuando la posicion del defecto es desconocida, esto crearia indudablemente

confusién sobre el nimero y localizacion de los defectos.

Al tener el segundo defecto situado en Xg;=0.543, a una distancia algo mas
grande del primero, la deteccion y localizacién de los dos defectos es perfecta para las

escalas 2 y 4.

De todo esto podemos extraer como conclusion importante que a partir de una
separacion de defectos de aproximadamente 0.04-0.05, la deteccion, localizacion y
discriminacion entre los dos defectos es casi perfecta. A distancias inferiores la
deteccion, aunque es posible, presenta ciertos problemas y es necesario trabajar con
cuidado en la interpretacion de los resultados. Debemos destacar también, que para estas
distancias tan pequeiias la escala 2 discrimina mejor entre los defectos que la 4, lo cual

es logico dado el sentido fisico-matematico de la escala.

7.3.1.6.- Mas de dos defectos
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Figura 7.51. WC,(x,2) para una barra con tres defectos 1d=0.1%. Posicion de los defectos: X4;=0.3,
X3=0.6 y Xg3=0.7.

Tras el detallado estudio que hemos presentado para una barra con dos defectos,
presentamos, a modo de ejemplo, cdmo la técnica es capaz de trabajar bien cuando
sobre la barra existen mas de dos defectos. En concreto, presentamos los resultados
obtenidos para una barra con tres defectos de igual intensidad, 1d=0.1%, situados en las
posiciones 0.3, 0.6 y 0.7. En las Figuras 7.51 y 7.52 se representan las funciones de
deteccion WC(x,2) y WC(x,4). En ellas podemos ver que los tres defectos se detectan

sin ninglin problema ni interferencia entre ellos. Lo Unico destacable es la pequeia
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diferencia de amplitud entre los tres picos (notese que los tres defectos se han
considerado de la misma intensidad) y el hecho de que con escala 4 los picos
secundarios que rodean a los principales sean mas altos y puedan erroneamente hacer

creer en la presencia de otros defectos inexistentes.
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Posicion

Figura 7.52. WC,(x,4) para una barra con tres defectos 1d=0.1%. Posicion de los defectos: X4;=0.3,
X32=0.6 y X33=0.7.

7.3.2.- Con sefiales temporales

Hasta ahora hemos trabajado con sefales espaciales, es decir, con la distribucion
de una magnitud fisica en el espacio para un instante de tiempo determinado. Como
hemos visto, esto nos permite detectar, localizar y cuantificar el defecto de una manera
precisa y sencilla. Sin embargo, tiene el inconveniente de que en la préctica es necesario
medir dicha magnitud fisica en numerosos puntos de la barra en el mismo instante de
tiempo. Esto requiere el uso de muchos sensores, o, si es posible repetir el experimento

muchas veces, desplazar el sensor de un punto a otro de la barra.

La alternativa consiste en trabajar con sefales temporales, es decir, con la
evolucién en el tiempo de una magnitud fisica caracteristica de la vibracion, como por
ejemplo, el desplazamiento longitudinal en un punto de la barra. En este caso se
requiere de uno o varios sensores, por lo que experimentalmente resulta mas sencillo.
La contrapartida esta en que los resultados son mas dificiles de analizar e interpretar. En
la bibliografia se pueden encontrar varias técnicas para detectar un defecto a partir de
sefales temporales, como por ejemplo, detectar cambios en la frecuencia de vibracion

de la barra con respecto a otra sin dafo, ajustar un modelo numérico a los resultados
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obtenidos, o detectar reflexiones producidas por el defecto al aplicar un pulso. La TW se
puede aplicar a veces en este ultimo caso para detectar los tiempos de llegada de esas

reflexiones en medios dispersivos, tal y como se realiza en [7.13].

En esta seccion investigamos la posibilidad de utilizar la TW para detectar
defectos mediante una estrategia diferente. El sistema fisico que analizaremos es el
mismo que en el resto del capitulo, una barra con un defecto en la densidad o en la
rigidez. Este sistema no es, por tanto, un medio dispersivo, por lo que con defectos
relativamente grandes se puede detectar la reflexion de las fuerzas o pulsos aplicados de
una manera sencilla, y a partir de ella localizar el defecto. Sin embargo, para defectos
pequefios, del orden de los que hemos usado hasta ahora a lo largo del capitulo, esto no
es posible. La estrategia a seguir serd el analisis de la vibracion longitudinal en varios
puntos de la barra con la TW para ver si podemos detectar los cambios que produce el
defecto en la vibracion. Al igual que en la seccion anterior, trabajaremos en primer lugar
con los modos de vibracidn, es decir, con vibraciones naturales. En la Seccidén 7.4.2, sin
embargo, se trabaja con vibraciones forzadas. Hemos dividido nuestra presentacion en

dos partes, segun que el defecto sea tipo densidad o rigidez.

7.3.2.1. Defecto tipo densidad

a.- Estudio con el primer modo

Como hemos sefialado, el sistema fisico objeto de nuestro estudio es el mismo
de la Seccion 7.3.1, es decir, una barra con un defecto en la densidad o en la rigidez,
localizado en la posicion x4=0.4767. Al igual que ocurre al estudiar la distribucion
espacial del desplazamiento, a simple vista es imposible saber si una barra tiene un
defecto o no, ya que no se pueden apreciar las diferencias entre las vibraciones de la
barra con defecto y las de la barra sin defecto (véase la Figura 7.53). En lo que sigue
llamaremos &,(t) y &nSd(t) a la variacion temporal del desplazamiento longitudinal de la
barra en un punto determinado de la misma (punto de observacion que notaremos por
Xo), para el modo de vibracion n-ésimo y para las barras con y sin defecto,
respectivamente. La Figura 7.53 muestra estas sefiales para el caso del primer modo de

vibracion y una intensidad de defecto de 1d=1%.
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Figura 7.53. &,%(t) y &,°(t) en la posicién x,=0.003. Barra con defecto de 1d=1% en x,=0.4767.

Para diferenciar entre estas dos sefiales y, de esta forma, detectar el defecto,
recurrimos a la TW. Usaremos Wnd(t,j) para referirnos a la TW con escala j de la sefial
&nd(t). En la Figura 7.54 se representa Wld(t,32) para la sefial &,%(t) representada en la
Figura 7.53. En ella vemos que aparecen fuertes oscilaciones amortiguadas en tres

instantes distintos de tiempo: t;=0.47, t,=1.542 y t;=2.491.

x 10

t=0.47

1 t=2.491 =

20 et MMNW

Vs |

t=1.542

-3 L L L L I I

0 0.5 1 15 Tiempo 2 25 3 35
Figura 7.54. W,%(t,32) en la posicion x,=0.003. Barra con defecto de 1d=1% en x,=0.4767. Funcién base
Rbi06.8.

Teniendo en cuenta que la velocidad de la onda al trabajar con variables

adimensionales es c=1, y que la distancia entre el punto de observaciéon (Xo=0.003) y la
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posicion del defecto (X4=0.4767) es 0.467, se puede comprobar que las primeras
oscilaciones (1,=0.47) comienzan casi exactamente en el tiempo que tardaria una onda
longitudinal en recorrer la distancia entre la posicion del defecto y el punto de
observacion. Asi, parece que en el instante inicial se produce una perturbacion en el
defecto que se va transmitiendo a lo largo de la barra conforme transcurre el tiempo.
Esta perturbacion no se percibe directamente en la sefial de vibracion &,%(t), pero si se
detecta al aplicarle la TW, es decir, en la sefal W,4(t,32), debido a la capacidad de la

TW para amplificar pequefios detalles de la sefial.

Punto de
medicion Defecto

Barra

—t, —t, —_t

Figura 7.55. Movimiento a lo largo de la barra de las perturbaciones originadas en el defecto. Punto de

observacion X,=0.003.

Las oscilaciones que se producen en los instantes posteriores (t2 y t3), se deben a
las reflexiones de la perturbacion generada en el defecto en los extremos de la barra y
que vuelven a pasar por el punto de observacion. Por ejemplo, las oscilaciones que
aparecen en 1,=1.542, son debidas a que la perturbacién producida en el defecto se
desplaza también hacia la derecha, se refleja en el extremo derecho de la barra y se
transmite a lo largo de la misma hasta el punto de observacion, recorrido que se llevaria
a cabo en un tiempo tedrico de 1.527. El tercer grupo de oscilaciones, que aparecen en
t3=2.491, se deben a que cuando la perturbacion que produce el primer grupo de
oscilaciones, se desplaza inicialmente hacia la izquierda del defecto, se refleja en los
dos extremos de la barra y vuelve a pasar por el punto de observacion. En la Figura 7.55
se muestra un esquema del origen de estas tres oscilaciones. Estos resultados nos
indican que en el instante inicial se produce una perturbacion en la posicion del defecto,
la cual se transmite en ambos sentidos, recorriendo la barra y reflejandose en los
extremos. Los tiempos de llegada de estas reflexiones no so6lo permiten detectar la

existencia del defecto, sino también localizarlo.
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Figura 7.56. W,%(t,32) en la posicion X,=0.13. Barra con defecto de 1d=1% en x=0.4767. Funcion base

Rbio6.8.
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Figura 7.57. Movimiento a lo largo de la barra de las perturbaciones originadas en el defecto. Punto de

observacion X=0.13.

Si elegimos otro punto de observacion, la situacion es algo mas compleja,
aunque las conclusiones son similares. En la Figura 7.56 se muestra W,%(t,32) en la
posicion Xg=0.13. En ella se observa que se producen mas grupos de oscilaciones,
algunos de ellos muy préximos entre si. En este caso, el tiempo tedrico que tarda la
onda en recorrer la distancia entre el defecto y el punto de observacion es 0.34, por lo
que el primer grupo de oscilaciones, situado en t;=0.351, nos indica el instante
aproximado en que la perturbacion llega directamente desde el defecto hasta el punto de
observacion. El segundo grupo de oscilaciones (situado en t,=0.616) se produce al

reflejarse la onda en el extremo izquierdo de la barra y volver a pasar por el punto de
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observacion, lo que tedricamente ocurre en el tiempo t=0.6. Ese grupo de oscilaciones
no aparecia en el punto de observacion anterior debido a su proximidad con el extremo
de la barra, lo que provoca que la perturbacion reflejada se solape con la incidente. La
Figura 7.57 muestra un esquema con el origen de las oscilaciones observadas en la
Figura 7.56. Del mismo modo, el resto de oscilaciones se originan debido a los distintos
pasos de la perturbacion por el punto de observacion, tras sufrir diferentes reflexiones
en los extremos de la barra. Como es logico, a medida que transcurre el tiempo se van

solapando las distintas oscilaciones, haciendo mas dificil su identificacion.

Se puede comprobar que en todos los puntos de la barra se producen
oscilaciones en la sefial W,%(t,32) en los tiempos correspondientes al paso de la
perturbacion por el punto de observacion. En la Figura 7.58 se muestra W,%(t,32) para
distintos puntos de observacion, junto con los tiempos en los que se producen las
distintas oscilaciones. Como comprobacion, en la Tabla 7.5 se muestran los tiempos
teoricos que tarda una perturbacion generada en el defecto en llegar al punto de

observacion, tras sufrir las reflexiones en los extremos.

. x 10°° Punto de observacién 0.0033 5 x10° Punto de observacion 0.13
1=0.47 s 50351 t=1.695 o
N\ N\ L
Z0 y 20
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x10° Punto de observacion 0.33 10 x10° Punto de observacion 0.463
X 5 t=1.991 =2.942
> ! y
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t=0.819 t=1.221 =1.07
_5 L L " _5 " " n
x 10~ Punto de observacién 0.47 x10° Punto de observacion 0.597
1 Sr<—w=0132
20 WWMM J\ﬂmhmmww\/\ww&
f T T - =2.9
) 1:0,95}\t:1.076t=;.987 t=2.981 5 R0 281 =295
5 x 10" Punto de observacion 0.797 5 x10°° Punto de observacién 0.9967
=0.337 " i ) " "
4— V{51 285 1=3.266 tzoff 1:2.§i1
z0 20 MMWMNWWMWM

t=1.671 t=2.758

-5 t=0.751 N R R
0 1 2 3 0 1 2 3
Tiempo Tiempo
Figura 7.58. W,(t,32) para distintos puntos de observacion. Barra con defecto de 1d=1% en x,=0.4767.

Funcion base Rbio6.8.
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Xp=0.0033 | X0=0.13 Xo=0.33 | Xo=0.463 | Xo=0.47 | Xo=0.597 | X¢=0.797 | X0=0.997
A 0.467 0.34 0.14 0.007 0 0.127 0.327 0.527
B 0.473 0.6 0.8 0.933 0.94 0.933 0.733 0.533
C 1.527 14 1.2 1.067 1.06 1.067 1.267 1.467
D 1.533 1.66 1.86 1.993 2 1.873 1.673 1.473
E 2.467 2.34 2.14 2.007 2 2.127 2.327 2.527
F 3.527 34 3.2 3.067 3.06 2.933 2.733 2.533
G 2473 2.6 2.8 2.933 2.94 3.067 3.267 3.467

Tabla 7.5. Tiempos tedricos en los que una perturbacion producida en el defecto llegara los distintos

puntos de observacion. Esos valores deben compararse con los experimentales dados en la Figura 7.58.

Leyenda:

A: Paso de la perturbacién antes de reflejarse en algun extremo de la

barra (amino directo).

B: Paso de la perturbacion después de reflejarse en el extremo mas

cercano al punto de observacion.

C: Paso de la perturbacion después de reflejarse en el extremo mas lejano

al punto de observacion.

D: Paso de la perturbacion después de dos reflexiones: en primer lugar,

en el extremo mas alejado y, en segundo lugar, en el mas cercano.

E: Paso de la perturbacion después de dos reflexiones: en primer lugar,

en el extremo mas cercano y, en segundo lugar, en el mas alejado.

F: Paso de la perturbacion después de tres reflexiones: una en el extremo

mas alejado, otra en el més cercano y una de nuevo en el mas alejado.

G: Paso de la perturbacion después de tres reflexiones: una en el extremo

mas cercano, otra en el mas alejado y una de nuevo una en el mas cercano.

En la Figura 7.58 se puede ver que los tiempos de llegada de los distintos grupos
de oscilaciones coinciden en muy buena aproximaciéon con los tiempos tedricos
indicados en la Tabla 7.5. En algunos casos, como en X,=0.0033 y en Xo=0.997, se
solapan dos grupos de oscilaciones, ya que se producen en tiempos muy proximos entre

si. Por otro lado, en las posiciones de observacion cercanas al defecto, el primer paso de
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la perturbacion (A) se produce tan pronto que es imposible cuantificar el tiempo en el

que empieza, ya que la oscilacion se produce desde el principio.

Todos estos resultados muestran muy claramente que estos grupos de
oscilaciones se pueden utilizar para detectar la presencia del defecto y, conocida la
velocidad de propagacion de la onda en el medio, localizarlo mediante la medicion de
los tiempos de llegada de las distintas oscilaciones, pudiéndose emplear para ello
cualquier punto de observacion en la barra. Una vez detectado el defecto (Nivel 1) y
localizado (Nivel 2), el siguiente paso es intentar cuantificarlo (Nivel 3). Dada la falta
de bibliografia sobre este tema, ha sido necesario investigar y evaluar de qué forma
podria ser posible llevar a cabo esta cuantificacion de manera que cumpla unos ciertos

criterios de homogeneidad y generalidad.

En este sentido, en la Figura 7.59 se muestra Wld(t,32) en Xo=0.13 para las
intensidades de defecto 1d=0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1%. En primer lugar, se
observa que, salvo la amplitud, casi todas las funciones W,(t,32) tienen la misma
forma, a excepcion de las correspondientes a 1d=0.01% ¢ 1d=0.05%. Esto nos sugiere
que casi con total seguridad, la amplitud de los picos debe ser proporcional a la
intensidad del defecto, por lo que se podria usar para su cuantificacion. Sin embargo, en
lugar de usar la amplitud de un pico como criterio para cuantificar el defecto, nos ha
parecido mas representativo usar la diferencia entre un minimo y un maximo
consecutivos. En concreto, la diferencia entre el primer minimo y el primer maximo que
marcan el primer paso de la perturbacion por Xo=0.13. Es logico usar el primer paso de
la perturbacion por el punto de observacion, ya que después se producen solapamientos
entre los grupos de oscilaciones correspondientes a distintos pasos de la perturbacion.
Sin embargo, la utilizacion de Xp=0.13 como punto de observacion es totalmente
arbitraria. Debe evitarse, sin embargo, usar puntos de observacion muy cercanos a los
extremos, pues se superponen distintos grupos de oscilaciones, ni muy cercanos al
defecto, ya que en ese caso no se detecta bien el primer paso de la perturbacion pues se

produce muy rapidamente
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Figura 7.59. W,%(t,32) en la posicion Xg=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra

x 10"

con defecto en Xy=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

Figura 7.60. AD(1,32) en funcion de la intensidad de defecto (tipo densidad). Punto de observacion

Xo=0.13. Barra con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

Asi pues, con objeto de cuantificar el defecto, definimos el parametro AD
(amplitud del defecto) como el valor absoluto de la diferencia entre el primer minimo y
maximo que marcan el primer paso de la perturbacion por el punto de observacion, es

decir:
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AD(n, §) = W, (1, ) pisime = W (8, )

maximo minimo (7 1 3)

En la Figura 7.60 se muestra AD(1,32) en funcién de la intensidad de defecto. En
ella se observa una gran linealidad, salvo para bajas intensidades de defecto, para las
cuales no es detectable mediante este procedimiento. Esta linealidad obviamente nos

permite usar el parametro AD para cuantificar el defecto (Nivel 3).

b.- Estudio con el segundo, tercer y cuarto modo

Seguidamente presentamos los resultados obtenidos con el resto de los modos de
vibracion con los que hemos trabajado. Por razones que explicaremos mas adelante,
hemos dividido la presentacion del mismo en dos partes: del modo segundo al cuarto, y
del quinto al octavo. En ambos casos nos centraremos en la comprobacion de la
capacidad de deteccion de los defectos de cada modo, asi como en la variacion del
parametro AD con la intensidad de defecto. Para ello fijamos el punto de observacion en

X0=0.13.
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1 1
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Figura 7.61. W,%(t,32) en la posicion x,=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra
con defecto en X4~=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.62. W;%(t,32) en la posicion Xg=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra

Tiempo
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con defecto en X;=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.63. W,(t,32) en la posicion X;=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra
con defecto en Xx4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.64. AD(1,32), AD(2,32), AD(3,32) y AD(4,32) en funcion de la intensidad de defecto (tipo

densidad). Punto de observacion Xo=0.13. Barra con defecto en X4=0.4767. Funcién base Rbio6.8.

En las Figuras 7.61-7.63 se pueden ver las funciones W-4(t,32), W;'(t,32) y
W,(t,32), respectivamente, para las diferentes intensidades de defecto. Como vemos, el
segundo modo es bastante similar al primero, salvo por el hecho de que no se aprecia la
perturbacion para intensidades menores a 0.2%. Con el tercer modo se detecta hasta una
intensidad de 1d=0.05%, incluso ligeramente mejor que con el primero, aunque la
funcion W;'(t,32) presenta una ondulacion general que no aparece para los dos primeros
modos. Se aprecia que el valor de dicha funcion para t=0 no es cero, asi como tampoco
el valor central de las oscilaciones. Esto justifica la eleccion de AD como parametro de
cuantificacion, en lugar de la amplitud del maximo, ya que esta “ondulacién” puede
alterar el valor de dicha amplitud. Al trabajar con el cuarto modo, tal ondulacion es
mucho mas acusada, manifestandose para todas las intensidades de defecto, sobre todo
para las mas bajas, para las que se aprecia que, sin la presencia de las oscilaciones
provocadas por la perturbacion, la W,%(t,32) tiene una forma senoidal. Con este modo la
deteccion es mucho més pobre que con los anteriores, realizandose con claridad solo
hasta intensidades de 1d=0.6%. En todos los modos se aprecia ademas que, para
intensidades de defecto muy bajas, aparecen oscilaciones de frecuencia muy alta a partir
de tiempos superiores a 2, aproximadamente, las cuales no parecen tener sentido fisico,

por lo que puede tratarse de errores en la simulacién con el MSR.
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En la Figura 7.64 se muestra la variacion de AD(1,32), AD(2,32), AD(3,32) y
AD(4,32) con la intensidad de defecto. Es observable que la linealidad de AD con Id se
mantiene para cada modo, excepto para intensidades bajas en el modo 4. Al igual que
ocurre con la TW espacial, los modos impares tienen valores de AD mas altos que sus
correspondientes modos pares, y los modos altos son mas sensibles que los bajos,
aunque en este caso el modo 4 es, evidentemente, el peor modo para trabajar por su baja

capacidad de deteccion.
c.- Estudio con el quinto, sexto, séptimo y octavo modo

La razon para separar el estudio de estos modos de vibracion de los anteriores es
que a partir del quinto modo, la TW temporal a escala 32 no permite detectar la
perturbacion generada en el defecto, siendo necesario usar escala 20, escala que para los
modos anteriores no es nada efectiva. Dado que la escala se encuentra directamente
relacionada con la frecuencia de la sefial, es posible que con estos modos cambie la
frecuencia de la perturbacion, y por tanto, la escala adecuada para su deteccion. Esto
nos muestra que la escala con la que hay que trabajar no debe estar fijada a priori, sino

que en cada caso es necesario buscar la mas adecuada.
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Figura 7.65. W5%(,20) en la posicion X,=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra
con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.66. W¢'(t,20) en la posicion Xg=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra

con defecto en X4~0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.67. W;%(t,20) en la posicion X;=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra
con defecto en Xx4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.68. Ws'(t,20) en la posicion Xg=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo densidad). Barra
con defecto en X;=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

En las Figuras 7.65-7.68 se muestran los resultados obtenidos al aplicar al TW
con escala 20 para los modos 5-8. Puede verse que las oscilaciones que se producen al
paso de la perturbacion tienen una frecuencia mas alta que con los modos anteriores (los
modos son de orden mas alto, y por tanto, producen en el defecto una perturbacion de
mayor frecuencia). Eso es lo que motiva que sea necesario trabajar con una escala
menor que para los modos bajos. Ademas, estas oscilaciones tienen la misma forma y
empiezan en los mismos tiempos que en los casos anteriores, siendo por tanto
igualmente vélidas para detectar y localizar el defecto. Vemos que todos los modos
detectan el defecto hasta una intensidad 1d=0.05%, aunque para el modo 6 esa deteccion
no es tan clara como para el resto. Ademads, para defectos bajos, a partir de un tiempo
t=2, aparecen oscilaciones que no estan asociadas al defecto (igual que ocurre para los

modos 1-4), y que son ruido numérico.

Otra caracteristica a destacar es la forma senoidal que parece adoptar el valor
medio de las funciones Wsd(t,ZO)-ng(t,ZO), que también se aprecia al trabajar con los
modos 3 y 4. A partir del modo 6 este fendmeno es muy acusado. A pesar de esta forma
senoidal, la variacion de AD(5,20), AD(6,20), AD(7,20) y AD(8,20) con la intensidad de

defecto, mostrada en la Figura 7.69, es lineal para todos los modos, salvo para Id <
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0.05%, comprobandose de nuevo que AD es un parametro adecuado para la
cuantificacion del defecto (Nivel 3). Se aprecia que, para los defectos con Id < 0.05% la
linealidad de AD con Id varia segin el modo con el que trabajamos. Solamente se
mantiene la linealidad para todo el rango de intensidades en el caso del modo 5, incluso
para el defecto con 1d=0.01%. En el modo 6 la linealidad se mantiene hasta 1d=0.05%.
Sin embargo, para los modos 7 y 8 la linealidad se pierde a partir de 1d=0.05%, a pesar
de que en las Figuras 7.67 y 7.68 se observa que la perturbacion es detectable. Por otro
lado, puede verse que el modo 5 produce valores de AD mas altos que el 6, el 7 mayores
que el 8, y estos dos ultimos mayores que los modos 5 y 6. Curiosamente, en la TW
espacial el modo 8 es mejor que el 7, mientras que aqui sucede lo contrario. Parece, por
tanto, que en la TW temporal influye mas el hecho de que el valor del desplazamiento
de la barra en el defecto para el modo 7 sea mayor que para el modo 8, que el orden del

modo propiamente dicho.
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0.4r
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Figura 7.69. AD(5,20), AD(6,20), AD(7,20) y AD(8,20) en funcion de la intensidad de defecto (tipo

densidad). Punto de observacion x,=0.13. Barra con defecto en x4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

7.3.2.2.- Defecto tipo rigidez

a.- Estudio con el primer modo

En la Figura 7.70 se muestra W,%(t,32) en varias posiciones Xo de la barra, para
una intensidad de defecto Ir=1%. En ella se ve que los grupos de oscilaciones marcan el
paso de la perturbacion producida en el defecto, de la misma manera que cuando el

defecto es tipo densidad, lo que se puede comprobar comparando los tiempos de
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comienzo de los grupos de oscilaciones obtenidos de estas figuras con los tiempos

teoricos reflejados en la Tabla 7.5.
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1 2
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Figura 7.70. W,(t,32) para distintos puntos de observacion. Barra con defecto de Ir=1% en x=0.4767.

Funcion base Rbio6.8.

Si nos fijamos en la posicion Xp=0.13 y estudiamos como se comporta la funcion
W,%(t,32) para varias intensidades de defecto (véase la Figura 7.71), vemos que, como
era de esperar, las oscilaciones comienzan en tiempos muy similares de unas
intensidades de defecto a otras, y ademas su forma es muy parecida. Esto se detecta con
claridad hasta 1r=0.05%. Por esta razon se puede utilizar de nuevo el pardmetro AD para
cuantificar la intensidad de defecto. La Figura 7.72 muestra AD(1,32) en funcién de la
intensidad de defecto, que como vemos presenta un comportamiento lineal, incluso

hasta 1r=0.01%.
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Figura 7.71. W,%(t,32) para X;=0.13 y varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra con defecto en
X4=0.4767. Funcion base Rbi06.8.
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Figura 7.72. AD(1,32) en funcion de la intensidad de defecto (tipo rigidez). Punto de observacion

Xo=0.13. Barra con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
b.- Estudio con el segundo, tercer y cuarto modo

De la misma forma que ocurre cuando el defecto es tipo densidad, a partir del

quinto modo la perturbacién producida por el defecto pasa de ser detectada con escala
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32 a serlo con escala 20, razén por la cual hemos dividimos nuestro estudio en dos

partes.

Al estudiar el comportamiento de W,%(t,32) en x¢=0.13 (Figura 7.73) se observa
que, a diferencia de lo que ocurre con el primer modo, el defecto se detecta
perfectamente en todo el rango de intensidades consideradas, incluyendo el defecto con
Ir=0.01%. Con el tercer modo (Figura 7.74) la deteccion es posible también hasta
Ir=0.01%, aunque de una forma menos clara, ya que, al igual que ocurre con el defecto
en la densidad, empieza a detectarse una variacion senoidal del valor medio de la
funcion W5%(t,32) con el tiempo. Este fenémeno es muy acentuado con el modo 4
(W4(t,32) en la Figura 7.75), aunque también se puede detectar la presencia del defecto
hasta Ir=0.01%. Para el resto de intensidades de defecto, se observa que no hay ningiin

problema de deteccion.
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Figura 7.73. W,(t,32) para X;=0.13 y varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra con defecto en
X4=0.4767. Funcién base Rbio6.8.
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Figura 7.74. W;%(t,32) para X=0.13 y varias intensidades de defecto (tipo rigidez).
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X4=0.4767. Funcion base Rbi06.8.
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Figura 7.75. W,%(t,32) para x;=0.13 y varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra con defecto en
X¢=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Por lo tanto, observando estas figuras parece que entre estos modos de vibracion
el que proporciona mejores resultados es el modo 2, pues permite detectar con toda
claridad hasta intensidades de 1r=0.01%. En la Figura 7.76 se muestra la variacion de
AD(1,32), AD(2,32), AD(3,32) y AD(4,32) con la intensidad de defecto. En ella se
observa que el modo 4 es el que proporciona los valores mas altos del parametro AD,
seguido por el modo 2. Otro aspecto a destacar es su linealidad para todas las

intensidades de defecto, mayor que cuando el defecto es tipo densidad.
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Figura 7.76. AD(1,32), AD(2,32), AD(3,32) y AD(4,32) en funcion de la intensidad de defecto (tipo

rigidez). Punto de observacion Xg=0.13. Barra con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

c.- Estudio con el quinto, sexto, septimo y octavo modo

Como se ha comentado anteriormente, al trabajar con estos modos es necesario
utilizar la escala 20. La ondulacion en el valor medio de las funciones Ws%(t,32) (Figura
7.77), We'(t,32) (Figura 7.78), W,%(t,32) (Figura 7.79) y Ws’(t,32) (Figura 7.80) se sigue
produciendo para bajas intensidades de defecto, acentudndose al aumentar el orden del
modo. En todos los modos se detectan todas las intensidades de defecto estudiadas,

aunque en el modo 7 la deteccion para Ir=0.01% resulta algo confusa.

Con estos resultados, junto con los de los modos anteriores, se comprueba que,
al igual que ocurria con la TW espacial, es mas facil detectar defectos con intensidad

baja cuando estos se encuentran en la rigidez que en la densidad.
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Figura 7.77. Ws%(t,20) en la posicién xo=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra
con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.78. W,'(t,20) en la posicion X;=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra

con defecto en X4~0.4767. Funcion base Rbio6.8.
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Figura 7.79. W;%(t,20) en la posicion X;=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra

Figura 7.80. Wg'(,20) en la posicion X;=0.13 y para varias intensidades de defecto (tipo rigidez). Barra
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La variacion de AD con Ir para los modos 5-8, mostrada en la Figura 7.81, es
completamente lineal para todos los modos e intensidades de defecto, lo que vuelve a
probar la gran capacidad de deteccion de defectos en la rigidez mediante la TW
temporal. En cuanto a la ordenacion de la calidad de deteccion de los modos mediante el
parametro AD, puede observarse que es idéntica a la encontrada para la TW espacial: 8°,
6°, 7°y 5°. Por lo tanto, los criterios de ordenacion de los modos se siguen manteniendo:
A mayor orden del modo, mejor deteccidon, y a mayor proximidad del defecto a un

vientre de la fuerza (nodo del desplazamiento), mejor deteccion.

=
o,

X

TR
o~ oo

feal

O‘ L L L L L L L L

05 06 07 038 0.9 1
1(%)

Figura 7.81. AD(5,32), AD(6,32), AD(7,32) y AD(8,32) en funcion de la intensidad de defecto (tipo

rigidez). Punto de observacion X=0.13. Barra con defecto en X4=0.4767. Funcion base Rbio6.8.

7.4.- Deteccion de defectos mediante vibraciones forzadas

En la seccion anterior hemos trabajado con las vibraciones libres de la barra
como sefales para la deteccion de defectos, ya sean sefales espaciales o temporales. En
la bibliografia existente sobre la aplicacion de la TW a las vibraciones de barras para la
deteccion de defectos, casi en todos los casos se trabaja, de una forma u otra, con los
modos propios de la barra, o bien, en situaciones estaticas [7.12, 7.14]. Hasta la fecha
no se ha explorado la posibilidad de detectar dafio a partir de vibraciones forzadas. Esto,
en nuestra opinidn, es una grave carencia, pues experimentalmente estas vibraciones son
mas faciles de generar. Incluso, en las ocasiones en las que se trabaja
experimentalmente con modos propios se suele excitar a la barra con fuerzas senoidales

cuyas frecuencias coinciden con las frecuencias naturales de la barra [7.7].
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En esta Memoria demostramos como también es posible detectar defectos

mediante vibraciones forzadas, que también hemos generado con el MSR.

Hay algunas diferencias entre trabajar con vibraciones libres y hacerlo con
vibraciones forzadas. En el primer caso se trata de ondas estacionarias, que no cambian
su forma con el tiempo, mientras que en el segundo la forma de la onda en todo punto
de la barra varia con el tiempo. Esta variacion hace que, en principio, no podamos saber
si va a ser posible llevar a cabo la deteccion del defecto o no. Otro problema afiadido es
que los resultados varian considerablemente con el tiempo o posicion que elijamos para

medir la onda, asi como con la forma de la fuerza que apliquemos.

El estudio que presentamos en esta seccion lo hemos dividido, al igual que para
las vibraciones libres, en sefiales de vibracion espaciales y temporales. En el primer
caso se trabaja con la sefial de vibracion en funcion de la posicion a lo largo de la barra,
en un tiempo fijo. En el segundo, por el contrario, se mantiene fija la posicion y
medimos en un punto determinado de la barra la sefial de vibracion a lo largo del

tiempo, sefial con la que trabajamos para la deteccion del daio.

7.4.1.- Con sefales espaciales

El estudio para sefiales espaciales lo hemos llevado a cabo con dos tipos de

fuerzas aplicadas, una senoidal y otra tipo pulso gaussiano, ambas aplicadas en x=0.

La expresion analitica del pulso gaussiano de fuerza es:
o, (1) = e—looz(t—o.OS)2 (7.14)
Se trata de un pulso muy estrecho, semejante a una fuerza impulsiva.
La expresion analitica de la fuerza senoidal de frecuencia f, es:

o, (t) =sen(2nf,t) (7.15)

En este caso, dada la gran diferencia de comportamiento de la barra segun la
frecuencia de la fuerza aplicada, hemos trabajado con un amplio rango de frecuencias,
intentando comprobar cuales se ajustan mejor a nuestro objetivo de deteccion de dafio.

En concreto hemos considerado las frecuencias: 0.4, 0.7, 1.3, 3.14 y 4.85.
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Hemos realizado nuestro estudio para los dos tipos de defecto, densidad y
rigidez, considerando en ambos casos las intensidades: 25, 15, 5, 1, 0.5, 0.1 , 0.05 y
0.01% . En todos los estudios hemos considerado un defecto situado en la posicion

X¢=0.4767.

La Figura 7.82 muestra el modelo en red para las vibraciones forzadas de una

barra con un defecto en la posicion genérica X4, excitada en el extremo izquierdo.

0 Ria 1 Ri+a 1+A ng-A Rrd-a Ng Rnd+a Ng+A N-1 Rna N Rn+a N+A

” S
[N Dy Dy
C C C
AN =7 AN = AN =
| N\ 11 | | AN H | | X7 o |
Jc Je Je
—d 14 — —d Ind — —d In —
+ + +
X X X

Figura 7.82. Modelo en red para las vibraciones longitudinales de una barra con un defecto en la posicion

X4, para una fuerza aplicada en el extremo izquierdo y con el extremo derecho fijo.

7.4.1.1.- Defecto tipo densidad

a.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.4

Esta frecuencia de vibracion, bastante baja, se encuentra situada entre la primera
y la segunda frecuencia natural de la barra. Por esta razon, la forma de la onda varia
poco a lo largo del tiempo. Es por ello que hemos considerado tinicamente la onda en

dos instantes de tiempo:

-1,=1.25: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo de la barra).

-1,=1.62: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).
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Figura 7.83. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 0.4 en

el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t;=1.25y t,=1.62.
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Figura 7.84. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x4=0.4767, para el

tiempo t,=1.62. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 0.4.

En la Figura 7.83 se representa el desplazamiento de la barra sin defecto en estos
dos instantes de tiempo, obtenido mediante el MSR. Puede verse que la vibracion en
ambos instantes es muy suave, sin cambios bruscos. Una vez incluido el defecto y

realizar la TW de la sefal de vibracion obtenida en ambos instantes de tiempo hemos
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observado que para los dos es posible la deteccion del defecto. No obstante, para t; la
capacidad de deteccion es mayor, detectdndose defectos de intensidad igual o superior a
1d=0.5%, tal y como se puede apreciar en la Figura 7.84. Para el tiempo t;, sin embargo,

el defecto se detecta bien solo a partir de la intensidad 1d=5%.

b.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.7

Esta frecuencia se encuentra cerca de la segunda frecuencia natural de la barra, y
aunque no es muy alta, la forma de la onda cambia algo mas rapidamente. En este caso

hemos estudiado 6 instantes de tiempo distintos:

-1,=0.72: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=1.20: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-1;=1.36: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

-1,=2.05: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1s=2.68: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-tc=2.74: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

En la Figura 7.85 se muestra el desplazamiento de la barra en estos tiempos, el
cual, sigue siendo suave, aunque varia mas rapidamente que en el caso de la frecuencia
0.4. De nuevo hemos comprobado que con todas estas formas de onda se puede detectar
el defecto, aunque la mejor deteccion se obtiene para el tiempo t;, en cuyo caso se puede

detectar hasta el 0.5% de intensidad (véase la Figura 7.86).
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Figura 7.85. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 0.7 en

el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.72, t,=1.20, t;=1.36, t,=2.05, t:=2.68 y t-=2.74.
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Figura 7.86. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion X4=0.4767, para el

tiempo t,=0.72. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 0.7.
c.- Fuerza senoidal de frecuencia 1.3

Con esta frecuencia se producen cambios mas significativos en la forma de las
vibraciones a lo largo del tiempo, tal y como puede observarse en la Figura 7.87. En

este caso los tiempos estudiados han sido:
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-1,=0.39: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-,=0.87: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-13=1.19: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

-4=1.43: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-ts=1.73: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-t¢=2.35: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

0.3 T T

, Desplazamiento
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Posicién

-05 L L L I
0

Figura 7.87. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 1.3 en

el punto X=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.39, t,=0.87, t;=1.19, t,=1.43, t;=1.73 y t;=2.35.

En este caso, la mejor deteccion del defecto se consigue al alcanzar el maximo
de desplazamiento por primera vez en el punto Xx=0.49, es decir, en el tiempo t,. Con
esta sefial podemos detectar hasta el defecto de intensidad 0.1%, aunque con algo de

ruido de fondo (véase la Figura 7.88). En ese instante lo onda todavia no ha alcanzado el
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extremo derecho y no se ha producido ninguna reflexion, por lo que presenta una forma

sinusoidal suave, lo que favorece la deteccion del defecto.
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Figura 7.88. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion X4=0.4767, para el

tiempo 1,=0.87. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 1.3.

d.- Fuerza senoidal de frecuencia 3.14

Esta fuerza es de alta frecuencia en comparacion con la primera frecuencia

natural de la barra. Seguimos estudiando los tiempos:

-1,=0.16: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-,=0.65: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-13=1.07: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

274




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

-14,=2.34: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-t;=2.50: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-1,=2.67: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

En este caso en x=0 se alcanza el maximo demasiado pronto, sin que la onda
haya apenas avanzado por la barra, por lo que no hay apenas vibracion (véase la Figura
7.89). De nuevo la mayor capacidad de deteccion se consigue con el tiempo t,, siendo
ahora el resultado bastante bueno, ya que se detecta el defecto hasta con una intensidad

1d=0.01%, como se puede apreciar en la Figura 7.90.
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Figura 7.89. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 3.14

en el punto X=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.16, t,=0.65, t;=1.07, t,=2.34, t;=2.50 y t,=2.67.
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Figura 7.90. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x4=0.4767, para el

tiempo t,=0.65. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 3.14 .

e.- Fuerza senoidal de frecuencia 4.85

En este caso, los tiempos considerados son:

-1;=0.11: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=0.59: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).

-1;=1.05: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por primera vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).

-14,=1.14: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-ts=1.21: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=0.49 (muy cerca del defecto).
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-t¢=1.26: Tiempo en que el desplazamiento alcanza, por segunda vez, su valor

maximo en la posicion X=1 (el extremo derecho de la barra).
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Figura 7.91. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 4.85

en el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.11, ,=0.59, t;=1.05, t,=1.14, ts=1.21 y t=1.26.
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Figura 7.92. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x;=0.4767, para el

tiempo 1,=0.59. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 4.85.

Como se aprecia en la Figura 7.91, la forma espacial de la onda no es nada

suave, presentando muchos vientres en los tiempos mas avanzados. Los resultados de
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esta fuerza de alta frecuencia son también muy buenos (véase la Figura 7.92), ya que

detecta y localiza bien hasta el defecto de 1d=0.01%, y lo hace para tres de los tiempos,

b, lLyts.
f.- Comparacion entre las distintas fuerzas senoidales

Al estudiar la capacidad de cada una de estas fuerzas senoidales para detectar el
defecto mediante las vibraciones forzadas (sefiales espaciales) hemos podido comprobar
que al aumentar la frecuencia, aumenta la capacidad de deteccion, de forma que con las
fuerzas de frecuencias mds altas es posible detectar defectos mas pequefios. Este
comportamiento es muy similar al encontrado al trabajar con los modos propios en las
vibraciones libres. En ese caso, en general, habiamos observado que la deteccion del
defecto mejora con el orden del modo. Por otro lado, el hecho de que la mejor deteccion
se lleve a cabo cuando se alcanza el maximo desplazamiento en la posicion del defecto,
también estd en concordancia con lo encontrado para las vibraciones libres. Por tanto,
parece que, basicamente, no hay muchas diferencias de comportamiento entre las
vibraciones libres y las forzadas senoidales, pudiéndose aplicar los mismos criterios

basicos en ambos casos.

En la Figura 7.93 se representa el valor maximo de la funcién de deteccion
WC(x,2) en funcién de la intensidad de defecto, para las diferentes fuerzas senoidales
aplicadas. Se puede observar que se sigue manteniendo una importante la linealidad, al
menos mientras que el defecto se detecta correctamente. Los puntos fuera de la
linealidad corresponden a defectos no detectados correctamente, cosa que ocurre a muy
bajas intensidades de defecto. Asi mismo, vemos que las fuerzas de mayor frecuencia
proporcionan una pendiente mayor de la recta, salvo en el caso de 0.7, que es inferior a
la de 0.4. La explicacion de este hecho puede ser la misma que para explicar lo que
ocurria entre el primer y segundo modo propio de las vibraciones libres. De hecho, la
frecuencia natural del segundo modo es 0.75. Notese que la amplitud del
desplazamiento cuando la fuerza es de 0.4 en la posicion del defecto es mayor que
cuando la fuerza es de 0.7: 0.763 frente a 0.455. Por ello, la capacidad en la deteccion

para 0.4 es mayor que para 0.7.

En la Figura 7.94 se representa la localizacion del maximo de la funcion

WC(x,2) en funcion de la intensidad de defecto, comparada con la posicion real del
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defecto. Vemos que para las intensidades que podian ser detectadas con cada fuerza, el
defecto se localiza perfectamente. En los casos en los que la deteccion no ha sido
posible, sin embargo, y como es l6gico, el maximo de la funcion WC(X,2) aparece en

posiciones distintas y de forma aleatoria, cosa que ocurre a muy bajos valores de Id.
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Figura 7.93. Valor maximo de la funcion WC(X,2) para vibraciones forzadas senoidales de diferente
frecuencia, en funcion de la intensidad del defecto. Las sefiales de vibracion espaciales se han evaluado

en el tiempo en que proporcionan mejor deteccion.
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Figura 7.94. Localizacion del maximo de la funcion WC(x,2) representada en la Figura 7.93, en funcion

de la intensidad de defecto, comparada con la posicion real del defecto, X;=0.4767.
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g.- Pulso gaussiano

Este tipo de fuerza produce en la barra cambios bruscos del desplazamiento a
medida que el pulso va avanzando y se refleja en los extremos. Los tiempos estudiados

en este caso han sido:
-t;=0.28: Antes de atravesar el defecto.
-1,=0.55: Llegada del pulso al defeco.
-13=1.10: Después de la primera reflexion.
-1,=2.38: Después de la segunda reflexion.
-ts=2.71: Después de la segunda reflexion.

-1c=2.80: Después de la segunda reflexion.
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Figura 7.95. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle un pulso gaussiano en el punto x=0.

Tiempos de evaluacion: t,=0.28, t,=0.55, t;=1.10, t,=2.38, t;=2.71 y t:=2.80.

En la Figura 7.95 se representa la respuesta vibracional de la barra a estos
tiempos. Con este tipo de fuerza se puede detectar el defecto cuando se trabaja con t,
que es el tiempo en el que llega el pulso al defecto, mientras que para el resto de los
tiempos es imposible detectar el defecto, obteniéndose solo ruido de fondo al hacer la

TW (véase la Figura 7.96). Asi, parece que la TW es efectiva s6lo en el momento en

280




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

que el pulso interacciona con el defecto, mientras que para el resto de los tiempos el
caracter abrupto de la respuesta que provoca esta excitacion en la barra, o los errores de
simulacion introducidos por el MSR, es decir, el ruido computacional, provocan que no

pueda ser detectado el defecto.
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Figura 7.96. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto la posicion x,=0.4767, para el tiempo

£,=0.55. Fuerza tipo pulso gaussiano aplicada en x=0.

7.4.1.2.- Defecto tipo rigidez

En este apartado presentamos los resultados para defectos en la rigidez mediante
vibraciones forzadas, con las mismas fuerzas e intensidades de defecto que en el
apartado anterior. Para cada fuerza hemos buscado qué forma de onda es la mas
apropiada, es decir, en qué tiempo es mejor medir la onda para detectar el defecto. No
obstante, a diferencia del apartado anterior en que estudidbamos los tiempos en los que
se alcanzaba el maximo en el desplazamiento en diferentes posiciones, en este caso
hemos tenido en cuenta los tiempos en los que se alcanza el maximo en la fuerza en esas

mismas posiciones. La razén para este cambio no es otra que, tal y como demostramos
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analiticamente en la Seccién 7.3.1.3, los defectos en la rigidez tienen una mayor

incidencia sobre la fuerza que sobre el desplazamiento.

a.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.4

Hemos estudiado los tiempos:

-1,=0.62: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-t,=1.11: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-t3=1.62: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (extremo derecho de la barra).

La forma de la onda en esos tiempos se puede ver en la Figura 7.97. En cuanto a
la deteccion del defecto, para t, no se detecta para ninguna intensidad, mientras que para
t; se detecta hasta la intensidad Ir=0.5%. Para t; la deteccion es viable hasta la

intensidad de 1r=0.05% (véase la Figura 7.98).
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Figura 7.97. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 0.4 en

el punto x=0. Tiempos de evaluacion: 1,=0.62, t,=1.11 y t;=1.62.

b.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.7

Hemos considerado los tiempos:
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-1,=0.36: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez,

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=0.84: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez,

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-13=1.36: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez,

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

-14=1.79: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez,

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-15=2.06: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez,

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-1,=2.79: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez,

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).
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Figura 7.98. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion X4=0.4767, para el

tiempo t;=1.62. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 0.4.
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Las formas de onda pueden verse en la Figura 7.99. El limite de deteccion para
esta frecuencia sigue siendo 1r=0.5%, alcanzado con todos los tiempos estudiados, salvo

con t;. La méxima amplitud de los picos se consigue en ts (véase la Figura 7.100).
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Figura 7.99. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 0.7 en

el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.36, ,=0.84, t;=1.36, t,=1.79, t:=2.06 y t;=2.79.
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Figura 7.100. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x=0.4767, para el

tiempo t=2.79. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 0.7.
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c.- Fuerza senoidal de frecuencia 1.3

-1,=0.19: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=0.69: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-13=1.19: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

-4=1.73: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-ts=1.46: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-1,=1.96: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

0.25

o
N

o
o
a

o
o

o
=}
a

Desplazamiento
=)

I
o
o
a

t=1.96

~0.25 I I I N I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Posicién

Figura 7.101. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 1.3 en

el punto X=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.19, t,=0.69, t;=1.19, t,=1.73, t:=1.46 y t;=1.96.

Véase la forma de la onda para estos tiempos en la Figura 7.101. Aqui se puede

detectar el defecto para todas las intensidades. En t, (Figura 7.102) y t4 se detectan
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perfectamente todos los defectos, mientras que en el resto de tiempos se detecta

correctamente hasta 1r=0.05%.
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Figura 7.102. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion X;=0.4767, para el

tiempo t,=0.69. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 1.3.
d.- Fuerza senoidal de frecuencia 3.14
Los tiempos en este caso son:

-1,=0.08: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=0.58: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-1;=1.07: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

-1,=1.35: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

286




CAPITULO 7. DETECCION DE DEFECTOS MEDIANTE VIBRACIONES LONGITUDINALES

-ts=1.56: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-t,=2.35: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).
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Figura 7.103. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 3.14

en el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.08, t,=0.58, t;=1.07, t,=1.35, ts=1.56 y t;=2.35.
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Figura 7.104. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x=0.4767, para el

tiempo ts=1.56. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 3.14.
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El primer tiempo es demasiado corto para poder detectar el defecto, ya que,
como podemos observar en la Figura 7.103, la onda apenas se ha propagado por la
barra. Para los restantes tiempos, sin embargo, la deteccion es muy buena. En ty, t3, t4 y
ts la deteccion es perfecta para todos los defectos, sin que aparezca apenas ruido. En tg
se detecta solo hasta Ir=1%, apareciendo bastante ruido al disminuir la intensidad. El
instante en que mejor se detecta el defecto es ts (Figura 7.104), momento en que se

alcanza un maximo en la fuerza en la posicion del defecto.

e.- Fuerza senoidal de 4.85

Los tiempos estudiados han sido:

-1,=0.05: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion Xx=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-1,=0.54: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-t3=1.06: Tiempo en que la fuerza alcanza, por primera vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

-14,=2.53: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0 (el extremo izquierdo de la barra).

-t;=2.61: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=0.49 (muy cerca del defecto).

-1,=2.70: Tiempo en que la fuerza alcanza, por segunda vez, su valor maximo en

la posicion x=1 (el extremo derecho de la barra).

A esta frecuencia en casi todos los instantes estudiados se pueden detectar todos
los defectos. Salvo en el primero, t;, que por ser demasiado pequefio, la vibracion
producida esta muy localizada en el extremo izquierdo (véase la Figura 7.105), para el
resto de tiempos se detecta la presencia del defecto para todas las intensidades. No
obstante, la mejor deteccion se produce cuando se alcanza un maximo en la fuerza cerca

de la posicion del defecto, en ts=2.61 (Figura 7.106).
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Figura 7.105. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle una fuerza senoidal de frecuencia 4.85

en el punto x=0. Tiempos de evaluacion: t,=0.05, t,=0.54, t;=1.06, t,=2.53, t;=2.61 y t,:=2.70.
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Figura 7.106. WC(X,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x=0.4767, para el

tiempo ts=2.61. Fuerza senoidal aplicada en x=0 de frecuencia 4.85 .
f.- Comparacion de entre las distintas fuerzas senoidales

Al estudiar los resultados obtenidos con cada frecuencia y compararlos entre si,

vemos que la situacion es algo mas compleja que cuando el defecto esta en la densidad.
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Al igual que ocurria al trabajar con vibraciones libres, la capacidad de deteccion del
defecto es mayor para defectos en la rigidez que para defectos en la densidad. Parece,
por tanto, indudable que un defecto en la rigidez afecta mas a las vibraciones
longitudinales que uno en la densidad. Al aumentar la frecuencia, aumenta la capacidad
de deteccion de la técnica, siendo posible la deteccion del defecto en la mayoria de los
tiempos e intensidades de defecto estudiadas. Hemos visto que, a diferencia de lo que
ocurre con el defecto en la densidad, ahora no hay un tipo de instante de tiempo unico
en el que sea mejor detectar el defecto. No obstante, en general, la deteccion es mejor

cuando se alcanza un maximo en la fuerza en la posicion del defecto.

De manera similar a las vibraciones libres, con las forzadas aparecen dos picos
en la funcion de deteccion WC muy proximos entre si, en lugar de uno solo. No

obstante, el pico mas alto corresponde a la posicion del defecto.

Al estudiar la relacion entre el valor del méximo de la funcion WC(x,2) y la
intensidad de defecto (Figura 7.107) vemos que no se mantiene la linealidad al pasar de
la intensidad de defecto Ir=15% a Ir=25%, salvo al trabajar con la fuerza senoidal de

frecuencia 0.4, lo que supone un cierto inconveniente a la hora de cuantificar la

intensidad del defecto (Nivel 3).

En cuanto al comportamiento de cada frecuencia, vemos que vuelve a cumplirse
el hecho de que a mayor frecuencia de la vibracion forzada senoidal, mayor amplitud de
los picos de la funcion WC(X,2) y, por tanto, mayor capacidad de deteccion. La
excepcion se presenta para la fuerza de 0.7, cuyos picos de la funcion WC(x,2) tienen
una amplitud mayor que para el resto de fuerzas, salvo la de 4.85, justo al contrario de
lo que ocurre para el defecto tipo densidad. Como ya hemos indicado, la proximidad de
esta frecuencia a la segunda frecuencia natural de la barra (0.75) hace que su
comportamiento sea similar a ella y tengamos un vientre de la fuerza cerca de la
posicion del defecto, aumentando la perturbaciéon que este produce, y por tanto, la

capacidad de deteccion.

En la Figura 7.108 podemos ver que la localizacion del defecto es posible en
todos los casos, salvo en los de intensidades muy bajas, como 0.01% para las fuerzas de
0.4 y 0.7. El pequefio error que algunas veces aparece se debe a la presencia de dos

picos muy proximos en lugar de uno.
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Figura 7.107. Valor maximo de la funcién WC(x,2) para vibraciones forzadas senoidales de diferente
frecuencia, en funcion de la intensidad del defecto (tipo rigidez). Las sefales de vibracion espaciales se

han evaluado en el tiempo en que proporcionan mejor deteccion.
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Figura 7.108. Localizacion del maximo de la funcién WC(x,2) representada en la Figura 7.107, en

funcion de la intensidad de defecto, comparada con la posicion real del defecto, X;=0.4767.
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Figura 7.109. Desplazamiento de la barra sin defecto al aplicarle un pulso gaussiano en el punto x=0.

Tiempos de evaluacion: t,=0.55, t,=1.07, t;=1.58 y t,=2.56.
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Figura 7.110. WC(X,2) del desplazamiento de la barra con un defecto en la posicion x=0.4767, para el

tiempo 1,=0.55. Fuerza tipo pulso gaussiano aplicada en X=0

-1,=0.55: Cuando el pulso llega por primera vez al defecto.
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-1,=1.07: Cuando el pulso alcanza por segunda vez el extremo derecho.
-13=1.58: Cuando el pulso llega por segunda vez al defecto.

-14=2.56: Cuando el pulso alcanza por segunda vez el extremo derecho
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Figura 7.111. WC(x,2) del desplazamiento de la barra con un defecto la posicion x,=0.4767, para el

tiempo t;=1.58. Fuerza tipo pulso gaussiano aplicada en X=0.

Ahora encontramos dos fendmenos interesantes que, en cierto modo, permiten la
deteccion del defecto. Por un lado encontramos que al llegar el pulso al defecto, lo
detectamos para todas las intensidades, tal y como puede verse en la Figura 7.110. Por
otro lado, en t3 y t4 aparecen picos en la posicion del defecto que indudablemente
indican su presencia y posicion, aunque con muchos otros picos parasitos a su derecha,
que incluso llegan a ser mas altos, aunque con distinta “apariencia” (véase la Figura
7.111). En ambos tiempos, puede llegar a detectarse hasta el defecto de intensidad

Ir=0.5%.
7.4.2.- Con sefiales temporales

La deteccion del defecto mediante senales temporales de vibraciones forzadas es

parecida a las vibraciones libres (Seccion 7.3.2). No se basa, como al trabajar con
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sefales espaciales, en detectar un pico justo en la posicidn que marca la presencia del
defecto, sino en encontrar las oscilaciones que marcan el instante temporal en que una
sefal procedente del defecto llega al punto de observacion, y que nos sirve para conocer
la distancia entre el defecto y dicho punto. Sin embargo, como se vera a continuacion,
aparecen algunas diferencias entre la forma de detectar el defecto con vibraciones

forzadas y libres, inherentes a la forma de generar las vibraciones.

El estudio lo llevaremos a cabo con las mismas fuerzas que en la seccion
anterior: una senoidal de frecuencia f,=0.4, 0.7, 1.3, 3.14 y 4.85, y un pulso gaussiano.
Asi mismo, las intensidades de defecto consideradas, tanto en el caso de defecto en la
densidad como en la rigidez, serdn también las mismas que en la seccidn anterior: 0.01,
0.05, 0.1, 0.5, 1, 5, 15 y 25%. Llamaremos W¢(t,j) a la TW de la respuesa temporal de
la barra con defecto, realizada a escala |, al aplicarle la fuerza (f, =0.4, 0.7, 1.3 ..., para

indicar fuerza senoidal a dicha frecuencia o f,=g para indicar pulso gausiano).

x 10

15F q

-15F N

-2 1 1 1 1
Tiempo

Figura 7.112. W,,(t,27) en x;=0.0033. Barra con 1d=25%.

La Figura 7.112 muestra W, 4%(t,27) para el punto de observacion xg=0.0033, en
la que se ve que aparecen tres grupos de oscilaciones: uno muy corto al principio, otro
para t=1, y un ultimo grupo que comienza en t=1.94. Cuando se estudié anteriormente,
la deteccion mediante sefiales temporales de vibraciones libres, se descubrié que se
producia una perturbacion en el defecto que se transmitia a lo largo de la barra. En este

caso, vemos que esto no es asi, ya que al trabajar con vibraciones forzadas, toda la barra
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no vibra desde el principio de una forma homogénea como en el caso de las vibraciones
libres, sino que lo hace conforme la onda generada por la fuerza aplicada se va
propagando por la barra. Por tanto, el primer grupo de oscilaciones que se produce en
t=0 se debe al paso de la onda recién creada por la fuerza aplicada. La llegada de la
onda al defecto produce que, dada la diferencia de densidad o rigidez, parte de ella se
refleje, y parte se transmita. Teniendo en cuenta los bajos valores en los cambios de
densidad o rigidez que estamos considerando, esta reflexion no es apreciable a simple
vista (ver Figura 7.113). Sin embargo en la transformada Wy4'(t,27) si se aprecia,
produciendo el grupo de oscilaciones que aparece en torno a t=1. El tercer grupo de
vibraciones corresponde a la llegada de la onda (la provocada por la aplicacion de la

fuerza) después de su reflexion en x=1, lo que explica su mayor amplitud.

0.8 T

Con defecto
— Sin defecto

0.6 4

0.2 4

Desplazamiento
|
o
N
T
Il

Tiempo

Figura 7.113. Comparacion del desplazamiento obtenido en X;=0.0033 al aplicar una fuerza senoidal de

frecuencia 0.4 a una barra sin defecto (linea continua) y a una barra con 10=25% (linea discontinua).

La Figura 7.114, que representa W,4'(t,27) para el punto de observacion
Xo=0.13, muestra una situacion mas compleja. En esa posicion aparecen cuatro grupos
de oscilaciones, con el segundo y tercer grupo muy cercanos entre si y con el primero y
el ultimo con una amplitud mucho mayor que los otros. Dados los tiempos a los que
aparecen el primer y ultimo grupo (t=0.123 y t=1.88), el primero corresponde al paso de
la onda incidente por Xo mientras que el ultimo se debe al paso de dicha onda tras su

reflexion en el extremo derecho de la barra. Al igual que en la Figura 7.112, el segundo
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grupo de oscilaciones (t=0.84) es debido a la reflexion en el defecto de parte de la onda
incidente, que denominaremos “perturbacion”, para seguir con la misma nomenclatura
que en la Seccion 7.3.2. Esta perturbacion se refleja en x=0 y vuelve a pasar por Xo,
originando el tercer grupo de oscilaciones (t=1.125). En X¢=0.0033, se superpone el
primer paso de la perturbacion con la reflexion de la misma, por lo que en la Figura

7.112 no es posible apreciar el paso de la perturbacion reflejada.
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Figura 7.114. W, 4(t,27) en X¢=0.13. Barra con 1d=25%.
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Figura 7.115. W 4%(t,27) en x;=0.33. Barra con 1d=25%.
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En la Figura 7.115 se muestra W0,4d(t,27) en Xo=0.33, apreciandose que ahora el
segundo y tercer grupo de oscilaciones (t=0.638 y t=1.308) estdn mds separados que en
la Figura 7.114, dado que la distancia entre punto de observacion y Xx=0 es ahora mucho

mayor.

Concluyendo, vemos que es posible detectar el defecto mediante la localizacion
de grupos de oscilaciones que no corresponden a ningin paso de la onda incidente. La
localizacién del defecto es algo mas complicada que cuando se trabaja con vibraciones
libres, ya que en este caso al tiempo de llegada de la perturbacion a X hay que restar el
tiempo que tarda la onda incidente en llegar al defecto, que en principio es desconocido,
para asi calcular la distancia entre el punto de observacion y el defecto. Es posible

obtener la posicion del defecto mediante la expresion:

ct+x,
Xdziz

(7.16)

donde X4 es la posicion del defecto, ¢ la velocidad de la onda longitudinal en la barra y t

el tiempo que tarda en llegar la perturbacion a Xo.

Sin embargo, cuando el defecto se encuentra entre Xx=0 y Xo, la situacioén no es la
misma, ya que la reflexion de la onda incidente en el defecto no va a llegar a Xo. En este
caso, la onda provocada por la fuerza aplicada se refleja en x=1, pasa de nuevo por el
defecto, y la reflexion que se produce en este nuevo paso, que se desplazard hacia la
derecha, es la “perturbacion” que se detectard en Xg. En la Figura 7.116 se muestra un
esquema de la propagacion de la onda y su deteccion cuando Xp se encuentra entre x=0 y

el defecto, y cuando se encuentra entre el defecto y x=1.

En la Figura 7.117 graficamos Wo_4d(t,27) para Xo=0.8, donde aparecen dos
grupos de oscilaciones de gran amplitud, que marcan el paso de la onda incidente antes
y después de su reflexion en x=1 (t=0.798 y t=1.213), y un tercer grupo de oscilaciones
(t=1.82) que indica la llegada de la perturbacion procedente del defecto después del

paso de la onda principal.
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Figura 7.116. a) Esquema de la propagacion de la onda incidente provocada por la aplicacion de la fuerza
en x=0, reflexion de parte de ella en el defecto y su deteccion en el punto de observacion (Xp) cuando este
se encuentra entre X=0 y el defecto. b) Esquema de la propagacion de la onda incidente, su reflexién en
x=1, reflexion de parte de ella en el defecto y su deteccion en el punto de observacion (Xg) cuando este se

encuentra entre el defecto y x=1.
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Figura 7.117: W,.4(t,27) en x;=0.8. Barra con 1d=25%.

Al igual que hicimos en la Seccion 7.3.2, para realizar el estudio de la deteccion
y cuantificaciéon del defecto con cada tipo de fuerza trabajaremos con una posicion
arbitraria Xo=0.13. Utilizaremos como parametro para la cuantificacion de la intensidad
del defecto el valor absoluto de la diferencia de amplitud entre el primer minimo y
maximo que indican el paso de la perturbacion por X, pardmetro que anteriormente

habiamos definido como AD.
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En cuanto a la escala, se puede trabajar a partir de 20, siendo posible la
deteccion de los defectos de mayor intensidad. En los ejemplos mostrados hasta ahora
en esta seccion se ha utilizado escala 27 porque era la que permitia obtener las figuras
de mayor claridad para 1d=25%. Sin embargo, al trabajar con cada fuerza se ha buscado
la escala que proporciona la mejor deteccion para todas las intensidades de defecto. En
general, parece que la escala 40 es la que mejores resultados proporciona en cuanto a la

sensibilidad de la deteccion.
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Figura 7.118. WOA4d(t,40) en Xg=0.13 para varias intensidades de defecto.

7.4.2.1.- Defecto tipo densidad

a.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.4

Como sabemos, la deteccion del defecto se realiza mediante la comprobacion de
la existencia de un grupo de oscilaciones en la TW que no corresponde al paso de la
onda provocada por la fuerza aplicada. Para Id altos estas oscilaciones seran visibles, sin
embargo, dada la gran amplitud de las oscilaciones correspondientes al paso de la onda
incidente, para Id bajos la perturbacion no sera apreciable a no ser que se disminuya la
escala de ordenadas. En la Figura 7.118 se muestra Wo.4'(t,40) en x¢=0.13 para las ocho
intensidades de defecto consideradas, cada una con su cambio de escala correspondiente
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en el eje de ordenadas. Se observa que hasta 1d=0.1% la presencia de la perturbacion
correspondiente al defecto es clara, mientras que para 1d=0.05% se puede llegar a intuir,
aunque se confunde bastante con el ruido de fondo y no se podria decir con claridad que

la barra tiene un defecto.

En cuanto a la cuantificacion del defecto, se puede observar en la Figura 7.119,
que, al igual que ocurria para vibraciones libres, el parametro AD es lineal respecto Id

para todas las intensidades de defecto, incluso en el caso de tener valores pequefos.

0¢
0

. . . .
5 10 15 20 25
1d(%)

Figura 7.119. Variacion de AD con Id para W, 4%(t,40).

b.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.7

Esta fuerza proporciona mejores resultados que la anterior, ya que es posible la
deteccion hasta 1d=0.05% sin ninguna complicacion (véase la Figura 7.120). La
variacion de AD con Id sigue siendo lineal, como se puede comprobar en la Figura

7.121.
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Figura 7.120. WOA7d(t,40) en X=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.121. Variacion de AD con Id para W, ,(t,40).

c.- Fuerza senoidal de frecuencia 1.3

Al trabajar con esta fuerza aparece una curvatura en Wl,gd(t,40) para la zona de
menor amplitud, la cual es inapreciable al trabajar con intensidades de defecto altas,

pero que para 1d<0.5% se hace patente (ver Figura 7.122). Hasta 1d=0.05% la deteccion
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es perfecta, mientras que para 10=0.01% se ven unos pequefios picos en los tiempos
correspondientes a la perturbacién que nos hacen dudar sobre si también es posible la
deteccién para esa Id, pero su baja amplitud y la curvatura de W, 3%(t,40), que los
enmascara ligeramente, hacen muy dificil la deteccion del defecto. La variacion de AD

con Id para W1_3d(t,40) se muestra en la Figura 7.123. La linealidad es muy alta.
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Figura 7.122. W, ;%(t,40) en x=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.123. Variacion de AD con Id para W 3%(t,40).
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d.- Fuerza senoidal de frecuencia 3.14

La ondulaciéon que aparece para amplitudes muy bajas se acentia, haciendo mas
dificil la deteccion a intensidad bajas. A diferencia de las tres fuerzas anteriores, ahora
se obtienen mejores resultados con escala 31, pues disminuye un poco esa ondulacion,
permitiendo una deteccion mas clara. En la Figura 7.124, el defecto se detecta hasta

1d=0.5%. AD sigue siendo lineal para todas las intensidades (véase la Figura 7.125).
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Figura 7.124. W5 1,'(t,31) en x¢=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.125. Variacion de AD con Id para W 14%(t,3 1).
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e.- Fuerza senoidal de frecuencia 4.85

Esta fuerza es la que peores resultados proporciona para Id bajas. La ondulacion
general de la TW es muy marcada y enmascara el paso de la perturbacion. Hemos
trabajado con escala 23, pues para escalas mayores el defecto con 1d=5% es
indetectable. El operar con una escala menor, se produce un aumento de la frecuencia de
las oscilaciones, que hace mas confusa la apreciacion del paso de la perturbacion.
Figura 7.126 se ve que solo se detecta hasta 1d=5%, y que para 1d=1% es casi imposible
distinguir el paso de la perturbacion. Esto produce que, como es ldgico, AD solo sea

lineal para los tres defectos que se pueden detectar (ver Figura 7.127).

Figura 7.126. W, 55'(t,23) en Xg=0.13 para varias Id.
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Figura 7.127. Variacion de AD con Id para W4,85d(t,23).
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f.- Pulso gaussiano

En la Figura 7.128 se puede ver que con ng(t,40) se detecta en todas las
intensidades, siendo la fuerza que mejores resultados proporciona. En la Figura 7.129 se

ve que AD es lineal con Id para todos los defectos.
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Figura 7.128. ng(t,40) en Xo=0.13 para todas las intensidades de defecto.
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Figura 7.129. Variacion de AD con Id para ng(t,40).
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g.- Comparacion entre las distintas fuerzas

Es evidente que con el pulso gaussiano se consiguen los mejores resultados, ya
que permite detectar todas las intensidades de defecto estudiadas. El hecho de que esta
fuerza produzca desplazamientos constantes a trozos en cada punto de la barra, hace que
cualquier reflexion en el defecto sea mas facilmente apreciable, tanto sobre la senal si el

defecto es muy grande, como con la TW si tiene una intensidad baja.

En cuanto a las fuerzas senoidales, con las frecuencias 0.7 y 1.3 se puede llegar a
valores mas bajos de Id, por lo es posible afirmar que ese rango de frecuencia es el mas
adecuando para la deteccion. Si usamos como criterio la amplitud de AD para decir cual
de estas dos fuerzas es la mejor, esta seria la de 1.3, en la que se obtiene el doble de
amplitud. Después de estas dos se encontraria la de 0.4, la de 3.14, y, por ultimo, la de

4.85, que es con bastante diferencia la peor para la deteccion del defecto.

7.4.4.2.- Defecto tipo rigidez

a.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.4

Al hallar Wo4%(t,50) para todas las Ir (Figura 7.130), encontramos que la
perturbacion se distingue en todos los casos, aunque para 1r<0.5% aparecen unos
pequefios picos antes de la llegada de la perturbacion que pueden hacer dudar sobre cual
es el tiempo de llegada, o, para el caso de Ir=0.01%, hacer dudar acerca de la presencia
de un defecto, pues el ruido de fondo empieza a ser del orden de las oscilaciones de la

perturbacion. Debido a esto, el limite de la deteccion lo pondremos en 1r=0.5%.

La variacion de AD con Ir no es tan buena como en el caso de la densidad. En la
Figura 7.131 se ve que en lineas generales hay una correlacion lineal entre AD e Ir,

aunque peor que en el caso de la densidad.
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Figura 7.131. Variacion de AD con Ir para W0.4d(t,50).

b.- Fuerza senoidal de frecuencia 0.7

Con W0.7d(t,50) (Figura 7.132) tenemos una situacion parecida a la anterior,
aunque en este caso para Ir=0.05% es mas claro el paso de la perturbacion, por lo que el

limite de la deteccidn se encontraria en 1r=0.05%. Para 1r=0.01%, aunque se aprecia la
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perturbacion, apenas destaca sobre el ruido de fondo. La variacion de AD con Ir (Figura

7.133) sigue sin tener una linealidad perfecta, aunque la desviacion es pequefia.
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Figura 7.132. WOA7d(t,50) en X;=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.133. Variacion de AD con Ir para W0,7d(t,50).

c.- Fuerza senoidal de frecuencia 1.3

Hasta 1r=0.05% la deteccion con W,3%(t,38) es posible sin ningin tipo de

problema (ver Figura 7.134). En 1r=0.01% hay unos pequefios picos en el tiempo de
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paso de la perturbacion, pero que destacan poco debido a la curvatura de W 3%(t,38), por

lo que no lo consideramos como detectable. Al igual que con el defecto en la densidad,

empieza a aparecer una curvatura en W;3%(t,38) cuando esta tiene poca amplitud,

aunque no tanto como para enmascarar la presencia del defecto, excepto en 1r=0.01%.

La variacion de AD con Ir (Figura 7.135) sigue comportdndose de la misma forma que

con las fuerzas anteriores.
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Figura 7.134. W1A3d(t,38) en X;=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.135. Variacion de AD con Ir para W1.3d(t,38).
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d.- Fuerza senoidal de frecuencia 3.14

Al igual que con el defecto en la densidad, con esta frecuencia la deteccion
empeora con respecto a las anteriores, siendo posible la deteccion solo hasta 1r=0.5%
(Figuras 7.136 y 7.137), debido, como en el caso de la densidad, al aumento de la
curvatura en la zona de amplitud baja. Al igual que con el defecto en la densidad, es
necesario trabajar con escala 31, ya que para escalas superiores la ondulacion se acentia

demasiado.
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Figura 7.136. W3_14d(t,3 1) en X=0.13 para varias intensidades de defecto.
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Figura 7.137. Variacion de AD con Ir para W5 ,(t,31).
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e.- Fuerza senoidal de frecuencia 4.85

Para esta frecuencia la curvatura de la TW es muy pronunciada, por lo que la
deteccion es mas dificil (véase la Figura 7.138). La deteccion para Ir=25% y 15% es
bastante clara, pero para Ir=5% es algo confusa, ya que se aprecia el paso de la
perturbacion como un cambio en la forma y tipo de las oscilaciones de alta frecuencia
que aparecen con esta TW. Para Ir=1% no se distingue el paso de la perturbacion. La
variacion de AD con Ir (Figura 7.139) es aproximadamente lineal para las tres

intensidades de defecto mas altas, las Unicas para las que se detecta el defecto.
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Figura 7.139. Variacion de AD con Ir para W4,85d(t,31).
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f.- Pulso gaussiano

Igual que para la densidad, esta fuerza es la mejor para la deteccion. En la Figura
7.140 se muestra ng(t,SO), que proporciona una deteccion del paso de la perturbacion
muy clara y precisa. En cambio, AD (Figura 7.141) sigue sin ser exactamente lineal, por
lo que parece mas un problema relacionado con el tipo de defecto y no con el tipo de

fuerza.
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g.- Comparacion entre las distintas fuerzas

La aplicacion del pulso gaussiano a la barra permite que con ng(t,SO) sea
posible la deteccion de todos los defectos considerados, por lo que es superior al resto
de las fuerzas. Entre las fuerzas senoidales, las de frecuencia 0.7 y 1.3 son las que
detectan el defecto para Ir més bajos, seguidas de las de 0.4 y 3.14 , y por ultimo la de
frecuencia 4.85. Si se utiliza la amplitud de AD como criterio para afinar esa

ordenacion, esta seria de la siguiente forma: 0.7, 1.3, 3.14, 0.4 y 4.85.

7.5.- Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha investigado la utilizacion de la TW para la deteccion de
defectos en una barra a partir de sus vibraciones longitudinales. El estudio se ha
dividido en dos partes, segtin el tipo de vibraciones consideradas: en la primera se ha
trabajado con vibraciones libres, generadas mediante la imposiciéon como condiciones
iniciales de los ocho primeros modos de vibracion, y en la segunda con vibraciones
forzadas, producidas por la aplicacion de una fuerza en un extremo. Y, dentro de cada
parte se ha estudiado la deteccion a partir de la TW tanto de las sefiales espaciales como
de las temporales. En todos los casos ha sido posible la deteccion del defecto, variando
unicamente la intensidad de defecto minima requerida. En los siguientes apartados se

resumen los resultados obtenidos al utilizar cada tipo de vibracion y de sefial.

7.5.1.- Resultados para las vibraciones libres

7.5.1.1.- TW de las sefiales espaciales

La primera parte del estudio ha consistido en determinar que funcion base y qué
escala de la TW es la mas adecuada para llevar a cabo nuestro propodsito. La influencia
de la funcion base no parece demasiado significativa, pudiéndose utilizar varias de ellas
sin que aparezcan diferencias importantes entre ellas, pero el estudio indica que la que
mejores resultados globales proporciona es la funcion base Symmlet 4, por lo que es la
que hemos utilizado. En cuanto a la escala, los mejores resultados se han obtenido con

escalas 2 y 4, comprobandose que, en general, cuanto menor es la escala mas clara es la
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deteccion y la amplitud de los picos, salvo a escala 1, en las que aparece mucho ruido de

fondo.

Una vez determinadas la funcidn base y la escala a utilizar, se ha investigado la
capacidad de deteccion de la TW segun el orden del modo utilizado y del tipo de
defecto. Para el defecto en la densidad, se han podido detectar intensidades de defecto
del 0.01%, encontrandose que hay dos factores que determinan la capacidad de

deteccion de cada modo, que son:
- El orden del modo. A mayor orden mejor deteccion.

- La posicion del defecto en relacion a los vientres y nodos del
desplazamiento. La proximidad a un vientre produce una mejor deteccion,

mientras que la cercania a un nodo la dificulta bastante.

Para el defecto en la rigidez, se han detectado también intensidades de defecto
del 0.01%, y se ha descubierto que en la deteccion intervienen también el orden del
modo y la posicion del defecto, pero ahora en relacion a los vientres y nodos del
esfuerzo. Asi pues, tenemos que los factores que determinan la capacidad de deteccion

con el defecto en la rigidez son:
- El orden del modo. A mayor orden mejor deteccion.

- La posicion del defecto en relacion a los vientres y nodos del esfuerzo. La
proximidad a un vientre produce una mejor deteccion, mientras que la

cercania a un nodo la dificulta bastante.

Asi mismo, se ha estudiado la deteccion cuando el defecto se encuentra situado
muy cerca de un extremo, lo cual dificulta algo la deteccion pero no la impide, y a la
deteccion de dos defectos cercanos entre si. En este ultimo caso se ha descubierto que
parece que influye la posicion en la barra de dichos defectos en su deteccion, como era
de esperar después de los resultados obtenidos al estudiar el orden del modo. Se ha
podido discriminar entre ellos hasta una distancia de separacion de 0.014, la menor que

permite el modelo en red utilizado.
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7.5.1.2.- TW de las sefiales temporales

Al estudiar la TW de la variacion temporal del desplazamiento en distintos
puntos de la barra se ha encontrado que, al trabajar con la funciéon base Reverse-
biorthogonal-6.8 y escalas 20 o 32 dependiendo del modo de vibracion, aparecen
oscilaciones que indican la llegada de una perturbacion procedente del defecto, la cual
puede reflejarse en los extremos y pasar de nuevo por el punto de observacion. Este
hecho nos permite la deteccion del defecto y, dado que conocemos la velocidad de onda
en la barra, localizarlo. Asi mismo, hemos descubierto que la amplitud de las
oscilaciones esta relacionada linealmente con la intensidad del defecto, lo que nos
permite cuantificarlo también. De esta manera se detectan defectos en la densidad de

hasta el 0.05% de intensidad, y de hasta el 0.01% cuando el defecto es en la rigidez.

7.5.2.- Resultados para las vibraciones forzadas

En el estudio realizado con vibraciones forzadas se ha simulado la aplicacion de
fuerzas armonicas de frecuencia 0.4, 0.7, 1.3, 3.14 y 4.85 y de una fuerza tipo pulso
gaussiano, para obtener resultados en funcion del tipo de fuerza aplicada y, en el caso de

las armonicas, de su frecuencia.

7.5.2.1.- TW de las sefiales espaciales

Hemos estudiado la TW de las sefales espaciales en varios instantes de tiempo,
encontrando que, en el caso de la fuerza armonica, la deteccion mejoraba al aumentar la
frecuencia de la fuerza. Entre los instantes de tiempo considerados, en general la mejor
deteccion se ha realizado, al trabajar con el defecto en la densidad, cuando se alcanza un
maximo en el desplazamiento en la posicion del defecto, mientras que con el defecto en
la rigidez esto ocurre al alcanzarse un maximo en la fuerza. Por tanto, las caracteristicas
de la deteccion con las vibraciones forzadas son muy similares a las de la deteccion con
vibraciones libres. En cuanto al pulso gaussiano, la deteccion ha sido Unicamente
posible para el instante de tiempo en el que el pulso llega a la posicion del defecto,
posiblemente debido al caracter abrupto de las vibraciones producidas por esta fuerza,

lo que representa un serio inconveniente.
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7.5.2.2.- TW de las sefiales temporales

Al realizar la TW de la variacion temporal del desplazamiento en varios puntos,
encontramos oscilaciones que marcan la llegada de la fuerza a dicho punto, tanto el
primer paso de la fuerza como los siguientes debido a la reflexion en los extremos. Con
una amplitud menor, aparecen otras oscilaciones que corresponden a reflexiones de la
fuerza en el defecto que no se pueden apreciar directamente en el desplazamiento,
oscilaciones que permiten de nuevo la deteccion del defecto y su localizacion, asi como
su cuantificacion debido a la relacion lineal que se ha encontrado entre la amplitud de
estas oscilaciones y la intensidad de defecto. A diferencia de lo que sucede al trabajar
con vibraciones libres, en este caso las oscilaciones provenientes del defecto no

aparecen solo a una escala concreta, sino que se observan en un amplio rango de ellas.

En este caso la aplicacion del pulso gaussiano produce los mejores resultados,
pudiéndose detectar hasta una intensidad de defecto del 0.01% tanto con el defecto en la
densidad como en la rigidez. Entre las fuerzas senoidales, las de frecuencias
intermedias, f=0.7 y 1.3, son las que mejor detectan el defecto, tanto en la densidad
como en la rigidez, lo que sin duda es un resultado curioso que no estd en consonancia

con lo encontrado anteriormente y que habria que intentar explicar de forma tedrica.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS DE
TRABAJO FUTURO

Aunque en cada capitulo de resultados se ha incluido un apartado de
conclusiones, en este capitulo presentamos un resumen general de los resultados
obtenidos y de las conclusiones alcanzadas, asi como las perspectivas de trabajo futuro

que se tienen en vista de estos resultados.

8.1.- Conclusiones

Como se expuso en el Capitulo 1, los objetivos de esta Memoria se pueden
agrupar en dos. En primer lugar, estudiar la aplicabilidad del MSR a la simulacion
numérica de fendmenos ondulatorios y vibratorios, en concreto al proceso fisico de
vibraciones longitudinales y transversales en barras, como un primer paso para su
posterior aplicacion a estructuras o sistemas fisicos mas complejos, y comprobar la
validez de los resultados obtenidos. En segundo lugar, estudiar la capacidad de la TW
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para detectar defectos en una barra dafiada a partir de sus vibraciones longitudinales,

simuladas con el MSR, tanto con sefiales espaciales como temporales.

El primer objetivo se ha cumplido satisfactoriamente. En los Capitulos 5y 6 se
han desarrollado los modelos en red necesarios para la simulacion con el MSR de las
vibraciones en la barra, y se han validado dichos modelos para varios tipos de barra,
estudiandose ademas la validez de los resultados obtenidos, tanto para vibraciones libres
como forzadas. Y, dentro de estas, se ha comprobado el efecto segun el tipo y las
caracteristicas de la fuerza aplicada y de la forma de la vibracién producida. En general,
se puede afirmar que, al igual que sucede con otros métodos numéricos, los resultados
obtenidos son muy satisfactorios, siempre y cuando la variable que se quiera estudiar no
sufra cambios muy bruscos de valor o varie con una frecuencia muy alta con relacién a
las frecuencias naturales de la barra. Particularmente, en el caso de la aplicacién de una
fuerza tipo pulso, en las vibraciones longitudinales se producen funciones escalon en el
desplazamiento y el esfuerzo, lo que provoca oscilaciones de Gibbs en la simulacion, lo
que da lugar a que no se obtengan resultados exactos. Este es, sin embargo, un caso muy
extremo, ya que en los Capitulos 5y 6 se han simulado satisfactoriamente casos con
ciertas exigencias, como la aplicacion de las condiciones iniciales del octavo modo de
vibracion en vibraciones longitudinales, o la aplicacion de fuerzas armoénicas de
frecuencia relativamente elevada, tanto en las vibraciones longitudinales como

transversales.

El segundo objetivo, la deteccion de defectos con la TW a partir de datos de
vibraciones longitudinales, se ha cumplido con creces. En el Capitulo 7 se ha expuesto
el estudio realizado con dos procesos fisicos diferentes, vibraciones libres y forzadas, y,
dentro de cada una de éstas, se han utilizado dos tipos de sefiales: espaciales (medidas a
lo largo de la barra en un tiempo fijo) y temporales (medidas en una posicién de la barra

a lo largo del tiempo).

Al estudiar las sefiales espaciales de vibraciones libres, se ha encontrado que hay
dos factores que influyen considerablemente en la deteccion del defecto. El primero es
el orden del modo utilizado al imponer las condiciones iniciales, de forma que a mayor
orden la deteccion es mejor, lo cual es algo ya conocido en la bibliografia. El segundo,

es la posicion del defecto en funcion del orden del modo y del tipo de defecto, ya que se
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ha descubierto que un defecto en la densidad se detecta mejor cuando se encuentra cerca
de un vientre del modo del desplazamiento, y que su deteccidn es muy dificil cuando se
encuentra cerca de un nodo, mientras que si el defecto es en la rigidez, la deteccion es
mejor cuando se encuentra cerca de un vientre del esfuerzo, que coincide con un nodo
del desplazamiento, mientras que la deteccion es mas dificil si se encuentra cerca de un
nodo del esfuerzo. Este hecho nos permite afirmar que no seria aconsejable la
utilizacion de un Unico modo de vibracidn, sino que para asegurar una mejor deteccién
es mas adecuado realizar el estudio al menos dos veces con dos modos de vibracion
distintos, preferiblemente uno par y el otro impar. Ademas, el distinto comportamiento
segun el tipo de defecto que se tenga en funcion del modo permite su identificacion de

una manera sencilla.

Al analizar las sefiales temporales de vibraciones libres hemos encontrado un
hecho novedoso y muy interesante, que es la presencia en la TW de perturbaciones
procedentes del defecto, perturbaciones que, conocida la velocidad de propagacion de la
onda en el medio, permiten detectar, localizar e incluso cuantificar el defecto (hasta
Nivel 3) a partir de medidas tomadas en una Unica posicion de la barra. Esto es algo
totalmente inédito en la bibliografia, ya que, en general, los estudios sobre TW en
sefiales temporales se realizan mediante vibraciones forzadas provocadas por la
aplicacion de un pulso. A través de la investigacion realizada hemos descubierto que la
relacion entre la deteccion con sefiales temporales y orden del modo es la misma que
con sefiales espaciales, de modo que, en general, a mayor orden del modo mejor
deteccion, y si el defecto es en la densidad, la deteccion es mejor cuando el defecto se
encuentra cerca de un vientre del desplazamiento y peor cuando se encuentra cerca de
un nodo, mientras que si el defecto es en la rigidez hay que tener en cuenta los vientres

y nodos del esfuerzo.

En cuanto a la utilizacion de las vibraciones forzadas, la revision bibliografica
muestra que, en general, los pocos estudios realizados han tratado sobre la aplicacion de
la TW a sefiales temporales provocadas por la aplicacion de un pulso a la barra, sin
estudiar el comportamiento de las sefiales espaciales ni la utilizacién de otro tipo de
fuerzas, como las armonicas. En esta Memoria se ha visto cdmo la deteccion de defectos
a partir de sefiales espaciales de vibraciones forzadas es igualmente posible,

encontrandose que, en general, la deteccion mejora al aumentar la frecuencia de la
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fuerza armonica utilizada y cuando se consideran instantes de tiempo en los que el
méaximo del desplazamiento coincide con la posicion del pulso. En el caso en que se
utilicen fuerzas tipo pulso gaussiano, sin embargo, la deteccion se restringe a los

instantes de tiempo en los que el pulso llega a la posicion del defecto.

Al estudiar las sefiales temporales hemos encontrado un hecho similar al de las
vibraciones libres, ya que en la TW aparecen perturbaciones procedentes de la reflexion
de la fuerza aplicada en el defecto, reflexién que no es apreciable mediante la simple
observacion de la sefial temporal. Estas perturbaciones estdn enmascaradas por el hecho
de que la TW detecta también los instantes de tiempo en los que se producen los
distintos pasos de la fuerza por el punto de medicién, pero mediante un cambio de
escala en el eje de ordenadas son facilmente identificables y distinguibles en la mayoria
de los casos. Asi, tanto al trabajar con fuerzas arménicas como tipo pulso gaussiano se
ha podido detectar, localizar y cuantificar el defecto de forma adecuada.

Hay que destacar que en el estudio llevado a cabo se han llegado a detectar
intensidades de defecto del 0.01%, lo cual muestra lo increiblemente sensible que puede
llegar a ser esta técnica. Es cierto que los datos utilizados son procedentes de
simulaciones y sin la presencia de ruido, pero es evidente que el potencial de la TW

para la deteccién de dafio es enorme.

8.2.- Perspectivas de trabajo futuro

En cuanto a las perspectivas de trabajo futuro, esta Memoria deja abiertas varias
lineas de investigacion. El paso inmediato seria extender la investigacion sobre
deteccion de defectos para vibraciones transversales, y estudiar de qué forma se
comporta la TW. En principio, la deteccion mediante sefiales espaciales debe ser muy
similar a la realizada en esta Memoria, pero al utilizar sefiales temporales aparecera el
problema de que las vibraciones transversales de una barra son dispersivas, por lo que
cada frecuencia de vibracion se propagara a una velocidad distinta. Por tanto, la
deteccion de defectos mediante sefiales temporales al utilizar vibraciones transversales
requerira de una metodologia algo distinta a la usada en esta Memoria y que habra que

desarrollar.
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Otras posibles lineas de investigacion son:

La extension de este estudio a dos dimensiones, a membranas y placas, con

sus problemas especificos debido al trabajo en una dimensién mas.

La adicion de ruido a la sefial de vibracion, tanto blanco como coloreado,
que seguramente dificultara la deteccion y obligara al uso de mas técnicas de

tratamiento de la sefial para poder neutralizar su efecto.

La incorporacién de nuevos tipos de defectos, como un defecto en la rigidez
y en la densidad al mismo tiempo, una fractura que se abra y se cierre segun
el desplazamiento en ella o defectos caracteristicos de ciertos materiales,

como puede ser una delaminacién en un material compuesto.
El estudio de la deteccidn en una barra con varios tipos de defecto en ella.

La comprobacion de los resultados de este estudio (o de los resultantes de las
anteriores lineas de investigacion) mediante la realizacion de experimentos
sobre barras o placas con defectos controlados. Este puede ser el paso mas
importante, ya que permitiria, por un lado, conocer los problemas préacticos
que pueden aparecer con esta técnica, y por otro su aplicacion a problemas

reales que tienen una gran importancia econémica o social.
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