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Maŕıa del Carmen

Montes Gijón

Programa de



Universidad de Granada

Modelización e inferencia sobre procesos de recuento

con intensidad estocástica:
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4.20. Aplicación 2. P-valor para el test de bondad de ajuste sobre las
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temperaturas máximas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.23. Aplicación 2. Evaluación de si la nueva trayectoria pertenece al

proceso original de temperaturas máximas para Zaragoza y Orense.128
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Introducción

Un fenómeno en el que un suceso ocurre repetidas veces en el tiempo o el

espacio se modeliza matemáticamente, atendiendo a las ocurrencias, según

un proceso puntual. Sin embargo, pueden tomarse distintas perspectivas en

el estudio de este tipo de fenómenos. Al margen de que el ser humano siempre

ha estado interesado en observar ocurrencias y contarlas, como catástrofes

naturales (inundaciones, terremotos,...), estrellas, etc., los oŕıgenes de la ac-

tual teoŕıa de procesos puntuales no son fáciles de determinar.

De todas las piezas que hoy conforman la teoŕıa de los procesos puntuales,

la más antigua es la asociada al estudio de los intervalos entre ocurrencias, es

decir, la teoŕıa de procesos de renovación. El estudio del tiempo entre fallos

de un sistema se desarrolló durante los años 30 del siglo XX y alcanzó su

estado de madurez gracias a William Feller (1906-1970) y otros durante la

Segunda Guerra Mundial. Las tres áreas de aplicación más significativas son

la teoŕıa de colas, la teoŕıa actuarial y la teoŕıa de fiabilidad.

El otro acercamiento básico y clásico a los procesos puntuales es el re-

cuento del número de sucesos, puntos u ocurrencias, en intervalos o regiones

de un espacio dando lugar a la denominación de proceso de recuento. En este

ámbito, la teoŕıa de probabilidad de distribuciones discretas juega un papel

primordial. El punto de partida de este punto de vista de un proceso puntual

XIII



XIV Modelización e inferencia sobre procesos de recuento

es el texto que Siméon Denis Poisson (1781–1840) publicó en 1837 [97], el

hallazgo de la distribución de Poisson como el ĺımite de una binominal. Las

primeras discusiones de problemas de recuento se deben a Seidel, 1876 [110]

y a Abbe, 1879 [2], que trataron las ocurrencias de tormentas y el número de

células sangúıneas en áreas cuadradas de un hemocitómetro, respectivamen-

te, y parece que de forma independiente con respecto al trabajo de Poisson.

Más tarde, Erlang, 1909 [48] obtuvo la distribución de Poisson para el núme-

ro de llamadas entrantes en una centralita telefónica. En 1910, Bateman [11]

utilizó las matemáticas para expresar el problema de Rutherford y Geiger

de recuento de part́ıculas como una familia de ecuaciones diferenciales cuya

solución eran las probabilidades de una distribución de Poisson. Estas ecua-

ciones representan un proceso de nacimiento puro en la teoŕıa de procesos

de nacimiento y muerte, teoŕıa que se desarrolló notablemente en las dos

siguientes décadas. Igualmente ocurrió con los procesos de ramificación. La

conexión entre los procesos de nacimiento y muerte y los de ramificación con

los procesos puntuales o de recuento comenzó a ser importante a partir de

los años 40. El proceso de recuento más básico seŕıa el proceso de Poisson y

sigue considerándose la base sobre la que construir otros más complejos.

En muchos problemas de ecoloǵıa, astronomı́a, etc., a menudo se observa

que la dispersión de los puntos es mayor que en una distribución de Poisson.

Estudiando estad́ısticas de accidentes, Greenwood, 1920 [61] obtuvo un mo-

delo al que denominaron distribución de Poisson mixta en la que el parámetro

de la distribución de Poisson se consideraba una variable aleatoria.

Durante la Segunda Guerra Mundial y sobre todo después, se dió un desa-

rrollo espectacular en la teoŕıa y aplicaciones de los procesos estocásticos y,

en concreto, de los que nos ocupan. Se promovió un interés creciente por apli-

car las matemáticas más rigurosas a procesos puntuales y su utilización en
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aplicaciones. Moyal, 1962 [88], en el contexto de problemas f́ısicos y ecológi-

cos, fue el que por primera vez construyó la matemática necesaria para los

procesos puntuales en un espacio de estados general, clarificando las relacio-

nes entre distribuciones finito-dimensionales y funcionales caracteŕısticos y

de probabilidad.

Paralelamente, el art́ıculo de Cox, 1955 [40] conteńıa el origen de mu-

chas cuestiones relevantes para los procesos puntuales y se discut́ıan varios

modelos diferentes incluyendo el importante proceso de Poisson doblemente

estocástico, hoy más conocido como proceso de Cox tomando su nombre.

Este nuevo proceso englobaba a todos los anteriores como casos particulares.

Su novedad clave era la naturaleza estocástica de su intensidad ya que era a

su vez un proceso (de ah́ı la denominación de doblemente estocástico). Es-

te hecho confiere al proceso puntual un importante grado de flexibilidad. A

partir de este trabajo y especialmente en los años 70, se suscitó un creciente

interés por el uso de procesos puntuales en ingenieŕıa de comunicaciones y

medicina (detección de señales, impulsos nerviosos, reconstrucción de imáge-

nes, etc.). En particular, se empieza a focalizar ese interés en la modelización

y predicción de estos procesos.

En el último cuarto del siglo XX se han desarrollado o consolidado cam-

pos como análisis de supervivencia, procesos puntuales espaciales, procesos

puntuales en el espacio-tiempo, y procesos puntuales marcados. Es más, la

conexión entre procesos puntuales e historiales de sucesos, observados como

sucesos recurrentes o bien con la estructura de datos de recuento de panel, se

está estrechando cada vez más. La introducción de Aalen et al., 2008 [1] expli-

ca magistralmente la relación entre procesos puntuales, de recuento, analisis

de supervivencia y análisis de historiales de sucesos.
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El recuento de terremotos estudiado por Ogata, 1998 [92] o Gospodinov y

Pavlova, 2001 [58] es el ejemplo por excelencia con el que se suele ilustrar la

aplicación del proceso de Cox a datos reales. Desde entonces, muchos autores

han estudiado el proceso de Cox desde distintos puntos de vista como se

verá poco a poco a lo largo de esta memoria. Sin embargo hay que destacar

Snyder y Miller, 1991 [117] como texto fundamental y completo para estudiar

la evolución del proceso de Poisson hasta el proceso de Cox pasando por el

proceso de Poisson compuesto, trasladado, filtrado, etc.

La estimación del proceso de Cox la han estudiado también muchos otros

autores, pero habitualmente asumiendo una cierta estructura de su intensi-

dad. Para el propósito de esta memoria, interesa especialmente el texto de

Bouzas, 2011 [28]. En él, usando la perspectiva de Snyder y Miller, se anali-

zan generalizaciones del proceso de Cox, pero lo más novedoso es el uso de la

potente técnica de análisis funcional en componentes principales para realizar

estimaciones y predicciones espećıficamente pensadas para este proceso. Más

adelante, Bouzas y Ruiz-Fuentes, 2015 [31] hace un repaso de la inferencia

llevada a cabo con esta técnica hasta ese momento tanto para el proceso de

Cox como para el proceso de Cox compuesto. Lo interesante de esta ĺınea

de inferencia, es el hecho de poder realizarse a partir de datos observados

del proceso de recuento sin presunciones sobre la estructura de su proceso

intensidad, lo cual es habitualmente más realista que la imposición de un

modelo prefijado.

Este repaso al origen y evolución de los procesos puntuales o de recuento

aporta varias ideas generales interesantes. La más simple es el hecho de que

realmente, la teoŕıa de procesos de recuento no despegó como tal hasta los

años 70 del siglo pasado, es decir, hace unos 50 años aproximadamente. Es

también importante subrayar la necesidad continua de generalización de los
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procesos puntuales para acoger la mayor cantidad posible de casos reales y

modelizarlos lo más fielmente que sea factible. En este sentido, es crucial la

aportación de la doble aleatoriedad que incluye el proceso de Cox. Y por

último, como es evidente y tal como ocurre en cualquier campo dentro de la

estad́ıstica y la probabilidad, es imprescindible hacer inferencia sobre estos

procesos.

Después de lo expuesto, parece claro el interés de los procesos de recuento

doblemente estocásticos. Esta memoria de doctorado se adentra en el estudio

de este tipo de procesos comenzando por el proceso de Cox. A pesar de que

este proceso está ya bastante estudiado, el hecho de que las expresiones de

sus estad́ısticos sean muy complicadas excepto para algunos casos concretos,

aún plantea muchas incógnitas y áreas de estudio. Sin embargo, alguna de

sus propiedades pueden resultar restrictivas para conjuntos de datos reales

complejos. Por ello, otro propósito más es generalizar el proceso de Cox re-

lajando alguna de esas propiedades. La primera, mediante la inclusión de

marcas para cada suceso, dando lugar al proceso de Cox compuesto, y la se-

gunda, añadiendo la posiblidad de dependencia del pasado, surgiendo aśı los

procesos auto-excitados.

Más concretamente, en el Caṕıtulo 1, Proceso de Cox, se define este pro-

ceso doblemente estocástico según la perspectiva clásica reflejada en Snyder

y Miller, 1991 [117]. Según esta definición, el proceso queda caracterizado

mediante el proceso intensidad. Sin embargo, se recuerda también su posi-

ble definición mediante el proceso media que tendrá un papel fundamental

tanto para su estimación como su predicción. Esto significa que proponien-

do distintos procesos intensidad o media, se construyen diferentes casos de

un proceso de Cox. En aras de la búsqueda de generalizaciones que se ha

comentado, se propone un nuevo caso para el proceso intensidad, el que se
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ha denominado como proceso tipo fase. Éste será un proceso basado en una

distribución tipo fase cuyos parámetros son a su vez aleatorios. El proceso

de Cox con esta intensidad resulta especialmente flexible y por tanto intere-

sante para la modelización de procesos de recuento reales. Esta contribución

ha sido publicada en Bouzas et al., 2019 [33].

A continuación se presentan los estad́ısticos de recuento y de tiempo de un

proceso de Cox. Puesto que todos ellos están caracterizados por el proceso

intensidad o el proceso media, es clara la importancia de la estimación y

predicción de cualquiera de ellos para hacer inferencia sobre los primeros. Este

es el primer motivo por el que se repasa la inferencia de ambos, intensidad

y media, usando análisis de componentes principales. Una segunda razón es

que, a su vez, esto nos permite construir un contraste de bondad de ajuste

para un proceso de Cox.

La pregunta clásica que surge continuamente en estad́ıstica de si unos

datos siguen o no una determinada distribución se traduce en este marco

de trabajo de la siguiente manera. Habiendo observado una trayectoria de

un proceso de recuento, ¿se ajusta a un cierto proceso de Cox propuesto?

Bouzas et al., 2010b [26] ya formuló un contraste inspirado en el problema

de calibración de un contador de part́ıculas emitidas por isótopos radiactivos.

En este caso, los datos estudiados son datos reales de los que se desconoce su

estructura estocástica. En este caṕıtulo de la memoria, se aporta un contraste

análogo pero para aquellos casos de proceso de Cox con proceso intensidad

conocido. Este nuevo caso de contraste de bondad de ajuste se ha presentado

en Ruiz-Fuentes et al. ERCIM 2016, [106].

En el Caṕıtulo 2, Proceso de Cox compuesto, se estudia la generalización

del proceso de Cox añadiendo marcas a sus ocurrencias. Cada marca es una

variable aleatoria que puede tener diferentes significados como el lugar en
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el espacio en el que se da esa ocurrencia, la procedencia de la misma, su

tamaño, etc. Claramente, la casúıstica es interminable, por lo que estamos

antes un proceso que puede modelizar una gran cantidad de realidades distin-

tas y peculiares. Una interpretación especialmente interesante es el número

de puntos que están ocurriendo en ese instante. De esta forma, se permite

la ocurrencia simultánea de sucesos o puntos y por lo tanto se relaja la pro-

piedad de regularidad. Como el t́ıtulo del caṕıtulo indica, este es el conocido

como proceso de Cox compuesto.

Suele ser habitual que, por diferentes causas, interese estudiar algunas

de las ocurrencias en lugar de todas ellas. En otras palabras, puede que in-

terese estudiar solo las ocurrencias que comparten un cierto tipo de marca

espećıfica (pertenecen a una zona, tienen un cierto tamaño, etc.). En esta

memoria, gracias a los teoremas de representación, se recogen los estad́ısti-

cos de recuento para estos procesos y su estimación. Asimismo, se aportan

expresiones cerradas de sus estad́ısticos de tiempo y sus correspondientes

estimaciones que han sido publicadas en Bouzas et al., 2019 [33].

Por último, los contrastes de bondad de ajuste para el PC se han extendi-

do al PC compuesto tanto para el caso de proceso intensidad conocido como

desconocido. Estos tests se han presentado en Ruiz Fuentes et al., ERCIM

2016, [106].

El Caṕıtulo 3, Proceso auto-excitado, pretende generalizar el proceso de

Cox desde otra perspectiva, introduciendo la posibilidad de que el proceso

dependa de su pasado. Es decir, cada nueva ocurrencia, podŕıa depender del

número de ocurrencias anteriores, de los tiempos de ocurrencia de alguna o

todas ellas, etc. No es nuevo el estudio de este proceso, véase por ejemplo

el proceso de Hawkes como modelo relacionado y en cierto modo predecesor

del auto-excitado más general. Sin embargo, es curioso cómo hoy en d́ıa con-
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curren las dos siguientes circunstancias. A pesar de que están aumentando

notablemente las publicaciones sobre procesos autoexcitados, suelen restrin-

girse a casos cuya intensidad sea combinación lineal de variables aleatorias o

similares y, por otra parte, suelen ser procesos espaciales. Lo primero, sin du-

da, es una restricción muy fuerte, y lo segundo, a priori puede parecer general

pero no tiene por qué serlo. Siguiendo la ĺınea de los anteriores caṕıtulos, en

esta memoria no se presupone una estructura o distribución prefijada para

la intensidad, sino que se estima a partir de los datos observados del proceso

de recuento.

Partiendo nuevamente de la definición de proceso auto-excitado de Snyder

y Miller, 1991 [117] y gracias a una sugerencia en ese libro, se proporcionan

expresiones expĺıcitas de varios estad́ısticos básicos de recuento y se repasan

los de tiempo. Surge de forma natural un especial interés por la intensidad

condicionada al recuento por ser un proceso que caracteriza a los estad́ısti-

cos. Como consecuencia, la estimación de esta intensidad condicionada al re-

cuento resulta no solo interesante en śı misma, sino fundamental para hacer

infererencia sobre los estad́ısticos del proceso auto-excitado. En esta memo-

ria, se construye un estimador puntual para la intensidad condicionada al

recuento y, a partir de ella, se obtienen estimaciones para la función masa

de probabilidad y la media de proceso, aśı como para la media del proceso

intensidad.

Con respecto al Caṕıtulo 4, Simulaciones y Aplicaciones, ha de hacerse

alguna salvedad. Es imprescindible ilustrar cada aportación de la memoria

con ejemplos de simulación, aplicaciones o ambos y por supuesto probar el

buen funcionamiento de los contrastes propuestos. Dado que para un mismo

ejemplo de proceso de recuento se pueden aplicar muchas de las distintas

contribuciones, a fin de recoger la aplicación de varias de ellas para cada uno
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de los ejemplos de procesos escogidos y presentarlo como un todo, se han

incluido todas las simulaciones y aplicaciones en este caṕıtulo.

En una primera sección se simulan varios casos de proceso de Cox com-

puesto y se muestra la estimación del proceso media, la moda y la probabili-

dad de tener un nuevo suceso en un intervalo prefijado. La precisión de todas

las estimaciones se evalúa para probar su fiabilidad obteniéndose errores de

estimación muy pequeños. Los ejemplos están escogidos cuidadosamente para

ilustrar que el proceso de Cox compuesto puede modelizar muy diversos tipos

de procesos de recuento como el proceso de Cox con supresiones, el formado

por procesos de Poisson simultáneos o proceso de Cox tiempo-espacio. En el

último caso se añade también la particularidad de que el proceso intensidad

es un proceso tipo fase.

Debe apuntarse también que no se simula un proceso de Cox puesto que

este es caso particular del de Cox y, por otra parte, como se verá más adelante

un proceso de Cox compuesto con marcas espećıficas en un subconjunto del

espacio de marcas es un proceso de Cox. Por tanto, se evita la redundancia

en cuanto a simulaciones y su uso en la aplicación de los resultados.

El contraste de bondad de ajuste para un proceso de Cox compuesto

propuesto en el Caṕıtulo 2, generalización del propuesto para un proceso de

Cox en el Caṕıtulo 1 es evaluado para demostrar su eficacia. En este punto

de la memoria, se simulan varios ejemplos de procesos y se les contamina de

diversas maneras antes de aplicarles el contraste. Se comprueba que en un

alto porcentaje de veces el test detecta cuándo la trayectoria observada no

sigue el modelo propuesto y, por tanto, queda probada la eficacia del test.

Los resultados teóricos de esta memoria han sido utilizados para respon-

der a cuestiones planteadas por conjuntos de datos reales. No es fácil encon-

trar datos adecuados o trabajar con ellos, pero se han podido estudiar datos
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de puntos de cambio de tendencia en cotizaciones bursátiles y datos extremos

en temperaturas. Estos ejemplos dan una idea de posibles aplicaciones del

trabajo realizado en esta memoria.

Finalmente, se simulan procesos auto-excitados con varias intensidades

incluyendo el caso del proceso tipo fase. Aplicando los resultados del Caṕıtu-

lo 3, se estiman su intensidad condicionada al recuento, la función masa de

probabilidad, la media y la media de la intensidad. Es de destacar que la ma-

yor dificultad en el cálculo de estas estimaciones es la resolución de integrales

dobles que se encadenan. Se ha utilizado integración numérica para resolver

esos problemas de cálculo.

A la luz de este último caṕıtulo, se puede concluir que se ha dado un paso

más en el estudio de procesos de recuento doblemente estocásticos obteniendo

resultados teóricos para la estimación de estad́ısticos de estos procesos y se

han propuesto contrastes de bondad de ajuste para los mismos, comprobando

su precisión y su posible aplicación a fenómenos reales. Las contribuciones

comentadas se han publicado o presentado en congresos internacionales según

se explica detallamente en el Caṕıtulo Objetivos y en el desarrollo de los

contenidos de esta memoria de doctorado.
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Operativa FQM-245) financiado por la Consejeŕıa de Educación, Cien-
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lado, sin hacer más ruido que un quedo ronroneo , sin pedir nada, solo dando
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Objetivos

Los objetivos de esta memoria de doctorado se han ido apuntando de

forma impĺıcita en la Introducción, ahora se expondrán expĺıcitamente. El

objetivo genérico es el estudio de procesos de recuento doblemente estocásti-

cos partiendo del de Cox, tanto en su componente descriptiva (estudio de

sus estad́ısticos) como en cuanto a su inferencia (estimación y contraste de

hipótesis) desde la perspectiva clásica de Snyder y Miller (1991) [117].

Por supuesto, no en todos los procesos abordados se ha podido llegar

al mismo nivel de profundización; ya sea porque en algún momento se ha

atendido a las necesidades que surǵıan a partir del trabajo con datos reales,

como por la complejidad encontrada.

En cada caṕıtulo se estudia un proceso de recuento doblemente estocástico

y en el desarrollo de su presentación se incluyen las aportaciones originales

en el punto apropiado. A continuación, resaltamos y detallamos los objetivos

espećıficos caṕıtulo a caṕıtulo de forma sistemática.

Caṕıtulo 1. Proceso de Cox

Estudiar el proceso de Cox y

1. definir el proceso tipo fase para proponer su uso como proceso intensi-

dad del de Cox (Bouzas et al., 2019 [33]) y
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2. construir un contraste de bondad de ajuste para un proceso de Cox con

proceso intensidad conocido (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2016 [106]).

Caṕıtulo 2. Proceso de Cox compuesto

Estudiar el proceso de Cox compuesto y

1. aportar expresiones cerradas para los estad́ısticos de tiempo (Montes-

Gijón et al., ERCIM 2016 [87]; Bouzas et al., 2019 [33]),

2. desarrollar estimaciones para los estad́ısticos de tiempo incluyendo una

proposición que resuelve el problema que surge al estimar la proba-

bilidad de la ocurrencia de un nuevo suceso en un cierto intervalo de

tiempo (Bouzas et al., 2019 [33]) y

3. construir contrastes de bondad de ajuste para un proceso de Cox com-

puesto con proceso intensidad conocido o desconocido (Ruiz-Fuentes et

al., ERCIM 2016 [106]).

Caṕıtulo 3. Proceso auto-excitado

Estudiar el proceso auto-excitado y

1. obtener expresiones expĺıcitas de estad́ısticos de recuento,

2. construir un estimador puntual para la intensidad condicionada al re-

cuento,

3. conseguir estimadores para estad́ısticos de recuento y del proceso in-

tensidad.

Los resultados que prueban la consecución de estos objetivos se presentaron

en (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2014 [105]).
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Caṕıtulo 4. Simulaciones y Aplicaciones

Simular procesos de Cox, compuestos y autoexcitados con distintas inten-

sidades y aplicar los resultados de la memoria tanto a las simulaciones como

a datos reales. Concretando detalles, los objetivos se pueden enumerar de la

siguiente manera,

1. simular procesos de Cox con intensidades diferentes y añadir un espacio

de marcas para conseguir un proceso de Cox compuesto, de ah́ı, extraer

procesos con marcas espećıficas (Bouzas et al., ERCIM 2014 [30]).

2. simular un proceso tipo fase y luego usarlo como proceso intensidad de

uno de recuento, en particular, de un proceso de Cox compuesto o un

auto-excitado (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2013 [104]),

3. aplicar las estimaciones presentadas en la memoria a los procesos ante-

riores (estimación del proceso media, moda, probabilidad de una nueva

ocurrencia) probando su precisión (Montes-Gijón et al., ERCIM 2016

[87]),

4. aplicar el test de bondad de ajuste para intensidad conocida o desco-

nocida y, en el segundo caso (contribución de esta memoria), probar su

buen comportamiento (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2016, [106]),

5. aplicar todo lo anterior a ejemplos de datos reales: puntos de cambio

de tendencia en cotizaciones bursátiles (Ruiz-Fuentes et al., CMS 2011

[103]) y datos extremos en temperaturas (Ruiz-Fuentes et al., CEB

2017 [107], Bouzas et al., 2019 [33]),

6. simular procesos auto-excitados con diferentes intensidades y distintas

formas de dependencia (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2014 [105]),
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7. aplicar las estimaciones desarrolladas en la memoria a los procesos auto-

excitados simulados (estimación de la intensidad condicionada al re-

cuento, de la media y de la media de la intensidad) (Ruiz-Fuentes et

al., ERCIM 2014 [105]).

Con la consecución de estos objetivos espećıficos, como se verá a lo largo

de la memoria y se resumirá en las conclusiones, se cree alcanzado el propósi-

to inicial de profundizar en el estudio teórico de los procesos de recuento

doblemente estocásticos y en su inferencia, aśı como su aplicación a datos

reales.



Caṕıtulo 1

Proceso de Cox

Existen muchas razones para generalizar los procesos de Poisson, pero si

hubiera que escoger una, quizá la más relevante es la de poder contemplar la

posible dependencia de la ocurrencia de los sucesos de un proceso puntual, de

otro proceso externo. Es por ello que, en este caṕıtulo se desarrolla en estudio

de un proceso de Poisson en el que se ha aleatorizado su intensidad a partir

de un proceso tal que las trayectorias del proceso intensidad resultante no

son conocidas dado solo el proceso puntual. Habitualmente, se formaliza esa

influencia modelizándola a través de la intensidad del proceso puntual, sin

embargo, como veremos más adelante esto puede hacerse también de otras

formas. El proceso puntual resultante de dicha aleatorización, es un proceso

de Poisson condicionado, dado el proceso intensidad, y se denomina Proceso

de Poisson doblemente estocástico.

El proceso de Poisson doblemente estocástico o también llamado proceso

de Cox, debido a que fue David R. Cox, 1955 [40] quien primero dedicó un

estudio en profundidad a este tipo de procesos. Como ya se ha comentado,

este proceso es una generalización del proceso de Poisson, con la singularidad

de que su intensidad de ocurrencia depende de un proceso externo, siendo por

1
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tanto dicha intensidad, un proceso estocástico también. El proceso externo

del cual depende el proceso intensidad recibe el nombre de proceso informa-

ción, conocido éste, el proceso puntual es un proceso de Poisson, por lo que

el proceso de Cox también se conoce como proceso de Poisson condiciona-

do. La naturaleza estocástica de su intensidad, hace que el proceso de Cox

sea más realista y flexible en la modelización de fenómenos puntuales reales.

Además, este nuevo concepto de doble aleatoriedad del proceso constituye

un gran cambio en los procesos puntuales, particularmente en los de Poisson.

Volviendo al proceso de Poisson, base del desarrollo del proceso de Cox,

encontramos que el estudio más amplio y detallado tanto del proceso de Pois-

son como sus generalizaciones entre las que se encuentra el proceso compuesto

o filtrado, fue publicado por Snyder y Miller, 1975 [116] y en la segunda edi-

ción de Snyder y Miller, 1991 [117, pág. 344]. Ya en su último caṕıtulo se

presenta el proceso de Cox y alguna de sus generalizaciones de modo resu-

mido. Si bien el proceso de Cox es fácil de definir a partir del proceso de

Poisson, a menudo las expresiones expĺıcitas de sus estad́ısticos son intra-

tables como los propios Snyder y Miller, 1991 [117] reconocen. Aunque sin

duda, el principal problema que presenta el estudio de los procesos de Cox, es

la estimación del proceso intensidad. Son muchos los métodos que abordan

este problema computacional utilizando desde cadenas de Markov, Análisis

de Componentes Principales, regresiones poissonianas, hasta incluso nuevos

métodos que surgen como el REX de Hutchison, 2013 [68]. Quizá sea esta

dificultad el principal motivo por el que los trabajos de investigación dedica-

dos a estos procesos suelen ser muy restrictivos en cuanto a sus objetivos y

sus ejemplos de simulación, de hecho las últimas aportaciones en la literatura

estad́ıstica acerca de ese último tipo de procesos, son escasas y con informa-

ción muy dispersa. Es por todo ello, por lo que se considera el proceso de
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Cox interesante tanto para su estudio como para el perfeccionamiento de su

inferencia.

1.1. Definición

A la hora de desarrollar el estudio del proceso de Cox, basaremos éste en

la definición formal que hicieron Snyder y Miller, 1991 [117].

Sea {x(t) : t ≥ t0} un proceso continuo a la izquierda, que representa

al proceso externo influyente en la intensidad de ocurrencia de los puntos

del proceso de recuento {N(t) : t ≥ t0}, el proceso de Poisson doblemente

estocástico o proceso de Cox, en adelante PC, se define como sigue:

Definición 1.1.1 Un proceso de recuento {N(t) : t ≥ t0} es un PC con

proceso intensidad {λ(t, x(t)) : t ≥ t0} si para casi toda trayectoria del proceso

información {x(t) : t ≥ t0}, N(·) es un proceso de Poisson con función

intensidad {λ(t, x(t)) : t ≥ t0}.

En otras palabras:

El proceso de recuento {N(t) : t ≥ t0} es un PC con proceso intensidad

{λ(t, x(t)) : t ≥ t0}, si condicionado a {x(t) : t ≥ t0} es un proceso de

Poisson con función de intensidad {λ(t, x(t)) : t ≥ t0}.

Esta definición no es la única que se puede encontrar en la literatura,

Serfozo, 1972 [112] define el PC basándose en la media del proceso. Concre-

tamente, lo define como un proceso de Poisson cuya media es un proceso

estocástico. La definición es la siguiente:



4 Modelización e inferencia sobre procesos de recuento

Definición 1.1.2 Sea {Λ(t) : t ≥ t0} un proceso estocástico no decreciente,

real valuado y continuo a la derecha, definido en el espacio de probabilidad

(Ω, F, P ) con Λ(0) = 0 c.s. Sea G el menor σ-álgebra en Ω donde cada Λ(t)

sea medible. El proceso que toma valores enteros no negativos {N(t) : t ≥ t0}

definido en el mismo espacio de probabilidad, se denomina proceso de Poisson

doblemente estocástico, PC, con media Λ(t) si N(t) es un proceso de Poisson

con función media Λ(t) condicionado a G. Es decir, si Λ(0) = 0 c.s. y dados

t0 < t1 < ... < tr y n1, ..., nr se tiene

P [Nt1 −N0 ≤ n1, . . . , Ntr −Ntr−1 ≤ nr/G] =∏r
i=1 P [Ntk −Ntk−1

≤ nk/G] c.s. para todo t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tr y n =

0, 1, 2, ...

P [Nt −Ns ≤ n/G] =
1

n!
(Λt − Λs)

nexp[−(Λt − Λs)] c.s.

donde Nti = N(ti).

Ambas deficiones del PC, tienen puntos de vista distintos, mientras que

en la definición de Snyder y Miller, 1991 [117] se define el PC a partir de

su condicionamiento al proceso información y a través de la intensidad, en

la que realiza Serfozo, 1972 [112] se define en base a la media del proceso.

Ambas perspectivas pueden ser muy útiles tanto en el estudio del PC como

en su caracterización, y por ello a lo largo de esta memoria haremos uso de

ambas indistintamente.

A partir de las definiciones se observa que en el caso particular en el que

la intensidad del proceso, λ(t), es una función determinista del tiempo, el PC

queda reducido a un proceso de Poisson no homogéneo, o proceso de Poisson

general, sin olvidar que la diferencia con el proceso de Poisson homogéneo es

que en este último su intensidad es constante.
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Manteniendo la doble aleatoriedad, el PC más simple que se puede en-

contrar, es aquel en el que el proceso externo, el proceso información {x(t) :

t ≥ t0}, es un conjunto finito de variables aleatorias independientes del tiem-

po. Un ejemplo sencillo de la aplicación de estos PC, es la representación de

procesos de Poisson superpuestos donde el número de procesos superpuestos

cambia aleatoriamente sin ocurrencias simultáneas.

De modo más formal, se suponen k procesos de Poisson independientes

con intensidades {λ1, ...λk}, cada uno de ellos interviniendo en un cierto

instante o no, según el proceso estocástico {ξ(t) = (ξ1(t), ..., ξk(t)) : t ≥ 0},

donde ξi(t) = 1 o 0 dependiendo si el i-ésimo proceso de Poisson interviene

o no. Entonces el número de sucesos que ocurren en el intervalo (0, t] es un

PC con intensidad λ(t) =
∑k

i=1 λiξi(t).

Al igual que ocurre con el proceso de Poisson, también existen genera-

lizaciones del PC, como es el caso del proceso de Cox compuesto que es la

extensión natural del proceso de Poisson compuesto, donde la intensidad es

un proceso estocástico influenciado por el proceso información. Este proce-

so es un proceso puntual marcado verificando que el proceso puntual es de

Poisson y que las marcas de ocurrencia son variables aleatorias idénticamen-

te distribuidas e independientes del proceso de Poisson. El proceso de Cox

compuesto se suele utilizar a la hora de modelizar fenómenos reales como el

registro de terremotos, en este caso las distintas magnitudes de los séısmos

seŕıan las marcas del proceso.

Otra generalización del PC, y en este caso una extensión natural del

proceso de Cox compuesto, vendŕıa dada al incrementar la dimensión del do-

minio del proceso puntual, surgiendo aśı el proceso de Cox multidimensional

o multichannel. Este proceso es un PC definido sobre un dominio espacio

temporal, donde el dominio espacial consiste en regiones discretas sobre las
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que se observa un PC temporal, mientras las localizaciones espaciales dentro

de las regiones son ignoradas.

El proceso puntual en el cual los puntos tienen ambas coordenadas, tanto

la espacial como la temporal, puede verse como un proceso marcado en el

tiempo, con marcas continuas que indican la posición espacial de un punto.

Este caso particular de proceso se denomina proceso de Cox espacio-temporal.

Otra generalización más del PC es el Proceso de Cox filtrado que es aquel

proceso que se puede modelizar como respuesta a los procesos marcados.

Algunas de estas generalizaciones del PC se desarrollarán con más detalle a

lo largo de esta memoria.

Como ya se ha apuntado con anterioridad y como se verá especialmente al

tratar la inferencia del PC, el objetivo de esta memoria es obtener resultados

aplicables a cualquier PC, tanto en este caṕıtulo, como para los diversos

procesos tratados en los caṕıtulos posteriores. A parte dichos resultados, se

pretende que sean alcanzados sin apenas realizar ninguna asunción acerca

de su estrucutra estocástica ni de su proceso intensidad, ni de ningún otro

proceso, sino a partir de la observación de trayectorias muestrales de dichos

procesos. Por esta razón no se han descrito los modelos concretos de las

generalizaciones del PC, tan solo han sido comentadas. En esta memoria, los

modelos con ciertas intensidades o medias con modelos particulares solo nos

interesarán para desarrollar los ejemplos o para realizar las simulaciones que

ilustrarán los cálculos de los métodos o resultados obtenidos.

En este punto, se hará una excepción con la presentación de un modelo

en el siguiente apartado. Esta particularidad se debe a que es una propuesta

de esta memoria y que jugará un papel significativo como caso de simulación

más adelante. El modelo propuesto es el PC cuya intensidad es un proceso

tipo fase.
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PC con intensidad proceso tipo fase

Para el desarrollo de este modelo particular de PC, hemos introducido

brevemente las distribuciones tipo fase. Las distribuciones tipo fase, tienen

su origen más lejano en Erlang, 1909 [48], para posteriormente ser introduci-

das por Neuts, 1975 [89] y más tarde descritas con detalle en Neuts, 1981 [90].

Este tipo de distribuciones han sido utilizadas en diversos campos del cono-

cimiento como teoŕıa de colas, supervivencia y fiabilidad (Asmussen, 2003

[8], Dayar, 2005 [44], Bladt, 2005 [15], Fackrell, 2008 [50], Reineck, 2012 [98],

He, 2014 [66], Tank, 2015 [121], Ruiz-Castro, 2016a [101], Ruiz-Castro, 2016b

[102]).

Las distribuciones tipo fase son distribuciones definidas en la semirecta

real positiva y que tienen dos caracteŕısticas muy importantes, su generalidad

y su tratabilidad. Esta clase de distribuciones son una generalización de la

distribución exponencial que cuentan con estructura matricial, por este mo-

tivo los estad́ısticos asociados a ellas se pueden obtener mediante algoritmos

implementados computacionalmente. Como casos particulares de las distri-

buciones tipo fase se pueden nombrar la distribución Erlang, la distribución

Coxian y la distribución hiperexponencial entre otras.

Sin embargo, aún hay más, ya que cualquier distribución discreta no-

negativa con soporte finito es una tipo fase (Neuts, 1975 [89]). Incluso, esta

clase de distribuciones es densa en las distribuciones de probabilidad no-

negativas continuas. Por ello, dada una distribución no-negativa siempre hay

una distribución tipo fase que se aproxima a ella tanto como se desee. Para

un estudio en profundidad de las propiedades de las distribuciones tipo y

fase, y más concretamente de sus propiedades de aproximación se pueden

consultar en Neuts, 1975 [89], Shi, 1996 [113] y Asmussen, 2003 [8].

Si recordamos, la intensidad de un proceso de Cox, y en general de cual-
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quier proceso de recuento, es no-negativa, por tanto vistas las propiedades de

las distribuciones tipo fase, resultan ser candidatas perfectas para modelizar-

la. De hecho, es muy habitual encontrar trabajos en los que proponen como

modelo de la intensidad de algún proceso de recuento, tanto distribuciones

exponenciales como combinaciones lineales de ellas que son más que casos

particulares de distribuciones tipo fase. Algunos ejemplos de esto se pueden

encontrar en Hawkes, 1971 [65], Møller, 2004 [86], Ogata, 2006 [93], Bau-

wens, 2009 [12], Asha, 2010 [9], Russell [109], Lewis, 2012 [79], Chen, 2013

[36], Lefebvre, 2015 [77], Bieniek, 2017 [14], Sepehrifar, 2017 [111], Signh,

2018 [115]. Sin embargo, la intensidad de un PC no es una simple variable

aleatoria, que seŕıa el caso más simple, sino que en realidad es un proceso

estocástico. Por esta razón, en esta memoria se propone tomar como mo-

delo para el proceso intensidad una distribución tipo fase en la que se han

aleatorizado los parámetros, surgiendo aśı un nuevo proceso estocástico al

que denominaremos proceso tipo fase. Y aśı, de esta manera, conseguimos un

proceso de recuento doblemente estocástico, en este caso un PC, muy general

y flexible.

En los próximos caṕıtulos también se usará este modelo de intensidad

para los procesos de recuento tratados en ellos.

Con el fin de dejar establecida la notación que se utilizará a lo largo de

esta memoria, se definen a continuación de modo formal las distribuciones

tipo fase.

Lo más habitual es encontrar en la literatura la definición de distribución

tipo fase ligada a las cadenas de Markov, del siguiente modo

Una distribución tipo fase es la distribución del tiempo de absorción de una

cadena de Markov finita de dimensión p+ 1, donde un estado es absorbente

y los p restantes son transitorios, como puede verse en Neuts, 1975 [89].
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Independientemente de este punto de vista, una distribución tipo fase

viene dada por un vector fila π de dimensión p y una matriz T de dimensión

p × p. A este par formado por (π,T ) se le denomina representación de la

distribución tipo fase.

El vector π se suele interpretar como un vector de probabilidad inicial,

que recoge la probabilidad de pasar de un estado a otro, mientras que la

matriz T puede verse como la probabilidad de transición en un paso entre

los estados transitorios de la cadena de Markov para el caso discreto y como

el generador infinitesimal entre los estados transitorios en el caso continuo,

o simplemente como una matriz de subintensidades.

En base a esto, la definición formal de la distribución tipo fase es la

siguiente.

Definición 1.1.3 Una variable aleatoria X se distribuye según una distribu-

ción tipo fase y se denota como X  PH(π,T ) si su función de distribución

viene dada por

F (t) = P [X ≤ t] = 1− πeTte ≡ 1− π

(
∞∑
n=0

(T t)n

n!

)
e, t ≥ 0 (1.1)

donde e es el vector columna unitario; π = (π1, π2, ..., πp)1×p es el vector de

probabilidades iniciales, πi = P [X0 = i] para i = 1, ..., p, tal que

p∑
i=1

πi = 1 y

P [X0 = p+1] = 0; T ∈Mp(R) es una matriz de subintensidades, verificando

que los elementos de su diagonal son negativos: ∀i = 1, . . . , p, Tii < 0, todos

los elementos fuera de la diagonal son no negativos: ∀i, j = 1, . . . , p, i 6=

j, Tij ≥ 0, la suma de los elementos de sus filas es no positiva: ∀i, j =

1, . . . , p,

p∑
j=1

Tij ≤ 0 y que T es invertible.

Para una representación (π,T ) dada la definición 1.1.3, la función de-

finida en la ecuación (1.1) es una función de distribución y su función de
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densidad está dada por

f(t) =
dF (t)

dt
= πeT tT 0, t ≥ 0, (1.2)

donde T 0 = −Te.

No es objetivo de esta memoria hacer un estudio exhaustivo de las dis-

tribuciones tipo fase, por lo que en este punto recordaremos solamente los

momentos de estas distribuciones para obtener la media y la varianza, ya que

estas son las medidas que se necesitarán en los ejemplos de simulación.

El momento de orden n de la variable aleatoria X ; PH(π,T ) es

µn = E[Xn] = n!π(−T )−ne (1.3)

Una de las ventajas que tienen las distribuciones tipo fase en su uso en

modelos estocásticos, es que el momento de orden n tiene expresión matricial.

A partir de la ecuación (1.3) se obtienen de modo inmediato las expresiones

de la media y la varianza, siendo estas las siguientes.

E[X] = −πT−1e (1.4)

y

V ar(X) = 2πT−2e− (πT−1e)2 (1.5)

Hasta aqúı se ha recogido la información básica de una distribución ti-

po fase, pero ha de recordarse que en esta memoria se propone el proceso

tipo fase como modelo de intensidad, por lo que a continuación se define

formalmente.
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Definición 1.1.4 Un proceso tipo fase es un proceso estocástico con re-

presentación (π,T ), donde

1. π = (π1, π2, ..., πp)1×p y T = (Tij)p×p

2. siendo los parámetros π y/o T variables aleatorias.

3. para cada realización de la variable aleatoria, su distribución es una

distribución tipo fase.

El último término de la definición impone sobre las variables π y T las

propiedades y restricciones de las variables tipo fase que se describieron an-

teriormente en esta sección. Definido el proceso tipo fase, es fácil observar

que si se utiliza como modelo de intensidad se obtiene un proceso intensidad

muy general, sin necesidad de restricciones y a la vez muy flexible, por lo

que se tiene un proceso doblemente estocástico muy general a su vez. Este

nuevo proceso no solo puede utilizarse con el PC, sino que puede modelizar la

intensidad de cualquier proceso de recuento de cualquier campo de estudio,

por lo que se convierte en una herramienta de gran interés y utilidad.

Para una mejor ilustración, veamos un ejemplo de un PC con distribución

tipo fase. La intensidad del proceso tiene la representación que aparece en la

ecuación (1.6) y en la figura (1.1) se puede ver una trayectoria muestral.

(π,T (β1, β2, β3)) donde (1.6)

π = (0.2, 0.4, 0.4) y T (β1, β2, β3) =


−1/β1 0 0

0 −1/β2 0

0 0 −1/β3


con β1  B(10, 0.8) + 1, β2  B(20, 0.5) + 1 y β3  B(1, 0.5) + 1.

Este ejemplo puede ampliarse, e incluso reinterpretarse, como se verá en

el caṕıtulo 4 de esta memoria dedicado a simulaciones.
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Figura 1.1: Trayectoria muestral de la intensidad como un proceso tipo fase.

1.2. Estad́ısticos de recuento

Una vez que ya se ha definido el PC, en esta sección se pasa a formalizar

las expresiones de diversas caracteŕısticas asociadas a dicho proceso y de las

cuales se obtienen varias medidas y momentos.

Sea {N(t) : t ≥ t0} un PC con proceso intensidad {λ(t, x(t)) : t ≥

t0}, donde {x(t) : t ≥ t0} es el proceso información. Los estad́ısticos de

recuento interés de N(t) incluyen varios momentos, aśı como la función masa

de probabilidad.

Entre los distintos métodos existentes a la hora de determinar dichos

estad́ısticos, cabe destacar el método de condicionamiento desarrollado en

Snyder y Miller, 1991 [117], y que está basado en que dado el proceso de

información, {N(t) : t ≥ t0} es un proceso de Poisson condicionado.



M. Carmen Montes Gijón 13

1.2.1. Función masa de probabilidad

En primer lugar veamos la conocida función masa de probabilidad, que

no es más que la probabilidad de que el número de puntos del proceso que

ocurren en el intervalo [t0, t) sea n y se define como

P [N(t) = n] = E {P [N(t) = n/x(σ) : t0 ≤ σ < t]} =

E

{
1

n!

(∫ t

t0

λ(σ, x(σ))dσ

)n
exp

(
−
∫ t

t0

λ(σ, x(σ))dσ

)}
(1.7)

para n = 0, 1, 2, . . .

Aunque a partir del condicionamiento al proceso información se llega de

un modo expĺıcito a la expresión de la función masa de probabilidad, el hecho

de encontrar una expresión para un caso concreto no es inmediato, sino que

lo habitual es que sea muy dif́ıcil o incluso imposible de determinar completa-

mente. Uno de los pocos ejemplos en los que se puede llegar a una expresión

para su cálculo se encuentra en Snyder y Miller, 1991 [117, pág. 344] donde

toman un proceso de Poisson a escala aleatoria, y obtienen una expresión de

la función masa de probabilidad, también pueden encontarse más ejemplos

en Jiménez, 1991 [70], Bouzas, 1999 [18] y Bouzas et al. 2006a [21] en el

que se desarrollan los estad́ısticos de recuento de un PC con intensidad un

proceso de banda estrecha.

A la hora de abordar la función masa de probabilidad, podemos encon-

trarnos con que no se tiene conocimiento de la intensidad del PC, pero si

de su media dado el proceso información, por lo que seŕıa interesante su

desarrollo desde este punto de vista.

Sea Λ(t, x(t)) la función paramétrica del proceso de Poisson condiciona-

do, siempre que Λ(t, x(t)) sea absolutamente continua, lo que supone una

débil restricción; en ese caso Λ(t, x(t)) =
∫ t
t0
λ(σ, x(σ))dσ es la media del PC.
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Dada esta relación, la función paramétrica es también un proceso influencia-

do por el proceso información, luego, puede reescribirse la función masa de

probabilidad como

P [N(t) = n] =
1

n!
E
{

Λ(t, x(t))ne−Λ(t,x(t))
}

=
1

n!
G
n)
Λ(t,x(t))(−1) (1.8)

donde GΛ(t,x(t)) es la función generatriz de momentos de Λ(t, x(t)).

Esta nueva expresión de la función masa de probabilidad basada en la

media Λ(t, x(t)) del proceso N(t), pone de manifiesto el interés que esta

memoria dedica a la definición de Serfozo, 1972 [112], en la que se basa su

caracterización.

1.2.2. Función caracteŕıstica

Al igual que cualquier proceso estocástico el PC se caracteriza a partir

de su función caracteŕıstica. Para definirla, se utiliza de nuevo el método de

condicionamiento de Snyder y Miller, 1991 [117], obteniéndose que la función

caracteŕıstica de un PC N(t) con proceso de información {x(t); t ≥ t0}, se

define como

MN(t)(iu) = E

{
exp

[
(eiu − 1)

∫ t

t0

λ(σ, x(σ))dσ

]}
(1.9)

A parte de la expresión dada, la función caracteŕıstica de un PC también

puede escribirse en función de la media del proceso o función paramétrica

Λ(t, x(t)), del siguiente modo:

MN(t)(iu) = E
{
exp

[
(eiu − 1)Λ(t, x(t))

]}
= Mλ(e

iu − 1) (1.10)

Aunque se tengan estas dos expresiones de la función caracteŕıstica, de forma

similar a lo que ocurŕıa con la función masa de probabilidad, su evaluación
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no siempre es posible. Resulta fácil observar que a partir de ella resulta que

E[N(t)] = E[Λ(t, x(t))] y V ar[N(t)] = V ar[λ(t, x(t))] + E[λ(t, x(t))]

(1.11)

y por tanto queda demostrado algo asumido hasta ahora debido a la asocia-

ción del PC con el proceso de Poisson. Esto es, que condicionado al proceso

información, Λ es la media del PC.

Para el caso concreto en el que la intensidad del PC λ(t, x(t)) sea gaus-

siana, se puede encontrar en Valderrama et al., 1995 [122] una expresión

evaluable para la función caracteŕıstica enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 La función caracteŕıstica de un proceso de Cox {N(t) : t ≥

t0} con intensidad aleatoria gaussiana λ(t, x(t)) viene dada por

MN(t)(iu) =

exp

{
(eiu − 1)2

∫ t

t0

∫ s

t0

Rλ(v, s)dvds+ (eiu − 1)

∫ t

t0

mλ(s)ds

}
(1.12)

donde mλ(t) y Rλ(t) son la media y función de covarianza respectivamente,

de la intensidad.

La demostración de este teorema expuesta en el citado art́ıculo, tiene por

base fundamental el desarrollo en serie de Karhunen-Loève que se hace de la

intensidad λ(t, x(t)).

Otro ejemplo interesante para el cual es posible calcular expresiones expĺıci-

tas tanto para la función caracteŕıstica como para algunos estad́ısticos, es el

de un PC cuya media, Λ(t, x(t)) se distribuye mediante una distribución Nor-

mal truncada. El desarrollo de este caso se puede encontrar en Bouzas et al.,

1999 [18].
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1.2.3. Funcional caracteŕıstico

El funcional caracteŕıstico de una variable aleatoria fue introducido por

primera vez por Andrej Kolmogorov, 1935 [73], como una generalización de

la función caracteŕıstica. El funcional caracteŕıstico se define para medidas

aleatorias generales en Daley y Vere-Jones, 1988 [41], o para procesos de

Poisson en Snyder y Miller, 1991 [117], pero no para procesos de Cox.

Dada una variable aleatoria X en un espacio lineal L, se define el funcio-

nal caracteŕıstico de X como:

ΦX(iv) = E[ei〈X,v〉], (1.13)

siendo v una función real valuada.

Basada en la definición para una medida aleatoria η encontrada en Daley

y Vere Jones, 1988 [41],

Φη(iv) = E

[
exp

{
i

∫
v(σ)η(d(σ))

}]
(1.14)

La definición del funcional caracteŕıstico para un PC se encuentra en Bouzas

et al., 2006a [21].

Definición 1.2.2 Funcional caracteŕıstico de un proceso de Cox

Se define el funcional caracteŕıstico de un PC, como

ΦN(iv) ≡ exp

[
i

∫ T

0

v(σ)N(dσ)

]
(1.15)

siendo v una función real valuada, y la integral es una integral de recuento

con evaluación ∫ T

0

v(σ)N(dσ) =

N(T )∑
i=1

v(wi)
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donde wi son los tiempos de ocurrencia del PC. Utilizando el método de

condicionamiento se obtiene

ΦN(iv) = E

{
exp

[
i

∫ T

0

v(σ)N(dσ)/x(σ) : t0 ≤ σ < t

]}

= E

{
exp

[∫ T

0

λ(σ, x(σ))(eiv(σ) − 1)dσ

]}
(1.16)

Para un estudio en mayor profundidad de este tipo de integrales, se puede

ver el cálculo estocástico de Itô en Snyder y Miller, 1991 [117] o en Kloeden

y Platen, 1999 [72].

Como se ha mencionado anteriormente, en la mayoŕıa de los casos los

estad́ısticos de un PC son intratables, es por ello interesante encontrar un

modo para su cálculo. El funcional caracteŕıstico de un PC, proporciona la

distribución finito-dimensional del proceso, aśı como sus momentos y permite

determinar la distribución conjunta de un conjunto finito de variables del

proceso. Diferentes funciones v(σ) en la definición de funcional caracteŕıstico,

permiten el cálculo de las funciones caracteŕısticas de variables relacionadas

con el PC como pueden ser la de los incrementos o las de los vectores finito-

dimensionales que se muestran en los siguientes casos.

Caso 1.2.3 Función caracteŕıstica de los incrementos

Considerando como función real valuada v(σ) la siguiente función

v(σ) =


0, 0 ≤ σ < t1;

α, t1 ≤ σ < t2; 0 < t1 < t2 < T

0, t2 ≤ σ < T.

se tiene que la expresión para el funcional caracteŕıstico (1.15) resulta

ΦN(iv) = E{exp[iαN(t1, t2)} ≡MN(t1,t2)
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que es la función caracteŕıstica del incremento del proceso de Cox entre t1 y

t2. Obteniéndose también que

ΦN(iv) = E

{
exp

[
(eiα − 1)

∫ t2

t1

λ(σ, x(σ))dσ

]}
o bien en términos de la función paramétrica o proceso media

ΦN(iv) = E
{
exp

[
(eiα − 1)(Λ(t2)− Λ(t1))

]}
= MΛ(t2)−Λ(t1)(e

iα − 1),

siendo MΛ(t2)−Λ(t1) la función caracteŕıstica de Λ(t2)− Λ(t1).

Caso 1.2.4 Función caracteŕıstica de vectores aleatorios finito-di-

mensionales

Se considera ahora la siguiente función v(σ)

v(σ) =



α1 + α2 + . . .+ αm, 0 ≤ σ < t1;

α2 + . . .+ αm, t1 ≤ σ < t2;

...
...

αm, tm−1 ≤ σ < tm;

0, tm ≤ σ < T.

donde 0 < t1 < t2 < . . . < tm < T .

A partir de la definición de funcional caracteŕıstico (1.15), se obtiene:

ΦN(iv) =

E{exp[i(α1 + . . .+ αm)N(t1) + i(α2 + . . .+ αm)(N(t2)−N(t− 1))+

. . .+ iαm(N(tm)−N(tm−1)]} =

E{exp[iα1N(t1) + . . .+ iαmN(tm)]} ≡MN(t1),...,N(tm)(iα1, . . . , iαm)
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donde MN(t1),...,N(tm)(iα1, . . . , iαm) es la función caracteŕıstica conjunta de

(N(t1), . . . , N(tm)). De esta expresión también se obtiene

ΦN (iv) =

E

{
exp

[
(ei(α1+...+αm) − 1)

∫ t1

0
λ(σ)dσ + . . .+ (eiαm − 1)

∫ tm

tm−1

λ(σ)dσ

]}
=

E
{[

(ei(α1+...+αm) − ei(α2+...+αm))Λ(t1) + . . .+ (eiαm − 1)Λ(tm)
]}

=

MΛ(t1),...,λ(tm)(e
i(α1+...+αm) − ei(α2+...+αm), . . . , eiαm − 1).

Por simplificar la notación, se ha omitido la dependencia de la media del

proceso información.

Para el caso particular en el que el número de tiempos m = 2, se obtiene

la función caracteŕıstica de las distribuciones bidimensionales del proceso de

Cox a partir de la cual se pueden calcular momentos de (N(t1), N(t2)) y su

función de covarianza:

RN(t1, t2) = RΛ(t1, t2) + E[Λ(t1)]

donde RΛ(t1, t2) es la covarianza del proceso media. Ver Bouzas et al., 2006a

[21] para consultar las demostraciones.

1.2.4. Moda

Por definición, la moda en un instante fijo de tiempo, es el valor que el

proceso toma con mayor probabilidad en dicho instante. El cálculo de este

estad́ıstico no es viable a partir de la función caracteŕıstica. No siendo usual

en la literatura, el interés surgió en el entorno del PC compuesto, por lo

tanto, más adelante en esta memoria, concretamente en el caṕıtulo al PC

compuesto se demostrará cuál es la expresión de la moda en términos más

generales.
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1.3. Estad́ısticos de tiempo

A parte de para el estudio y desarrollo de los estad́ısticos de recuento como

el cálculo de la función masa de probabilidad y la función caracteŕıstica de

un PC, el método de condicionamiento también se utiliza para la obtención

de una expresión de los estad́ısticos de tiempo, estad́ısticos que estudian la

localización y los espacios entre los puntos, los instantes de ocurrencia.

Se llama p
(n)
W (w) a la función de densidad conjunta de los n primeros

tiempos de ocurrencia w1, . . . wn. Por la definición de densidad conjunta de

un proceso de Poisson y haciendo usto del método de condicionamiento, se

define la función de densidad conjunta de un PC como

p
(n)
W (w) = E

{
n∏
i=1

λ(wi, x(wi))exp

[
−
∫ wn

t0

λ(σ, x(σ))dσ

]}

con t0 ≤ w1 ≤ w2 ≤ . . . ≤ wn.

Haciendo uso nuevamente del método de condicionamiento y la definición

de la función de densidad muestral de un proceso de Poisson, se define ahora

la función de densidad muestral de un PC como

P [{N(t); t0 ≤ σ < T}] =

E

{
exp

[
−
∫ T

t0

λ(σ, x(σ))dσ +

∫ T

t0

Lnλ(σ, x(σ))N(dσ)

]}
(1.17)

donde la segunda integral es una integral de recuento.

El PC será generalizado por el proceso de Cox compuesto en el caṕıtulo 2

y será entonces cuando se presentará un estudio de los estad́ısticos de tiempo

más amplio ya que es una de las aportaciones de esta memoria.
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1.4. Inferencia

Existe mucha literatura en la que se puede encontrar una gran cantidad

de información acerca de procesos puntuales, sobre su estimación y sobre la

predición de su proceso intensidad, casi siempre asumiendo un conocimiento

estad́ıstico previo sobre dicha intensidad, como pueden ser su distribución o

momentos. Sin embargo, no se encuentra mucho trabajo hecho sobre estima-

ción del PC, a pesar de ser un proceso de gran interés dada su versatilidad.

Se pueden encontrar estudios acerca del PC y sus generalizaciones desde di-

versos puntos de vista como puede ser Chiang et al., 2005 [38], Ho y Stoyan,

2008 [67], Fernández-Alcalá et al., 2009 [51], Fernández-Alcalá, 2010 [52],

Myllymaki y Pettinen, 2010 [84], Zhang y Kou, 2010 [125], Zhao et al., 2011

[127], entre otros, aunque la mayoŕıa de ellos se dedican a la estimación y

pocos a la predicción.

A lo largo de esta sección se procederá al estudio de la inferencia sobre

el PC, y para ello se hará uso del Análisis en Componentes Principales, del

Análisis en Componentes Principales Funcional y de modelos de Predicción

en Componentes Principales

El Análisis en Componentes Principales (ACP) es una técnica de análi-

sis multivariante que tiene como finalidad reducir la dimensión del proble-

ma mediante la construcción de transformaciones lineales de las variables,

siendo dichas transformaciones incorreladas y de varianza máxima. Además

el Análisis en Componentes Principales Funcional (ACPF) es una técnica

que permite estimar un proceso estocástico cualquiera para después predecir

mediante los modelos de predicción en componentes principales (PCP), desa-

rrollado por Aguilera et al., 1997 [4], a partir de trayectorias muestrales del

proceso y asumiendo pocas restricciones teóricas. Es por este motivo por el
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que resultan una herramienta de gran utilidad a la hora de estimar y predecir

el PC, pretendiendo hacerlo siempre a partir de las observaciones del proceso

y sin necesidad de imponer una estructura prefijada al proceso intensidad o

al proceso media.

Tanto la intensidad como la media del PC y del PC compuesto, son

procesos estocásticos, por lo que se pueden estimar y predecir, para ello

utilizaremos modelos PCP como se acaba de explicar. Haciendo uso de esta

técnica se tiene la posibilidad de estimar a parte de la intensidad o la media,

importantes en śı mismas para muchos fenómenos reales, el propio PC y sus

estad́ısticos, dado que todos ellos se expresan en función de alguna de ellas

o incluso de ambas.

1.4.1. Inferencia del proceso media

Estimación

Lo primero que hay que abordar a la hora de hacer inferencia sobre

un PC, es dar una estimación estocástica de su proceso media, y para

ello {N(t); t ≥ t0} debe estimarse puntualmente la media para después

poder reconstruir sus trayectorias funcionales y finalmente terminar

aplicando ACPF. En el art́ıculo Bouzas et al., 2006c [23] se propone

una aproximación al ACPF mediante la interpolación cúbica monóto-

na de las trayectorias para aśı conservar la propiedad teórica de no

decrecimiento. Puesto que ésta reconstrucción no es una de las que se

encuentran habitualmente en la literatura del ACPF, se recuerda el

procedimiento a continuación (consultar el art́ıculo para desarrollar los

detalles).

En primer lugar se estiman k funciones muestrales Λw(t) en un con-
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junto finito de instantes de tiempo a partir de k funciones muestrales

independientes del PC {Nwi(t) : w = 1, . . . , k} observadas en el inter-

valo de tiempo [t0, t0 +rT ]. Para realizar dicha estimación, cada una de

las funciones muestrales observadas se subdivide en r subtrayectorias

de amplitud T que, dado que el PC tiene incrementos independien-

tes, pueden reinterpretarse como observadas en el mismo subintervalo

[T0, T1) ≡ [t0, t0 + T ). Se notarán las subtrayectorias como

Nwi(t) = Nw(t+ (i− 1)T )−Nw(t0 + (i− 1)T ), t ∈ [t0, t0 + T )

con w = 1, . . . k e i = 1, . . . , r.

Tomando la nueva partición

t0 = t0 < t1 < . . . < tj < . . . tp = t0 + T (1.18)

el estimador puntual del proceso media en esos instantes de tiempo es

Λ̂w(tj) =

∑r
i=1 Nwi(tj)

r
, (1.19)

para j = 1, . . . , p y w = 1, . . . , k. Por tanto se obtienen valores de

estimaciones puntuales de Λ(t, x(t)) en p+ 1 instantes de tiempo en el

intervalo [t0, t0 + T ) para k trayectorias.

Después de estimar las k funciones muestrales, el siguiente paso es la

reconstrucción de la forma funcional de las trayectorias estimadas de

forma discreta. Los métodos habituales que se pueden encontrar en

la literatura del ACP, no permiten asegurar que esa reconstrucción

conserve la monotońıa que deben tener las trayectorias de Λ(t, x(t)).

Por esta razón en Bouzas et al., 2006c [23] se adapta el ACP a las

necesidades particulares del PC. Basándose en la interpolación cúbica

monótona a trozos de Fritsch y Carlson, 1980 [53], el polinomio de
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interpolación de los datos {(t0,Λw(t0)), . . . , (tp,Λw(tp))} es

pwj =

Λw(tj)H1(t) + Λw(tj+1)H2(t) + dwjH3(t) + dwj+1H4(t),
t ∈ [tj , tj+1]

j = 0, . . . , p− 1
(1.20)

donde dwj =
dpwj(t)

dt

∣∣∣
t=tj

,
dpwj(t+1)

dt

∣∣∣
t=tj+1

y las funciones Hs(t) forman

la base usual de Hermite en el intervalo [tj, tj+1]. Para poder aplicar

el ACPF, es necesario que las interpolaciones estén expresadas en to-

do el intervalo y no a trozos. Luego, reajustando la base del espacio

de funciones se puede escribir que la interpolación monótona de cada

trayectoria es

IΛw(t) =

p∑
j=0

Λw(tj)Φj(t) +

p∑
j=0

dwjΨj(t), t ∈ [t0, t0 + T ), w = 1, . . . , k.

(1.21)

donde las funciones Φs(t) y Ψs(t) forman la base usual de Lagrange de

splines cúbicos. Para unificar notación, se puede escribir

IΛ(t) = AB(t), t ∈ [t0, t0 + T ),

con

IΛ(t) = (IΛ1(t), . . . , IΛk(t))
T ,

B(t) = (Φ0(t), . . . ,Φp(t),Ψ0(t), . . . ,Ψp(t))
T , (1.22)

A =


Λ1(t0) . . . Λ1(tp) d10 . . . d1p

...
...

...
...

...
...

Λk(t0) . . . Λk(tp) dk0 . . . dkp

 , (1.23)
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donde T denota trasposición. Para lograr una mayor unificación se re-

nombran los elementos de B(t) y de A como

B(t) = (B1(t), . . . , Bp+1(t), Bp+2, . . . , B2(p+1))
T , (1.24)

A = (awl) w = 1, . . . , K l = 1, . . . , 2(p+ 1). (1.25)

Por lo que el polinomio (1.21) puede escribirse

IΛw(t) =

2(p+1)∑
l=1

awlBl(t); t ∈ [t0, t0 + T ), w = 1, . . . , k. (1.26)

Una vez reconstruidas las trayectorias funcionales del proceso media,

se aplica la técnica de ACPF. La reducción de la dimensión es muy

importante puesto que el número de observaciones muestrales, p+1, se

ha duplicado, 2(p + 1), tras el uso de la interpolación cúbica monóto-

na. Descritos de un modo breve, los pasos a seguir para adaptar la

metodoloǵıa del ACPF seŕıan los siguientes.

Considérese el proceso media interpolado centrado

IΛ(t) = IΛ(t)− µIΛ(t) = (A− A)B(t)

donde A = (awl) con elementos awl =
1

k

k∑
w=1

awl (l = 1, . . . , 2(p +

1);w = 1, . . . , k) y µIΛ(t) = AB(t).

Sea (A−A) la matriz cuyas filas son los coeficientes de cada trayectoria

del proceso centrado con respecto a la base 〈B1(t), . . . ,

B2(p+1)〉 y P la matriz cuyas componentes son los productos interiores

usuales entre las funciones de la base 〈Bi, Bj〉u =

∫ tp

t0

Bi(t)Bj(t)dt. En-

tonces, el ACPF de la trayectoria interpolada IΛw(t) en el espacio gene-

rado por la base 〈B1(t), . . . , B2(p+1)〉 con respecto a la métrica usual en
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L2[t0, tp] es equivalente al ACP multivariante de la matriz (A−A)P1/2

con respecto al producto interno usual en R2(p+1). Una vez calculados

los autovalores gj de la matriz de covarianza (A − A)P1/2, las funcio-

nes muestrales del proceso interpolado IΛ(t) pueden representarse en

términos de sus componentes principales como

IΛw(t) =

2(p+1)∑
j=1

ζwjfj(t), w = 1, . . . , k,

donde fj(t) son las autofunciones de la covarianza muestral del proceso

media dadas por

fj(t) =

2(p+1)∑
j=1

fljBl(t)

con el vector de coeficientes fj = P−1/2gj y

ζwj =

∫ tp

t0

IΛw(t)fj(t)dt = (Aw − Aw)P1/2gj,

donde (Aw − Aw) es la fila w-ésima de la matriz (A − A). Por tanto,

el proceso media se puede aproximar mediante una descomposición

ortogonal truncada de sus componentes principales notada por Λq(t)

Λq(t) ' IΛq(t) = µiΛ(t) +

p∑
j=1

ζjfj(t). (1.27)

Por tanto, la dimensión 2(p + 1) de las observaciones muestrales se

ha reducido a q con una proporción de varianza explicada del proceso

media tan próxima a 1 como sea posible dada por

∑q
j=1 λj∑2(p+1)

j=1 λj
donde

λj es la varianza de la j-ésima componente principal ζj dada por el

j-ésimo autovalor de la matriz de covarianzas (A− A)P1/2 asociado al

j-ésimo autovector gj. En Bouzas et al., 2006c [23] se comprueba el

pequeño error de estimación que se consigue con el método propuesto

mediante la simulación y posterior estudio de distintos ejemplos de PC



M. Carmen Montes Gijón 27

con intensidades distintas. Esta estimación de la media de un PC se

puede extrapolar a la estimación del proceso media de un PC compuesto

con marcas espećıficas.

Predicción

Como ya se comentó anteriormente, no es habitual encontrar literatura

referente a la predicción del PC, por ello consideramos que interesante

su estudio. Para ello, tras la estimación del proceso media en el apartado

anterior, se considera la predicción del proceso media de un PC en

un intervalo futuro (T1;T2] a partir de una trayectoria observada de

forma discreta en el intervalo del pasado [T0;T1]. Para realizar dicha

predicción, se estudia el modelo a partir de trayectorias observadas en

el intervalo [T0;T2] y su comportamiento en el intervalo (T1;T2] a partir

del conocimiento que se tiene en el intervalo [T0;T1]. Si se aplicla ACPF

al proceso media en sendos intervalos, de igual modo al explicado en el

apartado de estimación, las descomposiciones truncadas en función de

sus componentes principales que se obtienen son:

Λ̂1(t) = Λq1(t) = µ1
Λ(t) +

∑q1
j=1 ζjfj(t); t ∈ [t0 = T0, T1]

Λ̂2(s) = Λq2(t) = µ2
Λ(t) +

∑q2
j=1 ηjgj(s); s ∈ (T1, T2)

(1.28)

Denotemos por η̃
pj
j =

pj∑
i=1

bjiξi al estimador de ηj, j = 1, . . . , q2 en

función de las pj componentes principales de ξj. Teniendo esta nueva

notación en cuenta, la ecuación (1.28) anterior se puede reescribir como

Λ̃q2(s) = µ2
Λ(s) +

q2∑
j=1

(
pj∑
i=1

bjiξi

)
gj(s); s ∈ (T1, T2) (1.29)

Siendo este el modelo PCP (q2; p1, . . . , pj) para la predicción estocástica

el proceso media.
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Teniendo como base la predicción del proceso media, a partir de ella

se puede obtener una predicción de los estad́ısticos de recuento que

dependen de ella. En el caṕıtulo [?] dedicado al PC compuesto, se

aplicará la predicción obtenida del proceso media en la predicción de

dichos estad́ısticos, ya que el PC compuesto es un caso más general y

el PC no es no es más que una particularización suya.

1.4.2. Inferencia del proceso intensidad

En la sección anterior se ha hecho un estudio de la inferencia del PC en

términos de su proceso media. Sin embargo, el PC puede expresarse también

en función de su proceso intensidad. En Bouzas et al., 2006b [22] se realiza

un primer intento de aplicación de ACPF al proceso intensidad de un PC.

En dicho art́ıculo, a partir de la observación de trayectorias muestrales del

proceso de recuento, se aplicaba un estimador puntual para la intensidad en

el contexto descrito en el mismo, y haciendo uso de la propiedad de indepen-

dencia de los incrementos de un PC, se encontraban estimaciones de dicha

intensidad en un conjunto discreto de instantes de tiempo para varias tra-

yectorias. A estos datos, se les aplicaba el ACPF usual. Sin embargo, aunque

el error de predicción obtenido era pequeño, en ningún momento llegaba a

particularizarse el ACP, de modo que alguna de las propiedades teóricas del

PC se conservase. El método descrito se mejora en Bouzas et al., 2010a [25]

de la siguiente manera.

Una vez habiendo establecido una adaptación del ACPF a la estimación

del proceso media de un PC conservando aśı su propiedad de monotońıa, y

sabiendo que la media, en caso de ser absolutamente continua, es la integral

de la intensidad, se propone estimar la intensidad a partir de la derivación de

la reconstrucción funcional monóntona de las trayectorias de la media de la
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ecuación (1.20) pertenecientes a C1. Puesto que Λ(t) =

∫ t

t0

λ(σ)dσ, se obtiene

una estimación en C0 para las funciones muestrales de la intensidad diferen-

ciando en la ecuación (1.20). Tomando un w fijo, el polinomio interpolado a

trozos queda

p′wj =

Λ̃w(tj)H
′
1(t) + Λ̃w(tj+1)H ′2(t) + dwjH

′
3(t) + dwj+1H

′
4(t),

t ∈ [tj , tj+1]

j = 0, . . . , p− 1

(1.30)

No obstante, se obtiene de nuevo una reconstrucción funcional que no es apta

para la aplicación del ACPF en su actual forma, necesita expresarse en todo el

intervalo [t0, tp). El polinomio que se ha obtenido es cuadrático y deb́ıa estar

en C0. Para ello, seŕıa necesario expresar las funciones H ′1(t), H ′2(t), H ′3(t) y

H ′4(t) en función de las funciones de la base cuadrática de Lagrange en C0

〈F1, F2, F3〉 en el intervalo [tj, tj+1].

aF1 + bF2 + cF3 =

(
−4b+ 2a+ 2c

h2
j

)
t2+(

−2atj+1 + (−tj − tj+1) + 4btj + 4btj+1 + c(−tj − tj+1)− 2ctj
h2
j

)
t+

−atj+1(−tj − tj+1) + ctj(tj + tj+1)− 4btjtj+1

h2
j

(1.31)

Operando como se muestra en Bouzas et al., 2010a [25], las funciones

derivadas se pueden escribir según las siguientes combinaciones lineales de

las funciones de la base

H ′1(t) = − 3

2hj
F2(t), H ′2(t) =

3

2hj
F2(t)

H ′3(t) = F1(t)− 1

4
F2(t), F3(t)− 1

4
F2(t)

y aśı para cada j = 0, . . . , p − 1, el polinomio a trozos que es estimación de

la trayectoria muestral de intensidad es
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p′wj(t) = Λ̂w(tj)
−3

2hj
F2(t) + Λ̂w(tj+1)

−3

2hj
F2(t)

+ dwj

(
F1(t)− 1

4
F2(t)

)
+ dwj+1

(
F3(t)− 1

4
F2(t)

)
, t ∈ [tj, tj+1)

donde

F1j =

 F1, t ∈ [tj, tj+1)

0 en otro caso
, F2j =

 F2, t ∈ [tj, tj+1)

0 en otro caso

y F3j =

 F3, t ∈ [tj, tj+1)

0 en otro caso

que puede reescribirse para dar una expresión para todo el intervalo [t0, tp]

como

p′w(t) =

p∑
j=0

p′wj(t), t ∈ [t0, tp)

y reduciendo la expresión quedaŕıa

p′w(t) =

p−1∑
j=0

F2j(t)

[
3

2hj

(
λ̂w(tj+1 − Λ̂w(tj))

)
− dwj + dwj+1

4

]
+

p−2∑
j=0

(F3j(t) + F1j+1(t))dwj+1 + F10(t)dw0 + F3p−1(t)dwp

(1.32)

Puede probarse fácilmente, que las funciones F2j(t), j = 0, . . . , p−1; (F3j(t)+

F1j+1(t)), j = 0, . . . , p−2; F10(t) y F3p−1(t) son 2p+1 funciones cuadráticas

de C0 independientes y que forman una base en el intervalo completo [t0, tp).

Una vez que se cuenta con las condiciones para poder aplicar el ACPF,

y una vez aplicado este, se obtiene que el proceso intensidad se puede esti-

mar mediante una descomposición truncada en función de las componentes

principales

λq(t) = p′q(t) = µp′(t) +

q∑
j=1

ζjfj(t). (1.33)
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Este método de estimación se ilustra en Bouzas et al., 2010a [25], y prueba

su mejora respecto al mencionado en Bouzas et al., 2006b [22]. Además en

Bouzas et al., 2010b [26], se puede encontrar una aplicación práctica sobre

datos reales referentes a la emisión de part́ıculas radiactivas de dos isótopos

distintos.

Una vez obtenida la estimación del proceso intensidad, esta podŕıa utili-

zarse como base en los modelos PCP y predecir el PC, al igual que podŕıa

introducirse esa predicción en los estad́ısticos de recuento de modo análogo

al caso de la media.

1.4.3. Contraste de bondad de ajuste

El clásico problema que aborda el contraste de bondad de ajuste es aquel

que se centra en comprobar si ciertos datos provienen de una distribución de

probabilidad dada. Sin embargo, a la hora de abordar si los datos vienen de

un proceso estocástico el problema es mucho más complicado. Dado que las

trayectorias muestrales de un proceso estocástico son funciones, lo normal

pensar en el análisis de datos funcionales para la resolución del problema.

Si buscamos en la literatura, encontramos que el contraste de bondad de

ajuste habitualmente se realiza imponiendo una estructura prefijada o bien

al proceso intensidad o a las trayectorias muestrales. Sin embargo, los da-

tos muestrales disponibles de un proceso estocástico, suelen ser trayectorias

muestrales observadas en un conjunto finito de instantes de tiempo. Si asu-

mimos este hecho, el problema al que nos enfrentamos es averiguar si esas

trayectorias muestrales provienen de un PC. Un test de hipótesis en el que

la hipótesis nula es que el proceso de recuento observado es un cierto PC, y

la hipótesis alternativa que no lo es, daŕıa solución a dicho problema.

Es posible que el experimento sea conocido por experto del campo de
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estudio del mismo y esto proporcione un modelo de PC, que seŕıa el propuesto

para la hipótesis nula del contraste, pero hay otras ocasiones en las que esto

no sucede. Por esta razón se distinguen ambos casos, el contraste de bondad

de ajuste dado un PC conocido y el contraste de bondad de ajuste a partir de

los datos observados de un PC del que no se conoce su estructura estocástica.

Los contrastes de bondad de ajuste que se proponen en esta sección fueron

inicialmente inspirados por el caso real del recuento de emisión de part́ıculas

por isótopos de Cesio 137 y Radio 226 con un contador de part́ıculas de la

Unidad de Radiofarmacia de la Universidad de Granada (ver Bouzas et al.,

2010b [26]). Realmente, se construyó el contraste para resolver el problema

real de distinguir si una nueva trayectoria observada después de un tiempo

segúıa el patrón inicial y por tanto, el contador estaba bien ajustado o si,

por el contrario, no segúıa el patrón y se pod́ıa concluir que el contador se

hab́ıa desajustado y necesitaba una puesta a punto. En el caso descrito, el

proceso de recuento inicial que sirve de patrón, no era conocido y necesitaba

estimarse previamente. Más adelante, se ha propuesto un contraste paralelo

al anterior en el que el proceso de la hipótesis nula se considere conocido. Por

orden de tipo más académico que de aparición en el tiempo, a continuación se

describe el contraste con hipótesis nula conocida y luego el de cuya hipótesis

que debe estimarse previamente.

Contraste de bondad de ajuste dado un PC

Abordemos en primer lugar el contraste de bondad de ajuste en el que se

conoce la estructura estocástica del PC.

Sea N(t) un PC con proceso intensidad λ(t) determinado paramétrica-

mente, por tanto la media y la varianza de la intensidad son conocidas y se

denotan por µ(t) y σ2(t) respectivamente. Denotemos por M(t) al proceso
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de recuento que se observará para contrastar con N(t).

Es un hecho que el trabajo computacional de los datos no siempre es

práctico ni posible. Por ello, se propone utilizar un estimador de la inten-

sidad para los datos observados que forman parte del contraste, ya que no

requiere muchos tiempos de observación y que no conlleva cálculos compli-

cados. Observando s trayectorias muestrales de M(t) de tamaño p× (m+ 1)

en el subconjunto de puntos del tiempo tj, j = 0, . . . , p × m, se aplica el

estimador puntual propuesto en Bouzas et al., 2006b [22] para cada una de

las s trayectorias. El estimador puntual es

λ̂l(tj) =
1

m

m∑
i=1

Mi(tj)−Mi(tj−1)

tj − tj−1

, j = 1, . . . , p ; l = 1, . . . , s (1.34)

el cual es insesgado y consistente. Por tanto, para cada t fijo, se tienen s

trayectorias muestrales estimadas de la intensidad en j = 1, . . . , p. El valor

estimado de la intensidad en cada instante de tiempo t juega el papel de

valor muestral para poder calcular el valor experimental de µ(tj) denotado

por µexp(tj), j = 1, . . . , p. Aśı, si la intensidad es conocida y gaussiana o si

s ≥ 30, el intervalo de confianza para µ(tj) es

Ij =

[
µexp(tj)± z1−α/2

√
1

s
σ2(tj)

]
, j = 1, . . . , p (1.35)

donde z1−α/2 es el percentil (1− α/2) de una distribución Normal estándar.

Teniendo en cuenta Ij en el instante tj, se puede concluir, siguiendo el

razonamiento estad́ıstico habitual que, tras calcular µexp(tj), si µexp(tj) ∈ Ij
se acepta que la observación M(tj) es coherente con la propuesta N(tj), y

que si por el contrario µexp(tj) /∈ Ij se rechaza. Lo cual equivale al siguiente

contraste de hipótesis para un µexp(tj) /∈ Ij fijo

 H0 : E[λ(tj)] = µ(tj)

H1 : E[λ(tj)] 6= µ(tj)
(1.36)
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donde P [µexp(tj) /∈ Ij | H0 es cierta] = α es el error tipo I, es decir la

probabilidad de rechazar la hipótesis nula siendo cierta y P [µexp(tj) ∈ Ij |

H0 es falsa] = β es el error tipo II, la probabilidad de aceptar la hipótesis

nula siendo falsa. Como es habitual, se define el p-valor en el instante tj como

p− valor(tj) = 2P

Z >

∣∣∣∣∣∣µexp(tj)− µ(tj)√
1
s
σ2(tj)

∣∣∣∣∣∣
 ,

donde Z, como suele ser usualmente, es una variable aleatoria distribuida

según una Normal estándar, y H0 se acepta si p − valor(tj) > α. Siguiendo

de nuevo el mismo razonamiento del contraste (1.36) para cada observación

tj, se obtiene el p − valor(tj), j = 1, . . . , p para contrastar nuestro modelo.

Como tenemos una trayectoria muestral experimental de µ(t) observada en

p instantes de tiempo, no podemos aceptar o rechazar el modelo PC de la

hipótesis nula basándonos tan solo en un punto del tiempo, habŕıa que tener

en cuenta toda la información disponible y utilizar la información de los p

contrastes. Sobre la base de la Inferencia Simultánea, se propone utilizar el

contraste de hipótesis múltiple propuesto por Benjamini y Hochber, 1995 [13]

(procedimiento BH) para tomar la decisión. Este método trata de controlar

la False Discovery Rate (FDR), es decir, la proporción esperada de falsos po-

sitivos en el conjunto de aquellos contrastes considerados significativos. Para

ello a la hora de estimar el número de hipótesis nulas que son consideradas

falsas no siéndolo, asume que todas las hipótesis nulas son ciertas, aśı la

estimación de la FDR es mayor y por tanto conservadora. El propósito de

seguir este procedimiento se basa en el hecho de que las variables λ(tj) son

independientes para un PC y proporcionan resultados adecuados bajo estas

condiciones. Considerando el siguiente contraste múltiple H
(j)
0 : E[λ(tj)] = µ(tj)

H
(j)
1 : E[λ(tj)] 6= µ(tj)

, j = 1, . . . , p (1.37)
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y los p-valores correspondientes mencionados con anterioridad p− valor(1) ≤

. . . ≤ p− valor(p), H0 se acepta si y solo si p− valor(1) > α/p, p− valor(2) >

2α/p, . . . , p − valor(j) > jα/p, . . . , p − valor(p) > α. Si al menos una de

las comparaciones previas no fuera cierta, sea k el mayor i para el cual p −

valor(i) ≤ iα/p. Entonces, siguiendo el procedimiento BH, todas la hipótesis

simples H
(j)
0 con p − valor(j) menor que p − valor(k) son rechazadas y por

tanto en nuestro caso H0 se rechaza también. Por tanto, se ha obtenido un

contraste de bondad de ajuste para comprobar si los datos observados de un

proceso de recuento son coherentes con un PC propuesto conocido su proceso

de intensidad.

Contraste de bondad de ajuste dados los datos observados de un

PC

Lo más habitual es que el PC no tenga una intensidad conocida paramétri-

camente. Por tanto, estudiaremos el caso en el que la información disponible

sobre el PC, son las trayectorias muestrales observadas en un conjunto dis-

creto de instantes de tiempo tj, j = 0, . . . , p. Lo más recomendable es que los

tj sean los mismos instantes de tiempo que los observados para M(t) con el

fin de no complicar la implementación del programa. El estimador del proce-

so intensidad debe realizarse para poder conseguir un buen modelo, aunque

es dif́ıcil. Por ello, proponemos estimar la media y la varianza con precisión

para asumir que son cercanas a las reales. Habiendo estimado µ(t) y σ2(t),

se denotan por µ̂(t) y σ̂2(t), haciendo unos ligeros cambios en el contraste de

la sección anterior, el intervalo de confianza (1.35) será

[
µexp(tj)± t1−α/2,s−1

√
1

s
σ̂2
j

]
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donde t1−α/2,s−1 es el percentil (1 − α/2) de una distribución t de student.

Entonces el contraste de hipótesis (1.36) pasa a ser H0 : E[λ(tj)] = µ̂(tj)

H1 : E[λ(tj)] 6= µ̂(tj)

y se tiene que

p− valor(tj) = 2P

t >
∣∣∣∣∣∣µexp(tj)− µ̂(tj)√

1
s
σ̂2
j

∣∣∣∣∣∣


donte t es una variable distribuida según una t de student con s−1 grados de

libertad. Por último, el contraste de bondad de ajuste para contrastar si las

trayectorias muestrales observadas de M(t) son coherentes con las observadas

de N(t) es  H
(j)
0 : E[λ(tj)] = µ̂(tj)

H
(j)
1 : E[λ(tj)] 6= µ̂(tj)

, j = 1, . . . , p

y como se ha explicado anteriormente, H0 se acepta si y solo si p−valor(1) >

α/p, p − valor(2) > 2α/p, . . . , p − valor(j) > jα/p, . . . , p − valor(p) > α, en

otro caso se rechaza. Obteniéndose aśı el contraste de bondad de ajuste en

el caso que la estructura estocástica del PC es desconocida, es decir, a partir

de los datos observados del proceso.



Caṕıtulo 2

Proceso de Cox compuesto

Un proceso puntual marcado es un proceso puntual en el cual cada ocu-

rrencia tiene asociada una variable aleatoria. Snyder y Miller, 1991 [117]

definieron el proceso de Poisson compuesto como un proceso puntual marca-

do tal que verifica que el proceso puntual es de Poisson y que las marcas de

las ocurrencias, son variables aleatorias idénticamente distribuidas y a su vez

independientes del proceso de Poisson. Muchos campos de estudio utilizan

el PC compuesto como por ejemplo en geoloǵıa, donde se utilizan a la hora

de modelizar fernómenos reales, un clásico ejemplo es el de los terremotos

registrados, donde son interpretados como un PC compuesto en el que las

magnitudes seŕıan las marcas del proceso, como puede verse en Ogata, 1998

[92], Gospodinov, 2001 [58]. Ejemplos en demograf́ıa, econometŕıa, teoŕıa de

riesgos, astrof́ısica, entre otros pueden encontrarse en Si, 2001 [114], Econo-

mou, 2003 [47], Borak et al., 2005 [16], Lin y Pavlova, 2006 [80], Chertok et

al, 2016 [37], entre otros.

Este caṕıtulo se centra en el estudio del PC compuesto, que es una amplia-

ción del proceso de Poisson compuesto, que es un proceso puntual marcado

que tiene como base el PC.

37
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2.1. Definición

Como ya se ha adelantado, el PC compuesto, es, en pocas palabras, la

extensión natural del proceso de Poisson compuesto, en el cual la intensidad

es un proceso estocástico influenciado por un proceso externo, el proceso

información. La definición formal del PC compuesto es la siguiente:

Definición 2.1.1 Se define el PC compuesto, como el proceso de recuento

con proceso intensidad {λ(t, x(t)) : t ≥ t0} donde {x(t) : t ≥ t0} es el proceso

información y con marcas i.i.d. asociadas a cada suceso. El n-ésimo tiempo

de ocurrencia se notará como wn y su correspondiente marca como un, que es

una realización de la variable aleatoria U . Siendo su acumulador de marcas

z(t) =

N(t)∑
i=0

ui

donde u0 = 0.

Figura 2.1: Proceso de Cox compuesto con marcas asociadas.

El PC compuesto es un modelo más flexible, gracias a la aleatoriedad de

su intensidad, que ha sido objeto de estudio de distintos autores entre los que
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cabe destacar Brèmaud, 1981 [34], Daley y Vere-Jones, 1988 [41], Snyder y

Miller, 1991 [117], Last y Brandt, 1995 [76], Møller y Waagepetersen, 2004

[86], Bouzas et al., 2004 [20], centrándose algunos de ellos en el estudio de

estos procesos desde el punto de vista de las martingalas. Aunque es cierto

que en pocas ocasiones se utilizan en ejemplos con datos reales, si se pueden

encontrar algunas aplicaciones en Brix, 2002 [35], Garćıa et al., 2004 [54] y

Barta et al., 2005 [10]. Puede que el principal motivo por el cual no suele

aplicarse a ejemplos con datos reales, sea la dificultad de estimación que

tienen los parámetros media o intensidad del PC, aśı como su caracterización.

Figura 2.2: Proceso de Cox compuesto con marcas en un subconjunto B.

De igual modo que hace el proceso de Poisson compuesto, el PC compues-

to produce un sencillo proceso acumulador de marcas z(t), que es la suma

de todas las marcas hasta un punto dado en el tiempo, como se ha visto en

la definición (2.1.1). Aunque no es objetivo de esta memoria, merece la pena



40 Modelización e inferencia sobre procesos de recuento

al menos mencionarse que es posible extender el PC compuesto al PC com-

puesto filtrado, proceso que modeliza la respuesta de los puntos del proceso

puntual marcado. En Bouzas et al., 2004 [20] se desarrolla un estudio de este

proceso.

2.2. Teoremas de representación

No es usual el estudio del PC compuesto con marcas en un subconjunto

dado de marcas espećıficas. Considerando las marcas en los puntos del pro-

ceso de recuento, puede que sean interesantes solo aquellos puntos con unas

marcas concretas según su significado. Es decir, puede que nos interese es-

tudiar un proceso puntual extráıdo del PC compuesto original. Entonces, es

pertinente preguntarse acerca de la naturaleza de este otro proceso puntual.

Los teoremas de representación abordan y resuelven este problema.

Teniendo como base los teoremas de representación del proceso de Pois-

son compuesto y el método de condicionamiento de Snyder y Miller, 1991

[117], cuyas demostraciones se basan en el funcional caracteŕıstico del pro-

ceso, es posible dar una versión extendida al caso doblemente estocástico,

como puede verse en Bouzas et al., 2007 [24], se exponen los teoremas de

representacion del PC compuesto. Estos teoremas a parte de la importancia

de su interpretación, facilitan el cálculo de estad́ısticos de proceso.

Dado el acumulador de marcas z(t), y utilizando el método de condiciona-

miento de Snyder y Miller, 1991 [117], el funcional caracteŕıstico del proceso

puede expresarse como

Φz = Ex

[
exp

{∫ t

t0

λ(t, x(t))(Mu(jv(t))− 1)dt

}]
, (2.1)
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donde la esperanza es condicional al proceso información, j =
√
−1,

{v(t); t0 ≤ t < T} es una función arbitraria vectorial y Mu es la función

caracteŕıstica de U , variable aleatoria asociada a las marcas.

Seguidamente se enuncian los citados teoremas de representación expues-

tos en Bouzas et al., 2007 [24], haciendo distinción tanto para el caso con

espacio de marcas numerable, como para el no numerable

Teorema 2.2.1 Teorema de representación. Caso: Espacio de mar-

cas numerable

Se considera un PC compuesto cuyas marcas pertenecen a un espacio

numerable {U1, U2, . . . , Uk, . . .} donde la marca Uk ocurre en un punto con

probabilidad pk, independientemente de la ocurrencia en otros puntos. Se

define {N(t, Uk); t ≥ t0} como el proceso de recuento que cuenta los puntos

con marca Uk. Dado que las marcas son independientes, esto implica que los

procesos de recuento {N(t, Uk); t ≥ t0} con k = 1, 2, . . . son mutuamente

independientes y son a su vez PC con intensidades {pkλ(t, x(t)); t ≥ t0} con

k = 1, 2, . . .. En este caso, el acumulador de marcas z(t) puede expresarse

como

z(t) =
∞∑
k=0

UkN(t, Uk), t ≥ t0.

Teorema 2.2.2 Teorema de representación. Caso: Espacio de mar-

cas no numerable

Se considera un PC compuesto cuyas marcas pertenecen a un espacio

U no numerable con función de densidad Pu(U). Se define {N(t, Bk); t ≥

t0} como el proceso de recuento que cuenta los puntos que tienen marca

en el subconjunto Bk ⊂ U . Tomando los Bk, k = 1, 2, . . . como regiones

disjuntas del espacio U , los procesos de recuento {N(t, Bk); t ≥ t0} con k =
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1, 2, . . . son mutuamente independientes y son a su vez PC con intensidades{
λ(t, x(t))

∫
Bk

Pu(U); t ≥ t0

}
con k = 1, 2, . . .. Se representa el acumulador

de marcas z(t) como

z(t) =

∫
U
UN(t, dU),

donde el término {N(t, dU); t ≥ t0} se interpreta como el PC que cuenta los

puntos en el intervalo [t0, t) que tienen marcas en [U,U + dU).

Resumiendo, si no se prentende estudiar todos los puntos, sino solo aque-

llos que tienen marcas espećıficas, es posible, siempre y cuando se tengan

en cuenta los procesos puntuales con marcas en el subconjunto adecuado del

espacio de marcas, y se trate como el PC que es. Por tanto, no es necesario

extraer el proceso N(t, Bk) del PC compuesto completo y original, ni tam-

poco estudiar su proceso intensidad o proceso media como un PC compuesto

nuevo y diferente, sino que se puede utilizar el estudio de su proceso inten-

sidad o su proceso media mediante las intensidades dadas en los teoremas

de representación. Este hecho tiene especial relevancia cuando los procesos

intensidad o media han sido estimados, puesto que no habŕıa que repetir la

estimación del proceso para cada subconjunto Bk en el que se esté interesado,

incluso para resolver los problemas de marcas perdidas, entre otros casos. Un

ejemplo puede verse en Bouzas et al., 2007 [24] donde se presentan simula-

ciones para las cuales se estima la media del PC mediante Análisis Funcional

en Componentes Principales y esta a su vez, se utiliza para la estimación en

distintos subconjuntos Bk. Desde el punto de vista práctico, un ejemplo seŕıa

teniendo séısmos registrados a lo largo del tiempo, cosiderar solo aquellos en

los que su magnitud ha superado un ĺımite dado, o cuyo epicentro no es tan

profundo como el establecido o que se encuentre en un área determinada.

Por otro lado, es interesante señalar que el PC es un caso particular del
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PC compuesto, en el que las marcas están en un espacio numerable con

marca U = 1. Sin embargo, si se escoge el espacio de marcas no numerable

R = (−∞,+∞), el PC compuesto puede representar un PC con saltos no

unitarios, lo que significa que la propiedad de regularidad del proceso de

Poisson se ha relajado. Otro claro ejemplo es el PC compuesto con supresión

aleatoria, ya que puede verse como un PC compuesto con marcas en el espacio

{0, 1} donde 0 es la marca de las ocurrencias borradas.

2.3. Estad́ısticos de recuento de un PC com-

puesto con marcas espećıficas

Siguiendo el esquema del caṕıtulo anterior, esta sección se centrará en el

estudio de los estad́ısticos de recuento del proceso. Para ello, en un primer

lugar se muestra el proceso media del PC compuesto con marcas en un sub-

conjunto del espacio de marcas, para aśı poder hacer uso de él en aquellos

otros estad́ısticos que tienen su expresión en función de dicho proceso.

Con el fin de no complicar la notaci,ón los estad́ısticos serán dados para

un subconjunto cualquiera B. Por tanto, el PC compuesto con marcas en B,

se notará en adelante por N(t, B).

2.3.1. Proceso media

Los teoremas de representación pueden ser expresados en función del pro-

ceso media. Como es sabido, en un PC cuya media es absolutamente conti-

nua, esta es la integral del proceso intensidad. Este resultado implica que los

PC con marcas en subconjuntos disjuntos Bk que son a su vez mutuamente

independientes, tienen como procesos media:
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Caso numerable

pk

∫ t

t0

λ(σ, x(σ))dσ = pkΛ(t, x(t)).

Caso no numerable∫ t

t0

∫
B

λ(σ, x(σ))Pu(dU) = Λ(t, x(t))

∫
B

Pu(dU), (2.2)

donde se asume que N(t0) = 0 c.s., lo cual no es restrictivo.

Una vez establecidas las expresiones para el proceso media de un PC con

marcas espećıficas, se puede hacer uso de ellas en los estad́ısticos de recuento

básicos de N(t, B), y dar su fórmula tanto en términos del proceso intensidad

como de la media, para ello tendremos en cuenta el caso con espacio de marcas

no numerable (el caso numerable es análogo).

2.3.2. Función masa de probabilidad

La función masa de probabilidad de un PC compuesto con marcas es-

pećıficas, puede expresarse en función del proceso media como sigue

P [N(t, B) = n] =

Ex

[
1

n!

(∫ t

t0

∫
B
λ(σ, x(σ))Pu(dU)dσ

)n
exp

{
−
∫ t

t0

∫
B
λ(σ, x(σ))Pu(dU)dσ

}]
= Ex

[
1

n!

(
Λ(σ, x(σ))

∫
B
Pu(dU)

)n
exp

{
−Λ(σ, x(σ))

∫
B
Pu(dU)

}]
Y en términos de la función generatriz de momentos toma la siguiente forma

Λ(t, x(t))
∫
B
Pu(dU), GΛ(t,x(t))

∫
B Pu(dU) como

P [N(t, B) = n] =
1

n!
GΛ(t,x(t)

∫
B Pu(dU)(−1) (2.3)

De igual modo, puede darse una expresión para la media del proceso N(t, B)

E[N(t, B)] =

Ex

[∫ t

t0

∫
B

λ(σ, x(σ))dσPu(dU)

]
= Ex

[
Λ(t, x(t))

∫
B

Pu(dU)

]
(2.4)
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Como ya se ha indicado anteriormente, la expresión de la función masa de

probabilidad del proceso N(t, B) es de dif́ıcil tratamiento en la mayoŕıa de

los casos, haciendo que sea complicado su cálculo. Sin embargo, En Bouzas

et al., 2007 [24] se puede encontrar un ejemplo en el que se calcula la función

masa de probabilidad de un PC compuesto con intensidad de banda estrecha

con marcas espećıficas, para ello se hizo uso de una fórmula recursiva.

2.3.3. Moda

La moda del proceso N(t, B) es su valor más probable y se notará en

adelante como nmáx ∈ N. Para este estad́ıstico puede hallarse un intervalo

dentro del cual se conoce que se encuentra el valor con máxima probabilidad.

Su estudio completo puede encontrarse en Bouzas et al., 2011 [28]. Hemos

de notar que tomando B como todo el espacio de marcas, o simplemente

eliminando el término que depende de B,
∫
B
Pu(dU)), se lograŕıa una demos-

tración análoga a la que se expone a continuación para el caso del PC, tal y

como se avanzó en la Sección (1.2.4) del caṕıtulo anterior.

Proposición 2.3.1 Sea el proceso N(t, B) un PC compuesto con marcas en

B ⊂ U . El número de ocurrencias con mayor probabilidad del proceso, nmáx,

en un instante fijo es
[
Λ(t, x(t))

∫
B
Pu(dU)− 1

]
si esta expresión pertenece a

N, e int
[
Λ(t, x(t))

∫
B
Pu(dU)− 1

]
o int [Λ(t, x(t))

∫
B
Pu(dU)− 1

]
+ 1 si no

pertenece a N y será 0 si la expresión es negativa.

Nota: int = parte entera.

Demostración. Por definición, la moda ,nmáx, es el entero n tal que se

alcanza máxP [N(t, B) = n], donde la probabilidad P [N(t, B) = n] es la

función masa de probabilidad de un PC compuesto con marcas espećıficas

dada anteriormente.
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Para un t fijo, se conoce el valor de Λ(t, x(t)) dado el proceso información,

y entonces

máxP [N(t, B) = n] =

máx

[
1

n!

(
Λ(t, x(t))

∫
B

Pu(dU)

)n
exp

[
−Λ(t, x(t))

∫
B

Pu(dU)

]]
Puesto que exp

[
−Λ(t, x(t))

∫
B
Pu(dU)

]
es constante, tan solo habŕıa que ma-

ximizar la expresión 1
n!

(
Λ(t, x(t))

∫
B
Pu(dU)

)n
. Para simplificar la notación,

llamaremos A = Λ(t, x(t))
∫
B
Pu(dU). Se verifica que:

1. Para un A ∈ R conocido,
An

n!
−−→n→∞0 luego existe n0 ∈ N a partir del

cual la serie decrece en n. Entonces,

An

n!
≥ An+1

(n+ 1)!
si y solo si n ≥ A− 1

2. Además,
An

n!
≤ An+1

(n+ 1)!
si y solo si n ≤ A− 1

de este modo, en el caso que A ∈ N, nmáx = A−1 y si A 6∈ N, entonces nmáx =

int(A−1) o nmáx = int(A−1)+1. Hay que tener en cuenta la posibilidad de

que resulte un valor negativo, lo que ocurriŕıa si A < 1, entonces se tomaŕıa

nmáx = 0.

Para que resulte más cómodo, puede escribirse la moda nmáx como

nBmáx(t) =

Λ(t)
∫
B
Pu(dU)− 1, Λ(t)

∫
B
Pu(dU) ∈ N

int
(
Λ(t)

∫
B
Pu(dU)− 1

)
or

int
(
Λ(t)

∫
B
Pu(dU)− 1

)
+ 1

, Λ(t)
∫
B
Pu(dU) /∈ N

0, Λ(t)
∫
B
Pu(dU) < 1

(2.5)
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2.3.4. Función de distribución acumulada

Se define la función de distribución acumulada del proceso N(t, B) como

la probabilidad de haber observado menos de un número dado de ocurrencias

en B antes de un instante de tiempo fijo. Dada la función masa de probabi-

lidad, la expresión de la función de distribución acumulada es la siguiente

P [N(t, B) < n] = P [N(t, B) ≤ n− 1] =

Ex

[
n−1∑
i=0

1

i!

(
Λ(t)

∫
B

Pu(dU)

)i
exp

[
−Λ(t)

∫
B

Pu(dU)

]]
=

Ex

[
Γ(n,Λ(t)

∫
B
Pu(dU))

Γ(n)

]
(2.6)

donde Γ(n) =
∫∞

0
σn−1e−σdσ es la conocida función gamma y, a su vez,

Γ(n, x) =
∫∞
x
σn−1e−σdσ es la función gamma incompleta.

2.4. Estad́ısticos de tiempo de un PC com-

puesto con marcas espećıficas

Una vez expuesto los estad́ısticos de recuento, pasamos en esta sección al

estudio de los estad́ısticos de los tiempos de ocurrencia de un PC compuesto

con marcas espećıficas en un subconjunto B.

2.4.1. Función de supervivencia

La función de supervivencia, también conocida como función de fiabilidad,

de un PC compuesto N(t, B) es la probabilidad de que el n-ésimo punto del

proceso suceda después de un tiempo T . Esta función está relacionada con

la función de distribución acumulada del siguiente modo

PB[Wn > T ] = P [N(t, B) < n] (2.7)
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donde PB indica la probabilidad dentro del subconjunto de marcas B y por

tanto su expresión es la misma que la de la ecuación (2.6).

Haciendo uso una vez más del método de condicionamiento de Snyder y

Miller, 1991 [117], se obtiene que la función de densidad condicionada de los

n primeros tiempos de ocurrencia de N(t, B) es

pBwn/wn−1
(Wn/Wn−1)

= Ex

[
λ(Wn)

∫
B

Pu(dU)exp

[
−
∫ Wn

Wn−1

λ(σ)Pu(dU)dσ

]]
= Ex

[
λ(Wn)

∫
B

Pu(dU)exp

[
−(Λ(Wn)− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
(2.8)

2.4.2. Probabilidad de tener una nueva ocurrencia en

un intervalo de tiempo

Otro estad́ıstico de gran interés es aquel que proporciona la probabilidad

de que la siguiente ocurrencia con marca B esté en el intervalo de tiempo

[Wn−1, T ), cuya expresión es la siguiente

PBwn/wn−1
(Wn < T/Wn−1)

= Ex

[∫ T

Wn−1

λ(Wn)

∫
B
Pu(dU)exp

[
−
∫ Wn

Wn−1

∫
B
λ(σ)Pu(dU)dσ

]
dWn

]

= Ex

[
−exp

[
−
∫ T

Wn−1

∫
B
λ(σ)Pu(dU)dσ

]
+ exp

[
−
∫ T

Wn

∫
B
λ(σ)Pu(dU)dσ

]]

= Ex

[
1− exp

[
−
∫ T

Wn−1

∫
B
λ(σ)Pu(dU)dσ

]]

= Ex

[
1− exp

[
−(Λ(T )− Λ(Wn−1))

∫
B
Pu(dU)

]]
(2.9)
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2.4.3. Función de supervivencia condicionada

Como consecuencia del estad́ıstico anterior, se puede escribir la función

supervivencia o fiabilidad condicionada del siguiente modo

PB
wn/wn−1

(Wn > T/Wn−1) =

Ex

[
exp

[
−(Λ(T )− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
(2.10)

Teniendo en cuenta la relación entre los tiempos de ocurrencia y los tiempos

de llegadas, wn = wn−1 + tn, donde tn es el tiempo de llegada n-ésimo, se

puede llegar a la expresión de la densidad de ocurrencia adelantada.

2.4.4. Densidad de ocurrencia adelantada

La densidad de la ocurrencia adelantada es igual a la densidad condicio-

nada de tn y se expresa como

pBtn/wn−1
(T/Wn−1) = pBwn/wn−1

(Wn + T/Wn−1) =

Ex

[
λ(Wn + T )

∫
B

Pu(dU)exp

[
−(Λ(Wn + T )− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
Es de senñalar, que una caracteŕıstica común a los estad́ısticos de recuento

y a los estad́ısticos de tiempo de un PC compuesto con marcas espećıficas,

es que todos ellos están expresados en función de la media del PC respecto

a las marcas, lo que permitirá utilizar cualquier estudio adicional de dicha

media para todo proceso N(t, B).
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2.5. Inferencia

Para poder abordar la estimación de los estad́ısticos de un PC compuesto

con marcas espećıficas, se requiere el uso de varios resultados ya expuestos a

lo largo de esta memoria. Por un lado, se puede estimar la media del proceso

sin tener en cuenta sus marcas N(t), como ya se presentó en la Sección 1.4.1,

del caṕıtulo anterior. Por lo que, a partir de su predicción vista en la ecuación

(1.29) y haciendo uso de la independencia entre las marcas y ocurrencias del

PC compuesto, se pueden predecir varios de sus estad́ısticos de recuento.

Por otra parte, se debe recordar que la media del proceso N(t, B) se expresa

en términos de la media de N(t) y una constante dependiente de B según

los teoremas de representación. Por tanto, surge una nueva aplicación de la

estimación del proceso media del PC base del PC compuesto, la estimación

de los estad́ısticos de N(t, B).

2.5.1. Inferencia de los estad́ısticos de recuento

En este apartado haciendo uso tanto de los teoremas de representación

como de la predicción del proceso media, se darán expresiones para los es-

tad́ısticos de recuento de un PC compuesto en un tiempo futuro s ∈ (T1, T2),

habiendo tomado la observación del proceso en el intervalo [T0, T1], como se

muestra en Bouzas et al., 2010 [27]. Esto es, si una trayectoria muestral ha

sido observada hasta un tiempo T1 y se necesita una predicción en s, debido

a la independencia de los incrementos del PC compuesto cabe la posibilidad

de estimar N(s, B) en (T1, T2) y sumarle las ocurrencias en el pasado. De este

modo, se obtienen los estimadores de los principales estad́ısticos de recuento

que se muestran a continuación.
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Media

La media del proceso N(T1, s, B), s ∈ (T1, T2], donde N(T1, s, B) es el

número de puntos entre T1 y s, viene dada por

E [N(T1, s, B)] ' Ex

[
Λ(s)

∫
B

Pu(dU)

]
= µ

2)
Λ (s)

∫
B

Pu(dU) (2.11)

Moda

La moda de N(T1, s, B), s ∈ (T1, T2) se define como el número de ocu-

rrencias con probabilidad máxima hasta el instante s, nBmáx(s), siendo su

expresión

nBmáx(s) ' (2.12)

Λ̃q2(s)
∫
B
Pu(dU)− 1, Λ̃q2(s)

∫
B
Pu(dU) ∈ N

int
(

Λ̃q2(s)
∫
B
Pu(dU)− 1

)
or

int
(

Λ̃q2(s)
∫
B
Pu(dU)− 1

)
+ 1

, Λ̃q2(s)
∫
B
Pu(dU) /∈ N

0, Λ̃q2(s)
∫
B
Pu(dU) < 1

(2.13)

Función de distribución acumulada

La función de distribución acumulada de N(t, B) en s ∈ (T1, T2) es la

probabilidad de haber observado menos de un cierto número de ocurrencias

en B hasta el instante de tiempo s. Haciendo uso de las ecuaciones de la

función de distribución acumulada de un PC (2.6), de la predicción de la

media (1.29) y notando N(T1, B) = nT1 , se obtiene

P [N(s,B) < n] '


0, n ≤ nT1

Ex

Γ

(
n− nT1 − 1,Λ(s)

∫
B
Pu(dU)

)
Γ(n− nT1 − 1)

 , n > nT1
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donde Γ(n) es la función gamma y Γ(n, x) es la función gamma incompleta.

2.5.2. Inferencia de los estad́ısticos de tiempo

Pasemos ahora a los estad́ısticos de los tiempos de ocurrencia. Suponga-

mos que se ha observado una trayectoria muestral en un conjunto discreto

de instantes de tiempo de un intervalo [T0, T1] y se necesita una estimación

en s. Al igual que en los estad́ısticos de recuento, teniendo en cuenta la in-

dependencia de los incrementos del PC compuesto y las ecuaciones de los

estad́ısticos que se mostraron en la sección (2.3), se puede estimar el proceso

N(s, B) en el intervalo (T1, T2), conocido en un intervalo previo dando lugar

a la ecuación de la media (2.11).

Sin embargo, la aplicación de la estimación de la media (1.29) da lugar a

una expresión intratable de los estad́ısticos de tiempo de un PC compuesto

con marcas espećıficas, aunque es habitual utilizarla con el PC. No obstante,

a pesar de esto, si se verifican unas restricciones muy débiles, es posible

derivar una expresión que se puede implementar, como se muestra en la

siguiente proposición.

Proposición 2.5.1 Dada la estimación del proceso media de N(t) de la

ecuación (1.29), se asume que las componentes principales ξi utilizadas para

la estimación de las componentes del futuro ηj, j = 1, ..., q2 son indepen-

dientes y se distribuyen según una distribución Normal (o k > 30) y sus

distribuciones son (o pueden estimarse como) N (0, σi) donde σ2
i son las va-

rianzas estimadas previamente en el correspondiente ACPF.

Para un tiempo fijo s ∈ (Wn−1 = T1, T2), la probabilidad de haber una
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nueva ocurrencia con marca en B en el intervalo (Wn−1 = T1, s) es

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1) '

1− exp

(Λq1(Wn−1)− µ2)
Λ (s)

)∫
B

Pu(dU)


· exp

[(∫
B
Pu(dU)

)2

2

q2∑
j=1

(
p∑
i=1

(
σib

j
i

)2

)
(gj(s))

2

]
(2.14)

donde p es el mayor pj, ∀j

Demostración. Con el fin de no complicar la notación se denotará por

a =

∫
B

Pu(dU) y b = Λq1(Wn−1), ambas constantes. Entonces la ecuación

(2.9) puede reescribirse como

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1)

= Ex

1− exp

− (Λ(s)− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)


= Ex [1− exp [−a (Λ(s)− b)]]

= 1− Ex[e−aΛ(s) eab] = 1− eabMΛ(s)(−a)

donde MΛ(s)(σ) es la función generatriz de Λ(s). Utilizando la ecuación de la

predicción de la media (1.29), se obtiene

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1)

' 1− eabE

[
exp

[
−a

(
µ

2)
Λ (s) +

q2∑
j=1

(
pj∑
i=1

bji ξi

)
gj(s)

)]]
(2.15)

Sustituyendo a y b por su expresiones se obtendŕıa la probabilidad, pero co-

mo ya se comentó es una expresión intratable, dif́ıcil de calcular. Con el fin

de obtener una expresión práctica para esta probabilidad, introducimos la
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siguiente notación. Llamaremos p al mayor pj, ∀j. Es decir, p es el mayor

sub́ındice de las componentes principales del pasado utilizadas en la estima-

ción de las componentes principales del futuro. Por tanto la ecuación (2.15)

puede reescribirse como

' 1− eabE

[
exp

[
−a

(
µ

2)
Λ (s) +

q2∑
j=1

(
p∑
i=1

bji ξi

)
gj(s)

)]]

= 1− eab e−aµ
2)
Λ (s) E

[
exp

[
−a

q2∑
j=1

(
p∑
i=1

bji ξi

)
gj(s)

]]

= 1− eab e−aµ
2)
Λ (s) E

[
exp

[
p∑
i=1

ξi

(
q2∑
j=1

−a bji gj(s)

)]]

= 1− eab e−aµ
2)
Λ (s) E

[
p∏
i=1

q2∏
j=1

exp
[
−a bji ξigj(s)

]]

Debe notarse que algunas componentes principales ξi pueden faltar debido

a que bji = 0, ∀j, lo que significa que no aparecen en la estimación de las

componentes principales del futuro. Si el resto de las componentes principales

ξi son independientes, la expresión de la ecuación (2.16) puede expresarse

como

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1)

' 1− eab e−aµ
2)
Λ (s)

[
p∏
i=1

q2∏
j=1

Mξi

(
−a bjigj(s)

)]

Por último, se asume que las componentes principales ξi, se distribuyen me-

diante N (0, σ2
i ) donde σ2

i son estimadas en el ACPF. En el caso que esto no

se verifique pero el tamaño muestral sea mayor que 30, se pueden aproximar

sus distribuciones mediante Normales. Entonces, como la función generatriz
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de ξi es Mξi (u) = exp

[
σ2
i u

2

2

]
, la ecuación se puede reescribir

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1)

' 1− exp

(Λ(Wn−1)− µ2)
Λ (s)

)∫
B

Pu(dU)


×

[
p∏
i=1

q2∏
j=1

exp

[(
σia b

j
igj(s)

)2

2

]]

= 1− exp

(Λ(Wn−1)− µ2)
Λ (s)

)∫
B

Pu(dU)


×

[
p∏
i=1

q2∏
j=1

exp

[(
σib

j
igj(s)

∫
B
Pu(dU)

)2

2

]]
(2.16)

Las restricciones impuestas no son fuertes ni dif́ıciles de cumplir ya que

es habitual que las componentes principales tengan distribución Normal con-

junta. Dado que son incorreladas, esto las hace independientes y por tanto

normalmente distribuidas.

Como consecuencia de la proposición anterior, y bajo las mismas condi-

ciones, se puede expresar la función de supervivencia condicionada como

PB
w/wn−1

(Wn > s/Wn−1)

' exp

(Λq1(Wn−1)− µ2)
Λ (s)

)∫
B

Pu(dU)


× exp

[(∫
B
Pu(dU)

)2

2

q2∑
j=1

(
p∑
i=1

(
σib

j
i

)2

)
(gj(s))

2

]
(2.17)
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2.5.3. Contraste de bondad de ajuste

En el caṕıtulo anterior, dedicado al PC, ya se desarrolló el contraste de

bondad de ajuste de un PC en la Sección 1.4.3. En este apartado, se extiende

ahora el estudio de la bondad de ajuste al caso del PC compuesto con marcas

espećıficas.

Sea {N(t); t ≥ t0} un PC compuesto. El estudio de sucesos de un pro-

ceso con marcas en un subconjunto dado B, es decir {N(t, B); t ≥ t0}, es

de habitual interés. Utilizando los teoremas de representación, resulta que

la intensidad de un PC compuesto con marcas espećıficas es nueva, pero

sin embargo, el proceso de recuento continua siendo un PC, por lo que la

generalización es clara.

Se tiene que el proceso {N(t, B); t ≥ t0} es un PC con intensidad
{
λB(t) =

λ(t)

∫
B

Pu(dU); t ≥ t0

}
. Por lo que tomando nuevas trayectorias de un nue-

vo proceso puntual M(t), se puede comprobar si el proceso formado por

puntos con marcas en B, {M(t, B); t ≥ t0}, es o no un PC con intensidad{
λB(t) = λ(t)

∫
B

Pu(dU); t ≥ t0

}
.

De modo semejante al caso del PC, el contraste se establece de dos modos

distintos, dependiendo de si hay conocimiento del proceso a contrastar en la

hipótesis nula, o solo de los datos observados. Por tanto el test de bondad de

ajuste seŕıa


H

(j)
0 : E[λB(tj)] = µ(tj)

∫
B

Pu(dU)

H
(j)
1 : E[λB(tj)] 6= µ(tj)

∫
B

Pu(dU)
, j = 1, . . . , p

en el caso en el que la intensidad del PC compuesto es conocida, independien-

temente de sus marcas. Obsérvese que σ2
λB(t) =

[∫
B

Pu(dU)

]2

σ2(t). Siendo
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el p-valor para el instante tj

p− valor(tj) = 2P

Z >

∣∣∣∣∣∣µexp(tj)−
∫
B
Pu(dU)µ(tj)∫

B
Pu(dU)

√
1
s
σ2(tj)

∣∣∣∣∣∣


En el caso en el que la estructura estocástica del proceso no es conocida

y por tanto se realiza el test de bondad de ajuste a partir de los datos

observados, se tiene el siguiente contraste

 H
(j)
0 : E[λB(tj)] = µ̂(tj)

∫
B
Pu(dU)

H
(j)
1 : E[λB(tj)] 6= µ̂(tj)

∫
B
Pu(dU)

, j = 1, . . . , p

en este caso la intensidad debe ser estimada entre los puntos con marcas

en B, obteniéndose el estimador puntual de la intensidad (1.34) como ya se

vió en la sección 1.4.3. De modo más expĺıcito, se tiene

λ̂Bl (tj) =
1

m

m∑
i=1

Mi(tj, B)−Mi(tj−1, B)

tj − tj−1

, j = 1, . . . , p ; l = 1, . . . , s

Obsérvese que ahora σ̂2
λB(t) =

[∫
B
Pu(dU)

]2
σ̂2(t) y el p-valor del contraste

en tj es

p− valor(tj) = 2P

t >
∣∣∣∣∣∣µexp(tj)−

∫
B
Pu(dU)µ̂(tj)∫

B
Pu(dU)

√
1
s
σ̂2(tj)

∣∣∣∣∣∣


De este modo, queda extendido el test de bondad de ajuste al caso de un

PC compuesto con marcas espećıficas en un subconjunto dado del espacio de

marcas.

El criterio de rechazo de la hipótesis nula se hace siguiendo el criterio BH

que se introdujo en el caso del PC (ver eṕıgrafe 1.4.3).
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2.6. Proceso de Cox multidimensional

Dejando de restringir el espacio de las ocurrencias del proceso puntual a

la recta real, el PC se puede extender al caso en el que los sucesos perte-

nezcan a un espacio de varias dimensiones, teniendo aśı un proceso de Cox

multidimensional. Ejemplos del estudio del PC multidimensional aplicado

a la modelización de datos reales, pueden encontrarse en Ogata, 1998 [92],

Spencer et al., 2000 [118], Haas y Shapiro, 2002 [62], Faenza et al., 2008 [49],

Renshaw, 2009 [99], Myllymaki y Pettinen, 2010 [84], entre otros. Dentro de

los PC multidimensionales pueden distinguirse dos casos diferenciadón de-

pendiendo de algunas caracteŕısticas, estos son el PC multichannel y el PC

espacio-tiempo.

Las aportaciones de esta tesis no parecen a priori aplicables a PC multi-

dimensionales. Sin embargo, el hecho de que puedan interpretarse como PC

compuestos, hace que muchos de ellos sean casos particulares de los tratados

en los resultados desarrollados en esta memoria y por eso los mencionamos

e interpretamos como compuestos en esta sección.

2.6.1. Procesos de Cox multichannel

Un PC multidimensional definido sobre un dominio espacio-temporal se

denomina PC multichannel cuando el dominio espacial consiste en regiones

discretas sobre las que se observa un PC temporal, mientras que las locali-

zaciones espaciales dentro de las regiones son ignoradas. Desde un punto de

vista matemático, podŕıa interpretarse como un vector del PC, donde cada

proceso asociado a una de las regiones se denomina componente del proceso

multichannel. En Snyder y Miller, 1991 [117] pueden encontrarse ejemplos de

la aplicación de los PC multichanne,l como por el ejemplo el caso de un sis-
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tema de comunicación óptica de detección directa, en el que las turbulencias

atmosféricas hacen que el campo de luz recibido en el sistema sea espacial-

mente incoherente. Este efecto se ser compensado en algunos casos mediante

el uso de una serie de fotodetectores en el receptor. Cada componente de

un proceso multichannel puede asociarse con la salida de cada uno de los

fotodetectores en la serie.

El modelo propuesto por Snyder y Miller, 1991 [117] para un PC multi-

channel, consta de K PC unidimensionales, donde cada uno seŕıa una compo-

nente, de modo que son procesos mutuamente independientes dado el proceso

información.

Definición 2.6.1 Sea {Nk(t) : t ≥ t0}, k = 1, . . . , K el PC con intensidad

{λk(t, x(t)) : t ≥ t0} donde {x(t) : t ≥ t0} es el proceso información. Se

asume que N1(·), N2(·), . . . , NK(·) son mutuamente independientes dado el

proceso información. El vector N(·) con componentes N1(·), N2(·), . . . , NK(·)

se denomina PC multichannel con proceso intensidad

λ(t, x(t)) = [λ1(t, x(t)), λ2(t, x(t)), . . . , λK(t, x(t))]′

Para las pretensiones de esta memoria, es importante destacar que este

tipo de procesos pueden considerarse como un caso particular del PC com-

puesto en el que la marca de punto o suceso indique la región en la que éste

ocurre.

2.6.2. Procesos de Cox espacio-tiempo

Existen diversos casos de PC multidimensionales en los que los puntos

ocurren aleatoriamente en el espacio-tiempo, es decir, suceden a lo largo

del tiempo y en una región del plano o el espacio con sus correspondientes
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coordenadas. Por ejemplo, en medicina nuclear donde hay cámaras de rayos

gamma, se utiliza para monitonizar la radiactividad, cada fotón detectado

tiene una coordenada espacial y otra temporal correspondiente al instante

y localización de su absorción en el detector. Los séısmos ocurren aleato-

riamente en el espacio y el tiempo sobre la superficie terrestre, provocando

descargas luminosas, tormentas y otros fenómenos.

En Snyder y Miller, 1991 [117] presentan el siguiente modelo.

Definición 2.6.2 Sea N(T×A) el número de puntos en T×A, donde T×A

es un conjunto medible en el dominio espacio-tiempo T×U del proceso. Donde

T = [t0, t[ y para abreviar se denota N(T × A) = N(t, A). La intensidad del

proceso se denota por {λ(t,u,x(t)), t ∈ T , u ∈ U} con {x(t) : t ≥ t0}

el proceso información. Por definición N(t) es un PC espacio-tiempo sobre

T × U si, condicionado al proceso información, es un proceso de Poisson

espacio-tiempo.

Trasladándolo al caso del PC compuesto, se observa que un proceso puntual

en el cual los puntos tienen las coordenadas espacial y temporal, puede verse

como un proceso marcado en el tiempo, donde las marcas de un punto son

continuas e indican la posición espacial del mismo. Obteńıendose aśı que este

proceso es un caso particular del PC compuesto.

Un PC espacio-tiempo también puede ser interpretado tanto como el ĺımi-

te de un PC multichannel, como el número de componentes del proceso in-

crementado hacia el infinito.



Caṕıtulo 3

Proceso auto-excitado

Los caṕıtulos anteriores de esta memoria se han dedicado a procesos que

pretenden modelizar fenómenos puntuales de la forma más fiel posible apor-

tando flexibilidad con respecto a su intensidad, incluso relajando la propiedad

de regularidad con los procesos compuestos, pero sin considerar que el pro-

ceso tenga memoria. Es evidente que resultaŕıa importante llevar esto a un

nivel más elevado, permitiendo que la intensidad del proceso puntual pueda

depender del pasado del propio proceso, como es el caso del proceso del que

se ocupa el presente caṕıtulo, el proceso auto-excitado. En este proceso, se

pierde la propiedad de que el proceso no tenga memoria del PC pero se gana

en generalización del modelo.

El estudio de procesos estocásticos con memoria no es ni mucho menos

nuevo, piénsese por ejemplo en colas con memoria o series temporales. La

novedad de los procesos auto-excitados es la posible dependencia de todo el

pasado del proceso aśı como su doble aleatoriedad, es decir, que su intensidad

pueda ser a su vez un proceso estocástico (Snyder y Miller, 1991 [117]).

Kopperschmidt y Stute, 2013 [75] explica de forma muy clara y breve que los

procesos de Hawkes fueron los primeros en aunar estas dos caracteŕısticas;

61
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además señala que es habitual la asunción de una forma multiplicativa para

la intensidad por sus buenas propiedades asintóticas.

En casos en los que la intensidad sea más general, hay que subrayar la

complejidad de sus expresiones y, por tanto, de su estimación. De hecho, los

ejemplos de este tipo de procesos que se pueden encontrar en la literatura no

son finalmente tan generales como se podŕıa esperar.

Centrándonos en el proceso en śı, se puede observar que en el proceso

auto-excitado más general, todo el pasado del proceso, es decir el número de

ocurrencias N(t) y los tiempos de ocurrencias ω1, ω2, ..., ωN(t) para todo pun-

to anterior al tiempo t, puede influir en el número y tiempo de ocurrencia de

todos los puntos posteriores. Para verlo de un modo más práctico, digamos

que un ejemplo de fenómeno que puede ser modelado mediante un proceso

auto-excitado es el de los isótopos radiactivos de vida corta, la intensidad de

la radiación no será la misma al inicio de la vida del isótopo que transcurrido

un cierto tiempo. Otro fenómeno que se podŕıa modelar mediante el proceso

auto-excitado es la emisión de electrones en un tubo de vaćıo en condiciones

limitadas. En este caso, las emisiones desde el cátodo son suprimidas median-

te los electrones emitidos previamente y que aún se encuentran en tránsito

hacia el ánodo. De hecho, esta nube de electrones puede tener una carga

total de una magnitud suficiente tal que la emisión de electrones puede estar

casi extinguida. Esta emisión de electrones se modela mediante un proceso

auto-excitado, como se puede ver de modo más detallado en Davenport y

Root, 1958 [43] y en Srinivasan y Vasudevan, 1971 [120].

En la literatura, son muchos los art́ıculos que tienen como base este tipo

de procesos. Citando algunos, Hawkes, 1971 [65] hace un estudio teórico de

los mismos en el que la intensidad está determinada por los sucesos en el

pasado, haciendo distinción entre los efectos que puede tener: un efecto local
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donde la función decreceŕıa rapidamente o bien con efectos más a largo plazo

que generaŕıa una gráfica a partir del origen y con forma de joroba. Spreij,

1990 [119] se centra en un sistema de procesos de recuento auto-excitados

con un espacio de estado finito, Al Mutairi, 1998 [5] utiliza los procesos auto-

excitados para el estudio de la fiabilidad de software informático al igual que

Wang, 2005 [124], y Hautsch, 2012 [69] que dedica una sección de su libro

al caso particular de procesos auto-excitados estudiados por Hawkes y que

toman su nombre, otros ejemplos interesantes pueden encontrarse en Mohler,

2011 [85] y Lewis, 2012 [79].

En Snyder y Miller, 1991 [117], se puede encontrar un estudio detallado

de los procesos auto-excitados, en él dedican un caṕıtulo al desarrollo de

los mismos, de su expresión a partir de los tiempos de ocurrencia, y de la

expresión de la función de densidad muestral que es base del estudio de otra

generalización de los procesos de Poisson, los procesos de Cox y que se han

visto anteriormente en el Caṕıtulo 1 de esta memoria.

Sin embargo, hay muchas aplicaciones, en las que el proceso puntual no

depende de la totalidad de su pasado, sino sólo de alguna pequeña fracción

como puede ser el número total de puntos acumulado o de algunos de los

últimos tiempos de ocurrencia. Los procesos más conocidos de este tipo son

dos procesos muy estudiados, los procesos de nacimiento de Markov y los

procesos de renovación.

A lo largo de este caṕıtulo se definirán los procesos auto-excitados, se

mostrarán los estad́ısticos de recuento de dichos procesos como son la función

masa de probabilidad y algunos de sus momentos, para posteriormente pasar

a la expresión de los principales estad́ısticos de tiempo. La última sección

de este caṕıtulo se centra en el estudio de la inferencia sobre el proceso y

el proceso intensidad. La aportación clave de esta memoria en el presente
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caṕıtulo, es la estimación de la intensidad condicionada al recuento, a partir

de la cual se podrán estimar los estad́ısticos de recuento del proceso auto-

excitado.

3.1. Definición

Previo a la introducción de la definición del proceso auto-excitado, se

establecen notación, terminoloǵıa, aśı como ciertos supuestos siguiento las

pautas establecidas en Snyder y Miller, 1991 [117].

Sea {N(t) : t ≥ t0} un proceso de recuento, y se asume que

1. {N(t) : t ≥ t0} es condicionadamente regular.

2. El ĺımite de la siguiente función a (4t, N(t)) existe cuando 4t tiende

a cero para casi toda realización de {N(t)); t ≥ t0}

a(4t, N(t)) = 1
4tP [N(t, t+4t) = 1/N(t)] ; N(t) = 0

1
4tP

[
N(t, t+4t) = 1/N(t;ω1, ω2, ..., ωN(t))

]
; N(t) ≥ 1

donde ωi es el tiempo de ocurrencia del i-ésimo punto.

3. P [N(t0) = 0] = 1.

La primera propiedad indica que la probabilidad condicionada de dos o más

puntos en un intervalo (t, t+4t) puede hacer una pequeña fracción arbitraria,

de que haya solo un punto si se elige un 4t suficientemente pequeño. Se
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denotan los ĺımites de la segunda propiedad del siguiente modo

µ(t, 0) = ĺım
4t→0

1

4t
P [N(t, t+4t) = 1/N(t)] ; N(t) = 0

µ(t, N(t);ω1, ω2, ..., ωN(t)) =

ĺım
4t→0

1

4t
P
[
N(t, t+4t) = 1/N(t);ω1, ω2, ..., ωN(t)

]
; N(t) ≥ 1

estos caracterizan el comportamiento infinitesimal del proceso puntual con-

dicionado a su comportamiento global previo. Se define el proceso intensidad

como

λ(t) =

 µ(t, 0); t0 ≤ t ≤ ω1

µ(t, N(t);ω1, ω2, ..., ωN(t)); ωN(t) ≤ t ≤ ωN(t)+1

(3.1)

la cual es continua a la izquierda y se asume que E[λ(t)] <∞, t ≥ t0.

Dada la definición de del proceso intensidad{λ(t); t ≥ t0}, se observa que

es un proceso estocástico y que cualquiera de sus trayectorias muestrales

depende del pasado del proceso de recuento.

El proceso de recuento {N(t); t ≥ t0} se denomina proceso auto-excitado

si su proceso intensidad depende de más que del tiempo t, de lo contrario,

se trata de un proceso de Poisson no homogéneo. Si el proceso intensidad

depende sólo del número de puntos en el intervalo [t, t0) y no de los tiempos

de ocurrencia, el proceso {N(t); t ≥ t0} se trata de un proceso de nacimiento.

De modo general, la intensidad puede depender de uno o más tiempos de

ocurrencia, aśı como del número de puntos anteriores.
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3.1.1. Intensidad condicionada al recuento

Como puede verse en Snyder y Miller, 1991 [117], se define la intensidad

condicionada al recuento como la intensidad esperada dado el número de

puntos. Definida de modo más formal

λN(t)(t) = E[λ(t) | N(t)] (3.2)

es decir, la esperanza cuando N(t) = n.

Otro modo de escribir la intensidad condicionada al recuento es como la

intensidad vista en la definición en (3.1) pero condicionando solo a los puntos

N(t), tal y como se puede ver en Pham, 2003 [96]. Es claro que es una función

del tiempo para cada N(t) = n, n ∈ N.

Si se presta atención a la expresión de la definición de la intensidad (3.1)

y se condiciona solo a N(t) = n, claramente la función λN(t−)=n(t) es distinta

de cero en el intervalo donde es posible que antes de t haya n puntos. Además,

λN(t)=n(t) es distinta de cero entre el primero y el último de los posibles n+1

tiempos de ocurrencias.

Con el fin de simplificar la notación se usará en adelante λn(t) en lugar

de λN(t)=n(t) para un n fijo.

Dada la definición del proceso intensidad condicionada, es fácil ver que

EN [λN(t)(t)] = E[λ(t)] (3.3)

que es la media de la intensidad del proceso auto-excitado expresada en

función de la intensidad de recuento condicionada.

La importancia del proceso intensidad de recuento condicionada reside

en que es un proceso paramétrico del proceso auto-excitado. Por lo tanto,

no solo la intensidad está relacionada con él, sino que la función masa de

probabilidad depende también de ella, aśı como otros momentos. Es muy
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dif́ıcil, por no decir imposible, concretar cómo la intensidad depende tanto

de los puntos N(t) como de los tiempos de ocurrencias ω1, ω2, ..., ωN(t). Esto

también sucede a la hora de dar una expresión cerrada de la intensidad

condicionada al en un ejemplo real, incluso aunque solo dependa de N(t),

por lo que su estimación es una tarea interesante.

3.2. Estad́ısticos de recuento

Análogamente a los caṕıtulos anteriores, esta sección se dedica al desarro-

llo de los estad́ısticos de recuento del proceso auto-excitado. La caracteriza-

ción de dichos estad́ısticos se lleva a cabo mediante el estudio de la distribu-

ción del número de puntos en el intervalo [t, t0). Como se acaba de apuntar,

el proceso intensidad condicionada al recuento definido anteriormente, tiene

un papel muy relevante en el desarrollo de estos estad́ısticos.

3.2.1. Función masa de probabilidad

En primer lugar, se tiene que la función masa de probabilidad de un

proceso auto-excitado tiene la siguiente expresión

P [N(t) = 0] = exp

[
−
∫ t

t0

λ0(σ) dσ

]
(3.4)

P [N(t) = n] =

∫ t

t0

λn−1(τ)P [N(τ) = n− 1] exp

[
−
∫ t

τ

λn(σ) dσ

]
dτ

según se demuestra en Snyder y Miller, 1991 [117].

La función masa de probabilidad viene dada mediante una ecuación recur-

siva que depende en cada paso de la intensidad condicionada. Esta expresión

no es práctica ni para su aplicación a un caso real ni para su implementación.

Sin embargo, el estimador de la misma que se propondrá en esta memoria
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permitirá escribir una estimación de la función masa de probabilidad práctica

teniendo en cuenta la información disponible en el caso de datos de sucesos

recurrentes.

3.2.2. Momentos

Debido a la complejidad de la obtención de expresiones expĺıcitas o incluso

la estimación de los momentos del proceso auto-excitado, estos no son muy

estudiados en la literatura. Por ello, y siguiendo las sugerencias de Snyder y

Miller, se proporcionan expresiones para los principales momentos de estos

procesos de recuento. Establezcamos previamente una proposición

Proposición 3.2.1 Sea {N(t); t ≥ t0} un proceso auto-excitado con proceso

intensidad definido en (3.1) el cual es condicionalmente regular y además

E[λ(t)] < ∞ y P [N(t0) = 0] = 1, entonces el momento r-ésimo del número

de puntos del proceso verifica

∂E[N r(t)]

∂t
=

r∑
j=1

(
r

j

)
EN
[
N r−j(t)λN(t)(t)

]
, r ∈ N (3.5)

Demostración. Bajo estos supuestos, se sabe que la probabilidad hasta un

tiempo t, tomando n puntos, verifica

∂P [N(t) = 0]

∂t
=− λ0(t)P [N(t) = 0]; n = 0

∂P [N(t) = n]

∂t
=− λn(t)P [N(t) = n] + λn−1(t)P [N(t) = n− 1]; n ≥ 1

Multiplicando por nr y sumando n, en la parte izquierda de la ecuación se

obtiene que

∂
∑∞

n=0 n
rP [N(t) = n]

∂t
=
∂EN [N r(t)]

∂t
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y en la parte derecha

−
∞∑
n=0

nrλn(t)P [N(t) = n] +
∞∑
n=0

nrλn−1(t)P [N(t) = n− 1]

= −EN
[
N r(t)λN(t)(t)

]
+
∞∑
n=0

(n− 1 + 1)rλn−1(t)P [N(t) = n− 1]

= −EN
[
N r(t)λN(t)(t)

]
+
∞∑
n=0

r∑
j=0

(
r

j

)
(n− 1)rλn−1(t)P [N(t) = n− 1]

= −EN
[
N r(t)λN(t)(t)

]
+

r∑
j=0

(
r

j

)
EN
[
N r−j(t)λN(t)(t)

]
=

r∑
j=1

(
r

j

)
EN
[
N r−j(t)λN(t)(t)

]
Por tanto,

∂E[N r(t)]

∂t
=

r∑
j=1

(
r

j

)
EN
[
N r−j(t)λN(t)(t)

]
como queŕıamos demostrar.

Caso r = 1: Media.

Tomando la ecuación (3.5) anterior para el caso r = 1:

∂E[N(t)]

∂t
= EN

[
λN(t)(t)

]
=
∞∑
n=0

λn(t)P [N(t) = n] (3.6)

e integrando entre t0 y t,∫ t

t0

∂E[N(τ)]

∂τ
dτ = E[N(t)] =

∞∑
n=0

∫ t

t0

λn(τ)P [N(τ) = n] dτ (3.7)

se obtiene la media del proceso auto-excitado en función de la intensi-

dad condicionada al recuento.

Y como consecuencia de las ecuaciones (3.3), (3.6) y (3.7), vistas anterior-

mente, se obtiene también que

E[N(t)] =

∫ t

t0

E[λ(τ)] dτ =

∫ t

t0

EN [λN(τ)] dτ
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3.3. Estad́ısticos de tiempo

A lo largo de esta sección se obtienen varias expresiones asociadas a los

estad́ısticos de los tiempos de ocurrencia de un proceso auto-excitado. El

interés se centra en la probabilidad de supervivencia, la densidad de ocurrencia

conjunta y la función de densidad muestral, siendo esta última la de mayor

importancia.

3.3.1. Probabilidad de supervivencia

Sean ω1, ω2, ... los tiempos de ocurrencia de un proceso auto-excitado con

proceso intensidad {λ(t); t ≥ t0}. Se denota por

Pωn+1|ω1,ω2,...,ωn(t | W1,W2, ...Wn)

la probabilidad condicionada de que se de una nueva ocurrencia en el ins-

tante ωn+1, siendo ωn+1 ≥ t0 dado que ωi = Wi para i = 1, 2, ..., n. En el

caso que, por ejemplo, los tiempos de ocurrencias corresponden con algún

comportamiento anómalo de una máquina, entonces P es la probabilidad

condicionada de que la máquina sobreviva hasta un tiempo t antes de que

sucedan (n + 1) anomaĺıas, dadas las anomaĺıas ocurridas en los tiempos

W1,W2, ...,Wn. Por ello P se denomina probabilidad de supervivencia con-

dicionada para los (n + 1) primeros puntos. Debido a la identidad de los

sucesos {N(t) = 0} y {ω1 ≥ t0}, la probabilidad de supervivencia para el

primer tiempo de ocurrencia, se determina fácilmente a partir de la ecuación

de la función masa de probabilidad (3.4) siendo

Pω1(t) = P [ω1 ≥ t] = exp

[
−
∫ t

t0

λ0(σ)dσ

]
(3.8)
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De un modo más general, la probabilidad de supervivencia condicionada para

los (n+ 1) primeros puntos para t ≥ Wn y n ≥ 1 viene dada por

Pωn+1|ω1,ω2,...,ωn(t | W1,W2, ...Wn) = exp

[
−
∫ t

Wn

λ(σ)dσ

]
(3.9)

Mediante unas sencillas operaciones como se puede ver en Snyder y Miller,

1991 [117] se obtiene la siguiente ecuación

λn(t) =
Pωn+1|ω1,...,ω2(t | W1, ...,Wn)

Pωn+1|ω1,ω2,...,ωn(t | W1,W2, ...Wn)
(3.10)

donde el numerador es la intensidad condicionada para los (n+ 1) primeros

tiempos de ocurrencia. A partir de esto se puede deducir la relación existente

entre la intensidad y la probabilidad de supervivencia:

λn(t) = −
∂lnPωn+1|ω1,ω2,...,ωn(t | W1,W2, ...Wn)

∂t
(3.11)

a partir de esta ecuación se obtiene la expresión general de la probabilidad

de supervivencia (3.9).

3.3.2. Función de densidad conjunta

Denotemos como p
(n)
w (W ) a la función de densidad conjunta para los n

primeros tiempos de ocurrencias, la cual viene dada por

p(1)
ω1

(W1) = λ0(W1)exp

[
−
∫ W1

t0

λ0(σ)dσ

]
(3.12)

para n = 1 y

p(n)
w (W ) =

λ0(W1)

{
n∏
i=2

λi−1(Wi)

}
× exp

[
−
∫ W1

t0

λ0(σ)dσ −
n∑
i=2

∫ ωi

Wi−1

λi−1(σ)dσ

]
(3.13)
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para n ≥ 2 y t0 ≤ W1 < ... = Wn. La ecuación primera ecuación (3.12) se

obtiene derivando la ecuación (3.8) de la probabilidad de supervivencia, de

la subsección anterior, respecto de t, mientras que para poder demostrar la

segunda expresión (3.13) es necesario utilizar la siguiente relación

p(n)
w = pω1(W1)

n∏
i=2

pωi|ω1,...,ωi−1
(Wi | W1, ...,Wi−1)

Las densidades de la derecha se obtienen derivando las ecuaciones de la proba-

bilidad de supervivencia (3.8) y (3.9) respecto de t, llegando aśı a la ecuación

(3.13).

3.3.3. Función de densidad muestral

La función de densidad muestral de un proceso puntual auto-excitado tie-

ne un papel relevante tanto en la decisión como en la estimación de problemas

en los que toda realización del proceso es observada. Se define la función de

densidad muestral de un proceso auto-excitado como la probabilidad con-

junta de un número de puntos en el intervalo [t0, t) y las densidades de sus

tiempos de ocurrencia. Se denota por

p[{N(σ); t0 ≤ σ < T}] =

 P [N(T ) = 0], N(T ) = 0

pw[W,N(T ) = n] N(T ) ≥ 1
(3.14)

donde

pw[W,N(T ) = n] = P [N(T ) = n | ω1 = W1, . . . , ωn = Wn]p(n)
w

= Pωn+1|ω1,...,ωn
(T | W1, . . . ,Wn)

para n ≥ 1.

Haciendo uso de las expresiones de la probabilidad de supervivencia (3.8)

y de la función de densidad conjunta, (3.12) y (3.13) en la expresión de la
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función de densidad muestral (3.14), se obtiene, por un lado,

p[{N(σ);t0 ≤ σ < T}] =
exp

[∫ T

t0

λ0(σ)dσ

]
, N(T ) = 0

λ0(W1)exp

[∫ W1

t0

λ0(σ)dσ −
∫ T

W1

λ1(σ)dσ

]
, N(T ) = 1

(3.15)

para N(T ) = 0 y N(T ) = 1;

y por otro lado,

p[{N(σ);t0 ≤ σ < T}] =

λ0(W1)

{
n∏
i=2

λi−1(Wi)

}
×

exp

[∫ W1

t0

λ0(σ)dσ −
n∑
i=2

∫ Wi

Wi−1

λi−1(σ)dσ −
∫ T

Wn

λn(σ)dσ

]
(3.16)

para n ≥ 2 y t0 ≤ W1 < W2 < . . . < Wn < T .

Por tanto, la función de densidad conjunta se puede expresar en términos

del proceso de recuento {N(t); t ≥ t0} y de su proceso intensidad {λ(t); t ≥

t0} como se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.1 Función de densidad conjunta para un proceso pun-

tual auto-excitado

Sea {N(t); t ≥ t0} un proceso de recuento auto-excitado con proceso in-

tensidad {λ(t); t ≥ t0}. La función de densidad conjunta para {N(σ); t0 ≤

σ < T} es

p[{N(σ); t0 ≤ σ < T}] = exp

[
−
∫ T

t0

λ(σ)dσ +

∫ T

t0

lnλ(σ)dN(σ)

]
(3.17)

donde

∫ T

t0

lnλ(σ)dN(σ) =


0, N(T ) = 0

lnλ0(ω1), N(T ) = 1

lnλ0(ω1) +
∑N(T )

i=2 lnλi−1(ωi), N(T ) ≥ 2

(3.18)

En Snyder y Miller, 1991 [117, pág 302] se pueden encontrar ejemplos acerca

de la función de densidad muestral.

3.4. Estimador de la intensidad condicionada

al recuento

Pasemos ahora a abordar el tema de la inferencia sobre los procesos auto-

exitados. Para ello, tomemos varias trayectorias muestrales del proceso de

recuento N(t), k = 1, . . . , K, observadas en el intervalo [t0, T ]. En otras pa-

labras, se han observado K sujetos a lo largo del tiempo hasta un instante

T , usando la expresión habitual en otros ámbitos como en análisis de sucesos

recurrentes, Aalen et al., 2008 [1]. Siguiendo con la misma ĺınea de trabajo

que se ha propuesto anteriormente en esta memoria, se partirá del descono-

cimiento de estructura o dependencia del pasado para la intensidad o para

la intensidad de recuento condicionada, por lo que los datos observados son
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la única información disponible. Por tanto, se tratará con los datos de los

sucesos recurrentes registrados en las trayectorias muestrales consideradas y

sus tiempos de ocurrencias. La notación usada será la siguiente. Se denota

Figura 3.1: Diagrama de las trayectorias muestrales del proceso y sus puntos estimada la

intensidad de recuento condicionada en un instante de tiempo.

por ωki al tiempo de ocurrencia del i-ésimo punto de la k-ésima trayectoria

muestral con 1 ≤ i ≤ pk ≤ T , k = 1, 2, . . . , K y ωk0 = t0. De modo que las

trayectorias pueden tener diferente longitud, surgiendo aśı la posibilidad de

retirar un sujeto del estudio, o que este se dé de baja. Se denota por Nk(tj) o

Nk(ωkn−1), al número de puntos hasta tj o ωkn−1 para la k-ésima trayectoria.

En este caso, es importante hacer que la intensidad de recuento condiciona-

da sea distinta de cero en
[
mı́nk ω

k
n+1,máxk ω

k
n+1

]
, para cada n ∈ N. En este

intervalo, se propone el siguiente estimador puntual:

λ̂n(tj) =

K∑
k=1

Nk(tj)−Nk(ωk
n)

tj−ωk
n

I
{
Nk
(
t−j
)

= n
}

K∑
k=1

I
{
Nk
(
t−j
)

= n
} , n ∈ N (3.19)
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para tj < T y donde t−j es el tiempo al que tiende tj por la izquierda, e I es

la función indicadora .

Nótese que la intensidad condicionada al recuento, dado un número fijo

de puntos, λ̂n(tj) = Ê [λ(tj) | N(tj) = n], es una función del tiempo que ha

sido estimada en un conjunto discreto de instantes de tiempo tj = ωkn+1. Di-

cho de otra manera, la ecuación (3.19) proporciona estimaciones puntuales en

distintos instantes de tiempo t, para todas las funciones intensidad condicio-

nadas al recuento (∀n ∈ N), en el intervalo de observación de las trayectorias

muestrales.

En el caso de un proceso auto-excitado, las expresiones de sus estad́ısticos

son especialmente complicadas de aplicar en casos reales por lo que cualquier

particularización y el cálculo de una expresión práctica es siempre impor-

tante. El estimador propuesto en esta sección, servirá para estimar también

algunos estad́ısticos de recuento del proceso auto-excitado.

3.4.1. Estimación de la función masa de probabilidad

La ecuación de la función masa de probabilidad (3.4), proporciona una

expresión de ésta en función de la intensidad de recuento condicionada. Con

el fin de aplicar el estimador propuesto en la ecuación (3.19), han de tenerse

en cuenta dos detalles de gran impontancia . En primer lugar, que λ̂n(tj) es

distinta de cero en el intervalo [mı́nk ω
k
n+1,máxk ω

k
n+1], n ∈ N y, en segundo

lugar, que los intervalos para cada λ̂n(t) y λ̂n−1(t) que sean distintos de cero,

pueden superponerse.

Teniendo esto en cuenta, la función masa de probabilidad de la ecuación

(3.4) puede estimarse como

P̂ [N(t) = n] =

∫ t

mı́nk ωk
n

λ̂n−1(τ)P̂ [N(τ) = n− 1] exp

[
−
∫ t

τ

λn(σ) dσ

]
dτ
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y depende del tiempo t, si son intervalos superpuestos

i. mı́nk ω
k
n < t < mı́nk ω

k
n+1:

P̂ [N(t) = n] =

∫ t

mı́nk ωk
n

λ̂n−1(τ)P̂ [N(τ) = n− 1] dτ

ii. mı́nk ω
k
n+1 ≤ t < máxk ω

k
n:

P̂ [N(t) = n] =∫ mı́nk ω
k
n+1

mı́nk ωk
n

λ̂n−1(τ)P̂ [N(τ) = n− 1] dτ

+

∫ t

mı́nk ω
k
n+1

λ̂n−1(τ)P̂ [N(τ) = n− 1] exp

[
−
∫ t

τ

λ̂n(σ) dσ

]
dτ

y si los intervalos no se superponen, mı́nk ω
k
n < t < máxk ω

k
n, entonces

P̂ [N(t) = n] =

∫ t

mı́nk ωk
n

λ̂n−1(τ)P̂ [N(τ) = n− 1] dτ

Aplicando la estimación de cada λ̂n según la ecuación (3.19), se calculaŕıa

la estimación final de la función masa de probabilidad.

3.4.2. Estimación de la media

Siguiendo en el mismo escenario, k trayectorias muestrales en las que se

han observado los tiempos de ocurrencia, la expresión de la media se puede

extender con el fin de encontrar una forma cerrada de la misma. Teniendo en

cuenta la ecuación (3.7), y que las funciones λ̂n(t) son distintas de cero en el

intervalo [mı́nk ωn+1,máxk ωn+1], n ∈ N, la media puede estimarse como

Ê[N(t)] =
∞∑
n=0

∫ t

mı́nk ω
k
n+1

λ̂n(τ)P̂ [N(τ) = n] dτ (3.20)

El inconveniente que tiene esta expresión es que, siendo una suma de

términos infinitos, no es útil para su cálculo en datos finitos. Sin embargo,
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para un t fijo, se denota por ωS al máximo extremo inferior de los intervalos

en los que las funciones λ̂n(t) son distintas de cero. En este caso, S se define

como

S = máx
n
{n : t ≥ mı́n

k
ωkn}

y verifica que

λ̂S+i(τ) = 0, τ ∈ [mı́n
k
ωkn+1, t] para i = 0, 1, 2, . . .

A parte, la suma de la ecuación del estimador de la media anterior (3.20),

tiene muchos términos que son cero, por lo que dicho estimador puede rees-

cribirse como

Ê[N(t)] =
S−1∑
n=0

∫ t

mı́nk ω
k
n+1

λ̂n(τ)P̂ [N(τ) = n] dτ (3.21)

Es conveniente observar que hay intervalos completos donde las funciones

λ̂n(t) son distintas de cero y se encuentran antes del instante t. Se denota

por ωJ al extremo superior máximo de dichos intervalos por lo que es menor

que t y por tanto J se define como

J = máx
n
{n : t ≥ máx

k
ωkn}

Entonces también se verifica que

λ̂i(τ) 6= 0, τ ∈ [mı́n
k
ωkn+1,máx

k
ωkn+1] para i = 0, . . . , J

y obviamente J < S.

Por lo que finalmente, se obtiene que la media de un proceso auto-excitado

visto como datos de sucesos recurrentes puede expresarse como la suma de



M. Carmen Montes Gijón 79

Figura 3.2: Diagrama del estimador de la intensidad de recuento condicionada dadas n-1 y n

ocurrencias cuando los intervados donde las funciones son distintas de cero se superponen o

no.

un número finito de términos

Ê[N(t)] =

J∑
n=0

∫ máxk ω
k
n+1

mı́nk ω
k
n+1

λ̂n(τ)P̂ [N(τ) = n] dτ+

S−1∑
n=J+1

∫ t

mı́nk ω
k
n+1

λ̂n(τ)P̂ [N(τ) = n] dτ (3.22)

3.4.3. Estimación de la intensidad media

La media del proceso intensidad viene dada en términos de la intensi-

dad de recuento condicionada de la ecuación (3.3). Como consecuencia, el

estimador de la intensidad de recuento condicionada y la función masa de

probabilidad pueden utilizarse para estimar la media del proceso intensidad
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Figura 3.3: Diagrama para ilustrar los tiempos ωS y ωJ .

del siguiente modo

Ê[λ(t)] = ÊN [λN(t)(t)] =
∞∑
n=0

λ̂n(t)P̂ [N(t) = n] (3.23)

Utilizando una vez más donde las funciones λ̂n(t) son distintas de cero, la

ecuación (3.23) queda de la siguiente manera

Ê[λ(t)] =
S∑

n=J+1

λ̂n(t)P̂ [N(t) = n] (3.24)

Por último, recordar que el proceso auto-excitado es una generalización de

proceso de Cox, en el cual existe una dependencia parcial o total del tiempo

como ya se ha indicado en diversas ocasiones a lo largo del caṕıtulo. Con el

fin de que este hecho quede remarcado y se vea de un modo más gráfico, se

incluye a continuación un teorema en el cual se caracteriza el PC como caso

particular del proceso auto-excitado.

Teorema 3.4.1 Caracterización de un PC como un proceso pun-

tual autoexcitado

Sea {N(t) : t ≥ t0} un PC con proceso intensidad {λ(t, x(t))}, y se supone

que λ(·) es integrable. Entonces {N(t) : t ≥ t0} es un proceso auto-excitado
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con proceso intensidad {λ̂(t) : t ≥ t0}, donde

λ̂(t) = E[λ(t, x(t)) | N(σ) : t0 ≤ σ < t]

=

 E[λ(t, x(t)) | N(t)], N(t) = 0

E[λ(t, x(t)) | N(t);ω1, . . . , ωN(t)], N(t) ≥ 1
(3.25)

Utilizando la ecuación de la probabilidad de supervivencia de un proceso

auto-excitado y en combinación con (3.25) se tiene que la probabilidad de

supervivencia condicionada para los (n+ 1) primeros puntos de un PC para

t ≥ Wn y n ≥ 1 viene dada por

Pωn+1|ω1,...,ωn(t | W1, . . . ,Wn) = exp

(
−
∫ t

Wn

λ̂(σ)dσ

)
(3.26)

donde λ̂(σ) = E[λ(σ, x(σ)) | N(σ) = n;W1, . . . ,Wn]. Utilizando la caracte-

rización del teorema (3.4.1) se pueden obtener expresiones para la función

de densidad de conjunta y para la función de densidad muestral como puede

verse en Snyder y Miller, 1991 [117, pág. 365-366].





Caṕıtulo 4

Simulaciones y Aplicaciones

Con el fin de ilustrar los resultados teóricos propuestos a lo largo de

la memoria, en este caṕıtulo se utilizarán tanto datos simulados para su

tratamiento con los métodos desarrollados, como aplicaciones de éstos a datos

reales procesados. El motivo por el cual se han unido en un caṕıtulo tanto

las simulaciones como las aplicaciones a datos reales, en lugar de situarlas

a lo largo del documento, es porque en cada una de ellas se han utilizado

resultados obtenidos en distintos caṕıtulos. De esta manera, la presentación

de los resultados resulta más completa y a su vez más clara al no estar

subdivida en las distintas secciones anteriores, y se aprecian mejor todos los

resultados que se pueden aplicar a un ejemplo. El software utilizado para

construir las simulaciones, para la organización de los datos, aśı como para

la aplicación de los resultados teóricos, ha sido MATLAB R2016b.

4.1. Simulaciones. Metodoloǵıa.

En primer lugar, antes de abordar las simulaciones en śı, comenzamos

describiendo el método de simulación que ha sido empleado en la realización

83
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de las mismas, para poder continuar mostrando los distintos ejemplos. Es ne-

cesario tener en cuenta previamente, que de la gran variedad de simulaciones

que se podŕıan obtener, por la elección de la distribución de la intensidad y

de las marcas, se han elegido ejemplos distintos con el fin de ilustrar, por una

parte, las metodoloǵıas de inferencia referidas a estad́ısticos de tiempo y de

recuento y, por otra, la referida a bondad de ajuste.

Para simular las ocurrencias del PC compuesto, se ha comenzado simulan-

do los tiempos de ocurrencia del PC, para posteriormente, a cada tiempo de

ocurrencia, asignarle la correspondiente marca, dependiendo de la situación

que se desee simular.

El procedimiento utilizado para la simulación de los tiempos de ocurren-

cia del PC ha sido el de la transformada inversa, teniendo en cuenta que

los tiempos entre llegadas de un proceso de Poisson siguen una distribución

exponencial. Este método es aplicable si se puede invertir de forma anaĺıtica

la función de distribución de la variable aleatoria para la que deseamos ge-

nerar nuevos valores, en este caso la función de distribución de una variable

aleatoria exponencial.

Por tanto, si suponemos que X = ωt−ωt−1 ; Exp(λ), para dos tiempos

de ocurrencia sucesivos ωt−1, ωt, y tenemos en cuenta que su función de

distribución es u = FX(x) = 1 − exp−λx, x ≥ 0, λ > 0, es necesario utilizar

un generador de números aleatorios para obtener valores u de una variable

aleatoria uniforme U ; U([0, 1]) y con ello

u = 1− exp−λ(ωt−ωt−1) ⇒ ωt = ωt−1 −
1

λ
log(1− u)

Este procedimiento correspondeŕıa a la generación de tiempos de ocu-

rrencia de un proceso de Poisson homogéneo de intensidad λ. Si ahora incor-

poramos la condición de aletoriedad a la intensidad, se generan tiempos de

ocurrencia de un PC y, posteriormente, se obtiene el recuento de puntos y
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valores generados del proceso de recuento {N(t); t ≥ 0}.

En esta memoria se utilizan distintas simulaciones del PC compuesto que

corresponden a situaciones con intensidades aleatorias de distribución co-

nocida, por ejemplo, intensidad Binomial, intensidad Gamma e intensidad

log-normal. Sin embargo, también se simulan otras situaciones más comple-

jas como es el caso de los procesos tipo fase en los cuales la intensidad no

solo es una variable aletoria tipo fase, sino que además su representación

contiene parámetros aleatorios, o el caso de los procesos autoexcitados en

los que se incorpora el pasado del proceso. En todos los casos el software

proporciona solución a la ecuación que se deriva de la aplicación del método

de la transformada inversa.

4.2. Simulaciones del PC compuesto

En esta sección se ofrecen tres simulaciones de PC compuestos con dis-

tintas intensidades y espacios de marcas. La selección de los mismos ha sido

inspirada por ejemplos encontrados en distintos ámbitos de conocimiento.

Los modelos más usuales tienen como intensidad una distribución gamma o

un movimiento Browiano geométrico y como distribuciones para las marcas,

distribuciones binomiales, gamma y lognormales (ver Gospodinov y Rotondi,

2001 [58] , Barta et al. 2005 [10], Park y Padgett, 2005 [94] y, en general,

art́ıculos de la bibliograf́ıa). La distribucióon binomial es interesante por

ejemplo, para modelizar el problema de posibles ocurrencias simultáneas o

supresión de ocurrencias (ver Snyder y Miller, 1991 [117]). Sin embargo, los

valores de los parámetros de las distribuciones no se han escogido por ningu-

na razón especial, son meros ejemplos y cualquier otro valor habŕıa servido

para el mismo propósito.
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Las tres simulaciones se usarán para ilustrar el cálculo de los estad́ısticos

de un PC compuesto. En cada simulación se considerará un número k de

trayectorias muestrales en un intervalo de tiempo [T0, T2]. El intervalo se

cortará en el instante T1 para considerar el intervalo (T0, T1] el intervalo

del pasado y el intervalo (T1, T2), el futuro, a la hora de la estimación del

proceso media (ver ecuaciones (1.29) y (2.11)). A partir de dicha estimación,

se estima también la moda (ver ecuación (2.12)) y la probabilidad de tener

una nueva ocurrencia antes de un instante de tiempo s ∈ (T1, T2). Para una

mejor ilustración de los estad́ısticos citados, se han escogido distintos valores

de T1 y de s.

Estas estimaciones, no solo ilustran los resustados teóricos expuestos a

lo largo de la memoria, sino que, en cada caso, se evalúa la precisión de los

cálculos realizados.

El último caso de simulación, se utiliza también para ilustrar la aplicación

del test de bondad de ajuste expuesto en el eṕıgrafe 2.5.3 del Caṕıtulo 2. Tan-

to los test unidimensionales, como su visión conjunta desde el punto de vista

de Inferencia Simultánea y el criterio BH son conocidos por lo que no habŕıa

que evaluarlos. Sin embargo, es interesante observar el comportamiento del

test de bondad de ajunste para el PC compuesto construido a partir del uso

conjunto de todos ellos tal y como se ha propuesto en esta memoria. Más

adelante se comentará su comportamiento en la aplicación a casos reales

4.2.1. Simulación PC caso 1

Esta simulación es un caso de PC compuesto que tiene como proceso in-

tensidad una distribución Gamma(4,0.5), con marcas distribuidas según una

Binomial(1,0.6) y como subconjunto de marcas se ha tomado B = {u;u = 1}

con probabilidad

∫
B

Pu(dU) = p(1) = 0.6. Es decir, este caso se puede inter-
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pretar como un PC con supresiones aleatorias, los puntos con marca u = 0

son borrados, y solo se tienen en cuenta los puntos con marca u = 1.

Como se ha adelantado, se van a ilustrar los cálculos de la estimación de

la media, la moda y la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de

un instante fijo del futuro. Para que resulte más claro, se harán estas esti-

maciones en tres escenarios distintos, concretamente en los intervalos futuros

(T1 = 5, T2 = 20], (T1 = 10, T2 = 20] o (T1 = 15, T2 = 20]. Además de reali-

zarlas en estos tres intervalos, también se han llevado a cabo para diversos

instantes de tiempo s dentro de cada intervalo.

En esta simulación, el proceso media ha sido modelizado como un PCP (q2;

p1, . . . , pj) ≡ PCP (6; 4, 4, 0, 4, 3, 4). A priori, el modelo implica que 6 com-

ponentes del futuro se utilizan en la estimación, y que cada una de ellas es

explicada con 4, 4, 0, 4, 3 y 4 componentes del pasado respectivamente. No

obstante, si se examinan los parámetors del modelo en detalle, es interesante

notar que la tercera componente del futuro en realizad no está explicada por

ninguna del pasado. Por tanto, solo 5 componentes del futuro se mantienen

en el modelo. Por lo que habiendo computado los coeficientes y teniendo en

cuenta tanto los coeficientes nulos como los no nulos, el proceso media para

s ∈ (T1 = 5, T2 = 20] puede escribirse del siguiente modo

Λ̃6(s) = µ
2)
Λ (s)+

−1.024 0.962 −1.654

−2.903 1.488 −3.965

−0.425 0.162 −0.263

−0.061 0.115 0

−0.457 0.212 −0.404




ξ1

ξ3

ξ4

 (g1(s), g2(s), g4(s), g5(s), g6(s)).

En el caso de elegir otros intervalos del futuro distintos a los escogidos en este

caso, debeŕıan reiterarse estos mismos cálculos. Del mismo modo, cambiando
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el instante de tiempo T1, se obtiene otro modelo PCP. Puntualizar que en

el caso en que el instante T1 sea muy cercano a T0, el intervalo del pasado

seŕıa muy pequeño, no teniendo suficiente información para poder estimar y

predecir el futuro con buenos resultados. Por otro lado, para un T1 fijo, cuanto

más lejana sea la estimación de s, mayor será el error de estimacón esperado.

Por lo que puede decirse que el error de estimación tiende a incrementarse a

medida que s se acerca al ĺımite superior del intervalo futuro, T2.

En la tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos de las estimaciones

de la media, la moda y de la probabilidad de tener una nueva ocurrencia

antes de un instante fijo del futuro, correspondientes a este ejemplo. Como

ya se indicó con anterioridad, se realizan en tres escenarios distintos y para

diferentes instantes s dentro de cada intervalo.

Aunque no sea necesario probar la precisión de la estimación del proceso

media dada en la ecuación (1.29), puesto que como se comentó en el Caṕıtulo

1, en Bouzas et al., 2006c [23] ya se comprobó el pequeño error de estimación

que se consigue con el método utilizado, sin embargo es ilustrativo comparar

las estimaciones dadas en la tabla 4.1 con las medias muestrales del proceso

N(t, B) en el mismo instante s, calculado de todas las trayectorias muestrales

simuladas y que se presentan en la tabla 4.2. Como puede observarse, la

comparación entre ambas tablas muestra la similitud entre los resultados

obtenidos en los dos casos o el pequeño error que los diferencia.

Con el fin de estudiar el error de estimación de la moda y de la proba-

bilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un tiempo s, se simularon

100 nuevas trayectorias muestrales. La precisión de estas estimaciones puede

evaluarse para cada instante de tiempo T1 que divide el intervalo de obser-

vación en el pasado y el futuro, y también para cada instante s del intervalo

del futuro. Sin embargo, en esta sección se presenta el estudio de los errores
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T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

s E[N(s)] Moda Prob E[N(s)] Moda Prob E[N(s)] Moda Prob

6 7.217 6 7 0.511

7 8.438 7 8 0.865

8 9.651 8 9 0.959

9 10.865 9 10 0.988

10 12.072 11 12 0.996

11 13.300 12 13 0.998 13.300 12 13 0.661

12 14.496 13 14 0.999 14.496 13 14 0.904

13 15.685 14 15 0.999 15.685 14 15 0.971

14 16.900 15 16 0.999 16.900 15 16 0.991

15 18.109 17 18 0.999 18.109 17 18 0.997

16 19.286 18 19 0.999 19.286 18 19 0.999 19.286 18 19 0.579

17 20.492 19 20 0.999 20.492 18 19 0.999 20.492 19 20 0.886

18 21.684 20 21 0.999 21.684 20 21 0.999 21.684 20 21 0.965

19 22.884 21 22 0.999 22.884 21 22 0.999 22.884 21 22 0.989

20 24.061 23 24 0.999 24.061 23 24 0.999 24.061 23 24 0.996

Tabla 4.1: Simulación PC 1. Estimación de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s (Prob) del proceso N(t, B).
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s Estimación de la media Medias muestrales

T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

6 7.217 7.224

7 8.448 8.450

8 9.651 9.675

9 10.865 10.890

10 12.072 12.102

11 13.300 13.292

12 14.496 14.512

13 15.685 15.727

14 16.900 16.918

15 18.109 18.123

16 19.286 19.320

17 20.492 20.520

18 21.684 21.733

19 22.884 22.919

20 24.061 24.117

Tabla 4.2: Simulación PC 1. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales

para cada trayectoria del proceso N(t, B).
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para el caso concreto en el que T1 = 10 y s = 11, 15 y 20 puesto que seŕıa

demasiado amplio presentarlo para todo T1 y todo s.

Los porcentajes muestrales del número de puntos antes de un instante de

tiempo s se han calculado a partir de las 100 nuevas trayectorias muestrales.

La tabla 4.3 muestra, para los tres valores de s citados, los valores más

frecuentes aśı como sus frecuencias. Si se comparan los valores obtenidos en

la tabla 4.3 con las estimaciones de la moda dadas en la tabla 4.1, se puede

observar que la moda estimada es siempre uno de los valores más probables.

Esta observación ha resultado ser un comportamiento general para cada s y

cada T1. Por tanto, la estimación de la moda puede considerarse fiable.

s 11 13 15

V
a
lo

re
s(

%
)

9 (11 %) 11 (9 %) 13 (3 %)

10 (9 %) 12 (6 %) 14 (10 %)

11 (18 %) 13 (12 %) 15 (18 %)

12 (17 %) 14 (17 %) 16 (16 %)

13 (15 %) 15 (18 %) 17 (12 %)

14 (13 %) 16 (8 %) 18 (7 %)

15 (8 %) 17 (7 %) 19 (14 %)

Tabla 4.3: Simulación PC 1. Valores más frecuentes del número de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N(t, B) para T1 = 10.

Por último, pasemos a examinar el comportamiento de las estimaciones de

la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante de tiempo

s. La figura 4.1 presenta un gráfico de cajas y bigotes de las estimaciones de

las citadas probabilidades dadas en los instantes T1 = 10 y s = 11, 15 y 20,

que fueron los mismos que se utilizaron para medir el error de la estimación de
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la moda, y en los que se puede ver la precisión de las estimaciones obtenidas

para la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante de

tiempo s.

s=11

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

s=15

0.9945

0.995

0.9955

0.996

0.9965

0.997

0.9975

0.998

0.9985

s=20

0.999986

0.999988

0.99999

0.999992

0.999994

0.999996

Figura 4.1: Simulación PC 1. Gráfico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para T1 = 10 del proceso N(t, B).

4.2.2. Simulación PC caso 2

Para la segunda simulación, se ha considerado el caso de un PC com-

puesto que puede ser interpretado como mezcla de procesos de Poisson con

ocurrencias simultáneas, donde las marcas en un instante de tiempo, es el

número de ocurrencias en ese momento.

En concreto, se ha tomado un PC compuesto que a su vez está formado

por cuatro procesos de Poisson aleatoriamente simultáneos, y cuyas intensi-

dades son 5, 4, 6 y 3, respectivamente. Cada uno de estos procesos sucede

con probabilidad 0.5 en cada instante de tiempo.
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En este caso, las marcas del proceso se distribuyen según una distribución

Binomial(10, 0.6), y como subconjunto de marcas se ha escogido B = {u; 6 ≤

u ≤ 8} de forma que calculando su probabilidad, se obtiene

∫
B

Pu(dU) =

0.4658.

En esta simulación, de modo análogo a la simulación anterior, se ha

fijado el intervalo del futuro (T1 = 5, T2 = 20], y realizando los cálcu-

los pertinentes resulta que el proceso media puede modelizarse como un

PCP (q2; p1, . . . , pj) ≡ PCP (9; 4, 4, 0, 4, 4, 4, 4, 0, 4). Descartando aquellas com-

ponentes que no están explicadas por ninguna en el pasado, el modelo cuenta

con siete componentes en este caso. El proceso media para el instante de

tiempo s ∈ (T1 = 5, T2 = 20] puede escribirse como

Λ̃9(s) = µ
2)
Λ (s) +



−0.696 −4.007 −3.017 −2.367

1.876 1.099 1.427 0.650

−0.988 0 −0.365 −0.327

−0.194 −0.387 0 0.004

0.021 0.134 0 −0.134

−0.594 0.093 0 0.107

0.019 0 0 0.364



×


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

 (g1(s), g2(s), g4(s), g5(s), g6(s), g7(s), g9(s)).

Si el intervalo del futuro fuese distinto al escogido, podŕıan realizarse estos

mismos cálculos para dicho intervalo resultando la ecuación correspondiente.

Los resultados obtenidos para las estimaciones realizadas en este ejemplo

se muestran en la tabla 4.4. De nuevo, para una mejor ilustración, se han

escogido tres intervalos del futuro diferentes, (T1 = 5, T2 = 20], (T1 = 10, T2 =
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20] o (T1 = 15, T2 = 20].

T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

s Media Moda Prob Media Moda Prob Media Moda Prob

6 31.882 31 32 0.983

7 37.194 36 37 0.999

8 42.420 41 42 0.999

9 47.738 46 47 0.999

10 52.989 52 53 0.999

11 58.271 57 58 0.999 58.271 57 58 0.999

12 63.578 62 63 1 63.578 62 63 0.999

13 68.879 67 68 1 68.879 67 68 0.999

14 74.226 73 74 1 74.226 73 74 0.999

15 79.495 78 79 1 79.495 78 79 0.999

16 84.770 83 84 1 84.770 83 84 0.999 84.770 83 84 0.999

17 90.085 89 90 1 90.085 89 90 1 90.085 89 90 0.9991

18 95.436 94 95 1 95.436 94 95 1 95.436 94 95 0.999

19 100.715 99 100 1 100.715 99 100 1 100.715 99 100 0.999

20 105.875 104 105 1 105.875 104 105 1 105.875 104 105 0.999

Tabla 4.4: Simulación PC 2. Estimación de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s (Prob) del proceso N(t, B).

En la tabla 4.5 se muestran una comparativa entre las medias estimadas

del proceso N(s, B) y las medias muestrales obtenidas de cada una de las

trayectorias simuladas.

De nuevo se observa la gran similitud de los datos obtenidos en ambos

casos. Es de destacar que, como ya se ha comentado con anterioridad, cuanto

más cerca se encuentra el instante s del instante T1 mayor es dicha similitud.

Para hallar el número de puntos y los porcentales muestrales antes del

instante de tiempo s, de nuevo se han obtenido a partir de 100 nuevas tra-

yectorias muestrales, siguiendo el patrón de la simulación anterior. Los datos

resultantes se muestran en la tabla 4.6.
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s Estimación de la media Medias muestrales

T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

6 31.882 31.900

7 37.194 37.155

8 42.420 42.466

9 47.738 47.712

10 52.271 53.038

11 58.271 58.264

12 63.578 63.532

13 68.879 68.842

14 74.226 74.126

15 79.495 79.470

16 84.770 84.718

17 90.085 89.997

18 95.436 95.312

19 100.715 100.646

20 105.875 105.955

Tabla 4.5: Simulación PC 2. Comparativa de las medias estimadas con las medias muestrales

del proceso N(t, B) para cada trayectoria de N(s,B).
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s = 10 s = 15 s = 20

Np % Np % Np %

47 7 69 7 99 2

48 6 70 3 100 3

49 1 71 3 101 6

50 4 72 5 102 2

51 6 73 5 103 4

52 3 74 4 104 6

53 1 75 10 105 7

54 9 76 2 106 3

55 2 77 7 107 1

56 5 78 5 108 9

57 1 79 2 109 2

58 8 80 5 110 1

Tabla 4.6: Simulación PC 2. Valores más frecuentes del número de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N(t, B) para T1 = 10.
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En el gráfico de cajas y bigotes 4.2 se observa la precisión de las estima-

ciones de la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante

de tiempo s.
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Figura 4.2: Simulación PC 2. Gráfico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para T1 = 10 del proceso N(t, B).

4.2.3. Simulación PC caso 3

Retomamos ahora la simulación 1.6 que se introdujo en el Caṕıtulo 1

como ilustración de los procesos con intensidad tipo fase.

Recordemos que esta simulación es relativa a un sistema de fiabilidad

multiestado. Se ha asumido que el sistema está compuesto por tres estados,

donde la distribuición inicial, π, determina el comportamiento hasta el fallo.
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El tiempo de fallo de cada estado en cualquier tiempo está distribuido expo-

nencialmente con tiempos de permanencia aleatorios, P1, P2 y P3, respecti-

vamente, y cada vez que el sistema falla, se produce una señal bidimensional

independiente. Cuando el sistema falla, se cambia por uno nuevo idéntico al

anterior. El tiempo hasta el fallo se distribuye mediante una distribución tipo

fase con representación PH (π, T (β1, β2, β3)) donde

π = (0.2, 0.4, 0.4) y T =


−1/β1 0 0

0 −1/β2 0

0 0 −1/β3


con β1  B(10, 0.8) + 1, β2  B(20, 0.5) + 1 y β3  B(1, 0.5) + 1.

Dado que en el citado ejemplo se consideraba un PC con intensidad tipo

fase, ahora ampliaremos al caso en el que se tienen en cuenta las marcas del

proceso. Consideraremos que las marcas son bidimensionales y distribuidas

según la distribución Normal N (µ,Σ) con µ = (4, 8) y Σ =

 1.5 0.7

0.7 1.5

.

Como conjunto de marcas se ha escogido B = {(x1, x2); 2 ≤ x1 ≤ 4, 7 ≤

x2 ≤ 9} con probabilidad,

∫
B

Pu(dU) = 0.2717. La figura 4.3 representa el

espacio de marcas con su distribución y el espacio B.

Habiendo definido el proceso intensidad, el espacio de marcas y el con-

juntos de marcas B, el PC compuesto se define como el PC formado por los

puntos con marcas en B. La figura 4.4 muestra varias trayectorias muestrales

del PC sin tener en cuenta las marcas y el PC con marcas en el conjunto B.

Siguiendo los mismos pasos que las simulaciones anteriores, el proceso

media puede modelarse como un PCP (9; 4, 4, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 4) para s ∈ (T1 =

5, T2 = 20]. Teniendo en cuenta aquellas componentes que estan correlacio-

nadas con alguna del pasado, el modelo cuenta con cuatro componentes del
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Figura 4.3: Simulación PC 3. Gráfico del espacio de marcas con su distribución y el conjunto

de marcas B del proceso N(t, B).
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Figura 4.4: Simulación PC 3. Trayectorias muestrales del PC sin tener en cuenta las marcas y

el PC con marcas en el conjunto B del proceso N(t, B).
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futuro y se expresa como

Λ̃9(s) = µ
2)
Λ (s) +


0 0 −0.449 −0.525

0.615 −0.501 0.073 0.350

−0.013 −0.123 0.161 0.312

0 0 0.262 0.251



×


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

 (g1(s), g2(s), g5(s), g9(s)).

Este ejemplo puede interpretarse como un PC espacio-temporal en el que

la marca de un punto representa su posición en el plano.

En la tabla 4.7 se muestras los resultados de las estimaciones obtenidas

para esta simulación. Al igual que en los dos casos anteriores, las estimaciones

se han realizado en tres intervalos del futuro distintos (T1 = 5, T2 = 20],

(T1 = 10, T2 = 20] o (T1 = 15, T2 = 20], con el fin de una mejor ilustración

de los mismos.

Pasemos a evaluar ahora los resultados obtenidos en la simulación 4.2.3

del mismo modo que se ha procedido en las simulaciones anteriores. Los datos

de las medias muestrales obtenidos para el PC compuesto con intensidad tipo

fase descrito anteriormente pueden verse en la tabla 4.8, y al comparar con

los datos obtenidos en la tabla 4.7 se observa la similitud de los mismos.

Los valores más frecuentes del número de puntos antes de un instante de

tiempo s aśı como sus frecuencias, se han obtenido a partir de la simulación

de 100 nuevas trayectorias muestrales, los resultados son los expuestos en la

tabla 4.9

Examinando ahora las estimaciones de la probabilidad de tener una nue-

va ocurrencia antes de un instante de tiempo s, podemos observar en el
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T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

s Media Moda Prob Media Moda Prob Media Moda Prob

6 11.041 10 11 0.831

7 12.941 11 12 0.977

8 14.769 13 14 0.996

9 16.629 15 16 0.999

10 18.452 17 18 0.999

11 20.265 19 20 0.999 20.265 19 20 0.583

12 22.183 21 22 0.999 22.183 21 22 0.972

13 24.085 23 24 0.999 24.085 23 24 0.995

14 25.911 24 25 0.999 25.911 24 25 0.999

15 27.751 26 27 0.999 27.751 26 27 0.999

16 29.559 28 29 0.999 29.559 28 29 0.999 29.559 28 29 0.95

17 31.259 30 31 0.999 31.359 30 31 0.999 31.359 30 31 0.970

18 33.285 32 33 0.999 33.285 32 33 0.999 33.285 32 33 0.996

19 35.166 34 35 0.999 35.166 34 35 0.999 35.166 34 35 0.999

20 36.936 35 36 0.999 36.936 35 36 0.999 36.936 35 36 0.999

Tabla 4.7: Simulación PC 3. Estimación de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s (Prob) del proceso N(t, B).
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s Estimación de la media Medias muestrales

T1 = 5 T1 = 10 T1 = 15

6 11.041 11.147

7 12.941 12.993

8 14.769 14.891

9 16.629 16.716

10 18.452 18.588

11 20.265 20.414

12 22.183 22.225

13 24.085 24.118

14 25.919 26.016

15 27.751 27.843

16 29.559 29.711

17 31.359 31.528

18 33.285 33.308

19 35.166 35.246

20 39.936 37.112

Tabla 4.8: Simulación PC 3. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales

para cada trayectoria de N(s,B) del proceso N(t, B).



M. Carmen Montes Gijón 103

s = 10 s = 15 s = 20

Np % Np % Np %

7 1 14 6 26 8

8 5 15 6 27 5

9 4 16 4 28 3

10 5 17 7 29 5

11 10 18 6 30 11

12 7 19 8 31 4

13 8 20 6 32 8

14 11 21 5 33 4

15 8 22 3 34 3

16 7 23 7 35 5

17 10 24 4 36 6

18 5 25 9 37 3

19 3 26 4 38 4

Tabla 4.9: Simulación PC 3. Valores más frecuentes del número de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N(t, B) para T1 = 10.
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correspondiente gráfico de cajas y bigotes de la figura 4.5 la precisión de las

estimaciones.

s=11
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0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

s=15

0.99982

0.99984
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0.9999997

0.9999998

Figura 4.5: Simulación PC 3. Gráfico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para T1 = 10 del proceso N(t, B).

Evaluación del test de bondad de ajuste

En este eṕıgrafe, se seguirá tabajando con el mismo caso de simulación

pero ahora con el objetivo de ilustrar el comportamiento del test de bondad

de ajuste propuesto para un PC compuesto.

Antes de entrar en ello, merece la pena comentar la siguiente anécdota.

Este contraste, como se explicó en la Sección 1.4.3, fue inicialmente inspi-

rado en el recuento de emisiones de part́ıculas por isótopos radiactivos. En

ese caso, durante una de las pruebas de laboratorio, ocurrió que bajó la in-

tesidad de corriente de forma momentánea sin que el técnico de laboratorio

puediera notarlo. El contrate de bondad de ajuste rechazó la trayectoria, lo
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que resultó sorpresivo. Después de las comprobaciones, se supo acerca de la

bajada de tensión. En conclusión, el test fue capaz de detectar un incidente

tan pequeño y supuso un respaldo en la confianza de que la evaluación del

test iba a ser satisfactoria como aśı ocurrió (ver Bouzas et al., 2010b [26]).

El caso que se estudia en este momento corresponde al de un ejemplo

del contraste cuya hipótesis nula es un proceso con intensidad conocida. De

hecho, se sabe que la media y la varianza del proceso tipo fase que se usa

como intensidad y descrito en la ecuación (1.6) son las siguientes

µ(t) = −πT−11 σ2(t) = 2πT−21− (πT−11)2

Se ha simulado 100 veces el proceso para obtener 100 nuevas trayectorias

de su media, µ(t). La figura 4.6 muestra estas trayectorias, y la figura 4.7

muestra solo 3 de ellas para apreciarlas mejor.

Figura 4.6: Simulación PC 3. 100 nuevas trayectorias de la media del proceso intensidad.

Para observar el comportamiento del test, se han llevado a cabo dos ac-

tuaciones diferentes. En primer lugar, se considera el PC sin marcas y se

corrompen las nueva trayectorias experimentales, µexp, eliminando puntos de

las mismas a razón de M/c, donde M es la media de puntos en ese instante

en las 100 trayectorias y c = 3, 2.75, 2.5, 2.25 y 2. Aplicando el test para
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Figura 4.7: Simulación PC 3. 3 de las nuevas trayectorias de la media del proceso intensidad.

comprobar si las trayectorias corresponden al proceso cuya intensidad se de-

fine en (1.6) a las trayectorias sin corromper (intactas) o con la corrupción

comentada, el porcentaje de trayectorias no rechazadas se pueden observar

en la tabla 4.10.

µexp Tray.intactas c=3 c=2.75 c=2.5 c=2.25 c=2

% 87 64 46 31 17 6

Tabla 4.10: Simulación PC 3. Porcentaje de trayectorias no rechazadas por el contraste de

bondad de ajuste sin corromper o eliminando cada vez más puntos.

Se observa, como era de esperar, que cuantos más puntos se han elimi-

nado, menos trayectorias son consideradas pertenecientes al proceso cuya

intensidad tiene la media de la hipótesis mula y, por tanto, no siguen el

patrón supuesto.

La otra actuación llevada a cabo consiste en considerar el PC compuesto

del ejemplo de simulación de esta sección, con marcas distibúıdas como ya se

propuso, distribución Normal N (µ,Σ) con µ = (4, 8) y Σ =

 1.5 0.7

0.7 1.5

, y
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considerando el mismo subconjunto B = {(x1, x2); 2 ≤ x1 ≤ 4, 7 ≤ x2 ≤ 9}

con probabilidad p = 0.2717. A continuación, se considerará dicho proceso

como proceso observado y se tomarán como diferentes patrones varios proce-

sos. Estos procesos patrones se han escogido de forma que la probabilidad (p)

de que un punto pertenezca al proceso es menor o mayor que la de pertenecer

al observado (p = 0.2717). Los porcentajes de trayectorias no rechazadas se

pueden observar en la tabla 4.11.

Proceso Observado Patrón

N(t, B) p = 0.2717 p = 0.1 p = 0.15 p = 0.2 p = 0.25 p = 0.2717 p = 0.3 p = 0.35 p = 0.4 p = 0.45 p = 0.5

Porcentaje ( %) 0 10 68 88 89 86 86 72 71 57

Tabla 4.11: Simulación PC 3. Porcentaje de trayectorias no rechazadas por cada contraste de

bondad de ajuste según el valor de la probabilidad p.

En esta segunda actuación, se observa un comportamiento similar al an-

terior. Cuanto más se aleja la probabilidad del valor 0.2717, menos trayecto-

rias son consideradas pertenecientes al proceso patrón supuesto. Por tanto,

el comportamiento del contraste sigue siendo adecuado.
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4.3. Aplicaciones del PC compuesto

En esta sección queremos centrar la atención en la utilidad que tienen los

PC y PC compuestos a la hora de modelizar casos reales. Por este motivo,

los resultados teóricos expuestos a lo largo de la memoria, no solo han sido

utilizados en simulaciones, tal y como se ha mostrado en la sección anterior,

sino que se han aplicado a casos con datos reales. Los resultados obtenidos

han sido muy satisfactorios, como puede verse en cada una de las aplicaciones

siguientes.

4.3.1. Aplicación 1: Puntos de cambio de tendencia

El primer caso con datos reales al que aplicaremos ahora los resultados

teóricos, son los cambios de tendencia en las cotizaciones bursátiles, para ello,

consideraremos estos cambios como los sucesos de un PC. Dado que el precio

de las acciones del mercado de valores depende de las cotizaciones anteriores,

pero no necesariamente los cambios de tendencia, se aplica la metodoloǵıa a

diferentes acciones y también al conjunto de ellas para probar su robustez.

De hecho, como veremos más adelante, se estiman bastante bien los futuros

puntos de cambio de tendencia. Los datos que se han utilizado corresponden

a las bolsas de Atenas y Nueva York.

Estimación de cambios de tendencia

En primer lugar, presentamos un ejemplo de la estimación de cambios de

tendencia en las cotizaciones de un único tipo de acciones. Se dispone de 23

trayectorias muestrales obtenidas de 200 observaciones diarias consecutivas

del precio de la acción al cierre del mercado.
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Cortando en subtrayectorias para aplicar la estimación del proceso media,

el intervalo de estudio se ha escogido [T0, T2] = [0, 20]. En el caso en el

que T1 = 15, el proceso media puede estimarse del decimosexto hasta el

decimonoveno, a partir del conocimiento que tenemos de los 15 primeros

d́ıas. En este caso se obtiene que la ecuación de estimación del proceso media

dada en (1.29) seŕıa

Λ̃q2=1(s) = µ
2)
Λ (s) +

1∑
j=1

(
pj∑
i=1

bji ξi

)
gj(s); s ∈ (T1, T2)

con pj = 1, 2, 6, para j = 1 = q2, respectivamente. Por tanto, el cálculo de

Λ̃1(s), s ∈ (T1, T2) permite la estimación de la media y la moda del número

de cambios de tendencia en cualquier d́ıa del intervalo del futuro dentro del

intervalo general [0, 20) cuando se observa una nueva trayectoria muestral.

Para probar la precisión de las estimaciones se reserva una de las trayec-

torias muestrales y se trata como un nuevo dato. Aplicando la metodoloǵıa

expuesta, se calculan al igual que la media, la media de cambios de tendencia

hasta un tiempo s, y la moda. Para la media, los valores estimados y los va-

lores reales en el intervalo del futuro se presentan en la tabla 4.12, donde ε es

la ráız del error cuadrático medio (RECM) de la estimación. Se debe señalar

que los valores probables de N(t) son n = 0, 1, 2, . . . por lo que la probabi-

lidad correspondiente a cada uno de ellos puede ser muy pequeña. Aśı, una

estimación precisa de la moda es muy dif́ıcil. Sin embargo, en los cálculos se

ha observado que cuando se estima la moda, aunque ésta no sea exáctamente

la misma que la real, suele diferir en no más de una unidad. Por este motivo,

se ha incluido el intervalo intercuart́ılico de la moda, I(nmáx(s)), y entonces

se ha llamado precisión al porcentaje de estimaciones en ese intervalo.

Estos mismos cálculos, pueden realizarse para cualquier valor de T1. En

la tabla 4.13 se muestra un resumen de los cálculos obtenidos para varios
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s E [N(s)] Ê [N(s)] nmáx(s) n̂máx(s) I(nmáx(s))

16 7.6 8.2636 8 8 [6, 8.75]

17 8.3 8.7182 9 8 [7, 9]

18 8.8 9.2182 9 9 [6, 9]

19 9.3 9.7818 9 9 [7.25, 9]

ε = 0.5055 precisión = 100 %

Tabla 4.12: Aplicación 1. Media y moda para diferentes valores de s para T1 = 15, error y

ajuste.

valores de T1, lo que implica estimar distintos intervalos del futuro a partir

de sus respectivos pasados.

Con el fin de seguir comprobando la precisión de la metodoloǵıa, y puesto

que se tienen 23 trayectorias muestrales, el método fué aplicado a los datos 23

veces, dejando fuera una trayectoria distinta cada vez, para que actuara como

nuevo dato. Entonces, se obtiene el RECM y el ajuste para cada trayectoria

muestral reservada y cada valor fijo de T1. La tabla 4.14 y la figura 4.8

muestran la media y la desviación media de los errores para cada T1 y una

gráfica de ellos.

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0.5

1

1.5

2

2.5

T
1

Figura 4.8: Aplicación 1. Gráfico de cajas y bigotes del RECM de la estimación de la media

con todas las trayectorias muestrales para distintos valores de T1.
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s E [N(s)] Ê [N(s)] nmáx(s) n̂máx(s) I(nmáx(s))

6 3 3.1136 4 3 [2, 3]

7 3.8 3.6045 4 3 [2.25, 3.75]

8 4.3 4.1273 4 4 [3, 4]

T1 = 5
...

...
...

...
...

...

18 8.8 9.2182 9 9 [6, 9]

19 9.3 9.7818 9 9 [7.25, 9]

ε = 0.3048 precisión = 100 %

9 4.8 4.6636 5 4 [3, 5]

10 5.3 5.1636 5 5 [3, 5]

...
...

...
...

...
...

T1 = 8 14 7.1 7.2727 7 7 [5, 7]

18 8.8 9.2182 9 9 [6, 9]

19 9.3 9.7818 9 9 [7.25, 9]

ε = 0.333 precisión = 100 %

11 5.9 5.7409 6 5 [4, 6]

T1 = 10
...

...
...

...
...

...

18 8.8 9.2182 9 9 [6, 9]

19 9.3 9.7818 9 9 [7.25, 9]

ε = 0.3624 precisión = 100 %

Tabla 4.13: Aplicación 1. Media y moda para diferentes valores de s y T1, error y ajuste.
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T1

5 6 7 8 9 10

ε 0.8490 0.8553 0.8667 0.8804 0.8942 0.9105

σ(ε) 0.5437 0.5636 0.5840 0.6019 0.6181 0.6321

T1

11 12 13 14 15

ε 0.9291 0.9507 0.9733 0.9139 1.0464

σ(ε) 0.6443 0.6564 0.6683 0.5548 0.6763

Tabla 4.14: Aplicación 1. Media y desviación t́ıpica del RECM (ε) de las estimaciones medias

del número de cambios de tendencia a partir de todas las trayectorias muestrales.

Aplicación del test de bondad de ajuste

Una vez estudiado el caso de los cambios de tendencia en un único tipo

de acciones, pasemos ahora al estudio del comportamiento de los cambios

de tendencia de varios tipos de acciones distintas, que resulta ser similar al

anterior. Con el fin de evaluar esta similitud, se aplica un test de bondad de

ajuste en el que eligiendo el proceso de recuento de los cambios de tendencia

de un mercado, y tomándolo como patrón, el test de bondad de ajuste eva-

lua si los cambios de tendencia de cualquier otra acción siguen este mismo

modelo. Reiterando este procedimiento con cada una de las acciones dispo-

nibles, el test dió como resutado que en ningún caso pod́ıa descartarse dicha

similitud. Por tanto, los datos disponibles de cada acción, han sido tratados

como una trayectoria muestral del mismo fenómeno. Este comportamiento

se puede ver en la figura 4.9. Las trayectorias muestrales provienen de las

acciones (ALPHA, CAT, EK, ELL, etc.) en las bolsas de Atenas y Nueva

York como se explicó anteriormente.

Dada la conclusión del test, se puede volver la estimación de los estad́ısti-



M. Carmen Montes Gijón 113

cos juntando ambos mercados de valores. Se han observado 10 trayectorias

muestrales durante 3600 d́ıas consecutivos. Considerando que todas las tra-

yectorias muestrales provienen del mismo PC, se han estimado la media y

la moda de los cambios de tendencia de un tipo de acción general en un

intervalo del futuro para cualquier periodo de 50 d́ıas, es decir [0, 50]. Apli-

cando el PCP para un T1 dado, se obtiene la estimación del proceso media,

y a partir de ésta, la estimación de la media y la moda para cada instante

s ∈ (T1, T2). Estas estimaciones podŕıan calcularse para distintos valores de

T1, como ya se ha mencionado. En esta ocasión se ofrece un resumen de ellos

en la tabla 4.15 aśı como su correspondiente gráfico de cajas y bigotes en el

que se muestra la precisión de la estimación, en la figura 4.10.
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Figura 4.9: Aplicación 1. Trayectorias muestrales de los cambios de tendencia de las acciones

ALPHA, CAT, EK, etc.

4.3.2. Aplicación 2: Datos extremos en metereoloǵıa

Las condiciones climáticas suelen ser sujeto de estudio por su enorme

impacto socioeconómico y ambiental, por lo que el estudio de métodos para

su comparación y predicción ha suscitado creciente interés en las últimas

décadas. En particular, los valores de las variables climáticas que exceden
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Figura 4.10: Aplicación 1. Gráfico de cajas y bigotes del RECM de la estimación de la media

entre todas las trayectorias muestrales para distintos valores de T1.

T1

10 11 12 13 14 15 16 17

ε 1.3298 1.3421 1.3551 1.3686 1.3825 1.3963 1.4102 1.4243

σ(ε) 0.9000 0.9109 0.9217 0.9324 0.9430 0.9530 0.9629 0.9729

T1

18 19 20 21 22 23 24 25

ε 1.4384 1.4524 1.4658 1.4804 1.4947 1.5099 1.5246 1.5396

σ(ε) 0.9836 0.9947 1.0060 1.0177 1.0288 1.0399 1.0508 1.0619

T1

26 27 28 29 30 31 32 33

ε 1.5551 1.5699 1.5851 1.6007 1.6166 1.6330 1.6485 1.6641

σ(ε) 1.0732 1.0861 1.0997 1.1139 1.1274 1.1401 1.1524 1.1652

T1

34 35 36 37 38 39 40

ε 1.6806 1.6954 1.7116 1.7279 1.7440 1.7547 1.7735

σ(ε) 1.1792 1.1922 1.2031 1.2159 1.2284 1.2534 1.2583

Tabla 4.15: Aplicación 1. Media y desviación t́ıpica del RECM (ε) de las estimaciones de la

media para el número de cambios de tendencia entre todas las trayectorias muestrales.
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ciertos ĺımites, o valores extremos, tienen una importancia relevante. Dado

que las ocurrencias de estos valores extremos conforman un proceso puntual,

hemos considerado interesante aplicar la metodoloǵıa desarrollada en esta

memoria a dichos valores.

Los datos disponibles para esta aplicación son las temperaturas máximas

y mı́nimas de estaciones meteorológicas de una misma zona climática en el

sur de España. En concreto, se trata de 15 estaciones meteorológicas de las

regiones de Andalućıa, Badajoz, Murcia, y las ciudades de Ceuta y Melilla,

para el periodo comprendido entre 1991 y 2011.

Figura 4.11: Aplicación 2. Provincias y zonas climáticas de España.

Se consideran como valores extremos, tanto para las temperaturas máxi-

mas como para las mı́nimas, aquellos que se encuentran fuera de un intervalo

del 80 % alrededor de la media muestral en cada instante de observación, uti-

lizando la desigualdad de Chebyshev. El intervalo resultante tras establecer

esta condición, es (x̄−2.361σ, x̄+2.361σ). Los valores extremos de máximas

o mı́nimas conforman sendos procesos puntuales, cuyos recuentos se modeli-

zan mediante un proceso de Cox y, como tales, están caracterizados mediante

su proceso intensidad o su proceso media.

Tras la evaluación de los extremos, se puede observar que existen algu-
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nos valores que son extremadamente altos o bajos; éstos pueden haber sido

ocasionados por circunstancias inusuales. Los que resultan de interés son los

puntos que representan el comportamiento habitual de los valores extremos

de temperatura en la zona, y, por tanto, formarán los puntos pertenecientes

al subconjunto B. Formalmente, el subconjunto B es la unión de los inter-

valos (x̄ + 2.361σ, x̄ + 2.5σ) and (x̄ − 2.361σ, x̄ − 2.5σ), donde, como ya

fue comentado con anterioridad, 2.361 es el valor dado por la desigualdad de

Chebyshev y 2.5 ha sido elegido con el fin de determinar un ĺımite adicional

a las marcas, tanto superior como inferior.

Estimación de valores máximos y mı́nimos

En primer lugar, se presentará detalladamente el estudio realizado para

las temperaturas máximas; luego, el caso de las mı́nimas podrá exponerse de

forma concisa.

En este primer caso de las temperaturas máximas, el subconjunto de mar-

cas B tiene como probabilidad asociada
∫
B
Pu(dU) = 0.5752. Para ilustrar

la selección de valores extremos y el subconjunto de marcas B, se ha esco-

gido como ejemplo la provincia de Sevilla. Los valores de las temperaturas

máximas diarias y los valores extremos, aśı como aquellos que pertenecen al

subconjunto B pueden verse en la figura 4.12. Ampliando para una mejor

visualización, los datos de la primera parte del año se pueden observar en la

gráfica 4.13.

Realizando este procedimiento de selección de los datos en B para cada

una de las estaciones meteorológicas, y teniendo en cuenta el proceso de

recuento que se genera, N(t, B), se obtienen 15 trayectorias muestrales. La

figura 4.14 muestra las trayectorias muestrales de los procesos N(t) y N(t, B)

para todas las estaciones meteorológicas de la aplicación.



M. Carmen Montes Gijón 117

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-10

0

10

20

30

40

50

Seville, 2011. Maximum values

Lower 80% limit
Upper 80% limit
Lower bound
Upper bound
Maximum values
Maximum extreme values
Maximum extreme values in B

Figura 4.12: Aplicación 2. Temperaturas máximas diarias, extremos máximos y extremos máxi-

mos en B en la estación meteorológica de Sevilla en 2011.
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Figura 4.13: Aplicación 2. Temperaturas máximas diarias, extremos máximos y extremos en

B de la estación meteorológica de Sevilla durante los primeros 80 d́ıas del 2011.
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Figura 4.14: Aplicación 2. Trayectorias muestrales del proceso de recuento de los extremos

de temperaturas máximas y los extremos en el subconjunto B de todas las estaciones meteo-

rológicas.

En lo referente a los intervalos de tiempo utilizados en el ACP funcional y

los posteriores resultados obtenidos, el intervalo [T0, T2] es un año denotado

por [T0 = 1, T2 = 12], donde 1,2,... son los correspondientes meses del año.

Al igual que en los ejemplos anteriores, para la estimación de los parámetros

del proceso, es necesario estimar previamente el proceso media que lo carac-

teriza. Dado que las temperaturas se han observado a lo largo de 21 años,

una trayectoria muestral del proceso media puede estimarse a partir de 21

subtrayectorias del recuento de cada una de las 15 estaciones meteorológi-

cas que forman parte del estudio. Es decir, se obtienien k = 15 trayectorias

muestrales independientes, que dividimos en r = 21 trayectorias más cortas

con p = 12 puntos de observación, con el fin de obtener puntos de estimación

del proceso media.

Con el fin de estimar el proceso media, se utiliza ACP funcional que con-

serva la monotonicidad que da lugar a la ecuación (1.29). Habiendo realizado

los cálculos, la modelización del proceso media de los valores extremos máxi-

mos resulta ser un PCP(1;2) para s ∈ (T1 = 5, T2 = 12], puede escribirse
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como:

Λ̃1(s) = µ
2)
Λ (s) +

(
−0.705 1.9792

) ξ1

ξ2

 g1(s).

Una vez realizada la estimación de la media, podemos estimar la media del

número de valores extremos, la moda y la probabilidad de tener un nuevo

valor extremo antes de un tiempo dado. En la tabla 4.16 se muestran los

resultados escogiendo, a modo de ejemplo, tres intervalos del futuro. Dichos

intervalos comienzan en T1 = 4 correspondiente con el mes de abril, 5 al mes

de mayo y 6 al mes de junio, y los instantes de predicción son los siguientes

meses.

El hecho de que se trabaje con datos reales no permite una evaluación de

los resultado; no obstante, la comparación entre las estimaciones de la media

y los valores de la media muestral puede ayudar a evaluar de algún modo la

precisión de los resultados obtenidos. Con este fin y para una mejor ilustra-

ción, dicha comparativa se ha realizado en los tres escenarios de intervalos

pasados y futuros escogidos anteriormente. Los resultados se muestran en la

tabla 4.17, en la que puede observarse que las diferencias existentes entre los

valores de las estimaciones y los muestrales son muy pequeñas.

Centrando la atención en los valores extremos para las temperaturas mı́ni-

mas, los pasos a seguir seŕıan los mismos que en el caso de las máximas,

incluso los ĺımites que se han utilizado y el subconjunto de marcas B esco-

gido, son similares. De igual modo, la provincia de Sevilla sirve para ilustrar

mejor la selección hecha de los valores extremos de temperaturas mı́nimas

y de aquellos que se encuentran en B. Las temperaturas mı́nimas en Sevilla

durante el año 2011 son las mostradas en la figura 4.15.

Para una mejor visualización de los datos, se ha generado la gráfica 4.16

en la cual se representan los datos de las temperaturas mı́nimas, sus extremos
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T1 s Media Moda Prob

4 5 1.561 0 1 0.226

6 1.876 0 1 0.435

7 2.221 1 2 0.599

8 2.473 1 2 0.689

9 2.8 1 2 0.776

10 3.077 2 3 0.830

11 3.455 2 3 0.883

5 6 1.876 1 1 0.270

7 2.221 2 1 0.483

8 2.473 2 3 0.598

9 2.8 2 3 0.710

10 3.077 3 3 0.780

11 3.455 3 3 0.843

6 7 2.221 2 1 0.088

8 2.473 2 3 0.438

9 2.8 2 3 0.602

10 3.077 3 3 0.699

11 3.455 3 3 0.794

Tabla 4.16: Aplicación 2. Estimación de la media, moda y probabilidad de tener un nuevo punto

antes de un tiempo s para los valores extremos de temperatura máxima en el subconjunto B.



M. Carmen Montes Gijón 121

s Estimación de la media Media muestral

T1 = 4 T1 = 5 T1 = 6

5 1.561 1.524

6 1.876 1.857

7 2.220 2.191

8 2.473 2.667

9 2.8 3.191

10 3.077 3.667

11 3.455 4

Tabla 4.17: Aplicación 2. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales de

N(s,B) para los extremos de temperatura máxima en B.
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Figura 4.15: Aplicación 2. Temperaturas ḿınimas diarias, extremos ḿınimos y extremos en B

de la provincia de Sevilla en 2011.
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y sus extremos en B durante los primeros 80 d́ıas del 2011.
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Figura 4.16: Aplicación 2. Temperaturas ḿınimas diarias, extremos ḿınimos y extremos en B

de la provincia de Sevilla durante los primeros 80 d́ıas del 2011.

La figura 4.17 muestra la gráfica de las trayectorias muestrales de N(t)

y N(t, B) obtenida tras haber seleccionado los datos de cada una de las

estaciones meteorológicas y tenido en cuenta los procesos puntuales asociados

a cada uno de los puntos.
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Figura 4.17: Aplicación 2. Trayectorias muestrales del proceso de recuento de los extremos de

temperatura ḿınima y los extremos en el subconjunto B de todas las estaciones meteorológicas.

Haciendo uso de las trayectorias muestrales, se puede modelar el pro-
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ceso media de los valores extremos de las temperaturas mı́nimas como un

PCP (2; 1, 1) para s ∈ (T1 = 5, T2 = 11] y que tiene como representación:

Λ̃2(s) = µ
2)
Λ (s) +

 0.2277ξ1

−1.3651ξ1

 (g1(s), g2(s)) .

Una vez estimado el proceso media, pueden estimarse los distintos es-

tad́ısticos de los valores extremos de las temperaturas mı́nimas en el subcon-

junto de marcas B, tal y como se muestran, para tres escenarios distintos,

T1 = abril, mayo y junio, en la tabla 4.18.

Análogamente al caso de los extremos máximos, para poder valorar la

precisión de los datos, dado que una evaluación no es posible al tratarse de

datos reales, se ha realizado nuevamente una comparativa entre la estimación

de las medias y los valores de las medias muestrales. Tal y como muestra la

tabla 4.19, las diferencias son pequeñas.

Aplicación del test de bondad de ajuste

Se usará este conjunto de datos reales, no solo para estimar los estad́ısticos

de los valores extremos si no para mostrar una aplicación del test de bondad

de ajuste propuesto en esta memoria.

En primer lugar, se ha aplicado el test de bondad de ajuste sobre el proce-

so de recuento que modeliza las temperaturas mı́nimas, comprobando si cada

una de las provincias del ámbito estudiado pertenece al modelo propuesto.

La tabla 4.20 muestra los p-valores del criterio de Benjamini y Hochberg en

la primera fila (αj/p) y, a continuación, los correspondientes p-valores de

todas las provincias. Se comprueba que solo Córdoba no cumple el requisito

para asumir que sigue el mismo modelo (todos los p-valores mayores que los

del criterio).
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T1 s Media Moda Prob

4 5 1.417 0 1 0.265

6 1.8 0 1 0.499

7 2.223 1 2 0.674

8 2.564 1 2 0.769

9 2.855 1 2 0.828

10 3.122 2 3 0.866

11 3.361 2 3 0.879

5 6 1.8 0 1 0.335

7 2.223 1 2 0.577

8 2.564 1 2 0.699

9 2.855 1 2 0.775

10 3.122 2 3 0.828

11 3.361 2 3 0.864

6 7 2.223 1 2 0.372

8 2.564 1 2 0.556

9 2.855 1 2 0.669

10 3.122 2 3 0.746

11 3.361 2 3 0.788

Tabla 4.18: Aplicación 2. Estimación de la media, moda y probabilidad de tener un nuevo

punto antes de s para los extremos de temperaturas ḿınimas en el subconjunto B.
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s Estimación de la media Media muestral

T1 = 4 T1 = 5 T1 = 6

5 1.417 1.571

6 1.800 1.714

7 2.223 2.143

8 2.564 2.381

9 2.856 2.714

10 3.122 2.905

11 3.361 3.191

Tabla 4.19: Aplicación 2. Comparativa de la estimación de la media y medias muestrales de

N(s,B) para las temperaturas ḿınimas.

t

αj/p 0.0042 0.0083 0.0125 0.0167 0.0208 0.0250 0.0292 0.0333 0.0375 0.0417 0.0458 0.0500

p
−
v
a
lo
re
s

Badajoz 0.0047 0.0763 0.0906 0.3809 0.5012 0.5424 0.5778 0.6122 0.6304 0.6538 0.8641 0.9448

Córdoba 0.0058 0.0059 0.0081 0.0356 0.1031 0.1992 0.2226 0.6087 0.6304 0.8003 0.8644 0.9448

Granada 0.0113 0.1715 0.1914 0.2226 0.2370 0.2423 0.3419 0.4072 0.6541 0.8644 0.8993 0.9251

Sevilla 0.0102 0.0211 0.0222 0.0281 0.0326 0.0340 0.1715 0.1718 0.3419 0.6954 0.9251 0.9375

Morón 0.0465 0.1296 0.1622 0.1715 0.3104 0.4969 0.5296 0.6689 0.7979 0.8865 0.9375 0.9744

Rota 0.0052 0.0364 0.1522 0.3586 0.3608 0.3638 0.3809 0.3979 0.5750 0.6142 0.6304 0.8973

Jerez 0.0275 0.0652 0.0870 0.0927 0.1375 0.2423 0.3104 0.3275 0.3408 0.3608 0.9375 0.9756

Cádiz 0.0642 0.1083 0.1544 0.2183 0.2826 0.3408 0.3809 0.5778 0.6304 0.8641 0.8644 0.8865

Alcantarilla 0.0818 0.1296 0.1613 0.1781 0.3275 0.4037 0.6254 0.6304 0.6954 0.8641 0.9448 0.9475

Huelva 0.0100 0.0397 0.0906 0.1201 0.1397 0.1585 0.1622 0.3015 0.4072 0.5296 0.6122 0.6689

Granada A 0.0275 0.0740 0.0818 0.0967 0.1847 0.2183 0.2787 0.2826 0.3638 0.4979 0.6254 0.7077

Melilla 0.0281 0.0870 0.1397 0.1732 0.3408 0.3608 0.6122 0.6538 0.6696 0.8641 0.9251 1.0000

Málaga 0.0219 0.0465 0.0870 0.1481 0.1622 0.2370 0.3979 0.6087 0.6122 0.6689 0.7979 0.9475

Almeria 0.0131 0.0132 0.0218 0.0642 0.0692 0.0722 0.1613 0.1847 0.4072 0.6087 0.9375 0.9448

Murcia 0.0692 0.0763 0.1375 0.3499 0.5424 0.6122 0.7077 0.7324 0.8003 0.8865 0.9448 0.9744

Tabla 4.20: Aplicación 2. P-valor para el test de bondad de ajuste sobre las temperaturas

ḿınimas.
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A continuación, se toman las provincias de Zaragoza y Orense, como ejem-

plos de fuera del área de estudio para ver si podŕıan considerarse similares o

no. La tabla 4.21 muestra los p-valores correspondientes. Como consecuen-

cia, se puede decir que para la provincia de Zaragoza se acepta que sigue el

proceso propuesto y, por tanto, que sus extremos mı́nimos siguen un patrón

similar a los de la zona meteorológica estudiada. Sin embargo, esto no es

aśı para la provincia de Orense.

p− valores

αj/p Zaragoza Orense

0.0042 0.0062 0.0011

0.0083 0.0149 0.0030

0.0125 0.0927 0.0100

0.0167 0.1083 0.0135

0.0208 0.1375 0.0367

0.0250 0.1544 0.0458

0.0292 0.1585 0.0906

0.0333 0.3419 0.1622

0.0375 0.4072 0.2370

0.0417 0.7324 0.2423

0.0458 0.9448 0.5088

0.0500 0.9756 0.5589

Acepta Rechaza

Tabla 4.21: Aplicación 2. Evaluación de si la nueva trayectoria pertenece al proceso original

de temperaturas ḿınimas para Zaragoza y Orense.

De modo análogo, se ha realizado el test de bondad de ajuste sobre las
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temperaturas máximas de dichas provincias, tras el que se obtienen los p-

valores que se muestran en la tabla 4.22. Se puede observar, que se rechaza un

comportamiento similar al modelo en algunas de las estaciones meteorológicas

de clima más suave, Cádiz, Alcantarilla, Melilla, Málaga y Almeŕıa.

t

αj/p 0.0042 0.0083 0.0125 0.0167 0.0208 0.0250 0.0292 0.0333 0.0375 0.0417 0.0458 0.0500

p
−
v
a
lo
re
s

Badajoz 0.0123 0.0129 0.0518 0.0566 0.0979 0.1335 0.1907 0.3647 0.6249 0.7388 0.8709 0.8962

Córdoba 0.0171 0.0314 0.0615 0.0767 0.0777 0.1149 0.1180 0.1265 0.2054 0.2150 0.4094 0.5147

Granada 0.0361 0.0557 0.1149 0.1180 0.2318 0.3748 0.3757 0.4906 0.5147 0.5796 0.7388 0.8962

Sevilla 0.0051 0.0621 0.0622 0.0682 0.1265 0.1585 0.1907 0.3771 0.4906 0.4956 0.7388 0.8235

Morón 0.0326 0.0557 0.0582 0.0841 0.1158 0.2318 0.3321 0.3757 0.5147 0.5187 0.8312 0.8674

Rota 0.0283 0.0557 0.0622 0.0767 0.1180 0.1208 0.1529 0.1993 0.3964 0.5073 0.5187 0.7944

Jerez 0.0043 0.0314 0.0320 0.1540 0.2134 0.3343 0.4113 0.5329 0.5509 0.6035 0.8075 0.9639

Cádiz 0.0034 0.0063 0.0167 0.0557 0.2206 0.3389 0.3625 0.3683 0.3964 0.5329 0.8674 0.8709

Alcantarilla 0.0010 0.0012 0.0070 0.0118 0.0122 0.0123 0.0518 0.0525 0.1046 0.3004 0.3375 0.5174

Huelva 0.0085 0.0621 0.0974 0.1208 0.1661 0.2884 0.3964 0.5073 0.5187 0.6012 0.7691 0.8417

Granada A 0.0051 0.0324 0.1149 0.1646 0.2134 0.3002 0.3113 0.3375 0.3757 0.3771 0.8195 0.8674

Melilla 0.0036 0.0058 0.0077 0.0084 0.0139 0.0240 0.0299 0.0361 0.0442 0.1529 0.1661 0.3748

Málaga 0.0067 0.0084 0.0086 0.0273 0.1020 0.1335 0.2123 0.2536 0.3113 0.3757 0.5509 0.8195

Almeria 0.0018 0.0024 0.0058 0.0191 0.0442 0.1208 0.1661 0.1907 0.3113 0.3286 0.3995 0.4956

Murcia 0.0146 0.0361 0.0566 0.0682 0.0726 0.3002 0.3375 0.3757 0.3964 0.6035 0.7388 0.7691

Tabla 4.22: Aplicación 2. P-valor para el test de bondad de ajuste sobre las temperaturas

máximas.

En el caso de las temperaturas máximas y las provincias de Zaragoza y

Orense, los resultados que proporciona el test de bondad de ajuste es que nin-

guna de las dos provincias contrastadas, sigue el modelo del proceso original,

tal y como puede observarse en la tabla 4.23.
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p− valores

αj/p Zaragoza Orense

0.0042 0.0023 0.0001

0.0083 0.0171 0.0074

0.0125 0.0324 0.0075

0.0167 0.0582 0.0167

0.0208 0.1149 0.0301

0.0250 0.2206 0.0324

0.0292 0.2884 0.0557

0.0333 0.5073 0.0653

0.0375 0.5421 0.1150

0.0417 0.5716 0.5716

0.0458 0.7944 0.6035

0.0500 0.8312 0.8709

Rechaza Rechaza

Tabla 4.23: Aplicación 2. Evaluación de si la nueva trayectoria pertenece al proceso original

de temperaturas máximas para Zaragoza y Orense.
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4.4. Simulaciones del proceso auto-excitado

Pasamos en esta sección a abordar las simulaciones para el caso de los

procesos auto-excitados, hay que recordar que en este caso existe cierta de-

pendencia del pasado del proceso como ya se expuso en el Caṕıtulo 3.

4.4.1. Simulación A-E caso 1

En la primera simulación se expone el caso de un proceso auto-excitado

con intensidad una distribución tipo fase con representación
(
π, Tωk

i−1

)
donde

π = (1, 0, 0) y

T =


−10/ωki−1 10/ωki−10

0 −10/ωki−1 10/ωki−1

0 0 −10/ωki−1


y donde los tiempos entre ocurrencias se distribuyen según una distribu-

ción exponencial

ωki − ωki−1 ; exp(λ(ωki−1))

En este proceso, la intensidad λ(t, x(t)) depende de las ocurrencias antes de

un tiempo t, ωki < t.

En primer lugar se han simulado los tiempos de ocurrencia ωki a par-

tir de K = 100 trayectorias, para continuar contando el número de ocu-

rrencias del proceso N(t), para ello el tiempo inicial ha sido establecido en

N(t0) = 0. Estos pasos previos, son necesarios para poder realizar la estima-

ción de la intensidad condicionada al recuento de un cierto n, en un intervalo[
mı́nk w

k
n+1,máxk w

k
n+1

]
.

La figura 4.18 muestra las simulaciones obtenidas de los tres primeros

tiempos de ocurrencias, en las K = 100 trayectorias.
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Figura 4.18: Simulación A-E 1. Tiempos de ocurrencias de las tres primeras ocurrencias.
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Figura 4.19: Simulación A-E 1. Estimación intensidad condicionada al recuento.
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En el caso n=0,

λ̂0(tj) =

K∑
k=1

Nk(tj)−Nk(s)

tj−s I
{
Nk
(
t−j
)

= 0
}

K∑
k=1

I
{
Nk
(
t−j
)

= 0
}

el intervalo donde la función es distinta de 0, para la estimación de λ̂0(tj) re-

sulta tj ∈ [mı́nk w
k
1 ,máxk w

k
1 ] ≡ [1.0042, 7.9721] ≡ [1.25, 7.75] y s = tj−1. En

la figura 4.20 se puede observar la representación del estimador puntual λ̂0(tj)

aśı como del polinomio de interpolación cúbica. Análogamente, la estimación
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Point estimator
Linear aproximation
Monotone cubic interpolation

Figura 4.20: Simulación A-E 1. Estimación intensidad condicionada al recuento n=0.

para el caso n=9, es decir de λ̂9(tj), seŕıa la siguiente

λ̂9(tj) =

K∑
k=1

Nk(tj)−Nk(s)

tj−s I
{
Nk
(
t−j
)

= 9
}

K∑
k=1

I
{
Nk
(
t−j
)

= 9
}

en el intervalo resultante tj ∈ [mı́nk w
k
10,máxk w

k
10] = [5.4551, 15.6663] ≡

[5.5, 14.75] y s = tj−1. La figura 4.21 muestra la estimación puntual y la

interpolación de λ̂9(tj)
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Figura 4.21: Simulación A-E 1. Estimación intensidad condicionada al recuento n=9.

En la tabla 4.24 se exponen los resultados de la estimación para la media

del proceso, y de la media de la estimación de la intensidad, siguiendo las

instrucciones de las ecuaciones (3.22) y (3.24)

La tabla 4.25 presenta la estimación de la función masa de probabilidad

según las ecuaciones de la Sección 3.4.1.

4.4.2. Simulación A-E caso 2

En el segundo caso de simulación para los procesos auto-excitados, se con-

sidera un proceso con intensidad una distriución tipo fase con representación(
π, Tωk

i−1

)
= E

(
3, 20/ωki−1

)
, con π = (1, 0, 0) y

T =


−20/ωki−1 20/ωki−1 0

0 −20/ωki−1 20/ωki−1

0 0 −20/ωki−1


los tiempos entre ocurrencias tienen distribución exponencial ωki − ωki−1 ;

exp(λ(ωki−1)) y la media de la intensidad es E[λ(ωki )] =
3ωk

i−1

20
.

En el desarrollo de este ejemplo se han simulado K = 50 trayectorias

muestrales del proceso, representados en la figura 4.22
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t J s E[N(t)] E[λ̂(t)]

2.00 0 3 0.928 0.185

2.50 0 5 0.0023 0.0200

3.00 0 7 0.0000 0. 0000

3.50 0 9 0.0000 0.0000

4.00 0 11 0.0000 0.0000

4.50 0 13 0.0000 0. 0000

5.00 0 15 0.0000 0.0000

5.50 0 17 0.0000 0.0000

6.00 0 19 0.0000 0.0000

6.50 2 21 1.4954 0.4825

6.75 3 22 1.9859 002773

7.00 4 23 2.6234 0.2504

7.25 5 24 3.1028 0.2869

7.50 6 25 3.9105 0.2968

7.75 6 26 3.9709 0.1863

8.00 7 27 4.8397 0.2036

8.25 8 27 5.5252 0.0947

8.50 9 27 6.0503 0.0632

9.00 11 27 6.9752 0.0185

9.50 13 27 7.6000 0.0000

10.00 15 27 7.9203 0.0000

Tabla 4.24: Simulación A-E 1. Estimación de la media del proceso y de la media de la estimación

de la intensidad.
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t

P [N(t) = n] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=0 1.000 0.186 0.142 0.123 0.106 0.092 0.080 0.0000 0.0000 0.0000

n=1 0.0000 0.188 0.217 0.236 0.253 0.267 0.279 0.0000 0.0000 0.0000

n=2 0.0000 0.027 0.079 0.072 0.067 0.065 0.065 0.064 0.064 0.064

n=3 0.0000 0.0000 0.045 0.071 0.076 0.089 0.077 0.057 0.081 0.081

n=4 0.0000 0.0000 0.011 0.027 0.062 0.043 0.056 0.096 0.105 0.076

n=5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.028 0.044 0.057 0.075 0.070 0.083

n=6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.021 0.048 0.046 0.045 0.059 0.063

n=7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.011 0.025 0.030 0.036 0.031

n=8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.009 0.025 0.028 0.045

n=9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.003 0.018 0.021 0.032

n=10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.003 0.015 0.018

Tabla 4.25: Simulación A-E 1. Estimación de la función masa de probabilidad.
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Figura 4.22: Simulación A-E 2. Trayectorias muestrales de proceso auto-excitado con intensi-

dad tipo fase.



M. Carmen Montes Gijón 135

Siguiendo el mismo esquema de simulación del caso anterior, se obtiene

que la simulación en las K = 50 trayectorias de las tres primeras ocurrencias

del proceso siguen el esquema que se observa en la figura 4.23

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35
0
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Figura 4.23: Simulación A-E 2. Tiempos de ocurrencias de las tres primeras ocurrencias.

Centrándonos en el caso n = 2, el estimador de la intensidad condicionada

al recuento λ̂n(tj), puede verse en la figura 4.24.
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Figura 4.24: Simulación A-E 2. Estimación intensidad condicionada al recuento.

El intervalo donde la función es distinta de 0 para la estimación de

λ̂0(tj) en el caso n = 0 resulta tj ∈ [mı́nk w
k
1 ,máxk w

k
1 ] ≡ [1.0057, 1.2338] ≡

[1.06, 1.23] y s = tj−1. En la figura 4.25 se puede observar la representación
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del estimador puntual aśı como del polinomio de interpolación cúbica.
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Figura 4.25: Simulación A-E 2. Estimación intensidad condicionada al recuento n=1.

Tras realizar la estimación de λ̂9(tj), el intervalo resultante tj ∈ [mı́nk w
k
10,máxk w

k
10] =

[1.068, 1.6885] ≡ [1.07, 1.69], s = tj−1. La figura 4.26 muestra dicha esti-

mación.
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Figura 4.26: Simulación A-E 2. Estimación intensidad condicionada al recuento n=9.



Apéndice A

Conclusiones

La presente memoria propońıa como objetivo genérico “el estudio de pro-

cesos de recuento doblemente estocásticos partiendo del de Cox, tanto en su

componente descriptiva (estudio de sus estad́ısticos) como en cuanto a su

inferencia (estimación y contraste de hipótesis) desde la perspectiva clásica

de Snyder y Miller, 1991 [117]”. A lo largo del texto se ha ido trabajando

y respondiendo a ese objetivo genérico y a cada uno de los espećıficos de-

tallados en Objetivos. Con ánimo de no ser repetitivos, se recogen ahora de

forma sistemática los resultados y conclusiones indicando dónde encontrar

cada uno de ellos y atendiendo a dos bloques, el primero, referido a los PC y

PC compuesto, y el segundo, dedicado a los procesos auto-excitados. Además

se señalan las referencias que avalan el trabajo y en las que ha participado

la autora de esta memoria.

A.1. Proceso de Cox y Cox compuesto

Estos procesos se definen en los Caṕıtulos 1 y 2, respectivamente. El PC

compuesto estaba falto de un mayor desarrollo teórico por lo que se aportan

137
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expresiones cerradas para sus estad́ısticos de recuento en la Sección 2.3, y sus

estad́ısticos de tiempo en la Sección 2.4. La importancia de estos resultados,

va más allá de la obviedad de su mera aportación, pues abre la posibilidad

de desarrollar inferencia para el proceso.

Siguiendo esta dirección, en los eṕıgrafes 2.5.1 y 2.5.2, se extiende la

estimación presentada para el PC a esta generalización, el PC compuesto.

Esto implica que se ha usado la misma filosof́ıa de estimar sin haber hecho

suposiciones previas de la estructura del proceso, lo que es un punto fuerte

de la metodoloǵıa propuesta.

Tanto para el PC como para el PC compuesto, también se hab́ıa plantea-

do como objetivo, construir un contraste de bondad de ajuste para decidir

si, habiendo observado una trayectoria de un proceso de recuento, se pod́ıa

asumir perteneciente a un PC o PC compuesto ya conocido u observado pre-

viamente. Los eṕıgrafes 1.4.3 y 2.5.3 presentan los respectivos contrastes para

resolver ese problema.

Las expresiones de los estad́ısticos y sus correspondientes estimaciones se

ilustran y evalúan por medio de varias simulaciones en la Sección 4.2. En el

eṕıgrafe 4.2.3, se muestra también cómo aplicar el contraste de bondad de

ajuste y su evaluación. En todas las simulaciones se presenta la compara-

ción entre las estimaciones, basadas en técnicas conocidas por su capacidad

y precisión (análisis en componentes principales), y los valores muestrales,

quedando patente el buen comportamiento de todos y cada uno de los es-

timadores. De la misma manera ocurre con el test de bondad de ajuste; la

evaluación de su precisión deja clara su capacidad de discernir entre nuevos

datos observados y su correspondencia o no con el proceso patrón.

Habiendo conclúıdo que los estimadores y el test son buenas herramientas,

todos esos resultados teóricos se aplican a datos reales en la Sección 4.3. Como
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se vió entonces, las estimaciones muestran su buen comportamiento y el test

de bondad de ajuste arroja resultados perfectamente razonables.

Los resultados y conclusiones comentadas han sido presentados en congre-

sos internacionales (Ruiz-Fuentes et al., 2011 [103], Ruiz-Fuentes et al., 2013

[104], Ruiz-Fuentes et al., 2014 [105], Montes-Gijón et al., 2016 [87], Ruiz-

Fuentes et al., 2016 [106], Bouzas et al., 2017 [32], Ruiz-Fuentes et al., 2017a

[107], Ruiz-Fuentes et al., 2017 [108]) y publicados en el art́ıculo Bouzas et

al., 2019 [33].

A.1.1. Proceso tipo fase

Es necesario hacer mención especial a otra aportación de esta memoria,

el proceso tipo fase y su uso como proceso de intensidad de un proceso de

recuento.

En otro intento de generalizar los PC, la búsqueda de procesos intensidad

que recojan la mayor variedad posible de situaciones es fundamental. La clase

de distribuciones tipo fase es densa en las distribuciones de probabilidad

no-negativas continuas, por tanto resulta un tipo de distribuciones idóneas

para modelizar una variable no-negativa. En la Definición 1.1.4 (pág. 11) se

define el que se ha denominado proceso tipo fase, como un proceso basado

en una distribución tipo fase cuyos parámetros son a su vez aleatorios. Con

un razonamiento paralelo al dado para variables no-negativas, este nuevo

proceso será un modelo ideal para un proceso intensidad, ya no solo de un

PC sino de un proceso de recuento cualquiera.

En conclusión, se ha definido un proceso no-negativo muy flexible y ge-

neral, carateŕısticas que hereda cualquier proceso de recuento que lo tome

como proceso intensidad.

Además, se resolvió el reto que se presentaba, la simulación de este nuevo
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proceso y su inclusión como intensidad de un proceso de recuento, lo que se

ha visto que no siempre es factible y, por tanto, ha abierto una nueva ĺınea

de estudio. Se ha simulado un ejemplo de proceso tipo fase en la pág. 11, que

más adelante, en el eṕıgrafe 4.2.3, se utiliza como proceso intensidad de un

PC compuesto. También se simulan otros más para usar como intensidades

de procesos auto-excitados en los eṕıgrafes 4.4.1-??.

El proceso tipo fase fue definido formalmente por primera vez en Bouzas

et al., 2017 [32] y se ha publicado en el art́ıculo Bouzas et al., 2019 [33].

A.2. Proceso auto-excitado

El proceso de recuento auto-excitado se define en el Caṕıtulo 3, como PC

que incluyen dependencia del pasado del proceso, ya sea del recuento, como

de los tiempos de ocurrencia.

Si era dif́ıcil encontrar expresiones expĺıcitas para los PC compuesto, más

aún para estos otros. En la Sección 3.2 se proporcionan expresiones expĺıcitas

de los estad́ısticos de recuento. Dado que todos ellos dependen de la llama-

da intendidad condicionada al recuento, resulta obvio que una estimación

de la misma, proporcionaŕıa la posibilidad de estimar los estad́ısticos. En la

Sección 3.4 se construye un estimador puntual para la intensidad condicio-

nada al recuento y, a partir de ella, las estimaciones de la función masa de

probabilidad, de la media, y de la intensidad media.

Todos los resultados teóricos se ilustran por medio de aplicaciones de los

mismos a simulaciones en la Sección 4.4. Estas simulaciones presentaron va-

rias dificultades, la inclusión de un proceso tipo fase como intensidad con

algún tipo de dependencia del pasado, la aplicación de la fórmula de estima-

ción de la intensidad condicionada y las integrales en las estimaciones de los



M. Carmen Montes Gijón 141

estad́ısticos resueltas mediante cálculo numérico y el hecho de que aparecie-

ran encadenadas en la estimación de la función masa de probabilidad.

En conclusión, se aportan resultados teóricos interesantes, se construyen

simulaciones y se da solución a problemas prácticos de cálculo que fueron

presentados en Ruiz-Fuentes et al., 2014 [105].





Apéndice B

Resumen

Un proceso puntual es el resultado de modelizar las distintas ocurrencias

de cualquier fenómeno en el cual un suceso se repite en el tiempo o el espacio.

Ligado a todo proceso puntual, se encuentra el proceso de recuento, que tal

y como su propio nombre indica, se centra en contar el número de puntos,

sucesos u ocurrencias en intervalos del tiempo o el espacio. La distribuciones

de probabilidad discretas, juegan un papel primordial en el desarrollo de este

tipo de procesos, siendo la distribución de Poisson, hallada por Siméon Denis

Poisson, el origen del punto de vista usado en esta tesis sobre los procesos de

recuento.

El interés en el estudio de estos procesos ha ido creciendo a lo largo del

tiempo, siendo quizá las tres áreas en las que su aplicación es más signifi-

cativa, la teoŕıa de colas, la teóıa actuarial y la teoŕıa de fiabilidad. Tras la

Segunda Guerra Mundial se produjo un gran desarrollo tanto en la teoŕıa

como en las aplicaciones de los procesos estocásticos, surgiendo de modo pa-

ralelo el desarrollo matemático para los procesos puntuales en un espacio de

estados general (ver Moyal, 1962 [88]) y el art́ıculo de Cox, 1955 [40] en el que

por vez primera se cita el proceso de Poisson doblemente estocástico, también
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conocido como proceso de Cox. Este nuevo proceso es una generalización de

los anteriores, cuya particularidad es que su intensidad es estocástica, lo cual

le confiere una mayor flexibilidad. A partir de esta publicación se incremen-

ta el interés por los procesos puntuales tanto en comunicaciones como en

medicina, focalizándose en la modelización y predicción de los procesos.

En la última parte del siglo XX se ha consolidado en diversos campos

el uso de procesos doblemente estocásticos, si bien el ejemplo más utilizado

para ilustrar la aplicación de éstos a datos reales, suele ser el recuento de

terremotos (ver Ogata, 1998 [92], Gospodinov y Pavlova, 2001 [58]). Aunque

han sido diversos los autores que se han dedicado al estudio de los procesos

de Cox, es de destacar el estudio realizado por Snyder y Miller, 1991 [117],

que es quizá el texto más completo que muestra la evolución desde el proceso

de Poisson hasta el proceso de Cox.

Cierto es que la estimación del proceso de Cox ha sido estudiada por dis-

tintos autores, aunque siempre asumiento cierta estructura en la intensidad

del proceso. Esta memoria centra su interés en el desarrollo de Bouzas, 2011

[28], en el cual utiliza la técnica de análisis funcional en componentes prin-

cipales para las estimaciones y predicciones del proceso, siendo esta técnica

bien conocida, de gran potencial y precisión. Bouzas y Ruiz-Fuentes, 2015

[31] realiza un repaso de la inferencia hecha usando dicha técnica hasta ese

momento tanto en el proceso de Cox, como en el proceso de Cox compuesto.

Esta memoria se centra en los procesos doblemente estocásticos, en su estu-

dio y la necesidad de su continua generalización con el fin de evitar cualquier

restricción sobre el modelo y modelizar fielmente casos reales.
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B.1. Caṕıtulo 1: Proceso de Cox

El primer caṕıtulo de la memoria aborda el estudio del proceso de Poisson

cuya intensidad se ha aleatorizado, pasando a ser un proceso de Poisson

doblemente estocástico, conocido también como proceso de Cox (PC), dado

que el primer estudio detallado de este tipo de procesos se realizó en Cox, 1955

[40]. Más tarde, Snyder y Miller, en su versión de 1991 [117], fue quien llevó a

cabo el estudio más amplio del proceso de Poisson y sus generalizaciones, tales

como el proceso de Poisson compuesto o el proceso de Poisson filtrado, y, ya

en su último caṕıtulo, presenta el PC y alguna de sus generalizaciones de

modo breve.

Al margen de la definición del PC teniendo de base el proceso de Poisson

(ver Snyder y Miller, 1991 [117]), que es bastante intuitiva, en esta memoria,

se hace uso también de la definición dada por Serfozo, 1972 [112], basada en la

media del proceso. El PC suele tener, tal y como se muestra en el Caṕıtulo 1,

expresiones para sus estad́ısticos, de gran complejidad. Todos ellos dependen

del proceso intensidad o del proceso media, por lo que la profundización en

el estudio de uno u otro es fundamental tanto para el desarrollo como para

la clarificación de los estad́ısticos, y más adelante para su inferencia.

Es habitual encontrar en la literatura modelos sujetos a gran cantidad

de restricciones; en la memoria, excepto para ejemplos o simulaciones, no se

han utilizado modelos con intensidad o media concretas. No obstante, uno

de los objetivos de este caṕıtulo, es definir un modelo que permita tener

una intensidad general, flexible y sin restricciones, por lo que se ha hecho

uso de las distribuciones tipo fase. Estas distribuciones se caracterizan por

ser no-negativas y de soporte finito, por lo que son ideales para modelizar

la intensidad de cualquier proceso estocástico. No hay que olvidar que la
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intensidad del PC es a su vez un proceso estocástico, por lo que se ha dado un

paso, aleatorizando los parámetros de la distribución tipo fase, obteniéndose

el proceso tipo fase que se define de la siguiente manera.

Un proceso tipo fase es un proceso estocástico con representación

(π,T ), donde

1. π = (π1, π2, ..., πp)1×p y T = (Tij)p×p

2. siendo los parámetros π y/o T variables aleatorias.

3. para cada realización de la variable aleatoria, su distribución es una

distribución tipo fase.

Con este proceso se consigue obtener un proceso intensidad general, fle-

xible, que no necesita restricciones, válido para modelizar la intensidad de

cualquier proceso estocástico de todo campo de estudio, por lo que es una

herramienta muy útil.

A lo largo del Caṕıtulo 1 se hace una revisión tanto de los estad́ısticos de

recuento como de los estad́ısticos de tiempo. En el apartado de inferencia, se

resumen los Análisis de Componentes Principales Funcional (ACPF) ad hoc

para la estimación del proceso media y del proceso intensidad, para después

predecir mediante los modelos de Predicción en Componentes Principales

(PCP). Estas herramientas permiten dar la siguiente expresión para estimar

la media del PC:

Λ̃q2(s) = µ2
Λ(s) +

q2∑
j=1

(
pj∑
i=1

bjiξi

)
gj(s); s ∈ (T1, T2)

y para la intensidad del PC:

λq(t) = p′q(t) = µp′(t) +

q∑
j=1

ζjfj(t)
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a partir de la cual pueden obtenerse estimaciones de los estad́ısticos del PC,

puesto que todos ellos se expresan en función de alguna de ellas, o de ambas.

El otro objetivo del caṕıtulo se centra en saber si ciertos datos provienen

de un proceso estocástico concreto, es decir, en la realización de un contras-

te de bondad de ajuste. Realizar dicho tipo de contraste sobre datos que

provienen de un proceso estocástico tiene la dificultad añadida de que cada

trayectoria muestral es una función. Se aborda el problema desde dos esce-

narios distintos: el contraste de bondad de ajuste dado un PC conocido, y el

contraste de bondad de ajuste sobre datos observados de un PC del cual se

desconoce su estructura.

B.1.1. Contraste de bondad de ajuste dado un PC

En el caso en el que la estructura estocástica del PC es conocida, el

estimador puntual (insesgado y consistente) de la intensidad viene dado por:

λ̂l(tj) =
1

m

m∑
i=1

Mi(tj)−Mi(tj−1)

tj − tj−1

, j = 1, . . . , p ; l = 1, . . . , s

El intervalo de confianza para la media si la intensidad es conocida y gaus-

siana o si s ≥ 30, el intervalo de confianza para µ(tj)

Ij =

[
µexp(tj)± z1−α/2

√
1

s
σ2(tj)

]
, j = 1, . . . , p

donde z1−α/2 es el percentil (1− α/2) de una distribución Normal estándar.

El contraste para un µexp(tj) fijo es: H0 : E[λ(tj)] = µ(tj)

H1 : E[λ(tj)] 6= µ(tj)

cuyo p-valor es:

p− valor(tj) = 2P

Z >

∣∣∣∣∣∣µexp(tj)− µ(tj)√
1
s
σ2(tj)

∣∣∣∣∣∣

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Por tanto H0 no se rechaza si p − valor(tj) > α. Para considerar si una

trayectoria sigue un cierto PC, no serviŕıa solo con estudiar puntos tj de forma

independiente. Por este motivo, se propone un test múltiple con tj, j =

1, ..., p y el uso de la inferencia simultánea con el criterio de Benjamini y

Hochber, 1995 [13], el test resulta ser el siguiente H
(j)
0 : E[λ(tj)] = µ(tj)

H
(j)
1 : E[λ(tj)] 6= µ(tj)

, j = 1, . . . , p

y los p-valores correspondientes p − valor(1) ≤ . . . ≤ p − valor(p), H0 se

acepta si y solo si p− valor(1) > α/p, p− valor(2) > 2α/p, . . . , p− valor(j) >

jα/p, . . . , p− valor(p) > α.

B.1.2. Contraste de bondad de ajuste dado los datos

observados de un PC

Es habitual que la intensidad del PC no sea conocida de modo paramétri-

co. Por ello se aborda el caso en el que lo único que se conoce del PC son

trayectorias muestrales observadas. En este caso el intervalo de confianza

para la media es: [
µexp(tj)± t1−α/2,s−1

√
1

s
σ̂2
j

]
donde t1−α/2,s−1 es el percentil (1 − α/2) de una distribución t de student.

Siendo en este caso el contraste: H0 : E[λ(tj)] = µ̂(tj)

H1 : E[λ(tj)] 6= µ̂(tj)

y el p-valor

p− valor(tj) = 2P

t >
∣∣∣∣∣∣µexp(tj)− µ̂(tj)√

1
s
σ̂2
j

∣∣∣∣∣∣

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donte t es una variable distribuida según una t de student con s− 1 grados

de libertad.

Análogamente al caso anterior, se propone un contraste múltiple con el

mismo criterio de aceptación. H
(j)
0 : E[λ(tj)] = µ̂(tj)

H
(j)
1 : E[λ(tj)] 6= µ̂(tj)

, j = 1, . . . , p

B.2. Caṕıtulo 2: Proceso de Cox compuesto

El Caṕıtulo 2, aborda una generalización del PC, el PC compuesto, un

proceso puntual cuyas ocurrencias tienen asociada una variable aleatoria. En

el caso particular que nos ocupa, el proceso es un PC y las marcas son varia-

bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, e independientes

a su vez del PC. Este proceso es una ampliación del proceso de Poisson com-

puesto estudiado por Snyder y Miller, 1991 [117]. El PC compuesto puede

modelizar un gran número de sucesos distintos, aunque es especialmente in-

teresante la interpretación en la que se estudia el número de puntos ocurridos

en cada instante. El hecho de permitir la ocurrencia simultánea de puntos, re-

laja la propiedad de regularidad, lo cual hace que sea un modelo más flexible

para su uso en diversos campos de estudio.

El desarrollo del PC compuesto se basa en los teoremas de representación,

expuestos en los teoremas 2.2.1 y 2.2.2, a partir de los cuales se definen los

estad́ısticos de recuento del PC compuesto en la Sección 2.3, y se aportan

expresiones cerradas de sus estad́ısticos de tiempo, tales como,

Función de supervivencia

PB[Wn > T ] = P [N(t, B) < n]
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Función de densidad condicionada

pBwn/wn−1
(Wn/Wn−1)

= Ex

[
λ(Wn)

∫
B

Pu(dU)exp

[
−
∫ Wn

Wn−1

λ(σ)Pu(dU)dσ

]]
= Ex

[
λ(Wn)

∫
B

Pu(dU)exp

[
−(Λ(Wn)− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
Probabilidad de tener una nueva ocurrencia en un intervalo

de tiempo

PBwn/wn−1
(Wn < T/Wn−1)

= Ex

[
1− exp

[
−(Λ(T )− Λ(Wn−1))

∫
B
Pu(dU)

]]

Función de supervivencia condicionada

PB
wn/wn−1

(Wn > T/Wn−1) =

Ex

[
exp

[
−(Λ(T )− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
Densidad de ocurrencia adelantada

pBtn/wn−1
(T/Wn−1) = pBwn/wn−1

(Wn + T/Wn−1) =

Ex

[
λ(Wn + T )

∫
B

Pu(dU)exp

[
−(Λ(Wn + T )− Λ(Wn−1))

∫
B

Pu(dU)

]]
En la Sección 2.5, dedicada a la inferencia sobre el PC compuesto, se

proporcionan estimadores para los estad́ısticos de recuento introducionedo la

estimación del proceso media. Sin embargo, la estimación de la probabilidad

de que haya una nueva ocurrencia antes de un cierto instante, resulta intra-

table. La proposición 2.5.1 resuelve el problema bajo ciertas restricciones.
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Dada la estimación del proceso media de N(t) de la ecuación (1.29), se 

asume que las componentes principales ξi utilizadas para la estimación de las 

componentes del futuro ηj , j = 1, ..., q2 son independientes y se distribuyen   

según una distribución Normal (o k > 30) y sus distribuciones son (o pueden 

estimarse como) N (0, σi) donde σi2 son las varianzas estimadas previamente  

en el correspondiente ACPF.

Para un tiempo fijo s ∈ (Wn−1 = T1, T2), la probabilidad de haber una 

nueva ocurrencia con marca en B en el intervalo (Wn−1 = T1, s) es

PB
w/wn−1

(Wn < s/Wn−1) '

1− exp

(Λq1(Wn−1)− µ2)
Λ (s)

)∫
B

Pu(dU)


· exp

[(∫
B
Pu(dU)

)2

2

q2∑
j=1

(
p∑
i=1

(
σib

j
i

)2

)
(gj(s))

2

]

donde p es el mayor pj, ∀j �

B.2.1. Contraste de bondad de ajuste de un PC com-

puesto con marcas espećıficas

De modo análogo al caso del PC, se estudia el contraste de bondad de

ajuste de un PC compuesto con marcas espećıficas. La generalización es clara

puesto que el proceso de recuento sigue siendo un PC. Por lo que tomando

nuevas trayectorias de un nuevo proceso puntual M(t), se puede comprobar

si el proceso formado por puntos con marcas en B, {M(t, B); t ≥ t0}, es o no

un PC con intensidad

{
λB(t) = λ(t)

∫
B

Pu(dU); t ≥ t0

}
, según los teoremas

de representación. De nuevo se distinguen dos situaciones distintas a la hora

de realizar el contraste, el caso en el que se conoce el proceso, y aquel en el

cual se realiza a partir de datos observados del mismo, ya que la estructura

Proposición
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estocástica no es conocida. En ambos el criterio de aceptación o rechazo es

el criterio BH visto en el caṕıtulo anterior.

Contraste de bondad de ajuste dado un PC compuesto

Puesto que la intensidad del proceso es conocidad, el test a realizar seŕıa
H

(j)
0 : E[λB(tj)] = µ(tj)

∫
B

Pu(dU)

H
(j)
1 : E[λB(tj)] 6= µ(tj)

∫
B

Pu(dU)
, j = 1, . . . , p

donde σ2
λB(t) =

[∫
B

Pu(dU)

]2

σ2(t). El p-valor para el instante tj es:

p− valor(tj) = 2P

Z >

∣∣∣∣∣∣µexp(tj)−
∫
B
Pu(dU)µ(tj)∫

B
Pu(dU)

√
1
s
σ2(tj)

∣∣∣∣∣∣


Contraste de bondad de ajuste dado los datos observados de un

PC compuesto

En el caso en el que se desconoce la estructura estocástica del PC com-

puesto, se realiza el test a partir de datos observados del mismo, siendo el

contraste a realizar:

 H
(j)
0 : E[λB(tj)] = µ̂(tj)

∫
B
Pu(dU)

H
(j)
1 : E[λB(tj)] 6= µ̂(tj)

∫
B
Pu(dU)

, j = 1, . . . , p

es necesario uso del estimador puntual de la intensidad (1.34) para estimar

la intensidad entre los puntos con marcas en B. Nótese que ahora σ̂2
λB(t) =[∫

B
Pu(dU)

]2
σ̂2(t). El p-valor del contraste en tj es

p− valor(tj) = 2P

t >
∣∣∣∣∣∣µexp(tj)−

∫
B
Pu(dU)µ̂(tj)∫

B
Pu(dU)

√
1
s
σ̂2(tj)

∣∣∣∣∣∣

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B.3. Caṕıtulo 3: Procesos auto-excitados

El Caṕıtulo 3, da un paso más hacia adelante, buscando la mayor ge-

neralización posible en el campo de los procesos doblemente estocásticos.

Relajando la propiedad de la falta de memoria del PC, surge el interés por

los procesos auto-excitados, procesos que tienen cierta dependencia del pa-

sado del proceso, como es el caso de la emisión de radiación en isótopos

radiactivos de vida corta, en los cuales la radiación no es la misma al inicio

del proceso que transcurrido un cierto tiempo.

El caso más general de proceso auto-excitado, es aquel en el que toda

ocurrencia y todo tiempo de ocurrencia anterior, puede influir en el número

y tiempo de ocurrencia de todo punto posterior. Sin embargo, los procesos

más conocidos de este tipo, son aquellos en los que la dependencia es solo de

alguna parte o fracción del proceso, como los últimos tiempos de ocurrencia,

o el número total de puntos acumulados, ejemplo de ello son los procesos de

renovación y los procesos de nacimiento de Markov.

Aunque son utilizados en muchos art́ıculos, los ejemplos encontrados en la

literatura, no son tan generales como cabŕıa esperar. El estudio más detallado

que se encuentra hasta ahora es el desarrollado por Snyder y Miller, 1991

[117].

En esta memoria, a parte de un estudio pormenorizado de los procesos

auto-excitados, en el que a parte de su definición, se muestran sus estad́ısticos

de recuento en el eṕıgrafe 3.2, y los estad́ısticos de tiempo en el eṕıgrafe 3.3.

En la Sección 3.4 se propone una expresión para la estimación de la intensidad
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condicionada al recuento

λ̂n(tj) =

K∑
k=1

Nk(tj)−Nk(ωk
n)

tj−ωk
n

I
{
Nk
(
t−j
)

= n
}

K∑
k=1

I
{
Nk
(
t−j
)

= n
} , n ∈ N

para tj < T y donde t−j es el tiempo al que tiende tj por la izquierda, e I es

la función indicadora.

Este estimador es clave para poder estimar algunos estad́ısticos de recuen-

to del proceso auto-excitado, como la función masa de probabilidad vista en

el eṕıgrafe 3.4.1, la media mostrada en la ecuación (3.22) y la intensidad

media expuesta en la ecuación (3.24).

B.4. Caṕıtulo 4: Simulaciones y aplicaciones

El último caṕıtulo pone en práctica el desarrollo teórico llevado a cabo a

lo largo del documento. El motivo de realizar un caṕıtulo especialmente para

ello en lugar de desarrollarlo a lo largo de la memoria, es porque tanto en

las simulaciones como en las aplicaciones se utilizan resultados obtenidos en

distintos caṕıtulos, por lo que se ha considerado que unificándolo se obteńıa

una presentación más clara y completa de los mismos.

Mediante el software MATLAB R2016b, se han construido las simulacio-

nes tanto para el PC compuesto vistas en la Sección 4.2, como para el proceso

auto-excitado en la Sección 4.4, aśı como para la aplicación de los resultados

teóricos.

Con el fin de poner de manifiesto la utilidad de los PC y PC compuestos

en la modelización de casos reales, los resultados teóricos también se han uti-

lizado sobre datos reales en la Sección 4.3. En concreto un primer caso sobre

puntos de cambio de tendencia en datos bursátiles expuesto en el eṕıgrafe
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4.3.1, y una segunda aplicación sobre datos extremos en meteoroloǵıa desa-

rrollado en el eṕıgrafe 4.3.2, obteniéndose en ambos casos resultados muy

satisfactorios, tal y como se muestra en los eṕıgrafes dedicados a dichas apli-

caciones, por lo que queda expuesta la gran utilidad del estudio y desarrollo

teórico realizado a lo largo de la presente memoria.
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