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Introduccion

Un fenémeno en el que un suceso ocurre repetidas veces en el tiempo o el
espacio se modeliza matematicamente, atendiendo a las ocurrencias, segin
un proceso puntual. Sin embargo, pueden tomarse distintas perspectivas en
el estudio de este tipo de fendmenos. Al margen de que el ser humano siempre
ha estado interesado en observar ocurrencias y contarlas, como catastrofes
naturales (inundaciones, terremotos,...), estrellas, etc., los origenes de la ac-

tual teoria de procesos puntuales no son faciles de determinar.

De todas las piezas que hoy conforman la teoria de los procesos puntuales,
la méas antigua es la asociada al estudio de los intervalos entre ocurrencias, es
decir, la teoria de procesos de renovacion. El estudio del tiempo entre fallos
de un sistema se desarrollé durante los anos 30 del siglo XX y alcanzd su
estado de madurez gracias a William Feller (1906-1970) y otros durante la
Segunda Guerra Mundial. Las tres areas de aplicacion més significativas son

la teoria de colas, la teoria actuarial y la teoria de fiabilidad.

El otro acercamiento béasico y cldsico a los procesos puntuales es el re-
cuento del niimero de sucesos, puntos u ocurrencias, en intervalos o regiones
de un espacio dando lugar a la denominacion de proceso de recuento. En este
ambito, la teoria de probabilidad de distribuciones discretas juega un papel

primordial. El punto de partida de este punto de vista de un proceso puntual

XIIT
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es el texto que Siméon Denis Poisson (1781-1840) publicé en 1837 [97], el
hallazgo de la distribucién de Poisson como el limite de una binominal. Las
primeras discusiones de problemas de recuento se deben a Seidel, 1876 [110]
y a Abbe, 1879 [2], que trataron las ocurrencias de tormentas y el nimero de
células sanguineas en areas cuadradas de un hemocitometro, respectivamen-
te, y parece que de forma independiente con respecto al trabajo de Poisson.
Mas tarde, Erlang, 1909 [48] obtuvo la distribucién de Poisson para el niime-
ro de llamadas entrantes en una centralita telefénica. En 1910, Bateman [11]
utilizé las matematicas para expresar el problema de Rutherford y Geiger
de recuento de particulas como una familia de ecuaciones diferenciales cuya
solucién eran las probabilidades de una distribuciéon de Poisson. Estas ecua-
ciones representan un proceso de nacimiento puro en la teoria de procesos
de nacimiento y muerte, teoria que se desarrollé notablemente en las dos
siguientes décadas. Igualmente ocurrié con los procesos de ramificacion. La
conexion entre los procesos de nacimiento y muerte y los de ramificacién con
los procesos puntuales o de recuento comenzd a ser importante a partir de
los anos 40. El proceso de recuento mas basico seria el proceso de Poisson y

sigue considerandose la base sobre la que construir otros mas complejos.

En muchos problemas de ecologia, astronomia, etc., a menudo se observa
que la dispersién de los puntos es mayor que en una distribucién de Poisson.
Estudiando estadisticas de accidentes, Greenwood, 1920 [61] obtuvo un mo-
delo al que denominaron distribucién de Poisson mixta en la que el parametro

de la distribucién de Poisson se consideraba una variable aleatoria.

Durante la Segunda Guerra Mundial y sobre todo después, se dié un desa-
rrollo espectacular en la teoria y aplicaciones de los procesos estocasticos vy,
en concreto, de los que nos ocupan. Se promovié un interés creciente por apli-

car las matematicas més rigurosas a procesos puntuales y su utilizaciéon en
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aplicaciones. Moyal, 1962 [88], en el contexto de problemas fisicos y ecoldgi-
cos, fue el que por primera vez construyod la matematica necesaria para los
procesos puntuales en un espacio de estados general, clarificando las relacio-
nes entre distribuciones finito-dimensionales y funcionales caracteristicos y
de probabilidad.

Paralelamente, el articulo de Cox, 1955 [40] contenia el origen de mu-
chas cuestiones relevantes para los procesos puntuales y se discutian varios
modelos diferentes incluyendo el importante proceso de Poisson doblemente
estocéastico, hoy mas conocido como proceso de Cox tomando su nombre.
Este nuevo proceso englobaba a todos los anteriores como casos particulares.
Su novedad clave era la naturaleza estocastica de su intensidad ya que era a
su vez un proceso (de ahi la denominacién de doblemente estocéastico). Es-
te hecho confiere al proceso puntual un importante grado de flexibilidad. A
partir de este trabajo y especialmente en los afios 70, se suscité un creciente
interés por el uso de procesos puntuales en ingenieria de comunicaciones y
medicina (deteccién de senales, impulsos nerviosos, reconstruccién de iméage-
nes, etc.). En particular, se empieza a focalizar ese interés en la modelizacién
y prediccion de estos procesos.

En el ultimo cuarto del siglo XX se han desarrollado o consolidado cam-
pos como analisis de supervivencia, procesos puntuales espaciales, procesos
puntuales en el espacio-tiempo, y procesos puntuales marcados. Es mas, la
conexion entre procesos puntuales e historiales de sucesos, observados como
sucesos recurrentes o bien con la estructura de datos de recuento de panel, se
estd estrechando cada vez més. La introduccién de Aalen et al., 2008 [1] expli-
ca magistralmente la relacién entre procesos puntuales, de recuento, analisis

de supervivencia y analisis de historiales de sucesos.
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El recuento de terremotos estudiado por Ogata, 1998 [92] o Gospodinov y
Pavlova, 2001 [58] es el ejemplo por excelencia con el que se suele ilustrar la
aplicacion del proceso de Cox a datos reales. Desde entonces, muchos autores
han estudiado el proceso de Cox desde distintos puntos de vista como se
vera poco a poco a lo largo de esta memoria. Sin embargo hay que destacar
Snyder y Miller, 1991 [117] como texto fundamental y completo para estudiar
la evolucién del proceso de Poisson hasta el proceso de Cox pasando por el

proceso de Poisson compuesto, trasladado, filtrado, etc.

La estimacion del proceso de Cox la han estudiado también muchos otros
autores, pero habitualmente asumiendo una cierta estructura de su intensi-
dad. Para el proposito de esta memoria, interesa especialmente el texto de
Bouzas, 2011 [28]. En él, usando la perspectiva de Snyder y Miller, se anali-
zan generalizaciones del proceso de Cox, pero lo méas novedoso es el uso de la
potente técnica de anélisis funcional en componentes principales para realizar
estimaciones y predicciones especificamente pensadas para este proceso. Més
adelante, Bouzas y Ruiz-Fuentes, 2015 [31] hace un repaso de la inferencia
llevada a cabo con esta técnica hasta ese momento tanto para el proceso de
Cox como para el proceso de Cox compuesto. Lo interesante de esta linea
de inferencia, es el hecho de poder realizarse a partir de datos observados
del proceso de recuento sin presunciones sobre la estructura de su proceso
intensidad, lo cual es habitualmente mas realista que la imposicion de un

modelo prefijado.

Este repaso al origen y evolucion de los procesos puntuales o de recuento
aporta varias ideas generales interesantes. La mas simple es el hecho de que
realmente, la teoria de procesos de recuento no despegd como tal hasta los
anos 70 del siglo pasado, es decir, hace unos 50 anos aproximadamente. Es

también importante subrayar la necesidad continua de generalizaciéon de los
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procesos puntuales para acoger la mayor cantidad posible de casos reales y
modelizarlos lo més fielmente que sea factible. En este sentido, es crucial la
aportacién de la doble aleatoriedad que incluye el proceso de Cox. Y por
ultimo, como es evidente y tal como ocurre en cualquier campo dentro de la
estadistica y la probabilidad, es imprescindible hacer inferencia sobre estos

procesos.

Después de lo expuesto, parece claro el interés de los procesos de recuento
doblemente estocédsticos. Esta memoria de doctorado se adentra en el estudio
de este tipo de procesos comenzando por el proceso de Cox. A pesar de que
este proceso esta ya bastante estudiado, el hecho de que las expresiones de
sus estadisticos sean muy complicadas excepto para algunos casos concretos,
aiun plantea muchas incognitas y areas de estudio. Sin embargo, alguna de
sus propiedades pueden resultar restrictivas para conjuntos de datos reales
complejos. Por ello, otro propdsito mas es generalizar el proceso de Cox re-
lajando alguna de esas propiedades. La primera, mediante la inclusion de
marcas para cada suceso, dando lugar al proceso de Cox compuesto, y la se-
gunda, anadiendo la posiblidad de dependencia del pasado, surgiendo asi los

procesos auto-excitados.

Mas concretamente, en el Capitulo 1, Proceso de Cox, se define este pro-
ceso doblemente estocéastico segun la perspectiva clasica reflejada en Snyder
y Miller, 1991 [117]. Segun esta definicién, el proceso queda caracterizado
mediante el proceso intensidad. Sin embargo, se recuerda también su posi-
ble definicién mediante el proceso media que tendra un papel fundamental
tanto para su estimacion como su prediccién. Esto significa que proponien-
do distintos procesos intensidad o media, se construyen diferentes casos de
un proceso de Cox. En aras de la busqueda de generalizaciones que se ha

comentado, se propone un nuevo caso para el proceso intensidad, el que se
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ha denominado como proceso tipo fase. Este serd un proceso basado en una
distribucion tipo fase cuyos parametros son a su vez aleatorios. El proceso
de Cox con esta intensidad resulta especialmente flexible y por tanto intere-
sante para la modelizacion de procesos de recuento reales. Esta contribucion

ha sido publicada en Bouzas et al., 2019 [33].

A continuacién se presentan los estadisticos de recuento y de tiempo de un
proceso de Cox. Puesto que todos ellos estan caracterizados por el proceso
intensidad o el proceso media, es clara la importancia de la estimacion y
prediccion de cualquiera de ellos para hacer inferencia sobre los primeros. Este
es el primer motivo por el que se repasa la inferencia de ambos, intensidad
y media, usando analisis de componentes principales. Una segunda razon es
que, a su vez, esto nos permite construir un contraste de bondad de ajuste

para un proceso de Cox.

La pregunta clasica que surge continuamente en estadistica de si unos
datos siguen o no una determinada distribucién se traduce en este marco
de trabajo de la siguiente manera. Habiendo observado una trayectoria de
un proceso de recuento, jse ajusta a un cierto proceso de Cox propuesto?
Bouzas et al., 2010b [26] ya formulé un contraste inspirado en el problema
de calibracion de un contador de particulas emitidas por is6topos radiactivos.
En este caso, los datos estudiados son datos reales de los que se desconoce su
estructura estocastica. En este capitulo de la memoria, se aporta un contraste
andlogo pero para aquellos casos de proceso de Cox con proceso intensidad

conocido. Este nuevo caso de contraste de bondad de ajuste se ha presentado

en Ruiz-Fuentes et al. ERCIM 2016, [106].

En el Capitulo 2, Proceso de Cox compuesto, se estudia la generalizacion
del proceso de Cox anadiendo marcas a sus ocurrencias. Cada marca es una

variable aleatoria que puede tener diferentes significados como el lugar en
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el espacio en el que se da esa ocurrencia, la procedencia de la misma, su
tamano, etc. Claramente, la casuistica es interminable, por lo que estamos
antes un proceso que puede modelizar una gran cantidad de realidades distin-
tas y peculiares. Una interpretacién especialmente interesante es el niimero
de puntos que estan ocurriendo en ese instante. De esta forma, se permite
la ocurrencia simultanea de sucesos o puntos y por lo tanto se relaja la pro-
piedad de regularidad. Como el titulo del capitulo indica, este es el conocido

como proceso de Cox compuesto.

Suele ser habitual que, por diferentes causas, interese estudiar algunas
de las ocurrencias en lugar de todas ellas. En otras palabras, puede que in-
terese estudiar solo las ocurrencias que comparten un cierto tipo de marca
especifica (pertenecen a una zona, tienen un cierto tamano, etc.). En esta
memoria, gracias a los teoremas de representacion, se recogen los estadisti-
cos de recuento para estos procesos y su estimacién. Asimismo, se aportan
expresiones cerradas de sus estadisticos de tiempo y sus correspondientes

estimaciones que han sido publicadas en Bouzas et al., 2019 [33].

Por 1ltimo, los contrastes de bondad de ajuste para el PC se han extendi-
do al PC compuesto tanto para el caso de proceso intensidad conocido como
desconocido. Estos tests se han presentado en Ruiz Fuentes et al., ERCIM

2016, [106].

El Capitulo 3, Proceso auto-excitado, pretende generalizar el proceso de
Cox desde otra perspectiva, introduciendo la posibilidad de que el proceso
dependa de su pasado. Es decir, cada nueva ocurrencia, podria depender del
nimero de ocurrencias anteriores, de los tiempos de ocurrencia de alguna o
todas ellas, etc. No es nuevo el estudio de este proceso, véase por ejemplo
el proceso de Hawkes como modelo relacionado y en cierto modo predecesor

del auto-excitado mas general. Sin embargo, es curioso cémo hoy en dia con-
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curren las dos siguientes circunstancias. A pesar de que estan aumentando
notablemente las publicaciones sobre procesos autoexcitados, suelen restrin-
girse a casos cuya intensidad sea combinacion lineal de variables aleatorias o
similares y, por otra parte, suelen ser procesos espaciales. Lo primero, sin du-
da, es una restriccion muy fuerte, y lo segundo, a priori puede parecer general
pero no tiene por qué serlo. Siguiendo la linea de los anteriores capitulos, en
esta memoria no se presupone una estructura o distribucién prefijada para
la intensidad, sino que se estima a partir de los datos observados del proceso

de recuento.

Partiendo nuevamente de la definicién de proceso auto-excitado de Snyder
y Miller, 1991 [117] y gracias a una sugerencia en ese libro, se proporcionan
expresiones explicitas de varios estadisticos béasicos de recuento y se repasan
los de tiempo. Surge de forma natural un especial interés por la intensidad
condicionada al recuento por ser un proceso que caracteriza a los estadisti-
cos. Como consecuencia, la estimacion de esta intensidad condicionada al re-
cuento resulta no solo interesante en si misma, sino fundamental para hacer
infererencia sobre los estadisticos del proceso auto-excitado. En esta memo-
ria, se construye un estimador puntual para la intensidad condicionada al
recuento y, a partir de ella, se obtienen estimaciones para la funcién masa
de probabilidad y la media de proceso, asi como para la media del proceso

intensidad.

Con respecto al Capitulo 4, Simulaciones y Aplicaciones, ha de hacerse
alguna salvedad. Es imprescindible ilustrar cada aportacion de la memoria
con ejemplos de simulacién, aplicaciones o ambos y por supuesto probar el
buen funcionamiento de los contrastes propuestos. Dado que para un mismo
ejemplo de proceso de recuento se pueden aplicar muchas de las distintas

contribuciones, a fin de recoger la aplicacién de varias de ellas para cada uno
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de los ejemplos de procesos escogidos y presentarlo como un todo, se han

incluido todas las simulaciones y aplicaciones en este capitulo.

En una primera seccién se simulan varios casos de proceso de Cox com-
puesto y se muestra la estimacién del proceso media, la moda y la probabili-
dad de tener un nuevo suceso en un intervalo prefijado. La precisién de todas
las estimaciones se evalia para probar su fiabilidad obteniéndose errores de
estimacion muy pequenos. Los ejemplos estan escogidos cuidadosamente para
ilustrar que el proceso de Cox compuesto puede modelizar muy diversos tipos
de procesos de recuento como el proceso de Cox con supresiones, el formado
por procesos de Poisson simultaneos o proceso de Cox tiempo-espacio. En el
ultimo caso se anade también la particularidad de que el proceso intensidad

es un proceso tipo fase.

Debe apuntarse también que no se simula un proceso de Cox puesto que
este es caso particular del de Cox y, por otra parte, como se vera mas adelante
un proceso de Cox compuesto con marcas especificas en un subconjunto del
espacio de marcas es un proceso de Cox. Por tanto, se evita la redundancia

en cuanto a simulaciones y su uso en la aplicacion de los resultados.

El contraste de bondad de ajuste para un proceso de Cox compuesto
propuesto en el Capitulo 2, generalizacién del propuesto para un proceso de
Cox en el Capitulo 1 es evaluado para demostrar su eficacia. En este punto
de la memoria, se simulan varios ejemplos de procesos y se les contamina de
diversas maneras antes de aplicarles el contraste. Se comprueba que en un
alto porcentaje de veces el test detecta cudndo la trayectoria observada no

sigue el modelo propuesto y, por tanto, queda probada la eficacia del test.

Los resultados tedricos de esta memoria han sido utilizados para respon-
der a cuestiones planteadas por conjuntos de datos reales. No es facil encon-

trar datos adecuados o trabajar con ellos, pero se han podido estudiar datos
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de puntos de cambio de tendencia en cotizaciones bursatiles y datos extremos
en temperaturas. Estos ejemplos dan una idea de posibles aplicaciones del
trabajo realizado en esta memoria.

Finalmente, se simulan procesos auto-excitados con varias intensidades
incluyendo el caso del proceso tipo fase. Aplicando los resultados del Capitu-
lo 3, se estiman su intensidad condicionada al recuento, la funcién masa de
probabilidad, la media y la media de la intensidad. Es de destacar que la ma-
yor dificultad en el célculo de estas estimaciones es la resolucién de integrales
dobles que se encadenan. Se ha utilizado integracién numérica para resolver
esos problemas de célculo.

A la luz de este ultimo capitulo, se puede concluir que se ha dado un paso
mas en el estudio de procesos de recuento doblemente estocasticos obteniendo
resultados teodricos para la estimacion de estadisticos de estos procesos y se
han propuesto contrastes de bondad de ajuste para los mismos, comprobando
su precisiéon y su posible aplicacion a fenémenos reales. Las contribuciones
comentadas se han publicado o presentado en congresos internacionales segin
se explica detallamente en el Capitulo Objetivos y en el desarrollo de los

contenidos de esta memoria de doctorado.
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Objetivos

Los objetivos de esta memoria de doctorado se han ido apuntando de
forma implicita en la Introduccién, ahora se expondran explicitamente. El
objetivo genérico es el estudio de procesos de recuento doblemente estocasti-
cos partiendo del de Cox, tanto en su componente descriptiva (estudio de
sus estadisticos) como en cuanto a su inferencia (estimacién y contraste de
hipétesis) desde la perspectiva clasica de Snyder y Miller (1991) [117].

Por supuesto, no en todos los procesos abordados se ha podido llegar
al mismo nivel de profundizacién; ya sea porque en algiin momento se ha
atendido a las necesidades que surgian a partir del trabajo con datos reales,
como por la complejidad encontrada.

En cada capitulo se estudia un proceso de recuento doblemente estocastico
y en el desarrollo de su presentacion se incluyen las aportaciones originales
en el punto apropiado. A continuacion, resaltamos y detallamos los objetivos

especificos capitulo a capitulo de forma sistematica.
Capitulo 1. Proceso de Cox

Estudiar el proceso de Cox y

1. definir el proceso tipo fase para proponer su uso como proceso intensi-

dad del de Cox (Bouzas et al., 2019 [33]) y



XXVI Modelizacion e inferencia sobre procesos de recuento

2. construir un contraste de bondad de ajuste para un proceso de Cox con

proceso intensidad conocido (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2016 [106]).

Capitulo 2. Proceso de Cox compuesto

Estudiar el proceso de Cox compuesto y

1. aportar expresiones cerradas para los estadisticos de tiempo (Montes-

Gijon et al., ERCIM 2016 [87]; Bouzas et al., 2019 [33]),

2. desarrollar estimaciones para los estadisticos de tiempo incluyendo una
proposicion que resuelve el problema que surge al estimar la proba-
bilidad de la ocurrencia de un nuevo suceso en un cierto intervalo de

tiempo (Bouzas et al., 2019 [33]) y

3. construir contrastes de bondad de ajuste para un proceso de Cox com-

puesto con proceso intensidad conocido o desconocido (Ruiz-Fuentes et

al., ERCIM 2016 [106]).

Capitulo 3. Proceso auto-excitado

Estudiar el proceso auto-excitado y
1. obtener expresiones explicitas de estadisticos de recuento,

2. construir un estimador puntual para la intensidad condicionada al re-

cuento,

3. conseguir estimadores para estadisticos de recuento y del proceso in-

tensidad.

Los resultados que prueban la consecucion de estos objetivos se presentaron

en (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2014 [105]).
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Capitulo 4. Simulaciones y Aplicaciones

Simular procesos de Cox, compuestos y autoexcitados con distintas inten-
sidades y aplicar los resultados de la memoria tanto a las simulaciones como
a datos reales. Concretando detalles, los objetivos se pueden enumerar de la

siguiente manera,

1. simular procesos de Cox con intensidades diferentes y anadir un espacio
de marcas para conseguir un proceso de Cox compuesto, de ahi, extraer

procesos con marcas especificas (Bouzas et al., ERCIM 2014 [30]).

2. simular un proceso tipo fase y luego usarlo como proceso intensidad de

uno de recuento, en particular, de un proceso de Cox compuesto o un

auto-excitado (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2013 [104]),

3. aplicar las estimaciones presentadas en la memoria a los procesos ante-
riores (estimacién del proceso media, moda, probabilidad de una nueva
ocurrencia) probando su precisién (Montes-Gijén et al., ERCIM 2016
[87]),

4. aplicar el test de bondad de ajuste para intensidad conocida o desco-
nocida y, en el segundo caso (contribucién de esta memoria), probar su

buen comportamiento (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2016, [106]),

5. aplicar todo lo anterior a ejemplos de datos reales: puntos de cambio
de tendencia en cotizaciones bursatiles (Ruiz-Fuentes et al., CMS 2011
[103]) y datos extremos en temperaturas (Ruiz-Fuentes et al., CEB

2017 [107], Bouzas et al., 2019 [33]),

6. simular procesos auto-excitados con diferentes intensidades y distintas

formas de dependencia (Ruiz-Fuentes et al., ERCIM 2014 [105]),
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7. aplicar las estimaciones desarrolladas en la memoria a los procesos auto-
excitados simulados (estimacién de la intensidad condicionada al re-

cuento, de la media y de la media de la intensidad) (Ruiz-Fuentes et

al., ERCIM 2014 [105]).

Con la consecucién de estos objetivos especificos, como se vera a lo largo
de la memoria y se resumira en las conclusiones, se cree alcanzado el proposi-
to inicial de profundizar en el estudio tedrico de los procesos de recuento
doblemente estocasticos y en su inferencia, asi como su aplicaciéon a datos

reales.



Capitulo 1

Proceso de Cox

Existen muchas razones para generalizar los procesos de Poisson, pero si
hubiera que escoger una, quiza la mas relevante es la de poder contemplar la
posible dependencia de la ocurrencia de los sucesos de un proceso puntual, de
otro proceso externo. Es por ello que, en este capitulo se desarrolla en estudio
de un proceso de Poisson en el que se ha aleatorizado su intensidad a partir
de un proceso tal que las trayectorias del proceso intensidad resultante no
son conocidas dado solo el proceso puntual. Habitualmente, se formaliza esa
influencia modelizandola a través de la intensidad del proceso puntual, sin
embargo, como veremos mas adelante esto puede hacerse también de otras
formas. El proceso puntual resultante de dicha aleatorizacion, es un proceso
de Poisson condicionado, dado el proceso intensidad, y se denomina Proceso

de Poisson doblemente estocéastico.

El proceso de Poisson doblemente estocdstico o también llamado proceso
de Coz, debido a que fue David R. Cox, 1955 [40] quien primero dedic6 un
estudio en profundidad a este tipo de procesos. Como ya se ha comentado,
este proceso es una generalizacion del proceso de Poisson, con la singularidad

de que su intensidad de ocurrencia depende de un proceso externo, siendo por
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tanto dicha intensidad, un proceso estocéstico también. El proceso externo
del cual depende el proceso intensidad recibe el nombre de proceso informa-
cion, conocido éste, el proceso puntual es un proceso de Poisson, por lo que
el proceso de Cox también se conoce como proceso de Poisson condiciona-
do. La naturaleza estocastica de su intensidad, hace que el proceso de Cox
sea mas realista y flexible en la modelizacién de fenémenos puntuales reales.
Ademas, este nuevo concepto de doble aleatoriedad del proceso constituye

un gran cambio en los procesos puntuales, particularmente en los de Poisson.

Volviendo al proceso de Poisson, base del desarrollo del proceso de Cox,
encontramos que el estudio mas amplio y detallado tanto del proceso de Pois-
son como sus generalizaciones entre las que se encuentra el proceso compuesto
o filtrado, fue publicado por Snyder y Miller, 1975 [116] y en la segunda edi-
cién de Snyder y Miller, 1991 [117, pag. 344]. Ya en su tltimo capitulo se
presenta el proceso de Cox y alguna de sus generalizaciones de modo resu-
mido. Si bien el proceso de Cox es facil de definir a partir del proceso de
Poisson, a menudo las expresiones explicitas de sus estadisticos son intra-
tables como los propios Snyder y Miller, 1991 [117] reconocen. Aunque sin
duda, el principal problema que presenta el estudio de los procesos de Cox, es
la estimacion del proceso intensidad. Son muchos los métodos que abordan
este problema computacional utilizando desde cadenas de Markov, Andlisis
de Componentes Principales, regresiones poissonianas, hasta incluso nuevos
métodos que surgen como el REX de Hutchison, 2013 [68]. Quiza sea esta
dificultad el principal motivo por el que los trabajos de investigacion dedica-
dos a estos procesos suelen ser muy restrictivos en cuanto a sus objetivos y
sus ejemplos de simulacién, de hecho las tultimas aportaciones en la literatura
estadistica acerca de ese ultimo tipo de procesos, son escasas y con informa-

cién muy dispersa. Es por todo ello, por lo que se considera el proceso de
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Cox interesante tanto para su estudio como para el perfeccionamiento de su

inferencia.

1.1. Definicion

A la hora de desarrollar el estudio del proceso de Cox, basaremos éste en
la definicién formal que hicieron Snyder y Miller, 1991 [117].

Sea {z(t) : t > ty} un proceso continuo a la izquierda, que representa
al proceso externo influyente en la intensidad de ocurrencia de los puntos
del proceso de recuento {N(t) : t > ty}, el proceso de Poisson doblemente

estocastico o proceso de Cox, en adelante PC, se define como sigue:

Definicién 1.1.1 Un proceso de recuento {N(t) : t > to} es un PC con
proceso intensidad {\(t,x(t)) : t > to} si para casi toda trayectoria del proceso
informacion {z(t) : t > to}, N(-) es un proceso de Poisson con funcion
intensidad {\(t,x(t)) : t > to}.

En otras palabras:

El proceso de recuento {N(t) : t > to} es un PC con proceso intensidad
{A(t,z(t)) : t > to}, si condicionado a {x(t) : t > to} es un proceso de

Poisson con funcidn de intensidad {\(t,z(t)) : t > to}.

Esta definicién no es la tnica que se puede encontrar en la literatura,
Serfozo, 1972 [112] define el PC basdndose en la media del proceso. Concre-
tamente, lo define como un proceso de Poisson cuya media es un proceso

estocastico. La definicion es la siguiente:
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Definicién 1.1.2 Sea {A(t) : t > to} un proceso estocdstico no decreciente,
real valuado y continuo a la derecha, definido en el espacio de probabilidad
(Q, F, P) con A(0) =0 c.s. Sea G el menor o-dlgebra en 2 donde cada A(t)
sea medible. El proceso que toma valores enteros no negativos {N(t) : t > to}
definido en el mismo espacio de probabilidad, se denomina proceso de Poisson
doblemente estocdstico, PC, con media A(t) si N(t) es un proceso de Poisson
con funcion media A(t) condicionado a G. Es decir, si A(0) =0 c.s. y dados

to <t1 <..<t.yniy,..,n. setiene

u P[Ntl — NO S nqg, .. '7Nt»,« —NtT71 S nr/g] =
ITi—, P[Ny, — Ny, <ni/G] c.s. para todo to<t; <..<t. y n=
01,2, ..

1
= P[N,— N, <n/G|= E(At — Ay)"exp[—(Ay — Ay)] c.s.
donde N, = N(t;).

Ambas deficiones del PC, tienen puntos de vista distintos, mientras que
en la definicién de Snyder y Miller, 1991 [117] se define el PC a partir de
su condicionamiento al proceso informacion y a través de la intensidad, en
la que realiza Serfozo, 1972 [112] se define en base a la media del proceso.
Ambas perspectivas pueden ser muy ttiles tanto en el estudio del PC como
en su caracterizacion, y por ello a lo largo de esta memoria haremos uso de
ambas indistintamente.

A partir de las definiciones se observa que en el caso particular en el que
la intensidad del proceso, A(t), es una funcién determinista del tiempo, el PC
queda reducido a un proceso de Poisson no homogéneo, o proceso de Poisson
general, sin olvidar que la diferencia con el proceso de Poisson homogéneo es

que en este dltimo su intensidad es constante.
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Manteniendo la doble aleatoriedad, el PC mas simple que se puede en-
contrar, es aquel en el que el proceso externo, el proceso informacién {x(t) :
t > to}, es un conjunto finito de variables aleatorias independientes del tiem-
po. Un ejemplo sencillo de la aplicacién de estos PC, es la representacion de
procesos de Poisson superpuestos donde el niimero de procesos superpuestos

cambia aleatoriamente sin ocurrencias simultaneas.

De modo mas formal, se suponen k procesos de Poisson independientes
con intensidades {\1,...A\x}, cada uno de ellos interviniendo en un cierto
instante o no, segun el proceso estocastico {£(t) = (&1(t), ..., &x(t)) - t > 0},
donde &;(t) = 1 o 0 dependiendo si el i-ésimo proceso de Poisson interviene
o no. Entonces el niimero de sucesos que ocurren en el intervalo (0,t] es un

PC con intensidad A(t) = S2F_ \&(b).

Al igual que ocurre con el proceso de Poisson, también existen genera-
lizaciones del PC, como es el caso del proceso de Cox compuesto que es la
extension natural del proceso de Poisson compuesto, donde la intensidad es
un proceso estocastico influenciado por el proceso informacién. Este proce-
so es un proceso puntual marcado verificando que el proceso puntual es de
Poisson y que las marcas de ocurrencia son variables aleatorias idénticamen-
te distribuidas e independientes del proceso de Poisson. El proceso de Cox
compuesto se suele utilizar a la hora de modelizar fenémenos reales como el
registro de terremotos, en este caso las distintas magnitudes de los seismos

serian las marcas del proceso.

Otra generalizacion del PC, y en este caso una extensiéon natural del
proceso de Cox compuesto, vendria dada al incrementar la dimension del do-
minio del proceso puntual, surgiendo asi el proceso de Cox multidimensional
o multichannel. Este proceso es un PC definido sobre un dominio espacio

temporal, donde el dominio espacial consiste en regiones discretas sobre las
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que se observa un PC temporal, mientras las localizaciones espaciales dentro

de las regiones son ignoradas.

El proceso puntual en el cual los puntos tienen ambas coordenadas, tanto
la espacial como la temporal, puede verse como un proceso marcado en el
tiempo, con marcas continuas que indican la posicion espacial de un punto.

Este caso particular de proceso se denomina proceso de Cox espacio-temporal.

Otra generalizacion mas del PC es el Proceso de Cox filtrado que es aquel
proceso que se puede modelizar como respuesta a los procesos marcados.
Algunas de estas generalizaciones del PC se desarrollaran con més detalle a

lo largo de esta memoria.

Como ya se ha apuntado con anterioridad y como se vera especialmente al
tratar la inferencia del PC, el objetivo de esta memoria es obtener resultados
aplicables a cualquier PC, tanto en este capitulo, como para los diversos
procesos tratados en los capitulos posteriores. A parte dichos resultados, se
pretende que sean alcanzados sin apenas realizar ninguna asunciéon acerca
de su estrucutra estocastica ni de su proceso intensidad, ni de ningin otro
proceso, sino a partir de la observacion de trayectorias muestrales de dichos
procesos. Por esta razon no se han descrito los modelos concretos de las
generalizaciones del PC, tan solo han sido comentadas. En esta memoria, los
modelos con ciertas intensidades o medias con modelos particulares solo nos
interesaran para desarrollar los ejemplos o para realizar las simulaciones que

ilustraran los calculos de los métodos o resultados obtenidos.

En este punto, se hard una excepcion con la presentacion de un modelo
en el siguiente apartado. Esta particularidad se debe a que es una propuesta
de esta memoria y que jugara un papel significativo como caso de simulacion
mas adelante. El modelo propuesto es el PC cuya intensidad es un proceso

tipo fase.
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PC con intensidad proceso tipo fase

Para el desarrollo de este modelo particular de PC, hemos introducido
brevemente las distribuciones tipo fase. Las distribuciones tipo fase, tienen
su origen mas lejano en Erlang, 1909 [48], para posteriormente ser introduci-
das por Neuts, 1975 [89] y m4s tarde descritas con detalle en Neuts, 1981 [90].
Este tipo de distribuciones han sido utilizadas en diversos campos del cono-
cimiento como teoria de colas, supervivencia y fiabilidad (Asmussen, 2003
[8], Dayar, 2005 [44], Bladt, 2005 [15], Fackrell, 2008 [50], Reineck, 2012 [98],
He, 2014 [66], Tank, 2015 [121], Ruiz-Castro, 2016a [101], Ruiz-Castro, 2016b
[102]).

Las distribuciones tipo fase son distribuciones definidas en la semirecta
real positiva y que tienen dos caracteristicas muy importantes, su generalidad
y su tratabilidad. Esta clase de distribuciones son una generalizacién de la
distribucién exponencial que cuentan con estructura matricial, por este mo-
tivo los estadisticos asociados a ellas se pueden obtener mediante algoritmos
implementados computacionalmente. Como casos particulares de las distri-
buciones tipo fase se pueden nombrar la distribucién Erlang, la distribucion
Coxian y la distribucién hiperexponencial entre otras.

Sin embargo, ain hay mas, ya que cualquier distribucion discreta no-
negativa con soporte finito es una tipo fase (Neuts, 1975 [89]). Incluso, esta
clase de distribuciones es densa en las distribuciones de probabilidad no-
negativas continuas. Por ello, dada una distribuciéon no-negativa siempre hay
una distribucién tipo fase que se aproxima a ella tanto como se desee. Para
un estudio en profundidad de las propiedades de las distribuciones tipo y
fase, y mas concretamente de sus propiedades de aproximacion se pueden
consultar en Neuts, 1975 [89], Shi, 1996 [113] y Asmussen, 2003 [8].

Si recordamos, la intensidad de un proceso de Cox, y en general de cual-
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quier proceso de recuento, es no-negativa, por tanto vistas las propiedades de
las distribuciones tipo fase, resultan ser candidatas perfectas para modelizar-
la. De hecho, es muy habitual encontrar trabajos en los que proponen como
modelo de la intensidad de algin proceso de recuento, tanto distribuciones
exponenciales como combinaciones lineales de ellas que son mas que casos
particulares de distribuciones tipo fase. Algunos ejemplos de esto se pueden
encontrar en Hawkes, 1971 [65], Mgller, 2004 [86], Ogata, 2006 [93], Bau-
wens, 2009 [12], Asha, 2010 [9], Russell [109], Lewis, 2012 [79], Chen, 2013
[36], Lefebvre, 2015 [77], Bieniek, 2017 [14], Sepehrifar, 2017 [111], Signh,
2018 [115]. Sin embargo, la intensidad de un PC no es una simple variable
aleatoria, que seria el caso mas simple, sino que en realidad es un proceso
estocastico. Por esta razon, en esta memoria se propone tomar como mo-
delo para el proceso intensidad una distribucién tipo fase en la que se han
aleatorizado los parametros, surgiendo asi un nuevo proceso estocastico al
que denominaremos proceso tipo fase. Y asi, de esta manera, conseguimos un
proceso de recuento doblemente estocéstico, en este caso un PC, muy general

y flexible.

En los préximos capitulos también se usard este modelo de intensidad

para los procesos de recuento tratados en ellos.

Con el fin de dejar establecida la notacién que se utilizara a lo largo de
esta memoria, se definen a continuacién de modo formal las distribuciones

tipo fase.

Lo mas habitual es encontrar en la literatura la definicién de distribucion
tipo fase ligada a las cadenas de Markov, del siguiente modo
Una distribucion tipo fase es la distribucion del tiempo de absorcion de una
cadena de Markov finita de dimension p + 1, donde un estado es absorbente

y los p restantes son transitorios, como puede verse en Neuts, 1975 [89].
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Independientemente de este punto de vista, una distribucién tipo fase
viene dada por un vector fila 7 de dimension p y una matriz T' de dimension
p X p. A este par formado por (7, T) se le denomina representacion de la
distribucion tipo fase.

El vector 7t se suele interpretar como un vector de probabilidad inicial,
que recoge la probabilidad de pasar de un estado a otro, mientras que la
matriz T puede verse como la probabilidad de transicién en un paso entre
los estados transitorios de la cadena de Markov para el caso discreto y como
el generador infinitesimal entre los estados transitorios en el caso continuo,
o simplemente como una matriz de subintensidades.

En base a esto, la definicién formal de la distribucion tipo fase es la

siguiente.

Definicién 1.1.3 Una variable aleatoria X se distribuye segin una distribu-
cion tipo fase y se denota como X ~» PH(m,T) si su funcion de distribucion

viene dada por

F(t):P[XSt]:l—ﬂ'eTtezl_ﬂ-(i%)e’ tzO (1.1)

donde e es el vector columna unitario; ™ = (my, T2, ..., Tp)1xp €S el vector de
probabilidades iniciales, m; = P[Xo =] para i =1,...,p, tal que i =1y
P[Xo=p+1] =0; T € M,(R) es una matriz de submtensidades,i:vleriﬁccmdo
que los elementos de su diagonal son negativos: Vi =1,....,p, T; <0, todos
los elementos fuera de la diagonal son no negativos: Vi,7 = 1,....p, 1 #

J,» Tij > 0, la suma de los elementos de sus filas es no positiva: Vi,j =

p
1,....p, ZTZ-]- <0 y que T es invertible.
j=1

Para una representacién (7r,T") dada la definicién 1.1.3, la funcién de-

finida en la ecuacién (1.1) es una funcién de distribucién y su funcién de
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densidad esta dada por

donde T° = —Te.

No es objetivo de esta memoria hacer un estudio exhaustivo de las dis-
tribuciones tipo fase, por lo que en este punto recordaremos solamente los
momentos de estas distribuciones para obtener la media y la varianza, ya que

estas son las medidas que se necesitaran en los ejemplos de simulacion.

El momento de orden n de la variable aleatoria X ~» PH(m,T) es

pn = E[X"] =nlw(-T) "e (1.3)

Una de las ventajas que tienen las distribuciones tipo fase en su uso en
modelos estocasticos, es que el momento de orden n tiene expresion matricial.
A partir de la ecuacién (1.3) se obtienen de modo inmediato las expresiones

de la media y la varianza, siendo estas las siguientes.

E[X]=-nT"'e (1.4)

Var(X) = 27T %e — (7T 'e)? (1.5)

Hasta aqui se ha recogido la informacién béasica de una distribucién ti-
po fase, pero ha de recordarse que en esta memoria se propone el proceso
tipo fase como modelo de intensidad, por lo que a continuacion se define

formalmente.



M. Carmen Montes Gijon 11

Definicién 1.1.4 Un proceso tipo fase es un proceso estocdstico con re-

presentacion (m,T), donde
1 = (71—17 T2, "'77TP)1XP y T = (’Tij>P><P
2. siendo los parametros w y/o T variables aleatorias.

3. para cada realizacion de la variable aleatoria, su distribucion es una

distribucion tipo fase.

El dltimo término de la definicién impone sobre las variables 7w y T las
propiedades y restricciones de las variables tipo fase que se describieron an-
teriormente en esta seccion. Definido el proceso tipo fase, es facil observar
que si se utiliza como modelo de intensidad se obtiene un proceso intensidad
muy general, sin necesidad de restricciones y a la vez muy flexible, por lo
que se tiene un proceso doblemente estocastico muy general a su vez. Este
nuevo proceso no solo puede utilizarse con el PC, sino que puede modelizar la
intensidad de cualquier proceso de recuento de cualquier campo de estudio,
por lo que se convierte en una herramienta de gran interés y utilidad.

Para una mejor ilustracién, veamos un ejemplo de un PC con distribucién
tipo fase. La intensidad del proceso tiene la representacién que aparece en la

ecuacion (1.6) y en la figura (1.1) se puede ver una trayectoria muestral.

(m,T(B1, P, B3)) donde (1.6)
—1/p 0 0
7 =1(02,04,04) y T(B, P, 0) = 0 —1/5 0
0 0 —1/83

con By~ B(10,0.8) + 1, By~ B(20,0.5) + 1 v By ~ B(1,0.5) + L.

Este ejemplo puede ampliarse, e incluso reinterpretarse, como se vera en

el capitulo 4 de esta memoria dedicado a simulaciones.
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Figura 1.1: Trayectoria muestral de la intensidad como un proceso tipo fase.

1.2. Estadisticos de recuento

Una vez que ya se ha definido el PC, en esta seccion se pasa a formalizar
las expresiones de diversas caracteristicas asociadas a dicho proceso y de las

cuales se obtienen varias medidas y momentos.

Sea {N(t) : t > to} un PC con proceso intensidad {A(t,z(t)) : t >
to}, donde {xz(t) : t > to} es el proceso informacién. Los estadisticos de

recuento interés de N (t) incluyen varios momentos, asi como la funcién masa

de probabilidad.

Entre los distintos métodos existentes a la hora de determinar dichos
estadisticos, cabe destacar el método de condicionamiento desarrollado en
Snyder y Miller, 1991 [117], y que estd basado en que dado el proceso de

informacién, {N(t) : t > to} es un proceso de Poisson condicionado.
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1.2.1. Funcién masa de probabilidad

En primer lugar veamos la conocida funcién masa de probabilidad, que
no es mas que la probabilidad de que el nimero de puntos del proceso que

ocurren en el intervalo [tg,t) sea n y se define como

PIN(t) =n]=E{P[N(t) =n/z(o) :ty <o <t]} =

E {% (/tt Ao, a:(a))da)n cxp (— /t: A(a,x(a))da) } (1.7)

paran =0,1,2,...

Aunque a partir del condicionamiento al proceso informacion se llega de
un modo explicito a la expresion de la funcién masa de probabilidad, el hecho
de encontrar una expresion para un caso concreto no es inmediato, sino que
lo habitual es que sea muy dificil o incluso imposible de determinar completa-
mente. Uno de los pocos ejemplos en los que se puede llegar a una expresion
para su calculo se encuentra en Snyder y Miller, 1991 [117, pag. 344] donde
toman un proceso de Poisson a escala aleatoria, y obtienen una expresién de
la funcién masa de probabilidad, también pueden encontarse mas ejemplos
en Jiménez, 1991 [70], Bouzas, 1999 [18] y Bouzas et al. 2006a [21] en el
que se desarrollan los estadisticos de recuento de un PC con intensidad un
proceso de banda estrecha.

A la hora de abordar la funcién masa de probabilidad, podemos encon-
trarnos con que no se tiene conocimiento de la intensidad del PC, pero si
de su media dado el proceso informacion, por lo que seria interesante su
desarrollo desde este punto de vista.

Sea A(t,z(t)) la funcién paramétrica del proceso de Poisson condiciona-
do, siempre que A(t,x(t)) sea absolutamente continua, lo que supone una

débil restriccién; en ese caso A(t, x(t)) = ftto Ao, z(0))do es la media del PC.
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Dada esta relacion, la funcién paramétrica es también un proceso influencia-
do por el proceso informacion, luego, puede reescribirse la funcién masa de
probabilidad como

1

P[N(t) = n] = %E {Alt2(@)e M) = —

GX)(t,x(t))(_l) (1-8)

donde Ga(ta(1)) es la funcién generatriz de momentos de A(t, z(t)).

Esta nueva expresion de la funciéon masa de probabilidad basada en la
media A(t,z(t)) del proceso N(t), pone de manifiesto el interés que esta
memoria dedica a la definicién de Serfozo, 1972 [112], en la que se basa su

caracterizacion.

1.2.2. Funcion caracteristica

Al igual que cualquier proceso estocéstico el PC se caracteriza a partir
de su funcién caracteristica. Para definirla, se utiliza de nuevo el método de
condicionamiento de Snyder y Miller, 1991 [117], obteniéndose que la funcién
caracteristica de un PC N(t) con proceso de informacion {x(t);t > to}, se

define como
. t
Myw(iu) = E {exp {(e”‘ - 1)/ Ao, x(a))da] } (1.9)
to
A parte de la expresién dada, la funcién caracteristica de un PC también

puede escribirse en funciéon de la media del proceso o funcién paramétrica

A(t,z(t)), del siguiente modo:
My (iu) = E {exp [(e™ — 1)A(t,z(1)] } = Ma(e™ — 1) (1.10)

Aunque se tengan estas dos expresiones de la funcién caracteristica, de forma

similar a lo que ocurria con la funcién masa de probabilidad, su evaluacion
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no siempre es posible. Resulta facil observar que a partir de ella resulta que

EIN@)] = EAL2®)] v Var[N()] = VarAt, 2()] + B 2(0))
(1.11)
y por tanto queda demostrado algo asumido hasta ahora debido a la asocia-
cién del PC con el proceso de Poisson. Esto es, que condicionado al proceso
informacion, A es la media del PC.
Para el caso concreto en el que la intensidad del PC A(¢, z(t)) sea gaus-
siana, se puede encontrar en Valderrama et al., 1995 [122] una expresién

evaluable para la funcion caracteristica enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 La funcidn caracteristica de un proceso de Cox {N(t) : t >

to} con intensidad aleatoria gaussiana \(t,z(t)) viene dada por

My ) (iu) =

exp{ //RAvsdvds+ /mA }

(1.12)

donde my(t) y Rx(t) son la media y funcion de covarianza respectivamente,

de la intensidad.

La demostracién de este teorema expuesta en el citado articulo, tiene por
base fundamental el desarrollo en serie de Karhunen-Loeve que se hace de la
intensidad (¢, z(t)).

Otro ejemplo interesante para el cual es posible calcular expresiones explici-
tas tanto para la funcion caracteristica como para algunos estadisticos, es el
de un PC cuya media, A(t, z(t)) se distribuye mediante una distribucién Nor-
mal truncada. El desarrollo de este caso se puede encontrar en Bouzas et al.,

1999 [18].



16 Modelizacion e inferencia sobre procesos de recuento

1.2.3. Funcional caracteristico

El funcional caracteristico de una variable aleatoria fue introducido por
primera vez por Andrej Kolmogorov, 1935 [73], como una generalizacién de
la funcién caracteristica. El funcional caracteristico se define para medidas
aleatorias generales en Daley y Vere-Jones, 1988 [41], o para procesos de
Poisson en Snyder y Miller, 1991 [117], pero no para procesos de Cox.

Dada una variable aleatoria X en un espacio lineal L, se define el funcio-

nal caracteristico de X como:
Dy (iv) = E[e"XY), (1.13)

siendo v una funcion real valuada.

Basada en la definicién para una medida aleatoria n encontrada en Daley

y Vere Jones, 1988 [41],

o, (iv) = E [exp {z / v(a)n(d(a))}] (1.14)

La definicién del funcional caracteristico para un PC se encuentra en Bouzas

et al., 2006a [21].

Definicién 1.2.2 Funcional caracteristico de un proceso de Cox

Se define el funcional caracteristico de un PC, como

Dy (iv) = exp {z /0 TU(U)N(da)} (1.15)

siendo v una funcion real valuada, y la integral es una integral de recuento

con evaluacion

T N(T)
/O v(o)N(do) = Z v(w;)
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donde w; son los tiempos de ocurrencia del PC. Utilizando el método de

condicionamiento se obtiene

Oy (iv) = E {exp {z /OTU(G)N(dO)/a:(U) Tty <o < t] }

_p {exp [/OT)\(U,:U(U))(e”(”) _ 1)da] } (1.16)

Para un estudio en mayor profundidad de este tipo de integrales, se puede
ver el célculo estocdstico de Ito en Snyder y Miller, 1991 [117] o en Kloeden
y Platen, 1999 [72].

Como se ha mencionado anteriormente, en la mayoria de los casos los
estadisticos de un PC son intratables, es por ello interesante encontrar un
modo para su calculo. El funcional caracteristico de un PC, proporciona la
distribucién finito-dimensional del proceso, asi como sus momentos y permite
determinar la distribucién conjunta de un conjunto finito de variables del
proceso. Diferentes funciones v(o) en la definicién de funcional caracteristico,
permiten el calculo de las funciones caracteristicas de variables relacionadas
con el PC como pueden ser la de los incrementos o las de los vectores finito-

dimensionales que se muestran en los siguientes casos.

Caso 1.2.3 Funcion caracteristica de los incrementos

Considerando como funcién real valuada v(o) la siguiente funcion

0, 0§0'<t1,
o) =1 a, H<o<ty O0<ti<to<T

0, o <o<T.

se tiene que la expresion para el funcional caracteristico (1.15) resulta

Oy (1v) = E{expliaN (t1,t2)} = My, t2)
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que es la funcion caracteristica del incremento del proceso de Cox entre ty y

ty. Obteniéndose también que

By (iv) = E {ewp {(em — ) / ’ A(ma:(a))do—} }

t1

o bien en términos de la funcion paramétrica o proceso media
Oy (iv) = B {exp [(e" — 1)(A(t2) — At1))] } = Maga)-acen (€ = 1),

siendo Ma(ty)—a@y) la funcion caracteristica de A(ta) — A(ty).

Caso 1.2.4 Funcion caracteristica de vectores aleatorios finito-di-
mensionales

Se considera ahora la siguiente funcion v(o)

p
o]+ o+ ..+ Qg 0<o0 <ty
Qo + ..+ Qo t1§0'<t2;
v(o) =
[079%% tm—l §0-<tm7
kO, t <o <T.

donde 0 < t] <ty <...<t,<T.

A partir de la definicion de funcional caracteristico (1.15), se obtiene:

CI)N(Z"U) =
E{expli(on + ...+ ap)N(t1) +i(ae + ...+ o) (N(t2) — N(t — 1))+
oot iy (N(tm) — N(tm1)]} =

E{expliaiN(t1) + ... + i N(tm)]} = M), N (G0, - .- Ton,)
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donde My, Nt (iar, ..., iam) es la funcion caracteristica conjunta de

5

(N(t1),...,N(tm)). De esta expresion también se obtiene

Oy (iv) =

E {e:Up [(ei(o‘1+"'+am) -1) ! MNo)do + ...+ (e — 1) /tm )\(a)da] } =
0 tm—1
E { |:(ei(a1+...+am) _ ei(a2+...+am))A(tl) 4+ (eiam i 1)A(tm)]} _

MA(tl) A )(ei(oq—f—...—l—am) _ ei(a2+...+am)’ o giam _ 1)'

Por simplificar la notacion, se ha omitido la dependencia de la media del
proceso informacion.

Para el caso particular en el que el nimero de tiempos m = 2, se obtiene

la funcion caracteristica de las distribuciones bidimensionales del proceso de

Cox a partir de la cual se pueden calcular momentos de (N (t1), N(t2)) y su

funcion de covarianza:
Ry (t1,t2) = Ra(ty,to) + E[A(t1)]

donde Ry (t1,t2) es la covarianza del proceso media. Ver Bouzas et al., 2000a

[21] para consultar las demostraciones.

1.2.4. Moda

Por definicién, la moda en un instante fijo de tiempo, es el valor que el
proceso toma con mayor probabilidad en dicho instante. El cédlculo de este
estadistico no es viable a partir de la funcién caracteristica. No siendo usual
en la literatura, el interés surgié en el entorno del PC compuesto, por lo
tanto, mas adelante en esta memoria, concretamente en el capitulo al PC
compuesto se demostrara cual es la expresion de la moda en términos mas

generales.
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1.3. Estadisticos de tiempo

A parte de para el estudio y desarrollo de los estadisticos de recuento como
el cédlculo de la funciéon masa de probabilidad y la funcién caracteristica de
un PC, el método de condicionamiento también se utiliza para la obtencion
de una expresion de los estadisticos de tiempo, estadisticos que estudian la
localizacion y los espacios entre los puntos, los instantes de ocurrencia.

Se llama pgﬁ)(w) a la funciéon de densidad conjunta de los n primeros
tiempos de ocurrencia wy, ... w,. Por la definicién de densidad conjunta de

un proceso de Poisson y haciendo usto del método de condicionamiento, se

define la funcion de densidad conjunta de un PC como

iy (w) = E {ﬁ Aw;, 2(w;))exp {— /wn Ao, x(a))do—] }

to

cont0§w1§w2<

. < w,.

Haciendo uso nuevamente del método de condicionamiento y la definicion
de la funcién de densidad muestral de un proceso de Poisson, se define ahora

la funcién de densidad muestral de un PC como

PN(t)ito <o <T} =

E{e:cp {— /T )\(U,x(a))da+/T LnA(a,x<a))N(da)H (1.17)

to to

donde la segunda integral es una integral de recuento.

El PC sera generalizado por el proceso de Cox compuesto en el capitulo 2
y sera entonces cuando se presentara un estudio de los estadisticos de tiempo

mas amplio ya que es una de las aportaciones de esta memoria.
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1.4. Inferencia

Existe mucha literatura en la que se puede encontrar una gran cantidad
de informacién acerca de procesos puntuales, sobre su estimacion y sobre la
predicion de su proceso intensidad, casi siempre asumiendo un conocimiento
estadistico previo sobre dicha intensidad, como pueden ser su distribucién o
momentos. Sin embargo, no se encuentra mucho trabajo hecho sobre estima-
cién del PC, a pesar de ser un proceso de gran interés dada su versatilidad.
Se pueden encontrar estudios acerca del PC y sus generalizaciones desde di-
versos puntos de vista como puede ser Chiang et al., 2005 [38], Ho y Stoyan,
2008 [67], Ferndndez-Alcala et al., 2009 [51], Ferndndez-Alcala, 2010 [52],
Myllymaki y Pettinen, 2010 [84], Zhang y Kou, 2010 [125], Zhao et al., 2011
[127], entre otros, aunque la mayoria de ellos se dedican a la estimacién y

pocos a la prediccion.

A lo largo de esta seccion se procedera al estudio de la inferencia sobre
el PC, y para ello se hara uso del Analisis en Componentes Principales, del
Analisis en Componentes Principales Funcional y de modelos de Prediccién

en Componentes Principales

El Andlisis en Componentes Principales (ACP) es una técnica de anéli-
sis multivariante que tiene como finalidad reducir la dimensién del proble-
ma mediante la construcciéon de transformaciones lineales de las variables,
siendo dichas transformaciones incorreladas y de varianza maxima. Ademés
el Andlisis en Componentes Principales Funcional (ACPF) es una técnica
que permite estimar un proceso estocastico cualquiera para después predecir
mediante los modelos de prediccion en componentes principales (PCP), desa-
rrollado por Aguilera et al., 1997 [4], a partir de trayectorias muestrales del

proceso y asumiendo pocas restricciones tedricas. Es por este motivo por el
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que resultan una herramienta de gran utilidad a la hora de estimar y predecir
el PC, pretendiendo hacerlo siempre a partir de las observaciones del proceso
y sin necesidad de imponer una estructura prefijada al proceso intensidad o
al proceso media.

Tanto la intensidad como la media del PC y del PC compuesto, son
procesos estocésticos, por lo que se pueden estimar y predecir, para ello
utilizaremos modelos PCP como se acaba de explicar. Haciendo uso de esta
técnica se tiene la posibilidad de estimar a parte de la intensidad o la media,
importantes en si mismas para muchos fenémenos reales, el propio PC y sus
estadisticos, dado que todos ellos se expresan en funcién de alguna de ellas

o incluso de ambas.

1.4.1. Inferencia del proceso media
= FEstimacion

Lo primero que hay que abordar a la hora de hacer inferencia sobre
un PC, es dar una estimacién estocastica de su proceso media, y para
ello {N(t);t > to} debe estimarse puntualmente la media para después
poder reconstruir sus trayectorias funcionales y finalmente terminar
aplicando ACPF. En el articulo Bouzas et al., 2006¢ [23] se propone
una aproximacién al ACPF mediante la interpolacién ctibica mondto-
na de las trayectorias para asi conservar la propiedad tedrica de no
decrecimiento. Puesto que ésta reconstruccion no es una de las que se
encuentran habitualmente en la literatura del ACPF, se recuerda el
procedimiento a continuacién (consultar el articulo para desarrollar los

detalles).

En primer lugar se estiman k funciones muestrales A, (t) en un con-
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junto finito de instantes de tiempo a partir de k funciones muestrales
independientes del PC {N,;(t) : w = 1,...,k} observadas en el inter-
valo de tiempo [tg, to+77T|. Para realizar dicha estimacién, cada una de
las funciones muestrales observadas se subdivide en r subtrayectorias
de amplitud T que, dado que el PC tiene incrementos independien-
tes, pueden reinterpretarse como observadas en el mismo subintervalo

[To,T1) = [to,to + T'). Se notaran las subtrayectorias como
Nwi(t) = Nw(t + (Z - 1)T) - Nw(tO + (Z - 1)T)7 te [thtO + T)

conw=1,...kei=1,...,r.

Tomando la nueva particion
to=to<ti<...<t;<...ty=t+T (1.18)

el estimador puntual del proceso media en esos instantes de tiempo es

Ay(t;) = w (1.19)

para 7 = 1,....,py w = 1,..., k. Por tanto se obtienen valores de
estimaciones puntuales de A(¢,z(t)) en p + 1 instantes de tiempo en el

intervalo [tg,to + T) para k trayectorias.

Después de estimar las k& funciones muestrales, el siguiente paso es la
reconstruccién de la forma funcional de las trayectorias estimadas de
forma discreta. Los métodos habituales que se pueden encontrar en
la literatura del ACP, no permiten asegurar que esa reconstruccion
conserve la monotonia que deben tener las trayectorias de A(t, z(t)).
Por esta razén en Bouzas et al., 2006c [23] se adapta el ACP a las
necesidades particulares del PC. Basandose en la interpolacion ctbica

mondétona a trozos de Fritsch y Carlson, 1980 [53], el polinomio de
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interpolacién de los datos {(to, Aw(to)), - -, (tp, Aw(ty))} es

Pwj =
t € [ty byl
A (t;)Hi(t) + A (tjr1)Ha(t) + duwjHs(t) + duwjr1Ha(t), (1.20)
7j=0,...,p—1
donde d,,; = % fé(t) , dp%(:ﬂ) y las funciones H,(t) forman
t=t; t=t;+1

la base usual de Hermite en el intervalo [t;,%;.1]. Para poder aplicar
el ACPF, es necesario que las interpolaciones estén expresadas en to-
do el intervalo y no a trozos. Luego, reajustando la base del espacio
de funciones se puede escribir que la interpolacion mondtona de cada

trayectoria es
IA,(t) =
P P
S Au(t)®i() + Y duyVs(t), tE[toto+T), w=1,... k.
§=0 j=0
(1.21)

donde las funciones ®4(t) y W4(t) forman la base usual de Lagrange de

splines cubicos. Para unificar notaciéon, se puede escribir
IA(t) = AB(t), t€to,to+T),
con

TA(t) = (TA4(8), ..., IAK(E)Y,
B(t) = (Bo(t), ..., ®,(t), Uo(t),..., U, ()7, (1.22)

A1 (to) c. Al(tp) dlg . dlp

Ar(te) oo Aty dwo ... dip
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donde T denota trasposicién. Para lograr una mayor unificacién se re-

nombran los elementos de B(t) y de A como
B(t) == (Bl(t), ey Berl(t), Berz7 o ,Bg(p+1))T, (124)
A=(ay) w=1,....,K [I=1,....2(p+1). (1.25)

Por lo que el polinomio (1.21) puede escribirse
2(p+1)
ING(t) = > awBi(t); t€ltoto+T), w=1,.. k (1.26)
=1

Una vez reconstruidas las trayectorias funcionales del proceso media,
se aplica la técnica de ACPF. La reduccién de la dimension es muy
importante puesto que el nimero de observaciones muestrales, p+1, se
ha duplicado, 2(p + 1), tras el uso de la interpolacién cibica monéto-
na. Descritos de un modo breve, los pasos a seguir para adaptar la

metodologia del ACPF serian los siguientes.

Considérese el proceso media interpolado centrado
TR(t) = IA(t) — ura(t) = (A — A)B(2)

k
donde A = (@) con elementos Gy = Zawl l=1,....,2(p+
w=1

e

Diw=1,....k)y ua(t) = AB(t).

Sea (A — A) la matriz cuyas filas son los coeficientes de cada trayectoria
del proceso centrado con respecto a la base (By(f), ...,
Bs(p11)) y P la matriz cuyas componentes son los productos interiores

tp
usuales entre las funciones de la base (B;, B;), = / B;(t)B;(t)dt. En-
—_ tO
tonces, el ACPF de la trayectoria interpolada I A, (t) en el espacio gene-

rado por la base (Bi(t),. .., Bapy1)) con respecto a la métrica usual en
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L2[to,t,] es equivalente al ACP multivariante de la matriz (A — A)P'/2
con respecto al producto interno usual en R?P+Y) . Una vez calculados
los autovalores g; de la matriz de covarianza (A — A)PY/2 las funcio-
nes muestrales del proceso interpolado ITA(t) pueden representarse en
términos de sus componentes principales como

2(p+1)

Zgwjf] w=1,...,k

donde f;(t) son las autofunciones de la covarianza muestral del proceso

media dadas por

2(p+1)
fit) =Y fiBi(t)
=1
con el vector de coeficientes f; = P~1/2g; y

Cuj = /t pmw(t)fj(f)dt = (A, — Au)P'g;,

donde (A, — A,) es la fila w-ésima de la matriz (A — A). Por tanto,
el proceso media se puede aproximar mediante una descomposicion

ortogonal truncada de sus componentes principales notada por A%(t)
AI(E) = TA(t) = pun(t) + Z Gifi(8) (1.27)

Por tanto, la dimensién 2(p + 1) de las observaciones muestrales se
ha reducido a ¢ con una proporcién de varianza explicada del proceso

25—

media tan préxima a 1 como sea posible dada por MT donde

Aj es la varianza de la j-ésima componente principal ]ledad; por el
j-6simo autovalor de la matriz de covarianzas (A — A)PY/? asociado al
j-ésimo autovector g;. En Bouzas et al., 2006¢ [23] se comprueba el
pequeno error de estimacion que se consigue con el método propuesto

mediante la simulacion y posterior estudio de distintos ejemplos de PC
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con intensidades distintas. Esta estimacién de la media de un PC se
puede extrapolar a la estimacion del proceso media de un PC compuesto

con marcas especificas.

» Prediccion

Como ya se comentd anteriormente, no es habitual encontrar literatura
referente a la prediccion del PC, por ello consideramos que interesante
su estudio. Para ello, tras la estimacion del proceso media en el apartado
anterior, se considera la prediccién del proceso media de un PC en
un intervalo futuro (77;73] a partir de una trayectoria observada de
forma discreta en el intervalo del pasado [Tp;7T1]. Para realizar dicha
prediccion, se estudia el modelo a partir de trayectorias observadas en
el intervalo [Ty; T3] y su comportamiento en el intervalo (77; T3] a partir
del conocimiento que se tiene en el intervalo [Tp; T1]. Si se aplicla ACPF
al proceso media en sendos intervalos, de igual modo al explicado en el
apartado de estimacién, las descomposiciones truncadas en funcién de
sus componentes principales que se obtienen son:

AL(t) = A9 (t) = Iu/l\(t) + 25;1 GIi(1); telto="To,T] (1.28)

A2 (s) = A®(t) = pi () + 2272 mig5(s); s € (11, T3)

pj

Denotemos por ﬁﬁ.’j = Zb‘ié al estimador de n;, j = 1,...,¢2 en
i=1

funcién de las p; componentes principales de &;. Teniendo esta nueva

notacion en cuenta, la ecuacién (1.28) anterior se puede reescribir como

q2

qu@);ui(mz(f bﬁ&) g(s); s€(T ) (129)

Siendo este el modelo PCP (g2; p1, . . ., p;) para la prediccion estocéstica

el proceso media.
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Teniendo como base la prediccién del proceso media, a partir de ella
se puede obtener una prediccion de los estadisticos de recuento que
dependen de ella. En el capitulo [?] dedicado al PC compuesto, se
aplicara la prediccién obtenida del proceso media en la prediccion de
dichos estadisticos, ya que el PC compuesto es un caso mas general y

el PC no es no es mas que una particularizacion suya.

1.4.2. Inferencia del proceso intensidad

En la seccion anterior se ha hecho un estudio de la inferencia del PC en
términos de su proceso media. Sin embargo, el PC puede expresarse también
en funcién de su proceso intensidad. En Bouzas et al., 2006b [22] se realiza
un primer intento de aplicacion de ACPF al proceso intensidad de un PC.
En dicho articulo, a partir de la observacién de trayectorias muestrales del
proceso de recuento, se aplicaba un estimador puntual para la intensidad en
el contexto descrito en el mismo, y haciendo uso de la propiedad de indepen-
dencia de los incrementos de un PC, se encontraban estimaciones de dicha
intensidad en un conjunto discreto de instantes de tiempo para varias tra-
yectorias. A estos datos, se les aplicaba el ACPF usual. Sin embargo, aunque
el error de prediccién obtenido era pequeno, en ningin momento llegaba a
particularizarse el ACP, de modo que alguna de las propiedades tedricas del
PC se conservase. El método descrito se mejora en Bouzas et al., 2010a [25]
de la siguiente manera.

Una vez habiendo establecido una adaptacién del ACPF a la estimacion
del proceso media de un PC conservando asi su propiedad de monotonia, y
sabiendo que la media, en caso de ser absolutamente continua, es la integral
de la intensidad, se propone estimar la intensidad a partir de la derivacion de

la reconstruccion funcional mondéntona de las trayectorias de la media de la
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t

ecuacién (1.20) pertenecientes a C'. Puesto que A(t) = / A(o)do, se obtiene
to

una estimacién en C° para las funciones muestrales de la intensidad diferen-

ciando en la ecuacién (1.20). Tomando un w fijo, el polinomio interpolado a

trozos queda

Piuj =
Rt HLE) £ Rty ) + dugHY(0) + dyynF),
j=0,....,p—1

(1.30)

No obstante, se obtiene de nuevo una reconstruccién funcional que no es apta

para la aplicacion del ACPF en su actual forma, necesita expresarse en todo el

intervalo [tg,?,). El polinomio que se ha obtenido es cuadrético y debia estar

en C°. Para ello, serfa necesario expresar las funciones Hj(t), Hy(t), H4(t) y

H)(t) en funcién de las funciones de la base cuadrdtica de Lagrange en C°

(Fy, Fy, Fs) en el intervalo [t;,t44].

—4b + 2a + 2c> 2o

aF1+bF2—|—cF3: ( h2
J
(—2atj+1 + (—tj — tjp1) +4bt; + 4btjq + c(—t; —tj41) — 2ctj) -
h?
J
—CLtj_H(—tj — tj—i-l) + Ctj(tj + tj—i—l) - 4btjtj+1
h?
J

(1.31)
Operando como se muestra en Bouzas et al., 2010a [25], las funciones
derivadas se pueden escribir segiin las siguientes combinaciones lineales de

las funciones de la base

H (1) = —Q%Fg(t), (1) = Q%FQ@)
HA() = Fy(t) — (Bs(t), Fy(t) — ()

y asi para cada j = 0,...,p — 1, el polinomio a trozos que es estimacion de

la trayectoria muestral de intensidad es
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P (1) = Roy(t)) == Fa(t) + Ay (tj11) 5~ Fa(t)
J J 2h; J 2h;
1 1
+duy (R0 = 10) + dupes (RO~ {R0) 1€ 1t
donde
Fi, teltt; Fy, telt;t;
Flj _ 1 [ J J+1) : sz _ 2 [ J J+1)
0 en otro caso 0 en otro caso
Fs, telt,t;
y ng _ 3 [ J J+1)

0 en otro caso
que puede reescribirse para dar una expresion para todo el intervalo [to, ]

como

piu(t) = .Zp;ﬂj (ﬂ? te [t(]?tp)

y reduciendo la expresion quedaria

3 3 A dw 1 + dw ;
Put) =Y Fy(1) {ﬁ (Aultior = Au(ty)) - T}
§=0 j
P2 (1.32)
+ > (F5(t) + Frj1(t)dwis1 + Fro(t)dwo + Fap1(t)duwyp
7=0

Puede probarse fécilmente, que las funciones Fy;(t), j =0,...,p—1; (F5;(t)+
Fija(t), 7=0,...,p=2; Fio(t)y Fsp_1(t) son 2p+1 funciones cuadraticas
de C° independientes y que forman una base en el intervalo completo [to, t,).
Una vez que se cuenta con las condiciones para poder aplicar el ACPF,
y una vez aplicado este, se obtiene que el proceso intensidad se puede esti-
mar mediante una descomposicion truncada en funcién de las componentes

principales

X(t) = p(t) = (1) + Z G (). (1.33)
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Este método de estimacién se ilustra en Bouzas et al., 2010a [25], y prueba
su mejora respecto al mencionado en Bouzas et al., 2006b [22]. Ademds en
Bouzas et al., 2010b [26], se puede encontrar una aplicacién practica sobre
datos reales referentes a la emision de particulas radiactivas de dos isétopos
distintos.

Una vez obtenida la estimacién del proceso intensidad, esta podria utili-
zarse como base en los modelos PCP y predecir el PC, al igual que podria
introducirse esa prediccion en los estadisticos de recuento de modo analogo

al caso de la media.

1.4.3. Contraste de bondad de ajuste

El clasico problema que aborda el contraste de bondad de ajuste es aquel
que se centra en comprobar si ciertos datos provienen de una distribucién de
probabilidad dada. Sin embargo, a la hora de abordar si los datos vienen de
un proceso estocastico el problema es mucho mas complicado. Dado que las
trayectorias muestrales de un proceso estocastico son funciones, lo normal
pensar en el andlisis de datos funcionales para la resolucién del problema.
Si buscamos en la literatura, encontramos que el contraste de bondad de
ajuste habitualmente se realiza imponiendo una estructura prefijada o bien
al proceso intensidad o a las trayectorias muestrales. Sin embargo, los da-
tos muestrales disponibles de un proceso estocastico, suelen ser trayectorias
muestrales observadas en un conjunto finito de instantes de tiempo. Si asu-
mimos este hecho, el problema al que nos enfrentamos es averiguar si esas
trayectorias muestrales provienen de un PC. Un test de hipdtesis en el que
la hipotesis nula es que el proceso de recuento observado es un cierto PC, y
la hipotesis alternativa que no lo es, daria soluciéon a dicho problema.

Es posible que el experimento sea conocido por experto del campo de
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estudio del mismo y esto proporcione un modelo de PC, que seria el propuesto
para la hipdtesis nula del contraste, pero hay otras ocasiones en las que esto
no sucede. Por esta razon se distinguen ambos casos, el contraste de bondad
de ajuste dado un PC conocido y el contraste de bondad de ajuste a partir de
los datos observados de un PC del que no se conoce su estructura estocastica.

Los contrastes de bondad de ajuste que se proponen en esta seccion fueron
inicialmente inspirados por el caso real del recuento de emisién de particulas
por isotopos de Cesio 137 y Radio 226 con un contador de particulas de la
Unidad de Radiofarmacia de la Universidad de Granada (ver Bouzas et al.,
2010b [26]). Realmente, se construyé el contraste para resolver el problema
real de distinguir si una nueva trayectoria observada después de un tiempo
seguia el patron inicial y por tanto, el contador estaba bien ajustado o si,
por el contrario, no seguia el patréon y se podia concluir que el contador se
habia desajustado y necesitaba una puesta a punto. En el caso descrito, el
proceso de recuento inicial que sirve de patrén, no era conocido y necesitaba
estimarse previamente. Mds adelante, se ha propuesto un contraste paralelo
al anterior en el que el proceso de la hipdtesis nula se considere conocido. Por
orden de tipo mas académico que de aparicién en el tiempo, a continuacion se
describe el contraste con hipodtesis nula conocida y luego el de cuya hipdtesis

que debe estimarse previamente.

Contraste de bondad de ajuste dado un PC

Abordemos en primer lugar el contraste de bondad de ajuste en el que se
conoce la estructura estocastica del PC.

Sea N(t) un PC con proceso intensidad A(t) determinado paramétrica-
mente, por tanto la media y la varianza de la intensidad son conocidas y se

denotan por u(t) y o?(t) respectivamente. Denotemos por M (t) al proceso
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de recuento que se observard para contrastar con N (t).

Es un hecho que el trabajo computacional de los datos no siempre es
practico ni posible. Por ello, se propone utilizar un estimador de la inten-
sidad para los datos observados que forman parte del contraste, ya que no
requiere muchos tiempos de observacién y que no conlleva célculos compli-
cados. Observando s trayectorias muestrales de M (t) de tamano p x (m + 1)
en el subconjunto de puntos del tiempo t;, j = 0,...,p x m, se aplica el
estimador puntual propuesto en Bouzas et al., 2006b [22] para cada una de
las s trayectorias. El estimador puntual es

. 1 &= M;(t;) — M;(t;_y) .
N(t) = — = n =1,...,p; 1l=1,... 1.34
l( J) mzl tj_t]—l ) J ) y D ’ y S ( )

e

el cual es insesgado y consistente. Por tanto, para cada t fijo, se tienen s
trayectorias muestrales estimadas de la intensidad en 7 = 1,...,p. El valor
estimado de la intensidad en cada instante de tiempo t juega el papel de
valor muestral para poder calcular el valor experimental de p(t;) denotado
POT flesp(t;), 7 = 1,...,p. Asi, si la intensidad es conocida y gaussiana o si

s > 30, el intervalo de confianza para f(t;) es

1 .
[j = [:uezp(tj) + Z1—a/2 g02(tj)] ) J=1...p (135)

donde z1_4/2 es el percentil (1 — «/2) de una distribucién Normal estandar.

Teniendo en cuenta [; en el instante ¢;, se puede concluir, siguiendo el
razonamiento estadistico habitual que, tras calcular fie,,(t;), si fesp(t;) €
se acepta que la observacion M (¢;) es coherente con la propuesta N(t;), y
que si por el contrario pie,,(t;) ¢ I; se rechaza. Lo cual equivale al siguiente

contraste de hipdtesis para un p..,(t;) ¢ I; fijo

Hy : E[A(t;)] = u(ty)
Hy 2 E[A(t;)] # u(t;)

(1.36)
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donde Plfiesp(t;) ¢ I; | Hp es cierta] = « es el error tipo I, es decir la
probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta y Plfieq,(t;) € I; |
Hyj es falsa] = (3 es el error tipo II, la probabilidad de aceptar la hipétesis

nula siendo falsa. Como es habitual, se define el p-valor en el instante ¢; como

ex t - t
p—valor(tj)zzp 7> H p(J) N(J) 7

s02(t;)

s

donde Z, como suele ser usualmente, es una variable aleatoria distribuida
segin una Normal estandar, y H, se acepta si p — valor(t;) > a. Siguiendo
de nuevo el mismo razonamiento del contraste (1.36) para cada observacién
t;, se obtiene el p — valor(t;), j = 1,...,p para contrastar nuestro modelo.
Como tenemos una trayectoria muestral experimental de p(t) observada en
p instantes de tiempo, no podemos aceptar o rechazar el modelo PC de la
hipétesis nula basandonos tan solo en un punto del tiempo, habria que tener
en cuenta toda la informacién disponible y utilizar la informacion de los p
contrastes. Sobre la base de la Inferencia Simultédnea, se propone utilizar el
contraste de hip6tesis miltiple propuesto por Benjamini y Hochber, 1995 [13]
(procedimiento BH) para tomar la decisién. Este método trata de controlar
la False Discovery Rate (FDR), es decir, la proporcién esperada de falsos po-
sitivos en el conjunto de aquellos contrastes considerados significativos. Para
ello a la hora de estimar el niimero de hipdtesis nulas que son consideradas
falsas no siéndolo, asume que todas las hipdtesis nulas son ciertas, asi la
estimacion de la FDR es mayor y por tanto conservadora. El propésito de
seguir este procedimiento se basa en el hecho de que las variables A(¢;) son
independientes para un PC y proporcionan resultados adecuados bajo estas

condiciones. Considerando el siguiente contraste multiple

, j=1...,p (1.37)

=
<
1S
>~
=
W
=
=
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y los p-valores correspondientes mencionados con anterioridad p — valor® <
... < p—walor®, Hy se acepta si y solo si p —valor > a/p, p—valor® >
2a/p, ..., p —valorV > ja/p,..., p — valor® > a. Si al menos una de
las comparaciones previas no fuera cierta, sea k el mayor ¢ para el cual p —
valor® < ia/p. Entonces, siguiendo el procedimiento BH, todas la hipdtesis
simples Héj) con p — valor¥) menor que p — valor® son rechazadas y por
tanto en nuestro caso Hj se rechaza también. Por tanto, se ha obtenido un
contraste de bondad de ajuste para comprobar si los datos observados de un
proceso de recuento son coherentes con un PC propuesto conocido su proceso

de intensidad.

Contraste de bondad de ajuste dados los datos observados de un

PC

Lo mas habitual es que el PC no tenga una intensidad conocida paramétri-
camente. Por tanto, estudiaremos el caso en el que la informacién disponible
sobre el PC, son las trayectorias muestrales observadas en un conjunto dis-
creto de instantes de tiempo t;, j = 0, ..., p. Lo mds recomendable es que los
t; sean los mismos instantes de tiempo que los observados para M () con el
fin de no complicar la implementacion del programa. El estimador del proce-
so intensidad debe realizarse para poder conseguir un buen modelo, aunque
es dificil. Por ello, proponemos estimar la media y la varianza con precision
para asumir que son cercanas a las reales. Habiendo estimado u(t) y o(t),
se denotan por ji(t) y 62(t), haciendo unos ligeros cambios en el contraste de

la seccion anterior, el intervalo de confianza (1.35) serd

/1.
[,uerp(tj) Tl a/2s-1 3 ]2]
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donde t1_q/25-1 es el percentil (1 — a/2) de una distribucién t de student.

Entonces el contraste de hip6tesis (1.36) pasa a ser

Ho = E[A(#5)] = ilt;)
Hy = EA()] # flt))

y se tiene que

donte t es una variable distribuida segiin una t de student con s—1 grados de
libertad. Por tltimo, el contraste de bondad de ajuste para contrastar si las
trayectorias muestrales observadas de M () son coherentes con las observadas
de N(t) es

g+ BIMt)] = i)

HY) < BIMt)] # p(t;)

y como se ha explicado anteriormente, Hy se acepta si y solo si p —valor® >

j=1....p

a/p, p —valor® > 2a/p,..., p—wvalor¥) > ja/p,..., p—valor® > «a, en
otro caso se rechaza. Obteniéndose asi el contraste de bondad de ajuste en
el caso que la estructura estocastica del PC es desconocida, es decir, a partir

de los datos observados del proceso.



Capitulo 2

~ Proceso de Cox compuesto

Un proceso puntual marcado es un proceso puntual en el cual cada ocu-
rrencia tiene asociada una variable aleatoria. Snyder y Miller, 1991 [117]
definieron el proceso de Poisson compuesto como un proceso puntual marca-
do tal que verifica que el proceso puntual es de Poisson y que las marcas de
las ocurrencias, son variables aleatorias idénticamente distribuidas y a su vez
independientes del proceso de Poisson. Muchos campos de estudio utilizan
el PC compuesto como por ejemplo en geologia, donde se utilizan a la hora
de modelizar fernémenos reales, un clasico ejemplo es el de los terremotos
registrados, donde son interpretados como un PC compuesto en el que las
magnitudes serian las marcas del proceso, como puede verse en Ogata, 1998
[92], Gospodinov, 2001 [58]. Ejemplos en demografia, econometria, teoria de
riesgos, astrofisica, entre otros pueden encontrarse en Si, 2001 [114], Econo-
mou, 2003 [47], Borak et al., 2005 [16], Lin y Pavlova, 2006 [80], Chertok et
al, 2016 [37], entre otros.

Este capitulo se centra en el estudio del PC compuesto, que es una amplia-
cion del proceso de Poisson compuesto, que es un proceso puntual marcado

que tiene como base el PC.

37
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2.1. Definicion

Como ya se ha adelantado, el PC compuesto, es, en pocas palabras, la
extension natural del proceso de Poisson compuesto, en el cual la intensidad
es un proceso estocdstico influenciado por un proceso externo, el proceso

informacion. La definicién formal del PC compuesto es la siguiente:

Definicién 2.1.1 Se define el PC compuesto, como el proceso de recuento
con proceso intensidad {\(t,z(t)) : t > to} donde {x(t) : t > ty} es el proceso
informacion y con marcas i.i.d. asociadas a cada suceso. El n-ésimo tiempo
de ocurrencia se notard como wy, y su correspondiente marca como Uy, que es

una realizacion de la variable aleatoria U. Siendo su acumulador de marcas
N(t)

=0
donde ug = 0.
N(t)
Ug
)\.(t, X(t)) U :. .......
Uy ®
U; ,. I
u, ’_'. I
U —
.. .
¢ ® ° ° ® Y t
t) ty t) t3 ty ts s

Figura 2.1: Proceso de Cox compuesto con marcas asociadas.

El PC compuesto es un modelo mas flexible, gracias a la aleatoriedad de

su intensidad, que ha sido objeto de estudio de distintos autores entre los que
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cabe destacar Bremaud, 1981 [34], Daley y Vere-Jones, 1988 [41], Snyder y
Miller, 1991 [117], Last y Brandt, 1995 [76], Mgller y Waagepetersen, 2004
[86], Bouzas et al., 2004 [20], centrdandose algunos de ellos en el estudio de
estos procesos desde el punto de vista de las martingalas. Aunque es cierto
que en pocas ocasiones se utilizan en ejemplos con datos reales, si se pueden
encontrar algunas aplicaciones en Brix, 2002 [35], Garcia et al., 2004 [54] y
Barta et al., 2005 [10]. Puede que el principal motivo por el cual no suele
aplicarse a ejemplos con datos reales, sea la dificultad de estimacién que

tienen los parametros media o intensidad del PC, asi como su caracterizacion.

ecEB
—0 & * P
hd . o—o—
! T T T T T T T
5 h 4 ty, Gt b & 1
N(t,B)
4 s 4
@ L 4
@
L
@ @
@ L
{
i T I T T i T
¢ t, ¢ t, ts ts 4 ty &

Figura 2.2: Proceso de Cox compuesto con marcas en un subconjunto B.

De igual modo que hace el proceso de Poisson compuesto, el PC compues-
to produce un sencillo proceso acumulador de marcas z(t), que es la suma
de todas las marcas hasta un punto dado en el tiempo, como se ha visto en

la definicién (2.1.1). Aunque no es objetivo de esta memoria, merece la pena
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al menos mencionarse que es posible extender el PC compuesto al PC com-
puesto filtrado, proceso que modeliza la respuesta de los puntos del proceso
puntual marcado. En Bouzas et al., 2004 [20] se desarrolla un estudio de este

Proceso.

2.2. Teoremas de representacion

No es usual el estudio del PC compuesto con marcas en un subconjunto
dado de marcas especificas. Considerando las marcas en los puntos del pro-
ceso de recuento, puede que sean interesantes solo aquellos puntos con unas
marcas concretas segun su significado. Es decir, puede que nos interese es-
tudiar un proceso puntual extraido del PC compuesto original. Entonces, es
pertinente preguntarse acerca de la naturaleza de este otro proceso puntual.
Los teoremas de representacion abordan y resuelven este problema.

Teniendo como base los teoremas de representacién del proceso de Pois-
son compuesto y el método de condicionamiento de Snyder y Miller, 1991
[117], cuyas demostraciones se basan en el funcional caracteristico del pro-
ceso, es posible dar una version extendida al caso doblemente estocastico,
como puede verse en Bouzas et al., 2007 [24], se exponen los teoremas de
representacion del PC compuesto. Estos teoremas a parte de la importancia
de su interpretacion, facilitan el calculo de estadisticos de proceso.

Dado el acumulador de marcas z(t), y utilizando el método de condiciona~
miento de Snyder y Miller, 1991 [117], el funcional caracteristico del proceso

puede expresarse como

0. = & enp{ [ Ner)Onioe) - varf] . @

to
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donde la esperanza es condicional al proceso informacién, j = /—1,
{v(t);to < t < T} es una funcién arbitraria vectorial y M, es la funcién
caracteristica de U, variable aleatoria asociada a las marcas.

Seguidamente se enuncian los citados teoremas de representacion expues-
tos en Bouzas et al., 2007 [24], haciendo distincién tanto para el caso con

espacio de marcas numerable, como para el no numerable

Teorema 2.2.1 Teorema de representacion. Caso: Espacio de mar-
cas numerable

Se considera un PC compuesto cuyas marcas pertenecen a un espacio
numerable {Uy,Us, ..., U,...} donde la marca Uy, ocurre en un punto con
probabilidad py, independientemente de la ocurrencia en otros puntos. Se
define {N(t,Uy);t > to} como el proceso de recuento que cuenta los puntos
con marca Uy. Dado que las marcas son independientes, esto implica que los
procesos de recuento {N(t,Uy);t > to} con k = 1,2,... son mutuamente

independientes y son a su vez PC con intensidades {ppA(t, z(t));t > to} con

k=1,2,.... En este caso, el acumulador de marcas z(t) puede expresarse
como
2(t) =) UN(t.Uy), t > to.
k=0

Teorema 2.2.2 Teorema de representacion. Caso: Espacio de mar-
cas no numerable

Se considera un PC compuesto cuyas marcas pertenecen a un espacio
U no numerable con funcion de densidad P,(U). Se define {N(t, By);t >
to} como el proceso de recuento que cuenta los puntos que tienen marca
en el subconjunto B, C U. Tomando los By, k = 1,2,... como regiones

disjuntas del espacio U, los procesos de recuento {N(t, By);t > to} con k =
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1,2, ... son mutuamente independientes y son a su vez PC con intensidades
{)\(t,x(t))/ P,(U);t > to} con k=1,2,.... Se representa el acumulador
By,

de marcas z(t) como
A(t) = / UN(t, dU),
u

donde el término {N(t,dU);t > to} se interpreta como el PC que cuenta los

puntos en el intervalo [tg,t) que tienen marcas en [U,U + dU).

Resumiendo, si no se prentende estudiar todos los puntos, sino solo aque-
llos que tienen marcas especificas, es posible, siempre y cuando se tengan
en cuenta los procesos puntuales con marcas en el subconjunto adecuado del
espacio de marcas, y se trate como el PC que es. Por tanto, no es necesario
extraer el proceso N(t, By) del PC compuesto completo y original, ni tam-
poco estudiar su proceso intensidad o proceso media como un PC compuesto
nuevo y diferente, sino que se puede utilizar el estudio de su proceso inten-
sidad o su proceso media mediante las intensidades dadas en los teoremas
de representacién. Este hecho tiene especial relevancia cuando los procesos
intensidad o media han sido estimados, puesto que no habria que repetir la
estimacion del proceso para cada subconjunto By en el que se esté interesado,
incluso para resolver los problemas de marcas perdidas, entre otros casos. Un
ejemplo puede verse en Bouzas et al., 2007 [24] donde se presentan simula-
ciones para las cuales se estima la media del PC mediante Analisis Funcional
en Componentes Principales y esta a su vez, se utiliza para la estimacién en
distintos subconjuntos Bj. Desde el punto de vista practico, un ejemplo seria
teniendo seismos registrados a lo largo del tiempo, cosiderar solo aquellos en
los que su magnitud ha superado un limite dado, o cuyo epicentro no es tan
profundo como el establecido o que se encuentre en un area determinada.

Por otro lado, es interesante sefialar que el PC es un caso particular del
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PC compuesto, en el que las marcas estan en un espacio numerable con
marca U = 1. Sin embargo, si se escoge el espacio de marcas no numerable
R = (—00,40), el PC compuesto puede representar un PC con saltos no
unitarios, lo que significa que la propiedad de regularidad del proceso de
Poisson se ha relajado. Otro claro ejemplo es el PC compuesto con supresion
aleatoria, ya que puede verse como un PC compuesto con marcas en el espacio

{0,1} donde 0 es la marca de las ocurrencias borradas.

2.3. Estadisticos de recuento de un PC com-
puesto con marcas especificas

Siguiendo el esquema del capitulo anterior, esta seccién se centrara en el
estudio de los estadisticos de recuento del proceso. Para ello, en un primer
lugar se muestra el proceso media del PC compuesto con marcas en un sub-
conjunto del espacio de marcas, para asi poder hacer uso de él en aquellos
otros estadisticos que tienen su expresion en funcién de dicho proceso.

Con el fin de no complicar la notaci,én los estadisticos seran dados para
un subconjunto cualquiera B. Por tanto, el PC compuesto con marcas en B,

se notara en adelante por N (t, B).

2.3.1. Proceso media

Los teoremas de representacion pueden ser expresados en funcion del pro-
ceso media. Como es sabido, en un PC cuya media es absolutamente conti-
nua, esta es la integral del proceso intensidad. Este resultado implica que los
PC con marcas en subconjuntos disjuntos By que son a su vez mutuamente

independientes, tienen como procesos media:
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s Caso numerable

Die /t Mo, z(0))do = ppA(t, z(t)).

to

» Caso no numerable

/ / 0, 2(0)) Pu(dU) = A(t, 2(t)) / PdU),  (22)
B
donde se asume que N(ty) =0 c.s., lo cual no es restrictivo.

Una vez establecidas las expresiones para el proceso media de un PC con
marcas especificas, se puede hacer uso de ellas en los estadisticos de recuento
bésicos de N (t, B), y dar su férmula tanto en términos del proceso intensidad
como de la media, para ello tendremos en cuenta el caso con espacio de marcas

no numerable (el caso numerable es andlogo).

2.3.2. Funcién masa de probabilidad

La funcién masa de probabilidad de un PC compuesto con marcas es-

pecificas, puede expresarse en funcion del proceso media como sigue

P[N(t, B)

[ (/m/ rstoprianie) e {- [ [ sostoprani)
S Ay e R /m )

Y en términos de la funcién generatriz de momentos toma la siguiente forma

z(t)) fB P,(dU), GA(t,x(t))fB P, (dU) COMO
1
P[N(t,B) = n| = EGA(t,:c(t) [ Putar)(—1) (2.3)

De igual modo, puede darse una expresién para la media del proceso N (t, B)

E[N(t, B)]

V/ 7(0))do P, <dU)] E, {M (t))/BPu(dU)] (2.4)
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Como ya se ha indicado anteriormente, la expresion de la funcién masa de
probabilidad del proceso N(t, B) es de dificil tratamiento en la mayoria de
los casos, haciendo que sea complicado su cédlculo. Sin embargo, En Bouzas
et al., 2007 [24] se puede encontrar un ejemplo en el que se calcula la funcién
masa de probabilidad de un PC compuesto con intensidad de banda estrecha

con marcas especificas, para ello se hizo uso de una férmula recursiva.

2.3.3. Moda

La moda del proceso N(t, B) es su valor mds probable y se notard en
adelante como n,,s. € N. Para este estadistico puede hallarse un intervalo
dentro del cual se conoce que se encuentra el valor con maxima probabilidad.
Su estudio completo puede encontrarse en Bouzas et al., 2011 [28]. Hemos
de notar que tomando B como todo el espacio de marcas, o simplemente
eliminando el término que depende de B, [, P, 5 Pu(dU)), se lograrfa una demos-
tracién andloga a la que se expone a continuacién para el caso del PC, tal y

como se avanzé en la Seccién (1.2.4) del capitulo anterior.

Proposicién 2.3.1 Sea el proceso N(t, B) un PC compuesto con marcas en
B C U. El nimero de ocurrencias con mayor probabilidad del proceso, N,
en un instante fijo es [ fB (dU) — 1} si esta expresion pertenece a
N, eint [A(t, z(t)) [, Pu(dU) —1] 0 int [A )) Jp Pu(dU) —1] +1 si no
pertenece a N y serd 0 si la expresion es negativa.

Nota: int = parte entera.

Demostracion. Por definicién, la moda ,n,,s,, es el entero n tal que se
alcanza mdaxP[N(t, B) = n], donde la probabilidad P[N(t,B) = n| es la
funcién masa de probabilidad de un PC compuesto con marcas especificas

dada anteriormente.
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Para un ¢ fijo, se conoce el valor de A(t, z(t)) dado el proceso informacioén,

y entonces

maxP[N(t, B) =n| =

méc {% (A(t,x(t)) /B Pu(dU)>nexp [—A(t,x(t)) /B Pu(dU)H

Puesto que exp [—A(t, z(t)) [ P.(dU)] es constante, tan solo habria que ma-
ximizar la expresion % (A (t,z(1)) f 5 Pu(dU )n Para simplificar la notacion,

llamaremos A = A(t,z(t)) [, P, B . Se verifica que:

n

A
1. Para un A € R conocido, —'mo luego existe ng € N a partir del
n!

cual la serie decrece en n. Entonces,

A An—i—l
— > siy solo si n>A—1
n! = (n+1)!

2. Ademas,
A An—i—l
— < —— sty solo si n<A—-1
n! = (n+1)!

de este modo, en el caso que A € N, n,,4. = A—1ysi A € N, entonces n,,q, =
int(A—1) 0 Npar = int(A—1)+ 1. Hay que tener en cuenta la posibilidad de
que resulte un valor negativo, lo que ocurriria si A < 1, entonces se tomaria
Nnge = 0. A

Para que resulte mas comodo, puede escribirse la moda n,,4, como

nfmam@) -
(t) [z Pu(dU) —1, A(t) [, Pu(dU) e N
int (A(t) [, Pu(dU) — 1)
or , A1) fB P,(dU) ¢ N (2.5)

mt( fB (dU) —1) +1

\ A(t) [, P.(dU) < 1

=
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2.3.4. Funcion de distribucion acumulada

Se define la funcién de distribucién acumulada del proceso N (t, B) como
la probabilidad de haber observado menos de un niimero dado de ocurrencias
en B antes de un instante de tiempo fijo. Dada la funcién masa de probabi-

lidad, la expresion de la funcién de distribucién acumulada es la siguiente
P[N(t,B) <n]=P[N(t,B) <n—1] =

%(A(t) /B Pu(dU))iexp [—A(t) /B Pu(dU)}

M1

E,

i=0
I'(n,A(t) [, P.(dU
i, [ LA ) [ PuldU)) (2.6)
I(n)
donde I'(n) = fooo 0" te7?do es la conocida funcién gamma y, a su vez,

['(n,z) = f;o o" e ?do es la funciéon gamma incompleta.

2.4. Estadisticos de tiempo de un PC com-

puesto con marcas especificas

Una vez expuesto los estadisticos de recuento, pasamos en esta seccion al
estudio de los estadisticos de los tiempos de ocurrencia de un PC compuesto

con marcas especificas en un subconjunto B.

2.4.1. Funcion de supervivencia

La funcién de supervivencia, también conocida como funcion de fiabilidad,
de un PC compuesto N(t, B) es la probabilidad de que el n-ésimo punto del
proceso suceda después de un tiempo 7. Esta funcién estd relacionada con

la funciéon de distribucién acumulada del siguiente modo

PBW, > T) = P[N(t, B) < n] (2.7)
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donde P? indica la probabilidad dentro del subconjunto de marcas B y por

tanto su expresion es la misma que la de la ecuacién (2.6).

Haciendo uso una vez mas del método de condicionamiento de Snyder y
Miller, 1991 [117], se obtiene que la funcidn de densidad condicionada de los

n primeros tiempos de ocurrencia de N(t, B) es

pgn/wn_l(Wn/Wn—l)

_E, {)\(Wn) /B Po(dU)exp [— / " )\(J)Pu(dU)daH

Wn-1

= £ [3) [ Paten | ~(8W) < A%, [ Pian]| @3

2.4.2. Probabilidad de tener una nueva ocurrencia en
un intervalo de tiempo
Otro estadistico de gran interés es aquel que proporciona la probabilidad

de que la siguiente ocurrencia con marca B esté en el intervalo de tiempo

[(W,._1,T), cuya expresion es la siguiente

pB (Wn <T/Wp_1)

n/w

~E, /WTn AW )/ (dU)eap /le/ (dU)do
5, [/ [ NPl x| /n/ Pavyao]
5, _1 ey [ /WM /B Ao Pu(dU)do

- B, :1 — exp [—(A(T) — A(Wp_y)) /B Pu(dU)” (2.9)

awy,
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2.4.3. Funcion de supervivencia condicionada

Como consecuencia del estadistico anterior, se puede escribir la funcion
supervivencia o fiabilidad condicionada del siguiente modo
Pﬁl/w%l(Wn >T/W,q) =
. ooy |- - 2w [ R 1o
B
Teniendo en cuenta la relacién entre los tiempos de ocurrencia y los tiempos

de llegadas, w,, = w,_1 + t,, donde t, es el tiempo de llegada n-ésimo, se

puede llegar a la expresion de la densidad de ocurrencia adelantada.

2.4.4. Densidad de ocurrencia adelantada

La densidad de la ocurrencia adelantada es igual a la densidad condicio-

nada de t,, y se expresa como

pi/wn,l (T/Wpa) = pgn/wn,l(Wn +T/Wn1) =

E, [A(Wn +T) /B P,(dU)exp [—(A(Wn +T) — A(W,_1)) /B P,(dU )H

Es de sennalar, que una caracteristica comun a los estadisticos de recuento
y a los estadisticos de tiempo de un PC compuesto con marcas especificas,
es que todos ellos estan expresados en funcion de la media del PC respecto
a las marcas, lo que permitira utilizar cualquier estudio adicional de dicha

media para todo proceso N(t, B).
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2.5. Inferencia

Para poder abordar la estimacion de los estadisticos de un PC compuesto
con marcas especificas, se requiere el uso de varios resultados ya expuestos a
lo largo de esta memoria. Por un lado, se puede estimar la media del proceso
sin tener en cuenta sus marcas N (t), como ya se presentd en la Seccién 1.4.1,
del capitulo anterior. Por lo que, a partir de su prediccién vista en la ecuacién
(1.29) y haciendo uso de la independencia entre las marcas y ocurrencias del
PC compuesto, se pueden predecir varios de sus estadisticos de recuento.
Por otra parte, se debe recordar que la media del proceso N (t, B) se expresa
en términos de la media de N(¢) y una constante dependiente de B segin
los teoremas de representacion. Por tanto, surge una nueva aplicacion de la
estimacion del proceso media del PC base del PC compuesto, la estimacion

de los estadisticos de N(t, B).

2.5.1. Inferencia de los estadisticos de recuento

En este apartado haciendo uso tanto de los teoremas de representacion
como de la prediccion del proceso media, se daran expresiones para los es-
tadisticos de recuento de un PC compuesto en un tiempo futuro s € (71, 73),
habiendo tomado la observacién del proceso en el intervalo [T}, T3], como se
muestra en Bouzas et al., 2010 [27]. Esto es, si una trayectoria muestral ha
sido observada hasta un tiempo T} y se necesita una prediccion en s, debido
a la independencia de los incrementos del PC compuesto cabe la posibilidad
de estimar N(s, B) en (17, T3) y sumarle las ocurrencias en el pasado. De este
modo, se obtienen los estimadores de los principales estadisticos de recuento

que se muestran a continuacién.
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Media

La media del proceso N(T1,s,B), s € (T1,T,], donde N(T},s, B) es el

numero de puntos entre T} y s, viene dada por

EIN(Ty, s, B)) = E, [A<s> / Pu<dU>] —ide) [ Py )

Moda

La moda de N(71,s,B), s € (11,T3) se define como el nimero de ocu-

rrencias con probabilidad méxima hasta el instante s, nZ, (s), siendo su
expresion
M (5) = (2.12)
(An(s) [, P(dU) — 1, A%(s) [ P,(dU) € N
int (Aq2 s) [ Pu(dU) — 1)
or , A®(s) [LP,(dU) ¢ N  (2.13)
int (/~\q2 ) [5 P ) +1
L 0, /~\‘Y2(s)fBP d

Funcién de distribucién acumulada

La funcién de distribucién acumulada de N(t,B) en s € (T1,T5) es la
probabilidad de haber observado menos de un cierto nimero de ocurrencias
en B hasta el instante de tiempo s. Haciendo uso de las ecuaciones de la
funcién de distribucién acumulada de un PC (2.6), de la prediccién de la

media (1.29) y notando N(T1, B) = n™, se obtiene

0, n < nh

PGB <= (- 1809 [ Pav)
v L(n—nlt —1)
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donde T'(n) es la funcién gamma y I'(n, z) es la funcién gamma incompleta.

2.5.2. Inferencia de los estadisticos de tiempo

Pasemos ahora a los estadisticos de los tiempos de ocurrencia. Suponga-
mos que se ha observado una trayectoria muestral en un conjunto discreto
de instantes de tiempo de un intervalo [Ty, 7] y se necesita una estimacién
en s. Al igual que en los estadisticos de recuento, teniendo en cuenta la in-
dependencia de los incrementos del PC compuesto y las ecuaciones de los
estadisticos que se mostraron en la seccién (2.3), se puede estimar el proceso
N (s, B) en el intervalo (71, 7T3), conocido en un intervalo previo dando lugar

a la ecuacion de la media (2.11).

Sin embargo, la aplicacién de la estimacién de la media (1.29) da lugar a
una expresion intratable de los estadisticos de tiempo de un PC compuesto
con marcas especificas, aunque es habitual utilizarla con el PC. No obstante,
a pesar de esto, si se verifican unas restricciones muy débiles, es posible
derivar una expresion que se puede implementar, como se muestra en la

siguiente proposicion.

Proposicién 2.5.1 Dada la estimacion del proceso media de N(t) de la
ecuacion (1.29), se asume que las componentes principales &; utilizadas para
la estimacion de las componentes del futuro m;, j = 1,...,q2 son indepen-
dientes y se distribuyen segin una distribucion Normal (o k > 30) y sus
distribuciones son (o pueden estimarse como) N(0,0;) donde o? son las va-

rianzas estimadas previamente en el correspondiente ACPF.

Para un tiempo fijo s € (W,_1 = T1,T3), la probabilidad de haber una
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nueva ocurrencia con marca en B en el intervalo (W,_1 =T}, s) es

PB (Wn < S/Wn_]_) ~

w/Wn—1

L—esxp | (A% (W) — () / P.(dU)

- exp

Uit 3~ (Z (oibzf)z) <gj<s>>2] (214)

j=1 \i=1

donde p es el mayor p;, Vj

Demostracion. Con el fin de no complicar la notacién se denotard por

a = /Pu(dU) y b = A"(W,_1), ambas constantes. Entonces la ecuacién

B
(2.9) puede reescribirse como

PB (Wn < S/Wn—l)

w/wn—1
— B, [1—exp |~ (A(s) — AOW,1)) / P,(dU)

=E,[1 —exp[—a(A(s) —b)]]

=1- Ex [e_aA(S) eab] =1- eab MA(S)(—CL)

donde M) (o) es la funcién generatriz de A(s). Utilizando la ecuacién de la

prediccién de la media (1.29), se obtiene

onlFo (0035 () )

(2.15)

Pl (W, <s/Wn)

W/ Wy —

~1—e"E

Sustituyendo a y b por su expresiones se obtendria la probabilidad, pero co-
mo ya se comenté es una expresion intratable, dificil de calcular. Con el fin

de obtener una expresion practica para esta probabilidad, introducimos la
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siguiente notacién. Llamaremos p al mayor p;, Vj. Es decir, p es el mayor
subindice de las componentes principales del pasado utilizadas en la estima-

cién de las componentes principales del futuro. Por tanto la ecuacién (2.15)

—a (ms) + Z (Z b, @-) gj<s>)”

puede reescribirse como

~1—¢e¢®FE |exp

@ [ p
=1 Pl p exp |—a Z (Z v’ §1> gj(s)”
L L =1 \i=1
) i [ p 92
] el () B exp Z@. (Z —alb/! gj(5)>”
L Li=1 j=1
2 (v @ ,
—1—e®e ) [1 exp [~ab] figj(s)}]
i=1j=1

Debe notarse que algunas componentes principales &; pueden faltar debido
a que b{ = 0, V7, lo que significa que no aparecen en la estimaciéon de las
componentes principales del futuro. Si el resto de las componentes principales
& son independientes, la expresién de la ecuacién (2.16) puede expresarse

como

PB 1(Wn < S/Wn—1>

W/ Wn—

ab —a,uZ)(s) G 7
~1—ee N T[] Me, (—abjg;(s))

i=1j=1

Por 1ltimo, se asume que las componentes principales &;, se distribuyen me-
diante N'(0,?) donde o7 son estimadas en el ACPF. En el caso que esto no
se verifique pero el tamano muestral sea mayor que 30, se pueden aproximar

sus distribuciones mediante Normales. Entonces, como la funcién generatriz
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2,2
de & es M, (u) = exp {%} , la ecuaciéon se puede reescribir

PB 1<Wn < S/Wn—l)

W/ Wn—

~1—exp (A(Wn,l) — ,u?(s)) /Pu(dU)

. [nn o 509 ”

i=1j=1

— 1 exp QWWmﬁ—u?@D/}MﬂU

(ot gj(S)éBPu(dU ) (2.16)

X [ﬁﬁexp

i=1j=1

Las restricciones impuestas no son fuertes ni dificiles de cumplir ya que
es habitual que las componentes principales tengan distribucion Normal con-
junta. Dado que son incorreladas, esto las hace independientes y por tanto

normalmente distribuidas.

Como consecuencia de la proposicion anterior, y bajo las mismas condi-

ciones, se puede expresar la funcion de supervivencia condicionada como

PB (Wn > S/Wn—l)

w/wp—1

= exp | (AP (W) = 22'(9)) [ Pufar)

X exp

w 3 (Z (gibgf) (gj(s)f] (2.17)
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2.5.3. Contraste de bondad de ajuste

En el capitulo anterior, dedicado al PC, ya se desarroll6 el contraste de
bondad de ajuste de un PC en la Seccién 1.4.3. En este apartado, se extiende
ahora el estudio de la bondad de ajuste al caso del PC compuesto con marcas

especificas.

Sea {N(t);t > to} un PC compuesto. El estudio de sucesos de un pro-
ceso con marcas en un subconjunto dado B, es decir {N(¢, B);t > to}, es
de habitual interés. Utilizando los teoremas de representaciéon, resulta que
la intensidad de un PC compuesto con marcas especificas es nueva, pero
sin embargo, el proceso de recuento continua siendo un PC, por lo que la
generalizacion es clara.

Se tiene que el proceso {N (¢, B); ¢ > to} es un PC con intensidad { AP (t) =
A(t) / P,(dU);t > to}. Por lo que tomando nuevas trayectorias de un nue-
VO prc?ceso puntual M (t), se puede comprobar si el proceso formado por
puntos con marcas en B, {M(t, B);t > ty}, es 0 no un PC con intensidad
{)\B(t):)\(t)/ Pu(dU);tzto}.

De modo Serrjlgejante al caso del PC, el contraste se establece de dos modos
distintos, dependiendo de si hay conocimiento del proceso a contrastar en la
hipétesis nula, o solo de los datos observados. Por tanto el test de bondad de

ajuste seria

HY BN (1)) = ult;) / P,(dU)

HY - E]ANP(t))] # u(t;) /B P,(dU)

B

Y j:17"'7p

en el caso en el que la intensidad del PC compuesto es conocida, independien-

3
temente de sus marcas. Obsérvese que o35(t) = [/ Pu(dU)} o?(t). Siendo
B



M. Carmen Montes Gijon o7

el p-valor para el instante t;

,U/emp(tj> - fB Pu(dU):u(tJ)
Jp PuldU)y[502(t))

S

p —valor(t;) =2P | Z >

En el caso en el que la estructura estocastica del proceso no es conocida
y por tanto se realiza el test de bondad de ajuste a partir de los datos

observados, se tiene el siguiente contraste

en este caso la intensidad debe ser estimada entre los puntos con marcas
en B, obteniéndose el estimador puntual de la intensidad (1.34) como ya se

vio en la seccion 1.4.3. De modo mas explicito, se tiene

“ M;(tj, B) — M;(t;_1, B
3 (t;, B) ( )

tj — tj—l

;\lB(tj): ., j=1,...,p; 1=1,...,s

1
m

i=1
Obsérvese que ahora 62,(t) = [ [, Pu(dU )}2 62(t) y el p-valor del contraste

en t; es

ﬂ'exp(tj) - fB Pu(dU):a(t])

p —valor(t;) = 2P |t >
Jp PuldU) [/ 56°(8;)

De este modo, queda extendido el test de bondad de ajuste al caso de un
PC compuesto con marcas especificas en un subconjunto dado del espacio de

marcas.

El criterio de rechazo de la hipotesis nula se hace siguiendo el criterio BH

que se introdujo en el caso del PC (ver epigrafe 1.4.3).
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2.6. Proceso de Cox multidimensional

Dejando de restringir el espacio de las ocurrencias del proceso puntual a
la recta real, el PC se puede extender al caso en el que los sucesos perte-
nezcan a un espacio de varias dimensiones, teniendo asi un proceso de Cox
multidimensional. Ejemplos del estudio del PC multidimensional aplicado
a la modelizacién de datos reales, pueden encontrarse en Ogata, 1998 [92],
Spencer et al., 2000 [118], Haas y Shapiro, 2002 [62], Faenza et al., 2008 [49],
Renshaw, 2009 [99], Myllymaki y Pettinen, 2010 [84], entre otros. Dentro de
los PC multidimensionales pueden distinguirse dos casos diferenciadén de-
pendiendo de algunas caracteristicas, estos son el PC multichannel y el PC
espacio-tiempo.

Las aportaciones de esta tesis no parecen a priori aplicables a PC multi-
dimensionales. Sin embargo, el hecho de que puedan interpretarse como PC
compuestos, hace que muchos de ellos sean casos particulares de los tratados
en los resultados desarrollados en esta memoria y por eso los mencionamos

e interpretamos como compuestos en esta seccion.

2.6.1. Procesos de Cox multichannel

Un PC multidimensional definido sobre un dominio espacio-temporal se
denomina PC multichannel cuando el dominio espacial consiste en regiones
discretas sobre las que se observa un PC temporal, mientras que las locali-
zaciones espaciales dentro de las regiones son ignoradas. Desde un punto de
vista matemaético, podria interpretarse como un vector del PC, donde cada
proceso asociado a una de las regiones se denomina componente del proceso
multichannel. En Snyder y Miller, 1991 [117] pueden encontrarse ejemplos de

la aplicacién de los PC multichanne,l como por el ejemplo el caso de un sis-
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tema de comunicacion optica de deteccion directa, en el que las turbulencias
atmosféricas hacen que el campo de luz recibido en el sistema sea espacial-
mente incoherente. Este efecto se ser compensado en algunos casos mediante
el uso de una serie de fotodetectores en el receptor. Cada componente de
un proceso multichannel puede asociarse con la salida de cada uno de los
fotodetectores en la serie.

El modelo propuesto por Snyder y Miller, 1991 [117] para un PC multi-
channel, consta de K PC unidimensionales, donde cada uno seria una compo-
nente, de modo que son procesos mutuamente independientes dado el proceso

informacion.

Definicién 2.6.1 Sea {Ny(t) : t > to}, k=1,...,K el PC con intensidad
{M(t,z(t)) - t > to} donde {x(t) : t > to} es el proceso informacion. Se
asume que Ni(+), Na(+),..., Ng(-) son mutuamente independientes dado el
proceso informacion. El vector N(-) con componentes Ny(-), No(+),..., Nk ()

se denomina PC multichannel con proceso intensidad

At z(t) = [Nt x(2), Aa(t, z(8), ..., A (t, 2(t))])

Para las pretensiones de esta memoria, es importante destacar que este
tipo de procesos pueden considerarse como un caso particular del PC com-
puesto en el que la marca de punto o suceso indique la region en la que éste

ocurre.

2.6.2. Procesos de Cox espacio-tiempo

Existen diversos casos de PC multidimensionales en los que los puntos
ocurren aleatoriamente en el espacio-tiempo, es decir, suceden a lo largo

del tiempo y en una regién del plano o el espacio con sus correspondientes
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coordenadas. Por ejemplo, en medicina nuclear donde hay camaras de rayos
gamma, se utiliza para monitonizar la radiactividad, cada fotén detectado
tiene una coordenada espacial y otra temporal correspondiente al instante
y localizacién de su absorcion en el detector. Los seismos ocurren aleato-
riamente en el espacio y el tiempo sobre la superficie terrestre, provocando
descargas luminosas, tormentas y otros fenémenos.

En Snyder y Miller, 1991 [117] presentan el siguiente modelo.

Definicién 2.6.2 Sea N(T'x A) el niimero de puntos en T x A, donde T x A
es un conjunto medible en el dominio espacio-tiempo T'xXU del proceso. Donde
T = [to,t[ y para abreviar se denota N(T x A) = N(t, A). La intensidad del
proceso se denota por {\(t,u, z(t)), t € T, w € U} con {x(t) : t > to}
el proceso informacion. Por definicion N(t) es un PC' espacio-tiempo sobre
T XU si, condicionado al proceso informacion, es un proceso de Poisson

espacio-tiempo.

Trasladandolo al caso del PC compuesto, se observa que un proceso puntual
en el cual los puntos tienen las coordenadas espacial y temporal, puede verse
como un proceso marcado en el tiempo, donde las marcas de un punto son
continuas e indican la posicién espacial del mismo. Obteniendose asi que este
proceso es un caso particular del PC compuesto.

Un PC espacio-tiempo también puede ser interpretado tanto como el limi-
te de un PC multichannel, como el nimero de componentes del proceso in-

crementado hacia el infinito.



Capitulo 3

Proceso auto-excitado

Los capitulos anteriores de esta memoria se han dedicado a procesos que
pretenden modelizar fenémenos puntuales de la forma mas fiel posible apor-
tando flexibilidad con respecto a su intensidad, incluso relajando la propiedad
de regularidad con los procesos compuestos, pero sin considerar que el pro-
ceso tenga memoria. Es evidente que resultaria importante llevar esto a un
nivel mas elevado, permitiendo que la intensidad del proceso puntual pueda
depender del pasado del propio proceso, como es el caso del proceso del que
se ocupa el presente capitulo, el proceso auto-excitado. En este proceso, se
pierde la propiedad de que el proceso no tenga memoria del PC pero se gana

en generalizacion del modelo.

El estudio de procesos estocasticos con memoria no es ni mucho menos
nuevo, piénsese por ejemplo en colas con memoria o series temporales. La
novedad de los procesos auto-excitados es la posible dependencia de todo el
pasado del proceso asi como su doble aleatoriedad, es decir, que su intensidad
pueda ser a su vez un proceso estocastico (Snyder y Miller, 1991 [117]).
Kopperschmidt y Stute, 2013 [75] explica de forma muy clara y breve que los

procesos de Hawkes fueron los primeros en aunar estas dos caracteristicas;

61
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ademads senala que es habitual la asunciéon de una forma multiplicativa para

la intensidad por sus buenas propiedades asintoticas.

En casos en los que la intensidad sea mas general, hay que subrayar la
complejidad de sus expresiones y, por tanto, de su estimacion. De hecho, los
ejemplos de este tipo de procesos que se pueden encontrar en la literatura no

son finalmente tan generales como se podria esperar.

Centrandonos en el proceso en si, se puede observar que en el proceso
auto-excitado mas general, todo el pasado del proceso, es decir el niimero de
ocurrencias N(t) y los tiempos de ocurrencias wy, ws, ..., Wy para todo pun-
to anterior al tiempo ¢, puede influir en el nimero y tiempo de ocurrencia de
todos los puntos posteriores. Para verlo de un modo mas practico, digamos
que un ejemplo de fenémeno que puede ser modelado mediante un proceso
auto-excitado es el de los isétopos radiactivos de vida corta, la intensidad de
la radiacion no serd la misma al inicio de la vida del is6topo que transcurrido
un cierto tiempo. Otro fenémeno que se podria modelar mediante el proceso
auto-excitado es la emision de electrones en un tubo de vacio en condiciones
limitadas. En este caso, las emisiones desde el catodo son suprimidas median-
te los electrones emitidos previamente y que aun se encuentran en transito
hacia el anodo. De hecho, esta nube de electrones puede tener una carga
total de una magnitud suficiente tal que la emisién de electrones puede estar
casi extinguida. Esta emision de electrones se modela mediante un proceso
auto-excitado, como se puede ver de modo mas detallado en Davenport y

Root, 1958 [43] y en Srinivasan y Vasudevan, 1971 [120].

En la literatura, son muchos los articulos que tienen como base este tipo
de procesos. Citando algunos, Hawkes, 1971 [65] hace un estudio tedrico de
los mismos en el que la intensidad estd determinada por los sucesos en el

pasado, haciendo distincion entre los efectos que puede tener: un efecto local
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donde la funcién decreceria rapidamente o bien con efectos mas a largo plazo
que generarfa una gréafica a partir del origen y con forma de joroba. Spreij,
1990 [119] se centra en un sistema de procesos de recuento auto-excitados
con un espacio de estado finito, Al Mutairi, 1998 [5] utiliza los procesos auto-
excitados para el estudio de la fiabilidad de software informatico al igual que
Wang, 2005 [124], y Hautsch, 2012 [69] que dedica una seccién de su libro
al caso particular de procesos auto-excitados estudiados por Hawkes y que
toman su nombre, otros ejemplos interesantes pueden encontrarse en Mohler,

2011 [85] y Lewis, 2012 [79).

En Snyder y Miller, 1991 [117], se puede encontrar un estudio detallado
de los procesos auto-excitados, en él dedican un capitulo al desarrollo de
los mismos, de su expresion a partir de los tiempos de ocurrencia, y de la
expresion de la funcion de densidad muestral que es base del estudio de otra
generalizacién de los procesos de Poisson, los procesos de Cox y que se han

visto anteriormente en el Capitulo 1 de esta memoria.

Sin embargo, hay muchas aplicaciones, en las que el proceso puntual no
depende de la totalidad de su pasado, sino sélo de alguna pequena fraccién
como puede ser el nimero total de puntos acumulado o de algunos de los
ultimos tiempos de ocurrencia. Los procesos mas conocidos de este tipo son
dos procesos muy estudiados, los procesos de nacimiento de Markov y los

procesos de renovacion.

A lo largo de este capitulo se definiran los procesos auto-excitados, se
mostraran los estadisticos de recuento de dichos procesos como son la funciéon
masa de probabilidad y algunos de sus momentos, para posteriormente pasar
a la expresion de los principales estadisticos de tiempo. La tultima seccién
de este capitulo se centra en el estudio de la inferencia sobre el proceso y

el proceso intensidad. La aportacion clave de esta memoria en el presente
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capitulo, es la estimacion de la intensidad condicionada al recuento, a partir
de la cual se podran estimar los estadisticos de recuento del proceso auto-

excitado.

3.1. Definicion

Previo a la introduccion de la definicion del proceso auto-excitado, se
establecen notacién, terminologia, asi como ciertos supuestos siguiento las

pautas establecidas en Snyder y Miller, 1991 [117].

Sea {N(t) : t > to} un proceso de recuento, y se asume que

1. {N(t):t >t} es condicionadamente regular.

2. El limite de la siguiente funcién a (At, N(t)) existe cuando At tiende

a cero para casi toda realizacion de {N(t));t > to}

a(At,N(t)) =
AP [N(tt+ A1) =1/N(t)]; N(t) =0
2P [Nt t+ At) = 1/N(t;w1,ws, s wn)] 5 N(t) > 1

donde w; es el tiempo de ocurrencia del ¢-ésimo punto.

3. P[N(t) = 0] = 1.

La primera propiedad indica que la probabilidad condicionada de dos o mas

puntos en un intervalo (¢, t+/\t) puede hacer una pequena fraccién arbitraria,

de que haya solo un punto si se elige un At suficientemente pequeno. Se
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denotan los limites de la segunda propiedad del siguiente modo

u(t,0) = Ahgoﬁp IN(tt+ At) = 1N(@E)]: N(t) =0

p(t, N(t);wi,wa, ..., wne) =

o
Aliglo EP [N(t,t+ At) = 1/N(t);wi,wa, ..., wn@] 3 N(t) > 1

estos caracterizan el comportamiento infinitesimal del proceso puntual con-
dicionado a su comportamiento global previo. Se define el proceso intensidad

CcOomo

AE) = p(t, 0); to <t <uw 1)

p(t, N(t);wi,wa, ..., wnw); Wne <t < W+

la cual es continua a la izquierda y se asume que E[A(t)] < oo, t > 1.

Dada la definicién de del proceso intensidad{\(¢);t > to}, se observa que
es un proceso estocdstico y que cualquiera de sus trayectorias muestrales

depende del pasado del proceso de recuento.

El proceso de recuento {N(t);t > ty} se denomina proceso auto-excitado
si su proceso intensidad depende de mas que del tiempo ¢, de lo contrario,
se trata de un proceso de Poisson no homogéneo. Si el proceso intensidad
depende sélo del niimero de puntos en el intervalo [t,ty) y no de los tiempos
de ocurrencia, el proceso {N(t);t > to} se trata de un proceso de nacimiento.
De modo general, la intensidad puede depender de uno o maéas tiempos de

ocurrencia, asi como del niimero de puntos anteriores.
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3.1.1. Intensidad condicionada al recuento

Como puede verse en Snyder y Miller, 1991 [117], se define la intensidad
condicionada al recuento como la intensidad esperada dado el ntimero de

puntos. Definida de modo mas formal
Ao () = EIN®) | V(1) (3.2

es decir, la esperanza cuando N (t) = n.

Otro modo de escribir la intensidad condicionada al recuento es como la
intensidad vista en la definicién en (3.1) pero condicionando solo a los puntos
N(t), tal y como se puede ver en Pham, 2003 [96]. Es claro que es una funcién
del tiempo para cada N(t) =n, n € N.

Si se presta atencién a la expresion de la definicién de la intensidad (3.1)
y se condiciona solo a N(t) = n, claramente la funcion Ay-)=n(t) es distinta
de cero en el intervalo donde es posible que antes de ¢t haya n puntos. Ademas,
AN(t)=n(t) es distinta de cero entre el primero y el dltimo de los posibles n+1
tiempos de ocurrencias.

Con el fin de simplificar la notacién se usard en adelante A, (t) en lugar
de An(4)=n(t) para un n fijo.

Dada la definicién del proceso intensidad condicionada, es facil ver que
En[Ane ()] = E[A(®)] (3.3)

que es la media de la intensidad del proceso auto-excitado expresada en
funcion de la intensidad de recuento condicionada.

La importancia del proceso intensidad de recuento condicionada reside
en que es un proceso paramétrico del proceso auto-excitado. Por lo tanto,
no solo la intensidad esta relacionada con él, sino que la funcién masa de

probabilidad depende también de ella, asi como otros momentos. Es muy
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dificil, por no decir imposible, concretar como la intensidad depende tanto
de los puntos N(t) como de los tiempos de ocurrencias wy, wa, ..., wx(). Esto
también sucede a la hora de dar una expresion cerrada de la intensidad
condicionada al en un ejemplo real, incluso aunque solo dependa de N (t),

por lo que su estimacion es una tarea interesante.

3.2. Estadisticos de recuento

Anélogamente a los capitulos anteriores, esta seccién se dedica al desarro-
llo de los estadisticos de recuento del proceso auto-excitado. La caracteriza-
cion de dichos estadisticos se lleva a cabo mediante el estudio de la distribu-
cién del nimero de puntos en el intervalo [t,ty). Como se acaba de apuntar,
el proceso intensidad condicionada al recuento definido anteriormente, tiene

un papel muy relevante en el desarrollo de estos estadisticos.

3.2.1. Funcién masa de probabilidad

En primer lugar, se tiene que la funciéon masa de probabilidad de un

proceso auto-excitado tiene la siguiente expresion
t
P[N(t) = 0] =exp {—/ Ao(0) da} (3.4)
t
t ’ t
P[N(t) = n] :/ An—1(T)P[N(7) =n — 1] exp {—/ An(0) da} dr
to T
segin se demuestra en Snyder y Miller, 1991 [117].
La funcién masa de probabilidad viene dada mediante una ecuacién recur-
siva que depende en cada paso de la intensidad condicionada. Esta expresiéon

no es practica ni para su aplicacion a un caso real ni para su implementacion.

Sin embargo, el estimador de la misma que se propondra en esta memoria
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permitird escribir una estimacién de la funcién masa de probabilidad practica
teniendo en cuenta la informacion disponible en el caso de datos de sucesos

recurrentes.

3.2.2. Momentos

Debido a la complejidad de la obtencién de expresiones explicitas o incluso
la estimacion de los momentos del proceso auto-excitado, estos no son muy
estudiados en la literatura. Por ello, y siguiendo las sugerencias de Snyder y
Miller, se proporcionan expresiones para los principales momentos de estos

procesos de recuento. Establezcamos previamente una proposicién

Proposicién 3.2.1 Sea {N(t);t > to} un proceso auto-excitado con proceso
intensidad definido en (3.1) el cual es condicionalmente regqular y ademds
E[A\(t)] < 0o y P[N(ty) = 0] = 1, entonces el momento r-ésimo del nimero
de puntos del proceso verifica
QEINT(®] _ Z (T> Ey [N ()Anw®)], reN  (35)
ot J

j=1

Demostracion. Bajo estos supuestos, se sabe que la probabilidad hasta un

tiempo ¢, tomando n puntos, verifica

W:_)\O(t)lj[]\[(ﬂ:m; n=>0
W =~ MPIN({) =n] + M (OP[N®)=n—1]; n>1

Multiplicando por n” y sumando n, en la parte izquierda de la ecuaciéon se

obtiene que
0¥ wPIN() =n] _ OENN"(1)
ot ot
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y en la parte derecha

o0

—E;MMU) +§:MM1 [N(t) = n —1]

= —Eyx [N +Z(n—1+1 (t)P[N(t) =n — 1]

= —En [N"(t) +i]io<>n—1 A1(H)PIN(t) =n — 1]
— By [V A (8] + i (1) B [V 0vco(0)

- Z( )EN [NV (i (1]

Por tanto,

OEIN] g (;“) Ex [N ()M (#)]

j=1

como queriamos demostrar. m

Caso r = 1: Media.
Tomando la ecuacién (3.5) anterior para el caso r = 1:

w En My Z)\ = ) (3.6)

e integrando entre tg y t,

/t OEIN( 47 _ i) = S / M()P[N(7) = n]dr  (3.7)

or
n=0 "1t
se obtiene la media del proceso auto-excitado en funcion de la intensi-

dad condicionada al recuento.

Y como consecuencia de las ecuaciones (3.3), (3.6) y (3.7), vistas anterior-

mente, se obtiene también que

/E dT_/ ExDw(r)] dr
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3.3. Estadisticos de tiempo

A lo largo de esta seccion se obtienen varias expresiones asociadas a los
estadisticos de los tiempos de ocurrencia de un proceso auto-excitado. El
interés se centra en la probabilidad de supervivencia, la densidad de ocurrencia
conjunta v la funcion de densidad muestral, siendo esta iltima la de mayor

importancia.

3.3.1. Probabilidad de supervivencia

Sean wy, ws, ... los tiempos de ocurrencia de un proceso auto-excitado con

proceso intensidad {A(t);t > ty}. Se denota por
Pwn+1|w1,w2,...,wn (t | W17 W27 Wn)

la probabilidad condicionada de que se de una nueva ocurrencia en el ins-
tante wy11, siendo w,11 > ty dado que w; = W, para ¢ = 1,2,...,n. En el
caso que, por ejemplo, los tiempos de ocurrencias corresponden con algin
comportamiento anémalo de una méaquina, entonces P es la probabilidad
condicionada de que la maquina sobreviva hasta un tiempo t antes de que
sucedan (n + 1) anomalias, dadas las anomalias ocurridas en los tiempos
Wi, W, ..., W,. Por ello P se denomina probabilidad de supervivencia con-
dicionada para los (n + 1) primeros puntos. Debido a la identidad de los
sucesos {N(t) = 0} y {wy > to}, la probabilidad de supervivencia para el
primer tiempo de ocurrencia, se determina facilmente a partir de la ecuacién

de la funcién masa de probabilidad (3.4) siendo

Pu,(t) = Plwy > t] = exp {— /t : Ao(a)da] (3.8)
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De un modo mas general, la probabilidad de supervivencia condicionada para

los (n 4+ 1) primeros puntos para t > W, y n > 1 viene dada por

t
Pw,b+1|w1,w2 ..... Wn (t ’ Wb W27 Wn) = exp |:_/ >\<U)d0:| (39)

Mediante unas sencillas operaciones como se puede ver en Snyder y Miller,

1991 [117] se obtiene la siguiente ecuacién
by (t) — Pwn+1|w1 ,,,,, u.)g(t | Wl, ,Wn)

3.10
Pwn+1|w1,w2 ..... wWn (t | Wla W27 Wn) ( )

donde el numerador es la intensidad condicionada para los (n + 1) primeros
tiempos de ocurrencia. A partir de esto se puede deducir la relacion existente

entre la intensidad y la probabilidad de supervivencia:

Ao (t) = — il e, . . (3.11)

a partir de esta ecuacion se obtiene la expresion general de la probabilidad

de supervivencia (3.9).

3.3.2. Funcién de densidad conjunta

Denotemos como pg,? )(W) a la funcion de densidad conjunta para los n

primeros tiempos de ocurrencias, la cual viene dada por

PO (L) = Ao(Wh)eap {— /tOWI )\O(a)da] (3.12)
paran =17y
pP(W) =
No(W7) {ﬁAi—l(Wi)} X exp [— /tOWI No(o)do — zj;/v: AH(a)da]
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paran > 2y ty < W; < ... = W,. La ecuacién primera ecuacién (3.12) se
obtiene derivando la ecuacién (3.8) de la probabilidad de supervivencia, de
la subseccién anterior, respecto de t, mientras que para poder demostrar la

segunda expresion (3.13) es necesario utilizar la siguiente relacién

pgl) = Pu (Wl) pri|w1,---7wz'71 (Wl | Wi, . Wi_l)

i=2
Las densidades de la derecha se obtienen derivando las ecuaciones de la proba-

bilidad de supervivencia (3.8) y (3.9) respecto de t, llegando asf a la ecuacion

(3.13).

3.3.3. Funcién de densidad muestral

La funcién de densidad muestral de un proceso puntual auto-excitado tie-
ne un papel relevante tanto en la decisién como en la estimacion de problemas
en los que toda realizacion del proceso es observada. Se define la funcion de
densidad muestral de un proceso auto-excitado como la probabilidad con-
junta de un numero de puntos en el intervalo [ty,t) y las densidades de sus

tiempos de ocurrencia. Se denota por

PIN(T) =0}, N(T)
Pu[W, N(T) = n] N(T)

P{N(o)ito <o <T}] =

0
(3.14)
1

v

donde

pu[W,N(T) =n] = PIN(T) =n | wy = Wi, ... ,wp, = W,]p0
—P

Wn+1lwy,...,

(T Wy, W)

paran > 1.
Haciendo uso de las expresiones de la probabilidad de supervivencia (3.8)

y de la funcién de densidad conjunta, (3.12) y (3.13) en la expresion de la
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funcién de densidad muestral (3.14), se obtiene, por un lado,

p{N(o)ito <o < T} =

exp {/: )\MO’)CZO} , N(T)=0
No(Wh)eap [ /tOWI No(0)do — /WT Al(a)da} N =1
(3.15)

para N(T) =0y N(T) = 1;

y por otro lado,

pl{N(0)ity <o < T}] =
Ao(W1) {H )\i1<Wi)} X

exp [ / M (o)do zn: / Y (o) — / T /\n(a)da] (3.16)

to i=2 Y Wiz

paran>2yto <Wy <Wo<...<W, <T.

Por tanto, la funciéon de densidad conjunta se puede expresar en términos
del proceso de recuento {N(t);t > to} y de su proceso intensidad {A(t);t >

to} como se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.1 Funcion de densidad conjunta para un proceso pun-
tual auto-excitado
Sea {N(t);t > to} un proceso de recuento auto-excitado con proceso in-
tensidad {\(t);t > to}. La funcion de densidad conjunta para {N(o);tg <
o<T} es
T T
p{N(0);to <o < T} =exp {—/to Ao)do + /to ln)\(a)dN(a)} (3.17)

donde

) 0, N(T) =0
/ InA(@)AN(0) = 4 Indo(wr), NT) =1 (3.18)
0 ln)\() (C«Jl) + ZZ]\;(QT) ln/\i_l(wi), N(T) Z 2

En Snyder y Miller, 1991 [117, p4g 302] se pueden encontrar ejemplos acerca

de la funcién de densidad muestral.

3.4. Estimador de la intensidad condicionada

al recuento

Pasemos ahora a abordar el tema de la inferencia sobre los procesos auto-
exitados. Para ello, tomemos varias trayectorias muestrales del proceso de
recuento N(t), k =1,..., K, observadas en el intervalo [ty, T]. En otras pa-
labras, se han observado K sujetos a lo largo del tiempo hasta un instante
T, usando la expresién habitual en otros ambitos como en anélisis de sucesos
recurrentes, Aalen et al., 2008 [1]. Siguiendo con la misma linea de trabajo
que se ha propuesto anteriormente en esta memoria, se partira del descono-
cimiento de estructura o dependencia del pasado para la intensidad o para

la intensidad de recuento condicionada, por lo que los datos observados son
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la tnica informacion disponible. Por tanto, se tratard con los datos de los
sucesos recurrentes registrados en las trayectorias muestrales consideradas y

sus tiempos de ocurrencias. La notaciéon usada sera la siguiente. Se denota

O (n—1) -th point ® ~-th point 0 (n+1) -th point

v HWE=no

k=1 o @ h
k_=_2 ..................... C ST - ———m N = _‘( ...........................
k=3 o e 3
k=4
) e =
k=5_ _ . _. [ EErp— @ ——mm _I \
k=6 o o =t
K
77777 o Ol
T~r{NT@)=n}=0
‘
T T T A AR T 1
min, ¢
tl t2 3 k o+l t5 t6 t7 tx maxk(.o n+l
A ?
)\‘n(t7)'

Figura 3.1: Diagrama de las trayectorias muestrales del proceso y sus puntos estimada la

intensidad de recuento condicionada en un instante de tiempo.

por w¥ al tiempo de ocurrencia del i-ésimo punto de la k-ésima trayectoria
muestral con 1 <i < pp < T, k=1,2,...,K y wf = ty. De modo que las
trayectorias pueden tener diferente longitud, surgiendo asi la posibilidad de
retirar un sujeto del estudio, o que este se dé de baja. Se denota por N* (t;) o
N*(wk_}), al nimero de puntos hasta ¢; o w®_, para la k-ésima trayectoria.
En este caso, es importante hacer que la intensidad de recuento condiciona-
da sea distinta de cero en [mink wk ., méxy, wffﬁl}, para cada n € N. En este
intervalo, se propone el siguiente estimador puntual:

K NE () - NF(wh)

Aa(ty) = = , neN (3.19)
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para t; < Ty donde ¢} es el tiempo al que tiende ¢; por la izquierda, e I es
la funciéon indicadora .

Noétese que la intensidad condicionada al recuento, dado un nimero fijo
de puntos, /)\\n(tj) —E [A(tj) | N(t;) =n], es una funcién del tiempo que ha
sido estimada en un conjunto discreto de instantes de tiempo ¢; = w¥_ . Di-
cho de otra manera, la ecuacién (3.19) proporciona estimaciones puntuales en
distintos instantes de tiempo ¢, para todas las funciones intensidad condicio-
nadas al recuento (Vn € N), en el intervalo de observacién de las trayectorias
muestrales.

En el caso de un proceso auto-excitado, las expresiones de sus estadisticos
son especialmente complicadas de aplicar en casos reales por lo que cualquier
particularizacién y el calculo de una expresién practica es siempre impor-
tante. El estimador propuesto en esta seccion, servira para estimar también

algunos estadisticos de recuento del proceso auto-excitado.

3.4.1. Estimacion de la funcion masa de probabilidad

La ecuacién de la funcién masa de probabilidad (3.4), proporciona una
expresion de ésta en funcion de la intensidad de recuento condicionada. Con
el fin de aplicar el estimador propuesto en la ecuacién (3.19), han de tenerse
en cuenta dos detalles de gran impontancia . En primer lugar, que Xn(tj) es
distinta de cero en el intervalo [ming w?,,, méax,wk, ], n € Ny, en segundo
lugar, que los intervalos para cada Xn (t)y Xn_l(t) que sean distintos de cero,
pueden superponerse.

Teniendo esto en cuenta, la funciéon masa de probabilidad de la ecuacién
(3.4) puede estimarse como

PIN(t) = n] = /t o 1 (D PIN(T) = n— 1] exp {— /Tt (o) da] ir

ming wk
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y depende del tiempo ¢, si son intervalos superpuestos

i. ming w? < ¢ < mingwk_

ii. mingwk,; <t < méx; wk:

P[N(t)=n] =

: k
ming wy g

k A1 (T)P[N(T) =n — 1]dr

n

+ / RPN — 0 — 1 esp {— / (o) da} dr

ming waJrl

ming w,

k

. . ; k /
y si los intervalos no se superponen, ming w, <t < maxy w,

, entonces
A~ t ~~ A~
PIN() = n] = / R () PIN(T) = n — 1] dr
ming wk
Aplicando la estimacién de cada A, segiin la ecuacién (3.19), se calcularia

la estimacién final de la funciéon masa de probabilidad.

3.4.2. Estimacion de la media

Siguiendo en el mismo escenario, k trayectorias muestrales en las que se
han observado los tiempos de ocurrencia, la expresion de la media se puede
extender con el fin de encontrar una forma cerrada de la misma. Teniendo en
cuenta la ecuacién (3.7), y que las funciones M (t) son distintas de cero en el
intervalo [ming wy, 11, méxg wy 1], n € N, la media puede estimarse como

Bve =Y [

k
n=0 Y ming wy 4

~

A(T)PIN(7) = n] dr (3.20)

t

El inconveniente que tiene esta expresién es que, siendo una suma de

términos infinitos, no es 1util para su calculo en datos finitos. Sin embargo,
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para un t fijo, se denota por wg al maximo extremo inferior de los intervalos
en los que las funciones A, (t) son distintas de cero. En este caso, S se define
como

S =max{n:t> mgnwﬁ}
n

y verifica que
Nsri(r) =0, 1€ [m]gnwﬁJrl,t] para i=0,1,2,...

A parte, la suma de la ecuacién del estimador de la media anterior (3.20),
tiene muchos términos que son cero, por lo que dicho estimador puede rees-

cribirse como

S

EN@®] = / , u(T)PIN(7) = n] dr (3.21)

k
=0 n+1

[y

3

Es conveniente observar que hay intervalos completos donde las funciones
An(t) son distintas de cero y se encuentran antes del instante ¢. Se denota
por wj al extremo superior méaximo de dichos intervalos por lo que es menor

que t y por tanto J se define como
J = mréx{n it > mkéxw,ﬁ}
Entonces también se verifica que
N(T)#0, 7€ [mgnws+1,m]§ixwﬁ+1] para i=0,...,J

y obviamente J < S.

Por lo que finalmente, se obtiene que la media de un proceso auto-excitado

visto como datos de sucesos recurrentes puede expresarse como la suma de
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Overlapping intervals
A ,(@)=0 A@)=0
1 — i ~ o, .
! T ! "
min, &%, TS 1 max of, MaX O iy
Nonoverlapping intervals
A (0)#0 A({)#0
1 — .
mirI o mag ®*  min Tcok maxTcok
k™ n k™ n k- ntl k- ntl

Figura 3.2: Diagrama del estimador de la intensidad de recuento condicionada dadas n-1y n
ocurrencias cuando los intervados donde las funciones son distintas de cero se superponen o

no.

un numero finito de términos

E[N(t)] =
J maxg wa_l R R
> 2(T)P[N(7) = n] dr+
n:() mmk wn+1
S—1 t N R
/ (1) PIN(r) = n] dr (3.22)
’n:JJrl mlnkw +1

3.4.3. Estimacion de la intensidad media

La media del proceso intensidad viene dada en términos de la intensi-
dad de recuento condicionada de la ecuacién (3.3). Como consecuencia, el
estimador de la intensidad de recuento condicionada y la funciéon masa de

probabilidad pueden utilizarse para estimar la media del proceso intensidad
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/iH +0 ﬂ:H #0 AH 70 /in #0
\ !
L A
t ) () . A — .
minllmk,l_2 nl ok max, 0%, » ma)lk ok | min, o¥, maxlmk,ﬁ1
min, o¥, max, 0¥,
|
g 0;
Figura 3.3: Diagrama para ilustrar los tiempos wg y w.
del siguiente modo
EN(®)] = ExAvo (0] = ) At PN(t) = n] (3.23)

Utilizando una vez méas donde las funciones Xn(t) son distintas de cero, la

ecuacién (3.23) queda de la siguiente manera

>

ENB] = > X()P[N(t) =] (3.24)

Por ultimo, recordar que el proceso auto-excitado es una generalizaciéon de
proceso de Cox, en el cual existe una dependencia parcial o total del tiempo
como ya se ha indicado en diversas ocasiones a lo largo del capitulo. Con el
fin de que este hecho quede remarcado y se vea de un modo mas grafico, se
incluye a continuacién un teorema en el cual se caracteriza el PC como caso

particular del proceso auto-excitado.

Teorema 3.4.1 Caracterizacion de un PC como un proceso pun-
tual autoexcitado
Sea {N(t) : t > to} un PC con proceso intensidad {\(t,x(t))}, y se supone

que A(-) es integrable. Entonces {N(t) : t > ty} es un proceso auto-excitado
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con proceso intensidad {\(t) : t > to}, donde

At) = EMt2(®) | N(0) 1o < o < 1]

EX(t, xz(t)) | N(t)], N(t)=0
[ B v 0 .
Bt 2(t) | N(t)iwn, - won), N(0) 21
Utilizando la ecuacion de la probabilidad de supervivencia de un proceso
auto-excitado y en combinacién con (3.25) se tiene que la probabilidad de

supervivencia condicionada para los (n + 1) primeros puntos de un PC para

t > W, yn>1viene dada por

t
P (| Way oo W) = exp (—/ )\(U)dO’) (3.26)

donde A(o) = E[\o,z(0)) | N(o) = n; W4, ..., W,]. Utilizando la caracte-
rizacion del teorema (3.4.1) se pueden obtener expresiones para la funcién
de densidad de conjunta y para la funcién de densidad muestral como puede

verse en Snyder y Miller, 1991 [117, pag. 365-366].






Capitulo 4

___Simulaciones y Aplicaciones

Con el fin de ilustrar los resultados tedricos propuestos a lo largo de
la memoria, en este capitulo se utilizaran tanto datos simulados para su
tratamiento con los métodos desarrollados, como aplicaciones de éstos a datos
reales procesados. El motivo por el cual se han unido en un capitulo tanto
las simulaciones como las aplicaciones a datos reales, en lugar de situarlas
a lo largo del documento, es porque en cada una de ellas se han utilizado
resultados obtenidos en distintos capitulos. De esta manera, la presentacion
de los resultados resulta mas completa y a su vez més clara al no estar
subdivida en las distintas secciones anteriores, y se aprecian mejor todos los
resultados que se pueden aplicar a un ejemplo. El software utilizado para
construir las simulaciones, para la organizacion de los datos, asi como para

la aplicacién de los resultados tedricos, ha sido MATLAB R2016b.

4.1. Simulaciones. Metodologia.

En primer lugar, antes de abordar las simulaciones en si, comenzamos

describiendo el método de simulaciéon que ha sido empleado en la realizacion

83
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de las mismas, para poder continuar mostrando los distintos ejemplos. Es ne-
cesario tener en cuenta previamente, que de la gran variedad de simulaciones
que se podrian obtener, por la eleccion de la distribucién de la intensidad y
de las marcas, se han elegido ejemplos distintos con el fin de ilustrar, por una
parte, las metodologias de inferencia referidas a estadisticos de tiempo y de
recuento y, por otra, la referida a bondad de ajuste.

Para simular las ocurrencias del PC compuesto, se ha comenzado simulan-
do los tiempos de ocurrencia del PC, para posteriormente, a cada tiempo de
ocurrencia, asignarle la correspondiente marca, dependiendo de la situacion
que se desee simular.

El procedimiento utilizado para la simulacién de los tiempos de ocurren-
cia del PC ha sido el de la transformada inversa, teniendo en cuenta que
los tiempos entre llegadas de un proceso de Poisson siguen una distribucion
exponencial. Este método es aplicable si se puede invertir de forma analitica
la funcién de distribucién de la variable aleatoria para la que deseamos ge-
nerar nuevos valores, en este caso la funcién de distribucién de una variable
aleatoria exponencial.

Por tanto, si suponemos que X = w; —w;_1 ~ Exp(A), para dos tiempos
de ocurrencia sucesivos w;_1, w;, v tenemos en cuenta que su funcién de
distribucién es u = Fx(z) = 1 —exp™™*, & > 0, X > 0, es necesario utilizar
un generador de niimeros aleatorios para obtener valores u de una variable

aleatoria uniforme U ~» U([0, 1]) y con ello

—)\(wt—wt71)

1
u=1-—exp éwt:wt_l—xlog(l—u)

Este procedimiento corresponderia a la generacién de tiempos de ocu-
rrencia de un proceso de Poisson homogéneo de intensidad \. Si ahora incor-
poramos la condicién de aletoriedad a la intensidad, se generan tiempos de

ocurrencia de un PC y, posteriormente, se obtiene el recuento de puntos y
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valores generados del proceso de recuento {N(t); ¢t > 0}.

En esta memoria se utilizan distintas simulaciones del PC compuesto que
corresponden a situaciones con intensidades aleatorias de distribucion co-
nocida, por ejemplo, intensidad Binomial, intensidad Gamma e intensidad
log-normal. Sin embargo, también se simulan otras situaciones mas comple-
jas como es el caso de los procesos tipo fase en los cuales la intensidad no
solo es una variable aletoria tipo fase, sino que ademds su representacién
contiene parametros aleatorios, o el caso de los procesos autoexcitados en
los que se incorpora el pasado del proceso. En todos los casos el software
proporciona solucién a la ecuacién que se deriva de la aplicacién del método

de la transformada inversa.

4.2. Simulaciones del PC compuesto

En esta seccion se ofrecen tres simulaciones de PC compuestos con dis-
tintas intensidades y espacios de marcas. La seleccién de los mismos ha sido
inspirada por ejemplos encontrados en distintos ambitos de conocimiento.
Los modelos més usuales tienen como intensidad una distribuciéon gamma o
un movimiento Browiano geométrico y como distribuciones para las marcas,
distribuciones binomiales, gamma y lognormales (ver Gospodinov y Rotondji,
2001 [58] , Barta et al. 2005 [10], Park y Padgett, 2005 [94] y, en general,
articulos de la bibliografia). La distribuciéon binomial es interesante por
ejemplo, para modelizar el problema de posibles ocurrencias simultaneas o
supresion de ocurrencias (ver Snyder y Miller, 1991 [117]). Sin embargo, los
valores de los parametros de las distribuciones no se han escogido por ningu-
na razon especial, son meros ejemplos y cualquier otro valor habria servido

para el mismo proposito.
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Las tres simulaciones se usaran para ilustrar el cdlculo de los estadisticos
de un PC compuesto. En cada simulacion se considerard un ntumero k£ de
trayectorias muestrales en un intervalo de tiempo [Tp, T»]. El intervalo se
cortard en el instante T) para considerar el intervalo (Tp,7}] el intervalo
del pasado y el intervalo (77,7T3), el futuro, a la hora de la estimacién del
proceso media (ver ecuaciones (1.29) y (2.11)). A partir de dicha estimacién,
se estima también la moda (ver ecuacién (2.12)) y la probabilidad de tener
una nueva ocurrencia antes de un instante de tiempo s € (71, 75). Para una
mejor ilustracion de los estadisticos citados, se han escogido distintos valores
de T} y de s.

Estas estimaciones, no solo ilustran los resustados tedricos expuestos a
lo largo de la memoria, sino que, en cada caso, se evalia la precision de los
calculos realizados.

El dltimo caso de simulacion, se utiliza también para ilustrar la aplicacion
del test de bondad de ajuste expuesto en el epigrafe 2.5.3 del Capitulo 2. Tan-
to los test unidimensionales, como su visiéon conjunta desde el punto de vista
de Inferencia Simultanea y el criterio BH son conocidos por lo que no habria
que evaluarlos. Sin embargo, es interesante observar el comportamiento del
test de bondad de ajunste para el PC compuesto construido a partir del uso
conjunto de todos ellos tal y como se ha propuesto en esta memoria. Mas

adelante se comentard su comportamiento en la aplicacion a casos reales

4.2.1. Simulacion PC caso 1

Esta simulacion es un caso de PC compuesto que tiene como proceso in-
tensidad una distribucién Gamma(4,0.5), con marcas distribuidas segin una
Binomial(1,0.6) y como subconjunto de marcas se ha tomado B = {u;u = 1}

con probabilidad / P,(dU) = p(1) = 0.6. Es decir, este caso se puede inter-
B
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pretar como un PC con supresiones aleatorias, los puntos con marca u = 0
son borrados, y solo se tienen en cuenta los puntos con marca u = 1.

Como se ha adelantado, se van a ilustrar los célculos de la estimacién de
la media, la moda y la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de
un instante fijo del futuro. Para que resulte mas claro, se haran estas esti-
maciones en tres escenarios distintos, concretamente en los intervalos futuros
(Ty = 5,1, = 20], (71 = 10,75 = 20] o (17 = 15,15 = 20]. Ademas de reali-
zarlas en estos tres intervalos, también se han llevado a cabo para diversos
instantes de tiempo s dentro de cada intervalo.

En esta simulacién, el proceso media ha sido modelizado como un PC P (go;
p1s--.,pj) = PCP(6;4,4,0,4,3,4). A priori, el modelo implica que 6 com-
ponentes del futuro se utilizan en la estimacion, y que cada una de ellas es
explicada con 4, 4, 0, 4, 3 y 4 componentes del pasado respectivamente. No
obstante, si se examinan los parametors del modelo en detalle, es interesante
notar que la tercera componente del futuro en realizad no esta explicada por
ninguna del pasado. Por tanto, solo 5 componentes del futuro se mantienen
en el modelo. Por lo que habiendo computado los coeficientes y teniendo en
cuenta tanto los coeficientes nulos como los no nulos, el proceso media para

s € (Th = 5, Ty = 20] puede escribirse del siguiente modo

£%(s) = ) (s)+

—1.024 0.962 —1.654

~92.903 1.488 —3.965 £
—0.425 0.162 —0.263 & | (91(5),92(5), g4(5), g5(5), gs()).
~0.061 0.115 0 &

—0.457 0.212 —0.404

En el caso de elegir otros intervalos del futuro distintos a los escogidos en este

caso, deberian reiterarse estos mismos cédlculos. Del mismo modo, cambiando
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el instante de tiempo T7, se obtiene otro modelo PCP. Puntualizar que en
el caso en que el instante T} sea muy cercano a Ty, el intervalo del pasado
seria muy pequeno, no teniendo suficiente informacion para poder estimar y
predecir el futuro con buenos resultados. Por otro lado, para un 77 fijo, cuanto
mas lejana sea la estimacion de s, mayor sera el error de estimacén esperado.
Por lo que puede decirse que el error de estimacion tiende a incrementarse a

medida que s se acerca al limite superior del intervalo futuro, 7.

En la tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos de las estimaciones
de la media, la moda y de la probabilidad de tener una nueva ocurrencia
antes de un instante fijo del futuro, correspondientes a este ejemplo. Como
ya se indicé con anterioridad, se realizan en tres escenarios distintos y para

diferentes instantes s dentro de cada intervalo.

Aunque no sea necesario probar la precision de la estimacién del proceso
media dada en la ecuacion (1.29), puesto que como se coment6 en el Capitulo
1, en Bouzas et al., 2006¢ [23] ya se comprob6 el pequeno error de estimacién
que se consigue con el método utilizado, sin embargo es ilustrativo comparar
las estimaciones dadas en la tabla 4.1 con las medias muestrales del proceso
N(t, B) en el mismo instante s, calculado de todas las trayectorias muestrales
simuladas y que se presentan en la tabla 4.2. Como puede observarse, la
comparacion entre ambas tablas muestra la similitud entre los resultados

obtenidos en los dos casos o el pequeno error que los diferencia.

Con el fin de estudiar el error de estimaciéon de la moda y de la proba-
bilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un tiempo s, se simularon
100 nuevas trayectorias muestrales. La precision de estas estimaciones puede
evaluarse para cada instante de tiempo 77 que divide el intervalo de obser-
vaciéon en el pasado y el futuro, y también para cada instante s del intervalo

del futuro. Sin embargo, en esta seccién se presenta el estudio de los errores
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Ty =5

T, =10

Ty =15

s E[N(s)]

Prob

E[N(s)]

Moda

Prob

E[N(s)]

Moda

Prob

7.217
8.438
9.651
10.865
10 12.072
11 13.300
12 14.496
13 15.685
14  16.900
15 18.109
16 19.286
17 20.492
18 21.684
19 22.884
20 24.061

23

9
10
12
13
14
15
16
18
19
20
21
22
24

0.511
0.865
0.959
0.988
0.996
0.998
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999

13.300
14.496
15.685
16.900
18.109
19.286
20.492
21.684
22.884
24.061

12 13
13 14
14 15
15 16
17 18
18 19
18 19
20 21
21 22
23 24

0.661
0.904
0.971
0.991
0.997
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999

19.286
20.492
21.684
22.884
24.061

18
19
20
21
23

19
20
21
22
24

0.579
0.886
0.965
0.989
0.996

Tabla 4.1: Simulacién PC 1. Estimacién de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s (Prob) del proceso N (¢, B).
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S Estimacién de la media Medias muestrales

T'=5 Ty =10 Ty=15

6  7.217 7.224

7 8.448 8.450

8 9.651 9.675

9 10.865 10.890
10 12.072 12.102
11 13.300 13.292
12 14.496 14.512
13 15.685 15.727
14 16.900 16.918
15 18.109 18.123
16 19.286 19.320
17 20.492 20.520
18 21.684 21.733
19 22.884 22.919
20 24.061 24.117

Tabla 4.2: Simulacién PC 1. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales

para cada trayectoria del proceso N(t, B).
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para el caso concreto en el que 77 = 10 y s = 11,15 y 20 puesto que seria
demasiado amplio presentarlo para todo T} y todo s.

Los porcentajes muestrales del niimero de puntos antes de un instante de
tiempo s se han calculado a partir de las 100 nuevas trayectorias muestrales.
La tabla 4.3 muestra, para los tres valores de s citados, los valores mas
frecuentes asi como sus frecuencias. Si se comparan los valores obtenidos en
la tabla 4.3 con las estimaciones de la moda dadas en la tabla 4.1, se puede
observar que la moda estimada es siempre uno de los valores mas probables.
Esta observacion ha resultado ser un comportamiento general para cada sy

cada T}. Por tanto, la estimacion de la moda puede considerarse fiable.

s 11 13 15

9(11%) | 11 (9%) | 13 (3%)

S| 1000%) | 12(6%) | 14 (10%)
‘&vj 11 (18%) | 13 (12%) | 15 (18 %)
;?5 12 (17%) | 14 (17%) | 16 (16 %)
13 (15%) | 15 (18%) | 17 (12%)
14 (13%) | 16 (8%) | 18 (7%)

15 (8%) | 17 (7%) | 19 (14%)

Tabla 4.3: Simulacién PC 1. Valores mds frecuentes del nimero de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N (t, B) para T} = 10.

Por ultimo, pasemos a examinar el comportamiento de las estimaciones de
la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante de tiempo
s. La figura 4.1 presenta un grafico de cajas y bigotes de las estimaciones de
las citadas probabilidades dadas en los instantes 77 = 10 y s = 11,15 y 20,

que fueron los mismos que se utilizaron para medir el error de la estimacion de
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la moda, v en los que se puede ver la precision de las estimaciones obtenidas
)
para la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante de

tiempo s.

7 09985 - 7 0999996 -

0.998 -

o7 ] 0.999994 |
09975 | —

1 0%y 1 0999992 |

0.9965
0.99999 -

0.99%6 -

L 4 09955 - q
04 0.999988

0.995 -

0.999986

0.9945 + 4
+ + +

s=11 s=15 =20

Figura 4.1: Simulacién PC 1. Grafico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para T = 10 del proceso N (t, B).

4.2.2. Simulacion PC caso 2

Para la segunda simulacién, se ha considerado el caso de un PC com-
puesto que puede ser interpretado como mezcla de procesos de Poisson con
ocurrencias simultaneas, donde las marcas en un instante de tiempo, es el
numero de ocurrencias en ese momento.

En concreto, se ha tomado un PC compuesto que a su vez esta formado
por cuatro procesos de Poisson aleatoriamente simultdneos, y cuyas intensi-
dades son 5, 4, 6 y 3, respectivamente. Cada uno de estos procesos sucede

con probabilidad 0.5 en cada instante de tiempo.
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En este caso, las marcas del proceso se distribuyen segiin una distribucion
Binomial(10, 0.6), y como subconjunto de marcas se ha escogido B = {u;6 <
u < 8} de forma que calculando su probabilidad, se obtiene / P,(dU) =
0.4658. 7

En esta simulaciéon, de modo andlogo a la simulacién anterior, se ha
fijado el intervalo del futuro (73 = 5,7, = 20|, y realizando los cdlcu-
los pertinentes resulta que el proceso media puede modelizarse como un
PCP(q;p1,...,pj) = PCP(9;4,4,0,4,4,4,4,0,4). Descartando aquellas com-
ponentes que no estan explicadas por ninguna en el pasado, el modelo cuenta

con siete componentes en este caso. El proceso media para el instante de

tiempo s € (T} = 5, T, = 20| puede escribirse como

—0.696 —4.007 —-3.017 —2.367

1.876 1.099 1.427 0.650
—0.988 0 —0.365 —0.327
A®s) = p(s)+ | —0.194 —0.387 0  0.004
0.021 0.134 0 —0.134
—0.594 0.093 0 0.107
0.019 0 0 0.364
&
. Z (1(5), 92(5), 91(5). 95(5). 9o(s), (5), 90(5)).
3
&4

Si el intervalo del futuro fuese distinto al escogido, podrian realizarse estos
mismos calculos para dicho intervalo resultando la ecuacion correspondiente.
Los resultados obtenidos para las estimaciones realizadas en este ejemplo
se muestran en la tabla 4.4. De nuevo, para una mejor ilustracién, se han

escogido tres intervalos del futuro diferentes, (77 = 5,T» = 20], (17 = 10,T» =
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20] O (Tl = 15,T2 = 20]

T1=5 T, =10 T, =15

s  Media Moda Prob | Media Moda Prob ‘ Media Moda Prob
6 31882 31 32 0.983

7 37194 36 37 0.999

8 42420 41 42 0.999

9 47738 46 47 0.999

10 52989 52 53 0.999

11 58271 57 58 0.999 | 58.271 57 58 0.999

12 63.578 62 63 1 63.578 62 63 0.999

13 68.879 67 68 1 68.879 67 68 0.999

14 74226 73 74 1 74.226 73 74 0.999

15 79495 78 79 1 79.495 78 79  0.999

16 84.770 83 84 1 84.770 83 84 0.999 | 84.770 83 84  0.999
17 90.085 89 90 1 90.085 89 90 1 90.085 89 90 0.9991
18 95436 94 95 1 95.436 94 95 1 95436 94 95  0.999
19 100.715 99 100 1 100.715 99 100 1 100.715 99 100 0.999
20 105.875 104 105 1 105.875 104 105 1 105.875 104 105 0.999

Tabla 4.4: Simulacién PC 2. Estimacién de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia

antes de un tiempo s (Prob) del proceso N (t, B).

En la tabla 4.5 se muestran una comparativa entre las medias estimadas

del proceso N(s,B) y las medias muestrales obtenidas de cada una de las

trayectorias simuladas.

De nuevo se observa la gran similitud de los datos obtenidos en ambos

casos. Es de destacar que, como ya se ha comentado con anterioridad, cuanto

mas cerca se encuentra el instante s del instante 77 mayor es dicha similitud.

Para hallar el niimero de puntos y los porcentales muestrales antes del

instante de tiempo s, de nuevo se han obtenido a partir de 100 nuevas tra-

yectorias muestrales, siguiendo el patron de la simulacion anterior. Los datos

resultantes se muestran en la tabla 4.6.
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S Estimacién de la media Medias muestrales

T1:5 T1:10 T1:15

6 31.882 31.900
7 37.194 37.155
8  42.420 42.466
9 47.738 47.712
10 52.271 53.038
11 58.271 58.264
12 63.578 63.532
13 68.879 68.842
14 74.226 74.126
15 79.495 79.470
16 84.770 84.718
17 90.085 89.997
18 95.436 95.312
19 100.715 100.646
20 105.875 105.955

Tabla 4.5: Simulacién PC 2. Comparativa de las medias estimadas con las medias muestrales

del proceso N(t, B) para cada trayectoria de N (s, B).
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47 7 69 7 99 2
48 6 70 3 100 3
49 1 71 3 101 6
50 4 72 5 102 2
5L 6 73 5 103 4
52 3 74 4 104 6
53 1 7 10 105 7
4 9 76 2 106 3
5, 2 77r 7 107 1
56 5 78 5 108 9
57 1 79 2 109 2
8 8 80 5 110 1

Tabla 4.6: Simulacién PC 2. Valores més frecuentes del nimero de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N (t, B) para T} = 10.
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En el gréfico de cajas y bigotes 4.2 se observa la precision de las estima-

ciones de la probabilidad de tener una nueva ocurrencia antes de un instante

de tiempo s.

s=11
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Figura 4.2: Simulacién PC 2. Gréfico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para 77 = 10 del proceso N (¢, B).

4.2.3.

Simulacion PC caso 3

Retomamos ahora la simulacién 1.6 que se introdujo en el Capitulo 1

como ilustracion de los procesos con intensidad tipo fase.

Recordemos que esta simulacion es relativa a un sistema de fiabilidad

multiestado. Se ha asumido que el sistema esta compuesto por tres estados,

donde la distribuicién inicial, 7, determina el comportamiento hasta el fallo.
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El tiempo de fallo de cada estado en cualquier tiempo esta distribuido expo-
nencialmente con tiempos de permanencia aleatorios, P, P, y Pj, respecti-
vamente, y cada vez que el sistema falla, se produce una senal bidimensional
independiente. Cuando el sistema falla, se cambia por uno nuevo idéntico al
anterior. El tiempo hasta el fallo se distribuye mediante una distribucion tipo

fase con representacién PH (m, T (1, B2, 53)) donde

~-1/81 0 0
m=(02,04,04) y T = 0 -1/, 0
0 0 —1/ps

con 1 ~ B(10,0.8) + 1, B2 ~» B(20,0.5) + 1y B3 ~» B(1,0.5) + 1.
Dado que en el citado ejemplo se consideraba un PC con intensidad tipo

fase, ahora ampliaremos al caso en el que se tienen en cuenta las marcas del

proceso. Consideraremos que las marcas son bidimensionales y distribuidas

1.5 0.7
0.7 1.5

segun la distribucién Normal M (p, X) con p= (4,8) y X =

Como conjunto de marcas se ha escogido B = {(x1,22);2 <1z <4, 7 <
x9 < 9} con probabilidad, / P,(dU) = 0.2717. La figura 4.3 representa el

B
espacio de marcas con su distribucion y el espacio B.

Habiendo definido el proceso intensidad, el espacio de marcas y el con-
juntos de marcas B, el PC compuesto se define como el PC formado por los
puntos con marcas en B. La figura 4.4 muestra varias trayectorias muestrales
del PC sin tener en cuenta las marcas y el PC con marcas en el conjunto B.

Siguiendo los mismos pasos que las simulaciones anteriores, el proceso
media puede modelarse como un PC'P(9;4,4,0,0,4,0,0,0,4) para s € (T} =
5,Ty = 20]. Teniendo en cuenta aquellas componentes que estan correlacio-

nadas con alguna del pasado, el modelo cuenta con cuatro componentes del
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Probability Density
g 2 8 8

8

Figura 4.3: Simulacién PC 3. Gréfico del espacio de marcas con su distribucién y el conjunto

de marcas B del proceso N (t, B).
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Figura 4.4: Simulacién PC 3. Trayectorias muestrales del PC sin tener en cuenta las marcas y

el PC con marcas en el conjunto B del proceso N (¢, B).
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futuro y se expresa como

0 0 —0.449 -0.525
9 ) 0.615 —0.501 0.073 0.350
A(s) = py () +
—0.013 —-0.123 0.161 0.312
0 0 0.262 0.251
&1
&2
X (91(8)792(5)7g5<5)799(8>>‘
&3
&4

Este ejemplo puede interpretarse como un PC espacio-temporal en el que
la marca de un punto representa su posiciéon en el plano.

En la tabla 4.7 se muestras los resultados de las estimaciones obtenidas
para esta simulacién. Al igual que en los dos casos anteriores, las estimaciones
se han realizado en tres intervalos del futuro distintos (77 = 5,7, = 20,
(Ty = 10, Ty = 20] o (Ty = 15,15 = 20|, con el fin de una mejor ilustracién
de los mismos.

Pasemos a evaluar ahora los resultados obtenidos en la simulacién 4.2.3
del mismo modo que se ha procedido en las simulaciones anteriores. Los datos
de las medias muestrales obtenidos para el PC compuesto con intensidad tipo
fase descrito anteriormente pueden verse en la tabla 4.8, y al comparar con
los datos obtenidos en la tabla 4.7 se observa la similitud de los mismos.

Los valores mas frecuentes del nimero de puntos antes de un instante de
tiempo s asi como sus frecuencias, se han obtenido a partir de la simulacion
de 100 nuevas trayectorias muestrales, los resultados son los expuestos en la
tabla 4.9

Examinando ahora las estimaciones de la probabilidad de tener una nue-

va ocurrencia antes de un instante de tiempo s, podemos observar en el
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T1:5

T1:10

T1:15

S

Media

Moda

Prob

Media

Moda

Prob

Media

Moda

Prob

6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16

17
18
19
20

11.041
12.941
14.769
16.629
18.452
20.265
22.183
24.085
25.911
27.751
29.559
31.259
33.285
35.166
36.936

10
11
13
15
17
19
21
23
24
26
28
30
32
34
35

11
12
14
16
18
20
22
24
25
27
29
31
33
35
36

0.831
0.977
0.996
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999

20.265
22.183
24.085
25911
27.751
29.559
31.359
33.285
35.166
36.936

19 20
21 22
23 24
24 25
26 27
28 29
30 31
32 33
34 35
35 36

0.583
0.972
0.995
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999

29.559
31.359
33.285
35.166
36.936

28
30
32
34
35

29
31
33
35
36

0.95
0.970
0.996
0.999
0.999

Tabla 4.7: Simulacién PC 3. Estimacién de la media, moda y probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s (Prob) del proceso N (¢, B).
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S Estimacién de la media Medias muestrales

T1:5 T1:10 T1:15

6 11.041 11.147
7 12941 12.993
8  14.769 14.891
9 16.629 16.716
10 18.452 18.588
11 20.265 20.414
12 22.183 22.225
13 24.085 24.118
14 25.919 26.016
15 27.751 27.843
16 29.559 29.711
17 31.359 31.528
18 33.285 33.308
19 35.166 35.246
20 39.936 37.112

Tabla 4.8: Simulacién PC 3. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales

para cada trayectoria de N (s, B) del proceso N(t, B).
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7 1 14 6 26 8
8 5 15 6 27 5
9 4 16 4 28 3
10 5 17 7 29 5
11 10 18 6 30 11
12 7 19 8 31 4
13 8 20 6 32 8
14 11 21 5 33 4
5 8 22 3 34 3
6 7 23 7 35 5
17 10 24 4 36 6
8 5 25 9 37 3
19 3 26 4 38 4

Tabla 4.9: Simulacién PC 3. Valores mds frecuentes del nimero de puntos antes de s y sus

frecuencias del proceso N(t, B) para T1 = 10.



104 Modelizacion e inferencia sobre procesos de recuento

correspondiente gréafico de cajas y bigotes de la figura 4.5 la precision de las

estimaciones.
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Figura 4.5: Simulacién PC 3. Gréfico de las estimaciones de la probabilidad de tener una nueva

ocurrencia antes de un tiempo s para T = 10 del proceso N (¢, B).

Evaluacién del test de bondad de ajuste

En este epigrafe, se seguird tabajando con el mismo caso de simulacién
pero ahora con el objetivo de ilustrar el comportamiento del test de bondad
de ajuste propuesto para un PC compuesto.

Antes de entrar en ello, merece la pena comentar la siguiente anécdota.
Este contraste, como se explicé en la Seccién 1.4.3, fue inicialmente inspi-
rado en el recuento de emisiones de particulas por isétopos radiactivos. En
ese caso, durante una de las pruebas de laboratorio, ocurrié que bajé la in-
tesidad de corriente de forma momentanea sin que el técnico de laboratorio

puediera notarlo. El contrate de bondad de ajuste rechazo la trayectoria, lo
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que resulté sorpresivo. Después de las comprobaciones, se supo acerca de la
bajada de tensién. En conclusién, el test fue capaz de detectar un incidente
tan pequeno y supuso un respaldo en la confianza de que la evaluacion del
test iba a ser satisfactoria como asi ocurrié (ver Bouzas et al., 2010b [26]).
El caso que se estudia en este momento corresponde al de un ejemplo
del contraste cuya hipdtesis nula es un proceso con intensidad conocida. De
hecho, se sabe que la media y la varianza del proceso tipo fase que se usa

como intensidad y descrito en la ecuacién (1.6) son las siguientes
w(t) = —aT11 o?(t) = 27T 21 — (7T '1)?

Se ha simulado 100 veces el proceso para obtener 100 nuevas trayectorias
de su media, u(t). La figura 4.6 muestra estas trayectorias, y la figura 4.7

muestra solo 3 de ellas para apreciarlas mejor.

Figura 4.6: Simulacién PC 3. 100 nuevas trayectorias de la media del proceso intensidad.

Para observar el comportamiento del test, se han llevado a cabo dos ac-
tuaciones diferentes. En primer lugar, se considera el PC sin marcas y se
corrompen las nueva trayectorias experimentales, fi.,,, eliminando puntos de
las mismas a razén de M /¢, donde M es la media de puntos en ese instante

en las 100 trayectorias y ¢ = 3,2.75,2.5,2.25 y 2. Aplicando el test para
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.7: Simulacién PC 3. 3 de las nuevas trayectorias de la media del proceso intensidad.

comprobar si las trayectorias corresponden al proceso cuya intensidad se de-
fine en (1.6) a las trayectorias sin corromper (intactas) o con la corrupcién
comentada, el porcentaje de trayectorias no rechazadas se pueden observar

en la tabla 4.10.

[ezp | Tray.intactas c=3 ¢=2.75 c¢=2.5 ¢=2.25 c=2

%o 87 64 46 31 17 6

Tabla 4.10: Simulacién PC 3. Porcentaje de trayectorias no rechazadas por el contraste de

bondad de ajuste sin corromper o eliminando cada vez mas puntos.

Se observa, como era de esperar, que cuantos mas puntos se han elimi-
nado, menos trayectorias son consideradas pertenecientes al proceso cuya
intensidad tiene la media de la hipdtesis mula y, por tanto, no siguen el
patron supuesto.

La otra actuacion llevada a cabo consiste en considerar el PC compuesto

del ejemplo de simulacién de esta seccion, con marcas distibuidas como ya se
1.5 0.7

0.7 1.5

propuso, distribucién Normal AV (i, ) con = (4,8) y ¥ =
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considerando el mismo subconjunto B = {(z1,22);2 < x; < 4,7 < 25 < 9}
con probabilidad p = 0.2717. A continuacion, se considerara dicho proceso
como proceso observado y se tomaran como diferentes patrones varios proce-
sos. Estos procesos patrones se han escogido de forma que la probabilidad (p)
de que un punto pertenezca al proceso es menor o mayor que la de pertenecer
al observado (p = 0.2717). Los porcentajes de trayectorias no rechazadas se

pueden observar en la tabla 4.11.

Proceso Observado Patrén

N(t,B) p=02717 |p=01 p=015 p=02 p=025 p=02717 p=03 p=035 p=04 p=045 p=05

Porcentaje (%) 0 10 68 88 89 86 86 72 71 57

Tabla 4.11: Simulacién PC 3. Porcentaje de trayectorias no rechazadas por cada contraste de

bondad de ajuste seguin el valor de la probabilidad p.

En esta segunda actuacién, se observa un comportamiento similar al an-
terior. Cuanto mas se aleja la probabilidad del valor 0.2717, menos trayecto-
rias son consideradas pertenecientes al proceso patron supuesto. Por tanto,

el comportamiento del contraste sigue siendo adecuado.
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4.3. Aplicaciones del PC compuesto

En esta seccion queremos centrar la atencién en la utilidad que tienen los
PC y PC compuestos a la hora de modelizar casos reales. Por este motivo,
los resultados tedricos expuestos a lo largo de la memoria, no solo han sido
utilizados en simulaciones, tal y como se ha mostrado en la seccién anterior,
sino que se han aplicado a casos con datos reales. Los resultados obtenidos
han sido muy satisfactorios, como puede verse en cada una de las aplicaciones

siguientes.

4.3.1. Aplicaciéon 1: Puntos de cambio de tendencia

El primer caso con datos reales al que aplicaremos ahora los resultados
teodricos, son los cambios de tendencia en las cotizaciones bursatiles, para ello,
consideraremos estos cambios como los sucesos de un PC. Dado que el precio
de las acciones del mercado de valores depende de las cotizaciones anteriores,
pero no necesariamente los cambios de tendencia, se aplica la metodologia a
diferentes acciones y también al conjunto de ellas para probar su robustez.
De hecho, como veremos més adelante, se estiman bastante bien los futuros
puntos de cambio de tendencia. Los datos que se han utilizado corresponden

a las bolsas de Atenas y Nueva York.

Estimacion de cambios de tendencia

En primer lugar, presentamos un ejemplo de la estimacién de cambios de
tendencia en las cotizaciones de un unico tipo de acciones. Se dispone de 23
trayectorias muestrales obtenidas de 200 observaciones diarias consecutivas

del precio de la accién al cierre del mercado.
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Cortando en subtrayectorias para aplicar la estimacion del proceso media,
el intervalo de estudio se ha escogido [Ty, T3] = [0,20]. En el caso en el
que T} = 15, el proceso media puede estimarse del decimosexto hasta el
decimonoveno, a partir del conocimiento que tenemos de los 15 primeros
dias. En este caso se obtiene que la ecuacion de estimacion del proceso media

dada en (1.29) seria

1 pj

A== () = pd(s) + ) ( b fz') gi(s);  s€ (T, To)

i=1 \i=
con p; = 1,2,6, para j = 1 = g9, respectivamente. Por tanto, el célculo de
Al(s), s € (T}, Ty) permite la estimacién de la media y la moda del nimero
de cambios de tendencia en cualquier dia del intervalo del futuro dentro del
intervalo general [0,20) cuando se observa una nueva trayectoria muestral.
Para probar la precision de las estimaciones se reserva una de las trayec-
torias muestrales y se trata como un nuevo dato. Aplicando la metodologia
expuesta, se calculan al igual que la media, la media de cambios de tendencia
hasta un tiempo s, y la moda. Para la media, los valores estimados y los va-
lores reales en el intervalo del futuro se presentan en la tabla 4.12, donde ¢ es
la raiz del error cuadrético medio (RECM) de la estimacién. Se debe senalar
que los valores probables de N(t) son n = 0,1,2,... por lo que la probabi-
lidad correspondiente a cada uno de ellos puede ser muy pequena. Asi, una
estimacién precisa de la moda es muy dificil. Sin embargo, en los cédlculos se
ha observado que cuando se estima la moda, aunque ésta no sea exdctamente
la misma que la real, suele diferir en no mas de una unidad. Por este motivo,
se ha incluido el intervalo intercuartilico de la moda, I(nmx(s)), y entonces
se ha llamado precisién al porcentaje de estimaciones en ese intervalo.
Estos mismos célculos, pueden realizarse para cualquier valor de 77. En

la tabla 4.13 se muestra un resumen de los célculos obtenidos para varios
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s | EIN(S)] | E[N(9)] | Nmax() | Pimax(s) | T(nmax(s))
16| 76 8.2636 8 8 | [6,8.75]
17| 83 8.7182 9 8 |79
18| 88 9.2182 9 9 |69
19| 93 0.7818 9 9 | [7.25,9]
e = 0.5055 precisién = 100 %

Tabla 4.12: Aplicacién 1. Media y moda para diferentes valores de s para 77 = 15, error y

ajuste.

valores de T7, lo que implica estimar distintos intervalos del futuro a partir

de sus respectivos pasados.

Con el fin de seguir comprobando la precisién de la metodologia, y puesto

que se tienen 23 trayectorias muestrales, el método fué aplicado a los datos 23

veces, dejando fuera una trayectoria distinta cada vez, para que actuara como

nuevo dato. Entonces, se obtiene el RECM vy el ajuste para cada trayectoria

muestral reservada y cada valor fijo de 7). La tabla 4.14 y la figura 4.8

muestran la media y la desviacién media de los errores para cada T y una

grafica de ellos.

251

1.5

- - . L T
€ €L € €L €L
! ! ! L L
5 6 7 8 9

0.5

Figura 4.8: Aplicacién 1. Grafico de cajas y bigotes del RECM de la estimacién de la media

con todas las trayectorias muestrales para distintos valores de 77.
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s | E[N(s)] | E[N(8)] | nmax(s) | frmax(s) | {(nmax(s))
6 3 3.1136 4 3 |23
7] 38 3.6045 4 3 | [2.25,3.75]
8 | 43 41273 4 4 | 3,4
T =5
18| 88 0.2182 9 9 |69
19| 93 9.7818 9 9 | [7.25,9]
e = 0.3048 precisién = 100 %
9 | 48 4.6636 5 4|35
10| 53 5.1636 5 5 | [3,5]
Tv=8 |14 71 7.2727 7 7 | [5,7]
18| 88 9.2182 9 9 |69
19| 93 0.7818 9 9 | [7.25,9]
e =0.333 precisién = 100 %
11| 59 5.7409 6 5 | [4,6]
Ty =10
18| 88 9.2182 9 9 |69
19| 93 0.7818 9 9 | [7.25,9]
e = 0.3624 precisién = 100 %

Tabla 4.13: Aplicacién 1. Media y moda para diferentes valores de s y 17, error y ajuste.
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T

) 6 7 8 9 10

g 0.8490 0.8553 0.8667 0.8804 0.8942 0.9105
o(e) | 0.5437 0.5636 0.5840 0.6019 0.6181 0.6321

T

11 12 13 14 15

g 0.9291 0.9507 0.9733 0.9139 1.0464

o(e) | 0.6443 0.6564 0.6683 0.5548 0.6763

Tabla 4.14: Aplicacién 1. Media y desviacién tipica del RECM (&) de las estimaciones medias

del nimero de cambios de tendencia a partir de todas las trayectorias muestrales.

Aplicaciéon del test de bondad de ajuste

Una vez estudiado el caso de los cambios de tendencia en un tnico tipo
de acciones, pasemos ahora al estudio del comportamiento de los cambios
de tendencia de varios tipos de acciones distintas, que resulta ser similar al
anterior. Con el fin de evaluar esta similitud, se aplica un test de bondad de
ajuste en el que eligiendo el proceso de recuento de los cambios de tendencia
de un mercado, y toméandolo como patron, el test de bondad de ajuste eva-
lua si los cambios de tendencia de cualquier otra accion siguen este mismo
modelo. Reiterando este procedimiento con cada una de las acciones dispo-
nibles, el test dié6 como resutado que en ningin caso podia descartarse dicha
similitud. Por tanto, los datos disponibles de cada accion, han sido tratados
como una trayectoria muestral del mismo fenémeno. Este comportamiento
se puede ver en la figura 4.9. Las trayectorias muestrales provienen de las
acciones (ALPHA, CAT, EK, ELL, etc.) en las bolsas de Atenas y Nueva
York como se explicé anteriormente.

Dada la conclusion del test, se puede volver la estimacion de los estadisti-
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cos juntando ambos mercados de valores. Se han observado 10 trayectorias
muestrales durante 3600 dias consecutivos. Considerando que todas las tra-
yectorias muestrales provienen del mismo PC, se han estimado la media y
la moda de los cambios de tendencia de un tipo de acciéon general en un
intervalo del futuro para cualquier periodo de 50 dias, es decir [0, 50]. Apli-
cando el PCP para un 77 dado, se obtiene la estimacion del proceso media,
y a partir de ésta, la estimacién de la media y la moda para cada instante
s € (T1,T3). Estas estimaciones podrian calcularse para distintos valores de
Ty, como ya se ha mencionado. En esta ocasion se ofrece un resumen de ellos
en la tabla 4.15 asi como su correspondiente grafico de cajas y bigotes en el

que se muestra la precisién de la estimacion, en la figura 4.10.

2500 -
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Figura 4.9: Aplicacién 1. Trayectorias muestrales de los cambios de tendencia de las acciones

ALPHA, CAT, EK, etc.

4.3.2. Aplicacion 2: Datos extremos en metereologia

Las condiciones climaticas suelen ser sujeto de estudio por su enorme
impacto socioeconémico y ambiental, por lo que el estudio de métodos para
su comparacién y prediccion ha suscitado creciente interés en las ultimas

décadas. En particular, los valores de las variables climaticas que exceden
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Values
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|
llllllllllllllllllllll

is 19 20 30 a1 a2 a3 =4 35 36 37 38 39 40

Figura 4.10: Aplicacién 1. Gréfico de cajas y bigotes del RECM de la estimacién de la media

entre todas las trayectorias muestrales para distintos valores de T7.

T

10 11 12 13 14 15 16 17

£ | 1.3298 1.3421 1.3551 1.3686 1.3825 1.3963 1.4102 1.4243
o(g) 1 0.9000 0.9109 0.9217 0.9324 0.9430 0.9530 0.9629 0.9729

T

18 19 20 21 22 23 24 25

€ | 1.4384 1.4524 1.4658 1.4804 1.4947 1.5099 1.5246 1.5396
o(e) 1 0.9836  0.9947 1.0060 1.0177 1.0288 1.0399 1.0508 1.0619

T

26 27 28 29 30 31 32 33

€ | 1.5551 1.5699 1.5851 1.6007 1.6166 1.6330 1.6485 1.6641
o(e) | 1.0732 1.0861 1.0997 1.1139 1.1274 1.1401 1.1524 1.1652

T

34 35 36 37 38 39 40

£ | 1.6806 1.6954 1.7116 1.7279 1.7440 1.7547 1.7735

o(e) | 1.1792 1.1922 1.2031 1.2159 1.2284 1.2534 1.2583

Tabla 4.15: Aplicacién 1. Media y desviacién tipica del RECM () de las estimaciones de la

media para el nimero de cambios de tendencia entre todas las trayectorias muestrales.
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ciertos limites, o valores extremos, tienen una importancia relevante. Dado
que las ocurrencias de estos valores extremos conforman un proceso puntual,
hemos considerado interesante aplicar la metodologia desarrollada en esta
memoria a dichos valores.

Los datos disponibles para esta aplicacién son las temperaturas maximas
y minimas de estaciones meteorologicas de una misma zona climética en el
sur de Espana. En concreto, se trata de 15 estaciones meteoroldgicas de las
regiones de Andalucia, Badajoz, Murcia, y las ciudades de Ceuta y Melilla,

para el periodo comprendido entre 1991 y 2011.

LIRS N p—

Poars o dowor: “alorw mowmaiy 8 e pirac iy mevwank e, ADHET
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Figura 4.11: Aplicacién 2. Provincias y zonas climaticas de Espafia.

Se consideran como valores extremos, tanto para las temperaturas maxi-
mas como para las minimas, aquellos que se encuentran fuera de un intervalo
del 80 % alrededor de la media muestral en cada instante de observacién, uti-
lizando la desigualdad de Chebyshev. El intervalo resultante tras establecer
esta condicién, es (T —2.361 0, +2.361 o). Los valores extremos de maximas
o minimas conforman sendos procesos puntuales, cuyos recuentos se modeli-
zan mediante un proceso de Cox y, como tales, estan caracterizados mediante
su proceso intensidad o su proceso media.

Tras la evaluacion de los extremos, se puede observar que existen algu-
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nos valores que son extremadamente altos o bajos; éstos pueden haber sido
ocasionados por circunstancias inusuales. Los que resultan de interés son los
puntos que representan el comportamiento habitual de los valores extremos
de temperatura en la zona, y, por tanto, formaran los puntos pertenecientes
al subconjunto B. Formalmente, el subconjunto B es la unién de los inter-
valos (Z + 2.3610,% + 2.50) and (z — 2.3610,Z — 2.50), donde, como ya
fue comentado con anterioridad, 2.361 es el valor dado por la desigualdad de
Chebyshev y 2.5 ha sido elegido con el fin de determinar un limite adicional

a las marcas, tanto superior como inferior.

Estimacion de valores maximos y minimos

En primer lugar, se presentara detalladamente el estudio realizado para
las temperaturas maximas; luego, el caso de las minimas podré exponerse de
forma concisa.

En este primer caso de las temperaturas maximas, el subconjunto de mar-
cas B tiene como probabilidad asociada [, P,(dU) = 0.5752. Para ilustrar
la seleccion de valores extremos y el subconjunto de marcas B, se ha esco-
gido como ejemplo la provincia de Sevilla. Los valores de las temperaturas
maximas diarias y los valores extremos, asi como aquellos que pertenecen al
subconjunto B pueden verse en la figura 4.12. Ampliando para una mejor
visualizacién, los datos de la primera parte del afio se pueden observar en la
grafica 4.13.

Realizando este procedimiento de seleccion de los datos en B para cada
una de las estaciones meteoroldgicas, y teniendo en cuenta el proceso de
recuento que se genera, N(t, B), se obtienen 15 trayectorias muestrales. La
figura 4.14 muestra las trayectorias muestrales de los procesos N (t) y N(t, B)

para todas las estaciones meteoroldgicas de la aplicacion.
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Figura 4.12: Aplicacién 2. Temperaturas maximas diarias, extremos maximos y extremos maxi-

mos en B en la estacién meteorolégica de Sevilla en 2011.
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Figura 4.13: Aplicacién 2. Temperaturas maximas diarias, extremos méaximos y extremos en

B de la estacién meteoroldgica de Sevilla durante los primeros 80 dias del 2011.
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250 T T T T
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Figura 4.14: Aplicacién 2. Trayectorias muestrales del proceso de recuento de los extremos
de temperaturas maximas y los extremos en el subconjunto B de todas las estaciones meteo-

rolégicas.

En lo referente a los intervalos de tiempo utilizados en el ACP funcional y
los posteriores resultados obtenidos, el intervalo [Ty, T3] es un ano denotado
por [Ty = 1, Ty, = 12], donde 1,2,... son los correspondientes meses del ano.
Al igual que en los ejemplos anteriores, para la estimacion de los parametros
del proceso, es necesario estimar previamente el proceso media que lo carac-
teriza. Dado que las temperaturas se han observado a lo largo de 21 anos,
una trayectoria muestral del proceso media puede estimarse a partir de 21
subtrayectorias del recuento de cada una de las 15 estaciones meteoroldgi-
cas que forman parte del estudio. Es decir, se obtienien k£ = 15 trayectorias
muestrales independientes, que dividimos en r» = 21 trayectorias mas cortas
con p = 12 puntos de observacion, con el fin de obtener puntos de estimacion

del proceso media.

Con el fin de estimar el proceso media, se utiliza ACP funcional que con-
serva la monotonicidad que da lugar a la ecuacién (1.29). Habiendo realizado
los calculos, la modelizacion del proceso media de los valores extremos maxi-

mos resulta ser un PCP(1;2) para s € (17 = 5,7 = 12], puede escribirse
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CO1mo:

A(s) = p2(s) +< —0.705 1.9792 ) & 91(s).

&2

Una vez realizada la estimacion de la media, podemos estimar la media del
nimero de valores extremos, la moda y la probabilidad de tener un nuevo
valor extremo antes de un tiempo dado. En la tabla 4.16 se muestran los
resultados escogiendo, a modo de ejemplo, tres intervalos del futuro. Dichos
intervalos comienzan en T} = 4 correspondiente con el mes de abril, 5 al mes
de mayo y 6 al mes de junio, y los instantes de prediccion son los siguientes
meses.

El hecho de que se trabaje con datos reales no permite una evaluacién de
los resultado; no obstante, la comparacion entre las estimaciones de la media
y los valores de la media muestral puede ayudar a evaluar de algiin modo la
precisién de los resultados obtenidos. Con este fin y para una mejor ilustra-
cion, dicha comparativa se ha realizado en los tres escenarios de intervalos
pasados y futuros escogidos anteriormente. Los resultados se muestran en la
tabla 4.17, en la que puede observarse que las diferencias existentes entre los
valores de las estimaciones y los muestrales son muy pequenas.

Centrando la atencion en los valores extremos para las temperaturas mini-
mas, los pasos a seguir serfan los mismos que en el caso de las maximas,
incluso los limites que se han utilizado y el subconjunto de marcas B esco-
gido, son similares. De igual modo, la provincia de Sevilla sirve para ilustrar
mejor la seleccion hecha de los valores extremos de temperaturas minimas
y de aquellos que se encuentran en B. Las temperaturas minimas en Sevilla
durante el ano 2011 son las mostradas en la figura 4.15.

Para una mejor visualizacién de los datos, se ha generado la grafica 4.16

en la cual se representan los datos de las temperaturas minimas, sus extremos
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T, s Media Moda Prob

4 5 1561 0 1 0.226
6 187 0 1 0435
72221 1 2 0.599
8§ 2473 1 2 0.689
9 28 1 2 0776
10 3.077 2 3 0.830
11 3455 2 3 0.883

5 6 187 1 1 0.270
72221 2 1 0483
8 2473 2 3 0.598
9 28 2 3 0710
10 3.077 3 3 0.780
11 3455 3 3 0.843

6 7 2221 2 1 0.088
8§ 2473 2 3 0.438
9 28 2 3 0.602
10 3.077 3 3 0.699
11 3455 3 3 0.794

Tabla 4.16: Aplicacién 2. Estimacién de la media, moda y probabilidad de tener un nuevo punto

antes de un tiempo s para los valores extremos de temperatura maxima en el subconjunto B.
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S Estimacién de la media  Media muestral

T1:4 T1:5 T1:6

5 1.561 1.524
6 1.876 1.857
7 2.220 2.191
8 2473 2.667
9 2.8 3.191
10 3.077 3.667
11 3.455 4

Tabla 4.17: Aplicacién 2. Comparativa de las medias estimadas y las medias muestrales de

N(s, B) para los extremos de temperatura maxima en B.
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Figura 4.15: Aplicacién 2. Temperaturas minimas diarias, extremos minimos y extremos en B

de la provincia de Sevilla en 2011.
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y sus extremos en B durante los primeros 80 dias del 2011.
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Figura 4.16: Aplicacién 2. Temperaturas minimas diarias, extremos minimos y extremos en B

de la provincia de Sevilla durante los primeros 80 dias del 2011.

La figura 4.17 muestra la grafica de las trayectorias muestrales de N (t)

y N(t, B) obtenida tras haber seleccionado los datos de cada una de las

estaciones meteoroldgicas y tenido en cuenta los procesos puntuales asociados

a cada uno de los puntos.
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Figura 4.17: Aplicacién 2. Trayectorias muestrales del proceso de recuento de los extremos de

temperatura minima y los extremos en el subconjunto B de todas las estaciones meteorolégicas.

Haciendo uso de las trayectorias muestrales, se puede modelar el pro-
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ceso media de los valores extremos de las temperaturas minimas como un

PCP(2;1,1) para s € (T} = 5,75 = 11] y que tiene como representacién:

) . 0.2277&
A(s) = py'(s) + (g1(5), g2(s)) -
~1.3651&,

Una vez estimado el proceso media, pueden estimarse los distintos es-
tadisticos de los valores extremos de las temperaturas minimas en el subcon-
junto de marcas B, tal y como se muestran, para tres escenarios distintos,
Ty = abril, mayo y junio, en la tabla 4.18.

Anélogamente al caso de los extremos maximos, para poder valorar la
precision de los datos, dado que una evaluacién no es posible al tratarse de
datos reales, se ha realizado nuevamente una comparativa entre la estimacion
de las medias y los valores de las medias muestrales. Tal y como muestra la

tabla 4.19, las diferencias son pequenas.

Aplicacion del test de bondad de ajuste

Se usara este conjunto de datos reales, no solo para estimar los estadisticos
de los valores extremos si no para mostrar una aplicacién del test de bondad
de ajuste propuesto en esta memoria.

En primer lugar, se ha aplicado el test de bondad de ajuste sobre el proce-
so de recuento que modeliza las temperaturas minimas, comprobando si cada
una de las provincias del ambito estudiado pertenece al modelo propuesto.
La tabla 4.20 muestra los p-valores del criterio de Benjamini y Hochberg en
la primera fila (aj/p) y, a continuacién, los correspondientes p-valores de
todas las provincias. Se comprueba que solo Cérdoba no cumple el requisito
para asumir que sigue el mismo modelo (todos los p-valores mayores que los

del criterio).
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T, s Media Moda Prob

4 5 1417 0 1 0.265
6 1.8 0 1 0.499
72223 1 2 0.674
8§ 2564 1 2 0.769
9 28 1 2 0.828
10 3.122 2 3 0.866
11 3361 2 3 0879

5 6 18 0 1 0.335
72223 1 2 0577
8§ 2564 1 2 0.699
9 285 1 2 0.77

10 3.122 2 3 0.828

11 3361 2 3 0.864
6 7 2223 1 2 0372
8§ 2564 1 2 0.556
9 28 1 2 0.669
10 3.122 2 3 0.746
11 3361 2 3 0.788

Tabla 4.18: Aplicacién 2. Estimacién de la media, moda y probabilidad de tener un nuevo

punto antes de s para los extremos de temperaturas minimas en el subconjunto B.
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S Estimacién de la media  Media muestral

T1:4 T1:5 T1:6

5 1417 1.571
6 1.800 1.714
7 2.223 2.143
8 2.564 2.381
9 2.856 2.714
10 3.122 2.905
11 3.361 3.191

Tabla 4.19: Aplicacién 2. Comparativa de la estimacién de la media y medias muestrales de

N(s, B) para las temperaturas minimas.

aj/p 0.0042 0.0083 0.0125 0.0167 0.0208 0.0250 0.0292 0.0333 0.0375 0.0417 0.0458 0.0500

Badajoz 0.0047 0.0763 0.0906 0.3809 0.5012 0.5424 0.5778 0.6122 0.6304 0.6538 0.8641 0.9448
Cérdoba | 0.0058 0.0059 0.0081 0.0356 0.1031 0.1992 0.2226 0.6087 0.6304 0.8003 0.8644 0.9448
Granada | 0.0113 0.1715 0.1914 0.2226 0.2370 0.2423 0.3419 0.4072 0.6541 0.8644 0.8993 0.9251
Sevilla 0.0102 0.0211 0.0222 0.0281 0.0326 0.0340 0.1715 0.1718 0.3419 0.6954 0.9251 0.9375
Morén 0.0465 0.1296 0.1622 0.1715 0.3104 0.4969 0.5296 0.6689 0.7979 0.8865 0.9375 0.9744
Rota 0.0052 0.0364 0.1522 0.3586 0.3608 0.3638 0.3809 0.3979 0.5750 0.6142 0.6304 0.8973
Jerez 0.0275 0.0652 0.0870 0.0927 0.1375 0.2423 0.3104 0.3275 0.3408 0.3608 0.9375 0.9756
Cadiz 0.0642 0.1083 0.1544 0.2183 0.2826 0.3408 0.3809 0.5778 0.6304 0.8641 0.8644 0.8865

p — valores

Alcantarilla | 0.0818 0.1296 0.1613 0.1781 0.3275 0.4037 0.6254 0.6304 0.6954 0.8641 0.9448 0.9475
Huelva 0.0100 0.0397 0.0906 0.1201 0.1397 0.1585 0.1622 0.3015 0.4072 0.5296 0.6122 0.6689
Granada A | 0.0275 0.0740 0.0818 0.0967 0.1847 0.2183 0.2787 0.2826 0.3638 0.4979 0.6254 0.7077
Melilla 0.0281 0.0870 0.1397 0.1732 0.3408 0.3608 0.6122 0.6538 0.6696 0.8641 0.9251 1.0000
Malaga 0.0219 0.0465 0.0870 0.1481 0.1622 0.2370 0.3979 0.6087 0.6122 0.6689 0.7979 0.9475
Almeria 0.0131 0.0132 0.0218 0.0642 0.0692 0.0722 0.1613 0.1847 0.4072 0.6087 0.9375 0.9448
Murcia 0.0692 0.0763 0.1375 0.3499 0.5424 0.6122 0.7077 0.7324 0.8003 0.8865 0.9448 0.9744

Tabla 4.20: Aplicacién 2. P-valor para el test de bondad de ajuste sobre las temperaturas

minimas.
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A continuacién, se toman las provincias de Zaragoza y Orense, como ejem-
plos de fuera del area de estudio para ver si podrian considerarse similares o
no. La tabla 4.21 muestra los p-valores correspondientes. Como consecuen-
cia, se puede decir que para la provincia de Zaragoza se acepta que sigue el
proceso propuesto y, por tanto, que sus extremos minimos siguen un patréon
similar a los de la zona meteoroldgica estudiada. Sin embargo, esto no es

asi para la provincia de Orense.

p — valores

aj/p | Zaragoza  Orense

0.0042 | 0.0062 0.0011
0.0083 | 0.0149 0.0030
0.0125 | 0.0927 0.0100
0.0167 | 0.1083 0.0135
0.0208 | 0.1375 0.0367
0.0250 | 0.1544 0.0458
0.0292 | 0.1585 0.0906
0.0333 | 0.3419 0.1622
0.0375 | 0.4072 0.2370
0.0417 | 0.7324 0.2423
0.0458 | 0.9448 0.5088
0.0500 | 0.9756 0.5589

Acepta  Rechaza

Tabla 4.21: Aplicacién 2. Evaluacién de si la nueva trayectoria pertenece al proceso original

de temperaturas minimas para Zaragoza y Orense.

De modo anéalogo, se ha realizado el test de bondad de ajuste sobre las
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temperaturas maximas de dichas provincias, tras el que se obtienen los p-
valores que se muestran en la tabla 4.22. Se puede observar, que se rechaza un
comportamiento similar al modelo en algunas de las estaciones meteorolégicas

de clima mas suave, Cadiz, Alcantarilla, Melilla, Malaga y Almerfia.

|

aj/p 0.0042 0.0083 0.0125 0.0167 0.0208 0.0250 0.0292 0.0333 0.0375 0.0417 0.0458 0.0500

Badajoz 0.0123 0.0129 0.0518 0.0566 0.0979 0.1335 0.1907 0.3647 0.6249 0.7388 0.8709 0.8962
Cérdoba | 0.0171 0.0314 0.0615 0.0767 0.0777 0.1149 0.1180 0.1265 0.2054 0.2150 0.4094 0.5147
Granada | 0.0361 0.0557 0.1149 0.1180 0.2318 0.3748 0.3757 0.4906 0.5147 0.5796 0.7388 0.8962
Sevilla 0.0051 0.0621 0.0622 0.0682 0.1265 0.1585 0.1907 0.3771 0.4906 0.4956 0.7388 0.8235
Morén 0.0326 0.0557 0.0582 0.0841 0.1158 0.2318 0.3321 0.3757 0.5147 0.5187 0.8312 0.8674
Rota 0.0283  0.0557 0.0622 0.0767 0.1180 0.1208 0.1529 0.1993 0.3964 0.5073 0.5187 0.7944
Jerez 0.0043 0.0314 0.0320 0.1540 0.2134 0.3343 0.4113 0.5329 0.5509 0.6035 0.8075 0.9639
Cédiz 0.0034 0.0063 0.0167 0.0557 0.2206 0.3389 0.3625 0.3683 0.3964 0.5329 0.8674 0.8709

p — valores

Alcantarilla | 0.0010 0.0012 0.0070 0.0118 0.0122 0.0123 0.0518 0.0525 0.1046 0.3004 0.3375 0.5174
Huelva 0.0085 0.0621 0.0974 0.1208 0.1661 0.2884 0.3964 0.5073 0.5187 0.6012 0.7691 0.8417
Granada A | 0.0051 0.0324 0.1149 0.1646 0.2134 0.3002 0.3113 0.3375 0.3757 0.3771 0.8195 0.8674
Melilla 0.0036 0.0058 0.0077 0.0084 0.0139 0.0240 0.0299 0.0361 0.0442 0.1529 0.1661 0.3748
Malaga 0.0067 0.0084 0.0086 0.0273 0.1020 0.1335 0.2123 0.2536 0.3113 0.3757 0.5509 0.8195
Almeria 0.0018 0.0024 0.0058 0.0191 0.0442 0.1208 0.1661 0.1907 0.3113 0.3286 0.3995 0.4956
Murcia 0.0146 0.0361 0.0566 0.0682 0.0726 0.3002 0.3375 0.3757 0.3964 0.6035 0.7388 0.7691

Tabla 4.22: Aplicacién 2. P-valor para el test de bondad de ajuste sobre las temperaturas

maximas.

En el caso de las temperaturas maximas y las provincias de Zaragoza y
Orense, los resultados que proporciona el test de bondad de ajuste es que nin-
guna de las dos provincias contrastadas, sigue el modelo del proceso original,

tal y como puede observarse en la tabla 4.23.
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p — valores

aj/p | Zaragoza  Orense

0.0042 | 0.0023 0.0001
0.0083 | 0.0171 0.0074
0.0125 | 0.0324 0.0075
0.0167 | 0.0582 0.0167
0.0208 | 0.1149 0.0301
0.0250 | 0.2206 0.0324
0.0292 | 0.2884 0.0557
0.0333 | 0.5073 0.0653
0.0375 | 0.5421 0.1150
0.0417 | 0.5716 0.5716
0.0458 | 0.7944 0.6035
0.0500 | 0.8312 0.8709

Rechaza Rechaza

Tabla 4.23: Aplicacién 2. Evaluacién de si la nueva trayectoria pertenece al proceso original

de temperaturas maximas para Zaragoza y Orense.
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4.4. Simulaciones del proceso auto-excitado

Pasamos en esta seccion a abordar las simulaciones para el caso de los
procesos auto-excitados, hay que recordar que en este caso existe cierta de-

pendencia del pasado del proceso como ya se expuso en el Capitulo 3.

4.4.1. Simulacion A-E caso 1

En la primera simulacién se expone el caso de un proceso auto-excitado
con intensidad una distribucién tipo fase con representacién (7r, T« 1) donde
k

m=1(1,0,0)y

y donde los tiempos entre ocurrencias se distribuyen segtin una distribu-
cion exponencial

Wf - Wf—l ~ exp(/\(wf_l))

En este proceso, la intensidad A(¢,z(t)) depende de las ocurrencias antes de
un tiempo t, wf < t.

En primer lugar se han simulado los tiempos de ocurrencia w? a par-
tir de K = 100 trayectorias, para continuar contando el ntimero de ocu-
rrencias del proceso N (t), para ello el tiempo inicial ha sido establecido en
N(to) = 0. Estos pasos previos, son necesarios para poder realizar la estima-
cion de la intensidad condicionada al recuento de un cierto n, en un intervalo
[ming wf,, méx, wk ],

La figura 4.18 muestra las simulaciones obtenidas de los tres primeros

tiempos de ocurrencias, en las K = 100 trayectorias.
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Figura 4.18: Simulacién A-E 1. Tiempos de ocurrencias de las tres primeras ocurrencias.
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Figura 4.19: Simulacién A-E 1. Estimacién intensidad condicionada al recuento.
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En el caso n=0,

K
- >0 ML N (1) = 0}
Ao(ty) = =

S T{N (1) =)

el intervalo donde la funcién es distinta de 0, para la estimacién de j\o(tj) re-
sulta t; € [ming wf, max; wy] = [1.0042,7.9721] = [1.25,7.75] y s = t;_;. En
la figura 4.20 se puede observar la representacion del estimador puntual o (t;)

asi como del polinomio de interpolacién cibica. Andlogamente, la estimacion

2.5 T T
o Point estimator
Linear aproximation
Monotone cubic interpolation
2r 4
1.5 -
1+ 4
0.5 -
o L
1 2 3 a4 5 6 7 8

Figura 4.20: Simulacién A-E 1. Estimacién intensidad condicionada al recuento n=0.

para el caso n=9, es decir de j\g(t]’), seria la siguiente

K
> RN (1) = 9)

~

No(ty) = =

S T{N () =9}

en el intervalo resultante ¢; € [miny wf,, méx; wf,] = [5.4551,15.6663] =
[5.5,14.75] y s = t;_1. La figura 4.21 muestra la estimacién puntual y la

interpolacién de Ag (t5)
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o Point estimator
6 H Linear aproximation
Monotone cubic interpolation

Figura 4.21: Simulacién A-E 1. Estimacidn intensidad condicionada al recuento n=9.

En la tabla 4.24 se exponen los resultados de la estimacion para la media
del proceso, y de la media de la estimacion de la intensidad, siguiendo las
instrucciones de las ecuaciones (3.22) y (3.24)

La tabla 4.25 presenta la estimacién de la funcién masa de probabilidad

segun las ecuaciones de la Seccién 3.4.1.

4.4.2. Simulacion A-E caso 2

En el segundo caso de simulacién para los procesos auto-excitados, se con-

sidera un proceso con intensidad una distriucion tipo fase con representacion

<7T,wa71) = E (3,20/wf ), con = (1,0,0) y

—20/wk | 20/wk | 0

los tiempos entre ocurrencias tienen distribucién exponencial w¥ — wF | ~»

k
3w 4

exp(AMw!_1)) v la media de la intensidad es E[A(wf)] = =52

En el desarrollo de este ejemplo se han simulado K = 50 trayectorias

muestrales del proceso, representados en la figura 4.22
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t | J| s | EN@® | EMN
200 | 0| 3 0.928 0.185
250 | 0 | 5 | 0.0023 | 0.0200
3.00 | 0|7 0.0000 | 0. 0000
350 | 019 0.0000 | 0.0000
4.00 | O | 11 | 0.0000 | 0.0000
450 | 0 | 13| 0.0000 | 0.0000
5.00 | O | 15| 0.0000 | 0.0000
550 | 0 | 17| 0.0000 | 0.0000
6.00 | 0 | 19| 0.0000 | 0.0000
6.50 | 2 | 21| 1.4954 0.4825
6.75 | 3 |22 ] 1.9859 | 002773
7.00 | 4 | 23| 2.6234 | 0.2504
725 | 5 | 24| 3.1028 | 0.2869
750 | 6 | 25| 3.9105 | 0.2968
775 | 6 | 26| 3.9709 | 0.1863
800 | 7 | 27| 4.8397 | 0.2036
825 | 8 | 27 | 5.5252 | 0.0947
850 | 9 | 27| 6.0503 | 0.0632
9.00 |11 |27 | 6.9752 | 0.0185
9.50 | 13 | 27| 7.6000 | 0.0000
10.00 | 15| 27 | 7.9203 | 0.0000

Tabla 4.24: Simulacién A-E 1. Estimacién de la media del proceso y de la media de la estimacién

de la intensidad.
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PIN(t) =n] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=0 1.000 0.186 0.142 0.123 0.106 0.092 0.080 0.0000 0.0000 0.0000
n=1 0.0000 0.188 0.217 0.236 0.253 0.267  0.279 0.0000 0.0000 0.0000
n=2 0.0000 0.027  0.079 0.072 0.067 0.065 0.065 0.064 0.064 0.064
n=3 0.0000 0.0000 0.045 0.071 0.076  0.089 0.077 0.057 0.081  0.081
n=4 0.0000 0.0000 0.011 0.027 0.062 0.043 0.056 0.096 0.105 0.076
n=>5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.028 0.044 0.057 0.075 0.070  0.083
n=>6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.021 0.048 0.046 0.045 0.059 0.063

n=7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.011 0.025 0.030 0.036 0.031
n==8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.009 0.025 0.028 0.045
n=9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.003 0.018 0.021  0.032
n=10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.003 0.015 0.018

Tabla 4.25: Simulacién A-E 1. Estimacién de la funcién masa de probabilidad.
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Figura 4.22: Simulacién A-E 2. Trayectorias muestrales de proceso auto-excitado con intensi-

dad tipo fase.
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Siguiendo el mismo esquema de simulacién del caso anterior, se obtiene
que la simulacion en las K = 50 trayectorias de las tres primeras ocurrencias

del proceso siguen el esquema que se observa en la figura 4.23
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Figura 4.23: Simulacién A-E 2. Tiempos de ocurrencias de las tres primeras ocurrencias.

Centrandonos en el caso n = 2, el estimador de la intensidad condicionada

al recuento A, (t;), puede verse en la figura 4.24.

20
i8 - A e e —_ - =
16 B L e B L B e L
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A2 | A+ e e -+

10 | A -+

Figura 4.24: Simulacién A-E 2. Estimacién intensidad condicionada al recuento.

El intervalo donde la funcién es distinta de 0 para la estimacion de
Xo(;) en el caso n = 0 resulta t; € [ming wk, max;, wt] = [1.0057,1.2338] =

[1.06,1.23] y s = t;_;. En la figura 4.25 se puede observar la representacion
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del estimador puntual asi como del polinomio de interpolacion cubica.

250 T T
o) o Point estimator

Linear aproximation

Monotone cubic interpolation
200 | b
150 - b
100 - b

50 | b
(o]

1.15 1.2 1.25

Figura 4.25: Simulacién A-E 2. Estimacién intensidad condicionada al recuento n=1.

Tras realizar la estimacién de Ag(t;), el intervalo resultante t; € [min, wk,, méx; wh,] =
[1.068,1.6885] = [1.07,1.69], s = t;_;. La figura 4.26 muestra dicha esti-

macion.
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Figura 4.26: Simulacién A-E 2. Estimacidn intensidad condicionada al recuento n=9.



Apéndice A

Conclusiones

La presente memoria proponia como objetivo genérico “el estudio de pro-
cesos de recuento doblemente estocasticos partiendo del de Cox, tanto en su
componente descriptiva (estudio de sus estadisticos) como en cuanto a su
inferencia (estimacién y contraste de hipétesis) desde la perspectiva clasica
de Snyder y Miller, 1991 [117]”. A lo largo del texto se ha ido trabajando
y respondiendo a ese objetivo genérico y a cada uno de los especificos de-
tallados en Objetivos. Con animo de no ser repetitivos, se recogen ahora de
forma sistematica los resultados y conclusiones indicando dénde encontrar
cada uno de ellos y atendiendo a dos bloques, el primero, referido a los PC y
PC compuesto, y el segundo, dedicado a los procesos auto-excitados. Ademas
se senalan las referencias que avalan el trabajo y en las que ha participado

la autora de esta memoria.

A.1. Proceso de Cox y Cox compuesto

Estos procesos se definen en los Capitulos 1 y 2, respectivamente. El PC

compuesto estaba falto de un mayor desarrollo tedrico por lo que se aportan

137
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expresiones cerradas para sus estadisticos de recuento en la Seccién 2.3, y sus
estadisticos de tiempo en la Seccion 2.4. La importancia de estos resultados,
va méas alla de la obviedad de su mera aportacion, pues abre la posibilidad

de desarrollar inferencia para el proceso.

Siguiendo esta direccién, en los epigrafes 2.5.1 y 2.5.2, se extiende la
estimacion presentada para el PC a esta generalizacién, el PC compuesto.
Esto implica que se ha usado la misma filosofia de estimar sin haber hecho
suposiciones previas de la estructura del proceso, lo que es un punto fuerte

de la metodologia propuesta.

Tanto para el PC como para el PC compuesto, también se habia plantea-
do como objetivo, construir un contraste de bondad de ajuste para decidir
si, habiendo observado una trayectoria de un proceso de recuento, se podia
asumir perteneciente a un PC o PC compuesto ya conocido u observado pre-
viamente. Los epigrafes 1.4.3 y 2.5.3 presentan los respectivos contrastes para

resolver ese problema.

Las expresiones de los estadisticos y sus correspondientes estimaciones se
ilustran y evalian por medio de varias simulaciones en la Seccién 4.2. En el
epigrafe 4.2.3, se muestra también como aplicar el contraste de bondad de
ajuste y su evaluacion. En todas las simulaciones se presenta la compara-
cién entre las estimaciones, basadas en técnicas conocidas por su capacidad
y precisién (andlisis en componentes principales), y los valores muestrales,
quedando patente el buen comportamiento de todos y cada uno de los es-
timadores. De la misma manera ocurre con el test de bondad de ajuste; la
evaluacion de su precision deja clara su capacidad de discernir entre nuevos

datos observados y su correspondencia o no con el proceso patrén.

Habiendo concluido que los estimadores y el test son buenas herramientas,

todos esos resultados tedricos se aplican a datos reales en la Seccién 4.3. Como
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se vié entonces, las estimaciones muestran su buen comportamiento y el test
de bondad de ajuste arroja resultados perfectamente razonables.

Los resultados y conclusiones comentadas han sido presentados en congre-
sos internacionales (Ruiz-Fuentes et al., 2011 [103], Ruiz-Fuentes et al., 2013
[104], Ruiz-Fuentes et al., 2014 [105], Montes-Gijén et al., 2016 [87], Ruiz-
Fuentes et al., 2016 [106], Bouzas et al., 2017 [32], Ruiz-Fuentes et al., 2017a
[107], Ruiz-Fuentes et al., 2017 [108]) y publicados en el articulo Bouzas et
al., 2019 [33].

A.1.1. Proceso tipo fase

Es necesario hacer mencién especial a otra aportacion de esta memoria,
el proceso tipo fase y su uso como proceso de intensidad de un proceso de
recuento.

En otro intento de generalizar los PC, la buisqueda de procesos intensidad
que recojan la mayor variedad posible de situaciones es fundamental. La clase
de distribuciones tipo fase es densa en las distribuciones de probabilidad
no-negativas continuas, por tanto resulta un tipo de distribuciones idoneas
para modelizar una variable no-negativa. En la Definicién 1.1.4 (pag. 11) se
define el que se ha denominado proceso tipo fase, como un proceso basado
en una distribucion tipo fase cuyos parametros son a su vez aleatorios. Con
un razonamiento paralelo al dado para variables no-negativas, este nuevo
proceso sera un modelo ideal para un proceso intensidad, ya no solo de un
PC sino de un proceso de recuento cualquiera.

En conclusién, se ha definido un proceso no-negativo muy flexible y ge-
neral, carateristicas que hereda cualquier proceso de recuento que lo tome
como proceso intensidad.

Ademas, se resolvié el reto que se presentaba, la simulaciéon de este nuevo
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proceso y su inclusion como intensidad de un proceso de recuento, lo que se
ha visto que no siempre es factible y, por tanto, ha abierto una nueva linea
de estudio. Se ha simulado un ejemplo de proceso tipo fase en la pag. 11, que
mas adelante, en el epigrafe 4.2.3, se utiliza como proceso intensidad de un
PC compuesto. También se simulan otros mas para usar como intensidades
de procesos auto-excitados en los epigrafes 4.4.1-77.

El proceso tipo fase fue definido formalmente por primera vez en Bouzas

et al., 2017 [32] y se ha publicado en el articulo Bouzas et al., 2019 [33].

A.2. Proceso auto-excitado

El proceso de recuento auto-excitado se define en el Capitulo 3, como PC
que incluyen dependencia del pasado del proceso, ya sea del recuento, como
de los tiempos de ocurrencia.

Si era dificil encontrar expresiones explicitas para los PC compuesto, mas
aun para estos otros. En la Seccién 3.2 se proporcionan expresiones explicitas
de los estadisticos de recuento. Dado que todos ellos dependen de la llama-
da intendidad condicionada al recuento, resulta obvio que una estimacion
de la misma, proporcionaria la posibilidad de estimar los estadisticos. En la
Seccion 3.4 se construye un estimador puntual para la intensidad condicio-
nada al recuento y, a partir de ella, las estimaciones de la funciéon masa de
probabilidad, de la media, y de la intensidad media.

Todos los resultados tedricos se ilustran por medio de aplicaciones de los
mismos a simulaciones en la Seccién 4.4. Estas simulaciones presentaron va-
rias dificultades, la inclusién de un proceso tipo fase como intensidad con
algin tipo de dependencia del pasado, la aplicacion de la férmula de estima-

cién de la intensidad condicionada y las integrales en las estimaciones de los
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estadisticos resueltas mediante calculo numérico y el hecho de que aparecie-
ran encadenadas en la estimacién de la funciéon masa de probabilidad.

En conclusion, se aportan resultados tedricos interesantes, se construyen
simulaciones y se da solucién a problemas practicos de calculo que fueron

presentados en Ruiz-Fuentes et al., 2014 [105].






Apéndice B

Resumen

Un proceso puntual es el resultado de modelizar las distintas ocurrencias
de cualquier fenémeno en el cual un suceso se repite en el tiempo o el espacio.
Ligado a todo proceso puntual, se encuentra el proceso de recuento, que tal
y como su propio nombre indica, se centra en contar el nimero de puntos,
sucesos u ocurrencias en intervalos del tiempo o el espacio. La distribuciones
de probabilidad discretas, juegan un papel primordial en el desarrollo de este
tipo de procesos, siendo la distribucién de Poisson, hallada por Siméon Denis
Poisson, el origen del punto de vista usado en esta tesis sobre los procesos de

recuento.

El interés en el estudio de estos procesos ha ido creciendo a lo largo del
tiempo, siendo quiza las tres areas en las que su aplicacion es mas signifi-
cativa, la teoria de colas, la teoia actuarial y la teoria de fiabilidad. Tras la
Segunda Guerra Mundial se produjo un gran desarrollo tanto en la teoria
como en las aplicaciones de los procesos estocasticos, surgiendo de modo pa-
ralelo el desarrollo matematico para los procesos puntuales en un espacio de
estados general (ver Moyal, 1962 [88]) y el articulo de Cox, 1955 [40] en el que

por vez primera se cita el proceso de Poisson doblemente estocastico, también
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conocido como proceso de Cox. Este nuevo proceso es una generalizacién de
los anteriores, cuya particularidad es que su intensidad es estocastica, lo cual
le confiere una mayor flexibilidad. A partir de esta publicacién se incremen-
ta el interés por los procesos puntuales tanto en comunicaciones como en

medicina, focalizandose en la modelizacién y prediccién de los procesos.

En la dltima parte del siglo XX se ha consolidado en diversos campos
el uso de procesos doblemente estocasticos, si bien el ejemplo més utilizado
para ilustrar la aplicacion de éstos a datos reales, suele ser el recuento de
terremotos (ver Ogata, 1998 [92], Gospodinov y Pavlova, 2001 [58]). Aunque
han sido diversos los autores que se han dedicado al estudio de los procesos
de Cox, es de destacar el estudio realizado por Snyder y Miller, 1991 [117],
que es quiza el texto mas completo que muestra la evolucion desde el proceso

de Poisson hasta el proceso de Cox.

Cierto es que la estimacion del proceso de Cox ha sido estudiada por dis-
tintos autores, aunque siempre asumiento cierta estructura en la intensidad
del proceso. Esta memoria centra su interés en el desarrollo de Bouzas, 2011
28], en el cual utiliza la técnica de anédlisis funcional en componentes prin-
cipales para las estimaciones y predicciones del proceso, siendo esta técnica
bien conocida, de gran potencial y precisiéon. Bouzas y Ruiz-Fuentes, 2015
[31] realiza un repaso de la inferencia hecha usando dicha técnica hasta ese
momento tanto en el proceso de Cox, como en el proceso de Cox compuesto.
Esta memoria se centra en los procesos doblemente estocasticos, en su estu-
dio y la necesidad de su continua generalizacién con el fin de evitar cualquier

restricciéon sobre el modelo y modelizar fielmente casos reales.



M. Carmen Montes Gijon 145

B.1. Capitulo 1: Proceso de Cox

El primer capitulo de la memoria aborda el estudio del proceso de Poisson
cuya intensidad se ha aleatorizado, pasando a ser un proceso de Poisson
doblemente estocastico, conocido también como proceso de Cox (PC), dado
que el primer estudio detallado de este tipo de procesos se realizé en Cox, 1955
[40]. Mas tarde, Snyder y Miller, en su versién de 1991 [117], fue quien llevé a
cabo el estudio mas amplio del proceso de Poisson y sus generalizaciones, tales
como el proceso de Poisson compuesto o el proceso de Poisson filtrado, y, ya
en su ultimo capitulo, presenta el PC y alguna de sus generalizaciones de

modo breve.

Al margen de la definicion del PC teniendo de base el proceso de Poisson
(ver Snyder y Miller, 1991 [117]), que es bastante intuitiva, en esta memoria,
se hace uso también de la definicién dada por Serfozo, 1972 [112], basada en la
media del proceso. El PC suele tener, tal y como se muestra en el Capitulo 1,
expresiones para sus estadisticos, de gran complejidad. Todos ellos dependen
del proceso intensidad o del proceso media, por lo que la profundizacién en
el estudio de uno u otro es fundamental tanto para el desarrollo como para

la clarificacién de los estadisticos, y mas adelante para su inferencia.

Es habitual encontrar en la literatura modelos sujetos a gran cantidad
de restricciones; en la memoria, excepto para ejemplos o simulaciones, no se
han utilizado modelos con intensidad o media concretas. No obstante, uno
de los objetivos de este capitulo, es definir un modelo que permita tener
una intensidad general, flexible y sin restricciones, por lo que se ha hecho
uso de las distribuciones tipo fase. Estas distribuciones se caracterizan por
ser no-negativas y de soporte finito, por lo que son ideales para modelizar

la intensidad de cualquier proceso estocastico. No hay que olvidar que la
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intensidad del PC es a su vez un proceso estocastico, por lo que se ha dado un
paso, aleatorizando los parametros de la distribucién tipo fase, obteniéndose
el proceso tipo fase que se define de la siguiente manera.

Un proceso tipo fase es un proceso estocastico con representacion

(7, T), donde
L= (m,m2, ., Tp)ixp Y T = (Tij)pxp
2. siendo los pardmetros 7 y/o T variables aleatorias.

3. para cada realizacién de la variable aleatoria, su distribucién es una

distribucion tipo fase.

Con este proceso se consigue obtener un proceso intensidad general, fle-
xible, que no necesita restricciones, vdlido para modelizar la intensidad de
cualquier proceso estocastico de todo campo de estudio, por lo que es una
herramienta muy tutil.

A lo largo del Capitulo 1 se hace una revisién tanto de los estadisticos de
recuento como de los estadisticos de tiempo. En el apartado de inferencia, se
resumen los Andlisis de Componentes Principales Funcional (ACPF) ad hoc
para la estimaciéon del proceso media y del proceso intensidad, para después
predecir mediante los modelos de Prediccion en Componentes Principales

(PCP). Estas herramientas permiten dar la siguiente expresion para estimar

la media del PC:

q2

A(s) = pi(s) + 3 ( bf&) 9;(s); s € (11, )

y para la intensidad del PC:

NI(E) = 1(8) = i (1) + D Gi()
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a partir de la cual pueden obtenerse estimaciones de los estadisticos del PC,
puesto que todos ellos se expresan en funcion de alguna de ellas, o de ambas.

El otro objetivo del capitulo se centra en saber si ciertos datos provienen
de un proceso estocastico concreto, es decir, en la realizaciéon de un contras-
te de bondad de ajuste. Realizar dicho tipo de contraste sobre datos que
provienen de un proceso estocastico tiene la dificultad anadida de que cada
trayectoria muestral es una funcién. Se aborda el problema desde dos esce-
narios distintos: el contraste de bondad de ajuste dado un PC conocido, y el
contraste de bondad de ajuste sobre datos observados de un PC del cual se

desconoce su estructura.

B.1.1. Contraste de bondad de ajuste dado un PC

En el caso en el que la estructura estocastica del PC es conocida, el

estimador puntual (insesgado y consistente) de la intensidad viene dado por:

. 1 & My(t) — My(t— ,
)‘l(tj):EZ (]) (] 1)’ ji=1,...
i=1

tj - tj,1
El intervalo de confianza para la media si la intensidad es conocida y gaus-

siana o si s > 30, el intervalo de confianza para p(t;)

1 .
I = [uexp(tj) + z1-a/2 ;02@]‘)] ,  J=1...p

donde z;_4 /2 es el percentil (1 — «/2) de una distribucién Normal estandar.

El contraste para un fie.,(t;) fijo es:

Hy : E[A(t;)] = p(t;)
Hy 2 EA(t))] # p(ty)
cuyo p-valor es:

Ne$p(tj) - M(tj)
07 (t5)

S

p —wvalor(t;) =2P | Z >
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Por tanto Hy no se rechaza si p — valor(t;) > «. Para considerar si una
trayectoria sigue un cierto PC, no serviria solo con estudiar puntos ¢; de forma
independiente. Por este motivo, se propone un test multiple con t;, j =
1,...,p y el uso de la inferencia simultanea con el criterio de Benjamini y

Hochber, 1995 [13], el test resulta ser el siguiente

HY : BIAt)] = u(t))

) ) ] = 17 Ry %
)" EA()] # p(t)
y los p-valores correspondientes p — valor®™ < ... < p — valor®), H, se
acepta si y solo si p —valor®™ > a/p, p—valor® > 2a/p, ..., p—valor? >

ja/p, ..., p—valor® > a.

B.1.2. Contraste de bondad de ajuste dado los datos
observados de un PC

Es habitual que la intensidad del PC no sea conocida de modo paramétri-
co. Por ello se aborda el caso en el que lo tinico que se conoce del PC son
trayectorias muestrales observadas. En este caso el intervalo de confianza

para la media es:
L.
[Nexp(tj) Tl a1 5 ]2]

donde t1_n/251 es el percentil (1 — a/2) de una distribucién t de student.

Siendo en este caso el contraste:

Hy - EIA(t;)] = A(t;)
Hy - EIA()] # A(t;)
y el p-valor

Hexp<tj) — [ (tj)

142
577

p —valor(t;) = 2P |t >
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donte t es una variable distribuida segiin una t de student con s — 1 grados
de libertad.
Analogamente al caso anterior, se propone un contraste multiple con el

mismo criterio de aceptacién.

Y BAt)] = Alt))
HY 2 BIMt)] # )

B.2. Capitulo 2: Proceso de Cox compuesto

El Capitulo 2, aborda una generalizacién del PC, el PC compuesto, un
proceso puntual cuyas ocurrencias tienen asociada una variable aleatoria. En
el caso particular que nos ocupa, el proceso es un PC y las marcas son varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, e independientes
a su vez del PC. Este proceso es una ampliacién del proceso de Poisson com-
puesto estudiado por Snyder y Miller, 1991 [117]. El PC compuesto puede
modelizar un gran nimero de sucesos distintos, aunque es especialmente in-
teresante la interpretacién en la que se estudia el nimero de puntos ocurridos
en cada instante. El hecho de permitir la ocurrencia simultanea de puntos, re-
laja la propiedad de regularidad, lo cual hace que sea un modelo mas flexible
para su uso en diversos campos de estudio.

El desarrollo del PC compuesto se basa en los teoremas de representacion,
expuestos en los teoremas 2.2.1 y 2.2.2, a partir de los cuales se definen los
estadisticos de recuento del PC compuesto en la Seccién 2.3, y se aportan

expresiones cerradas de sus estadisticos de tiempo, tales como,

= Funcion de supervivencia

PE[W, > T] = P[N(t, B) < n]
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» Funcién de densidad condicionada

P s (Wi Wi1)
_E, [A(Wn) /B P, (dU)exp [— /W W MN0) P, (dU)do }
) = AW

= 5.0 [ Ruaiean [~ - a0 [ pan)]

B
» Probabilidad de tener una nueva ocurrencia en un intervalo

de tiempo

pB 1(Wn <T/Wy_1)

W, /Wy —

= E, {1 — eap [—(A(T) — A(Wy—1)) /B Py (dU )”

= Funcién de supervivencia condicionada
B
Pwn/wn_l(Wn >T/W,_1) =

B, {e:cp {—(A(T) _ AW, ) / Pu(dU)H
B
s Densidad de ocurrencia adelantada

pi/wn,l (T/Wn—1> = pfn/wn,l (Wn + T/Wn—l) =

E, {)\(Wn +T) | P(dU)exp l—(A(Wn +T) = A(W,y)) /B Pu(dU)H

B

En la Seccion 2.5, dedicada a la inferencia sobre el PC compuesto, se
proporcionan estimadores para los estadisticos de recuento introducionedo la
estimacion del proceso media. Sin embargo, la estimacion de la probabilidad
de que haya una nueva ocurrencia antes de un cierto instante, resulta intra-

table. La proposicion 2.5.1 resuelve el problema bajo ciertas restricciones.
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Proposiciéon

Dada la estimacion del proceso media de N(t) de la ecuacién (1.29), se
asume que las componentes principales &; utilizadas para la estimacién de las
componentes del futuro n; , j = 1, ..., g2 son independientes y se distribuyen
segin una distribucién Normal (o k& > 30) y sus distribuciones son (o pueden
estimarse como) N (0, o;) donde o2 son las varianzas estimadas previamente
en el correspondiente ACPF.

Para un tiempo fijo s € (W,,_; = T, T3), la probabilidad de haber una

nueva ocurrencia con marca en B en el intervalo (W, _; =T, s) es

PB (W, <s/W,_1)~

w/wn—1

1—exp | (A% (W) — u3(s)) / P.(dU)

—(fBPuédU)) QZQ (i (Uibg)Q) (gj(S))2]

j=1 \i=1

- exp

donde p es el mayor p;, V; B

B.2.1. Contraste de bondad de ajuste de un PC com-
puesto con marcas especificas

De modo anélogo al caso del PC, se estudia el contraste de bondad de
ajuste de un PC compuesto con marcas especificas. La generalizacion es clara
puesto que el proceso de recuento sigue siendo un PC. Por lo que tomando
nuevas trayectorias de un nuevo proceso puntual M(t), se puede comprobar
si el proceso formado por puntos con marcas en B, {M(t, B);t > ty}, es 0o no
un PC con intensidad {)\B(t) = \(t) / P,(dU);t > to}, segin los teoremas
de representacion. De nuevo se distingf;en dos situaciones distintas a la hora
de realizar el contraste, el caso en el que se conoce el proceso, y aquel en el

cual se realiza a partir de datos observados del mismo, ya que la estructura
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estocastica no es conocida. En ambos el criterio de aceptacién o rechazo es

el criterio BH visto en el capitulo anterior.

Contraste de bondad de ajuste dado un PC compuesto
Puesto que la intensidad del proceso es conocidad, el test a realizar seria
1Y BN () = ulty) [ Pufar)

HY - ENP ()] # u(tj)/BPu(dU)

B

Y j:17"'7p

2
donde 03, (t) = [/ Pu(dU)] o?(t). El p-valor para el instante ¢; es:
B

/fle:z:p(tj> - fB Pu(dU):u(t])
[ Pu(dU)/202(t;)

s

p —valor(t;) =2P | Z >

Contraste de bondad de ajuste dado los datos observados de un

PC compuesto

En el caso en el que se desconoce la estructura estocéstica del PC com-
puesto, se realiza el test a partir de datos observados del mismo, siendo el

contraste a realizar:

Hy - BN (t5)] = julty) [ Pu(dU)
HY 2 BN ()] # i) [ PuldU)
es necesario uso del estimador puntual de la intensidad (1.34) para estimar
la intensidad entre los puntos con marcas en B. Nétese que ahora 635(t) =

/5 Pu(dUﬂ2 62(t). El p-valor del contraste en ¢; es

,uexp(tj) - fB Pu(dU)[L(tJ)
Jp Pu(dU)y[567(t5)

p —valor(t;) = 2P |t >
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B.3. Capitulo 3: Procesos auto-excitados

El Capitulo 3, da un paso més hacia adelante, buscando la mayor ge-
neralizacion posible en el campo de los procesos doblemente estocasticos.
Relajando la propiedad de la falta de memoria del PC, surge el interés por
los procesos auto-excitados, procesos que tienen cierta dependencia del pa-
sado del proceso, como es el caso de la emision de radiaciéon en isétopos
radiactivos de vida corta, en los cuales la radiaciéon no es la misma al inicio

del proceso que transcurrido un cierto tiempo.

El caso mas general de proceso auto-excitado, es aquel en el que toda
ocurrencia y todo tiempo de ocurrencia anterior, puede influir en el nimero
y tiempo de ocurrencia de todo punto posterior. Sin embargo, los procesos
mas conocidos de este tipo, son aquellos en los que la dependencia es solo de
alguna parte o fraccién del proceso, como los ultimos tiempos de ocurrencia,
o el nimero total de puntos acumulados, ejemplo de ello son los procesos de

renovacion y los procesos de nacimiento de Markov.

Aunque son utilizados en muchos articulos, los ejemplos encontrados en la
literatura, no son tan generales como cabria esperar. El estudio méas detallado

que se encuentra hasta ahora es el desarrollado por Snyder y Miller, 1991

[117).

En esta memoria, a parte de un estudio pormenorizado de los procesos
auto-excitados, en el que a parte de su definicion, se muestran sus estadisticos
de recuento en el epigrafe 3.2, y los estadisticos de tiempo en el epigrafe 3.3.

En la Seccion 3.4 se propone una expresion para la estimacion de la intensidad
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condicionada al recuento

K Nk —NF (w
52 MON LD F{NE (17) = n)

, neN

S T{N* (1) = n}

para t; < T y donde t; es el tiempo al que tiende ¢; por la izquierda, e I es
la funciéon indicadora.

Este estimador es clave para poder estimar algunos estadisticos de recuen-
to del proceso auto-excitado, como la funcién masa de probabilidad vista en
el epigrafe 3.4.1, la media mostrada en la ecuacién (3.22) y la intensidad

media expuesta en la ecuacién (3.24).

B.4. Capitulo 4: Simulaciones y aplicaciones

El 1dltimo capitulo pone en practica el desarrollo tedrico llevado a cabo a
lo largo del documento. El motivo de realizar un capitulo especialmente para
ello en lugar de desarrollarlo a lo largo de la memoria, es porque tanto en
las simulaciones como en las aplicaciones se utilizan resultados obtenidos en
distintos capitulos, por lo que se ha considerado que unificindolo se obtenia
una presentaciéon mas clara y completa de los mismos.

Mediante el software MATLAB R2016b, se han construido las simulacio-
nes tanto para el PC compuesto vistas en la Seccién 4.2, como para el proceso
auto-excitado en la Seccién 4.4, asi como para la aplicacion de los resultados
teoricos.

Con el fin de poner de manifiesto la utilidad de los PC y PC compuestos
en la modelizacion de casos reales, los resultados tedricos también se han uti-
lizado sobre datos reales en la Seccion 4.3. En concreto un primer caso sobre

puntos de cambio de tendencia en datos bursétiles expuesto en el epigrafe
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4.3.1, y una segunda aplicacion sobre datos extremos en meteorologia desa-
rrollado en el epigrafe 4.3.2, obteniéndose en ambos casos resultados muy
satisfactorios, tal y como se muestra en los epigrafes dedicados a dichas apli-
caciones, por lo que queda expuesta la gran utilidad del estudio y desarrollo

teorico realizado a lo largo de la presente memoria.
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