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Opcién A
Ejercicio 1 Considera la funcién f definida por
2
3z +4
f(z) = % para = # —1.

(a) [1’5 puntos] Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Sorucion : Apartado (a). Como se trata de una funcién racional, lo més sencillo es hacer la

divisién:
z2 43z +4 2x + 2
-2 -z 5+1
20 +4
—2x =2
+2

Esto significa que la funcién f puede expresarse, para x # —1 como:

22+ 3x+4 T 2 x 1
R )y ()
f(z) % + 2 <2+ torra - Bt T3

Observando esta expresién deducimos que f posee una asintota oblicua a ambos lados, que es

la recta y = 5 + 1 (por lo que no posee asintotas horizontales a ningin lado) y una asintota

vertical en x = —1, siendo:
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. 22 +3x+4 i 2?2 +3x+4
im ———F=-00 m ——=
r——1— 20+ 2 Y z——1t 2z + 2

La funcién f posee AVenx=—-1y AOeny= g + 1.

Apartado (b). Para estudiar su monotonia, determinamos su funcién primera derivada

para x # —1:
() = (2m+3)(2x+2)—(x2+3x—|—4) 2 _ (4$2+1O$+6)—(25L‘2+6x+8)
2% 4+4z -2 2 +22-1
La+1?  2@+1)?

Calculamos los puntos criticos de f estudiando dénde se anula su primera derivada:
flz)=0 & 22420-1=0 & ax¢ {—1+\/§,—1—\f2}.

Estudiamos el signo de la primera derivada de f empleando una tabla como la siguiente, donde
incluimos los puntos criticos de f y los puntos aislados que no estan en el dominio de f (en

concreto, el punto z = —1):

Vil + max - AV - min +

f e e R VS BN R 24

F(=100) > 0, f(~2) = —% <0, f(0)= —% <0, f(100) > 0.

De esta forma, f es estrictamente creciente en ] —00,—1 =2 [ U] —14+2,+0 [ y estricta-
mente decreciente en ] —-1-+2,-1 [U] —1,-1++2 [

La funcion f es estrictamente creciente en ] —00,—1 — /2 [U] 142,400 [
y estrictamente decreciente en ] -1-+v2,—1 [U] —1,-14++2 [

Aunque no se nos pide, con la informacién anterior y las coordenadas de sus extremos

relativos, podemos representar graficamente la funcién f.
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x ‘ f(x) = ‘
~
—1-V2~-2414 | § — V2~ -0.914

—1+V2~0414 | 1 4+V2~1.914 o —

4

C e , . - 1+e*

Ejercicio 2 [2’5 puntos] Sea la funcién f : (0, +00) — R definida por f(z) = ppet Halla la
—e

primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable ¢t = e”).

Sorucién : Dado que e* > 1 cuando = > 0, deducimos que 1 +¢e* > 0y 1 —e® < 0 para cada
x € (0,400), por lo que la funcién f toma tnicamente valores estrictamente negativos en su
dominio. Haciendo el cambio de variable propuesto, ¢ = e*, deducimos que x = Int, por lo que

dr = %. De esta forma:
1 z 1 1 1
/f( )d / +ed / +t d / +1 d
1—e® 1—tt t(1—1)

1+t A B A(l-t)+Bt A+ (B-A)t
t(1—1) F T t(1—t) o t(l—t)

Descomponemos

Por consiguiente, A=1y B— A=1,dedonde A=1y B =2. Asi:

1 1 2
/f(x)dx:/t(l—i__tt)dt:/<t+l_t)dt:1nt]—21n]1—t\+C

=Inle’|-2In|1—-e"|+C =Ine”—2In(e’ 1)+ C
=z —2ln(e"-1)+C.

De esta manera, todas las primitivas de f son de la forma:
F(z)=2—2In(e"-1)+ C.
Determinamos la constante C' para que F' (1) = 1, obteniendo la ecuacién:

1=F(1)=1-2In(e—1)+C,
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de donde C' = 21In (e —1). Asi, la primitiva solicitada es

F(z)=2—-2In(e*—1)+2In(e—1).

Ejercicio 3 [2'56 puntos] Calcula todas las matrices X = ) tales que a +d =1,

a b
c d
. . . 0 -1
tienen determinante 1 y cumplen AX = X A, siendo A = < L0 >
Sorucion : La condicién det X = 1 es equivalente a la ecuacién ad — bc = 1. Por otro lado:
-1 —1
AX — XA o 0 a b _[ @ b 0
1 0 c d c d 1 0
—c —d
4

Tenemos entonces el sistema de ecuaciones:

I
/N
ISR~
|
o 2
N~——
0
——
S 2
I
| &

O

a+d=1,
ad —bc =1,
a=d,

b= —c.

Comoa=dya+d=1, deducimos que a = d = % Por tanto, ad = %. Por otro lado, como

b = —c, de la segunda ecuacién deducimos que

1 1 1 3 3 3
l=ad-be=j - (-ge=3+d & F=1-3=7 « E{\zf\z[}

Si ¢ = v/3/2, entonces b = —/3/2, y si ¢ = —/3/2, entonces b = v/3/2. Por consiguiente, hay

dos posibilidades para la matriz X, que son las siguientes:

L, \/§/ 9 Loy — \/§/ D)
X = o X =
N \/3/ 9 1/2 \/3/ 9 1/2
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1
Ejercicio 4 Considera la recta r = = = ylos planos 7 =2 =0y

my =y = 0.

(a) [1'25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 71 y 5.

(b) [1’25 puntos] Determina la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los

planos m; y mo.

Sorucion : Apartado (a). Un punto de la recta r es A, = (2,2,1) y un posible vector director
deres i, = (—1,3,1). asi, cualquier punto de la recta r es de la forma P, = (2—\,2+3), 1+ \),
donde A € R. Utilizando la férmula

_ |amo + byo + czo + d |

Va2 4+ b2 + 2

para determinar la distancia entre un punto P (xg,yo, z0) y un plano 7 = ax + by + cz +d = 0,

d(P,m)

podemos decir que la distancia del punto P, al plano my =z = 0 es:

[2- A
d(Py,m) = =[2—-A]l,
(Pr,71) 7 | |
v la distancia del punto P, al plano mo =y = 0 es:
|24+ 3)\|
d(Pr,me) = —— =24+ 3)\]|.
(P, 72) il | |
Para que estas cantidades coincidan:
2—A=2+4+3A
d(Prym)=d(P,m) < [2=A|=|243\] < 6

2—XA=—(2+3)\)
& [A=06 A=-2].

Estos valores para A llevan a los puntos

(2= X243\ 1+ Ao =(2,2,1);
(2=XN2+3N1+ Ny =(4,—4,-1).

Los puntos de r que equidistan de 71 y w2 son (2,2,1) y (4, —4,—1).

Apartado (b). Larecta s interseccion de los planos 71 y w9 posee ecuacién s = x = y = 0 por
lo que, obviamente, se trata del eje OZ, cuyos puntos son de la forma @ (0,0, i), siendo u € R,

y cuyo vector director es is = (0,0, 1). Los vectores directores @, = (—1,3,1) y @s = (0,0,1) no
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son ni paralelos (no poseen coordenadas proporcionales) ni perpendiculares (su producto escalar
no es cero). Por consiguientes, las rectas r y s no son ni paralelas ni perpendiculares. Si las rectas
7y s se cortasen en algin punto, existirfa un punto genérico P, = (2 — \,2+ 3\, 1+ \) de la
recta r que verificase, a la vez, las ecuaciones 2 — A =0y 243X = 0. Sin embargo, no existe un
valor de A que cumpla, a la vez, estas dos igualdades, por lo que 7 y s no poseen ningin punto

en comun Yy, por ello, se cruzan en el espacio.

Las rectas r y s se cruzan en el espacio.

Opcién B

Ejercicio 1 Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = (z —a)e”.

(a) [1’25 puntos] Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en x = 0.

(b) [1'25 puntos] Para a = 1, calcula los puntos de inflexién de la grafica de f.

Sorucion : Apartado (a). La funcién f es continua y derivable en R por ser producto de una
funcién polinémica y una funcién exponencial. Su funcién primera derivada, para cada = € R,
es:

ffx)=1-"+(z—a)e" = (x—a+1)e".

Para que f posea un punto critico en x = 0, su funcién primera derivada debe anularse en dicho

punto, y asi:

ff0)=0 & (-a+1)e’=0 & —a4+1=0 < a=1.

Apartado (b). Para a = 1, resulta que f’ (x) = x e”. Por consiguiente, la segunda derivada
de f es, para cada x € R,
ff(x)=1-"4xe" = (z+1)e”.

Teniendo en cuenta que la funcién exponencial nunca se anula (porque siempre es estrictamente

positiva), esta segunda derivada se anula en:
ff(x)=0 & (z+1)e"=0 & z+1=0 & x=-1.

La siguiente tabla nos indica la curvatura de la funcién f sin necesidad de calcular la tercera

derivada de f, y cuando hay un cambio, ahi hay un punto de inflexion:

f// _ PI +
f n -1 u

f// (_2) — _672 < 07 f” (0) =1 > 0
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De esta forma, como f(—1) = —2/e,

-2
la funcién f posee un Unico punto de inflexién, el cual esta situado en <—1, — >
e

Ejercicio 2 Considera las funciones f : (—2,4+00) — R, definida por f(z) = In(z + 2)

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y g : R — R, definida por g(z) = 5 (x —3).

(a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la grafica de f, la grafica de g, la recta
x =1y larecta z = 3. (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos
graficas).

(b) [1'5 puntos] Determina el area del recinto anterior.

SoLucion: Apartado (a). Las funciones f y g son estrictamente crecientes ya que sus primeras
derivadas son estrictamente positivas. Asi, podemos hacer un esbozo del recinto propuesto con

s6lo determinar sendas tablas de valores para f y g alrededor de x =1y x = 3:

| f@ g
1] mi=0 | -2
In2~ 0.693 | —1.5
In3~1.099 | -1
Ind = 1.386 | —0.5
In5~1.609 | 0
In6~1.792 | 0.5 1T 9

In7~ 1946 | 1 e
2+

T = W N~ O

Apartado (b). El drea del recinto anterior puede calcularse como:

3
Az/l (f (2) — g (2)) da.

Por comodidad, determinamos en primer lugar una primitiva de la funcién f mediante integra-

cién por partes:

dx
u=In(x+2) = du= x
/f(x)d:p:/ln(ac+2)dx: T+ 2 :xln(:c+2)/ d
T+ 2
dv = dx = v=z
r+2-2 2
==zl 2)— [ —— =zl 2) — 1——
zln(z +2) / P der =zIn(z +2) /( m+2>dw

=zln(z+2)—z+2ln(z+2)+C=(zx+2)In(z+2)—x+C.
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De esta forma, aplicando la regla de Barrow,

A:/13(f(:r)—g(3:))dx:/13 <ln(x+2)—x;3>d:n

_ <($+2)1n($+2)—x— (ZQ—?)KZ?: ((x+2)ln(x+2)_fi+32: s

r=1

9 3 1 1
= (51n5—4+2> - <31n3—4+2> =5In5—-3In3 -1~ 3.7514.

El area del recintoes 5In5 —3In3 — 1 ~ 3.7514 u.c.s.

Ejercicio 3 [2’5 puntos] Dadas las matrices

2-m 1 2m-—1 x om? — 1
A= 1 m 1 , X=|9y |, B= m ,
m 1 1 2 1

considera el sistema de ecuaciones lineales dado por X‘A = B!, donde X!, B! denotan las
traspuestas. Discutelo segun los distintos valores de m.

Sorucion : Trasponiendo cada término de la ecuacién X'A = B! deducimos que A*X = B. El

determinante de la matriz A? coincide con el de A, y vale:
2—-m 1 2m-1
det (A") = det (4) = 1 m 1 =
m 1 1

[(2—m)m+m+(2m—1)] — [m2(2m71)+1+(27m)]
= [2m—m2—|—m+2m—l]—[2m3—m2—|—1+2—m]

:(—m2+5m—1)—(2m3—m2—m+3)——2m3+6m—4
:—2(m3—3m+2).

Calculamos los valores de m que anulan a este determinante aplicando la regla de Ruffini:

1 0 -3 2
1 11 -2
11 2|0
1 12 det (A") = —2(m® - 3m +2) = —2(z - 1)* (x +2).
A
—2 —2
1] o
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Esto quiere decir que si m € R\ {1, -2}, la matriz A’ posee determinante no nulo, es decir,
invers istem = mpati rmin ue su uni ucioén seri
osee inversa, y el sistema A’X = B es compatible dete ado ya que ca solucién seria

X = (At)_1 B. Discutimos aparte los casos m =1y m = —2.

Si m = 1, aplicamos el proceso de reduccién de Gauss a la matriz ampliada ( A'| B):

1 1 11 1 1 11
1 1 11 0000
11 11 0000

Se observa que la matriz de coeficientes del sistema A’ y la matriz ampliada ( A* | B') tienen

rango 1, y como hay tres incégnitas, el sistema es compatible indeterminado (biparamétrico).

Aplicamos de nuevo el proceso de reduccién de Gauss a la matriz ampliada ( A’ | B) cuando

4 1 -2 7 1 -2 1 =2 1 -2 1 =2 1 -2 1 =2
1 -2 1 =2 4 1 -2 15 0 9 -6 15 0 9 -6 15
-5 1 1 1 -5 1 1 1 0 -9 6 -9 0 0 0 6

Como el rango de la matriz del sistema es 2 y el rango de la matriz ampliada también es 3,
el teorema de Rouché-Frobenius nos garantiza que el sistema es incompatible. Hemos llegado,

pues, a la siguiente clasificacion.

e Sim € R\{1,—2}, el sistema es compatible determinado.

e Sim = —2, el sistema es incompatible.

e Sim =1, el sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio 4 Considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).

(a) [1'25 puntos] Halla el area de dicho triangulo.

(b) [1'25 puntos] Calcula el coseno del angulo en el vértice A.

Sorucion : Apartado (a). El drea del tridngulo de vértices A, By C es:

e R
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Los vectores son

(07_172)7
AC=C—A=(0,2,1) - (1,1,0) = (~1,1,1)
Por consiguiente:

-1 1
2 1

0 -1 0 —1 -3

jﬁ X 1@ = -1 X 1 = 5 1 = -2 1,

2 1 -1
0 -1
-1 1

y el area solicitada es:

1 1 1 V14
A= HﬁxﬁHzi | (=8.-2,—1) | = 5 VO +d+1= = ~ 18708,

V14
El area del tridngulo es 5 ~ 1.8708 u.c.s.

Apartado (b). Aplicando la férmula AB-AC = HEH : Hz@H - COS (4{ (ﬁ, ﬁ)), resulta

que

-  AB-AC (0.-1,2)-(-1,1,1)
cos A = cos (A (@,ﬁ)) = HEH . HﬁH =70 L9 J—LL1

_ —1+42 _ L VIS asse.
VIi+4/1+1+1 15 15

)l

~ /15
cos A= ——.
15
|
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