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Abstract

In this article we present the types of objects and processes undertaken by an ideal
subject in the resolution of a visualization task related to plane symmetries. In the
framework of the ontosemiotic approach to knowledge and mathematical instruction
this is equivalent to elaborating the epistemic configuration associated with the
resolution of that task. This configuration will be used as a reference point to
analyze the cognitive configurations of a sample of 400 pre-service primary
education teachers and to formulate hypotheses about potential semiotic conflicts.
These configurations, epistemic and cognitive, are constructed applying the
categories of primary and secondary objects proposed by the ontosemiotic approach.
The research methodology entails a mix method approach with both qualitative and
quantitative components. The results have shown that the students have difficulties
in applying visualization skills to decompose and recompose figures, as well as in
recognising symmetry as movement in unusual contexts.

Keywords: ontosemiotic approach, configuration, training of teachers, simetry,
visualization
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Resumen

En este articulo se presentan los tipos de objetos y procesos puestos en juego por un
sujeto ideal en la resolucion de una tarea de visualizacion relacionada con las
simetrias en el plano. En el marco del enfoque ontosemidtico esto equivale a
elaborar la configuracion epistémica asociada a la resolucion de dicha tarea. Esta
configuracion se usara como referencia para analizar las configuraciones cognitivas
de una muestra de 400 futuros profesores de Educacion Primaria. La metodologia de
la investigacion tiene un doble componente cualitativo y cuantitativo,
describiéndose como de tipo mixto. Los resultados muestran que estos estudiantes
tienen dificultades en la aplicacion de habilidades de visualizacién para
descomponer y recomponer figuras, asi como en el reconocimiento de la simetria
como movimiento en contextos no habituales. EI marco teérico empleado aporta una
herramienta eficaz que lleva hacia la necesidad de plantear acciones formativas que
inicialmente se dirijan hacia aspectos del conocimiento del contenido del profesor, y
considerar acciones que complementen su formacidn didactica.

Palabras clave: enfoque ontosemiético, configuracién, formacién de maestros,
simetria, visualizacion
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tiene en el aprendizaje matematico en general y, de manera

especial en la geometria, por lo que su evaluacion y desarrollo es

un objetivo de la ensefianza en los distintos niveles educativos
(Gal y Linchevski, 2010; Phillips, Norris, y Macnab, 2010; Presmeg, 2006;
Rivera, 2011). Esta importancia se ve reflejada en las orientaciones
curriculares de varios paises (NCTM, 2000; MEC, 2014) y tendria que
suponer ademas una presencia paralela en la formacién de profesores. A
pesar de ello, el tratamiento de la visualizacion en la formacién del
profesorado no ha sido abordado en profundidad (Ferndndez, 2011,
Debrenti, 2016), al igual que la manera en que la visualizacion interactla
con la didactica de la matematica (Presmeg, 2006).

La mayoria de las investigaciones en Educacion Matematica
relacionadas con la visualizacion y la geometria se centran en el espacio
tridimensional, encontrandose un numero mas reducido de éstas en el
espacio bidimensional (Fernandez, 2011). En particular, el conjunto de
estas investigaciones sobre formacion de maestros de Educacion Primaria,
poblacién objeto de estudio de este trabajo, no es muy amplio ni muy
variado. Se han encontrado trabajos sobre representaciones planas de
objetos tridimensionales (Gaulin, 1985; Malara, 1998); identificacion y
clasificacion de sélidos (Guillén, 2000, 2001); desarrollos planos de
cuerpos tridimensionales (Cohen, 2003); adquisicién de conceptos basicos
de geometria (Gutiérrez y Jaime, 1996; Herskowitz; 1989, Matsuo, 2000); y
sobre el concepto de simetria (Jaime y Gutiérrez, 1989; Son, 2006; Orton,
1987).

Por otra parte, Gutiérrez (1996) y Presmeg (2006) ponen de manifiesto
la necesidad de crear un marco general que unifique el cuerpo de la
visualizacion en Educacion Matematica. Segin Presmeg (2008), el interés
desde este campo por una base tedrica semidtica puede proporcionar un
punto de inicio para interpretar fendmenos de visualizacion matematica en
muchas areas de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y a muchos
niveles.

Considerando lo anterior, el objetivo central de esta investigacion es
mostrar, desde el enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematicos (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007), herramientas
de andlisis que permitan detectar y analizar los posibles conflictos

D iversas investigaciones han resaltado el papel que la visualizacién
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semidticos de los futuros maestros de primaria cuando resuelven una tarea
de visualizacion en el espacio bidimensional.

El trabajo se estructura en cinco secciones. En la primera se presenta el
marco tedrico adoptado en la investigacion, en la segunda se desarrolla la
configuracion epistémica de una tarea propuesta a una muestra de 400
estudiantes del grado de maestro de Educacion Primaria y se formulan las
hipotesis pertinentes sobre conflictos potenciales. A continuacion, se
analizan las configuraciones cognitivas asociadas a esa tarea, para las
cuales se ha tomado la configuracién epistémica como modelo de
referencia. En la cuarta seccién se discuten las hip6tesis formuladas. Para
finalizar, se presentan las conclusiones sobre la investigacion realizada.

Perspectiva de la Visualizacion en el Marco del Enfoque Ontosemiotico

El enfoque ontosemidtico considera que el andlisis de la actividad
matematica, y de los objetos y procesos que intervienen en esta, se centra
en las précticas que realizan las personas implicadas en dicha actividad
(Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). En la visualizacion, este
planteamiento lleva a distinguir entre ‘practicas visuales’ y ‘practicas
analiticas’ (Godino, Cajaraville, Fernandez y Gonzato 2012). Para
distinguir estas practicas es necesario fijar la atencion en los tipos de
objetos que intervienen, los cuales serdn considerados como visuales si
ponen en juego la visualizacién y como analiticos si no la ponen (Arcavi,
2003).

Se consideran, como minimo, dos niveles de objetos visuales que
emergen de la actividad matemaética. En el primer nivel aparecen los objetos
primarios que se observan en un texto matematico: tareas, lenguaje,
conceptos, procedimientos, propiedades y argumentos. Para cada uno de
estos objetos primarios se elabora una tipologia. Las tareas en las que se
pone en juego la visualizacion son aquellas: en las que se comunica
informacién sobre la forma, componentes y estructura de los objetos
espaciales; en las que se comunica la posicion relativa de objetos en el
espacio; en las que se reconoce las invariancias en las formas o en sus
representaciones; y en las que se reconoce y representa la estructura de
sistemas conceptuales.

El lenguaje visual es el medio de comunicacion icénica, indexical y
diagramatica de la forma y de la posicidn relativa de objetos en el espacio,
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0 de representacion de la estructura de sistemas conceptuales (planos,
cuerpos geomeétricos, indicadores de posicion, etc.). Los conceptos, en el
estudio del espacio y la geometria, se diferencian en representaciones
externas (ej. dibujo, imagen, figura) y conceptos figurales (ej. tridngulo,
prisma cuadrangular recto) (Fischbein, 1993). Los procedimientos visuales
gue se consideran son: proyectar, seccionar, rotar, simetrizar, trasladar, y
deslizar cuerpos en el espacio; construir solidos a partir de sus proyecciones
planas y viceversa; transformar representaciones visuales mediante
descomposicién/recomposicion de figuras; y representar relaciones
graficamente. Algunas propiedades que intervienen en la resolucion de
tareas visuales son las propiedades de la conservacion de la forma y tamafio
por movimientos rigidos; propiedades de las diferentes proyecciones; y
propiedades de los propios conceptos visuales. Por ltimo, la elaboracion de
un argumento justificativo de las propiedades y procedimientos requiere la
simple presentacion del objeto material, en el caso de propiedades de
naturaleza empirica. En otro caso, es necesaria la elaboracién de
argumentaciones deductivas basadas en reglas previamente aceptadas.

En el segundo nivel de andlisis aparecen cinco ‘dualidades
contextuales’, que son una tipologia de objetos que surge de las distintas
maneras de ver, hablar y operar sobre los objetos del nivel anterior. Estas
dualidades son: (1) Unitario — Sistémico; (2) Expresién — Contenido; (3)
Ostensivo — No ostensivo; (4) Personal — Institucional; y (5) Extensivo —
Intensivo.

(1) Dualidad Unitario — Sistémico. Esta dualidad estad ligada a los
procesos de reificacion, en el sentido de constitucién de objetos por parte de
un sujeto individual como una totalidad, la cual interviene como tal en
nuevas actividades y procesos, y al proceso inverso de descomposicion de
una entidad sistémica en sus elementos constituyentes. Las imagenes son
vistas como un todo y se opera con ellas como un todo unitario, o bien son
vistas como sistemas formados por partes, y se opera con las partes.

(2) Dualidad Expresion — Contenido. La nocion de representacion es
introducida en el enfoque ontosemi6tico mediante esta dualidad, como un
tipo particular de relacién entre los objetos primarios del modelo. El
antecedente de estas relaciones son usualmente entidades linguisticas, pero
también pueden ser otro tipo de entidades. La expresion puede ser una
imagen, un dibujo, un diagrama, etc., que representa (metaférica o
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iconicamente) un objeto fisico, una figura geométrica, o una estructura
conceptual (contenido). Se trata de comprender una realidad compleja en
términos de otra que la representa y con la que se opera. Esta dualidad da
cuenta del uso metaférico de los objetos visuales para comprender una
realidad abstracta, no ostensiva, en términos de otra realidad ostensiva o
visual.

(3) Dualidad Ostensivo — No ostensivo. El enfoque ontosemidtico
concede un papel esencial a la ostensién en la practica matematica al
postular que cada objeto matematico (abstracto, ideal, general, inmaterial, o
no ostensivo) tiene una faceta ostensiva, es decir, una faceta mostrable
publicamente, visualmente o de otro modo perceptivo. Esta ostension puede
manifestarse a través de inscripciones simbolicas, necesarias para
representar los objetos entendidos como un todo unitario, y poder operar
con ellos en progresivos niveles de generalidad. También puede hacerlo
mediante visualizaciones iconicas o diagramaticas que muestran la
estructura del objeto, entendido de manera sistémica. Lo ostensivo hace
referencia a lo perceptible y lo no ostensivo a lo inmaterial, mental o ideal.
Aqui aparecen las distinciones entre representaciones externas y las
representaciones internas cuya interaccion es fundamental para la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Goldin, 2007).

(4) Dualidad Personal — Institucional. En el enfoque ontosemidtico esta
dualidad interpreta la dialéctica entre cognicién individual y social. Postula
una forma de existencia de los objetos matematicos que se califica de
personal o mental y otra forma de existencia que se considera como
institucional, a la que se le atribuye una naturaleza normativa.

(5) Dualidad Extensivo — Intensivo. Un objeto se dice que es extensivo
si interviene en una préctica matematica como un ejemplo particular, y es
intensivo si interviene como un tipo, clase o generalidad. Estos atributos de
los objetos matematicos son relativos al juego de lenguaje en el que
participan y no son entidades absolutas. Una imagen puede ser usada como
icono de una clase o como un tipo de objeto visual.

Para hacer operativo este andlisis, el enfoque ontosemidtico propone
como herramienta analitica la nocion de configuracion ontosemidtica, en la
doble version epistémica y cognitiva. Llamamos configuracion
ontosemidtica a la red de objetos y procesos que se ponen en juego en la
realizacion de una determinada practica matematica. La Figura 1 nos ofrece
una imagen visual y metaférica de esta nocién tedrica (Godino, Fernandez,
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Gonzato y Wilhelmi, 2013). Con ella se quiere resaltar la complejidad de
los sistemas cognitivos y epistémicos que se ponen en juego en la
construccién y comunicacion del conocimiento matematico.

CONTENIDO PERSONAL

Figura 1. Configuracion de préacticas, objetos y procesos, obtenida de Godino,
Fernandez, Gonzato y Wilhelmi (2013, p.117)

Metodologia

El enfoque metodolégico de la investigacion tiene un componente
cualitativo y cuantitativo, pudiéndose describir como investigacion de tipo
mixto (Hart, Smith, Swars y Smith, 2009). En nuestro caso, el anlisis de
las soluciones de la tarea, tanto en la faceta epistémica (solucién experta de
referencia) como en la faceta cognitiva (soluciones dadas por los
estudiantes), se realiza aplicando las categorias de objetos primarios y
secundarios que propone el enfoque ontosemiotico. Este analisis tiene un
componente interpretativo y contextual. Los tipos de configuraciones
cognitivas que se determinan emergen del andlisis de las préacticas
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operativas y discursivas manifestadas por los sujetos que responden a una
tarea, tratdndose, por tanto, de un analisis cualitativo. Por otra parte, se
evalla el grado de correccion de las respuestas a dicha tarea que, como
variable cuantitativa, se resume y analiza mediante técnicas estadisticas.

La visualizacion sera analizada, en primer lugar, desde el punto de vista
de los objetos primarios que en ella participan, esto es, los tipos de tareas,
elementos linguisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos en los cuales hay visualizacién. En segundo lugar, la
visualizacién sera analizada aplicando las cinco dualidades contextuales,
desde las cuales se pueden considerar los tipos de objetos visuales
previamente identificados.

La visualizacién en matematicas no se reduce a ver, sino que también
conlleva interpretacion, accion y relacion. Con frecuencia las practicas
matematicas y, en consecuencia, las configuraciones de objetos y procesos
asociadas tendran un caracter mixto, visuales-analiticas, y desde el punto de
vista de la progresién del aprendizaje las conversiones entre componentes
visuales y analiticos desempefiaran un papel importante (Godino,
Fernandez, Gonzato y Wilhelmi, 2013).

Descripcion de la Tarea y Muestra

La tarea, objeto de analisis en este estudio, consiste en componer figuras
planas con dos piezas dadas, sin material concreto (ver Figura 2). Se
considera una tarea visual (Godino, Cajaraville, Fernandez y Gonzato,
2012) que exige la construccién y transformacion de imagenes mentales.
Siguiendo a Owens (1992), aquellas operaciones que encarnan acciones de
juntar dos figuras para formar otra se contemplan como procesos de
pensamiento espacial, asi como la imagineria visual usada para representar,
reconocer y/o reproducir una forma o posicion. En esta tarea aparecen
implicadas tres acciones: formar figuras con dos piezas dadas, bajo la
condicion de que dichas piezas sélo se pueden trasladar y girar en el plano;
identificar una figura en diferentes posiciones; e identificar las dos piezas
en las cinco figuras que aparecen en el enunciado.
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Tenemos dos piezas idénticas que podemos
mover, sin levantar de la mesa.

¢Qué figura, de las indicadas abajo, NO podremos formar con estas

WO, B

Figura 1. Tarea componer formas con dos piezas idénticas

En cuanto a las habilidades de visualizacion puestas en juego (Del
Grande, 1990), la habilidad de reconocimiento de las relaciones espaciales
lleva a identificar correctamente las relaciones entre las dos piezas, en cada
una de las figuras (si estan giradas, si son simétricas, etc.). Otra habilidad
implicada es la de conservacion de la percepcion para reconocer que las
piezas mantienen su forma independientemente de haberlas girado.
También es necesaria la habilidad de identificacion visual para reconocer
las dos piezas en cada una de las figuras. La habilidad de rotacién mental
entra en juego cuando se producen imagenes mentales dinamicas, al
intentar conformar las figuras que requiere la tarea, mediante diferentes
movimientos de las dos piezas.

La tarea se ha pasado en el mes de abril de 2015 a una muestra de 400
estudiantes del grado de Maestro de Educacion Primaria, de segundo curso,
en una universidad del norte de Espafia. Estos estudiantes ain no habian
cursado ninguna materia del &rea de didactica de la matematica.

Configuracion Epistémica de la Tarea e Hipdtesis

Desde el enfoque ontosemidtico, el analisis de una tarea se realiza a dos
niveles distintos y complementarios, en el primero se identifican los objetos
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primarios  (lenguaje, conceptos, propiedades, procedimientos Yy
argumentos), lo que podemos describir como un analisis semantico
(Godino, 2002); en el segundo se analizan las cinco dualidades ya
nombradas en la seccion anterior y se presentan las hipétesis sobre
conflictos potenciales.

Primer Nivel de Andlisis: Identificacion de Objetos Primarios

Tabla 1.
Identificacién de objetos primarios

Lenguaje Verbal (términos y expresiones): tener, piezas, idénticas,
mover, figura, formar, giros, traslaciones, simetria axial,
‘sin levantar de la mesa’.
Icénico: dos piezas idénticas. 5 figuras diferentes que se
pueden formar o no con esas dos piezas idéenticas.
Simbdlico: A, B, C, D, E.

Conceptos Previos: lado, angulo (recto, agudo, concavo, convexo),
teselas, figura geométrica plana (céncava, convexa,
regular e irregular), simetrias, giros, traslaciones en el
plano, &rea, y unidad de medida de area.

Emergentes: orientacién de una figura, movimientos
rigidos directos (traslacién y giro) e inversos (simetria).

Propiedades Previas: los movimientos rigidos mantienen las
propiedades métricas de las figuras.
Las simetrias son movimientos inversos (cambian la
orientacion de las figuras).
Las teselas se unen por lados de la misma longitud.
La simetria axial esta asociada a la accion de levantar y
voltear una figura del plano.
Emergente: la figura que no se puede formar sin levantar
una de las piezas dadas es la D.

Procedimientos  Dividir una figura en dos partes congruentes.
Componer y recomponer varias piezas para formar una
figura plana.
Teselacion.
Mover mentalmente, aplicando movimientos de traslacion
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y giro, las dos piezas iniciales para formar cada una de las
figuras.

Argumento

El enunciado afirma que no esta permitido levantar las
piezas de la mesa; es decir, no se permite componer las
figuras con piezas simétricas a las dadas. En cada una de
las figuras se identifican las dos piezas. Una vez
identificadas las piezas se analiza qué movimientos (giros,
traslaciones o simetrias) se aplican a esas piezas para
formar las diferentes figuras. La solucién es la D porque
es la Unica figura que no se puede formar mediante giros
oly traslaciones de las piezas dadas. Es necesario que una
de las piezas sea la simétrica de la otra, por tanto para
construirla se necesita levantarla de la mesa (voltearla).

Segundo Nivel de Analisis: Dualidades e Hipdtesis sobre Conflictos

Potenciales

(1) Dualidad Unitario — Sistémico.

unitario o como un sistema de subpiezas conduce a la primera hipotesis.

Hipdtesis H1: La descomposicién de las piezas en otras mas pequefias
actuando de manera independiente y no como un todo pueden conducir a
soluciones erroneas.

— N\ VAN

 —

Figura 3. Descomposicion de las piezas dadas

Las piezas y las figuras que se
presentan se pueden considerar como objetos unitarios en si mismos, 0 como
sistemas de varias piezas o subpiezas (Figura 3). La construccion de las
figuras con las dos piezas ha de respetar la condicién impuesta en el
enunciado, no se pueden levantar de la mesa. En el caso de considerar cada
pieza dividida en dos subpiezas (tridangulo rectangulo isésceles y cuadrado) o
en tres (dos triangulos rectangulos isésceles y un cuadrado), todas las figuras
podrian formarse sin levantar ninguna de esas subpiezas de la mesa al ser
estas figuras simétricas. Esta doble vision de las piezas como un todo
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(2) Dualidad Expresion — Contenido. La expresion de las dos piezas
dadas mediante la representacion grafica no solo recalca la idea de que las
dos piezas son idénticas sino también de que se encuentran en la misma
posicién, lo cual es fundamental para encontrar la solucién a la tarea. Si
solo se representa una pieza, podria interpretarse que la tarea solicita
encontrar si las figuras estdn o no formadas por dos piezas iguales,
independientemente de su posicion. La expresion ‘mover sin levantar de la
mesa’ evita la palabra simetria, haciendo méas cercana la tarea, y refuerza la
idea de que no se pueden superponer piezas. En la tarea se introduce una
pregunta directa “;Qué figura No podremos formar con estas dos piezas?”
que pone el énfasis en la accion ‘no formar’ lo cual podria centrar la
atencion del estudiante ahi, haciéndole obviar la restriccion previa
“Tenemos dos piezas idénticas que podemos mover, sin levantar de la
mesa”. Esta pregunta lleva a formular la segunda hipdtesis.

Hipdtesis H2: La estructura del enunciado puede hacer que el sujeto
centre su atencion en la pregunta y mas concretamente en el verbo ‘formar’
obviando o olvidando la indicacion previa.

(3) Dualidad Ostensivo — No ostensivo. Las piezas, asi como las
posibles figuras que se pueden formar, vienen dadas de forma ostensiva
mediante una representacién grafica. En la resolucién de la tarea, la
identificacion de las piezas dadas en las figuras se puede hacer de forma
ostensiva, marcandolas por ejemplo con una linea de puntos, o bien de
forma no ostensiva, mentalmente. Sin embargo, los movimientos que se
aplican a las piezas para formar las figuras s6lo se pueden realizar de forma
no ostensiva, mental, al no disponer de las piezas fisicamente para
moverlas. Relacionada con esta dualidad se formulan las dos hipdtesis
siguientes.

Hipotesis H3: Construir las figuras de forma no ostensiva, es decir
mentalmente, puede crear dificultades en los estudiantes y conducir a
errores.

Hipdtesis H4: La realizacion de movimientos (giros, traslaciones,
simetrias) de forma no ostensiva, mentalmente, puede suponer una
dificultad para los estudiantes.

(4) Dualidad Personal — Institucional. La concepcion personal de
simetria axial no parece estar ligada a la expresion ‘levantar de la mesa’,
sino al de un movimiento realizado en el plano; es decir, a una
transformacion isométrica en un contexto escolar. En la faceta institucional
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el concepto de simetria axial esta asociado a una transformacion en el plano
que invierte la orientacién. La realizacion fisica de dicha transformacion
requiere salir del plano, es decir, levantar la figura del plano y darle la
vuelta (Jaime y Gutiérrez, 1989). La falta de conexidn entre la concepcion
personal y la institucional de simetria llevara a formular la quinta hipotesis.
Hipdtesis H5: Podemos conjeturar que la expresion ‘levantar de la mesa’ no
va a ser asociada a una simetria axial.

(5) Dualidad Extensivo —Intensivo. En esta tarea, las piezas dadas son
imagenes que aparecen de forma ostensiva actuando como un ejemplo
particular (extensivo). Se refieren a un hexagono particular con unos
valores métricos (longitudes y angulos) especificos que van a determinar la
construccién de esas figuras. No se refieren a un hexagono en general
(intensivo). Tampoco se solicita ningln tipo de generalizacion de la tarea,
ni referente a la forma de las piezas ni al nimero de ellas. No se formulan
hipotesis en esta dualidad.

Analisis de las Configuraciones Cognitivas Asociadas a la Tarea

Siguiendo el marco del enfoque ontosemiético, las respuestas de los
alumnos a la tarea se categorizan en nueve configuraciones cognitivas. A
continuacion, se describen brevemente cada una de las configuraciones,
aunque no se detallan los dos niveles de analisis (objetos primarios y
dualidades) por falta de espacio. El esquema que se sigue es el de la
configuracion epistémica, mostrado en la seccion anterior.

Configuracion Cognitiva 1 (CC1): Comprobacion exhaustiva ostensiva.
Marcar las dos piezas en cada una de las figuras para comprobar qué
movimientos (giros, traslaciones, simetrias) Illevan a la construcciéon de
dichas figuras. Ver como ejemplo la respuesta del estudiante 8 en la Imagen
1.
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6°. Temos dias pezas idénticas que podemos mover, sen levantar da mesa.

¢Qué figura NON poderemos formar con estas diias pezas? 424 deba ¢

’ Transcripcién:
; : ; = v Descomponer las figuras
% ®< > Ey Iﬁl en las dos piezas que

hay: comprobar si se

pueden hacer sin
levantar las piezas, solo

ng

Describe o procedemento ou estratexia que utilizas para chegar a tiia resposta ‘

, T e e i girandolas.
| il _— Imaginandolo.
: i . La Unica que no se puede
: _‘ formar es la figura D
porgue la pieza (D2) no
“ ; W se consigue girando, sino
Rt ey Sl s i que hay que levantarla
T R del papel y darle la
' o vuelta.
S 7 ) & Yoo d
pl: Ve ‘ N
2 - MR e
® o

Imagen 1. Respuesta del estudiante 8 como ejemplo de CC1

Configuracion Cognitiva 2 (CC2): Comprobacién exhaustiva no
ostensiva. Formar o recubrir las figuras con las piezas mentalmente. No se
realizan marcas sobre las figuras para facilitar los movimientos mentales
realizados. Como muestra la Imagen 2, el estudiante 107 expresa de forma
explicita que lo hace mentalmente, aunque otros los expresaron en las
entrevistas cognitivas.
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WO L o -
A s c ® e Transcripcion:

Dserbe o procedemeris o et g e pars chegar o i et Moviendo mentalmente las
fowudo - walddpade oo frguas  prepolao e | piezas hasta formar las otras
£ subso .

pires s Fye figuras.

Imagen 2. Respuesta del estudiante 107 como ejemplo de CC2

Configuracion Cognitiva 3 (CC3): Comprobacion exhaustiva ostensiva
sin movimientos. Identificar las dos piezas que conforman cada figura. No
se realizan, sin embargo, movimientos (giros, traslaciones, simetrias) con
las piezas. Véase como ejemplo la respuesta del estudiante 45 en la Imagen

3.
% <E|> > Transcripcién:
. o 2;3 Yo pienso que se pueden formar

todas las figuras con las dos
piezas que se ofrecen.

Describe o procedemenio ou esiratexia que utilizas para chegar a tita resposta

€0 pense gue se poden  founnar todas  as

fignos coc alos petas g s= feen. Comprobamos dibujando sobre
Compreoeva debuiando  adoe as figwas y

qee  se  presenion os alos pewas de las figuras que se presentan las

maneitc  gue non Ssbre @space eshe das

dos piezas de manera que no
sobre espacio entre dos.

Imagen 3. Respuesta del estudiante 45 como ejemplo de CC3

Configuracion Cognitiva 4 (CC4): Descomposicion de las piezas.
Descomponer las piezas en unidades mas pequefias y realizar mentalmente
movimientos a las mismas para llegar a la solucién. VVéase como ejemplo la
respuesta del estudiante 365 en la Imagen 4.
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6. Temos dilas pezas idénticas que podemos mover, sen levantar da oZD ZD Transcripcién:
mesa. ;Qué figura NON poderemos formar con estas diias pezas? .
Porque al estar orientados de la

% @@:DE% IIQFI \/ misma manera, sin poder cambiar

han de cambiar de direccion, no

P ity v el g ..,| Ppodemos llegar a esa direccion.
,N“Y.& e wha Esta orientado a con a. Pero no se
- N N & s _J o en .
s Soagiree S AN UAOEE-S y puede formar sin levantar el
o UV DIV PP —e
i et - papel de la mesa.

Imagen 4. Respuesta del estudiante 365 como ejemplo de CC4

Configuracion Cognitiva 5 (CC5): Identificacién de la simetria axial.
Trazar el eje de simetria axial, basandose en la propiedad de cambio de
orientacion de las simetrias. Véase como ejemplo la respuesta del
estudiante 230 en la Imagen 5.

: ]:J> X
Q%D <ﬂ> [’7 FNQJ Transcripcion:

La D, porque es el Gnico que hay

e Y | que opone simétricamente ambas
e ool e e g by e epren s | fjgUras,

. No podemos obtener esta opcion
(espejo) sin levantar la figura de
la mesa. Podemos girarla en el
plano, pero para obtener esta
 opmsicils (ompe?) Sn Gevanbon simetria hemos de girarlo en el
b faxa & o wwa, B v o & ploro, o espacio, lo que no se permite en
By - o e e el enunciado.

 I— _—

Imagen 5. Respuesta del estudiante 230 como ejemplo de CC5

Configuracion Cognitiva 6 (CC6): Discriminacion angular. Discriminar
aquellas figuras que no tienen angulos exteriores rectos, ya que las dos
piezas dadas tienen un angulo recto. Véase como ejemplo la respuesta del
estudiante 19 en la Imagen 6.
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D D
Transcripcion:
D Ogﬁy * Elegi esta porque la forma de la figura
@ B < D E

no es la misma, ya que no forma un
S— angulo recto, mientras que en las

{13 el pig %Yd%m A;;&Fw:}hm;?" demas si, se mantiene el angulo recto
e g © e N ces [ o )

G o e bds s, mookee d eple ek de de la figura.

g

Imagen 6. Respuesta del estudiante 19 como ejemplo de CC6

Configuracion  Cognitiva 7 (CC7): Discriminacion  numérica.
Discriminar aquellas figuras que no tienen 12 lados/vértices, ya que la suma
de los lados/vértices de las dos piezas dadas es 12. VVéase como ejemplo la
respuesta del estudiante 138 en la Imagen 7.

AL Y
[‘ﬁ/ - F o~ -————— Transcripcion:
Rl s el f 6 uérhun(ao die 12) ‘ Cada figura para mover tiene 6
i A Wm@ - vertices (las dos 12)

g ‘ La figura B.

Imagen 7. Respuesta del estudiante 138 como ejemplo de CC7

Configuracion Cognitiva 8 (CC8): Discriminacion visual. Discriminar
aquellas figuras que son convexas, ya que las piezas dadas son concavas.
Véase como ejemplo la respuesta del estudiante 65 en la Imagen 8.
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%O@ﬁ/ﬁ

Denrliea prooionsiom SRS pRHIAR A SIS \ Transcripcion:
T ' La figura B porque ya es una
‘ figura cerrada

|

Imagen 8. Respuesta del estudiante 65 como ejemplo de CC8

Configuracion Cognitiva 9 (CC9): No identificar las piezas en alguna de
las figuras. Discriminar aquellas figuras en las que no se identifican las dos
piezas dadas. Véase como ejemplo la respuesta del estudiante 11 en la
Imagen 9.

A O@y * <] Transcripcion:
. . . ) Fui probando todas las piezas

(visualmente), encajando una por
R prdende dodos an paor Claxtwad) , | UNA (Primero la A, despues B,
:“E‘FL‘W‘A‘; e ’\;‘%;‘r‘j‘tcmﬁ ‘:‘:? luego C...) utilizando las dos
Gpain = o & ¢ o e ®Hee ven o piezas iguales y la B es al Unica
Gqed 4 frmer uhe pete Cunfos), con la que no soy capaz de

formar una pieza (unirlas).

Imagen 9. Respuesta del estudiante 11 como ejemplo de CC9

Andlisis Cuantitativo y Cualitativo de las Configuraciones Cognitivas

En esta seccidn se presentan los andlisis de las configuraciones cognitivas y
los errores asociados a las mismas.

Anadlisis de las Configuraciones Cognitivas

En la Tabla 2 se muestran los porcentajes de las configuraciones cognitivas,
asi como la efectividad de cada una de ellas, para la muestra de 400
estudiantes. Se entiende por efectividad el porcentaje de resultados
correctos de cada configuracion (Gorgorio, 1998), aplicAndose Unicamente
a aquellas susceptibles de producir resultados correctos. En particular se
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identificaron tres elementos determinantes que compartieron algunas
configuraciones cognitivas y que facilitaron o dificultaron la resolucion de
la tarea: el uso de objetos ostensivos, las caracteristicas de las piezas y de
las figuras, y el reconocimiento del concepto de simetria.

Tabla 2.

Porcentaje y efectividad de las configuraciones

Codigo Configuracion % Efectividad %
Ccc1 Comprobacion 17,50 74,29
exhaustiva ostensiva
cc2 Comprobacion 20,25 86,42
exhaustiva no
ostensiva
CC3 Comprobacion 7,50
exhaustiva ostensiva
sin movimientos
CC4 Descomposicion de 3,50 28,57
las piezas
CC5 Identificacion de la 3,00 100
simetria axial
CC6 Discriminacion 2,00
angular
CC7 Discriminacion 2,50
numérica
CC8 Discriminacion 2,00
visual
CC9 No identificar las 21,00
piezas en alguna de
las figuras
No 20,75
contesta
Total 100

El uso de objetos ostensivos (segmentos, rayas, etc.) para marcar las dos
piezas en las figuras es un elemento clave en las configuraciones CC1,
CC3, CC4 y CC9. También en la configuracion CC5, el 75% de los
estudiantes separaron las dos piezas de forma ostensiva. En total un 51,75
% de los estudiantes se apoy0 en este tipo de objetos para resolver la tarea.
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Las caracteristicas de las piezas y de las figuras (n° de angulos/lados
Ivértices, amplitud 4&ngulos, concavidad/convexidad, etc.) fueron
determinantes en las configuraciones CC6, CC7 y CC8 para la resolucion
de la tarea. Respecto a las dos piezas dadas los estudiantes se centraron en
tres caracteristicas: el angulo interior de 45°, el exterior de 90° (4ngulo
céncavo de 270°), y el nimero de lados/vértices, que trataron de identificar
en las figuras. Respecto a las figuras, los estudiantes se fijaron en la
convexidad de la figura B por ser diferente a las demds figuras. Estas
configuraciones no tratan de encontrar, ni ostensiva ni mentalmente, las
piezas en las figuras, sino que se centran en consideraciones visuales o
numeéricas. Esto significa, tal y como sugiere Hershkowitz (1990), que los
estudiantes buscan que las figuras construidas mantengan las mismas
caracteristicas que las piezas dadas.

El concepto de simetria como movimiento rigido s6lo se reconoce en la
configuracion CC5. En esta configuracion los estudiantes describen la
figura D como simétrica mientras que en las demas configuraciones no se
reconoce dicha caracteristica. En algunos casos los estudiantes no
mencionan de manera explicita las propiedades geométricas de la simetria,
pero su razonamiento es coherente con dichas propiedades. Estos resultados
concuerdan con los de Battista (2007). Cabe destacar que, aunque las
configuraciones CC1 y CC2 se prestan al reconocimiento de la simetria, los
estudiantes no llegan a manifestar dicho concepto bajo estas
configuraciones.

Errores Asociados a las Configuraciones Cognitivas

Se detectaron tres tipos de errores en el analisis de las respuestas: (1)
situacionales, (2) procedimentales y (3) conceptuales (Fernandez, 2011).

(1) El unico error situacional (1S) se genero al obviar la condicion del
enunciado “mover, sin levantar de la mesa” que implica un movimiento
rigido. Obviar esta condicion supuso que los estudiantes se centraran en
identificar las dos piezas en todas las figuras, independientemente del
movimiento que permite formarlas. Este planteamiento lleva a considerar
que todas las opciones de respuesta son correctas, pues se podrian formar
todas las figuras con las piezas dadas. Las configuraciones CC3, CC6, CC7,
CC8 y CC9, que representan el 35% de la muestra, estan asociadas a este
error.



270 Blanco, Godino & Diego-Mantecén— Configuraciones en tareas 2D

(2) Los errores procedimentales que aparecen en este item son tres y
estan relacionados con la descomposicion de las figuras. El primer error
(1P) consiste en descomponer las figuras en dos piezas que no son
congruentes con las dadas. El segundo error (2P) se produce al no
identificar las dos piezas en la figura, lo que pone de manifiesto que la
habilidad de identificacion visual esta parcialmente desarrollada. Este error
esta asociado a la configuracion CC9 e implica, en la mayoria de los casos,
gue el movimiento que lleva a construir la figura es secundario para el
estudiante. En la Tabla 3 se muestra la frecuencia de este error para cada
una de las figuras.

Tabla 3.
Frecuencia y porcentaje del error procedimental (2P)

Frecuencia Porcentaje

Figura A 23 27,38
Figura B 41 48,81
Figura D 11 13,10
Figura E 8 9,52
ByD 1 1,19
Total 84 100

El alto porcentaje asociado a la figura B (48,81%) se debe a su caracter
convexo, al unir tres lados homologos de las piezas en vez de uno, lo que
dificulta la visualizacion de estas. La frecuencia de error en la figura A se
debe al efecto dptico (ligero estrechamiento) que se genera al unir las piezas
que la forman, provocando la percepcion de dos piezas no iguales a las
dadas (ver Figura 4). Esta situacion pone de manifiesto que la habilidad de
conservacion de la percepcion no esta desarrollada completamente (Del
Grande, 1987, 1990), dos piezas no pueden perder sus propiedades métricas
al unirse.

A
Figura 4. Efecto visual del estrechamiento de la figura A
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El tercer error (3P) procedimental aparece al subdividir las piezas dadas
y recolocarlas para formar las figuras. Por un lado, al subdividir las piezas
en tridngulos y cuadrados aparecen mas posibilidades para formar las
figuras, pero alguna de esas posibilidades hacen que se pierda la estructura
unitaria de las piezas dadas (Figura 5). Por otro lado, los cuadrados y los
triangulos isosceles rectangulos que se obtienen de la subdivisién son
figuras simétricas, mientras que las piezas originales no lo son. Esa
caracteristica no fue tenida en cuenta por algunos de los estudiantes a la
hora de realizar los movimientos (giros, traslaciones o simetrias) para
formar las figuras con las nuevas subpiezas. Este error estd asociado a la
configuracion CC4. Los resultados muestran que el 57,14% de las
respuestas que corresponden a dicha configuracién pierden la estructura
unitaria de la pieza y el 14,29% no han tenido en cuenta los movimientos.

Figura 5. Pérdida de la estructura unitaria de las piezas

(3) Se detectaron tres errores conceptuales. El primero (1C), descartar la
figura B convexa por su diferencia con las demas figuras que son céncavas,
esta derivado de la fuerza que tiene la percepcion visual. EI alumno no hace
ningln intento por analizar las caracteristicas de la figura, y la descarta
Unicamente por la percepcion visual. La figura B no mantiene las
caracteristicas morfologicas (dngulos interiores de 45° y &ngulos exteriores
de 90°) de las piezas con las que se ha de formar. Por otra parte, tampoco
mantiene las mismas caracteristicas morfoldgicas que el resto de las figuras.
Este error estd asociado a la configuracion CC8. El segundo error
conceptual (2C) consistié en asociar la propiedad de inversion de las
simetrias a un giro; un error documentado anteriormente por Gutiérrez y
Jaime (1996). Este error aparece en la configuracion CC4. El tercer error
conceptual (3C) hace referencia a debilidades métricas; los estudiantes no
comprenden que al unir las dos piezas dadas se puedan perder lados,
vertices y modificarse la amplitud de los &ngulos variando la apariencia de
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la figura que se forma sin perder el area. En este caso, se pone de
manifiesto de forma implicita la idea errénea de que a igual area igual
perimetro. A diferencia con el primer error, en este tercer error los
estudiantes descartan la figura B por la discordancia entre el nimero de
elementos de la figura con el de las piezas dadas, y no por su percepcion
visual. Este error es asociado a las configuraciones CC6 y CC7.

En resumen, todos los estudiantes que siguieron las configuraciones
CC1, CC2, CC3, CC4, CC5 y CC7, en concreto el 49,75% de la muestra,
fueron capaces de descomponer todas las figuras en las dos piezas dadas.
Los estudiantes que siguieron la configuracion CC9, el 21%, no fueron
capaces de identificar las dos piezas en al menos una de las figuras. Los
estudiantes de las configuraciones CC6, y CC8, el 4%, no ofrecen ninguna
conclusion al respecto ya que estas configuraciones no se basan en la
composicion recomposicion de las figuras. Aunque la mitad de los
estudiantes fueron capaces de descomponer todas las figuras en las dos
piezas dadas, solo un 34,5% lleg6 a la solucién correcta. Este dato indica
una gran deficiencia al reconocer y trabajar los movimientos requeridos en
la tarea, y corrobora el trabajo de Brown y Wheatly (1997) quienes
sostienen que descomponer/recombinar y realizar transformaciones
geométricas son componentes independientes de la visualizacion. De todas
las configuraciones que tuvieron en cuentan los movimientos solo una de
ellas, la CC5, tuvo un 100% de efectividad. Las configuraciones CC1 y
CC4 deberian haber proporcionado resultados similares en cuanto a
efectividad, sin embargo la CC4 tuvo un porcentaje mas bajo debido al
tercer error procedimental, subdivision de las piezas dadas en subpiezas
simétricas, explicado anteriormente.

Discusion sobre las Hip6tesis Formuladas

A continuacion, se discutird sobre las hipdtesis formuladas en la
configuracion epistémica de la tarea dada.

Hip6tesis H1: La descomposicién de las piezas en otras mas pequefias
actuando de manera independiente y no como un todo pueden conducir a
soluciones erroneas.

La configuracion CC4 supone la descomposicion ostensiva de las piezas
dadas en otras méas pequefias. Esas nuevas piezas son cuadrados vy
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triangulos isosceles rectangulos que aportan informacion que facilita la
visualizacion de la descomposicion de las figuras. Se muestran dos
descomposiciones diferentes que surgen del andlisis de las respuestas de los
alumnos (Figura 3). La efectividad de esta configuracion sélo alcanza el
28,57 % debido a que los movimientos se aplican a las subpiezas y no a las
piezas, sin tener en cuenta una caracteristica determinante para la
resolucion de la tarea: que las subpiezas son simétricas y las piezas no.

Hipdtesis H2: La estructura del enunciado puede hacer que el sujeto
centre su atencién en la pregunta y mas concretamente en el verbo ‘formar’
obviando o olvidando la indicacién previa.

El andlisis indicé que un 33% de los estudiantes no considera la parte
del enunciado que impone una restriccion al movimiento de las piezas. Ese
porcentaje incluye a aquellos estudiantes que eligen, como solucion, aquella
figura en la que no identifican las dos piezas dadas (error 2P); a aquellos
gue identifican las piezas en todas las figuras y dan como solucién todas las
figuras (error 1S) y, por ultimo, a los que descartan la figura convexa por su
disparidad con las demas (error 1C). Todos ellos se centran Unicamente en
la accion de componer las figuras con las dos piezas o en encontrar las dos
piezas en las figuras dadas.

Hipdtesis H3: Construir las figuras de forma no ostensiva, es decir
mentalmente, puede crear dificultades en los estudiantes y conducir a
errores.

El hecho de no hacer ostensivas las particiones condujo al 27,25% de los
estudiantes a errores. El 21% de ellos no fueron capaces de identificar las
dos piezas en, al menos, una figura (error 2P). El 4% descarta la figura
convexa por su disparidad con el resto y por ser la que requiere mayor
dificultad visual para percibir las dos piezas que la conforman (error 1C). El
2,25% realiza una descomposicion en la que las partes no son congruentes
con las piezas dadas (error 1P).

Hipdtesis H4: La realizacion de movimientos (giros, traslaciones,
simetrias) de forma no ostensiva, mentalmente, puede suponer una
dificultad para los estudiantes.

Solo un 37,75% siguieron configuraciones que involucran movimientos.
Estas configuraciones fueron la CC1 y la CC2. Ademas, el 25,71% de los
estudiantes de la CC1 y el 13,58 de la CC2 no fueron capaces de reconocer
el tipo de movimiento (giro, traslacién o simetria) necesario para formar
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algunas de las figuras con las piezas dadas. Esto representa la dificultad de
hacer movimientos cuando no se dispone de las piezas fisicamente.

Hip6tesis H5: Podemos conjeturar que la expresion ‘levantar de la mesa’
Nno va a ser asociada a una simetria axial.

Solo el 3% de los estudiantes relaciono la expresion ‘levantar de la
mesa’ con el concepto simetria axial. Esto fue corroborado en las
entrevistas cognitivas, cuando se les pregunto a los estudiantes sobre el tipo
de movimientos que realizaban.

Conclusiones

En este trabajo se ha utilizado la nocién tedrica del enfogue ontosemidtico
de ‘configuracion cognitiva’, en su version epistémica y cognitiva, para
analizar una tarea de visualizacion relacionada con las simetrias en el plano.
La configuracion epistémica y las cognitivas se han construido atendiendo a
dos niveles de andlisis que propone el enfoque ontosemidtico: los objetos
primarios (tarea, lenguaje, conceptos, procedimientos, propiedades y
argumentos) y las dualidades (Unitario — Sistémico; Expresion -
Contenido; Ostensivo — No ostensivo; Personal — Institucional; Extensivo —
Intensivo).

Se han detallado los dos niveles de andlisis en la configuracion
epistémica, lo que ha permitido formular cinco hipétesis sobre conflictos
semidticos potenciales. Esta configuracion sirvi6 de referencia para analizar
las configuraciones cognitivas de 400 estudiantes del grado de maestro en
Educacién Primaria. El andlisis cualitativo de las configuraciones
cognitivas permitié categorizarlas en nueve diferentes. Dicho analisis
también identificoé tres elementos que han compartido diferentes
configuraciones y que facilitaron o dificultaron la resolucion de la tarea: el
uso de objetos ostensivos, las caracteristicas morfoldgicas de las piezas y de
las figuras y el reconocimiento del concepto de simetria. Ademas, se han
detectado tres tipos de errores asociados a diversas configuraciones
cognitivas: situacionales, procedimentales y conceptuales.

La discusion sobre las cinco hipétesis formuladas pone de manifiesto
que se cumplen. Asi, la descomposicién de las piezas en otras mas
pequefas (subpiezas), aunque facilita la identificacion de las piezas en las
figuras, conduce a soluciones erroneas; la estructura del enunciado de la
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tarea, poniendo el énfasis en la accion de la pregunta directa (‘no formar’),
hizo que muchos estudiantes se centraran Unicamente en formar las figuras
y obviaran analizar los movimientos que las forman; identificar las piezas
en las figuras y realizar los movimientos de forma ostensiva condujo a los
estudiantes a no resolver la tarea con éxito; y, por ultimo, el significado
personal de la accion ‘levantar de la mesa y voltear’, en la mayoria de los
estudiantes, no incluye el concepto de simetria.

Los resultados del analisis cuantitativo y cualitativo muestran grandes
deficiencias en estos estudiantes en el conocimiento comun del contenido
(Hill, Ball y Schilling, 2008), tanto en conceptos como en propiedades y
procedimientos de la geometria escolar bésica. Estos estudiantes tienen
dificultades en el reconocimiento de la simetria como movimiento en
contextos no habituales; y también en la aplicacién de habilidades de
visualizacién para identificar, descomponer y recomponer figuras. Esto
lleva hacia la necesidad de plantear acciones formativas que inicialmente se
dirijan hacia esos aspectos del conocimiento del profesor y considerar
después acciones que complementen su formacion didactica.

El marco tedrico empleado aporta una herramienta eficaz que ha
permitido que afloren los objetos y procesos matematicos puestos en juego
en la tarea matematica llevada a cabo, tanto desde el punto de vista
institucional (configuracién epistémica) como personal (configuraciones
cognitivas). El analisis epistémico ha llevado a formular una serie de
hip6tesis que se han corroborado al analizar las diversas configuraciones
cognitivas de los futuros profesores de Educacién Primaria.
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