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1. INTRODUCCIÓN
(INTRODUCTION)

En este capítulo se diserta acerca del problema de la predicción de series tempo-
rales y la aplicación de los denominados métodos inteligentes para aproximación
funcional, centrándose en las familias de las Redes Neuronales Artificiales (ANN)
y los métodos kernel. Las ANN están inspiradas en las redes neuronales biológi-
cas, mientras que los métodos kernels pertenecen a la rama de Aprendizaje de
Máquinas de la Inteligencia Artificial. A pesar de sus distintos orígenes, ANN y
métodos kernels están muy relacionadas, y en este capítulo se hablará de dicha
relación.

This chapter discusses the time series prediction problem and the application of

the so-called intelligent methods for functional approximation, focusing in Artifi-

cial Neural Networks (ANN) paradigm and Kernel Methods. ANN are inspired by

biological neural networks, whereas Kernel methods belong to Machine Learning

branch of Artificial Intelligence Methods. Despite their different origins, ANN and

Kernel Methods are very related, discussing in this Chapter this relation.
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1.1. Aproximación funcional y predicción de series temporales

La aproximación funcional es un tipo de aprendizaje supervisado en el que se
pretende crear un modelo para una función f (x) desconocida de la cual tenemos
una serie de muestras (x1,y1), · · · ,(xN ,yN) de la misma. El modelado de series
temporales es un tipo de aproximación funcional en la que la función a modelar
varía en el tiempo y= f (t). De esta función tenemos en la versión más simple del
problema (sin variables exógenas) unas muestras y1, · · · ,yt , · · · ,yN y el objetivo es
predecir futuros valores de la función. La predicción de series temporales es un
campo de gran importancia científica y económica, pero de una gran dificultad,
que aumenta conforme la predicción es a mayor distancia en el futuro.

La teoría de modelos lineales para predicción de series temporales está bien
especificadas [Box and Jenkins, 1976], pero su campo de aplicación está limitado
a series temporales con dependencias lineales entre las muestras o aquellas series
que puedan ser transformadas para cumplir con dicho requisito. La inmensa ma-
yoría de las series temporales en la práctica (industriales, económicas, naturales,
etc) son altamente no lineales, y para modelarlas se recurren a modelos de aproxi-
mación funcional generales como Redes Neuronales Artificiales [Balkin and Ord,
2000; Coulibaly et al., 2001; Teräsvirta et al., 2006; Alves da Silva et al., 2008;
Shiblee et al., 2009] y en particular de éstas las Funciones de Base Radial [Rojas
et al., 2000d; Rojas et al., 2000a], métodos de Aprendizaje de Máquina [Van Ges-
tel et al., 2001; Xu, 2005; Zhou et al., 2008; Misra et al., 2009; Sapankevych and
Sankar, 2009] e hibridaciones de estas y otras técnicas [Jang, 1993; Hsieh and
Tang, 1998; Jursa and Rohrig, 2008; Zhang, 2003]. En todo caso, hay que empe-
zar analizando la serie para deducir cómo se relacionan entre sí las muestras, de
forma que se pueda obtener a partir de las muestras y1, · · · ,yt , · · · ,yN una serie de
vectores de entrada/salida que puedan ser utilizados por las técnicas de aproxima-
ción funcional convencionales, definiendo el valor futuro que se desea predecir:
el horizonte de predicción. Por ejemplo, si se desea conocer el valor de la series
para un muestra en el futuro, y se deduce que hay una fuerte dependencia del valor
de la serie en t con su valor 2 muestras antes se obtendría el conjunto de vecto-
res (y1,y3),(y2,y4),(y3,y5), · · · ,(yt−2,yt), · · · ,(yN−2,yN). Con los datos ya listos
para ser utilizados por un método de aproximación funcional, se entrena el mode-
lo como con cualquier otro problema de aproximación funcional. Donde varía la
aplicación del método es a la hora de la predicción, si se desea un modelo para los
50 futuros valores de una serie, existen 2 alternativas básicas:

1. Predicción directa: crear un modelo para cada horizonte de predicción, lo cual
supone en este caso entrenar 50 modelos.

2. Predicción recursiva: crear un modelo para cada el horizonte de predicción
t+1, e ir aplicando recursivamente el modelo para predecir los 50 requeridos.
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Ambas alternativas tienen sus problemas. En el caso de la predicción directa el
coste computacional se dispara con el número de horizontes que se desee predecir
y no se obtiene realmente un modelo para la función. En cambio con la predicción
recursiva el problema es la propagación y acumulación del error en la predicción
conforme se avanza en el tiempo, ya que se utilizan las predicciones del modelo
para un tiempo como entrada para predecir las siguientes. Para predicción a largo
plazo, se suele utilizar más la predicción recursiva.

Dejando de lado el método de predicción, la mayor parte del problema de
modelado se centra en encontrar los valores anteriores que deben de usarse para
crear los vectores de entrada salida: los regresores. En el caso de las series li-
neales, aunque no se creen vectores de entrada/salida, hay un método estadístico
establecido de análisis que guía la selección de los mismos. Pero para series no
lineales, no hay una métodología claramente vencedora, aunque existen criterios
que se pueden aplicar para elegirlos, como la estimación de la Información Mutua
[Kraskov et al., 2004; B.V. Bonnlander and A.S. Weigend, 2004; Ji et al., 2005] o
la varianza del error de salida [Sorjamaa et al., 2005; Lendasse et al., 2006; Jones
et al., 2007]. Unas características muy importantes de las series temporales son su
estacionaridad (es decir, el que sus parámetros estadísticos, especialmente media
y varianza, no dependan del tiempo) y estacionalidad (es decir, que la serie varíe
regularmente en el tiempo), que se pueden intentar hallar de varias maneras: ins-
pección visual, métodos estadísticos, etc. (ver [Dutilleul, 2001], [Vlachos et al.,
2005] y [Ahdesmäki et al., 2005] para algunos ejemplos de la literatura sobre el
tema).

1.2. Los métodos inteligentes para regresión

Si nos vamos a lo fundamental de un sistema inteligente que aprende una
función a partir de muestras de la misma, se concluye que hay una serie de supo-
siciones en que se basan el funcionamiento de todos:

1. Un problema viene descrito por un conjunto de datos separado en entradas y
salidas. Las entradas son una descripción suficiente y veraz del punto concreto
del espacio de entrada del cual dar una medida (esto último no es normalmente
garantizable, y da lugar al importantísimo problema de la selección de caracte-
rísticas). Es muy común suponer que los datos disponibles son independientes
y están idénticamente distribuidos en el espacio de entrada (estas suposiciones
no son válidas en el caso de las series temporales).

2. Dadas 2 vectores de entrada, cuanto más similares son más similares serán sus
salidas.

3. Los datos del problema pueden contener errores, tanto en las entradas como
en las salidas, pero siempre habrá mayor proporción de datos sin error o con
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un error acotado (es decir, hay pocos outliers). Para aproximación funcional,
el concepto de error en la salida no es discreto (es decir, no hay datos “erró-
neos“ sino con mayor o menor error), y se suele suponer que el error en la
salida es una función aditiva que sigue una distribución gaussiana de media 0 y
con una determinada varianza σ2

e , ya que de todas formas se puede normalizar
adecuadamente los datos para ello.

Claramente, el concepto clave es que se debe de poder dar una medida de si-
militud entre los puntos de entrada. Los problemas de clasificación y regresión (o
aproximación funcional) se pueden ver cada cual como caso particular del otro,
pero se han mantenido separado. Un motivo básico es la diferencia en las medidas
de error de los modelos para ambos tipos: en los problemas de clasificación las
medidas de error son discretas (suele utilizarse el porcentaje de acierto de clasifi-
cación de ejemplos) mientras que en los de regresión en cambio son funciones de
rango continuo. Otra gran diferencia es el concepto de distancia entre las salidas,
es decir, la clase 1 no tiene por que estar a priori más cercana a la clase 2 o la 3,
pero en cambio cláramente en regresión se prefiere una predicción de 2 si el valor
real es 1. Ambos factores además afectan decisivamente el concepto o medida de
generalización de los modelos, que es muy diferente según el tipo de problema.

Los métodos inteligentes están basados en analogías de procesos del mun-
do real, inspirados en procesos biológicos, como las Redes Neuronales Artificia-
les [Haykin, 1994], Algoritmos Genéticos [De Jong, 1985; Michalewicz et al.,
1990], algoritmos basado en Sistema Inmune [Farmer et al., 1986; Hunt and Co-
oke, 1996], etc. Se han logrado grandes éxitos en este campo, especialmente con
las Redes Neuronales Artificiales. Los 2 ejemplos importantes de las mismas son
los modelos de Perceptrón Multicapa (MLP) y las Redes de Funciones de Base
Radial (RBFNN). Estos modelos así como sus métodos y algoritmos asociados de
aprendizaje, se han desarrollado sobre todo en base a prueba y error, deduciendo
las bases formales a posteriori. En cambio, el Aprendizaje de Máquina comprende
métodos que se basan en teoría matemática. Como ejemplos representativos tene-
mos los métodos kernels, y dentro de ellos las Máquinas de Vectores de Soporte
(SVM). La sólida base teórica de estos métodos, y el enorme éxito de las SVM
para clasificación han convertido a los métodos kernels en un tema de interés para
la investigación. Algunos autores, como [Neal, 1996], han proclamado incluso el
fin de las redes neuronales al demostrarse ser estos métodos unas generalizaciones
de las mismas MLP y RBFNN. Ahora bien, es una declaración exagerada que no
ha venido avalada por la práctica en el caso de los métodos kernels aplicados a
regresión. Así, los modelos de más éxito son diferentes en cada caso:

1. Para problemas de clasificación las ANN han obtenido excelentes resultados
con diversos modelos y particularmente tanto con MLP como con RBFNN.
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Pero actualmente los modelos estado del arte para clasificación son las SVM
(de Aprendizaje de Máquina), ya que superan con creces el rendimiento de los
demás modelos.

2. Para problemas de regresión las RBFNN son ampliamente aplicadas y que
se han estudiado tratando de mejorarlas desde hace años. En Aprendizaje de
Máquina, las técnicas de Regresión con Procesos Gaussianos y Máquinas de
Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados, Least Square Support Vector Ma-
chines (LSSVM), una variante de SVM, no acaban de imponerse a pesar de sus
excelentes precisiones.

1.3. Redes Neuronales Artificiales vs métodos kernel

En las Redes Neuronales Artificiales, las neuronas funcionan como unidades
que miden la similitud entre las entradas y calculan una función de salida. Cen-
trándonos en los métodos kernels, la función de kernel es una función de similitud,
y la salida para un punto es calculada por combinación de las salidas de los puntos
de entrenamiento, ponderada por la similitud del punto de entrada a los puntos de
entrenamiento y, normalmente, un factor de importancia asociado a cada uno (ver
los multiplicadores de Lagrange en la formulación de SVM y LSSVM). Esto lleva
a algo bien conocido: si se observa un MLP y una RBFNN con un centro por punto
de entrenamiento y un SVM con kernel lineal y un LSSVM con kernel Gaussiano,
los modelos son matemáticamente idénticos (ver formulación en el capítulo 2). En
el caso de RBFNN, este límite de un centro por punto de entrenamiento es equiva-
lente, además, a usar infinitas neuronas, lo que llevó a la demostración de [Neal,
1996] y su afirmación de que las ANN estaban superadas.

Ahora bien, no se afirma aquí que el trabajo con métodos kernels es redun-
dante, ni mucho menos. En el caso de modelos SVM para clasificación (SVC),
sus características los hacen ahora mismo los mejores modelos existentes. Son los
mejores por rendimiento (computacional, precisión y generalización), tener un al-
goritmo de aprendizaje bien fundamentado e independiente del kernel y especial-
mente (por lo que es el talón de Aquiles de los métodos kernels para regresión): los
modelos resultantes son dispersos, es decir, tras el entrenamiento se descarta parte
de los puntos de entrada. Si observamos las SVM para clasificación como unas
ANN, cosa que hemos visto que podemos, resulta que tenemos redes de una capa
de neuronas cuyo entrenamiento obtiene un máximo compromiso entre generali-
zación y precisión (controlado por un factor de regularización) y además con el
mínimo número de neuronas posible para cualquier tipo de función de activación
de neurona (kernel). Los algoritmos de aprendizaje de ANN para clasificación
muchas veces son específicos a la función de transferencia, y la obtención del mí-
nimo número de neuronas a la vez de conservar resultados óptimos es algo que
no está garantizado, además de ser muy pesado computacionalmente [Chen et al.,
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1992; Musavi et al., 1992; Branke, 1995; Coulibaly et al., 2000; Guillén et al.,
2005]. Es decir, ahora mismo, las SVC han superado completamente las ANN
de una sóla capa con función de transferencia común para todas las neuronas y
neurona de salida con combinación lineal.

Ya se ha nombrado que los métodos kernels para regresión más comunes
(SVM para regresión (SVR), LSSVM y Procesos Gaussianos) tienen una grave
problema: la falta de dispersión de los modelos, es decir, todo modelo incluye
todos los puntos de entrenamiento. Esto se ha tratado de remediar extendiendo
el algoritmo de aprendizaje con métodos de poda tanto dentro como a posteriori
del aprendizaje, pero, desgraciadamente, esto añade un gran coste computacional
al aprendizaje. Esto es especialmente grave, y lleva al otro problema común de
todos los métodos kernels: el crecimiento del coste de aprendizaje con el número
de datos de entrenamiento.

Otro grave problema es que, salvo en caso de Procesos Gaussianos, los algo-
ritmos de aprendizaje están definidos para obtener parámetros lineales (LSSVM)
o de un problema convexo (SVM) de los modelos, suponiendo fijados los paráme-
tros no lineales de los mismos (usualmente, factor de regularización y parámetros
del kernel). Si hay que optimizar los parámetros no lineales, el entrenamiento de
un modelo se vuelve mucho más complejo y costoso, implicando un problema de
optimización global (en [Suykens et al., 2002], se ve como se puede abordar por
niveles la optimización, pero sigue siendo muy costoso). Los modelos de clasi-
ficación suelen ser mucho menos sensibles a los parámetros no lineales que los
de regresión, lo que supone otro problema añadido a los métodos kernels para
regresión.

En resumen, aunque para clasificación los métodos kernels tienen un modelo
estado del arte no superado hasta el momento, SVC, para regresión en cambio no
acaban de imponerse porque, si nos centramos en el caso más común, es decir
un modelo SVR o LSSVM con kernel Gaussiano o RBF, son equivalentes a las
RBFNN, especialmente si a posteriori se aplica la poda [de Kruif and de Vries,
2003; Zeng and wen Chen, 2005]. Ahora bien, hay un elemento de ventaja para los
mismos: las excelentes precisiones obtenidas sin duda y el factor de regularización
que adecuadamente fijado garantiza buena propiedades de generalización.

Como último apunte, hay que decir que aunque los métodos kernels son ge-
neralizaciones de algunas ANN, las ANN en sí son mucho más generales que los
métodos kernels. La definición de los modelos de las ANN es más flexible al no
estar supeditadas sus estructuras ninguna base formal demasiado rígida, lo que en
ocasiones las hace mucho más deseables.
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1.4. Estructura de la memoria

En este, el Capítulo 1, se ha realizado una breve introducción sobre los pro-
blemas de regresión con métodos inteligentes (concretamente con las redes neu-
ronales artificiales y los métodos kernels).

Capítulo 2: expone los fundamentos de los temas estudiados en esta memoria.

Capítulo 3: presenta un estudio acerca del entrenamiento del método kernel de
Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados (Least Square Sup-
port Vector Machines, LSSVM) para regresión centrándose en obtener métodos
que mejoran de su eficiencia y la precisión del resultado.

Capítulo 4: presenta KWKNN (Kernel Weighted K-Nearest Neighbours), un nue-
vo (creado por el autor) método kernel para regresión, describiendo sus carac-
terísticas y ventajas frente a otros métodos kernels más clásicos. También se
expone una versión del KWKNN que hace uso de programación paralela pa-
ra afrontar conjuntos de datos de gran tamaño, usualmente no abordables con
otros métodos kernels, y otra implementada sobre GPU cuyo beneficio es un
incremento de velocidad notable.

Capítulo 5: aborda un novedoso estudio para obtención de kernels específicos pa-
ra series temporales mediante dos enfoques: uno basado en el estudio de las
propiedades de los datos con asistencia de un experto y otro basado en Pro-
gramación Genética que no requiere conocimiento previo acerca del problema
que se modela.

Capítulo 6: muestra dos librerías creadas específicamente con el objetivo de pro-
veer acceso a dos plataformas paralelas distintas (cluster de computadores y
unidades de procesamiento gráfico) desde Matlab.

Capítulo 7: se exponen las principales conclusiones de esta memoria, así como la
enumeración de las aportaciones realizadas.

Capítulo 8: se enumeran las publicaciones derivadas de este trabajo.
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1.5. Functional Approximation and time series prediction

The functional approximation is a kind of supervised learning problem where
the main goal is to create a model for an unknown function f (x) from a set of its
samples (x1,y1), · · · ,(xN ,yN). The time series prediction is a subtype of functio-
nal approximation where the function to be modeled depends mainly upon time
y = f (t). Of this function we have, in the simplest version of the problem (wit-
hout exogenous variables), we have a series of samples y1, · · · ,yt , · · · ,yN , and the
objective is to predict the next values. The time series prediction has a great scien-
tific and economic importance, but also presents lot of issues, than become more
difficult larger the prediction is further in the future.

The theory of linear models for time series prediction is well specified [Box
and Jenkins, 1976], but its field of application is limited to time series with li-
near dependencies between their samples or those series that can be transformed
to fulfill this requirement. The most of the time series (in industry, economics,
nature, etc) are highly non linear, and to model them general functional approxi-
mation methods are used, like Artificial Neural Networks[Balkin and Ord, 2000;
Coulibaly et al., 2001; Teräsvirta et al., 2006; Alves da Silva et al., 2008; Shi-
blee et al., 2009] and particularly Radial Basis Functions [Rojas et al., 2000d;
Rojas et al., 2000a], Machine Learning Methods [Van Gestel et al., 2001; Xu,
2005; Zhou et al., 2008; Misra et al., 2009; Sapankevych and Sankar, 2009] and
hybridizations of theses and other techniques[Jang, 1993; Hsieh and Tang, 1998;
Jursa and Rohrig, 2008; Zhang, 2003]. In any case, the first step is the analy-
sis of the dependencies between samples of the series, in order to obtain from
y1, · · · ,yt , · · · ,yN a set of input/output vectors that can be used by the conventio-
nal techniques for functional approximation, by defining the desired future value
to predict: the prediction horizon. For instance, if we wish to the value of the se-
ries for a step sample in the future and it is deduced a strong dependency between
a sample at t with the sample two steps ago, it will be obtained the set of vectors
(y1,y3),(y2,y4),(y3,y5), · · · ,(yt−2,yt), · · · ,(yN−2,yN). With the data conveniently
formatted to be used by a conventional method for functional approximation, a
model is training likes with any normal functional approximation problem. There
is 2 basic alternatives to use a generated model for prediction of, for instance, 50
future values:

1. Direct Prediction: creating a model by prediction horizon, which implies trai-
ning 50 models.

2. Recursive Prediction: creating a model for the horizon t + 1, and applies it
recursively to predict the 50 values.

Both approaches have their advantages and disadvantages. In the direct prediction
case the computational cost grows with the number of horizons, and a unique mo-
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del for the function is not obtained. In the other hand, with the recursive prediction
the issue is the propagation and accumulation of errors in prediction within time,
as predictions of the model are used as inputs to predict next ones. For large scale
prediction, recursive prediction is usually more used.

Without taking into account the prediction, the main difficulty of the mode-
ling is focused on finding the previous values to be used to create the input/output
vectors: the predictor variables also known as regressors. In case of linear series
modeled with linear models, although no input/output vectors are created, there is
an established stastical methodology for the analysis that guides the selection. For
non linear series, there is no a clear choice, although there are a number of crite-
ria that can be used, likes estimation of the Mutual Information [Kraskov et al.,
2004; B.V. Bonnlander and A.S. Weigend, 2004; Ji et al., 2005] or the variance of
output error [Sorjamaa et al., 2005; Lendasse et al., 2006; Jones et al., 2007]. Im-
portant characteristics of the time series are their stationarity (i.e., their statistical
properties, specially their average and variance, do not depend of time) and sea-
sonality (i.e, the regular variations of the series in time), that can be apprehended
in various ways: visual inspection, stastical methods, etc. (see [Dutilleul, 2001],
[Vlachos et al., 2005] and [Ahdesmäki et al., 2005] for some examples about the
topic in literature).

1.6. Intelligent Methods for regression

There are a number of fundamental suppositions when learning a function
from a set samples:

1. A problem is described by a data set separated in inputs and outputs. Inputs are
a enough and reliable description of the given point of the input space of which
a measure will be given (this is not usually guaranteed, and it is the origin of
the very important problem of feature selection). It is very common to suppose
that the data are independent and identically distributed in input space (this is
not a valid supposition when working with time series).

2. Given 2 inputs, more similar they are, more similar are their outputs.

3. The data can have errors, both in inputs or outputs, but there are always a grea-
ter proportion of non erroneous data or data with controled error (i.e, there are
few outliers). For functional approximation, the concept of erroneous output is
continuous (there is not erroneous data, but with more or less error), and it is
often supposed that the errors at outputs follow an additive Gaussian distribu-
tion with mean and a fixed variance.

The key concept is clearly that a similarity measure between inputs points
must be defined. The classification and regression problems can be seen each one
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as a particular case of the other one, but they have remained separated. A basic
motivation is the difference in the error measures for models of each type: in the
classification problems the error measures are discrete (the percentage of correct
answers on the samples is an usual measure) meanwhile in regression problems
they are continuous functions. The other important difference is the concept of
distance between outputs, i.e., the class 1 have not to be closer to the classes
2 or 3, but in regression it is certainly preferable a prediction of 2 if the real
output for the input is 1. Both factors have a decisive influence in the concept and
measurement of the generalization capability of models, which are very different
given the particular problem type.

Intelligent Methods are inspired in analogies of the real world, biological pro-
cesses, as Artificial Neural Networks [Haykin, 1994], Genetic Algorithms [De
Jong, 1985; Michalewicz et al., 1990], immune system-based algorithms [Farmer
et al., 1986; Hunt and Cooke, 1996], etc. Great achievements have been obtained
in this field, specially with Artificial Neural Networks. Two important examples
of these are the MultiLayer Perceptron (MLP) and the Radial Basis Function Neu-
ral Networks (RBFNN). These models, as well as their learning methods and al-
gorithms, have been developed in base of trial-and-error, being the formal basis
deduced a posteriori. In the other hand, Machine Learning methods are based in
mathematical theory. Kernel methods are representative examples of these ones,
and particularly the Support Vector Machines (SVM). The well-founded theoreti-
cal basis of these methods and the outstanding success of SVM for classification
have made of kernel methods an topic of interest for research. Some authors, as
[Neal, 1996], have even proclaimed the end of Artificial Neural Networks due to
the demonstration that some of these methods are generalizations of MLP and
RBFNN. However, this excessive declaration has no practical supports in the case
of kernel methods for regression. The most successful models are quite different
for each class of problems:

1. For classification problems, ANN have obtained excellent results with number
of models and particularly with MLP and RBFNN. But nowadays, the state-of-
the-art for classification are SVM models, as their performances outperform
the rest of models.

2. For regression problems, for years RBFNN models have been widely applied
and extensively studied with the aim of improving them. From Machine Lear-
ning, the Gaussian Process and Least Square Support Vector Machines (a va-
riant of SVM) for regression have not a such outstanding advantage despite
their excellent accuracy.
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1.7. Artificial Neural Networks vs. kernel methods

In Artificial Neural Networks, a neuron works as a similarity measurement
unit between inputs that computes an output function. In kernel methods, a kernel
function is a similarity function and, given an input, a model computes the output
as a combination of the outputs of the training points, weighted by both the simi-
larity with each training input and a relevance factor associated to each input point
(i.e., the Lagrange Multiplier of SVM and LSSVM models). This is a well-known
conclusion: a MLP model and RBFNN model with a center by training point have
respectively an equivalent formulation of a SVM model with linear kernel and a
LSSVM model with Gaussian kernel (as can be seen in Chapter 2). In RBFNN
case, a center per input point is equivalent to using an infinite number of neurons,
leading to the demonstration of [Neal, 1996] and its affirmation about the end of
ANN.

Nevertheless, in this work it is not said that research with kernel method
is redundant. obviously. SVM for classification (SVC) have features that ma-
ke it nowadays the best classification technique. They have the best performan-
ces (computationally, in accuracy and generalization capabilities), a well-founded
training algorithm and no dependent of a particular kernel, and, specially, their
models are sparse, i.e., they do not use all the training points inside the gene-
rated models (this is one of the main drawback of most kernel methods applied
to regression). From the ANN point of view, a SVC model is a neural networks
which training algorithm achieves the best possible compromise between gene-
ralization and accuracy (controlled by a regularization factor), and, moreover,
using the minimum number of neurons regardless their particular transfer fun-
ction (i.e., the kernel). Learning algorithms for ANN are most of time transfer
function-dependent, and do not guarantees to obtain a network with the minimum
number of neurons preserving optimum performances (moreover, this implies ad-
ditional high computational costs [Chen et al., 1992; Musavi et al., 1992; Branke,
1995; Coulibaly et al., 2000; Guillén et al., 2005]). Nowadays, SVC models out-
perform ANN models with an input layer, an hidden layer of neurons of unique
transfer function and an output neuron that performs an output based in linear
combination, which is one of the most used architectures in ANN.

As previously commented, the most common of kernel methods (SVM for re-
gression (SVR), LSSVM and Gaussian Processes) have a serious problem: they
generate non-sparse models, i.e., every model formulation includes all the sam-
ples of the training set. The problem as been addressed by extending the learning
algorithms with pruning procedures both before or after the actual training with
samples, but, unfortunately, these procedures increase the computational costs of
training. This issue arises the other widespread weakness of kernel methods: the
great increase of computational costs of training with the number of training data.
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Summarizing, despite the fact that kernel methods have for classification at
present day a non beaten state-of-the-art model, SVC, for regression, in return,
they have not such a clear advantage. The reason is that SVR and LSSVM with
Gaussian kernels, the most commonly used models, are equivalent to RBFNN,
specially if pruning is applied [de Kruif and de Vries, 2003; Zeng and wen Chen,
2005]. Nevertheless, they present characteristics that can make them preferable:
the excellent accuracy of generated models and the regularization factor, which
suitably fixed can guarantees good generalization capabilities.

As last appointment it is worth to make one thing clear, whereas some of kernel
methods are generalizations of some ANN, ANN models are much more general
than kernel methods. ANN model definition is more flexible as it is not subject to
a rigid formal basis, that can make them in some cases more desirable than models
from kernel method.

1.8. Structure of the document

In the present Chapter 1, a brief introduction about the intelligent methods
(specifically Artificial Neural Networks and kernel methods) for regression and
their problems has been carried out.

Chapter 2: Exposes the fundamental topics studied in this document.

Chapter 3: Presents a study about the training of Least Square Support Vector
Machines (LSSVM) for regression, aiming to obtain procedures to improve
the efficiency of training and the accuracy of resulting models.

Chapter 4: Presents a new kernel method for regression (created by the author),
Kernel Weighted K-Nearest Neighbours (KWKNN) and its characteristics and
advantages versus some classical kernel methods. It is also presented a parallel
version of KWKNN for cluster platform that can deal with large data sets, that
can not be afforded with other kernel methods, as well as another implementa-
tion for Graphics Processing Units (GPU) that exhibits a great improvement in
speed of computation.

Chapter 5: Addresses a new study for the creation of specific-to-problem kernels
for time series using two approaches: one based in the study of the properties of
the data with assistance an expert and another based in Genetic Programming,
that not requires of previous knowledge about the modeled problem.

Chapter 6: Shows two libraries specifically created with the aim of providing ac-
cess to two parallel computing platforms (computer clusters and graphics pro-
cessing units) from Matlab.
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Chapter 7: Exposes the main conclusions of this work, as well as enumerates the
main contributions made.

Chapter 8: The publications derivated from this study are enumerated.
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2. FUNDAMENTOS

En este capítulo se presentan las técnicas que se consideran de referencia básica
para contextualizar el trabajo expuesto en la memoria sobre los métodos kernel
en el ámbito de los métodos inteligentes para regresión y la computación de al-
tas prestaciones. En primer lugar, se describen los modelos Autorregresivos de
Media Móvil (AutoRegressive Moving Average models, ARMA) dado que son los
modelos lineales más básicos de la literatura para modelado y predicción de series
temporales, y aún ampliamente usados en la actualidad. Posteriormente, se descri-
ben las Redes Neuronales Artificiales, modelos clásicos y aún aplicados con éxito
en la práctica para diversos problemas y concretamente para predicción de series
temporales. Específicamente, se presentan el Perceptrón Multicapa y las Redes
de Funciones de Base Radial. Seguidamente, se hace una breve introducción de
los métodos kernel de la literatura más relevantes que se nombran en esta me-
moria: las Máquinas de Vectores de Soporte para Regresión (SVR o SVM para
regresión), las Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados para Re-
gresión (LSSVM) y la Regresión mediante Procesos Gaussianos. Finalmente, se
habla de programación paralela y de las librerías MPI (Message Passing Interface)
y CUDA (Compute Unified Device Architecture), que son usadas para aprovechar
las posibilidades que proporcionan las arquitecturas de cómputo de altas presta-
ciones (High Performance Computing, HPC) utilizadas en este trabajo: cluster de
computadores y procesadores gráficos (Graphics Processing Unit, GPU).

2.1. Modelos lineales para modelado y predicción de series
temporales

Los modelos lineales han sido usados tradicionalmente para realizar predic-
ción de series temporales y, aún considerando sus limitaciones, siguen siendo am-
pliamente utilizados [Gaur et al., 2005][Francq et al., 2005][Torres et al., 2005].

La teoría de modelos lineales para predicción de series temporales está bien
especificada, pero su campo de aplicación está limitado a series temporales con
dependencias lineales entre las muestras [Box and Jenkins, 1976]. Los modelos
lineales básicos (AR, MA y ARMA) deben aplicarse a series estacionarias dado
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que éstas conservan sus propiedades estadísticas constantes en el tiempo, concre-
tamente: la media, la varianza y la covarianza.

Box y Jenkins definen un modelo estocástico lineal general como el que pro-
duce una salida con una entrada que es ruido blanco εt y una suma ponderada de
valores anteriores εt . Matemáticamente puede expresarse como sigue:

Ỹt = µ+ εt−ϕ1εt−1−ϕ2εt−2−·· ·−ϕqεt−q−·· · (2.1)

donde µ es la media de un proceso estacionario, y ϕt con t = 1,2, · · · , son coefi-
cientes que satisfacen:

∞

∑
i=1

ϕ2
i < ∞ (2.2)

donde εt es una variable aleatoria independiente con media cero y varianza cons-
tante σ2

ε . Sin embargo, la Ecuación (2.1) no es práctica ya que tiene un número
de términos infinito. Así, se expresa la Ecuación (2.1) en términos de un número
finito de componentes Autoregresivos y/o de Medias Móviles. Si se define Yt co-
mo Ỹt − µ, un modelo Autoregresivo de orden p, AR(p), para una serie temporal
{Yt}

N
1 tiene la forma:

Yt =−
p

∑
i=1

φiYt−i+ εt . (2.3)

donde φi, i= 1, . . . , p son los parámetros del modelo y εt el error en cada muestra
t.

Un modelo de medias móviles de orden q, MA(q), para una serie temporal
{Yt}

N
1 tiene la forma:

Yt = εt+
q

∑
i=1

θiεt−i. (2.4)

donde θi, i= 1, . . . ,q son los parámetros del modelo y εt el error en cada muestra
t.

Un modelo ARMA(p,q) (AutoRegressive Moving Average model) consiste en
2 partes, una parte Autoregresiva (AutoRegressive, AR) de orden p y una de me-
dias móviles (Moving Average, MA) de orden q :

Yt =−
p

∑
i=1

φiYt−i+ εt+
q

∑
i=1

θiεt−i. (2.5)

que se puede escribir cómo:

Φp~Yt = Θq~εt . (2.6)
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donde Φp = (1,φ1, . . . ,φp), ~Yt = (Yt ,Yt−1, . . . ,Yt−p)
T , Θq = (θ1, . . . ,θq) y ~εt =

(εt ,εt−1, . . . , εt−q)
T .

Siguiendo la metodología clásica para crear un modelo lineal que ajuste una
serie temporal dada, un primer paso es imponer la estacionaridad a una serie tem-
poral. Esto implica eliminar la tendencia y la estacionalidad (si se presenta) me-
diante diferenciación. Diferenciar una serie {Yt}N1 consiste en crear una nueva
serie {δYt}

N−1
1 donde δYi = Yi+s−Yi, y s es el orden de diferenciación, por lo que

se pierden datos en el proceso. Seguidamente, hay que buscar los valores p y q,
mediante inspección visual de las gráficas de unos estadísticos: para estimar el
valor de p se suele utilizar la gráfica de la función de autocorrelación parcial y
para estimar q la de la función de autocorrelación.

El coeficiente de la función de autocorrelación (Autocorrelation Coefficient
Function, ACF) de orden k para una serie se obtiene con la siguiente expresión:

rk =

N−k

∑
t=1

(Yt−µ)(Yt+k−µ)

N

∑
i=1

(Yt−µ)
2

(2.7)

donde rk es el coeficiente de de autocorrelación de orden k y µ la media de la serie
temporal {δYt}N1 .

El coeficiente de la función de autocorrelación parcial (Partial Autocorrelation
Coefficient Function, PACF) de orden k se define como el último coeficiente de la
siguiente ecuación:

wt = Φ1kwt−1 +Φ2kwt−2 + · · ·+Φkkwt−k+ εt (2.8)

donde wt = (Yt−µ). Planteando y resolviendo el sistema de ecuaciones se pueden
obtener los coeficientes de PACF {Φii}ki=1.

Un modelo AR(p) (o ARMA(p,0)) presenta una función de autocorrelación
que decrece rápidamente hacia cero, bien de forma regular, sinusoidal o alternando
valores positivos y negativos, junto con una función de autocorrelación parcial
con tantos valores distintos de cero como orden del autorregresivo. Esto se puede
apreciar en las Figura 2.1 y 2.2 para una serie artificial AR(4). Una regla simétrica
puede extraerse para los modelosMA(q) (o ARMA(0,q)): Un modelo ARMA(0,q)
presenta una función de autocorrelación parcial que decrece rápidamente hacia
cero, bien de forma regular, sinusoidal o alternando valores positivos y negativos,
junto con una función de autocorrelación con tantos valores distintos de cero como
orden de la media móvil.

Los modelos ARMA(p,q) se pueden ajustar mediante regresión de mínimos
cuadrados para optimizar los valores de los parámetros con respecto al error. Apli-
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Fig. 2.1: Coeficientes de la función de autocorrelación para una serie AR(4)

cando sistemáticamente los pasos anteriores se pueden obtener un cierto número
de modelos ARMA para una misma serie, por lo que el último paso es escoger
uno de ellos. Es generalmente una buena práctica trabajar con los p y q más bajos
posibles pero que proporcionen resultados adecuados, aunque también se suelen
utilizar otros criterios como el de información de Akaike (Akaike’s Information
Criterion, AIC) [Akaike, 1974] o el criterio de longitud de descripción mínima
(Minimum Description Length, MDL) [Rissanen, 1978].

La metodología expuesta requiere intervención de un experto, ya que para apli-
car algunos pasos de la misma se necesita de un importante nivel de conocimiento.
Hay trabajos que han presentado sistema basados en soft-computing (sistema di-
fusos) que automatizan el proceso [Valenzuela et al., 2008][Rojas et al., 2008].

2.2. Redes Neuronales Artificiales

Las Redes de Neuronas Artificiales [Smith, 1993] (Artificial Neural Networks,
ANN) son modelos de aprendizaje inspirados en el sistema nervioso de los anima-
les. Se componen de una serie de unidades, denominadas neuronas, que de forma
simplificada simulan la funcionalidad de las neuronas biológicas. Una neurona
recibe una serie de entradas a través de interconexiones y emite una salida. Esta
salida viene dada por tres funciones:
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Fig. 2.2: Coeficientes de la función de autocorrelación parcial para una serie AR(4)

1. Función de propagación: suele calcular una combinación de cada entrada mo-
dificada por el peso de su interconexión (una suma ponderada, por ejemplo).

2. Función de activación: recibe como entrada a la anterior, aunque puede no
utilizarse.

3. Función de transferencia, aplicada al valor devuelto por la función de activa-
ción.

Las neuronas artificiales se interconectan en una red y colaboran para producir
una salida ante un estímulo de entrada (como ejemplo, veanse las Figuras 2.3 y
2.4). El mecanismo de aprendizaje de las ANN se basa en la simulación de la
reorganización de las conexiones sinápticas biológicas mediante un mecanismo
de pesos, que son ajustados durante la fase de aprendizaje. Con una ANN ya
entrenada, el conjunto de los pesos contiene el conocimiento de la red y tiene la
propiedad de resolver el problema.

Estos modelos son extremadamente flexibles, pudiendose obtener un número
virtualmente infinito de modelos redes distintos al variar el tipo de neurona, la
forma de interconectarlas en red y el mecanismo de aprendizaje. Del gran número
de tipos de Redes Neuronales Artificiales que se pueden hallar en la literatura
citaremos unos pocos a continuación:



20 2. Fundamentos

1. Perceptrón y Perceptrón Multicapa [Haykin, 1998]

2. Redes de Funciones de Base Radial [Broomhead and Lowe, 1988]

3. Mapas Autoorganizados, Redes de Kohonen [Kohonen, 1997]

4. Redes de Hopfield [Hopfield, 1988]

5. Máquina de Boltzmann [Hinton, 1983]

Las ANN se utilizan tanto para aprendizaje supervisado [Bishop, 1995] como
no supervisado [Kohonen, 1997], aunque en esta memoria nos interesa centrarnos
esencialmente en los modelos para el aprendizaje supervisado. Se escogieron el
Perceptrón Multicapa y las Redes de Funciones de Base Radial como modelos
más relevantes en nuestro caso dado que éstos son ámpliamente usados en di-
versos contextos: aplicaciones médicas [Seidel et al., 2007], meteorología [Hon-
toria et al., 2005], cálculo numérico [Dehghan and Shokri, 2008] y, por supues-
to, predicción de series temporales [Lin and Chen, 2005][Agirre-Basurko et al.,
2006][Harpham and Dawson, 2006][Chattopadhyay, 2007].

2.2.1. Perceptrón Multicapa

Un Perceptrón Multicapa (MultiLayer Perceptron, MLP) es un modelo de red
neuronal artificial formada por múltiples capas de neuronas, a diferencia del Per-
ceptrón (también llamado Perceptrón simple) que consta de una única neurona y
que además tan sólo puede abordar problemas lineales [Haykin, 1998]. Es segu-
ramente uno de los modelos más veteranos de Redes Neuronales Artificiales, y
por ende, de los modelos inteligentes, pero a pesar de ello sigue siendo de los más
usados en un sin fín de aplicaciones prácticas incluso en la actualidad: recono-
cimiento de patrones en análisis médicos para detección de cáncer [Seidel et al.,
2007], obtención de un mapa de radiación solar [Hontoria et al., 2005], predicción
de niveles de ozono y nitrógeno atmosférico [Agirre-Basurko et al., 2006], etc.

La arquitectura de un Perceptrón Multicapa consta de varias capas de neuro-
nas (perceptrones simples) en las que la salida de una capa es la entrada de la
siguiente. Una primera distinción es que un MLP puede ser totalmente o local-
mente conectado. En la Figura 2.3 se muestra una red donde cada salida de una
neurona de la capa i es entrada de todas las neuronas de la capa i+1, mientras que
el segundo, cada neurona de la capa i es entrada de una serie de neuronas (región)
de la capa i+1.

Típicamente, las conexiones entre neuronas tienen un valor de ponderación o
peso, y cada neurona tiene una función de activación con la que genera su salida
en función de sus entradas. Las capas pueden clasificarse en tres tipos:
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1. Capa de entrada: Constituida por aquellas neuronas que introducen las varia-
bles de entrada en la red. En estas neuronas no se produce procesamiento.

2. Capas ocultas: Formada por aquellas neuronas cuyas entradas provienen de
capas anteriores y las salidas pasan a neuronas de capas posteriores.

3. Capa de salida: Neuronas cuyos valores de salida se corresponden con las sali-
das de toda la red.

y

x1

x2

x3

capa de entrada capa oculta capa de salida

w11_1

w11_2

w11_3

w12_1

w12_2

w12_3

w13_1

w13_2

w13_3

w21_1

w21_2

w21_3

Fig. 2.3: Perceptrón Multicapa totalmente conectado de una capa oculta de 3 neu-
ronas con 3 entradas y una salida

La popularidad de la arquitectura MLP se debe al hecho de que un MLP con
una única capa oculta puede aproximar cualquier función continua en un interva-
lo hasta el nivel deseado, cuestión demostrada por [K.I. Funahashi, 1989] y que
proporciona una base sólida al campo de las redes neuronales. Sin embargo, esta
resultado no proporciona información alguna sobre el número de nodos ocultos
necesarios para llevar a cabo la aproximación. Por tanto, usualmente se utiliza
una arquitectura de red totalmente conectada con 1 capa oculta con N neuronas
con funciones de activación sigmoidal (2.9) y 1 neurona en la capa de salida con
función de agregación lineal. El número de neuronas N se puede determinar me-
diante diversos métodos, por ejemplo validación cruzada. La salida de la red se
puede caracterizar mediante la ecuación 2.10.

f (~x,~w) = tanh(〈~x,~w〉) (2.9)

F(~x) =
N

∑
i=1
pi f (~x, ~wi) (2.10)
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ENTRADA: X , conjunto de puntos de entrada
ENTRADA: Y , salidas asociadas a las entradas de X
ENTRADA: N, número de neuronas en la capa oculta

SALIDA: Perceptrón Multicapa entrenado

Inicializar la red y sus pesos (aleatoriamente, con un algoritmo rápido, etc.)

repetir

para x ∈ X (y ∈ Y es la salida asociada a y) hacer
Calcular la salida de la red con x, ŷ
Calcular el error de la salida de la red con con respecto a la salida real y,
Aplicar la regla delta para todos los pesos entre la capa oculta y la capa de
salida
Aplicar la regla delta para todos los pesos entre la capa de entrada y la
oculta
Actualizar los pesos de la red
fin para

hasta Criterio de parada (convergencia, alcanzar un error mínimo, etc)
Devolver la red entrenada

Alg. 2.1: Algoritmo de retropropagación para un Perceptrón Multicapa con una
capa oculta

donde f es la función de activación sigmoidal,~x es un vector de entrada a la red,
N es el número de neuronas en la red, ~wi es el vector de pesos de las entradas y pi
es el peso de la salida la i-ésima neurona de la red.

Para el aprendizaje de este tipo de ANN se suele usar el algoritmo de la Propa-
gación Hacia Atrás (también conocido como Retropropagación del Error o Regla
Delta Generalizada, Backpropagation) [Werbos, 1974][D.E. Rumelhart, 1986].
Por normalmente usarse este algoritmo en el entrenamiento de estas redes, las
MLP son también conectadas como como redes de retropropagación. En el Algo-
ritmo 2.1 se puede ver el pseudocódigo del mismo para MLP con una capa oculta
(como la de la Figura 2.3).

El algoritmo de retropropagación técnicamente realiza una optimización es-
tocástica no lineal basada en una evaluación del gradiente de error de las salidas
con respecto a los pesos de la red. La velocidad de convergencia de este método
es grande pero generalmente acaba cayendo en un mínimo local, es decir, este
algoritmo tiene el problema de caer en soluciones suboptimales. En la literatura
se pueden hallar modificaciones [Bello, 1992][Murray and Edwards, 1993] tanto
para el caso general como para problemas específicos [B.B., 2000] así como mé-
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todos alternativos basados en otros modelos inteligentes más recientes, como las
Máquinas de Vectores de Soporte [Suykens and Vandewalle, 1999].

2.2.2. Redes Neuronales de Funciones de Base Radial

Dentro del amplio abanico de tipos de redes neuronales, existe un tipo de red
cuyo nombre completo es red neuronal de funciones de base radial (Radial Basis
Function Neural Network, RBFNN) [Broomhead and Lowe, 1988]. Estos apro-
ximadores universales [Park and Sandberg, 1991] se definen matemáticamente
como:

F (~xk;C,R,Ω) =
m

∑
i=1

φ(~xk;~ci,ri) ·Ωi (2.11)

donde m es el número de neuronas en la capa oculta, C = {~c1, ...,~cm} son los
centros de cada una de las RBF, R = {r1, ...,rm} son los valores de los radios de
las RBF, Ω = {Ω1, ...,Ωm} es el conjunto de los pesos correspondientes a cada
una de las unidades de procesamiento y φ(~xk;~c i,ri) representa a una RBF. Dentro
de las posibles funciones de activación de base radial, las funciones Gaussianas
(Eq. 2.12), se muestran particularmente apropiadas para ser usadas por una red
neuronal para aproximar funciones [Bors, 2001; Rojas et al., 1998; Poggio and
Girosi, 1990; Park and Sandberg, 1991].

e
−
||~xk−~ci||

2

r2i . (2.12)
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x2

x3

capa de entrada capa oculta capa de salida
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O_2

O_3

c_1

c_2

c_3

Fig. 2.4: Red Neuronal de Funciones de Base Radial
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Para poder crear una RBFNN (ver Figura 2.4) hay que conocer cuantas RBF
deben componer la red, dónde estarán centradas las RBF (la mayoría de los autores
han usado algoritmos de clustering para inicializar sus centros) [Moody and Dar-
ken, 1989][Karayiannis and Mi, 1997a][Uykan and Güzelis, 1997][Gomm and
Yu, 2000][González et al., 2002][Guillén et al., 2007], cuál será la amplitud de
cada una [Benoudjit and Verleysen, 2003] y, por último, conocer los pesos que
ponderan las salidas de las RBF. La razón de haber mencionado el cálculo de los
pesos en último lugar no es casual puesto que es el único de todos los parámetros
cuyo valor puede ser calculado de forma óptima. Una vez establecidos los valores
y el número de RBF, la obtención del valor de los pesos puede plantearse como un
sistema de ecuaciones lineal entre la salida de la función a aproximar y la matriz
de activación de las RBF (P):

~y= PΩ (2.13)

donde P es una matriz de dimension n×m en la que Pki representa el valor de
la i-ésima función Gaussiana cuando se le proporciona como entrada el vector de
entrada ~xk, siendo n igual al número de vectores de entrada. Hay muchas formas
de resolver este sistema de ecuaciones. Entre las más usadas se encuentran la
descomposición de Cholesky [Pomares et al., 2000], la descomposición en valores
singulares (Singular Vale Decomposition, SVD) [Kanjilal and Banerjee, 1995] y
el método de mínimos cuadrados ortogonales (Orthogonal Least Squares,OLS)
[Chen et al., 1991].

Existe extensa literatura acerca del entrenamiento de las RBF [Karayiannis
and Mi, 1997b] [Rojas et al., 2000c] [González et al., 2003] [Hatanaka et al.,
2003]. Pero dado que sólo serán utilizadas como modelos de referencia, sólo nom-
braremos el siguiente método:

1. Para un número dado de RBF: se calculan los centros mediante el algoritmo
ICFA [Guillén et al., 2007] y a continuación los radios mediante el algoritmo
de Levenberg-Marquardt.

2. Para fijar el número de RBF: partiendo de un número bajo de RBF, se calcula
el error de validación cruzada de orden 2 sobre los datos de entrenamiento
(utilizando el método del primer punto). Se va incrementando el número de
RBF y calculando el error de validación cruzada de orden 2 sobre los datos de
entrenamiento hasta que no se obtenga mejora.

2.3. Métodos kernel

Desde que las Máquinas de Soporte de Vectores (Support Vector Machine,
SVM) se desarrollaran para clasificación (SVC), se han creado y aplicado multi-
tud de técnicas basadas en el llamado Kernel Trick [Müller et al., 2001][Scholkopf
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and Smola, 2001]. Toda esta familia de técnicas ha recibido el nombre de Méto-
dos de Kernel. Las SVMs tiene una sólida base matemática e ignoran la llamada
maldición de la dimensionalidad con respecto a las entradas, escalando su coste
computacional con respecto al número de datos de entrenamiento. El Kernel Trick
se ha utilizado para obtener extensiones no lineales de otros algoritmos, cómo por
ejemplo el Análisis de Componentes Principales [Wu et al., 1997], algoritmos de
clustering [Zhang and Chen, 2003] o los k-vecinos más cercanos [Rubio et al.,
2008], ya que es inmediato de aplicar una vez se ha formulado un método en fun-
ción de los valores de una función sobre pares de entrada en vez de directamente
sobre las entradas [Müller et al., 2001][Scholkopf and Smola, 2001]. Los métodos
así obtenidos son independientes de la estructura concreta de la entrada y, por lo
tanto, una vez definida la función de kernel no padecen la llamada maldición de
la dimensionalidad, es decir, su complejidad computacional es independiente del
número de variables de entradas, pues están definidos en base a valores resultados
de la evaluación de una función sobre pares de datos de entrada.

Dado el éxito de las SVC, pronto se propuso una adaptación para aproxima-
ción funcional de las SVM, las SVR, pero éstas presentan bastantes desventajas
con respecto a la original. Las Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cua-
drados (Least Square SVM, LSSVM) son un modelo que arregla algunos de los
problemas de las SVR.

La regresión mediante Procesos Gaussianos es una técnica que parte de otra
técnica de geo-estadística conocida como kriging. En los años 90, el artículo Neal,
1996 hizo que se levantara un cierto interés en la comunidad de aprendizaje de
máquina por este método, debido a que demostraba que las Redes de Funciones de
Base Radial (RBFNN) son equivalentes a Procesos Gaussianos cuando el número
de neuronas en la capa oculta se hacía infinito. Algunos de los mayores problemas
de la técnica son la complejidad de su formulación y su alto coste computacional
[MacKay, 1998].

Como se verá en los siguientes apartados, todas estas técnicas tienen proble-
mas similares: altos costes en cómputo para entrenar los modelos cuando crece el
número de datos de entrenamiento (pero no la dimensionalidad de los mismos) y
para ajustar los parámetros, así como dar lugar a modelos voluminosos y escasa-
mente interpretables.

2.3.1. Máquinas de Vectores de Soporte para Clasificación

La totalidad de los métodos kernel para clasificación se basan en el trabajo
de Vapnik de generalización del clasificador hiperplanar para casos no lineales
[Scholkopf and Smola, 2001]. El clasificador hiperplanar binario es una técnica
de clasificación que busca el mejor hiperplano que separe los puntos de dos clases
distintas en un espacio d-dimensional. El mejor hiperplano separador define un
clasificador que separa los puntos de las dos clases con más generalización, en-
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tendiendo que la generalización mayor es aquella obtenida con el hiperplano que
quede a mayor distancia de los conjuntos de puntos que separan. La citada dis-
tancia se denomina margen del hiperplano separador. Más formalmente, dado un
conjunto de ejemplos (xi,yi), i= 1, . . . ,N, donde xi ∈ R

d e yi ∈ {−1,1} (etiqueta
de la clase del punto), se busca resolver:

mı́n
w∈Rd , b∈R

τ(w,b) = 1
2‖w‖

2,

con
yi(〈w,xi〉+b) ≥ 1, ∀i= 1, . . . ,N.

(2.14)

donde τ es la función a minimizar con respecto al vector w y el valor b, que
definen el hiperplano que separa las clases con mayor distancia a las mismas (es
decir, con margen máximo). Es posible que este problema no tenga solución (es
decir, que no exista un hiperplano separador para un conjunto dado de puntos), por
lo que se relaja la condición permitiendo que se clasifiquen mal algunos ejemplos,
quedando el problema como:

mı́n
w∈Rd , b,ζi∈R

τ(w,b,ζ) = 1
2‖w‖

2 +C∑Ni=1 ζi,

con
ζi ≥ 0

yi(〈w,xi〉+b) ≥ 1−ζi, ∀i= 1, . . . ,N.

(2.15)

donde, con respecto al problema planteando en la Ecuación 2.14, se introducen
las variables de holgura ζi, ∀i = 1, . . . ,N y el parámetro C > 0, que controla la
proporción error/precisión (mayores valores de C implica menores tolerancias al
error).

Este es un problema de optimización de programación cuadrática resoluble
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Aplicando el método de
los multiplicadores de Lagrange obtenemos el problema en forma dual:

máx
αi∈R

J(α) = ∑Ni=1 αi−
1
2 ∑i, jαiα jyiy j〈xi,x j〉,

con

∑Ni=1 αiyi = 0
αi ∈ [0,C], ∀i= 1, . . . ,N.

(2.16)

donde αi es el multiplicador de Lagrange asociado al ejemplo de entada (xi,yi).
Resolviendo este problema puede formularse el clasificador como:

f (x) =
N

∑
i=1

αiyi〈xi,x〉+b (2.17)

donde x es el punto de entrada que se va a clasificar. Como puede observarse, todo
queda formulado en término de productos escalares de los vectores de entrada. Es
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notable que sólo los puntos de la entrada que estén en el margen tienen αi > 0 por
lo que el resto puede ignorarse en el modelo final.

Las Máquinas de Vectores de Soporte (SVM) se basan en aprovechar esto pa-
ra definir una función kernel k(x,x′) = 〈Φ(x),Φ(x)〉 donde Φ es una función que
mapea los puntos del espacio de entrada a un espacio de características de mayor
dimensionalidad en el cual se define el hiperplano [Schölkopf et al., 1999]. Este
proceso se denomina Kernel Trick. El mapeado Φ no tiene por que definirse ex-
plícitamente, ya que puede utilizarse como kernel cualquier función k que cumpla
el teorema de Mercer [Scholkopf and Smola, 2001]. Una función k(u,v) verifica
el teorema de Mercer si para toda función g de cuadrado integrable:

Z

u,v
k(u,v)g(u)g(v)dudv> 0 (2.18)

Ejemplos de funciones que cumplen con este son los denominados kernel li-
neal, polinomial y Gaussiano (también RBF):

k(xi,x j) = 〈xi,x j〉. (2.19)

k(xi,x j) = (〈xi,x j〉+1)d, d ∈ N (2.20)

k(xi,x j) = exp

[

−
1

σ2‖xi− x j‖
2
]

. (2.21)

Es notable que algunas funciones kernel utilizadas en la literatura no cumplen
el teorema de Mercer, como el kernel Sigmoide (también MLP, por su similitud a
las redes neuronales MLP con función de activación sigmoide):

k(xi,x j) = tanh
(

s〈xi,x j〉+ t
)

. (2.22)

La complejidad computacional de SVC escala con el número de puntos de en-
trenamiento lo que dificulta su aplicación a grandes conjuntos de datos, aunque
hay diversos trabajos que tratan de solucionarlo, por ejemplo aplicando progra-
mación paralela [Graf et al., 2005].

2.3.2. Máquinas de Vectores de Soporte para Regresión

Las SVM para regresión son una modificación del modelo para clasificación.
Dado un conjunto de muestras de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ⊂ X ×R,
donde X es un conjunto en el que hay definido una operación de producto escalar
entre sus elementos, la técnica de regresión ε-SVR busca una función f (x) tan
suave cómo sea posible cuyos valores difieran de cada salida real yi no más de ε
para todo xi ∈X (ésta se conoce como la función de error ε-insensible). La función
f (x) se define como:
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f (x) = 〈w,x〉+b, w,x ∈ X , b ∈ R. (2.23)

Como en el caso de SVM para clasificación, el problema puede ser no resolu-
ble, por lo que una cantidad de error mayor que ε debe ser tolerada. Se introducen
las variables de holgura ςi,ς

∗
i :

mı́n
w∈X , b,ςi,ς

∗
i ∈R

τ(w,b,ς,ς∗) = 1
2‖w‖

2 +C
N

∑
i=1

(ςi+ ς∗i ),

sub ject to
yi− (〈w,xi〉+b) ≤ ε+ ςi
(〈w,xi〉+b)− yi ≤ ε+ ς∗i

ςi,ς
∗
i ≥ 0, ∀i= 1, . . . ,N.

(2.24)

La constante C > 0 representa el compromiso entre suavidad y el número de
errores mayores que ε de la función. Al igual que en el caso de SVM para clasifica-
ción (SVC), es un problema de optimización de programación cuadrática resolu-
ble mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Pasando el problema
a forma dual, para resolverlo solo resta hallar los multiplicadores de Lagrange αi
y el coeficiente b. La solución (2.23) se escribe en términos de los αi,α

∗
i y b, así

como de productos escalares que pueden ser reemplazados por una función de
kernel k (como se vió en el apartado 2.3). La función de regresión queda:

f (x) =
N

∑
i=1

(αi−α∗i )k(x,xi)+b. (2.25)

Las mayores desventajas de las SVR frente a las SVC son:

La introducción de un parámetro adicional ε.

El cálculo del doble de multiplicadores de Lagrange (αi,α∗i , es decir, 2 por
cada xi).

El modelo resultante no es disperso, es decir, se utilizan todos los puntos de
entrenamiento en el modelo.

A pesar de sus serios inconvenientes frente a SVC (y, como se verá, otras téc-
nicas kernel ya para regresión), las SVR han sido empleadas con éxito en algunos
trabajos para modelado de series temporales, por ejemplo, prediciendo cargas de
redes eléctricas [Pai and Hong, 2005], o series financieras [Tay, 2001]. Hoy día se
usan menos ya que las LSSVM obtienen mejores resultados y con menor comple-
jidad computacional (ver Sección 2.3.3).
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2.3.3. Las Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados para
Regresión

Las Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados (LSSVM) son una
modificación de la formulación estándar de SVM para regresión que lleva a entre-
nar el modelo mediante la resolución de un sistema lineal en vez de plantear un
problema de optimización de programación cuadrática [Suykens et al., 2002]. Las
LSSVM están muy relacionadas con las redes de regularización y los Procesos
Gaussianos, pero enfatizan y explotan su interpretación desde el punto de vista
de la teoría de optimización. En las Máquinas de Vectores de Soporte de Míni-
mos Cuadrados para Regresión se sustituye la función de error ε-insensible de la
formulación de SVR por una de error cuadrático, planteando el problema:

mı́n
w∈X , b,ei∈R

τ(w,b,e) = 1
2‖w‖

2 + γ1
2

N

∑
i=1
e2i ,

con
(yi− (〈w,xi〉+b)) = ei, ∀i= 1, . . . ,N.

(2.26)

donde γ > 0 tiene una función similar al parámetro C en la formulación de SVM.
Como en el caso de las SVR (ver apartado 2.3.2), se puede resolver dicho pro-
blema mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, pero al final se
obtiene un sistema lineal en vez de un problema de optimización de programa-
ción cuadrática:

[

0 1TN
1N Ω+ I/γ

]

[

b
α

]

=
[

0
y

]

(2.27)

donde Ωi j = 〈xi,x j〉 e I es la matriz identidad. Si aplicamos el Kernel Trick,
Ωi j = k(xi,x j), al final puede escribir la función resultante en términos de los
coeficientes αi, b y valores de una función de kernel k:

f (x) =
N

∑
i=1

αik(x,xi)+b. (2.28)

Las mayores ventajas de las LSSVM para regresión con respecto a SVR, apar-
te de la resolución más sencilla del problema planteado, es que desaparece el
parámetro ε y disminuyen a la mitad el número de multiplicadores de Lagran-
ge. El modelo también se ha aplicado a clasificación, pero frente a SVC tiene la
desventaja de no generar modelos dispersos (non-sparse).

2.3.4. Regresión mediante Procesos Gaussianos

Un Proceso Gaussiano se define como una distribución Gaussiana de proba-
bilidad definida sobre un espacio de funciones. Si consideramos nula la media,
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un Proceso Gaussiano queda caracterizado por su función de covarianza C(x,x′),
que puede verse como una función kernel. Dado un conjunto de observaciones
de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ⊂ X ×R, se denota por Σ la matriz de co-
varianza generada de los datos X , Σi j ≡ C(xi,x j), y por Y el vector de salidas
de entrenamiento Y = (y1, . . . ,yN)

T . Para una nueva entrada X̂ , se puede calcu-
lar la distribución de probabilidad de la predicción, que será también Gaussiana,
mediante su media y su varianza:

Ŷ = KTΣ−1Y.
σ̂2 = diag(Σ̂−KTΣ−1K).

(2.29)

donde Ki j = C(xi, x̂ j), Σ̂i j = C(x̂i, x̂ j) y x̂i ∈ X̂ . La media de la distribución de
predicción Ŷ para las nuevas entradas se interpreta como las salidas predecidas y
la desviación estándar σ̂ como las cotas de error.

Dada una función de covarianza C(x,y;Θ), se denominan Θ = (θ1, . . . ,θm)
a sus hiperparámetros. En un entorno de trabajo Bayesiano, los hiperparámetros
pueden ser ajustados minimizando el Negativo del Logaritmo de la Probabilidad
Marginal (Negative Log Marginal Likelihood, NLML):

NLML=−logP(Y |X ,Θ) =
N

2
log(2π)+

1
2

log(|Σ|)+
1
2
Y TΣ−1Y. (2.30)

La principal ventaja de este criterio es que existen expresiones analíticas para
la derivadas parciales con respecto a los hiperparámetros, por lo que se pueden
aplicar técnicas de descenso en gradiente para su optimización [MacKay, 1998;
Rasmussen and Williams, 2005]. Hay más criterios además del NLML [Rasmus-
sen and Williams, 2005]. Por ejemplo, la validación cruzada es un método costoso
pero muy adecuado para tratar con malas especificaciones del modelo (covarian-
za) o ruido en los datos. Para Procesos Gaussianos hay disponibles, a cuanbio de
un pequeño esfuerzo computacional extra, expresiones para una versión Dejando
un valor fuera (Leave-One-Out) del criterio NLML: el Leave-One-Out Negative
Log Predictive Likelihood (NLPL-LOO), así como otra que sólo tiene en cuenta
el error, Leave-One-Out Mean Square Error, (MSE-LOO) que se evalúa a partir
de la inversa de la matriz de covarianza:

NLPL−LOO=
1
2

(

−N log(2π)+
N

∑
i=1

log
(

[Σ−1]ii
)

−
[Σ−1Y ]2i
[Σ−1]ii

)

. (2.31)

MSE−LOO=
1
2

N

∑
i=1

[Σ−1Y ]2i
[Σ−1]2ii

. (2.32)
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Volviendo al entorno Bayesiano, pueden expresarse preferencias acerca de los
valores de los hiperparámetros mediante un término que se añada al criterio (prior
over hyperparameters). Por ejemplo, para una regularización (entendida como
suavidad de la función) es muy común preferir valores pequeños de parámetros,
esto puede expresarse sumando al criterio este término:

prior(Θ) = ‖Θ‖2. (2.33)

La formulación de Procesos Gaussianos permite también expresar dentro de
la función de covarianza mediante un término un modelo de ruido que se suponga
en los datos. Por ejemplo, si suponemos ruido Gaussiano aditivo de media 0 y
varianza σ2

e puede añadirse a la diagonal de la matriz de covarianza el término
siguiente [Neal, 1996]:

Σi, j =C(xi,x j)+δi, jσ
2
e . (2.34)

Cuando σ2
e se fija a priori es equivalente a término jitter, es decir, un valor

añadido a la diagonal de la matriz para mejorar sus características de cara a los
cálculos (evitando que sea singular, por ejemplo). Sin embargo, aunque mate-
máticamente sean idénticos, conceptualmente son distintos y además se puede
incorporar a los hiperparámetros al ajustar σ2

e .
La única restricción que tiene una función para ser función de covarianza es

que debe de generar matrices definidas positivas, por ejemplo:

C(xi,x j;{θ1,θ2}) = θ1 exp

[

−
1

θ2
2‖xi− x j‖

2
]

. (2.35)

donde {θ1,θ2} son los hiperparámetros de la función.
El coste de esta flexibilidad a la hora de embeber preferencias y conocimiento

previo en el modelo es su compleja especificación, la alta influencia de dichos
conocimientos previos y su especificación en el rendimiento de los modelos. Por
estos motivos, los Procesos Gaussianos no son muy populares, aunque han si-
do aplicados con éxitos a diversos problemas y particularmente a la predicción
de series temporales [Brahim-Belhouari and Bermak, 2004][Rubio et al., 2007].
Otro problema que tienen los Procesos Gaussianos son su alto coste computacio-
nal con una evaluación de NLML de O(N3), aunque hay métodos para reducir
algo dicho coste [MacKay, 1998][Rasmussen and Williams, 2005][Leithead and
Zhang, 2007][Zhang and Leithead, 2007] incluso habiendose creado implementa-
ciones paralelas de los mismos [Keane et al., 2002]. Finalmente, comparten con
SVR y LSSVM el problema de no generar modelos dispersos, lo que supone que
si se desea reducir el tamaño de un modelo hay que aplicar a posteriori un método
de poda, añadiendo tiempo de cómputo [Bo et al., 2006].



32 2. Fundamentos

2.4. Algoritmos Genéticos

Los algoritmos genéticos [Holland, 1975][Forrest, 1993][Goldberg, 1994][Mi-
chalewicz, 1996][Rojas et al., 2001] son algoritmos de búsqueda basados en la
selección natural [Darwin, 1859] y en las leyes de la genética.

Aunque sean aleatorios, los algoritmos genéticos son mucho más potentes que
una búsqueda ciega, ya que explotan información histórica para especular sobre la
localización de nuevas zonas del espacio de soluciones con una mayor adaptación
que las que están siendo explotadas actualmente. Sus objetivos fueron claramente
definidos por Holland en [Holland, 1975]:

abstraer y explicar rigurosamente los procesos adaptativos de los sistemas na-
turales, y

diseñar sistemas artificiales que mantengan los mecanismos importantes de los
sistemas naturales.

Formalmente, un algoritmo genético es un algoritmo probabilístico1 que en

un instante t mantiene una población de cromosomas P t =
{

ιt1, ..., ι
t
j, ..., ι

t
η

}

. Ca-

da uno de estos cromosomas representa una solución potencial para un problema
dado y se encuentra codificado mediante una cadena de bits. Los bits de dicha
cadena se deben interpretar de acuerdo a una estructura de datos D para identifi-
car los valores que toman cada una de las características que definen la solución
representada por la cadena binaria. La bondad de las soluciones codificadas en
cada uno de los cromosomas de la población se mide de acuerdo a una función
de adaptación f que asigna a cada cromosoma un grado de adaptación que será
mejor cuanto mejor sea el cromosoma. Una vez que los cromosomas han sido
evaluados, se seleccionan los más aptos para formar una nueva población P t+1 en
la que sólo los cromosomas que han sido seleccionados podrán reproducirse para
generar nuevas soluciones para el problema. El proceso de reproducción se lleva a
cabo mediante la aplicación de operadores genéticos que pueden ser de mutación
o de cruce. Los operadores de mutación µk son unarios, es decir, se aplican sobre
una cadena de bits, y crean una nueva solución aplicando un cambio aleatorio a
un cromosoma ya existente en la población:

µk : D→ D (2.36)

En cambio, los operadores de cruce χ j combinan la información de varios
cromosomas para formar varios descendientes que posiblemente heredarán las
mejores cualidades de cada uno de sus progenitores:

1 Su comportamiento es no determinista. En dos ejecuciones distintas no tiene por que encontrar
la misma solución.
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t← 0
Crear la población inicial P t

Evaluar P t

repetir

t← t+1
Seleccionar P t tomando los cromosomas más aptos de P t−1

Reproducir P t

Evaluar P t

hasta No se cumpla la condición de parada
Devolver el cromosoma más apto de P t

Alg. 2.2: Algoritmo genético básico

χ j : D× ...×D→ D× ...×D (2.37)

Esta secuencia de pasos se conoce como generación, y su repetición lleva a
que la población converja a una solución que se espera que sea casi-óptima. Los
pasos a seguir en un algoritmo genético básico se detallan en el Algoritmo 2.2.

Debido a su estrecha relación con la genética natural, se han acuñado diversos
términos de ésta para referirse a las estructuras de datos, la información o los
procesos en el ámbito de los algoritmos genéticos. A cada una de las posibles
soluciones para el problema se las conoce como cromosomas. En cada uno de ellos
se pueden diferenciar dos partes, la estructura de datos que le da soporte, conocida
como genotipo, que en el caso de los algoritmos genéticos es una cadena de bits, y
el fenotipo, que es la información genética en sí, independientemente de la forma
en la que codifique. Cada cromosoma está compuesto por unidades mínimas de
información llamadas genes que describen las distintas características atómicas
de la solución. Los genes relacionados con ciertas características están colocados
en una posición determinada y cada uno de los estados o valores que pueden
contener se llama alelo. El conjunto de posibles soluciones que se almacena en
el momento actual se conoce como población, y cada una de las iteraciones del
proceso evolutivo se llama generación.

Desde su introducción, han aparecido multitud de artículos y disertaciones que
establecen su aplicabilidad a multitud de áreas como la aproximación funcional, el
control de procesos, la optimización de rutas, horarios, consultas a bases de datos,
problemas de transporte, etc. [Bäck, 1995][Bennet et al., 1991][Booker, 1982][De
Jong, 1975][De Jong, 1985][Fogel, 1995][Goldberg, 1989a][Michalewicz et al.,
1990][Michalewicz, 1996][Vignaux and Michalewicz, 1991]. Las razones para
su popularidad están bien claras: son algoritmos de búsqueda muy poderosos al
posibilitar la explotación / exploración de múltiples soluciones, en contraposición
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con los algoritmos de búsqueda tradicionales, se pueden aplicar a cualquier tipo
de problemas, son capaces de manejar restricciones sobre el espacio de soluciones
válidas o aceptables, no están limitados por la topología del espacio de búsqueda
(pueden buscar en espacios no derivables, no continuos, multimodales, etc.) y son
computacionalmente sencillos y fáciles de implementar.

Los algoritmos genéticos son altamente configurables. Sus múltiples grados de
libertad permiten ajustar el proceso de búsqueda a las necesidades de cada proble-
ma, pero si no se controlan adecuadamente puede ser que no se llegue as encontrar
una solución aceptable. Para resolver un problema particular, hay que estudiar de-
talladamente cómo se va a implementar cada una de las siguientes componentes
del algoritmo:

la codificación usada para representar las posibles soluciones,

la creación de la población inicial,

el diseño de la función de evaluación,

el proceso de reproducción,

el proceso de selección,

el valor de los parámetros (probabilidades de aplicación de operadores y tama-
ño de la población), y

el criterio de parada.

2.5. Programación Genética

En [Koza, 1992], Koza propuso una clase de algoritmos evolutivos llamada
Programación Genética (GP), cuya idea es evolucionar programas de computado-
ra para la creación automática de nuevos programas de computadora. Aunque en
principio fue diseñada para ello, no sólo se ha utilizado para generar programas,
sino que cualquier otro tipo de soluciones cuya estructura sea similar a la de un
programa, por ejemplo fórmulas matemáticas o circuitos electrónicos. La Progra-
mación Genética es más general y, de hecho, incluye los algoritmos genéticos. Las
aplicaciones de estos algoritmos son muy diversas:

Integración, derivación e inversión simbólicas.

Predicción de secuencias.

Compresión de datos con pérdidas (imágenes...).

Descubrimiento de leyes a partir de datos empíricos (leyes de Kepler...).
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Demostración de identidades matemáticas.

Diseño en ingeniería (civil, etc...).

Estrategias en robots (hormigas artificiales).

Regresión simbólica.

Diseño de circuitos digitales (multiplexor...).

Comportamiento emergente (hormigas artificiales, agentes, robots...).

Diseño de controladores y automatismos (péndulo invertido, parquear un trai-
ler...).

Diseño de estrategias óptimas en juegos (Pac-Man).

Diseño de arquitecturas internas (para path planning de robots...).

Generación de secuencias seudoaleatorias.

Clasificación de datos (Clustering, Data Mining...).

La Programación Genética es computacionalmente muy costosa lo que limitó
sus primeras aplicaciones a resolver problemas relativamente simples. Pero, tras
varías mejoras en la tecnología y al aumento de la potencia de cómputo, la Pro-
gramación Genética ha obtenidos resultados muy competitivos. Por ejemplo, hay
una lista de casi 40 resultados de este tipo de algoritmos2 que se han clasificado
como competitivos con el ser humano, en áreas como la computación cuántica,
diseño electrónico, juegos, ordenación, etc. Se han replicado algunas invenciones
realizadas tras el año 2000, e incluso producido invenciones patentables.

En su definición más tradicional, hecha por Koza, los programas que se desa-
rrollan están codificados en forma de árboles de análisis sintáctico (parse trees en
inglés). El uso de árboles de expresiones (parse trees) tiene las ventajas de preve-
nir errores sintácticos, que pueden llevar a individuos no válidos, y la jerarquía en
el árbol previene de problemas con la precedencia de operadores. Hay que definir
los nodos del árbol convenientemente, es decir, el conjunto de terminales que está
compuesto por las entradas posibles al individuo, constantes y funciones de ari-
dad 0, y el conjunto de funciones está compuesto por los operadores y funciones
que pueden componer a un individuo. Por ejemplo podemos definir los siguientes
nodos para árboles que representen un sencillo lenguaje imperativo:

Funciones booleanas: AND, OR, NOT, XOR.

2 http://www.genetic-programming.com/humancompetitive.html
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Funciones aritméticas: PLUS, MINUS, MULT, DIV.

Sentencias condicionales: IF, THEN, ELSE, CASE, SWITCH

Sentencias para iteraciones: WHILE, FOR, REPEAT..UNTIL

El conjunto de terminales y funciones elegidos para resolver un problema par-
ticular debe ser, obviamente, suficiente para representar una solución al problema.
Por otro lado, no es conveniente usar un número grande de funciones, debido a
que esto aumenta el tamaño del espacio de búsqueda. Además es deseable que las
funciones puedan manejar todos los argumentos que eventualmente podrían llegar
a tener.

Uno de los parámetros principales para un algoritmo de Programación Gené-
tica es el tamaño máximo de un programa. Este límite puede estar impuesto sobre
el número de nodos o sobre la profundidad del árbol. Con esto en mente, también
es importante tener una población inicial diversa para obtener buenos resultados,
por lo que usualmente se utilizan métodos para generar poblaciones iniciales con
árboles de diversos tamaño [Koza, 1992]:

Método grow: crea un individuo de como mucho el tamaño máximo permitido.

Método full: crea un individuo del tamaño máximo permitido.

Método ramped half and half: está diseñado para garantizar una población inicial
con alto grado de diversidad de tamaño de árboles. Si suponemos D el tamaño
máximo definido para un árbol, se divide la población en D− 1 grupos con
tamaño máximo 2, ..,D en los que la mitad de cada grupo se crea usando el
método grow y la otra mitad con el full.

Los algoritmos de Programación Genética constan, al igual que los algoritmos
genéticos generales, de operadores genéticos de cruce y mutación. El operador
de cruce (crossover) clásico de la Programación Genética es el operador de inter-
cambio de sub-árboles. Éste elige al azar un nodo de cada árbol y luego se inter-
cambian los subárboles bajo estos nodos. Hay mayor diversidad de operadores de
mutación, a continuación se listan algunos:

Mutación puntual: sólo un nodo es intercambiado por otro de la misma clase

Permutación: los argumentos de un nodo son permutados

Levantamiento: un nuevo individuo es generado a partir de un subárbol

Expansión: un terminal es cambiado por un árbol generado al azar
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Mutación de Subárbol: un subárbol es reemplazado por otro generado al azar.

La mayor parte de la complejidad (tanto en coste computacional como en di-
ficultad de diseño) de los algoritmos de Programación Genética está concentrada
en la evaluación de la función de adaptación. La adaptación debe medir cómo de
buena es una solución y ésta depende claramente del tipo de problema. Por ejem-
plo, en un problema de clasificación en bases de datos, la adaptación puede estar
medida por el número de ejemplos bien clasificados. Evidentemente, no es tan ob-
vio evaluar un elemento activo como es una fórmula matemática o un programa,
y puede resultar en que la función de adaptación no sea determinística.

2.6. Programación Paralela

La potencia de los ordenadores ha ido aumentando con los años, pero está limi-
tida por motivos físicos. Algunos de los más destacables de estos factores físicos
son la frecuencia de reloj de los procesadores y la densidad de integración de los
componentes electrónicos en procesadores, que se están acercando a los extremos
de lo técnicamente posible, y en el que el calor disipado por la operación de los
sistemas los puede llegar a destruir. La velocidad de los programas secuenciales
están fuertemente limitados por este factor. La programación paralela se basa en
el principio de dividir un algoritmo en tareas que se ejecutan en paralelo o con-
currentemente en distintos procesos o procesadores, obteniendo una mejora de la
eficiencia algorítimica que revierte en una ganancia de velocidad de ejecución.

Hay 2 tipos básicos de paralelismo que se pueden explotar para paralelizar un
algoritmo secuencial que llevan a 2 clases extremas de programas paralelos:

Paralelismo de datos: se basa en dividir la entrada de un programa en trozos
a los cuales se aplica el mismo trabajo pero de forma de independiente en
distintos procesos/procesadores.

Paralelismo funcional: también conocido como Paralelismo de tareas o Para-
lelismo de control, consiste en asignar las distintas tareas de un algoritmo a
distintos procesos/procesadores. El problema de hallar la mejor partición de
tareas para ejecución paralela o concurrente es un problema NP-completo.

En la práctica la mayoría de los algoritmos presentan potencialmente ambos
tipos de paralelismo. Esto implica que puede llegar a haber una cierta cantidad
de posibles diseños paralelos para un mismo algoritmo, cuya eficiencia se verá
también afectada por factores propios de la arquitectura donde se ejecutarán. De
todas maneras, hay un límite a lo que puede mejorar un algoritmo al paralelizarse
que viene dado por la llamada Ley de Amdahl [Amdahl, 1967]: la ganancia de
velocidad que se consigue al mejorar un recurso de un computador en un factor



38 2. Fundamentos

igual a p está limitada por la cota p/(1 + f (p− 1)), donde f es la porción del
tiempo en que dicha mejora no se utiliza en las aplicaciones que se ejecutan en

el computador. De esta forma, por mucho que mejoremos un recurso (es decir,
en nuestro caso, por mucho que incrementemos el número de procesadores p), la
mejora de velocidad no va a ser mayor que 1/ f .

Los programas paralelos necesitan de computadores paralelos para poder ser
ejecutados. Un computador paralelo puede definirse de forma muy general como
un conjunto de procesadores que trabajan cooperativamente para la resolución de
problemas. Se pueden organizar diversas arquitecturas paralelas con múltiples
procesadores comunicados entre sí mediante una red de interconexión (bus de
un mismo ordenador, red ethernet, etc). Se pueden diferenciar 2 tipos básicos de
arquitecturas paralelas:

Arquitecturas de memoria compartidas: aquellas en las cuales los procesadores
o procesos tienen un sólo espacio de memoria que comparten.

Arquitecturas de memoria distribuidas: aquellas en las cuales los procesadores
o procesos tienen distintos espacios de memoria independientes.

Otra clasificación para las arquitecturas de computadores viene dada por la
taxonomía de Flynn [Flynn, 1972], que es independiente de la anterior división:

1. SISD (Single Instruction, Single Data, único flujo de instrucciones, único flujo
de datos): son las máquinas con un único procesador que operan con un único
flujo de instrucciones sobre datos almacenados en una memoria. Correspon-
dientes a la arquitectura de von Neumann.

2. MIMD: (Multiple Instruction, Multiple Data, múltiples flujos de instrucciones,
múltiples flujos de datos): son máquinas cuyos procesadores pueden ejecutar
diferentes instrucciones sobre distintos conjuntos de datos.

3. SIMD: (Single Instruction, Multiple Data, único flujo de instrucciones, múl-
tiples flujos de datos): son máquinas cuyos procesadores ejecutan la misma
secuencia de instrucciones sobre distintos conjuntos de datos. Son arquitectu-
ras especialmente diseñadas para soportar aplicaciones con alto nivel de para-
lelismo de datos, siendo un ejemplo notorio de este tipo de arquitectura son
las GPU actuales que operan los mismos algoritmos sobre los píxeles de una
imágen de forma independiente (ver Sección 6.1.1).

4. MISD: (Multiple Instruction, Single Data, múltiples flujos de instrucciones,
único flujo de datos): son máquinas cuyos procesadores ejecutan diferentes
instrucciones sobre el mismo conjuntos de datos. Son el menos común de los
tipos de arquitectura de esta taxonomía, ya que los computadores MIMD y
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SIMD suelen ser los más adecuados para la mayoría de aplicaciones y una
arquitectura MISD puede ser emulada fácilmente por una MIMD.

El tipo concreto de arquitectura influye en el modo en que se debe de diseñar
un programa paralelo para que se ejecute de forma eficiente en ella. Los tipos de
arquitecturas no son incompatibles, obteniendo arquitecturas mixtas. El tipo de
arquitectura influye en la eficiencia del mecanismo de comunicación entre tareas
o procesos paralelos.

La comunicación entre tareas es fundamental a la hora de diseñar un programa
paralelo. Hay 2 mecanismos básicos de comunicación entre tareas:

Uso de espacios de memoria compartidas: sea mediante un espacio compartido
de memoria real o simulación del mismo.

Paso de mensajes: que se basa en el paso explícito de datos entre procesos/pro-
cesadores.

Al igual que en el caso de las arquitecturas paralelas, ambos tipos de comuni-
cación no son incompatibles entre sí. La eficiencia del mecanismo de comunica-
ción es un factor clave en las prestaciones de un programa paralelo.

Todo lo que hemos expuesto hasta el momento, unido a la dificultad añadida
a la hora de depurar, convierte la programación paralela en una tarea que puede
llegar a ser extremadamente árdua. Se suele aplicar una metodología de 4 pasos
para el diseño de un algoritmo paralelo para un problema:

1. Particionamiento: el cómputo que se realiza y los datos sobre los cuales se
aplica son descompuestos en pequeñas tareas. El objetivo es hallar el máximo
paralelismo potencial. Se suele distinguir entre particionamiento de dominio y
particionamiento funcional, respectivamente correspondientes a buscar el pa-
ralelismo de datos y el funcional.

2. Comunicación: se determina la comunicación necesaria entre las tareas para
que se coordinen, diseñándose una estructura y algoritmos de comunicación
adecuados. Las comunicaciones se clasifican según 4 criterios: locales/glo-
bales, estructuradas/no estructuradas, estáticas/dinamicas, y síncronas/asíncro-
nas.

3. Aglomeración: se evalúan los costes de implementación y rendimiento de la
estructura de tareas y comunicación obtenida en los pasos anteriores. En caso
de ser necesario, diversas tareas individuales son combinadas en una única con
el fin de mejorar el rendimiento o hacer menos costosa la implementación.
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4. Mapeado: cada tarea se asigna a un procesador de manera que se maximice
el uso de los procesadores a la vez que se minimicen los costes de comunica-
ción. El problema de hallar el mejor mapeado de tareas para un conjunto de
procesadores es un problema NP-completo.

El resultado de aplicar esta metodología en su forma más pura son algorit-
mos que crean y destruyen dinámicamente tareas. Un paradigma muy aplicado a
la hora de crear programa paralelos es el SPMD (Single Program Multiple Data,
único programa, múltiples datos) en el que cada proceso ejecuta el mismo progra-
ma pero con diferentes conjuntos de datos. Es uno de los más populares al sólo
requerir escribir un único programa, siendo además muy adecuado para su uso
en arquitecturas distribuidas usando como mecanismo de comunicación el paso
de mensaje. El estándar MPI, ver Sección 2.7, es especialmente adecuado para
desarrollara aplicaciones usando este paradigma.

2.7. MPI: la Interfaz para Paso de Mensajes

MPI son las siglas en inglés para Interfaz para Paso de Mensajes (Message
Passing Interface y define un estándar para la comunicación entre procesos, sien-
do éste paradigma uno de los más utilizados a la hora de diseñar aplicaciones
paralelas. Fue definida en los 80, aunque desde su creación se han llevado a ca-
bo numerosos estudios de rendimiento tanto de cara a su implementación en las
más diversas plataformas como para su mejora [Walker, 1994] [Bruck et al., 1995]
[Gropp et al., 1996] [Foster et al., 1998] [Fagg et al., 2005]. El estándar es espe-
cialmente adecuado para máquinas de memoria distribuida aunque también puede
utilizarse en máquinas de memoria compartida. Hay una gran cantidad de imple-
mentaciones tanto en el ámbito comercial como en iniciativas de código abierto:
(Sun MPI3, Intel MPI4) (OpenMPI5, LAM6, MPICH7 y MPICH28). Es un están-
dar de facto a la hora de programar aplicaciones paralelas, como puede atestiguar
el hecho de que, aunque en principio la interfaz fue implementada en C/C++ y
Fortran, en la actualidad se puede hacer uso de ella desde la mayoría de los len-
guajes de alto nivel que puede llegar a ser utilizados por la comunidad científica
como Python [Dalcin et al., 2005] [Dalcín et al., 2008], Perl9, C# [Willcock et al.,
2002] [Gregor and Lumsdaine, 2008] o Java [Baker and Carpenter, 2000] [Ba-
ker et al., 2006]. Es más, la intefaz fue creada para un modelo de programación

3 http://www.sun.com/software/products/clustertools/
4 http://www.intel.com/cd/software/products/asmo-na/eng/308295.htm
5 http://www.open-mpi.org/
6 http://www.lam-mpi.org/
7 http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich1/
8 http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpich2/
9 http://search.cpan.org/~josh/Parallel-MPI-0.03/MPI.pm
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un programa múltiples datos (Single Process, Multiple Data o Single Program,
Multiple Data, SPMD), pero se está expandiendo para soportar operaciones otros
modelos de programación paralela.

MPI trabaja siempre a nivel de procesos, que pueden ser mapeados o no a
distintos procesadores, proporcionando capacidad para:

Organizar los procesos en grupos y organizar dichos grupos en topologías

(rejillas, por ejemplo). Esto básicamente se consigue a través del concepto
de comunicador que es una abstracción de un conducto a través de los cuales
los procesos se comunican. MPI define funciones para la creación y gestión de
comunicadores.

Sincronizar los procesos. MPI proporciona funciones para sincronización de
procesos tanto específicas como con operaciones síncronas.

Comunicar los procesos. MPI proporciona una gran cantidad de funciones de
comunicación entre procesos, tanto proceso a proceso como globales (entre un
grupo de procesos) así como de funcionamiento síncrono como asíncrono.

Como se ha dejado entrever antes, MPI es un estándar definido independiente-
mente del lenguaje en que se va a usar, por lo que la interfaz también incluye una
definición de los tipos de datos para las comunicaciones independiente de la im-
plementación específica y funcionalidad para definición y gestión de nuevos tipos
de datos para los mensajes que se van a comunicar los procesos entre sí.
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3. ENTRENAMIENTO DE LSSVM
PARA REGRESIÓN

Las Máquinas de Vectores Soporte de Mínimos Cuadrados (Least Square Support
Vector Machines, LSSVM) [Suykens et al., 2002] representan el estado del arte
en métodos kernel para problemas de aproximación funcional o regresión. Sur-
gieron como alternativa a las Máquinas de Vectores de Soporte para Regresión
(SVR), solucionando algunos de sus problemas de eficiencia, de entrenamiento y
de tamaño de los modelos. Estos modelos están íntimamente relacionados con los
Procesos Gaussianos para Regresión, aunque con un enfoque mucho más basado
en la teoría de optimización, lo que lleva a un planteamiento más práctico de los
mismos. Sin embargo, las LSSVM adolecen también de diversos problemas, al-
gunos generales a todos los métodos kernel y otros específicamente suyos. En este
capítulo se presenta una metodología para una optimización más eficiente los mo-
delos LSSVM para regresión con respecto al error de validación cruzada tanto en
tiempo de ejecución como precisión. Esta metodología se basa en la presentación
de expresiones para las derivadas parciales del error de validación cruzada con
respecto a los parámetros de los modelos LSSVM, lo que permite la aplicación
de algoritmos como el Gradiente Conjugado, que no son aplicados normalmente
para optimización de estos modelos. Además, y también como parte fundamental
de la metodología, se presentan heurísticas para inicializar a valores razonable-
mente buenos los parámetros de los modelos LSSVM, lo que mejora la eficiencia
de la optimización. El buen rendimiento de la metodología es demostrado frente
a otros algoritmos propuestos en la bibliografía para entrenar una LSSVM en sus
distintos aspectos.

3.1. Métodos kernel para regresión

Aunque las Máquinas de Vectores Soporte (Support Vector Machine, SVM)
fueron concebidas y desarrolladas para resolver problemas de clasificación, otras
técnicas han aparecido en la literatura que hacen uso del llamado kernel trick
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[Scholkopf and Smola, 2001] tanto para clasificación como para regresión. Hoy
día estas técnicas son referidas en general como métodos kernel. Los métodos
kernel se definen por operaciones sobre los valores de una función de kernel sobre
los datos, ignorando la estructura de la entrada, y evitando así el problema de
la maldición de la dimensionalidad [Bellman, 1966]. Su mayor problema es la
eficiencia cuando el número de datos crece.

Para problemas de regresión, el primer método kernel propuesto en la biblio-
grafía fue el de los Vectores Soporte para Regresión (Support Vector Regression,
SVR) [Scholkopf and Smola, 2001]. Las Máquinas de Vectores Soporte de Míni-
mos Cuadrados (Least Square Support Vector Machines, LSSVM) son una modi-
ficación de la formulación de SVR estándar creada para superar sus principales
inconvenientes [Suykens et al., 2002]. Concretamente, el problema de optimiza-
ción resultante tiene la mitad de parámetros que cuando se utilizan SVRs, y el
modelo se puede optimizar resolviendo un sistema de ecuaciones lineal en vez de
un problema de optimización cuadrática.

Tanto SVR como LSSVM han sido aplicados a predicción de series temporales
con resultados prometedores como puede verse en [Müller et al., 2000], [Tay,
2001] y [Thiessen and van Brakel, 2003] para SVR, y en [Van Gestel et al., 2001]
y [Xu, 2005] para el caso de LSSVM. Sin embargo, ambas técnicas tienen algunos
problemas comunes:

1. No existe ningúnmétodo para seleccionar la función de kernel óptima para
un problema concreto. Aunque existen numerosos trabajos en la bibliografía
que investigan sobre los métodos kernel, la mayor parte de ellos usan el kernel
Gaussiano o kernels basados en él para problemas de regresión y predicción de
series temporales, debido a la interpolación suave que obtienen.

2. La optimización de los parámetros es costosa computacionalmente. El pro-
ceso de optimización requiere de la evaluación de algún procedimiento de vali-
dación cruzada (CV) [Ying and Keong, 2004] [An et al., 2007] o algún criterio
Bayesiano [Van Gestel et al., 2001] con una complejidad O(N3), donde N es el
número de puntos de entrenamiento. En el caso de SVR, un interesante estudio
en [Cherkassky and Ma, 2004] da una guía de cómo fijar los valores de los hi-
perparámetros. Para el caso de LSSVM, un reciente estudio en [Liitiäinen et al.,
2007] presenta una interesante aproximación al entrenamiento de LSSVM con
kernel Gaussiano basada en una estimación no paramétrica del ruido (Non-
parametric Noise Estimation, NNE), la cual trata de estimar un límite superior
a la precisión de aproximación que puede ser obtenida por cualquier modelo
para unos datos concretos.

3. Los modelos generados pueden ser grandes, ya que incluyen todos los datos
de entrenamiento en su interior. Para aliviar este gran problema, un método de
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poda para reducir el número de ejemplo retenidos podría ser usado a poste-
riori sobre los modelos generados [de Kruif and de Vries, 2003], [Cawley and
Talbot, 2002].

En la literatura, las funciones kernel usadas son casi todas variantes de las Fun-
ciones de Base Radial (RBF) [Rojas et al., 2000b] y el análisis del problema se
centra principalmente en la selección de características, es decir, qué característi-
cas deben de tenerse en cuenta para el problema [Müller et al., 2000] [Rubio et al.,
2008]. En la mayoría de los casos, los parámetros son optimizados con respecto
al error de validación cruzada de los modelos, aunque otros criterios se pueden
utilizar como la verosimilitud Bayesiana (Bayesian Likelihood) [Scholkopf and
Smola, 2001] [Van Gestel et al., 2001] o alguna cota al error de entrenamien-
to [Lendasse et al., 2005]. En la implementación más popular de LSSVM para
Matlab, LSSVMlab1, tanto la optimización con respecto al error de validación
cruzada como la verosimilitud Bayesiana están disponibles. En el primer caso, el
software busca en el espacio de parámetros por medio de un algoritmo de bús-
queda en rejilla (grid), que es muy costoso computacionalmente para rejillas de
grandes tamaños, valores altos de orden de validación cruzada y gran número
de parámetros. La excepción es el caso especial del error de validación cruzada
Leave-One-Out (LOO), que está implementado en base a la inversión de la ma-
triz de kernel para los datos de entrenamiento. En [Ying and Keong, 2004] y [An
et al., 2007] se presentan expresiones para la evaluación del error de validación
cruzada eficientes y de complejidad computacional independiente del orden de la
validación cruzada.

En este capítulo se presenta:

1. Un estudio en el que se enfatiza en la optimización precisa y eficiente de los
parámetros de LSSVM con respecto al error de validación cruzada de orden
arbitrario haciendo uso de las derivadas parciales.

2. Un método para estimar, tanto el parámetro σ del kernel Gaussiano, como el
hiperparámetro de regularización del proceso de optimización de un modelo
LSSVM, basado en el uso de un método de estimación no paramétrica del
ruido e información extraída de los datos a modelar.

Los problemas a los que se aplican los métodos en los ejemplos son de predic-
ción de series temporales, debido a su gran relevancia, aunque realmente se puede
hacer uso de los métodos descritos en cualquier problema de regresión.

1 http://www.esat.kuleuven.ac.be/sista/lssvmlab/
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3.2. Máquinas de Vectores de Soporte de Mínimos Cuadrados
(LSSVM)

Dado un conjunto de muestras de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ⊂ R
d×

R, donde N es el número de muestras y d es la dimensionalidad de la entrada, el
modelo LSSVM clásico intenta aproximar una función que relaciona las entradas
X con las salidas Y resolviendo el siguiente problema de optimización:

mı́n
w∈Rd , b,ei∈R

τ(w,b,e) = 1
2‖w‖

2 + γ1
2

N

∑
i=1
e2i ,

(yi− (〈w,xi〉+b)) = ei, ∀i= 1, . . . ,N

(3.1)

donde τ es la función a optimizar, la cual depende del vector de pesos w ∈ R
d

y el valor b, que son los parámetros de aproximador lineal; γ > 0 es un factor
de regularización y ei es el error cometido al aproximar la i-ésima muestra (e =
{e1,e2, · · · ,eN}). Es el típico problema de optimización con restricciones de una
función derivable que puede afrontarse usando el método de los Multiplicadores
de Lagrange y que conduce a la resolución del siguiente sistema lineal:

[

0 1TN
1N Ω+ I/γ

]

[

b
α

]

=
[

0
y

]

(3.2)

donde Ωi j =
〈

xi,x j
〉

es el producto escalar entre pares de puntos de entrada, I la
matriz identidad y α es el vector de multiplicadores de Lagrange. Si el producto
escalar en el espacio de entrada es sustituido por un producto escalar en un espa-
cio de características dado por la función de kernel k(x,x′;Θ)= 〈φ(x;Θ),φ(x′;Θ)〉,
donde φ es la función que mapea puntos del espacio de entrada a puntos del espa-
cio de características, entonces Ωi j = k(xi,x j;Θ) y la función modelada se puede
expresar como:

f (x) =
N

∑
i=1

αik(x,xi)+b. (3.3)

3.2.1. Evaluación del error de validación cruzada de orden l

Con el objetivo de evitar que un modelo LSSVM sobreajuste a los datos de los
cuales aprende, es importante medir su capacidad de generalización, es decir, su
rendimiento cuando aproxima datos que no han sido vistos en el entrenamiento.
Uno de los métodos más comunes para obtener un modelo con buena capacidad
de generalización consiste en minimizar el error de validación cruzada en vez del
error de entrenamiento. El error de validación cruzada de orden l para un modelo
se obtiene dividiendo el conjunto de datos en l subconjuntos de aproximadamente
igual tamaño, y utilizando, de forma iterativa, cada uno de esos l subconjuntos
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como datos de validación, dejando el resto como datos de entrenamiento. Por
lo tanto, un total de l modelos son entrenados, y la media de los l errores de
validación (por cada subconjunto) es el error de validación cruzada de orden l.

En [An et al., 2007] se presenta un método de coste reducido para la evaluación
del error de validación cruzada de orden l para LSSVM. Para calcular el error de
validación cruzada de orden l se puede usar la siguiente expresión:

MSEl-fold =
1
N

l

∑
m=1

|β(m)|

∑
j=1

β
(m)
j

2
(3.4)

donde β = [β(1),β(2), · · · ,β(l)]T , y cada β(m) es definido como β(m) =C−1
mmα(m). Es

imporatnte destacar que aquí, α = [α(1),α(2), · · · ,α(l)]T no corresponde al de la
Ecuación (3.2), sino que viene dado por:

α =Cy (3.5)

C =









C11 C12 · · · C1l
CT12 C22 · · · C2l

...
...

. . .
...

CTl2 CT2l · · · Cll









= K−1
γ +

1
d
K−1

γ 1n1
T
nK
−1
γ (3.6)

d = −1TnK
−1
γ 1n (3.7)

Kγ = K+ I/γ (3.8)

Ki j = k(xi,x j;Θ) (3.9)

donde I es la matriz identidad, Θ es el vector de parámetros del kernel k y γ el
factor de regularización. Para facilitar la lectura, se definen la matrizC, el valor d,
la matriz Kγ y la matriz K en las Ecuaciones (3.6), (3.7) (3.8) y (3.9). La matrizC
se particiona en l2 submatrices de tamaño N/l×N/l, que son las utilizadas para el
cálculo de los β(m) de la Ecuación (3.4). El coste computacional es independiente
del orden de validación cruzada l, siendo dominado por el coste de inversión de la
matriz Kγ.

3.2.2. Derivadas parciales del error de validación cruzada de orden l

En las sub-secciones previas hemos declarado que nuestro principal objetivo a
la hora de optimizar un modelo LSSVM es minimizar el error de validación cru-
zada para obtener buenas capacidades de generalización. Con el fin de conseguir
dicha minimización, necesitamos las expresiones de las derivadas parciales del
error de validación cruzada de orden l (Ecuación 3.4) con respecto a un parámetro
p dado (que puede ser el factor de regularización γ o un parámetro del kernel). Se
obtuvieron las siguientes expresiones:
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∂MSEl-fold

∂p
=

2
N

l

∑
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|β(m)|

∑
j=1

β
(m)
j

[

∂β(m)

∂p

]

j

(3.10)
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mm

∂p
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∂p
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∂C
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∂d−1

∂p
=

1
d2 1Tn

∂K−1
γ

∂p
1n (3.17)

∂K−1
γ

∂p
= −K−1

γ

∂Kγ

∂p
K−1

γ (3.18)

Por lo tanto, y como era de esperar, la derivada parcial del error de validación

cruzada de orden l con respecto al parámetro p depende de
∂Kγ

∂p
, la derivada parcial

de Kγ = K+ I/γ. Para cada p = θ ∈ Θ, la derivada depende de la función kernel

k, pero para p= γ es
∂Kγ

∂p
=−I/γ2.

La evaluación de la derivada parcial implica la inversión de la matriz Kγ, lo
que tiene una complejidad computacional de O(N) = N3 con métodos exactos, y
depende también de la derivada parcial de la función kernel con respecto a sus
parámetros, la cual debe de ser proporcionada para cada kernel en particular.

Las ecuaciones anteriores, en su conjunto, pueden ser utilizadas en un esque-
ma de Gradiente Conjugado para optimizar tanto el factor de regularización γ
como los parámetros del kernel de un modelo LSSVM. A este respecto, es impor-
tante mencionar que en [Suykens et al., 2002] se recomienda optimizar en dife-
rentes niveles los parámetros del kernel y el factor de regularización γ. Como la
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convergencia al óptimo global no está garantizada, se recomienda realizar varias
optimizaciones partiendo de distintos puntos de inicio. Además, en la Sección 3.4
se proporcionan algunas sugerencias heurísticas para obtener los puntos de inicio
con el fin de tener una ruta más rápida al óptimo global o, al menos, a un buen
óptimo.

3.3. LSSVM sin sesgo

Frecuentemente se prefiere usar una versión sin sesgo de LSSVM para apro-
ximación funcional. La eliminación del sesgo (b en la Ecuación 3.1) simplifica
las expresiones de LSSVM si se considera que la función a modelar tiene me-
dia cero, una condición que puede ser impuesta sin pérdida de generalidad. Dado
un conjunto de muestras de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ∈ R

d×R, donde
N es el número de muestras y d es la dimensionalidad de la entrada, el modelo
LSSVM sin sesgo intenta aproximar una función que relaciona las entradas X con
las salidas Y resolviendo el siguiente problema de optimización:

mı́n
w∈Rd ,ei∈R

τ(w,e) = 1
2‖w‖

2 + γ1
2

N

∑
i=1
e2i ,

(yi− (〈w,xi〉)) = ei, ∀i= 1, . . . ,N

(3.19)

lo que lleva a usar nuevamente los multiplicadores de Lagrange α y, finalmente, a
resolver el sistema lineal:

[Ω+ I/γ] [α] = [y] (3.20)

donde Ωi j =
〈

xi,x j
〉

es el producto escalar entre pares de puntos de entrada e I
la matriz identidad. Si el producto escalar en el espacio de entrada es sustituido
por un producto escalar en un espacio de características dado por la función de
kernel k(x,x′;Θ) = 〈φ(x;Θ),φ(x′;Θ)〉, donde φ es la función que mapea puntos
del espacio de entrada a puntos del espacio de características, entonces Ωi j =
k(xi,x j;Θ) y la función modelada se puede expresar como:

f (x) =
N

∑
i=1

αik(x,xi) (3.21)

3.3.1. Evaluación del error de validación cruzada de orden l

El método de coste reducido para la evaluación del error de validación cruzada
de orden l para el caso especial de LSSVM sin sesgo es:
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MSEl-fold =
1
N

l

∑
m=1

|β(m)|

∑
j=1

β
(m)
j

2
(3.22)

β(m) = C−1
mmα(m) (3.23)
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(3.24)

C = K−1
γ (3.25)

Kγ = K+ I/γ (3.26)

Ki j = k(xi,x j;Θ) (3.27)

α =
[

α(1),α(2), · · · ,α(l)
]T

(3.28)

donde α es el mismo de la Ecuación (3.20), las matrices Kγ y K son las mismas
que las de las Ecuaciones (3.8) y (3.8), pero la matriz C, en cambio, se define en
este caso como la inversa de Kγ, ver Ecuación (3.25).

3.3.2. Derivadas parciales del error de validación cruzada de orden l

De nuevo, para el caso especial de LSSVM sin sesgo, las derivadas parciales
del error de validación cruzada de orden l (3.22) con respecto a un parámetro p
(que puede ser γ o un parámetro del kernel) quedan como:

∂MSEl-fold

∂p
=

2
N

l

∑
m=1

|β(m)|

∑
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(m)
j
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∂p
=

∂C−1
mm

∂p
α(m) +C−1

mm

∂α(m)

∂p
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∂p
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∂K−1
γ

∂p
= −K−1

γ

∂Kγ

∂p
K−1

γ (3.32)

3.4. Método heurístico para la estimación de los parámetros de
LSSVM

El objetivo cuando se trata de optimizar los parámetros de un modelo a partir
de un conjunto dado de muestras de entrada/salida es optimizar la capacidad de
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generalización del modelo, y un camino para conseguir esto es minimizar el error
de validación cruzada de orden l. Para ello, en esta sección se hace uso de un mé-
todo de búsqueda local como es el Gradiente Conjugado. Este método es capaz
de encontrar el mínimo más cercano a una asignación tentativa inicial de los pará-
metros a optimizar, usando la información de las derivadas parciales del modelo.
En el caso de las máquinas de vectores soporte de mínimos cuadrados, LSSVM,
estos parámetros son el factor de regularización, también llamado hiperparáme-
tro γ y los parámetros de la función de kernel. La bondad del mínimo encontrado
depende en gran medida de los valores iniciales de búsqueda. En esta sección se
propone un método heurístico, obtenido a partir de nuestra experiencia, para asig-
nar dichos valores. Dicho método está basado en una estimación no parámetrica
del error de aproximación (ruido), concepto que abordaremos a continuación.

3.4.1. Estimación no paramétrica del ruido: Tests Delta y Gamma

La estimación del ruido existente en un conjunto de pares de entrada/salida
se ha comprobado ser especialmente útil para problemas de regresión ya que pro-
porciona una cota mínima al error de entrenamiento, el cual puede ser usado para
determinar cuánto de preciso puede llegar a ser un modelo entrenado para dichos
datos. En otras palabras, cuando un modelo entrenado para unos datos obtiene
una precisión superior al del ruido presente en dichos datos, se puede concluir
que el modelo esta sobreajustado a los datos de entrenamiento y, por tanto, debe
descartarse. Esta estimación del ruido también puede ser usada como criterio de
selección de las entradas más relevantes para el modelo, como se realiza en [Len-
dasse et al., 2006]. En esta sección se describe brevemente los dos métodos no
paramétricos de estimación del ruido más conocidos.

El Test Delta para un conjunto de muestras de entrada/salida de una función
(x1,y1), . . . , (xN ,yN) ⊂ R

d ×R, donde N es el número de muestras y d es la
dimensionalidad de la entrada, puede ser definido como:

δN,k =
1

2N

N

∑
i=1

(yi− ynn[i,k])
2 (3.33)

donde nn[i,k] es el índice del k-ésimo vecino más cercano a xi usando una medida
de distancia, usualmente la distancia Euclídea. Dado que δN,1 ≈ σ2

e , donde σ2
e es

la varianza del ruido en la salida, es posible usar δN,1 como estimación del mejor
error cuadrático medio que puede ser obtenido por un modelo sobre el conjunto
de datos de entrenamiento sin sobreajuste.

En [Liitiäinen et al., 2007] se describen las limitaciones del Test Delta para
datos de alta dimensionalidad (vectores de entrada de dimensionalidad superior
a 4) en cuando a robustez y confiabilidad del método. Los autores recomiendan
usar el Test Gamma en esos casos, el cual es un método más complejo para la
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estimación del ruido en conjuntos de datos de entrada/salida. Usando la misma
notación de más arriba, definamos Γ como el momento empírico de grado ρ de
los datos para el k-ésimo vecino, definido como:

ΓN,ρ,k =
1
N

N

∑
i=1
‖xi− xnn[i,k]‖

ρ (3.34)

Entonces, el estimador del Test Gamma de la varianza del ruido de la salida σ2
e

para k ≥ 2 puede calcularse como:

σ2
e ≈ Ek[δN,l]−

Ek[ΓN,2,l]∑
k
l=1 (ΓN,2,l−Ek[ΓN,2,l])(δN,l−Ek[δN,l])

∑kl=1 (ΓN,2,l−Ek[ΓN,2,l])2
(3.35)

donde Ek[δN,l] =
1
k ∑kl=1 δN,l , Ek[ΓN,2,l] =

1
k ∑kl=1 ΓN,2,l y δN,l se definió en la Ecua-

ción (3.33). Como puede verse, la definición del Test Gamma depende de la del
Test Delta.

Se puede demostrar que ambos tests convergen al valor σ2
e al aumentar N [Pi

and Peterson, 1994][Evans, 2002]. Por lo tanto, se necesita un número suficiente-
mente alto de muestras de entrada/salida con el fin de obtener un valor fiable en el
resultado de los tests.

3.4.2. Valor inicial para el hiperparámetro γ basado en la Estimación
No-Paramétrica del Ruido

El factor de regularización γ de las Ecuaciones (3.1) y (3.19), también cono-
cido como el hiperparámetro γ, es el que define el compromiso entre suavidad y
precisión del modelo. Por suavidad de un modelo se entiende que el valor de sus
derivadas parciales no es demasiado alto. Un modelo en el que la derivada parcial
con respecto a una variable sea muy alto, sufrirá cambios bruscos en su salida con
respecto al cambio en dicha variable. Cuanto mayor sea el factor de regularización
mayor será la importancia que se le da en el proceso de minimización al error del
modelo. Valores excesivamente grandes de γ provocan que el modelo se sobre-
ajuste a los datos de entrenamiento (derivadas altas, es decir, modelo poco suave),
mermando su capacidad de generalización. Por lo tanto, es de vital importancia
dar un valor adecuado al factor de regularización.

Con el fin de proporcionar una expresión general para el factor de regulariza-
ción, la varianza del ruido debe ser tenida en cuenta. También debemos tener en
cuenta que, si se multiplican los datos de entrenamiento por un factor de escala,
los pesos obtenidos en la Ecuación (3.19) se escalarán en concordancia. Por otro
lado, para el término con el error del modelo, es deseable tener una estimación de
su valor óptimo. Es evidente que para un rango de salida (factor de escala) un mo-
delo creado de datos sin ruido puede obtener mejor precisión que uno obtenido de
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datos muy ruidosos. Y, precisamente, tanto el Test Delta como el Gamma pueden
ayudarnos en dicha estimación.

Por lo tanto, proponemos el siguiente valor heurístico inicial γh para el factor
de regularización:

γh =
σ2
y

σ̂2
e

(3.36)

donde σ̂2
e se puede estimar de los datos usando NNE:

σ̂2
e =

{

usar Ecuación (3.33) si dimensionalidad de X ≤ 4
usar Ecuación (3.35) en otro caso (3.37)

El problema de optimización para un modelo LSSVM dado por la Ecuación (3.19)
puede reescribirse como:

mı́n
w,ei

τ(w,e) = 1
2

1
σ2
y
‖w‖2 + 1

2
1

σ̂2
e

N

∑
i=1
e2i ,

yi−〈w,φ(xi;Θ)〉 = ei, ∀i= 1, . . . ,N

(3.38)

En el peor caso, los datos son puro ruido, por lo que σ̂2
e = σ2

y y se puede fijar el
valor mínimo heurístico de γ como γmin = 1. Un rango de búsqueda de γ podría ser
[γmin,γh], pero se pueden usar valores cercanos a γh si se confía en el resultado del
NNE. En [Jones et al., 2007] se demuestra que el ruido en los vectores de entrada
provoca que el NNE aproxime la varianza del error efectivo en vez de la varianza
del error en la salida. La varianza del error efectivo es mayor que la varianza del
ruido, pero una mejor estimación no puede ser realizada.

Debido a que en el caso de series temporales se tiene que generar los vectores
de entrada/salida de las propias series, los vectores de entrada siempre vendrán
contaminados por el mismo ruido que hay en la salida. Por lo tanto, es recomen-
dable buscar los valores de γ en un rango centrado en γh.

3.4.3. Estimación del valor inicial para el parámetro σ del kernel Gaussiano
basado en los datos de entrenamiento

Consideraremos aquí el caso más común de modelo LSSVM para regresión,
es decir, el modelo LSSVM con kernel Gaussiano, cuya ecuación es:

k(x,x′;σ) = exp

(

−
1

σ2‖x− x
′‖2
)

(3.39)

El valor de σ está relacionado con las distancias entre pares de puntos de entrena-
miento y la suavidad de la interpolación del modelo [Rojas et al., 2000b]. Como
regla general, cuanto mayor sea σ, más suave será la interpolación entre 2 puntos
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consecutivos. Un rango de búsqueda razonable para σ es [σmin,σmax], donde σmin
es la distancia mínima (no nula) y σmax es la distancia máxima entre 2 puntos de
entrenamiento.

3.5. Experimentos

3.5.1. Experimentos para la comprobación de las heurísticas de inicialización
del parámetros

Con el fin de hacer un estudio comparativo justo y riguroso, se ha seleccio-
nado un conjunto diverso de series temporales para cubrir la mayor cantidad de
situaciones practicas:

Series temporales deterministas no lineales discretas y continuas.

Series temporales estocásticas lineales y no lineales.

Series temporales reales.

Series temporales de competiciones.

Una serie determinista (es decir, no estocástica) no lineal tiene que presentar
algún comportamiento caótico para no ser un problema de aproximación trivial (es
decir, no debe diverger, ni converger a un valor o un ciclo). Hay muchos ejemplos
de series deterministas en la literatura, y cuatro han sido seleccionadas para la
comparativa:

Hénon: el mapa de Hénon es uno de los sistemas dinámicos más estudiados.
El mapa de Hénon canónico recorre puntos en el plano siguiendo la siguiente
Ecuación (3.40) [Hénon, 1976].

xn+1 = yn+1−1,4x2n
yn+1 = 0,3xn

(3.40)

Logistic: el mapa logístico es un modelo demográfico que fue popularizado
por [May, 1976] como ejemplo de un sistema no lineal simple que exhibe un
complejo comportamiento caótico. Se obtiene de la Ecuación (3.41).

yt = 4yt−1(1− yt−1) (3.41)

Mackey-Glass: la serie de Mackey-Glass se aproxima a partir de la Ecuación
diferencial (3.42) [Mackey and Glass, 1977]. Es un benchmark ampliamente
usado para medir la capacidad de generalización de los métodos de predicción
de series temporales. La serie es continua y se obtiene integrando la Ecuación
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(3.42) con un método numérico como el Runge-Kutta de cuarto orden. Los
datos de esta serie se obtuvieron del fichero mgdata.dat, incluido en la Fuzzy
Logic Toolbox2 del software Matlab.

dx(t)
dt = 0,2x(t−τ)

1+x10(t−17)
−0,1x(t) (3.42)

Las series estocásticas lineales y no lineales del presente estudio consisten en
series deterministas con algún ruido asociado:

AR(4): una serie auto-regresiva de cuarto orden3.

S.T.A.R.: un modelo Smooth Transition AutoRegressive consiste en dos mo-
delos AR enlazados por una función de transición. La serie no lineal se ha
generado de la Ecuación (3.43), de la misma forma que se realiza en [Berardi
and Zhang, 2003], con una varianza del ruido de σ2 = 5.0e-2.

y(t) = 0,3y(t−1)+0,6y(t−2)+

+0,1−0,9y(t−1)+0,8y(t−2)

1+e−10y(t−1) +N(0,σ2)
(3.43)

Las series reales son difíciles de modelar, presentando normalmente mucho
ruido y propiedades no lineales:

1. Sunspots: el número de manchas solares por mes desde 1700 a 20054. Esta
serie caótica ha sido muy estudiada, pero tiene muchas propiedades locales,
ruido e incluso zonas no predecibles con el conocimiento previo.

2. London: temperatura media mensual en Londres, desde enero de 1659 a octu-
bre de 20075.

3. Electric: datos de la carga del tendido eléctrico en California6 (los datos origi-
nales están muestreados por horas).

Finalmente, las series temporales de las competiciones son frecuentemente
usadas como benchmark en la literatura. Un par de series de la competición de
Santa Fe [Weigend and Gershenfeld, 1994] fueron añadidas a los experimentos:
Laser y Computer.

2 ver http://www.mathworks.com/products/fuzzylogic/?BB=1
3 disponible en http://www.robjhyndman.com/TSDL/misc/simar4.dat
4 en ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/STP/SOLAR_DATA/SUNSPOT_NUMBERS/MONTHLY.PLT
5 datos de http://hadobs.metoffice.com/hadcet/cetml1659on.dat
6 proporcionados en http://www.ucei.berkeley.edu/CSEM/datamine/ISOdata/
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Como paso de preprocesamiento, la tendencia se eliminó cuando era necesario
y los datos fueron normalizados para que tuvieran media 0 y varianza 1. Con el
fin de aplicar LSSVM al modelado de series temporales, es necesario obtener un
conjunto de vectores de E/S a partir de la serie. Para ello, es necesario conocer los
regresores significativos para cada conjunto de datos. Para las series de las cuales
se conocía el proceso de generación, el conjunto óptimo de regresores fue direc-
tamente usado (Hénon, Logistic, AR(4), S.T.A.R.). Para el resto de series se aplicó
un método de selección de características, basado en el test Gamma [A.Sorjamaa
et al., 2007], que consiste en la evaluación de los vectores E/S creados con los
regresores de t − 1 a t − 20, y la selección del subconjunto más prometedor, es
decir, el de menor varianza del ruido. El uso de otras herramientas de selección
de variables podría haber aportado otras propiedades útiles de la series, pero de-
bemos recordar que la selección de características no es nuestra prioridad en estos
experimentos. En la Tabla 3.1 se resume las acciones llevadas a cabo para cada
serie, las columnas son:

1. F.S.: selección de características. "No", significa que el modelo se obtuvo de la
literatura y "Sí", significa que una selección de características basada en el test
Gamma fue llevada a cabo.

2. Tend.: diferenciación de la serie para eliminar tendencia. "Sí" significa que
la serie tuvo que diferenciarse para quitarle la tendencia y "No" que no fue
necesario.

3. Datos: número de datos de entrenamiento usados en el experimento.

En cada caso, 500 valores de la serie se usaron para entrenamiento, excepto en el
caso de Sunspots que no tiene suficientes muestras. En el caso de Hénon, Logistic
y Mackey-Glass, que son series limpias de ruido, se añadió de forma controlada
ruido Gaussiano aditivo de varianza 0,01.

Los experimentos fueron realizados para probar las heurísticas propuestas para
inicializar el hiperparámetro γ y el parámetro σ del kernel Gaussiano en el modelo
LSSVM sin sesgo para regresión. Para cada conjunto de datos, y un valor de σ fi-
jado a la mitad del rango de búsqueda recomendado, el error de validación cruzada
de orden 10 para modelos LSSVM fue calculado para un amplio rango de valores
de γ. Las gráficas resultantes del logaritmo del error de validación cruzada frente
al logaritmo de γ se muestran de la Figura 3.1 a la 3.5. En el caso de los conjuntos
de Hénon, Logistic y S.T.A.R. (ver las Figuras 3.1 y 3.2), hay un amplio rango
de valores de γ casi óptimos, y el valor proporcionado por la heurística, marcado
con una línea discontinua, se queda en el borde de dicho rango. En el caso de los
datos Mackey-Glass, Sunspots, London, Electric, Computer y Laser (Figuras 3.2,
3.3, 3.4 y 3.5), hay un claro valor óptimo, y el valor heurístico propuesto lleva a
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Tabla 3.1: Conjuntos de datos usados en los experimentos del Capítulo 3
Serie Modelo F.S. Tend. Datos
Hénon yt+1 = F(yt ,yt−1) No No 500
Logistic yt+1 = F(yt) No No 500
Mackey-Glass yt+1 = F(yt−5,yt−11,yt−17,yt−23) No No 500
AR(4) yt+1 = F(yt ,yt−1,yt−2,yt−3) No No 500
S.T.A.R. yt+1 = F(yt ,yt−1) No No 500
Sunspots yt+1 = F(yt , ...,yt−12) Si No 306
London yt+1 = F(yt , ...,yt−13) Si No 500
Electric yt+1 = F(yt , ...,yt−16) Si Si 500
Computer yt+1 = F(yt , ...,yt−20) Si No 500
Laser yt+1 = F(yt , ...,yt−6) Si No 500

un punto muy cercano al mismo del espacio. Los resultados para AR(4) (Figura
3.2) son los peores de los experimentos realizados, pero, sin embargo, el valor es
adecuado como punto de partida del proceso de optimización. Como puede obser-
varse, γh es en general una elección razonable para empezar la búsqueda del valor
óptimo de γ.
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Fig. 3.1: Error de validación cruzada de orden 10 de LSSVM frente a γ (γh mar-
cado con línea discontinua) para un σ fijo para Hénon (izquierda) y Logistic (de-
recha)



58 3. Entrenamiento de LSSVM para regresión

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

LOG(γ)

L
O

G
(C

V
 E

R
R

O
R

)

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

LOG(γ)

L
O

G
(C

V
 E

R
R

O
R

)

Fig. 3.2: Error de validación cruzada de orden 10 de LSSVM frente a γ (γh mar-
cado con línea discontinua) para un σ fijo paraMackey-Glass (izquierda) y AR(4)
(derecha)
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Fig. 3.3: Error de validación cruzada de orden 10 de LSSVM frente a γ (γh mar-
cado con línea discontinua) para un σ fijo para S.T.A.R. (izquierda) y Sunspots
(derecha)
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Fig. 3.4: Error de validación cruzada de orden 10 de LSSVM frente a γ (γh mar-
cado con línea discontinua) para un σ fijo para London (izquierda) y Electric
(derecha)
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Fig. 3.5: Error de validación cruzada de orden 10 de LSSVM frente a γ (γh mar-
cado con línea discontinua) para un σ fijo para Computer (izquierda) y Laser
(derecha)

Con el fin de completar el estudio, un conjunto de experimentos fueron lle-
vados a cabo para probar los dos valores iniciales heurísticos propuestos en la
Sección 3.4. Para ello, se obtuvieron 500 pares de muestras (γ, σ) de cada una
de las siguientes distribuciones bidimensionales a las que denotaremos rangos
R0, · · · ,R5:

R0: γ∼ γh+N(0,(γh− γmin)/100) y σ∼U(σmin,σmax)

R1: γ∼U(γmin,γh) y σ∼U(1/2 ·σmin,2 ·σmax)

R2: γ∼U(γmin,γh) y σ∼U(1/4 ·σmin,4 ·σmax)

R3: γ∼U(γmin,γh) y σ∼U(1/6 ·σmin,6 ·σmax)
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R4: γ∼U(γmin,γh) y σ∼U(1/8 ·σmin,8 ·σmax)

R5: γ∼U(γmin,γh) y σ∼U(1/10 ·σmin,10 ·σmax)

donde N es la distribución normal yU la distribución uniforme. El error de valida-
ción cruzada de orden 10 para modelos LSSVM que usan valores de parámetros
sacados de cada rango es calculada con la Ecuación (3.22). El primer rango es
el recomendado por nuestra heurística para conseguir buenos valores iniciales de
parámetros; los siguientes 5 son rangos que sucesivamente aumentan el espacio
de búsqueda para cada parámetro.

Para evaluar el rendimiento de la heurística para cada conjunto de datos, pri-
mero un valor pseudo-óptimo de γ y σ con respecto al error de validación cruzada
de orden 10 para modelos LSSVM fue calculado mediante múltiples ejecucio-
nes de un procedimiento de gradiente conjugado (CG), usando las Ecuaciones de
(3.22) a (3.32), partiendo de los valores generados como puntos iniciales.

Para cada conjunto de datos, las distancias desde estos valores óptimos de
parámetros calculados a los obtenidos en cada rango se resumen en la Tabla 3.2.
Adicionalmente, en las Figuras de la 3.6 a la 3.15 se representan en diagramas de
cajas ordenados por rango los valores obtenidos del error de validación cruzada
de orden 10. La representación dibuja una caja delimitada por los cuartiles menor,
mediano y mayor cuyos extremos son 1,5 veces el rango intercuartil desde los
finales de la caja. Los valores fuera de rango Outliers son denotados por signos +.

Los resultados obtenidos se muestran para la serie de Hénon en la Figura 3.6,
para Logistic en la Figura 3.7, para Mackey-Glass en la Figura 3.8, para S.T.A.R.
en la Figura 3.10, para Sunspots en la Figura 3.11, y para Electric en la Figura
3.13. Todos ellos confirman la validez de la heurística ya que muestran que el
valor medio del error de validación cruzada crece con el tamaño del rango, a pesar
del número relativamente alto de outliers. Los mejores resultados se obtienen en
el primer rango, el recomendado según la heurística propuesta.

Los resultados para AR(4), en la Figura 3.9, y para London, en la Figura 3.12,
muestran que los valores de la heurística no son tan críticos en estos casos. Es
importante apuntar que la influencia de los rangos en el error de validación cruzada
en estos casos es menor que con otras series, pero sigue presente. El motivo puede
ser el comportamiento altamente lineal de estas series, y es posible que el valor
del parámetro σ no sea tan relevante en este caso.

Para las dos series altamente no lineales de la competición de Santa Fe (Com-
puter, Figura 3.14, y Laser, Figura 3.15), los resultados demuestran que el primer
rango consigue mejor valores de parámetros. Sin embargo, el resto de rangos tie-
nen escasa relevancia. Los resultados para el valor medio del error de validación
cruzada presentan un gran número de outliers, pero siguen confirmando la validez
de la heurística.
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De las figuras mencionadas anteriormente y la Tabla 3.2 se ha podido compro-
bar cómo los valores de parámetros generados por el primer rango son, en media,
más cercanos al óptimo calculado y, que sus errores de validación cruzada de or-
den 10, son menores. Con el fin de hacer una comparativa estadística (distancia
y error de validación cruzada) para todas las series, los resultados fueron norma-
lizados por medio del peor caso (último rango) y analizado mediante el test de
Kruskal-Wallis. Se obtuvo que los rangos influyen con una probabilidad muy alta
(p≪ 0,001) en los resultados y que el rango R0 es el mejor para la solución del
problema (el diagrama de cajas puede verse en la Figura 3.16).
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Fig. 3.6: Diagrama de cajas del error de
validación cruzada de orden 10 por ran-
go para Hénon
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Fig. 3.7: Diagrama de cajas del error de
validación cruzada de orden 10 por ran-
go para Logistic
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Fig. 3.8: Diagrama de cajas del error de
validación cruzada de orden 10 por ran-
go paraMackey-Glass
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Fig. 3.9: Diagrama de cajas del error de
validación cruzada de orden 10 por ran-
go para AR(4)
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Fig. 3.10: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para S.T.A.R.
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Fig. 3.11: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para Sunspots
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Fig. 3.12: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para London
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Fig. 3.13: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para Electric
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Fig. 3.14: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para Computer
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Fig. 3.15: Diagrama de cajas del error
de validación cruzada de orden 10 por
rango para Laser
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para todas las series
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Tabla 3.2: Media y desviación estándar de la distancia al óptimo encontrado por
rango (experimentos del capítulo 3)

DATASET
Hénon R0: 1.68e+00 ± 3.83e-01 R1: 2.00e+00 ± 6.70e-01

R2: 2.66e+00 ± 6.98e-01 R3: 2.99e+00 ± 7.67e-01
R4: 3.23e+00 ± 8.95e-01 R5: 3.50e+00 ± 8.55e-01

Logistic R0: 5.28e+00 ± 2.40e-01 R1: 6.05e+00 ± 6.40e-01
R2: 6.13e+00 ± 6.45e-01 R3: 6.27e+00 ± 6.76e-01
R4: 6.29e+00 ± 6.34e-01 R5: 6.31e+00 ± 6.18e-01

Mackey-Glass R0: 1.68e+00 ± 1.88e-01 R1: 1.43e+00 ± 4.73e-01
R2: 1.89e+00 ± 5.48e-01 R3: 2.18e+00 ± 6.58e-01
R4: 2.42e+00 ± 7.08e-01 R5: 2.62e+00 ± 7.39e-01

AR(4) R0: 2.85e+01 ± 2.51e-01 R1: 2.91e+01 ± 7.01e-01
R2: 2.89e+01 ± 7.74e-01 R3: 2.88e+01 ± 7.33e-01
R4: 2.87e+01 ± 7.68e-01 R5: 2.86e+01 ± 7.31e-01

S.T.A.R. R0: 4.03e+00 ± 2.90e-01 R1: 4.65e+00 ± 5.84e-01
R2: 4.67e+00 ± 5.10e-01 R3: 4.75e+00 ± 5.16e-01
R4: 4.78e+00 ± 4.99e-01 R5: 4.86e+00 ± 5.25e-01

Sunspots R0: 1.95e+00 ± 2.28e-01 R1: 2.35e+00 ± 3.52e-01
R2: 2.46e+00 ± 3.29e-01 R3: 2.56e+00 ± 3.49e-01
R4: 2.71e+00 ± 3.80e-01 R5: 2.78e+00 ± 4.29e-01

London R0: 2.06e+00 ± 2.43e-01 R1: 1.46e+00 ± 5.47e-01
R2: 1.64e+00 ± 5.00e-01 R3: 1.87e+00 ± 5.64e-01
R4: 2.11e+00 ± 5.51e-01 R5: 2.22e+00 ± 5.89e-01

Electric R0: 8.83e-01 ± 5.14e-01 R1: 8.65e-01 ± 5.28e-01
R2: 1.11e+00 ± 5.25e-01 R3: 1.39e+00 ± 5.61e-01
R4: 1.58e+00 ± 6.02e-01 R5: 1.78e+00 ± 6.21e-01

Computer R0: 8.01e+00 ± 2.19e-01 R1: 8.54e+00 ± 5.63e-01
R2: 8.50e+00 ± 5.88e-01 R3: 8.43e+00 ± 5.94e-01
R4: 8.43e+00 ± 5.72e-01 R5: 8.43e+00 ± 5.68e-01

Laser R0: 1.71e+01 ± 1.56e-01 R1: 1.79e+01 ± 7.21e-01
R2: 1.79e+01 ± 7.43e-01 R3: 1.79e+01 ± 7.40e-01
R4: 1.78e+01 ± 7.43e-01 R5: 1.78e+01 ± 7.95e-01
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3.5.2. Experimentos para la comprobación de los métodos de optimización de
parámetros

Para comprobar el rendimiento del método de optimización y las heurísticas
de inicialización de parámetros para modelos LSSVM con kernel RBF propues-
tas, vamos a utilizar los mismos conjuntos de datos que en el Apartado 3.5.1.
Así, en estos experimentos se cogieron 1000 puntos de cada serie, y1, ...,y1000,
que fueron normalizados con media zero y varianza uno, usando los 500 pri-
meros valores para entrenamiento y los siguientes 500 para test (con la excep-
ción del conjunto de datos Sunspots que sólo tiene 306 datos para la cual tam-
bién se coge la primera mitad para entrenamiento y la siguiente para test). En
el caso de las series determinísticas sin ruido Hénon, Mackey-Glass y Logistic,
se hicieron pruebas añadiendo ruido Gaussiano aditivo con varianza controlada
σ2
e = {0,1,10−1,10−2,10−3,10−4} a la secuencia de datos ŷi = yi+N(0,σ2

e), con
el fin de poner a prueba el estimador de ruido no paramétrico y confirmar que la
presencia de ruido en la entrada puede hacer que la estimación no sea la deseada.
Los vectores de entrada/salida se generaron usando los mismos regresores de la
Tabla 3.1. Para cada modelo LSSVM, se aplica la heurística y el modelo se op-
timiza con el procedimiento de evaluación de bajo coste del error de validación
cruzada de orden 10 (este valor de orden es uno de los más usado en la literatura):

1. Directamente: fijando los valores de los parámetros a los valores dados por las
heurísticas descritas (γh,σ).

2. Procedimiento de búsqueda en rejilla: el mismo usado en LSSVMlab con el
rango sugerido en la Sección 3.4.

3. Procedimiento de búsqueda local: usando el método de optimización de Broy-
den, Fletcher, Goldfarb y Shanno, BFGS [Broyden, 1970]. Éste es un método
para resolución de sistema no lineales sin restricciones, derivado del método
de Newton. Se aplica el procedimiento cogiendo como punto inicial el dado
por las heurísticas (γh,σ).

4. Procedimiento de búsqueda global: dado que los métodos de optimización lo-
cales, como el BFGS, normalmente devolverán en problemas de optimización
globales un mínimo local, que no tiene por qué ser la solución óptima, también
se aplica un Búsqueda Local Iterativa (con BFGS como búsqueda local). La
idea es: una vez detectado el haber llegado a un mínimo local con la búsqueda
local y si quedan iteraciones de búsqueda, se vuelve a aplicar dicha búsqueda
local empezando desde el punto alcanzado, pero tras hacerle sufrir una per-
turbación con el fin de que el procedimiento tome otro camino. Se aplica el
procedimiento cogiendo como punto inicial el dado por las heurísticas (γh,σ).
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Se hizo uso de la toolbox LSSVMlab. Los errores de entrenamiento y test se
proporcionan independientes de escala usando el Error Cuadrático Medio Nor-

malizado [Herrera et al., 2005] (NRMSE =
√

MSE/σ2
y , donde MSE es el error

cuadrático medio y σ2
y la varianza de la función que se modela). El mejor NRMSE

de entrenamiento evaluado del estimador no paramétrico del ruido se muestra tam-
bién. Todo el software está implementado en Matlab, y los experimentos ejecu-
tados en un computador personal con una CPU Intel Core 2 Quad a 2.83GHz y
8 GB de RAM. El número máximo de evaluaciones del procedimiento de valida-
ción cruzada es de 100 en todos los experimentos, que es un número suficiente
para alcanzar la convergencia en la mayoría de los casos.

Los resultados obtenidos se muestran en las Tablas 3.3 a 3.12. El significado
de cada columna es el siguiente:

1. σ2
e: varianza del ruido Gaussiano añadido.

2. NNE: varianza del ruido evaluada con el estimador de ruido no paramétrico.

3. NRMSENNE mejor error de entrenamiento que puede obtenerse según el NNE
evaluado.

4. Método:

a) Heuristic, usando γh,σ

b) GS, búsqueda en rejilla, usando la evaluación de coste reducido del error de
validación cruzada de orden 10 en el rango [0,5 · γh,2 · γh].

c) BFGS aplicado desde γh,σ.

d) ILS, búsqueda local iterativa (de BFGS) aplicada desde γh,σ

e) LSSVMlab, toolbox LSSVMlab aplicada desde γh,σ

5. T: tiempo en segundos.

6. f.e.: número de evaluaciones del error de validación cruzada realizadas.

7. 10-CVE: valor final del error de validación cruzada de orden 10 alcanzado.

Los mejores valores de error de validación cruzada de orden 10 están destacados
en negrita en las tablas.

Como puede verse, el procedimiento para evaluar el error de validación cru-
zada de [An et al., 2007] es más rápido que la implementación inmediata (ver las
filas etiquetadas GS y LSSVMlab). Se ve también que la evaluación de las deri-
vadas parciales (usadas en BFGS, y por lo tanto también en ILS) añaden tiempo
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a la evaluación del error de validación cruzada pero permite alcanzar un óptimo
local con menor número de evaluaciones. El punto inicial para el procedimiento
de optimización tiene una influencia importante en el resultado. El procedimiento
de búsqueda global (ILS) sólo alcanza en unos pocos casos una solución mejor
que la hallada por la búsqueda local (BFGS) desde el punto de inicio dado por
la heurística: Hénon (Tabla 3.3), Logistic (Tabla 3.4) y Laser (Tabla 3.12). Desde
el punto de vista de los resultados, la búsqueda local CG es el método de opti-
mización que mejor rendimiento ha tenido de todos los empleados, seguido de la
búsqueda global (ILS), la búsqueda en rejilla GS (este último ha conseguido el
mejor resultado de error de validación cruzada sólo en una ocasión para Logistic)
y finalmente LSSVMlab. El número de evaluaciones requeridas por BFGS es mu-
cho menor que el máximo permitido en la mayor parte de los casos, obteniendo
una convergencia en un número de evaluaciones del error validación cruzada y de-
rivada del mismo muy inferior a 100. Es notable reseñar los relativamente buenos
resultados obtenidos solamente con la heurística de inicialización de parámetros
de modelos (filas etiquetadas Heuristic). Estos resultados avalan tanto la validez
de la heurística de inicialización de parámetros como el uso de la optimización
basada en gradiente.
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4. KWKNN UNA TÉCNICA DE
KERNEL DE BAJO COSTE
COMPUTACIONAL.

Las Máquinas de Vectores Soporte de Mínimos Cuadrados (Least Square Support
Vector Machines, LSSVM) [Suykens et al., 2002] y los Procesos Gaussianos son
el estado del arte en métodos kernel para aproximación funcional. Sin embargo,
siguen teniendo un problema de difícil solución: el alto coste computacional de su
entrenamiento, que crece en función del número de puntos implicados. En este ca-
pítulo se presenta una nueva técnica de kernel con un menor coste computacional:
los K vecinos ponderados con distancia basada en kernel (Kernel based distan-
ce Weighted K-Nearest Neighbours, KWKNN). Amén de los menores tiempos de
cómputo, esta técnica tiene la ventaja adicional de ser más fácilmente paraleliza-
ble que los método de kernel clásicos, y se presenta en este capítulo un estudio de
una implementación de la misma (Parallel KWKNN, PKWKNN). La paraleliza-
ción proporciona una reducción del tiempo requerido para ejecutar el algoritmo.
Además, gracias a esta paralelización, se pueden afrontar problemas que, debi-
do al gran tamaño del conjunto de datos, no serían asumibles con el KWKNN
secuencial ni con otros modelos como LSSVM.

Por tanto, en este capítulo se describe en primer lugar el modelo KWKNN.
Una vez demostrada la eficacia del modelo, se propone un algoritmo paralelo que
permite reducir significativamente el tiempo de cómputo y, por tanto, el poder
afrontar problemas de gran tamaño en lo que al conjunto de datos se refiere.

4.1. Motivación

El coste computacional de los métodos kernel escalan con el número de puntos
de entrenamiento de tal modo que requieren mucha capacidad de cómputo a partir
de unos pocos miles de datos. Esto hace que se vuelvan totalmente impracticables
a medida que sigue aumentando el número de datos. Tomando LSSVM como re-
ferencia al ser el más eficiente, tenemos que el entrenamiento básico (lo que en
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Suykens denomina primer nivel de optimización [Suykens et al., 2002]) tiene una
complejidad de O(N2), donde N es el número de puntos de entrenamiento. En
esta medida no se considera la optimización de los parámetros del kernel ni de los
hiperparámetros del modelo. La optimización de los parámetros del kernel e hi-
perparámetros en dichos modelos aumenta todavía más el coste computacional, y
típicamente tiene una complejidad algorítmica de O(N3). El hallar buenos valores
de parámetros para un problema es crítico de cara a obtener buenos resultados con
el modelo diseñado.

En el Capítulo 3 se ha presentado un enfoque para mejorar la optimización de
parámetros de LSSVM basado en el uso de heurísticas para inicialización de los
parámetros y el uso del gradiente conjugado para buscar los valores óptimos de los
mismos. En el presente capítulo, en cambio, se parte del siguiente hecho: un kernel
define un espacio de características que es independiente del tipo concreto de
modelo en el que se usará (LSSVM, SVR o Proceso Gaussiano, por ejemplo). De
este modo, se puede adaptar el algoritmo de los K vecinos más cercanos para que
trabaje sobre dicho espacio mediante la re-definición de la función de distancia
que se utilizará. Esta idea se aplicó concretamente al algoritmo de los K vecinos
ponderados para regresión y problemas de predicción de series temporales. No
obstante, sería fácilmente aplicable a otros algoritmos basados en los K vecinos
más cercanos para otros usos (como clasificación).

El algoritmo de los K vecinos ponderados con distancia basada en kernel (Ker-
nel Weighted K-Nearest Neighbours, KWKNN) tiene un rendimiento aceptable y
un menor coste computacional que las LSSVM o los Procesos Gaussianos. En
cualquier caso, para conjuntos de datos con un gran número de muestras (varias
decenas de miles) un computador personal normalmente ya no podrá afrontar los
costes computacionales y de memoria necesarios. La paralelización del algoritmo
es algo deseable, al distribuir datos y cómputo sobre un cierto número de nodos
(por ejemplo, en una plataforma cluster) permitiendo obtener tiempos de ejecu-
ción razonables. En la literatura, hay ejemplos de implementaciones paralelas de
la búsqueda de los vecinos más cercanos para clasificación como en [Aparício
et al., 2006] y [Bosch and Sloot, 2007]. En [Aparício et al., 2006] se hace una
descripción de una implementación para el proyecto de cómputo Grid EGEE 1

que paraleliza el algoritmo a distintos niveles usando tanto hebras [Drepper and
Molnar, 2005] como paso de mensajes (MPI2). En [Bosch and Sloot, 2007] se des-
cribe una implementación que llega a obtener ganancias super-lineales, pero sólo
en algunos casos y que es muy dependiente de la representación de los puntos de
entrada y la distancia usada (Euclídea).

1 Enabling Grids for E-sciencE, http://public.eu-egee.org/
2 http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpi/
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4.2. Kernel K vecinos ponderados

Los K vecinos más cercanos (K-NN) es un algoritmo que ha sido aplicado
normalmente para tareas de clasificación [Dasarathy, 1990] aunque también ha si-
do utilizado para problemas de regresión [Lora and Santos, 2002; Sorjamaa et al.,
2005]. Es un algoritmo simple y eficiente comparado con los más usuales y re-
finados, obteniendo en algunos casos una precisión similar. En esta sección, se
describe la variante de los K vecinos más cercanos ponderados para regresión y
su extensión para usar kernels, lo que permite presentarla como método kernel.

Dado un conjunto de muestras de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ⊂ R
d×

R, donde N es el número de muestras y d es la dimensionalidad de la entrada, el
método de los K vecinos más cercanos ponderados para regresión calcula la salida
para un nuevo punto de entrada x̂ como:

f (x̂) =

K

∑
i=1
yx̂iw
K
(

x̂,xx̂i
)

K

∑
i=1
wK
(

x̂,xx̂i
)

, (4.1)

donde wK
(

x̂,xx̂i
)

=

[

1−
D
(

x̂,xx̂i
)2

D
(

x̂,xx̂K+1

)2

]2

(4.2)

donde D es una función de distancia definida sobre R
d , xx̂i es el punto de entrena-

miento i-ésimo vecino más cercano a x̂ de acuerdo a D (usualmente, la distancia
Euclídea), yx̂i su salida correspondiente y wK

(

x̂,xx̂i
)

es su peso asignado. Como
se puede ver en la formulación, el método depende exclusivamente de los valores
de la función de distancia, y por lo tanto es independiente de la estructura de la
entrada. Esta última propiedad hace de los K vecinos ponderados (y, de hecho, al
igual que la mayoría de los algoritmos basados en K-NN) un método claramente
“kernelizable” ya que se puede definir la distancia en el espacio de características
gracias al kernel.

Para definir los K vecinos más cercanos ponderados con una distancia basada
en kernel, se necesita una función de distancia en el espacio de características.
La única información disponible sobre dicho espacio es la función kernel k que,
formalmente, es el producto escalar de las entradas tras aplicar una proyección
Φ de los puntos del espacio de entrada al espacio de características [Scholkopf
and Smola, 2001]: k(x,x′) = 〈Φ(x),Φ(x′)〉. Se cumple la siguiente relación en-
tre la función de distancia y la norma cuadrática en el espacio de características:
D(x,x′)2 = ‖Φ(x)−Φ(x′)‖2. La norma cuadrática puede escribirse entonces co-
mo:
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‖Φ(x)−Φ(x′)‖2 = 〈Φ(x),Φ(x)〉+ 〈Φ(x′),Φ(x′)〉−2〈Φ(x),Φ(x′)〉
= k(x,x)+ k(x′,x′)−2k(x,x′)

(4.3)

Por lo tanto, la norma cuadrática de dos puntos en el espacio de características
puede ser escrita en términos de valores de una función de kernel, y no hay nece-
sidad de conocer explícitamente la función Φ. Consecuentemente, la adaptación
de los K vecinos más cercanos ponderados para trabajar en espacio de caracte-
rísticas es bastante sencilla y se obtiene definiendo el cuadrado de la función de
distancia en la Ecuación (4.2) como:

D
(

x,x′
)2

= k(x,x)+ k(x′,x′)−2k(x,x′) (4.4)

La formulación nos permite usar KWKNN como cualquier otro método ker-
nel, teniendo que ajustar los valores de los parámetros del kernel en el modelo
para cada problema específico.

4.3. Evaluación del error de validación cruzada para KWKNN

Un modelo KWKNN debe de ajustarse a un conjunto de datos en particular, al
igual que con cualquier otro método kernel, fijando adecuadamente los parámetros
de su kernel (esto es similar a lo que se vió para LSSVM en el Capítulo 3). Con
el fin de obtener los valores de parámetros para un kernel arbitrario, se pueden
estimar los valores óptimos por medio del error de validación cruzada.

El error de validación cruzada de orden l (l-CV) de KWKNN, y en particular
el caso del “Dejar Uno Fuera“ (Leave-One-Out, LOO), puede ser derivado muy
eficientemente de las distancias entre puntos de entrenamiento. Se debe recordar
que para calcular el error de validación cruzada de orden l se debe:

1. dividir el conjunto de datos en l subconjuntos de igual tamaño

2. para cada uno de los l subconjuntos

a) crear un modelo que use como conjunto de entrenamiento el resto del con-
junto original

b) usar dicho modelo para predecir las salidas del subconjunto seleccionado

La media de los l errores (por cada subconjunto) es el error de validación cru-
zada de orden l. Un caso extremo es el error LOO, “Dejar Uno Fuera“, que es
cuando el número de subconjuntos iguala el de elementos del conjunto de entre-
namiento, por lo que cada conjunto de test tiene un único elemento. La implemen-
tación del validación cruzada de orden l para modelos KWKNN con N muestras
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implica l evaluaciones de las distancias entre pares de muestras, tarea cuya com-
plejidad es

O((N−N/l) ·N/l) (4.5)

además de N/l (por cada muestra) búsquedas para encontrar los K+ 1 vecinos
más cercanos:

O((N−N/l) · (K+1)) (4.6)

Por lo tanto, la evaluación del error de validación cruzada de orden l para
KWKNN tiene una complejidad total de:

O(l ·N/l · (N−N/l) · (K+1)) =
O(N · (N−N/l) ·K) =
O
(

N2 ·K
)

(4.7)

La complejidad algorítmica de la evaluación del error de validación cruzada
de KWKNN es O

(

N2 ·K
)

y si consideramos K≪ N incluso puede considerarse
O
(

N2
)

, lo cual es un orden de complejidad inferior a la de un modelo LSSVM o
un Proceso Gaussiano, que es O

(

N3
)

(ver Capítulo 3).

4.4. Optimización de parámetros de la función kernel

En nuestro caso, dado que no es posible derivar la función del error de l-CV
respecto a los parámetros del kernel para que éstos sean optimizados mediante el
Gradiente Conjugado, se usa una variante de la Búsqueda de Vecindario Variable
(Variable Neighbour Search, VNS) [Mladenović and Hansen, 1997]. El VNS se
basa en tres hechos simples:

1. Un mínimo local con respecto a una estructura de vecindad no lo es necesaria-
mente con respecto a otra.

2. Un mínimo global es un mínimo local con respecto a todas las posibles estruc-
turas de vecindades.

3. En muchos problemas el mínimo local con respecto a una o varias estructuras
de vecindad están relativamente cerca.

El VNS propuesto funciona del siguiente modo: en cada iteración se explora el
vecindario de la mejor solución actual, es decir, se genera un número de soluciones
creadas mediante la aplicación de una perturbación de la mejor solución actual. En
caso de no hallar en el vecindario una solución mejor que la mejor solución actual,
se incrementa la modificación usada para generar las soluciones vecinas, es decir,
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se incrementa el tamaño del vecindario. En caso de hallar en el vecindario una
solución mejor que la mejor solución actual, ésta se convierte en la nueva mejor
solución actual y se reduce el tamaño del vecindario.

El VNS propuesto tiene 2 parámetros: el número de iteraciones del algoritmo
y el número de vecinos generados en cada iteraciones. El producto de ambos va-
lores es el número total de evaluaciones del error de validación cruzada que se
realizan en una ejecución del VNS, y puede usarse para controlar el tiempo de
ejecución. El tamaño del vecindario determina el componente de explotación del
algoritmo mientras que el número de iteraciones el de exploración. Este algorit-
mo, aparte de trabajar con un criterio no derivable, es especialmente adecuado
para afrontar un problema de búsqueda global, al ser la meta-heurística en que se
basa específicamente diseñada para no quedarse atrapada en mínimos locales.

4.5. Optimización del valor K

Análogamente al factor de regularización γ para LSSVM [Suykens et al.,
2002], el número de vecinos más cercanos K puede ser considerado el hiperpará-
metro a optimizar para un modelo KWKNN. El criterio respecto al cual optimizar
K es el mismo usado en este trabajo para los parámetros del kernel: el error de va-
lidación cruzada. Por la propia formulación del KWKNN, no tiene sentido buscar
K demasiado altos, pues el peso asignado por la distancia disminuye para los más
lejanos drásticamente. En la práctica a partir de un K-ésimo vecino los restantes
no influirán significativamente en los resultados. Hay varias formas de afrontar la
optimización de K en un rango de valores [2,Kmax], por ejemplo:

Optimización de K como un parámetro adicional al mismo nivel que los pará-
metros del kernel.

Optimización de los parámetros del kernel para un valor fijo de K, iterando
para los distintos valores de K.

Optimización de K para cada conjunto de valores de parámetros del kernel
considerados.

La primera aproximación no parece muy aconsejable, ya que mezcla los va-
lores enteros de K con los parámetros del kernel que toman valores reales y se
mueve en rangos de búsqueda muy distintos. La segunda opción es más adecuada
que la primera al separar K de los parámetros del kernel, pero el problema que tie-
ne es que para un K fijo el espacio a explorar de valores de parámetros del kernel
es enorme. La tercera opción tiene como ventaja principal sobre las otras dos ser
mucho más eficiente, ya que una vez fijados los valores de parámetros del kernel
y un valor K máximo, Kmax, se pueden calcular los Kmax vecinos más cercanos
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para dichos valores de parámetros del kernel y se puede proceder a calcular el
criterio de validación cruzada para cada K en el rango de búsqueda sin necesidad
de recalcular los vecinos más cercanos cada vez. Uno de los aspectos más tenidos
en cuenta en este trabajo es la reducción de costes computacionales, por lo que la
aproximación escogida para optimización del K fue la tercera, al ser de la tres la
que se espera tenga menos costes computacionales. En los Algoritmos 4.1 y 4.2
está descrito el proceso de optimización utilizado.

ENTRADA: k, kernel k(x,x′;Θ)
ENTRADA: Θ0, valores iniciales de los parámetros del kernel
ENTRADA: X ,Y , X es m puntos d dimensionales de entrada con sus corres-
pondientes m salidas asociadas en Y
ENTRADA: Kmáx, valor máximo del parámetro del K-nn
ENTRADA: it, número de iteraciones
ENTRADA: ite, número de vecinos generados por vecindario
ENTRADA: l, orden del error de validación cruzada con respecto al cual se
optimiza

SALIDA: Θ, valores finales de los parámetros del kernel
SALIDA: K, valor final del parámetro del K-nn
SALIDA: coste, valor del error de validación cruzada validación del KWKNN

coste= +∞
Θ = Θ0

K = 2
para Ki = 2 to Kmáx hacer

(Θi,costei) = VNS de optimización KWKNN para K fijo
(k,Θ0,X ,Y,Ki, it, ite, l)
si coste> costei entonces

Θ = Θi
K = Ki
coste= costei
fin si

fin para

Alg. 4.1: VNS para optimización KWKNN
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ENTRADA: k, kernel k(x,x′;Θ)
ENTRADA: Θ0, valores iniciales de los parámetros del kernel
ENTRADA: X ,Y , X es m puntos d dimensionales de entrada con sus corres-
pondientes m salidas asociadas en Y
ENTRADA: K, parámetro del K-nn
ENTRADA: it, número de iteraciones
ENTRADA: ite, número de vecinos generados por vecindario
ENTRADA: l, orden del error de validación cruzada con respecto al cual se
optimiza

SALIDA: Θ, valores finales de los parámetros del kernel
SALIDA: coste, valor del error de validación cruzada validación del KWKNN

constantes emáx, emı́n tamaños máximo y mínimo del vecindario, e tamaño ac-
tual inicializado a emı́n

coste= KWKNN−ERRORl− f old(k,Θ0,X ,Y,K)
Θ = Θ0

para i= 1 to it hacer
me jora= f alse
para j = 1 to ite hacer
vecino = Θ + norm(0,e), donde norm(0,e) es la distribución normal de
media 0 y varianza e
costevecino = KWKNN−ERRORl− f old(k,vecino,X ,Y,K)
si coste> costevecino entonces
coste= costevecino
Θ = vecino
me jora= true
fin si

fin para

si me jora entonces

e= e×2
si e> emáx entonces

e> emáx

fin si

si no

e> emı́n

fin si

fin para

Alg. 4.2: VNS de optimización KWKNN para K fijo
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4.6. Experimentos con KWKNN

La Figura 4.1 muestra los tiempos de optimización de modelos KWKNN y
LSSVM con un mismo kernel usando VNS. Se han limitado a 500 las evalua-
ciones del error de validación cruzada, tanto para error 10-CV como LOO tra-
bajando un problema con tamaños de conjunto de entrenamiento de entre 500 y
2000 muestras (el parámetro K de KWKNN se optimiza en el rango [2,20]). De
esta figura se infiere claramente la diferencia en complejidad computacional en-
tre KWKNN y LSSVM. Para conjuntos con varios miles de muestras, LSSVM se
vuelve impracticable mientras KWKNN sí puede seguir usándose dada su menor
complejidad computacional.
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Fig. 4.1: Tiempos (en segundos) de optimización para modelos KWKNN y
LSSVM con el mismo kernel y datos frente al número de muestras.

4.7. Paralelización del KWKNN para grandes conjuntos de datos

Los grandes problemas cuando se trabaja con grandes conjuntos de datos son
el coste computacional y los requisitos de memoria que implica el KWKNN y,
concretamente, el error l-CV. En la versión paralela diseñada del KWKNN (que
referiremos como PKWKNN), las muestras del conjunto de entrenamiento son
distribuidas entre los procesos paralelos3, ver Figura 4.2. Para N muestras y p

3 cada proceso se mapea a un procesador o nodo
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procesos, cada proceso tiene N/p muestras (en caso de no ser exactamente divisi-
ble N entre p, los procesos 0, · · · , p−2 tendrán [N/p] muestras, N/p redondeado
hacia arriba, y el proceso p−1, N− (p−1) [N/p] muestras).

Fig. 4.2: Distribución de los K vecinos más cercanos

Dado un nuevo punto de entrada x̂, PKWKNN calcula su salida ŷ como se
describe en el Algoritmo 4.3. Primero, cada nodo calcula los K+ 1 puntos más
cercanos a x̂ de sus datos locales en términos de distancia basada en kernel. Se-
guidamente, todos los nodos mandan sus vecinos más cercanos, con sus salidas
asociadas, al nodo 0 (que participa en la operación), siendo éste el encargado de
calcular los K+1 vecinos más cercanos a x̂ globales a partir de los K+1 vecinos
más cercanos locales en cada nodo. Finalmente, el nodo 0 aplica la Ecuación (4.2)
para calcular ŷ, la salida de x̂. Sin tener en cuenta los tiempos de comunicación, la
complejidad viene determinada por:

O

([

N

p

]

· log(

[

N

p

]

)+ p · (K+1) · log(p · (K+1))

)

(4.8)

y si consideramos p(K+1) <
[

N
p

]

, el término correspondiente al cómputo de los

K+1 vecinos más cercanos globales puede ser despreciado:

O

([

N

p

]

· log(

[

N

p

]

)

)

(4.9)

La influencia del segundo término de la Ecuación 4.8 no es apreciable hasta
que N/p ≃ p · (K+ 1). En nuestros experimentos con PKWKNN, como se verá,
usamos un conjunto de datos con N sobre 30000 y modelos con K = 10, lo que



4.8. Experimentos con PKWKNN 83

supone que no se notaría la influencia del búsqueda de los vecinos más cercanos
hasta usar al menos unos p≃ 55 procesadores.

Este esquema es básico y supone un cuello de botella serio al tener que comu-
nicar los p conjuntos de K+1 vecinos más cercanos locales al proceso 0 para que
éste calcule los K+ 1 vecinos más cercanos globales. Una mejora de PKWKNN
se basa en distribuir el cálculo de los K+1 vecinos más cercanos. Dado un nuevo
punto de entrada x̂, PKWKNN calcula su salida ŷ de la siguiente manera: Primero,
cada nodo calcula los K+1 puntos más cercanos a x̂ de sus datos locales en térmi-
nos de distancia basada en kernel. Seguido, todos los nodos participan en un árbol
de reducción binario con raíz en el nodo 0 (que participa en la operación) con el
fin de hallar los K+ 1 vecinos más cercanos a x̂ globales a partir de los K+ 1
vecinos más cercanos locales en cada nodo así como sus salidas. Finalmente, el
nodo 0 aplica la Ecuación (4.2) para calcular ŷ, la salida de x̂. Sin tener en cuenta
los tiempos de comunicación, la complejidad viene determinada por:

1. hallar los K+1 vecinos más cercanos a los datos locales en cada nodo

2. hallar los K+ 1 vecinos más cercanos a los datos globales mediante un árbol
binario de reducción en log2(p)−1 pasos, ver Figura 4.3.

Teniendo en cuenta los pasos mencionados, la evaluación del PKWKNN en p
nodos para un nuevo punto x̂ con N muestras de entrenamiento es:

O(N/p · (K+1)+(log2(p)−1) ·2 · (K+1)) = O(N/p ·K+ log2(p) ·K)
(4.10)

Lo cual supone una mejora substancial con respecto a la primera versión.
Al igual que en el caso de modelos KWKNN, para PKWKNN los parámetros

del kernel deben de optimizarse para un conjunto de datos, y el error de validación
cruzada de orden l es la opción elegida. Dadas una serie de muestras distribuidas
entre p procesos, la evaluación del error de validación cruzada de orden l (l-CV)
para un l arbitrario es bastante compleja en términos de comunicaciones, ya que
los datos en cada partición pueden llegar a estar repartidos por varios procesos.
Pero hay 2 casos simples y eficientes: el error p-CV, haciendo coincidir el orden
de validación cruzada l con el número de procesos p, y el error LOO. La estructura
de comunicaciones coincide en ambos casos. El Algoritmo 4.4 lo ilustra en un
pseudo-código que cubre ambos casos.

4.8. Experimentos con PKWKNN

La serie temporal número 3 de la competición del ESTSP 2008, Figura 4.44,
tiene un gran número de muestras (31614 valores). La serie fue especialmente

4 http://www.estsp.org/
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Fig. 4.3: Ejemplo de árbol de reducción binario para cálculo de los vecinos más
cercanos con 4 procesos

escogida para penalizar el uso de LSSVM o Procesos Gaussianos en la competi-
ción, por consiguiente, es un conjunto de datos ideal para demostrar los beneficios
de la paralelización del algoritmo [Rubio et al., 2008]. Hemos usado los índices
de las muestras como entrada, X = 1, ...,31614, y como salida la serie tempo-
ral Y = y1, ..,y31614. El kernel de los modelos es el de la Ecuación (4.13), y es
un kernel específicamente diseñado para el problema abordado usando el método
descrito en el Capítulo 5. Es destacable su alto número de parámetros del kernel,
7. Se fijó el número de vecinos más cercanos usados por PKWKNN a K = 10, este
valor de K se eligió al ser un compromiso adecuado entre un espacio de búsqueda
suficiente para K y un tiempo de ejecución estimado razonable para el algoritmo.
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ENTRADA: X , m puntos de entrada (en el proceso 0)
ENTRADA: p, número de procesos
ENTRADA: r, el número del proceso local
ENTRADA: S(r) = [X (r),Y (r)], muestras de entrenamiento locales al proceso r
ENTRADA: N, número global de muestras de entrenamiento
ENTRADA: n= |X (r)|, número local de muestras de entrenamiento
ENTRADA: K, parámetro del KNN
ENTRADA: D2(x,x′;Θ), norma cuadrática basada en kernel entre los puntos
x,x′, donde Θ son los valores de los parámetros del kernel

SALIDA: Ŷ , las salidas calculadas para los puntos de X (en el proceso 0)

(1) Transmisión de los puntos de entrada de X a todos los procesos desde el
proceso 0

(2) Calcular D2(X j,X
(r)
i ;Θ) donde j = 1, · · · ,m, i= 1, · · · ,n

(3) Calcular los K+1-ésimos vecinos más cercanos a cada X j (nn[X j,X (r)]i, i=

1, · · · ,K+1 es el índice del i-ésimo vecino más cercano X (r) a X j)

(4) Fijar Kn(r) = { (D2(X j,X
(r)

nn[X j,X (r)]i
;Θ), Y (r)

nn[X j,X (r)]i
), j = 1, ...,m, i =

1, ...,K+1 }
(5) Recoger en el proceso 0 todos los Kn(r) y unirlos en Kn(X)

si r = 0 entonces
(7) Calcular los K+ 1-ésimos vecinos más cercanos globales a las muestras
para cada X j usando la información de distancia en Kn(X)

(8) Calcular la salida Ŷ j para cada X j usando la Ecuación (4.2) con la distan-
cia e información de salida en K(X)

fin si

Alg. 4.3: PKWKNN

kλ−periodic(xi,x j;{θ1,θ2}) = θ1 exp

(

−2
sin(π

λ
(xi− x j))

2

θ2
2

)

(4.11)

kratquad(xi,x j;{θ,α,β}) = θ

(

1+
‖xi− x j‖

2

2αβ2

)−α

(4.12)
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k(xi,x j;Θ)=kratquad(xi,x j;{θ1,α,β})+

k7−periodic(xi,x j;{θ2,θ3})+

k8736−periodic(xi,x j;{θ4,θ5}) (4.13)

Θ={θ1,α,β,θ2,θ3,θ4,θ5}

El algoritmo PKWKNN fue implementado directamente en Matlab. Se uso la
biblioteca de acceso a la Interfaz de Paso de Mensajes (Message Passing Interface,
MPI) en su implementación MPICH2 [Guillén, 2005] [Guillen et al., 2008a], y
el programa compilado como aplicación independiente de Matlab con el fin de
ejecutarlo en un plataforma cluster (cada nodo con un procesador AMD Opteron
de 64 bits a 2.6 GHz con 2 GB de RAM). El programa se ejecutó en 2, 4, 8 y 16
procesadores (ver Tabla 4.1).

Es necesario recordar que el lenguaje de Matlab tiene características que no
hacen aconsejable algunas formas de implementación que son comunes en otro
lenguajes, como por ejemplo C. Concretamente, no se recomienda el uso de es-
tructuras iterativas y en cambio se fomenta el uso de operaciones sobre matrices
para obtener códigos eficientes. Estas características fueron tenidas en cuenta en
la implementación, por ejemplo, a la hora de calcular los K+1 vecinos más cerca-
nos: se obtienen las distancias entre pares de puntos usando operaciones matricia-
les y después se ordenan los puntos, en vez de ir procesando cada par de puntos e
ir insertando la distancia en un vector ordenado (una opción más eficiente en otros
lenguajes).

La Figura 4.5 muestra la media de los tiempos de 10 ejecuciones de PKWKNN
frente al número de muestras para distintos números de procesadores. Se pue-
de observar que aumentando el número de procesadores claramente mejoran los
tiempos de ejecución. Como puede ser apreciado en la Figura 4.6, la ganancia cal-
culada usando 10240 muestras5 escala linealmente con el número de procesadores
.

El cálculo de la validación cruzada es crítico para la aplicación de PKWKNN,
ya que es usado para la optimización de los parámetros del kernel. La Figura 4.7
revela que la media de los tiempos de evaluación de la validación cruzada esta en
función del número de procesadores implicados. La Figura 4.7, donde se muestra
la media de los tiempos de evaluación del error p-CV y LOO, revela que estos
difieren muy poco: sobre el 4% en el caso de 2 procesadores, 3% en el caso de 4
u 8, y sobre un 2% en el caso de 16, representando sobre 53, 16, 6 y 1,5 segundos

5 no se utilizó el conjunto completo, ya que el algoritmo secuencial (KWKNN) no puede ser
ejecutado con 31614 muestras por los excesivos requisitos de memoria
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respectivamente. En términos absolutos, la diferencia de tiempos de evaluación
entre la implementación del error p-CV y LOO para PKWKNN se vuelve prácti-
camente despreciable cuando se usa un número mayor de procesadores.

Una aplicación típica del método implica primero la optimización del error de
validación cruzada con respecto a los parámetros del kernel por medio del VNS
y la posterior utilización del modelo optimizado para predecir la salida de nuevos
datos de entrada. En la Figura 4.8 se muestran los tiempos de ejecución del VNS
usando error LOO (10 iteraciones con vecindario de tamaño 10, 100 evaluaciones
del error de validación cruzada) frente al número de muestras de entrenamiento
para 8 procesadores y en la Figura 4.9 el tiempo de predicción para los modelos
generados frente al tamaño de entrada. Junto a las gráficas de tiempos se muestran
las curvas de la complejidad computacional inferida en la Sección 4.7 ajustadas a
los datos. Los resultados confirman la complejidad computacional calculada. En
las Figuras 4.10 y 4.11 se reproducen estos resultados para 16 procesadores.
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ENTRADA: P, número de procesos
ENTRADA: r, el número del proceso local
ENTRADA: S(r) = [X (r),Y (r)], muestras locales al proceso r samples (puntos y
salidas)
ENTRADA: N, número global de muestras
ENTRADA: n= |X (r)|, número local de muestras
ENTRADA: K, parámetro del K-nn
ENTRADA: D2(x,x′;Θ), norma cuadrática basada en kernel entre los puntos
x,x′, done Θ son los valores de los parámetros del kernel

SALIDA: Error de validación cruzada de orden P/LOO para las muestras glo-
bales con PKWKNN
para p= 1, ...,P hacer

(1) Transmisión de los datos de entrada a todos los procesos de S(p) desde el
proceso p
si r 6= p entonces

(2) Calcular D2(X
(p)
j ,X

(r)
i ;Θ)

(3) Calcular los K + 1-ésimos vecinos más cercanos a cada X (p)
j

(nn[X (p)
j ,X (r)]i, i = 1, · · · ,K+ 1 es el índice del i-ésimo vecino más cer-

cano de X (r) a X (p)
j )

(4) Fijar Kn(p,r) = { (D2(X
(p)
j ,X

(r)

nn[X
(p)
j ,X (r)]i

), Y
(r)

nn[X
(p)
j ,X (r)]i

)}

(5) Recoger Kn(p,r) en el proceso p
si no

si LOO error entonces
(6) Calcular D2(X

(p)
j ,X

(p)
i ;Θ)

(7) Calcular los K + 1-ésimos vecinos más cercanos a cada X (p)
j

(nn[X (p)
j ,X (p)]i 6= j, i = 1, · · · ,K + 1 es el índice del i-ésimo vecino

más cercano de X (p) a X (p)
j )

(8) Fijar Kn(p,p) = { (D2(X
(p)
j ,X

(p)

nn[X
(p)
j ,X (p)]i

), Y (r)

nn[X
(p)
j ,X (r)]i

)}

fin si

(9) Recoger los Kn(p,r) en el proceso p y unirlos en Kn(p)

(10) Calcular los k+ 1-ésimos vecinos más cercanos globales para cada

muestra X (p)
j usando la información de distancia en Kn(p)

(11) Calcular la salida Ŷ j para cada X (p)
j usando la Ecuación (4.2) con la

distancia e información de salida en Kn(p)

Calcular la suma del error cuadrático entre Ŷ j y Y (p) como SSE(p)

fin si

fin para

(12) Recoger los SSE(p) en el proceso 0 como SSE
(13) Calcular en el proceso 0 el error de validación cruzada de orden P/LOO
como ∑SSE/N

Alg. 4.4: Error de validación cruzada de orden P/LOO para PKWKNN
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Fig. 4.4: Serie temporal 3 ESTSP.

Tabla 4.1: Número de muestras por proceso para los datos de los experimentos
Procesadores índice del proceso→ número de muestras

2 0,1→ 15807
4 0,..,2→ 7904, 3→ 7902
8 0,..,6→ 3952, 7→ 3950
16 0,..,14→ 1976, 15→ 1972
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al Número de Muestras de entrada.
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Fig. 4.9: Media y desviación típica de los tiempos para PKWKNN frente al Nú-
mero de muestras de entrenamiento (ejecución con 8 procesadores)

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

Tamaño de los datos de entrenamiento

T
ie

m
p
o
 (

s
e
g
u
n
d
o
s
)

 

 
Media de tiempos de ejecuci ón
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Fig. 4.10: Media y desviación típica de los tiempos para VNS frente al Número
de muestras de entrenamiento (ejecución con 16 procesadores)
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4.9. Optimización del KWKNN bajo Matlab utilizando CUDA

De cara a implementar técnicas de kernel con CUDA, KWKNN se puede be-
neficiar en gran medida ya que, para clasificación, ya hay estudios en la literatura
que aprovechan las características de este tipo de procesamiento aplicado al al-
goritmo K-NN [Garcia et al., 2008]. En cambio, la implementación de LSSVM
es mucho más problemática pues necesita de funciones de inversión de matrices
o la descomposición de Cholesky, ambas funcionalidades no contempladas en la
librería CUDA y muy difíciles de implementar eficientemente por las propias ca-
racterísticas de la arquitectura [Volkov and Demmel, 2008].

El diseño de la paralelización de KWKNN en CUDA se centra la paraleliza-
ción de grano fino de los pasos más costosos del mismo, es decir, la evaluación de
los K vecinos más cercanos.

Lo más costoso computacionalmente en el uso de KWKNN es la optimización
de los parámetros del kernel y el hiperparámetro K. La optimización se realiza con
respecto al error de validación cruzada. Por eficiencia, se implementaron funcio-
nes específicas para la evaluación del kernel, el error de validación cruzada y la
búsqueda de los K vecinos más cercanos de un punto. Esto implica una impor-
tante diferencia con respecto a [Garcia et al., 2008], ya que para optimizar los
parámetros con respecto al error de validación cruzada se va a evaluar repetidas
veces el K-NN con los mismos datos. Esto es debido a que el K-NN básico no
tiene propiamente dicho entrenamiento, salvo que se desee optimizar el paráme-
tro K. En cambio, en el caso de KWKNN por cada conjunto de valores concretos
de parámetros del kernel se obtiene un espacio de características diferente con sus
propia función de distancia.

Una buena práctica de desarrollo en CUDA es intentar trasladar todo el cómpu-
to posible a la tarjeta. En el caso de la implementación delK-NN para clasificación
en [Garcia et al., 2008] la función de distancia es fija, la distancia Euclídea, pero
en el caso de KWKNN la función de distancia está basada en el kernel usado. Esto
es especialmente importante dado que el KWKNN proporciona los mejores resul-
tados cuando su salida es una suma ponderada de kernels. Por tanto, es necesario
utilizar la GPU para:

La evaluación del la distancia basada en kernel.

La evaluación del KWKNN.

Con estas premisas básicas, los datos más voluminosos que hay que trasladar
a la GPU son las muestras de entrenamiento Xt ,Yt y los nuevos puntos a evaluar
X , mientras que el resto de datos usados, que serán los que podrán variar: número
de vecinos K del KWKNN, descripción del kernel y valores de hiperparámetros.
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Denominaremos CUDA-KWKNN a la nueva implementación realizada, que
además está desarrollada bajo Matlab extendiendo CUBLASMEX (descrito en el
Capítulo 6) con las funciones necesarias que no estén en ella.

4.9.1. Kernels

Como se puede ver en la Sección 4.2 de esta memoria, una función kernel
k(x,x′) es un producto escalar definido en un espacio de características del cual
no se necesita más descripción en principio. El KWKNN se basa en que se puede
definir la norma cuadrática D2 de 2 puntos del espacio de características a partir
del kernel k mediante la siguiente relación:

D2(x,x′) = k(x,x)+ k(x′,x′)−2k(x,x′) (4.14)

En el Capítulo 5 se ve que los kernels más efectivos que se han utilizado
son aquellos resultantes de realizar sumas ponderadas de los siguientes "kernels
básicos"de la literatura:

klinear(xi,x j;{σ}) =< xi,x j >) (4.15)

kgauss(xi,x j;{σ}) = exp

(

−
1

σ2‖xi− x j‖
2
)

(4.16)

kratquad(xi,x j;{ρ,β}) =

(

1+
‖xi− x j‖

2

2ρβ2

)−ρ

(4.17)

kλ−periodic(xi,x j;{θ}) =

exp

(

−2
sin( π

λ
(xi−x j))

2

θ2

)

(4.18)

que son respectivamente el kernel Lineal, Gaussiano, Racional Cuadrático y λ-
periódico, donde σ,ρ,β,θ son parámetros a optimizar de dichos kernels mientras
que el parámetro del periodo λ es fijo, por lo que hay realmente un kernel λ-
periódico distinto por valor de periodo.

Un kernel suma ponderada ksuma deM de los anteriores kernels toma la forma:

ksuma(x,x
′) =

M

∑
i=1

αiki(x,x
′) (4.19)

donde αi, i = 1, · · · ,M son los factores de escala asociado a cada sub-kernel, los
cuales deben ser optimizados para cada ksuma junto con los parámetros de cada
sub-kernel. Por ejemplo, un kernel:

ksuma(x,x
′) = α1kgauss(xi,x j;{σ1})+α2kλ2−periodic(xi,x j;{θ}) (4.20)
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tendrá como parámetros a optimizar α1,σ1,α2,θ y como parámetro fijo λ2.

4.9.2. Implementación de Kernels y evaluación de la distancia basada en
kernels en CUDA

La implementación en GPU de la evaluación de kernels para KWKNN no tiene
la misma flexibilidad que la que está implementada en Matlab, no pudiendo de-
finirse kernels con componentes arbitrarios, además, hay que tener en cuenta que
la memoria de la GPU es más pequeña que la un PC (p.e. la máquina de pruebas
tiene 8 GB de RAM mientras que la tarjeta gráfica dispone de 512 MB, es decir,
es 16 veces menor). En la implementación de Matlab, cuya interfaz de llamadas se
quiere mantener en la medida de lo posible, se evalúa la norma cuadrática basada
en un kernel de entrada arbitrario entre 2 conjuntos de puntos, y se utilizan la ope-
raciones sobre matrices de Matlab durante la evaluación para obtener una mayor
eficiencia. Este enfoque básico se mantiene pero la implementación realizada en
GPU tiene en cuenta las limitaciones de memoria y flexibilidad de la siguiente
manera:

1. Los kernels con los que se trabajarán serán del tipo kernels suma ponderada,
cuyos componentes podrán ser el kernel Gaussiano, el kernel λ-periódico y el
kernel Lineal (que es el producto escalar de las entradas).

2. Dada la limitación de memoria de la GPU, se usará el mínimo de memoria
posible en la evaluación, sólo trabajando con los datos de entrada (2 conjuntos
de puntos) y la matriz de salida.

3. La evaluación de la norma cuadrática es independiente entre cada componente
de la matriz de salida (es decir, pares de de puntos de entrada), por lo que se
le asignará una hebra a cada una. Las hebras se organizan en una rejilla de 2
dimensiones de N1×N2.

Un kernel suma ponderada queda descrito por 3 vectores:

1. El vector con los índices de los kernels componentes de la suma.

2. El vector con los parámetros de los kernels componentes de la suma (factor de
escala + parámetros propios del sub-kernel).

3. El vector con el parámetro λ de cada kernel componente de la suma, que sólo
se utiliza en el caso de que el componente sea un kernel λ-periódico.

El pseudo-código de la función CUDA de evaluación de la norma cuadrática
basada en kernels se puede ver en el Algoritmo 4.5.
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ENTRADA: X1, conjunto de N1 puntos de entrada (N1×d, memoria global de
la GPU)
ENTRADA: X2, conjunto de N2 puntos de entrada (N2×d, memoria global de
la GPU)
ENTRADA: ksuma, vector de índices de kernels componentes de la suma (me-
moria global de la GPU)
ENTRADA: Θ, vector de parámetros del kernel suma (memoria global de la
GPU)
ENTRADA: Λ, vector de parámetros λ de los kernels componentes de la suma
(memoria global de la GPU)

SALIDA: D, norma cuadrática basada en el kernel ksuma con los parámetros Θ
y Λ de los conjuntos X1 e X2 (N1×N2, memoria global de la GPU)

Determinación de los índices (I,J) de la hebra en la rejilla.
D(I,J) = 0
x1 = X1(I, :)
x2 = X2(J, :)
para ki ∈ ksuma hacer
si ki es el kernel Lineal entonces

Obtención del factor de escala αi.
k1 =< x1,x1 >, k2 =< x2,x2 >, k3 =< x1,x2 >
fin si

si ki es el kernel Gaussiano entonces
Obtención del factor de escala αi y del parámetro σi de Θ.
k1 = kgauss(x1,x1;σi), k2 = kgauss(x2,x2;σi)
k3 = kgauss(x1,x2;σi)
fin si

si ki es el kernel Racional Cuadrático entonces
Obtención del factor de escala αi y del parámetro ρi,βide Θ.
k1 = kratquad(x1,x1;ρi,βi), k2 = kratquad(x2,x2;ρi,βi)
k3 = kratquad(x1,x2;ρi,βi)
fin si

si ki es el kernel λ-periódico entonces
Obtención del factor de escala αi y
del parámetro θi de Θ,
y del periodo λi de Λ.
k1 = kλi−periodic(x1,x1;θi), k2 = kλi−periodic(x2,x2;θi)
k3 = kλi−periodic(x1,x2;θi)
fin si

D(I,J) = D(I,J)+αi(k1 + k2−2k3).
fin para

Alg. 4.5: Evaluación de la norma cuadrática basada en kernels (función CUDA)
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4.9.3. Cálculo de los vecinos más cercanos y evaluación del KWKNN en
CUDA

Vamos a suponer X un conjunto de M puntos a evaluar con el K-NN, XT el
conjunto de N muestras que entrenan al modelo, ksuma el vector de índices de
kernels componentes de la suma, Θ el vector de parámetros del kernel suma y Λ el
vector de parámetros λ de los kernels componentes de la suma (todos en memoria
global de la GPU). Una vez calculada la norma cuadrática basada en kernel entre
los puntos de los 2 conjuntos (con la función anteriormente descrita en 4.5) que
supondremos en la matriz D, M×N, hay que obtener los K puntos de XT más
cercanos a cada punto x ∈ X . Esto implica obtener los índices de dichos puntos en
XT . Este cálculo es independiente para cada punto x ∈ X , pudiendo asignar a cada
hebra la obtención de los K vecinos para cada punto x, organizando las hebras
en un rejilla de 1 dimensión M×1 (una hebra por punto a evaluar). El algoritmo
escogido simplemente realiza K búsquedas lineales O(N) para obtener índices
de los puntos, por lo que se deduce que cada hebra ejecuta un procedimiento de
complejidad O(KN), pero al ser normalmente K ≪ N se puede considerar que
realmente es O(N).

Dado un conjunto de muestras de una función {(x1,y1), . . . ,(xN ,yN)} ∈ R
d×

R, donde N es el número de muestras y d es la dimensionalidad de la entrada, el
KWKNN calcula la salida para un nuevo punto de entrada x̂ como:

f (x̂) =

K

∑
i=1
yx̂iw
K
(

x̂,xx̂i
)

K

∑
i=1
wK
(

x̂,xx̂i
)

, (4.21)

donde wK
(

x̂,xx̂i
)

=

[

1−
D
(

x̂,xx̂i
)2

D
(

x̂,xx̂K+1

)2

]2

(4.22)

donde D es una función de distancia basada en kernel, xx̂i es el punto de entrena-
miento i-ésimo vecino más cercano a x̂ de acuerdo a la distancia basada en kernel
D, yx̂i su salida correspondiente y wK

(

x̂,xx̂i
)

es su peso asignado.
En los apartados anteriores se ha descrito nuestra implementación del cálculo

de la norma cuadrática basada en kernel y de la obtención de los K vecinos más
cercanos por puntos en la GPU, por lo que tendremos ya calculadas la norma
cuadrática basada en kernel entre x̂ y las muestras así como los K vecinos más
cercanos a las mismas. En la implementación realizada no se calcula punto a punto
de entrada el KWKNN sino para un conjunto X . Este cálculo es independiente
para punto x ∈ X , pudiendo asignar a cada hebra la evaluación del KWKNN para
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cada punto x, organizando las hebras en un rejilla de dimensiónM×1 (una hebra
por punto a evaluar).

4.9.4. Error de validación cruzada del KWKNN en CUDA

La implementación del cálculo del error de validación cruzada del KWKNN
en GPU se basa exclusivamente en una modificación del cálculo de la norma cua-
drática basada en kernel. Las mayores diferencias del Algoritmo 4.6 con respecto
al cómputo normal descrito en el Algoritmo 4.5 son que:

1. Los conjuntos de puntos a evaluar y el de muestras son el mismo.

2. No hay que tener en cuenta los puntos de su misma partición de un punto como
posibles K vecinos más cercanos.

El método elegido para no tener en cuenta los puntos de una misma partición
de un punto como posibles K vecinos más cercanos es definiendo como infinita
la norma cuadrática de un punto con respecto a los puntos de su misma partición.
Se controlo la pertenencia o no a la partición mediante los índices en la matriz de
distancia. Con esto, y aplicando posteriormente las funciones para cálculo de los
K vecinos más cercanos y de salida KWKNN se consigue la salida de validación
cruzada de orden l. Para hacer más eficiente el procedimiento, se implementó
también el cálculo final del error en GPU (usando las funciones de CUBLAS
cublasSaxpy y cublasSdot).

4.9.5. Experimentos

La máquina utilizada en los experimentos fue un INTEL CORE 2 QUAD
2.83GHZ, con 8 GB de memoria RAM DDR, con una tarjeta GEFORCE 9800
GTX (128 procesadores de flujo a 1688 MHz, 512 MB de memoria GDDR3).
Debido a la propias capacidades de la tarjeta, los cálculos en punto flotante en la
misma serán realizada en simple precisión (32 bits). Los experimentos consistie-
ron en comparar la implementación de KWKNN sólo en Matlab con otra idéntica
que utiliza funciones-cuda para el cálculo de la distancia basada en kernel, los K
vecinos más cercanos y la evaluación del KWKNN. Los experimentos fueron una
repetición parcial de los de la Sección 5.2.2 para los conjunto de datos de carga
eléctrica en California y del río Snake.

El conjunto de datos de carga eléctrica usado en estos experimentos corres-
ponde a la carga eléctrica en California desde el año 1998 los primeros 33 días del
20036. Los datos tienen un total de 1858 valores (unos 5 años), y nuestro objetivo
es predecir los últimos 365 valores (1 año). Los kernels suma ponderada usados
en estos experimentos fueron:

6 http://www.ucei.berkeley.edu/CSEM/datamine/ISOdata/
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ENTRADA: X , conjunto de N puntos de entrada (N×d, memoria global de la
GPU)
ENTRADA: ksuma, vector de índices de kernels componentes de la suma (me-
moria global de la GPU)
ENTRADA: Θ, vector de parámetros del kernel suma (memoria global de la
GPU)
ENTRADA: Λ, vector de parámetros λ de los kernels componentes de la suma
(memoria global de la GPU)

SALIDA: D, norma cuadrática basada en el kernel ksuma con los parámetros Θ
y Λ del conjunto X (N×N, memoria global de la GPU) para error de validación
cruzada de orden l
Determinación de los índices (I,J) de la hebra en la rejilla.
D(I,J) = 0
x1 = X(I, :)
x2 = X(J, :)
si los índices I y J no pertenencen a la misma partición entonces
para ki ∈ ksuma hacer
si ki es el kernel Lineal entonces

Obtención del factor de escala αi.
k1 =< x1,x1 >, k2 =< x2,x2 >, k3 =< x1,x2 >
fin si

si ki es el kernel Gaussiano entonces
Obtención del factor de escala αi y del parámetro σi de Θ.
k1 = kgauss(x1,x1;σi), k2 = kgauss(x2,x2;σi)
k3 = kgauss(x1,x2;σi)
fin si

si ki es el kernel Racional Cuadrático entonces
Obtención del factor de escala αi y del parámetro ρi,βide Θ.
k1 = kratquad(x1,x1;ρi,βi), k2 = kratquad(x2,x2;ρi,βi)
k3 = kratquad(x1,x2;ρi,βi)
fin si

si ki es el kernel λ-periódico entonces
Obtención del factor de escala αi y
del parámetro θi de Θ,
y del periodo λi de Λ.
k1 = kλi−periodic(x1,x1;θi), k2 = kλi−periodic(x2,x2;θi)
k3 = kλi−periodic(x1,x2;θi)
fin si

D(I,J) = D(I,J)+αi(k1 + k2−2k3).
fin para

si no

D(I,J) = +∞.
fin si

Alg. 4.6: Evaluación de la norma cuadrática basada en kernels para error de vali-
dación cruzada de orden l (función CUDA)
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k1(xi,x j;{s1,s2,s3,σg,σ7,σ364}) = s1 · kgauss(xi,x j;σg)
+s2 · k7−periodic(xi,x j;σ7)
+s3 · k364−periodic(xi,x j;σ364)

k2(xi,x j;{s1,s2,s3,α,β,σ7,σ364}) = s1 · kratquad(xi,x j;α,β)
+s2 · k7−periodic(xi,x j;σ7)
+s3 · k364−periodic(xi,x j;σ364)

La serie temporal del flujo mensual del río Snake7 tiene un total de 1092 va-
lores (1092 meses = 91 años), la primera mitad de los mismos se usaron para
entrenamiento y el resto para test (546 valores en cada caso ≃ 45 años). Los ker-
nels suma ponderada usados en estos experimentos fueron:

k1(xi,x j;{s1,s2,σg,σ12}) = s1 · kgauss(xi,x j;σg)
+s2 · k12−periodic(xi,x j;σ12)

k2(xi,x j;{s1,s2,α,β,σ12}) = s1 · kratquad(xi,x j;α,β)
+s2 · k12−periodic(xi,x j;σ12)

Estos kernels se utilizan en modelos KWKNN optimizados mediante el algo-
ritmo VNS expuesto en la Sección 4.2. Se generaron modelos optimizados tanto
frente al error 10-CV como al LOO. El parámetro K de cada KWKNN óptimo
se buscó en un rango [2,20] para cada conjunto de valores de parámetros del ker-
nel, añadiendo un tiempo mínimo a la evaluación de cada conjunto de valores de
parámetros del kernel considerado como se expuso en la Sección 4.2. El algorit-
mo VNS realizó 50 iteraciones con vecindades de tamaño 10, lo que implica 500
evaluaciones de la validación cruzada.

Los resultados obtenidos usando error de validación cruzada LOO están re-
cogidos en la Tabla 4.2 y usando error de validación cruzada de orden 10 en la
Tabla 4.3. Los tiempos de entrenamiento reflejan la mayor complejidad de cálculo
del segundo kernel (el que usa el kernel Racional Cuadrático) frente al primero
para ambas series. Esto se puede apreciar especialmente en los tiempos de entre-
namiento para una misma serie con la implementación de Matlab. Queda reflejado
cómo el cómputo en GPU del error de validación cruzada de orden 10 es mucho
más eficiente que la del error LOO, ya que la implementación realiza muchos
menos cálculos, algo que, aunque algoritmicamente no se refleja, sí tiene inciden-
cia al requerir menos hebras que manejar en un momento dado. Se ha obtenido
una importante mejora en la velocidad de cálculo, sobre todo con el conjunto de
datos de carga eléctrica en California, manteniendo a la vez unos resultados de

7 http://www-personal.buseco.monash.edu.au/hyndman/TSDL/hydrology.html
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precisión aceptable. Los factores limitantes son la función CUDA de cálculo los
K vecinos más cercanos y las transferencias de entre memoria principal y de dis-
positivo. Para conjuntos de datos de unos pocos miles de datos (aquí el límite está
marcado por la memoria disponible en el dispositivo), se pueden esperar grandes
mejoras de tiempos utilizando esta implementación de KWKNN con respecto a
la de Matlab pura (coincidiendo con los resultados de [Garcia et al., 2008] para
K-NN para clasificación).
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Fig. 4.12: Ganancia obtenida al implementar los K vecinos más cercanos en GPU
(entradas: 2 conjuntos de igual tamaño N)
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Tabla 4.2: Resultados obtenidos utilizando kernels específicos al problema con la
optimización de K y error de LOO usando el algoritmo KWKNN implementado
en Matlab y Matlab+CUDA

Río Snake
Impl. + kernel opt. tiempo rmse-loo K rmse test

CUDA 1 1.50e+01 9.09e+02 20 8.67e+02
MATLAB 1 3.49e+01 1.19e+03 3 9.51e+02

Ganacia 2.32e+00
CUDA 2 1.60e+01 9.05e+02 20 8.62e+02

MATLAB 2 6.15e+01 8.67e+02 20 7.77e+02
Ganacia 3.84e+00

Carga eléctrica
Impl. + kernel opt. tiempo rmse-loo K rmse test

CUDA 1 3.80e+01 2.40e+04 13 3.52e+04
MATLAB 1 4.31e+02 2.40e+04 13 3.52e+04

Ganacia 1.13e+01
CUDA 2 4.30e+01 2.40e+04 13 3.52e+04

MATLAB 2 5.91e+02 2.45e+04 20 3.60e+04
Ganacia 1.37e+01

Tabla 4.3: Resultados obtenidos utilizando kernels específicos al problema con
la optimización de K y error de validación cruzada (l=10) usando el algoritmo
KWKNN implementado en Matlab y Matlab+CUDA

Río Snake
Impl. + kernel opt. tiempo rmse-10-CV K rmse test

CUDA 1 1.55e+01 1.79e+03 16 9.15e+02
MATLAB 1 3.89e+01 9.06e+02 19 8.72e+02

Ganacia 2.51e+00
CUDA 2 1.72e+01 1.79e+03 16 8.22e+02

MATLAB 2 6.00e+01 8.11e+02 20 7.77e+02
Ganacia 3.49e+00

Carga eléctrica
Impl. + kernel opt. tiempo rmse-10-CV K rmse test

CUDA 1 1.89e+01 6.71e+04 8 3.79e+04
MATLAB 1 4.10e+02 4.06e+04 20 3.44e+04

Ganacia 2.17e+01
CUDA 2 1.97e+01 6.71e+04 8 3.78e+04

MATLAB 2 6.08e+02 4.06e+04 20 3.43e+04
Ganacia 3.09e+01
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5. KERNELS ESPECÍFICOS PARA
UN PROBLEMA DE
REGRESIÓN.

Los kernels son el núcleo (si se permite la redundancia) de los métodos kernel.
Aunque hay una amplia bibliografía relacionada con métodos kernel, y específi-
camente para métodos kernel aplicados a aproximación funcional, en pocos tra-
bajos se prescinde del kernel Gaussiano o de Funciones de Base Radial (RBF).
Estos kernels presentan buenas propiedades para este tipo de problemas debido
a su capacidad de generalización y de interpolación. Los modelos LSSVM y los
Procesos Gaussianos con kernel Gaussiano son equivalentes a Redes de Funcio-
nes de Base Radial (RBFNN) con un centro por punto y con radio único. Su único
elemento diferenciador con respecto a RBFNN es el método de entrenamiento,
que permite controlar el sobreajuste mediante un factor de regularización. Esto
no tiene por qué ser negativo, aunque traslade la mayor parte del peso del entre-
namiento a la selección de características, dejando el resto de la dificultad en el
ajuste de parámetros del modelo y del kernel.

Este capítulo enfoca el kernel como parte fundamental de un modelo basado
en kernel, incidiendo especialmente en la importancia de adaptarlos a un proble-
ma dado. Se describe cómo abordar el proceso de creación de un kernel específico
tanto para un problema del que no tenemos conocimiento previo como para pro-
blemas en los que sí tenemos dicho conocimiento previo. Se mostrarán una serie
de conclusiones interesantes acerca de este difícil problema.

5.1. Kernels específicos: discusión

Se puede demostrar que las dos principales métodos kernel para regresión,
LSSVM y Procesos Gaussianos, son realmente equivalentes (ver [Suykens et al.,
2002]). Sin embargo, el enfoque Bayesiano de Procesos Gaussianos y su inciden-
cia en la optimización de los parámetros del kernel parece diferenciarlas. Esto
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no es más que aparente, ya que el enfoque Bayesiano también se ha aplicado a
LSSVM [Suykens et al., 2002], si bien es cierto que su formulación típica es más
cercana al entorno de optimización. En la práctica, el proceso de trabajo con todos
los métodos es el mismo:

1. Se tiene que plantear un kernel adecuado al problema.

2. Se tiene que hacer una estimación del error en los datos o la precisión alcanza-
ble y reflejarla en los hiper-parámetros a optimizar: ε y C en el caso de SVR,
γ en el caso de LSSVM, y el jitter o el componente de ruido Gaussiano en el
caso de Procesos Gaussianos, ver Ecuación (2.34).

3. Se tiene que hacer una estimación de los parámetros del kernel, bien median-
te el error validación cruzada del modelo sobre los datos de entrenamiento
(existen fórmulas de coste reducido para calcular esto, para LSSVM ver [An
et al., 2007]) o usando un criterio Bayesiano para estimar la verosimilitud (li-
kelihood) del modelo.

Una vez entrenados una serie de modelos, debe elegirse el mejor, atendiendo
a algún criterio. Todos los modelos presentan los mismos problemas principales:

1. Su coste computacional aumenta en gran proporción con el aumento del nú-
mero de ejemplos de entrenamiento.

2. El modelo resultante es pesado, o mejor dicho voluminoso, en el sentido de
que incluye todos los puntos de entrenamiento.

Estas son las cuestiones en las que más se ha incidido en la bibliografía. Se
pueden encontrar excelentes análisis en [Scholkopf and Smola, 2001], [Suykens
et al., 2002], [MacKay, 1998] y [Rasmussen and Williams, 2005].

Sin embargo hay un problema del entrenamiento que ha sido sistemáticamente
ignorado, excepto tal vez en la literatura de Procesos Gaussianos: la adaptación
del kernel al problema concreto. En la inmensa mayoría de los casos siempre se
utilizan las mismas funciones de kernel para SVR y LSSVM: el kernel Gaussiano
o RBF (ver 2.21). En el caso de Procesos Gaussianos, las elecciones por excelen-
cia también son variantes del kernel RBF [Brahim-Belhouari and Bermak, 2004]:

C(xi,x j;{θ1,ρ1···d,σl,σe}) = θ1 exp

[

−
d

∑
k=1

1

ρ2
k

(xik− x jk)
2

]

+σ2
l 〈xi,x j〉+δi jσ

2
e .

(5.1)
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C(xi,x j;{θ1,θ2,σl,σe}) = θ1 exp

[

−
1

θ2
2‖xi− x j‖

2
]

+σ2
l 〈xi,x j〉+δi jσ

2
e. (5.2)

donde xi y x j son dos puntos de entrada (usualmente vectores), (θ1,θ2,ρ1···d,σl,σe)
son parámetros de los kernels y δi j es la función delta de Dirac.

La utilización de kernels específicos para problemas de regresión apenas se
ha tratado en la literatura. Ha habido algunos intentos de crear modelos con fun-
ciones kernel compuestas en forma de combinación lineal ponderada: [Cristianini
et al., 2002], [Crammer et al., 2002], [Ong et al., 2005], [Sonnenburg et al., 2005].
También se ha intentado aplicar Programación Genética para obtener funciones
kernels adaptadas a problemas específicos de clasificación: [Howley and Madden,
2005], [Gagné et al., 2006], [Methasate and Theeramunkong, 2007] y [Sullivan
and Luke, 2007]. Las conclusiones fueron que aunque se pueden obtener modelos
más ajustados, el coste computacional hace prohibitivo en la mayoría de los casos
su aplicación sistemática.

En este Capítulo se van a presentar 2 enfoques para la creación de kernels
específicos para problemas de regresión:

1. Basado en conocimiento experto: se presenta una metodología específicamente
para series temporales que ha dado excelentes resultados en predicción a largo
plazo.

2. Sin conocimiento experto: se presenta un estudio de la aplicación de Progra-
mación Genética para obtención de kernels específicos para problemas de re-
gresión.

5.2. Diseño Experto de Kernels específicos para series temporales

5.2.1. Descripción

Un kernel específico a un problema debe embeber en su formulación algu-
na información relevante acerca del fenómeno que genera los datos de los que
se dispone. En los problemas de predicción de series temporales en los cuales la
serie presenta un cierto comportamiento estacional, la capacidad de predicción a
corto y largo plazo de los modelos puede mejorarse mediante la incorporación de
la estacionalidad como información adicional en el propio modelo. Como pue-
de verse, en [Herrera et al., 2007b] para modelos LSSVM, incluir la información
estacional de la serie en el modelo para predicción recursiva puede mejorar el ren-
dimiento del predictor, e incrementar tanto la capacidad de generalización como
la interpretabilidad del mismo.

Nuestro enfoque está basado en la creación de kernels específicos al proble-
ma mediante suma ponderada de kernels clásicos que se pueden encontrar en la



108 5. Kernels específicos para un problema de regresión

literatura, y que tengan en cuenta la información estacional. La propiedad de clau-
sura de kernels con respecto a la suma y producto [Scholkopf and Smola, 2001]
asegura que la suma ponderada de kernels válidos es un kernel válido. El factor
de escala se convierte en un parámetro adicional que pondera la importancia de
cada sub-kernel en la suma. Siguiendo el mismo procedimiento que en [Rasmus-
sen and Williams, 2005], usaremos en este caso el índice de tiempo de la serie
(t = 1, . . . ,N) como entrada. De esta forma, no es necesario realizar selección de
regresores en este caso, confiando en la información incrustada en la función de
kernel y la optimización de sus parámetros (en nuestro caso, con respecto al error
de validación cruzada). Otra característica interesante de este enfoque es que el
error no se propaga de un horizonte de predicción hacia otros como ocurre en el
caso de usar predicción recursiva.

En este trabajo concretamente, dada una serie temporal {Yt}N1 de la que se
utiliza un cierto número de sus primeros valores para entrenamiento y el resto
para test, la metodología que aplicamos es la siguiente:

1. Como primer paso, se deben identificar todos los periodos existentes en la serie
a modelar. Esta tarea se puede realizar tanto mediante simple inspección visual
como mediante métodos estadísticos o un análisis del espectro (ver [Dutilleul,
2001], [Vlachos et al., 2005] y [Ahdesmäki et al., 2005] para algunos ejemplos
de la literatura sobre el tema).

2. Se crea un término base fijo para los kernels que se crearán: para cada perio-
do de longitud λ, incorporamos un término λ− periodic (Ecuación (5.3)). La
fórmula del kernel λ-Periódico es:

kλ−periodic(t1, t2;{σ}) = exp

(

−
1

σ2 sin
(π

λ
(t1− t2)

)2
)

(5.3)

donde t1 y t2 son los índices de tiempo de entrada, σ es el único parámetro del
kernel y λ es un periodo de longitud fija.

3. Con el término base fijo creado, se crean combinaciones del mismo con otros.
Aquí utilizaremos los kernels Gaussianos y el Racional Cuadrático 1. Por lo
tanto cada serie tiene dos kernels candidatos:

kgauss(t1, t2;{σ}) = exp

(

−
1

σ2‖t1− t2‖
2
)

(5.4)

1 En el trabajo [Rubio et al., 2008] se usa también un kernel lineal. Sin embargo, aunque pueda
presentar un comportamiento interesante para series con tendencia lineal, no ha probado ser espe-
cialmente de ayuda para series estacionarias, al desaparecer su influencia en la suma ponderada en
la optimización.
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kratquad(t1, t2;{α,β}) =

(

1+
‖t1− t2‖

2

2αβ2

)−α

(5.5)

donde t1 y t2 son los índices de tiempo de entrada, σ es el único parámetro del
kernelGaussiano y α,β son los dos parámetros del kernel Racional Cuadrático.

4. Se optimizan los parámetros de cada kernel en la sección de entrenamiento
de la serie con respecto al error de validación cruzada. El valor del error de
validación cruzada se utilizará como criterio de selección de kernels.

Esta metodología es realmente una simplificación que se puede generalizar en
varios aspectos como, por ejemplo, ampliando el conjunto de los kernels usados
para las combinaciones o usando otro criterio de valoración de kernels distinto
a la validación cruzada, como puede ser el criterio Bayesiano para LSSVM de
[Suykens et al., 2002]. La metodología generalizada para creación y selección de
kernels específicos para series temporales basados en estacionalidad viene dada
en el Algoritmo 5.1.

Dada la serie temporal {Yt}N1
Dado K, un conjunto de kernels conocidos que no puede contener el kernel
λ-Periódico

Hallar los periodos λ1,λ2, · · · ,λl que se identifiquen en la serie
Crear la componente base de los kernels como kbase(t1, t2) =

∑li=1 αikλi−periodic(t1, t2;{σi})
para Cada posible combinación en suma ponderada de kernels en K, kb hacer

Crear un kernel específico k j = kb+ kbase
Evaluar k j sobre la serie con algún criterio de adaptación
fin para

Devolver el conjunto de kernels específicos creados {k j}···1 junto con sus valores
del criterio de adaptación

Alg. 5.1: Algoritmo para creación y selección de kernels específicos para series
temporales basados en estacionalidad

5.2.2. Experimentos

En esta sección, se utilizan tres ejemplos de problemas de predicción a largo
plazo de series temporales para poner a prueba la metodología propuesta. En [Ru-
bio et al., 2008] utilizamos una aproximación básica con KWKNN usando kernels
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específicos al problema con tres series desconocidas para la competición del ES-
TSP’08. En los experimentos presentados en esta sección no se utilizan las dos
primeras series de la competición, sino otras con el fin de proporcionar un análisis
más significativo al conocer su origen y significado. La primera de ellas es del
consumo eléctrico en California, ampliamente usada en la literatura. La segunda,
es el flujo mensual del río Snake, también de uso extendido en la literatura de pre-
dicción de series temporales a largo plazo [Herrera et al., 2007b][Herrera et al.,
2007a]. La tercera serie es una de las series del ESTSP’08, cuyo gran número de
muestras es un ejemplo de problema no puede ser modelado ni con LSSVM ni
con KWKNN.

Dada la importancia que tiene el problema concreto en la creación de un kernel
específico, se describen a continuación tanto los conjuntos de datos utilizados
como los kernels creados para ellos con la metodología propuesta y comentarios
sobre los resultados.

La ejecuciones de los experimentos se hicieron sobre un cluster de 32 nodos
con procesadores AMD Opteron de 64 bits a 2.6 GHz con 8 GB de RAM. Só-
lo se utilizó computación paralela para la tercera serie, que por su complejidad
computacional requería el uso de PKWKNN (ver apartado 4.7). Todo el software
de KWKNN se implementó partiendo de una implementación propia de LSSVM
con el fin de compartir los kernels utilizados. La toolbox MPIMEX [Guillen et al.,
2008a] se usó en la implementación de PKWKNN para acceder a las funciones
necesarias de la librería MPI.

5.2.2.1. Serie temporal de consumo eléctrico en California

La predicción del consumo en una red eléctrica es un problema de gran impor-
tancia desde el punto de vista económico, energético y social. El conjunto de datos
de consumo eléctrico usado en estos experimentos corresponde a la red eléctrica
en California desde el año 1998 hasta los primeros 33 días del 20032. Los datos
tienen un total de 1858 valores (unos 5 años), y nuestro objetivo es predecir los
últimos 365 valores (1 año).

La serie tiene claros periodos semanales y anuales (ver Figura 5.1). Las perio-
dicidades anteriormente nombradas fueron confirmadas usando un método similar
al expuesto en [Kourentzes and Crone, 2008]. Usando la metodología expuesta en
la sección 5.2.1, se crearon dos kernels a medida cuyas entradas son índices de
tiempo:

k1(t1, t2;{s1,s2,s3,σg,σ7,σ364}) = s1 · kgauss(t1, t2;σg)
+s2 · k7−periodic(t1, t2;σ7)
+s3 · k364−periodic(t1, t2;σ364)

2 http://www.ucei.berkeley.edu/CSEM/datamine/ISOdata/
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Fig. 5.1: Datos de Consumo eléctrico en California

k2(t1, t2;{s1,s2,s3,α,β,σ7,σ364}) = s1 · kratquad(t1, t2;α,β)
+s2 · k7−periodic(t1, t2;σ7)
+s3 · k364−periodic(t1, t2;σ364)

donde t1 y t2 son los índices de tiempo de entrada, {s1,s2,s3,σg,σ7,σ364} son los
parámetros del kernel k1 y {s1,s2,s3,α,β,σ7,σ364} son los parámetros del kernel
k2.

Se utilizaron ambos kernels para generar modelos KWKNN optimizados me-
diante el algoritmo VNS expuesto en la Sección 4.2. Se generaron dos modelos
por cada kernel al optimizarse tanto frente al error 10-CV como al LOO. El al-
goritmo VNS realizó 50 iteraciones con vecindades de tamaño 10, lo que implica
500 evaluaciones de la validación cruzada, que duraron entre 13,4 y 17,5 minutos
en este caso. El parámetro optimizado K de cada KWKNN se busca en un rango
[2,20] para cada conjunto de valores de parámetros del kernel, añadiendo un tiem-
po mínimo a la evaluación de cada conjunto de valores de parámetros del kernel
considerado como se expuso en la Sección 4.2.

Los resultados del error de entrenamiento (ver Tabla 5.1) muestran que los
modelos optimizados con error LOO padecen de sobreajuste al conjunto de entre-
namiento repercutiendo en mayores errores en el conjunto de test que los modelos
optimizados con 10-CV. Este resultado es de esperar ya que para problemas de
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predicción a largo plazo es más adecuado minimizar el error de aproximación con
respecto a bloques de valores de un cierto tamaño con el fin de obtener modelos
con buenas capacidades de generalización. Todo esto hace preferible en nuestro
caso optimizar con respecto al error 10-CV (u otro de menor orden) que con res-
pecto al error LOO.

Los kernels específicos son independientes del tipo de modelo, por consiguien-
te, se han entrenado tanto modelos KWKNN como LSSVM con fines comparati-
vos. La optimización de los parámetros de los modelos LSSVM se realizó, al igual
que en el caso de los modelos KWKNN, frente al error 10-CV y al LOO, aunque
el algoritmo de optimización usado fue el Gradiente Conjugado, que también se
limitó a 500 evaluaciones del error validación cruzada. Los tiempos de ejecución
en este caso son mucho mayores, como se puede apreciar en la Tabla 5.2 oscilan-
do entre 2,75 y 5 horas. La diferencia en rendimiento entre modelos optimizados
frente a LOO y 10-CV no es claramente apreciable en este caso.

Para poder aplicar el enfoque clásico de predicción recursiva, se tuvo que ana-
lizar la serie para escoger los regresores (ver apartado 1.1). Se usó el enfoque ba-
sada en estimación no paramétrica del ruido como en [Lendasse et al., 2006] para
la selección de un grupo de regresores, siendo el modelo resultante el siguiente:

y(t) = F(y(t−1),y(t−2),y(t−7),y(t−364)) (5.6)

Los resultados con este enfoque se muestran en la Tabla 5.3. Como puede
observarse, los modelos con kernels específicos consiguen menor error de test
que los modelos para predicción recursiva. El tiempo de optimización es de unos
45 minutos, lo cual es menos que en el caso de modelos LSSVM con kernels
específicos. Esto es debido a que para aplicar el Gradiente Conjugado se evalúa
la derivada del error de validación cruzada frente a cada parámetro del kernel, y
los kernels específicos tienen entre 6 y 7 parámetros frente al único parámetro del
kernel Gaussiano.

Tabla 5.1: Resultados de KWKNN con kernels específicos al problema usando
optimización del K para el Consumo Eléctrico en California

LOO
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 8.12e+02 2.40e+04 7 3.00e+02 3.78e+04
2 1.04e+03 2.40e+04 7 3.26e+02 3.77e+04

10-CV
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 8.27e+02 4.03e+04 20 2.94e+04 3.44e+04
2 1.05e+03 4.01e+04 20 2.98e+04 3.45e+04
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Tabla 5.2: Resultados de LSSVM con kernels específicos al problema para el Con-
sumo Eléctrico en California

LOO
kernel opt. time rmse-cv rmse entrenamiento rmse test

1 1.61e+04 1.36e+04 6.66e+03 3.35e+04
2 1.84e+04 1.35e+04 5.83e+03 4.04e+04

10-CV
kernel opt. time rmse-cv rmse entrenamiento rmse test

1 1.32e+04 1.86e+04 1.78e+04 3.42e+04
2 2.84e+03 9.93e+03 9.74e+03 3.49e+04

Tabla 5.3: Resultados de LSSVM usando predicción recursiva para el Consumo
Eléctrico en California

l-fold opt. time rmse-cv rmse tr rmse test
LOO 2.52e+03 2.62e+04 2.03e+04 4.80e+04

10-CV 2.68e+03 2.79e+04 2.17e+04 5.36e+04

En las Figuras de la 5.2 a la 5.7 se dibujan las predicciones a un año vista con
los mejores modelos KWKNN, LSSVM con kernel específicos y LSSVM para
predicción recursiva. El mejor modelo en cada caso se escoge de acuerdo al valor
final de validación cruzada en la optimización. En el caso de los modelos con ker-
nels específicos, se trata de elegir entre uno de los dos kernels usados; en el caso
LSSVM para predicción recursiva no hay selección. Se puede apreciar que en las
predicciones obtenidas por los modelos con kernels específicos hay una influencia
mayor de los periodos de la serie mientras que la predicción dada por el mode-
lo recursivo tiende más a la media de la serie marcando menos el periodo anual.
Comparando la salida de test de los modelos con kernels específicos, se puede ver
que LSSVM produce una función mas suave, algo esperable de un modelo que
incide tanto en el concepto de regularización [Suykens et al., 2002].
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Fig. 5.2: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, mejor modelo KWKNN usando un kernel específico-al-problema de acuerdo
al error LOO
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Fig. 5.3: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, mejor modelo KWKNN usando un kernel específico-al-problema de acuerdo
al error 10-CV
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Fig. 5.4: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, mejor modelo LSSVM usando un kernel específico-al-problema de acuerdo
al error LOO
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Fig. 5.5: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, mejor modelo LSSVM usando un kernel específico-al-problema de acuerdo
al error 10-CV
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Fig. 5.6: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, predicción recursiva con modelo LSSVM optimizado con error LOO
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Fig. 5.7: Predicción del último año de los datos de Consumo Eléctrico en Califor-
nia, predicción recursiva con modelo LSSVM optimizado con error 10-CV
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5.2.2.2. Serie temporal del río Snake

La serie temporal del flujo mensual del río Snake3 es una serie que ha sido
también utilizada en trabajos para recalcar la importancia de las periodicidades
en los datos para la predicción de series temporales a largo plazo [Herrera et al.,
2007b][Herrera et al., 2007a]. Presenta una gran cantidad de variaciones estocás-
ticas y un patrón periódico anual (ver Figura 5.8). Los datos tienen un total de
1092 valores (1092 meses = 91 años), y, al igual que en los trabajos menciona-
dos, la primera mitad de los mismos se usaron para entrenamiento y el resto para
test (546 valores en cada caso ≃ 45 años). Usando los mismos pasos aplicados en
el caso anterior se obtienen los siguientes kernels específicos:
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Fig. 5.8: Serie temporal del flujo mensual del río Snake

k1(t1, t2;{s1,s2,σg,σ12}) = s1 · kgauss(t1, t2;σg)
+s2 · k12−periodic(t1, t2;σ12)

k2(t1, t2;{s1,s2,α,β,σ12}) = s1 · kratquad(t1, t2;α,β)
+s2 · k12−periodic(t1, t2;σ12)

donde t1 y t2 son los índices de tiempo de entrada, {s1,s2, σg,σ12} son los pará-
metros del kernel k1 y {s1,s2, α,β,σ12} son los parámetros del kernel k2.

Los regresores para el modelo para predicción recursiva fueron los utilizados
en el trabajo [Herrera et al., 2007b]:

3 http://www-personal.buseco.monash.edu.au/hyndman/TSDL/hydrology.html
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y(t) = F(y(t−3),y(t−6),y(t−9),y(t−12)) (5.7)

Las optimizaciones de los modelos generados (KWKNN, LSSVM con ker-
nel específicos y LSSVM para predicción recursiva) se hicieron con los mismos
parámetros que en el ejemplo anterior. Los resultados se pueden ver en las Ta-
blas 5.4, 5.5 y 5.6. A diferencia del caso anterior, no se observa una clara ventaja
de los modelos con kernel específicos optimizados con 10-CV error frente a los
optimizados con LOO. Los tiempos son menores que en el caso anterior, al te-
ner menos datos la serie: algo menos de 2 minutos para KWKNN, unos 15 para
LSSVM con kernels específicos y sobre 6 minutos para LSSVM para predicción
recursiva. Los resultados son coherentes con los obtenidos en el ejemplo anterior,
siendo KWKNN con kernels específicos el que obtiene mejores errores de test. En
[Herrera et al., 2007b] y [Herrera et al., 2007a] se entrenaron modelos para estos
mismos datos de idéntica manera. En [Herrera et al., 2007a] se entrenaron un mo-
delo LSSVM y uno Neurofuzzy, mientras que en [Herrera et al., 2007b] un modelo
LSSVM al que se incorporó información sobre periodos en los datos mediante la
introducción de una variable adicional a la entrada. Se aplicó un esquema de pre-
dicción recursiva en ambos casos, y adicionalmente se entrenó los modelos con un
método presentado por el autor para mejorar dicho esquema de predicción a largo
plazo. Los mejores errores de predicción (RMSE) obtenidos en cada caso fueron
respectivamente de 1054 (modelo LSSVM), 1041 (modelo TaSe) y 810 (modelo
LSSVM con predicción a largo plazo mejorada). Estos valores han sido mejorados
por los modelos con kernels específicos presentados en el presente trabajo.

Tabla 5.4: Resultados de KWKNN con kernels específicos al problema usando
optimización del K para el flujo mensual del río Snake

LOO
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 7.83e+01 8.51e+02 20 7.61e+02 7.84e+02
2 1.08e+02 9.43e+02 20 3.69e+01 7.73e+02

10-CV
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 8.21e+01 8.11e+02 20 7.59e+02 7.72e+02
2 1.08e+02 8.15e+02 20 2.40e+02 7.77e+02

5.2.2.3. Serie temporal no3 de la competición del ESTSP 2008

Los datos utilizados son los de la más compleja de las tres series propues-
tas en la competición del ESTSP 2008, que se puede descargar de la página web
http://www.estsp.org/. En este caso, no hay más información aparte de los
datos de las series en sí. Para la serie considerada, 31614 valores fueron dados con
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Tabla 5.5: Resultados de LSSVM con kernels específicos al problema para el flujo
mensual del río Snake

LOO
kernel opt. time rmse-cv rmse entrenamiento rmse test

1 7.62e+02 8.02e+02 5.19e+02 7.89e+02
2 9.68e+02 8.01e+02 5.65e+01 7.90e+02

10-CV
kernel opt. time rmse-cv rmse entrenamiento rmse test

1 8.45e+02 8.54e+02 6.92e+02 7.88e+02
2 9.81e+02 8.44e+02 5.95e+02 7.88e+02

Tabla 5.6: Resultados de LSSVM usando predicción recursiva para el flujo men-
sual del río Snake

l-fold opt. time rmse-cv rmse tr rmse test
LOO 3.25e+02 1.02e+03 7.57e+02 9.21e+02

10-CV 3.49e+02 1.01e+03 7.72e+02 1.10e+03

la intención de predecir los siguientes 200, ver Figura 5.9. Los datos fueron ana-
lizados como en los casos anteriores, mostrando un periodo principal de longitud
8736 y una gran cantidad de periodos menores interdependientes (un interesante
análisis puede hallarse en [Kourentzes and Crone, 2008]). Se decidió usar los pe-
riodos de longitud 8736 y 7, de entre los numerosísimos periodos determinados
mediante inspección visual de la serie [Rubio et al., 2008].

Siguiendo la metodología del trabajo se obtuvieron los siguientes kernels:

k1(t1, t2;{s1,s2,s3,σg,σ7,σ8736}) = s1 · kgauss(t1, t2;σg)
+s2 · k7−periodic(t1, t2;σ7)
+s3 · k8736−periodic(t1, t2;σ8736)

k2(t1, t2;{s1,s2,s3,α,β,σ7,σ8736}) = s1 · kratquad(t1, t2;α,β)
+s2 · k7−periodic(t1, t2;σ7)
+s3 · k8736−periodic(t1, t2;σ8736)

donde t1 y t2 son los índices de tiempo de entrada, {s1,s2,s3,σg,σ7,σ8736} son los
parámetros del kernel k1 y {s1,s2,s3,α,β,σ7,σ8736} son los parámetros del kernel
k2.

La creación de modelos KWKNN o LSSVM en este caso no es posible debido
al gran número de muestras en los datos. La Figura 5.10 muestra para tamaños de
entre 500 y 2000 muestras, los tiempos de optimización de modelos KWKNN y
LSSVM con un kernel específico al problema usando VNS, limitando a 500 las
evaluaciones del error de validación cruzada, tanto para error 10-CV como LOO
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Fig. 5.9: Serie temporal 3 ESTSP.

(el parámetro K de KWKNN se optimiza en el rango [2,20]). De esta figura se
infiere claramente la diferencia en complejidad computacional entre KWKNN y
LSSVM. Para conjuntos con miles de muestras, usar LSSVM se vuelve imprac-
ticable. PKWKNN sin embargo puede ser usado para este problema. Aparte de
los costes computacionales anteriormente nombrados, es importante recordar que
también los requisitos de memoria hacen obligatorio aplicar PKWKNN en este
caso.

La optimización de los modelos KWKNN con VNS se realiza con los mismos
valores de parámetros que en los ejemplos anteriores, y el número de procesado-
res usado fue de 32. En este caso la optimización se hace con respecto al error
32-CV y LOO (ver Sección 4.7 acerca de la evaluación del error de validación
cruzada en datos distribuidos). Los resultados mostrados en la Tabla 5.7 reflejan
tiempos de optimización entre 7,5 y 12 horas. Debe recordarse que el incremento
de velocidad teórico de PKWKNN es lineal, por lo que de tener un computador
con suficiente memoria como para ejecutar KWKNN, los tiempos habrían sido
32 veces mayores. Los errores de entrenamiento y test muestran que los mode-
los optimizados respecto al error 32-CV presentan un menor sobreajuste que los
optimizados con LOO. Las Figuras 5.11 y 5.12 representan las predicciones ob-
tenidas con los mejores modelos (según el error de validación cruzada final de la
optimización).
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Fig. 5.10: Tiempos de optimización para modelos KWKNN y LSSVM con un
kernel específico-al-problema (en segundos) frente al número de muestras.

Tabla 5.7: Resultados de KWKNN con kernels específicos al problema usando
optimización del K para la serie ESTSP 3

LOO
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 3.24e+04 6.98e+00 2 3.01e-04 1.27e+01
2 4.24e+04 6.98e+00 2 1.66e-05 1.29e+01

10-CV
kernel opt. time rmse-cv K rmse entrenamiento rmse test

1 3.21e+04 3.06e+01 5 1.33e+01 1.13e+01
2 4.25e+04 3.00e+01 2 2.78e-02 9.58e+00
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Fig. 5.11: Predicción de la serie ESTSP 3, mejor modelo PKWKNN con error
LOO
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Fig. 5.12: Predicción de la serie ESTSP 3, mejor modelo PKWKNN con error
32-CV
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5.3. Programación Genética y Kernels específicos

En este apartado se aborda el problema de creación de kernels específicos a un
problema dado, pero intentando hallar una metodología que permita realizar esta
tarea sin conocimiento previo ni intervención de un experto. Este objetivo, aunque
se restrinja al caso de series temporales, es ciertamente muy díficil. Como quedó
demostrado en el apartado anterior es el conocimiento sobre una serie en concreto
embebido en la expresión de un kernel lo que permite obtener buenos resultados.

5.3.1. Precedentes

En [Koza, 1992], Koza propuso una clase de algoritmos evolutivos llamada
Programación Genética (GP), que puede ser usada para evolucionar programas de
computadora para la resolución de un amplio rango de problemas. Los programas
que se desarrollan están codificados en forma de árboles de análisis sintáctico
(parse trees en inglés). El uso de parse trees tiene las ventajas de prevenir errores
sintácticos, que puedan llevar a individuos no válidos, y también que la jerarquía
en el árbol previene de problemas con la precedencia de operadores.

La tarea de obtener un kernel es la de obtener una función simétrica que cum-
pla el teorema de Mercer (ver apartado 2.3.1), un requisito básico de los métodos
kernel clásicos. Aunque los precedentes en la literatura de aplicación de GP para
creación de kernels específicos se limitan a problemas de clasificación, de los dis-
tintos enfoques se extrajeron algunas conclusiones útiles para nuestra particular
tarea, a partir de las siguientes referencias:

En [Howley and Madden, 2005] los errores de entrenamiento de modelos SVM
son optimizados, evitando el sobreajuste mediante un estimador del margen del
propio modelo (es decir, una aproximación a su capacidad de generalización).
La condición del teorema de Mercer se ignora debido a su complejidad compu-
tacional, algo que no es demasiado grave ya que existen en la literatura kernels
que no lo cumplen que han dado buenos resultados, cómo por ejemplo el kernel
sigmoidal de la Ecuación (5.8).

ksigmoid(xi,x j;{κ,ρ}) = tanh(κ〈xi,x j〉+ρ) (5.8)

En [Gagné et al., 2006] el modelo optimizado es llamado regla K-NN de cla-
sificación, y la función de adaptación está inspirada en el concepto de margen
de un clasificador. El teorema de Mercer también se ignora porque el modelo
usado es especialmente tolerante a kernels que no lo cumplen.

En [Methasate and Theeramunkong, 2007] y [Sullivan and Luke, 2007] se op-
timiza el error de validación cruzada de modelos SVM. Los nodos operadores



126 5. Kernels específicos para un problema de regresión

y terminales usados se escogieron para que siempre se generaran kernels que
satisfagan el teorema Mercer.

En [Diosan et al., 2007] el error de un conjunto de validación es usado para
modelos SVM. Los kernels creados pueden ser incluso no simétricos, pero las
condiciones son evaluadas después de la creación de cada uno de ellos.

La estrategia usada en este trabajo es diferente, y se resume en la Figura 5.13.
Aparte de aplicar por primera vez GP en la creación de kernels a medida para
problemas de regresión, otra novedad es el uso de una adaptación específicamente
creada del estimador no paramétrico del ruido test Delta [Lendasse et al., 2006]
para evaluación de los kernels (ver la Sección 5.3.2). De esta manera la calidad
de cada kernel se evalúa con independencia del modelo en particular en el cual
puedan ser usados (SVM para regresión, LSSVM, Procesos Gaussianos, etc). Los
kernels creados son probados usando KWKNN (ver apartado 4.2), que es un mo-
delo bastante robusto con respecto a los kernels que no cumplen el teorema de
Mercer.

Por lo tanto, el trabajo presentado en este apartado ilustra una aplicación de
un método kernel para regresión, especializando las funciones kernel al problema
concreto mediante Programación Genética.

5.3.2. Adaptación del test Delta en espacio de características

La estimación del ruido existente en un conjunto de pares de entrada/salida se
ha comprobado ser especialmente útil para problemas de regresión. El ruido en la
salida establece un limite a la precisión de un modelo entrenado para dichos da-
tos. En otras palabras, cuando un modelo entrenado para unos datos obtiene una
precisión superior al del ruido presente en dichos datos, se puede concluir que el
modelo está sobreajustado a los datos de entrenamiento y debe descartarse. Esta
estimación del ruido también puede ser usada para realizar selección de entradas
relevantes para el modelo, como se ve en [Lendasse et al., 2006]. En nuestro ca-
so se usará para evaluar la adaptación en sí de un kernel para los datos de un
problema particular.

El test Delta se basa en la definición del vecino más cercano a un punto.
Para definir los vecinos más cercanos en espacio de características, se debe de
definir la distancia en el espacio de características en base al kernel. La única
información disponible sobre dicho espacio es la función kernel k que formal-
mente es el producto escalar aplicado a las entradas tras aplicar una proyección
Φ de los puntos del espacio de entrada al espacio de características [Scholkopf
and Smola, 2001] k(x,x′) = 〈Φ(x),Φ(x′)〉. Se cumple la siguiente relación en-
tre la función de distancia y la norma cuadrática en el espacio de características:
D(x,x′)2 = ‖Φ(x)−Φ(x′)‖2. La norma cuadrática puede escribirse entonces co-
mo:
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Fig. 5.13: Bases del diseño del algoritmo GP presentado



128 5. Kernels específicos para un problema de regresión

‖Φ(x)−Φ(x′)‖2 = 〈Φ(x),Φ(x)〉+ 〈Φ(x′),Φ(x′)〉−2〈Φ(x),Φ(x′)〉
= k(x,x)+ k(x′,x′)−2k(x,x′)

(5.9)

Por lo tanto, la norma cuadrática de dos puntos en el espacio de características
puede ser escrita en términos de valores de una función de kernel, y no hay nece-
sidad de conocer explícitamente la función Φ. Consecuentemente, la adaptación
del test Delta para trabajar en espacio de características es inmediata al calcular
el vecino más cercano en función de la distancia de kernel en vez de usando la
distancia Euclídea.

5.3.3. Algoritmo de Programación Genética

El primer parámetro a definir de un algoritmo de Programación Genética (GP)
es la representación de las soluciones. En el caso de los kernels, la clásica repre-
sentación de árboles sintácticos (o parse trees) es adecuada, centrando el proble-
ma en escoger los nodos operadores y terminales que se usarán para construir los
árboles (es decir, las expresiones que codifican los kernels). Un kernel k(xi,x j) se-
gún la teoría debe ser simétrico, k(xi,x j) = k(x j,xi),∀xi,x j, y cumplir el teorema
de Mercer. Si vemos los precedentes en la literatura:

En [Methasate and Theeramunkong, 2007] [Sullivan and Luke, 2007], los no-
dos fueron escogidos para que se generaran kernels Mercer, usando como no-
dos terminales kernels Mercer conocidos y operadores que garantizaran que
los resultados siguiesen siendo kernelsMercer (reglas de clausura de kernels).

En [Howley and Madden, 2005] la función obtenida k(x,z) se usa para crear
un kernel K(x,z) = k(x,z)k(z,x), asegurando la simetricidad del resultado.

En [Gagné et al., 2006] la simetría se asegura usando nodos terminales que
son, ellos mismos, funciones simétricas de las entradas.

En [Diosan et al., 2007] las condiciones de simetría y del teorema de Mercer
se comprueban después de la creación de cada kernel.

En nuestro caso, como en [Gagné et al., 2006], los nodos se escogieron para ase-
gurar la creación de funciones que fueran simétricas con respecto de las entradas
pero sin preocuparnos por cumplir con el teorema de Mercer. Los nodos pueden
consultarse en la Tabla 5.8. La aridad de los operadores (es decir, el número de
hijos/operandos) es de 1 o de 2 para todos los nodos con excepción de los nodos 2
y 4 (los operadores suma y producto), cuyo número de hijos puede variar y llegar
hasta un máximo fijado por el parámetro max. arity (ver Tabla 5.9). En la Figura
5.14 está un árbol con nodos del conjunto que codifica el kernel Gaussiano.
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Tabla 5.8: Operadores usados en el algoritmo GP. pi denota un parámetro de un
nodo, inputi es el resultado de la evaluación de i-ésimo hijo de un nodo, x1,x2 son
las entradas de X .

Índice Nodo Índice Nodo
1 p1 10 log(input1)
2 ∑nj input j 11 exp(input1)
3 input1− input2 12 tanh(input1)
4 ∏nj input j 13 sin(input1)

5 (input1)
input2 14 p1(x1 + x2)

6 par1 · input1 15 p1‖x1− x2‖
2

7 (input1)
par1 16 p1x1 · x2

8 −input1 17 p1sin(π · p1 · (x1− x2))
2

9 (input1)
2

Un gran problema asociado a la representación de expresiones en árboles, es
que el espacio de búsqueda es incluso superior al caso de los algoritmos genéticos
clásicos. Más aún, una variación en la estructura de un árbol por un operador lo
convierte en uno que codifica una expresión muy diferente, lo que supone grandes
saltos en el espacio de búsqueda. Con el fin de limitar el espacio de búsqueda, cada
vez que se crea un árbol se le aplica un procedimiento de simplificación y otro de
normalización. El procedimiento de simplificación convierte un árbol en otro que
codifica un kernel equivalente pero con menos nodos. El tipo de transformación
depende del operador raíz del sub-árbol al que se aplica (ver Tabla 5.8):

1. Eliminación de sub-árboles constantes, es decir, aquellos en los que todos los
nodos hoja son constantes. Se sustituyen por un nodo terminal constante (Nodo
índice 1 de la Tabla 5.8). Este operador no se aplica a sub-árboles que conten-
gan un nodo que sea un operador de negación (Nodo índice 8 de la Tabla 5.8).
El motivo es que al optimizarse los parámetros en escala logarítmica en la im-
plementación, es uno de los únicos modos de obtener valores negativos en las
fórmulas.

2. Si los sub-árboles de un nodo suma o producto (nodos de índices 2 y 4 de
la Tabla 5.8) son idénticos, el nodo se sustituye por una operación de escalado
adecuada (Nodos de índices 6 y 7 de la Tabla 5.8) sobre uno de los sub-árboles.

3. Si hay varios nodos de operación de escalado en cadena (Nodos de índices 6 y
7 de la Tabla 5.8) se reducen a un único nodo.

4. Si se aplica a un nodo terminal un nodo operador de escala (Nodo de índice 6
de la Tabla 5.8), se elimina este último.
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5. Sub-árboles sólo con operadores suma o producto y nodos terminales se sim-
plifican a un sólo nodo suma o producto aplicado dichos terminales.

El procedimiento de normalización ordena de manera recursiva los hijos de los
nodos que sean operadores conmutativos de un árbol mediante el orden definido
en el Algoritmo 5.2. Un ejemplo de simplificación y normalización para un árbol
creado de forma aleatoria se muestra en las Figuras 5.15, 5.16 y 5.17.

T1, T2: 2 árboles de índices
si pro f undidad(T1) < pro f undidad(T2) entonces
T1 < T2

si no si pro f undidad(T1) > pro f undidad(T2) entonces
T1 > T2

si no si numero_nodos(T1) < numero_nodos(T2) entonces
T1 < T2

si no si numero_nodos(T1) > numero_nodos(T2) entonces
T1 > T2

si no si indice_raiz(T1) < indice_raiz(T2) entonces
T1 < T2

si no si indice_raiz(T1) > indice_raiz(T2) entonces
T1 > T2

si no

T1 == T2
fin si

Alg. 5.2: Orden de normalización

Un algoritmo de GP, dejando aparte la representación de los individuos de la
población y su evaluación, se define por los mismos elementos que un algoritmo
genético común: inicialización de la población, selección de individudos para re-
producción y sustitución, operadores genéticos de cruce y mutación, función de
adaptación, etc. A continuación se exponen la configuración particular del algo-
ritmo presentado:

Initialización: la población se inicializa usando el procedimiento grow, como en
[Howley and Madden, 2005] [Diosan et al., 2007], que asegura una variedad
de profundidad de árboles en la población inicial.

Selección: los padres son escogidos con la clásica selección por ruleta [Goldberg,
1989b].

Cruce: el clásico operador de GP de cruce por intercambio de subárboles (subtree
exchange cross-over) es usado [Koza, 1992]. Este operador escoge al azar un
subárbol de cada padre y los intercambia.
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Mutación: poda de subárbol (subtree prune mutation), se sustituye un subárbol
escogido aleatoriamente por un nodo terminal.

Sustitución: los peores individuos de la población son los reemplazados en cada
generación.

Función de adaptación: cada individuo es un kernel cuya función de adaptación
está basada en el test Delta. De hecho, el valor de adaptación de un individuo
se calcula como la raíz cuadrada del test Delta en el espacio de característi-
cas aplicado a los datos de entrada dividido por la varianza de la salida. Esta
normalización hace que el valor sea independiente del problema concreto, y
permite realizar comparativas; de hecho está relacionada con el Error Cuadrá-

tico Medio Normalizado [Herrera et al., 2005] (NRMSE =
√

MSE/σ2
y , donde

MSE es el error cuadrático medio y σ2
y la varianza de la función que se mode-

la). Esta función de adaptación no es determinista, al depender de los valores
que se asignen a los parámetros del kernel que codifica un individuo. Cada
kernel tiene sus propios parámetros, estos son optimizados con respecto al test
Delta usando, al igual que en el apartado 4.4, Búsqueda de Vecindario Variable
(VNS) [Mladenović and Hansen, 1997], y se justifica el no usar otros métodos
como el Gradiente Conjugado al hecho de que el test Delta no es derivable.

Una preocupación importante en GP es el crecimiento de los árboles en una
población sin mejora del valor de adaptación de los individuos de la misma. El
operador de cruce hace que crezcan los árboles, por lo que se escogió una muta-
ción que compensara dicho efecto reduciendo el tamaño de los árboles. Además,
se definieron los parámetros de máxima profundidad, número de nodos y aridad
de nodos de los árboles válidos en una ejecución, siendo evaluados y usados en
reproducción sólo aquellos árboles que cumplan con todas las restricciones de
tamaño.

El software fue desarrollado bajo Matlab en un ordenador tipo PC y se utilizó
compilación cruzada para poder ejecutarlo en plataforma cluster. Se hizo uso de
la librería MPI, utilizando la toolbox MPImex [Guillen et al., 2008a] para poder
acceder a ella desde Matlab. La mayor parte de los costes computacionales del
algoritmo se concentran en la evaluación del individuo, concretamente en la op-
timización de los parámetros del kernel con respecto al test Delta. Para reducir
tiempos de ejecución se implementó un esquema de balanceo de carga: un proce-
so mantiene la población y ejecuta el bucle principal (es decir: las generaciones,
creación de individuos, etc.), mientras el resto ejecutan un bucle esperando recibir
individuos/kernels del proceso principal para aplicar la optimización VNS con el
fin de optimizar los parámetros del kernel.
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5.3.4. Experimentos

En esta sección se describe la configuración usada en los experimentos que se
han realizado, así como los kernels que han sido obtenidos por nuestro algoritmo
de programación genética. El fin de estos experimentos es confirmar si es posible
obtener kernels específicos para usar en modelos para predicción de series tempo-
rales con la misma estructura que los creados para los experimentos del apartado
5.2. En los experimentos con kernels basado en conocimiento previo, el único
factor que se tuvo en cuenta fue la periodicidades de las series, con estos experi-
mentos se intenta también ver si los kernels creados con programación genética
pueden embeber tanto éste como otro tipo de conocimiento, desconocido a priori.

5.3.4.1. Parámetros del algoritmo

Los valores de los parámetros del algoritmo GP usado en los experimentos
son los mostrados en la Tabla 5.9. Estos fueron escogidos para evitar tiempos de
ejecución demasiado grandes pero sin limitar en exceso la exploración del espacio
de búsqueda (es decir, kernels que pudiesen ser generados). Si no se limitara el
número de nodos en un árbol, en el peor de los casos se podrían obtener con esta
los operadores y terminales que se utilizan árboles con 15625 nodos. Evidente-
mente, esto es excesivo si se desea analizar dichos árboles. Dado nuestro interés
en ver las expresiones generadas, para obtener árboles legibles se limitaron a 10
el número máximo de nodos por árbol. Para fomentar la explotación del espacio,
se substituye la mitad peor de la población (30 de 60) cada generación con hijos
de los 2 mejores individuos.

Tabla 5.9: Valores de los parámetros del GP en los experimentos
Parámetro Valor Parámetro Valor
población 60 prof. máx. de un árbol 4
generaciones 200 nodos máx. de un árbol 10
substituciones 30 aridad máx. de un nodo 5

5.3.4.2. Series temporales

Las series utilizadas fueron las mismas que en los experimentos del apartado
3.5.1 más el conjunto de datos del río Snake: las series caóticas Hénon [Hénon,
1976], Logistic [May, 1976] y Mackey-Glass [Mackey and Glass, 1977], las li-
neales AR(4) y S.T.A.R. [Berardi and Zhang, 2003], las reales Sunspots, London,
Electric y Snake [Herrera et al., 2007b][Herrera et al., 2007a], y las sacadas de
la competición de Santa Fe Computer y Laser [Weigend and Gershenfeld, 1994].
De todas las series utilizadas, se esperaba obtener kernels a medida para las series
reales utilizadas, que presentan todas periodos. Para todos los casos se cogen 1000
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valores de las series, la primera mitad para entrenamiento y la siguiente para test
(menos en el caso de la serie Sunspots, que sólo tiene 306 datos).

5.3.4.3. Resultados

Se ejecutó 6 veces el algoritmo para cada serie con los parámetros anterior-
mente nombrados (y expuestos en la Tabla 5.9). Hay una clara mejora del valor
de adaptación del mejor individuo así como del valor mediano de la adaptación
de la población como se puede ver en la Tabla 5.10 o las gráficas de valores me-
dios de adaptación por generación de las Figuras 5.18 a la 5.26. En la Tabla 5.11
están los errores de entrenamiento y test de los modelos KWKNN que usan el
mejor de los kernels generados por el algoritmo de programación genética (en
cada caso se optimizan con 500 evaluaciones del error de validación cruzada de
orden 10, con el parámetro K de KWKNN en el rango [2,20], como en los expe-
rimentos del apartado 5.2). Se proporcionan los valores del error independientes
de escala usando el Error Cuadrático Medio Normalizado [Herrera et al., 2005]

(NRMSE =
√

MSE/σ2
y , dondeMSE es el error cuadrático medio y σ2

y la varianza

de la función que se modela). Un valor de NRMSE de 1 significa una aproxi-
mación igual de buena que la media. Como puede verse, al coger la población
con el individuo con mejor valor de adaptación de los creados y entrenar modelos
KWKNN con dichos kernels sólo se obtienen resultados mejores que la media pa-
ra las series London y Snake. Los kernels correspondientes se muestran en la Tabla
5.12, y se observa que su principal característica es la componente que modela la
periodicidad de dichas series. En las pruebas sin embargo no se lograron modelar
los periodos presentes en las series Sunspots y Electric, como se esperaba en un
principio. En el caso de Snake tenemos resultados del apartado 5.2 con modelos
KWKNN con kernels específicos creados por un experto en la Tabla 5.4, con unos
errores (RMSE) de entrenamiento y test de 3,69e+01 y 7,73e+02, en el peor de
los casos, frente a los resultados con el mejor kernel creados por el algoritmo de
programación genética de 8,10e+02 y 9,36e+02. En cuanto a London, se utilizó
la metodología del apartado 5.2 para crear kernels específicos obteniendo resulta-
dos de entrenamiento y test de NRMSE de 5,70e−02 y 3,49e−01 frente a los de
2,79e−01 y 5,06e−01 con el mejor de los kernels obtenidos con el algoritmo de
programación genética. Los tiempos de ejecución medios (junto sus desviaciones
típicas) vienen reflejados en la Tabla 5.13 para cada serie usada en los experimen-
tos, y demuestran el elevado coste computacional del algoritmo, el cual repercute
en tiempos bastantes elevados aún a pesar de usar el test Delta modificado y la
paralelización de la evaluación de los individuos.
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Tabla 5.10: Media del valor de adaptación mediano y mejor de las poblaciones de
6 ejecuciones del GP para cada conjunto de datos

Serie mediana de la adaptación mejor valor adaptación
inicio fin inicio fin

Henon 8.425e-01 7.260e-01 5.471e-01 4.689e-01
Logistic 9.689e-01 8.673e-01 6.687e-01 5.605e-01

Mackey-Glass 7.439e-01 1.097e-01 1.021e-01 7.571e-02
AR4 9.089e-01 4.904e-01 4.410e-01 2.962e-01

STAR 7.395e-01 3.675e-01 3.441e-01 2.959e-01
Sunspots 7.970e-01 4.340e-01 3.356e-01 2.407e-01
London 8.670e-01 2.514e-01 2.514e-01 1.917e-01
Electric 7.073e-01 4.000e-01 3.442e-01 3.308e-01
Snake 9.252e-01 5.207e-01 4.417e-01 3.361e-01

Computer 7.423e-01 2.216e-01 1.732e-01 1.657e-01
Laser 1.043e+00 4.967e-01 4.268e-01 3.599e-01

Tabla 5.11: Modelos entrenados con los kernels de la población con el mejor valor
de adaptación de las ejecuciones

Datos error entr. error test
Henon 8.78e-01 ± 1.01e-01 1.05e+00 ± 1.66e-02

Logistic 1.01e+00 ± 1.32e-03 9.95e-01 ± 2.39e-04
Mackey-Glass 4.68e-01 ± 6.94e-02 1.01e+00 ± 3.45e-02

AR4 7.42e-01 ± 6.95e-02 1.22e+00 ± 1.02e-01
STAR 8.48e-01 ± 4.89e-02 1.07e+00 ± 7.04e-03

Sunspots 2.69e-01 ± 3.82e-03 1.43e+00 ± 4.85e-02
London 2.84e-01 ± 5.11e-03 5.33e-01 ± 3.51e-01
Electric 3.35e-01 ± 3.80e-02 9.87e-01 ± 4.98e-03

Computer 5.48e-01 ± 6.18e-02 1.36e+00 ± 2.97e-03
Laser 4.43e-01 ± 3.07e-01 1.22e+00 ± 1.15e-01
Snake 4.02e-01 ± 8.96e-02 7.64e-01 ± 4.09e-01

Datos mejor error entr. mejor error test
Henon 6.89e-01 1.05e+00

Logistic 1.01e+00 9.95e-01
Mackey-Glass 4.46e-01 1.00e+00

AR4 5.92e-01 1.14e+00
STAR 9.87e-01 1.09e+00

Sunspots 2.80e-01 1.29e+00
London 2.79e-01 5.06e-01
Electric 4.43e-01 9.73e-01

Computer 5.67e-01 1.36e+00
Laser 9.23e-02 1.34e+00
Snake 4.45e-01 5.15e-01
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Tabla 5.12: Kernels a medida creados por el algoritmo de programación genética
para London y Snake

Datos mejor kernel
London K(u,v;{p1, p2, p3}) = exp(tanh((p1)+(p2sin(πp3(u1− v1)))))

Snake K(u,v;{p1, p2, p3, p4}) =−

(

(p1)

(

(p2sin(πp3(u1−v1)))
(p4)

))

5.3.4.4. Conclusiones

La programación genética es capaz de generar kernels específicos a un pro-
blema dado a un alto coste computacional, pero sin embargo no hay garantía de
obtener una expresión comprensible o siquiera que mejore resultados de kernels
comunes y menos los creados por un experto. En nuestro caso se ha intentado
reducir en alguna medida los costes computacionales evaluando la adaptación de
los kernels mediante un estimador basado en el test Delta, aún así los resultados
no han mejorado substancialmente los obtenidos con los kernels creados con la
metodología expuesta en el apartado 5.2. Es más, la esperanza inicial de mode-
lar características de las series más allá de los periodos no se ha cumplido. La
conclusión es que este enfoque necesita más investigación para obtener mejores
resultados y ser práctico.

Tabla 5.13: Tiempos de ejecución de los experimentos con GP
Serie Tiempos de ejecución

Henon 1.9 horas ± 13 minutos
Logistic 2.2 horas ± 29 minutos

Mackey-Glass 2.9 horas ± 50 minutos
AR4 1.5 horas ± 27 minutos

STAR 1.8 horas ± 20 minutos
Sunspots 0.27 horas ± 4.3 minutos
London 1.8 horas ± 33 minutos
Electric 2.2 horas ± 56 minutos

Computer 1.7 horas ± 24 minutos
Laser 2.1 horas ± 15 minutos
Snake 2.1 horas ± 26 minutos
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exp

p1‖x1− x2‖
2

Fig. 5.14: Árbol codificando el kernel Gaussiano
+

∧p1

p2x1 · x2

+

p3 p4

∧p5

∧p6

p7x1 · x2

+

+

p8 p9

×p10

p11‖x1− x2‖
2

Fig. 5.15: Árbol creado aleatoriamiente sin simplificar ni normalizar: entradas
x1,x2 y 11 parámetros p1, · · · , p11

+

×p1

∧p2

p3x1 · x2

p4 p5‖x1− x2‖
2

Fig. 5.16: Árbol simplificado pero sin normalizar: entradas x1,x2 y 5 parámetros
p1, · · · , p5

+

p1 p2‖x1− x2‖
2 ×p3

∧p4

p5x1 · x2

Fig. 5.17: Árbol simplificado y normalizado: entradas x1,x2 y 5 parámetros p1,
· · · , p5
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Fig. 5.18: Evolución de la adaptación de la población del GP para Henon
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Fig. 5.19: Evolución de la adaptación de la población del GP para Logistic
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Fig. 5.20: Evolución de la adaptación de la población del GP para Mackey-Glass
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Fig. 5.21: Evolución de la adaptación de la población del GP para AR4
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Fig. 5.22: Evolución de la adaptación de la población del GP para STAR
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Fig. 5.23: Evolución de la adaptación de la población del GP para Sunspots
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Fig. 5.24: Evolución de la adaptación de la población del GP para London
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Fig. 5.25: Evolución de la adaptación de la población del GP para Electric
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Fig. 5.26: Evolución de la adaptación de la población del GP para Snake
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Fig. 5.27: Evolución de la adaptación de la población del GP para Computer
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Fig. 5.28: Evolución de la adaptación de la población del GP para Laser



6. HPC EN MATLAB

Matlab es un programa ampliamente utilizado en ámbitos científicos y técnicos,
debido a que es un entorno de trabajo agradable, sencillo y potente, contando con
un lenguaje interno sencillo a la par que flexible y con muchas funcionalidades
permitiendo tanto ejecución interpretada como compilación de aplicaciones. A lo
anterior hay que sumar además la gran ventaja que supone su amplísimo soporte
para todo tipo de aplicaciones científicas y técnicas en módulos de código deno-
minados toolboxes (cajas de herramientas). Debido a su éxito, es natural que se
haya intentado dar soporte para usar Matlab en entornos de computadores de alto
rendimiento (High Performance Computing, HPC) tanto por parte de iniciativas
comerciales como no comerciales. En este capítulo se hablan de librerías para
acceso a funcionalidades de cómputo de alto rendimiento desde Matlab. En una
primera parte se describe una implementación de una interfaz software para uso
de las capacidades de cómputo de las tarjetas gráficas Nvidia (CUDA) en Matlab.
En una segunda parte se comparan las opciones disponibles para usar MPI desde
Matlab, entre ellas 2 desarrolladas en el departamento de Arquitectura y Tecno-
logía de la Universidad de Granada, MPITB y MPIMEX (en el desarrollo de esta
última participa el autor de esta memoria).

6.1. CUDA: Compute Unified Device Architecture

6.1.1. Antecedentes: GPUs

La unidad de procesamiento gráfico o GPU (Graphics Processing Unit) es un
coprocesador que descarga de gran parte de las tareas relacionadas con los gráfi-
cos a la CPU. Hoy en día las GPU son muy potentes y pueden incluso superar la
frecuencia de reloj de una CPU antigua (más de 500MHz). De hecho, las tarjetas
gráficas en que se incluyen poseen su propia memoria y a todos los efectos son un
sistema embebido especializado. La potencia de las GPU y su dramático ritmo de
desarrollo reciente se deben a dos factores diferentes. El primer factor es la alta
especialización en tareas de procesamiento gráfico. Por ejemplo, las GPU actuales
están optimizadas para cálculo con valores en coma flotante, predominantes en los
gráficos 3D. Por otro lado, la mayor parte de los algoritmos gráficos que ejecutan
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conllevan un alto grado de paralelismo inherente, al ser sus unidades fundamen-
tales de cálculo (vértices y píxeles) completamente independientes. Los modelos
actuales de GPU suelen tener una media docena de procesadores de vértices, y
hasta dos o tres veces más procesadores de fragmentos o píxeles. De este modo,
con una frecuencia de reloj inferior a las de las CPUs, se obtiene en una potencia
de cálculo mucho mayor gracias a su arquitectura en paralelo.

Al inicio, la programación de la GPU se realizaba con llamadas a servicios
de interrupción de la BIOS. Tras esto, la programación de la GPU se empezó a
hacer en el lenguaje ensamblador específico a cada modelo. Posteriormente, se
situó un nivel más entre el hardware y el software, diseñando las API (Application
Program Interface), que proporcionaban un lenguaje más homogéneo para los
modelos existentes en el mercado. El primer API usado ampliamente fue están-
dar abierto OpenGL (Open Graphics Language), tras el cuál Microsoft desarrolló
DirectX.

Tras el desarrollo de APIs, se decidió desarrollar lenguajes de alto nivel pa-
ra gráficos. Por ejemplo, "OpenGL Shading Language"(GLSL) es un lenguaje
estándar de alto nivel, asociado a la biblioteca OpenGL, implementado en princi-
pio por todos los fabricantes. La empresa californiana NVIDIA creó un lenguage
propietario llamado Cg (C for graphics), con mejores resultados que GLSL en
las pruebas de eficiencia. En colaboración con NVIDIA, Microsoft desarrolló su
High Level Shading Language, HLSL, prácticamente idéntico a Cg, pero con cier-
tas incompatibilidades menores.

En los últimos años se intenta aprovechar la gran potencia de cálculo de las
GPU para aplicaciones no relacionadas con los gráficos, en lo que desde reciente-
mente se viene a llamar GPGPU, o GPU de propósito general (General Purpose
GPU). Nombrando 2 proyectos de GPGPU:

1. OpenCL (Open Computing Language): API y lenguaje de programación que
juntos permiten crear aplicaciones con paralelismo a nivel de datos y de tareas
que pueden ejecutarse tanto en GPUs como CPUs. El lenguaje está basado en
el C99, eliminando cierta funcionalidad y extendiéndolo con operaciones vec-
toriales. Apple creó la especificación original y la propuso al Grupo Khronos
para convertirla en un estándar abierto y libre. El 16 de junio de 2008 Khronos
creó el Compute Working Group para llevar a cabo el proceso de estándariza-
ción.

2. CUDA (Compute Unified Device Architecture): hace referencia tanto a un com-
pilador como a un conjunto de herramientas de desarrollo creadas por NVIDIA,
que permiten a los programadores usar una variación del lenguaje de progra-
mación C para codificar algoritmos en GPUs de nVidia.
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En esta memoria se hace uso de la última para realizar una implementación
sobre GPU del KWKNN.

6.1.2. CUDA

CUDA (siglas de Compute Unified Device Architecture, Arquitectura Unifica-
da de Dispositivo de Cómputo) en palabras de la empresa desarrolladora NVIDIA
es descrita como sigue:
La tecnología NVIDIA CUDA (TM) es el único entorno basado en el lenguaje

C que permite a los programadores escribir software para resolver problemas

computacionales complejos en menos tiempo aprovechando la gran capacidad de

procesamiento paralelo de las GPU multinúcleo. Miles de programadores están

utilizando ya las herramientas gratuitas de desarrollo de CUDA (válidas para

millones de GPU ya instaladas en el mercado) a fin de acelerar todo tipo de

aplicaciones, desde herramientas de codificación de audio y vídeo, hasta software

para la exploración de gas y petróleo, el diseño de productos, la generación de

imágenes en medicina o la investigación científica.

Desde el punto de vista de arquitectura de computadoras, la biblioteca permite
acceder a las capacidades de la tarjeta gráfica (o GPU) que actúa como un sistema
embebido que es en sí una arquitectura multinúcleo de memoria compartida. La
biblioteca da acceso a diversas funciones para acceder a las capacidades de la
tarjeta, a la vez que implementa una serie de extensiones al C estándar. Dichas
extensiones permiten la definición de funciones que se ejecutarán en la tarjeta
gráfica (de ahora en adelante dispositivo), que se denominan en su documentación
kernels. Este término se puede confundir con el concepto de kernel asociado a los
métodos kernel a los que se hace continua referencia a lo largo de esta memoria,
por lo que las denominaremos aquí por claridad función/funciones-gpu.

El modelo que impone CUDA fomenta el paralelismo de grano fino, y facilita
la implementación de aplicaciones SIMD, Single Instruction, Multiple Data, es
decir, un mismo código que se aplica muchos datos distintos. El modelo de pro-
gramación de CUDA está diseñado para que se creen aplicaciones que de forma
transparente escalen su paralelismo al incrementar el número de núcleos compu-
tacionales sin modificar los programas. Este diseño se basa en tres abstracciones,
que son:

1. La jerarquía de grupos de hebras.

2. Las memorias compartidas.

3. Las barreras de sincronización.

Las hebras que ejecutan una función-cuda se organizan en una rejilla de hasta
3 dimensiones en la cual cada hebra pertenece a un grupo denominado bloque de
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hasta 512 componentes, y posee un identificador único (y accesible) tanto a nivel
de rejilla como de bloque. La única abstracción de control global entre hebras está
definido a nivel de un bloque, y es una barrera de sincronización. Las hebras se
comunican entre sí a través la memoria compartida del dispositivo que se organiza
en una jerarquía de 3 niveles básicos:

memoria privada de la hebra

memoria compartida del bloque, visible sólo para las hebras pertenecientes a
un mismo bloque (denominada como shared memory en la documentación)

memoria global del dispositivo, visible para todas las hebras (denominada co-
mo global memory en la documentación). La memoria global es persistente
entre llamadas de funciones-cuda, a diferencia de los 2 niveles inferiores.

Adicionalmente, existen 2 espacios de memoria global de solo lectura: la memoria
constante y la de textura. Cada espacio de memoria global está optimizado para
un uso específico. En el caso de la memoria de textura hay incluso diferencias en
el modo de direccionamiento y formato de los datos.

Las aplicaciones que hacen uso de CUDA tienen partes que se ejecuta en el
computador (host) y otras que se ejecutan en el dispositivo, las funciones-cuda.
Así pues, la tarjeta gráfica actúa como un coprocesador, aunque la memoria del
dispositivo y del host se mantienen separadas. CUDA proporciona funciones para
la reserva y liberación de memoria en el dispositivo y para la transferencia de
datos en esta y la memoria de host (la memoria RAM del computador).

CUDA es especialmente atractiva para la computación científica ya que arqui-
tectura económica, accesible, estándar (entre tarjetas de la compañía NVIDIA) y
escalable para la programación paralela [Nickolls et al., 2008]. Es especialmente
adecuada para aplicaciones con gran paralelismo de datos [Garland et al., 2008].
La compañía distribuye, incluida con CUDA, una implementación muy parcial de
LAPACK, CUBLAS, que carece de las funciones más complejas como la descom-
posición LU, QR y de Cholesky, aunque ya hay estudios de implementaciones de
las mismas [Volkov and Demmel, 2008].

Una consulta rápida de la literatura de los últimos años mostrará aplicacio-
nes científicas (astronomía [Belleman et al., 2008], bioinformática [Manavski and
Valle, 2008], física [Liu et al., 2008], etc) y de ingeniería que se han beneficia-
do con la implementación en CUDA, aunque en esta memoria destacaremos 2: la
implementación de SVM para clasificación de [Catanzaro et al., 2008] y de los K
vecinos más cercanos de [Garcia et al., 2008].

Ahora bien, CUDA presenta una serie de problemas y limitaciones:
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1. Sólo esta disponibles para tarjetas gráficas de la marca NVIDIA, a diferencia
de otras alternativas, como OpenCL1.

2. El ancho de banda entre la memoria del host y la del dispositivo puede ser un
cuello de botella.

3. El soporte de los tipos de datos flotantes presenta problemas. Sólo las tarjetas
más recientes soportan flotantes de doble precisión (64 bits) y su implemen-
tación no se ajusta del todo al estándar IEEE 754. En cuanto al soporte de
flotantes de simple precisión (32 bits) tampoco se ajusta del todo a la especifi-
cación IEEE, y presenta problemas asociados a los redondeos y a la carencia de
soporte para los números desnormalizados o NaNs (Not a Number, constantes
para codificar un valor indefinido resultado de un error).

4. El código de las funciones-cuda no puede ser recursivo, ni hacer uso de punte-
ros a funciones así como otras restricciones asociadas al modelo de programa-
ción2.

5. Las aplicaciones que se alejen del esquema SIMD son fuertemente penalizadas
en su rendimiento y facilidad de implementación.

6.1.3. Las capacidades de cómputo de CUDA y soporte para flotantes

Las tarjetas NVIDIA con controladores que soporten CUDA, dejando aparte
de sus distintas especificaciones de memoria y GPU, no tienen las mismas ca-
pacidades de cómputo en CUDA. Hay definidos en este momento 3 niveles ca-
pacidades de cómputo: 1.0, 1.1 y 1.3. Cada nivel implementa las capacidades
del anterior y añade a su vez nuevas funcionalidades. Estas especificaciones se
pueden consultar en el documento [CUD, 2007], y se refieren sobre todo capaci-
dades de cómputo paralelo (número máximo de hebras manejables, en ejecución,
límites de organización en rejilla, etc), operaciones implementadas (sobre todo
referencias a las funciones atómicas en memoria principal) y, lo que es muy rele-
vante en nuestro caso, el soporte de tipos coma flotantes. Los números reales y sus
operaciones son soportados a partir del nivel 1.0, pero sólamente los de simple
precisión (32 bits). Para tener soporte de flotantes de doble precisión (64 bits) hay
que disponer de una tarjeta de nivel 1.3. Este es un fuerte factor limitador, amén
de que la implementación realizada de los tipos puntos flotantes en las GPU no
sigue exactamente el estándar IEEE-754, teniendo una serie de desviaciones que
enumeramos a continuación:

1 http://www.khronos.org/opencl/
2 ver http://developer.download.nvidia.com/compute/cuda/2_0/docs/NVIDIA_

CUDA_Programming_Guide_2.0.pdf
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El modo de redondeo no es dinámicamente configurable, sin embargo la mayor
parte de las operaciones soportan los modos de redondeo IEEE, vía funciones
de dispositivo.

No existe mecanismo para detección de las excepciones de punto flotante que
ocurran, y todas las operaciones se comportan como si la excepciones IEEE
fueran enmascaradas, notificando una respuesta enmascarada como definido
en IEEE-754 si ocurre un evento generado de excepción. Por el mismo motivo,
aunque el código SNaN (Signalling Not A Number, notificación de un resultado
erróneo) está soportado, no hay notificación.

Valores absolutos y negaciones no siguen el IEEE-754 con respecto a los valo-
res NaN, que se devuelven sin cambios.

Sólo para flotantes de simple precisión (32 bits):

• Sumas y productos son combinadas con frecuencia en una sóla operación de
producto y suma (multiply-add instruction, FMAD), que trunca el resultado
intermedio del producto.

• La división se implementa vía el recíproco de un modo que no sigue el
estándar IEEE 754.

• La raíz cuadrada se implementa vía el recíproco de un modo que no sigue el
estándar IEEE 754.

• Los únicos redondeos soportados para sumas y productos son el redondeo al
par más cercano y el truncamiento (round-to-nearest-even y round-towards-
zero), pero vía modos estáticos, los redondeos a valores infinitos tampoco se
soportan.

• Los número desnormalizados no son soportados, en la aritmética de punto
flotante y las operaciones de comparación se convierten los valores desnor-
malizados de operandos a zeros antes de aplicación.

• Resultados con subdesbordamiento (underflow) son convertidos a zero.

• El resultado de una operación que implique uno o más operandos con valores
NaN es un NaN con patrón de bit 0x7fffffff.

Sólo para flotantes de simple precisión (64 bits):

• El redondeo al par más cercano (round-to-nearest-even) es el único modo
IEEE de redondeo soportado para el recíproco, la división y la raíz cuadrada.
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6.1.4. CUBLASMEX

Es posible usar CUDA desde Matlab a través de la interfaz mex3. CUBLAS-
MEX es una toolbox que actúa como interfaz entre Matlab y las funciones de
CUBLAS. Aunque no es novedoso de por si, existiendo por ejemplo el produc-
to comercial Jacket de la empresa AccelerEyes4 sí es una contribución valiosa al
ponerse disponible a la comunidad científica para su estudio y uso.

CUBLAS5 hace disponible desde C un subconjunto de las funcionalidades
BLAS y LAPACK que se ejecuta en la GPUs de NVIDIA. CUBLASMEX pro-
porciona una vez compilado como un fichero mex una serie de funciones para
inicializar el entorno CUDA, trasladar hacia y desde la GPU variables de Matlab
(matrices bidimensionales densas de flotantes de doble y simple precisión), y uti-
lizar las funciones disponibles de CUBLAS desde el propio Matlab. Este diseño
básico ha sido usado para ampliar funcionalidades adicionales que no fueran cu-
biertas por CUBLAS, por ejemplo funciones de apoyo para la implementación del
KWKNN (como se puede ver en el Apartado 4.9).

A continuación se listan algunas de las principales funciones de la toolbox que
ha sido implementada a raíz del trabajo descrito:

check_value=CUBLASmex(’Init’);

init CUBLASmex environment, must be used before all the other

CUBLASmex functions if success then check_value equals 0, else

check_value equals 1.

check_value cublasMatrix]=CUBLASmex(’Matrix’,rows,cols);

allocate a matrix of rows x cols in device memory;

rows, cols > 1, the number of matrices than can be allocated

in device memory is limited by CUBLASmex implementation and

the size of the memory device if success then check_value

equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex(’Free’,cublasMatrix);

free from device memory the input cublasMatrix allocated by

Matrix, if success then check_value equals 0, else check_value

equals 1.

check_value = CUBLASmex(’SetMatrix’,cublasMatrix,Matrix);

3 http://developer.download.nvidia.com/compute/cuda/1_0/Accelerating\

%20Matlab\%20with\%20CUDA.pdf
4 http://www.accelereyes.com/
5 http://developer.download.nvidia.com/compute/cuda/1_0/CUBLAS_Library_1.

0.pdf
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copy to the input cublasMatrix in device memory the values of

the input Matrix in host memory matrices must have the same

size if success then check_value equals 0, else check_value

equals 1.

check_value = CUBLASmex(’GetMatrix’,cublasMatrix,Matrix);

copy to the input Matrix in host memory the values of the input

cublasMatrix in device memory matrices must have the same size

if success then check_value equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex(’Finalize’);

end CUBLASmex environment, must be used after the end of the

program that use CUBLASmex functions, and not before other call,

if success then check_value equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex(’Scopy’, n, x, incx, y, incy );

y(1:incy:incy*n) = x (1:incx:incx*n)0,

if success then check_value equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex( ’Sgemm’,

’n’|’t’,

’n’|’t’,

alpha,

A, B, beta, C );

’n’ ’n’ -> alpha*A*B+ beta *C

’t’ ’n’-> alpha*A’*B+ beta *C

’n’ ’t’-> alpha*A*B’+ beta *C

’t’ ’t’-> alpha*A’*B’+ beta *C

if success then check_value equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex( ’Ssymm’, ’l’|’r’, ’u’|’l’,

alpha, C, B, beta, C );

A symmetric, ’u’ upper diagonal ’l’ lower diagonal0

’l’ -> alpha*A*B+ beta *C

’r’ -> alpha*B*A+ beta *C

if success then check_value equals 0, else check_value equals 1.

check_value = CUBLASmex( ’Strsv’, ’l’|’u’, ’n’|’t’, ’u’|’n’,

T, x );

Solve system T x = b0

’u’ upper diagonal ’l’ lower diagonal0

’n’ normal ’t’ transpose
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’u’ unit ’t’ non-unit

T triangular matrix

x vector.initialized to b, after call contains solution

if success then check_value equals 0,

else check_value equals 1.

...

6.1.5. CUBLASMEX: rendimiento

La interfaz CUBLASMEX proporciona operaciones básicas de transferencia
de matrices entre memoria del PC y el dispositivo así como el acceso a las ope-
raciones de BLAS y LAPACK de CUBLASMEX. La forma de trabajar más efi-
ciente de utilizar CUBLASMEX es:

1. Al inicio del programa, trasladar el máximo posible de variables al dispositivo.

2. Hacer el máximo posible de cómputo en la tarjeta evitando si no es estricta-
mente necesario traslados de datos entre memoria y dispositivo.

3. Finalmente, recoger los resultados trasladándolos del dispositivo a la memoria.

Se muestran a continuación una serie de pruebas que miden el rendimiento de
los movimientos de datos entre memoria y dispositivos, así como la mejora del
tiempo de cómputo que se consigue con 3 funciones que proporciona la interfaz:
saxpy, dgemv y sgemm.

La máquina utilizada en este trabajo es un PC con un procesador INTEL CO-
RE 2 QUAD 2.83GHZ, con 8 GB de memoria RAM DDR, con una tarjeta GE-
FORCE 9800 GTX (128 procesadores de flujo a 1688 MHz, 512 MB de memoria
GDDR3).

6.1.5.1. Traslado de datos

CUBLASMEX utiliza un buffer de memoria reservado con la función cuda-
MallocHost para optimizar las transferencias de datos entre memoria del PC y
tarjeta gráfica (reserva una zona de memoria accesible desde la tarjeta), como se
indica en la documentación de CUDA [CUD, 2007]. Las operaciones correspon-
dientes de CUBLASMEX son, respectivamente, SetMatrix y GetMatrix. Se han
medido los tiempos de traslado de 100 vectores columnas (N×1) y matrices cua-
dradas (N×N) con N = 1000,2000, · · · ,8000. Los resultados se pueden ver en
las Figuras 6.1 y 6.2. El coste ha resultado ser idéntico tanto en el sentido de
memoria del PC al dispositivo como en el sentido contrario, y los tiempos aumen-
tan conforme aumentan el valor N de 8,872000e− 05 segundos con N = 1000 a
1,227500e− 04 segundos con N = 8000 para vectores y de 3,416820e− 03 se-
gundos con N = 1000 a 1,947926e−01 segundos con N = 8000 para matrices.
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Fig. 6.1: Tiempos de transferencia de vectores N×1 entre memoria y dispositivo
con CUBLASMEX.
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Fig. 6.2: Tiempos de transferencia de matrices N×N entre memoria y dispositivo
con CUBLASMEX.
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6.1.5.2. Pruebas con saxpy

La operación de BLAS de nivel 1 saxpy es una combinación de producto con
escalar y suma de vectores de flotantes de simple precisión (32 bits):

y= α ·x+y (6.1)

donde α es un escalar y x e y son vectores de N elementos.
Se ha ejecutado 100 veces la operación con vectores aleatorios de valores en

el rango [0,10], de dimensiones N× 1 con N = 1000,2000, · · · ,100000, y se ha
sacado la ganancia con respecto a la operación daxpy de BLAS en el PC de prue-
bas. La diferencia entre daxpy y saxpy es que la primera opera sobre flotantes de
doble precisión (64 bits) que son los que por defecto utiliza Matlab. Esto sirve
para comparar el rendimiento de tiempo no sólo contra la operación equivalen-
te que realmente se usará, sino también para medir los errores que se cometerán
debido a las distintas precisiones. En la Figura 6.3 se puede observar como la ga-
nancia aumenta con N, mientras que la media del valor absoluto de la diferencia
de resultados se mantiene casi inapreciable, como se puede ver en la Figura 6.4.

6.1.5.3. Pruebas con sgemv

La operación de BLAS de nivel 2 sgemv es una combinación de producto
matriz-vector y suma de vectores de flotantes de simple precisión (32 bits):

y= α ·A ·x+β ·y (6.2)

donde α y β son escalares, A es una matriz M×N y x e y son vectores de M
elementos.

Al igual que en el caso anterior, la operación ejecuta 100 veces con matrices
y vectores aleatorios de valores en el rango [0,10], de dimensiones N×N y N×
1 con N = 1000,2000, · · · ,8000, y se ha sacado la ganancia con respecto a la
operación dgemv de BLAS en el PC de pruebas. La diferencia entre dgemv y
sgemv es que la primera opera sobre flotantes de doble precisión (64 bits) que
son los que por defecto utiliza Matlab, y al igual que en los experimentos con
saxpy, sirve para comparar el rendimiento de tiempo no sólo contra la operación
equivalente que realmente se usará, sino también para medir los errores que se
cometerán debido a las distintas precisiones. En la Figura 6.5 se puede observar
como la ganancia aumenta con N, al igual que la media del valor absoluto de la
diferencia de resultados en la Figura 6.6. De hecho, se puede observar la ganancia
es muy superior al caso saxpy que apenas llega a una ganancia de 7 con N = 10000
frente a la ganancia de casi 2000 con N = 8000 obtenida con sgemv. Sin duda, al
implicar matrices, la operación se beneficia más de las características de cómputo
de la tarjeta al poder paralelizar más los cálculos, aunque, por desgracia, aquí sí
que se hacen patentes y aumentan con N los errores de redondeo.
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6.1.5.4. Pruebas con sgemm

La operación de BLAS de nivel 3 sgemm es una combinación de producto y
suma matriz-matriz de matrices de flotantes de simple precisión (32 bits):

C= α ·A ·B+β ·C (6.3)

donde α y β son escalares, A es una matrizM×L, B es una matriz L×N, A es una
matriz M×N, .

Siguiendo con lo visto hasta ahora, se ha ejecutado 100 veces sgemm con
matrices aleatorias de valores en el rango [0,10], de dimensiones N×N con N =
1000,2000, · · · , 6000. No se ha podido probar con matrices de mayor tamaño
debido a la memoria de la tarjeta gráfica disponible en el PC de pruebas (512
MB, 3 matrices de 7000× 7000 de flotantes de simple precisión ocupan ≈ 560
MB). Al igual que en los experimentos con saxpy y sgemv, se utiliza la versión
para flotantes de doble precisión dgemm en Matlab, midiendo tanto rendimiento
de tiempo y como errores debidos a las distintas precisiones. En la Figura 6.7 se
puede observar como la ganancia aumenta con N, al igual que la media del valor
absoluto de la diferencia de resultados en la Figura 6.8. De hecho, y siguiendo
con una clara tendencia, se puede observar como la ganancia es muy superior
comparada tanto con el caso saxpy como sgemv, con un valor cerca 16e5 para
N = 6000. Por desgracia, también aumentan los errores implicados con respecto
a sgemv.

6.1.5.5. Conclusiones de las pruebas

El uso de CUBLASMEX permite obtener una ganancia de velocidad impor-
tante en los cómputos siempre que impliquen suficientes operaciones con matrices
de tamaño adecuado, de al menos N×N con N >= 1000, y sin perder de vista
la memoria disponible en la tarjeta gráfica y los tiempos consumidos en trasladar
datos entre memoria del ordenador al dispositivo. Además hay que tener presen-
te que, como en nuestro caso, si hay que pasar de flotante de doble precisión de
Matlab (64 bits) a flotantes de simple precisión (32 bits) por las características de
la tarjeta se irán acumulando errores con las operaciones.
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Fig. 6.3: Ganancia de velocidad de saxpy en CUBLASMEX frente a daxpy de
BLAS.
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CUBLASMEX frente a daxpy de BLAS.
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Fig. 6.5: Ganancia de velocidad de sgemv en CUBLASMEX frente a dgemv de
BLAS.
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Fig. 6.7: Ganancia de velocidad de sgemm en CUBLASMEX frente a dgemm de
BLAS.
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Fig. 6.8: Media del valor absoluto de la diferencia de resultados entre sgemm en
CUBLASMEX frente a dgemm de BLAS.
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6.2. Estudio y comparativa de toolboxes para MPI

El empleo de multiprocesadores y multicomputadores se presenta como una
condición indispensable a la hora de poder aplicar algoritmos con un alto coste
computacional a aplicaciones del mundo real. Dentro de los multiprocesadores y
multicomputadores, se pueden distinguir dos tipos: 1) memoria compartida, don-
de todo el espacio de memoria es direccionable por todos los procesadores y 2)
memoria distribuida donde cada procesador tiene su propio espacio de direcciones
individual. Esta distinción es independiente del cómo esté organizada la memoria
física. En un origen, las máquinas de memoria compartida eran considerablemen-
te más caras que las de memoria distribuida puesto que éstas últimas son senci-
llamente implementables mediante una red, proporcionando buenas prestaciones.
Sin embargo, el abaratamiento en la producción de los circuitos integrados así
como el uso de nuevas tecnologías de fabricación están propiciando la aparición
de nuevas máquinas bastante más asequibles y accesibles al mercado. Dentro de
este contexto, el desarrollo de entornos, librerías y lenguajes de programación pa-
ralelos que se adapten a las máquinas paralelas se muestra como un imperativo
[Kepner, 2004][Frederick P. Brooks, 1978].

Dentro del aprovechamiento del paralelismo a nivel de hebra/proceso, actual-
mente, hay dos grandes vertientes cimentadas en sus respectivos estándares: Mul-
tiprocesamiento Abierto (Open Multi-Processing, OpenMP) e Interfaz de Paso de
Mensajes (Message Passing Interface, MPI). OpenMP está más orientado a las
arquitecturas de memoria compartida mientras que MPI lo está a las de memo-
ria distribuida, aunque es posible combinar ambas simultáneamente para explotar
todas las posibilidades de un multicomputador de multiprocesadores.

OpenMP (http://openmp.org/wp/) es un conjunto de directivas, bibliote-
cas y variables de entorno diseñadas para ser usadas en máquinas de memoria
compartida. Los lenguajes que pueden hacer uso de estos elementos son C/C++ y
Fortran. OpenMP implementa multihebraje (multithreading) de modo que un pro-
ceso puede tener varias hebras en ejecución accediendo a recursos compartidos.
Se está desarrollando una versión para clusters, es decir, máquinas de memoria
distribuida conectadas mediante una red, denominada como Cluster OpenMP [In-
tel, 2008].

La Interfaz para Paso de Mensajes define un estándar par la comunicación en-
tre procesos, siendo éste paradigma uno de los más utilizados a la hora de diseñar
aplicaciones paralelas. El estándar es especialmente adecuado para máquinas de
memoria distribuida aunque también puede utilizarse en máquinas de memoria
compartida. Hay una gran cantidad de implementaciones tanto en el ámbito co-
mercial como en iniciativas de código abierto: (Sun MPI6, Intel MPI7) (OpenM-

6 http://www.sun.com/software/products/clustertools/
7 http://www.intel.com/cd/software/products/asmo-na/eng/308295.htm
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PI8, LAM9, MPICH10 y MPICH211).
Matlab R©12 es una herramienta muy popular en los ámbitos científicos y téc-

nicos debido a su amigable interfaz, su simpleza de programación y su amplia
gama de toolboxes que proporcionan gran cantidad de aplicaciones para ingenie-
ría, estadística, bioinformática, etc. lista para ser usadas. Existen algunas opciones
comerciales para usar Matlab en la computación de altas prestaciones como la Pa-
rallel Computing Toolbox yMatlab Distributed Computing Server aunque existen
varios proyectos alternativos en [Trefethen et al., 1996], [Almasi et al., 1999],
[Norris, 2000], [Morrow and van de Geijn, 1998], [Quinn et al., 1998], [Rose
et al., 1996], [Chauveau and Bodin, 1998] and Choy et al., 2005. Matlab permite
la creación de aplicaciones independientes de modo que puedan ser ejecutadas sin
Matlab, este punto es clave a la hora de poder realizar la integración con MPI.
Hoy en día, las 3 principales alternativas a la hora de utilizar MPI en Matlab son:
MatlabMPI [Kepner and Ahalt, 2004], MPITB [Fernandez et al., 2006] y MPI-
MEX [Guillén, ][Guillen et al., 2008b]. MatlabMPI no utiliza una librería MPI
sino que está programado en lenguaje Matlab. MPITB y MPIMEX están progra-
madas en C/C++ para hacer de interfaz con las librerías de MPI. MPITB está más
orientada al uso en la línea de comandos de Matlab mientras que MPIMEX está
centrada en la ejecución de aplicaciones independientes de Matlab.

El Centro de Computacion Paralela de Edimburgo (Edinburgh Parallel Com-
puting Centre, EPCC) en la Universidad de Edimburgo proporciona acceso a va-
rias máquinas para computación de altas prestaciones. Las toolboxes de MPI más
relevantes fueron instaladas en un cluster específico para poder desarrollar y eje-
cutar aplicaciones paralelas en Matlab. El estudio desarrollado en esta memoria
consiste en el estudio, adaptación e instalación para una determinada máquina.

Matlab proporciona una herramienta denominada Compiler que permite gene-
rar aplicaciones totalmente independientes (stand-alone) del interprete de Matlab
de modo que no es necesario tener instalado éste para poder ejecutar tales aplica-
ciones. Para que un stand-alone pueda ejecutarse es necesario disponer de unas
bibliotecas que pueden ser distribuidas una vez generadas con Matlab. Estas bi-
bliotecas contienen el Matlab Component Runtime (MCR) que interpreta los có-
digos escritos en los archivos .m tal y como el interprete de Matlab lo haría.

Un Component Technology File (CTF) es generado durante el proceso de com-
pilación. Este archivo contiene todos los .m que componen la aplicación tras un
proceso de compresión y encriptación, de modo que no es posible acceder al có-
digo fuente original. Cuando un aplicación es ejecutada por primera vez, el con-

8 http://www.open-mpi.org/
9 http://www.lam-mpi.org/

10 http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich1/
11 http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpich2/
12 Matlab es una marca registrada de The Mathworks, Inc
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tenido de este archivo es descomprimido y un nuevo directorio es generado.
El proceso que Matlab sigue para generar una aplicación independiente es

realizado de un modo automático y totalmente transparente a los usuarios de modo
que éstos solo tienen que especificar los archivos .m que componen la aplicación
y Matlab se encargará de llevar a cabo el proceso mostrado en la Tabla 6.1 e
ilustrado en la Figura 6.9.

Tal y como está listado, hay un paso de generación de código donde se crea
una interfaz para el MCR. Estos archivos de interfaz permiten a una arquitectura
concreta ejecutar el código de Matlab compilado.

6.2.1. Plataforma de desarrollo y entorno software

El escenario concreto sobre el que se ha trabajado es el siguiente: dada una
aplicación implementada en Matlab en un PC, deseamos paralelizarla utilizando
MPI y ejecutar el ejecutable generado en una máquina HPC que no posee Matlab
instalado. La mayor limitación en esta situación son que no poseemos derechos
de administrador y que solo hay una licencia Matlab en la máquina HPC.

La plataforma de desarrollo (DP) es un PC con procesador 2.2 GHz AMD
Turion y 1 GB de memoria, que tiene instalado el sistema operativo Linux (Ku-
buntu 7.10) y Matlab 7.4.0 r2007a (utilizando GCC 4.1.3 para compilar C/C++).
La plataforma de ejecución (NESS) es una máquina paralela que es utilizada en
proyectos del EPCC así como en el programa HPC-Europa que permite la mo-
bilidad de investigadores europeos. NESS es un cluster producido por Sun con
procesadores AMD Opteron ejecutando Linux. El cluster está compuesto por dos
procesadores (front-end) que proporcionan acceso al cluster, donde los programas
pueden ser compilados, y 32 procesadores como back-end con memoria compar-
tida, donde los programas son ejecutados. El sistema operativo es Scientific Linux
(https://www.scientificlinux.org/), GNU/Linux 2.6.18, con los compila-
dores Portland Group C/C++ (PGI, http://www.pgroup.com/) y GNU C/C++
(GCC, http://www.gnu.org/software/gcc/) y las bibliotecas MPICH2. Para
enviar los trabajos al back-end, NESS utiliza el Sun Grid Engine (SGE) como
sistema de colas http://gridengine.sunsource.net/.

La biblioteca MPICH2 implementa los estándares MPI-1 y MPI-2. En NESS,
la biblioteca está disponible para los dos compiladores instalados (PGI y GCC)
pero solo para el enlazado estático. Tanto el compilador como la biblioteca pue-
den ser elegidas por el programador mediante las opciones de configuración en la
cuenta local. El SGE permite el envío de programas MPI y OpenMP para ejecu-
ción. Cada tarea está definida por un script con opciones para controlar el entorno
de ejecución (exportar variables y compartir los directorios de ejecución entre los
procesos), el tiempo de ejecución estimado, el entorno paralelo y el comando para
ejecutar el programa.

El tipo de procesador, sistema operativo, compilador, biblioteca MPI y sistema
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de colas son los elementos más importantes a la hora de adaptar la MPI toolbox
a NESS dado que estos parámetros son los que limitan la compatibilidad con los
ejecutables generados en Matlab en la DP. El sistema de colas debe ser especial-
mente tenido en cuenta ya que todos los trabajos deben ser enviados a través de él
para ejecutarse. Esto podría ocasionar problemas ya que nuestros ejecutables no
son ejecutable MPI habituales.

La compatibilidad binaria entre la DP y NESS está garantizada: ambos tienen
instalados la versión de 64 bits de Linux con kernels y compiladores compatibles.
Sin permisos de administración en NESS, la instalación del MCR, necesario pa-
ra la ejecución del stand-alone, debe ser realizada en la cuenta local. Tras unas
pequeñas modificaciones de las variables de entorno, el problema se resuelve. En
el caso de los programas MPI, un problema adicional se presenta con respecto a
los stand-alone: si p procesos se lanzan y el directorio de información (creado a
partir del archivo CTF) no está presente, todos los procesos intentarán descom-
primir simultáneamente este archivo generando errores en el sistema de archivos.
Una solución es invocar el ejecutable con un único proceso que sea el encargado
de realizar la descompresión.

6.2.2. Toolboxes para MPI

En esta sección se describirán las tres toolboxes de MPI que fueron instaladas
en NESS. Cada una tiene elementos distintos a las otras y estas diferencias tienen
repercusión en la compatibilidad de la biblioteca MPI y el sistema de colas de
NESS, requiriendo especial atención a la hora de realizar la instalación.

6.2.3. MatlabMPI en NESS

MatlabMPI13 fue desarrollada por el Dr. Jeremy Kepner del Massachusetts
Institute of Technology [Kepner and Ahalt, 2004]. MatlabMPI consiste en un con-
junto de funciones escritas en Matlab que simulan un subconjunto de las funciones
MPI (ver Tabla 6.2) gracias a uso de un sistema de archivos compartido, por tanto,
es independiente de la biblioteca MPI instalada en el sistema. Por otra parte, esta
toolbox no se ciñe estrictamente al estándar MPI, de modo que, por ejemplo, el en-
vío realizado con MPI_Bcast debe ser recibido con MPI_Recv, en vez de utilizar
la misma función en el receptor.

Una de las mayores ventajas de esta propuesta es su simplicidad e indepen-
dencia de las arquitecturas e implementaciones concretas de la biblioteca MPI. Al
estar escrita en Matlab, permite trabajar con todos los tipos de datos disponibles
en éste además de permitir la interactividad.

Dentro del contexto en el que nos encontramos, para poder utilizar esta toolbox
en la maquina NESS es necesario realizar adaptaciones. Dado que NESS posee

13 http://www.ll.mit.edu/mission/isr/Matlabmpi/Matlabmpi.html
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un sistema de colas al que únicamente podemos enviar ejecutables, no es posible
utilizar MatlabMPI en modo interactivo usando la línea de comandos de Matlab.
Para poder crear un ejecutable, será necesario añadir unas cabeceras a los scripts
de la toolbox de modo que el Matlab Compiler pueda generar la aplicación. Para
poder establecer las comunicaciones será necesario inicializar un directorio al cual
puedan acceder las distintas copias de los programas que se ejecutarán, esta tarea
es llevada a cabo por el código mostrado a continuación:

f unc t i on Launch_MPI_Matlab_app ( n_proc )

i f i s c h a r ( n_proc )
n_proc = s t r 2 d o u b l e ( n_proc ) ;

end

i f e x i s t ( ’ . / MatMPI ’ , ’ d i r ’ ) ~= 0
unix ( ’ rm − f r . / MatMPI /∗ ’ ) ;

e l s e

mkdir ( ’MatMPI ’ ) ;
end

MatMPI_Comm_init ( n_proc , { ’ l o c a l h o s t ’ } ) ;

Código 1: Configuración de MatlabMPI para su ejecución

La última dificultad antes de poder ejecutar un programa en NESS que haga
uso de MatlabMPI es la asignación de los identificadores de proceso (rank) en
el comunicador MPI_COMM_WORLD, dado que este se proporciona como un
argumento. La solución que se implementó consiste en la ejecución de una aplica-
ción envoltorio que permita la inicialización del directorio donde tendrán lugar las
comunicaciones, la descompresión del archivo CTF y, por último, la invocación
al programa que utiliza MatlabMPI asignando los identificadores de procesos tal
y como se muestra en el código siguiente:

6.2.4. MPIMEX en NESS

MPIMEX es un proyecto que está siendo desarrollado dentro del Departamen-
to de Arquitectura y Tecnología de Computadores con el objetivo de poder utilizar
las bibliotecas de paso de mensajes en Matlab [Guillén, ][Guillen et al., 2008b].
Al contrario que MatlabMPI, MPIMEX sí que depende de la implementación que
se esté utilizado en la arquitectura sobre la que se va a trabajar pero ya ha sido pro-
bada para una gran variedad de implementaciones (Sun MPI, MPICH, LAM/MPI,
OpenMPI) obteniendo resultados satisfactorios. Esta toolbox está compuesta por
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# inc lude < s t d i o . h>
# inc lude <mpi . h>

i n t main ( argc , a rgv )
i n t a r g c ;
char ∗ a rgv [ ] ;
{

i n t myid , numprocs ;
char s t r [ 2 5 6 ] ;

M P I_ In i t (& argc ,& argv ) ;
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD,& numprocs ) ;
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD,& myid ) ;

s p r i n t f ( s t r , " %s %d " , a rgv [ 1 ] , myid ) ;
sys tem ( s t r ) ;

M P I _ F i n a l i z e ( ) ;
re turn 0 ;

}

Código 2: programa envoltorio (en C) para lanzar aplicaciones que usen MatlabM-
PI

# ! / b i n / bash

#$ −V
#$ − l h _ r t =12::
#$ −cwd
#$ −pe mpi 2
mpiexec −np 2 . / wrapper . / my_func t i on

Código 3: Script usado en el SGE para lanzar una función (my_function) en NESS
usando MatlabMPI.

un archivo escrito en C que es enlazado estáticamente con una implementación de
MPI concreta. Una vez se realizado este enlazado, se pueden escribir programas
(funciones) en Matlab que, tras su posterior compilación, pueden ser ejectuadas
en cualquier plataforma.

Un primer nivel de desarrollo consiste en el uso de vectores de tipo double o
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char para las comunicaciones. A partir de estas primitivas, se ha desarrollado otro
nivel que sí permite el uso de tipos de datos complejos de Matlab como matri-
ces de dos dimensiones, estructuras y celdas. El primer nivel está implementado
mediante un .archivo mex 2proporciona las primitivas mostradas en la Tabla 6.3.
La rutinas del segundo nivel están escritas en código Matlab y se muestran en la
Tabla 6.4. Las rutinas pueden usarse simultáneamente en un mismo código pero
teniendo en cuenta que no se pueden mezclar, es decir, si realizamos un envío con
una rutina de nivel 1, no podemos realizar su correspondiente recepción usando
una rutina de nivel 2.

Para poder utilizar MPIMEX en NESS, el código original debía enlazarse con
la implementación MPICH2 utilizada en NESS. Para ello, se instaló la misma
versión de MPICH2 en la máquina DP y se realizó el enlazado satisfactoriamente.
Una vez operativa MPIMEX en la máquina DP, la portabilidad a NESS fue inme-
diata salvo por la copia de distintas librerías dinámicas que no estaban disponibles
en NESS.

6.2.5. MPITB en NESS

MPITB es otra toolbox disponible para poder utilizar el estándar de paso de
mensajes en Matlab aunque su desarrollo ahora está centrado en su adaptación
para Octave. Esta toolbox consiste en un complejo conjunto de archivos que com-
binan C y Matlab que permiten utilizar por completo el estándar MPI aprove-
chando toda la comodidad de Matlab y permitiendo el envío de datos complejos
y matrices de éstos. MPITB puede usarse directamente en la línea de comandos o
bien a través del compilador (aunque esta última opción no está documentada). El
principal problema de MPITB es que solo está disponible para la implementación
LAM. Dado que NESS utiliza la implementación MPICH2, fue necesario realizar
un procedimiento similar al seguido con MPIMEX. MPITB fue recompilado y
enlazado con MPICH2 tras la previa modificación del Makefile.

6.2.6. Resultados Experimentales

La medida de prestaciones (benchmarking) para una librería de paso de men-
sajes utilizada en Matlab es una tarea muy compleja dado que hay que considerar
muchos factores tanto hardware como software. El criterio que se utiliza en es-
ta memoria para determinar la bondad de las diferentes toolboxes es la latencia
añadida en la comunicación en una máquina concreta, en este caso, NESS.

Los experimentos realizados calcularon la latencia introducida por cada una de
las 3 toolboxes anteriores en las operaciones de comunicación más habituales en
la programación paralela: Send/Receive y Bcast (broadcast). Dado que la opera-
ción de envío en MatlabMPI es no bloqueante, fue necesario añadir una llamada a
una función disponible en esta toolbox que permite bloquear hasta la recepción del
mensaje, igualando el comportamiento con las otras toolboxes. Los experimentos
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se dividieron en dos grupos según el tipo de comunicación: punto a punto y glo-
bal. Dentro de estas dos categorías se hicieron experimentos utilizando distintos
tamaños en los mensajes a enviar: pequeño y grande dando resultado a un total de
12 programas (2 tipos de comunicaciones × 2 tamaños de mensaje × 3 toolbo-
xes). Para tener una medida relativa con la cual comparar, también se codificaron
estos programas usando C.

Dentro de la categorización de los mensajes, cada una de las categorías toma
una serie de valores de modo que sea visible la progresión en el aumento de la
latencia conforme va incrementando el tamaño del mensaje. Los mensajes con-
siderados como pequeños consistieron en vectores de doubles con una longitud
entre 100 y 5000 elementos, haciendo incrementos en 50 elementos. Los mensa-
jes grandes van desde los 1KB hasta los 128 MB duplicando el tamaño en cada
experimento. El motivo para estudiar el comportamiento de las toolboxes usando
únicamente datos de tipo double es porque este tipo es el más utilizado en Matlab
y otros tipos más complejos se sustentan en éste.

Los resultados correspondientes a las ejecuciones se muestran en las Tablas
6.5, 6.6, 6.7 y 6.8 donde se muestran las medias de las latencias en las distintas
comunicaciones. Estos resultados se muestran gráficamente en las Figuras 6.10,
6.11, 6.12 y 6.13. Dado que los tiempos proporcionados por MatlabMPI son con-
siderablemente mayores que los de las otras toolboxes se han representado de nue-
vo las figuras excluyendo estos resultados para poder apreciar diferencias entre las
otras propuestas. Para el caso concreto de la comunicación entre 2 procesadores
con mensajes pequeños en C, no se han incluido en la Tabla 6.5 los valores obte-
nidos debido a su pequeño valor, sin embargo sí se muestran en la Figura 6.10.

En las Figuras 6.10 y 6.11 se pueden apreciar unos saltos que están asociados
a aspectos internos de implementación de la biblioteca MPICH2 tal y como se
muestra en [Voorst and Seidel, 2000]. Estos patrones están originados por la satu-
ración de los búferes internos que utiliza la biblioteca y la caché. En la Figura 6.11
aparece un salto considerable para mensajes de más de 1500 doubles (p.ej. 12KB)
la razón es la misma que en los casos anteriores. Respecto a las prestaciones, los
resultados muestran como MatlabMPI es la que tiene un peor comportamiento
dado que realiza las comunicaciones a través del sistema de archivos. Para los
mensajes pequeños la sobrecarga de la lectura/escritura en disco es especialmente
grande proporcionando gráficas irregulares (Figuras 6.10 y 6.11) probablemente
relacionadas con los búferes que, a nivel interno, posee el sistema operativo.

Las otras dos toolboxes tienen un comportamiento muy similar entre ellas,
en el caso de los mensajes pequeños no se muestra ninguna influencia sobre la
latencia en la comunicación. ésta es bastante similar aunque se puede apreciar
cierta ventaja de MPIMEX sobre MPITB. En el caso de los mensajes grandes, la
latencia introducida por MPIMEX sí que es notablemente menor que la que añade
MPITB.
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6.2.7. Recomendaciones para las toolboxes

Tras mostrar los resultados empíricos y haber comentado el proceso de instala-
ción y adaptación a una arquitectura concreta, las recomendaciones que se pueden
realizar son las siguientes:

Prestaciones De cara a obtener mejores prestaciones gracias a la insignificante
adición de latencia en las comunicaciones, MPIMEX y MPITB respectiva-
mente, son las dos mejores alternativas. MPIMEX tiene la restricción de no
soportar tipos de datos complejos, al contrario que MPITB que sí que permite
el envío de matrices de 1 y 2 dimensiones. En este aspecto MatlabMPI es la
mejor dado que permite el envío de datos compuestos en Matlab. MPIMX y
MPITB tienen una sintaxis lo más cercana posible al estándar MPI, haciendo
trivial el cambio a Matlab a programadores con experiencia en programación
con MPI en C.

Compatibilidad con la biblioteca MPI instalada De las tres alternativas, MPIMEX
es la mejor si la biblioteca MPI instalada en el sistema permite el enlazado está-
tico. MPITB es más sencilla de adaptar en el caso de enlazado dinámico si bien
el soporte para las distintas implementaciones de MPI no es tan amplio como
el proporcionado por MPIMEX. MatlabMPI no es dependiente de la biblioteca
MPI instalada en el sistema, sin embargo requiere modificaciones importantes
para poder funcionar en máquinas con la arquitectura descrita en las secciones
anteriores.

Uso de sistema de colas Las dos mejores alternativas de cara a lanzar trabajos en
una cola como, por ejemplo SGE, son MPIMEX y MPITB puesto que no re-
quieren de modificaciones para ejecutar los programas.

Adaptación de la toolbox y documentación MPIMEX no se distribuye directamen-
te, para poder instalarla es necesario contactar con los desarrolladores, sin em-
bargo, éstos proporcionan soporte para la instalación, adaptándola para la ar-
quitectura concreta donde se vaya a utilizar. Si se desea modificar o colabo-
rar en el desarrollo, está implementada en pocas líneas de código haciendo su
modificación bastante simple. Los archivos fuentes de MPITB están también
disponibles así como documentación y ejemplos, sin embargo, la complejidad
de la implementación es considerable y el proyecto está congelado (si bien el
desarrollo está siendo continuado para Octave). MatlabMPI es la más asequi-
ble de modificar puesto que está enteramente escrita en Matlab, no necesita
bibliotecas externas y el número de líneas de código es reducido.
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Tabla 6.1: Operaciones realizadas por Matlab para compilar y generar una aplica-
ción independiente (stand-alone).

Paso Operación
1 Análisis de dependencias entre los archivos .m .
2 Generación de código: la interfaz C o C++ es generada en

este paso.
3 Creación de archivo: una vez resueltas las dependencias, los

archivos .m son comprimidos y encriptados en un archivo
CTF.

4 Compilación: el código fuente de las interfaces es compila-
do.

5 Enlazado: el código objeto es enlazado con las bibliotecas
exigidas por Matlab.

Tabla 6.2: Funciones MPI en MatlabMPI (ver [Kepner and Ahalt, 2004] para más
detalles)

MPI_Init Inicializa MPI.
MPI_Comm Devuelve el número de procesos dentro de un comu-

nicador.
MPI_Comm Devuelve el identificador de un proceso dentro de un

comunicador.
MPI_Send Envía un mensaje a un proceso (no-bloqueante).
MPI_Recv Recibe un mensaje de un proceso (bloqueante).
MPI_Finalize Finaliza MPI.
MPI_Abort Función para terminar todos los trabajos creados con

MatlabMPI.
MPI_Bcast Difunde un mensaje (bloqueante).
MPI_Probe Devuelve una lista con todos los mensajes para reci-

bir.
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Tabla 6.3: Funciones MPIMEX de nivel 1

MPI_Init Inicializa MPI.
MPI_Finalize Finaliza MPI.
MPI_Send Envía un vector fila a un proceso (bloqueante).
MPI_Recv Recibe un vector fila desde un proceso (blo-

queante).
MPI_Bcast Difunde (broadcast) un vector fila en un grupo

de procesos (bloqueante).
MPI_Scatter Realiza una difusión dividiendo los datos a en-

viar dentro de un grupo de procesos (bloquean-
te).

MPI_Gather Reune unificando en un proceso un conjunto de
datos provenientes de un conjunto de procesos
(bloqueante).

MPI_Barrier Bloquea a los procesos hasta que todos lleguen
a este punto (bloqueante).

MPI_Comm_create Crea un nuevo comunicador (bloqueante).
MPI_Comm_group Crea un grupo dentro del nuevo comunicador

(bloqueante).
MPI_Probe Devuelve una lista de todos los mensajes para

recibir (bloqueante).
MPI_ISend Envía un vector fila a un proceso (no-

bloqueante).
MPI_IRecv Recibe un vector fila de un proceso (no-

bloqueante).
MPI_Test Comprueba el estado de un envio/recepción no

bloqueante (no-bloqueante).

Tabla 6.4: Funciones MPIMEX de nivel 2

InitMPIMEX Inicializa MPI y descomprime el archivo CTF
si se ejecuta un proceso.

FinalizeMPIMEX Finaliza MPI.
SendVariable Envía una variable a un proceso (bloqueante).
ReceiveVariable Recibe una variable de un proceso (bloqueante).
BcastVariable Difunde (broadcast) una variable en un grupo

de procesos (bloqueante).
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Fig. 6.9: Tiempo de generación de una aplicación y un archivo mex usando Matlab
Compiler.
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Fig. 6.10: Media de los tiempos de recepción de vectores de double usando Sen-
d/Recv entre 2 procesadores vs número de elementos en cada vector
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Fig. 6.11: Media de los tiempos de recepción de vectores de double usando Bcast
entre 8 procesadores vs número de elementos en cada vector
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Fig. 6.12: Media de los tiempos de recepción de vectores de double usando Sen-
d/Recv entre 2 procesadores vs tamaño del vector
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Fig. 6.13: Media de los tiempos de recepción de vectores de double usando Bcast
en 8 procesadores vs el tamaño del vector
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Tabla 6.5: Media de los tiempos de recepción (en segundos) de vectores de dou-
ble usando Send/Recv entre 2 procesos con las toolboxes (mejores resultados en
negrita, Size es el número de elementos del vector)

Size MatlabMPI MPIMEX MPITB
100 5.15e-02 ± 4.92e-03 1.21e-04 ± 8.10e-05 2.90e-05 ± 4.22e-05
250 5.16e-02 ± 5.16e-03 2.78e-05 ± 2.35e-06 2.94e-05 ± 2.41e-06
400 5.17e-02 ± 5.11e-03 2.88e-05 ± 2.36e-06 3.07e-05 ± 7.00e-06
550 5.16e-02 ± 4.43e-03 3.06e-05 ± 2.48e-06 3.24e-05 ± 2.98e-06
700 5.16e-02 ± 4.57e-03 3.19e-05 ± 2.75e-06 3.33e-05 ± 2.81e-06
850 5.34e-02 ± 6.36e-03 3.31e-05 ± 2.89e-06 3.46e-05 ± 2.80e-06
1000 5.17e-02 ± 5.03e-03 3.46e-05 ± 8.56e-06 3.59e-05 ± 3.00e-06
1150 5.17e-02 ± 4.67e-03 3.56e-05 ± 2.91e-06 3.71e-05 ± 3.16e-06
1300 5.17e-02 ± 4.88e-03 3.66e-05 ± 3.02e-06 3.83e-05 ± 3.18e-06
1450 5.18e-02 ± 4.98e-03 3.80e-05 ± 3.09e-06 3.95e-05 ± 3.31e-06
1600 5.16e-02 ± 4.55e-03 3.89e-05 ± 3.10e-06 4.05e-05 ± 3.37e-06
1750 5.17e-02 ± 4.28e-03 4.05e-05 ± 3.15e-06 4.19e-05 ± 3.52e-06
1900 5.18e-02 ± 4.69e-03 4.16e-05 ± 3.34e-06 4.28e-05 ± 3.46e-06
2050 5.18e-02 ± 4.65e-03 5.01e-05 ± 3.09e-06 5.02e-05 ± 3.12e-06
2200 5.18e-02 ± 4.76e-03 5.29e-05 ± 3.09e-06 5.25e-05 ± 4.00e-06
2350 5.18e-02 ± 5.07e-03 5.41e-05 ± 3.18e-06 5.46e-05 ± 3.32e-06
2500 5.17e-02 ± 4.82e-03 5.57e-05 ± 2.59e-06 5.62e-05 ± 3.85e-06
2650 5.16e-02 ± 4.48e-03 5.68e-05 ± 2.67e-06 5.71e-05 ± 8.49e-06
2800 5.16e-02 ± 4.62e-03 5.82e-05 ± 3.25e-06 5.83e-05 ± 3.76e-06
2950 5.16e-02 ± 4.61e-03 5.94e-05 ± 3.10e-06 6.01e-05 ± 4.07e-06
3100 5.18e-02 ± 6.75e-03 6.10e-05 ± 3.48e-06 6.19e-05 ± 4.01e-06
3250 5.16e-02 ± 4.77e-03 6.29e-05 ± 3.72e-06 6.33e-05 ± 4.21e-06
3400 5.17e-02 ± 5.03e-03 6.11e-05 ± 6.32e-06 6.52e-05 ± 8.00e-06
3550 5.17e-02 ± 5.38e-03 6.57e-05 ± 4.26e-06 6.57e-05 ± 1.49e-06
3700 5.16e-02 ± 4.76e-03 6.47e-05 ± 6.20e-06 6.78e-05 ± 1.37e-06
3850 5.17e-02 ± 4.88e-03 6.62e-05 ± 6.36e-06 7.12e-05 ± 1.57e-06
4000 5.16e-02 ± 4.90e-03 7.12e-05 ± 3.81e-06 7.32e-05 ± 2.19e-06
4150 5.19e-02 ± 5.21e-03 7.92e-05 ± 5.96e-06 7.86e-05 ± 6.61e-06
4300 5.15e-02 ± 5.02e-03 8.02e-05 ± 5.94e-06 7.92e-05 ± 6.36e-06
4450 5.12e-02 ± 4.59e-03 8.01e-05 ± 6.28e-06 8.04e-05 ± 6.44e-06
4600 5.15e-02 ± 5.14e-03 8.11e-05 ± 5.76e-06 8.18e-05 ± 6.31e-06
4750 5.12e-02 ± 5.14e-03 8.21e-05 ± 5.70e-06 8.33e-05 ± 6.26e-06
4900 5.12e-02 ± 5.12e-03 8.34e-05 ± 6.04e-06 8.46e-05 ± 6.16e-06
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Tabla 6.6: Media de los tiempos de recepción (en segundos) de vectores de double
usando Bcast entre 8 procesos con las toolboxes y un programa en C (mejores
resultados en negrita, Size es el número de elementos del vector)

Size MatlabMPI MPIMEX MPITB C
100 1.14e-01 ± 1.41e-02 5.93e-05 ± 2.65e-05 5.69e-05 ± 6.95e-05 4.00e-05 ± 2.75e-05
250 1.13e-01 ± 7.61e-03 6.17e-05 ± 1.71e-06 5.69e-05 ± 3.92e-06 4.28e-05 ± 1.28e-04
400 1.11e-01 ± 6.33e-03 6.56e-05 ± 5.77e-06 6.08e-05 ± 4.09e-06 4.60e-05 ± 1.06e-04
550 1.12e-01 ± 1.15e-02 7.10e-05 ± 2.29e-06 6.61e-05 ± 2.93e-06 5.15e-05 ± 1.04e-04
700 1.10e-01 ± 8.33e-03 7.45e-05 ± 6.50e-06 6.92e-05 ± 3.32e-06 5.66e-05 ± 9.94e-05
850 1.10e-01 ± 6.74e-03 7.85e-05 ± 6.94e-06 7.31e-05 ± 2.71e-06 6.20e-05 ± 9.97e-05
1000 1.13e-01 ± 1.49e-02 8.36e-05 ± 1.92e-05 7.67e-05 ± 9.33e-06 6.67e-05 ± 9.83e-05
1150 1.10e-01 ± 6.96e-03 8.79e-05 ± 4.11e-06 8.00e-05 ± 8.40e-06 7.12e-05 ± 9.79e-05
1300 1.11e-01 ± 6.49e-03 9.20e-05 ± 4.12e-06 8.32e-05 ± 3.85e-06 7.59e-05 ± 9.61e-05
1450 1.10e-01 ± 6.16e-03 9.57e-05 ± 4.19e-06 8.53e-05 ± 3.96e-06 8.11e-05 ± 9.81e-05
1600 1.11e-01 ± 7.08e-03 2.25e-04 ± 1.35e-05 2.26e-04 ± 1.48e-05 2.00e-04 ± 1.08e-05
1750 1.12e-01 ± 1.02e-02 2.45e-04 ± 2.12e-05 2.35e-04 ± 1.66e-05 2.09e-04 ± 1.39e-05
1900 1.12e-01 ± 6.52e-03 2.35e-04 ± 1.49e-05 2.38e-04 ± 1.61e-05 2.12e-04 ± 1.29e-05
2050 1.15e-01 ± 7.38e-03 2.43e-04 ± 1.57e-05 2.45e-04 ± 1.81e-05 2.20e-04 ± 1.36e-05
2200 1.12e-01 ± 7.71e-03 2.44e-04 ± 1.48e-05 2.46e-04 ± 1.75e-05 2.21e-04 ± 1.46e-05
2350 1.16e-01 ± 1.21e-02 2.52e-04 ± 1.68e-05 2.54e-04 ± 1.74e-05 2.29e-04 ± 1.45e-05
2500 1.13e-01 ± 6.83e-03 2.54e-04 ± 1.54e-05 2.56e-04 ± 1.82e-05 2.32e-04 ± 1.42e-05
2650 1.15e-01 ± 9.64e-03 2.61e-04 ± 1.58e-05 2.63e-04 ± 1.80e-05 2.41e-04 ± 1.74e-05
2800 1.14e-01 ± 1.01e-02 2.62e-04 ± 1.64e-05 2.65e-04 ± 1.92e-05 2.42e-04 ± 1.80e-05
2950 1.14e-01 ± 6.57e-03 2.71e-04 ± 1.79e-05 2.73e-04 ± 1.91e-05 2.50e-04 ± 1.58e-05
3100 1.11e-01 ± 6.97e-03 2.72e-04 ± 1.76e-05 2.76e-04 ± 2.03e-05 2.52e-04 ± 1.63e-05
3250 1.13e-01 ± 7.06e-03 2.80e-04 ± 1.60e-05 2.82e-04 ± 1.99e-05 2.61e-04 ± 1.76e-05
3400 1.14e-01 ± 9.44e-03 2.81e-04 ± 1.75e-05 2.84e-04 ± 2.22e-05 2.62e-04 ± 1.97e-05
3550 1.13e-01 ± 1.11e-02 2.92e-04 ± 1.79e-05 2.93e-04 ± 2.11e-05 2.73e-04 ± 1.89e-05
3700 1.21e-01 ± 1.05e-02 2.92e-04 ± 1.75e-05 2.96e-04 ± 2.20e-05 2.74e-04 ± 1.83e-05
3850 1.15e-01 ± 1.04e-02 3.00e-04 ± 1.71e-05 3.02e-04 ± 2.07e-05 2.83e-04 ± 1.93e-05
4000 1.11e-01 ± 7.92e-03 3.02e-04 ± 6.63e-05 3.03e-04 ± 2.19e-05 2.82e-04 ± 1.95e-05
4150 1.12e-01 ± 1.08e-02 3.31e-04 ± 2.18e-05 3.30e-04 ± 2.06e-05 3.20e-04 ± 1.91e-05
4300 1.12e-01 ± 8.19e-03 3.30e-04 ± 1.90e-05 3.32e-04 ± 2.16e-05 3.18e-04 ± 1.85e-05
4450 1.13e-01 ± 8.07e-03 3.39e-04 ± 1.96e-05 3.37e-04 ± 1.99e-05 3.31e-04 ± 2.02e-05
4600 1.12e-01 ± 1.03e-02 3.34e-04 ± 2.00e-05 3.34e-04 ± 2.04e-05 3.28e-04 ± 1.80e-05
4750 1.13e-01 ± 7.63e-03 3.44e-04 ± 2.08e-05 3.42e-04 ± 2.05e-05 3.38e-04 ± 2.03e-05
4900 1.14e-01 ± 1.04e-02 3.44e-04 ± 2.07e-05 3.44e-04 ± 2.17e-05 3.34e-04 ± 1.84e-05

Tabla 6.7: Media de los tiempos de recepción (en segundos) de vectores de double
usando Send/Recv entre 2 procesos con las toolboxes y un programa en C (mejores
resultados en negrita)

Size MatlabMPI MPIMEX MPITB C
1 KB 5.24e-02 ± 4.61e-03 3.37e-05 ± 5.19e-05 5.52e-05 ± 2.96e-04 3.90e-06 ± 6.31e-06
2 KB 5.35e-02 ± 2.27e-03 2.91e-05 ± 2.44e-06 2.55e-05 ± 4.47e-06 7.82e-06 ± 2.68e-05
4 KB 5.44e-02 ± 7.00e-03 3.16e-05 ± 2.22e-06 3.04e-05 ± 2.89e-06 7.19e-06 ± 1.48e-05
8 KB 5.33e-02 ± 2.95e-03 3.60e-05 ± 2.38e-06 3.65e-05 ± 2.40e-06 1.62e-05 ± 4.67e-05
16 KB 5.36e-02 ± 3.45e-03 4.93e-05 ± 3.98e-06 5.17e-05 ± 2.21e-06 3.18e-05 ± 6.60e-05
32 KB 5.44e-02 ± 7.19e-03 8.10e-05 ± 5.92e-06 8.18e-05 ± 7.34e-06 6.56e-05 ± 9.30e-05
64 KB 5.37e-02 ± 1.94e-03 1.41e-04 ± 5.45e-06 1.40e-04 ± 6.07e-06 1.19e-04 ± 1.10e-04
128 KB 5.45e-02 ± 4.98e-03 2.60e-04 ± 5.46e-06 2.60e-04 ± 6.88e-06 2.35e-04 ± 1.29e-04
256 KB 5.32e-02 ± 8.57e-03 6.40e-04 ± 3.56e-04 6.28e-04 ± 2.37e-04 2.91e-04 ± 1.76e-04
512 KB 8.27e-02 ± 8.52e-03 1.49e-03 ± 2.46e-04 1.17e-03 ± 4.06e-05 9.99e-04 ± 8.65e-05
1 MB 1.24e-01 ± 3.71e-03 2.65e-03 ± 6.94e-05 2.62e-03 ± 6.53e-05 1.94e-03 ± 6.23e-05
2 MB 2.13e-01 ± 4.79e-03 5.18e-03 ± 1.37e-04 5.15e-03 ± 1.40e-04 3.78e-03 ± 1.42e-04
4 MB 4.01e-01 ± 3.43e-02 1.10e-02 ± 8.21e-04 1.09e-02 ± 7.46e-04 7.74e-03 ± 4.30e-04
8 MB 7.46e-01 ± 6.45e-03 2.04e-02 ± 6.69e-04 2.02e-02 ± 8.87e-05 1.38e-02 ± 1.45e-04
16 MB 1.50e+00 ± 1.42e-02 4.00e-02 ± 1.28e-03 3.87e-02 ± 5.91e-04 2.63e-02 ± 2.34e-04
32 MB 3.04e+00 ± 5.15e-02 7.71e-02 ± 2.69e-03 7.74e-02 ± 1.06e-04 5.74e-02 ± 3.96e-03
64 MB 6.04e+00 ± 5.76e-02 1.30e-01 ± 4.85e-03 1.52e-01 ± 4.23e-03 1.09e-01 ± 6.12e-03
128 MB 1.19e+01 ± 9.56e-02 2.68e-01 ± 9.46e-03 3.08e-01 ± 1.74e-03 2.12e-01 ± 7.06e-03
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Tabla 6.8: Media de los tiempos de recepción (en segundos) de vectores de double
usando Bcast entre 8 procesos con las toolboxes y un programa en C (mejores
resultados en negrita)

Size MatlabMPI MPIMEX MPITB C
1 KB 1.15e-01 ± 1.12e-02 7.76e-05 ± 2.82e-04 1.29e-04 ± 7.05e-04 4.90e-05 ± 8.50e-04
2 KB 1.13e-01 ± 7.42e-03 5.04e-05 ± 7.99e-05 6.08e-05 ± 8.15e-06 1.00e-04 ± 9.95e-04
4 KB 1.20e-01 ± 1.55e-02 5.95e-05 ± 1.09e-04 6.88e-05 ± 7.16e-06 1.00e-04 ± 1.05e-03
8 KB 1.15e-01 ± 1.33e-02 7.22e-05 ± 1.06e-04 8.24e-05 ± 7.17e-06 1.40e-04 ± 1.20e-03

16 KB 1.12e-01 ± 8.67e-03 3.64e-04 ± 3.81e-04 2.53e-04 ± 1.10e-04 2.00e-04 ± 1.40e-03
32 KB 1.15e-01 ± 1.01e-02 4.04e-04 ± 5.01e-05 3.23e-04 ± 2.02e-05 2.00e-04 ± 1.40e-03
64 KB 1.14e-01 ± 7.79e-03 6.18e-04 ± 1.51e-04 4.60e-04 ± 2.26e-05 5.00e-04 ± 2.18e-03
128 KB 1.16e-01 ± 1.11e-02 1.10e-03 ± 1.46e-04 7.69e-04 ± 4.94e-05 6.00e-04 ± 2.37e-03
256 KB 1.35e-01 ± 7.44e-03 2.32e-03 ± 2.36e-04 1.41e-03 ± 6.13e-05 1.30e-03 ± 3.36e-03
512 KB 1.67e-01 ± 1.18e-02 3.52e-03 ± 3.54e-04 3.30e-03 ± 8.09e-05 2.50e-03 ± 4.33e-03
1 MB 2.08e-01 ± 9.12e-03 6.39e-03 ± 8.81e-05 6.66e-03 ± 8.86e-05 4.90e-03 ± 5.20e-03
2 MB 2.93e-01 ± 1.27e-02 1.42e-02 ± 4.15e-04 1.45e-02 ± 1.85e-04 1.01e-02 ± 3.32e-03
4 MB 4.80e-01 ± 3.43e-02 2.92e-02 ± 5.28e-04 3.08e-02 ± 3.11e-04 2.18e-02 ± 4.33e-03
8 MB 8.22e-01 ± 1.22e-02 6.14e-02 ± 2.11e-03 6.44e-02 ± 4.58e-04 4.32e-02 ± 5.27e-03
16 MB 1.59e+00 ± 2.20e-02 1.15e-01 ± 2.16e-03 1.28e-01 ± 8.32e-04 8.13e-02 ± 5.94e-03
32 MB 3.17e+00 ± 1.18e-01 2.41e-01 ± 9.21e-03 2.66e-01 ± 2.41e-03 1.45e-01 ± 8.30e-03
64 MB 6.33e+00 ± 1.22e-01 4.83e-01 ± 1.21e-02 5.39e-01 ± 4.04e-03 2.76e-01 ± 7.07e-03
128 MB 1.25e+01 ± 1.52e-01 9.59e-01 ± 2.17e-02 1.07e+00 ± 8.09e-03 6.55e-01 ± 1.77e-01



7. CONCLUSIONES Y
PRINCIPALES APORTACIONES

A raíz del trabajo desarrollado en esta memoria, se pueden extraer una serie
de conclusiones que serán comentadas y enumeradas en este último capítulo. Las
primeras conclusiones surgen gracias al extenso análisis bibliográfico referente a
los métodos kernel para regresión. Éstas muestran como estos métodos kernels
han sido utilizados de manera equivalente a una RBFNN con tantos centros como
puntos de entrada del conjunto de entrenamiento. Dicho uso obtiene buenos resul-
tados de aproximación pero traslada la mayor parte de la dificultad del problema
a la selección de características o, en el caso de aproximación de series tempo-
rales, de los regresores. Sin embargo, ésto también conlleva que normalmente no
sean tratados con detalle en la bibliografía consultada dos elementos claves del
entrenamiento de éstos modelos:

1. El algoritmo de optimización de parametros no lineales de los modelos (gene-
ralmente, los parámetros de la función de kernel).

2. La elección de su principal elemento diferenciador, es decir, la función kernel
ya que ésta puede ser cualquiera que cumpla el teorema de Mercer.

Sin embargo, en esta memoria se ha demostrado cómo se pueden obtener me-
jores modelos con una adecuado método de optimización de los parámetros y con
el uso de kernels específicos. Respecto al diseño de los kernels, se ha propuesto
una metodología basada en el conocimiento proporcionado por el experto y tam-
bién se ha propuesto un método automático basado en Programación Genética.
Las conclusiones de este estudio han mostrado cómo la tarea del diseño del kernel
con Programación Genética es demasiado costosa computacionalmente aún te-
niendo en cuenta que el método de evaluación de los kernels ha sido optimizado.
Esta optimización de la función de evaluación es otra aportación del trabajo pre-
sentado en esta memoria puesto que implica la adaptación del test Delta al espacio
de características definido por los kernels.

Otra gran novedad expuesta en esta memoria es una variante del algoritmo
de los K vecinos más cercanos aplicado a problemas de regresión: el KWKNN,
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que ha demostrado ser un algoritmo competitivo con LSSVM, y con menor coste
computacional. Adicionalmente, se han implementado versiones de dicho algorit-
mo optimizadas para dos arquitecturas paralelas distintas: clusters de computado-
res y GPU (Graphic Processing Unit) de la empresa NVIDIA.

Finalmente, también se ha demostrado cómo se puede aprovechar arquitectu-
ras anteriormente mencionadas desde Matlab con dos toolboxes que se han imple-
mentado con dicho fín: MPIMEX y CUBLASMEX.

A continuación se enumeran detalladamente las principales conclusiones y
contribuciones científico-técnicas descritas en la presente memoria y desarrolladas
durante la realización de esta Tesis Doctoral:

1. Se ha realizado un estudio sobre la elección de parámetros óptimos para mode-
los LSSVM a partir de un conjunto de ejemplos de entrenamiento para proble-
mas de regresión. A partir de una intensa labor de revisión bibliográfica, se han
propuesto dos heurísticas para inicialización de los parámetros de un modelo
LSSVM para regresión:

a) Para el parámetro γ (ver apartado 3.2), común a todos los modelos LSSVM
independientemente del kernel, se presentó y justificó una heurística de ini-
cialización basada en estimadores no paramétricos del ruido en los datos de
un problema: los tests Delta y Gamma.

b) Aún siendo conscientes de la imposibilidad de dar una heurística común para
la inicialización de los parámetros concretos para cada posible kernel, dado
que cada función requiere un conjunto de parámetros diferente, sí que se ha
propuesto una para el kernel Gaussiano. Esta aportación es valiosa teniendo
en cuenta que este tipo de kernel es el más utilizado en los modelos LSSVM
para problemas de aproximación funcional.

2. Además de estas dos heurísticas, se describió cómo optimizar de manera más
eficiente los modelos LSSVM para regresión con respecto al error de valida-
ción cruzada. Esto se consiguió calculando las derivadas parciales del método
de evaluación de coste reducido de [An et al., 2007] (ver 3.2.1), lo que ha-
ce posible aplicar algoritmos de optimización como el Gradiente Conjugado.
La relevancia de los resultados ha quedado avalada con la publicación de un
artículo en el congreso ICANN 2009 [Rubio et al., 2009c] y otro en un nú-
mero especial de la revista International Journal of Forecasting [Rubio et al.,
2010b].

3. Se ha propuesto un nuevo método kernel basado en los K vecinos más cer-
canos ponderados, que denominamos KWKNN (ver Capítulo 4). Éste tiene
la ventaja de tener un menor coste computacional que las alternativas clási-
cas (SVR,LSSVM,Procesos Gaussianos) tanto en el entrenamiento como en su
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aplicación. Este nuevo método, eficiente de por sí, se ha implementado en dos
plataformas de cómputo de alto rendimiento distintas:

a) Cluster de computadoras: en una implementación denominada PKWKNN
específicamente creada para poder manejar conjuntos de datos cuyo tamaño
impidan la aplicación de los demás métodos kernel (ver apartado 4.7).

b) Procesador gráfico: implementación que acelera espectacularmente el pro-
cesamiento con conjuntos de datos de tamaño medio (ver apartado 4.9).

El algoritmo se ha comparado con otros modelos en los diversos experimentos
llevados a cabo en esta memoria (ver apartado 5.2.2), obteniendo resultados
que demuestran su competitividad. El método KWKNN y PKWKNN fue pre-
sentado en el artículo del congreso ESTSP 2008 [Rubio et al., 2008], siendo
premiado por la ENNS (European Neural Network Society) como mejor ar-
tículo del congreso, seleccionado para ampliación en número especial de Neu-
rocomputing (editorial Elsevier) y cuyo trabajo resultante ganó la competición
de series temporales del congreso. La versión ampliada del anterior trabajo ha
sido publicada [Rubio et al., 2010a]. Aparte, una descripción de PKWKNN
desde el punto de vista técnico fue presentada en el congreso HPCS 2009 [Ru-
bio et al., 2009a].

4. Se abordó el, hasta la fecha no considerado, problema de creación de kernels
específicos a los datos para modelos de regresión. Esta tarea se enfocó al im-
portante caso particular de los problemas de predicción de series temporales.
Se obtuvo una metodología de diseño de kernels basada en conocimiento ex-
perto (ver apartado 5.2) que se aplicó con éxito para predicción a largo plazo de
series temporales, como puede verse en los ya citados artículos [Rubio et al.,
2008] y [Rubio et al., 2010a]. También se diseñó un algoritmo de Programa-
ción Genética (ver apartado 5.3) para intentar obtener kernels adaptados a un
problema en particular del cual no se tenga previo conocimiento, presentado en
el congreso IWANN 2009 [Rubio et al., 2009b]. La mayor novedad del citado
algoritmo con respecto a la literatura es la evaluación de los kernels de forma
independiente de un modelo kernel concreto mediante una versión modificada
del test Delta (ver apartado 5.3.2).

5. Se han desarrollado dos toolboxes de Matlab que permiten utilizar las plata-
formas de cómputo de alto rendimiento Cluster de computadoras y procesador
gráficos de las tarjetas gráficas NVIDIA. La primera es MPIMEX, que da ac-
ceso a la librería MPI para programación paralela, y cuyo rendimiento con
respecto a otras alternativas queda patente en el estudio presentado en el apar-
tado 6.2. La segunda toolbox es CUBLASMEX, que da acceso desde Matlab a
CUBLAS (una implementación de BLAS en GPU de NVIDIA).
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7.1. Conclusions

There are several main conclusions that can be extracted the work developed
and presented in this report. The first conclusion is based on literature review
about kernel methods for regression. This shows as kernel methods have been
used as RBFNN with a radial basis centered in every input vector of the sample
set. Good results are achieved but the fact is that the main problem to be tackled
is the well-known feature selection problem; more specifically, in the case of time
series prediction, the selection of the most important regressors. Nevertheless, two
fundamental issues associated to kernel methods are neglected:

1. The optimization algorithm for the non-linear parameters of the models (mainly,
the parameters of the kernel functions).

2. The main differentiator of kernel methods: the possibility of using an arbitrary
kernel function as long as it follows the Mercer’s Theorem.

In this memory it has been demonstrated how better models can be obtained
with an adequate method for the optimization of the parameters and the use of
specific-to-problem kernels. Concerning the design of kernels, it is proposed a
methodology based on the knowledge provided by the expert as well as an auto-
matic method based on Genetic Programming. The studies have shown that the
task designing a kernel with Genetic Programming is too expensive computatio-
nally even taking into account that the evaluation method for the kernels has been
optimized. This optimization of the evaluation function is another contribution
presented in this report since it involves the definition of the Delta test on the
feature space defined by kernels.

Another main novelty presented in this memory is a variant of the K nea-
rest neighbour for regression, KWKNN, which has proved to be competitive even
comparing with LSSVM, and with lower computational costs. Moreover, it has
been created implementations of KWKNN for two different parallel architectu-
res: a compute cluster platform version of KWKNN and a NVIDIA GPU (Graphic
Processing Unit) version, which makes use of the CUDA library.

Finalmente, también se ha demostrado cómo se puede aprovechar arquitectu-
ras anteriormente mencionadas desde Matlab con dos toolboxes que se han imple-
mentado con dicho fín: MPIMEX y CUBLASMEX.

Finally, it has also shown how take advantage from Matlab of the aforemen-
tioned two HPC architectures with two toolboxes (MPIMEX and CUBLASMEX)
that have been implemented for this purpose.

The main conclusions as well as scientific and technical contributions develo-
ped during the course of this thesis, and finally presented in this report are descri-
bed schematically below in more detail:
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1. The choice of optimal parameters for LSSVM models from a training set of
examples in regression problems has been studied. After an intensive review of
the literature on the subject, two heuristics for initialization of the parameters
of a LSSVM model for regression were presented:

a) For the parameter γ (see section 3.2), common to all LSSVM models regard-
less of kernel, a heuristic for its initialization based on the Delta and Gamma
tests (which are non parametric noise estimators [Lendasse et al., 2006]) is
presented and justified.

b) Even being aware of the impossibility of giving a common heuristic for the
initialization of the specific parameters for each possible kernel, since each
function requires a different set of parameters, it has been proposed one
for the kernel Gaussian. This contribution is valuable given that this kernel
is the most widely used in LSSVM models for functional approximation
problems.

2. Additionally from these two heuristics, it was described how to optimize more
efficiently LSSVM models for regression with respect to cross-validation error.
This was achieved computing the partial derivatives of the low cost evaluation
method of cross-validation error of [An et al., 2007] (see Section 3.2.1), which
makes possible to apply optimization algorithms such as Conjugate Gradient.
The relevance of the results has been endorsed by the publication of a paper in
the ICANN 2009 conference [Rubio et al., 2009c] and other in a special issue
of the International Journal of Forecasting [Rubio et al., 2010b].

3. A new method kernel, KWKNN, based on the weighted K nearest neighbors,
has been proposed (see Chapter 4). This method has the advantage of having
lower computational costs in training and implementation than classical ap-
proaches, such as SVR, LSSVM or Gaussian processes. This efficient method
has been additionally implemented on two high performance computing plat-
forms:

a) Compute cluster: an implementation called PKWKNN was specifically crea-
ted to handle data sets whose size would prevent the use of usual kernel
methods (see section 4.7).

b) Graphics Processing Unit: the implementation using CUDA accelerates dra-
matically the processing of data sets of medium size (see section 4.9).

The algorithm has been compared with other models in the various experiments
carried out in this report (see section 5.2.2), with results that demonstrate its
competitiveness. KWKNN and PKWKNN were presented in a paper at the
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ESTSP 2008 conference [Rubio et al., 2008], which was awarded by the ENNS
( textit (European) Neural Network Society) as best paper of the conference,
selected for publication in the special issue of Neurocomputing (Elsevier) and
this results won the competition of time series prediction of the conference. The
extended version of the previous work has been published [Rubio et al., 2010a].
In addition, a description from the technical point of view of PKWKNN was
presented at the HPCS 2009 conference [Rubio et al., 2009a].

4. The creation of specific-to-problem kernels to the data for regression models,
so far not considered, was addressed. This task was focused to the important
case of time series forecasting. A design methodology kernels based on expert
knowledge was obtained (see section 5.2), and successfully applied to time se-
ries long-term prediction, as shown in the aforementioned paper [Rubio et al.,
2008] and [Rubio et al., 2010a]. A Genetic Programming algorithm was also
created to attempt to obtain kernels adapted to a particular problem without
prior knowledge (see section 5.3). It was presented at the IWANN 2009 con-
ference [Rubio et al., 2009b]. The main novelty of the algorithm with respect
to the literature is the evaluation of the kernels independently of a particular
model using a modified version of the Delta test (see section 5.3.2).

5. We have worked in the implementation of two Matlab toolboxes that allow the
use of HPC platforms compute cluster and NVIDIA graphics processor units.
The first is MPIMEX, which gives access to the MPI library for parallel pro-
gramming, and which performances over other alternatives are made evident
in the study presented in Section 6.2. The second is CUBLASMEX, which gi-
ves access from Matlab to CUBLAS, an implementation of BLAS on NVIDIA
GPUs.
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