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4.2.3. Estimación del parámetro de ruido . . . . . . 35

4.2.4. Algoritmo variacional completo . . . . . . . . 35

4.3. Inferencia Rápida Sparse . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Resumen

La detección y localización de amenazas resulta una tarea de vital
importancia en la seguridad de instalaciones públicas o privadas tales
como, por ejemplo, aeropuertos, instalaciones gubernamentales, estadios o
almacenes de grandes empresas de distribución. Las ondas milimétricas son
emitidas de forma natural por todos los cuerpos debido a su temperatura;
esta radiación es capaz de atravesar tejidos como la ropa mostrando
objetos ocultos bajo esta de distintos materiales: metales, ĺıquidos,
plásticos, etc. Las cámara milimétricas pasivas son dispositivos que captan
estas ondas formando una imagen sin la emisión artificial de ningún tipo
de radiación, por lo que resultan inocuas. No obstante, la calidad de las
imágenes generadas es t́ıpicamente muy limitada debido a su baja
resolución, escasa relación señal a ruido y otras posibles degradaciones
inherentes a los sistemas de captación.

Esta tesis doctoral está dedicada al procesamiento y mejora de las
imágenes captadas con el objetivo final de hacer más precisos los sistemas
de detección. Se proponen soluciones a los problemas de inpainting,
eliminación de ruido y deconvolución ciega desde una misma perspectiva
probabiĺıstica en un marco bayesiano haciendo uso de la inferencia
variacional. La aproximación utilizada permite la estimación automática de
los parámetros del modelo conjuntamente con la de las propias imágenes
subyacentes. Los dos primeros problemas se resuelven mediante el
aprendizaje basado en diccionarios, desarrollando un nuevo método para la
estimación de los diccionarios y los vectores de coordenadas que
representas a las señales en estas ((bases)). La deconvolución ciega elimina
el emborronamiento desconocido presente en las imágenes; se propone un
método de estimación de este emborronamiento para la estimación de la
imagen ńıtida latente. Ambos trabajos presentan un denominador común,
las distribuciones a priori sparseque se utiliza para modelizar nuestro
conocimiento sobre la señal subyacente. La presente tesis aborda la
inferencia variacional con el uso de estas distribuciones, garantizando
soluciones anaĺıticas que aproximan las distribuciones a posteriori de las
imágenes latentes, lo que constituye una novedosa contribución a la
literatura.

Finalmente, se aplican los métodos de mejora de imágenes
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desarrollados sobre una base de datos de imágenes propia y se estudia el
efecto sobre dos métodos de detección con filosof́ıas totalmente distintas:
un primer método clásico basado en extracción de caracteŕısticas y
detección por bloque; y un segundo basado en una red neuronal
convolucional con estructura de autoencoder. En ambos casos se observarán
mejoras significativas en la detección.
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Abstract

Threat detection and localization is a vital task in security and
surveillance applications in private, public or government facilities such as
airports, stadiums, warehouses of large logistics companies or embassies.
All bodies at a temperurate higher than absolute zero naturally emit
millimeter wave radiation which is capable of travelling through layers of
clothing revealing hidden objects of different materials: metals, liquids,
pastics, etc. Passive millimeter wave cameras/scanners receive the
radiation in this band of the spectrum generating an image without the
need of artificial emission of waves, thus not posing a health hazard.
However, passive millimeter wave images display very limited quality due
to their low signal-to-noise ratio and resolution, as well as other
degradations caused by the acquisition systems.

This doctoral thesis is devoted to the processing and enhancement of
the acquired images with the ultimate goal of improving the accuracy of
the detection systems. We propose comprehensive solutions to the
inpainting, denoising and blind deconvolution problems from a
probabilistic perspective within a Bayesian framework using variational
inference. This approach allows for the automatic estimation of all model
parameters along with the latent images simultaneously. The first two
problems are solved with dictionary learning: we develop an efficient
technique for the estimation of the dictionaries and sparse coordinate
vectors which represent the observed signals in these “bases”. Blind
deconvolution supresses the unknown blur in images; a method for the
estimation of this blur is proposed to estimate the underlying sharp
images. Both works share a common denominator: the use of sparse priors
to model the a priori knwledge on the latent signals. This thesis tackles
variational inference with the use of these priors, ensuring tractable
solutions that closely approximate the posterior distribution of the latent
images, constituing a novel contribution to the literature.

Finally, we apply the developed image enhancement techniques on an
image database and study the impact on two detection methods with
radically different philosophies: a classical approach based on feature
extraction and per-block classification and a second one which uses an
autoencoder-like convolutional neural network. In both cases substantial
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improvement in detection performance will be observed.
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Conclusions

This doctoral thesis has tackled the threat detection problem in passive
millimeter wave images focusing on the preprocessing of the acquired
images due to its limited quality. Concretely, we have dealt the inpainting,
denoising and blind deconvolution problems, utilizing Bayesian modelling
and obtaining robust solutions thanks to variational inference. Both
inpainting and denoising have been approached developing a Bayesian
dictionary learning method. Additionally, a second dictionary learning
technique where dictionaries are also sparse has been presented. Secondly,
we have proposed a blind image deconvolution method focusing on blur
estimation using the Spike-and-Slab sparse prior together with variational
EM inference, which constitutes a novel contribution in the field. Last, we
applied the developed processing techniques to an extensive database of
passive millimeter wave images in order to assess the impact on detection
performance. For this purpose, two different detection philosophies have
been considered: a classical approach using feature extraction and
per-block detection, and a second one using deep learning. We can draw
further specific conclusions on the three main themes in which the thesis
has been divided.

Dictionary learning: Denoising and Inpainting

We first presented the BKSVD algorithm to solve the `1 dictionary
learning problem. The prior imposed on the coefficient vectors
enforces sparsity while rendering Bayesian inference tractable. We
use a Bayesian framework for inference that allowed us to take into
account the uncertainties of the model, improving the solutions. All
model parameters were estimated automatically within the model.

The model was applied to image inpainting and denoising obtaining
state-of-the-art results. The popular K-SVD has two major drawbacks:
it requires the knowledge of the true noise level and the number of non-
zeros in the sparse signals. The proposed method solves both problem,
although at the expense of a higher computational cost. BKSVD and
BFPA are the best-performing dictionary learning methods, but the
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latter introduces more visible artifacts in the images.

inpainting has been tackled in two different manners: learning a
dictionary from a set of clean images and from the corrupt image
itself.

BKSVD dictionaries have a better mutual coherence, resulting in
higher quality reconstructions with more optimal sparse solutions.

dictionary size has an impact on the quality of the sparse
representations. The estimation of this parameter is not embedded in
the inference procedure.

A double sparsity dictionary learning model has also been presented
using an analogous hierarchical modelling for the dictionary
representation vectors. The main advantage over deterministic
doubly sparse techniques lies in the automatic estimation of the noise
and the inclusion of the uncertainty of the estimates to refine the
solutions. This technique produces competitive PSNR and SSIM
values for the image denoising problem. Additionally, a general
formulation was used which is also valid for inpainting and
compressive sensing.

Finally, we developed a different approach to the sparse representation
problem, using Laplace posteriors and showed its tractability.

Blind Image Deconvolution

We presented a new blind image deconvolution method in the filter
space. The main novelty of the method is the introduction of the spike-
and-slab prior on the high-pass filtered images generated from the
observed blurry image.

This prior shrinks irrelevant information, discarding pixels which can
compromise blur estimation.

A simple, yet powerful, reparametrization of the prior allows for the
use of variational inference. Additionally, a sensible factorization of
the approximation of the image posterior better suits the multimodal
nature of the true posterior.

We developed an efficient EM algorithm for the estimation of the PSF,
which automatically estimates all model parameters.

We provided a deep study of the spike-and-slab prior behavior which
casts light on the pixel selection capabilities of the blur estimation
method.

6
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Experimental results show the model competitiveness, producing more
precise blur estimations which lead to a higher mean PSNR score with
lower variance. This indicates the model robustness.

The proposed BID method is also robust against noise in the images.

Application to PMWWI

Two different methodologies to approach the threat detection
problem have been used. First, a classical feature extraction and
per-block classification scheme has been explored. Haar and LBP
features were considered and an ensemble of Random Forest was
used as classifier. Secondly, a deep learning approach has been used
for the binary segmentation of the image.

The presence of missing data in the acquired signals made image
inpainting necessary, for which the BKSVD method in chapter II was
used. This is a crucial step, especially for the feature extraction
approach.

The improvements due to BID highly depends on the previous
denoising of the images. However, due to the presence of
high-intensity non-stationary noise in the image, which is not
completely removed by the denoising method, a number of artifacts
appear in the deconvolved images, limiting the improvement in
detection.

The experiments show a clear improvement in detection rate after
denoising with BKSVD, but it is still important to correctly select
the signal and dictionary size. However, the high level of noise in the
images limit the gains of this preprocessing technique when using the
per-block classifier.

The convolutional neural network approach produces remarkably
better detection results, which are suitable for practical
implementation of the system. The classical methodology needs a
deeper study of feature extraction strategies to obtain competitive
results.
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Caṕıtulo I

Introducción

Las ondas milimétricas son capaces de atravesar los tejidos, permitiendo
la localización de objetos ocultos bajo la ropa. Los sistemas de detección
basados en tecnoloǵıa milimétrica resultan de gran utilidad en aplicaciones
de seguridad y han sido objeto de investigación reciente. Este caṕıtulo se
centra en el estudio de las imágenes milimétricas pasivas, la naturaleza de
su formación y las degradaciones presentes en ellas. A la vista de estas
degradaciones, principalmente, datos perdidos en la adquisición, alto nivel
de ruido y desenfoque de las imágenes y, previo estudio de los trabajos de la
literatura sobre detección de amenazas en este tipo de imágenes, se propone
el procesamiento de las imágenes con el fin de mejorar los resultados de
detección.

1. Motivación

La radiación milimétrica, es decir, la debida a las ondas en el rango de
frecuencias 30-300 GHz (1-10 mm de longitud de onda), se ha convertido en
una prometedora herramienta para sistemas de seguridad en aeropuertos y
otras instalaciones con trasiego continuo de usuarios como estaciones de tren,
metro o instalaciones gubernamentales [1], motivando una ingente cantidad
de trabajos de investigación e ingenieŕıa.

La utilidad de estas ondas para la detección de amenazas radica en su
capacidad de atravesar tejidos como la ropa, revelando aśı diversos objetos
potencialmente peligrosos que pudieran haber sido ocultados bajo esta. La
radiación milimétrica se encuentra de forma natural en el ambiente y es
debida a la temperatura de los cuerpos. Las cámaras milimétricas que captan
esta radiación natural procedente de los objetos, ya sea emitida por ellos, o
simplemente reflejada, reciben el calificativo de ((pasivas)). En contraposición,
los sistemas de captación ((activos)) emiten pulsos de radiación milimétrica
que serán reflejados por los objetos dando lugar a imágenes de mayor relación
señal a ruido, llegando a suponer una invasión a la privacidad de los sujetos.
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CAPÍTULO I. INTRODUCCIÓN

La radiación milimétrica no es ionizante, por lo que no supone un riesgo
para la salud de los sujetos escaneados en ninguno de los casos. Podemos
encontrar también sistemas de detección basados en rayos X. Al contrario
que los equipos médicos basados en esta tecnoloǵıa, la interacción con la piel
es mı́nima, con niveles de radiación por debajo de los umbrales establecidos
por las organizaciones de salud pertinentes. No obstante, al igual que los
sistemas activos de ondas milimétricas, estos escáneres son controvertidos
por su invasión de privacidad. Véase el interesante estudio sobre privacidad
y efectos en la salud de ambos sistemas en [2].

2. Formación de las imágenes milimétricas

La radiación milimétrica procedente de los cuerpos transporta
información intŕınseca de los objetos que la emiten, posibilitando su
identificación mediante el uso de sensores adecuados. Según la teoŕıa del
cuerpo negro, todo cuerpo con un temperatura superior a 0 K emite una
radiación caracteŕıstica natural que transporta información sobre śı, siendo
más intensa cuanto mayor sea la temperatura de este. Esta relación viene
dada por la fórmula de radiación de Planck [3], según la cual, la densidad
de enerǵıa de radiación por unidad de volumen y frecuencia de un cuerpo
negro/cavidad es

Sν =
8πν2

c3
hν

ehν/kT − 1
, (I.1)

donde ν es la frecuencia de la radiación, T la temperatura absoluta del
objeto y h y k son las constantes de Planck y Boltzmann respectivamente,
ver fig. 1. Vemos que la densidad de radiación depende de dos factores: el
número de modos resonantes presentes en la cavidad, que es directamente
proporcional al cuadrado de la frecuencia, y un segundo factor que expresa
la enerǵıa media por modo. En el espectro de las ondas milimétricas, donde
hν << kT , podemos utilizar la ley de Rayleigh-Jeans, según la cual

Sν ≈
8πν2

c3
kT, (I.2)

en donde se asume una enerǵıa media por modo no dependiente de la
frecuencia. La radiación total captada por una cámara resultará de la
integración en el ancho de banda de funcionamiento ∆ν de la densidad de
radiación y, dado que los objetos reales no son cuerpos negros ideales, esta
enerǵıa vendrá multiplicada por un factor de emisividad ε

E(ν0, T ) = ε

∫ ν0+
∆ν
2

ν0−∆ν
2

Sν = ε
8πν20∆ν

c3
kT, (I.3)

siendo proporcional a la temperatura del cuerpo, lo que nos permitirá
representar la radiación total procedente de un cuerpo a través de una
temperatura efectiva.
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2. FORMACIÓN DE LAS IMÁGENES MILIMÉTRICAS

Figura 1: Radiación del cuerpo negro.

Aparte de la radiación emitida por el propio cuerpo que será recogida
por la cámara milimétrica, hay que considerar otras contribuciones. Por un
lado, todo cuerpo reflejará una fracción de la radiación procedente de objetos
situados frente a él y, por otro, parte de la radiación milimétrica originada (o
reflejada) por objetos situados detrás atravesará a este incidiendo también en
los sensores, ver fig. 2. Podemos, consecuentemente, representar la radiación
total procedente de un cuerpo teniendo en cuenta estas tres contribuciones

Tef = εTo + ρTf + τTt, (I.4)

donde To, Tf y Tt denotan las temperaturas del objeto y los cuerpos frente
y tras él respectivamente; ρ y τ la reflectividad y transmitancia del cuerpo.

Figura 2: Contribuciones de radiación recibidas por un sensor en una
dirección del espacio.
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CAPÍTULO I. INTRODUCCIÓN

Gracias al concepto de temperatura efectiva de radiación podemos analizar
una situación más compleja, como por ejemplo, la presencia de un objeto
oculto bajo la ropa, ver fig. 3. Un estudio de las diferentes contribuciones

Figura 3: Contribuciones de la radiación recibida por un escáner de ondas
milimétricas en presencia de un objeto oculto. Ta denota la temperatura
ambiente.

con objetos de distintos materiales [4] apunta, entre otras conclusiones, que
para que el objeto sea distinguible del cuerpo la temperatura ambiente ha
de ser preferentemente baja (fŕıa). Además, la diferencia de temperatura de
radiación efectiva entre cuerpo y objetos metálicos es la más pronunciada
(en comparación con plásticos y materiales cerámicos), haciendo que estos
sean más fáciles de detectar.

3. Detección de amenazas en PMMWI

Las condiciones no óptimas de captación de las señales, junto a la baja
relación señal a ruido inherente a los sistemas pasivos provocan una baja
calidad en las imágenes formadas, complicando sobremanera las tareas de
detección de amenazas. Además de estos problemas, las imágenes
milimétricas pasivas presentan una baja resolución, alta variabilidad
espacial de intensidad de señal. La diversidad de las potenciales amenazas
en cuanto a tamaño, forma, posición y propiedades de transmisión (ε, ρ y
τ) complican aún más el problema. En consecuencia, los sistemas de
detección presentan una alta tasa de errores, ya sea por incapacidad de
detectar ciertas amenazas, verdaderos positivos, o por identificar como
tales a regiones de la imagen que realmente no lo son, falsos positivos,
ocasionando que dichos sistemas presenten una utilidad reducida.
Idealmente, los sistemas de detección de amenazas han de ser capaces de
detectar todas las amenazas presentes en las imágenes, presentando, a su
vez, un muy bajo, o nulo, número de falsos positivos por imagen y, además,
han de funcionar en tiempo real.

En la literatura podemos encontrar diferentes aproximaciones a la
detección de amenazas en imágenes milimétricas pasivas como se explica

12



3. DETECCIÓN DE AMENAZAS EN PMMWI

en [5, 6]. Por ejemplo, en [7] se utiliza K-medias junto con Active Shape
Models para la segmentación de las imágenes en tres regiones
correspondientes al fondo, cuerpo del sujeto escaneado y objeto. Sin
embargo, la segmentación no siempre es correcta. En un trabajo
posterior [8], se utilizan modelos de mezclas de gaussianas para
caracterizar las mismas tres regiones mejorando sus resultados previos.
Mart́ınez et al. [9] utilizan métodos de eliminación de ruido previos a la
segmentación mediante Local Binary Fitting. A pesar de obtener buenos
resultados de detección, al menos para imágenes de calidad media/alta, el
algoritmo no es apto para aplicaciones en tiempo real. En [10] se propone
una detección basada en una segmentación global y otra local mediante
mezcla de gaussianas en imágenes milimétricas tomadas en exteriores. No
obstante, el método fue testeado con una base de datos muy limitada en
cuanto a número de imágenes y tipos de amenazas. Posteriormente, en [11]
se utiliza la misma segmentación pero inicializando los parámetros de la
mezcla con un K-medias. Gómez et al. proponen un algoritmo eficiente
basado en eliminación de ruido y morfoloǵıa matemática. Encontramos
también trabajos dedicados a la identificación de amenazas concretas,
como pistolas o armas de filo, eso śı, por supuesto, esto solo es posible
utilizando imágenes milimétricas activas. Por ejemplo, en [12] los autores
utilizan una combinación de técnicas con este propósito: SVD para la
reducción de artefactos/ruido, transformada Wawelet para mejorar la
resolución, umbralización para la localización de objetivos y, por último,
una red neuronal para una identificación invariante a rotaciones. Otro
trabajo en esta ĺınea [13] utiliza PCA para eliminar la varianza de escala y
rotación y un clasificador con dos capas para distinguir entre amenazas y
objetos corrientes. Finalmente, los trabajos de S. López-Tapia et al. [5, 6]
abordan el problema de detección de amenazas como un problema de
clasificación binaria. El primero de ellos aborda el problema mediante la
eliminación de ruido y posterior extracción de caracteŕısticas. Para la
clasificación se estudian múltiples clasificadores, siendo Random Forest el
que mejores resultados obtiene. No obstante, los resultados obtenidos
presentan un número elevado de falsos positivos en algunos de los casos. El
segundo de los trabajos [6] propone utilizar una red convolucional con
estructura de autoencoder para la detección. En este caso, se alcanza una
clasificación perfecta con una cantidad insignificante de falsos positivos
pero concluyen que el uso de preprocesamiento, el mismo que se utiliza
en [5], no mejora en ningún caso los resultados de detección. Serán estos
dos métodos los que utilicemos en el caṕıtulo IV para confirmar una
mejora sustancial en la detección tras aplicar los métodos de
preprocesamiento propuestos.

En esta tesis estudiaremos métodos de procesamiento y mejora de las
imágenes para ayudar a la detección en imágenes milimétricas pasivas, no
buscando una segmentación, sino, directamente, la localización de amenazas.
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CAPÍTULO I. INTRODUCCIÓN

4. Degradaciones en imágenes milimétricas

En este trabajo nos centraremos en las imágenes milimétricas pasivas.
Estas imágenes presentan degradaciones intŕınsecas debidas al proceso de
captación. Son habituales las cámaras milimétricas que realizan un escaneo
por barrido; estas cámaras generan una señal intermedia, a partir de la
cual, mediante una transformación adecuada, se formará la propia imagen
milimétrica. Las imágenes intermedias adquiridas presentan datos perdidos
debidos al propio sistema de captación por fallos electrónicos, mecánicos
y/o f́ısicos. Resultará vital para la formación de la imagen final la
recomposición de los datos perdidos. Este problema, habitualmente
conocido como inpainting, puede ser abordado también mediante el uso de
diccionarios. Por otro lado, debido a la poca intensidad de radiación
natural presente en las escenas y condiciones de temperatura no ideales, las
imágenes captadas presentarán altos niveles de ruido. En segundo lugar,
fallos en el sistema de captación pueden provocar la pérdida de datos en
las imágenes y, por último, el movimiento del sujeto durante la captación
supone un riesgo de emborronamiento en la imagen captada.

El ruido en imágenes se debe principalmente a los sistemas de
captación o cámaras que toman las imágenes y, en menor medida, al
proceso de conversión analógico-digital (ruido de cuantización). El ruido
inherente a la cámara tiene un carácter aleatorio sin correlación espacial y
puede modelarse como un proceso aditivo. Es decir, siendo y la imagen
ruidosa captada, x la imagen libre de ruido y n la ((imagen de ruido)),

y = x + n. (I.5)

Esta degradación suele deberse a los sensores y demás componentes
electrónicos del sistema de captación. Adicionalmente, la correcta
iluminación1de la escena tiene también un papel importante en la presencia
de ruido. El proceso de eliminación del ruido de las imágenes para obtener
la imagen ((limpia)) subyacente suele referirse en la literatura mediante su
denominación en inglés, denoising. Existen multitud de técnicas de
denoising en la literatura. Estas dependen en gran medida del modelo de
ruido considerado o, en otras palabras, la distribución de probabilidad
asumida para modelarlo. En este trabajo utilizaremos el aprendizaje
basado en diccionarios como técnica de eliminación de ruido y asumiremos
una distribución gaussiana de media nula sobre el mismo. Nótese, no
obstante, que el ruido presente en estas imágenes es no estacionario (ver
fig. 4), utilizándose el modelo gaussiano como una simplificación.

Las imágenes presentan adicionalmente una degradación exclusiva
inherente debida al tiempo de adquisición de las muestras. El movimiento

1En el caso de las imágenes milimétricas una correcta iluminación no consiste en la
presencia de luz de suficiente intensidad, sino a unas condiciones adecuadas de temperatura
ambiente.
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Figura 4: Ejemplos de imágenes milimétricas pasivas.

no controlado del sensor durante la adquisición o el del objeto captado
provocan distorsiones en las imágenes, haciendo que el valor en un ṕıxel
sea una suma de contribuciones correspondiente no a un única dirección en
el espacio, sino a un rango continuo de direcciones, provocando
emborronamiento en la imagen. Formalmente, es posible modelar esta
degradación mediante la convolución

y = h ∗ x (I.6)

de la imagen ńıtida x con un filtro h que modelará el movimiento de la
cámara y/o objeto. El problema de la estimación de la imagen ńıtida sin
conocimiento previo del filtro de emborronamiento recibe el nombre de
deconvolución ((ciega)) de imágenes. El trabajo propuesto en esta tesis
presenta un modelado bayesiano del problema que permite imponer
conocimiento previo sobre las caracteŕısticas de la solución.

Nótese que es habitual encontrar más de una de estas degradaciones
actuando simultáneamente sobre las imágenes. Concretamente
consideraremos los problemas de inpainting y deconvolución en presencia
de ruido.

5. Objetivos y estructura de la tesis

El objetivo principal de la tesis será, pues, el desarrollo de técnicas de
preprocesamiento de imágenes con el fin de mejorar la precisión de los
clasificadores y, con ello, la tasa de acierto en la detección de amenazas en
imágenes milimétricas pasivas. La consecución de este objetivo se aborda
mediante el cumplimiento de los siguientes objetivos parciales más
espećıficos:

Estudio de las técnicas de preprocesamiento de imágenes susceptibles
de resultar en una potencial mejora en la calidad de las imágenes
milimétricas. Concretamente, denoising, inpainting y deconvolución
ciega.
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CAPÍTULO I. INTRODUCCIÓN

Utilización del paradigma bayesiano para la modelización de estos
problemas.

Estudio y aplicación de distribuciones a priori sparse. Principalmente,
las distribuciones normal, laplaciana, mezcla infinita de gaussianas y
Spike-and-Slab.

Estudio y desarrollo de técnicas bayesianas de aprendizaje de
diccionarios con a priori sparse.

Estudio de diccionarios sparse para el problema de aprendizaje de
diccionarios bayesiano.

Estudio del efecto del uso de distribuciones a posteriori laplacianas en
el problema de codificación sparse.

Aplicación de las técnicas basadas en diccionarios desarrolladas para
los problemas de denoising e inpainting.

Desarrollo de una técnica para la estimación del emborronamiento en
imágenes mediante inferencia variacional y a priori Spike-and-Slab.

Diseño de un método completo de deconvolución ciega haciendo uso
de la estimación del emborronamiento desarrollada.

Aplicación de las técnicas de preprocesamiento diseñadas sobre
imágenes milimétricas para cuantificar su influencia sobre la tesa de
detección.

Los objetivos marcados conducen, de manera natural, a la siguiente
estructura de la memoria. En el presente caṕıtulo se ha presentado el
problema de detección de objetos/amenazas en imágenes, exponiendo las
diversas degradaciones de las imágenes que afectan directamente a su
rendimiento, motivando aśı la necesidad de preprocesamiento de estas.

El caṕıtulo II está dedicado a los problemas de denoising e inpainting
dado que ambos pueden abordarse mediante la representación sparse de
las imágenes en base a diccionarios. Veremos la modelización bayesiana del
problema de aprendizaje de diccionarios clásico, y una modificación en la
que usamos diccionarios que serán, a su vez, sparse. Además, se describirá la
inferencia variacional bayesiana utilizada para la estimación de las diferentes
variables latentes y parámetros del problema. Ambos problemas comparten
una misma modelización e inferencia de las señales sparse; finalizaremos el
caṕıtulo con la propuesta preliminar de una nueva modelización para estas
señales, imponiendo una distribución a posteriori laplaciana sobre ellas.

A continuación, el caṕıtulo III se centra en el problema de
deconvolución ciega imágenes. En él, se propone una técnica de estimación
del emborronamiento mediante el uso de la a priori Spike-and-Slab para
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modelar el conocimiento previo sobre las imágenes ńıtidas. En este caso,
desarrollamos un método de inferencia variacional EM.

El último caṕıtulo teórico de la memoria, cap. IV, está enfocado a la
aplicación práctica de los métodos desarrollados a las imágenes milimétricas.
Se utilizarán dos metodoloǵıas de detección diferentes sobre las imágenes
preprocesadas utilizando los métodos de inpainting, eliminación de ruido y
deconvolución vistos en los dos caṕıtulos previos y analizando las ganancias
producidas por este preprocesamiento.

El caṕıtulo V enumera las conclusiones finales de la presente tesis y
expone una serie de posibles v́ıas futuras de investigación y, finalmente,
la tesis concluye con la bibliograf́ıa consultada para la elaboración de este
trabajo.
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Caṕıtulo II

Denoising e Inpainting
mediante aprendizaje de
diccionarios

Como ya hemos indicado en el caṕıtulo anterior, la eliminación de ruido
en imágenes milimétricas debe permitir la mejora en la clasificación de las
mismas. En este caṕıtulo, proponemos un método de mejora de imágenes a
imágenes milimétricas. La metodoloǵıa propuesta es, como veremos, no solo
capaz de eliminar ruido en imágenes, sino que también permite abordar el
problema de completado de imágenes o inpainting, que, como se hizo intuir
en el caṕıtulo I, es necesario para la formación de la imagen milimétrica
final. Más adelante, en el caṕıtulo IV, quedará justificada la aplicación de
esta técnica.

Tanto la eliminación de ruido como el inpainting son problemas que
pueden ser abordados desde la teoŕıa del aprendizaje de diccionarios.
Desarrollamos un método bayesiano para la estimación de estos, utilizando
la inferencia variacional para la estimación de las imágenes subyacentes.
Según la teoŕıa de diccionarios, las señales admiten una representación a
partir de un pequeño número de los elementos de un diccionario,
recibiendo el nombre se sparse. Para modelar este tipo de representaciones
utilizaremos distribuciones a priori adecuadas y métodos de representación
sparse que serán los encargados de estimar los coeficientes de esta
representación.

En primer lugar se expondrá el método bayesiano de aprendizaje de
diccionarios con a priori laplaciana. Este trabajo ha sido publicado en
revista [14]. Como extensión de este trabajo, expondremos a continuación
la adaptación al modelo doblemente sparse (publicado en [15]), en el cual
se consideran diccionarios a su vez sparse. Por último, proponemos una
alternativa a la estimación de las señales sparse pendiente de publicación
basada en el uso de distribuciones a posteriori laplacianas en el apartado 6.
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1. Introducción

Un diccionario no es más que un conjunto de K vectores dk ∈ RP que
permiten la representación de señales a partir de combinaciones lineales de
los mismos

y =
∑
k

dkxk, (II.1)

donde y ∈ RP es la señal representada y xk los coeficientes de la combinación
lineal. Esta relación puede expresarse de forma matricial como

y = Dx, (II.2)

donde D = [d1, . . . ,dK ] y x = [x1, . . . , xK ]T. Un primer problema reside en
la resolución de esta ecuación, i. e., encontrar el vector x que representa a la
señal y en base al diccionario D. Si este fuera una base de RP , la solución
resultaŕıa sencilla, pues D seŕıa una matriz invertible y podŕıamos obtener
x simplemente como D−1y. No obstante, esto correspondeŕıa a un simple
cambio de base sin ninguna ganancia clara.

La situación real es algo más compleja. Por un lado, queremos tomar
en consideración el ruido presente en la adquisición de señales no incluido
en el modelo simplista visto en (II.2). Por otro, queremos exigir que la
solución obtenida solo haga uso de un pequeño subconjunto de los
elementos dk del diccionario, conocidos como ((átomos)). Este tipo de
soluciones son conocidas como representaciones sparse. Podemos expresar
matemáticamente el problema de representación sparse como

x̂ = arg min
x
‖y −Dx‖2, (II.3)

s.a.‖x‖0 ≤ T,

donde la pseudonorma `0 cuenta el número de componentes distintos de cero
en un vector. Este es un problema NP-completo y mal definido, en el sentido
de Hadamard, que requiere técnicas espećıficas para su resolución, véase el
apartado 2.

El número de átomos necesarios para representar una señal depende en
gran medida del diccionario elegido. Una base, pese a ser un diccionario
válido que garantiza la posibilidad de encontrar una representación de
cualquier señal, resulta una elección de diccionario muy poco eficiente en
cuanto a su capacidad de conseguir soluciones sparse. Es de esta necesidad
de facilitar las soluciones sparse, dada la poca expresividad de las bases, la
que condujo al desarrollo de los diccionarios sobrecompletos. Esto es,
diccionarios que cuentan con un número de átomos bastante mayor que la
dimensionalidad de las señales a representar (K > P ). La transición
paulatina hacia los diccionarios sobrecompletos comenzó con el uso de
diccionarios anaĺıticos ortonormales basados en diferentes transformadas
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como DCT (Discrete Cosine Transform), Wavelet o la transformada
Gabor. Sus limitaciones [16] condujeron a sucesivas mejoras, para
solucionar deficiencias como su sensibilidad a la translación o rotación.
Unas primeras aproximaciones al diseño de diccionarios sobrecompletos
trataron de preservar las favorables propiedades de ortogonalidad de estas
bases, pero pronto se demostró insuficiente. Los trabajos posteriores en [17]
y [18] tuvieron una gran influencia en los avances recientes en el campo del
aprendizaje de diccionarios para la representación sparse de señales. En
ellos se propońıa el uso de colecciones de datos que describieran mejor las
señales en contraposición al uso de funciones matemáticas.

La tendencia actual consiste en el diseño de diccionarios espećıficos que
permitan representaciones lo más sparse posible para un tipo de señales.
Parece obvio que un diccionario que proporcione una buena representación
para imágenes de rostros no será muy adecuado para la representación de
imágenes de texto, y viceversa y, obviamente tampoco lo será para la
representación de imágenes milimétricas. Aparece aqúı el aprendizaje
conjunto del diccionario y de los vectores de representación. El problema se
transforma en encontrar el diccionario que mejor represente, i. e., que
produzca soluciones más sparse, un conjunto de Q señales {yq}Qq=1 tal que

yq = Dxq + nq, (II.4)

donde nq representa el ruido presente en la señal. Podemos finalmente
expresar el problema de aprendizaje de diccionarios como un problema de
optimización similar a (II.3)

D̂, X̂ = arg min
D,{xq}

∑
q

‖yq −Dxq‖2

= arg min
D,X

‖Y −DX‖2F, (II.5)

s.a. ‖xq‖0 ≤ T, ∀q,

con X = [x1, . . . ,xQ] e Y = [y1, . . . ,yQ]. En las próximas secciones
veremos como se ha abordado la resolución del problema de aprendizaje de
diccionarios (II.5), ı́ntimamente relacionado con el problema de
representación sparse (II.3), aśı como la solución que proponemos en esta
tesis.

Los diccionarios se han aplicado en multitud de tareas de
procesamiento de imagen y aprendizaje automático. Entre muchas otras,
podemos encontrar aplicaciones en eliminación de ruido, inpainting y
deconvolución [19, 20], superresolución de imágenes [21], restauración [22],
reconocimiento facial [23], Compressive Sensing en MRI [24] y
clasificación [25, 26]. No obstante, esta técnica nunca ha sido aplicada a las
imágenes milimétricas. Veremos en el caṕıtulo IV la aplicación del
aprendizaje basado en diccionarios para la mejora de estas imágenes. La
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clasificación suele basarse en el uso diferente de los átomos del diccionario
que hacen diferentes clases.

Comenzaremos por mostrar cómo se aplican estos conceptos a la
eliminación de ruido en imágenes e inpainting, problemas que tratamos en
esta tesis. Dada una imagen, extraeremos pequeños bloques de tamaño
h × w mediante un proceso de ventana deslizante. Estos bloques serán
dispuestos en forma de vectores columna conformando cada una de las
señales yq.

Si nos fijamos en el modelo de representación sparse (II.4), resulta
obvio el proceso de denoising : habrá que estimar los coeficientes sparse de
cada señal ruidosa yq y obtendremos su versión ((limpia)) utilizando el

diccionario aprendido y los coeficientes estimados ydenq = D̂x̂q. Nótese que,
como veremos más adelante, la calidad del diccionario aprendido, aśı como
la precisión de las estimaciones obtenidas para xq dependerán, en gran
medida, de la precisión con la que se ha estimado el ruido presente en las
señales y, por ende, en la imagen. Tras la reconstrucción de las señales será
necesario revertir el proceso de extracción de bloques. Si estos se hab́ıan
extráıdo con solapamiento, tendremos múltiples estimaciones para cada
ṕıxel. Todas las estimaciones de cada ṕıxel serán promediadas dando lugar
a la imagen final.

Por lo que respecta al completado de imágenes (inpainting), la
formulación presentada necesita una pequeña modificación para incluir
información sobre cuáles son los ṕıxeles no observados. Esta modificación
consiste en eliminar los ṕıxeles del vector yq que no han sido observados y,
además, repetir este proceso sobre cada uno de los átomos del diccionario,
resultando en la eliminación de filas completas en la matriz D.
Alternativamente, podemos emular este proceso con la introducción de una
matriz diagonal Mq, cuya la entrada (k, k)-ésima será igual a 1 si el ṕıxel
hab́ıa sido observado, 0 en caso contrario. Con esto, el modelo del
problema de representación sparse queda

Mqyq = MqDxq + Mqnq. (II.6)

Este modelo nos sirve tanto para el aprendizaje del diccionario como para
obtener la representación sparse de una señal dada. Por ejemplo, si
únicamente disponemos de una imagen con valores perdidos y queremos
aprender un diccionario a partir de esta misma imagen, tendremos que
introducir la matriz Mq (que suponemos conocida o previamente
calculada) en el proceso de aprendizaje (II.5). Otra posibilidad consiste en
preaprender un diccionario a partir de un conjunto de imágenes limpias de
caracteŕısticas similares. En ambos casos es necesario, sin embargo, la
inclusión de esta matriz en el cálculo del vector sparse de coeficientes
(II.3). La representación obtenida por esta proceso se utilizará
posteriormente con el diccionario completo para recomponer el bloque
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original sin datos perdidos, es decir, yinpq = D̂x̂q. Una vez más, queda
recomponer la imagen completa a partir de los bloques de forma idéntica a
le explicada más arriba.

2. Revisión bibliográfica

Veremos ahora los trabajos más relevantes de la literatura acerca del
aprendizaje de diccionarios y obtención de representaciones sparse.

Dado que la función objetivo ‖Y −DX‖2F del problema de aprendizaje
no es convexa globalmente, pero śı en X y D por separado, su optimización
puede abordarse alternando la minimización sobre cada una de las variables.
Sin embargo, como ya avanzábamos anteriormente, la optimización de cada
uno de los xq de X dado un D fijo y sujeto a la restricción de la pseudonorma
`0 es un problema NP-completo. La solución óptima del problema (II.5) se
obtendŕıa tras probar todas las posibles combinaciones C(t,K) con 1 ≤ t ≤
T y elegir cuál de ellas, para cada q, produce un menor valor de ‖yq−Dxq‖2.
Esto hace un total de

Ncomb =
T∑
t=1

C(t,K) =
T∑
t=1

K!

(K − t)!t!
(II.7)

combinaciones. Obviamente, este número resulta impracticable para
cualquier algoritmo. Por ello, habitualmente se han propuesto métodos
constructivos ((greedy)) para aproximar la solución de este problema, entre
los cuales encontramos el popular K-SVD [27], ver apartado 3. Estos
métodos van añadiendo componentes iterativamente a la solución,
minimizando lo máximo posible la función objetivo en cada iteración.

Alternativamente, otros trabajos optan por la relajación de la
restricción impuesta sobre los vectores de coeficientes, utilizando la
norma-1 en su lugar. Encontramos un amplio abanico de técnicas de
optimización convexa aplicables a este problema. Véanse, p. ej., [27–30].

El problema de aprendizaje de diccionarios admite una formulación
probabiĺıstica. Encontramos múltiples trabajos en esta vertiente. En los
trabajos de Olshausen y Field [18] y Lewicki y Sejnowski [31] se introdujo
un modelo generativo para los datos que permit́ıa la estimación por
máxima verosimilitud (ML, del inglés, Maximum Likelihood) del
diccionario y las representaciones sparse. Según este modelo, cuando la a
priori sobre los vectores de representación es una laplaciana de media nula
y el residuo (y − Dx) se aproxima por una distribución normal, también
de media cero, este es equivalente a utilizar la norma-1 en el problema de
aprendizaje original (II.5). Tras este trabajo, apreció una sucesión de
propuestas en las que se modificaba la actualización del diccionario, el
proceso de estimación de los vectores sparse o ambos. En [32], utilizando el
modelo generativo de [18], los autores proponen el uso de Orthogonal
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Matching Pursuit (OMP) para resolver la fase de clasificación sparse y una
solución anaĺıtica para la actualización del diccionario. Posteriormente, la
investigación se centró en el uso de estimación MAP (Máximo a
Posteriori), permitiendo introducir restricciones también sobre el
diccionario y no solo sobre los vectores de representación. El trabajo
en [33], por ejemplo, se impone una a priori de norma de Frobenius unidad
sobre el diccionario, con la misma norma para cada átomo, y el algoritmo
FOCUSS [34] para obtener los vectores sparse. Elecciones alternativas de a
priori incluyen distribuciones menos sparse basadas en la divergencia de
Kullback-Leibler para la regularización `1 [35]. La principales ventajas de
esta aproximación residen en su mayor estabilidad de soluciones sparse y
su eficiente inferencia convexa.

Todas las referencias comentadas utilizan estimadores ML o MAP para
la resolución del problema de aprendizaje de diccionarios.
Desafortunadamente, pese a su relativa simplicidad, su mayor
inconveniente es que no tienen en cuenta la incertidumbre relativa a los
coeficientes sparse, que, como veremos, afecta a la precisión de las
estimaciones. Adicionalmente, puesto que la varianza del ruido tampoco se
tiene en cuenta directamente, estos algoritmos dependen de otras técnicas
para la estimación del ruido. El trabajo en [29] muestra que resulta crucial
la correcta estimación de este parámetro, mostrando como el algoritmo
K-SVD usado en problemas de denoising [19] se ve gravemente afectado
por la precisión en la estimación de la varianza. Surgen naturalmente
diferentes técnicas para superar esta limitación, incluyendo la varianza de
ruido como parámetro del modelo que puede ser estimado utilizando la
incertidumbre relativa a las variables estimadas. En [36] se propone un
algoritmo de maximización de la esperanza (EM) para estimar diccionario,
sin a priori, y señales sparse, imponiendo una laplaciana sobre las últimas.
Sin embargo, dada la intratabilidad de la inferencia con esta a priori los
autores proponen una aproximación variacional de esta que resulta en una
a posteriori gaussiana.

En los trabajos de Zhou et al., [29] and [37] se utiliza una a priori
Bernoulli-gaussiana sobre los vectores de coeficientes y se modelado BFPA
(Beta Process Factor Analysis) introducido en [38], siendo capaz de
estimar el tamaño del diccionario, de manera similar a [39]. El método de
inferencia utilizado es el costoso MCMC (Markov Chain Monte Carlo). El
trabajo en [24] sigue una metodolǵıa similar utilizando BFPA pero
añadiendo una regularización TV sobre la señal (imagen de resonancia
magnética). Este utiliza el método de los ADMM para la minimización de
la TV y MCMC para la inferencia.

El modelado BFPA pertenece a la categoŕıa de distribuciones
denominadas Spike and Slab, véase el caṕıtulo III para una explicación
detallada. La idea principal de esta distribución consiste en la introducción
de una variable discreta (binaria) que permita la selección de variables,
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haciendo que algunas sean no cercanas a, sino exactamente cero. Véase, p.
ej., el trabajo [40], donde se utiliza esta a priori sobre los coeficientes de la
regresión lineal. Por otro lado, [41] propone una aproximación EM en la
que no se asume independencia entre átomos del diccionario. En [42] se
adaptó el trabajo en [37] para poder trabajar con grandes conjuntos de
datos. La idea básica consiste en la estimación de los parámetros mediante
una suma ponderada de estimaciones locales sobre subconjuntos de menor
tamaño, resultando en un método más robusto frente a mı́nimos locales
con menores requisitos computacionales. Hansen et al. [43] diseñan un
modelo jerárquico de esta distribución que permite la incorporación de
información previa sobre el soporte de los vectores de representación
mediante procesos gaussianos, estimando los parámetros relacionados en
un trabajo posterior [44]. Los GP (Gaussian Processes) modelan
correlaciones entre las probabilidades SnS de diferentes vectores de
representación. Los autores de [45] modifican esta a priori mediante una
función indicador basándose en la técnica de estimación MAP de [46] y
permitiendo la inferencia de los coeficientes óptimos mediante la solución
de un problema de optimización sin relajación. Por último, el trabajo de
Zhang et al. [47], además de utilizar esta a priori, impone un GP
multiplicativo sobre las coordenadas de cada bloque en los que subdivide la
imagen para imponer similitud sobre el soporte de bloques vecinos. Nótese
que la inferencia utilizando distribuciones Spike-and-Slab, ver [37] y [48]
por ejemplo, puede no conducir a una solución exactamente sparse dado
que el cálculo de la esperanza sobre una distribución binaria no tiene por
qué producir un valor binario. No obstante, esto puede resolverse
fácilmente mediante umbralización [42]. El método que proponemos y
presentaremos a continuación también conduce a soluciones
exactactamente sparse puesto que permite añadir y eliminar átomos del
modelo.

Algunas propuestas recientes se alejan de formulaciones probabiĺısticas
en pro de mejorar el tiempo de ejecución del proceso completo, aún siendo
métodos aproximados. Los trabajos de LeCun et al. entrenan una red
neuronal [49] o un árbol de decisión binario [50] que posibilitan su empleo
en aplicaciones de visión por computador en tiempo real como, por
ejemplo, el reconocimiento de objetos. Por otro lado, [51] propone una
actualización parcial del diccionario para acelerar la convergencia, donde
cada átomo se actualiza conjuntamente con la fila correspondiente de la
matriz de coeficientes. Al contrario que en K-SVD, este algoritmo permite
la modificación del soporte de dicha fila. Además, incorporan el algoritmo
FISTA [52] para la fase de obtención de los códigos sparse. En otra ĺınea, el
trabajo de Skretting y Engan [53] realiza una actualización continua del
diccionario tras el procesamiento de cada una de las señales observadas, en
lugar de procesar todo el batch de señales para su actualización, como se
hace generalmente en otras técnicas de aprendizaje de diccionarios como el
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predecesor de este trabajo [54] o en el K-SVD. Sin embargo, su
convergencia no está demostrada. Liu et al. [55] proponen un método de
estimación para el diccionario y las representaciones sparse para la
reconstrucción de imágenes en MRI donde la estimación de los átomos
consiste en un refinamiento progresivo, valido en un trabajo posterior [56]
con aplicación en deconvolución de imágenes.

Por último, resulta interesante el trabajo teórico [57], donde los autores
analizan los mı́nimos locales inherentes al problema no convexo del
aprendizaje de diccionarios, garantizando, con alta probabilidad, la
existencia de un mı́nimo local entorno al diccionario que generó las señales
sparse.

En este caṕıtulo explicaremos brevemente el algoritmo K-SVD para
permitir una comparación con el método bayesiano propuesto para el
problema de aprendizaje de diccionarios `1. Este algoritmo, al que
llamamos BKSVD, estima las distribuciones a posteriori completas de los
vectores xq y toma en consideración la incertidumbre relativa a los
coeficientes estimados, integrando, además, la estimación de los parámetros
del modelo en el mismo marco de inferencia. Después, veremos una
extensión de este trabajo que considera que el diccionario admite, a su vez,
una representación sparse. Por último, estudiaremos una aproximación
diferente para el cálculo de las representaciones sparse, utilizando
distribuciones a posteriori laplacianas.

3. K-SVD

Este simple y popular algoritmo de aprendizaje de diccionarios resuelve
aproximadamente el problema expuesto en (II.5). La optización se aborda
alternadamente entre los átomos dk del diccionario D y las filas xk,: de la
matriz de coeficientes X.

Dado el estado actual del diccionario D(t), que denotaremos
simplemente por D por claridad, el método K-SVD emplea el algoritmo
Orthogonal Matching Pursuit (OMP) para determinar el soporte de X, es
decir, las posiciones no nulas de cada vector de representación xq. Sin
embargo, los valores obtenidos en estas posiciones por dicho algoritmo se
descartan. Nótese aqúı un gran inconveniente de este algoritmo: es
necesario prefijar el número de componentes distintas de cero.

Una vez determinado el soporte de los vectores xq con OMP, el algoritmo
K-SVD actualiza los átomos del diccionario y los elementos no nulos de la
matriz de coeficientes. Para entender este paso, resulta conveniente observar
que el término DX se puede descomponer de la siguiente forma

DX =

K∑
k=1

dkxk,:, (II.8)
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donde xk,: representa la k-ésima fila de X.
Esta descomposición en matrices de rango uno, a lo sumo, constituye la

base de un proceso de actualización ćıclica en la que cada par
{(dk,xk,:)}Kk=1 se actualiza individualmente manteniendo constantes el
resto. Espećıficamente, para el k-ésimo par, podemos desarrollar la función
objetivo como

mı́n
dk,xk,:

‖Y −DX‖2F = mı́n
dk,xk,:

‖Y −
∑
i 6=k

dixi,: − dkxk,:‖2F

= mı́n
dk,xk,:

‖Rk − dkxk,:‖2F, (II.9)

donde claramente se aprecia que el término residual

Rk = Y −
∑
i 6=k

dixi,: (II.10)

no depende de dk ni xk,:.
Dado que el rango de dkxk,: es, como máximo, uno, el problema en

(II.9) se puede resolver mediante la descomposición en valores singulares
(SVD, de sus siglas en inglés). La SVD de Rk nos permite factorizar esta
matriz de la forma Rk = UΣVT, donde U ∈ RP×P y V ∈ RK×K son
dos matrices ortogonales y Σ ∈ RP×K una matriz diagonal formada con los
valores singulares σi de Rk ordenados de mayor a menor. Podemos ahora
comprobar fácilmente que

Rk =
∑
i

σiuiv
T
i (II.11)

y que obtendremos la mejor aproximación de rango uno (en términos de la
norma de Frobenius) quedándonos únicamente con el primer sumando de
la serie, es decir, Rk ≈ σ1u1v

T
1 y, por tanto, las actualizaciones

correspondientes seŕıan d
(t+1)
k = u1 y x

(t+1)
k,: = σ1v

T
1 . No obstante, este

proceso destruiŕıa la estructura sparse de xk,:. Para solucionar este

problema se considera la matriz R̃k formada solamente por las columnas
de Rk correspondientes a las entradas no nulas de xk,: previamente

determinadas por el algoritmo OMP. Aśı tenemos ahora R̃k ≈ σ̃1ũ1ṽ
T
1 , con

lo que

d
(t+1)
k =ũ1 (II.12)

x̃
(t+1)
k,: =σ̃1ṽ

T
1 . (II.13)

Nótese que esta actualización a partir de la matriz truncada R̃k no tiene una
justificación matemática y reducirá la calidad del ajuste producido por la
SVD. Sin embargo, y como veremos más adelante, este procesado truncado
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Algoritmo 1 K-SVD.

ENTRADA: D(0), Y, T .
1: t = 0
2: while ‖Y −D(t)X(t)‖2F > tol do
3: Calcular el soporte de X(t) a partir de D(t) con OMP.
4: for k = 1, . . . ,K do
5: Calcular Rk según (II.10).
6: Obtener R̃k descartando las columnas indicadas por el soporte de

x
(t)
k,:.

7: Calcular la SVD de R̃k y actualizar d
(t+1)
k y x̃

(t+1)
k,: según (II.12) y

(II.13) respectivamente.
8: end for
9: t = t+ 1

10: end while
SALIDA: D, X.

tiene una explicación clara en un contexto bayesiano. Podemos encontrar un
pseudocódigo de este proceso en el Algoritmo 1.

La principal ventaja del K-SVD es su simplicidad dada su naturaleza
constructiva. Sin embargo, el algoritmo no tiene en cuenta la
incertidumbre en las estimaciones de D y X, lo que representa un fuerte
inconveniente. Si bien es cierto que no considerar la incertidumbre relativa
a los átomos del diccionario podŕıa no ser un grave problema, dado el usual
elevado número de columnas en X, cada columna xq de X tiene un número
reducido de componentes distintas de cero, por lo que se debeŕıa considerar
su incertidumbre. Además, el K-SVD requiere el conocimiento previo del
número de entradas no nulas T de cada columna. Esta información puede
no estar disponible o, incluso, cambiar para cada columna.

El método bayesiano que proponemos en el siguiente apartado [14]
tiene en cuenta la incertidumbre relativa a las estimaciones y produce
representaciones sparse sin la necesidad de conocer previamente el número
de componentes distintas de cero de cada una de las señales. Este método
utiliza una a priori jerárquica de tres niveles sobre los vectores de
coeficientes que garantiza la obtención de resultados sparse, y proponemos
un método de inferencia rápida que reduce la complejidad computacional.

4. BKSVD

4.1. Modelado bayesiano

El problema de aprendizaje de diccionarios expuesto en (II.5),
utilizando su relajación con la norma-1, acepta un modelado bayesiano.
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Podemos modelar el proceso de observación mediante una distribución
normal

p(Y|D,X, β) ∝ β
PQ
2 exp

{
− β

2
‖Y −DX‖2F

}
, (II.14)

donde β representa la precisión (inversa de la varianza) del ruido. Asumimos
que la precisión β sigue una distribución Gamma de la forma

p(β|a, b) = Γ(β|a, b) ∝ βa−1 exp(−bβ), (II.15)

con a > 0 y b > 0 siendo los parámetros de forma y escala inverso
respectivamente.

Debemos modelar ahora la información a priori que tenemos sobre el
diccionario y la matriz de coeficientes. En cuanto a las columnas dk de
D, como esperamos que sean vectores unitarios, utilizamos las siguiente
distribución a priori sobre D

p(D) =

K∏
k=1

p(dk), (II.16)

donde

p(dk) =

{
const ‖dk‖ = 1

0 ‖dk‖ 6= 1.
(II.17)

En cuanto a la matriz de coeficientes, aunque se podŕıan considerar
múltiples distribuciones sparse, véase [58], nos centramos en este trabajo
en la distribución a priori de Laplace. El inconveniente de esta
distribución reside en que esta y la verosimilitud (II.14) no son conjugadas,
por lo que la inferencia resultará anaĺıticamente intratable. Para solucionar
este problema, utilizaremos un modelo jerárquico de distribución a priori
para cada una de las columnas de X. Este modelo conserva las propiedades
sparse que la distribución de Laplace pero posibilitando la inferencia.
Concretamente, para cada una de las columnas {xq}Qq=1 imponemos una
gaussiana de media cero

p(xq|γq) =

K∏
k=1

N (xkq|0, γkq) = N (xq|0,γq), (II.18)

donde γq ∈ RK×1 es un vector columna cuyos elementos {γkq}Kk=1 ∈ R+

representan la inversa de la varianza asociada a cada una de las entradas
xkq y Γq = diag(γq). Imponemos, además, una distribución Gamma sobre
los hiperparámetros

p(γq|λq) =

K∏
k=1

Γ(γkq|1, λq/2) (II.19)
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y
p(λq|νq) = Γ(λq|νq/2, νq/2), (II.20)

donde asumimos una distribución plana para νq.
Podemos comprobar que, marginalizando, este modelo jerárquico

produce una distribución de Laplace sobre los vectores xq

p(xq|λq) =

∫
p(xq|γq)p(γq|λq)dγq =

λ
K/2
q

2K
exp

{
−
√
λq‖xq‖1

}
. (II.21)

Una vez expuestos todos los ingredientes de nuestro modelo, pasamos a
denotar al conjunto de todas las incógnitas por

Θ =
{
{dk}Kk=1, {xq}

Q
q=1,Γ,λ,ν, β

}
, (II.22)

donde Γ, λ y ν denotan a los conjuntos {γq}
Q
q=1, {λq}

Q
q=1 y {νq}Qq=1

respectivamente.
Finalmente, podemos condensar toda nuestra información acerca del

problema mediante la distribución conjunta

p(Y,Θ) = p(Y|D,X, β)p(β)p(D)p(X|Γ)p(Γ|λ)p(λ|ν)p(ν). (II.23)

4.2. Inferencia variacional

El objetivo ahora es encontrar la distribución a posteriori de todas las
incógnitas de nuestro problema, es decir, p(Θ|Y). Esto es, vamos a calcular
la distribución completa, no solo su moda (MAP). Sin embargo, su cálculo,
dado por

p(Θ|Y) =
p(Y,Θ)

p(Y)
(II.24)

donde

p(Y) =

∫
p(Y,Θ)dΘ (II.25)

resulta intratable anaĺıticamente. Para solucionar este problema, los
métodos variacionales introducen una distribución variacional sobre las
variables latentes q(Θ) para aproximar la distribución a posteriori.
T́ıpicamente se utiliza la divergencia de Kullback-Leibler para medir la
disimilitud entre estas distribuciones

KL (q(Θ) ||p(Θ|Y)) =

∫
q(Θ) log

q(Θ)

p(Θ|Y)
dΘ (II.26)

y se trata de minimizar esta medida. Podemos observar fácilmente que
aplicando (II.24), tenemos

KL (q(Θ) ||p(Θ|Y)) =

∫
q(Θ) log

q(Θ)

p(Y,Θ)
dΘ + log p(Y), (II.27)
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comúnmente expresado como

log p(Y) = L(q(Θ)) + KL (q(Θ) ||p(Θ|Y)) , (II.28)

donde el funcional L(q(Θ)) recibe el nombre de ((cota inferior de la
evidencia)), en adelante, denominado ELBO por sus más conocidas siglas
en inglés (Evidence Lower Bound). Al ser el término de la izquierda, el
logaritmo de la verosimilitud marginal p(Y), una cantidad fija, resulta
evidente que podemos minimizar la divergencia KL (q ||p) maximizando la
ELBO. Si no aplicamos ninguna restricción a q(Θ), podemos observar que
el máximo de la ELBO se produce cuando se anula la divergencia, que, a
su vez, ocurre cuando q(Θ) coincide con la distribución a posteriori. No
obstante, como ya comentábamos, el cálculo directo de esta es intratable.
Cosecuentemente, habrá que considerar una familia restringida de
distribuciones de probabilidad con la suficiente riqueza y flexibilidad que
permita aproximar convenientemente la verdadera distribución a posteriori
pero que, a su vez, garanticen la tratabilidad de la optimización. Una
aproximación frecuente está basada en la teoŕıa del campo medio (Mean
Field Theory) [59] y consiste en particionar Θ en conjuntos disjuntos de
variables latentes θm, donde m = 1, . . . ,M y asumir que la distribución
q(Θ) factoriza como

q(Θ) =
M∏
m=1

qm(θm). (II.29)

Nótese que no se realiza ninguna suposición sobre la forma concreta de cada
uno de las distribuciones qm. Es bien conocido [59] que podemos obtener las
distribuciones qm que maximizan la ELBO como

log q(θm) = 〈log p(Y,Θ)〉Θ\θm + const, (II.30)

donde 〈·〉Θ\θm denota la esperanza tomada respecto a todas las variables
latentes excepto θm y la constante es independiente de la variable de interés.
En el caso de asumir una distribución a posteriori degenerada, podemos
calcular el valor de la variable como

θ̂m = arg max
θm

log q(θm) = arg max
θm

log〈log p(Y,Θ)〉Θ\θm . (II.31)

Vamos ahora a aplicar esta teoŕıa utilizando la siguiente factorización de
nuestra distribución a posteriori

q(Θ) =
[ K∏
k=1

q(dk)
]
q(X)q(Γ), q(λ)q(ν)q(β) (II.32)

donde, en nuestro caso, asumiremos que las distribuciones q(Γ), q(λ) y q(ν)
son degeneradas. Además, asumimos que cada una de las distribuciones
q(dk)

K
k=1 es degenerada con ‖dk‖ = 1.
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A continuación se expone de forma detallada la derivación de estás
distribuciones en tres grandes bloques. En primer lugar nos centraremos en
obtener las distribuciones relacionadas con la matriz de coeficientes sparse
dado que necesitaremos tanto su media como su matriz de covarianza para
la posterior obtención de las estimaciones de las columnas del diccionario.
En último lugar obtendremos la aproximación de la distribución a
posteriori del ruido.

4.2.1. Estimación de los vectores sparse y sus hiperparámetros

Para encontrar una aproximación de la distribución a posteriori de X,
aplicamos (II.30) y obtenemos

log q(X) =〈log p(Y|D,X, β) + log p(X|Γ)〉Θ\X + const

=

Q∑
q=1

〈−β
2
‖yq −Dxq‖2 −

1

2
xT
q Γ−1q xq〉Θ\X + const

=

Q∑
q=1

−β
2
‖yq − D̂xq‖2 −

1

2
xT
q Γ̂
−1
q xq + const, (II.33)

de lo que claramente se desprende que las columnas xq de la distribución a
posteriori aproximada son independientes con

log q(xq) = − β̂
2
‖yq − D̂xq‖2 −

1

2
xT
q Γ̂
−1
q xq + const. (II.34)

Observamos, por tanto, que q(xq) son distribuciones gaussianas

q(xq) = N (xq|x̂q,Σxq) (II.35)

con media y matriz de covarianza dadas por

x̂q = β̂ΣxqD̂
Tyq (II.36)

Σxq =
(
β̂D̂TD̂ + Γ̂

−1
q

)−1
. (II.37)

Queda ahora obtener estimaciones para los hiperparámetros asociados
a X. Para ello, utilizaremos (II.31) con la esperanza apropiada en cada
caso.

Para γq tenemos

γ̂q = arg max
γq

〈log p(Y,Θ)〉Θ\γq

= arg max
γq

〈log p(xq|γq) + log p(γq|λq)〉xq ,λq + const, (II.38)
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donde la constante engloba todos los términos que no dependen de γq.
Utilizando las expresiones dadas en (II.18) y (II.19) obtenemos

〈log p(Y,Θ)〉Θ\γq =− 1

2

K∑
k=1

log γkq −
1

2
〈xTq Γ−1q xq〉xq +K log λ̂q

− λ̂q
2

K∑
k=1

γkq + const, (II.39)

con 〈xT
q Γ−1xq xq〉xq = x̂T

q Γ−1xq x̂q + tr(Γ−1q Σxq). Podemos encontrar el valor
óptimo para γkq derivando e igualando a cero, lo que resulta en

γ̂kq = − 1

2λ̂q
+

√√√√ 1

4λ̂2q
+
x̂2kq + skkq

λ̂q
, (II.40)

donde sijq denota la entrada (i, j) de la matriz Σxq .
De forma análoga para λq tenemos

λ̂q = arg max
λq

〈log p(Y,Θ)〉Θ\λq

= arg max
λq

〈log p(γq|λq) + log p(λq|νq)〉γq ,νq + const. (II.41)

Sustituyendo ahora (II.19) y (II.20) nos queda

〈log p(Y,Θ)〉Θ\λq =K log λq −
λq
2

K∑
k=1

γ̂kq +
( ν̂q

2
− 1
)

log λq

− ν̂q
2
λq + const, (II.42)

cuyo valor óptimo λ̂q viene dado por

λ̂q =
ν̂q + 2K − 2

ν̂q +
∑K

k=1 γ̂kq
. (II.43)

Por último, para νq tenemos

ν̂q = arg max
νq

〈ln p(Y,Θ)〉Θ\νq

=arg máx
νq

〈log p(λq|νq) + log p(νq)〉λq + const, (II.44)

que, tras usar (II.20) produce

νq
2

log
νq
2
− log Γ(

νq
2

) +
νq
2

(
log λ̂q − λ̂q

)
. (II.45)

La maximización de esta expresión no admite solución anaĺıtica, por lo que
resulta necesario recurrir a métodos de optimización numérica para hallar
su valor óptimo ν̂q.
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4.2.2. Estimación del diccionario

Para empezar, asumimos que las columnas dk son independientes en
nuestra aproximación de la distribución a posteriori, esto es,

q(D) =
K∏
k=1

q(dk), (II.46)

donde q(dk) son distribuciones degeneradas sobre la esfera unidad ‖dk‖ = 1.
Centrándonos en un solo dk, y aplicando (II.31), tenemos

d̂k = arg min
dk

〈‖Y −DX‖2F〉Θ\dk (II.47)

s.a. ‖dk‖ = 1.

Para aplicar la esperanza indicada en (II.47) resulta conveniente
desarrollar el producto DX para aislar el término dk

〈‖Y −DX‖2F〉Θ\dk =〈‖Y −
∑
i 6=k

dixi,: − dkxk,:‖2F〉Θ\dk

=〈‖Y −
∑
i 6=k

dixi,:‖2F〉Θ\dk + 〈tr(xT
k,:d

T
k dkxk,:)〉Θ\dk

− 2〈tr([Y −
∑
i 6=k

dixi,:]
Tdkxk,:)〉Θ\dk . (II.48)

Observamos que el primer término no depende de dk con lo que no es
relevante su cálculo. En cuanto al segundo,

〈tr(xT
k,:d

T
k dkxk,:)〉Θ\dk =〈tr(xk,:xT

k,:d
T
k dk)〉Θ\dk = tr(〈xk,:xT

k,:〉xk,:d
T
k dk)

=(‖x̂k,:‖2 +
∑
q

skkq)d
T
k dk, (II.49)

y el término cruzado

〈tr([Y −
∑
i 6=k

dixi,:]
Tdkxk,:)〉Θ\dk = 〈xk,:[Y −

∑
i 6=k

dixi,:]
Tdk〉Θ\dk

=[x̂k,:Y
T −

∑
i 6=k
〈xk,:xT

i,:〉xi,:,xk,:d̂
T
i ]dk

=[x̂k,:Y
T −

∑
i 6=k

(x̂k,:x̂
T
i,: +

∑
q

sikq)d̂
T
i ]dk (II.50)

=[x̂k,:R
T
k −

∑
i 6=k

∑
q

sikqd̂
T
i ]dk.

Sustituyendo los resultados (II.49) y (II.50) en (II.47) y resolviendo,
obtenemos

d̂k =
Rkx̂

T
k,: −

∑
i 6=k
∑

q sikqd̂i

‖Rkx̂
T
k,: −

∑
i 6=k
∑

q sikqd̂i‖
. (II.51)
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4.2.3. Estimación del parámetro de ruido

Quedándonos únicamente con los términos que dependen de β en la
distribución conjunta y aplicando, una vez más, (II.30) tenemos

log q(β) =
PQ

2
log β−β

2
〈‖Y−DX‖2F〉Θ\β+(a−1) log β−bβ+const, (II.52)

donde el término de la esperanza puede desarrollarse como

〈‖Y −DX‖2F〉Θ\β =

Q∑
q=1

〈‖yq − D̂xq‖2〉xq

=

Q∑
q=1

[
‖yq − D̂x̂q‖2 + tr(D̂TD̂Σxq)

]
=‖Y − D̂X̂‖2F +

Q∑
q=1

tr(D̂TD̂Σxq). (II.53)

De la expresión dada en (II.52) y aplicando el resultado anterior podemos
deducir que β sigue una distribución Gamma de media

β̂ =
PQ+ 2a

‖Y − D̂X̂‖2F +
∑Q

q=1 tr(D̂TD̂Σxq) + 2b
, (II.54)

donde vemos claramente la influencia de la metodoloǵıa variacional: el ruido
no solo depende del término de fidelidad ‖Y − D̂X̂‖2F como pasaŕıa en una
estimación MAP, sino que presenta un término corrector que depende de
la incertidumbre relativa a la estimación de X. Una mayor incertidumbre
provocará una mayor varianza de ruido estimado.

Nótese que para obtener el resultado anterior para la estimación de β
(II.54) basta con obtener de (II.52) los parámetros de forma y escala inversa
de la distribución q(β) y, a partir de estos, su media.

4.2.4. Algoritmo variacional completo

El Algoritmo 2 nos presenta un resumen esquemático del proceso de
inferencia descrito. Observamos dos fases bien diferenciadas, una primera en
el que calculamos los vectores de representación para cada una de nuestras
Q señales a partir del estado actual del diccionario y una segunda fase de
actualización de este último, sin olvidar la actualización final del parámetro
de ruido. Apuntamos aqúı que el algoritmo completo tendŕıa que repetir una
última vez la fase de representación sparse tras la convergencia, lo que se ha
decidido no incluir en el algoritmo por motivos de simplicidad.

Vemos ahora una diferencia clara con K-SVD: mientras que en este, el
k-ésimo átomo del diccionario se actualiza paralelamente a la fila
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Algoritmo 2 Algoritmo BKSVD variacional.

ENTRADA: D(0), Y.
1: t = 0
2: while ‖Y − D̂(t)X̂(t)‖2F > tol or L(q(Θ)) no converja do
3: Calcular el soporte de X(t+1) a partir de D(t):
4: for q = 1, . . . , Q do

5: Obtener x̂
(t+1)
q y Σ

(t+1)
xq según (II.36) y (II.37).

6: Actualizar los hiperparámetros de X: γ
(t+1)
q según (II.40), λ

(t+1)
q

con (II.43) y maximizar numéricamente (II.45) para obtener ν
(t+1)
q .

7: end for
8: for k = 1, . . . ,K do

9: Obtener d̂
(t+1)
k a partir de (II.51).

10: end for
11: Actualizar β según (II.54).
12: t = t+ 1
13: end while
SALIDA: D, X.

correspondiente de X, en el método propuesto ambas actualizaciones son
independientes y se realizan, consecuentemente, por separado. Sin
embargo, observamos aqúı, como ya hab́ıamos adelantado anteriormente,
dos claras ventajas de nuestro trabajo frente al K-SVD: no se requiere el
conocimiento del número de elementos no nulos de cada una de las
columnas de la matriz de coeficientes y además, tampoco se requiere la
varianza de la señal, es más, se estima en el mismo marco de trabajo.

Este proceso de inferencia, pese a su validez matemática, presenta dos
inconvenientes. Por un lado, las estimación de las columnas xq no produce
soluciones exactamente sparse, sino que simplemente fuerza a que algunos de
sus elementos sean muy pequeños, pero no cero. Esto podŕıa no ser un grave
problema. No obstante, observamos que el cálculo de la matriz de covarianza
Σxq expuesto en (II.37) requiere de la inversión de una matriz K ×K para
cada una de las Q columnas de X en cada una de las iteraciones. Esto
representa un desaf́ıo computacional y de memoria. Vemos a continuación
como solucionar estos problemas.

4.3. Inferencia Rápida Sparse

Se propone un esquema de inferencia rápida basado en los trabajos [60–
62]. Las bases de esta aproximación fueron presentadas originalmente en [60]
en el contexto del aprendizaje bayesiano sparse y adaptadas posteriormente
a la recuperación de señales sparse en [61] y [62]. La inferencia de los vectores
de representación se convierte en un proceso constructivo para identificar su
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soporte, obteniendo los valores de los hiperparámetros en estas posiciones
no nulas mediante estimación MAP. Gracias a este método de estimación
se logra reducir drásticamente la dimensión efectiva del problema debido a
la naturaleza sparse de las señales. Mostramos aqúı la adaptación de estos
conceptos al problema de aprendizaje de diccionarios.

Para comenzar vamos a sustituir la estimación variacional del
hiperparámetro γq por la maximización directa de

L(γq) = log
[
p(γq|λ̂q)

∫
p(yq|xq, β̂)p(xq|γq)dxq

]
, (II.55)

donde se han utilizado los valores de D, β y λq estimados según lo

expuesto previamente y p(yq|xq, β̂) = N (yq|D̂xq, β̂
−1I), lo que puede

deducirse fácilmente del modelo de observación completo (II.14). Teniendo
en cuenta que ∫

p(yq|xq, β̂)p(xq|γq)dxq = N (yq|0P ,Cq), (II.56)

donde
Cq = β̂−1I + D̂ΓqD̂

T, (II.57)

podemos desarrollar (II.55) como

L(γq) = log
[ K∏
k=1

Γ(γkq|1, λ̂q/2)N (yq|0P ,Cq)
]

=− 1

2

[
log |Cq|+ yT

q Cq
−1yq + λ̂q

∑
k

γkq

]
+ const. (II.58)

Nótese que una vez calculada γ̂q podemos encontrar fácilmente la
distribución a posteriori de xq. Además, si γkq = 0, la a posteriori de xkq
será degenerada en cero.

Resulta ahora fundamental observar que podemos descomponer la matriz
Cq como

Cq = β̂−1IP +
∑
i 6=k

γiqd̂id̂
T
i + γkqd̂kd̂

T
k =: C̃q + γkqd̂kd̂

T
k , (II.59)

donde, claramente, la recién definida matriz C̃q incluye todos los términos
que no dependen de γkq. Utilizando esta descomposición de Cq y gracias al
lema de inversión de Woodbury y la siguiente propiedad del determinante
obtenemos

C−1q = C̃−1q −
C̃−1q d̂kd̂

T
k C̃−1q

γ−1kq + d̂T
k C̃−1q d̂k

, (II.60)

|Cq| = |C̃q||1 + γkqd̂
T
k C̃−1q d̂k|, (II.61)
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lo que nos permite reescribir (II.58) como

L(γq) = −1

2

[
log |C̃q|+ yT

q C̃−1q yq + λ̂q
∑
i 6=k

γiq

]
+

1

2

[
log

1

1 + γkqskq
+

h2kqγkq

1 + γkqskq
− λ̂qγkq

]
= L(γ̃q) + l(γkq), (II.62)

donde skq y hkq se han definido como

skq = d̂T
k C̃−1q d̂k (II.63)

hkq = d̂T
k C̃−1q yq. (II.64)

Nótese que estas cantidades no dependen de γkq. La función objetivo L(γq)
queda ahora descompuesta en dos términos, habiendo convenientemente
aislado en l(γkq) los términos que dependen de γkq.

Podemos obtener una solución anaĺıtica de la maximización de L(γq),
cuando solo cambia el k-ésimo elemento, fijando el resto de hiperparámetros
e igualando su derivada, respecto a γkq, a cero, esto es,

∂L(γq)

∂γkq
=
∂l(γkq)

∂γkq
= 0, (II.65)

de lo que obtenemos un único máximo en

γ̂kq =


skq+2λ̂q+

√
(skq+2λ̂q)2−4λ̂q(skq−h2

kq+λ̂q)

2λ̂qskq
, h2kq − skq ≥ λ̂q

0, en otro caso.
(II.66)

Resulta crucial en este punto realizar todos los cálculos eficientemente,
espećıficamente, el cálculo de las cantidades skq y hkq para k = 1, . . . ,K, aśı
como de x̂q y Σxq . Para la actualización del primer par de variables resulta
más sencillo definir y actualizar

Sk := d̂T
kC−1q d̂k (II.67)

Hk := d̂T
kC−1q yq, (II.68)

de donde, utilizando (II.60) obtenemos

skq =
Skq

1− γkqSkq
(II.69)

hkq =
Hkq

1− γkqSkq
. (II.70)

Para ilustrar el cálculo eficiente de Skq y Hkq recargaremos levemente
la notación marcando con una tilde aquellas variables que incluyan solo
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las columnas (D̃), filas (x̃q) o ambas (Σ̃xq , Γ̃q) correspondientes al soporte
actual (S = {k/γkq > 0}) de la solución. Nótese que podemos reescribir la
matriz Cq como

Cq = β̂−1I +
∑
k∈S

γkqd̂kd̂
T
k +

∑
k/∈S
��*

0γkq d̂kd̂
T
k = β̂−1I + D̃Γ̃qD̃

T, (II.71)

y utilizar ahora la identidad de Woodbury para obtener de (II.67) y (II.68)

Sk =β̂d̂T
k d̂k − β̂2d̂T

k D̃Σ̃xqD̃
Td̂k (II.72)

Hk =β̂d̂T
k yq − β̂2d̂T

k D̃Σ̃xqD̃
Tyq. (II.73)

Tenemos ahora un método eficiente para decidir cómo actualizamos
nuestro modelo: buscamos el γkq que produzca un mayor incremento de la
verosimilitud marginal (II.62) y

lo añadimos al modelo si el γkq previo era 0,

lo eliminamos si γkq ya estaba en el modelo pero h2kq − skq < λ̂q,

lo reestimamos si ya pertenećıa al modelo y h2kq − skq ≥ λ̂q.

Finalmente, cabe destacar que se pueden actualizar incremental y
eficientemente las variables x̃q y Σ̃q cuando únicamente cambia un γkq, aśı
como Skq y Hkq, véase [60].

Una vez descrita la actualización eficiente de los parámetros podemos
establecer el algoritmo completo, expuesto en el Algoritmo 3, al cual nos
referiremos como BKSVD (Bayesian K-SVD) a partir de este punto.

Obsérvese que en el paso 5 del algoritmo debemos seleccionar un γkq
candidato para actualizar el modelo. Podŕıamos escoger aleatoriamente un
átomo del diccionario actual pero esta estrategia tan poco elaborada nos
llevaŕıa a una convergencia subóptima. Consecuentemente, elegiremos el
γkq que produzca un mayor incremento en verosimilitud, acelerando aśı la
convergencia.

Una contribución importante de este algoritmo es la estimación de la
precisión del ruido β, la cual se derivó en la sección anterior. En el
algoritmo propuesto en [63], la estimación de este parámetro no es válida
hasta pasadas un elevado número de iteraciones, dependiendo directamente
del número de entradas distintas de cero del vector de representación. Una
estimación imprecisa de este parámetro puede entorpecer gravemente el
comportamiento global del algoritmo, por ello, el citado método fija este
valor. No obstante, en el método que proponemos, β se estima utilizando
un conjunto de señales, de las cuales se asume que comparten la varianza
de ruido, lo que da lugar a estimaciones precisas de este parámetro, incluso
en iteraciones tempranas.
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Algoritmo 3 Pseudocódigo del algoritmo BKSVD

ENTRADA: D(0), Y.
1: Inicializar Γ y λ a cero.
2: while no converja do
3: for q = 1, . . . , Q do
4: while L(γq) no converja do
5: Elegir k ∈ {1, . . . ,K} (y, por tanto, γkq) que maximize L(γq)

usando (II.66).
6: Añadir, eliminar o corregir γkq según su valor previo y el signo

de h2kq − skq − λ̂q.
7: Actualizar Σxq y x̂q en base a γ̂kq.
8: Actualizar skq y hkq según (II.69)-(II.73).

9: Obtener λ̂j con (II.43) y ν̂j a partir de (II.45).
10: end while
11: end for
12: for k = 1, . . . ,K do
13: Actualizar dk según (II.51).
14: end for
15: Actualizar β̂
16: end while
SALIDA: D̂, Γ̂, las distribuciones a posteriori aproximadas q(xq), ∀q.

Compararemos ahora este algoritmo con el K-SVD. Indicar que
podemos encontrar una relación del método rápido aqúı expuesto con
Relevance Vector Machine en [61]. En primer lugar, recordemos que en el
K-SVD, ver Sección 3, se ha de fijar previamente el número T de
componentes no nulas. En el BKSVD podŕıamos, bien actualizar γq hasta
converger y seleccionar solo los T valores mayores, bien proceder de forma
constructiva hasta haber incorporado los T elementos. No obstante, y
como se ha descrito más arriba, nuestro algoritmo decide automáticamente
el número de elementos a incorporar.

Por otro lado, existe una diferencia significativa en las iteraciones de los
algoritmos. En K-SVD, para actualizar el k-ésimo átomo del diccionario, se
selecciona, mediante el algoritmo OMP, las componen diferentes a cero de
la fila xk,:. Estas componentes se corresponden con las señales que
utilizarán este átomo en su representación. Equivalentemente, si la q-ésima
entrada es seleccionada, su correspondiente γkq será mayor que cero en
nuestra formulación rápida. Una vez seleccionado este soporte, K-SVD
utiliza la descomposición en valores singulares de la matriz residual
truncada R̃k, esto es, la matriz formada por las columnas de Rk

correspondientes al soporte determinado por OMP o, análogamente,
aquellas con γkq mayor que cero. A partir del valor singular máximo y sus
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correspondientes vectores singulares, derecho e izquierdo, obtenemos las
actualizaciones para d̂k y las entradas no nulas de x̂k,:. En cambio,

BKSVD no solo tiene en cuenta el valor de Rk para actualizar d̂k (II.51),
sino que también hace part́ıcipe a la incertidumbre en las estimaciones de
X (sikq). Por último, K-SVD también actualiza el soporte de xk,: a partir

de la SVD de R̃k.

4.3.1. Inferencia subóptima

El algoritmo presentado puede resultar muy costoso, especialmente en el
caso de tener un elevado número Q de señales para procesar. El cuello de
botella del algoritmo está en la fase de representación sparse tanto en la fase
reconstrucción como, sobre todo, en la de aprendizaje. En esta, debemos
añadir, reestimar o eliminar qué elementos conforman el soporte, dado el
diccionario actual, de cada una de las señales a representar.

Para acelerar la convergencia global de nuestro algoritmo de aprendizaje
proponemos un algoritmo subóptimo (greedy) el cual solo permite la adición
de elementos al soporte. Concretamente, se va incrementando el soporte del
modelo hasta que la verosimilitud se ve maximizada por la reestimación
o eliminación de alguno delos elementos previamente incluidos. Ante esta
eventualidad el algoritmo de obtención de la representación sparse finaliza.

Comparemos este procedimiento subóptimo alternativo con el
algoritmo matemáticamente derivado en la sección anterior para su
validación experimental. Para ello diseñamos un ejemplo sintético en el que
generamos un diccionario D ∈ R64×150 y Q = 1500 vectores sparse
xq ∈ R150 con diferente número de componentes distintas a cero. Las
señales correspondientes yq ∈ R64 se calculan siguiendo el modelo de
representación sin añadir ruido yq = Dxq. La tabla 1 muestra para
diferente número de componentes diferentes a cero s (sparsity) el
porcentaje de señales para las que el soporte coincide al menos en el 80 %
de los átomos seleccionados. Como podemos ver, ambos algoritmos tienen
un comportamiento similar para valores pequeños de s, es decir, cuando las
señales son muy sparse.

El segundo experimento, realizado en un Intel Xeon R© CPU E5-4640 @
2.40 GHz, tiene que ver con el tiempo de ejecución. La fig. 1 muestra los
tiempos de cómputo para diferentes tamaños del diccionario,
concretamente K = kP con k = {2, 3, 4} y P = 64. El número Q de señales
corresponde al número total de bloques 8 × 8 extráıdos, con solapamiento
máximo, de imágenes de tamaños 128 × 128, 256 × 256 y 512 × 512. De la
figura se desprende que el algoritmo subóptimo presenta un ahorro
significativo, sobre todo cuando el número de señales es elevado, caso
habitual cuando trabajamos con imágenes. Por otro lado, también se
observa que el número de átomos K del diccionario tiene un efecto mı́nimo
en el tiempo de cómputo.
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Cuadro 1: Comparativa de acierto de soporte del algoritmo BKSVD y su
versión rápida subóptima para diferentes porcentajes de componentes no
nulas

s ( %) Óptima Greedy

3 100.00 100.00

6 100.00 99.87

10 99.67 98.50

13 92.00 70.00

Todos los experimentos presentados en el apartado 4.5 han sido
realizados utilizando esta revisión más rápida del algoritmo de inferencia.
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Figura 1: Tiempo de cómputo para la representación sparse para el algoritmo
óptimo y su versión greedy.

4.4. Influencia del tamaño del diccionario

Acabamos de comprobar que el tamaño del diccionario tiene un
pequeño impacto sobre el tiempo de ejecución del algoritmo. La fig. 2
muestra este efecto de manera más detallada, aśı como la influencia del
mismo parámetro K sobre el error de reconstrucción MSE (Mean Squared
Error) y el número medio de átomos usados en las representaciones. Para
este conjunto de experimentos se ha usado la imagen Lena de tamaño
256 × 256 extrayendo bloques 8 × 8 y se han entrenado diferentes
diccionarios con K = kP y k = 1, 1.5, . . . , 8. Nótese que para el caso k = 1
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el diccionario no es sobrecompleto, sino una base. El error de
reconstrucción se ha calculado como ||Y −DX||F /PQ.

En primer lugar podemos apreciar una tendencia lineal en el tiempo de
ejecución, lo que implica que el incremento del tamaño del diccionario no
tiene un impacto drástico en el tiempo de cómputo. Por otro lado, y como
era de esperar, cuanto mayor es el número de átomos del diccionario,
menor es el error de reconstrucción para un mismo número de componentes
no nulas. Esto es debido a la mayor diversidad de átomos. Por último, el
subpanel inferior muestra el número medio de átomos utilizados en las
representaciones. Se observa que al incrementar el tamaño del diccionario
se obtienen representaciones más sparse. Sin embargo, encontramos una
zona más o menos plana para k ∈ [2.5, 4] en la que apenas decrece el uso de
átomos. Para valores de k mayores que 4.5 las representaciones son cada
vez más sparse pero a expensas de un elevado tiempo de cómputo debido a
la presencia innecesaria de átomos que estarán altamente correlados.

A la vista de estos resultados y dado que trabajaremos con el mismo
tamaño de bloque en el siguiente apartado, podemos concluir que el valor
k = 4 proporciona un buen compromiso.

Finalmente, nótese que los valores de uso de átomos son superiores aqúı
que los que veremos posteriormente en los experimentos de denoising. Esto
se debe a que la presencia de ruido favorece representaciones más sparse ya
que incrementa los grado de libertad de la solución. Por lo contrario, una
pequeña varianza del ruido implicará un mayor uso de átomos.

4.5. Experimentos

Veamos ahora la aplicación del algoritmo presentado a la eliminación
de ruido en imágenes e inpainting. Compararemos los resultados obtenidos
por BKSVD con métodos del estado del arte: K-SVD, BPFA [37] y
SnS [48]. BKSVD, al igual que BFPA y SnS son capaces de estimar la
varianza de ruido a partir de los datos corruptos. El valor de esta variable
para el K-SVD se especificará en cada uno de los subapartados siguientes.
Para garantizar una justa comparación se utilizarán únicamente
operaciones básicas del aprendizaje de diccionarios sin
pre/postprocesamiento adicional.

Los experimentos presentado se han realizado con imágenes en blanco y
negro, concretamente Barbara, Boat, Lena y Peppers, ya que con ellas es
posible realizar una comparación cuantitativa de los resultados. Su uso
sobre imágenes milimétricas como estrategia para la mejora en la
clasificación se realizará, como ya hemos comentado, con posterioridad.
Tanto para inpainting como para denoising se han aprendido 256 átomos a
partir de bloques 8 × 8 utilizando un solapamiento máximo. Tras el
aprendizaje del diccionario y la fase de representación final, los bloques
((restaurados)) se recomponen en la imagen final promediando
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CAPÍTULO II. DENOISING E INPAINTING MEDIANTE
APRENDIZAJE DE DICCIONARIOS

1 2 3 4 5 6 7 8

0

10

20

30

T
ra
in
in
g
ti
m
e
/
it
er

(s
)

1 2 3 4 5 6 7 8

2

4

6

8

R
ec
on

st
ru
ct
io
n
er
ro
r

×10
-6

1 2 3 4 5 6 7 8

Dictionary size k × P

38

40

42

44

46

M
ea
n
n
o.

of
u
se
d
at
om

s

Figura 2: Influencia de K sobre el tiempo de cómputo, MSE y uso medio de
átomos con P = 64.

convenientemente en las zonas de solapamiento. Nótese que D se ha
inicializado con diccionarios DCT sobrecompletos y que se ha utilizado
a = b = 1 para los hiperparámetros relativos a la a priori sobre la precisión
del ruido.

4.5.1. Denoising

Para este experimento contaminamos las imágenes 256 × 256 con ruido
aditivo gaussiano de media nula con desviaciones t́ıpicas√

1/β ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 50} y extraemos los bloques oadrno me gusta la
palabra bloque 8 × 8 ruidosos a partir de los cuales aprenderemos los
diccionarios correspondientes.

La tabla 5 muestra una comparativa cuantitativa de los métodos
utilizados. Para el algoritmo K-SVD mostramos dos resultados: uno que se
obtiene proporcionándole la varianza real de ruido de la imagen y otro con
la estimada por nuestro algoritmo para un comparación justa, dado que
este parámetro no siempre está disponible. Ambos resultados son muy
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(a) Noisy (σ = 20) (b) BKSVD (c) K-SVD

(d) BPFA (e) SnS

Figura 3: Comparación de resultados para denoising de of BKSVD, K-SVD,
BPFA [37] y Spike and Slab (SnS) model [48].

similares dado que la estimación de rudo proporcionada por nuestro
algoritmo es muy precisa (ver tabla 2).

Cuadro 2: σ estimada para la imagen Lena.

σ 5 10 15 20 25 50

σ̂ 5.54 10.39 15.01 19.55 24.46 46.80

El método propuesto produce resultados similares o mejores que el
K-SVD en 20 de los 24 experimentos, siendo capaz, como dećıamos, de
estimar la varianza de ruido. Nótese también el K-SVD es muy sensible a
imprecisiones en este parámetro. Al contrario, el método propuesto estima
automáticamente este parámetro y es más robusto a niveles altos de ruido
puesto que tiene en cuenta las incertidumbres relativas a los valores
estimados. La tabla 5 muestra, además, el porcentaje promedio de
componentes no nulas en X̂. Ambas técnicas obtienen valores de PSNR y
SSIM similares, no obstante, el método propuesto siempre obtiene
representaciones más sparse, lo que indica que el diccionario aprendido
tiene una mayor capacidad de representación. El método SnS en [48] es
comparable directamente a nuestro método por su capacidad de estimar el
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(a) r = 75 % px perdidos (b) BKSVD (c) K-SVD

Figura 4: Inpainting con diccionario aprendido a partir de una base de datos
de imágenes sin ruido.

(a) BKSVD (b) K-SVD (c) BPFA (d) SnS

Figura 5: Comparación de resultados de inpainting para r = 75 % de
BKSVD, K-SVD [64], BPFA [37] y Spike and Slab (SnS) [48]. El diccionario
ha sido aprendido de la propia imagen corrupta.

nivel de ruido obteniendo resultados competitivos. Sin embargo, nuestro
método es superior en términos de PSNR y SSIM. En cambio, los
resultados obtenidos por BFPA [37] son muy similares. Las diferencias de
PSNR y SSIM son, en la mayoŕıa de los casos, ı́nfimas. Veamos, pues,
como métrica de comparación adicional sobre los diccionarios aprendidos,
la coherencia mutua del diccionario, definida como

µ(D) = máx
i 6=j

|dᵀidj |
‖di‖‖dj‖

.

La coherencia mutua proporciona una medida de cuan diferentes,
incorrelados, son los átomos de un diccionario, tomando valores entre 0 y
1, siendo deseable que los átomos sean lo más incorrelados posibles, lo que
equivale a un valor de coherencia pequeño. Dos átomos con alta correlación
puede confundir a los algoritmos de representación sparse [65]. La tabla 3
muestra la coherencia mutua de los diccionarios aprendidos por nuestra
técnica y [37] a partir de 5000 bloques 8 × 8 extráıdos de un conjunto de
imágenes naturales. Puede apreciarse que el BKSVD es capaz de obtener
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consistentemente valores de coherencia mutua menores y, por tanto,
mejores, para diferentes tamaños de diccionario. Diseñamos un pequeño
experimento para ahondar en este aspecto. Concretamente, aprendemos
sendos diccionarios (de 256 átomos) a partir de un conjunto de 94000
bloques sin ruido. Posteriormente, para garantizar una comparación
imparcial, utilizamos el algoritmo OMP para obtener las representaciones
sparse correspondientes con el mismo número de componentes no nulas
para ambas casos. Como puede comprobarse en la tabla 4, el diccionario
aprendido por el BKSVD no solo tiene menor coherencia mutua, sino que
además presenta una mayor capacidad de representación sparse de las
señales, traducida en PSNR superiores para distintos niveles de ruido.

Cuadro 3: Coherencia mutua para diferentes tamaños de diccionario.

K 64 96 128 160 192 224 256

BKSVD 0.86 0.87 0.91 0.94 0.94 0.94 0.95

BPFA [37] 0.96 0.97 0.97 0.97 0.98 0.98 0.98

Cuadro 4: Comparativa de PSNR en denoising para diccionarios aprendidos
con el algoritmo propuesto y [37].

σ 5 10 15 20 25 50

BKSVD 33.03 32.20 31.15 29.83 28.57 23.88

BPFA [37] 28.48 28.29 28.00 27.52 26.93 23.70

La fig. 3 muestra un ejemplo visual de los resultados obtenidos para la
imagen Lena. Puede apreciarse que BKSVD conserva mejor las altas
frecuencias que K-SVD, el cual produce una imagen más plana y borrosa.
En cuanto a BFPA y SnS, puede observarse que estos generan artefactos
de alta frecuencia más visibles.

4.5.2. Inpainting

Las representaciones sparse también son capaces de tratar información
con datos perdidos. Las adaptaciones necesarias pueden realizarse a dos
niveles: solo al estimar las representaciones sparse o también en la fase misma
del aprendizaje del diccionario si no poseemos datos completos a partir de
los cuales aprenderlo, como vimos en la introducción del caṕıtulo. Veremos
dos experimentos mostrando estas adaptaciones.

En primer lugar, aprendemos un diccionario de 256 átomos a partir de
un conjunto de 23 imágenes limpias (sin ruido ni datos perdidos) siguiendo
la aproximación en [27]. Para ello, de cada imagen seleccionamos los 4096
bloques con mayor varianza. Para la fase de test, eliminamos el 25 %, 50 %
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Cuadro 5: Comparación del BKSVD (σ real y estimada por BKSVD) con
K-SVD, BFPA (batch y online) y SnS. PSNR (dB), SSIM y número medio
de componentes no nulas (nz). Para SnS no mostramos este último valor
dado que el diccionario aprendido no es sobrecompleto.

σ Barbara Boats Lena Peppers
PSNR SSIM nz PSNR SSIM nz PSNR SSIM nz PSNR SSIM nz

5 38.02 0.97 0.05 36.71 0.96 0.03 38.90 0.97 0.04 38.98 0.97 0.04 BKSVD
38.00 0.97 0.08 36.70 0.96 0.08 38.92 0.97 0.08 38.91 0.97 0.07 K-SVD σ̂
38.10 0.97 0.10 36.40 0.96 0.12 38.93 0.97 0.08 38.89 0.97 0.08 K-SVD σ
35.47 0.94 0.03 36.11 0.96 0.03 37.77 0.97 0.03 38.02 0.97 0.03 BPFA [37]
35.99 0.95 - 36.44 0.96 - 38.21 0.97 - 38.32 0.97 - SnS [48]

10 33.97 0.93 0.02 32.80 0.91 0.02 34.96 0.94 0.02 35.27 0.94 0.01 BKSVD
33.95 0.93 0.04 32.70 0.90 0.04 34.94 0.94 0.04 35.08 0.94 0.03 K-SVD σ̂
33.97 0.93 0.06 33.00 0.92 0.04 34.95 0.94 0.04 35.09 0.94 0.02 K-SVD σ
32.97 0.91 0.02 33.00 0.92 0.02 34.75 0.94 0.02 35.15 0.94 0.02 BPFA [37]
32.98 0.92 - 32.88 0.92 - 34.59 0.94 - 34.81 0.94 - SnS [48]

15 31.85 0.90 0.01 31.01 0.87 0.01 32.78 0.91 0.01 33.12 0.92 0.01 BKSVD
31.82 0.90 0.02 30.90 0.87 0.03 32.73 0.91 0.03 33.00 0.92 0.03 K-SVD σ̂
31.84 0.90 0.02 31.00 0.87 0.02 32.70 0.91 0.03 33.04 0.92 0.02 K-SVD σ
31.43 0.88 0.01 31.06 0.88 0.02 32.71 0.91 0.01 33.10 0.92 0.01 BPFA [37]
30.87 0.87 - 30.73 0.87 - 32.33 0.90 - 32.63 0.91 - SnS [48]

20 30.30 0.87 0.01 29.44 0.83 0.01 31.32 0.88 0.01 31.36 0.89 0.01 BKSVD
30.24 0.87 0.02 29.42 0.83 0.02 31.27 0.88 0.02 31.35 0.89 0.02 K-SVD σ̂
30.28 0.87 0.02 29.44 0.83 0.02 31.30 0.88 0.02 31.36 0.89 0.02 K-SVD σ
30.01 0.85 0.01 29.56 0.84 0.01 31.19 0.88 0.01 31.56 0.90 0.01 BPFA [37]
29.52 0.84 - 29.30 0.83 - 30.76 0.87 - 31.01 0.89 - SnS [48]

25 29.10 0.84 0.01 28.38 0.80 0.01 29.99 0.86 0.01 30.20 0.88 0.01 BKSVD
29.10 0.83 0.02 28.38 0.80 0.02 29.87 0.86 0.02 30.12 0.87 0.02 K-SVD σ̂
29.05 0.83 0.01 28.36 0.80 0.01 30.00 0.86 0.01 30.15 0.87 0.01 K-SVD σ
29.01 0.83 0.01 28.63 0.81 0.01 30.12 0.86 0.01 30.27 0.88 0.01 BPFA [37]
28.49 0.81 - 28.13 0.79 - 29.56 0.84 - 29.82 0.86 - SnS [48]

50 25.60 0.72 0.01 25.10 0.67 0.01 26.31 0.73 0.01 26.41 0.77 0.01 BKSVD
25.51 0.71 0.01 25.01 0.66 0.01 26.16 0.72 0.01 26.19 0.76 0.01 K-SVD σ̂
25.43 0.71 0.01 24.92 0.67 0.01 26.23 0.72 0.01 26.32 0.77 0.01 K-SVD σ
25.78 0.72 0.01 25.26 0.68 0.01 26.43 0.76 0.01 26.71 0.80 0.01 BPFA [37]
25.33 0.70 - 24.90 0.66 - 26.13 0.73 - 26.16 0.77 - SnS [48]

y 75 % de los ṕıxeles de imágenes 512 × 512 que no estaban en el conjunto
de entrenamiento sin añadir ruido.

Como podemos ver en la tabla 6, los resultados obtenidos por el
método propuesto son mejores que los del K-SVD, lo que sugiere una
mejor capacidad de representación del diccionario aprendido por nuestro
método. Para porcentajes r elevados de datos perdidos ambos algoritmos
producen resultados similares, a pesar de que BKSVD sigue funcionando
ligeramente mejor. La figura 4 muestra, para r = 75 % un ejemplo de las
restauraciones. Se aprecia una mejora notable en la calidad visual de la
imagen recuperada por BKSVD en contraste a la imagen más suavizada
producida por el K-SVD.

En segundo lugar, y para realizar una comparativa con los demás
métodos utilizados en el anterior experimento, adaptamos el problema
para que sea capaz de aprender el diccionario a partir de la propia imagen
corrupta (con datos perdidos). Para ello introducimos la matriz Mq en el
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Cuadro 6: Comparación de PSNR y SSIM en inpainting con diccionario
aprendido de datos limpios para diferentes porcentajes r de datos perdidos.

r( %) Barbara Boat Lena Peppers
PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM

25 39.18 0.99 38.54 0.97 41.54 0.98 39.49 0.97 BKSVD
38.80 0.99 36.79 0.96 40.58 0.97 37.17 0.97 K-SVD [27]

50 33.15 0.96 32.65 0.92 36.14 0.95 34.73 0.93 BKSVD
32.59 0.95 32.25 0.90 36.02 0.94 33.82 0.89 K-SVD [27]

75 27.36 0.86 27.39 0.80 30.37 0.88 29.29 0.85 BKSVD
25.03 0.82 26.93 0.76 29.23 0.85 28.70 0.83 K-SVD [27]

modelo de observación, como se indica al principio del caṕıtulo. Esto tiene
un mayor efecto en la estimación de los átomos del diccionario, pero no
tanto en la fase de representación sparse, en la que simplemente bastará
con utilizar, para cada señal, las filas de D correspondientes a los datos
observados de yq. La tabla 7 muestra una comparativa del BKSVD con los
métodos de inpainting en [64], [37] and [48]. Estos métodos también
aprenden el diccionario de la propia imagen corrupta. Por supuesto, se han
utilizado los mismos patrones de ṕıxeles perdidos para todos los métodos.
BKSVD obtiene unos resultados similares a [64], [37] y [48] en términos de
PSNR y SSIM. Sin embargo, la calidad visual es algo superior, con menor
número de artefactos apreciables alrededor de las fronteras, como puede
observarse en la fig. 5. En esta, BFPA y SnS tienen mayor PSNR pero una
peor apariencia visual. Véanse también los artefactos de bloque producidos
por la reconstrucción del K-SVD.

4.5.3. Comparación de tiempos de ejecución

Para concluir mostramos los tiempos de ejecución de los diferentes
algoritmos, todos ellos ejecutados en un procesador AMD OpteronTMCPU
@ 2.30 GHz. La tabla 8 muestra los tiempos de cómputo para la
eliminación de ruido en la imagen ((Lena)) con σ = 20 para diferentes
tamaños de imagen y diccionario.

Observamos que, claramente, K-SVD es el algoritmo más rápido, pero
no incluye el tiempo de estimación del número de componentes distintas de
cero para cada una de las representaciones sparse. De entre los métodos
bayesianos BFPA es el más rápido, seguido del método propuesto. Sin
embargo, nótese que, según lo expuesto previamente, BKSVD estima un
parámetro λkq para cada componente de la matriz X, mientras que BFPA
únicamente estima un vector (K parámetros) que comparten todos los xq.
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Cuadro 7: Comparación de PSNR y SSIM en inpainting con diccionario
aprendido de datos corruptos para diferentes porcentajes r de datos
perdidos.

r( %) Barbara Boat Lena Peppers
PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM

25 38.53 0.98 36.28 0.97 38.85 0.97 39.04 0.97 BKSVD
38.85 0.98 36.83 0.96 39.14 0.97 40.14 0.97 K-SVD [64]
34.77 0.94 35.19 0.96 37.87 0.97 38.04 0.97 BPFA [37]
36.34 0.96 35.24 0.95 38.52 0.98 39.03 0.98 SnS [48]

50 33.67 0.95 30.97 0.92 33.73 0.95 33.92 0.96 BKSVD
32.58 0.91 30.73 0.88 33.09 0.90 33.48 0.91 K-SVD [64]
33.33 0.94 32.24 0.93 34.43 0.96 35.10 0.96 BPFA [37]
32.65 0.93 31.21 0.91 33.89 0.95 34.69 0.96 SnS [48]

75 27.99 0.86 25.88 0.79 28.18 0.87 27.84 0.88 BKSVD
23.48 0.70 22.84 0.62 24.13 0.69 23.16 0.70 K-SVD [64]
28.24 0.85 26.91 0.83 29.46 0.91 29.36 0.92 BPFA [37]
27.57 0.82 26.45 0.79 28.93 0.89 28.79 0.90 SnS [48]

Cuadro 8: Tiempo de ejecución (en segundos) de los distintos algoritmos
para diferentes tamaños de imagen u diccionario.

Tam. imagen K BKSVD BPFA K-SVD SnS

256x256
256 2.843 1.054 165 9.960
320 3.603 1.468 171 15.355

128x128
256 774 281 62 2.451
320 894 407 71 3.893
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5. Aprendizaje de diccionarios doblemente sparse

Los diccionarios aprendidos por las técnicas vistas previamente resultan
altamente estructurados [66], lo que sugiere que los mismos diccionarios
podŕıan tener una representación sparse sobre un diccionario primario
básico Ψ ∈ RP×M , como podŕıa ser un diccionario DCT sobrecompleto.
Esta observación da lugar a los métodos de aprendizaje de diccionarios
sparse, llamados también ((doblemente)) sparse, dado que no solo
proporcionan una representación sparse de las señales, sino que lo hacen
mediante un diccionario que también tiene una representación sparse, esto
es, D = ΨA, donde A ∈ RM×K y cada una de sus columnas ak será
sparse.

mı́n
A,X
‖Y −ΨAX‖2F (II.74)

s.t.

{
‖xq‖0 ≤ T, ∀q,
‖ak‖0 ≤ S,∀k.

La fortaleza de este modelo sobre el tradicional radica en que la
restricción sobre la representación del diccionario actúa como
regularizador, permitiendo la selección de caracteŕısticas de Ψ, ayudando a
reducir el sobreaprendizaje [67].

Entre las aplicaciones de este método podemos encontrar la eliminación
de ruido [68], superresolución [69], compresión en imágenes de teledetección
[70], detección de vóxeles activos en fMRI [71] y reconocimiento facial [72].

Una vez más, el problema de aprendizaje es NP-completo por lo que
se han propuesto técnicas basadas en métods greedy o la común relajación
`1 para salvar este obstáculo. K-SVDS [66] es una técnica basada en el K-
SVD estándar para resolver el problema en (II.74). Este método alterna la
minimización sobre A y X. En primer lugar, se utiliza OMP para determinar
el soporte de las señales de la matriz de coeficientes, teniendo una expresión
anaĺıtica cerrada para su actualización. Después, la minimización sobre A
resulta equivalente a un problema de codificación sparse. No obstante, como
suced́ıa con K-SVD, un potencial inconveniente es la necesidad de conocer
el verdadero nivel de ruido, el cual rara vez es conocido en experimentos
reales.

5.1. Modelado bayesiano

La relajación mediante norma `1 del problema de aprendizaje
doblemente sparse (II.74) admite, de manera natural, un modelado
probabiĺıstico jerárquico análogo al visto en la sección anterior (BKSVD)
utilizando una distribución normal para el modelo de observación y
distribuciones laplacianas tanto para las columnas de X con las de A que
modelan la norma-1.
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Mq Φq Application

IP×P IP×P denoising

Mq IP×P inpainting

IP×P Φq c. sensing

Cuadro 9: Matrices Mq y Φq para diferentes aplicaciones.

Diseñamos un modelo de observación versátil que permite, con un única
formulación, representar tres problemas clásicos del procesado de imagen:
eliminación de ruido, inpainting y compressive sensing

p(Y|β,A,X) ∝ β
∑
q Nq

2 e−
β
2

∑Q
q=1 ||Mq(yq−ΨqAxq)||2 , (II.75)

donde Mq es una matriz diagonal cuyo elemento (n, n)-ésimo valdrá 1 si el
valor correspondiente ynq ha sido observado y 0 en caso contrario;
Nq = ||diag(Mq)||0 y Ψq = ΦqΨ, donde Ψ denota un diccionario
sobrecompleto predefinido. Nótese, en primer lugar, que las matrices de
selección Mq solo intervendrán ante la presencia de datos perdidos, como
en el caso del inpainting. Para otras aplicaciones en las que no hay datos
no observados, todas las entradas de las diagonales de estas matrices serán
iguales a la unidad, luego Mq = I, ∀q. En segundo lugar, la formulación
permite el uso de una matriz de muestreo diferente Φq para cada señal en
caso del problema de CS. Esta matriz no se utilizará para denoising o
inpainting. La tabla 9 muestra las posibles elecciones de estas matrices
para las diferentes aplicaciones.

La relajación mediante norma `1 de las restricciones sobre las columnas
de A y X en (II.74) pueden ser modeladas mediante distribuciones
laplacianas. Como ya hemos visto, dado que esta distribución no es
conjugada con el modelo de observación gaussiano, hace la inferencia
intratable desde un punto de vista anaĺıtico por lo que, una vez más,
emplearemos un modelo jerárquico basado en la mezcla infinita de
gaussianas, equivalente a esta distribución.

Comenzamos imponiendo una distribución normal de media nula con
varianza desconocida sobre las columnas de A

p(ak|ωk) =
M∏
m=1

N (amk|0, ωmk) = N (ak|0M ,Ωk), (II.76)

donde Ωk = diag(ωk), siendo ωmk la varianza asociada al elemento m-ésimo
de ak. Estas varianzas comparten una misma hiperdistribución a priori

p(ωk|ρk) =

M∏
m=1

Γ(ωmk|1, ρk/2). (II.77)
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Nótese que la distribución de ak dado ρk puede ser obtenida por
marginalización

p(ak|ρk) =

∫
p(ak|ωk)p(ωk|ρk)dωk

=
ρ
M/2
k

2M
exp(−√ρk‖ak‖1). (II.78)

El modelo puede ser completado introduciendo una distribución a priori
sobre el hiperparámetro ρk, como vimos en 4. Omitimos aqúı esta extensión
puesto que concluimos que la adición de esta distribución no introdućıa
información significativa al proceso de inferencia.

Imponemos una jerarqúıa análoga a la propuesta en (II.76), (II.77) sobre
las columnas de X

p(xq|γq) =

K∏
k=1

N (xkq|0, γkq) = N (xq|0K ,Γq) (II.79)

p(γq|λq) =
K∏
k=1

Γ(γkq|1, λq/2) (II.80)

con Γq = diag(γq).
Finalmente, para completar el modelo, asumumimos una distribución

gamma sobre la precisión de ruido

p(β) = Γ(β|aβ, bβ) ∝ βaβ−1 exp(−bββ), (II.81)

con aβ y bβ, dos escalares positivos que representan el parámetro de forma
y escala inversa respectivamente.

Con todos estos elementos podemos expresar la distribución conjunta,
que condensa todo nuestro conocimiento acerca del problema, como

p(Y,Θ) =p(Y|β,A,X)p(β)
[
p(A|Ω)p(Ω|ρ)

][
p(X|Γ)p(Γ|λ)

]
, (II.82)

donde Θ = {A,Ω,ρ,X,Γ,λ} denota el conjunto de incógnitas,
Ω = [ω1, . . . ,ωK ], Γ = [γ1, . . . ,γQ].

5.2. Inferencia variacional bayesiana

Nuestro objetivo será la estimación de la distribución a posteriori
p(Θ|Y), la cual no es anaĺıticamente viable dada la intratabilidad de la
marginal de Y. En consecuencia, utilizamos un proceso de inferencia
variacional análogo al visto en el apartado 4 considerando una
aproximación de la a posteriori que factoriza como

q(Θ) =q(β)
[∏

k

q(ak)
]
q(Ω)q(ρ)

[∏
q

q(xq)
]
q(Γ)q(λ), (II.83)
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donde las distribuciones a posteriori sobre Ω, ρ, Γ y λ se asumen
degeneradas. Nótese también que se ha asumido independencia entre las
columnas ak y xq de A y X.

La a posteriori sobre A puede obtenerse mediante (II.30). Centrándonos
en una única columna ak, siendo A el conjunto de ı́ndices q para los cuales
la xq satisface 〈x2kq〉 > 0, tenemos

log q(ak) =− β

2

∑
q

〈‖Mq(yq −ΨqAxq)‖2〉Θ\ak −
1

2
aT
kΩ−1k ak + const

=− β̂

2
‖tk −Ukak‖2 −

1

2
aT
k Ω̂
−1
k ak + const, (II.84)

donde tk y Uk son matrices por bloques cuyos bloques tienen la forma
1/〈x2kq〉1/2Mq(yq〈xkq〉 − Ψq

∑
k′ 6=k âk′〈xk′qxkq〉) y 〈x2kq〉1/2MqΨq, q ∈ A

respectivamente. lo que resulta en un distribución gaussiana para q(ak),
con media y matriz de covarianzas dadas por

âk = β̂ΣakU
T
k tk (II.85)

Σak = (β̂UT
kUk + Ω−1k )−1, (II.86)

A continuación, podemos obtener las actualizaciones correspondientes a
los hiperparámetros relacionados con A resolviendo la ec. (II.31).
Espećıficamente, para ωmk tenemos que maximizar

−1

2
logωmk −

1

2

〈a2mk〉
wmk

− 1

2
〈ρk〉ωmk + const. (II.87)

Igualando a cero la derivada de esta expresión con respecto a ωmk obtenemos

ω̂mk =
−1 +

√
1 + 4ρ̂k(â

2
mk + Σak(m,m))

2ρ̂k
. (II.88)

Siguiendo un procedimiento similar, el valor óptimo estimado para ρk
será

ρ̂k =
2M∑M

m=1 ω̂mk
. (II.89)

La inferencia sobre cada una de las columnas de X conduce, una vez
más, a una distribución gaussiana

log q(xq) =− β̂

2

∑
q

〈‖Mq(yq −ΨqAxq)‖2〉Θ\xq −
1

2
xT
q Γ̂
−1
q xq + C

=− β̂

2
‖Mqyq −Vqxq‖2 −

1

2
xT
q (Zq + Γ̂

−1
q )xq + const, (II.90)
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cuya media x̂q y matriz de covarianza Σxq vienen dadas por

x̂q = β̂ΣxqVqyq (II.91)

Σxq = (β̂VT
q Vq + Zq + Γ−1q )−1, (II.92)

donde Vq = MqΨqÂ y Zq es una matriz diagonal con

Zq(k, k) = β̂ tr(ΨT
q MqΨqΣak). Las actualizaciones correspondientes a los

hiperparámetros asociados a xq tienen expresiones similares a (II.88) y
(II.89).

La estimación de los vectores sparse ak y xq siguen un procedimiento
análogo al visto en el apartado 4.3.

Finalmente, para estimar la precisión de ruido volvemos a aplicar
(II.30) considerando únicamente los términos de (II.82) que dependen de
β. Tenemos

log q(β) =

∑
qNq

2
log β + (aβ − 1) log β − bββ

− β

2

∑
q
〈‖Mq(yq −ΨqAxq)‖2〉Θ\β + const, (II.93)

lo cual corresponde a una distribución Gamma sobre β de media

β̂ = 〈β〉 =

∑
qNq + 2aβ∑

q〈‖Mq(yq −ΨqAxq)‖2〉Θ\β + 2bβ
, (II.94)

con

〈‖Mq(yq −ΨqAxq)‖2〉Θ\β = tr((ÂTΨqM
T
q MqΨqÂ +

Zq

β̂
)(x̂T

q x̂q + Σxq)).

(II.95)

5.3. Experimentos

Veamos ahora el funcionamiento del modelo doblemente sparse en el
caso de la eliminación de ruido. Para ello utilizaremos tres imágenes
estándar: Barbara, Boat y Peppers, añadiendo ruido gaussiano a cada una
de ellas con desviaciones t́ıpicas σ = 10, 20, 30, 40, 50. Para el
entrenamiento de los diccionarios emplearemos solamente Q = 2000
bloques de la imagen de tamaño 8 × 8. Como diccionario utilizaremos un
diccionario DCT sobrecompleto Ψ ∈ R64×100.

Utilizaremos dos versiones de nuestro algoritmo de aprendizaje de
diccionarios sparse. Por un lado, la versión completa en la que se permite,
además de la adición, la eliminación y reestimación de componentes (BDS)
y, por otro, una versión más rápida análoga a la vista en el apartado del
algoritmo BKSVD, en la que solo se puede añadir elementos a la
representación (BDSA). Comparamos estos métodos con otras técnicas
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Figura 6: Estimated σ (left) at different noise levels and RMSE
reconstruction errors (right).

populares del estado del arte. En primer lugar, veremos como comparan
con la versión doblemente sparse del K-SVD (K-SVDS) y, en segundo
lugar, también realizaremos los experimentos con la versión original. Estos
dos métodos requieren el valor de la varianza del ruido y del número de
componentes no nulas. Para una mejor comparación de los métodos, estos
valores se corresponden a los obtenidos por nuestro algoritmo.

La fig. 6 (izqda) muestra que el valor estimado de σ, la desviación
t́ıpica del ruido, es muy preciso para valores pequeños o medios de ruido.
Para valores más altos se producen errores en la estimación debidos a la
gran degradación de la imagen. La estimación de este parámetro podŕıa ser
mejorada utilizando un mayor númer de señales de entrenamiento o
bloques de mayor tamaño. En cuanto al error de reconstrucción, el
subpanel derecho de la fig. 6 muestra que todos los métodos funcionan de
manera similar para los valors más bajos de σ. No obstante, los dos
métodos propuestos son ligeramente superiores (menor RMSE) a K-SVD y
K-SVDS para mayor desviación de ruido.

Table 10 shows the superiority of the proposed method in PSNR and
SSIM. BDS presents the best results, being better than K-SVDS in 10 out
of 15 test cases in terms of PSNR. The faster BDSA achieves competitive
results, while accelerating the original algorithm. Notice also the better
general behaviour of the double sparsity algorithms, compared to the
standard single-sparse technique. oadrpor qué están estos textos en inglés?

Para finalizar, mostramos un pequeño ejemplo gráfico del funcionamiento
de los algoritmos en la figura 7. De izquierda a derecha podemos ver la
imagen ruidosa y las imágenes procesadas utilizando nuestro algoritmo y el
K-SVDS respectivamente.
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Cuadro 10: PSNR y SSIM medios.

Barbara Boat Peppers
PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM σ

BDS 29.09 0.91 32.19 0.86 23.14 0.85

10
BDSA 29.05 0.91 31.53 0.85 23.69 0.86
K-SVDS 31.12 0.92 31.66 0.85 23.57 0.86
K-SVD 29.07 0.88 29.27 0.82 24.53 0.84

BDS 27.23 0.86 29.13 0.79 23.93 0.81

20
BDSA 26.81 0.86 28.17 0.79 22.31 0.80
K-SVDS 28.08 0.86 28.37 0.79 21.44 0.80
K-SVD 26.18 0.80 26.12 0.72 21.91 0.77

BDS 26.61 0.76 26.51 0.73 24.26 0.70

30
BDSA 25.97 0.76 25.80 0.72 21.77 0.66
K-SVDS 25.17 0.76 26.02 0.72 21.86 0.66
K-SVD 23.33 0.69 23.17 0.64 20.64 0.63

BDS 23.66 0.63 23.95 0.61 22.27 0.64

40
BDSA 22.92 0.68 23.24 0.63 21.60 0.55
K-SVDS 23.74 0.69 23.31 0.62 21.60 0.56
K-SVD 22.09 0.63 21.91 0.56 20.54 0.53

BDS 21.56 0.55 21.81 0.51 19.99 0.48

50
BDSA 20.43 0.51 21.88 0.52 19.81 0.41
K-SVDS 20.41 0.50 21.91 0.51 19.35 0.41
K-SVD 19.77 0.46 20.96 0.46 19.25 0.39

6. Representaciones sparse con a posteriori
laplaciana

En los dos métodos de aprendizaje basado en diccionarios vistos hasta
ahora utilizábamos una modelización idéntica de los vectores de
representación sparse, tanto en los vectores xq relativos a las señales sparse
vistas en el K-SVD bayesiano y la posterior versión doblemente sparse
como en la modelización de las columnas ak del diccionario sparse del
apartado anterior. En estos casos asignábamos una a priori jerárquica de
tres niveles que, como véıamos, era equivalente a una distribución
laplaciana. La inferencia variacional resultaba en una distribución a
posteriori gaussiana que embeb́ıamos en un proceso de inferencia rápido y
eficiente que produćıa, finalmente, las representaciones sparse. Veremos
ahora, sin embargo, una modelización alternativa utilizando directamente
la distribución laplaciana como a priori. A pesar de la presencia de la
función valor absoluto en la definición de esta distribución, función no
diferenciable en cero, comprobaremos que podemos utilizar distribuciones
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CAPÍTULO II. DENOISING E INPAINTING MEDIANTE
APRENDIZAJE DE DICCIONARIOS

(a) Imagen ruidosa (b) BDSA (c) K-SVDS

Figura 7: Denoising de la imagen Boat, σ = 30.

a posteriori laplacianas permitiendo soluciones anaĺıticas.

Nótese que solo consideramos el problema de la representación sparse,
por lo que, al contrario de los visto en los apartados anteriores, el diccionario
no estará involucrado en el proceso de optimización, considerándolo fijo. Por
tanto, podemos formular el problema de representación sparse como

mı́n
x
‖y −Dx‖2 (II.96)

s.a.‖x‖0 ≤ T,

y su relajación con norma-1

x̂ = arg min
x

{
‖y −Dx‖2 +

1

γ
‖x‖1

}
. (II.97)

6.1. Modelado bayesiano e inferencia variacional EM

El modelado bayesiano del problema de representación sparse (II.97)
requiere la definición de la distribución conjunta p(y,x|Ω), donde
Ω = {γ, β}. Podemos utilizar, como es habitual, la factorización

p(y,x|Ω) = p(y|x, β)p(x|γ). (II.98)

con el modelo de observación

p(y|x, β) = N (y|Dx, β−1I) (II.99)

y, de (II.97), la a priori

p(x|γ) =
N∏
i=1

L (xi|0, γ) , (II.100)

donde

L(x|µ, δ) =
1

2δ
e−
|x−µ|
δ . (II.101)
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Nótese que, para esta definición de la distribución laplaciana, tenemos

〈x〉 =µ (II.102)

var(x) =2δ2. (II.103)

Emplearemos el método EM para la inferencia de los parámetros del
modelo aśı como de la señal subyaciente x, el cual está basado en la
maximización de la verosimilitud

Ω̂ = arg máx
Ω

p(y|Ω) (II.104)

con respecto a los parámetros Ω, donde

p(y|Ω) =

∫
p(y,x|Ω)dx. (II.105)

Al no poder realizar el cálculo anaĺıtico de la verosimilitud, el método EM
trata de maximizar la ELBO en su lugar. Veremos una explicación más clara
del funcionamiento de este método en el siguiente caṕıtulo, donde se hace
un uso más general de este método. Podemos expresar esta cota inferior de
la verosimilitud como

L(q(x),Ω) =

∫
q(x) log

p(y|x, β)p(x|γ)

q(x)
dx, (II.106)

y alternaremos la maximización con respecto a q(x) y Ω de esta expresión.
Supodremos en este caso que la distrbución a posteriori sobre x es un

producto de laplacianas independientes sobre cada una de las entradas xi
del vector de representación sparse, esto es,

q(x|µ, δ) =
N∏
i=1

L(xi|µi, δi) (II.107)

donde µ = [µ1, . . . , µN ]T y δ = [δ1, . . . , δN ]T. Ya hab́ıamos visto en las
secciones anteriores la posibilidad de imponer una mezcla infinita de
gaussianas como a priori, que resultaba en una aproximación gaussiana de
la a posteriori. No obstante, la distribución que aqúı obtenemos es más
sparse por lo que debeŕıa producir una mejor solución.

En primer lugar debemos obtener la distribución q(x) que maximiza
la ELBO. Para ello fijamos ahora los parámetros a Ω(t) y {µj , δj ,∀j 6= i}
y optimizaremos L(q(x),Ω(t)) respecto a µi y δi. Nótese que, utilizando
las propiedades del logaritmo, podemos descomponer la ELBO (II.106). El
primero relacionado con el modelo de observación

〈log p(y|x, β)〉x =〈−β
2
‖y −Dx‖2〉x + const

=− β

2
(‖di‖2(µ2i + 2δ2i )− 2zTi diµi) + const, (II.108)
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con zi = y −
∑

j 6=i djµj . Un segundo término de la a priori

〈log p(x|γ)〉x =− 1

γ
〈|xi|〉+ const, (II.109)

y un tercero que depende de la entroṕıa de la a posteriori

−〈log q(x)〉x =
∑
i

H[q(xi)] = log δi + const. (II.110)

Nótese que las constantes incluyen todos los términos que no dependen de
µi o δi, irrelevantos, por tanto, para la optimización. Puede demostrarse que
el término 〈|xi|〉 en (II.109) resulta

〈|xi|〉 = δie
− |µi|

δi + |µi| , (II.111)

que, interesantemente, es diferenciable en µi = 0. Es más, sus derivadas
parciales con respecto a µi y δi son también diferenciables en todo el dominio
de definición de estos parámetros, D = {µ ∈ RN , δ ∈ RN>0}. Eso permitirá
el uso de algoritmos de optimización de segundo orden.

Para acabar, podemos encontrar la solución óptima que maximiza la
ELBO sumando estos tres términos e igualando a cero la derivada de la
expresión resultante con respecto a µi y δi, con lo que tenemosβ(‖di‖2µi − zTi di) + 1

γ sgn(µi)(1− e
− |µi|

δi ) = 0

2β‖di‖2δi + 1
γ e
− |µi|

δi (1 + |µi|
δi

)− 1
δi

= 0
(II.112)

Este sistema de ecuaciones no lineales no puede resolverse anaĺıticamente,
con lo que requerirá métodos numéricos. Dado que ambas ecuaciones son
diferenciables utilizaremos el método de Newton-Raphson dada su mayor
velocidad de convergencia.

Una vez actualizados los parámetros relativos a la distribución a priori
pasamos al cálculo de los parámetros Ω. Para ello, fijando µ y δ,
actualizamos Ω maximizando la ELBO

Ω̂ = arg max
Ω

L(q(x),Ω). (II.113)

Para el cálculo de γ̂, tomando solo los término de la ELBO que contienen
este parámetro, tenemos

γ̂ = arg max
γ
〈log p(x|γ)〉x̂, (II.114)

lo que resulta en

γ =

∑N
i=1〈|xi|〉
N

, (II.115)
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y, para la precisión del ruido

β̂ = arg max
β
〈log p(y|x, β)〉x̂, (II.116)

cuya solución es

β̂−1 =
‖y −Dµ‖2 + 4

∑
i‖di‖2δ2i

M
. (II.117)

Sin embargo, dada la naturaleza constructiva del algoritmo, el parámetro
de ruido no puede calcularse de esta manera. El término de fidelidad será
altamente impreciso en iteraciones tempranas del algoritmo ya que se parte
de un modelo con un único átomo. Por ello, análogamente a [61], fijaremos
este parámetro al comienzo del algoritmo a β = 0.01‖y‖2.

6.2. Algoritmo EM con a posteriori laplaciana

El algoritmo propuesto para encontrar la señal de representación sparse
x puede verse en alg. 4. Se trata de un algoritmo constructivo similar al usado
en el BKSVD y su versión con diccionarios sparse. Partimos de un modelo
vaćıo, es decir, µi = 0, ∀i. En la primera iteración, el algoritmo tendrá que
escoger óptimamente una de las N componentes de x y añadirla al modelo.
Esta elección se basa en buscar aquella solución {µi, δi} del sistema (II.112)
produce un mayor incremento de la ELBO. A partir de (II.108), (II.109) y
(II.110) tenemos

∆Li =− β

2

(
‖di‖2[µ2

(t+1)

i − µ2(t)

i + 2(δ2
(t+1)

i − δ2(t)

i )]− 2zTi di(µ
(t+1)
i − µ(t)i )

)
− 1

γ
(〈|xi|〉(t+1) − 〈|xi|〉(t)) + log

δ
(t+1)
i

δ
(t)
i

. (II.118)

El tratar la optimización separadamente por coordenadas nos permite
garantizar una solución exactamente sparse además de posibilitar la
refinación de estimaciones previas. Esta refinación se producirá cuando el
mayor incremento de ELBO (II.118), siendo posible la reestimación de este
valor, o su eliminación del modelo, en el caso de que el nuevo valor sea
nulo o casi nulo.

Por último, la fig. 8 muestra el comportamiento del algoritmo,
demostrando experimentalmente su convergencia. Los parámetro utilizados
son M = 100, N = 512, T = 20. Es importante resaltar que todas las
iteraciones del algoritmo producen un incremento de ELBO positivo.

6.3. Funcionamiento experimental del algoritmo

Para comprobar la validez del método generamos un diccionario
sintético D ∈ RP×K y un conjunto de señales sparse x. Para la generación
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Figura 8: ELBO y término de fidelidad para un experimento sintético.

Algoritmo 4 Algoritmo de representación sparse con a posteriori
laplaciana.

ENTRADA: D e y.
1: Establecer µ(0) = 0.
2: while no converja do
3: Actualizar γ según (II.115).
4: for i=1:N do
5: Encontrar µ

(t+1)
i y δ

(t+1)
i resolviendo (II.112) utilizando µ

(t)
j y

δ
(t)
j ∀j 6= i.

6: end for
7: Actualizar la componente de µ y δ que resulten en el mayor

incremento de ELBO.
8: end while

SALIDA: µ̂, δ̂ y γ̂.

de las señales sparse generaremos un vector aleatorio con una distribución
gaussiana N (0, σ). Una vez generada la señal seleccionaremos
aleatoriamente solo T entradas, poniendo a cero el resto y, finalmente,
generaremos las señales observadas sintéticas siguiendo el modelo
y = Dx + n, donde n ∼ N (0, 0.032). Compararemos el funcionamiento de
nuestro método con el algoritmo presentado en [61]. Las figs. 9, 10 y 11
muestran tres ejemplos de reconstrucciones con M = {80, 100, 120}. Se
puede observar que ambos algoritmos presentan un mayor error de
reconstrucción para valores de M menores (M = 80). Lógicamente, cuanto
menor sea el número de muestras tomadas M , más dif́ıcil será recuperar la
señal sparse subyacente. Además, la matriz D presentará una correlación
mutua menor, dificultando la identificación exacta del soporte de x. Para
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Figura 9: Ejemplo de reconstrucción con T = 20, M = 80.

los ejemplos con M = 100 y M = 120, los resultados obtenidos son
similares, siendo levemente mejores para el algoritmo propuesto. Obsérvese
que el método [61] añade al soporte algunas posiciones que no formaban
parte de la señal sparse original, aunque con un valor pequeño.

A pesar de estos resultados, hay que realizar un estudio más exhaustivo
del comportamiento de este algoritmo en escenarios más realistas y
comprobar si es una alternativa viable dado su mayor tiempo de ejecución.
Pese a ser algoritmos constructivos que proceden de forma análoga, la
iteración de [61] tiene forma anaĺıtica cerrada, mientras que el algoritmo
propuesto requiere la solución iterativa de un sistema de ecuaciones
impĺıcitas.
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Figura 10: Ejemplo de reconstrucción con T = 20, M = 100.

Figura 11: Ejemplo de reconstrucción con T = 20, M = 120.
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Caṕıtulo III

Deconvolución ciega de
imágenes

En el caṕıtulo anterior vimos cómo era posible la eliminación de ruido
en imágenes milimétricas además del inpainting mediante el aprendizaje
basado en diccionarios. En este caṕıtulo abordaremos la eliminación del
emborronamiento en las mismas. Desarrollaremos el modelo publicado en
[73] que será evaluado cuantitativamente en este caṕıtulo y sobre imágenes
milimétricas en el siguiente.

Se propone un método de deconvolución ciega utilizando la distribución
a priori Spike-and-Slab con un esquema eficiente de inferencia variacional
EM (Expectation Maximization), utilizado por primera vez en este campo
de investigación. Esta distribución constituye el máximo exponente del
aprendizaje automático sparse.

1. Introducción

La deconvolución de imágenes tiene como objetivo obtener, dada una
imagen borrosa y, comúnmente, con ruido, la imagen ńıtida subyacente.
Tanto el emborronamiento como el ruido son, habitualmente,
degradaciones indeseadas inherentes al proceso de adquisición de imágenes
que afectan en una gran variedad de campos tales como la fotograf́ıa
comercial, astronomı́a, imagen médica o teledetección, entre otros. El
término ((deconvolución)) hace referencia al proceso inverso de
emborronamiento de una imagen, el cual resulta de la convolución de una
imagen con un filtro de emborronamiento, también llamado PSF, del inglés
Point Spread Function. Formalmente, podemos expresar este proceso de
degradación como

y = h ∗ x + n, (III.1)

donde y,x,n ∈ RH×W denotan la imagen borrosa, la imagen ńıtida
subyacente y la matriz de ruido respectivamente. h ∈ Rh×w denota la PSF.
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Nótese que se aplican dos restricciones habituales sobre las componentes hi
de h, por un lado, la positividad de sus elementos y, por otro, se impone
que la suma de estos sea uno. De esta forma se garantiza que las imágenes
ńıtida y borrosa tengan, en caso de ruido de media nula, aproximadamente
la misma media. Por último, ∗ denota la convolución 2D, que en este caso
devuelve una imagen de tamaño igual a la de entrada, es decir, no se
considera la convolución completa que produciŕıa una imagen de mayor
tamaño. Podemos ver en la fig. 1 un ejemplo de convolución de una imagen

(a) Imagen ńıtida original (b) PSF (c) Imagen borrosa y ruidosa

Figura 1: Ejemplo del proceso de emborronamiento.

ńıtida con un filtro de desenfoque gaussiano de desviación t́ıpica σ = 2 con
adición de ruido gaussiano de media nula y desviación t́ıpica 0.03. En el
caso de no conocer el filtro de emborronamiento hablaremos de
deconvolución ((ciega)) de imágenes. Centraremos la atención de nuestro
trabajo precisamente en este problema más complejo, al que nos
referiremos abreviadamente y en lo sucesivo como BID, de sus siglas en
inglés (Blind Image Deconvolution).

Conviene ahora observar que el modelo de degradación expuesto en
(III.1) admite una representación matricial [74]

y = Hx + n, (III.2)

donde y,x,n son ahora vectores columna de tamaño HW × 1, y H, de
tamaño HW ×HW , es la matriz de convolución asociada a h. Esta es una
matriz es circulante por bloques cuyas columnas se obtienen a partir de los
elementos de la PSF.

En deconvolución ciega tenemos que estimar tanto la imagen ńıtida
como el filtro a partir, únicamente, de las observaciones, i. e., la imagen
degradada y. Este problema inverso es indeterminado en gran medida,
puesto que intervienen mayor número de incógnitas que observaciones.
Este hecho provoca la existencia de múltiples soluciones para el par
imagen/PSF compatibles con la imagen observada. Peor aún, este
problema está mal definido, según la definición de Hadamard [75], esto es,
pequeñas variaciones en las observaciones pueden alterar enormemente la
solución. Es más, pequeñas variaciones en la estimación del filtro de
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emborronamiento también pueden causar grandes variaciones en la imagen
estimada. Para aliviar este problema y obtener buenas estimaciones para
PSF e imagen es necesario restringir el espacio de soluciones introduciendo
conocimiento a priori, además de métodos de inferencia adecuados.

Por ejemplo, en el contexto de las imágenes naturales, este
conocimiento a priori consiste en el hecho de que sabemos que solo algunos
de los ṕıxeles de estas corresponden a bordes, es decir, fronteras entre
objetos con saltos bruscos de intensidad. Esta propiedad puede ser
explotada en lo que se conoce como dominio filtrado, en contraposición al
dominio de la imagen, al cual nos refeŕıamos en lo previo, pudiéndose
formular el problema en cualquiera de los dominios [74]. Los métodos de
BID que trabajan en el dominio de la imagen estima la imagen latente y la
PSF directamente a partir de la observación, la propia imagen borrosa. Sin
embargo, el dominio filtrado recibe este nombre por la generación de un
conjunto de pseudoobservaciones mediante filtrado paso alto de la imagen.
Obviamente, las pseudoobservaciones serán sparse dado que, como ya
comentábamos, presentan pocos bordes y, en consecuencia, muchas zonas
planas o de variación suave que serán eliminadas por el filtrado. La
literatura alberga cierta cantidad de trabajos que exponen las ventajas e
inconvenientes de ambas aproximaciones [74, 76, 77]. Los métodos que
trabajan en el dominio de la imagen son capaces de estimar la imagen
latente y el filtro de emborronamiento directamente [78]. No obstante, las
imágenes restauradas tienen t́ıpicamente una apariencia de dibujo, con
bordes fuertemente marcados, dado que estimaciones precisas de la PSF
dependen, a menudo, de la presencia de bordes muy marcados y pocos
detalles en las imágenes. Es por esto que habitualmente se utiliza un
algoritmo de deconvolución no ciega para obtener la imagen ńıtida final a
partir de la PSF obtenida. En cambio, en el dominio de la frecuencia, los
métodos disponen de más (pseudo)observaciones para estimar el
emborronamiento, una por filtro. A pesar de esto, estos métodos suelen ser
más sensibles al ruido. Tras la estimación de la PSF es necesario el uso de
un algoritmo de deconvolución no ciega para estimar la imagen.

2. Revisión bibliográfica

El estado del arte en el campo de la deconvolución ciega está liderado
por métodos estocásticos que, basándose en el modelo f́ısico de degradación
(III.1) o (III.2), formulan los distintos elementos en un marco
probabiĺıstico asignando distribuciones de probabilidad adecuadas para
modelar todo el conocimiento a priori del problema. Podemos subdividir
estos métodos, grosso modo, en dos grandes grupos: aquellos que utilizan
inferencia MAP y los que usan inferencia variacional. Una comparación
detallada de ambos métodos puede ser hallada en [79], donde se prueba la
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conveniente habilidad de la VI para evitar máximos locales, que
corresponden a malas soluciones del problema, cuando se utilizan
distribuciones a priori altamente sparse. En contrapartida, los métodos
MAP son computacionalmente más ligeros debido a que no buscan la
distribución a posteriori completa de las variables latentes, sino solo su
máximo, de aqúı su nombre.

Existe una prolongada bibliograf́ıa de métodos MAP y métodos basado
en regularización. Estos últimos se basan en la minimización de una
función objetivo que suele incluir un término de fidelidad y otro/s de
regularización sobre la imagen restaurada y, a veces, también sobre la PSF.
Puede verse fácilmente la equivalencia de los métodos de regularización con
los métodos MAP [80]. En estadios tempranos, se impońıa una forma
paramétrica para la PSF [81], con lo que la estimación del núcleo de
emborronamiento se redućıa al cálculos de sus parámetros [82].
Alternativamente, se impońıan otras restricciones t́ıpicas sobre este como
la no negatividad, suavidad o simetŕıas, véase [83, 84]. La observación de
que los métodos MAP favorećıan soluciones de emborronamiento nulo [85],
condujo a los investigadores al diseño cuidadoso de distribuciones a priori
para la imagen y PSF [86], aśı como al uso de imágenes intermedias con
fronteras resaltadas [87–89]. En esta ĺınea se encuentran muchos de los
trabajos más recientes. Por ejemplo, trabajos como [90] utilizan
distribuciones a priori hiperlaplacianas1, además de incluir, en otros, un
ajuste iteración a iteración de los parámetros de regularización [88, 91].
Otras distribuciones empleadas en la literatura incluyen las a priori
log-TV [92], aproximaciones de la pseudonorma `0 utilizada en [77],
trabajo extendido en [89] con el uso de la llamada ((a priori del canal
oscuro2)), y combinaciones de regularizadores `0 y `2 para la imagen de
gradientes y la PSF [93]. El método expuesto en [94], bajo la premisa de
que los bordes pequeños en las imágenes conducen a estimaciones del
emborronamiento poco precisas, propone una estimación de este en dos
fases con selección de fronteras significantes. Con esta misma idea de
selección de gradientes encontramos el trabajo de Gong et al. [95],
obteniendo una estimación robusta de la PSF. Estos métodos de están
ı́ntimamente relacionados con los métodos Spike-and-Slab que
presentaremos más adelante. Por otro lado, algunos de los métodos de
deconvolución más recientes incorporan directamente la información de
imágenes naturales entrenando las distribuciones a priori a partir de bases
de datos de imágenes. Por ejemplo, en [96] emplean una a priori `p para la

1Las distribuciones hiperlaplacianas son una extensión de la distribución laplaciana,
en la que se sustituye el valor absoluto por una norma `p con 0 < p < 1, es decir,
p(x) ∝ e−k‖x‖

p
p . Estás distribuciones son más apuntadas que la laplaciana original.

2El canal oscuro de una imagen RGB viene a ser un filtrado de tipo mı́nimo, i. e., cada
ṕıxel en la imagen filtrada corresponde al valor mı́nimo, para todos los canales, en un
vecindario en torno a ese ṕıxel. El canal oscuro de una imagen ńıtida es sparse.
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PSF e introducen la a priori ((Gaussian Scale Mixture Field of Experts)),
cuyos filtros están preentrenados a partir de imágenes naturales, para la
imagen. Cai et al. [97] reinciden en la idea de usar las fronteras más
significativas además de utilizar representaciones sparse, mediante las que
incorporan información preaprendida para la estimación tanto de la
imagen como de la PSF. [98] desarrolla una a priori basada en una red
convolucional profunda capaz de discernir entre imágenes ńıtidas y
borrosas. Por último, [99] sigue esta misma filosof́ıa, entrenando una a
priori basada en un modelo de mezcla de gaussianas para diferentes clases
de imágenes, como rostros o huellas dactilares.

El empleo de la inferencia variacional en problemas de deconvolución
de imágenes surge con posterioridad a los primeros métodos MAP, su
origen puede trazarse hasta el trabajo [100], véase también [78].
Similarmente a lo visto en los métodos MAP, los métodos varacionales de
deconvolución ciega más actuales también hacen un uso extensivo de las
distribuciones a priori sparse. La combinación de estas con la inferencia
variacional ha ido suscitando cada vez mayor interés desde el trabajo de
Fergus et al. [101] dada su demostrada efectividad. Este trabajo propuso el
uso de una mezcla de gaussianas como a priori sobre la imagen de
gradientes. Más adelante, et al. [102] generaliza este trabajo con el uso de
distribuciones supergaussianas y mezclas infinitas de gaussianas. Nótese
que este modelo engloba también otras distribuciones (a priori) sparse
populares como la TV (Total Variation), `p, la mezcla (finita) de
gaussianas o la t de Student [103]. Zhou et al. [104] proponen un método
que utiliza supergaussianas de Huber como a priori : estas distribuciones
salvan la singularidad en cero común en la mayoŕıa de las supergaussianas.
Recientemente se han propuesto mezclas de otras distribuciones
exponenciales, como la laplaciana [105, 106], generalizando otros modelos
de mezclas. En lugar de asumir una distribución sparse sobre la PSF y
forzar posteriormente restricciones sobre la estimación, como veremos en la
siguiente sección, [107] impone una distribución de Dirichlet sobre esta, lo
que garantiza directamente que la estimación cumplirá con las restricciones
deseadas.

La mayoŕıa de estas distribuciones sparse tienen un punto en común:
presentan una predilección por valores cercanos a cero, pero no
exactamente cero, siendo, matemáticamente, nula la probabilidad de este
evento3, por ello reciben habitualmente el apelativo de distribuciones
((soft)) sparse. La distribución gaussiana, la laplaciana, las mezclas de
gaussianas o las supergaussianas en general son ejemplos que tienen cabida
en esta categoŕıa. Este comportamiento hace que no sean opciones ideales
para promover soluciones sparse, véase [108]. Surge, pues, un interés

3En distribuciones continuas la probabilidad de que una variable tome exactamente un
valor dado es cero, puesto que p(x = a) =

∫ a
a
p(x)dx = 0.
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creciente en distribuciones a priori que combinen distribuciones continuas
y discretas suponiendo, por tanto, una mejor aproximación de la
regularización `0 [109, 110]. Las distribuciones Spike-and-Slab [111] son un
ejemplo de estas combinaciones, siendo también referidas como
distribuciones Bernouilli-gaussianas [110], dado que consisten en un
producto de dos variables aleatorias: una discreta, que sigue una
distribución de Bernouilli, y una gaussiana. Este tipo de distribuciones
representan el máximo exponente del aprendizaje automático sparse, ya
que tienen, por un lado, la capacidad de descartar variables irrelevantes y,
por otro, regularizan moderadamente las relevantes [112]. Encontramos
abundantes aplicaciones de estas distribuciones en la literatura incluyendo
el campo de la representación sparse de señales ya comentado en el
caṕıtulo anterior. Selección de variables [113, 114], eliminación de
ruido [108, 115], inpainting [108], modelos no supervisados de variables
latentes [116] o la fusión de imágenes hiperespectrales son otros ejemplos
de aplicación relevantes. Sin embargo, y pese al alto potencial de las
distribuciones Spike-and-Slab, la literatura se ha encontrado con grandes
obstáculos inherentes a estas. Nótese, en primer lugar, que esta
distribución admite una representación alternativa mediante una mezcla de
una distribución gaussiana, ((slab)), y una delta de Dirac ((spike)). La
presencia de esta singular función complica en gran medida la inferencia,
imposibilitando soluciones anaĺıticas. Si bien es cierto que esta distribución
se puede aproximar por una mezcla de dos gaussianas [117], una de ellas
con una varianza muy pequeña, la distribución resultante sigue siendo
continua y, por ello, no verdaderamente sparse. En segundo lugar, las
simplificaciones habituales impuestas por la inferencia variacional con
factorización mean-field eliminan dependencias cruciales inherentes a la
verdadera distribución a posteriori. El modo habitual de salvar estos
obstáculos ha sido el uso de la inferencia de Monte Carlo (MCMC, Markow
Chain Monte Carlo). Desafortunadamente, este tipo de inferencia por
muestreo tiene un coste computacional muy elevado. Sin embargo,
recientemente se propuso una reparametrización de la distribución [108] en
el contexto del aprendizaje multitarea con procesos gaussianos que
posibilita la inferencia variacional de manera sencilla y eficiente salvando la
presencia de la delta y conservando, además, dependencias deseables en la
a posteriori. Es importante resaltar que la inferencia varacional establece
un marco de trabajo que permite el cálculo automático de los parámetros
del modelo, evitando aśı practicas comunes poco eficientes como el método
de ensayo/error, la fuerza bruta o validación cruzada [118] entre otras.
Véase, por último, la inferencia usando el método de propagación de la
esperanza con distribuciones a priori SnS en [119] en modelos de regresión
lineal.

El trabajo presentado en esta tesis se apoya en el éxito de la distribución
Spike-and-Slab como distribución sparse para modelar nuestro conocimiento
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previo sobre los gradientes de imágenes naturales, es decir, se trabaja en el
dominio filtrado. El uso de esta distribución permitirá al algoritmo descartar
observaciones ruidosas produciendo estimaciones de la PSF más robustas y
precisas. Además, por primera vez en la literatura, utilizamos un modelo de
inferencia variacional inspirado en el trabajo [108], usando las distribuciones
Spike-and-Slab en el problema de la estimación del emborronamiento.

3. Modelado bayesiano

Vamos a utilizar la formulación en el espacio filtrado del problema de
deconvolución ciega expuesto en (III.2). En este modelo creamos L
pseudoobservaciones yγ ∈ RN filtrando la imagen degradada y con un
conjunto de filtros paso-alto {fγ}Lγ=1, obteniendo

yγ = Fγy = HFγx + Fγn = Hxγ + nγ , (III.3)

con xγ = Fγx, donde Fγ es la matriz de convolución circulante por bloques
asociada al filtro fγ , que claramente conmuta con la matriz circulante por
bloques H.

Asumiendo que las pseudoobservaciones son independientes [74, 85] y
ruido gaussiano con precisión de ruido β conocida, podemos escribir el
modelo de observación de este problema como

p(yΓ|h,xΓ) =
∏

γ
p(yγ |h,xγ) =

∏
γ
N (yγ |Hxγ , β

−1
γ I)

∝
∏

γ
exp

{
− βγ

2
‖yγ −Hxγ‖2

}
, (III.4)

donde yΓ = {yγ}Lγ=1, xΓ = {xγ}Lγ=1.

Una propiedad interesante relativa a las imágenes latentes {xγ}Lγ=1 en
el dominio filtrado es que presentan un número reducido de ṕıxeles con
valores significativos, correspondientes a los bordes de la imagen. Las zonas
planas de la imagen tendrán un valor muy pequeño o cercano a cero debido
a la aplicación de los filtros paso-alto, con lo que podemos asumir que estas
son sparse. Al igual que hicimos con el problema de aprendizaje de
diccionarios, podemos imponer esta propiedad en un contexto bayesiano
utilizando distribuciones de probabilidad adecuadas. Concretamente,
utilizaremos la distribución Spike-and-Slab sobre cada ṕıxel xγi para
definir nuestra información a priori sobre xγ

p(xγi|αγi, πγ) = πγN (xγi|0, α−1γi ) + (1− πγ)δ(xγi), (III.5)

donde δ(·) denota la función delta de Dirac. Es importante observar que
esta distribución es verdaderamente sparse, es decir, la variable xγi toma
exactamente el valor cero con probabilidad 1 − πγ . Esto no sucede con
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otras distribuciones sparse, que simplemente imponen que algunos valores
sean muy pequeños pero no exactamente cero. No obstante, la función
delta en (III.5) dificulta en gran medida el proceso de inferencia. Es posible
salvar este obstáculo con una simple pero ingeniosa reparametrización de
xγi, expresando esta como el producto de dos variables aleatorias [108],
una gaussiana de media cero x̃γi ∼ N (0, α−1γi ) y una segunda que sigue una
distribución de Bernoulli sγi ∼ Bern(sγ |πγ), i. e.,

xγi = sγix̃γi. (III.6)

Podemos ahora reescribir la a priori sobre xγi a partir de estas dos
componentes

p(x̃γi, sγi|αγi, πγ) = N (x̃γi|0, α−1γi )π
sγi
γ (1− πγ)1−sγi , (III.7)

donde sγi ∈ {0, 1}.
Una vez más, compactaremos la notación usando x̃Γ = {x̃γ}Lγ=1, sΓ =

{sγ}Lγ=1, αΓ = {αγ}Lγ=1, πΓ = {πγ}Lγ=1, Ω = {h,αΓ,πΓ}, y Θ = {x̃Γ, sΓ}.
Con esto, podemos expresar la distribución conjunta como

p(yΓ,Θ|Ω) =
[∏

γ

∏
i
p(x̃γi, sγi|αγi, πγ)

]∏
γ

p(yγ |h, x̃γ , sγ). (III.8)

4. Inferencia variacional EM

El objetivo principal consiste ahora en la estimación del
emborronamiento. Para ello debemos maximizar la verosimilitud

p(Y|Ω) =

∫
p(Y,Θ|Ω)dΘ, (III.9)

donde hemos optado por utilizar Y en lugar de yΓ para facilitar la
comparación con el método de inferencia variacional utilizado en el
caṕıtulo anterior. Más adelante retomaremos la notación espećıfica de este
problema para seguir los cálculos con mayor claridad.

El modelo variacional considera todos los parámetros como variables
latentes, desapareciendo aśı la dependencia con Ω que observamos en la
verosimilitud y la distribución conjunta, compárese con (II.25). El
algoritmo EM encuentra las soluciones de máxima verosimilitud (o MAP)
para los parámetros del modelo, estando el emborronamiento h entre ellos
en nuestro caso, si bien es cierto que obtiene distribuciones completas
sobre las variables latentes. El método variacional, sin embargo, obtiene
como solución distribuciones de probabilidad sobre todas las variables.

Podemos introducir, de nuevo, una distribución q(Θ) sobre las variable
latentes [59], comprobándose que, para cualquier q(Θ), se cumple

log p(Y|Ω) = L(q(Θ),Ω) + KL (q(Θ) ||p(Θ|Y,Ω)) , (III.10)
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donde

L(q(Θ),Ω) =

∫
q(Θ) log

p(Y,Θ|Ω)

q(Θ)
dΘ, (III.11)

es la conocida ELBO. Resulta crucial observar que la ELBO depende de dos
términos, por un lado las distribuciones q(Θ) sobre las variable latentes y,
por otro, los parámetros del modelo. Esta doble dependencia da lugar a un
proceso iterativo con dos etapas para maximizar la verosimilitud.

En primer lugar, para el llamado ((paso E)), consideremos que fijamos
el valor de los parámetros a Ω(t). Dado que la divergencia es una cantidad
positiva (o nula, en caso de tratarse de distribuciones idénticas), podemos
maximizar la verosimilitud maximizando la ELBO con respecto a q(Θ)

q(t+1)(Θ) = arg max
q(Θ)

L(q(Θ),Ω(t)), (III.12)

cuya solución, en caso de utilizar una factorización mean-field es análoga
a la vista en el caṕıtulo anterior, véase (II.30). El mejor de los casos se
da cuando la divergencia se anula, es decir, cuando la distribución q(Θ) es
idéntica a la a posteriori p(Θ|Y,Ω(t)), lo que provocará que la ELBO iguale
al logaritmo de la verosimilitud.

A continuación, fijaremos q(Θ) y procederemos a la maximizar la ELBO
con respecto a los parámetros

Ω(t+1) = arg max
Ω

L(q(t+1)(Θ),Ω). (III.13)

Una vez descrito el algoritmo EM general, veamos como realmente
maximiza la verosimilitud. Fijando los parámetros Ω a su valor actual
Ω(t), en el paso E se maximiza la ELBO con respecto a la distribución
q(Θ), observamos que el valor óptimo para esta se alcanzará cuando la
divergencia sea, en el mejor de los casos, nula. Esto es fácil de comprobar,
puesto que la verosimilitud p(Y|Ω(t)) no depende de q(Θ), por tanto, el
máximo del primer término de (III.10), la ELBO, se alcanzará cuando el
segundo, la divergencia, sea mı́nimo. A continuación, en el paso M se fija la
distribución q(Θ) y se maximiza la ELBO con respecto a Ω. Esta
operación incrementará el valor de la ELBO (a no ser que se encuentre ya
en su valor máximo), incrementando necesariamente la verosimilitud,
puesto que la divergencia de Kullback-Leibler es siempre positiva. Es más,
al haber cambiado los parámetros a su nuevo valor Ω(t+1), la divergencia,
que era nula tras el paso E, tomará un valor mayor que cero, suponiendo
un incremento adicional al aumento de verosimilitud recién conseguido.

Particularicemos ahora esta teoŕıa para nuestro problema. Podemos
expresar la ELBO vista en (III.11) como

L(q(x̃Γ, sΓ),Ω) =
∑
sΓ

∫
q(x̃Γ, sΓ) log

p(yΓ, x̃Γ, sΓ|Ω)

q(x̃Γ, sΓ)
dx̃Γ, (III.14)
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donde la distribución conjunta viene dada en (III.8). La maximización
alterna de esta cota con respecto a q(x̃Γ, sΓ) y a Ω constituye la base del
algoritmo de inferencia EM y se detallan a continuación.

4.1. Paso E

Análogamente a lo visto en el caso de la inferencia variacional en el
caṕıtulo anterior, resulta conveniente asumir algún tipo de factorización de
la distribución a posteriori q(Θ) para facilitar la solución. La
descomposición q(Θ) =

∏
γ q(x̃γ , sγ), en la que q(x̃γ , sγ) =

∏
i q(x̃γi)q(sγi)

se ha usado ampliamente en la literatura, véase [120] por ejemplo. No
obstante, como se clarifica en [108], esto produce una distribución
unimodal que no se corresponde con la naturaleza multimodal de la a
posteriori. Obsérvese que la verdadera a posteriori
p(x̃γ |yγ ,Ω) =

∑
sγ

p(x̃γ , sγ |yγ ,Ω) involucra la suma sobre todas las 2N

combinaciones posibles de sγ , lo cual posibilita la existencia de múltiples
modas. En consecuencia, y puesto que las parejas (x̃γi, sγi) están
fuertemente correladas (recuérdese que xγi = x̃γisγi), haremos un
tratamiento conjunto de estas variables utilizando la factorización

q(x̃γ , sγ) =
∏
i

q(x̃γi, sγi). (III.15)

Fijando el valor de los parámetros Ω y dada esta factorización,
podemos obtener las distribuciones óptimas q(x̃γi, sγi) que maximizan la
ELBO (III.14) utilizando (II.30), de lo que resulta

q(x̃γi, sγi) =
1

Z
e
〈log p(yγ ,x̃γ ,sγ |Ω)〉Θ\x̃γi,sγi

=
1

Z
e
〈log p(yγ |h,x̃γ ,sγ)〉Θ\x̃γi,sγiN (x̃γi|0, α−1γi )π

sγi
γ (1− πγ)1−sγi ,

(III.16)

donde

〈log p(yγ |h, x̃γ , sγ)〉Θ\x̃γi,sγi =− βγ
2
〈‖yγ −H(x̃γ � sγ)‖2〉Θ\x̃γi,sγi

+
N

2
log βγ −

N

2
log 2π, (III.17)

y

〈‖yγ −H(x̃γ � sγ)‖2〉Θ\x̃γi,sγi = 〈‖yγ −
∑
k 6=i

hksγkx̃γk − hisγix̃γi‖2〉Θ\x̃γi,sγi

= −2(yγ −
∑
k 6=i

hk〈sγkx̃γk〉)Thix̃γisγi + ‖h‖2x̃2γisγi + 〈‖yγ −
∑
k 6=i

hksγkx̃γk‖2〉.

(III.18)
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El vector hi denota la i-ésima comlumna de la matriz de convolución H.
Nótese, además, que hT

i hi = ‖h‖2,∀i ya que se ha supuesto
emborronamiento espacialmente invariante, � representa el producto de
Hadamard y que las esperanzas que aparecen en (III.18) se calculan
usando las distribuciones q(x̃γk, sγk).

Para el cálculo expĺıcito de la distribución a posteriori y, sin pérdida de
generalidad, es importante observar que podemos expresar esta como

q(x̃γi, sγi) = q(x̃γi|sγi)q(sγi), (III.19)

y obtener separadamente q(x̃γi|sγi) y q(sγi).

En primer lugar, particularizando la expresión (III.16) para sγi = 0 y
sγi = 1, una vez sustituidos los resultados (III.17) y (III.18), obtenemos

q(x̃γi|sγi = 0) ∝ exp
{
− αγi

2
x̃2γi
}
, (III.20)

q(x̃γi|sγi = 1) ∝ exp
{
βγ(yγ −

∑
k 6=i

hk〈sγkx̃γk〉)Thix̃γi −
βγ
2
‖h‖2x̃2γi −

αγi
2
x̃2γi
}
.

(III.21)

Podemos deducir fácilmente de la forma cuadrática de los exponentes de
(III.20) y (III.21) que se trata de dos distribuciones gaussianas,

q(x̃γi|sγi = 0) = N (x̃γi|0, α−1γi ), (III.22)

q(x̃γi|sγi = 1) = N (x̃γi|µxγi , ρ−1γi ), (III.23)

que se pueden expresar de forma más compacta como

q(x̃γi|sγi) = N (x̃γi|sγiµxγi , sγiρ−1γi + (1− sγi)α−1γi ), (III.24)

donde

µxγi =
βγ
ργ

hT
i (yγ −

∑
k 6=i
〈sγkx̃γk〉hk), (III.25)

ργi = βγ‖h‖2 + αγi, (III.26)

representan la media y la precisión de los slabs respectivamente. La
ecuación (III.26) admite una interpretación interesante: por un lado, la
varianza de los slabs, ρ−1γi , es siempre menor que la varianza de la a priori,

α−1γi , dado que incorpora información de las observaciones, pero, aún más

relevante resulta la dependencia de la primera con el emborronamiento4.
Valores altos de ‖h‖2 implican que la PSF estará compuesta por un
número reducido de ṕıxeles significativos por lo que la (pseudo)imagen
podrá estimarse fielmente. Según vaya incrementándose el número de
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ṕıxeles afectados por el emborronamiento, la norma de este decrecerá y,
consecuentemente, aśı lo hará la confianza en la estimación.

Veamos ahora el cálculo de las distribución q(sγi), la cual es,
obviamente, una distribución de Bernouilli y, por tanto, bastará con
encontrar su parámetro, al que denotamos por ωγi. Es bien conocido que el
parámetro de una distribución de Bernoulli coincide con la probabilidad de
que la variable tome el valor 1, esto es,

ωγi = q(sγi = 1). (III.27)

Consecuentemente, podŕıamos obtener este valor marginalizando (III.16)
sobre x̃γi, pero necesitaŕıamos conocer el valor de la función de partición,
Z, de la distribución q(x̃γi, sγi), véase (III.30). Para evitar este cálculo
observemos que podemos reescribir ωγi como

ωγi =
1

1 + e−uγi
, (III.28)

con
uγi = log q(sγi = 1)− log q(sγi = 0). (III.29)

En esta sustracción se cancela la función de partición Z, solucionando el
mencionado problema. Partiendo de (III.16) tenemos

log q(sγi = 1) = log

∫
q(x̃γi, 1)dx̃γi =

N

2
log βγ −

N

2
log 2π +

1

2
logαγi

− βγ
2
〈‖yγ −

∑
k 6=i

hkxγk‖2〉+ log πγ −
1

2
log ργi

+
β2γ

2ργi

(
hT
i (yγ −

∑
k 6=i
〈sγkx̃γk〉hk)

)2 − logZ, (III.30)

y

log q(sγi = 0) = log

∫
q(x̃γi, 0)dx̃γi =

N

2
log βγ −

N

2
log 2π

− βγ
2
〈‖yγ −

∑
k 6=i

hkxγk‖2〉+ log(1− πγ)− logZ, (III.31)

lo que produce

uγi = log
πγ

1− πγ
+

1

2
log

αγi
ργi

+
ργi
2
µ2xγi , (III.32)

4Nótese que, dada la restricción impuesta sobre el emborronamiento (
∑
i hi = 1, hi ≥

0, ∀i), los valores de ‖h‖2 oscilan entre 1 y 1/I, donde I es el número de valores distintos de
cero en la PSF. El valor máximo, 1, se alcanza únicamente en el caso de que la PSF conste
únicamente de un ṕıxel, lo que supondŕıa un emborronamiento nulo. El valor mı́nimo se
puede obtener fácilmente imponiendo ∇‖h‖2 = 0, sujeto a la restricción ya comentada,
lo que resulta en hi = 1/I, ∀i, que se corresponde con PSFs cuyos ṕıxeles activos tienen
todos el mismo valor.
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y nos permite finalmente calcular el parámetro ωγi = q(sγi = 1) de la
distribución a partir de (III.28).

Finalmente, podemos expresar la a posteriori completa usando (III.19)

q(x̃γi, sγi) =q(sγi)q(x̃γi|sγi) = ω
sγi
γi (1− ωγi)1−sγi

×N (x̃γi|sγiµxγi , sγiρ−1γi + (1− sγi)α−1γi ), (III.33)

y usando esta distribución podemos obtener la media y valor cuadrático
medio de las variables latentes xγi

〈xγi〉 = 〈sγix̃γi〉 =
∑
sγi

∫
sγix̃γiq(x̃γi, sγi)dx̃γi =

∫
x̃γiq(x̃γi, 1)dx̃γi

= ωγi

∫
x̃γiq(x̃γi|sγi = 1)dx̃γi = ωγiµxγi , (III.34)

〈x2γi〉 = 〈s2γix̃2γi〉 =
∑
sγi

∫
s2γix̃

2
γiq(x̃γi, sγi)dx̃γi =

∫
x̃2γiq(x̃γi, 1)dx̃γi

= ωγi

∫
x̃2γiq(x̃γi|sγi = 1)dx̃γi = ωγi(µ

2
xγi + ρ−1γi ), (III.35)

donde µxγi , ργi y ωγi se han definido en (III.25), (III.26) y (III.28)
respectivamente. Estas cantidades que nos harán falta para los cálculos
subsiguientes.

4.2. Paso M

Una vez calculada la distribución sobre las variables latentes q(x̃Γ, sΓ),
fijamos el valor de esta, de acuerdo con lo visto anteriormente, y procedemos
a la actualización de los parámetros Ω = {h,αΓ,πΓ}maximizando la ELBO
(III.14) o, equivalentemente, su logaritmo

F(Ω) = logL(q(t+1)(x̃Γ, sΓ),Ω) (III.36)

con respecto a Ω.

En primer lugar, tomando únicamente los términos que depende de πγ
en la ELBO, tenemos

F(πγ) =
∑
i

[
〈sγi〉 log πγ + (1− 〈sγi〉) log(1− πγ)

]
(III.37)

donde 0 < πγ < 1. Derivando esta expresión e igualando a cero obtenemos
el valor óptimo en

πγ =

∑
i ωγi
N

. (III.38)
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Análogamente, para αγi tenemos que maximizar

F(αγi) = ωγi

∫
N (x̃γi|µxγi , ρ−1γi ) logN (x̃γi|0, α−1γi )dx̃γi

= ωγi

[
1

2
logαγi −

1

2
αγi〈x̃2γi〉N (x̃γi|µxγi ,ρ

−1
γi )

]
+ const, (III.39)

lo que resulta en

α−1γi = µ2xγi + ρ−1γi . (III.40)

Por último, para la estimación del emborronamiento, la maximización
de F(h) es equivalente a la minimización de

f(h) =
∑
γ

〈‖yγ −Hxγ‖2〉Θ =
∑
γ

[
‖yγ −H〈xγ〉‖2 + hTDγh

]
, (III.41)

restringido a hi ≥ 0,
∑

i hi = 1, donde Dγ es una matriz diagonal de la forma
Dγ =

∑
i(〈x2γi〉 − 〈xγi〉2)I. La optimización de esta función puede realizarse

de manera eficiente utilizando programación cuadrática, véase [102].

4.3. Algoritmo BID

El algoritmo EM para la estimación del emborronamiento detallado en
la sección anterior viene resumido en el algoritmo 5. Un aspecto crucial en
deconvolución ciega es la estimación inicial del emborronamiento h(0) dada
la existencia de múltiples extremos locales [101], especialmente cuando
trabajamos con filtros de gran tamaño. Una práctica habitual para atajar
este problema consiste en utilizar una aproximación
multiescala [101, 102, 104]. Este proceso consiste en realizar una primera
estimación del emborronamiento a partir de una versión reducida de la
imagen degradada original, donde la escala del emborronamiento también
será menor, facilitando su estimación. Esta primera estimación será usada
como estimación inicial para la siguiente escala, tras el correspondiente
reescalado. Esta es la aproximación que utilizamos en los trabajos
preliminares enviados a congresos [121,122]. No obstante, el algoritmo final
que presentamos y cuyo resultados aparecen expuestos en el siguiente
apartado utiliza como estimación inicial el resultado producido por [104].
Este es un algoritmo multiescala, también el el dominio filtrado, que, como
ya comentábamos en la revisión bibliográfica, utiliza distribuciomes
supergaussianas de Huber pero, más importantemente, utiliza el método
ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) que permite el uso
de la FFT en la inferencia, acelerando en gran medida los cálculos. El
algoritmo recién presentado trabaja secuencialmente ṕıxel a ṕıxel, no
pudiendo aśı hacer uso de cálculos basados en FFT. Por tanto, nuestro
método obtiene una estimación razonable a partir de [104] aprovechando
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Algoritmo 5 Algoritmo EM para la estimación de la PSF

ENTRADA: yΓ, βΓ y valores iniciales h
(0)

, π
(0)
Γ , α

(0)
Γ and 〈xΓ〉(0).

1: Set k = 0.
2: while ∆ELBO > tol do
3: PASO E:
4: Actualizar µ

(t+1)
xγi , ρ

(t+1)
γi y ω

(t+1)
γi ∀γ, ∀i, según (III.25), (III.26) y

(III.28) respectivamente.
5: Actualizar 〈xγi〉(t+1) ∀i a partir de (III.34).
6: PASO M:
7: Update π

(t+1)
Γ from (III.38), and α

(t+1)
Γ from (III.40).

8: Update h(t+1) using (III.41).
9: Set t = t+ 1.

10: end while
SALIDA: ĥ = h(t+1).

su rapidez y trabaja únicamente en la última escala, refinando la solución
gracias a las ventajas de la a priori utilizada.

Tras la estimación del emborronamiento, ha de estimarse la imagen ńıtida
subyaciente. Recuérdese que, al trabajar en el dominio filtrado, no obtenemos
una estimación de la imagen latente. Por ende, utilizaremos un algoritmo de
deconvolución no ciega para la estimación de esta. Estimaremos la imagen
ńıtida resolviendo

x̂ = arg min
x

1

2
‖Ĥx− y‖2 +

λ

p

∑
γ
‖xγ‖p, (III.42)

y utilizando el método iterativo de [123]. Utilizaremos un valor de p igual a
0.8, habitual en la literatura [104,124,125].

Como apunte final obsérvese que, para imágenes en color, la estimación
del emborronamiento se realiza a partir de la luminancia, utilizándose
posteriormente esta estimación para la deconvolución independiente de
cada una de las bandas de color.

5. Experimentos

Desarrollamos un análisis del algoritmo en dos vertientes. Por un lado,
estudiaremos el comportamiento experimental de la distribución a priori
propuesta, analizando cómo afecta a la estimación de la PSF y, por otro,
mostraremos una comparativa con métodos del estado del arte de su
funcionamiento en términos de calidad de la imagen restaurada, incluyendo
un breve análisis de tiempo.

Para evitar redundancia en los subsiguientes apartados, comentaremos
aqúı la inicialización de los diferentes parámetros del método:
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Los filtros fγ empleados para obtener las pseudoobservaciones son

f1 =

 1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1

 , f2 = fT1 .

Determinamos emṕıricamente que el uso de más filtros no produce
ganancias significativas en los resultados además de tener un alto coste
computacional.

〈xΓ〉 se inicializa al valor de las pseudoobservaciones.

Las variables πγ se inicializan a 0.01, lo que equivale a suponer que
habrá a priori pocos ṕıxeles correspondientes a fronteras en la imagen
ńıtida.

αγi = 32,∀i. La estimación de αγi por medio de (III.40) puede producir
estimaciones ruidosas. Por ello, se suavizan dichas estimaciones con el
filtro

1

12

 0 1 0
1 8 1
0 1 0

 .
Consideramos conocida la precisión de ruido y fijamos su valor según
[85] a β = 104, con βγ = β/‖fγ‖2,∀γ. Nótese que podemos obtener
estimaciones precisas de este parámetro a partir de regiones planas
de la imagen o utilizando alguno de los múltiples métodos existentes
en la literatura [126–129]. Experimentalmente encontramos una baja
sensibilidad de nuestro algoritmo a este parámetro.

La estimación inicial de la PSF, h(0), se obtiene, como hab́ıamos
comentado, a partir de [104].

5.1. Comportamiento de la distribución Spike-and-Slab

Vamos a analizar en este apartado el funcionamiento de la a priori
Spike-and-Slab. Comentábamos que esta distribución tiene la capacidad de
descartar información irrelevante o perjudicial para la estimación del
emborronamiento. Veremos numéricamente que efectivamente aśı es.

Para facilitar el entendimiento de este apartado, recordemos las
expresiones de la a priori y la a posteriori

p(x̃γi, sγi) =N (x̃γi|0, α−1γi )π
sγi
γ (1− πγ)1−sγi

q(x̃γi, sγi) =N (x̃γi|sγiµxγi , sγiρ−1γi + (1− sγi)α−1γi )ω
sγi
γi (1− ωγi)1−sγi ,
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con xγi = x̃γisγi, que podemos también expresar en términos de funciones
delta deshaciendo la reparametrización

p(xγi) =πγN (xγi|0, α−1γi ) + (1− πγ)δ(xγi)

q(xγi) =ωγiN (xγi|µxγi , ρ−1γi ) + (1− ωγi)δ(xγi).

La primera diferencia resulta ahora obvia: el valor medio de un ṕıxel
perteneciente a una frontera (sγi = 1) se ha actualizado a µxγi en la a
posteriori, sobre el que tendremos una mayor o menor incertidumbre
dependiendo de la PSF estimada (recuérdese que ργi = βγ‖h‖2 + αγi).

Veamos ahora un ejemplo numérico real. En la fig. 2 podemos ver para
γ = 1, gradientes verticales, y γ = 2, los horizontales, los diferentes
parámetros que gobiernan tanto la distribución a priori como la a
posteriori, teniendo πΓ = {0.057, 0.028}. En primer lugar, el parámetro πγ ,
estimado como la media de los ωγi (III.38) representa la probabilidad a
priori del slab. Por ejemplo, para γ = 1 tenemos una probabilidad a priori
1 − π1 = 0.943 de que el valor del ṕıxel será exactamente cero, tratándose
de una región llana y con un probabilidad π1 = 0.057 el ṕıxel provendrá de
una gaussiana de media nula con varianza α−11i . Podemos observar en los
paneles correspondientes a α−1γi de la fig. 2 que los valores estimados para
esta variable son mayores en las regiones correspondientes a fronteras,
indicando una mayor probabilidad de que estos ṕıxeles sean distintos de
cero. Adicionalmente, como podemos observar en la expresión de la a
posteriori, esta sigue la misma distribución que la a priori. La media de
esta distribución, que podemos ver en la misma figura denotada por 〈xγ〉,
muestra que el algoritmo diseñado recupera imágenes con bordes ńıtidos.

Esta figura también refleja los valores estimados de ωγ . Estos presentan
solo unos pocos valores cercanos a uno, indicando que esos ṕıxeles
pertenecerán con gran probabilidad a fronteras en la imagen ńıtida,
mientras la mayoŕıa de los valores están muy cercanos a cero. Nótese que
la mayoŕıa de estos ṕıxeles pertenecen a regiones planas o muy
texturizadas de la imagen que, bien no aportan ninguna información para
la estimación del emborronamiento, bien aportan información poco fiable,
dado que es dif́ıcil discernir entre ruido y textura. Es importante resaltar
que algunas fronteras marcadas de la imagen han sido descartadas o
suavizadas, como, por ejemplo, aquellas pertenecientes a ṕıxeles donde el
ruido es predominante o están afectadas por artefactos de anillo. Ver, por
ejemplo, los ṕıxeles en torno a la cabeza o el codo en µx1 que han sido
puestos a cero en 〈x1〉. Concluimos que únicamente los ṕıxeles que aportan
la información de mayor relevancia para la estimación de la PSF son
escogidos por la distribución Spike-and-Slab, siendo moderadamente
suavizados en la estimación de 〈xγi〉 eliminado ruido y robusteciendo la
estimación.

Por último, la figura 2 también muestra la varianza de la distribución
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CAPÍTULO III. DECONVOLUCIÓN CIEGA DE IMÁGENES

α−1
1 ω1 µx1

ρ−1
1 〈x1〉 var(x1)

α−1
2 ω2 µx2

ρ−1
2 〈x2〉 var(x2)

Figura 2: Parámetros de las distribuciones a priori y a posteriori.
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N (x̃2i | µx2i , ρ
−1
2i ) N (x̃2i | 0, α−12i ) q(x̃2i)

-1 -0.5 0 0.5 1
0

2

4

6

-1 -0.5 0 0.5 1
0

2

4

6

-1 -0.5 0 0.5 1
0

2

4

6

〈x̃2p1 〉 = 0 〈x̃2p2 〉 = −0.353 〈x̃2p3 〉 = 0.145
var(x̃2p1 ) = 0.0039 var(x̃2p2 ) = 0.0146 var(x̃2p3 ) = 0.0587

(a) (b) (c)

Figura 3: A posteriori q(x̃γi) para diferentes ṕıxeles y γ = 2. (a) Ṕıxel en
región plana: µx2p1

= −0.03, ρ−12p1
= 0.0038, α−12p1

= 0.0038, ω2p1 = 0.008. (b)

Ṕıxel de frontera en el codo: µx2p2
= −0.36, ρ−12p2

= 0.0071, α−12p2
= 0.1429,

ω2p2 = 0.97. (c) Ṕıxel de frontera bajo el codo: µx2p3
= 0.28, ρ−12p3

= 0.0073,

α−12p3
= 0.0909, ω2p3 = 0.58.

a posteriori completa var(xγi) = ωγiρ
−1
γi + (1 − ωγi)ωγiµ2xγi en los paneles

denotados por var(xγ). Comprobamos que cuando ωγi tiene un valor de
cero, la varianza también toma este valor ya que el ṕıxel corresponde a un
spike en la a priori. En cambio, cuando ωγi es uno, la varianza es igual ρ−1γi
y, si toma un valor intermedio, la varianza aumenta con valores mayores
para µγi y cercanos a 0.5 para ωγi, esto es, la varianza aumenta cuando
tenemos una gran incertidumbre sobre si el ṕıxel pertenece a una frontera o
no. Podemos corroborar este comportamiento estudiando la distribución a
posteriori sobre x̃γi, que podemos obtener por marginalización

q(x̃γi) =
∑

sγi∈{0,1}
q(x̃γi|sγi)q(sγi)

= ωγiN (x̃γi|µxγi , ρ−1γi ) + (1− ωγi)N (x̃γi|0, α−1γi ), (III.43)

que, como vemos, es una combinación lineal convexa de dos gaussianas, con
media y varianza dadas por

〈x̃γi〉 = ωγiµxγi , (III.44)

var(x̃γi) = ωγiρ
−1
γi + (1− ωγi)α−1γi + (1− ωγi)ωγiµ2xγi . (III.45)

Ilustramos esta distribución para tres ṕıxeles arquet́ıpicos de regiones
distintas p1, p2 y p3 en la figura 3. Se puede observar que, en regiones
planas, fig. 3(a), el valor de ωγi es prácticamente nulo y, por tanto, la a
priori ((tira)) del valor de ṕıxel hacia cero, eliminando aśı el ruido de la
observación, teniendo además una varianza α−1γi muy pequeña. En cambio,
en regiones de frontera, fig. 3(b), donde ωγi es muy cercano a la unidad, la
estimación depende, sobre todo, de la observación. En este caso, la
varianza de las distribución es más cercana al valor de ρ−1γi . Por último,
podemos encontrar ṕıxeles para los cuales ωγi presenta un valor más
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intermedio, fig. 3(c). En estos casos, la varianza es superior a ρ−1γi , lo que
refleja incertidumbre en el valor estimado de x̃γi. Como vemos, la a priori
nos permite la selección automática de los ṕıxeles relevantes pertenecientes
a fronteras, contribuyendo aśı a una mejor estimación del
emborronamiento.

De haber utilizado una aproximación MAP en lugar de aproximar la
a posteriori completa, no habŕıamos podido considerar la incertidumbre
y, en consecuencia, ωγi habŕıa sido exactamente cero, si q(x̃γi|sγi = 0) <
q(x̃γi|sγi = 1), o uno en otro caso. Esto supondŕıa que x̃γi tomaŕıa el valor
cero cuando ωγi = 0 o µγi en el caso complementario.

Como ya comentábamos en la revisión bibliográfica, existen diversos
métodos que utilizan la idea de seleccionar solo unos poco ṕıxeles
correspondientes a bordes en la imagen para estimar la PSF [94, 95] o el
trabajo presentado en [130]. Sin embargo, estos métodos dependen de
parámetros cuyos valores se fijan emṕıricamente teniendo incluso que
escoger, en algunos de estos métodos, los ṕıxeles de las fronteras
manualmente. En nuestro algoritmo tanto los ṕıxeles seleccionados para la
estimación del filtro como los parámetros relativos al modelo se estiman
automáticamente en el seno del marco de inferencia variacional.

5.2. Análisis de resultados

Veremos en este apartado una comparativa de las prestaciones del
algoritmo propuesto comparado con tres métodos del estado del arte.
Entre estos métodos incluimos un primer método que también utiliza
inferencia variacional y otros dos métodos recientes con inferencia MAP. El
primer método [104], al que nos referiremos por Zhou17 utiliza, como se
vio, supergaussianas de Huber como a priori sobre la imagen, mientras que
los segundos, Pan17 [89] y Perrone15 [92], utilizan el ((canal oscuro)) y
distribuciones a priori logaŕıtmicas respectivamente. El nombre elegido
para los distintos métodos responde al patrón <nombre del primer autor>
+ <año de publicación>.

En primer lugar realizaremos una comparativa en un entorno
controlado, en el que disponemos de las imágenes ńıtidas originales aśı
como de los núcleos de emborronamiento, lo que nos permitirá realizar una
comparación numérica. A continuación, se muestra un experimento con
imágenes borrosas reales, para las que no disponemos de las imágenes
ńıtidas originales ni de las PSFs causantes del emborronamiento. Por ello,
la comparación de resultados será simplemente visual. En tercer lugar se
hará un pequeño estudio del impacto que tiene el nivel de ruido en las
observaciones en el proceso de estimación del emborronamiento y, por
último, mostramos un breve análisis de tiempo de ejecución de los
diferentes métodos. Nótese que, para garantizar una justa comparación de
los diferentes método de convolución, una vez realizada la estimación de la
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(a) 19× 19 (b) 17× 17 (c) 15× 15 (d) 27× 27

(e) 13× 13 (f) 21× 21 (g) 23× 23 (h) 23× 23

Figura 4: PSF utilizadas en el conjunto de imágenes de Levin.

PSF, la restauración final para todos los métodos se efectúa con el
algoritmo de restauración no ciega presentado en [123].

Para el primer experimento utilizaremos el conjunto de imágenes
propuesto en [85], el cual contiene 4 imágenes degradadas utilizando 8
núcleos de emborronamiento diferentes que podemos visualizar el la fig. 4.
Todas las imágenes tienen un tamaño idéntico de 256 × 256 y las PSF
tienen un tamaño variable que oscila entre 13× 13, la menor, y 27× 27, la
mayor. Basamos la comparativa en dos métricas de referencia: PSNR y
SSIM, mostrando gráficamente sus valores en las figuras 5 y 6
respectivamente. En cada uno de los paneles, para una PSF dada, se
muestran los valores de PSNR o SSIM obtenidos por los diferentes
métodos para cada una de las imágenes. Adicionalmente, mostramos un
resumen de estos resultados en la tabla 1, donde para cada método, la
columna de la izquierda corresponde a la PSNR media de las cuatro
imágenes y la de la derecha al SSIM. Los valores entre paréntesis muestran
la desviación t́ıpica de estas medidas. Fijándonos en el resumen de
resultados de la tabla 1, vemos que el método propuesto obtiene una
mayor PSNR en 4 de los 8 emborronamientos utilizados, con un
comportamiento similar en SSIM. Observamos también la superioridad
global del método propuesto reflejada tanto en los valores de PSNR y
SSIM como en sus desviaciones t́ıpicas menores. Si comparamos los
resultados del método propuesto con Zhou17, el cual sirve de inicialización,
observamos unos mejores resultados para la amplia mayoŕıa de imágenes y
PSF, ver fig. 5 y fig. 6, obteniendo una ganancia considerable en términos
de PSNR y SSIM en 7 de las 8 PSF. Concretamente, la ganancia global es
de +0.28 dB con una desviación t́ıpica menor, teniendo una pequeña
pérdida de calidad en los casos en que se se empeora el resultado y una
ganancia media de +0.51 dB en el resto. El algoritmo propuesto mejora los

85
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(e) PSF 5 (f) PSF 6 (g) PSF 7 (h) PSF 8

Figura 5: PSNR para cada imagen (eje x) y PSF (panel 1-8). Código de
colores: � Propuesto, � Zhou17, � Pan17, and � Perrone15.

resultados de Perrone15 en prácticamente la totalidad de los casos. Por
último, se observa que el método Pan17 es el menos robusto a la vista de la
desviación t́ıpica global de sus resultados, obteniendo tanto en PSNR
(2.93) como en SSIM (0.094) las desviaciones mayores.

Podemos comparar visualmente estos resultados en las figuras 7 y 8,
donde mostramos un pequeño pero representativo subconjunto de los
resultados. Las PSF superpuestas a las imágenes han sido representadas
con un esquema de color no lineal que facilita la visualización de los valores
más pequeños. Como se puede comprobar, el método propuesto produce
imágenes ńıtidas sin artefactos visuales para tamaños de PSF razonable.
Los emborronamientos de mayor tamaño perjudican gravemente la
estimación del filtro, dado que afectan a grandes regiones de la imagen,
empeorando naturalmente los resultados de todos los métodos, lo que
puede corroborarse en la fig. 8(abajo), con emborronamientos menos
precisos y, consecuentemente, peores restauraciones (véanse también los
correspondientes valore de PSNR y SSIM en la tabla 1). No obstante, el
método de deconvolución propuesto obtiene mejores resultados tanto
numéricos como visuales, con fronteras mejor definidas y menos artefactos.
Fijándonos en las PSF, el método propuesto y Pan17 producen las
estimaciones menos ruidos, siendo las de Pan17 menos robustas, ver fig.
7(abajo) y 8(abajo).

En segundo lugar mostramos los resultados del experimento con
imágenes reales en las figuras 9 y 10. En este caso, no se aprecian
diferencias visuales significativas en las restauraciones producidas por los
diferentes algoritmos, mostrando todas ellas una alta calidad. Las
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Figura 6: SSIM para cada imagen (eje x) y PSF (panel 1-8). Código de
colores: � Propuesto, � Zhou17, � Pan17, and � Perrone15.

prestaciones del algoritmo propuesto son similares a las del estado del arte,
si bien es cierto que los resultados son un tanto más ńıtidos debido a que
produce estimaciones del emborronamiento menos ruidosas, repitiéndose la
tendencia vista en el anterior experimento, en el que véıamos que las PSF
de Zhou17 y Perrone15 también eran más ruidosas. Por otro lado, en la fig.
10, aunque se observa que todos los métodos de deconvolución obtienen
una zona central ńıtida, aparecen artefactos en regiones alejadas del centro
de la imagen. La razón de este comportamiento es que el emborronamiento
presente en esta imagen es espacialmente variante, con lo que la PSF
global estimada no es la óptima para todas las zonas de la imagen.

Aparte de la naturaleza espacialmente invariante de la imagen de la fig.
10, uno de los factores que comprometen la estimación del
emborronamiento es el ruido presente en la observación, que como
podemos comprobar en esta imagen, es especialmente notorio. Resulta por
ello interesante realizar un estudio del impacto del nivel de ruido en la
estimación de la PSF. La figura 11 muestra un conjunto de imágenes
generadas sintéticamente a partir del modelo f́ısico de degradación (III.2).
En concreto, utilizamos la imagen Lena, a la cual, tras la convolución con
el emborronamiento 7 del primer experimento, se le añade un ruido
gaussiano de media nula y diferentes varianzas, produciendo un conjunto
de 7 imágenes con BSNR (Blurred Signal-to-Noise Ratio de 40, 35, . . . , 10
dB. En la fila inferior de la misma imagen se encuentran las PSF
estimadas, donde observamos que para niveles de bajos hasta medio-altos
(BSNR de 40 a 25 dB, el método propuesto estima la PSF con gran
precisión. En mayor presencia de ruido el efecto de este comienza a hacerse
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Cuadro 1: Media (y desviación t́ıpica) de PSNR y SSIM por PSF.

Propuesto Zhou17 Pan17 Perrone15
PSF PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM

1 29.67 0.913 29.66 0.913 29.32 0.910 29.53 0.908
(0.71) (0.007) (0.94) (0.006) (0.50) (0.010) (1.50) (0.022)

2 29.95 0.910 30.15 0.912 29.96 0.915 29.54 0.906
(1.60) (0.031) (1.61) (0.029) (0.83) (0.017) (1.87) (0.029)

3 30.50 0.919 30.38 0.917 31.32 0.930 31.47 0.931
(1.93) (0.035) (1.83) (0.035) (1.39) (0.022) (0.81) (0.013)

4 28.74 0.876 28.16 0.864 23.72 0.708 26.65 0.848
(1.71) (0.035) (2.01) (0.043) (5.27) (0.188) (0.83) (0.039)

5 30.85 0.940 30.57 0.936 30.68 0.939 30.55 0.933
(0.32) (0.010) (0.012) (0.51) (0.59) (0.011) (2.01) (0.026)

6 30.59 0.932 29.77 0.924 28.59 0.908 30.23 0.933
(1.87) (0.025) (1.85) (0.030) (1.50) (0.018) (1.42) (0.011)

7 29.19 0.912 29.05 0.911 30.20 0.925 28.87 0.914
(2.05) (0.034) (1.85) (0.034) (1.50) (0.024) (1.42) (0.024)

8 29.72 0.909 29.23 0.904 30.01 0.915 29.42 0.911
(2.27) (0.038) (2.38) (0.042) (1.26) (0.021) (2.12) (0.029)

media 29.90 0.914 29.62 0.910 29.23 0.894 29.53 0.911
(1.64) (0.031) (1.70) (0.034) (2.93) (0.094) (1.89) (0.035)

patente. Para BSNR de 15 y 10 dB, donde el ruido es muy elevado
(ampĺıense las imágenes observadas para una correcta visualización del
ruido presente), la estimación se ve gravemente perjudicada,
incrementándose este efecto según aumenta el ruido, como es natural. El
motivo principal que afecta a la correcta estimación del emborronamiento
en nuestro algoritmo reside en que, según aumenta el ruido, un mayor
número de ωγi se volverán nulos. Esto provocará el descarte de un mayor
número de ṕıxeles para la estimación de la PSF decrementando, por tanto,
el valor de πγ . Se puede concluir, pues, que el algoritmo es robusto a la
presencia de ruido.

Concluimos este apartado con un breve análisis de tiempo de ejecución
de los métodos. Todos los algoritmos has sido ejecutados con código no
optimizado ni paralelizado implementado en Matlab R© en un Intel R© Core
i7-3960X CPU @ 3.30GHz con 64 GB de RAM. La tabla 2 muestra los
tiempos de ejecución medios en 10 ejecuciones. Nótese que, en primer
lugar, se utilizaron diferentes imágenes y diferentes tamaños de PSF y, en
segundo lugar, el tiempo mostrado para el método propuesto incluye el
tiempo empleado en obtener la estimación inicial de la PSF con [104].

El algoritmo propuesto es mucho más rápido que el método MAP
Perrone15 [92], ya que este necesita mucho tiempo de cómputo para el
cáculo del gradiente TV (Total Variation Gradient). La comparación con
Pan17 [89] es algo más justa, siendo este algo más lento que el método
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Cuadro 2: Mean CPU time (in seconds) for different BID methods.

Proposed Pan17 Zhou17 Perrone15

148 220 7 1031

propuesto. En este caso, el mayor problema reside en los cálculos asociados
al ((canal oscuro)). No obstante, y como ya hab́ıamos adelantado
anteriormente, el método de Zhou17 [104] es mucho más rápido debido al
uso de la FFT en los cálculos, uso que no es posible en nuestro método al
iterar secuencialmente sobre los ṕıxeles de la imagen. Es necesario un
estudio que clarifique la posibilidad de estimar todos los ṕıxeles
paralelamente, lo que permitiŕıa el uso de la FFT, lo que reduciŕıa en gran
medida el tiempo de ejecución.
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Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Figura 7: Muestra de resultados sobre el conjunto de imágenes de Levin.
(Arriba) Imagen 1, PSF 7. (Abajo) Imagen 2, PSF 6.
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Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Figura 8: Muestra de resultados sobre el conjunto de imágenes de Levin.
(Arriba) Imagen 3, PSF 5. (Abajo) Imagen 4, PSF 4.
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Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Figura 9: Resultados de la restauración sobre dos imágenes real del conjunto
de imágenes de [131].
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Imagen observada Propuesto Zhou17

Pan17 Perrone15

Figura 10: Resultados de la restauración de una imagen borrosa y ruidosa.
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(a) 40 dB (b) 35 dB (c) 30 dB (d) 25 dB (e) 20 dB (f) 15 dB (g) 10 dB

Figura 11: Imágenes sintéticas degradadas con diferentes valores de BSNR
y las correspondientes estimaciones de la PSF.
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Caṕıtulo IV

Aplicación a imágenes
milimétricas pasivas

En este caṕıtulo aplicaremos los métodos de procesamiento y mejora de
imágenes vistos en los caṕıtulos II y III a imágenes milimétricas pasivas.
Las imágenes milimétricas empleadas para la experimentación forman parte
de una base de datos propia creada en la Universidad de Granada con la
cámara Wavecamm en el seno del proyecto ((Imágenes milimétricas pasivas:
captación, mejora y detección de amenazas)) financiado por el Ministerio de
Economı́a y Competitividad TIN2013-43880-R.

Comenzaremos describiendo la base de datos de imágenes adquirida,
analizando visualmente las degradaciones presentes en esta. El objetivo
principal del caṕıtulo será la evaluación del preprocesamiento de las
imágenes como medio para incrementar la precisión de los clasificadores.
En primer lugar, veremos los resultados de aplicar los métodos
desarrollados de inpainting, eliminación de ruido y deconvolución ciega.

Para la detección de amenazas utilizaremos dos modelos de detección
diferente. El primero de ellos sigue una metodoloǵıa clásica basada en
extracción de rasgos y clasificación por bloque. En segundo lugar
aplicaremos una red neuronal convolucional (CNN) con estructura de
autoencoder basada en la red de segmentación Segnet. Por último, se
describen los resultados de detección obtenidos por estas técnicas para los
preprocesamientos realizados.

1. Base de datos

El conjunto de imágenes milimétricas pasivas utilizado está compuesto
por un total de 3309 imágenes de tamaño 195 × 125. 33 sujetos fueron
escaneados de frente y de perfil portando 0, 1 o 2 objetos ocultos en
distintas posiciones con tamaño variable entre 10× 10, el menor, y 39× 35,
el de mayor tamaño. Estos objetos ocultos simulan potenciales amenazas,

95

http://wavecamm.com
http://decsai.ugr.es/pi/pmmwi/index.html
http://decsai.ugr.es/pi/pmmwi/index.html
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Figura 1: Relación de amenazas simuladas utilizadas en la base de datos.
1. cúter, 2. 325 g de gel, 3. 200 g de arcilla, 4. pistola simulada, 5. 200 g de
azúcar, 6. 200 g guisantes congelados congelados, 7. 150 mL de colonia, 8.
160 g de gel, 9. piezas metálicas, 10. 200 g de harina, 11. 500 mL de agua,
12. 250 mL de agua oxigenada.

presentando una gran diversidad de formas y materiales, ver fig. 1,
incluyendo metales, ĺıquidos y plásticos. La base de datos completa, aśı
como una descripción más detallada de la misma puede encontrarse en
http://decsai.ugr.es/pi/pmmwi/testdata.html.

2. Preprocesamiento de las imágenes

La señal captada por la cámara ha de procesarse para formar las
imágenes milimétricas propiamente dichas, dado que la cámara está
compuesta por un conjunto de 4 sensores que realizan un escaneo por
barrido del espacio que no proporcionan directamente un imagen.
Mostramos en la fig. 2 el aspecto de la señal de uno de estos sensores. Las
regiones en negro de la imagen corresponden a fallos electrónicos del
sistema de captación. Para el proceso de composición de la imagen resulta
crucial la restauración de estos datos. Por esta razón, en primer lugar se
utilizó el algoritmo de inpainting basado en BKSVD para rellenar estos
huecos correspondientes a datos perdidos. Para ello, se escogió un tamaño
de bloque 8× 8 (P = 64) y se aprendió un diccionario con K = 2P átomos.
Cada diccionario fue aprendido de manera individual sobre cada imagen
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Figura 2: Imagen en formato raw 900× 32 dividida en tres trozos generada
por uno de los 4 sensores de la cámara.

utilizando el algoritmo visto en el apartado 4.3.1 considerando que no hay
ruido en la imagen. A continuación, utilizamos este diccionario para
reconstruir los bloques (con solapamiento máximo) que contienen datos
perdidos. El valor final para un ṕıxel perdido resulta de la media de los
ṕıxeles correspondientes en todos los bloques reconstruidos que lo
contengan. Podemos ver los resultados de la aplicación de este método tras
la posterior recomposición de la señal a formato imagen en la figura 3.

Las imágenes compuestas después de haber aplicado el método de
inpainting sobre la señal raw presentan un alto nivel de ruido no
estacionario. El método de denoising desarrollado en el caṕıtulo II no está
diseñado espećıficamente para este tipo de ruido pero, como veremos en las
imágenes procesadas, el método basado en BKSVD es capaz de eliminar
gran parte del ruido presente en ellas. Para la aplicación del algoritmo se
han considerado 3 tamaños de bloque: 6 × 6, 8 × 8 y 10 × 10, lo que se
corresponde con señales de tamaño P = {36, 64, 100}. El número de
atomos utilizado ha sido K = 4P . En las figuras 4 y 5 podemos ver el
resultado de aplicar este método para los tamaños de bloque 6× 6 y 8× 8.

Por último mostramos los resultados de aplicar el método de
deconvolución ciega con a priori Spike-and-Slab a las imágenes
milimétricas tras el proceso de denoising, creando aśı otros tres conjuntos
de imágenes procesadas puesto que se ha aplicado la deconvolución a las
imágenes procesadas con los tres diferentes tamaños de bloque. En la
figura 6 encontramos los resultados de aplicar el algoritmo propuesto en el
caṕıtulo anterior tras la eliminación de ruido con tamaño de bloque 6 × 6.
La inicialización de los parámetros e hiperparámetros del modelo es
análoga a la utilizada en la sección experimental del método de
deconvolución ciega propuesto, véase apartado 5. Se realizó un estudio de
la influencia del parámetro de ruido β y los hiperparámetros piγ por
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PASIVAS

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 3: Imágenes preprocesadas con inpainting basado en BKSVD.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 4: Denoising con BKSVD, con tamaño de bloque 6× 6.
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estimación visual, dado que no se dispońıa de la solución verdadera.
Aparentemente, una precisión de ruido menor y, probablemente, un menor
valor de πγ debeŕıan ser más apropiados debido al aspecto de las imágenes:
es todav́ıa visible cierto nivel de ruido y el número de ṕıxeles en estas que
se corresponden a fronteras es muy reducido. No obstante, las diferencias
visuales en los resultados no eran significativas, con lo que se ha elegido la
configuración inicial de parámetros. Las fronteras pertenecientes a las
siluetas de los sujetos escaneados aparecen mucho más ńıtidas y, en la
mayoŕıa de los ejemplos mostrados, las amenazas se muestran también más
ńıtidas. Véase, por ejemplo, la amenaza presente en el pecho en la fig. 6b,
que apenas aparece visible en su imagen procesada precedente, ver fig. 4b.
Sin embargo, esta es una mejora local, pues resalta la aparición de gran
cantidad de artefactos en las imágenes, manifestándose con una apariencia
rugosa de las imágenes. Las PSF estimadas no presentan el aspecto limpio
y suave que lućıan en los experimentos previos sobre imágenes sintéticas y
reales utilizadas. Los motivos principales de este fallo en la estimación de
un emborronamiento limpio son la presencia de ruido no estacionario que
ha quedado tras el denoising y las variaciones de intensidad de la señal en
diferentes regiones de la imagen (por ejemplo, la parte inferior de las
imágenes presenta, en muchas imágenes, una menor intensidad). Veremos
en los siguientes apartados si la mejora en nitidez de la imagen ayuda a la
detección o si, por el contrario, los artefactos introducidos contrarrestan
esta mejora visual de las imágenes.

3. Detección basada en extracción de rasgos

En primer lugar adoptaremos una aproximación clásica a la detección
de objetos en imágenes mediante la extracción de rasgos [5]. Es t́ıpico en
detección de objetos en imágenes utilizar un procedimiento de ventana
deslizante, ver fig. 7, transformando una imagen en un conjunto de bloques
de tamaño h× w en los cuales buscaremos la presencia del objeto buscado.
Las medidas del bloque dependerán de la relación de aspecto de las
amenazas. Además, en caso de no conocer la escala en la se presentan estos
objetos, se podŕıa utilizar un procedimiento multiescala para la extracción
de bloques de las imágenes. Sin embargo, dado el procedimiento de
captación de las imágenes milimétricas, el sujeto siempre está a una
distancia fija preestablecida, y por tanto, él y los posibles objetos ocultos
presentaran una escala fija, por lo que bastará seleccionar un tamaño de
bloque adecuado. Dada la variedad de las amenazas en la base de datos
utilizada, escogeremos un tamaño de bloque que garantice el cubrimiento
total de cualquier amenaza, en nuestro caso, 39 × 39. El número total de
bloques de tamaño h × w que obtendremos de una imagen H ×W son un
desplazamiento entre bloques consecutivos de ∆x en la dirección horizontal
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 5: Denoising con BKSVD, con tamaño de bloque 8× 8.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 6: Deconvolución SnS tras inpainting y denoising BKSVD 6× 6.
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Figura 7: Extracción de parchas mediante ventana deslizante.

y ∆y en la vertical es

NB =
(⌊W − w

∆x

⌋
+ 1
)(⌊H − h

∆y

⌋
+ 1
)

(IV.1)

Las imágenes milimétricas de nuestra base de datos presentan un tamaño
de 195 × 125 ṕıxeles. Utilizando un desplazamiento de 2 ṕıxeles en ambas
direcciones, obtenemos un total de 3476 bloques por imagen. Cada uno de
esto bloques será etiquetado con un 1 si el bloque cubre totalmente a la
amenaza o con un 0 si el bloque no se solapa en absoluto con la amenaza.
Los bloques que presenten un cierto solapamiento con la amenaza serán
descartados para la fase de entrenamiento. Dado que las amenazas, en caso
de haberlas, representan una pequeña zona de la imagen, el conjunto de datos
está altamente desbalanceado. Para tratar este problema, se descartarán 1
de cada 4 bloques etiquetados como negativos, lo que es equivalente a haber
seleccionado los bloques negativos con un paso de 4 en lugar de 2. Con esto,
se reduce el número de bloques negativos a aproximadamente 5 veces el de
positivos.

Cada uno de estos bloques puede entenderse como un vector de
caracteŕısticas de alta dimensión xp ∈ R1521, en el cual podemos encontrar
información local de manera impĺıcita, escondida en las correlaciones de
diferentes conjuntos de ṕıxeles. En lugar de trabajar directamente con las
intensidades, niveles de gris, de los ṕıxeles, y dejar que sea el clasificador el
que aprenda dichas correlaciones, resulta más conveniente y eficaz la
extracción previa de caracteŕısticas locales que simplifiquen la función de
detección y, consecuentemente, la tarea de aprendizaje. Existe un amplia
literatura sobre la extracción de rasgos en imágenes. En este utilizaremos

101
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únicamente las caracteŕısticas Haar [132] y LBP [133] (Local Binary
Patterns) puesto que presentan buenas capacidades para la detección de
objetos y su cálculo puede realizarse de manera rápida y eficiente.

3.1. Filtros Haar

Las caracteŕısticas Haar resultan de obtener la correlación de un
conjunto de filtros con el bloque. Estos filtros, ver fig. 8, consisten en
diferentes configuraciones de áreas con valor 1 en los ṕıxeles blancos y −1
en los negros. La aplicación de uno de estos filtros será, consecuentemente,
el resultado de promediar los ṕıxeles del bloque que estén en las zonas
blancas restando el promedio del resto. Este promedio impĺıcito en el
cálculo de estas caracteŕısticas las dotará de una gran robustez frente al
ruido. Se espera, por tanto, que la mejora obtenida tras el denosing con
BKSVD no sea tan relevante en este caso. Se han utilizado un total de 115
filtros diferentes para un total de 3 escalas de bloque, 39 × 39, 19 y 9 × 9.
Tras la concatenación de los valores resultantes para las tres escalas
obtenemos el vector de caracteŕısticas Haar. xHaarp de tamaño
115× 3 = 345.

Figura 8: Ejemplos de filtros Haar utilizados.

3.2. Local Binary Patterns

LBP [133] es un descriptor utilizado ampliamente en tareas de
clasificación de imágenes, especialmente útil para la identificación de
texturas. Para el cálculo de este descriptor se asigna una etiqueta (valor,
código LBP) a cada uno de los ṕıxeles de, en nuestro caso, un bloque. El
descriptor vendrá dado por el histograma de códigos presentes en ese
bloque. Esto es, cada una de las caracteŕısticas representa el número de
ocurrencias de un código LBP o patrón dado. El cálculo de estos códigos se
realiza por comparación de cierto número de ṕıxeles vecinos alrededor de
un ṕıxel central, comúnmente estos puntos estarán situados sobre un
ćırculo de un determinado radio. El valor decimal correspondiente al
número binario resultante de la concatenación en un orden dado de las
comparaciones {0, 1} entre cada uno de los ṕıxeles con el central determina
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el código o etiqueta asignada al ṕıxel central. En este trabajo utilizaremos
códigos LBP uniformes con la extensión [134], que los hace invariantes a
rotaciones. La figura 9 muestra algunos ejemplos de estos patrones. Los

Figura 9: Patrones LBP uniformes invariantes a rotación.

cuadrados blancos representan posiciones cuya intensidad es inferior a la
del ṕıxel central en gris; se les asignará el valor 0. Por el contrario, los
cuadrados azules (1) corresponden a valores de intensidad mayores o
iguales que la del ṕıxel central.

Utilizaremos vecindarios de radios r ∈ {1, 2, 3, 4} con un número de
vecinos dado por n = 8r. Teniendo en cuenta las tres escalas de bloques,
y que el número de códigos para LBP uniforme invariante a rotaciones con
n vecinos es n + 2, los vectores de caracteŕısticas generados xLBPp tendrán
(10 + 18 + 26 + 34) · 3 = 264 componentes.

3.3. Modelo de detección

Siguiendo la metodoloǵıa de [5], planteamos el problema de detección
como un problema de clasificación binaria en el que queremos etiquetar
todos los ṕıxeles de una imagen. Dado que el conjunto total de bloques
extráıdos B tiene aproximadamente 5 veces más instancias negativas que
positivas, se emplea una cascada de clasificadores, cada uno de los cuales se
entrena con todas los bloques positivos BP y solo una quinta parte de las
instancias negativas BcN , siendo este un particionamiento aleatorio disjunto
del conjunto de bloques negativos, es decir, BN =

⋃5
c=1 BcN . Este proceso se

repite t veces, obteniendo un total de 5t clasificadores, la salida de los
cuales será promediada para obtener la predicción final fB(xp) ∈ [0, 1].
Como clasificador se ha elegido Random Forest, dado que es el que mejores
resultados obtuvo en santi1. Tras esta clasificación, se aprende un umbral
thr de detección que pondrá a cero el valor de la clasificación para los
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Figura 10: Modelo de detección basado en cascada de clasificadores, con
umbralización y supresión de no máximos posterior.

bloques cuya estimación no supere este unmbral, esto es,

f thB (xp) =

{
0, si fB(xp) < thr

fB(xp), en otro caso.
(IV.2)

Tras la umbralización se realiza la supresión de no máximos (SNM), que
elimina detecciones múltiples de una misma amenaza. El proceso de SNM
pondrá el valor de detección de un bloque a 0 siempre que este se solape en
cierta medida con otro bloque con mayor valor de detección (más cercano a
uno). La fig. 10 muestra el proceso completo de detección.

Para la validación de los resultados de detección, se considera que un
bloque xp se ha clasificado correctamente cuando f thB (xp), tras la supresión
de no máximos, supera cierto umbral y, además, su intersección con la
amenaza, delimitada por una región rectangular (bounding box ) cubre, al
menos, la mitad de esta. Veremos en el apartado 5 los resultados de
detección obtenidos utilizando los descriptores previamente comentados.

4. Detección basada en red neuronal convolucional

El segundo de los métodos de detección utilizado es una red
convolucional con estructura de autoencoder basada en la arquitectura
Segnet [135] similar a la propuesta en el trabajo [6]. La figura 11 muestra
la arquitectura utilizada por Segnet. Esta arquitectura fue propuesta para
un problema de segmentación semántica a nivel de ṕıxel. Esta arquitectura
presenta un total de 13 capas convolucionales y ninguna totalmente
conectada. Los mapas de caracteŕısticas de baja resolución producidos por
el codificador han de ser transformados a mapas de caracteŕısticas de
resolución completa que serán utilizados por el clasificador soft-max final.
La novedad de este trabajo consiste en la introducción de la capa de
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Figura 11: Arquitectura Segnet [135].

unpooling en el decodificador para la superresolución de los mapas de
caracteŕısticas. Esta capa genera mapas de caracteŕıstcas sparse guardando
las posiciones de los máximos de las capas de pooling correspondientes.

En [6] se adaptó esta arquitectura para segmentación binaria para el
problema de las imágenes milimétricas. En este trabajo, dado que se han
utilizado un subconjunto de 500 imágenes de la base de datos, se ha adaptado
la estructura aqúı utilizada dado que el uso de la misma estructura de red
produćıa sobreaprendizaje. La estructura de red que utilizaremos se muestra
en la fig. 12.

Figura 12: Estructura de red convolucional para la segmentación de las
imágenes milimétricas.
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5. Resultados de detección

La tabla 1 muestra el área bajo la curva ROC (AUC) aśı como el
número medio de falsos positivos por imagen para los diferentes métodos
de detección explicados en los apartados 3 y 4. Los preprocesamientos
propuestos se comparan con el de [5] que consiste en un inpainting previo
sobre la imagen raw y un filtro de mediana 5 × 5 sobre la imagen
reconstruida. La fig. 13 muestra, para una imagen milimétrica, el resultado
de aplicar todos los preprocesamientos considerados. Los nombres de los
preprocesamientos utilizados en la tabla 1 se han de entender como:

inpainting : imagen reconstruida tras completado de la imagen
intermedia (fig. 2) en formato raw.

BKSVD b: eliminación de ruido sobre la imagen generada previamente
mediante BKSVD con tamaño de bloque b× b.

deconv. SnS b: deconvolución ciega Spike-and-Slab tras la eliminación
de ruido basada en BKSVD con tamaño de bloque b× b.

Fijándonos en los resultados obtenidos por el detector basado en
extracción de caracteŕısticas se observa claramente que la eliminación de
ruido mejora los resultados de detección (salvo en el caso Haar+BKSVD
10), siendo la ganancia más pronunciada para LBP. Este resultado era
esperable, dado que los filtros Haar realizan un promedio de los ṕıxeles
pertenecientes a las regiones positivas y negativas de estos, eliminando de
forma natural, parte del ruido de las imágenes. Aśı, pequeñas diferencias
en el filtrado de ruido no afectarán a este tipo de caracteŕısticas de forma
tangible. Al contrario, LBP si es más sensible a la presencia de ruido,
mostrándose en el amplio incremento de AUC conseguido en el caso
LBP+BKSVD 6. Nótese que los mejores resultados para eliminación de

Cuadro 1: Área bajo la curva ROC y número medio de falsos positivos por
imagen de los detectores utilizados.

Haar + RF LBP + RF CNN
Procesamiento AUC FP AUC FP AUC FP

inpainting 0.62 12± 8 0.59 15± 11 81.2± 1.5 0.03± 0.02
denoising [5] 0.63 10± 9 0.61 10± 9 79.4± 3.1 0.2± 0.14
BKSVD 6 0.63 10± 8 0.64 10± 8 87.1± 2.2 0.01± 0.0
BKSVD 8 0.62 11± 11 0.60 11± 11 85.6 + 1.7 0.02± 0.02
BKSVD 10 0.61 12± 13 0.60 12± 13 84.9± 1.9 0.02± 0.03
deconv. SnS 6 0.62 10± 12 0.60 10± 12 88.3± 1.7 0.01± 0.0
deconv. SnS 8 0.63 10± 9 0.61 10± 9 83± 2.4 0.03± 0.01
deconv. SnS 10 0.59 15± 13 0.58 15± 13 78.3± 3.3 0.22± 0.18
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ruido se obtienen, para ambos clasificadores, para el procesado con tamaño
de bloque 6 × 6. Por otro lado, por lo que a la deconvolución se refiere, se
confirma que la introducción de artefactos en la imagen no es compensada
por su mayor nitidez, reflejándose en una mayoŕıa de casos que presentan
un decremento de AUC. Sin embargo, para la deconvolución a partir de las
imágenes preprocesadas con el método de eliminación de ruido con tamaño
de bloque 8× 8 se observa un incremento en AUC, respaldado visualmente
por la fig. 13g en la que se observa ńıtidamente la amenaza con una silueta
bien definida y con menos artefactos visuales que en los otros
procesamientos, figs. 13f y 13h. Finalmente, en cuanto a los resultados de
detección en śı, este método produce resultados no del todo satisfactorios
con un número medio elevado de falsos positivos por imagen. Si bien es
cierto que esto es parcialmente debido al uso de un subconjunto de la base
de datos (500 imágenes de 3309), los resultados reportados en [5], aunque
algo superiores, muestran una tendencia similar. Sin embargo, siempre se
puede reducir el número de falsos positivos escogiendo un umbral mayor,
aunque esto reducirá el ratio de verdaderos positivos.

El detector basado en CNN es claramente superior. Presente muy
buenos resultados de detección, que podŕıan incrementarse considerando la
base de datos completa, y con un número de falsos positivos por imagen
despreciable. En este caso todos los procesamientos de denoising basados
en BKSVD incrementan de forma sustancial el AUC del clasificador (casi 6
puntos porcentuales para BKSVD 6), superando holgadamente el
preprocesamiento propuesto en [5] que, siguiendo la misma tendencia que
se vio en [6], obtiene un AUC inferior que el conseguido al clasificar las
imágenes sin la eliminación de ruido. Por otro lado, vemos que la
deconvolución solo obtiene un incremento en AUC para el caso de
denoising previo con tamaño de bloque 8 × 8. En los otros dos casos, los
artefactos generados empeoran la clasificación.

Podemos concluir, pues, que la selección de un buen preprocesamiento
ayuda sustancialmente a los sistemas de detección, incrementando en buena
medida su capacidad de detección y reduciendo el número de falsas alarmas.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 13: Muestra de diferentes preprocesamientos para una de las imágenes
de la base de datos. (a) inpainting, (b) denoising 6×6, (c) denoising 8×8, (d)
denoising 10× 10, (e) preprocesamiento [5], (f) den. 6× 6 y deconvolución,
(g) den. 8× 8 y deconvolución, (h) den. 10× 10 y deconvolución.
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Caṕıtulo V

Conclusiones y trabajo
futuro

1. Conclusiones

La presente tesis ha abordado la detección de amenazas en imágenes
milimétricas poniendo el foco en el preprocesamiento de las imágenes
captadas dada su baja calidad. Concretamente, se han tratado los modelos
que permiten abordar los problemas de inpainting, eliminación de ruido y
deconvolución ciega, mostrando que estos problemas admiten un modelado
bayesiano, obteniendo soluciones robustas gracias a la inferencia
variacional. Los dos primeros problemas se han resuelto en el marco del
aprendizaje de diccionarios, desarrollando un esquema de inferencia
bayesiano para el modelo clásico y el doblemente sparse, en el que se
consideran diccionarios sparse a su vez. En segundo lugar, se ha propuesto
un método de estimación del emborronamiento para un algoritmo de
deconvolución ciega con el uso novel de la inferencia variacional EM para
la distribución Spike-and-Slab en esta área. Por último, hemos aplicado los
algoritmos desarrollados a una base de datos propia de imágenes
milimétricas para comprobar su efecto en el proceso de detección de
amenazas, utilizando dos clasificadores con filosof́ıas de trabajo diferentes.
Un primero basado en la metodoloǵıa clásica de extracción de
caracteŕısticas y detección por ventana deslizante y, un segundo que hace
uso de técnicas de aprendizaje profundo. A continuación presentamos las
conclusiones espećıficas que extraemos de estos tres grandes bloques en los
que se ha dividido la memoria.
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1.1. Denoising e Inpainting mediante aprendizaje de
diccionarios

En primer lugar se ha presentado el algoritmo BKSVD para resolver
el problema de aprendizaje de diccionarios con norma `1. La a priori
impuesta sobre los vectores de coeficientes garantiza soluciones sparse
permitiendo la inferencia variacional bayesiana. El uso de un marco
bayesiano para la inferencia nos permite tener en cuenta la
incertidumbre en las estimaciones para refinarlas. Este algoritmo es
totalmente automático, estimando todas las variables, incluida la
varianza de ruido, sin información adicional, más allá de las
observaciones.

Se ha aplicado el algoritmo a los problemas de eliminación de ruido e
inpainting, obteniendo resultados competentes. Sin embargo, el
K-SVD tiene dos grandes inconvenientes: la necesidad de una
estimación precisa de la varianza de ruido y del conocimiento previo
del número de componentes no nulas de cada señal. Ambos
inconvenientes son resueltos de manera eficaz y precisa en el
algoritmo propuesto, pero a costa de un mayor coste computacional.
Junto con el método propuesto, el algoritmo BFPA es el que mejores
resultados obtiene, aunque las imágenes que obtiene presentan un
mayor número de artefactos.

El inpainting se ha abordado de dos maneras diferentes. Es posible
aprender un diccionario de mayor calidad utilizando una base de datos
de imágenes limpias, resultando en mejores reconstrucciones pero, en
caso de no disponer de este conjunto de datos modelo, también es
posible aprender un diccionario a partir de datos corruptos: la propia
imagen con datos perdidos.

Los diccionarios aprendidos con BKSVD son mejores en términos de
coherencia mutua, lo que resulta en una mayor calidad de las
reconstrucciones, proporcionando soluciones sparse más óptimas.

El tamaño preestablecido de los diccionarios influye en la calidad de
las representaciones sparse. La estimación del tamaño óptimo no está
integrada en la inferencia como variable del modelo, con lo que su
estimación no es automática.

Adicionalmente, se ha presentado un método de estimación de
diccionarios sparse utilizando una modelización jerárquica análoga al
BKSVD para los vectores de representación del diccionario. La
principal ventaja frente a las técnicas doblemente sparse
deterministas radica en nuestra capacidad para estimar
automáticamente el ruido y el soporte de los vectores sparse,
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teniendo en cuenta las incertidumbres de las estimaciones y
produciendo valores competitivos de PSNR y SSIM. El modelo
presenta una formulación general que posibilita su uso no solo para
denoising e inpainting, sino también para compressive sensing.

Por último, se ha demostrado la posibilidad de utilizar distribuciones
a posteriori laplacianas sobre los vectores de coeficientes con a priori
laplaciana, resultando en una inferencia tratable.

1.2. Deconvolución ciega de imágenes

Se ha presentado un nuevo método de deconvolución ciega que
trabaja en el dominio filtrado cuya principal aportación consiste en
la introducción de la distribución Spike-and-Slab como a priori sobre
las pseudoobervaciones obtenidas por filtrado paso alto de la imagen
borrosa.

La distribución Spike-and-Slab permite descartar ṕıxeles poco
relevantes y potencialmente perjudiciales para la estimación del
emborronamiento.

La inferencia variacional con esta a priori se hace posible gracias al
uso de una potente a la vez que simple reparametrización. Además, la
utilización de una adecuada factorización para la aproximación de la
distribución a posteriori dota a la estimación de una mayor fidelidad
a la a posteriori original de naturaleza multimodal.

Se ha desarrollado un algoritmo variacional EM eficiente y preciso para
la estimación de la PSF, estimando de manera automática todos los
parámetros del modelo a priori dentro del mismo marco bayesiano.

El estudio del comportamiento de la distribución Spike-and-Slab
proporciona un conocimiento más profundo sobre la capacidad
selección de ṕıxeles relevantes de esta a priori, la cual permite una
estimación más precisa del emborronamiento.

Los resultados experimentales muestran la competitividad del método,
produciendo estimaciones de la PSF más precisas que resultan en un
incremento de la PSNR media con una menor varianza, indicando la
robustez del método.

El método de deconvolución ciega presentado presenta un buena
tolerancia al ruido en las imáges.
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1.3. Aplicación a imágenes milimétricas pasivas

En esta memoria se han empleado dos metodoloǵıas diferentes de
abordar el problema de detección de objetos (amenazas) en
imágenes. En primer lugar, siguiendo una metodoloǵıa clásica, se han
extráıdo bloques de las imágenes (ventana deslizante) y se han
extráıdo diferentes caracteŕısticas t́ıpicas, Haar y LBP, utilizando el
método Random Forest para la clasificación. En segundo lugar hemos
utilizado una red neuronal profunda para la segmentación binaria de
la imagen.

Las imágenes captadas presentaban un patrón repetitivo de regiones no
observadas debido a deficiencias en el sistema de captación. Por ello,
el primer paso del preprocesamiento ha sido el completado de estas
regiones de las imágenes mediante el método de inpainting basado en
BKSVD presentado en el caṕıtulo II. Este paso resulta crucial sobre
todo para la metodoloǵıa basada en extracción de rasgos.

La mejora en las imágenes producida por la deconvolución ciega
depende en gran medida de la eliminación previa de ruido. Sin
embargo, los artefactos producidos por el alto nivel de ruido no
estacionario suelen limitar esta mejora.

Los experimentos muestran una clara mejora en la tasa de detección
tras aplicar la eliminación de ruido basada en BKSVD, siendo
importante seleccionar adecuadamente los parámetro del método de
denoising. Sin embargo, el alto nivel de ruido en las imágenes,
además de su carácter no gaussiano, limitan el rendimiento del
algoritmo al usar un detector basado en extracción de rasgos.

La metodoloǵıa basada en una red convolucional produce resultados
de detección ostensiblemente mejores, siendo estos adecuados para la
implementación práctica del sistema. Para la metodoloǵıa clásica, seŕıa
necesario un estudio más amplio de estrategias de extracción de rasgos
para mejorar su rendimiento.

2. Trabajo futuro

Concluimos la memoria con una enumeración de v́ıas de trabajo futuro
surgidas de la presente investigación.

Adaptación de la estimación inicial del tamaño de diccionario
basándonos en la aproximación propuesta en [37].

Aplicación al problema de la superresolución de los métodos de
aprendizaje de diccionarios desarrollados.
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Continuación del estudio de las distribuciones a posteriori laplacianas
como alternativa para la fase de codificación sparse.

Extensión del modelo de deconvolución propuesto considerando la
misma varianza de la a priori para diferentes ṕıxeles de la imagen
como zonas planas o fronteras, en lugar de una varianza diferente por
ṕıxel e introducir información sobre estos parámetros mediante
hiperdistribuciones a priori.

Investigación del uso de diferentes heuŕısticas como, por ejemplo, poner
a cero el valor estimado para ωγi en ṕıxeles saturados.

Inclusión de la estimación de la varianza de ruido en el modelo de
deconvolución.

Adaptación del modelo a deconvolución espacialmente variante. Dado
que la estimación de la imagen se realiza ṕıxel a ṕıxel, seŕıa inmediata
esta adaptación. En este caso, se podŕıa adaptar el eficiente método
de restauración especialmente variante propuesto en [136,137] para el
proceso de estimación del núcleo.

La paralelización del algoritmo de estimación de la imagen con a
priori Spike-and-Slab necesita de más investigación para aclarar su
viabilidad. Esto permitiŕıa el uso de la FFT en el algoritmo
acelerando en gran medida el algoritmo.

Integración del preprocesamiento y la clasificación/detección. Se ha
visto el preprocesamiento como un ((bloque)) separado de la detección
misma, esperando que tras este, una mejora del funcionamiento de los
clasificadores. Resulta interesante estudiar la mejora de las imágenes
como un proceso integrado en la detección, es decir, el modelo deber
aprender cómo mejorar la imagen para garantizar un incremento de la
precisión.
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[98] Lerenhan Li, Jinshan Pan, Wei-Sheng Lai, Changxin Gao, Nong Sang,
and Ming-Hsuan Yang. Learning a discriminative prior for blind image
deblurring. In IEEE Conference on Computer Vision and Pattern
Recognition (CVPR), page accepted for publication, 03 2018.
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